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Resumo

Problemas Multi-Estagios de Dimensionamento de Lotes com Tempo .
N8o-Zero de Produgdo (Non-Zero Lead Time) s8oc formulados como
modelos de programagfo inteira numa maneira adeguadsa para usoc com um
horizonte rolante de planejamento em sistemas do tipo Material
Requirements Planning, sem e com capacidade finita de produgdo.
Duas abordagens de solugfio, ums de cortes fortes e uma outra de
Relaxagéo Lagrangeana s80 desenvolvidas. Experimentos
computacionais sfo relatados e snalissdos para as duas abordagens.
Além disso, uma heuristica para uso em sistemas multi-estagios de
grande porte com tempo néo-zero de produgdo e com capacidade finita
€ desenvolvida e testada computacionalmente.

Abstract

Multi-Stage Lot-5izing Problems with Non-Zerc Lesd Time s&are
formulated as Integer Programming models in & manner suitable for
use with & rolling planning horizon in capacitated and uncapacitated
Material Requirements Planning systems. Two solution sapproaches,
one of.strong cuts and another that uses lLagrangisn Relaxsation sre
developed. Computational results are reported and snalysed for both
approaches. In addition, a heuristic method for use in largemscale

capacitated multi-stage systems with non-zero lead time is developed
and tested.

Autor: Alistair Richard Clark

Orientador: Vinicius Amarsl Armentsno
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INTRODUGAO

Anthony (1965) [apud. Hax e Candea, 1884] identifica trés
niveis de tomada de decisdes no planejamento da produgdio numa
enpresa de manufatura:

Planejamento Estratégico.

Planejamento Tético.

W N e

. Controle de Operagdes

0 Planejamento  Estrateégico trata da identificacéo e
implementag8o de politicas adequadas paras a realizagfic das metas
estratégicas de longo prazo da empresa. Tais politicas necessitam
de decisdes sobre mercados-alvo e investimentos de grande porte, por
exemplo, as qguantidsdes e locais da capacidade de manufaturas pars
atingir as metas estratégicas.

0 Planejamento Tatico trata da wutilizag¢fo eficiente dos
recursos disponiveis para alcangar alvos de médio prazo tais como =&
maneira mais barata de satender =8 demanda psrs os produtos da
empresa. Aqui devem ser tomadas decisdes sobre taxas de produgdo,
niveis de estoque, alocacdo de mio de obra e equipamentos, e
transporte de mercadoris. Estss decisdes s8o sujeitas a restrigdes
resultantes de decisdes ja& tomadas no nivel do planejamento
estratégico.

0 terceiro e Gltimo nivel & o de Controle Operacional, que é
relacionado com as decisdes do dia-a-dia sobre a implementagBo dos
planos téticos elaborados no segundo nivel. Neste terceiro nivel
sfo decididos e executados os schedules detalhados de produgéo
relacionados com 08 fitens e componentes s serem produzidos no dia em

gquestio.



Este tese trata de um certo tipo de tomads de decisdes que diz
respeito ao segundo e ao terceiro dos trés niveis de Anthony. Nosso
interesse é com o planejamento tatico-operacional da produgéo en
lotes em sistemas multi-estédgios ds manufatura de itens com demandsa
dinédmica. O horizonte de planejamento é de curto a médio prazo e
pode ser dividido em periodos de planejamento nums tal maneirs gque,
num dado periodo, um produto ou niio € produzido ou é produzido num
s6 lote cujo tamanho pode variar. 0 problema de planejamento &
decidir em quais periodos produzir gquais itens e componentes dos
itens, e quais serfio os tamanhos dos lotes nos periodos de producgido.

Esta classe de problema de planejamento & muito comum nsa
indastria de manufatura e & de dificil resolug#o. Devemos levar em
conta a estrutura de componentes dos itens, a capacidade de produgio
do sistema, o tempo necessario para a produgf@o ou compra (lead time)
de cada componente, os niveis de estoque de cada componente e =a
demanda para os itens ao longo do horizonte de planejamento. Para
ajudar a enfrentar este conjunto de fatores, varias metodologias e
ferramentas tém surgido. Entre elas, destaca-se o Planejamento de
Necessidade de Materiais, também conhecido comno Material
Requirements Flanning {(MRP) [Orlicky, 1875]. A partir ds susa
introdugéo 15 a 20 anos atrés, o MRP tem sido largamente usado para
organizar e plsnejar a manufatura de produtos com estruturas
complexaé. 0 conceito essencial do MRP € muito simples: Dado um
plano para a produgdio de um item final ao longo de um horizonte de
planejamento, o FPlano Mestre de Produgéo ou Master Production
Schedule (MPS), o usuério desce pels estrutura de componentes do
item calculando qguanto de cada componente se deve produzir em cads
periodo para satisfazer o MPS, levando em conta os tempos de

produgfio e niveis iniciais de todos os componentes. Aproveitando a



grande capacidade de computadores para o processamento de dados, o
MRP tem se mostrado uma ferramenta podeross para o planejamemto da
producao.

Porém, a abordagem do MRP tem certas limitacdes. Primeiro, ela
assume que existe capacidade de produgfio em quantidades suficientes
para atender o plano que o MRP prescreve. Certas metodologias
simples s8o muitss vezes usadas com MRP paras estimar as necessidades
aproximativas de capacidade de um dado MPS. Tais metodologias
incluem Capacity Planning using Overall Factors, Capacity Bills,
Resources Profiles, e a relativamente sofisticada Capacity
Regquirements Flanning [Vollman et al, 1988)]. Esta 0ltima pode ser
usada para calcular as consequéncias detalhadas e dinéimicas para as
necessidades de capacidade das decisdes tomadas no processo de MRP
resultante de um dado MPS. Se uma capacidade suficiente de produgdo
ndo for disponivel, entdo devemos ou fornecer mais capacidade ou
ajustar o MPS para que este fique factivel quanto & capacidade. A
maneira pela qual se deve ajustar o MPS & da algada do usuério.

Uma segunda limitag@io do MRP & que ele n8oc & uma metodologia
otimizante que minimize o custo total de implementar o MPS através
de balanceamento dos custos de preparaglo e produgdo de lotes e os
custos de estocagem de itens € componentes. A meior parte dos
sistemas de MRP permite gue o usuério ou use sequencialmente
tecnicas mono-estagias de dimensionamento de lotes gque em gersal
fornecem planos de produgfo gue s8oc mais caros gque o Otimo ou use a
politica "lote-por-lote” que desconsiders custos. Porém, decisdes
de dimensionamento de lotes num dado nivel tém implicag¢des em niveis
mais baixos da estrutura de componentes do item. Tais decisdes,
portanto, deveriam considerar simultaneamente todos os niveis da

estrutursa.



As duas limitagdes de MRP acima citadas fornecem a motivagdo
para o assunto desta tese, a saber, o desenvolvimento de modelos e
métodos de solugfio para decidir simulténesmente os tamanhos de lotes
em sistemas multi-estédgios de manufatura, sem e com capacidade
finita de produgdo. O cepitulo 1 examina e propde formulagdes de
modelos dinémicos de programagfo matematica s serem usados para o
planejamento da produgéo de curto e médio prazo.
Concentrar-nos-emos em formulagdes de modelos de dimensionamento de
lotes para uso com um horizonte rolante de planejamento em sistemas
de tipo MRP, sem e com capacidade finita.

0 capitulo Z desenvolve e explora uma abordagem de cortes
fortes dentro de um algoritmo de Branch-and-Bound para a solugho
6tima de modelos multi-estigios de dimensionamento de lotes com
capacidade infinita de produc¢so. Experimentos computacionais s#o
relatados e analisados.

0 desenvolvimento de métodos para a solugio de modelos
multi-estidgios de dimensionamento de lotes com capacidade finita de
produgdo € uma Area conhecida por ser computacionalmente dificil.
Porém, els € considerada importante, ums vez que a maior parte dos
sistemas na vida real sfo néo apenas multi-estégios, mas também de
capacidade finita. No cspitulo 3 desenvolvemos uma abordagem 6Gtima
que usa a Relaxagfio Lagrangeana e uma heuristica para fornecer
limites inferiores e superiores respectivamente dentro de uma busca
de Branch-and-Bound. Experimentos computacionais s&oco relatados e
analisados. Também no capitulo 3, reconhecendo que muitos sistemsas
de manufatura s8¢ grandes demsis para possibilitar =& utilizagao de
métodos G6timos de solugdo, testamos computacionalmente a heuristica

para uso emn Sistemas multi-estégios de grande porte com capacidade

finite.



CariTuLO 1

MODELOS PARA O DIMENSIONAMENTO DE LOTES

1.1 Introducgéo

Este capitulo examina € propse modelos dinamicos de
dimensjionamento de lotes que podem ser usados para o planejamento da
produgéio de curto e médio prazo em sistemas multi-estagios de
manufatura. Primeiro, consideramos modelos de um (nico estéagio. Enm
seguida, tratamos de modelos de miltiplos estagios, pars estruturas
de montagem e estruturas gerais, sem e com tempo de produgéo {(lead

time), e sem e com restrigdes de capacidade finita de produgdo.



1.2 Modelos de Um Estagio para o Dimensionamento de Lotes

Suponha que a demanda para um dado item deva ser atendida ao
longo de T periodos de tempo de mesma duragio. Esta demanda pode
variar entre periodos. Para um dado periodo, o item ou ndoc é
produzido ou € produzido num Unico lote cujo tamanho pode variar. O
item & produzido num Gnico estéagio. 0O problema mono-estéagio de
dimensionamento de lotes é o de decidir em quais periodos devemos
produzir quais tamanhos de lotes pars atender com minimo custo total
a demanda para o item ac longo dos T periodos.

No caso do problema de dimensionamento de lotes com capacidade
infinita de produgéo, a minimiza¢8o dos custos totais trata do
balanceamento dos custos de produgfio e dos custos de estocagenm. No
caso de cspacidade finita de produgfio, os custos totais poden
incluir um terceiro custo, a saber o de fornecer capacidade
adicional de produgio em certos periodos (por exemplo, horas
adicionais de m#o-de-obra como em Bahl e Zionts (1887)).

Em comum com a maior parte dos sautores, aSSumamos gque uma
decisfio para produzir o item em um periodo t incorre em um custo
fixo de preparacio (setup cost) S, € em um custo ¢, por unidade de
produgfio. Também assumamos gue & cobrado um custo ht por unidade do
item em estoque no fim do periodo t. Seja dt a demanda para o item
em periodo t. Entd#o o problems mono-estégio de dimensionamento de

lotes com csapacidade infinita de produg¢fo pode ser formulado como



T
nin h >

t=1
tal gque
Itml +ox, - It = dt t =1, , T
X, = xtyt t =1, , T
X, Z 0; It z 0; Yy F 0 ou 1; t=1,...,T

onde & variavel X, € a produgfio do item no periodo t, a variével 1
& o estoqgue do item no fim do pericdo t, e & constante Ht 2 unm
limite superior de X, A variavel Yy é usads para cobrar o custo de
preparagio 5, quando ha produgdo no periodo t.

A fung8fio objetivo minimiza o total dos custos de preparagéo de
lotes, de produgdo e de estocagem 8o longo dos T periodos do
horizonte de plasnejamento. Notamos gue um item produzido no periodo
t é disponivel pars ajudar s satisfazer a demanda dt' Assim, as
restrigﬁgs It-l +ox, - It = dt fornecem s liga¢#io entre estogues de
periodos sucessivos. A restrigéo Xy =< tht forga x, & ser 0 guando
Y. ¢ 0, mas deve nfo restringir X, quando Yy é 1. Bote gque a
formulag8o permite solugdes factiveis que tem Xy = 0 e ¥y = 1 para
algum t € {1,...,T}, mas tais solug¢des s8o obviamente subdtimas se
g, > 0.

0 problema mono-estégio de dimensionasmento de lotes com
capacidade infinita de produgfic tem sido estudado bastante durante
os ultimos 30 asnos. A referéncias basica € o conhecido artigo de
Wagner e Whitin (1858) que desenvolveu um algoritmo o6timo de
programagio dindmica que assume gue o estoque inicial IO & zero e
que & executével em tempo D(Tz}. Quando o estogue inicial I e

0

positive, as demsandas d T s8o redefinidas como demandas

g0 -sd



"efetivas” depois de primeiro consumir o estogue I0 [Johnson e
Montgomery, 1874].

O medelo acima planeja os tamanhos dos lotes ao longe de um
horizonte de pleanejamento de T periodos. Porém, em geral o
horizonte de planejamento n8o pode ser especificado com tanta
precisdo. Seria ideal se fosse possivel planejar ao longo de tods s
vida do produto. Na& pratica, n8o sabemos com precisio qual sera =a
demanda parsa um produto @ao longo de toda & sus vida de mercado e,
pars tomar decisdes sobre tamanhos de lotes, nféic &, em geral,
necessério saber. As decisdes de curto prazo resultantes de um
horizonte longo de planejamento n#doc deveriam ser muito diferentes
das decisdes resultantes de um horizonte de planejamento que se
estende sobre a vida de mercado do produto [Lee e Denardo, 1888].
Adicionalmente, quanto mais longoe o horizonte de planejamento, maior
o esforgo computacional em decidir os tamanhos dos lotes. Devemos
conciliar o maior trabalho computacional de um horizonte mais 1longo
com as decisdes "nfo t#o boas” de um horizonte menor. Assumamos gue
esta conciliagfo Jja foi considerada e que um horizonte de
planejamento de T periodos j& foi decidido [Baker 1877, Carlson et
al 1882, Lee e Denardo 1888}, levando em conta o uso de um horizonte
rolante como vamos discutir agora.

Na pratica, o modelo geralmente nfio & aplicado de T em T
periodos. A forma cdéncava da fungdo objetivo forga o valor de IT
para zero ou um valor pré-fixado na solugdo d6tima. A aplicaglic do
modelo de T em T periodos introduziria provévelmente ums rigidez
cara por forgar o estogue ser zero ou pré-fixado de T em T periodos.
Na pratica, o modelo é geralmente usado na base de um “horizonte

rolante” na seguinte maneira repetitiva:

i. O modelo é resolvido e sémente a decis8o do periodo 1 é



implementads.
2. "Rola-se” para frente por um periodo tal qQue um periodo que
tinha indice t passa a ter indice t-1.

3. Anexa-se uma nova demanda dT e vai-se ao passo 1.

Eﬁ Qualquer instante em tempo planejamos para frente so longo de um
horizonte de T periodos, mas implementamos apenas & deciséio para o
periodo imediato. Assim, ums decisio implementada sempre 1leva em
conta os proximos T periodos de demanda.

Uma razdéo adicional para usar o modelo na base de um horizonte
rolante & que podemos nfio saber com certeza a demanda até o periodo
T. Neste caso temos que usar previsdes da demanda. Se wusarmos o
modelo de T em T periodos entfo, por exemplo, a decisio Xp_g
implementada no periodo T-3 seria baseads enm previsdes de demands
feitas no periodo 1. Seris melhor basear s decisfo implementada
Xp_g nas Gltimas previsdes disponiveis no periodo T-3 que sio
geralmente mais confifiveis que as previsdes disponiveis no periodo
1. Os efeitos de incerteza de demanda sobre custos foram
pesquisados, por exemplo, por Bodt e Wassenhove (1983) e por
Wemmerlov (1985) no caso de demanda constante com perturbagdes
sleatoreas e previsdes feitas com a técnica média exponencial mdvel
(exponential smoothing). Chalmet et al (1885) tembém investigaram
tais efeitos num estudo de caso onde a demanda ers altamente
variavel e sujeita a frequentes mudangas de quantidade.

Agora consideremos s inclusfo do tempo de produgéc (lead time)
no modelo. Suponha gque sejam necessérios L periodos para produzir
um item de tal maneirs que a produgfo do periode t é disponivel para
atender a demands somente no periocdo t+L. Assim o modelo apropriado

serisa



T
min L [ Se¥e * CeXe * Peaplean ]

t=1

tal gue

Tean-1 % %t 7 Teep = dp41 £=1,...,T

xt - tht t = 1; :T

. e . - . -

Xt 2 0, It+L _——- 0, yt - B Ou 1, t 1,a-a;T
Note gue a primeirs variével de estogque é Il+L' Dz niveis de
estoque 11""'IL ja Poram determinados.

Suponha que este modelo & usado na base de um horizonte
rolante. 5e sempre soubermos s demands d1+L com certezs entdo os
niveis preé-determinados Il"“’IL sempre serfo nao-negativos e assim
suficientes pasra atender ss demandss d

.,dL. Se tivermos que

1
prever a demands dl+L com menos de 100X de confianga entdo existira

um risco de ndo haver estogue suficiente para atender d .0

100 L-
Uma maneira de evitar déficits (stockouts) nos periodos 1 a L-1 &
ter um estoque de seguranga do item. Esta tese n#o leverd en
consideragfio a determinagfio de estoques de seguranga ou maneiras’
alternativas de lidar com deficits. Porém, incerteza de demanda e
estoques de segurancga sfio tratados em Whybark e Williams (1876),
Mehta (1880), e Aucamp (1986), Esta tese abordard incerteza de

demanda em sistemas multi-estégios em outras segles deste capitulo.

| e



1.3 Modelos Multi-Estagios para o Dimensionamento de Lotes

A maior psrte de itens sfo produzidos nfe num dnico estagio,
mas em miltiplos estégios. Um item pode ser composto de muitos
componentes gque também devem ser produzidos em lotes econdmicos e
assim entram no problems total. A demanda dinédmica para um dado
componente depende, pelo menos em parte, das decisdes tomadas sobre
os tamanhos dos lotes dos componentes que usam o© dado componente.
Nosso modelo deve refletir tanto esta demanda dependente (por
exemplo, demands de auto-pegas para montar veiculos numa fébrica)
quanto gualguer demanda independente para o componente (por exemplo,
demanda de auto-pegas para oficinas de conserto e manutenc¢sdo).

Na segfio 1.3.1 tratamos de um modelo para um item com uma
estrutura de montagem, supondo tempo zero ou guase~zero de produgso
para cada componente e capacidade infinita de produgéo. Na secéo
1.3.2 generalizamos para itens com estruturas gerais e na segéo
1.3.3 pars itens com estruturas de montagem e com tempo nfo-zero de
produgfio de componentes. Finalmente na secdo 1.3.4 propomos um
modelo para © caso de itens com estruturas gerais com tempo nio-zero
de produgio de componentes,

Consideramos o caso de capacidade finita de produgfo na secdo

1.4.

% %



1.3.1 Estruturas de Hontsgem com Tempo Zero de Producéo

Queremos planejar a produg@o em 1lotes discretos de uh item
final e seus componentes numa estrutura de montagem ao longo de unm
horizonte de planejamento de T periodos (daqui para frente, guando
falamos dos componentes, estamos falando implicitsmente do item
final também). Para cada componente temos que decidir em quais
periodos devemos produzir quais tamanhos de lotes do item ou
componente. Assumamos que um item produzido num periodo é
disponivel para consumo no mesmo periecdo, istoc é, o tempo de
produgdio é zero para o item final e cada um de seus componentes. 0
objetivo €& achar um plano que minimiza o total dos custos de
preparagic de lotes, de produgfio e de estogue ao longo do horizonte
de planejamento

Nesta seg@o examinamos uma formulagio baseado naguela de
Afentakis, Gavish e ZKarmarkar (1884). Antes de especificar a
formulagéio, vamos denominar os componentes com os nimeros 1 até N
tal gue, se¢ o componente i for em si um componente do componente 3,
entfio i>j. O item final tem o nimero 1. A estrutura de montagem
dos componentes pode ser representads por uma &rvore invertidas gque
tem o item final como raiz como no exemplo na Figura 1.3.1. Seja
s{(i) o componente que & o (Unico) componente sucessor imediato do
componente i, seja R(i) o conjunto de todos os componentes
sucessores do componente i, seja P(i) o conjunto dos componentes
predecessores imediatos do componente i, e Q(i) o conjunto de todos
os componentes predecessores do componente i. Assim, no exemploc da
Figura 1.3.1, s{(b)=2, R(5>={1,2}, P(2)={4,5,8}, e
Q(13={2,3,4.5,8,7}.

E Y



- Item final

N

/\ N

(4] (5]

Figura 1.3.1 ~ Ums Estrutura de Montagem

A demanda independente dit para cada componente i no periodo t
tem que ser atendida no fim do periodo t. A demanda dependente para
o componente i no periodo t depende do tamanho do lote do componente

(i) no periodo t e da quantidade r. y que é o numero de unidades

i,s(i
do componente i necessério para produzir uma unidade do componente

s(i). Uma decisfic parsa produzir um lote de tamanho L

componente i no periodo t implica um custo fixo sitzﬂ de preparacgéo

do

e um custe unitéario citZO de produgédo. Componentes podem ser
estocados de um periodo para o proximo e neste casc um custo
unitario h. >G de estocagem & cobrado por I , © nivel de estogue de
componente 1 que passa do periodeo t para o periodo t+1. Assim o

modelo pode ser formulado como:



. 131
min L L [ SitYie * Cie¥ir * Pigliy ] (Foy1?
1=1 t=1

tal que
Ty, e-1 * %3¢ Tqg = dyy t=1,...,T
- i=2, ,N
Lit-1 % %56~ Lie ~ T3 ecid®scid,t = Yit t=1,...,T
i=1,...,N8
Xip = MipVig t =1, ..
» - . o . i - 1; .’N
x50 20 1,420 vy, = 0ou t =1,....T

onde M, € um limite superior de Xgpo
0 modelo pode ser usado na base de um horizonte rolante, com a
implementag&o somente das decisdes de produgio do periodo 1.
Afentakis et al (1984) transformaram a formulagho acima
expressa em termos de estoque convencionsl Iit (conhecido como
Iinstallation stock) para uma em termos de echelon stock (que
traduzimos como “"estogue de escalfo”).

Defina Eit’ o nivel de estoque de escalfioc do componente i no

fim do periodo t, como

Bie ® hie ¥ TisciBsay,

Esta definig¢fo aplicada repetidas vezes resulta em

E.,L = I., + T

I
it it 3€R(1)

Pij*it

onde p.. = ]| r e o produto || é sobre todos os componentes
i3 ' Tkys(k) Kk

k no caminho do componente i @até o componente J, exeluindo o
componente j, isto &, pij ¢ 8 guantidade do componente i em uma

unidade de componente 3J.

Ao Eit podemos astribuir um custo unitario definido como:



e3¢ = b L Tiyhye

1t 5eP (i)

T N
No Apéndice A (Proposigfio Al) & mostrado que ¥ ¥ h..I. z
t=1 y=1 b3t
T N

r = eitEit pera 0 caso mais geral de estruturas gerais. Também
t=1 i=1

no Apéndice A (como um caso especial da Proposigéio A4) & mostrado
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que & formulagdo nyl

em estogque convencional € eguivalente &

seguinte formulagfio Figé em estogue de escaldo:
in % % sS..¥ + e.,.X + e. . E (F131)
m iT1  toq it’it it*it it it xyE
tal gque
i = 1,...,R8
E. 4 + X, - E, = T p..d. i - ’ 5
- < i= 2, >N
Ti,s(idEs(id,t Bsp =0 £ = 1,....T
< i=1,...,N
Xip = M5e¥iy t=1,....T
> . > . - . 1 = 1: ;N
X0 205 By 205 vy =0ouly t=1,...,T

O conceito de estoque de escalfio foi introduzido por Clark snd
Scarf (1860) e tem sido usado por vérios autores inclusive Crowston
et al (1880) e Schwarz e Schrage (1875). O estoque de escalio Eiy é
o estoque total do componente i no sistema no fim do periodo t,
tanto como componente sozinho (Iit) como parte de componentes
SUCesSsSores .eg(i)pij Ijt]. O estoque de escaldo & um conceito
muito Gtil que & capaz de simplificar bastante a snélise no seguinte
sentido: engquanto a guantidade de estogue convencional Iit depende
das demandas independentes, dos tamanhos dos lotes do componente i,

e também dos tsmanhos dos lotes do componentes JeR{(i), 8 quentidade

- B



de estogue de escalso Eit depende somente das demandas independentes
e dos tamanhos dos lotes do componente i. Podemos verificar este

fato por notar que as restrigdes

- - - i =2, .N
Tie-1 % *ie 7 Lie ~ T3 s@iy®sciy,t = 9yt £ o= 1,....7
foram substituidas pelas restrigdes
= 1 N
E. ., 4, + x - E,, = b p..d. 1= s

Note também que as restrigdes I,4,%0 foram substituidas pelas

restrigles EltZD parsa t=1,...,T e as restrigdes I,,20 foram

R A > .
substituidas pelas restrigdes Eit Z ri,s(i)Es(i),t para 1i=2,....N

e t=1,...,T. Destas restrigdes podemos inferir gque Eitaa para

i=2,..., N e t=1,...,T qQue portanto s8¢0 redundantes, mas mesmo assin

s8o incluidas na formulagdo Figé por elegancia e implementacéo

computacional.
Agora consideremos o custo unitério de estogue de escalio eit‘

Lembre que ey & definido como

e., = h

it it h

S r..h.,.
jeP(iy 91 3t

0O termo hit € o custo unitaric por periodo do estogue coconvencional

do componente i no fim do periocdo t e reflete o valor do componente

i. O termo 5 r..
jeP(i)y 9%

estoque convencional dos componentes predecessores imedistos JeP(i)

hjt é o total dos hjt’ 08 custos unitéarios de

do componente i, multiplicados por rji (a gquantidade do componente j

emn uma unidade do componente i). Assim o termo p M h

JeP(i
reflete o valor total dos componentes gue entram na produgfo de uma

r..h.
3 Ji it

unidade do componente i e que Jja& tinham sido produzidos antes.

Portanto h,, - T©

h. reflete ¢ valor adicionado na montagenm
1t jep(yy 313t

..
)31

final de uma unidade do componente i, Desta forma, podemos



interpretar o custo unitario de estoque de escaléo

h r rjihjt como o custo unitédrio por periodo da

JeP(1i)
estocagem no fim do periodo t do valor adicionade na produgdo do

it T Pit
componente i que nféio tinha sido adicionado antes da montagem finsl
do componente i, Em outrss pslavras, LT é o custo unitério para o
componente i de levar este valor adicionado em estogue do periodo t

ao periodo t+1.

131
xyE

limites inferiores de répids computagdoc através de  Relaxagfo

Afentakis et al (1984) usaram s formulagdo F para fornecer
Lagrangeana num algoritmo de Branch-and-Bound paras resolver o
problema com estrutura de montagem. A formulagdo é introduzida aqui
porgue vamos generalizéd-la mais tarde neste capitulo no caso de um
item com estrutura geral e com tempo n8o-zero de produgdoc de

componentes.

- e



1.3.2 Estruturas Gerais cor Tempo Zero de Produgéo

Vamos agora considerar estruturas gerais onde um componente.
pode ter meis que um componente sucessor. Por exemplo, na estrutura

em Figura 1.3.2, o componente 8 tem dois sucessores.

Item final
(1]

N

/\/\

Figura 1.3.2 - Ums Estruturs Geral

Assumamos as mesmas hipbdteses que na seglo 1.3.1, mas agora
seja 5(1i) o conjunto dos componentes que s8o sucessores imediatos do
componente i. Por exemplo 5(B) = {2,3} e 5(7) = {3,8} n=a Figurs
1.3.2. Podemos ver que = estrutura geral de um item pode ser
representada por um grafo direcional aciclico.

Portanto a formulag8o em termos de estogque convencional I do

it
problema de dimensionamento de lotes para um item con estruturs

geral quando cads componente tem tempo zero de producglo é

o



N T
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min R [ SitVit * CieXie * Pielie ] (Fyy1’
i=1 t=1
tal gue

Ty p-1 * %3¢ Iqp = 94y t=1,....7
i =2 N

I, ,_ 4+ %X, - 1., - £ r..x. =d, L - S
i, t-1 it it Tieg(qy 173t it t = 1 ,T
i =1, .,N
Xy S Migvyy t = 1,....T
) - ) 3 o= 1, N

onde Hit e u? limite superior de S

Este modelo também pode ser usado na base de um horizonte
rolante. Para reformular o problema en termbs de estogue de
escaléo, devemos primeiro redefinir pij‘ Seja nij o nuamero de
caminhos do componente i sté o componente j. Defins

n o _ -
Piz ~ IT Tr,s(k) no=l,....n
onde o produto || é sobre todos os componentes k no caminho n do
k
componente i até o componente j, excluindo o componente j, ¢ onde

s(k) & o (fnico) componente sucessor imediato do componente k no
dado caminho n. Agors redefins
n..

1] n
P:. = L DP..
oop=p M

Assim pij €&, como na segfo 1.3.1, a guantidade do componente i em
uma unidade de component j. Por exemplo, na Figura 1.3.2, existem 3
caminhos entre os componentes 7 e 1, a saber, 7-3-1, 7-6-3-1, e

7-8-2~-1., Assinm

Ppy ¥ To3¥3y * TogPgafay * TogTgalag-

g ™



Também o estogue de escaldo é redefinido como

E.., =1I.,, + Y r..E.
it it 5€5¢1) ij73¢c
Esta definig8o aplicada repetidas vezes results,
1.3.1, en
E = TI., + Y p..I.
it it jeR(1) ij7 53¢

Por exemplo, ns Figura 1.3.2

E =1

7t + r

I

7t 76

* (Tg3Tgy * TogT¥eg¥ay * TogTeaTay iy

COoRo

st ¥ (Tyglpz * Tngdlgy + Tograo,ls,

ne segéo

A definigdo do custo unitario de estoque de escalfio é a mesma que na

segdo 1.3.1, a saber,

e, = h,; - h

z r..h.
it it jeP(i) Jitit

Com estas definigles, & mostrado no Apéndice A (Proposigtes Al e A4)

que & reformulagio do problema em termos de estoque de escaldo €

R T
min ) b [ 5., V., + ¢C.,X., + e.,E. ]
i=1 t=1 it" it it™it itTit
tal que
nij .
E 4 + X, - E,_ = z ¥ p..d.
i,t-1 it it JER(IIV{i} n=1 1373t
b r..E.. -E. L =0
jeS¢iy W9t it
Xip = HipYiy
> > = .
xit =z 0 ; Eit = 0 ; yit 0 ou 1 ;

Note que, analiticamente, a Gnics diferencsa entre

131 132 é

nyE xvE

F 8 forma mais geral

=y

ags

das

o B oF b

ot b
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<nyE)
= 1,...,N
=1,...,T
= 2, N
=1, , T
= 1, .:N
=1,...,7T
= 1,...,N8
=1,...,T
fdrmulagﬁes
restrigdes



- = 0. ied i Z
3e§<i)r1335t Eit 0. Destas restrigdes e das restrigdes E,.20
para t=1,...,T pode se inferir que Eitae para i=2,...,N e t=1,...,T

que portanto sf#o redundantes, mas mesmo assim s8o incluidas nsa

132

formulacsao nyE

por elegéncia e implementag¢do computacional como na

secdo 1.3.1.

%



1.3.3 Estruturas de Montagem com Tempo Réo-Zero de Producéo

Voltamos agora para estruturas de montagem e consideramos o
caso quando pelo menos um dos componentes, incluindo, talvez, o
proprio item final, tem um tempo nfio-zero de produgéo. Em outras
palavras, o componente n#o & disponivel para atender a demanda no
periodo de produgdo, mas somente num periodo msis tarde.

Suponha que o componente i leva L(i) periodos para ser

produzido, i.e., o tempo de produgso (lead time) do componente i

D

L(i). Assim & produgfo x

[+ 28

it do componente i no periodo t

disponivel somente no periodo t+L{1i).
Seja o componente i um componente primario se P(i)=@. Por

exemplo, os componentes primarios na Figura 1.3.3.1 séo 4, 5, e 6.

L(1)=1 I
Item Finsl
[1]

L<z>/ \\(3)2
L(é)/////ﬁ R\\\\\5)‘ 2 R\\\\ié) =3

Figura 1.3.3.1

Uma Estruturs de Montagem com Tempo R8o-Zero de Produgdo

oy



Seja M(i) a soma maxims dos tempos de produgso L(.) somados de
um componente predecessor primario do componente i sobre 0s
componentes sucessores até (mas ndo inclusive) o componente 1.

Formalmente, defina M(i) na seguinte maneira recursiva:

0 se i for um componente primario
ML) max {M(j)+L(Jj)} se i néo for um componente primario
JeP(i)
para 1 = N, N-1, N-2, ..., 1 naquela sequéncis. Por exemplo, na

estrutura de produto na Figura 1.3.3.1, podemos calcular que

M(B) = 0; M(5) = 0; M{4) = O; M(3) = L(8) = 3;
M(2) = max{L(4),L(5)} = max{3,2} = 3;
M(1) = max{M(2)+L(2),M(3)+L{(3)} = max{3+1,3+2} = 5.

86 M(1) & interessante porque & o méximo total dos tempos de
produgéo de um componente primario sté o item final. Se tentarmos
planejar a produgdo do item final para qualquer periodo antes do
periodo t = M(1)+1 entdo a produgio do item final serd limitada pelo
estoque no comego do periodo 1 de pelo menos um componente. Para
termos & aproprisda liberdade de planejamento, devemos sincronizsr
os pericdos ao longo dos quais planejamos a produgéo dos
componentes. Na Figura 1.3.3.1, por exemplo, MN(1) = L(B)+L(3) = 5,
sendo que ¢ maximo total dos tempos de produgfc de um c¢componente
primadrio até o item finsl. Pars sincronizar =a producdo do item
final e os componentes 3 e 6, devemos planejar a produgfo do

componente 8 ac longo dos periodos 1 até T, do componente 3 so longo

dos pericdos L(B)+1 até L{B)+T (i.e. ao longo dos periodos 4 saté

Ea e ]



3+T) e do item final ac 1longo dos periodos L(3)+L(B)+1 até
L(3)+L(B)+T (i.e. ao longo dos periodos 6 até 5+T). Sincronizando a
produgéio dos componentes nests maneira, temos a liberdade apropriada
de planejamento. Se dy~, for muito grande entfio o modelo terid a
liberdade dé fazer X18 suficientamente grande (lembre gque L{1)=1)
porgque se pode fazer Xaq © Xgy suficientamente grandes para
conseguir fornecer componentes 3 e 6 atraveées da produgéo em lugar de
fornecé-los através de estoques. Seguindo este raciocinio vemos que
a produgdo dos outros componentes (2, 4 e 5) também precisa ser
sincronizada com & produgfio do item final nos periodos B,...,T+5.
Formalizamos a sincronizagfio de qualquer estrutura de montagem de unm
produto na seguinte maneirs.

Defina K(i) como & soma dos tempos de produg¢io do componente i
e dos seus sucessores, excluindo o item Ffinal. Formalmente defina
E(i) recursivamente como

K(1) 0 e

R(i)

L{i) + K(s(i)) para i = 2,..,,N.

Por exemplo, na Figura 1.3.3.1, temos

E(1) = O

E(2) = L(2) + R(1) = L(2) = 1

E(3) = L(3)> + K(1) = I(3) = 2

K(4) = L{4) + K(2) = L{4) + L(2) = 4
K(5) = L(5) + K(2) = L(5) + L(2) = 3
E(B) = L(B) + K(3) = L(B) + L(8) = 5

Agora defina T(i) recursivamente como:



T(1) = M(1) - R(i) para i = 1,...,N.

Por exemplo, na Figura 1.3.3.1, temos

T(l) = H(1) - K(1) = 5 -0=5
T{Z2) = M(1) - K(2) =5 -1 =4
T(3) = M(1) -~ K(3) =5~ 2= 3
T(4) = M(1) - K(4) = 5 - 4 = 1
T(5) = M(1) - K(5) =5 - 3 = 2
T(B) = M(1) - K(B) = 5 -5 =0

Entdo T(i)+1 indica o periodo no qual, na base de um horizonte
rolante, devemos iniciar o planejamento do componente i para
sincronizar sua produgdo com a2 de todos os outros componentes e, em
particular, com a do item final. Se o planejamento do componente i
a0 longo de T periodos for iniciado antes do periodo T(i)+1l, entédo
val faltar informagdo sobre a produgdo do componente 1i. Tal
informag8o & necesséria para o planejamento ao longo de T periodos
de pelo menos um componente predecessor jeQ(i), dado que = produgdo
de J depende da producgdo de i.

T(i)+1 pode também ser interpretado como o Gltimo periodo no
qual pode-se produzir ums unidade do componente i para conseguir
usar aquela unidade para produzir o item final no periodo MN(1)+1.
Podemos ver o conceito T(i) como =a incorporacéioc ds légica back
schedule de MRP em modelos multi-estégios de dimensionsmento de
lotes (Vollman et al, 1988). Esta 1é6gica consiste enm comegar a
produgéio de um dado componente o msis tarde possivel, em constraste

com a légica front schedule que comega & produgdo dos componentes o



mais cedo possivel =a partir do periodo 1. A vantagen da légica back
schedule sobre a légica front schedule & que ela elimina estoques
desnecessarios e permite maior flexibilidade caso hajam erros nas

previsdes de demanda. A l6gica back schedule é fundamental enm

sistemas MRP.

A Figura 1.3.3.2 mostra os periodos sincronizados de

planejamento para cada componente da estrutra de Figura 1.3.3.1.

L(1=1 ]

- Item Final ¢t = 6,7,8,...

L(2)= / \(3} =2

= = 4,5,8,..

L(4)= 3/ \w) 2 L(6)=3

t = 2, 3 4, t = 3,455,,.. t

1,2,3,..

Figura 1.3.3.2

Una Estrutura de Montagem com Tempo Nio-Zero de Producgao

0 apropriado modelo sincronizsado deve ser formulado como:

8



] T(i)+T ‘ 135
min z z [ 8,.¥ + ¢ X, + h I ] (F )
i=1 t=T(i)+1 it7it it™it 1,LCi)+t i, L(i)+t xyl

tal que

TLLC*t-1 * ¥ T T ncnyee T 9 1010t

para t = T(1)+1,...,T(1)+T

Lo, Lqayet-1 * Xy - 1 = +d

i, LCi)+t T Ti,s(i)¥s(i),L(i)+t i,L{i)+t
para %Ei;;i?...,T(i)+T
X3¢ = MigViy para | > %Eiiii?...,T(i)+T
¥t 20 14 peiyet 20 para ¢ %Eiiii?...,T(i)+T
Yig = O ou 1 para | %Ei);if..t,T(i)+T
Se para i=1,...,N a demands di,1+T(i}+L(i) para o componente i

no periodo 1+T(i)+L(i) for sempre prevista com 100%¥ de precisio
entdo o modelo pode ser usado satisfatoriamente na base de unm
horizonte rolante. Para i=1,...,N implementamos a decisgdo xi,1+T(i)
e depois rolamos um periodo parse frente. Come nos situamos no
comego do periodo 1, "implementamos"” xi,l+T(i) por fixar seu valor
(o gue implementamos de fato sfic os valores ja fixados de xi,l
decididos por aplicacSes anteriores do modelo ou, se T(i)=0, pela‘
aplicag8o atusal).

Se, porém, as previsdes de demanda até di,1+T(i)+L(i) nédo forenm
sempre precisas para gualquer componente i entio corremos o risco de
déficits (stockouts) de componentes. Um método de lidasr com erro na
previsdo de demanda € usar estogues de seguranga (safety stocks)

dagueles componentes (inclusive o item final) para os quais existe

i, -



incerteza sobre sua demanda independente. Estoques de seguranga e
outras estratégiss para enfrentar incerteza na demanda s8o
discutidos em Whybark e Williams (1878), Wijngaard e Wortmann
(1985), e Carlson e Yano (1886).

Afentakis e Gavish.(lgsﬁ) discutirem muito resumidamente o casgo
de estruturas de montagem com tempo né#o-zero de produglo de
componentes. Eles ndo mencionam o problema de sincronizagéo, porénm
propdem uma generalizacio da definiglo de estoque de escaldo que

inclui tempo nfo-zero de produgéo de componentes, s saber:

it - it Y Ti,e1)Fs(4), t4L(s(i))

Prefirimos propor uma definig8io diferente de estoque de escaldo no

caso de tempo néo-zero de produgio:

E., = 1

it 1,04L(1) ¥ Ti,s(i)Es(i), L4001y

com custo unitéario de estoque de escalfio definido CoOmo !

e, = h

it h

. . - T *..h.,.
i,84L(3) 5€P(i) Jivit
Uma discuss8o destas definigbles & deixada pars a segfo 1.3.4,
No Apéndice A (Proposigdes Al e A2) é mostrado que a formulagdo
em termos de estogue de escalfio que resulta da definig¢éo proposta

acima & a seguinte:



N T(1)+T

133
min T r [sy + 0. X, + ®..F ] (p133,
121 t=TCiyer L B1t¥ae ¥ Cig¥ip * ey Fyy xyE
tal que
E, . s +x,,  ~-E, = T p;sd. .
i,t-1 it 1% seR(Dugiy 1973 t+L(II+K(E,5)
i=1,...,N
t = T(i)+1,...,T(i}+T
_ iz2,...,N
Ti,s(i)Bs(i),L(iyst ~ Ejp < O t = T(i)+1,...,T(i)+T
i=1,....N
Xip S Myeviy t = TCid+1,...,TCi)+T
. . _ i=1,....N
¥5¢ =0 Ej 205y, =0oui1 t = T(id+1,...,T(i)+T

definido como &

(1138

onde Py € definido como na segdo 1.3.2 e K(i,3j)

soma dos tempos de produgfo L(.) no caminho do componente i &até o
componente J (exclusive L(j)).
Como o lado direito b3

JeR(i)V{i}

conjunto de restrigdes consiste somente de dados, vemos que, en

133 -
xyE do caso de tempo nac-zero de

produg#o ndo é essencialamente diferente da formulacgéo Figé deo caso

x
de tempo zero de produgdo, tendo o indice ¢ passado por uma mudanga

P339, t+L(5)+K(4i,5) 9° Primeiro

termos analiticos, a formulacdo F

positiva de T(i) periodos para levar em conta os tempos néo-zero de
producgéo. Ii,T(i)+L(i) pode ser visto como o nivel inicial de
estoque convencional do componente ie Ii,T(i)+L(i}+T como o nivel
terminal de estoque convencional do componente 1i. Equivalentamente
Ei,T(i) e Ei,T(i)+T podem ser vistos respetivamente c¢omo o nivel
inieisl e o nivel terminal de estoque de escazlio do componente i.

& definig8io de Afentakis e Gavish (1886) de estoque de escalio

com tempo nio-zero de produgdo resulta em essencialmente nas mesma

reformulag8o, embora eles nio mencionem o problema da sincronizagio

28




dos periodos de planejamento e néo definanm e;.- FPorém, & definigéo
alternativa de Eit proposts acima fornece uma reformulagiio mais
elegante (nyz) na qual as variaveis Xy néo sdo afetadas
explicitamente por tempo ndo-zero de produgdo como s8o afetadas na

equagéo dinamica da reformulagiio de Afentakis e Gavish, a saber:

E. +

i,t-1 7 %5 t-n¢iy ~ Eyy

= Combinagéio linear das demandas independentes



1.3.4 Estruturas Gerais com Tempo Néo-Zero de Produgéo

No caso de produtos con estruturas gerais e tempos ndo-zero de
produgéio de componentes, a especificagdo de um modelo adequado em
termos de estogue convencional Iit’ e do modelo egquivalente enm
termos de estoque de escalio Eit’ fica mais complicada que nas
secles anteriores. Revelamos a razfio com a ajuda de um exemplo
simples,

Considere um produto com 8 estrutura geral e tempos nio-zero de

produgfo na Figura 1.3.4.1:

Demanda d1t pars o Item.Final
L{13=0

Item Final

L3

L{2)=1
F21™
5(2) = {13
Demanda L{(3)=1 =
Independente dy 5(3) = {1,2}
rTo.=1
L(3)=1 31
T32~

Demanda Independente dg,

Figura 1.3.4.1

Uma Estrutura Geral com Tempo Néo-Zero de Produgéo

=21



Parsa planejar a produgéio do componente 3 ao longo dos periodos

1 até T, as seguintes restrigdes

I - I

8,t41 T *2,t41 * X 41 Y d3 44y
para t = 1,...,7T

3t * X3¢

mostram qQue precisamos levar em conta o8 valores de X5y © xlt pars

os periodos t = 2,...,T+1. Porém, pars saber os valores de X,, Para
t =2,...,T+1, as restrigoés

Tot * %op = Ip phy = %y p4q * Ao 41 para t = 2,...,T+1
mostram que devemos considerar 08 valores de X4y Para t=3,...,T+2.
Assim, no total, devemos levar em conta os valores de X4y 80 longo
dos T+1 periodos t=2,...,T+2 pars conseguir planejar x3t ao longo
dos T periodos t=1,...,T. O periodo adicional surge porque um dos

dois caminhos do componente 3 até o item final tem sua soma dos
tempos de produgéo igual s 1 periodo enquanto ¢ outro caminho tenm
Sua soma igual a8 2 periodos,

Estas consideragfes mostram que devemos levar em conta as

seguintes restrigdes:

Ti,emn * %gp = Ipp = dyy t=2,...,T+2
Tov * %op = Ip pe1 = %y pyq * dy t41 t=2,...,T+1
Iap + %54 - I3 441 = X2,t41 F X per d3 41 t=1,...,T

Agors estendemos para estruturas gerais a definigdoc de estoque

de escalio E;, apresentada na seg#o 1.3.3. Definsa

L)
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it T fieenciy YD TisEy vinciy

JjesS(i)

(o custo unitario de estoque de escaldg eit serd definido mais

adiante), Com a definigéio ampliada acima de E;p, & simples

reformular as restrigdes:

Iljt‘”l + xlt N Ilt = dlt t = 25---JT+2
I2t + th - 12,t+1 = xl,t+1 + d2,t+1 t=2,...,T+1
Tag * X3¢ = 13,041 = Xp g4 * X 44y * dg 41 t=1,...,7T
em termos de estoque de escalfo:
El,t—l Pxgp - Byp T Ay t = 2,...,T+2
Ea,e-1 % Xap ~ Bpp = dp 41 v dy 10y t = 2,...,T+1
Ea,t-1 % %3¢ ~ Egp = dy g +dy 04 do,t+2 ¥ 93,141
t =1,...,T

Note que ansliticamente estas restrigoés tem a mesma forma
simples que no caso de tempo zero de produg¢do de componentes nas
segdes 1.3.1 e 1.3.2.

Consideremos agora as consequénciss das restrigdes de estogue
para o uso do modelo na base de um horizonte rolante. Se a produgéo
comegasse com estoque zero de todos os componentes no comego do

periodo 1, entfic o seguinte grafico de Gantt:

Lo End



Periodo

0 1 2 3
1 l X
12
: |
Componente 2 x ”/',//'
21 //

‘ 7
3 %30 *31

Figura 1.3.4.2 - Gréafico de Gantt

mostra que Xy0 seria obrigatoriasmente zero porque 130=B. Mesmo se o
estogue "inicial’ 121 do componente 2 fosse positivo, a8 guantidade
da produgéio Xyo ainda seria limitada pela produgéo X,4 Que, por sua
vez, & limitada pela quantidade de estoque 130. Esta situsgdo
também acontece quando o modelo é usade na base de um horizonte
rolante. Se, depois de cads aplicagfio do modelo, rolarmos para
frente por um periodo, entio Xyo é limitado por uma decisfio, a saber
138’ resultante da aplicagéio anterior do modelo. Parece mais
apropriade excluir Xyo COMO uma variével de decisfo e deixar X q SEr
& variadvel implementadsa Xyt do ‘primeiro periodo” do item final.
Portanto, a decisiéo implementada Xy da aplicagéc anterior do modelo
seria o valor fixo de X490 da aplicagéo atual do modelo.

Agors considere os niveis "iniciais’ de estogue de escalfo Ell’
E21 e ESD’ em termos de estoque convencional:

11 11

21 T g9 ¥ 14,

DA



E =1

3g T Igy + Igp + 115 + 14y

Se X4p fosse uma variavel, entéo I I 131 gerian os niveis

11° ‘22 ®
iniciais de estoque convencional e portanto conhecidos. Porénm 112

seria uma variavel (lembre de que, no nosso exemplo, o item final
tem tempo zero de produgfo) e assim nfo poderiamos especificar os
niveis iniciais de estoque de escalido E,y e an. Se, por outro
lsdo, o valor de X4, fosse pré-fixado e conhecido, entéo 1,, também
seria pré-fixado e conhecido. Com Xy5 como a variavel Xy, do

t
‘primeiro periodo’ do item finel, os niveis iniciais de estoque de

escaldo seriam

Eio = 140
Epy =I5+ Iy
Egg = Igy + Igp + I, + 1,y

sendo todos compostos de niveis pré-fixados de estoque convencionsl.
Portanto, é apropriado que a tomada de decisdes para o item
final comece no periodo 3. Os Xy, € Ilt pars os periodos t=1 e t=2
devem ser vistos como decisdes ja tomadas e fixadas pelas aplicagdes
snteriores do modelo na base de um horizonte rolante.
Consequentamente, g fungdo objetive deve incluir xlt e ylt para
£t=3,..,T+2, X5y © Y, Para t=2,..,T+1, e X34 © Vg, Ppara t=1,...,T.

Portanto, para & estrutura da Figura 1.3.4.1, vamos propor o

seguinte modelo em termos de estoque de escaldo:

2R



3 T(i)+T
nin r b ) [ S5..¥ + 0, X + o. . E ] + e, E
iz1 £=T(i)+1 it¥it itTit itvit 12712

tal que
Ey,e-1 * X1p - Egy = dy, ' t = 8,...,T+2
Ba,t-1 % ¥op ~ Bpp Ty pyq vy 44y t=2,..,T1
Ea,e-1 % %3¢ ~ B3y =9y yyq % 9y p4n * 9y o+ dg il
t =1, T
Ey 441 - Bpp S O t = 2,...,T+1
El,t+1 + E2,t+1 - E3t = 0 t=1,...,7
i=1,....8
X5p 5 Mie¥ie t = T(i)+1,...,T(i)+T
. . - i=1,....3
X530 205 Ej 20, vy, =0oul t = TCi)+1,...,TCi)+T
onde T(1)=2, T(2)=1 e T(3)=0. Note que 212 &€ pré-fixado e,

portanto, o termo eiZElz pode ser omitido da fungdo objetivo e
depois adicionsdo & solugdio do problenms. Porém, é essencial a

presencs de E12 na restrigso El,t+1 + Ez,t+1 - E3t = 0 psara t=1.

Consideremos, agorsa, como calcular os custos de estocagen e

A definigdo de E;, resulta em

Eip = Iy
Eot = I2,¢41 * By 41
Bat = I3,e41 % Bz g4 ¥ By 44g

Na formulagdoc em termos de estoque de escaliio Eit’ qQueremos gque

os custos de estocsgem na fun¢do objetivo

T+2 T+1 T
e, E + Y e, FE + Y e,,E + e, .E
+=3 1t¥1it t=o 272t £=1 3t¥3t 12712

L Xl



sejam igusis a

T+2 T+1 T
ottt ¥ Bl enala een * L Pg phals e
T;z T+1
- t§3h1tE1t ¥ thhE,tﬂ(EZt - El,t*i)
T

t LB e B T By e T By gag)

T+1
= T Pagfip D (hyp m gy = hgdEpp 4 (hy qyp -
T+1 T
+ I (h - ha )E,, + E h, . .E
2 P2, te1 T PaBap K Mgy By

Note gue, se usarmos s seguinte identidade

e. = h

: - - £ r..h..,
it i,t+L{1) 5€P(1) Ji'jt

onde hi,t+L(i} = 0 para ie{l,...,N} e te{T(i)+1,...,T(i)+T},

temos

1t 2t 3t
€or = Do tyq " Bgy
€3t = "3,t+1

que resultas em

2,7+2°E1, 742

entéo



®3,7+2 - P1,742 ~ Do rye

82t = h2,t+1 - h3t t = 2;-.-,T+1

H

h

®3¢ 3,t+1

Eat t=1,...,T

Agora especificamos o modelo apropriado pars qualquer estruturs
geral com tempo néo-zero de produgéio de componentes. Primeiro
precisamos definir certas caracteristicas de estruturas gerais.

Generalizando a definiglo de M(1) da se¢fio 1.3.3, seja M(1) =
soma maxima dos tempos de produgéo L(.) somados sobre um caminho que
passa de um componente primario até (mas nfo inclusive) o item
final. Em outras palavras M(1) é o comprimento do caminho mais
longo no grafo aciclico que representa a estrutura geral de

componentes do produto. M(1) pode ser calculado através da mesma

definigfio recursiva da secfio 1.3.3:

0 se i for um componente primério
H(1) = max {M(J)+L(J)} se i nfo for um componente primario
JeP(i)
para 1 = N, N-1, N-2, ..., 1 naguela sequéncisa.

Agora devemos identificar, pars cada um dos componentes
iz=Z2,...,N, todos os caminhos distintos do componente i até cada um
de seus componentes sucessores jeR(i). Seja n;; © nimero de
caminhos do componente i até o componente 3j, e seja Pn(i,j) o]
n-ésimo caminho do componente i até o componente j, nzl,...,nij.
Defina K'(i,j) como a soma dos tempos de produgsio L{(.) no caminho
Pn{i,j} (exclusive L(Jj)). Identificamos todos os caminhos Pn(i,j)

para i=2,...,N, j=1,...,i-1, n=1,...,n,

i5° com o seguinte algoritmo

L el



O caminho 2+1 sempre existe;
for i=z3 to N do begin
for todos os jeS(i) em ordem numérica do begin
for k=1 to j do begin
Junte o arco i+j & cadas um dos ﬂ:jk ceminhos de j até k. (Assin
identificamos Nk caminhos de i até k). Se . j=k entdo seja
nkk=i e identifique o caminho i-k;
end; { fim do loop k }
end; { fim do loop j }

(Até agora todos os n = ¥ n., caminhos de i saté k foram
1k jes(i) Ik
identificados pars k=1,...,i-1.)

end; { fim do loop i }

Este algoritmo é demonstrado com o exemplo da estrutura geral

ne Figura 1.3.4.3:

L{1)=2 I |
- Item Finsal

Ao o

L{3>=1

e D\

L(55=1

Figura 1.3.4.3

Uma Estrutura Geral com Tempo N8o-Zero de Producio



Por inspegéio vemos que

i=5

Também n

M(1)=8 e gue h&a 18 caminhos:
J=1 j=2 j=3 =4
2-1
3-+1 32
3421
de21 42
44341 4-+3
443221 4+3+2
5-+2-1 52
544421 H+4-+2 54
544431 5+4-3
52443421 5+4+3+2
Aplicando o slgoritmo results em:
Caminho 2+1 identificado autométicamente. nzltl.

i=3 65(3)={1,2}
=1 k=i
=2 k=i
k=2

Assim n31=2; n32=1.

iz4  $(4)={2,3)

j=2 k=1

Assim nél=3; néztz; n

Caminho 3-%

Caminho 3-+2

Também n,.=1.

Caminho
k=Z Caminho
k=1 Caminho

Caminho
k=2 Caminho
k=3 Caminho

43

33

4+2-1
42
4-+3-1
4-+3+2-1
4432
4-3

=1.

identificado

identificado

identificado

identificado

identificado

identificado

Tamben n44=1.

an

como
eomo
comno
cono
como

como

identificado como 91(3,1}.
Caminho 3+2+1 identificado como P2(3,1).
identificado como 91(3,2).

plea,1).
plea,2).
p2(4,1).
p3¢4,1).
p2(4,2).
plca,3).

R W M

117 %227

1.



i=5 S(5)={2,5)
j=2 k=1 Caminho 5+2+1 identificado como P1(5,1).
Caminho 5-+2 identificado como P1(5,2).
=4 k=1 Caminho 5+4-+2-1 identificado como P2(5,1>.
Caminho 5+4+3+1  identificado como P3(5,1).
Caminho 5+4+3+2+1 identificadoc como P3(5,1).

=
4N ]

|

H

k=2 Caminho 5-4-2 identificado como P2(5,2).

Caminho 5+4-+3+2 identificado como P3(5,2).
k=3 Caminho 5+4+3 identificado como P1(5,3).
k=4 Caminho 5-+4 identificado como P1(5,4).

Assim n51=4; n52=3; n53=1; n54=1. Também nsszl.

O algoritmo identificou corretamente todos os 18 caminhos
Pn(i,j). Um algoritmo mais eficiente pode ser desenvolvido, mas o
acima basta para estruturas de tamanho medio e & simples de
entender.

Agora podemos definir T(i):

n=1,...,n.

T(i) = M(1) - max o R, 03
il

No exemplo da Figura 1.3.4.3, esta definigéo da

T¢1) = 6 ~ max{ K (1,1) } = 6 - 0 = 6
T(2) = 6 - max{ K(2,1) } =6 - 1 = 5
T(3) - 1 2

(3) = 6 - max{ K°(3,1), K°(3,1) }

= 8 -~ max{1,2} =8 - 2 = 4

g1



T(4) = 8 - max{ K>(4,1), K2(4,1), K°(4,1) }
= B ~ max{4,4,5} =86 - 5 = 1

T(5) = 6 - max{ KX¢5,1),...,K%(5,1) 3}
= 8 - max{2,5,5,8} = 6 -8 = 0

Como na sec¢dio 1.3.3, T(i)+1 indica o periodo no gusl, na base
de um horizonte rolante, devemos iniciar o planejamento do
componente 1 para sincronizar sua produgfio com a de todos os outros
componentes e, em particular com 8 do item finsl. Se o planejamento
do componente i ao longo de T periodos for iniciado antes do periodo
T(i)>+1l, entdo vai faltar informs¢fo sobre a produgiic do componente
i. Tal informagfo €& necesséria para o planejamento ao longo de T
periodos de pelo menos um componente predecessor je@Q(i), dado gque a
produgéio de J depende da produgfo de i.

T(i)+1l, de novo, pode ser interpretado como o Gltimo periodo no
qual pode-se produzir uma unidade do componente i parasa conseguir
usar aquela unidsde para produzir o item final no periocdo M(1)+1.
Os comentérios da segfio 1.3.3 sobre a interpretagio de T(i)+1 en

termos da légica back schedule de MRP s#oc pertinentes aqui tambeén.

Finalmente defina

r
kEPn(iTl}-{j} k,s(k)

onde s(k) &€ o ((nico) componente sucessor imediasto do componente k
» n, . .
no caminho P (1,3).

Agora podemos especificar o modelo:



N TCi)+T T(i)
min I z [ 8i¢Vip ¥ Cip¥yp * € E } + b E E

e,
i1 t=T(i)+1 itvit i1p(iy=e t=1 It it
134
(nyg)
tal que
E E > n;? nd
. 4. ¢4 + X, - E, = P n,. .
i,t~1 it it jeR(i)u{i} n=1 1373,84L(3H)+EK (i, )
i=1,...,R
t = T(i)+1,...,T(i)+T
i=2,...,N
Y r..E. ... ~-E,., £ 0O 1= a0 X
5€5¢1) i373,L¢i)+t it t = T(id)+1,...,T(i)+T
i=1,...,HN
Xip = HipViy t = TCi)+i,...,T(i)+T
. ) - i=1,...,N
x50 205 E;p 205 vy, =0 oul £ = TCiy+1,...,T(i)+T
Pode ser que, para pelo menos um componente ie{l,...,N},

tenhamos T(i)+L(i) < T(Jj) para peloc menos um componente JjeS(i).

Pars tais componentes 1 e Jj, quando L{iXt < T(J)+1 {i.e.,
M ( 3 « ~ e -

L{i)+t = T(3)), o nivel de estoque de escaldo Ej,L(i}+t né&o e uma

variédvel, mas & pré-fixado (i.e., um dado). Assim as restrigdes

iz2,...,N
jebiy 1303 Lt T Byp 50 £=T(i)+1,...,T(i)+T
podem ser re-—-escritas
T r..E, . -E., < - % r..E. .
5e8¢(iy I 3,L(1i)+t it jeS(iy I, L(id+t
JIT(II<L(i)+t JIT(IIZL(id+t

2,...
TCiX+1, ..., T(i)+T

com as variaveis no lado esguerdo e os dados no lado direito.

A e



Note gque o termo

T(i)
P M L e  E
1|P(i)#@ tz1 ItTit

é uma constante e, portanto, pode ser omitido da fungfio objetivo e

depois sdicionado & solug¢do do problema,

Os custos unitarios de estoque de escalfio e;, para ie{1,...,8}
e te{l,...,T(i)+T} séo cslculados usando a identidade
e. = h, - % r..h.
it i,t+L{1) 5€P(i) Jjivjt
onde hi,t+L(i) = 0 para ie{l,...,N} e te{T{(i)+1,...,T(i)+T}. Nn

Proposig#io A3 do Apéndice A, provamos que esta identidade impiica

que

N T(i)+T T(i)
E z e. E.,L + T L e. E.
i=1 t=T(iy+1 V1t s p(THme ¢z itTit
R T(i)+T
= E Z By, t+L¢idTi, b4l

i=z1 t=T(i)+1

Por exemplo, parsa & estrutura na PFigura 1.3.4.3, usamos

hlt = (0 para te{9,...,84T}
h2t = 0 para te{7,...,8+T}
hSt = 0 pars te{86,...,5+T}
h4t = 0 pars te{5,...,44T}
h z O para te{2,...,1+T}

5t



gue, por exemplo, resulta em

= h h h

®16 T Mg " Ta1hgg - Tgzihag
= T Igjyhgg
°1,8+7 = Pi,g4T T T21M3 gur 7 Ta1ha ger
= Ry eeT T T2102 ger
®25 = Bpg = Tgphgg - ryohyg - roohe,
) { - r42h45 se T=3
- r42h45 - r52h55 se Tz24

€2 T+5 Mo, 64T = Taghl3 547 ~ Taohg ser - Teohs gu

h2,B+T“r32h3,5+T independente do valor de T

Com tempos n#o-zero de producéo de componentes, fica mais

dificil interpretar a identidade

e, = h

it h

. . - T r..h.

1,t4L(1) jeP(1) Ji ‘it

em termos intuitivos como na segdo 1.3.1 (onde L{(i)=0 para
ie{l,,,.,N}). Porém, como mostramos na Proposig8io A3 do Apéndice A,
esta identidsade, com hi,t+L(i) = 0 pars ie{l,...,N} e
te{T(i)+1, ..., T(i)+T}, permite a reformulagdo da fungfdo objetivo em

termos de estoque de escalio.
Ra Proposig8o A4 do Apéndice 1, & provado que as restrigdes da

fed 134 > ford - 3 » . »y
formulagéo nyE aclima sao equivalentes s8s seguintes restrigcdes enm

F.x



termos de estoque convencional:

Tinciet-1 * ®1e = I3 Leayer © 99 ne1yet

parsa t = T{1¥+1,..

MLLeoreer  Mae T T ncoee T B % ncose T
para o 12N
Xip = MiaVie para | %Eiiii?...
Xi¢ = 05 Iy piiyeg 05 para . TEN
yig = 0 ou 1 Para ¢ I piidid..

Por exemplo, & estrutura dsa Figura 1.3.4.3 resulta has

restrigdes:
Eioe-1 * %1p 7 Epp T 9y 440 t=
Ea,t-1 % X2p ~ Epp = Tpud) paz * dy 14y t =
Eg,e-1 % Xgp 7 Fgp = Tgydy pea * Taprady o,
+ r82d2,t+2 + d3,t+1 t =
E - E,, =

a,t-1 7 Far T Bgp T TyoTody s

+ d

T43731%1,t48 T T43732%2191, 147 * T4292 t4a

+ r d

43732%,t45 * T4393 trg * 9y 43 t =

=]

2,..

L T(1)+T

i,L{i)+t

yT(i)4T

s TCi)+T

.., T(i)+T

LTC1)+T

seguintes

7,...,8+T

6,...,5+7

5,...,4+T

.5 14T



Eg t-1 * X5y = Egy = TgaTpdy 4u4 + TsaTaoTo197 ¢47

* T5aT43731%91, 147 * T54%43%3272191 48 T Ts292, 142

* TsgT4292, 445 * T54T4373292,t48 * T54¥4393, 145

* Tsady paa * 95,041 t=1....7T
r21El,t+1 - EZt =0 t = B,...,5+T
r31E1,t+1 * T32F2,¢41 " Egy =0 = 5,47
Xy4 = Hltylt; xltZO; EItZD; Yig = 0 ou 1; t = 7,...,6+T
Xoy < HZtYZt; xthG; EZtZU; Vop = 0 oun 1; t = 6,...,5+T
X3, < H3ty3t; xstZO; E3t30; Yap = 0 on 1; t = 5,...,44T
Y < M4ty4t; xétke; EétkO; Yap T 0 ou 1; t = 2,...,14T
Xg, < Hstyﬁt; xStZO; EEtZO; Ygp = 0 ou 1; t =1,...,7

Note que os seguintes niveis de estoque de escaldoc =acima s#o

pré-fixados

E,g na restrigéo E

5,

T31Ey e41 * T32Eg 441 - Egp =0 para t

il
(W]

225 na restrigéo rézEz,t+3 + r43E3’t+3 - Eét =0 para t

Esos Eggy Eyy, e E,r nas restrigbes

r5232,t+1 + r54E4’t+1 - E5t =20 para t = 1,2,3.4.
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Bote também que na formulagéo em ternos de estoque

convencional, os seguintes niveis de produc¢fio séo pré-fixados

X4g Na restrigso

Iat * %3¢ = I3,t41 = T31%1, 041 ~ T32%2,t41 © 93, t41

para t = 5,
Xog DA restrigéo

Ta,te2 * Xat 7 14,043 ™ T42%2,143 ~ T43%3,143 = 94, te3

psra t = 2,
Xoor Xogs Xou, € X, Nas restrigdes

Ist * *s5¢ = I5,te1 ™ T52%2,t41 ~ T5a%4,t41 = 95,141

para t = 1,2,3,4.
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1.4 Modelos Hulti-Estagios com Capacidade Finita de Produgio

Ate agora temos suposto que a quantidade de produgBo ndo &
restrita por capacidade finita de produgio. E claro que esta
hipétese néo & realista. A disponibilidade de miio-de obra regular e
extra, de tempo de miquina, etc, limita & quantidade de itens e
componentes que pode ser produzide num dado periodo de tempo. A
disponibilidade de tais ‘recursos’ de produgdio deve ser representsads
por variss razdes.

Em primeiro lugsr, a disponibilidade de um ou mais recursos
pode ser t8o limitada gue €& impossivel satisfazer dades demandas,
mesmo mudando a produgfio para outros periodos. Um modelo gue leva
em conta a capacidade finita de produgfo indicaria isso por ser
infactivel para as dadas demandas. Enm segundo lugar, para salguns
conjuntos de demanda, a regifio factivel pode ser muito restrita,
sendo a factibilidade alcangada somente pela mudanca da produgéo
para periodos mais cedo ou bem msis caros. Tal factibilidade e
geralmente alcangada a custs de gastos bem maiores com a producgéo e,
especialmente, com a8 estocagem.

As vezes a factibilidade da aplicagfio atual do modelo (na base
de um horizonte rolante) & impossivel, mas teria sido possivel se
tivéssemos usado um maior horizonte de planejamente nas aplicagdes
anteriores tal que os estoques iniciais na aplicagido atual fossenm
suficientemente grandes para permitir factibilidade. Por exemplo, a
factibilidade de um conjunto atual de demandas grandes é impossivel,
mas teria sido possivel se tivéssemos produzido mais quandoc as
demandess eram menores de forma gue os estoques iniciais na aplicagdo

atual fossen feitos suficientemente grandes pars permitir



factibilidade do conjunto atual de demandas grandes.

O tempo total de manufatura do produto final e a capacidade de
manufatura sfio ligados porque, com capacidade infinits, as filas
entre os centros de fabricagéo de cada componente seriam eliminadas
e o tempo total de nan;fatura do produto seria substancialmente
reduzido. Billington, McClain e Thomas (1883) chamam L(i) de "o
tempo minimo de produgfic” (minimum lead time) uma vez que ele inclui
uma estimativa das demoras que s#o inevitéveis e independentes da
capacidade de produgfio do centro de fabricagio do componente i. Um
exemplo de tais demoras € o tempo gue uma camada de tinta precisa
para secar. O tempo L(i) & fixo e néo pode incluir tempo de espera
entre os centros de fabrigfio de cada componente devido a capacidade
finita destes centros. Porém, L(i) pode incluir uma estimativa do
tempo de espera uma vez dentro do centro de fabrigdo do componente
i. Tal tempo de espera é suposto ser constante no nosso nivel
médio de modelagem, mas pode variar no nivel mais detalhado do
Jobshop, dependendo do scheduling dentro do centro de fabricagiio do
componente i. Devemos lembrar que estamos tratando de um modelo de
nivel intermediario de modelagem que tem certas aproximagdes (veja a
Introdugéio desta tese).

A relagio entre capacidade de produgdo, dimensionamento de
lotes e tempo total de manufatura tem sido notada por varios
autores, por exemplo Billington et al, e ZKarmarkar (1987). A
segdo presente desta tese tratard de um modelo multi-estagio de
dimensionamento de lotes que incorpora a dependéncia do tempo total
de manufatura em relagfio & capacidade de produg8o. Esta classe de
modelo foil identificada numa recente resenha de Bahl, Ritzman e
Gupta (1887) como uma diregfico de pesquisa (Gtil e promissora, dado o

fato que os ambientes de produgéo sfio geralmente multi-estagios e de
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capscidade finita.

Billington et al discutem s ligag#o entre o tempo total de
manufatura e a capacidade de manufatura. Eles propdem um modelo de
dimensionamento de lotes para produtos com estruturas gersais, com
tempo ndo-zero de produ¢ﬁs de componentes e com capacidade finita de
mdo de obra. Porem, eles ndo considersm nem o uso.do seu modelo ns
base de um horizonte rolante nem o problema da sincronizaglio dos
periodos. Vemos propor um modelo mais geral de dimensionamento de
lotes para produtos com estruturas gerais, c¢om tempo néo-zero de
produgdo de componentes e com capacidade finita de manufatura, que
leva em conta estas complexidades.

Além de propor um modelo muito geral, vamos também desenvolver
nesta tese dois métodos de resolver nosso modelo & otimalidade.
Billington et al ndo fornecem um método de solugdo para seu modelo,
embora, eles mencionem duas sabordagens: uma primeira através de
"sistemas Leontief de substituigfo”, e uma segunds atravées de
“"decomposig8o”, sem serem especificos.

Considere um item com estrutura geral de componentes, Seja
L(i) o tempo necessério para produzir o componente i (lead time) no
seu centro de fabricagfio, sem contar o tempo gasto em filas entre os
centros de fabricag#io de componentes devido a capacidade finita
destes centros. L{(i) é medido em periodos inteiros de planejamento
e, para muitos componentes, & muito aguém de um periodo, isto é,
zero pars fins de modelamento.

Seja fikt a quantidade do recurso k necessaria para preparar
(setup) s produgéo do componente i no periode t, por exemplo o
namero de homens-hora necessario pars preparar =2 produgéo do

componente i no periodo t. De wmaneira semelhante, seja v a

ikt
gquantidade unitaria do recurso k necessaria para produzir o



componente i no periodo t, por exemplc o nimero de homens-hora
necessario para produzir uma unidade do componente i no periodo t,
independente do tempo necessério para preparar a produgéo. Um
recurso k pode também representar um centro de produgéo.

Entéo, dads =& produgéé X5y do componente i no periodo t, a

quantidade total do recurso k consumide no periodo t é
]
LU Tae¥ie * VikeXit )

Esta guantidade total deve estar dentro da disponibilidade do
recursoc k no periodo t.

A guantidade disponivel do recurso k talvez sejs fixa com custo
independente da produg@o ou do nivel de estogques. Por exemplo, a
guantidade de homens-hora de m#o-de-obra direta disponivel numa
fabrica (sem hora extra) é sempre paga, independente da utilizagédo

desta quantidade. Neste caso as restrig¢des apropriasdas seriam

N
. . . . < \ 4
I U TiktVie * VikeXae Pyt k, Vt.
onde bkt ¢ a disponibilidade fixa (ja paga e portanto ‘gratuite’ no
curto e médio prazo) do recurso k no periodo t.

Alternativamente, guantidades adicionais do recurse k talvez
sejam disponiveis com custo extrs, além dsa quantidade fixs

‘gratuita’ bkt’ por exemplo mfo-de-obra em hora extrs. Reste caso

as restrigdes apropriadas seriam

N
<%
i§1 CT5pe¥ae * VigeXe 705 byy + uyy Yk, Vt.
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Upe = 84, Yk, Vt.

onde Uy, € a quantidade adicional do recurso k usada no periodo t e

8. é o limite superior de Upy Tembém teriamos que inserir o termo
X g,,u
Lt kt "kt

na fungd@o objetivo onde €t € o custo unitério de fornecer as
quantidades adicionais Upys PoOT exemplo o custo de um homem-hora de
mio-de-obra em hora extra., Este é o modelo adotado por Billington
et al (1883) onde k € um centro de producéo.

Esta tese se concentraréd no primeiro e mais simples conjunto de

restrigdes de capacidade:

N
-
Z U Baeie * Vige®ie 1S By Yk, Vt.
Até gquantos periodos para frente devenmos gplicar estss

restrigdes de capacidade? 0 modelo sera usado na bsesse de um

horizonte rolante. Portanto, sabemos gue xit pertence s uma das 3

categorias seguintes:

(1) x4, j& é decidido e fixo se t < T(i),
(2) N € uma varifvel do modelo se T{i)+1 St = T(i)+T,

(3> X:y estéd além do horizonte de planejamento se t > T(i)+T.
Assim, para t>T e k=1,...,K, é impossivel especificar a restricéo

) D Fipe¥ie * VigeXip 1 5 by,

A E:

i
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porgue pelo menocs um Xi4 estf além do horizonte de planejamento (a
saber, o Xy tal que T(i)=0, e possivelmente outros xit). Portsanto
& restrigdo somente pode ser ‘plenamente’ especificads para
t=1.,,,.T. Dizemos 'plenameﬁée' porque, para t>T, a restrig@o pode
ser ‘parcialmente’ especificada se tirsrmos aqueles X;, 4Que estéo
além do horizonte de planejamento. Entdo, neste caso, a restrigdo e
re—expresssa na seguinte formsa:

N
PlesTeiyer b TikeVie * VikeXip 3OS By,

Por exemplo, considere a seguinte estrutura:

Demanda psra o Item Finsl

-~

L(1>=0

Item Final

L(3)=2 S(2)
rslz 5(3>

{1}
{1,232

[EI]|

Figura 1.4.1

Uma Estrutura Gersl com Tempo Néo-Zero de Producgio

oA



Calcula-se que T(3)=0, T(2):=2 e T(1)=5. Seja T=8. Entic =a Figura
1.4.2 mostra os xit J& fixos (F), os xit que s8o varidveis (V) e os

X;; Que s80 nem fixos nem variaveis (-).

-3

Periodo t
1 2 3 4 5 8 7 8 8 10 11 12 13 14 15

T+T(1)
3

i=1 F F F F F v v v v v v v v - -

i=3 v A v v v v A v - - - - - - -

F Y
ES
-

‘plenamente”’ ‘parcialmente’
restrito restrito

Figura 1.4.2

Por exemplo, os X,, Para i€{1,2,3} e te{l,...,B8)} s#o restritos CORo !

D PipeYie * VigeXse 1 5 by, k =1,....K,
1

N B

i
08 X., para ie{1,2} e t€{9,10} sfo restritos como:

2
i§1 D FipeYie * VipeXqp 1 5 by, k= 1,...,K,

e 05 X,, para te{11,12,13} sdo restritos como:

= B



< -
FiktVie * VikeF1e = By k=1,..,K
Portanto, o modelo proposto para um Qnico produto com
estruturas geral, com tempo n&o-zero de produg8o de componentes e

com capacidade finits de manufatura, em termos de estoque

convencional, é

N T(i)+T
A [ fitVie T Cie¥ie * Dy pencinti, eenca ]
14
(Frgp)

tal que

T,ncst-1 * e = 1) piyee = 9y L(1)+t

o= TC1)+1, ..., TCI)+T

L Leidet-1 * %5 T nciyet ™ j€§(1>rijxj,L(i)+t =45 Leiy+t
i=2,...,N
t o= T(i)+1,...,TC(i)+T
N
kK =1,....K
[esTiyer TikETit * Vige¥;p) S by t = 1, .., T(1)4T
iz o1,....N
Xip = Myy¥ie t = T(i)+1,...,T(i)+T
. , iz 1,....8
¥ 20 I peiyee 205 t = TCi)+1,...,T(i)+T
} . iz 1,...,N
Yipg = 0 ou 1 PRI ¢ = T(i)+1,...,T(i)+T

€, em termos de estoque de escalfic, é

f ol )



N T(i)+T T(i)
min ) h > [ Sit¥it * CyeXyp * © E ] + I b E

. 2] N
i1 £=T(i)+1 it7it i1P(iy=@ t=1 it it
14
(nyE)
tal que
E E "1 N4
\ + . - . =) A - I . .
i, t-1 7 Tit it jeR(iz)u{i} nfl P15%5, t4LC3H+E"(1,3)
iz 1,...,8
t = T(i)+1,...,TC(i)+T
- < i = 2,...,“
jeé%i)rijEj’L(i)+t Ejp =0 t oz TCi)+1,...,T(i)+T
| K =1,...,K
sjeerciyer o ikeVit t Vikeied = Pie t =1, .., T(1)4T
i=1,...,8
Xip = HipVie t = T(id+1,...,TCi)+T
> - > - i=1,...,8
X;0 205 B 205 vy =0o0ul t = TCidHl,...,T(i)+T

Em relsgfio sos parametros de custo do modelo, Auvucamp (1884),

Karmarkar (1887) e Trigeiro (1887) notam que s., e ¢,, muitas vezes

it it
refletem custos de oportunidade e custos diretos dos recursos. Em
cutras palavras, um modelo de capscidade “infinita’ representa
capacidade finits atraves dos custos sit e Cig- A maneira como sit

e c;, refletem custos de oportunidade é complicada e ndo & um

assunto desta tese. Porém, lembre gue, no nosso modelo, 05 recursos
ke{l,...,R} s8o providenciados com custo fixo que nfo varia com =a
utilizacdo destes recursos. Assim, devemos tomar cuidado para
assegurar que os custos de preparagdo S;; € OS custos unitarios de
produgdo Ciy ndc incluam os custos dos recursos ke{i,...,K}.

Portanto, esperamos gue s, e ¢

it sdeguadamente calculados e

it’



excluindo custos de oportunidade e os custos dos recursos
ke{l,...,R}, sejam consideravelmente menores num nodelo com

capacidade finits do qué num com capacidade "infinite’.



CarPiTuLO 2

SorLugdes OTiMAs ATRAVES DE CORTES FORTES

2.1 Introdugéo

Este capitulo e o capitulo 3 tratam de métodos de solugdio para
os modelos multi-estégios do capitulo 1. Este capitulo desenvolve e
explora uma abordagem de cortes fortes dentro de um algoritmo de
Branch-and-Bound para a solug¢fo Otima de modelos multi-estfgios de
tamanhos de lotes com capacidade infinita de produgfio. No capitulo
3 desenvolvemos e testamos uma abordagem que usa a Relaxacgdo
Lagrangeansa e uma heuristica para fornecer limites inferiores e
superiores, respectivamente, dentro de uma buscs de
Branch-and-Bound. Vamos, primeiro, resenhar a literatursa nesta ares
de pesguisa.

0 problema multi-estégio de dimensionamento de 1lotes com
capacidade infinita de produg8o tem recebido bastante atengfio nos
Gltimos vinte anos. A maior parte da pesguisa trata de estruturas
seriais e estruturas de montagem, com tempo =zero de produgdo de
componentes. VArios métodos heuristicos tém sido desenvolvidos
[McLaren e Whybark, 1878; Graves, 1881; Blackburn e Millen, 1882;
Afentakis, 1987], alguns deles com resultados bons em relsgéo &
solugdo 6tima e que foram obtidos em tempo razoavel de computagéo.
Em constraste, algoritmos 6timos tém sido mais dificeis de =serenm
elaboradas. Abordagens otimas incluem Programagdo Dinémica e/ou
nétodos de Redes [Zangwill, 1868; Love, 1872; Crowston, Wagner e
Williams, 1873; Crowston e Wagner, 1873; Steinberg e Napier, 1880;

Konno, 1888] além de Branch-and-Bound [Crowston e Wagner, 1873,
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Schwarz e Schrage, 1875; Afentakis, Gavish e Karmarkar , 1884;
Afentakis e Gavish, 1888). Porém estas sbordagens muitas vezes sio
restritas 8 casos especiais, como por exemplo demanda constante sao
longo de um horizonte infinito [Crowston et al, 1873; Schwarz e
Schrage, 1875], ou estruturas seriais [Zanéwill, 1988; Love, 1872;
Konno, 1888] e quase-seriais [Crowston e Wagner, 1873]. A
formulagéo de redes de Steinberg e Napier (18980) incorporou
estruturas gerais, mas é computacionalmente factivel somente para
problemas de pegueno porte.

No caso de estruturss de montagem com capacidade infinita de
produgfo, se 0s custos s#o n8o-crescentes ao longo de tempo, entéo
existe uma solugfio 6tima com uma certa estruturas [Crowston e Wagner,
1873]. Afentsakis et al (1884) usaram esta estrutura para obter
solugdes 6timas em tempos de computa¢io Factiveis pars estruturas de
montagem de médic porte, usando Branch-and-Bound com limites
inferiores obtidos através de Relaxag#o Lagrangeans. Afentakis e
Gavish (1886} +transformaram estrutursas gersis en estrutursas
equivalentes de montagem para aplicar essencislmente o mesmo método.
A dificuldade, neste caso, é gue a estrutura de montagem resultante
tem geralmente um nimero bem maior de componentes gue a estrutura
original.

No caso de capacidade finita de produg¢fo, a maior parte da
pesquisa sobre o dimenéicn&mento de lotes tem-se concentrado no
problema "multi-item”, isto €, quando hé muitos itens-finais, cads
um deles comportando um sd componente. WNeste caso, & formulagdo &
simplesmente uma agregacg8o de muitas formulacgdes mono-estagiss com
restrigdes de capacidade finits.

Florian, Lenstra e Rinnooy Kan (1980) mostraram gue o problema

multi-item com capacidade finita de produ¢8o & NP-hard, mesmoc no



caso de um Unico item, demandas iguais, custo zero de estocagem, e
tempo zero de preparagdio de lotes (setup times). Assim & pouco
provavel que exista um algoritmo étimo com tempo polinomisl de
solugéo.

Portanto muitos pesguisadores tém—se. concentrado em métodos
heuristicos e, mesmo sssim, para casos especiais. Por exemplo,
Rarni e Roll (1882) consideram um dnico recurso limitado (i.e.,
K=1), supondo que os custos e a capacidade s&o constantes e gue os
tempos de preparagéio de lotes s#o todos zero. Dixon e Silver (1981)
relaxaram uma destas condigSes ao permitir que a capacidade varie so
longo do tempo. Dixon, Elder, Rand e Silver (1883) e Newson (1875b)
foram além disso e permitiram a disponibilidade de horas extras
(overtime) com custo adicional, porém, Dixon et al consideram unm
unico item. Newson (1875a) também supéds gue o0os custos e a
capacidade s#o constantes, mas nfio limitou o numero K de recursos
finitos que restringem a capacidade de produgéo. Newson (1875a,
1975b), Aras e Swanson (1882) e Trigeiro, Thomas e McClain (1885)
contribuiram significativamente para ampliar as aplicagbes de seus
modelos ao permitir que sa preparac¢fo (setup) da producéo de um lote
de um item pudesse consumir os recursos finitos. Porém, Aras e
Swanson, e também Trigeiro et al, consideram um dnico recurso
finito, a saber, tempo (i.e., incluem setup time). Newson (1875a) e
Trigeiro et al (1885) usaram essencialmente 8 mesma abordsgem
iterativa, s saber, a obtenc¢do, através de Relaxagso Lagrangeana das
restrigdes de capacidade, de solugdes parciais gue s8o depois
niveladas para alcangar factibilidade quanto & capacidade.

Os pesquisadores que desenvolversm métodos étimcs‘ para o
problema multi-item com capacidade Ffinits de produgéo também se

concentraram em casos especiasis. Florian e Klein {1871} supusersam
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um tnico item, capacidade constante de um recurso limitado, e
consumo zero deste recurso na preparagio de um lote. A partir
destas hipdteses, os autores identificaram propriedasdes de uma
solugfio Otima e desenvolveram um algoritmo de programagio dinémica,
mas sem fazer testes computacionsais. Lamb;echt ¢ Vander Eecken
(1878) relaxaram a hipotese de capacidade constante de Florian e
Klein, e propuseram um algoritmo semelhante que salegam ser mais
eficiente, mas tsmbém n8oc fizeram testes computacionais. Baker,
Dixon, Magazine e Silver (1878) e Florian et al (1880) relaxaram a
hipotese de capacidade constante, e desenvolveram um algoritmo de
buseca nums Arvore de subproblemas (Baker et al, 1878), ou propusersan
um método de programagio dindmica (Florian et al, 1880). Os testes
computacionais de Baker et al (1878) num IBM 370/158 revelaram um
desempenho médio bom com até 24 periodos, mesmo levando-se em conta
que o problems & NP-hard. Evans (1985), trabalhando com mialtiplos
itens, cepacidade variante de um recurso limitado e consumo zero
deste recurso na prepara¢io de um lote, desenvolveu um algoritmo de
Branch-and-Bound combinade com métodos de redes. Porém, ele
conseguiu solugdes Otimas somente pars problemas com até B itens e 4
periodos. Bahl e Zionts (1887) incluiram tempo de preparacio. 0
unico recurso limitade é tempo de méo-de-obra regular, mas horas
extras (overtime) s8o disponiveis, sem limite, com custoc adicional.
Os autores chegam a solugdes Otimas através do método de Benders,
mas apresentam somente um exemplo computacional de peguena porte,
com 2 itens e 3 periodos. Eles afirmam gue a solugfio do problema
mestre de Benders & ¢ gsrgalo computacional do seu método.

Uma abordagem inovedora e promissora se baseia na reformulsgéo
do problema tal gue sus envoltdria convexa (convex hull) difere

pouco da regifo factivel do Programs Linear resultante da relaxagéo
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das variaveis 0/1 (em certos casos pode coincidir). Assim a
relaxagio deve fornecer bons limites inferiores num algoritmo
ortoddxo de Branch-and-Bound. Esta abordagem foi usada por Kippen e
Martin (1887) pars reformular o problemz multi-item com capacidade
infinita de produgéo. Depois da reformulayéo foram adicionadas
restrigdes de capacidade variante de um recurso limitado, com
consumo zero deste recursc na preparagio de um lote. Solugdes
6timas foram obtidas para quatro problemas com 8 itens e 8 periodos
e para um problema com 20 itens e 13 periodos. Uma abordagenm
relacionada & a de Barany, Van Roy e Wolsey (1884) que identificaram
facetas (facets) do problema com um udnico item e com capacidade
infinita de produgido. Algumas destas facetas foram selecionadas a
priori como cortes fortes e adicionadas ao problema multi-item com
capacidade variante de um recurso limitado e com consumo zero deste
recurso na preparagéo de um lote. Solugdes oOtimas foram obtidas
para problemas com até 20 itens e 13 periodos. Vamos investigar
esta abordagem na solugfio do problemsa multi-estégio mais para =
frente nests tese, nas segdes 2.3 e 2.4.

No caso de capacidade finita de produgio, vimos que foram
desenvolvidas véarias pesquisas sobre o dimensionsmento de lotes para
o problema "multi-iter”. Em contraste, o problems multi-estagio com
capacidade finita de produgdo tem recebido poucsa atencgéo,

provavelmente porgue

“"{este] problema é muito mais complexs do que [o problema
multi~item com capacidade finita de produgfio] que foi provado ser
NP-hard mesmoc nos casos simples. Nenhuma técnica otimizante €
disponivel para problemas de porte realistico. Principios
simples - tais como fazer com que o tamanho de um lote seja um
multiplo inteiro do tamanho do lote do [componente] pai ou

evitar, gquando héd qualquer estogue inicisl [de um componente no
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comego de um periodo]l, solugdes em que ocorre produgio [do
componente no periodo] - nfo foram estsbelecidos”.

[Bahl, Riztman e Gupta, 1887: p 340, tradugéo minha]

0 Unico método 6timo na literatura & o de Gabbay (1978) que
formulou um modelo multi-item para estruturas seriais com um recurso
limitado e com consumo zero deste recurso na preparagéo de um lote.
Ele propds um algoritmo otimo de programagfio dinémics, mas nio
spresentou testes computacionais. Além disso, como citado na segdo
1.4, Billington, MeClain e Thomss (1883) nio forneceram um método de
solugdo pars seu modelo, embora eles mencionassem duas sabordagens:
uma primeira através de "sistemas Leontief de substituig8o"”, e uma
segunda através de "decomposigfo”, sem serem especificos.

Existem alguns métodos heuristicos, mas todos S80 para
situagdes especiais. Blackburn e Millen (1884) desenvolveram uma
heuristica para o caso de uma quantidade méxima de produgdo de cada
componente em cada periodo. A heuristica primeiro modifica os
custos para levar em conta a escassez de capacidade. Em seguids os
custos modificados séio usados em métodos mono-estagios capacitados
aplicados sequencialmente, comegando com o item final e descendo
pela estruturas do produto, terminando com uma solugSo ao problema
multi-estédgio. Os testes computacionais sfo feitos com um produto
de 5 componentes so longo de 24 periodos. Ndo s#o apresentadas
comparagdes com solugdes Otimas. Bahl e Ritzman (1984) propuseranm
um modelo ndo-linear com horas regulares e adicionais, e uma
heuristica iterativa para ele. O modelo decide somente os tamanhos
dos lotes dos itens finais e supde uma politica de lote-por-lote nos
niveis dos outros componentes. Existem outras heuristicas, néo
baseadas em modelos matemaéticos, mas para aplicacfio num ambiente de

Capacity Requirements FPlanning [Vollman, Berry e Whybark, 18887,
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como, por exemplo, & de Harl e Ritzmann (1985).

Vimos que existe ums escassez de métodos para o problema
multi-estagio com capacidade finita de producgéo. No capitulo 3
usaremos umsa abordagem de solugdo para este problems que utiliza a
Relaxa¢fic Lagrangeana e uma heuristica par; fornecer limites
inferiores e superiores respectivamente, e gue funéiona dentro de um
algoritmo de Branch~and-Bound. Mas primeiro, neste capitulo, wvamos
desenvolver um método de solugéo que usa cortes fortes de alta
dimensdo durante uma busca de Branch-and-Bound. Este método pode
ser usado para o problema multi-estégio tanto com capacidade finita
de produg8o quanto com capacidade infinita.

Métodos de cortes tém sido usados na solugiic de problemas de
Programa¢8o Inteira por varios pesgquissdores, comegando com Gomory
(1958) trinta anos atrés. No caso do problemsa mono-estagio de
dimensionamento de lotes com um Unico item e capacidade infinita de
produgéio, Barany, Van Roy e Wolsey (1984) identificaram as chamadas
‘desigualdades validas’ (valid inequalities) que sfo satisfeitas por
todas as solugdes do problema, mas podem cortar a soluglio 6tima da
relaxégﬁo de Programsg¢fo Linear do problema. Os autores mostraram
que muitos destes cortes sfo facetas (facets) da envoltdria convexa
da formulag8o do problema. Este fato € importante porque a
envoltoria convexa da regifioc factivel da formulac#io coincide com o
politopo definido por todas suas facetas. Assim uma solugdo oOtima
da relaxsgéo de Programagéoc Linear do problema formulado em termos
do conjunto de todas suas facetas é também uma solugdo Otima da
formulag8o original. Barany et al selecionsram algumas destas
fascetas & priori comoc sendo os cortes mais fortes na pratica e
edicionaram-os 80 problema multi-item com capacidade variante de um

recurso limitado e com consumo zero deste recurso na preparagic de



um lote. Como ja mencionado na seg#io 2.1, os autores obtiveranm
solugdes Otimas para problemas com até 20 itens e 13 periodos.

Tal abordagem pode ser promissors também para o problema
nulti-estagio. Na segfio 2.2, identificamos desigualdades véalidas
que talvez néo sejam facetas ds envoltéris ccnvex; deste problema,
mas pelo menos sf#c faces de alta dimenséo. Portanto, podemos
esperar que alguns deles sejam cortes fortes. Na segdo 2.3,
desenvolvemos algoritmos de separaglo (separation algorithms) que
procuram escolher os cortes mais fortes de um dado problems. Os
cortes escolhidos séo adicionados &s restrigdes originais no néd raiz
de uma arvore de busca Branch-and-Bound (B&B). Na =segao 2.4,
explicamos os detalhes da busca Branch-and-Bound (B&B) utilizadsa.
Os resultados computacionais s&o apresentados na segfio 2.5 (problena
com capacidade infinita de produg¢8o) e na segfic 3.5 (problema conm

capacidade finita de produgéio).

Fou ol



2.2 A Identificacéo de Cortes Fortes

134
nyI

finita de produgdo) é

F14

A formulagéo xyI

{(i.e.,

N T(i)+T
min S i

iT1 £=T(i)+1 [ fit¥it T %it¥it * Pinciyetli, iyt ] (Fey1’

sem as restrigdes de

capacidade

= d

134

i,L(i)+t

»T(1)+T

LT(CL)4T

LLT(i)+T

tal que
Tincnst-1 % *1e 7 T3 e+t 5 91 Le1y+t
para t = T(1)+1,...,T(1)+4T
I. : 4 XL, - I, . - r r.. X, .
i,L{i)+t-1 it i,L{i)Y+t 5€5(1) 1373,L0i)+t
ars i=2,...,N
P t = T(i)+1,...
i=1,...,N
Xip S Mivsy PAra 4 - peiy+l,..
: X i=1,...,N
Xip 205 I 1eiyee 205 PATE & _ i1, ..
_ . i=1,...,N
yit = 0 ou 1; paTrs t o= T(i)+1,

LS T(1)+T

Agora, de modo andlogo s Eit’ definsa Dit recursivamente como

D, = d, Ly F £ r,.
it i,t+L{i) FRYED i3

D

JsE+L(i)

Esta definig8io, aplicada repetidas vezes, resulta em

nij o
B, = N ¥ p..d
it jER(i)U{i} n=1 I

Também defina

3, t+L3)+R 1, 3)



ts ty
d = d, e D = D
1t1t2 tztl it itlt2 tztl it
i.e., D = d,; . s\ o+ £ r.,.D. . .
itlt2 1,t1+L{1),t2+L(1) jeS(1) ij 3:t1+L(1),t2+L(1)
. ~ 134 14 . n .
Entdo a formulacao F vE (i.e. nyE sem &8 restrigdes de capacidade
finita de produgfio) pode ser reescrita como
N T(iX+T T(1i)
min b3 p [ s..¥,, + ¢,.,x., + e, E. ] + T ¥ e..E.
iz1 t=T(i)+1 it7it it™it it™it 1{P(1)=@ t=1 itTit
134
(F xyE>
tal que
- i=1,...,N
Bi g1 % %3¢ ~ Eyp = Dyy £=T(i)+1, ..., T(i)+T
i=2,...,N
¥ r..E. ... - E., £0 L2 .
jeS(i) 13 3,.L(1)+t it t = T(id+1l,...,T(i)+T
i=1,...,R
Xig = Mip¥iy £ = T(i)+1,...,TC(i)+T
. ) - i=z1,...,8
50205 B4 20 vy, =0oul t o= TCid+l,...,TCi)+T

Como Zangwill (1868), supomos que os custos s8oc tais gque a
variavel Ii LCi)+T(i)4T tem valor =zero numa soluggo otima.

Portanto, quando Il L(i)+T(i)+T = 0, nao € dificil mostrar gque as

134 134

formulacgdes equivalentes nyI e F vE podem ser transformasdas psra =a

seguinte formulac¢éo em spenas Xig © ¥yt

N T(i)+T T(i)+T T(ix+T
min = = [ §,,V.., + { c., + % e ]x. - 1 e. ]
i=1 t=T(iy+r L 71t 1t 45 it " i B i

& &



N T(i)+T T(i) 134
+z:[ T e.]g + T T e..E. (F134,
iz1 L oe=T(iy+1r 2HTLTED g b Tyee ¢oy  itTiE Xy
tal gue
t -
h N [ x._ - T r..X. ] d. X . :
t=T(i)+1 1T jeg(i) 1373,L(id+x 1, TCI)4L(i)+1,L¢i)+t
-1 i=1,...,8
1,Li)+T(1) t = T(i)+1,...,TCi)+T-1
T(i)+T
b ( x._ - ¢ r,.x. . ] = d. : . . .
T=T(i)+1 1T jeg(i) 17I,L(i)+T L, TCI+L(A)+1, T(L)4L(i)+T
R RE YL IED i=1,...,N
i=1,...,R8
Xip = Mie¥iy t = T(i)+1,...,TCi)+T
, _ L i=1,...,K

*j¢ = 0 Vig = 0 ou 1 t = T(id+l,...,TCi)+T
onde Ii,L(i)+T(i) para i = 1,...,N s80c niveis Jja determinados de
estoque convencional.

Barany, Van Roy e Wolsey (1984) mostraram que a seguinte
desigualdade Vl1 ¢ ‘valida’ para o caso especial da formulsacéo Fi34
guandoc N=1, L{1)=0 e 110=0:

X + r d y d (Vi)
tes 1t te@\s ltg 1t lig 1
para 1=q9=T, Q={1,...,q}, e S€Q. Barany et al também mostraram que,

se g+1=T, le5 e G\5#0O, entdo s desigualdade Vll define uma faceta da

envoltoria convexa da regiso

134

L{1)=0 e IIO:Q da formulacfo ny .

A desigusldade V11 pode ser generalizada para a formulacéo Fx

COmMo:

factivel

do . caso especial HB=-l con

134
y .



tigxit +t€é&5 Ditqyit Di,T(i)+1,q - Ei,T(i) (Vii)
ou, equivalentamente para & formulagéo Figg, como

teg\s(xit " Pitg¥it) = Eyq ' (VIE;)
para ie{l,...,N}, T(i)+1<qsST(i)+T, Q={T(i)+1,...,9} e $=Q.

" - “ 134 134 134
Proposigéo 1. Qualguer uma das trés formulagdes nyI' nyE e ny

implica na desigusldade

> o
tggxit +teéks Pitgit * Di,T(i.)-i-l,q Ey Ty (Vi)

para ie€{1l,...,N}, T(i)+1=5qQ=<T(i)+T, Q={T(i)+1,...,q9} e S=<q.

Prova. Seja ie€{l,...,N} e te{T(i)+1,...,T(i)+T}. As seguintes
restrigdes da formulacio Figg

Ei,t—l + Xsp ~ Eit = DiT =T(i)+1,...,t

Eig 2 0

implicam na restrigéo

t
- E

T=T<§)+1xit z Di,T(i}+1,t i,T(i)

Agora, seja (x,y) ums solugio factivel de qualguer uma das trés

134 134 134

xy ° nyi xXyE*?

T(i)+1=q=T(i)+T, Q={T(i)+1,...,q} e S€G. Conzideramos dois casos:

formulagdes equivalentes F

F e seja ie{l,...,N},

Caso 1. yitzo para te€g\S5. HNeste caso xitzﬂ-para t€Q\S & temos

., + . .
tggxlt tﬁéis Dltqylt

™™



H]

b Xit porgue yit=0 ¥ teQ\5

teS
= L x. porque x. =0 V¥ teQ\S
teq it it
>
= X .
t=T(i)+1 7
z Di,T(i}+1,q - Ei,T(i) da restricio acima.

Caso 2. Existe T = min{tltea\s,yitzl}. Neste caso temos

Sfx., + £ D.,.v.
tes it te@\s itg it
ke T Xip *+ Ditq porque TeQ\S e Y11:1
ted
T~1
= ) X._ + D. porgue {T(i)+1,...,t-131sS
t=T(i)+1 * itq
z Di,T(i)+1,t—l - Ei,T(i} + Ditq da restrigfio acima.
= DPyrcider,a T BiT(a

i.e., a desigualdade Vli é valida pars a formulagéo F134

» e’
xyE

~ 134

portanto, para & formulag8o nyI‘
- - 134 . . o 134
Una vez que a formulagéo ny e equivalente a formulagéo nyl
com I, yciyerciysr - O para die{l,...,N}, € evidente que a
desigualdade V1. também  é valida para a formulagéo

134

ny . ‘ =

Bote que Vli fei obtida desconsiderando &8s restrigdes

134

inter-escaldes que fazem parte ds formulagdo nyE'



Proposigéio 2. 4 formulacédo Fis

yg implics a desigualdade

tegks(xit " Dipg¥ie? = By (V1E; )

para ie{l,...,N}, T(i)+1Sq=T(i)+T, Q={T(i)+1,...,q} e S<Q.

Prova. Seja ie{l,...,N}, T(i)+1SqST(i)+T, Q={T(i)+1,...,q} e S=q.

~ 134 . .
A formulagfo nyE implicsa

q
Fia T p B it T Parcadenig O Banes)
= AT TS SR TR T R IT 0

que, substituida na desigualdade VIi’ results en

T x, = E. + Tx.,+ T D., v.
teq 1t 19 tes 1t peg\s itaTit
i.e.,
- <
teéks(xit Ditq¥it? = Eiq -

Precisamos do seguinte resultado para mostrar gue Vii e outras

desigualdades s8o de alta dimens8o, pelo menos sob certas condigdes.

Proposicao 3. Se L(i)=0 e IiO:IiT:U para ie{l,...,8} ¢ d1t>0 para

te{l.,,,T}, entéo =& regifio factivel das trés formulagdes

F132 F132 132

xyl’ e F

equivalentes xyE xy

tem dimenséo 2ZN(T-1).

Prova. A prova & uma generalizagfo da prova da Proposigso 2 enm

Barany et a8l (1884) que trataram do caso especial N=1.

3y



Quando Ii,L(i)+T(i)+T = 0 para ie€{l,...,N}, as trés formulagdes

Figg, F;Sﬁ e Figz s80 equivalentes e, portanto, tém &a mesma
dimenséo. A& formulsgfo ?igz tem 2NT wveariaveis, mas  y;,=1
necessAriamente para ie€{1,...,N} porque d11>0 e Iio=0 para
ie{1l,...,N}. Além disso, {xit[inl,...,N;tzz,.:.,T} determinam
{xy,li=1,...,N}. Portanto  dim(F.>%) < 2N(T-1). Agora

especificaremos 2ZN(T-1)+1 pontos afinamente independentes (affinely

132
xy

) = 2N(T-1) [Brondsted, 1983} e, portanto, que

Independent points) na regiso factivel de F

mostrado gue t:lim(l*‘}{s2

vy
2132, _ )
dim(F %) = 2N(T-1).

Assim, teremos

Para t = 1,...,T defina o ponto Alt da seguinte maneirs:
Paera k = 1,...,N sejs
xkt = Dkt e Ykz = 1 T = 1,...,t~1
Xpt T Dy & Ve =1
xkt =0 e th =0 © = t+1,...,T
Para i = 2,...,N e t = 2,...,T defina o ponto Ait da seguinte
maneira:
Para kK = 1,...,N-i+1 seis
Xy = DkT e Ve = 1 T = i, st-1
Xyt = Dper & Vi =1
:»:k,c = 0 € th =0 T = t+1, T
e para k = N-i+2,....N sej=s
Xg1 = Dypap & VR =1
Xpo = 0 e Ve = 0 T =2,...,T
Para i = 1,...,8N e t = 2,...,T defina o ponto Bit da seguinte
maneirsa:

3



Para k¥ = 1,...,8-i+1 sejs

Xp1 = Dy & Yy R 1

- - 1 se t =t .
Xpr = 0 and Yyt © { 0 senio } Tt = 2,...,7T
e para k = N-i+2,...,N seja
Xg1 T Dpar & Vi =1
Xpr © o e Ve = 0 T = 2,...,T.

Um exemplo destes pontos quando N=T=3 & dado no Apéndice B.

Yamos mostrar que os pontos A e {Ait,BitEizl,...,H;tzz,..,,T}

il
estdo ns regifo factivel de Figz ao provar que eles satisfazem
t t .
=1 N
Ex.. 2z ¢ T r..x. + d. 1 5 Y-
<=1 it t=1 5€8(i) ijivix ilt t =1, s T
{ = para t=T )
Observe que os pontos satisfazem
E x =D para slgum t, 2t i=1, N
=1 3T 11tit it t = 1, T
{( = para t=T )
e que, dados te{l,...,T} e {i,33€{1,...,N},
se i>3 entsio titatjt'
{ = para t=T )}
Seja ie{l,....,N} e te{l,...,T}. Portanto,
t
¥ x._ =D, = £ r..D. + d, por definigéo de D,
=1 it 11tit 5€8¢1) ij Jltit 11tit 11tit
= I r..D. 4+ d, porgue JeB(i) = i>»>j = ¢, Zt.
jeS(iy 1ty ity itm gt

Ea
H

para t=T 3}



t
r Y r..x + d

1t

jeS(iy w=1 MIT 0 Tilty,
t
>z ¥ T r..x. + d, porgue t. 2t por definigéo de t
<=1 jeS¢i)y 79T ilt it it

( = paras t=T )

Portanto, o©os pontos A e {A

11 it,Bitu:l,...,N;t=2....,T} s80

factiveis.
Para mostrar que os pontos s8c afinamente independentes,

resolvemos a seguinte dupla de -equagles em a b

11> B3¢ € it
(iz1,...,N; t=2,...,T):

N T

a,.A,,+ T T [ a. A.. + b..B. ] = 0
11711 iz1 t=2 itTit itrit
N T
a + L h [ a.. + b ] =0
11 i=1 t=2 it it

A segunda equagdo da duples € a précondigfio de independéncia afinm

(affine independence) [Brondsted, 1883].

0 coeficiente de Xsp (i =1,...,8; t = 2,...,T) na primeira

equagdo da dupla &

H-i+1 R-i+1 T
D. r =a + D, b r = = 0
it7 k=1 kt it k=1 T=ts1 kT
0 coeficiente de Yig (i = 31,...,8; ¢t = 2,...,TY na primeirs

equacéo da dupls é

b3

N""i‘t’l {
k=1 T

T
§t&kt * Pyt ] =0

Usando & pré“cendigﬁa gue d1T>0 (= DiT>G) e raciocinando pars

g g



tras, primeiro de Xyt ate Xno depois de YNT ate YNoo de XN-1,T até
XN-1,2° de YN-1,T ate YN—I,Z’ ete, deduzimos primeiro que

8 © al,T—l SRR PPN 0, depois que blt =0 for t = 2,...,T,

Que Bop T By qq F ... T Bo, = 0, que bZt = 0 for.t = 2,...,7, etc.

0 resultado & que temos

ait:bitzﬁ i=1,...,8; t =2,...,T.

Finalmente usamos a equag8o da précondic8o de independéncia
afim

N T
8 + ¥ I [a. + b. ] = 0.
11 521 t=2 it it
para deduzir qgque 844 = 0, assim provando a independéncia afim dos

ZN{T-13+1 pontos. -

Assim a envoltdria convexsa de Fig4 tem dimensdo 2N(T-1).

No caso de uma estrutura geral com tempo n8o zero de produgéo,
os pontos All e {Ait,BitEizl,...,N;txz,...,T} especificados na prova
acima n8o podem ser generalizados, uma vez que, em geral, os pontos

sdo infactiveis.

Agora mostramos que, pelo menos sob certas condigdes, a

desigualdade vAlida Vli define uma face de alta dimensi8c da
134

Xy
Seja Rl, a regific que & definida pela intersec¢lo da fronteira

de V1,:
i

envoltdria convexa de F

Bfie T R Piee¥ie T Pircadene T BiLmen



com & envoltdoris convexa de Figé. Lembre que Vli foi obtida

desconsiderando todas as restrig¢des inter-escaldes

i=2,...,8

— - » ¥

sebciy 39°9,L¢imt T Big 50 t = T(id+l,...,T(i)+T
- 134 ”

que fazem parte da formulagéo nyE' Porém, veremos na prova da

seguinte Proposigfo que, sob certss condig¢des, a frontiera de Vi,

contém pelo menos 2N(T-2)+1 pontos afinamente independentes que

também estfio na evoltdéria convexa de Fi34,
Proposicgao 4. Sejs L(j)=0 e IjG = Ij,L(j}+T(j}+T =0 parsa
Jd=1,...,N8, dlt >0 para t = 1,...,T, 2=q=T-1, @Q={1,...,q}, 854,

i€5, G\5~#0, e ie{l,...,N}. Entdo 2N(T-2) =< dim(Rli) = Z2N(T-1)-1.

Prova. Uma vez que L(j)=0 para j = 1,...,N, tratamos das

132, F132 e F132.
xyl xYE Xy

j=1,...,N implicsa EjG =0 para j = 1,...,8 , Rli € a regifio que &

formulsagdes F Também, dado que IjU = 0 para

definida pela intersecc¢do da fronteirs de Vli:

tﬁéxit +te§is Pita’it = Piig

com a envoltdria convexa de Figz.

Uma vez que Rli é um subconjunto estrito da envoltéria convexa
de Figz, temos dim(Rli) < dim(FiSz}. J& sabemos da Proposigiio 3 que
dim(Fy2%) = 28(T-1). Portanto dim(R1,) < 2N(T-1)-1.

Provaremos gue dim(Rli} 2z Z2N(T-2) através da demonstragdo da
existéncia de ZN(T-2)+1 pontos afinamente independentes enm Rli.

Seja k = min{teQ\S8}, i.e. 2 = k £ §. Sejam, n€ N e defina

e 5



_ R(k-1) N(k-1) ) |
c“{uﬁ,yﬁ) B e , ¥8 e {0,1) }

==
i

h h h N{(T~q) h H(T-q) .
o {(xm,yn) xneﬂ? ,yme{ﬂ,l} }

0¥= vetor zero de RVCATK*1). oV - Geror zero de {0,13N(9-k+1)

Considere o problema de Figz somente sobre os periodos 1 até

k-1 com as seguintes demandas independentes:

o - _ _
dit bl dit t - 1, ,k 2
i=1,...,N
a° = d.
i,k-1 ik-1,qg

Pela Proposigdo 3, existem 2N(k-2)+1 solugdes factiveis

afinamente independentes {Gnlnxl,...,ZN(k~2)+1} para este problems.

132

Agora considere o problems de ny

somente sobre periodos g+1

-

ateé T. De novo pela Proposigéo 3, existem 2N(T-g~1)+1 solugdes
factiveis afinamente independentes {H |m=1,...,2N(T-q-1)+1} para

este problema.

Os seguintes ZN(T+k-g-3)+1 pontos:

{ { x?, 0=, xh yf, 0¥, Yi ) i

1,...,28(T~g~1)+1 }

{ =, 0%, oL ¥ 07, vy | s oz ank-2)e }

32
v

Q\S € {k,...,qt e {g+l,...,T} Q@ = &, temos, pars cads um dos

estio na regifio factivel de Fi Umnma wvez que {1,...,k-1} € 5,

ZN(T+k~-g-3)+1 pontos, o seguinte resultado:

k-1

itqyit = tg

Lx;,+ & D

(0>
tesd te@\5

X, + & D.
1 it teQ\S itg



ilg

i.e., os ZR(T+k-q-3)+1 pontos acima também estio en Rli. Agora

especificamos os pontos da mesma maneira como na prova de Proposigso

3. Os pontos sio denominados como

Amt m = 1,...,N
Bmt m=1,...,N

it

2,...,k-1
2,...,k-1

e g+2,...,T;

e g+2,...,T;

e pode-se conferir da prova de Proposigféio 3 que os pontos podem ser

especificados como se segue:

0 ponto All & especificado:

Para n = 1,...,H
n1 ~ Dnlq Yn1 1
*n,q+1 = Pn,qe1,T n,q+1 = 1
X,z = Yot 0 para T € {Z2,...,TI\{q+1}
Para m = 1,..,Ne t = 2,...,k~1 ¢ ponto Amt & especificado:
Para n = 1,...,.8-m+1
X ox = Dnlt Ype © 1 para T = 1, ,E-1
xnt = Dntq ynt =1
X . = 0 Yoo 0 para T = t+1, - Q
n,g+l - n,g+1,T yn,q+1 =1
X . = 0 Yor ° 0 para T = q+2, A
g para n = N-m+2,....H
Xn1 T Dnlq Ynl =1



n,g+l

o =

Para n = 1,

=D

Pera n = N-
*n1 " D
xn,q+1
xn_c =
Para m = 1,..,N

Para n = 1,

nt
nt
nt

ntT

f

€ pare n =
= -
ni

xn,q+1

= Da,q+1,T yn,q%l =1
Yot © ] para t € {2,...,TI\{g+1}
et=2,...,k-1 o ponto Bnt é especificado:

v, N-m+1

nlg ynl =1

- 1 se T =t - -

0 Yt T 0 caso contrério} para T = 2,...,k-1
g ynt =0 para Tt = k, .:9

= Dpg+1,T Yn,q+1 = 1
0 Yoo 0 para T = g+2, , T
nt+2,...,N

nlg Yn1 © 1

® Dnge1,T Yn,q+1 * 1
Vg = O para T € {2,...,T}\{q+1}
e t = g+2,...,T o ponto Amt € especificado:

ee. N-me+l
Bniq ynl =1
0 VYpr = 0 parae t = 2, 2 G
Dnt ynt = 1 para T = g+1, ,E-1
Dhir Vg = 1
o ynt = 0 para T = t+1, s T
N-m+2,...,N
Dnlq Ynl =1

- Dn,q+1,T yn,q+1 =1



Xox = VYoo 7 0 para T € {Z,..,,TI\{g+1}

Para m = 1,..,Ne t =qg+2,...,T o ponto Bmt e especificado:
Para n = 1,...,N-m+1
xnl = Dnlq Ynl =1
X, = 0 Yo °© 0 para T = 2, » G
xn,q+1 = Dn,q+1,T yn,q+1 =1
- - 1l se T =t -
Xpr = 0 Ynt © { 0 caso eentrério} para T = g+Z,....T
Para n = N-m+2,...,T
Xnt1 Dnlq Yn1 ~ 1
xn,q+1 = Dn,q+1,T yn,q+1 =1
Xpg =Yg =0 para T € {2Z,...,TIN\{g+1}

Para ajudar a entender os pontos acima, um exemplo usando N=2,
T=7, g=4, e 5={1,2,3} é dado no Apéndice C. E simples mostrar que
os pontos no exemplo s8co afinamente independentes.

Os pontos acims serfio usados na dltima parte desta prova onde é
mostrado que eles s8o0 afinsmente independentes.

Agora vamos especificar um grupo de 2N(g-k+1) pontos em Rli e
depois mostrar gue a unifio destes pontos e os 2N(T+k-g-3)+i pontos
acima constituem um totsal de ZH(T-23+1 pontos afinamente

independentes em Rli, sssim provando o teorema.

Seja telk,...,q}. Entéoc ou te€S (Caso 1) ou te@\S (Caso 2).
Para cada um dos dois casos vamos especificar 2N pontos linearmente

independentes emn Rli.

Caso 1: t€3. Seja ne{l,...,2N}. As coordensadas {xmt,ymtﬁmZE,...,N;



t =1,...,T} do ponto x" 580

Se m = n/2
*p1 = Ppi1,v-1 Ypp =1
xm“E = Dm'cq ym‘!: =1
xm,q+1 = Dm,q+1,T ym,q+1 =1
Xpp = Vpp 0 para t e {2,...,TI\{T,q+1}
Se m > n/2
*m1 ~ Bmlq Ym1 ~ 1
. e = {0 Zase contraris J
xm,q+1 - Dm,q+1,T Ym,q+1 =1
Xot = Yot 0 para t € {Z,...,T}\{T,g+1}

Uma vez gque {1,T}<5<@ e g+l1eQ, podemos ver imediatamente que

xTRERli para n=1,...,2H.

T " .
Pars mostrar que {x ninzl,...,Zﬂ} SAD linearmente

independentes, resolvemos & seguinte equac¢io em a n=1,...,2K:

%? a x =
n=1 o °
Para m = 1,...,8 0 coeficiente de X . nesta equegdo €
2N
Dmtqnzgman
do gual deduzimos gue 3 = 0,

2N BoN-2 * 8pn-1 T 0s Bgyg t Boy_3 = 0,

+ 85 = 0. O coeficiente de Vp. n& equagdo é

.. az



h N a8 = 0
n=2m-1 "
do qual deduzimos que 3on-1 = Os a8on-2 = 0, ..., a, =0, a, = 0.
Portanto {xtn|n=1,...,2N} séo linearmente independentes.
Caso 2: teQ\S. Duplas dos 2N pontos {x "|n=1,...,2N} serdo
associadas com os componentes C € {1,...,N} da seguinte maneira.
Seja ne{l,...,2N}. Ent#o o ponto x " g associado com o componente

C = (n+l1)/2 se n for impar ou com o componente C = n/2 se n for par.

As coordenadas {x ,,y_,|m=1,...,§;t=1,...,T} do ponto x " sdo:
Se n for impar, entfo C = (n+1)/2 e
se C < i entio

se m < C entdo

Xm1 Dml,t—l Ypp = 1

xxﬂ: = Dm‘tq Ym*t =1

xm,q+1 = Dm,q+1,T Ym,q1 T 1

Kpp = Yy © G para t € {Z,...,T¥I\{T,g+1}
se m = C entéo

X T Dmlq Yp1 = 1 se C = 1

Xp1 = leq - G.5(rmeWTq} Yn1 = 1 se C = 2

;;;';'5 ....................... ;;;';.i ........ ;;.é';.i

X = 0.5¢(r_. D ) v = 1 se L 2 2

-----------------------------------------------------



= D -z 1

Xp,q+1 B,q+1,T Yn,q+1

xnt - ynt - 8 pars t € {2;-..;'1‘)\{'::9*1}

onde, para C 2 2, w & qualguer componente em S(m) e
onde & fragéo 0.5 pode ter sido quslquer nimero real

~ tal que D<p<l,

se m > C entéo

a1 T Dnlq Yo1 ~ 1

Xox = 0 Yptr © 0

xm,q+1 = Dm,q+1,T ym,q+1 =1

Xet = ¥py = o para t € {2,...,TI\N{t,q+1}

se C 2 i entéo

se m £ C entéo

" Dml,t—l Ym1 T 1

*pt = Ppg Ypr = 1

xm,q+1 = Dn,q+1,T Ym,q+1 =1

Xt = Yy = 0 para t e {Z,...,TI\{T,q+1}
se m > C entéo

S Dmlq Ym1 T 1

*pr T C Ypr © 0

xm,q+1 = Dm,q+1,T Ym,q+1 =1
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Xpt = ¥py © 0 para t € {2,...,TI\{x,q+1)}
Se n for par, entdo C = n/2 e

se C < i entéo

se m <= C entéo

*p1 = Ppa,x-1 Vpy = 1

S Dmtq Ypr = 1

xm,q+1 = Dn,q+1,T ym,q+1 =1

Xt = Ypt © 0 para t e {2,...,TN\{t,q+1}
se m > C entéo

*n1 © Dmlq Ymi ~ 1

Xpe = 0 Ypr = 0

xm,q+1 = Dn,q+1,T ym,q+1 =1

Xpt = Ype T 0 para t e {2Z2,...,TI\{Tt,g+1}

se C Z i entso

se m = C entéo

Xm1 T Dml,t—l Ypp =1

e = DmtT Vpr = 1

Xnt = Yot ° g para t € {2Z,...,TiI\{T}
se m > C entéo

*p1 = Dpir Vpy = 1
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xnt =y = 0 para t e {2,..,,T}

Para ajudar a entender os pontos {xt

In=1,...,2N} @acima, um
exemplo que usa uma estrutura geral de produto com N=8 componentes &

dado no Apéndice D. Lembre que uma solugdo de pl32 é factivel se

Xy
t t
i=1,...,R%
rx z T b X Y..X._ + d, Y Y en
S it t=1 jeS(i) ij7ix it t=1,...,T

Pode ser conferido que ests condigéio € atendida pelos pontos

{xtnlnzl,...,ZN} acima (para insight, veja o exemplo no Apéndice D).

Note gque a definigéo de Dit quando L(k)=0 parsa ke{1,...,N}:

D. = d,, + r r..D,
it it j€s(i) 1j73¢t
' t
implica que, dado um componente i e um periodo t, se T xjt < Djlt
T=1
para todos os componentes j<i e algum te{t,...,T}, entéio & produgdo

t
cumulativa ¥ :xi,t = Dilt & suficiente para satizfazer sua demands
T=1

independente cumulativs dilt e sua demanda dependente cumulativa
t

L z
=1 jeS{i)

factibilidade dos pontos no exemplo do Apéndice D. Além disso, deve

ry¥%5re Esta observagfio & Gtil para conferir a

ser conferido com cuidado & factibilidade de algumas coordenadas de

certos pontos no exemplo, tal como g factibildade das coordensadas

x31 = Dqu - O'erIDltq e x

do ponto xtﬁ em relagdoc as outras coordenadas deste ponto. Note
que a produgfo da quantidade 0.51'311)1,5q do componente 3 no periodo 1

ndo & necessaria para & produgiio x,, = D

11 11,t-1 © %33 = Dpy ..y dos

componentes 1 e 2 no periodo 1.

Uma vez que leScR, teQ\S, e {q+1}mQ=@®, pode ser visto que
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xTn € Rli para n=1,...,2N. Veja também o exemplo no Apéndice D.

™Tn

Seja TeQ@\S, Para mostrar que ({x | n=1,...,28} sio

: N - hy
linearmente independentes, resolvemos a seguinte equagdo em 8.,

n=1,...,2N:

2N

L = x " =0

nz=1

Examinando os coeficientes de xnt e ynt na sequéncia
m = N,N-1,...,1, pode-se ver que a: = 0 parsa
n = 2N,28-1,28-2,...,2,1. Considere, por exemplo, a estruture geral

com N=6 componentes do exemplo no Apéndice D. O coeficiente de Ygt

T T

enguanto o coeficiente de x da

Bt

+ at 3] =0

Dgxq 12P6<T

at
i1
Portanto

+ ar,D = 0

T T
(817 + 8129064 12%6,q+1,T

T T . .
gque, com ail + 840 = 0, implica

Dg,q+1,7 = O

T
212
Lembre de que na afirmsgio da Proposi¢fio & suposto que d,,>0 para
. . T s
t=1,...,T, gue implicsa DS,q+1,T>U' Portanto, alz =0 e, sassinm,
T _ . - s s
ail = 0. Um raciocinic semelhante com os coeficientes de y5T e XST
;. T _ _ s s
da ag = alG = 0. 0 coeficiente de Yar resulta enm
T T _
B + ag = g,

enguanto o coeficiente de x resulta en
4t

*p =0

=
a7(0.5r4zbth) + as 4tq

Portanto
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T T Tt -
(a7 + 33)(0-5r42D21q) + a8(0.5r42021q + d4tq) =0

porque, por definigéo, temos D4tq = r42021q + d4tq. Assin, temos
-: —
a8(0.5r42021q + d4tq) =0

Agora, d1t>8 para t = 1,...,T implice que

0.5r,.D + d

427 2tq > 0

4tq

-

Assim, a; = { e, portanto, a; = 0. Unm raciocinio semelhante resulta

em ag = ag = az = a; = a; = a; = 0. Desta maneira vemos que os
pontos {xtn|n=1,...,2N} séo linearmente independentes  quando
t e (A\S)\{k}.

Assim, para cads e {k,...,q} especificamos um  grupo
{xtnln = 1,...,2N} de 2N pontos linesrmente independentes em Rl

Agora, mostramos que a unido dos 2N(q~-k+1) pontos acima:

xtn paran = 1,...,2N e t = k,...,q

e os ZN(T+k-g-3)+1 pontos

Ant m=1,...,KN = 2,...,k~1 & g+2,...,T;
Bmt m=1,...,K = 2,...,k-1 e g+2,...,T;

ds primeira parte das prova constituem um total de 2N(T-2)+1 pontos
afinamente independentes em Rli, assim provando s Proposigéo. Para

mostrar isto devemos demonstrar gue

a 2N < Tn N k-1
B ol 0 T bt IL gy
N T N k-1 N T
+ Y . »__A + T Y ~.B + L r & .B =0
m=l Lt=g+2 mtmt m=1 t=2 nt mt m=1 t=g+2 nt mt

e a précondig¢do de independéncia safim
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q 2N x N k-1 . T
3 E 8+ A + ¥ ) N + ¥ r A
n 11 =2

=k n=1 m=1 t= nt =1 t=qg+2 Bt
N k-1 N T
+ £ L u .+ % E », =20
m=1 t=2 nt mn=1 t=g+2 nt

implicas que a: = 0 para ne{l,...,2N} e ~<te{k,...,q}, A

Ant = Moy S 0 para me{l,...,N} e t € {2,...,k-1}u{g+2,...,T}. Agora

vamos demonstrar isto.

Seja T € {k,...,q}. Note que para os pontos xtn parsa
ne€ {1,...,2N} e t € {k,...,q¥\{t}, All’ Amt e Bnt para
me {1,...,8} e t e {2,...,k-1}u{qg+2,...,T}, tenmos Xpg = Ve = o
para m € {1,...,N}. Assim, os coeficientes de Xox © Vg N8 primeira
equagéo da dupla imediatamente acima contém termos somente enm a;

para n € {1,...,28}. Este fatoc implica a: = 0 para n = {1,...,2N},
COmOo vimos na demonstragégo da independéncia linear de
{x""|n=1,...,2N} para t€S (Caso 1) ou Te@\S (Caso 2).

Note que a dupla de equagdes acima ficou agora

N k-1
",A .+ £ T A A
11711 7 2 8 Tatfat
N T N k-1 N T

+ E ENA + £ E u B+ I E u.B.o=0

m=1 t=q+2 m=1 tzz PU Bt gy pogsg DT BT
N k-1 R T N k-1 N T
A+ L AL+ B L AN+ B E .+ £ L p. =20
11 m=1 t=2 mt m=1 t=g+2 mt n=1 t=2 nt m=1 t=g+2 nt

Considere sagora os coeficientes na primeira equagdo de
{ym,t,xm’t]m=N,N—1,N~2,...,1} para t = T, T-1, T-2, .., g+2:

yNT resulta em th + le =0 e XNT resulta enm DNTth = 0 que

implica gue th = le = 0.
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¥N-1,T resulta em AIT + sz *Hip t Hop =0 e XN-1,7 resulta
en DN—I,Tle + DN~1,TA2T = 0 que implica gque AZT = “ZT = 0.

----------

----------

YN, T-1 resulta em Ap * xl,T—l tHy gy =0 e XN, p-1 Tesulta
em DN,T~1K1T + BN,T—l,TKI,T—i = 0 que implica que Kl,T~1 =
Hy,r-1 = 0-

Finalmente temos Knt = Hpy = 0 parsa me {1,,..,N} e

t € {g+2,...,T}.

Como consequéncia a dupla de equagdes ficou agora

N k-1

Mifia * B pphpy 4 HpyBre) = 0

N k-1

kli + ¥ Y (A

m=1 t=2 ot * “nt> =0

Porem, os pontos All’ Amt e Bmt para me{l,...,N} e t € {2,...,k-13

correspondem s0s pontos {Gnln=l,...,2N(k—2)+1} que s8o afinamente
independentes, Portante Kmt = umt = 0 para me {1,...,N} e
t e {2,...,k-1}. Esta conclusdo também pode ser verificada

resolvendo-se a dupla de equagdes acima, exatsmente como na prova da

Proposigéo 3.

Assim mostramos que ag = 0 para ne{l,...,2N} e ~te{k,...,q},
Kll = g, Knt = Hpe T g para ne{l,...,N} e
t e {2,...,k-1}u{qg+2,...,T}. Portanto provamos dque & unific dos

2N{g-k+1) pontos

xtn para n = 1,...,2N e t = k,...,q
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e o Z2N(T+k-q~3)+1 pontos

A

11°
Allt n=1ﬁ"-)N tzz,...,k“leQ“"z,...,T;
BInt m=1,...,8 t = 2,...,k-1 e g+2,...,7T;

constituem um total de 2ZN(T-2)+1 pontos afinamente independentes em

Rl,, assim provando a Proposigéo. "

Assim, pelo menos sob certas condigdes, a desigualdade valida Vli
define uma face de alts dimensfio da envoltdria convexa de Figé.
Este resultado mostra que Vli é ums desigualdade valida forte

(strong valid inequality: Nemhauser e Wolsey, 1888) e possivelmente

134

sté uma faceta da envolidria convexa de ny .
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e 08 2N(T+k~g-3)+1 pontos

A

11’
Amt = 1,...,R =2,...,k-1 e g+2,...,T;
Bmt m =z 1,.,.,N t=2,...,k-1 e g+2,...,T;

constituem um total de 2N(T-2)+1 pontos afinamente independentes em

Rli, assim provando a Proposigéo. -

Assim, pelo menos sob certas condigdes, a desigualdade véalida
Vli define uma face de alta dimensfo da envoltdria convexa de Figq.
Este resultado mostra que Vli é uma desigualdade vAlida forte
(strong valid ineguality: Nemhauser e Wolsey, 1888) e possivelmente
até ums facets ds envoltdria convexa de ?134.

Xy
Agora vamos considerar uma desigualdade inter-escalfo:

R n o 134 134 134
Proposigao 5. Qualquer uma das trés formulagdes nyI‘ nyE e ny

implica a desigualdade V2i:
. . + . . . . . . ,
tgaxls'f(l)*‘t jﬁg(i}rla tag\s P3.T¢3)+t, TC3)+a Y3, T(3)+t

+ p ri.[ L Xsp ™ b > ]
jeS(iy ML t2T(i)+L(i)+q+1 T(FI+1StST(i)+L(i)+q ¥
t-T(j)eS t-T(j)=s

T(3)

d z .. z X .
3€5¢i) 9 £=T(i)4L(ij+1 ¢

1, TC(i)+L(i)+1,T(i)+L(id+q *
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" éeg(i)rij[bj'T(3)+1:T(j)+q ) Ej,T(j)] W AEPYS JEPRALTE

para ie{l,...,N}, 1=q=T, @Q={1,...,q9}, e S=Q.

o 134 : .
Prova. A formulagio gxy com Ii,L(i)+T(i)+T Z 0 para ie{l,...,N} é

, . - 134 134 .
equivalente as formulagdes nyI e nyE“ Considere as

restrigfes inter-escaldio desta formulagéo mais ampla de F;34:

seguintes

t

r X, - L r, .x. > d
t=T(k)+1 [ KT seS(k) KITI,LCkd+t ] K, T(k)+L(k)+1,L(k)+t

1,...,N
T(k)+1,. .., T(k)+T

_ k
I t

k,LCk)+T(k)

Denomine estas restrigdes por {thlkzl,...,ﬂ;tzl,...,T}. Sejm
ie{l,...,N}, 1=¢=T, Q={1,...,q9}, e S=Q. Portanto, a restrigfio Ciq é
= [x. : - b r..X. X . ]
teQ i, T(iX+t j€S(i) 1373, T(H+L{i+t

4, T(i)+L(i)+1,T(i)+L(i)+q ~ Ti,L(1i)+T(1)

Seja je€S(i}). A desigualdade Vij e

R IS PRI LA N TE PSSR YEPTTRRAIE IS PO”

Dy, T3+, T +a ~ B5,1¢5)

A desigualdade V21 é derivads somando Ci com ¥

(V1.), w«que
jeS(i) J

r..
13

resulta en

RIS I P j€§<i>rij[ JER I (S DY YRS IR JE PSR PO
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Y oemns D3T3, T(S)4q V3,103 0t)

F Oy T(4)+L(i)+1,T(1)+L(i)+q

* jeg(i)rij[Pj»T(j)+1»T(j)+a B EJ.T<§}] R RACPISIEY

E X5 peiyer ¥ L D

r.. 3 . . . ¥. .
teq jeS(i) 19 te@\s J,T(IX+L,T(I)+q "3, T(J)+t

T(3)
+ ¥ r.‘[ - E Xip - r X,
i3 £=T(i)4L(id+1 I T(3)+1St=T(i)+L(i)+q I°
t-T(j)es

+ d

tZT(i)Ei(i)+q+1xjt] = 34, T(I)4L(1)+1, T(1)+L(i)+g
£-T(3)es

by i [Dj,T(.i)+1,T(j)+q - Ea',Tcsf)] RTINSO I

i.e., a desigualdade V2, & valida pars a formulagdo pl34

PR
xXyE

o 134

portanto, para a formulagéo nyI'
- 134 . . N - 134
Uma vez que a formulagdo ny ¢ equivalente a formulagéio nyI
com Ii,L(i)+T(i)+T = 0 para ie{l,...,N},. & evidente que a
desigualdade V2, também & valida para a formulagéo

134
ny . =
Proposigéo 6. Seja L(k)=0 para k=1,...,N. Qualquer uma das trés
~ 132 132 132 | . . .

formulagodes nyI’ nyE e ny implica as seguintes equivalentes da

désigualdade vzi:
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S TR ST pems dta¥st T %50 % Piig 7 Eyo
ou,
3e§(i)rij teéks(xjt " Dseq¥se? = Eyg

onde ie{1,....N}, 1=q=T, Q={1,...,q}, e S=Q.

Prova. Com L({(k)=0 pars k=1,...,N, 8 desigusaldade vzi:

e L JE DUT IR NN F IO "L I JE PR JE PRI I JEPIR"
N z
L s r. . - ’ X. - x.
jesS¢iy £=T(i)+LCi)+1 9% T(§)+1St<T(i)+L(i)+q 9°
t-T(Jj)es
+

}2) x.t] 2 di meiveLei . _
t2T(i)+L(i)+g+1 ¥ 1,TCi)+L(i)+1,T(i)+L(i)+q
t-T(3)es

* jeg(i)rii[Pé»T(j>+l,T(j>+q - Ej,T(i)] R AE TS IED)

se reduz a

Zx,, + I r.. r D., . v.
te@ ' jeS(i) Y teg\s JveIt
0
+ b r..[ - T x., - Yy x., + r x. ]
jes(iy Y t=1 9% 1<t=q It gager 9t
tesS tes
= d. +

ilq Jeg(l}rla [Djlq " EJD] B IlG

gue resulta em

Y ox., + T T, o, Y (D., v. Zz D - B
teq ‘Y 3e8¢i) 0 te@yg Jtadt

T X ilg

it? i0
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umnsa vez que s=Q={1,...,q}, D = d, + ¥ r..D., ., &
ilg ilq jeS(1) ij"i1q

E =I1..+ ¢ r..E.. . A desigusldade
i0 io 3€5¢1) 13730

jes(id te@\s iq
¢ obtida por substituir
E. = Y x.. - D, + E.
ig teq it ilg i0
ns desigusldade
Cx., + b r.. r (D., y.. - x..) = D. - E,
teq it jeS(i) ij te@\s Jtg” jt Jt ilg i0
como na prova da Proposicgfio 2 - "

Agora mostramos que, guando L{(k)=0 e IkD:IkT:U para k=1,...,HN,

e dependendo dos conjuntos @ e $, a desigualdade valida vzi define
32
y -
Seja RZ. & regific que € definida pela intersecfio da fronteira

um face da alta dimensfio da envoltérias convexs de Fi

vzi quando L(k)=0 para k=1,...,N:

T x., 4 b r.. T ((D.,. . v. = D, - E
te@ 1Y jeS(i) M teqys Jta’dt

- X ilg

it i0
132
Xy

com & envoltoris convexa de F

Proposigso 7. Seja L(j)=0 e IjgzlezQ pars Jj=1,....N, d1t>0 pAra

t=1,...,T, 2=q=T-1, @={1,...,q}, S=Q, 1€S, @Q\5=@. Seja também
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ie{1,...,8}. Entso

max{ ZN(T+k-gq-3), ZN(g-k+1) } = dim(RZi) < ZN(T-1>-1
onde k = min{teQ\5}.

Prova. A prova usa algumas das construgdes e ideias da prova dsa
Proposigéo 4.

132
xy ’
dim(R2;) < dim(Fiiz). J& sabemos da Proposigéo 3 que

Una vez que R2, € um subconjunto estrito de F temos
dim(Fiiz) = 2N(T-1). Portanto dim(R2,) S 2N(T-1)-1.

Provaremos que dim(RZi) 2 2N(T+k-g-3) atravéé ds. demonstracéo
da existéncia de ZN(T+k-g-3)+1 pontos afinamente independentes em
Rzi. Considere-se os 2Z2N(T+k-g-3)+1 pontos

A

11’ |
Amt n=1,...,8 t=2,...,k-1 e g+2,...,T;
Bmt m=1,...,8 t = 2,...,k-1 e g+2,...,T;
da primeirs parte da prova Proposigéo 4. Uma vez que

{1,...,k-1} € 8, &\8 € {k,...,q} e {g+1,...,T} n Q@ = B, temos, pars

cada um dos Z2N(T+k-g9-3)+1 pontos, o seguinte resultado:

t5 1t T gebny 1 eelrs 9taTit T N5t
k-1
Temrit T 5B s 9t T
= Diiq

i.e., os 2N(T+k-g-3)+1 pontos acimes estiBo em Rzi {além de estarem em
Rli), Para provar gue eles sfo afinamente independentes, temos que

mostrar que a dupla de equagdes

N k-1

A, A + T T A __A
11711 p=1 t=2 mnt mt
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N T N k-1 N T

+ T r »x A + ¥ T u . B + L r & B =0
n=1 t=q+2 nt mt n=1 t=2 Bt mt n=1 tzg+2 nt mt
N k-1 N T N k-1 N T
Aoy v+ B L A+ T Y »2x,+ T ¥ p. + L L s . =0
1 p=1 t=2 P pziot=q+2 Y m=1 tzz PP pzy to=quz BY
implicsa 111 =z 0, knt = “mt =0 parsa ne{l,...,N} e
t e {2,...,k-1}{qg+2,...,T}. Porém, jé& mostramos isso no fim da

prova da Proposic¢fic 4. Assinm dim(Rzi) z 2N(T+k-g-3).

Provamos que dim(Rzi) z 2N(q9-k+1) através da demonstragfo dsa
existéncia de 2N(g-k+1) pontos linearmente independentes em Rzi.
Seja te{k,...,q}. Entdo ou te€S (Caso 1) ou te@\S (Caso 2). Para

cada um dos dois casos vamos especificar 2N pontos linearmente

independentes em Rzi.

Caso 1: te5. Especificamos os mesmos pontos 1:-En para n = 1,...,2N
que no Caso 1 da prova da Proposicfio 4. Uma vez que {1,T} €8S c Q e
q+l1 £ Q@ no Caso 1 (Te€S), & simples ver que x " e RZi pars

n=1,...,28. Mostramos na prova da Proposi¢io 4 que estes pontos

s80o linearmente independentes.

Caso Z: te@\5. Exastamente como na prova da Proposic8o 4, duplas dos
ZN pontos {xtn]n=1,...,2N} serdo associadas com o0s componentes
C e {1,...,8} da seguinte maneirsa. Seja ne{l,...,ZN}. Entéo o
ponto x‘m & associado com o componente C = {(n+l1l)/2 se n for impsar
ou com componente € = n/2 se n for par. As coordenadas

{x_..v m=1,...,N;t=1,...,T} do ponto x " sio:
mt’ " mt

Se m < i entéo
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Sem

88

Xpy Dnl,t-l Yp1 ~ 1
= - <
X Dmtq Vot 1 se m n for impar
= = <
Xyt DmrT Yot 1 se m n for par
Xpv = Dpar Vpr = 1 se m >
- -
Xp q+1 = Dp,g+1,T Yp,qe1 = 1 se m < n for impar
x =y = 0 se m * n for par,
m,q+1 m,q+l se m > n for impar
Xn,q+1 - 0 Yo,q+1 = 1 (sie) se m = n for par
X 4= Yy = 0 para t € {2,...,TIN\{t,q+1}
= i entéo
%¥.. = D. + Yy r..(x. -D._ V., = gse C < i
i1 ilg 5€5(1) ij i jtg i1
{para que x " e Rzi)
- - >
%31 Dil,t—1 ¥Yii 1 se C i
X._ = D. + L or..D. v.. = 1 se C 2 i
T T jes(iy M 3,a+l.T 1T e n for par
x. =D, V.., = 1 se C z 1
o 1ra o e n for impar
Xi,g+1” DilT X1 Vi g1 T 1 se C < i en for impar
Xi,9+41 ~ di,q+1,T Vi g+1 T 1 se C < i en for par
— - - .
xi,q+1 Di,q+1’T Yi’Q+1 1 se C =2 i e n for impar



xi,q+1 T Ti,q+1,T Yy q+1 =1 se C 2 1 en for par

---------------------------------------------------------------

Sem > iem=C entio

x -
m1 = Pm1,t-1
xmt = Dpeg se n for impar
xmt = Dyxr se n for par

= D = sen f
xm’q+1 m,q+1,T ym’Q+1 1 or impsar

= =0
xm’q+1 yn,q+1 se n for par

= - € T +

X Yot 0 para t {z, >;TIN{T,q+1}

Sem > 1 em> C entéo

o]
"
L)

---------------------------------------------------------------

Para ajudar s entender os pontos {xtn

In=1,...,28} acima, um
exemplo que usa uma estrutura geral de produto com N=8 componentes é

dado no Apéndice E. Como notado na prova da Proposigéio 4, lembre de

gue ums solugfo de Figz & factivel se
t t .
i=1 B
.. =2 ¥ r r..X. 4+ d, oy o e
=1 1T =1 5€5(1i) ij% it ilt t = 1, 2T

og



Pode ser conferido que esta condigéo @ satisfeita pelos pontos
In=1,...,2N} acima (para insight, veja o exemplo no Apéndice E).

De novo, note que s definigéio de Dit quando L(k)=0 para ke{l,...,N}:

D = d,, + 5 or..D,
it it jeSCi) ij it
implica que, dado um componente i e um periodo t, se E xat = Djlt
=1
para todos os componentes j<i e salgum ¢{t,...,T}, entéo & produgéo

cumulstiva 2 xrt = D11¢ ¢ suficiente para satisfazer sua demanda

independente cumulativa dilt e sua demands dependente cumulativa
t

T T r;¥se Esta observagdo & atil para conferir 8
=] je8{i)

factibilidade dos pontos no exemplo do Apéndice E. Além disso, de
novo deve ser conferido com cuidado a factibilidade de algumas

coordinadas de certos pontos no exemplo, tal comoc & factibilidade

das coordinsadas

D

+ r..D

Xg1 Bla * Te33,q+1,7 * Te5Ps,q41,T

X5t = O

X8 ,g+1 ~ “B1T ~ ¥B1

do ponto xts em relagfo as outras coordinadas deste ponto. Hote que

a produgfio da quantidade

D + r..D + r..D

6lg 63°3,9+1,T 8575,q9+1,T

do componente © no periodo 1 é suficiente para a  produgdo
g, = DSl,t*l & Xgq = 951’1_1 dos componentes 3 ¢ 5 no periode 1 e
para a produgéo Xgp = B3tT & Xg. = DﬁtT dos componentes 3 e 5 no
periodo T.

Uma vez que 1eS8<@, te@Q\S, e {q+1} N @ = O, pode ser visto que

x P e Rzi para n=1,...,2N. Veja também o exemplo no Apéndice E.

i00



Seja TeQ\S. Para mostrar que {(x " f n=1,...,2§)} s8o
linearmente independentes, resolvemos a seguinte equagio em ar

n = 1,...,2N8:

P = x " o= 0
nz1
Examinando os coeficientes de xmt e Yt na sequéncia
m= N,N~-1,...,1i, pode-se ver gue az = 0 psra n = 2N, 2N-1, 2N-2,

., 2i, 2i-1 nesta sequéncia. Depois, examinando os coeficientes

de xmt, ymt e ym’Q+1na sequencia m = i-1, i-2,...,2,1 pode ser visto
‘; - - -~ -

que & = 0 para n = 2i-2, 2i-3, ..., 2, 1 nesta sequéncisa. Desta
R Tn " .

maneira vemos gque os pontos ({x |n=1,...,2N§)} séo linearmente

independentes guando t € Q\S.

Assim psarsa cads T e {k,...,q} especificamos um grupo
{xtn[n = 1,...,2N8} de 2N pontos linearmente independentes em RZ,.
Agora mostramos que os 2N{(g-k+1) pontos {xtn]n = 1,...,28;t=k,...,q}

sfo linearmente independentes demonstrando que

% 2% agxtn =0
=k n=1
implica gque a; =0 para ne{l,....2N} e <={k,...,q}.

Seja Tt € {k,...,q}. Como na prova da Proposig8o 4 note que,
para os pontos xtn para n € {1,...,28} e t € {k,...,gI\{t}, temos
Kpe = Ypo © 0 para m € {1,...,8}. Assim os coeficientes de Xox ©
Yoo N2 equagio contém termos somente em ag para n € {1,...,2N}.
Este fato implics a: =0 para n € {1,...,28}, como vimos na
demonstragio da independéncia linear de {xtn|n=1,,..,2N} para tej
(Caso 1) ou Te@\8 (Casoc 2).

Assim a; =0Oparan e {1,...,2N}) e <t e {k,...,q}. Hostramos

que os 2N(g-k+1) pontos {xtnjn = 1,...,2N;T=k,...,q} em Rz, séo



linearmente independentes e portanto dim(RZi) Z ZN(g-k+1).

Assim max{ 2N(T+k-q9-3), 2N(g-k+1) } = dim(RZi) = Z2N(T-1)-1. L]

Agora consideramos uma generalizacfio da desigusldade valida

V2i'

3 ox.
teq *

+

>

. T T - b, . . v .
T 7 5eggy 13 te@\s, T+, Td+a 73, T(3)+¢t

b)) ri.[ b Xyp = b X Xsy ]
jesS(iy ML eeT(i)FL(i)+g+1 I T(3I+1SL<T(i)+L(i)+q ¥
t-T(3)eS, £~T(3)e8,

T3>

d + b T, . T X,
3€S¢i) 13 t=T(id+L(id+1 OF

,TCLML(I)+1, T(L)+L(i)+g

+ F

jes(i}rii{pj,T(j)+1,T(j)+q - E -1 (vsi)

j,T(j)] 1,LCIH+T(1)
onde ie{l,...,N}, 1=q=T, @Q={1,....,q}, e SjSQ para cada jeS(i). Se
S(i) tiver um Gnico elemento, como por exemplo no caso de uma
estrutura de montagem, ou se Sj for o¢© mesmo conjunto psara todos
j € 5(i), entdo V3i se reduz s V2i.

Quando L(k)=0 para k=1,...,N, VSi torna se

Lx.,+ ¥ r.. T (D.. V.. -%..> = D.. - E. (V3,)
teq it 3€5¢i) i3 teQ\Sj jtq7 it 3t ilg ig i

que também pode ser escrita como:
b = (xjt - Djtqyjt> = Eiq (VSEi}

r..
jesciy teQ\s

L et



. - o 134 134 134
Proposicgéio 8. Qualgquer uma das trés formulagdes nyI’ nyE e ny

implice 8 desigusldade V3i:

BTt T B i B Dy meaet, Teadee VI T et
J
+ r r. [ PN X:p, ~ I X ]
5e5¢i) L t27(i)4L¢i)+ra+1 9 T(5)415tST(i)+L(id+g I°
t-T(j)eS. t-T(3)es.
J J
N T(3)

d. . ; X . + b T z X.
1,TCiXL{i)+1,T(i)+L{i)+q 5€5¢1) ij E=T(i)+L(i)+1 Jt

- E (V3i)

je§(1>rij[pﬁ’T<J>+1,T(j>+q j,T(j)] =I5 Leiy+Teay

onde ie{1,...,N}, 1=q=T, g={1,...,q9}, e SjEQ para cada JjeS(i).

Prova. Como na prova da Proposigfo 5, a formulagéo FI3%  com

Xy
> - ”, - ~ -
1i,L(i)+T(i)+T Z 0 para ie{l,...,N} & equivalente as formulagses

pi3d o g5 Considere as seguintes restricdes inter-escalfio desta
xyl xyE
134,

formulagdo mais ampla de ny

”jequ)rkéxj,hik>+t ] z dk,T(k)+L(k)+1,L(k)+t

1 N

1 k e
TCk)+1, ..., T(k)+T

k,L{k+T(k) t

n

Denomine estas restrig¢des por {th!kzl,...,N;trl,...,T}. Agorsa,
para cada JjeS(i) considere a desigualdade Vlj com S:Sj. A

desigusldade V3i ¢ derivada somando C. com 5

r. . {(Vi.}.
jes¢iy ¥4



A desigualdade V3, € valida para a formulagdo Figg, e,

portanto, para a formulagéo Fii?. Uma vez que & formulacdo F;§4 é
) - 134 -
equivalente = formulagéo nyI com Ii,L(i)+T(i)+T = 0 pars
ie{1,...,N}, é evidente que = desigualdade V3, também é valida para
) 134
a formulag8o ny . »
- . _ _ ' . 132
Proposigao 8. BSeja L(k)=0 para k=1,...,N. A formulagéo nyE
implica a desigusldade
r x., + = r.. r P., v., - x.,) 2 D. - E,
teq it j€S¢i) ij teﬂ\sj Jta’ it jt ilg i0
que também pode ser escrita como:
¥ .. v {(x., - D., v..) = E,
j€S¢i) ij tEQ\Sj 3t Jjtg’ jt ig
onde ie{l,...,N}, 1=2q=T, Q={1,....q9}, e Sjﬁa parsa cada JeS(i).
Prova. A prova é semelhante & da Proposigéio 6. -
Agora mostraremos gque, quando L{k)=0 e Ik& = Ik,L(k}+T(k)+T = g
para k=1,...,K, & dependendo dos conjuntos @ ¢ § para JjeS(i), =

J
desigualdade valida VSi define uma face de alts dimensfo da

envoltoris convexa de Figz.

Seja R3, a regifio que € definida pela intersecgfio da fronteira

V3i guando L{k)=0 parsa k;l,...,ﬂ:

., o+ . . D. .- . = .
tgaxlt j&‘g{i)rl'} teg\s.( jta¥st T ¥y Pi1q
o4
com & envoltoria convexs de Figz.

‘A



Proposigéo 10. Seja L(3)=0 e Ijo = IJT =0 para j =1,...,N,

dlt > O para t = 1,...,T, 259=<T-1, Q@={1,...,q9) e ie{1,...,N}. Parsa

cads JjeS(i) seja SjSQ tal que leSj e Q\Sj#ﬂ. Entéo

max{ ZN(T+k-q-3), 2N(g-k+1) } = dim(RSi) < 2N(T-1>-1 ' onde
- min .

k = jes<i){m1n{tEQ\Sj}}.

Prova. A prova é semelhante & da Proposigo 7, com as seguintes

diferencgas:

Uma vez que {1,...,k»1}§Sj e Q\Sjs{k,...,q} para cada jeS(i) e
{a+1,...,T}Q=@, entdo, para cada um dos 2N(T+k-q-3)+1 pontos

By

Amt m=1,...,N t = 2,...,k-1 e q+2,...,T;

Bmt m=1,...,8 t=2,...,k-1 e qg+2,...,T;

da primeira parte da prova da Proposig8o 7, temos o seguinte

resnltado:
Fx., + 5 T.. = (D,, v.. - x_..)
teq ' jes¢iy 1d te@\s, Jte’jt  Tjt
k-1
= Lox., + L T, . T (D., (0> - 03
t=1 Y jes(yy 1 te@\s, Jtq
= Diiq

i.e., os 2N(T+k-q-3)+1 pontos acima estio em R3i {(além de estarem em
Rli & Rzi).

Na segunds parte da prova, para cadsa te{k,...,q}, emn lugsr de
simplesmente Casc 1 ou Caso 2, temos agora trés casos. Para csda unm

destes casos especificamos 2N pontos linearmente independentes

{xtnjnzl,,..,zﬁ} como se segue:

TME



Seja * € {k,...,q}.

Caso 1: Se t € Sj para cada j € 8(i), entdéo especificamos o
mesmo conjunto de ZN pontos linearmente independentes
{xtn!nzl,...,ZR} como no Caso 1 (t € S) da prova da Proposigéio 7.

Caso 2: Se T € Q\Sj para cada j € S(i), entéo especificamos o
mesmo conjunto de 2N pontos linearmente independentes
{xtn|n:1,...,2R} como no Caso 2 (T € G\S) da prova da Proposigéo 7.

Caso 3: Se T e Sj para j € S(i)MA, e T € GI\S;j para J € S(i)mB,

onde A=O, B#8, AUB 8(i) e AMB = &, entfo considersmos a estrutura
de produto em questfo, mas modificada da seguinte maneira: S(i) é
substituido por S(i)m™B. Depois especificamos o mesmo conjunto de 2N
pontos linearmente independentes {xtnlnzl,...,ZN} do Caso Z

(t € @\S) da prova da Proposigdo 7, mas para o caso da estrutura

modificada. Como antes, pode ser conferido que tais pontos estfo nsa

regido factivel de Figz. Tamben,
Pitg * (Erie o B pTis tﬁg\s;%myjt T X5e)
) tEQxit ' ;;;es(?}n;ij(m ¥ jes<§}ﬁ5rié teg\sj(njtqyjt - Xy¢)
) tﬁéxit * j€5(§)nﬁrij tﬁéksj<njtqyjt T Xj¢)
' Djte¥se ~ ¥5¢)

z rij z
JeS(iXMB tEQ\Sj

porgue 1ESj, & TEQ\Sj para jeS{iyMA

4



Lx.,.+ § r.. (Do, ¥y =~ %..)
teq it j€S(i) i3 tegksj Jtg’it jt

porque tesj para jeS(i)mA e 1eQ\Sj para jeS(i)MB

Portanto, os pontos do Caso 3 satisfazenm

(D = D

A TR > T ®5e) ilq

r. . = te Vs
teq jes(iy 1J te@\s, Jte it
e estéo em R3i'

As outras partes da prova s#oc exatamente como ns prova ds

Proposigéo 7. .

Nesta segfo identificamos algumas faces de alta dimens8o da
envoltdéria convexa do problema multi-estégio de dimensionamento de
lotes com tempo zero de produgdc. Na préxima segfo desenvolveremos
um algoritmo de Branch-and-Bound (B&B) gque aproveita as faces,
generslizadas para tempo n8oc zero de produgéio, como cortes do

problema relaxado.

5 M TF



2.3 Um Algoritmo de Cortes Fortes

Na segdo 2.2 identificamos faces de alta dimensfio da envoltéria
convexs do problema multi-estégio de dimensionamento de lotes com
tempo zero de produgdo e capacidade infinita de produgdo. Na segdo
atual, desenvolveremos um algoritmo de Branch-and-Bound (B&B) que
aproveits estas faces, generalizadas para tempo n#oc zero de

produgdo, como cortes do problema relaxado.

134
xyI’

produto, tempo nfc-zero de produgdo de componentes e capacidade

Trataremos da formulagdo F i.e. com estrutura geral de

infinita de produgéo:

N T(i)+T

. 134
min R et [ SitYie * Cit¥ie * Py nciyetdi,Leiyet ] Fry1?

tal que

I I

1,Le+t-1 7 X1t T 11 ncy+e T 91, ne1y+t
para t = T(i13+1,...,T(1)+T

I. - _q t X, - I, : - L r..X. . = d, .

1,L{i)+t~1 it i,L{ix+t j€5(i) ii"3,L(iH+t i,L{i)+t
iz 2,...,H

P&Y& & - T(id+1,...,T(i)+T
< i=1,...,8

Xip = Mie¥sy Para o _ meiye1, ..., T(i)+T
. . i=1,...,N

X 205 I 1eiyee 205 PAT& 4 - qriy41,...,T(i)+T
- . i=1,...,8

Vi = O ou PEYE  + - 7¢iy+1,...,T(i)+T



A relaxagfio de Programagéio Linear de Fi?? no no raiz da arvore B&B &

N T(i)+T
min T z
izl t=T(i)+1

[Sityit tlye¥ig * hi,L<i)+tIi,L<i>+t] PL(F ey

134

tal gque
Tincst-1 * %10 7 I3 ncayet = 91 001yt
parsa t = TC1)+1, ..., T(1)+T
I. . 4+t x.. - I . - ¥ r..x. . = d, .
i,L{i)+t-1 it i,L{i)+t jeS(i) 1373,L¢i+t i,L{i)+t
i=2,...,N
PATR 4 = m(iy+l,...,T(i)+T
i=1,...,8
Xip S HieVie PBX& ¢ = T(i)+1,...,T(i)+T
. . i=1,...,§
X0 =00 15 1(iyet 0 PAY& ¢ - T(id+l,...,T(i)+T
. i=1,...,N
0=y =1 PAEE ¢ = T(i)+1,...,T(i)+T
Se, ao resolver PL(Fiié), tivermos uma solugfo otimes inteira
(i.e.,‘tal que yite{a,l} para ie{l,...,N} e te{T(i)+1,...,T(i)+TY}),
entdo esta solugfio é tambem uma solucgiio étima de Fii%.
Porém, so resolver PL(F134), & mais provéavel que n#do tenhamos

xyl
uma solugfio 0tima inteira.

seguinte algoritmo:

134

3 134
xvl

xyI}‘
o nimero méximo de iteragles deste algoritmo.

1. Seja n=1. Seja PL™F = PL(F

134

2. Resolve-se PL“(nyI). Se tivermos uma

solugédo

4 vy

otima

Neste caso, devemos seguir os passos do

Estabelega o valor de M,

inteira,



entéo esta solugdio é também uma solugfio dtima de Fii? e podemos

parar. Sen8o, siga parsa o passo 3.

3. ©Be n<M, sigs para o passo 4; senfic siga para o passo b.

4. Identifique um corte do tipo Vli, vzi ou vsi que exclul =8

solugdo Otima encontrada para PLn(Figg), e adicione o corte s

134 n+1

PLn(nyI) pars formar o Programa Linear PL (F13§)' Se nio for

X
possivel identificar um tal corte, siga para o passo 5; se for

possivel, seja n=n+1 e siga para o passo 2.
5. Comege a busca Branch-and-Bound.

Quando M=w, o0s passos 1 até 5 descrevem um algéritmo do tipo
Strong Cutting FPlane [Ven Roy e Wolsey, 1887; Nemhauser e Wolsey,
1988]. No passo 4 precisamos de um “algoritmo de separagéo”

(separation algorithm) para identificar um corte do tipo Vli, vzi cu

V3i gque exclui a solugfio o0tima encontrada para PLn(Figé}. 0 corte
ideal seria aquele que maximiza o valor da solugfo otima de
PLn+1(Fi§%), mes nfic é possivel saber qual corte é o ideal sem
resolver muitos programas lineares do tipo PLn+1(Fii§}. Podemos

pensar em escolher o corte do tipo Vli, V2i ou vsi que fica mais
distante no espago euclideano da solugfio 6tima encontrada para
xyI>’ mas um algoritmo de separagfoc que procura fazer isto
provavelmente teria que passar por todos os cortes possiveis do tipo
Vli, vzi ou V3i ¢ néo seris raépido. Um algoritmo de separac8o mais
eficiente resulta se decidirmos escolher, como em Van Roy e Wolsey
(1888, 1887), o corte que tem & maior diferenga (na diregdo
apropriada) entre o lado direitoc constante da equaglio do corte e o

lado esquerdoe avaliado na solugdo 6tima encontrada para PL“(Fi??).

110



O algoritmo resultante é desenvolvido a seguir:
Fixe i1 e considere as desigualdades véalidas do tipo Vli:

Exs¢ *  E Dyyo¥sy 2D

tes te@\s 1,T(+1,0 7 By 1e1) (V1)

para T(i)+2=5g=T(i)+T-1, Q={T(i)+1,...,q}, 5=Q, T(i)+leS e @\S=0,

Estas desigualdades podem ser reescritas:

Tt ¥ LB D rcayer, Teidee Vi, (i 0t
Di,T(iy+1,TCidea ~ Eiomciy

para 2=q9=T-1, @={1,...,q}, S<Q, le€S5 e Q\S=9. Queremos identificar

o8 conjuntos @ e S que minimizam

T x + £ D X
tes BTCIME 7L Blo TE,TCIHE, T(idg Vi, T(1)+t
RN IEDYEIR JES YT AR FUE YOO

* * N . sy X Kk X
onde Xi T(iyet © yi,T(i)+t pertencem a solugfo étima (x ,y ,I )

134

n
encontradse pars PL (nyI)'

Se fixarmos g em um de seus T-2 valores
possiveis, resta somente identificar o conjunto S.

Vii pode ser re-escritec como:

RS IE P (EPiL T, TCidee Vi, T( )0t
B tE%Di,?(i)+t,T(i)+q Yi¢ ™ Di,T(i}+1,T(i)+q + Ei,T(i} > Q0
1.8.
Km0+t T Pa mCayet, TCiyeg Vied (LD, T+, T( g Vit
" D5 r(iye1,,TCideq T BiT(iy 2 O



Para uma dads solugéio 6tima (x*,y*,l*} e um Q@ fixo, defina, pars

teq,
a% = 1 se teS e 0 se teQ\S. (ume variavel)
% = ¥ - D y* (uma constante)
t i,T(i)+t 1,TCi)+t,T(id+q 71i,T(i)+¢
= g X - D
T teg BTG+ T(4e YL, T+t T P, T0a)41, T )+g
Q
+ Ei,T(i) + U (uma constante)
Uma vez que l€S, sabemos que a? = 1 (e & por causa disso qQue
ineorporamnos ﬂ? em DQ). Precisamos que Q\$»0. Portanto, devemos

impor a restrig¢éo:

q
I ag = g-2
t=2
Q Q

para forgar que pelo menos um dos az,...,aq seja =zero. Assim,

devemos resolver o seguinte problema de minimizacgéfo

.. 2 ag Q
Zl(i,q) = wmin T atﬂt {( + a constante D™ )
t=2

tal que
d
L G% = g-2
t=2

a% = 0/1 t = 2,...,q.

Este problema pode ser resclvido répidamente por inspecgfio dos

% para te€{2,...,q}. Se n% Zz 0 ent#o seja ag = 0, senso
g < 0 para todo te{2,...,q9}, entioc seja

sinais dos =«

seja a@ = 1, Porém, se =

415



“3 =0 e a% = 1 para te€{2,...,qQ}\{t} onde t = arg max{ﬂ3|t=2,...,q}‘

O problema acima & resolvido para cada dupla (i,q) no gonjunto
{(i,g)]i=1,...,N, 259ST-1}. Depois, escolhemos a tripla (i,Q,5), e
sua correspondente desigualdade do tipo Vli, que fornece 8 solugéo a

min{zl(i,q)li =1,...,N, 2=9=T-1}. O algoritmo de separagiio resulta

1]

emn nin{zl(i,Q)li 1,...,N, 2=59=T-1} 2 0 se e somente se ndo existir

ume desigualdade do tipo Vii que corte (i.e., exclui) & solugéo

6tima encontrada para PLn(F;3§). Portanto, se cortes do tipo Vli
existirem , o algoritmo de separa¢fo sinalizard isso através de uma
solugdo min{zl(i,q)ii =1,...,N, 2=2q=T-1} < 0 e identificara um dos
cortes.

Esperamds que um corte do tipo Vli fornecido pelo algoritmo de
separagdo resulte num valor da solugdo 4tima de PLn+1(Fiz§) que
esteja perto da solugfio 6tima inteira. O algoritmo de separagio &

incorporado &o passo 4 do algoritmo principﬁl.

Novamente fixe i e considere agoras as desigualdades do tipo

v2

tigxi,T{i)+t .

T, . L D
jeS¢i) ¥ tema\s

3T+, T(3)+a T3,T(5)+t

+ b ri.[ b Xip T xjt ]
jeS(id ML £2T(i)+L(i)+g+l 2 T(FI+1SLST(1)+L(i)+g
t-T(j)es t-T(j)es

()
T L TGOALDAL TG L BTy B X5y

- A Oy



* 3e§(i)rij[Dj,T(j)+1,T(j)+q - Ej,T(j)] =I5 1ciyemeay (V2P

para 2=q9=T-1, Q={1,...,q9}, 5@, 1e€5 e Q\5~9 Fixando @, a

desigusaldade V2i pode ser re-escrita

A [ X5,T(i)+t

! je§<i>rij[ D3, T(3 )+, T >va T3, et = X3, T(10LCiret ) ]

+ T

455 jeb(iy 1 [ RSP

3. T3+, T(3)+q Yj,T<j>+t]

Qi TCiY+L(i)+1, T(i)+L¢id+a * T4, LCi)+T(1)

) jeg(i}rij[Pj,w<j>+z,w<j>+q " E

j,T(j)]

. ” - * * - -
Para uma dads solugfo dtima (x ,y*,I e um Q@ fixo, defina, pars

teq,
a% = 1 se t€5 e 0 se te@\S. (uma variédvel)
Q . * N X
T T el i [ S JE PR ILF I JE YRR J& PO Yj,T<j>+t]
{uma constante)
p9 = 1

1,L0i+T(1) ~ 94, T(1)4LCi)+1, T(i)4L(i)+a

*
- je’g(ifii [Dj,T<3}+1,T(j)+q - Ej,T(j}] * t§g {Xi,'f(i}-i»t

< 9 A



* *
+je§(i)rij[ D5, (o, T(Irva Y5, TCE e T K5, T sncayet )

(uma constante)

Assim, temos o seguinte problems de minimizacgéo

s 2 Qe Q
Z,(i,9) = min L a'n ( + a constante D~ )
tal gue
q
Eagsq-—z
t=2
a% = 0/1 para t = 2,...,q.

Aqui também, note que o algoritmo de separagéio resulta em
min{zz(i,q}]i =1,...,N, 225q=T-1} 2 0 se e somente se nioc existir um
desigualdade do tipo vzi que corte & solugfio 6tima encontrada para

n,.134
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De novo, fixe i e considere agora as desigualdades do tipo VSi:

L Xy pesyer ¥, L D

T b . . . V. .
teq jeS(iy 1 tea\sj J3,T(33+E,T(3d)+a 73,T(3)+t

+ PN ri.[ L Xip = b Xsy ]
jeS(i) L t27(i)+L(i)+q+1 I T(3)+1StST(i)+L{i)+q
- t-T(3j)es. t-T(j)es.
J J
T(3>

d. . . . . + r r.. b X,
L, TCIHLCI)+1, T(i)+L(i)+g je€5¢i) Y =T(iYeL(iyey It



! je§<1>rij[Dj'T<3>+1»T<é>+q - Ei,T(j)] T L1y Y3y

pars 2=q=T-1, Q={1,...,q}, onde SjSQ, lesj e Q\Sj#ﬁ. De novo,

fixando Q, 8 desigualdede V3i pode ser re-escrita

A [ X1,T(i)+t

* jeg(i>rij[ Dj,T(j)+t.T(j)+qyj,T(j)+t T X5, T(i)+L(i)+t ]

* L 3, TC+E, T()+aYd, (3 )+t

tes, je§<i>rij [ X5,T(3)+t ~ D
3

4 TCAY4LCa)+1, T(i)+L(id+q T i, LCid+T(i)

- K

jeS(i)rij {Dj LT(3)+1,T(3)+q E

j,T(j)]

. Zas * . :
Para uma dada solugdo otima (x ,y*,I*) e um & fixo, defina, para teQ

e je3(1)

Q
u

5t 1 se teSj e 0 se tEQ\Sj. {(uma variavel)

X *
it T Tij { X5,T¢+t T P30+, T(3)+a Yj,T<j>+t]

(uma constante)

p9 = 1. - g

i,LCi)+T(i) 1, TCA)+L(i)+1,T(i)+L(i)+g

- L

jeS(i}rij{Fj’T(j)+1,T(j)+q - E

; . + xf :
J»T(J)] teq [ i, T(id+t

* *
+j€§(i)rij[ Dj,T(d)+t,T(j}+q yj,T(j}+t - xj,T(i)+L(i)+t ] ]

{uma constante)

E =)



Assim temos o seguinte problema de minimizagfo

. 2 a.@ Q
23<i,q> = min T > P ( + a constante D" )
jes(i) t=2 It I

tal que

3 Q

zzajt = q-2 para jeS(i)

t=

a?t = 0/1 pars jeS(i) e t = 2,...,q.

gue se decompde em ]S(i}l problemas (um para cada j em S(i)) do tipo

que temos pars a desigusldsde vzi acima.

Uma vez que uma desigualdade do tipo vzi € um caso especial de

uma desigueldade do tipo V3i, no passo 4 executamos os algoritmos de

separag8o somente para as desigualdades do tipo Vli cu do tipo V3i‘

Uma possivel modificagfic nos algoritmos de separagio

acima

é

escolher a tripla (1,Q,5), e sua desigualdade correspondente do tipo

V1., ou V3., que fornece a solugéo de

min{zk(i’q}fn',T(i)+1,T{i)+qik:l’asizl‘""N;ZSQET'I}'

1

0 efeito desta modificaglo para desigualdades do tipo Vli

escolha do componente i e dos conjuntes Q@ e S que minimizanm

b 3

b * + I D
[ tesxi,T(i)+t teqg 1-TCId+E,T(i)+q Vi, T(id+t

T DL T4, T(i)4q } /Dy r(iy41,T(i)+g"

0 efeito da modificagfo para desigualdades do tipo V3i

escolha do componente i e dos conjuntos § e SjljeS(i) que mpinimizam

seria

seria

a

8



* x
{ rog B Tere T B T tetns. [ D3, T(ir+t, TCirrq Y3, TCi)+t
J

%
- xj,T(i}+t] = Dy T(iye1, TCi)+g ] / Dy r(iy+1,TCi)+g"

0 raciocinio atrés deste critério é que a definigéio de Dyy:

D., = d; R b r..D. ‘N
it i,t+L(1) jeS¢iy 19 I, E+L(1)
a definigéo de E, :
E,, = 1., Ly T r..E, :
it i,t+L(i) jeS(i) 1373, t+L(1)
- bod - ~ ’ ey 134.
e as restrigoes dinamicas da formulagfo nyE'
- i=1,...,8
Eit-1 % *5¢ ~ Eyp = Dyy £=T(i)+1,...,T(i)+T’

mostram que Xjyo Eit’ Dit’ e Djt para je5(i) tendem ser maiores pars
valores maiores de ie{l,...,N}. Assim, as diferengas entre o lado
direito e o lado esquerdo das equagdes das desigualdades:

R T IS DL WL FEPTN S PR E I JE T

D E

1,T(id+1,T(i)+q i,T(i) (Vi)

N T TR PR E IS "W IR T PYRTE IEPYSIRE I JE PR
Jd

+ b riji X e - h Xoy ]
j€S(i) t2T(i)+L{i)+g+1 7 T(SI+1SEST(i)+L(1)+q 7
£-T(J)es; £-T(J)eS;

2 % g



T3

d T r.. b3 x
desiy 1 g=peiYenciyer 9t

1, TCi)4LCiY+1,T(id)+L(id+q *

' jezs:(i)r” [DJ"T(N**LT(MW ) Ej,'ru)] T liaceray 8

tenderdo ser maiores para valores msiores de ie{1,...,N}, sendo d=a
rd D, . . . ividi S
mesma ordem que 1,T(i)+1,T(i)+q Se dividirmos sas equagdes por

Di,T(i)+1,T(i)+q’ entao as diferengas entre os dois lados tenderio

ser de uma ordem semelhante para todos os ie{l,...,N}. Sen&o, os
algoritmos de separacfio tenderfio escolher desigualdades com valores
maiores de ie{l,...,N}.

A divisdo por ni,T(i)+1,T(i}+q é uma tentativa de escalar as
equagdes das desigualdades. Tal escalamento & obviasmente muito
grosseiro, mas tem a vantagem de nos deixar sinda usar os rapidos
algoritmos de separagfo desenvolvidos acima. A modificag8o foi
adotsada, uma vez gque experimentos computacionais iniciasis mostraran
que ela é eficaz.

0 valor Mzw foi usado, repetindo os passos 2,3 e 4, até que o
passo 4 indicava que n8o existia nenhum corte adicional.

0 algoritmo Branch-and-Bound (B&B) do passo 5 do algoritmo
principal também pode utilizar cortes adicionais do tipo Vii ou V3i
em cada nd da arvore B&B para gerar 1limites inferiores ainda
melhores. A identificacgéo e adiglio de cortes fortes durante ums
busca B&B é apontada por Van Roy e Wolsey (1887) como um topico
promissor que merece mais investigag8o. Porém, esté possibilidade

ndo seré desenvolvida nests tese.

110



2.4 0 algoritmo Branch-and-Bound

A velocidade atraveés da qual um algoritmo do tipo
Branch-and-Bound encontra uma solugéio étima depende n&c somente da
qualidade dos limites inferiores nos nos da arvore BB, mas também
pode depender da estratégis de buscs usada para explorar os nés e dsa
utilizag8o de uma heuristica para tentar melhorar a solugéo

incumbente (incumbent solution).

Na nossa busca Branch-and-Bound (BB), o limite inferior num né

134
nyI

cortes do tipo V1 ou V3). A segfio 2.4.1 trata de uma heuristica que

” " ~ n Pl -

e dado pela solugBo da relaxagfic PL ( Jonden e o numerc dos
gera limites superiores nos nos BB para fornecer boas solucgdes
incumbentes (incumbent solutions). A segfo 2.4.2 discute
estratégias de busca na érvore BB. Os experimentos computacionais

sdo relatados na sec¢do 2.5,



Z.4.1 Uma Heuristica para o cago de Capacidade Infinita

Em cada nd da arvore BB, usamos unms heuristica para tentar
achar um limite superior da solugdo 6tima naguele nd. Se o limite
superior for menor que o valor atual da solugdo incumbente, entdo
encontramos uma nova solug¢fio incumbente, a saber, a solugéo factivel
qQue forneceu o limite superior no né

Num dado nd da &rvore BB, algumas das variéveis ¥;; tém valores
fixos em O ou em 1. As Yis restantes s#o ainda livres. Se Vit for
fixa em 0, a produgsio do componente i € proibida no periodo t. Tal
proibigéo pode ser forgada pels alocagdo artificial de S;; igual =

infinito. Se Yig for fixa em 1, entdo o custo s,

it
obrigatériamente cobrado, mesmo se o componente i néo for produzido

deve ser

no periodo t (que pode acontecer se o custo Cit for caro em relagio

aos periodos vizinhos). Tal cobranga obrigatéria do custo Sit

dentro de gualquer célculo pode ser forgada pela alocagdo artificial

de Ssiy igual a zero e pela posterior adigdo do valor original de Sit

ac custo do resultado do chlculs,

Usamos & formulacéo Fig% (i.e., sem cortes do tipo V1 ou V3).

N T(i)+T
"TE b [faemse v oreny, ol e |
134
(ny1>
tal que
I -1

1,L¢0+t ~ 91, L¢1)+t
para t o= T(1)41, ..., TC1)+T

1,L(1)+t-1 ¥ %44



Ti,Lcadet-1 " ®i¢ " 13 neiyet - SeB(1y 1855, LCet T 91 Lci)et

pare | %Ei%i?...,?(i)«&‘r
*iv = Myp¥iy para . %Eiiéi?...,’r(i)w
X0 00 I3 iy 20 para | %Eii-;itj...,‘l’(iMT
Yig = 0 ou ly para | %Eiiéikf...,'r(i)w

Achamos uma solugfio factivel (i.e., um limite superior) através
da seguinte heuristica.

Como mencionado na segdo 1.2, o algoritmo Wagner-Whitin (WW)
fornece uma rapida solucdo otima do problema mono-estagio de
dimensionsmento de lotes. Podemos ussar o algoritmo WW
sequencialmente, primeiro no item final, e depois nos componentes
2,3,...,N nesta ordem, sendo que s demands

d. . + 5 r..X. .
i, L{iY+t 5€5¢1) i373,L(i)+t
para o componente i no periodo te{T{i)+1,...,T(i)+T}, depende das
solugdes xj,L(i}+t de seus componentes sucessores imediatos JjeS(i).
Os custos de estocagem usados no algoritmo WW para o componente i
S30 hi,t+L(i} para te{T(i)+1,...,T(i)+T}. Quando o estogue inicial
Ii,T(i}+L(i) for positivo, o salgoritmo Wagner-Whitin fornece uma

solug8Bo 6tima se subtrairmos I,

i, T(i)4L(1) das demandas

d +

i,L{i)+t jegii)rijxj,L(i)+t te{T(id)+1,...,T(i)+T},

comegando com o periodo t = T(i)+1 (as demandss n8&c podem ficar

negativas), =até gue Ii,T(i}+L{i} seja esgotado {Johnson €



Montgomery, 1874),

Os custos de preparagéo

55t s8o ajustados na

maneira descrits

pcima. Assim, num periodo t no qual Yig ¢ Fixa em 0O, faz-se Si4
igual & infinito para uso no algoritmo WW. Num periodo t no qual
Vit € fixa em 1, fazemos Si¢ igual & zero pars uso no algoritmo WW.
Por exemplo, com N=T=3, S(2)={1}, S(3)={2}, L(i)=0 pesra i=1,2.3, nsa
hipbtese de Voo & Ygq Serem fixas em O, Y11° Y92 © V3o fixas em 1,
entéo usamos 05 seguintes custos modificados:

S11 = O $12 = O Si13 T S13

So1 T Sgq Son = infinito Soq T Soa

S31 = Sg3q Sgo = 3 Sgq T infinito

854 T 4y e ﬁit = hit para i = 1,2,3 e t = 1,2,3

Aplicando o algoritmo WW sequencialmente, primeiro no item
final, e depois nos componentes 2,3,...,N, chegamos a uma sequéncia
de solugdes mono-estagias que, juntas, correspondem a uma solugéo
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2.4.2 A Estrategis de Busca

Nesta seg¢do discutimos as possiveis regras de escolha do n6é de
separacfio e de escolha da variédvel 0/1 Vit de separagéo.

Tratemos primeiro das regras de escolha do nd de separagio. A
regra parcisl ‘depth-first’ separa um dos dois ndés filhos do ultimo
nd separado se pelo menos um dos filhos nfio for sondado (senfio temos
gue usar uma outra regra de escolha, tal como a de menor limite
inferior descrits logo em baixo). Uma vantagem desta regra & que
descemos diretamente para um no final da érvore BB onde resolvemos
um Programa Linear para achar uma solucfio que esperamos seja melhor
que a solugfo incumbente. Além disso, no caminho até um nd final,
podemos esperar achar boas solugdes psara melhorar a solugéo
incumbente através de heuristica descrita na segdioc 2.4.1 acima. Uma
desvantagem € que & possivel gastar muito tempo descendo pars um nd
final que acaba tendo uma solugfio que néo € melhor que a solugdo
incumbente.

Uma regra alternativa & separsr o nd ativo que tem o menor
limite inferior, esperando que tal nd siga até ums solugéio dtima. O
limite inferior de um nd-pai € automaticsmente um limite inferior
para um ndé-filho cujo (melhor) limite inferior &, portanto, maior ou
igusl que o limite inferior do no-pai. Assim o menor limite
inferior de todos os nds ativos nunca diminui, e pode sumentar,
melhorando a garantia de precisio da solugfo incumbente. Esta
regra &, portanto, atraente, especialmente se a dimensio do problems
for té#o grande gue temos que prematuramente parar =a busca de uma
solugdo otima. Porém, se os limites inferiores dos nbés-filhos

sumentarem bem além do limite inferior do nbé-pai, entdc o prdximo nd



a ser separado n#o sera um dos nds-filhos mas, ao contrario, um
outro ndé ativo em algum outro lugar da &rvore BB. Assim, uma
posivel desvantagem desta regra é que podemos perder muito tempo
saltando horizontalmente entre os nés ativos .da &rvore, sem
conseguir melhorar a solugfio incumbente.

Vamos ussar uma mistura das duas regras Jdepth-first e menor
limite inferior. Numa tentativa de logo achar uma solugdo otima ou
quase-Otims, usamos a regra depth-first até o né numero 1.4NT. Em
outras psalavras, descemos até 70% da profundidade da arvore
Branch-and-Bound (a porcentagem 70% foi escolhidas ns base de
experiencia durante o desevolvimento dos programas computacionsais).
Em seguida, mudamos para a regra menor limite inferior ums vez que,
come mencionado acima, esta regra permite & melhoria continua da
garantia de precisdo da solugdo incumbente, uma propriedade atraente
se a dimensdo do problema for tio grande que temos que
prematuramente parar a busca de uma solugfio 6tima.

Tratamos agora de uma regra de escolha da variavel 0/1 de

Yit
separagfo. Faz sentido dar prioridade squelas variaveis ¥i; Que tém
as maiores consequéncias em termos de custo. Fixar yit em O pode

causar a cobranga de pelo menos o seguinte custo de estocagen

h + d

i,t+L<i)-1[.€§(i>rijxj,L<i>+t i,L(i)+t]

J

que, em geral, € malor para componentes i conm ¢ maior numero de
sub-componentes na estrutura de produto (e.g€., o item final) e menor
para componentes primarios (i.e., componentes 1 tal que Q(i)=9).

Portanto uma regra parcisl razoavel de separagio das Yit pode
ser a seguinte: Fixar primeiroc os Yi¢s © depois os th,ySt,...,th

onde os componentes foram numerados tal gue i<jJ implica que o

componente i tem um niGmerc maior ou igual de sub-componentes nsa



estruturs de produto do que o componente j.

Dado um componente i e um néd da arvore Branch-and-Bound, se

fixarmos Yy T(i)+1 en 0, podemos talvez provocar = infactibilidade

de Fi?? no no através da impossibilidade de satisfazer as restrigdes

Bi,meiy * %5,7¢i041 ~ By miyer ° Dy T(iye1

Ei Teiyer 2

da formulagfio equivalente FZo%

xyE quando xi,T(i)+1 for restritas s ser

0. Tal infactibilidsde occorreré se Di,T(i)+1 Ei,T(i)'

Assim, a regra de separagdo das ¥j¢ Que usamos € a seguinte:

Fixar os Ylt na seguinte ordem:

Y1,T7¢1+1° 7 Y1 T(1)+T
Y2,1¢2)+1 0 Y2 1(2y+7

YNLTCN)+1? - 7 YN, T(N)+T

onde os componentes forem numerados tal que i<j implica que o

componente i tem um nimero maior ou igual de sub-componentes ns

estrutura de produtc do gue o componente j.



2.5 Os Experimentos Computacionais com Capacidade Infinita

Agora testamos e comparasmos computscionalmente as abordagens de
cortes do tipo V1 e de Relaxa¢so Lagresngeana do cepitulo 3 (segdo

3.2) na resolug8o das formulagdes equivalentes pi34, pl34

Xy xvE com

capacidade infinits de produgéo.

A seg8io 2.5.1 descreve os dados utilizados nos experimentos
computacionais. Depois, &a segdio 2.5.2 explica  como foram
pré-fixados numa maneira representativa os niveis dos estoques
inciais dos componentes e os niveis de produgfic pré-fixados. Em
seguida, a segfo 2.5.3 compara & eficiéncis dos cortes do tipoc V1 e
do tipo V3, e explica porque apenas os cortes do tipo V1 s8o usados
nos experimentos computacionais de segfio 2.5.4. Finalmente, a segfo
2.5.4 descreve o projeto experimental wutilizados nos experimentos
computacionais com os cortes do tipo V1, e snalisa os resultados.

Os programas computacionais forsm escritos na linguagem C, e
utilizaram o pacote MINOS vers8o 5 (Murtagh e Saunders, 1983),
escrito em Fortran. MINOS & um sistems de otimizagfio adequade pars
a2 solugéo de programas lineares esparsos de médio e grande porte.
Os testes foram rodados no sistema VAX Cluster da UNICAMP gque &

composto de duas méquinas Vax 11/785.



2.5.1 0Os Dndos

Produtos com N = 10 componentes foram utilizados. Porém, a
estrutura do produto foi um fator variavel em certos experimentos
descritos mais adiente. 0 horizonte de planejamento foi T = 12
periodos.

Os custos s,y para ie{l,...,N} e te{T(i)+1,...,T(i)+T} foram

aleatoriamente sorteados de uma das seguintes distribuigdes

uniformes:
U(50, 850) (custos altos)
U(50, 250) (custos médios)
U(5, 85) (custos baixos).
Os custos c;, para ie{l,...,8} e te{T(i)+1,...,T(i)+T} foram

aleatbriamente sorteados da distribuigfo uniforme U(1.5, 2.0), as
demandas dlt para te{T(1)+1,...,T(1)+T} da U(D, 180), as demandas
dit para ie€e{Z,...,N} e te{T(i)+1,...,T(i)+T} da U(O, 18), e os
tempos de produgdo L{i) para ie{1l,...,N} do conjunto {0,1,2,3}. Senm
perda de generslidade, r.. = 1 para i€{l,...,N} e jeS(i).

1J
Lembre da segfio 1.3.4 gue

e. = h, . - r..h,
it i,t+L(1) 5€P(i) Jivit
onde hi,t+L(i} = 0 para i€{l,...,8} e te{T(i)+1,...,TCi)+T}. Pera
gerar aleatoriamente os custos hit para ie{l,...,N} e
te{T(i)+1,...,T(i)+T}, primeiro geramos valores ’provisodorios’ dos
custos e, para ie{l,...,N} e te{l,...,T(i)+T} da distribuigfo

U{t.2, 0.4). Em seguir, ussndo esies valores de ey calculamos os

custos hi,t+L(i) para ie{l,...,N} e te{T(i)+1,...,T{(i)+T} através da

relsc8éo



h

h, . = e + T r..h.
i,t+L(i) it jeP(i) Jivit

Finalmente, recalculamos 08 valores ‘definitivos’ dos custos e

it
para ie€{l,...,N} e te{1,...,T(i)+T} através da identidade
e, = h . - ¥ r..h.,.
it i,t+L{i) jeP(i) Jjivit
onde hi,t+L(i) = 0 para ie{l,...,N} e te{T(i)+1,...,T(i)+T}.
As distribuigbes para Si4 (custos altos), €5y dlt’ e ry; s8o
as mesmas que as distribuigdes parsa Si» €45 dlt’ e rij de Afentsakis

e Gavish (198B) que usarsn dit = 0 para i€{2,...N}, L{(i) = 0 psara
ie{1,...,N}, e desconsideram os custos ei uma vez gue todos os seus

custos s#o constantes ao longo do tempo.

Os outros dados sfio descritos naes segdes spropriadas.



2.5.2 A Pré-Fixac¢#io dos Estoques Iniciais e da Producéo

Os estoques iniciais dos componentes:

Iit i=1,...,N et L{i),...,T(i)+L(1i)
e os niveis de produg#io pré-fixados:
X5y i=1,...,Net =1,...,T()

s8oc determinados na seguinte maneira. Sejsa

(50 + 950Y/2 500 (custos altos)

s, = (50 + 250)/2 = 150 (custos médios) i=1,...,N
(5 + 85)/2 = BO {custos baixos)

e, = (0.2 + 0.4>/2 = 0.3 i=1,...,8.

dl = (180 + 0>/2 = 80

di = (18 + 0)/2 = 9 i=2,...,8.

Calculemos

h. = e, + Y r..h, i= N, -1
i i jeP(1) Jivi

D. = d. + ¥ r..D., i=1, >N
Yoot jes(iy MY

pars em seguids cslecular

Qi = /2siDi/hi i=1,...,N.

Agora, Qi seria a cléssica Quantidade Econémica de Encomends
(Bconomic Order Quantity) para o componente i se este Ultimo tivesse

uma demands constante e continus Di’ um c¢custo constante de

preparagéo s e um custo constante de estocsagenm hi‘ Nestas

i.‘

condigbes, o estoque do componente i wvariaris uniformemente entre



Qi e 0. Para os experimentos computacionais, o estogue inicial
Ii L(i) é aleatériamente sorteado da distribuicfo uniforme U(O, Qi).

Em seguida, como ns segdo 2.4.1, ussmos o salgoritwo Wagner-Whitin

segquencialmente sobre os componentes i = 1,...,N ao longo dos
periodos 1 =&té T(i)+T paras gerar L para i=1,...,R e
t = 1,....T(ix+T e Iit para i = 1,...,N e t = L(i),...,T{(i)+L{i)+T.

Ficamos com os estoques incisis dos componentes:

Iit i=1,...,8 et = L(i),...,T(i)+L(i)
e os niveis de produgdo pré-fixados:

X 4 i=1,...,N et =1,...,T{(i),
descartando os valores das variaveis x,, para 1= 1,...,N e
t = T(iy+1,...,T{(i)+T e Iit ' pars i=1,...,8 e
t o= TCiX+L(aid+1, ..., T(i)+L(i)+T.

Os valores dos estoques {Iit!ixl,...,N;t=L(i),...,T(i)+L(i)-1}

e os niveis de produgido {xitlizl,...,ﬂ;t:l,...,T(i)} sfo necessarios

pars calcular {Ii,L(i)+T(i)lltl"‘"N}’ 0os estoques iniciais nas
o 134 134 e e s .

formulsgoes nyI e ny . 0Os estoques inicisis {Ei,T(i)il”l""’N}

na formulagdo Figé.séo calculados a partir dos valores dos estogues

{Iitlizl,...,N;tzL(i),...,T(i}+L(i)},

Niveis positivos dos estoques iniciais foram gerados para. dar
mais realismo aos experimentos computacionais. Lembre gue nosso
modelo & tipicamente aplicado na base de um horizonte rolante.
Portanto os estogues iniciais s8¢ gerslmente positivos. A
Guantidade Econdmica de Encomenda (E08) foi aproveitada pars dar um
valor tipico real & 8, para i=1,....N. Porém, poderiamos ter
utilizado valores =zero dos estoques iniciais sem prejudicar a

validade dos experimentos computacionais.



2.5.3 Uma Comparacfo dos Cortes do tipo V1 e do tipo V3

Na segéio 2.3, desenvolvemos algoritmos de separagfio para
escolher cortes do tipo V1 ou do tipo V3. Conforme visto na segéo
2.2, um corte do tipo V3 para ie{2,...,N} é uma combinag¢Bo linear de
certos cortes do tipo V1 para ie{2,...,N} e de uma das restrigdes
i§4. Portanto, a adigéoc de

4 « 134)

todos os cortes do tipo V3 & formula¢§o.Fi31 (equivalente =& ny

ndc pode aumentar o valor da fung¢do objetivo mais do que a adigdo de

inter-escaléio presentes na formulagdo F

todos cortes do tipo V1.

Porém, podemos especular que um corte do tipo V3, quando
resultante de mais de um corte do tipo V1, posss ser um corte mais
econdmico do que um corte do tipo V1 no sentido que menos cortes
seriam necessérios para alcancgar um dado valor da fungéo objetivo.‘
Em outras palavras, seréd que os cortes do tipo V3 podem resultar num
limite inferior que & maior do gue o limite inferjor resultante de
um numero igual de cortes do tipo V1 ?

Esta gquestf@o fol investigada num experimento computscional

utilizando um horizonte de planejamento de T = 12 periodos e um

produto de N = 10 componentes com a seguinte estrutura geral:
5¢2) = {1 5(3) = {1} 5(4) = {1}
5(35) = {2} 5(8) = {2,3} 5(¢7) = {4}
5(8) = {2,3,4} 5(8) = {3} 5¢10) = {5,8,7}




Através de seis sementes distintas, seis conjuntos de dados
diferentes foram aleatdriamente gerados das distribuigdes descritas
na segfo 2.5.1. O0Os custos de preparacgso Sit forasm aleatbrismente
sorteados da distribuigfio uniforme U(50, 850) (custos altos) para os
dois primeros conjuntos de dados, da U(50, 250) (ecustos médios) para
os dois conjuntos do meio, e da U(5, 85) (custos baixos) para os
dois Gltimos conjuntos de dados.

Uma rodada experimental consistiu em executar os passos 1 até 4
do algoritmo iterativo da segBo 2.3, isto &, sen entrar na buscs
Branch-and-Bound. Pars cada um dos seis conjuntos de dados, o
problema foli rodado até quatro vezes, usando um método diferente de
cada vez para calcular um limite inferior no ndé raiz da Arvore

Branch-and Bound: Quatro métodos diferentes foram testados:

1. A solugéo do PLB(Fi§§> com todos os n cortes do tipo Vi



identificados pelo algoritmo de separacio da seclo 2.3 (isto

€, nfio restam cortes que excluam a solugéo oOtima de
n, 134, ..
PL (ny1)>'
o m,.134 . s
2. A solugéo do PL (nyI) com OS5 primeiros m cortes do tipo Vi1
identificados pelo algoritmo de separagfo da segfio 2.3, onde
m & o nimero de cortes do tipo V3 utilizados no método 3;
~ m,.134 .
3. A solugado do PL (nyI) com todos os m cortes do tipo V3
identificados pelo algoritmo de separagio da segfio 2.3 (isto
€, n#o restam cortes que excluam & solugdio oOtima de

m,.134, ..
PL (nyl))‘

134>
xvl’

denominado "Nenhum Corte” na Tabels 2.5.3 em baixo.

4. A solugdo do programa linear PLQ(F Este método £

O método 2 & incluido para investigar a quest8o colocada acima,
a saber, se os cortes do tipo V3 podem resultsr num limite inferior
que € maior do que o limite inferior resultante de um nimerc igual

de cortes do tipo V1.



Tabela 2.5.3

Comparagéio entre cortes do tipo V1 e V3

|
ﬁ Cortes Cortes Cortes Nenhum
V1 Vi /V3 v3 Corte
semente 171 170 170 -
Custos = 8212 12.2% 12.2% 16.7% 33.3%
Altos semente 118 - 128 -
= 1230 11.4% - 16, 3% 30. 3%
semente 227 - 2686 -
Custos = 8060 | 6.87% - 10.0% 20.4%
Hedios semente 210 - 258 -
= 1887 5.57% - B.B1% 19.3%
semente 182 175 175 -
Custos = 58 1.35% 1.44% 3.88B% 10.2%
Baixos semente 221 205 205 -
= 5328 2.85% 2.B68% 4.90% 11.1%

A Tabela 2.5.3 mostra os resultados computacionais dos
experimentos. Cads célula da tabels corresponde a uma rodada e
contém dois nimeros. O primeiro é o nimero de cortes utilizados,
identificados pelo algoritmo de separagdo da se¢fo 2.3. 0 segundo
nimero é & garantia de precisfio do limite superior encontrade pela
heuristica ds segfo 2.4.1, calculado como

Limite Superior x 100¥%
Garantia de Precisio = - 100%

Limite Inferior

0 valor do limite superior & independente do métode utilizado



para obter um limite inferior. Portanto, a garantia de precisio &

uma indicagéo da forga comparativa do limite inferior fornecido pelo

método utilizado.

Vemos na Tabela 2.5.3 que, para todos os seis conjuntos de

dados (sementes),

O uso dos cortes do tipo V1 e do tipo V3 aumentou muito o

limite inferior;

Os cortes do tipo V1 sumentaram o limite inferior mais do

que os cortes do tipo V3;

A garantia de precisdoc & melhor quando o5 custos de

preparagio s8o menores;

Os cortes do tipo V3 n#&o resultaram num limite inferior
maior do que o limite inferior resultante de um nimerc igual

de cortes do tipo V1.

Os resultados ds Tabela 2.5.3 mostram que, pelo menos em geral,

os cortes do tipo V1 s8o mais eficientes do que cortes do tipo V3.

Por esta raz#o, dagui adisnte, investigamos spenas os cortes do tipo

Vi.



2.5.4 A Analise das Abordagens Otimas

Os experimentos computacionsais foram feitos com produtos de
N = 10 componentes sobre um horizonte de planejamento de T = 12

periodos. Os efeitos dos seguintes fatores foram avaliados:

X. O método usado para calcular um limite inferior em cada né
da &rvore Branch-and-Bound: Trés métodos diferentes foram
testados:

1. A solugdo do programa linear PLD(Fig%)“
2. A solucgio do PLn(Fi§§} com todos os n cortes do
tipo V1 identificados pelo algoritmo de

separagdo da seg#io 2.3 (isto é, n#o restaranm

cortes que excluen 8 solugio btima de

n,.134. ..
PL (nyl))’

3. Relaxag¢fio Langrangeana aplicada & formulac8o com
capacidade infinita, Fii%, na mesms manheirs
descritsa na segdo 3.2 para a formulsgio com

14

capacidade infinits, ny23 com 500 itersagdes de
otimizag¢#o por subgradiente no nd raiz da afrvore

Branch and Bound, e 50 itera¢des nos outros noés.

Este métode, aplicado 2 Fiié, € descrito en
Clark e Armentano {(1990s8).
Y. A estruturs do item. Duas estruturas diferentes foram
testadas:
1. A estrutura mais plana possivel, i.e., 8(i)={1}

para iz 2,...,10.



2. Umna tipica estruturs gersl,

2.5.3, 8 saber,

S(2)={1}, 5(3)={11,

& mesma da segéo
5(45={1}, S(5)={2},
5(8)={3}, e

S(6)={z,3}, S(7)={4}, S5(8)={2,3,4},

5(10)={5,6,7}.

Z. 0 tamanho médio dos custos de preparacéio S;, em relacio

custos de estocagem de escaléo ey

Os

custos

Sit

aleatboriamente sorteados das seguintes distribuigdes:

1. U(50, 850) (custos altos)
2. U(5, 85) (custos baixos).

8085

foram

Vimos na segfio 2.5.3 que parece gue a garantia de precissc é

melhor quandoc os custos de preparsacfo sfoc menores;

Pars avaliar os efeitos dos trés fatores:



X. O método usado para calcular um limite inferior,
Y. A estrutura do item,
Z. Tamanho médio dos custos de preparagéo 84>
usamos um projeto experimental fatorial 3x2x2, com duas replicagdes,
isto é, rodando dois problemas para cada uma das 12 combinagdes dos
trés fatores. As 24 rodadas resultantes s&oc estatisticamente
independentes entre si.

Para as rodadas com cortes do tipo V1, a Tabels 2.5.4.1 mostra

o nGmero total n de cortes identificados pelo algoritmo de separacéo

da segfo 2.3 (isto &, nédo restaram cortes que excluem a solugdo

vy . n,«134
otima de PL (nyl))’

Tabela 2.5.4.1

Nomero de Cortes Identificados

Replicagdo Replicagéo

1
Custos Baixos e Estrutura Plans 184 212
Custos Baixos e Estrutura Geral 182 221
Custos Altos e Estrutura Plana 70 51
Custos Altos e Estrutura Geral 171 157

VYemos que

menos corites s80 necessérios quando hé custos altos de



preparacéo,

menos cortes s#do necessarios na presenca de uma estrutura

plana,

existe uma interag¢fio entre os dois efeitos ‘custos’ e
‘estrutura’ no sentido que muito menos cortes s8o
necessarios quando h& custos altos de prepsracio na

presenga de uma estrutura plans.

Agora consideremos & forga dos cortes e de Relaxag8o
Legrangeansa, e & influéncia dos custos de preparagiio e da estrutura
do produto.

Existem varios softwares especializados para a aplicagio de
Branch-and-Bound (BB) a Programag&o Inteira Mista, por exemplo,
MPSX/HIP da IBM, SCICONIC/VM (1881), e ZOOM (World Bank, 1887).
Porém, MINOS nfo & um destes softwares. No nd raiz da busca BB da
abordagem de cortes, toda vez gue resolveu um programa linear
modificado pela adig8c de um corte a mais, MINOS conseguiu
aproveitar & base dual Stims do problema n8o-modificado como um
ponto de partide pars & solugfio 6tima do problema modificado (mas
sempre recalculando & fatorizagdo LU da base). Este procedimento
teris economizado muito tempo de CPU nos demais nos da arvore BB,
mas nfo foi possivel aplicé-lo devido a limitacdes técnicas de
HINOS. 0 programa linear em cada nd foi sempre resolvido
independentamente dos outros nos.

Uma busca Branch-and-Bound € uma sbordagem dtima. Porém, na
sauséncia de software BB adequado e por causa do grande tempo de CPU

necessério para & solugfo dos programas lineares (entre 30 e 85



segundos, mesmo utilizando MINOS), néo foi possivel prosseguir até
uma solugéo Otima. A busca BB foi sempre terminada premasturamente
depois de percorrer 500 ndés da &rvore BB. Mesmo assim, cada busca
que utilizou & Relaxa¢fo Linear, sem e com os cortes, exigiu entre 3
e 12.5 horas de tempo de CPU e entre 8 e 78 (sic) horas de tempo
gasto (elapsed time) pars rodar, dependendo do numerc de cortes. A
identificag¢fo e adig8o dos cortes no nd raiz usaram até 25 minutos
de tempo de CPU.

Cada busca que utilizou a Relaxagfo Lagrangeana exigiu entre 30
e 50 minutos de tempo de CPU e entre 1.5 e 13.5 horas de tempo gasto
(elapsed time) pars rodar.

Deve ser ressaltado que os tempos computacionais agui relatados
para os dois métodos nfo sfo comparaveis devido &s deficiéncias de
software mencionadas acima.

Uma garsntia da disténcia de otimslidade do incumbente depois
de 500 nés foi adotada como a medida de ‘sucesso’ da busca BB. Além
disso, foram calculadas duas gsarantias da disténcia de otimalidsade
da solugfo encontrada no nd raiz da arvore BB pela heuristica da
segfo 2.4.1. Estas duas garantias foram incluidos nos experimentos
para julgar a gualidade da heuristica da secdo 2.1.4 e, também, para
ajudar na interpretagdo dos resultados da seg¢do 3.4.4 onde o
desempenho da heuristica &€ testadoe com duas estruturas de ¥N=40
componentes.

A Tabela 2.5.4.2 mostra o8 resultados computacionais das 24
rodadas. Cada uma das 24 células da  tabela mostra trés
porcentagens, resultantes ds rodadss da céluls.

A primeira porcentagem € uma garantia de precisfio da solucgho
encontrada no ndé raiz da arvore BB, usando a heuristica da secdo

2.4.1. Esta garantis & denominada GPi e & calculsda:



Solug#io no nd raiz x 100%
GP1

i

- 100%
Limite Inferior no nd raiz

onde o limite inferior é aguele obtido no né raiz da érvore BB,
Notamos que esta gafantia é sabida antes de entrar na arvore BB.

A segunda porcentagem € ums outra garantia de precisdo da
solugfio encontrada no nd raiz da arvore BB, usando a heuristica da

seglio 2.4.1. Esta garantia é denominada GP2 e & calculada:

Solugdo no ndé raiz x 100%
GP2 = - 100%

Menor Limite Inferior dos nés ativos

onde o denominador & o menor limite inferior dos nés aindas ativos
(isto &, ndéo sondados) depois de percorrer 500 nés na Arvore BR. Enm
tese, esta garantia ndo pode ser pior que a primeirs. Na pratica,
esperamos que ela seja bem melhor. Veremos que, nos experimentos,
ela foi sempre melhor.

A terceira porcentsgem é uma garantia de precisfo do incumbente

depois de percorrer 500 ndés na arvore BB. Esta garantis é

denominada GP3 e & calculada;

Incumbente no no 500 x 100%

GP3 = - 100%
Menor Limite Inferior dos nds ativos

onde o denominador € o menor limite inferior dos nés eainda ativos
depois de percorrer 500 ndés na arvore BB. Se s heuristica da secgfo
2.4.1 achar uma melhor solugdio incumbente nos nés 2 até 500, =

terceira garantia sera & melhor das trés.

Notamos das férmulas que as trés garantias de precisdo, GP1,



GP2Z e GP3, s#o determinadas, em grande parte, pela forca do limite
inferior em cada nd e, também, pelo grau de sucesso da heuristica da
segdo 2.4.1 em achar ums boa solugdio factivel nos nés. Obviamente,
8 estratégia de busca também pode influenciar as garantias GP2 e

GP3, como discutido na secgfo 2.4.2.

Tabels 2.5.4.2

Relaxag#o Linear Simples, Cortes, e Relaxagfio Lagrangeans

com Capacidade Infinita de Produgdo

GP1
GP2 Relaxagdo Relaxag8o Lin. Relaxacgéo
GP3 Linesr Simples com Cortes V1 Lagrangesana
9.98 8.21 0.860 1.50 0.22 1.11
Custos Baixos e
Estruturs Plans 7.41 5.82 0.28 0.94 0.18 1.01
7.38 8.77 D.05 0.94 0.07 0.91
8.78 11.24 1.35 2.65 1.41 0.98
Custos Baixos e | _
Estrutura Gersal 7.83 8.29 1.13 2.35 1,32 0.83
7.23 8.12 0.88 1.45 0.53 G.23
15.07 16.72 15.50 8.08 20.28 5.81
Custos Altos e
Estrutura Plans 7.51 10.43 3.71 3.58 19.38 6.38
ﬂ 5.72 9.43 3.42 2.35 18.22 5.38
25.861 27.88 12.15 10.71 18.28 8.63
Custos Altos e
Estruturs Geral 18.20 22.892 10.31 9.88 § 18.49 9.08
16.75 20.48% §5.52 8.89 15.83 65.58

Analisando a8 Tabela 2.5.4.2, vemos gue o uso dos cortes ou de



Relaxsgéo Lagrangeansa melhora muito, em geral, a qualidade de todas
as trés garantias,

Na presenga dos custos beaixos, os cortes e a Relaxacgéo
Lagrangeana resultaram numa qualidade muito boa, e as vezes
excelente, das trés garantiams, GPl, GP2 e GP3. Ndo h& nenhuma
evidéncia de que os cortes sejam mais eficazes do que & Relaxagso
Lagrangeana ou vice-versa. Porém, lembre que o método de Relaxagéo
Lagrangeana é muito mais rapido que o método de cortes,

A situag8io na presen¢a dos custos altos é mais complicadsa. 0
uso dos cortes geralmente melhorou ss trés garantias, especialmente
GP3. Porém, das rodagens com a estrutura plana e os custos altos =&
primeira rodagem das duas conm a Relaxag8o Lagrangeana deu garantias
piores que as duas com s Relaxagfo Linear Simples. A outra rodagem
das duas com a Relaxagfo Lagrangeana deu um melhor valor de GP1 do
que com o uso dos cortes, e piores valores de GP2Z e GP3 do gue comn
uso dos cortes. HA evidéncia de gue talvez os cortes sejam mais
eficazes do gue a Relaxa¢lio Lagrangeans.

Notamos que a garantia GP2 foi sempre estritamente melhor que a
garantia GP1, Desconsiderande a Relaxagfo Linear Simples, o
melhoramento parece ser mais acentuasdo com o usoc de cortes, € nsa
presenga da estrutura plansa, especialmente com custos sltos.

A difereng¢a entre as garantias GP2 e GP3 & uma medida do
melhoramento do incumbente durante os 500 nés da busea Branch and
Bound. Porém, ndc hd nenhuma evidéncia de que os trés fatores
mencionados acima influenciem sobre o grau de melhoramento do
incumbente.

A variasbilidade destes resultados sugere gque mais rodsgens
experimentais serism desejéveis para melhor esclarecer os efeitos

dos dois métodos. Isto ndo foi possivel devide a limitacgdes



computacionais,

Porém, fica claro que o5 dois métodos melhoram muito a
qualidade das trés garantias GP1l, GPZ2, e GP3, e que as garantias sdo
melhores com custos baixos.

Outros comentarios sobre os cortes e =& Relexagdo Lagrangeana

serfio feitos na segfo 3.4.3. Clark e Armentano (18990b) contdm mais

resultados computacionsais.



CaPiTULO 3

SoLucOES OTIMAS ATRAVES DE RELAXACAC LAGRANGEANA E UM

METODO HEURISTICO PARA O CASO DE CAPACIDADE FINITA

3.1 Introducéo

Neste capitulo, desenvolvemos umsa abordagem & solugdo do
problema multi-estagio com capacidade finita de produg¢fio que utiliza
a Relaxag8o Lagrangeana e uma heuristica para fornecer limites
inferiores e superiores respectivamente, e gue funciona dentroc de um
algoritmo de Branch-and-Bound.

Na segdo 1.4, propusemos o seguinte modelo formulado em termos

de estogue de escalfo:

N T(i)+7T T(i)
min r b [ 8..¥., +c.. . x. + e, E. ] + b L e, E.
iz1 t=T(i)+1 it'it it™it it7it $IP(i)*® t=1 itTit
14
(FXYE)
tal gue
E E T n;i;j n
s . 4 + X, -~ E., = pP:-d. . n,. .
i t-1 it 1t SeR(IHULL) nz1 13 3. tHLGIHET(EL D)
i=1,...,K
t = T(id+1l,...,T¢(i)+T
i o= 2,. N
T r..E. ) - E.. £ 0 1= Ly )
5€5(i) 1373.L(15+% it t o= T(iX+1,...,T(i)+T
k=1,...,K
sesTriyer ikeTit T Vike®ied = Py £ = 1, ...T(1)+T
i=1,...,H
Xip 5 HiVie t = T(i)+1,...,T¢i)+T



l,...,N

x.. =z 0; E.,L 2 0; T(id)+1,...,T¢(i)+T

it = 0 ou 1

o b
0N

Vit

Esta formulag8o € um Programa Linear Inteiro Misto com NT
variaveis 0/1 e, como notado na segiio 2.1, ela e NP-hard,
Desenvolveremos um algoritmo gque funciona dentro da estruturas bésica
do Branch-and-Bound {(BB).

Num dado nd da &rvore BB, algumas das variéveis Vit tém valores
fixos em O ou em 1. As ¥;¢ restantes sfio ainda livres. Se vy for
fixa em 0, a produgdo do componente i & proibida no periodo t. Tal
proibigdo pode ser forgada pela alocagio artificial de s,

it

infinito e de fikt igual a infinito por k=1,...,K. Se Vit for fixsa

em 1, entdo o custo S;4 © 0 consumo fikt do recurso kK para k=1,...,K

iqual =a

devem ser obrigatoriamente cobrados, mesmo se o componente i nio for
produzido no periodo t (que pode acontecer se o custo Cst for caro
em relagdo aos periodos vizinhos, ou para razdes de capacidade
escassa). Tal cobranga obrigatdoria do custo Siy © do consumo fikt
do recurso k para k=1,...,K dentro de qualquer célculo pode ser
forgada (1) pela alocagéo artificial de Sit igual 8 zero e pels
posterior adigdo do valor original de S;p 20 custo do resultado do
caleculo, e (2) pela alocagdic artificial de fikt igual a =zero para
k=1,...,K e pela reducgio de bkt por fikt para k=1,...,K.

O algoritmo Branch and Bound utiliza a estratégia de busca que
€ descrita na se¢fio 2.4.2. A secHio 3.2 trata do uso da Relaxagéfo
Lagrangeana e Otimizag8o por Subgradiente para fornecer bons limites
inferiores nos noés BB. A segBo 3.3 descreve uma heuristica que
fornece limites superiores nos nés BB, tanto para fornecer boas
solugdes incumbentes (incumbent solutions) quanto para ser usada na

Otimizagdo por Subgradiente da seg¢fio 3.2 0Os testes computacionais

sBo relatados na segdo 3.4,



3.2 Um Limite Inferior atraves de Relaxacio Lagrangeana

Note que a formulagido FiéE incorpora N problemas mono-estagios
de dimensionamento de 1lotes com capacidade infinita (um por

componente) que seriam independentes se nio existissem as restricdes

= 2,...,N
£ r,.E. ... - E., £ 0 1E g .
5€S¢i) i373,L(i)+t it t = T(id)+1,...,T(i)+T
(gue s8o simplesmente as restrigdes
i=2,...,8
Ii 1¢iyt =0 t = T(i)+l,...,T(3i)+T

expressas em termos de estoque de escalfio) e se nio existissem as

restrigdes de capacidade de producio

i,...,K
1, ..,T(1)+T

[

[E 1]

i|t£T?i)+T [Fipe¥ie * VigeXipd = byy

Estes dois conjuntos de restrig¢des podem ser duslizados e incluidos
na fungfio objetivo através de Relaxacio Lagrangesna. 0 problema
Lagrangeano resultante fornece um limite inferior do valor otimo do

Fygp (Fisher, 1981). O problema Lagrangeano & Iy, e =

3 T(i)+T T(i)
min I p [ S.,¥., + ¢., %X., +e.. E. ] + T Y e..E.
i=1 t=T(i)+1 it7it it7it it7it i IP(i)=0 t=1 it7 it
R T(id+T
+ £ T X, { $ r..E. ., ... -E. }
172 £=T(i)+1 it 5€8(1) 1373, L(iy+¢t it
K T(1>+T
LB LB “kt[ i§t$T§1}+T (fkeYie * VigeXiel - Py ]

tal gque



L

E. , , +x,, -E, = £ r pl.d. R U
i,t-1 it it jER(IIV{i} n=1 1373, t+L(30+K (1,3
i=1,...,H8
t = T(id+1,...,T(i)+T
i=1,...,8
-« NN
X5p = Hipvsy t o= TCid+l,...,T(i)+T
. . - i=1,...,H
X590 2 0i Ejp 205 vy =0oul t = T(i)+1,...,T(i)+T
onde o8 multiplicadores Lagrangeanos {r;,20 | i=2,...,N;
t=T(i)+1,...,T(i)+T} e {yktks | k=1,...,K; t=1,...,T(1)+1}
correspondem a0s dois conjuntos de restrigdes:
i=2,...,H
P r. . E. . -~ E., = 0 T .
3€5¢i) i373,L(i)+t it t=T(id+1,...,T(iy+T
k= 1,...,K
T [(f.,..¥., ¢+ v. . %..1 <D 7’ ?
i]tST(i)+T ikt7it ikt“it kt t = 1,....T(1X+T
regpectivamente. Reordenando os termos da fung¢do objetivoe de
ZD(k,p), podemts ver que ela & igual a
N T(i)+T .4 E
= = [[s. + ¥ o T, }y. + [c. + LM, V. ]x. }
iz1 t=T(i)+1 it k=1 Bt ikt) it it k=1 kt ikt)7it
N E T(i) E T{(1)+T
+zz>:su[f.y.+v.x.]-z>:,ub
i=1 k=1 t=1 kKt ikt it ikt™it k=1 t=1 kt"kt
T(i) N TCid+T
+ L L o34 Bip v+ E Lo oeicEqy

ilP(i)=0 t=1 i=1 t=T(i)+1

N T(iy+T

+ L > A { L r,.E. . - E. }
iz2 t=T(ij+1 0L 5e8¢s3y 33 3,LCiO+t it



Agora,

N T(i)+T B T(i)+T

z p N e..E..L + % T . [ Y r..E. ) - E. ]
iz1 £=T(id+1 2030 420 por(iyer 1tljegyy 1373100+t it
N T(i)+T N T(i)+T
= T ¥ (e,,-A. )E., + T £ .., T r..E..,.
i=1 t=T(iy+1 8 IETTIE T b oqliyer 1tjes(y) 1373,LGHE
onde Alt = 0 para t = T(1)+1,...,T(1)+T
E L ey, ¢ EE TR
= e. -A, R + r.. " N .
i=1 t=T(i)+1 0 IPTTIE STy 6By 91 par(yyer I L LG4t
% T(%)+T ) .. E % . T(i);}(j)+T .
= e.. —-A, . + P A, . .
i=1 t=T(i)+1 0 IETIE uTy 5ebray I par(ghen(gyer JoEoLCITEL
% [ T<>i:>+'f (o niy 4 T TCIALCIMT
= e., ~h, + .. T . . ]E
iz1 Le=T(id+r PP 1P 5eb(i) I eer(ghiLegyer IoBRGIITIE

Agora, seja ie{l,...,R} e jeP(i). Entéo T(J)+L(J) = T(i). Portanto
oS Eit tal que T(JF)+L(j)+1 = t =€ T(i) ja s&o fixos e os Eit tal que
T(iy+1 = t = T(I+L{j)+T s8o variéveis do modelo. Assim Za(h,u)

pede Ser eXpressc como

N T(i)+T K K
min 151 t:T§i>+1 [{git * kgiyktfikt]yit * [cit * kglpktvikt]xit]
N T(3)+T T(35+L(3)+T
+ T [ ¥ (e..-n )+ T r.. T A, , }E.
izl Loe=T¢iye1 2P Y7 5ePiy 9% pop(iyer  J-t-LCIDITIE
% 5 E(i} E T(1X+7T
+ r.. A, NE.. - L L 4..b
iz1 jeP(i) 9% t=T(3)+L(3y+1 < t-LCI07iv 2y Ty TktUkt

¢ tudo pré-fixado »



N K T(i) T(i)
+ I Y. ¥ u [f V., + V.. . X. ] + b X Y e.,,E.
i21 k=1 t=1 kti1 ikt it ikt™it 1[P(i)@ t=1 it7it
« tudo pre-fixado »
tal que
nij .
E. , 4+ x.., -E. = T Y p..d. . n,. .
i,t-1 it it jeR(i)U{i} n=1 _13 J,t+L{J)+K"(1i,3)
i=1,...,N8
t = T(id+1,...,T(iy+T
i=1,...,K
Xip 3 Mievig t = TCid+1,...,T(i)+T
_ i=1,...,N
;0 20 E; =205 vy, =0o0ul t o= T(idH1,...,T(i)+T

Entdo podemos ver gue ZD(A,H) decompde-se na soms de

£ ¢ Z Huibie

N T(i) K T(1)+T
r.. b AL A E., -
izl jeP(i) 9% t=T(g)+L(g)y+1 S ELCITEE LT 0T

M

N K T(i)

T(i)
+ T b o [f. Ve, + V., X. ] + T ¥ e.,E.
i=1 k=1 t=1 kKt ikt it ikt™it PP(i)=® t=1 it™vit

e 05 seguintes N problemas mono-estigics de dimensionamento de lotes

com capacidade infinita (um por componente):

ZiD<}‘i:nu) =
T(i)+T K K
R [[Sit * kglf‘ktfikt}yit o (T kgl“kt"ikt}xit}
{ TCIRT T(3)+L(3)+T
+ b3 (e.,~*,. >+ ¥ r.. T .}E.
LTS TR LI LMY 15 TE DU LR v S VRIS PR (G DJ e



nij .
Ei,t-1 % %yp 7 By = sereDyoriy nby Pi9%5, t4LC+E" (4, 5)
t = TCid+1,...,T(i)+T
Xip = M35y t o= T(i)+1,...,T(i)+T
Xjp 2 0; By 205 y,, =0 on1 o= T(id41,...,T(i)+T

onde hlt 0 para t = T(1)+1,...,T(1)+T enm ZlD(kl,u).

E possivel que o coeficiente de Eit seja negativo (por causa do
termo whit), mas sua fungfo de custo de estocagem € linear e os
custos de producdo sdo cdnecavos. Portanto, como mostrou Denardo
(1882), para todos os i = 1,...,N existe pelo menos uma solugfo
6tima =a ZiD(Ki,u) para o qual Ei,tmlxitz 0 pars todos 0s
t=1,...,T. Assim podemos resoclver ZiD(ki,p) usando a versdo do
algoritmo Wagner-Whitin para custos variantes com o tempo (Wagner e
Whitin, 1958; Wagner, 1980).

Lembre que o problemsa Lagrangeano fornece um limite inferior do

valor otimo de FigE. Este limite inferior &, portanto, dado por
N
Ipoumy = B LipOh 1)
i=1
N T(i) K T(1)+T
+ ) T r.. b Ao p 1 s E.,. - } X Y u,..b
i=1 JeP(i) Y% t=T(g)+L(g)y+1 o ELGHTIE = B Tktkt
N E T(id T(1i)
+ L I I wu [f. V., + V., . X. ] + b Y e.. E,
i=1 k=1 t=1 kti ikt it ikt™ it 1IP(1)=® t=1 itTit

Tentamos sumentar o valor de ZD(K,y) através de iteragdes em A

e . Utilizamos otimizagfo por subgradiente, incorporandc algumss



das modificagdes propostas por Camerini, Fratta and Maffioli (1875).
Mais detalhes s#io dados na segfo 3.4 que relata os experimentos

computacionsis,



3.3 Uma Heuristica para o caso de Capacidade Finita

Em cads nd da arvore BB, usamos uma heuristica para tentar
achar um limite superior da solugfio dtima inteira naquele né. Este

limite superior € (til por varias razdes:

(1) Ele é utilizado no céleculo do tamanho do rasso (step-size)

na otimizagdo por subgradiente do limite inferior no néo;

(2) Se o limite superior for menor que o valor atusal da solugéo
incumbente, entfo encontramos uma nova solugdo incumbente,

8 saber, a solugdio factivel que forneceu o limite superior

no no.

Usamos a formulagfio em termos de estoque de escalio FiiE:

N T(iy+T T(i)
min e z [ 5.,,V., + ¢c.. x.. + e, E. ] + p N Y e..E.
iz1 t=T(i)+1 it"it it7it itTit $11P(i)#8 t=1 it7it
i4 |
(nyE)
tal que
E E n;L:j 2.4
s . 4 + X, - E., = r p..d. . n,. .
i,t-1 it it 3€R(IIU{i} n=1 1373, 8+L(3)+R7 (1,3
i=1,...,8
t = T(id)+1,...,T(i)+T
i=z2Z2,...,8
jeB3y 1355, Lee T Byp =0 o= TCiYel,...,TCi)+T
k=1,...,k
slesTriyer LakeVit T Vike¥sel = Py t = 1, .., T(1T



1,...,N

X5 = MY t = T(i)+1,...,T(i)+4T
- i=1,...,N
X;0 20 E;p 205 vy, =0oul £ o= T(i)+l,...,T(i)+T

0 ponto de partida da heuristica & uma solugéo factivel de Figé

resultante da splicagfio sequencial do slgoritmo WW, como descrita na

segfio 2.4.1. Se as restrigdes de capacidade de produgéo

1,...,K

k .,
e 1, ..,T(1)+T

PlesTeiysr CiktYie T Vike®ied = Pyt t

1t

forem apertadas, € provavel que uma solugdio factivel de Figé néo
14

seja factivel en nyE' MNeste caso podenos tentar impor
factibilidade mudando parte da produg@c dos periodos infactiveis
para outros periodos. Un periodo infaectivel & um periodo

te{l,...,T(1)+T} tal que

SesTCiysr U ikeYit * ViktXigd 7 Piy
pars pelo menos um ke{l,...,K}.

Na mudanga de producg8o para outros periodos, devemos manter
estoques de escaldo ndo-negativos ¢ a factibilidade inter-escalido,

i.e., devemos sassegurar que

Ejp 20 b= TC1)+1,...,T(1)+T
i=2,...,N
jegqi)rijE3>L<i>+t T Ejp =0 t = T(id+l,...,T(i)+T

ou, eguivalentemente, numa forma gque serd Gtil mais adiante,

Elt zZ 0 t o= T(LX)+1,. ... T(1X+7
n=1,...,H8
5 rijm,L(j}+t = Ejt jeP{(n)

me3(3) t = T(3+%,.. . . T(3+T



continuam & ser satisfeitas. As restrigdes

N3
E; X3y - E = z p p{l.d. . n,. .
it jeR(i)IV{i} n=1 Y JLt+L(3)+K (i,3)
i
t

1,...,N
T(id+1,...,T(i)+T

m o

mostram que, se mudarmos uma guantidade

954 da produgio x, do

it
componente i no periodeo t para um periodo posterior <, entdo os

niveis de estogque de escaldo

Ei¢ para ¢=t,...T-1

diminuirao pela quantidade Q4 As restrigdes

JeP(i)
RIS RED NEFEESTR,

T r. E
meS(j) o° B¢ ¢-L{3IST(G)+T

continuaréo a ser satisfeitas depois de tal mudanga, mas podemos

mudar a guantidsade 9;4 Para um periodo posterior T somente se

E. - q.,6 2z Y r..E, , para 4i=t,...t-1
4 . . 4 :
i it jes(iy 1d JLL{i)+
Estas restrigdes inter-escalfio e as restricdes de capacidade de
produgfo tém que ser conferidas guando tentamos mudar umsa guantidade
954 dsa X;, Pbara um periodo posterior *.

De um modo semelhante, se mudarmos ums quantidade da

95t
produgéo Xiy do componente i no periodo t pars um periode anterior

T, ent8o os niveis de estogue de escaldo

Eit para +&=T,...,t-1

aumentaréo pels quantidade Q¢ As restrigles

jeg(ipriiEj»L(i)+t - B, =0 t = T(i)+1,...,T(i)+T



continuar8o a ser satisfeitas apds tal mudanga, mas podemos mudar a
quantidade 95t da producgéo X;, para um periodo anterior T somente se
JeP(i)
T r. E PR - < E. RYY para t=t,...,t-1
meS(g)y I B TJiTit 3,4-143) ¢-L(3)ST(3)+T

Estas restrigdes inter-escalfo e as restrigdes de capacidade de
produgiio tém que ser satisfeitas antes que mudemos uma gquantidade
q;, da produgo X;, bara um periodo anterior t.

Por exemplo, a formulagfo em termos de estoque de escaldioc pars

8 estrutura da Figura 1.3.4.3 do Capitulo 1:

L(1)=2 ]
- Item Finsl

Fig. 1.3.4.3
L(2)=1
z]

L{(3)=1
\4)/ \
b=

tem as seguintes restrigdes inter-escalfio:

To1Ei p41 " Egp =0 t=8,...,54T

E + v .~ E - E

T31%1,t+1 32%2, t+1 3¢ = 0 t = 5,...,4+T

r42E2,t+3 + réBES,t+3 - Eét =0 t = 2,...,1+7



TsoEg t41 * Ts4Fg te1 ~ Egy SO t

Seja T=27.

do periodo 9 para periodo 12, temos que verificar que

E - q Z Y. r.,.E. para ¢ = @,
2¢ " %28 % [ L T25%5,L(2)yee
i.e., que
Epg ~ 939 % TyiEy g3
Ey 10 = 92g Z ToiEp g45
e Ep 11 7 929 2 T9Ey 403
Se quisermos mudar & quantidade Q59 da produgéo Xog do
para periodo 7, temos que verificar que
+ . . .
nebcsy dntme * Tiz920 = Ej ops) para
i.e., gue
Tg1By7 + TapBoq + rgotog = Eggs
r31E1g * T3pFpg * T3p95g = Eggs
TaoBag * TugBgy T Fuolng = Byl
Tyofog * Tyug¥zg ¥ Tyo85g = By
TooEpy + TuaByq * g9 = Eggs
YeoBog * Trelyg * Tgolpg = Eggi
Portanto, sd certas quantidades de produgdo dos

podem ser mudsdas pars frente ou para tras.

Se quisermos mudar a quentidade Qg da produgéo

%28

.11

periodo 8

YieP(2)
+ = 7,8

componentes



Assim, uma heuristica que tenta achar uma solugéo da formulagdo

FiﬁE’ através da mudanga da produgfo para periodos anteriores, é s

seguinte, descrita em pseudo-Pascal

Aplique o algoritmo WW sequencialmente, nos componentes 1,2,3,...,N,
para obter uma solugfio factivel da Figé, como na seg#o 2.4.1;

continua na proxima pagins



for t = T(1)+T downto 2 do begin

K

+
Excesso(t) = kgl[[ iltST§i)+Tffithit P Vigt¥igd - bkt]/’/bxt];

onde a* é definido como nax(0,a)
while Excesso(t) > 0 do begin

for i = 1 to N do begin
if T(i)+1=t=<T(i)+T and xit>0 then begin

+
Btk ° [;‘tST%;)+T{fnktynt * VakeXned T Py iy KL K

Mit = X3¢5
T = max{T(i)+1, periodo da produgdo anterior do componente i};
for ¢ = t-1 downto * do begin

. min _ .
¢-L{J)IST(I)+T J
if M., = 0 then va para a proxima iteragdo do loop i;
for Kk = 0 to K do begin

if ¥k = 0 then q'tk = Hié
else if O<Qit then qltk Qitk

else vd & proxima iteragdo do loop k;

CustoAdicional(i,¢,k) = custo adicional se a produ@ao

qitk for mudada do periocdo t para o periodo ¢;

Redugdo(i,¢, k) = redugfio do valor do Excesso(t) se x.
for reduzida por g ;
itk
Raz8o(i,¢,k) = CustoAdicional(i,¢, k) / RedugBo(i,¢ k);
end {fim do loop k}
end {fim do loop ¢}

it

end {fim de if T(i)+1=t<T(i)+T and x1t 03}
end {fim do loop i}
se existir (1*, * k ) = arg min{Raz8o0(i,¢, k)}, entfo mude s

B . * -

producio qi* £ k* do periodo t para o periodo ¢ ; se nfo
2 Ed

existir, entdo execute a subrotina "Mudar-Predecessor " ;

end {fim de while Excesso(t)>0}
end {fim do lcop t}

H
if ¥ [f
i=1

then temos uma solugéio factivel de FiiE else ndoc temos tal solugio.

<
ik1¥i1 ¥ Vigi¥3qd S by para ke{l,... K}



0 ponto de partida desta heuristica &€ a solugdo factivel de

134

nyE

resultante da aplicagfio sequencial do algoritmo WW. Se =a
producfio num periodo t ultrapassar a capacidade de pelo menos um dos
recursos ke{l,...,K}, por¢des desta produgfio s#o mudadas para
periodos anteriores até que & produgfo no periodo t satisfaga

i]tﬁTgi)+T {fiktyit + vlkt lt] =< bkt para ke{l,...,K}.

Para k = 1,...,K, a8 guantidade

+
| <TE1 34T (Cikevse * Vike®sed - bkt]/bkt]

mede s propor¢io da sobrecarga do recurse k no periodo t. Sua
vantagem € que ela é independente das unidades utilizadas para medir
o recurso k. O numero Excesso(t) é a soma destas K proporgdes e,
portanto, & uma medida da sobrecarga total ds capacidsade disponivel
no periodo t. Para t = T(1)+T, T(1)+T-1, ..., 2, porgdes da
produgéo do periodo t s8#o mudadas para periodos anteriores até que

Excesso(t) = 0. ©Se, depois destas mudangas, tivermos

i%} {fiklyil + viklxilj = bkl pars k= 1,...,K,
entfio temos uma solugfo factivel da FiiE'

Seja ie{l,...,N}, te{2Z,...,T}, =T = max{T(i)+1l, o periodo da
produg#o anterior do componente i anterior a0 periodo t},

te{T,...,t-1}, e suponha que Excesso(t) > 0. A quantidade

_ . f min }}
Mie ™ BNV e sepc) (Ea L3> meS(J) Tim mt}/ ji
t- L(J)<T(J)+T

€ a quantidade maéxims da produgéo Xy do componente i no pericdo ¢

que as restrigdes inter-escaldo discutidas acima permitem aque seja



mudada pars o periodo ¢. Note-se que a definigho do Hit & recursivsa
e gue ﬁit = Xy
A primeira iteragdo k=0 do loop k considera a mudanga da

quantidade Q540 T Hiv Se mudarmos toda a produgdo X4 do periodo t
para o periodo da produgéo anterior do componente, entéo
economizamos o custo de preparagéo Siy - Obviamente tal mudanga deve
ser considerads, se T for o periodo dsa produgdo anterior do

componente i e o valor de Mit permitir. Esta mudan¢a & considerada

%

na primeira iteragdo k=0 do loop k da tGltima iteragfio ¢=t do loop ¢,
se Tt for o periodo da produgdo anterior do componente i e HiT = Hit
ainda. Sendo, entfo esta mudan¢a pode ser desconsiderada, mas #é

mantida para néo complicar demais a heuristica.

Seja ke{l,...,R}. ©Se mudarmos a quantidsde

+
Qe = | L Ifue¥ne * nke*ned - Pre) Vs
itk njt<T(n)+r Pkt'nt nkt“nt kt /// ikt

de produgdo x., do componente i no periodo t, n#o somente sera

eliminada a sobrecarga do recurso k no periodo t, mas também ndo

haveré folga de capacidade deste recurso. Portanto, se Qitk < Hié’
consideramos & mudanga da guantidade iy © Qitk para ¢ periodo ¢,
Portanto, psara RE{G}U{Z,.,,,Kiaitk<ﬁit}, penssmnos em mudar a

gquantidade Q;4, PBTra o periodo ¢. Vale ressaltar que a quantidade
ik € uma das varias opg¢fes sendo consideradas para ser mudada para
o periodo ¢, Por sua vez, o periodo ¢ é um de varios periodos alvo
sendo considerados dentro do intervalo {t,...,t-1}, e, também por
sua vez, o componente 1 é apenas um dos N componentes sendo

considersdos.

Sejs ke{ﬂ}u{i,...,KiQitk<ﬁ 1. A razio Raz8o0(i,¢, k)

il

it
CustoAdicional(i,¢, k) / Redug¢8o(i,¢, k) & o custo adicional por

unidade da redugdo no valor de Excesso(t) se & gquantidade da

itk

- T ™



produgéo Xi4 do componente i for mudada do periodo t para o periodo
t. Nosso critério & escolher sguele triplo (i,¢,k) que minimiza o
valor de Raz#o(i,t¢, k). Para poupar caleculos, limitamos ¢ ao
intervalo {tT,...,t-1}, onde T = max{T(i)+1}, o periodo da produgio
anterior do componente i anterior ao periodo t. Também, note gque o
caleulo de Raz8o(i,¢,k) = CustoAdicional(i,t k) / Redugio(i,t,k) ndo

é oneroso, uma vez que sapenas 0os valores de x

i *ie, ®
Eié""’Ei,t-l mudam (todos pela mesma quantidade, a saber qitk)‘
Quando L(i)=0 para i=1,...,8, entéoc para t=2,.,.,T, sempre

existe um componente ¢ cuja produg¢fo inteira X, pode ser mudada do
periodo t para um periocdo anterior, a saber ¢ = max{i!xit>0}. Uma

vez que xjtzﬁ V jeP(i), sabemos que toda s produgdo x pode ser

tt
mnudada do periodo t para o periodo t-1.

Porém, no caso de tempos n&o zero de produgfio de componentes, &
possivel que nenhuma parte da produgfio dos componentes possa ser
mudada do periodo t para um periodo anterior, sem primeiro mudar a

produgfic de periodos anteriores para periodos ainda mais anteriores.

Por exemplo, considere uma estrutura de dois componentes com L(1)=0,

L(2)=1, rzlzi, T=4, dllzﬂ, dlt:dt>0 para t=2,..,5, d2t=0 para
t=1l,...,5, & suponha que exista o seguinte plano de produgéfo:
Periodo
1 4 3 4 5
1 0 d d d d
Componente 2 3 4 o
2 d2 ds d4+d5 0 0
Fig 3.4.2.1

Suponha que Excesso(4) > 0 e, portanto, gue tenhamos que mudar umsa



parte da produgéo do periodo 4 para periodos anteriores. 0 dGnico
componente ainda produzido no periocdec 4 € o componente 1 conm
Xi4 = d4. Porém, note que & impossivel sequer mudar uma parte desta
producgfio para o periodo 3 sem mudar também uma parte da produgéo
Xon = d4+d5 do componente 2 no periodo 3 para o periodo 2.

A impossibilidade de mudar qualquer parte da produgio do
periodo t paras um periodo anterior, sem primeiro mudar parte da

produgéo dos periodos anteriores, & revelada através da condigéo

Mi,t-l =0 para ie{l,...,N{ 0}

Xy
que implica que n#o existe (i*,t*,k*) = arg min{Raz&o(i,¢ k)}. Para
sair deste impasse, usamos & subrotina 'Mudar-Predecessor’, descrita
em baixo, que tenta mudar parte da produgdio dos periodos anteriores
para periodos ainda mais anteriores. |
A heuristica pode n#o encontrar uma soluglio factivel por trés
razdes:
{1) se Hi,t~1 = 0 para iE{l,...,RIT{i)+15t$T(i)+T,xit>G} g ©
uso repetido da subrotina ‘Mudar-Predecessor’ n#o conseguir

fazer “i o1 ? Q0 para ie{l,...,NIT(i)+15t$T(i)+T,xit>3}.

(2) se a capacidade de pelo menos um dos recursos k for muita
restrita, a heuristiecs pode n&o encontrar uma solugéo
factivel da FiﬁE porgue muita produgio pode acabar sendo

concentrada no periodo 1, causando assim infactibilidade.

(3) mesmo se existir uma ou mais solugdes factiveis, nio existe
nenhuma garantia qQue a heuristica consiga encontrar uma
delas.

A subrotina "Mudar-Predecessor’ funciona da seguinte maneirs.

Assumamos que ¢0s componentes s8¢0 numerados tal que i>ji implics

iQ(id] = 18(j>l, i.e., o componente j tem peloS mencE O mesmo numeroc



de componentes predecessores que o componente i (tal numeragio €
sempre possivel). Agora, considere 0 componente
i = max{i§i=1,...,R;T(i)+1$tST(i)+T;xit>0}. Tal componente i sempre
existe porque, senfio, ndo haveria infactibilidade no periodo t, ums
vez que {xit|i=1,.,.,N;t$T(i)} é factivel por causa das aplicagdes
anteriores do modelo na base de um horizonte rolante. Note que
nenhum componéente com produgfio positiva no periodo t tem menos
componentes predecessores que o componente i, Agora, ums vez que

Mi,t-l = 0, sabemos que

E = E

meg(j)rjm m:t_l j:t“I“L(j)

para (pelo menos) um jeP(i) tal que t-1-L{3)ST(j)+T. Além disso,
T(3) = T(i)-L(J) que, com T(i)+1 = t, implica T(J)+1 =< t-L(j), i.e.,

o~ ’ z . . _ ] < i .
X3 ¢-L(3) nao e pre fixado. Também, se t-L(Jj) £ T(j)+T, entéo

X. .. € uma variéave o mod , et
5,t-L(3) 1d elo emnos

X5 LL(3) E5.t-L(i> 7 ByLt-1-nasy T 5L t-Led
y még(j}rémEmt BRI E NEPILE I RED
) meg(j)rjm(Emt T EBpe-1) Py L
i meg(j)rjm(Emt T Ep -1 P Dped ¥ djy
) meg(j)rjmxmt ’ djt
> 0 uma vez que ie€S8(j) e x. >0

it

Portanto, existe produgdo positiva xj £-L¢3) do componente jeP{(i) no

periode t-L{J) que pode ser mudads para periodos anteriores ao



t-L{(j). Tentamos mudar para o periodo t-L{(j)-1 a guantidade maxims
da produgfo X5 t-L(3) permitida pelos estoques de escalfio dos
componentes predecessores imediatos do componente j. Se o© estoque
de um componente predecessor imediato i} do componente j néao permitir
nenhuma mudanga da produgéo X5 4-L(§)’ entfdo tentamos mudar a
quantidade méxima da producgéo xi,twL(j)—L(i) do componente i.

Em outras palavras, descemos através da estrutura dos
componentes predecessores até acharmos um componente % cuja produgéo
X34 C(ou parte dela) possa ser mudada para o periodo anterior
t-1 = T(i)+1. Se for necessédrio, descemos até um componente
predecessor primério i (a produglo inteira %34y de um componente
priméria i sempre pode ser mudada pars o periocdo anterior t-1 se
t-1 2 T(i)+1, uma vez que tal componente nfo tem nenhum componente
predecessor). Se t-1 = T(1), entdc a produgdo X 41 do periodo
anterior t-1 & pré-fixado e temos gque reconhecer gque nao vamos
conseguir mudar parte da produgfio do componente i para periodo t-1.
Neste caso, repetimos & descida, comegando com o componente
i"’:max{;uzz,...5,~1;T<4>+1stﬂu)+’r;xﬁ>0}. Se i' ndo existir,
entdo temos que reconhecer que néo conseguimos achar uma solugdo

. i4
factivel de FK?E'

S5e conseguirmos mudar & produg¢@o de salgum componente J,

voltamos pars o comego do loop i da heuristica prinecipsl. Se no
loop i ainda n8o conseguirmos mudar parte de algum Xigo entéo
voltamos para & subrotina "Mudar-Predecessor’. Pode ser que

tenhamos que usar "Mudar-Predecessor  muitas vezes antes de mudar

parte de slgum Xy OU reconhecer que n#éc conseguimos sachar uma

14
XYE’

A subrotina "Mudar-Predecessor & especificada a seguir:

solugfo factivel de F



Seja t = max{iiizl,...,N;T(i)+1£t5T(i)+T;xit>0}; Seja t = t;
(*) Identifigue um jeP(i) tal que t-1-L(J)ST(Jj)+T e tal que

>
meS{3

)rjmzm,t—l = E

3,t-1-L(3)° (existe uma vez que Hi,t-lzg)
if t-L(3)-1ST(3) then begin {x(j,t-L(j)-1) é pré-Pixado}

if i"= max{41 41, .. -1, T(H+ISIST(HHT;X >0} existir

then begin i = i*; goto (*); end

else begin
F14

nédo achamos ums solugdoc factivel de xyE;

volte & heuristics;
end {fim do else}
end {fim do if t-L(3)-1=T(3) }

seda My 4 1(iry-1 min{ X5,4-L(5)
min .
per(s) 1L Bp,t-L(s)-1-Lep) - oo, e-1(5)-1 )./ o3 }}’
t-L(3)-1-L(p)<T(p)+T meS(p)
MMy ny-1 70

then begin i = j; t = t-L(j); goto (*); end

else begin
mude a produgéo Mj,t—L(j)ml do componente j do periodo t-L(Jj) para
o periodo t-L(j)-1;
volte ac come¢o do loop i da heuristica;

end {fim de M, , sy , = O}

Uma heuristica alternativa, mas semelhante, mnuda a produgdo

para periodos msis tardios:

Apligque o slgoritmo WW sequencialmente, nos componentes 1,2,3,...,N,
134

para obter uma sclugfc factivel ds nyE’

como na segéo 2.4.1;

continua na proxima pagina



for t = 1 to T(1)+T-1 do begin

E
Excesso(t) = [

kzl[{ i|t$T§1)+T[f

+
ikt¥it * Vzkt it - bkt]///bkt];

onde a é definido como max(0,a)
while Excesso(t) > 0 do begin

for i = 1 to N do begin
if T(i)+1St<T(i)+T and xit>0 then begin

+
Qex © faktYnt * VaktXned - bkt]///kikt k

i

L} > 1,...,K;
[t=T(n)+T

Mig = X3¢0

T = prox;mo periodo da produgao do componente i, ou T(i)+T
se ndo houver mais produgfo depois do periocdo t;
for ¢ = t+1 to T do begin
M. nin{ M, . ., E. , ., - & r. .E. . _ };
ié i,e-1 i,¢-1 jeS(iy 13 J,L(iY+e-1

it Hié = 0 then va pars a proxima itersgéo do loop i;

for k = 0 to K do begin
if k = 0 then ¢k M

it

id
else if Qitk < M ¢ then qltk = Qitk'-

else va & prbxima iteracgdio do loop k;
CustoAdicional(i,¢,k) = custo adicional se =a produgao

qitk Por mudada do periodo t para o periodo ¢;

Redugdo(i,¢,k) = reducfo do valor do Excesso(t) se x
for reduzida por gq ;
itk
Raz8o(i,¢, k) = CustoAdicional(i,¢, k) / Redugio(i,¢, k);
end {fim do loop k}
end {fim do loop ¢}

it

end {fim de if T(i)+1=St<T(i)+T and xit>0}
end {fim do loop i}
(i * * k ) = arg min{Rsz80(i,4,k)} se existir; senso, entdo

pare (nfdo consegue-se encontrar uma solugfo factivel da F14
Mude a produgéo qi*,t,k* do periodo t para o periodo J%
end {fim de while Excesso(t)>0}
end {fim do loop t}

if r [f V., + Vv ] £b para ke{l,...,E}
1] t<T(i)+T ikt it ikt¥it kt £=T(13+T

then temos uma solugfic factivel da ijE else n8oc temos tal solucgdo.

E})



Esta heuristica, que tenta mudar a produgéo para frente para
periodos mais tardios, é complementar & primeira heuristica, que
tenta mudar & produgéo para tras. As duas heuristicas tem o mesmo
ponto de partida, & saber, a solugfio factivel da Figé resultante da
aplicacdo sequencial do algoritmo WW. Vamos usar as duas
heuristicas paralelamente, porque é possivel que uma n#&o encontre
ums solugdo factivel procurando nums diregfio, mas & outra encontre
uma procurando na diregdo oposts.

A segunda heuristica pode n#o encontrar uma solugio Ffactivel

por trés razdes:

(1) a mudanga da produgfo para frente para periodos mais
tardios é sempre limitada pela proibicfo de estoques

negativos (backlogs). Esta proibig8o &€ efetusda através de

)

- Y., .E
jesciy

Mie = m“{ Mi,ee1r Byleg 3,L(i)+e-1 }
Assim, é possivel que a produgfio de nenhun componente
possa ser mudada parsa periodos mais tardios, e neste caso o

slgoritmo para sem ter conseguido encontrar uma solugdo

14

factivel de nyE'

Por exemplo, numsa solugfo lote-por-lote,
temos Iit:O e Eitzﬁ pars todos i e t, o gque implica Hit=0
para todos i1 e t, confirmando que tal solugfc ndo pode ser
mudada pars frente.

(Z) se a capacidade de pelo menos um dos recursos kK for muits
restrita, a heuristica pode n#oc encontrar uma solugdoc
factivel da FiiE porgue muite produ¢8o pode acabar sendo

concentrads no periodo T{i)+T, assim causando

infactibilidsde.

(3) mesmo se existir uma ou mais solugdes Ffactiveis, n8o existe



nenhuma garantia que a heuristica consiga encontrar ums

delas.

Trigeiro, Thomas e McClain (1885) desenvolveram uma heuristica
para o problema multi-item (i.e., muitos itens de un unico
componente) com capacidade finita de apenas um recurso, & ssber,
horas regulares de méo de obra. De um modo semelhante a esta tese,
os autores permitem que & preparacgéio (setup) da produgfio de um 1lote
de um item possa consumir o recursoc finito. 0 algoritmo
Wagner-Whitin é usado simultasneamente nos itens para obter uma
solugdo ndo-capacitada que & nivelada para alcangar factibilidade
quanto & capacidade. 0 processo de nivelamento primeiro muda
produgéic para periodos anteriores, como na nossa primeira heuristica
acima. Se uma solugfo factivel nfo for encontrada, & produgio da
solugdo resultante & mudada para periodos mais tardios. Se uma
solugdio factivel ainda ndio for encontrado, a produgdo é nivelads
para tréas, e depois ﬁara frente.

Nossas duss heuristicas usam um critério de custo que se
assemelha 80 do primeiro nivelamento de Trigeiro et al para escolher
agquels parte da produgfic que vai mudar pars outros periodos, a
saber, a minimizag8o do custoc adicional por homem-hora de reduglo de
ndc de obra extra. Porém, existem varias diferengas entre a
heuristica de Trigeiro et al e as nossas. A mais importante & que
temos que manter factibilidade inter-escalfio na mudanga de produgédo,
uma dificuldade que Trigeiro et al néo enfrentaram uma vez que eles
trataram de muitos itens de apenas um componente. Tratamos um
numero geral de recursos limitantes, enguanto Trigeiro et sl
consideram apenas um recursc. Consideramos meis opgdes de mudanca
de produ¢Bo. Nossas duas heuristicas sfo executadas simultaneamente

a partir do mesmo ponto de partida, mas no método de Trigeiroc et al



o8 nivelamentos s&c seguenciais, e somente acontecem se o
nivelamento anterior néo achar uma soluc¢fio factivel.

Trigeiro et al usam a Relaxagfio Lagrangeans para dualizar as
restrigdes de capacidade e inclui-las na fungdoc objetivo, como na
segio 3.3 acima. Assim eles obtém uma solugdo n#o-capacitada que
leva em conta a capacidade finits através dos custos Lagrageanos
aplicados no problema ndo-capacitado. A solug8o néo-capacitada
também serve para fornecer um limite inferior. 0 nivelamento é
aplicado com 05 custos Lagrangeanos, que, subsequentamente, séo
‘melhorados’ através de otimiza¢fio por subgrasdiente. Este ciclo é
repetido entre 100 e 200 vezes. Nossas heuristicas nfoc seguem esta
abordagem iterativa porque testes computacionais iniciasis mostraram
que a solugdo factivel encontrada na primeira iteragdo de otimizagso
por subgradiente foi raramente melhorads nas itera¢des subseguentes.

No algoritmo Branch and Bound, usamos o menor dos limites

superiores fornecidos pelos trés seguintes procedimentos:

1. Aplicsg8o sequencial do algoritmo Wagner-Whitin,
seguida por nmudangsas da produgéo para periodos

anteriores, istc &, & primeirs heuristics;

2. Aplicagdo sequencial do algoritmo Wagner-¥Whitin,
seguida por mudangas da produgfo para periodos mais

tardios, isto, & a segunds heuristica:

3. Aplicagdo segquencial do algoritmo  Wagner-Whitin,
seguida por mudancas dsa produgéo para periodos
anteriores, seguida por mnudangas da produgéo para

periodos mais tsrdios, isto €, a primeira heuristicsa,



seguida pela parte de mudan¢as da segundas heuristica;

0 terceiro procedimento foi usado, slém dos dois primeiros, por
que testes computscionais iniciais mostraram gque &as vezes ele

forneceu o menor limite superior dos trés procedimentos.



3.4 Os Experimentos Computacionais com Capacidade Finita

Agora testamos e comparamos computacionalmente as abordagens-de

cortes do tipo V1l e de Relaxag8io Lagrangeana, na resolugéio das

14

formulagdes equivalentes ?ié e nyE com capacidade finita de

produgéo.

A seg¢Bo 3.4.1 decreve os dados utilizados nos experimentos
computacionais. Depois, 8 segdo 3.4.2 explica como foram
pré-fixados numa maneira representativa os niveis 'dos estogues
inciais dos componentes e os niveis de produgfo pré-fixados.

A segdo 3.4.3 descreve o projeto experimental utilizados

nos experimentos computacionais com os cortes do tipo Vi e a
Relaxag8o Lagrangeana, ¢ analisa os resultados. Finalmente, a secdo
3.4.4 testa e analisa & eficiéncisa da heuristica da secdo 3.3
aplicada a estruturas de grande porte.

Como na segéo 2.5, os programas computacionais foram escritos
na lingusagem C, e utilizaram o pacote MINOS versSio 5 (Murtagh e
Saunders, 1883), escrito em Fortran. Os testes foram rodados no

sistema VAYX Cluster da UNICAMP que & composto de duss wméAguinas VAX
11/785.



3.4.1 Os Dados

Produtos com N = 10 componentes (sec¢fio 3.4.3) e com N = 40
componentes (segfio 3.4.4) foram utilizados nos experimentos. De
nove, & estrutura do produte fol um fator variavel. O horizonte de
planejamento foi T = 12 periodos e o numero de recursos foi K = 2.

Como na secgdo 2.5.4, os custos s;¢ Para ie{l,...,N} e
te{T(i)+1,...,T(i)+T} foram saleatoriamente sortesdos de uma das
seguintes distribui¢des uniformes:

U(50, 850) (custos altos)
(U(5, 85) (custos baixos).

Como na seg8o 2.5.1, os custos c;, Ppara ie{l,...,N} e

te{T(i)+1,...,T(i)+T} foram aleatoriasmente sorteados da distribuicéo

uniforme U(1.5, 2.0), ss demandas dlt para te{T(1)+1,...,T(1)+T} da

U¢o, 180), e as demandas dit pars ie{2,...,R} e
te{T(id+1,...,T(i)+T} da U{(0, 18). Sem perda de generslidade,
rij = 1 pars ie€{l,...,N} e jeS(i).

Os custos hit para ie{l,...,N} e te{T(i)+1i,...,T(i)+T} Fforam
gerados na maneirs descrita na segdo 2.5.1.

As gquantidades fikt para ie{1l,...,N}, ke{l1,2} ete{l,...,T(i)+T}
foram slestdriamente sorteadas da distribuig8fio uniforme U{(150, 250)
para k=1 e da U(200, 300) para k=2. As quantidades unitarisas Vit
para ie{l,...,N}, ke{l1,2} e te{l,...,T(i)+T} foram sleatdriamente
sorteadas da distribuig¢fo wuniforme U(1.5, 2.5) para k=1 e da

U(2.0, 3.0) pars k=2,

Os outros dados s8o descritos nas segdes apropriadsas.



3.4.2 A Pré-Fixagéo dos Estoques Inicisis e da Producio

A produgéo pré-fixadsa {xit!izi,...,N;tzl,...uT(i)} pode
consumir parte da disponibilidade bkt de um recurso ke{l,...,EK} num
periodo te{l,...,T(1)+T} (veja segfio 1.4). Portanto , & importante

levar isso em conta nos nossos experimentos computecionais.

Os estoques iniciais dos componentes:

Iit i=1,...,8 e t

It

L{i),...,T(i)+L(i)
e os niveis de produgdo pre-fixados:
Xt i=z1,...,Ne t=1,...,T(i)

sf8o determinados da seguinte maneira.

Primeiro, geramos valores de Iit parsa ie{l,...,N} e
te{L{i),...,F(i)+L{(i)} e de X;, Para ie{l,...,N} e te{1,...,T(i)} na
maneira descrita na segfo 2.5.2. Sabemos os valores de Y;y Ppara
ie{1,...,8} e te{l,...,T(i)} através da relacgdo

X470 = ¥, =0

xit>D = yit;1

para ie{l,...,H} e tefli,...,T{i)}.
Em seguida, forg¢amos que os valores X4 € V34 Para ie{1,...,N}
e te{l,...,T(1)} satisfagam as restri¢des de capacidade de produgéo
k=1 K
r [f.. ,¥., + v.,.%x.,.1 b o oL .

da seguinte maneirsa.

Tentamos reduzir qualquer produg¢fio pré-fixada excessiva num

periodo te{l,...,T(1)} através da eliminacio da produgéo Xy o do

componente N (se for pré-fixada e positiva) e sus inclusfo nos



estoques iniciais IN,L(N}’“"’IN,L(N)+t~1' Se a eliminagéo de Xpy

ndo for suficiente para ficar dentro de capacidade, entfo eliminamos
a produgéo XN-1 t do componente N-1 (se for pré-fixadsa e positiva) e
]

a incluimos nos estoques iniciais IRwl,L(N—l)":"IN—l,L(N~1)+t*1'

E assim por diante saté conseguirmos eliminar a produgéio pré-fixada

excessiva no periodo t.

Em termos formais, usamos o seguinte procedimento;

for t = T(1l) downto 1 do begin

if iltgk(i) [fiktyit + Viktxit3 > bkt por algum ke{l,...,K} then

begin
for i = N downto 1 do begin
if t=T(i) and xit>0 then begin

for t = 1 to t do begin

Ii,T+L(i)—1 = Ii,t+L(i)—1 X

end {fim do loop T}

X3¢ = 03

if x [£ V., + V., . %X..1 % b ¥ ke{1,...,K}
iltET(i) ikt it ikt"it kt

then va para a prdxima iteragdo do loop t;
end {fim de if t=T(i) and xit>0}
end {fim do loop i}
end {fim do if ...}
end {fim do loop t}

Resta mudangs de produg8o, nota-se gque a factibilidade

inter-escalfc & mantids.

Assim, obtemos estoques inicizis

it

Iit i=1,...,8 et LCiy, .., T(id+LCL)
¢ niveis de produgdic pré-fixedos:

Xy i=1,...,8e t = 1,...,T(1),



que satisfazem as restrigdes de capacidade de produgdo

1,. K

k ..
Lt tz 1, .. T(1)

ol

i]tg'l‘(i) iktYit ¥ ViktXied = Py



3.4.3 A Analise das Abordagens Otimas

0 projeto computacional procurou avaliar a forca dos cortes do
tipo V1 em comparagéo com a abordagem de Relaxag#io Lagrangeans, na
presen¢a de capacidade finita. Os experimentos foram feitos com
produtos de N = 10 componentes sobre um horizonte de planejamento de
T = 12 periodos e com K = 2 recursos.

As disponibilidades fixas bkt para ke{l,2} e te{l,...,T(1)+T}
foram aleatoriamente sorteados da distribuigfo uniforme
U(4550, 5000) para k=l e da U(B500, 7500) para k=2. Tais
disponibilidades, em combinag¢do com os dados ja definidos,
representam uma capacidade spertada na presen¢a da estrutura geral
utilizada nos experimentos descritos absixo. Com a estrutura geral,
foram necessarias varias tentativas, em geral, antes de chedar & uma
rodads para qual a heuristica achou ums solugfo factivel no nd raiz.
Entre tais tentativas, existiam rodadas para as quais & heuristicsa
achou uma primeira solugdo factivel somente depois do né raiz (mas
logo apds poucos nés, em muitos cascs). Porém, mesmo se o problems
for factivel, nioc hé nunhuma garantia gque uma solugfio factivel pode
ser encontrada até o ndé 500 da Arvore Branch and Bound.

Os tempos de produgéo L(i) para ie{l,...,N} foram
aleatdriamente sortesdos do conjunto {0,1,2,3}. 0Os outros dados sac

descritos na seg¢do 3.4.1.

Os efeitos dos seguintes fatores foram svaliados:

A. O método usado para calcular um limite inferior em cada nd

da &rvore Branch-and-Bound. Dois métodos diferentes foram

untilizados:



1. A solucio do PLn(F14 ) com todos 05 n cortes do
¢ xyl

tipo V1 identificsdos pelo algoritmo de

-

separagfo da segfio 2.3 (isto &, n#o restanm

cortes que  excluenm a solugéo o6tima de
n,.l4 .
PLY(F 1))

2. Relaxagdo Langrangesansa aplicada & formulagfio com

14

capacidade finita, nyE’

como descrita na secgéo
3.3, com 500 iteragbes de otimizagfio por
subgradiente no nd raiz da afvore Branch and

Bound, e 50 iterag¢des nos outros nés.

B. A estrutura do item. As mesmas duas estruturass da segfo
2.5.4 foram utilizados:
1. A estrutura mais plana possivel, a saber,
S5(i)={1} para i = 2,...,10.
2. Uma tipica estrutura geral, a saber,

S5(2)={1}, 8(3>={13, 5(4)={1}, S{5)={23,
S(6)={2,3}, 8(7)={4}, 5(8)={2,3,4}, S(8)={3}, e
5(10)={5.,8,7}.



C. O tamanho médio dos custos de preparagio Sit

custos de estocagem de escalédo €it- Como na segdo 2.5.4,

o8 custos sit foram aleatdriamente sorteados das

em relag8o 8o0s

seguintes distribuigdes:
1. U(50, 850) <(custos altos)

2. U(5, 95) (custos baixos).

Para avaliar os efeitos dos trés fatores:
A. O método usado para calcular um limite inferior,
B. A estrutura do item,
C. Tamanho médio dos custos de preparagdo S5y
usamos um projets experimental fatorial 23, com duas vreplicag¢des,
isto &, rodsasndo dois problemas para cads ums das 8 combinagdes dos

trés fatores,.

Para as rodadas com cortes do tipo V1, a Tabels 3.4.3.1 mostrs



o niGmero total n de cortes identificados pelo algoritmo de separagéo

da secgdo

2.3. Pars compsra¢8o, a tabela também mostra o

cortes identificados nos experimentos com capacidade

segio 2.5.4

Tabela 3.4.3.1

Nimero de Cortes Identificados

nimero de

infinita da

Capacidade Capacidade

Finita Infinita

Custos Baixos e Estrutura Plana | 220 230 184 212

Custos Baixos e Estrutura Gersl 247 258 182 221

Custos Altos e Estrutura Plansa 75 83 70 51

Custos Altos e Estrutura Geral 182 80 171 157
Como na segdoc 2.5.4, vemos que, com capacidade finita,

menos cortes s80 necessarios quando ha

preparaggo,

cugtos altos de

menos cortes s80 necessarios na presenga de uma estrutura

plana,

1R



mas, em contraste com & segfo 2.5.4, n8o hA nenhuma evidéncia de uma
intersgéo entre os dois efeitos "custos’ e ‘estrutura’ no sentido
que muito menos cortes seriam necessarios quando héd custos altos de
preparacéo na presen¢a de uma estruturs plans. Vemos também que
talvez, ei geral, menos cortes sejam necessArios quando ha uma
capacidade infinita de produgdo.

Agora consideremos a forgs dos cortes em comparagioc CORm &
Relaxagé@io Lagrangeana, e a influéncia dos custos de préparagéo e da
estruturs do produto.

Como na segéo 2.5.4, n#o foi possivel prosseguir até uma
solugdo 6tima. A busca BB foi sempre terminada prematuramente
depois de percorrer 500 nos da &rvore BB. Cada busca que utilizou
os cortes exigiu entre 8 e 23 horas (sic) de tempo de CPU e entre 45
e 886 horas (sic) de tempo gasto (elapsed time) para rodar,
dependendo do namero de cortes. Os comentarios sobre software
feitos na seg8o 2.5.4 s8o pertinentes aqui também.

Cada busca que utilizou & Relaxagfio Lagrangeana exigiu entre 45
e B0 minutos de tempo de CPU e entre 1.5 e 14 horas de tempo gasto
(elapsed time) pars rodar.

Como seris esperado dadess as restrigdes de capacidade, vemos
que as buscas geralmente levaram mais tempo de CPU do gue na se¢io
2.5.4.

Foram sdotadas as mesmas trés garantias de precisfc como nsa

segdo 2.5.4, a ssber,

Solugdio no nd raiz x 100%

GP1 = 100%
Limite Inferior no nd raiz




Soluglo no ndé raiz x 100%
GFz = - 100%

Menor Limite Inferior dos nos ativos

Incumbente no nd 500 x 100%
GP3 = - 100%

Menor Limite Inferior dos nobos ativos

A tabela 3.4.3.2 mostra os resultados computscionsis das 18

rodadas. Cada uma da 18 células da tabelas mostra sas garantias GP1,

GP2 e GP3.

Tabela 3.4.3.2

Cortes e Relaxagfio Lagrangeana com Capscidade Finitsa

GP1
GP2 Relaxag8o Lin. Relaxsagdo
GP3 com Cortes V1 Lagrangesna
2.01 1.48 1.35 1.38
Custos Baixos e
Estruturs Plans 1.65 1.07 1.28 1.32
1.28 1.03 0.30 1.17
11.13 4 .88 4,72 14.17
Custos Baixos e
Estrutura Gersl 10.87 4.59 4 .80 13.88
B.87 3.07 3.47 g.58
10.80 T.42 9.30 10.4686
Custos Altos e
Estrutura Plana 8.35 6.34 8.12 9,37
4.70 4.13 7.84 7.687
12.87 18.15 36.50 28.00
Custos Altos e
Estruturs Gersl 12.12 18.83 34.34 27.08
D,.83 15.30 18,684 15.21
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Anslisando a Tabela 3.4.3.2, vemos que em geral os cortes e a

Relaxa¢so Lagrangeana resultaram numa qualidade das trés garantias,

GPl1, GP2 e GP3,

wuito melhor na presenga de custos baixos do que na

presenc¢a de custos altos

muito melhor na presenc¢a da estrutura plana do que na

presenga da estrutura geral

permanencendo jiguasis os outros fatores.

Na presenga de custos baixos e da estrutura plana, os cortes e
& Relaxagdo Lagrangesana resultaram numa qualidade muito boa das trés
garantias, GP1l, GP2 e GP3. Ha evidéncia de que talvez =& Relaxagéo
Legrangeana resulte em garantias melhores.

Na presenga de custos baixos e da estrutura geral, os cortes e
a Relaxac@o Lagrangeana resultaram numa qualidade média das trés
garantias. N&o ha nehuma evidéncia de que o0s cortes resultem em
garantias melhores do gque a Relaxagfio Lagrangeans ou vice-versa.

Na presenga de custos altos e da estruturs plana, os cortes e a
Relaxa¢8o Lagrangeana também resultaram numa qualidade média das
trés garantias. HA evidéncia de que o uso dos cortes resulta enm
garantias GPZ e GP3 significativamente melhores do que com o usoc da
Relaxac8o Lagrangeans.

Porém, na presenca dos custos altos e da estruturs geral, os
cortes e a Relaxsg8o Lagrangeana resultaram numa qualidade mediocecre
das trés garantias. H& evidéncia de «que os cortes resultam enm

garantias melhores do que a Relaxa¢fio Lagrangeana,
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Notamos que a garantia GP2Z foi sempre estritamente melhor do
que a garantia GPl, Como na situacdo de capacidade infinta de
produgéo da segdo 2.5.4, o melhoramento parece ser levamente msais
acentuado com o uso de cortes, e na presencga da estrutura plana.

A diferencga entre as garantias GP2 e GP3 é& ums medide do
melhoramento do incumbente durante os 500 ndés da busca Branch and
Bound. As vezes, o melhoramento foi espetacular (por exemplo, com a
Relaxagfio Lagrangeana na presenga dos custos altos e a estrutura
geral), mas n#éo hé nenhuma evidéncis de que os fatores mencionados
acima influem sobre o grau de melhoramento.

Como comentado na& segdo 2.5.4, mais experimentos seriam
desejaveis para comparar melhor o método de cortes com o de
Relaxagdo Lagrangeana. Os comentadrios feitos naquela segho sobre a
comparagdo de tempo entre os dois métodos s8o pertinentes aqui

também. .

Veja Clark e Armentano (1880c¢) parsa outros resultados

computsascionais.
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3.4.4 A Analise des Heuristica

Nesta segfo, testamos a eficiéncia da heuristica da segdo 3.3
aplicada a estruturas de grande porte.

0 projeto computacional procurou avaliar a forga da heuristicsa
sob circunstancias diferentes. Os experimentos foram feitos com
produtos de N = 40 componentes sobre um horizonte de planejamento de
T = 12 periodos e com K = 2 recursos.

Os tempos de produgdo L{i) para ie{l,...,N} foram
aleatoriamente sorteados do conjunto {0,1}. Os outros dados sé&o
descritos na seg#io 3.4.1.

Os efeitos dos seguintes fatores foram avaliados:

A. A estruturs do item. As duss seguintes estruturas com
N = 40 componentes foram utilizados:

1. A estruturs mais plana possivel, i.e., B8(i)={1} psara
i=2,...,40.

2. Uma tipica estruturs geral de grsnde porte, de
Afentakis e Gavish (1888), com os componentes numersdos
tal que i>j implica |Q(i)| =< 1Q(J)!|, a saber:
85(2)={13}, S(3)={1}, S¢4)={13}, 8(9)={2}, 5(6)={4},
S(7)={4}, 5(8)={3}, 5(9)={2,3}, S(10)={B}, S(11)={8},
5(12)={5}, 5(13>={8}, S(14)={6,73, 5(10)={10},
S(16)>={10,143}, S(17)={7}, 5(18)={8}, 5(19)={83,
5(20>={11,12}, S(21)={11}, 8(22>={133, 5(23)={7,123,
5(24)={13,18,19}, S(25)={15}, S(26)={20}, 8(Z27>)={21},
S(28)={223%, S(28)>={15,1861, S5(30)={16,173},
S5(31)={17,23}, S(32)={24}, S(33)={253, S(34)={25,29},

5(35)={30}, S5(38)={26,31}, S(37)={26,27}, 5(38)={27},
S5(38)={2",32}, S(40)>={28}.

B. 0 tamanho médioc dos custos de preparagdo S.. €m relagdo aos
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custos de estocagem de escal#o ey - Como nas segdes 2.5.4 ¢
3.4.3, os custos 55¢ foram =aleatorismente sorteiados das
seguintes distribuigdes:

1. U(50, 950) (custos altos)

2. U(5, 85) (custos baixos).

C. A capacidade de produg8Bio na forma das disponibilidades fixas
b, para ke{l,2} e te{l,..,,T(1)+T}:

1. As disponibilidades fixas bkt:w para ke{l,2} e

te{l,...,T(1)+T}, representando capacidade
infinita.

2. As disponibilidades fixas blt & bZt para
te{1l,...,T(1)+4T} foram aleatdébriamente sorteados de

duas distribui¢des uniformes que dependenm da
combinagdo de estrutura e custos, como mostrado
mais adiante. A distribuwig8o escolhida foi aquels
que, durante testes inicias, representon a8

capacidade mais apertada para gual a heuristics

14
XyE"®

distribui¢fes sfio mostradas na Tabels 3.4.4.1.

ainda achava solug¢des factiveis & F Estas

Na Tabela 3.4.4.1, vemos que varis a capacidade mais apertada

i4

xyE " Notamos

para qual a heuristica achou uma solugio factivel & F

gue

a capacidade mais apertads na presenga da estrutura geral

é mais de gue o dobro daguela na presenca da estrutura

plana.
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a2 capacidade mais apertads com o8 custos baixos de
preparagio &, em média, 50% a mais daguels com os ocustos

altos de preparacgio.

ha pouca evidéncia de ums interaglio entre os dois efeitos

‘custos’ e ‘estruturs’.

Tabelsa 3.4.4.1

As capacidades mais apertadas

para quais a heuristica achou uma soluglo factivel & F14

xXyE
Pyt
Custos Bsixos Custos Altos
Bot
U{1i050G,11000> U(7000,7500)
Esgstrutura Plana
U(12500, 13000 (8600, 8500)
U{Z8000, 270600 U(15000, 180003
Estruturas Geral
U{27000,28000> UC20000,21000)

Para avaliar os efeitos dos trés fatores:
A. A estrutura do itemn,

B. O tamanho médio dos custos de preparagioc Sit’

C. A capacidade de produgéo,

3

foi wutilizado um projeto experimentasl fatorial 2V, com duas
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replicacgdes, no sentido que, psars cada uma das B8 combinagdes dos
trés fatores, foram registradas duas rodadas para as quais &
heuristica achou uma sclugBo factivel. No caso das 4 combinagdes
com capacidade finita apertada, em geral foram necessarias muitas

tentativas antes de chegar as duas rodadas para as quais =&

heuristica achou uma solug#o factivel.

Tabela 3.4.4.2

0 Desempenho da Heuristica

E Capacidade Capacidade
GP1 GP1 Infinits Finitas Apertads

Custos Baixos e
Estrutura Plana 0.08 0.85 3.860 3.28

Custos Baixos e
Estrutura Geral 2.54 0.688 2.28 7.42

Custos Altos e
Estrutura Plana 11.47 25.38 25.58 30.30

Custos Altos e
Estrutura Geral 24.05 27.58 ©6.83 58.78

Tabela 3.4.4.2 mostra os resultados computacionais das 18

rodadas. Cada uma das 8 células da tabela mostra duass porcentsgens,

E =Yl



os resultados das duas rodadas da célula. A porcentagem é a
garantia de preciséo da solu¢Bo encontrada pelo heuristicsa,

(equivalente a garantis GP1l das segdes 2.5.4 e 3.4.3) calculads;

Solugdo x 100%
Garantia de Precisfio = - 100%

Limite Inferior

onde o 1limite inferior & aquele obtidoc através de Relaxacgfo
Lagrangeana depois de 1000 iteragdes de otimizagfo por subgradiente,
como descrito na segdo 3.2.

A Relaxag@io Lagrangeana foi utilizada porque ela & mais réapida
que adicionar cortes, As 1000 iteragdes de otimizagfo por
subgradiente usaram cerca de 8 minutos de CPU. A heuristica em si
mesma rodou em questfo de segundos.

Analisando a Tabels 3.4.4.2, vemos que 8 garantia de precisso e

melhor na presenga de capacidade infinita do gque na

presencga de cspacidade finita apertada,

muito melhor na presenga dos custos baixos do que na

presenga dos custos altos,

melhor na presenga da estrutura plana do que na presenga

da estrutura gersal.

Os resultados com capacidade infinita =80 consistentes, en
termos de ordem de grandeza relativa, com os valores de GPl1 nas
colunas de RelaxagBo Lagrangesana da Tabels 2.5.4.2. Porém, no c¢aso

dos custos altos, vemos que 8s garantisas s8c piores parsa uma

L Esla)



estrutura de N=40 componentes do que para ums estruturas de N=10
componentes, especialmente na presenga das estruturas gerais.

Considerando agora os resultados de capacidade finita spertada,
notamos que 0s valores em células correspondentes da Tabela 3.4.4.2
e das colunas de Relaxag8o Lagrangeana da Tabela 3.4.3.2 s80c benm
diferentes. No caso das estruturas planas, os resultedos da Tabela
3.4.4.1 sugerem qQue a capacidade finita utilizada nos experimentos
da Tabela 3.4.3.2Z néo era apertada, o que pode explicar 8as piores
garantias da Tabela 3.4.4.2. No caso de estruturas gerais com
custos baixos, os valores s8o da mesma ordem de grandeza. No caso
de estruturas gersis com custos altos, os valores sio ruins,
especialmente com a estrutura de N=40 componentes.

Porém, & grande vantagem da heuristica é a sus rapidez: como

foi mencionado acima, ela se processa em questiio de segundos.
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CariTuLO 4

ConcLUsOES

Esta tese considerou a formulagdo e a solugdo do problema de
dimensionamento de lotes em sistemas multi-estégios de manufaturs,
para uso com um horizonte rolante de planejamento em sistemas do
tipo MRP.

Un modelo adegquado foi desenvolvido parsa representar a
sineronizagfo da produgio dos componentes de unm produtec com umsa
estrutura geral e com tempo n#io-zero de reposiclo dos 'compoentes.
Uma formulaglo equivalente em termos de estogque de escal8o foi
desenvolvida. Foram incorporadas & formulagio restrigdes de
capacidade finita de producfio que permitem & representagédo de tempo
néo zero de preparacgdo de lotes.

Cortes que limitam a envoltdris convexa do problema foram
identificados e, pelo menos com tempo zero de reposigéio e capacidade
infinita, foram mostrados ser de alta dimensso. Un algoritmo de
separagdo fol desenvolvido pars, iterativamente, escolher e
adicionar cortes fortes para & formulacioc do problema. A solug@o da
relaxagdo linear com os cortes adicionados fornece um limite
inferior ao problenmsa. Além disso, foi elsborada ums maneira
alternativa, e computacionalmente mais rapida, de fornecer um limite
inferior através da Relaxagio Lagrangeans.

Uma heuristica foi desenvolvida para achar uma solugdo factivel
na presencga de capacidade finita de producgdo. & incorporag8o de
tempc ndo-zero de reposiclic de componentes e de tempo n8o zero de

preparagdoc de lotes dificulta a tarefs da heuristica.

hEei)



As duas abordagens de fornecer limites inferiores e a
heuristica foram incorporadas num algoritmo de Branch and Bound,
Experimentos computacionais com estrutura de 10 componentes
comprovaram a superioridade das duas abordagens em relag8o ao método
classico de fornecer limites inferiores através de relaxag8o linear
simples. A guarantia de precisfio da solugfio resultante depois de
percorrer 500 nds de busca Branch and Bound variou, sendo em gersal
melhor com custos baixos e com estruturas plansas. A guarantia de
precisfo varion entre as duas abordagens dependendo dos custos, da
estrutura e da capacidade nums maneira mais complexa

Experimentos computacionais com estruturas de 40 componentes e
um limite inferior fornecido através da Ralaxacio Lagrangesana
mostraram que & guarantis de precis&o da heuristica & melhor con
custos baixos, na presenga de estruturas planas, e guando =a
capacidade de producg8o ndo & spertada.

Futuras dire¢des de pesquisa podem incluir as seguintes:

rodar os experimentos computsacionais da seg8oc 2.5.4 e
3.4.3 numa maquina muito mais veloz que um VAX e com
software especializado de Branch and Bound para chegar até
uma solugdo Otima, e assim julgar melhor o desempenho das

duas sbordagens e da heuristics;

investigar a eficiéncia computacional de abandonar os
cortes nio-atives nos nés da Arvore Branch-and-Bound e/o0u

de identificar novos cortes nos nos.

em lugar de usar s heuristica da segdo 2.4.1, usar a

heuristica do Afentakis (1887) para c¢apacidade infinits
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como um ponto de partida para s heuristica da segdo 3.3
para ver se o desempenho melhora, especialmente com custos

altos de preparacgio;

generalizar as duas sbordagens (dos cortes e da Relaxacgéo
Lagrangesna) e & heuristica para problemas multi-estagios

com miltiplos itens finais que compartilham componentes;

combinar as duss abordagens através da dualizagfio dos
cortes na Relaxagdo Lagrangeana. Desta maneirs
evitariamos os programas linesres nos nés 2,3,4,... dsa
arvore Branch and Bound. Porém, sera gque melhorariam os
limites inferiores obtidos através da Relaxagfo

Lagrangesns.?

descobrir outras classes de cortes de alta dimensfo do

problema.
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APENDICE A

Proposigfio Al. No caso de uma estruturs geral com tempo gero de

reposigfo de componentes, seja

E = 1 + LI r..E e e = h., - I r..h,
it it j€8(1) ijrit it it jeP(i) Jivit
Entéo, para gqualguer te{l,...,T},
N N
2 hlt it = & @5Bs-
i=1
Prova. Primeiro, fixe-se te{1l,...,T} e, para simplificar a notagéo,
seja Ii = Iit’ hi = hlt’ Ei = Eit e e, = e;,, Para ief{l,...,N}.
Devemos demonstrar gue
N N
YT h.I. = Y e.E.
j=1 V1 g5 U
Agors
N N
T hil, = E h.[E. - T r..E.] da definiclo de E,, acims
gzp 13 1z1 *UE sesyy I it
N N
= T h.E - b h r r..E
j=1 *t 1 i=2 ‘jes(iy Y9
N
= Yy h.E. -~ z T r..h E.
iz1 ¥ 1 5ip(3)me ieP(j) I P
N
= T h.E., - = {h, ~ e .)E,
iz1 * Y jip(g=e Y S0



N
= g hiEi + z ejEj -

T hE
JIP(3)=o JIE(IO)=e

r h.E + T e.E
3ip(H=e I3 jip(gme I3

= > ejEj +

porque e, = h, ¥ JjIP(j) =2
JIP(J)=2 3

Y e .k
JIp(3Hms I3 3

e.B, -
1 i"i

n
"M

i

Proposigio A2. No caso de uma estrutura de montagem com tempo

néo-zero de reposicfo de componentes, seja

Ese ™ Lieanciy * Ti,s¢i)Es(i), t4Lc1) e
e., = h. N X r..h
it i,t+L(1) jeP(1) Ji it
N T(i)+T N T(i)+T
Entéo, L E.. Mencnti, ey = E L., citfie-

i=1 t=T(i)+1 i=1 £=T(i)+1

Prova.
N T(i)+T
L Looby eenciyts, weneid

i=1 £=T(i)+1

N T(i)+T
B tz?(§}+1 hi,t+L(i)[?it - ri,s<i>Es<i>,t+L<i>]
de definigéo de E,

L]

t acima



1

N T(i)+T

5 t:T(§)+1 RSP

N T(i)+T
- h, N
1Zy tneTyen LT s(Fs(), 4L ()
N TCi)+T
2 L I TS REPLT

i=1 t=T(i)+1

5 : T(i)+T
- h, .\t B,
SIBCHme ieb(i) ten(hyen b HLDTIN, L)

N T(i)+T T(3)+T

R L by iyEiy - L X h

i1 perchar LR T g Fie s By eener 1T
B T(i)+T

L Lo, M eencnBie

i=1 t=T(i)+1

5 T(3)+T
- L E..(h, - e
JIP(3)=@ t£=T(j)+1 EIALE IR RE D eat)]
N T(i)+T
i§1 t:T(§}+1 EEUE S REPLEL"
+ > [ T(j%;? T(i)+T
e. E. - L] . "
jlp(G=e Lt=r(gHer IIT ng(§>+1 IR TS NEDLET® ]
T(3)+T T(3)+T
L z h. \E. +
sIpCH=0 torchher 3L T e B By TotTat
T(3+T T(5)+T
z z e. B, +
JIB(3)=@ t=T(jr+1 IEIE SIB(Cymo toT(ryay IETIE
uma vez que e., = h V 31P(j)=0

Jt J,t+L(3)>



N T(i)+T

T h N e, E._. -
11 t=T(i)+1 It 3t

Proposigéio A3. No caso de ums estruturs geral com tempo nido-zero de

reposigéo de componentes, seja

E. =1 N r r..E e
it i,e+L(1) j€5(1) 1373,8+L(1)

= By tenciy "L L Tiihyy

e.
it jeP(i)

onde hi,t+L(i) = 0 pars ie{l,...,R} e te{T(i)+1,...,T(1i)+T}. Entéo

N T(i)T
1 eerCiper E LT LD
N T(i)+7T T(i)
= I r e;:Bsp + r L e. E

i1 t=T(i)+1 1|P(i)m@ t=1 b it

Prova.
H T{i»+T
i§1 tmT(§)+1 TS AEPLE IS AR
R T(i)+T
R SO s, eenca (Bae - jeg(i)rijgj,nz,(i}]
N T(i)+T .
i i§1 t=T(§)+1 ERTACOLIT:
N T(i)+T

- X Bi,e+L(i), B, . FijE

z . .
i=2 t=T(i)+1 jes(i) J,t+L{i)



T(1)+T

h,
1 t:T(§)+1 i,t4L()Eit

"
1

i

_ T(i)+T
> . R z h, E. .
JIP(3)=@ ieP(J) t=T(i)+1 17 PHLCLD73,E4L(1)

T(i)+T

It v

z h. . \E,
i=1  t=T(i)+1 l’t+L(1)E1t

) TCi)+L(1)+T
. L or.. T h, E
5IP(i)=8 ieP(j) I t=T(i)sL(id+1 bt It

T(i)+T

i M

L h, . \E.
1 £=T(i)+1 13t+L(1)E1t

T(3)+T
- z T r.. ¥ h,.E.
JIP(3)=@ ieP(3) *J  tzp 1t It
uma vez que T(i)+L{i)=ST{(J) para ieP(jJ
s _ L 3)
e h; =0 para t=T(i)+L(i) e £>T(1)4L(1)+T
T(iy+T
) h. . .E.
1 ter(her | BLODRE

T(3)
- z L (-e.

) E. - .
JEP(j)#Q t=1 Jt) 3t Pérque hj,t+L(j}h8 se t=T{(3i)

T(3)+T

i > {h
JIP(3 )@ t=T(Jr+1

3. t+L(3) T €5t B4t

T(3)+T

z z e.. E.
JIP(i)=@ =1 Jt 3t

% T(i)+T
+ b h.
$51  £=T(i)+1 i,t+n¢i)Fit
. T(3)+T
- r h. .
TS U PR S AE PLET:



T(1+T T(1)+T
z r e E + T T h E
ilp(=e  tz1 bt 11P(D)=0  t=T(i)+1 Lo EHLODTiE

1

T(1) T(i)+T
T £ e, E., + > £ 6..E
11P(iy=e t=z1 it it L1IP(D)#e t=T(1)+1 it 1t

T(i)+7T

+ E 5 e, E
1IP(1)=8 t=T(i)+1 it it

N T(i)+T T(1)
T ) e, E. +
i=1 t=T(i)+1 11t

i

r L e E. ...
1IP(Dme t=1 1t it

Proposicéo A4. No caso de ums estruturs gersl com tempo nio-zero de

reposig@o de componentes, seja

E., =1, + E »r, .E. .
it i,t4L¢i) 5€8¢1) 137], t+L(1)
Defina K"(i,3), Dy p?j, e T(i) como na segdo 2.3.4. Entéo o

seguinte conjunto de restrigdes

Ly ncyet-1 % *10 7 Toncayet ® 99,1014t
parsa t = T(1)+1,...,T¢(1)+T
I. . e+ x.. -~ I, . - S T, X, = d .
i,L{ij)+t-1 it i,L{1i)+t jeS(1) 13%3,L¢iY+¢ i,L{iy+t
iz2,...,8
PAEE & = T(i)+1,...,T(i)+T
< i=1,...,8
Xip = Mgy PATR ¢ o p(iyed,...,T(i)+T
- . > . i=1,a,.,R
i =05 I peiyey T 0 PAXA 4 _ 1(id+1,...,TCi)+T



1,...,KN
T(i)+1,...,T(i)+T

(1}

[

Yip T g or 1; para

€ equivalente ao seguinte conjunto de restrigdes

n,.

1J
n
N + . — = e N . .
E1,t.--1 xlt Eit jeﬁ(g)u{i} ngl piads,t+L(3)+Kn(1,j)
i=1,...,8
t = T(id+1,...,TCi)+T
i=2,...,R
jegqi)rijﬁj,L(i}-i-t - Eit = 0 t = T(id)+1,...,T(i)+T
iz 1,...,N
Xip = Mye¥sy t = T(iY+1,...,TCi)+T
. . _ i=1,...,N
Xjg =05 E;p 205 vy = 0o0r1 b o= T(id+1,...,T(i)+T

Prova. Primeiro, suponha que o primeiro conjunto de restricdes (em
termos de estoque convencional) seja valido. Vamos mostrar gue isso
implica o segundo conjunto de restricdes (em termos de estogue de
escaléo).

0 uso do modelo na base de um horizonte rolante implica que,
DARTE ie{l....,H}, tenos X

=0 e Ii}L(i)+tzﬁ tanto 53-38 -1

it
te{l,...,T(i>} gquanto para te{T(i)+1,...,T(i)+T}.
Agora, Ii,L(i)+t20 para ie{1l,...,8} e te{i,...,T(i)+T} implica,

pela definigéo de Eit’ que

E.. - ¢ r..E. . =@
it jES(i} 1J J:L<1)+t
para ie€{i,...,H} e te{l,...,T{i3+T}. Assim, Eltks para
tef{l,...,T(1)+T}. S8eja iE{é,,..,N} e suponha gue EjtzB para
Je{l,...,i-1} e te{l,...,T{3>+T}. Entéo EjtZG para Je€S{(i) e
tell,...,T{(3)>+T}. Assinm, Ej,L{i}+t20 pars JeS(i> &



te{1-L(1i>,...,T(3)-L{i)+T}. Umna vez que jeS(i), sabemos que
T(i)ST(3I)>-L(1i). Portanto, Ej,L(i)+t20 para jesS(id e

te{l,...,T(1)+T}, que implicsa

E,, 2

-
it jE§(i>rijEj,L(i)+t 2

para te{l,...,T(i)+T}. Assim, por inducgéo, Bitao para ie{l,...,N} e

te{T(id+1,...,T(1)+T3}.

0 uso do modelo na base de um horizonte rolante implica gque,

para ie{l,...,N},

Tisncn+t-1 %10 7 I ncyee T 91 Le1yet
para t = 1,...,T(1)+T

I, Leidet-1 ¥ Xy ~ 1 - d

. . - }N r..X. . . .
i,L{i)+t j€5¢i) 1373,L(i)+t i,L¢i)+t
2,...,8

para 1,...,T(i)+T

il H

i
t
Agora,

Tincost-1 % *10 7 Ty nenyet = 91,1010+t
parsa t= ), ., T(1)+T

implica que

El,t—l toxgy - By o= dl,L(1}+t pela definigao de E,y
ny; ]
jﬁR(§)U{1} n§1 pljdi:t+L(j>+Kn(l,j)

I}

parsa te{l,...,T(1)+T}. Seja ie{2,...,N} e suponhsa gue

I, : + X, - I, . - . . = d, .
J,L(j)+t-1 Jt JLoL{3+t kﬁg(j>r3kxk,L<a)+t 45,1054t
para Jje{l,...,i-1} e te{l,...,T(3)+T}
implica

o New



n:}k
.. — E = p r ph.d n,.
jt jt keR(3OU{j} n=1 Jkk,t+L(k)+K (J, k)
para Jje{l,...,i-1} e te{l,...,.T(3)+T}

Entéo, pars te{l,...,T(i)+7T},

E. + x., - E

i,t-1 it it
= I Lciy+t-1 * jeé:(i)rijEj,L(i)-i-t-l Xy,
T A L EL IR eI
= jeg(i>rij [ Ey,Leidet-1 % ¥5,Lid+t By Leid+t ] MR IS XD

n.
ik
n
L pjd

T s [ + d.
jeS¢iy ¥ L keR(j)Hu{j} n=1

k, t+L(k)+K" (3, k)+L(1) ] i,t+L(1)

uma vez que T(i)+L{i)=T(j) e, portanto,
L{iy+t & {1,...,T(X+L(id+TY = {1,...,T(3)+T}

1.
ik
_ n
T kem(is E Pk, tLo+R N (1, %0 ¢ %5, L0
ni‘}
= T 3 p:? d

jeR(1I)U{i} n=1 I 3L E+L(I+ER (i, 3)

Portanto, por indug¢do, temos

n..

1J
E. + %, — E., = b PN p?.d. . n,. .
it It SeR(i)U{i} n=1 13 I EFL(IHRT(E. 3D
1,...,N

TCi)+1, ..., T(L)+T

[F 1]

i
t
Assim, o primeiroc conjunto de restrigdes (em termos de estogue

convencional) implica o segundo conjunto de restricgdes (em termos de

el



estogue de escalfio).

Agora, suponha que o o© segunde comjunto de restrigdes (em
termos de estoque de escalao) seja valido. Vamos mostrar gque isso
implics o primeiro conjunto de restrigdes (em termos de estoque
convencional).

Pela definicéo de Eit’ a restricéo

E., - ¥ r..E. .,. 20
it j'eS(i} 1373,L(1)+t
para ie€{l,...,8} e te{T(i)+1,...,T(i)+T} implica Ii L(i}+t20 parsa

ie{l,...,N} e te{T(id)+1,...,T{i)+T},
Agora, o uso do modelo na base de um horizonte rolante implica

nij
Ey x5y - By T = T ph.d, D
it jeR(i)UV{i} n=1 Y Jyt+L(3O+R7(1,3)

1,...,N
1,...,T(i)+T

il

i
t

Seja ie{1,...,N} e te{T(i)+1,...,T(i)+T}. Entio temos

I Lcidet-1 * %ip ~ T3 Leayet
= Pieer 7B TasFnceer ¥

- By 7 j€§(1>rijgj,L(i)+t

F
13 n
T erHyuriy nby T13%L4L(IMRY (4, 3)
T ebciy 19 [ By ucidee-1 7 By ncaet ]

Pik

i ke§{i> ngi Pikdk, t+LCO+RT (1, k) 94, 04005)

B s W I



T ekt [ By ncidet-1 7 By Lyt ]
> n%? L d d
= 3. r [ P. n,. .]+. ;
j€5(i) ij KeR(3OU{3} n=1 JE kK, t+L(kY+R T (F,k)+L(1) i,t+4L(1)
- 5E§(i)rij [ By ncidet-1 7 By L+t ]
R VT [ By Lcivet-1 % %j,Lcivet T i Lciyet ] R TS AED)

uma vez gue T(i)+L{(1)<T(j) e, portanto,
L{iY+t  {1,...,T(iX+L{i)+TY = {1,...,T{3)+T}

- E

a1y 13 [ By Lciy+t-1 7 By,n(iyet ]

= L Fig¥3 (it T O

5€S¢i) 1, 4+L(D)

Assim, o segundo conjunto de restrigdes (em termos de estoque
de escaldio) implica o primeiro conjunto de restrigdes (em termos de

estoque convencional). |

Y



APENDICE B

Exemplo dos pontos na prova de Proposigio 3 .

Considere-se qualquer estrutura geral de produto con 3
componentes, i.e. N=3. Seja T=3. Entdo 2N(T-1)+1 = 13. Os 13
pontos afinamente independentes especificado na prova sfo:

As coordenadas de x

Ponto X311 *12 %13 Xp1 ¥z ¥23  *31 X3z X33
A4 D13 O 0 D1z O 0 D313 O 0
A1 Py1 Diaz O Da1 Dpe3 O D3y Dgp3 O
A3 Pis P12 Pig Dpy Dyp Doz Dyy Dgp  Das
B, Dyz Dyp3 O D21 Dap3 O D313 © 0
Ay3 P11 DPiz Py3 Dy Dy Dpz D3 O 0
Az Dy; Pyaz O D1z © 0 D313 O 0
A3 P13 D3z Dy3 Dyyg O ° P3i3 O 0
B,y Dyz O 0 Da1z © 0 D31z O o
Bis P11z O 0 Doiz O 0 D313 © 0
By Dy1z O 0 D213 O 0 D313 O 0
Bos D113 O 0 Dpyz O 0 D313 O 0
By Dy © 0 D1z O 0 D313 U 0
B33 Dyy3 O 0 Do1z O 0 D313 O 0

As coordenadas de ¥ sfo especificadas

na proxima pagina.



As coordensadas de vy

Y33

o O ~ O O O o G - o o o Q
™~
"
] O ~«~ 9~ O O O O « O o O O O
i
o)
- B R~ T = S B S B A T = A B B |
&
S (Y v TR oo T S e B S e S e B o N o B A = T e |
o
[} ]
PO e e - - 00 -0 -0 O 0O
vl
N
[ e . T B R R T =
22}
-
- B s B o= B T TR B o= T S o B - IR on BERE . IR o B )
o
-y
- B e T T I R R T o T = T = T = S s T R oo |
ord
o]
|- I Y B B Y o T o T . DR . SRR SRR SR I S |
[#)
E* D Y . " TR <. B o N -~ S A~ B + % S - N+ I ot N ot S - B <6 ]
- - N s s . D - A = = = T -2 |
%A&.AAAAA%BBBBB

e oy



APENDICE C

Exemplo dos pontos
Ay
{Aﬂtlnzl,...N;t=2,...,k—1,q+2,...,T}

B _.Im=1,...N;t=2,...,k-1,q9+2,...,T}

mt
ne primeira parte da prova de Proposigéo 4.

Seja N=2, T=7, q=4, e 5={1,2,3}. Portanto k=4, e o0s pontos
511, {Amt!m=1,2;t=2,3,8,7}, {Bnt§m=1,2;tt2,3,8,7} s80

A1
%11 = P14 Yip 7 1 %21 = Do Yo =1
%12 = 0 V12 = O X2 = 0 V2 = 0
X3 =0 Vi = 0 X3 = 0 Y23 = O
%14 = 0 Vi¢ = 0 X0 7 0 Vaq = 0
X15 = P57 Y15 = 1 Xz5 = Dagy Yp5 = 1
X1 = O Vig = O X6 = 0 V26 = O
Xy7 = 0 Yi7 = 0 X7 = O Yoy = O

A
%11 7 Dyy Y10 7 1 X1 = Dy Y3 =1
X12 7 P12a Yy = 1 X22 = Pazg Yoz = 1
%13 = O Y13~ 0 X3 = O Y23 = O
X14 =0 V14 = U X4 = 0 Yoqg = O
X15 ¥ D157 V15 7 1 X25 = Dasy Vg5 = 1
*16 = 0 Yig = O Xog = O Yog = U
X179 = 0 Y7 = 0 Xg7 = 0 Yoy = 0




Ay

= o] d o i o L)
H] 1] [H i ] H H
i [N [3p] ~ft uy & -
[t} [ o~ o™ o N [
” = - =S ™ = ™
o~ <t [
v [ [Te]
N ] o3
o} o [ o o o [
1] " H H i (1] 1l
— od o <p uy [in} [
[a¥] o o3 (o o3 o~ o™
b » ] " ~ ] =
vt [ i [} i O o
] 1 11 ] 1] t H
P [ o < e} w [
-t - -4 - vl ot -l
=28 ™ = ™ = = =
o™ = [t
i o o
i L -l
[ o ] (o (] o o
H] H i H] H] it il
=t [ ] (3] L= ud <} [
i i b o~ i = i
E = b » S E »

By

X519 = Doyg

oo O

o3
o o O o o o

x99 = Dqyg

- ] [ i o <o
HE 1] 1 1] [§} it
o~ o <t [T «0 =
TR = s T T T
- L - Y- S
3t o~
[a] uy
] i
g o o o o o
] H 13] il H H
o & < w3 [ia, b
i L i i wd L]
E - » " ® " x

Bog

Xo9 = Doqy

57

o
QO O o o o O

Y11

X431 = Dyp

b VT )



By

N

TR v SR o B Y oo SR e I = S Y e S T o S - 0O O O T = T v
I 4 ] it ] 1] i H i i1 T H H 1t i ] i ti ] 1]
> I R ¢ w o~ Lo o SN« + TR~ T o SR Vo T n L I o b A B ¢ « B o
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APENDICE D

Exemplo do Caso 2 (T € Q\S) na prove de -Proposigéo 4

Considere-se a seguinte estrutura geral de produto

N=28 S(2)
5(5)

1}y S(3)
2, 3% 8(8)

T

$(4) = { 2, 31}

-

L7~ B
-
W N

{
{

i

1] 1]
o
"

1t
o
@

e considere-se a desigualdade valids Vli com i

qualquer 23q=<T-1, Q={1,...,q}, S€Q, 1€S e Q\5=O;

L x + r D y E D (Vi)
tes 5t te@\s 5tg” 5t 51g 5
Note-se que o8 coordinsdos {xnt,ymtlnzl,...,ﬂ;t = 1,...,T} dos

pontos x especificados acima para o Caso 2 (teQ\5) sd8o tal que
xmtzymtzo para m=1,...,K e te@\{1,T}. Uma vez que 1€S e Te@\S, a

- “ - t » - - g - - ol
verificagéo de x N e R15 pode ser simplificada a verificagéo de

%53 * Dgag¥s: = Pyig

234

e de gue x " fica na regifo factivel de ny

'tn oy - a - * .
Os pontos {x }nzl,.,,,ZN} s80 especificados nas proéximas seis

paginas:



C =1 n =1 (i = 5) C = n = 2 (i = 5)
%31 * P1i1q Vi3 511 %33 7 Dyy 0y Y1 = 1
%21 7 P21q Vo1 = 17| X33 = Doyq Yop T 1
X317 * DP3iq Y31 = 1 | Xgp 7 Dgyq v3y = 1
%41 7 Pgagq Va1 = 1} %41 T Dyyq Yg1 = 1
%51 = Dgqq Y51 T 1 | X551 = Dgyq ¥gp = 1
Xg1 = Dg1gq Vo1 = 1 | Xg1 7 Dgyq Yy ~ 1
X1e o Y11 1 ¥1¢ ~ Dl'cq Vit 7 1
Xoo = 0 Yo 0 Xop = 8] Yoo = 0
gy = 0 V3. 0 Xgp = 0 Y3y = 0
Xgp = o Y4 0 Xgo o Ygr = 0
g, = 0 Yo 0 Xgo = 0 Vg 0
Xpy = 0 Yo 0 Ko, = 0 Yer = 0
*1,0+1 = Pa,ge1,r Yi,qe1 T 1| %pge1 T Prgerr Yi.qet
%z2,9+1 = P2,a+1,7 Yz,q41 = 1 | X2.q41 T P2 qe1,7  Y2.q41
%3,q9+1 = P3,q+1,7  Y3,q+1 = 1 | %X3,q41 T D3,qs1,T  V3,q41
*4,9+1 7 Pa,q41,7 Ya,qe1 T 1 | %4 ge1 T Paga1,r Y4 ge1
X5,q+1 = P5,q+1,7  Y5,9¢1 = 1 | X5,q41 7 D5 .qu1, 7 Ys5.q+1
X6,a+1 - PB,q+1,7 Y8,q+1 = 1 | Xg,q+1 = Dg qe1,T V6,q+1
e também
Xy Vpr © G para m = 1,...,8 e t e {2Z,...,TIN{T,g+1}




n = 3 (i = 5) C = 2 n = 4 (i = 5>
= Dyg,-1 Y1 51 ] %53 T Dyy o0 Vi1 =
217 0-9T21D1rq Vo1 T 1 | %37 T Doy g Vo1 =
P31q ¥g1 = 1 | %34 = Dgyq Y3q =
= D41q Y41 = 1 Xg1 = Dyiq Va1 T
= Dgqq ¥51 = 1 | X513 = Dgqg Y5y =
61lq vgr = 1 Xg1 = Dgiqg Vg1 =
Dltq ylt =1 Xix = Dltq Ylt =
D.5r21D11q th = 1 oy = Dzzq Yor =
0 y31 = 0 xst =0 V3¢ = 0
0 yét = 0 xét = 0 Yét = 0
0 ¥gr = O Xg. = 0 Ve = 0
8 yst = 0 xst = 0 yst = 0
=Dy g#1,7 Yi,g+41 = V| %1041 T Pige1,T V1,941
= Dyar1,7 Y2,q¢1 T 1 | ¥2,q41 T Poqe1,r 2,941
D3,q+1,T y3,q+1 =1 x3,q+1 - DB,q+1,T y3,q+1
=Dy ge1,T Ya,q+41 T 1 D *g qe1 T Py gei, T Ya,g+1
= D5 gs1,7 Ys,9+41 T 1 | ¥5,9+1 7 Ps,qe1,7 V5,941
Dg,q+1,T Y6,0+1 = 1 | ¥5,q+1 ~ Ps,q+1,7  Y6,q+1
e tambén
= Vgt T 8 para w = 1,...,8Be t e {2,...,TIN{Tt,g+l}




n =5 (i = 58) C =3 n = B (i = 353
11,1-1 Yi: = 1| %51 7 Dyg 1y Vi1 7
21,7t-1 Vo1 = 1} Xp3 = Doy 1y Vo1 7

0.5731D12q Y31 = 1| %33 = D3y oy Y3y *
41q Va1 = 1 | %43 7 Dyq Y41 ¢
51q Y51 = 1| X5 = Dgiq V51 T

= Dgigq Vg1 = 1 | ¥g1 7 Dgag Vg1 ©
1tg Vit T 1 17 T Dltq iz ~
2Tq Yor © 1 ¥or 7 Dth Yor =
0.5731D11q Vgr = 1 X3 = Dgqq Y3r
y4t =0 Xa ~ u Ygr ~
Y5e = U X5 T 0 Ygr ~
Vgt T 0 Xgr = 0 Ygr =

" Di,a+1,T Yi,q+1 T 1| *yqe1 T Ppge1,r Yige1 T

Po,a+1, T Y2,9+¢1 7 1 | *2,q41 T P2 gs1,1 V2,q41
= D3,q+1,7 V3,941 = 1 | %3941 T P3,q41,7  Y3,g41 °

Pa,gr1, 7 Ya,q¢1 T 1 | *a,g41 T Pgige1,7 Ya,qe1

Ps,a+1,T  ¥5,9¢1 = 1 | %5,q+41 = D5,g+1,7  V5,q41
*DPg,a+1,7 Ye,q+1 = 1 | ¥g,q+41 = Dg,qs1,7  YE,g+1

e também
Yot = 0 para m = 1,...,8 e t € {2,...,TI\{t,g+1}




C = 4 n =7 (i = 5) C = 4 n = 8 (i = 5B)
X913 = D11,2g Yin T 1 %33 7 Dyg e Y11
%21 % P21,x1 Vo1 = 1 %21 7 Dayaoa Y21
X317 ® P33,2-1 ¥31 = 1| ¥31 7 D3y,xg Y31
Xg1 = Dgi1q70-9T4P00q Va1 T 1] Xg1 T Pgg e Y41
X51 = Ds1q Y51 1| X5y 7 Dgiq V51
%51 ~ Pp1q Ye1 = 11 Xg1 7 Deig Y61
X9¢ ~ Dltq iz = 1 11 Dltq Vit
21 = D2Tq Yor © 1 Xor Dqu Yor
x31 = Dth yST =1 x31 DStq Y31
Xy = D.5r42021q Yar 1 X4 D4tq Y4
xﬁt =0 YST =0 XSt 0 Vsr
Xgy = 0 Yer = 0 Xgo 0 Vet
Xy .9+1 = P1,9+41,T Yi,a+1 = 1 | ¥1,q+1 T P1,q+1,7 Vi,q41
Xy g+41 = P2,q+1,7 Y2,q+1 = 1| ¥2,9+41 T P2 gr1,7 Y2,q+1
X3,9+1 = P3,9+41,T VY3,q+1 = 1 | ¥3,9+1 T D3,q+1,7  ¥3,q+1
X4,0+1 - Pa,g+1,T  Ya,q+1 T 1 | *a,q+41 T Pgq+1, 7 Ya,q+1
X5,g+1 = P5,q+¢1,T Y5,9+1 = 1 | ¥*5,q+1 = Ps5,q+1,T  Y5,q+1
Xg a+1 - P6,g+41,T V6,041 - 1 | ¥*B,q+1 ~ Ds,q+1,T  Y6,q+1
e tambén
Xpp = Voo 0 para =m = 1,...,86 e t e {2,...,TI\{t,g+1}




CcC =25 n = 9 {i = 5) C = n = 10 (i = 5)

%31 7 Dy, Vi1 = 1 X31 * Py1,11 Y11

Xp1 = Doy, e o1 = 1 %21 = D111 Va1

X33 = D3y,1-1 v3p 7 1 X3y = Pg1 -1 Y31

X417 = Dg1,z1 Vg1 = 1 X41 = Dgq 21 Y41

X5y 7 Pgy,e-1 Vep = 1 Xgy = Doy xog Y51

Xg1 = Dgiq Vg = 1 %g1 = Pe1,T Y61

*it = Dltq YlT 1 %4 DltT Y1t

Xox © thq Yoz 1 ot DZtT Yor

Xz = D3eq V3¢ 1 X3¢ = Darp Y3z

Xgr 7 Dyaq Vg =1 Xgr = Dgor Y4r

Xgr ~ D5'tq Y51 1 X5 DST.T Y5t

Xgp = a Ygq o Xe o 0 Vg
Xl,q+1 - Dl,q+1,T Yl,q+1 =1 xl,q+1 =0 Yl,g+1 0
Xp,a41 = D2.g+1,7 Ya2,q+¢1 T 1 | ¥2,q41 7 0 V2,941 = O
X3 941 - P3,q+1,T VY3,q41 = 1 | ¥3,q+41 = O© ¥3,q+1 = °
%4,9+41 - Pa,q+1,7 Ya,gqe1 = 1 | ¥4 ,qe1 = O V4,941 = O
xé,q+1 = DS,C}+1,T y5,-:34‘]. =1 XS,q-i»}. =0 yS,q+1 0
Xg q+1 - P6,q41,T V6,941 - 1 | %g,qs1 = 0 Yg,q+1 = O

e também
Xoe Vot = O para m = 1,...,8 e t € {2,...,TIN{t,g+1}




n=11 (i = 5) C=6 n=12 (i=5)
Dig,c-1 - ¥y = X317 7 P1g,2-1 Y11 7
Do1,e-1 Yo1 7 1 X21 = D21,2-1 Vo1 =
D3y,1-1 ¥z =1 X317 = D3y 11 Y31 ~
Dg1,z-1 Va1 = 1 X41 7 P41, a1 Y41 =
Pgy,v-1 Y5y = 1 X513 = Dgy, -1 Y51 T
De1,t-1 Vg1 T 1 %51 = Dgy,x-1 Vg1 ©
Dltq ylt =1 it ~ DZTT Vit ~
Dorg Vopr = 1 Xgx = Doqrp Vor =
D3tq y31 =1 xst - D3tT yST -
Pyxq Vgr = 1 Xgr 7 Dyer Yer ~
Dﬁtq Vg ~ 1 Xey = DSIT Ygr ~
DStq Ygr T 1 gt DSTT YST =
=Dy ge1,T Yi,g+1 = 1| %Xy g41 = O Vi,g+¢1 = ©
= D2,q+1,T y2,q+1 =1 x2,g+1 =0 y2,q+1 0
X3 941 = P3,ge1, T V3,41 - 1 | %3,q41 7 O V3,41 = O
= Dy gs1, 7 Va,q+1 = 1 | ¥g,q41 7O Yg,q¢1 ~ ©
= Dy qr1,T Y5,q+41 = 1 | X5,q+1 = O Vg,q+1 = O
= Dg,q+1,T  V6,q+41 = 1 | Xg,qe1 T Yg,q+1 = 0
e também
= Ve T 0 parsa m = 1,...,8 e t e {2,...,TIN{T,g+1}




APENDICE E

Exemplo do Caso 2 (T € Q\S5) na prova de Proposicéo 7

Considere-se & seguinte estruotursa geral de produto

N = B S5(2) = { 17 5(3 = { 11} S(4y = {1, 31}
S(8y = {1, 4} S(B) = { 3, &§ 1 S(7) = ( 3, 4, B}
S(8) = { 2, 71}
e considere-se a desigualdade valida vzi com izB, e qgualguer
2=a=<T-1, G={1,...,q9}, 5=Q, 1leS e G\5#©O;
rx + T L (Dgy Vo, = Xoo))
teq 6t BStEQ\S 3tq” 3¢ 3t
+ r ¥ (D v - X ) = D (V2.
85teQ\S 5tg”’ 5t bt Blg &
Note-se gque os coordinados {xmt,ymtlmzl,...,ﬁ;t = 1,...,T} dos

pontos xtn especificados acima para o Caso 2 (Tt€@Q\S) s8o tal que

xmt:ymtzﬂ para m=1,...,N e te@\{1,Tt}. Uma vez gue leS e tel\S, =a

verifica¢éio de que =" e R2g pode ser simplicada a verificacdo de

Xgq * Xgr * Teg(Dgo Vae ~ X5t Tes(Dg o Vse ~ ¥500 = Dgyg
e de que x D Pica na regifo factivel de Eigé.
Os pontos {z?njﬂ:l,_..,ZN} sfio especificados nas proximas oito
paginas (n.b., Xep = Ypp o pars m=1,...,8 &
t e {2,...,TIN{T,g+1}):



C=1 n=1 (i = 6) C=1 n=2 (i = 8)
X119 7 Dyg,c1 Y11 %117 7 D1y, Vi3 = 1
%21 7 P21,2-1 Y21 %71 = Doy 21 Vo1 =1
¥31 = P3y,1-1 Y31 %31 = P31,1-1 V33 =1
X419 7 Dgy,r-1 Ya1 %41 = Daq,0q Vgp = 1
¥51 = Ds1,v-1 RET! *51 % Dy c-1 Vg1 = 1
Xs1 ~ Pe1q * Te3Y3,4+1,T Xg1 * Pei1g * Te3P3,qe1,T

* TesVs,q+1,T + gDy g p

Vg1 = 1 gy = 1

X717 = Doygp Y71 X71 = Dogp Vo1 = 1
g1 = Pgir Vg1 Xg1 = Dgar gy = 1
xlt = DI'L’q yl"c xlt = DltT Y1t 1
Xor © DEIT Yoz Xor = DZTT Y21 1
X3¢ = DBTT V3¢ X3¢ © DBtT Y31 1
Xge T Dgar Y4+ X4 7 Dyap Vg =1
X5 = DﬁtT V51 gy = DSIT Y5t 1
Xgt ~ 0 Yot *gr T Q Vet v
Xg, = 0 Yoq Xgp = 0 Vo = 0
Xgp = 0 Yg- gy = 0 Ygr g

Xy g¢1 = Pi,ge1,7 V1,941 Xy qe1 - 0 V1,941

Xy q41 = O Vo ,q+1 Xo g1 = C Vo g+1

X3,q+1 = 0 V3,041 X3 q¢1 = 0 Y3, q+1

Xg,g41 = O Y4,a+1 X4,g+41 = 9 V4,q+1

Xg g4y = O V5, q+1 Xg q41 - 0O V5, q+1

Xg . q+1 - Pe177 %61 Yg,q+1 X5, g+1 - 98,q+1,7 Vs,q+1

Xy q+1 = O V7,941 X7 qs1 = O V7 g+1

Xg qe1 = 0O Vg, q+1 Xg,g+1 - © Y8, q+1




C = 2 n = 3 (i = 8 C = 2 n = 4 (i = 6>
X197 Pyy,1-1 ¥i3 5 1 %11 * P1y,11 vip 71
X517 % Da1,xa Vo3 =1 X21 7 Doy Vo1 = 1
X317 = Dgy -1 ¥y = 1 %31 = D3y 14 3y = 1
%41 ® Dg1,11 Vg = 1 X417 7 Dyy,c Va1 7 1
%51 = Dgq,1-1 Vg = 1 %51 = Dgp, -1 Y5y = 1
Xg1 = Pg1q * TeaP3,q+1,T %g1 * Pgig * Te3P3,q+1,T

* TgsPs,q41,T + TeeDs oipt

Ygy < 1 Vg1 = 1

X71 = Poap Vo = 1 X71 = Dyap Yoy = 1
Xg1 = Dgir ¥g1 = 1 | Xg1 7 Dair Vg1 7 1
X1e © Dl':q yl't 1 X4 7 Dl'::T Vi< 1
X9r 7 Darq Vor = 1 Xor = Dopep Yor 7 1
Xz = Daon V3¢ = 1 Xgr = Daop Yge = 1
Xge = Dgor Vg = 1 X4r = Dygar Vg 71
Xgr = Dgor Vg = 1 Xgr = Dgop Vgr = 1
gy = B Vet 0 Xge © 0 Yer 0
Ko = o Yo7+ o Koy 7 o Yo 0
Ko, 7 0 Vg o Xg, = 0 Vg i

Xy g+1 © Pi,ge1,r Yi,qe1 T 1| %pge1 7O Vi,q+1 = O

X5 a+1 = Pzige1,r Yo,qe1 T 1 Xp ge1 7O Vo, qe1 = 1

X3 q41 = U V3,q41 = O | X3,q41 7 0 V5,q+1 = 0

X4 g+1 = 0 Ya,q¢1 = O | %g,q41 7 © Vg,9¢1 - U

Xg g+41 - U Y5,q¢1 = 0 | ¥5,941 7 0 Ve qe1 = 0

Xg.q+1 - PB1T¥81  Yg,q+1 - 1 | ¥8,9+1 ~ 98,q+1,7  YE,q41 ° 1

Xy q41 = O Y7,q¢1 = O | ¥7,q41 7 O V7 g¢1 = 0

xB,qé-i =0 y8,q+1 =0 x8,q+1 =0 YS,q-&—l 0




C=3 n=5 (i = 8) C=3 n=686 (i = 6)
%91 7 Dy1,11 Y11 = 1 X113 7 P11,21 Y11 = 1
%21 % Pa1,<-1 Y1 = 1 X21 = P2y,v-1 Yor = 1
X33 = Pg1,1-1 ¥z = 1 X33 % Da1,+-1 ¥y =1
X41 7 Daq1,x-1 Vgy = 1 Xg41 = Dgq,21 Vg = 1
%51 7 Dgy,1-1 ¥gy = 1 Xgy = Pg1,c-1 ¥sp = 1
Xg1 = Pg1g * TesPs,q+1,T X1 = Pg1g * Te3P3,q+1,T

* TesPs, q+1,T

Vg1 = 1 Vg1 = 1

X71 = Doyp Yy = 1 X731 = Prar Yoy =1
Xg1 = Pg1r vg1 = 1 | *gy = Dgyp vgr = 1
X1+ = Dl'cq Yix 1 x}.'c - DltT ylt 1
%o = DZTq y‘,"5'1: 1 Xor ~ DZ'ET Yor 1
X3¢ 7 D3eq Yar = 1 %3¢ = Dgep V3 =1
Xgv = Dyt Ygr = 1 Xg4x T Dgarp Vgr T 1
%50 = Doy Ygr = 1 X5y © Dgpp Vee = 1
Xgo = 8} Yg< 0 Xoo = 0 Vee 8}
Rogg = o Y‘F"":: 0 ‘g 7 o b4 2 0
gt = o Yar o gt ~ o Yg< 0

Xy q+1 * Piae1,7 Vi,qe1 T Xy q+1 - 0 Y1,q+1

Xo,a+¢1 - P2,gq+1,7 V2,941 T Xy q+1 = O Y2, q+1

x3,q+1 = DS,q+1,T y3,q+}. - xS,q-}»l =0 y3,q+1

X4, 041 - U Ya,q41 © Xg,q+1 = 0 Y4, q41

X5 g+¢1 - 0 ¥5,g+1 X5 g+1 - O Y5, q+1

Xg . q+1 - Pg1T7¥81  Vg,qe1 T X5,q+1 - 95,541, T  ¥8,q+1

x?,q+1 =0 ?7,q+1 = x?,q+1 =0 Y?,q-&l

Xg,g+1 = U Vg,q+1 - %g,g+1 = U Y8, q+1




C = 4 n=717 (i = 8) C = 4 n =8B (i = B)
%31 ® Py1,1-1 ¥ip 7 1 X117 = P11 01 Y11
%591 = Do1,x-1 Vo1 = 1 X1 = Dog,v-1 Y21
X33 = P3y,z-1 V33 = 1 X31 = D31,2-1 Y31
X417 = Dgq,x1 Vg 7 1 Xg1 % Dgy,2-1 Y41
X517 = Dgy,2-1 Y51 = 1 Xg1 = Dgy e-y Y51
Xg1 = Dgiq * TesPs,q+1,T X1 * Pg1g * Te3P3,q41,T
* resPs,ge1,T
Yer = 1 Vg = 1
Xgy = Dogrp Vop 7 1 %79 = Dogg Y71
Xgy = Pgat Vg1 = 1 Xg1 = Dgip Y81
X9z = Dl‘tq Yix 1 X1t = DnT Vit
x2‘c = D2':g YZ'E 1 Xog = Dzﬂ* y.‘Z'!:
Xgp ~ DSTq Yaz 1 Xagg ~ DSTT Yac
Xgx T Dé‘tq Y4 1 g T D4tT Yar
Xge = Doy Vgp = 1 X5y = Dgog Y5t
Xgy = 0 Ygr = 0 Xge = O Yot
Ko 0 Yoz o Xgx © 0 Y7+
Xgp © 8] Yar o Xg, = g Yge
X1,a+1 = P1,9+2, 7 Y1,q+1 X1,¢1 = © Yi,q¢41 = U
Xo g+l - P2,q+1,T  Y2,q+1 Xy q+1 - 0 Vo g+1 = O
X3,q+1 = P3,0+1,T Y3,q+1 X3,q+41 = U V3,941 =
X4 q+1 - Pa,q+1,7  Y4,q+1 Xg.g41 = 0 Yg,9¢1 ° 1
X5 g+41 = 9 Y5, q+1 Xg g41 = U V5,q+1 = U
Xg g+1 - Pg1T 61 Ye,q+1 X5.g9+¢1 = 96,9+1,T YB,q+1 - 1
Xg q41 = 0 Y7,q+1 Xg q41 = 0 V7 q+1 = ©
xB,q+1 =0 Vs,qﬂ x8,q+1 =0 Ys,q-n o




C=5 n=28g (i = 6) C=5 n=10 (i=8)
%31 7 D11 ¥yp = 1 X117 7 P1g,-1 Yip 71
X1 = P2i,e-1 Yo = 1 %21 7 Doy ,-1 Yo 7 1
X33 = P33,x-1 ¥y = 1 X3y = D3y 11 ¥3; = 1
X410 = Pa1,x1 Vg1 7 1 %41 = Dgy o1 Vg =1
%51 = Dgy,-1 ¥gy = 1 Xgy = Dgy,e-1 Y5y 7 1
%g1 ~ Pg1q %g1 ~ Dgi1q * Te3P3,q+1,T
* TgsPs,q+1,T
¥ep = 1 Y1 = 1
X717 = Doy ¥o1 = 1 %71 = Dogp Ve =1
Xgy = Dgyp vgy = 1 *g1 = Dgyr Vgy = 1
X1x 7 Diag Vi =1 Xyp = Dyar Yie = 1
Xor ~ DE’tq Yoz © 1 Xog ~ DZ'tT Yor ~ 1
X3¢ = Dazq LTI Xz1 = Daep V3o = 1
X4+ = D4‘:q y4': =1 x41: = D41:T yé't =1
X5 Dﬁtq Yo = 3 X5y ~ D.SIT Yt T 1
xetzﬂ YBT:G xgtzﬁ yﬁ,t::D
Xoe ~ G Yo = 0 Kog 7 o Yor = o
xg, = O Vge = 0 Xgy = O Vgr = O
Xy g+1 =~ Py ge1,7 Vi,qé1 T Xy gq+1 = O Vi,g+¢1 - ©
X5, a+1 ~ P2,9+1,7  Y2,q41 T Xy ge1 = 0 Va,g+¢1 = O
xS,q-I»i - D3,q+1,T yB,q«i—l = x"3,q+1 =0 Y3,c;+1 0
X4,9+1 = P4 qe1, 7 Ya,g+1 T Xg,q+41 = O V4,41 = O
X5 q+#1 - P5,g+1,T  Y5,q+1 ° X5 q+1 = O V5 ge1 = 1
Xg,q+1 =~ P17 X651 Ye,q+1 - Xg,q+1 =~ 98,q+1,7 Yg,q¢1 ° 1
X7 gq+1 = U V7,941 © X741 - 0 V7.q+1 = U
Xg, g41 - O ¥8,q+1 Xg ge1 = U Yg,g#1 - O




C=86 n=11 (i = 6) C=86 n=12 (i=8)
X117 % P11,21 Y11 X113 7 Dyg,xma Y11
X1 7 Dap,2a1 Y21 X213 = Dyy oy Y21
X31 © D3p,z-1 Y31 %31 7 D31,1-1 Y31
%41 * Dgy 21 Va1 X41 = Pgy,11 Y41
x5y = Dgy -1 Y5y Xgy = Dgq v Y51
Xg1 7 Dg1,1-1 Vg1 Xg1 = Pg1,v-1 Y81
X71 = DPogr Y71 X71 = Doar 71
*g1 = Paar Y81 Xg1 = Dgir g1
Xyx = Dyxg Vit X1z = Dyarp Vi
Xpe T Dth Y2 *or DZTT Yo
X3y ~ D8tq Y31 X3¢ = DB’:T' Y3t
XQT - D4Tq Y4’C Xé'c = D4’£T Yi‘;t
Xgr = DS‘tq Y5 Xgr DE:rt:T Y5t
Xgr = Dgrg Xgr = Dgeg * T83P3,q+1,T
* TgsPs qe1,T
Vg = 1 Vgr = 1
Rog = . Y7e Xpy = 0 Y7+
Xgr = U Y8t xgy = U Ygz
%1,9+1 = P1,q41,7 V1,941 1,41 7 O V1,941 7 O
Xz3,q9+1 = Pz,q+1,7 V2,941 Xy q+1 - 0 V2,41 = O
x3,q+1 = DB,q+1,T Y3,q+1 XB,q+1 =0 Y3,q+1 0
xé,q+1 - Dé,q+1,’i‘ yé,q+1 xé,q+1- =0 y45q+1 0
X5 g+1 D5 qe1,7  ¥5,q+1 Xg q+1 = O ¥5,9+1 = O
Xg q+1 = Dg,a+1,T  Y8,q+1 Xg,qr1 = 96,9+41,7 Y6,q+1 T *
Xy ge1 = O V7,941 X7.9+41 = © V7.q+1 = 0
Xg g+1 - U Vg, q+1 Xg,q+1 - ° Ve, q¢1 - ©




cC =7 n = 13 {i = 8) cC = 7 n = 14 {1 = B)
X917 = D311 Vi1 7 X33 = Dy Y11
%21 % P21, Vo1 7 Xz1 7 Poq 41 Va1
X33 = D33,2-1 Y31 © X33 = D31,2-1 Y31
X419 = Paq,1-1 Vg1 %41 = Dgy 11 Va1
Xgy = Dgy,x-1 Y51 * Xgy = Dgy 1oy Y51
Xg1 = Dg1,x-1 Vg1 T X1 = Pg1,1-1 Y81
X797 = D71,21 Y71 = X717 7 D71, ve1 Y71
gy = Pg1r Vg1 = g1 = Dgir Y81
xl'c = D},tq yi't = xl‘t = D}_TT yl't
¥or DZ'tq Yoz © Xor DZtT Yox
X3¢ ~ D3‘tq Yar ~ X3¢ DBTT Y3
xé'c = Détq y4’t = x4": = D4’£T y4'!:
X5¢ = DSTQ Yg¢ ~ Xgr = DSTT V5t
%gr = DPgrg Xgr = Dgeg * Te3P3,q41,T

* TgsPs,q41,T
Ygr = 1 Ygr = 1 |
X7x = Pregq Y7z = X7z = Drep Y7+
Xg = 0O Ygr Xgy = O Y8t
xl,q+1 - Dl,q+i,T Yl,q+1 = xl,q+1 =0 yl,q+1
x2,q+1 = D2,q+1,T Y2,q+1 - x2,q+1 =0 y2,q+1

X3 q+1 - P3,g+1,T V3,941 - X3 g+41 = 0 Y3,q+1

%4 g+1 = Pa,q+1,T  Ya,qs1 T X441 = © V4, q+1

xS,q+1 = DS,q+1,T y&,g»ﬁ-l = x5,q+1 =0 yS,q-t—l

Xg g+1 = Pg,a+1,7  Vs,q41 T Xg g+1 = 98,0+1,T V8,q+1

X7 g+¢1 = P7,9+41,7  Y7,q41 ° Xp.g+1 = ¥7,q+1

Xg q+1 = O Ve, g1 © Xg q41 = U Vg, q+1




C =8 n = 15 (i = 8) C =28 n = 186 (i = 6>
%11 7 P11, Y11 X313 * Pyy,xa Y11
%21 7 Pa1,x-1 Y21 X1 7 Doy xy Y21
X317 = D33,z Y31 X33 = D3y, Y31
Xg1 = Dgq,21 Y41 Xg1 7 D4y x Ya1
Xg51 = Dgy,x-g Y51 X517 = Psy,e-1 Y51
Xg1 = Pg1,x-1 Vg1 X1 = Dg1,x-1 Vo1
X713 = Dg,1-1 Y71 X7y 7 Dog,ce1 Y71
xg1 = Pg1,1-1 Y81 Xg1 = Dgy,z-1 V81
1t ~ Dltq Vit X1t = Dy Vit
Xor = Dogg Vo Xor = Doqr Vor
X3z ~ DStq Y3 X3¢ © D31T Y3t
Xgre = Dyegq V4t Xgv = Dyt Var
Xgr = Dgrq Y5e Xsr = Doy Yoo
Xgr ~ Dstq gt ~ Eﬁtq T Ygs 3,g+1,7
* TesVs,q+1,T
Ygr 1 Ygr = 1
Xog 7 D?tq Vi oz = D'?"cT Y7+
Xgr ~ 981:@ gt gt ~ DSTT Vgt
xl,q+1 - Dl,q+1,T yl,q-i—l = xl,q+1 =0 yl,q+i_ 0
"2,q+1 = 92,q+1,'1’ y2,q+1 = x2,9+1 =0 y2,c3+1 0
X3 q+1 - P3,g+1,7  Y3,q+1 " X3 q41 = O V3,941 - Y
Xg,9+41 = Pg,g41, 7 Ya,q+1 T X4,q+41 = 0 Va,q+1 = O
Xg a+1 - P5,q9+41,7 V5,41 ° X5 g+1 = 0 V5, g1 = O
Xg,q+1 - P8,g+1,T Y6,g+l ° %g q+1 - 98,q¢1,7 Ye,q+1 ° 1
X7 q+1 = P7.g+1, T Y7,q+41 X7 q¢1 = U Y7,q+1 = 0
%g,g+1 Ds,q+}.,'1’ Vg, q+1 g, g+1 0 Y8, g+1 0
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