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“Ao se escrever um programa, tem-se a sensacdo que para
cada I} € sempre possivel achar a resposta e a contra-resposta;

1. . Then

No inicio deste trabalho tentava encontrar a contra-resposta, o
Llse, para um momenio pessoal dificil. Néo poderia achar, simples-
mente porque ndo existia. Algumas pessoas me ajudaram a colocar
um End I F neste momento, me mostrando que a vida nem sempre
apresenta conlra-respostas pare [ F's que ndo se verificam. (Fdeil de
falar, dificil quando se vive!). Mas, a importincia de se fechar com
End IF € que sd assim outros IFs poderdo acontecer.

Dedico este trabalho a estas pessoas”,
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Resumo

O objetivo deste trabalho é o estudo e a andlise do desempenho computacio-
nal do método de Newton e oito métodos tipo quase-Newton quando aplicados a
resolugao de sistemas ndo lineares esparsos, e de grande porte. Por razdes de estabi-
lidade numérica optamos pela fatoracio LU com esiratégia de pivoteanento parcial
para resolver os sistemas lineares; através de uma manipulacio simbélica sobre a
estrutura original da matriz Jacobiana, obtém-se nma estrubura estalica de dados
sobre a qual sao realizadas as operagdes algébricas necessarias para a faloracio L.
Incorporamos aos algoritmos locais uma estratégia de globalizagio tolerante com o
objetivo de prevenir divergéncia quando a aproximacao inicial é ruim. Introduzimos
novos meétodos e novas implementagdes de métodos ja conhecidos para problemas
de grande porte. Desenvolvemos o pacote Rouxinol que possibilitou a comparacio
numérica entre os varios métodos implementados.
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CAPITULO 1

INTRODUGCAO

A resolucao de um sistema nao linear é uma tarefa nccessaria durante a re-
solucio de problemas das mais diversas areas.

Dada a [ungao néo lincar: I+ D ¢ ™ — ", F = (fy,...,f.)', D um
conjunto aberto e convexo e F' € C'(D), o objetivo é encontrar as solucdes para:

Flz) =10 (1.1)
Denolaremos a matriz Jacobiana de F{z) por J{x):
V filz)® Shfzy ... gﬁ(r)
J(z)=F(z) = : =
V fulz)? iz 0 H(a)

Na maioria dos problemas reais o sistema ndo linear resultante é de grande
porte e a malriz Jacobiana é estruturalmente esparsa, isto ¢, muitas componentes
58%(33) de J(z) sdo nulas, [7, 11, 36].

Varios métodos tém sido propostos para a resolucio de sistemas ndo lineares
e, nosso objetivo neste trabalho é estudar e analisar o desempenho computacional
destes varios métodos nos casos em que o sistema nao lincar é esparso e de grande
porie.

O mais conhecido, entre os métodos propostos, é o método de Newton, que é
um meétodo iterativo onde a sequéncia de aproximagoes {2%} ¢ gerada por:
M= aF g () P () (1.2)

e, portanto, uma iteragao de Newton requer essencialimente:
- a avaliagao da maltriz Jacobiana em z*;
- a resolucdo do sistema linear:

J(z*)sy, = —F(2F) (1.3)



Sob o ponto de vista computacional uma iterachio Newton é considerada cara
uma vez que as derivadas parciais mih(:r) podem ser fungdes complicadas e a re-
solugio de um sistema linear é uma tarefa que envolve num esflorgo computacional
consideravel no caso em que n é grande.

A vantagem do método de Newton é que sob condicbes especificas é obtida
a taxa quadratica de convergéncia, o que significa que poucas iteragdes serio ne-
cessirias para se obter uma solugdo aproximada para F{x) = 0, desde que a apro-
ximagao inicial z¥ seja convenientemente escolhida.

Os métodos quase Newton [2-5, 8-11, 17, 25, 27-30, 32-35, 39, 40, 42] foram
introduzidos comn a proposta inicial de evitar a avahagao de J(ac) a cada iteragio.

Nestes métodos, a sequéncia {*} é gerada através da formula:
M = ks (1.4)

onde
Bksk = -JF(LE;C) (15)

A malriz By, € obtida a partir de By através de {6rmulas de recorréncia que
envolvern ¥, "1 F(aF) e F(2*1) como informacdes. Em geral, By é escolhida
entre todas as matrizes que satisfazem a equagio secante:

By (2"t — %) = P — F(2F) (1.6)

Para o caso esparso, deve-se ainda esperar que seja iimposta sobre as matrizes
By a condigao de preservar ou explorar de alguma forma a estrutura de esparsidade

de J(x).

O mélodo proposto por Broyden em 1965, [2, 10, 11], ¢ um dos mais conhecidos
entre os quase Newlon; a formula para By, consiste numa correcio de posto um
sobre a maltriz By

- Brsp)sd
Bupr = By + W - kSk)S (1.7)
Sk Sk

onde yg = Fx*) — F(aF) ¢ 5 = a¥t — ok,

O objetivo inicial é se evitar a avaliacio da matriz Jacobiana a cada iteracao,
mas, a resolugio do sistema linear é também simplificada pois, o fato de Byyy ser



uma corregao de posto um sobre By permite o célculo de By}, corn O(n?) operacdes
através da [ormula de Sherman-Morrison, [22, pg. 3], ou, se for usada a fatoragao
(2 It para vesolver os sistemas, € possivel obter a [aloragio QR de 13, a partir da
fatoragao (2 de By com Q(n?) operagoces.

O uso da férmula (1.7) nio é adequado para o caso esparso, pois ainda que By
tenlia o mesmo padrao de esparsidade que J(z), Biyy pode nao resultar esparsa.
Dai, a aplicagiao do método de Broyden ao caso esparso sé é viavel através do uso
da férmula de Sherman-Morrison para o calculo de Bi,. Conforme sera detalhado
no capitulo 2, esta implementacio requer o armazenamento dos vetores que definem
a correcao de posto um a cada iteragao.

A férmula (1.7) é obtida ao se impor como coundigies que By, satisfaga a
equagao secante e obedega um principio de varia¢do minima em relagiao a By, A
{ormula para By, proposta por Schubert, 1970, [33, 40], acrescenta a estas condicdes,
que Byy; preserve a estrutura de esparsidade de J{z) e, por esta razdo é também
denominada de “atualizagio esparsa de Broyden”.

Na formula de Schubert, B, nfo resulta mais de uma corregio de posto um

sobre B3, e, portanto, a resolucio do sistema linear € uma tarefa computacionalmente
cara.

Uma vez que grande parte do esfor¢o computacional de uma iteragao Newton
estd concentrada na resolucio do sistema linear, varios métodos quase Newton tem
como proposta obter By, ja na forma fatorada através da alualizagio direta de
uma fatoracao da matriz By.

Dennis e Marwil, em 1982, {8], propuseram o primeiro método quase Newton
com esta caracteristica; basicamente, conhecida a fatoragdo LU de By a matriz By,
é obtida atualizando-se o fator U e mantendo-se fixo o fator L. A convergéncia local
do método s € obtida sob a hipdtese de recomeqos | isto €, se uma iteragao Newton
for eletuada a cada ¢ iteragoes, ¢ um wtunero inteiro e fixo.

Martinez, {28] em 1983 propds um método onde a matriz B é fatorada na
forma LM e apenas o falor Iy € atualizado para se obler a fatoracgac de Hiiq.
Este métodeo perlence a familia de métodos com escalamento da fatoragio introdu-
zida em 1987 por Martinez [29]. Todos os métodos desta familia apresentam taxa

de convergencia linear, sendo que a taxa superlinear ¢ obtida quando se introduz



FecoImecos.

Chadee, em 1985, [5], generalizou o método proposto por Johnson e Austria
[27], introduzindo um método com taxa superlinear para o qual a fatoracio LU
de By, € obtida atualizando-se simultaneamente os fatores LI/ de B;. Porém, o
método de Chadee parece ser aplicdvel a problemas com estruturas especiais para
a malriz Jacobiana uma vez que as inversas das matrizes triangulares L devem ser
esparsas para que o método seja vantajoso. Em 1988, Martinez [32] introduziu uma
familia de métodos a qual pertencem a maioria dos métodos para resolugio de sis-
temas nao lineares com taxa superlinear. O método de Dennis Marwil nao pertence
a este conjunto de métodos, mas, é o caso limite de uma subfamilia que contém o
método de Chadee.

No mélodo de Atualizacio de uma Coluna por lteragio proposto por Martinez
em 1983, [30] a matriz By, é obtida adicionando-se a By uma corregio de posto um,
e, da mesma forma que no método de Broyden, a implementacio no caso esparso s6
é possivel através da I6rmula de Sherman-Morrison para B,.

Neste trabalho analisamos o desempenho dos seguintes métodos: Newton Modi-
ficado, Broyden, Schubert, Dennis Marwil, Atualizagio de uma Coluna por lteragao
e trés metodos da familia de métodos com escalamento da fatoracao.

A resolugdo do sistema linear: Bysy = —F(2*) é um passo comum a todos
os métodos e tem importancia central na implementacio dos algoritmos. A opgao
quanto ao método para resolugio do sistema linear deve ser feita considerando que
a solugdo do sistema linear é o passo sy que define a aproximagao z**! e, que insta-
bilidades numéricas podem resultar em maus resultados nos métodos testados. Dai,
a opgiao pela estabilidade numérica ainda que esta opcéo resulte em prejuizo para a
manutencio da esparsidade.

Optamos entdo pela fatoracdo LU com estratégia de pivoteamento parcial para
resolver Bisp = —F'(2¥). Esta escolha nos conduziu a adotar uma estrutura de da-
dos estatica obfida alravés da implementagio do algoritimo proposto por George e
Ng, 1987, [21], que, essencialmente consisie em construir a partir da estrutura da
matriz Jacobiana um conjunto de dados que fixa a posicio de qualquer elemento
nao nulo que possa surgir durante a fatoracio LU, qualquer que seja a sequéncia
pivotal.



Desde que todos os métodos analisados apresentam resultados de convergéncia
local, incorporamos aos algoritmos locais uma estratégia de convergéncia global na
tenbativa de se evitar divergéneia caso a aproximacio inicial nio seja copvenionte-
mente escolhida.

Para analisar e comparar o desempenho computacional dos vérios métodos de-
senvolvernos o pacote Rouxinol, escrito em Fortran 77 e implementado no sistema
VAX 11/785 da Unicamp. A resolugao de um sistemna nao linear, em Rouxinol, é
separada em duas fases: simbdlica e numérica. Na fase simbdlica a estrutura de
dados para a fatoragdo LU é fixada através da execugao do algoritmo da fatoragio
simbdlica; na fase numérica o sistema nao linear ¢ resolvido de acordo com as opgdes
do usuario e, no caso de comparacio entre os varios métodos na resolucio de um
mesmo sistema nao linear, varios tesles consecutivos poderiao ser realizados, apro-
veitando a estrutura de dados fixada na fase simbdlica.

Os novos resultados neste trabalho sio:

i) introducao dos métodos de Escalamento de Colunas e Escalamento de Linhas per-
tencentes a familia de métodos com escalamento da fatoragio proposta por Marlinez

[29;

ii) introducao de nova [drmula recursiva para a implementacio do método de Broy-
den para o caso esparso;

i1t} primeira implemeniacgdo esparsa do método de Atualizacio de uma Coluna por
Iteragao;

iv) introducio de uma estratégia de globalizacio tolerante;

v} implementagao computacional dos métodos de Newton e quase Newton com es-
trutura de dados estatica obtida com o algoritmo de George ¢ Ng [21];

vi) primeira comparagio extensiva de métodos quase Newlon para problemas espar-
$0s.

tiste trabalho estda assim organizado: no capitulo 2 descrevemos cada método
analisado e apresentamos o algoritmo correspondente; no capitulo 3 analisamos os
principais resultados de convergéncia local; a estratégia de convergéncia global é



descrita no capitulo 4; o capitulo 5 consiste essencialmente no estudo da fatoracio
simbdlica na forma proposta por George e Ng. Finalmente, no capitulo 6 descreve-
mos as principais caracteristicas de Rouxinol e apresentamos: a comparacio enire
o desempenho computacional dos varios métodos; uma andlise do uso da estrutura
estatica em relagio & estrutura de dados dindmica, usando os resultados dos testes
com Rouxinol e os resultados obtidos ao se usar o pacote MA28 de Iarwell, [12]
para resolver os sistemas lineares.



CAPITULO 2

ALGORITMOS

Neste capitulo, descrevemnos os seguintes métodos, escolhidos para analise nesie
trabalho:
— método de Newton;
— método de Newton Modificado;
- método de Broyden;
—~ método de Schubert;
~ método de Dennis-Marwil;
- método de Atualizagdo de uma Coluna por Iteragio;

3 métodos da familia de métodos com escalamento da fatoracio:
— Atualizagio do Fator Diagonal;

- Escalamento de Linhas;

~ Escalamento de Colunas.

A iteracao inicial de todos os mélodos ¢ uma iteracao de Newton, isto é, By =
J(2%), e, conforme ji colocado na introdugho, a resolugio dos sistemas lineares é
através da fatoraciao LU com estratégia de pivoteamento parcial.

A possibilidade da matriz B, ser singular ¢ considerada e prevenida nos algo-
ritmos por um teste relalivo que usa como tolerancia um parimetro que denotamos
Tolsing.

Teoricamenle, o novo ponto 2% é obtido pela frmula: o = 2% 4 5, onde sy,
é solugao do sistema linear s = — F'(z*). Contudo, convém escalar o vetor solucio
deste sistema para se evitar problemas provocados por passos excessivamente gran-
des. Pode-se esperar tais ocorréncias, no caso de By estar proxima de uma matriz
singular.  Eletuando um controle sobre o tamanho do passo, sg, o ponto z**! é
assim obtido:

2" = 2% 4 05, onde:
Bysi = —I'(z") e,



0 = min{l,3/||sille} ¢ B >0, ¢ uma cstimaliva para a distincia entre a apro-
ximacao inicial z¥ e a solugao do sistema nao linear z”.

2.1. Método de Newton

A sequéncia {2¥} gerada no método de Newton é tal que a aproximagio aktl
é um zero de um modelo local linear para F(z) construido em torno de z*.

Dado que F : D C IR* — IR* , F € CYD), temos que f; € C'{D) para

t=1,...,n.

Entao, conhecida a aproximacio =% € D, para qualquer z € D, existe & € D, §
entre z¥ e x tal que :

)= fild®) = Vg (=" i=1,...n

Aproximando Vfi(&) por V fi(z¥), 1 = 1,...,n, temos um modelo local linear
para I'(z) em torno de z*:

Li(z) = I'(2*) 4+ J{aF) (@ — 2F)

Agora,
Li(z) =0 & J(")(z — ") = = F(2%)
e, portanto,

FH = gk - (J(;Ek})wlF(;L‘k)

Uma iteragao de Newlon requer basicamente:
— a avaliacio da matriz Jacobiana em zF;
— a resolucio do sistema linear: J{(z%)s = —F(a*)

e, por este motivo, cada iteragio € considerada computacionalmente cara.

Fsta desvantagem é compensada pela taxa quadratica de convergéncia obtida
sob certas hipoteses na vizinhanga de z*,



Algoritmeo 2.1.

Dados 2", a aproximagio inicial e os parametros 7 > 0 ¢ Tolsing, execule:

Passo 1: calcule £'(2*) e J(2*) e faga By = J{2¥)

Passo 2: calcule as matrizes P, L e U, tais que
PB,= LU

Passo 3: (salvaguarda contra singularidade):

para ¢ =1,...,n, faca:
se fus;] < Tolsing max{|e Bre;|} faga
iy

u;; - sgnluy;) Tolsing
Passo 4: resolva  Lw = P(~F(z*))
Us = w

Passo 5: obienha 0 = min{l1, 3/]
se § #£ 1 faca sy « Osy

koo )

1

Passo 6: calcule 251 = 2% 4 g,

Passo T: faca b =k + 1
volte ao passo 1

2.2. Método de Newton Modificado
A modilicagao sobre o método de Newlon consiste em se tomar a cada ileragao

k, Br = J(2"). Desta forma, tanto a avaliacio da matriz Jacobiana, quanto sua
fatoragio L7 sdo efetuadas uma unica vez.

Algoritmo 2.2.

Dados 2° a aproximagio inicial, os pardmetros 3 > 0 e Tolsing, execute:
Passo 1: calcule F(2%) e J(2%) e faga By = J{(2¥)

Passo 2: calcule as matrizes £, L e U, tais que

49



PBy= LU
Passo 3: (salvaguarda conira singularidade):

para 1= 1,...,n, faca:
se lii] < Tolsing max{je! Bye;
ij

} faga

i +— sgn{uy) Tolsing
Passo 4: resolva  Lw = P(—F(z%))
Usp = w

Passo 5: obtenha 8 = min{l, A/||sk|i}
se 0 # 1 faga sg « Osy

Passo 6: caleule o%+! = 2% 4 5,
Passo T: faca b = & 1

volte ao passo 4

2.3. Método de Broyden

A classe de métodos proposta por Broyden em 1965, [2], tem como objetivo
central, evitar a avaliagao da matriz Jacobiana J{z).

As iteracoes sao realizadas de acordo com a formula:
oFH = gk B;lfﬁ(;lfk'),
sendo que as matrizes By, devem satisfazer a equacio:
By (2"t — 2%y = Pla™Y) — p(ah)

denominada “equacgio secante” | devido a seguinte motivagio:
“conhecidos o, F'(2%), 51, F(2*t!), o modelo afim:

Lk+1($) == f1(37k+1) + .b}kug_i(.’lf - ka;,l}

pode ser considerade como uma aproximagao para F{(z) em torno de 2t e, a
igualdade: Lpy (e") = F(a*1) é satisleita, para qualquer matriz Byyy. Colocando
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também a condicao que o modelo afim assuma o mesmo valor que £{z) no ponto
anterior 2, teremos:

11k+;(;l‘7k) o .1"(3.7&”} ]) -f .[fk+;(:i.‘k e .’ifk}";} o= ]"(;:Z;") &
& B (25 — 2%y = F(ah) - F(2¥) (2.3.1)

Se zFt — 2F = 5, e F(a*') — F(2*) = 3, 2.3.1 pode ser escrita:
Bk+13k = Yr 7 (232)

Sao chamados de Métodos Secantes os Métodos Quase Newton que impdem a
condi¢ao (2.3.2) sobre as matrizes By.

A equagao secante, nao é suficiente para determinar uma tinica matriz, {quando
1> 1)

Conhecidos s # 0 e y; denotaremos por (X{sg,yx) o conjunto das matrizes de
ordem n que satisfazem (2.3.2):

Qs ye) = {B € I | By = yy) (2.3.3)

It importante observar que Q(sg,yx) # ¢, pois da hipdlese que: para todo
i=1,...,n, fi{z) € CYD), decorre que existe & € ™, & entre 2% e 2% 5, tal
que:

Ji(z® 4 s1) = fila®) + V fi(&) sk

e, portanto, a matriz J = [V [:(£)7], pertence ao conjunto Q(sk, yx).

Os mélodos secantes diferem entre si, pelas condi¢oes adicionals impostas sobre
Bieq, tals como:
— preservar alguma estrutura especial da matriz Jacobiana, como simetria e espar-
sidade;

- obedecer algum principio de variagao minima em relacio & 7.

O primeiro método proposto por Broyden coloca como condicio adicional que
By deve ser construida de mode que a troca no modelo alim seja minima, isto
porque o calculo de 2™ nio resulta em novas informacoes a respeito da matriz
Jacobiana ou do modelo linear, de modo que é razoivel preservar tanto quanto
possivel o modelo atual.
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Conforme veremos abaixo, esta condigio implicard em se impor que By, nio
seja diferente de By, no espago ortogonal a sy

Bt = Byt paratodo te ", tTs, =10
Com eleito, para qualquer » € Fi™:
Liva(r) = Iale) = FEM) 4 By (e — o5 = F(5) — Byl — %)
= F(a*h) — FP(a*) — By (25 = 28) + (Brgpy = Bi)(x — 2F)
341 deve pertencer & Q(sg,yx), entdo:
Lipa(z) ~ Li(a) = (Brar — Bi)(z — 28) (2.3.4)
Agora, para cada x € 8", existenu A € e wv e B*, v!s, =0, tais que:
T = A8 + v
Entao, (z — z*) pode ser escrito como:
z— " = as, +t a€ell e t€R", tqﬁskﬂ(},
portanto, (2.3.4) fica:
Lipa(e) = Li(z) = (DBipr — Bi)losy + 1)
= a(Brpy ~ Bi)sr + (Biyy — Bt

O primeiro termo do lado direito independe de z e, como By, deve pertencer
& Qs yn):
o Beyy — Bi)sy = oly — Bysy)

Entao, a troca no modelo afim sera minima para todo € I* se By, for
escolhida, entre as matrizes de Q(sg,y1), de modo que:
(Bip1 — Bt =0 Vie ", t1s, =0 (2.3.5)

B facil concluir que (2.3.5) se cumpre quando (Biy; — Bi) é umna matriz de
posto um da forma: usl, ue ™.

Dai: Biyr = By + us{ e By deve pertencer a Q(sy,v,), entio:

Y = Dysy

1

(B + USE)S;C = Yo U =
SkSk
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Finalmente:

By = Dy + "““‘.‘r SaLLN) (2.3.6)

que ¢ a “atualizagdo secante de Broyden™ para Bj.

Esta formula para By, também sera obtida, ao se impor que By, deve ser
a matriz de (s, yx) mais proxima de g, considerando a norma de Frobenius.
Geometricamente, isto significa que By, € a projecio ortogonal de By, em Q (s, yi).

Este resultado é {ormalizado através do teoremas:

Teorema 2.3.1. Dada a matriz It € #"*™ e os vetores: y, s € e, s # 4.
A matriz B, dada por:

B=154 (y Bf;)

T

é a tnica solucio do problema:
als

Min: ||B - Bllr
Suj.a: BeQs,y)

Demi: D3 ¢ de [ato uma solugio para o problema, pois:

o - B:
WG~ Bllr = “(3+W>Wg — ("“"Ti)—— =
4 F 5 F
_ (Bs — Bs)sT _ “ A
- li - =||(B - 8)7]|,
T T
< min{HB—Bllg =, 1B~ Bl 5 S }
S8t & K
o~ QST o -
_ min{us-}ju 2 HB_BH;}gﬂijmwBHp
5

Além disto, B é a tmica solucio porque a aplicacio: 1 Ii"*® — IR definida
por h{M) = ||M — Bi|p é estritamente convexa e o conjunto Q{s,y) é convexo. g

O fato de Bpy, ser obtida adicionando-se um fator de posto um & By, dificulta
a implementacdo deste método no caso esparso, pois By, pode nio resultar esparsa,
mesmo que B o seja. Ainda que By, resulie esparsa, a estrutura de esparsidade
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de [ nao serd preservada, o que significa que a esparsidade da matriz Jacobiana
nido pode ser explorada.

Descreveremos a implementacio deste mmdtodo no caso esparso usando a [ériula
de Sherman-Morrison para o calculo de Bk”ji.

Para facilitar a notagao, definiremos:

Uk — Bisk f e
up = ee——— e dali, teremos:
SkSk
Byyr = .Hk+uksi

Através da formula de Sherman-Morrison, se By existe e, se (14 s] By 'ug) #
0, entdo, B;ﬁl existe e, é dada por

By bhas? B

Bl =B - ST B (2.3.7)
Substituindo ug, vem que:
sy — Bty )sT B
Bl = Byt 4 Sz"}};;‘;‘:* L (2.3.8)
Delinindoe agora: .
wy = w (2.3.9)
a expressao para Bl fica:
Bl = (I +wpsi) By (2.3.10)
e, aplicando recursivamente (2.3.9)-(2.3.10}, vem
Bily = (I 4+ wesh )+ wieasl Yoo (14 wosd ) B! (2.3.11)

Conforme se pode observar da expressao (2.3.11), o uso da férmula de Sherman—
Morrison implica no armazenamento de dois velores adicionais & cada iteracio k
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efetuada: wy e s, e, por esta raziao, o nimero de iteracoes consecutivas do método
¢ limitado pela disponibilidade de memdria da mdquina.

Considerando que lida espago para armazenar m pares de velores sg o wy, ©
entdo possivel efetuar uma iteragdo Newton e m iteragdes Broyden consecutivas, e,
neste caso, (2.3.11) deve ser escrita:

By = (I +wrsi (I 4+ wi_ist_ ) oo (4 wesD ) By (2.3.12)

onde £ =0 (mod. (m+ 1))

Algoritimo 2.3.
Dados 2% aproximacio inicial e os parimetros § > 0 ¢ Tolsing, e, o nimero
inteiro m, execute:

Passo 0: k=0, {=0

Passo 1: obtenha By, = J(z%)

Passo 2: obtenha as matrizes P, L, U, tais que:
PB,=LU

Passo 3: resolva LUS, = P{—F(z*))

Passo 4: obtenha # = min{l, 8/ ||3¢]|o0}
faga 8 = ggk

Passo 5: faca aft = o 4 5,
Passo 6: obler ¢ tal que & = ¢{ mod {(m + 1))
schk#fleq=01faca bk =Fk+1
= k.
volte ao passo 1
caso contrario:
Passo 7: (calculo do vetor wy)

execute os passos 7.1 a4 7.3



Passo 7.1:  {cdlculo de t = B! F(z**1))
execute os passos 7.1.1 a 7.1.2

Passo 7.1.1: (resolugio de Byt = — F'(z*+1))
resolva LUt = — PF(a*+)

Passo 7.1.2: para j = (€),...,(k—1) faga:
f (I -+ sz;f')t

Passo 7.2:  (cdleulo de v = By ly, = B (F(a**Y) — F(a*)) :

U o= gk — 1
Passo 7.3:  faga wy = (8 —v)/stv

Passo 8: {completa o célculo do produto: — By F(z**1))
faga §k+1 = ¢ - wksgt

Passo 9: k=k+1
volte ao passo 4

A condigdo para que By seja inversivel: (14 sf B uy) # 0, equivale a impor
que s} B 'y, # 0 (conforme a expressio 2.3.9).
Na implementagio do algoritmo, considerando que v = By 'y, se:

[siv| < Tolsing |isy||||v]l, definimos Biyy = Bk

2.4. Método de Schubert

Vimos que a estrutura de esparsidade da matriz Jacobiana J(z) ndo pode ser
explorada ao se usar a formula de atualizagio de Broyden para se obter By .

A Térmula de atualizagio proposta por Schubert em 1970, [40], tem um obje-

tivo mais amplo que conservar a estrutura de esparsidade, uma vez que nio altera
qualquer elemento constante da matriz Jacobiana. Isto é, para todo 7,7 tais que:
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? (T) @ij, onde «j; € uma constante conhecida, nula ou nio, o elemento
du;
i

k ..
correspondente em I, bfj], sera igual a oy;, para todo k.

Denotaremos a i-ésima linha de Bj, por b%.

Para cada linha i = 1,...,n de J{z), construiinos o conjunto : [; =
J . :
{ é?j x) = a;, Yz € ]R”} e seja {n — ;) o nimero de indices em ;.
Deliniremos :

o vetor coluna 8y, obtido a partir do vetor coluna s, e do conjunto I;, por:

Si(j) =0 se jEL e
Sil(7) = s1ly) se j gl

e o vetor linha b;, por:
by =0 se j&I, e bj=q; se jel

O papel do vetor b; é fixar as componentes da linha : de 2, que correspondem
as componentes constantes da linha ¢ de J(z) e, por esta razao, b; independe da
iteragao k.

Além da condigio de nao alterar qualquer elemento constante em J{z}, que
chamaremos de condigdo de Schubert, as matrizes By devemn satisfazer a equagio
secante.

Seja S o conjunto definido por:

S={Be ") b; = a; para j € I; e ii) Bsp =y}

Observemos que S # ¢, uma vez que pelas hipdteses sobre Lilz), 1 =1,...n,
existe & € I", & entre 2% e z¥ 4 s), tal que:

J@® 4 si) = file®) + VI(&) s
Dai, a matriz J € " dada por J = [V [{&)T] perlence ao conjunto S.

A estas duas condi¢des, acrescenta—se a condicio de variacio minima entre os
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modelos afins para que a matriz B, seja unicamente determinada.

Futdo, conhecidos os velores 2%, a*1 0 ek, Fa*Y o aomalriz By, dedu-

. - bt . . .
zivemos wina formula para 071 i = 1. 0, a partic das condicoes colocadas.

A construgio de b5 se inicia pelas componentes j € [

bt =y jel
Em scguida, a equagio secante equivale a: b1, = yE, i=1,....n, onde
yF representa a componente 7 do vetor y*.
Considerando a definigiio dos vetores: b, ¢ 3;,, teremos:
bf+18k = yf <> B,‘Sk + b?+1§gk = y? v t=1,2,...n (241)

A condicio de variagio minima, implica em:

Bipt= Bt Ve lR", t's, =0 &
Bt =bft i=1,2,...,n e Ve R, Ts, =0

Para cada ¢ = 1,...,n alinha ¢ de By possui (n — r;) componentes constantes
em qualquer iteragio k; entdo, a condicio de variacio minima deve ser imposta
separadamente a cada linha ¢, ¢ = 1,... n, e, deve ser restrila ao subespacgo de
I, de dimenséo r; ao qual pertence o vetor 3,

b= b, Ve Y, talque 78, =0, i=1,...,n
@ (B =0 Ve R, sy =0 i=1,...,n (2.4.2)

se. BTt —pF = MFE o i=1,....n a condicio (2.4.2) serd salisfeita e substituindo
3y W 1 i ik b : ¢ 3
OEFY por bF + A\EL em (2.4.1), teremos:

k =Ty = k :
(bi +)‘:73ik)5ik =Y, "f}z‘.,‘ik = l,‘,.,?l-
Agora, se §?;c§,-k # 0 teremos:

.~

kT &
yr — bisp — b0F5,

Ay = t=1,...,n

T -~
Sgk'*qik
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e, da delini¢do dos velores b, e 5, :

k k
z-mb-sk
Aimij—’——‘w’ww i=1,...,n

T 7.
Sik'b*k

e, neste caso, a linha 7, de By, serd dada por:
5T

bk + (y: b qk) "1k

= W““*,*:rr“mm—" 1= 1,...,n
SikSik

k41
b

No caso em que 5533 = 0 a equagdo ¢ do sistema de equacdes secantes serd
satisfeita qualquer que seja bf*! que satisfaca a condicao de Schubert, pois:

kstk——Ox?sk——O":#'r :zf Yy & I

e, dai, teremos que:
= fi(2®Y) — fu(z®) = 3T ay(aft - 2¥) = bisy
JEL

Para atender a condigao de variagio minima, escolhemos: b = bf.

Concluindo, a matriz By que satisfaz a condicio de Schubert, a equacio
3 + 1 3
secante e a condigio de variagio minima ¢ dada por:

para ¢ =1,...,n:

/\7"
ket _ e i Bisi)sh e #l3
T = b -+ “““”W:j?":““""“‘—" S€  SipSik % 0 (2.4 ‘3)
SikSik T
e
] bEYT = b5 caso contririo.

Da mesma forma que no método de Broyden, a férmula (2.4.3) para By, é
também obtida ao se impor que By, deve ser a matriz do conjunto S, (definido
anteriormente) mais proxima de By, considerando a norma de Frobenius; isto ¢,
Byi; resolve o problema:

Min : HB - BkHF
Suja: BeS

Algoritmo 2.4,

it

Dados 2”, a aproximagdo inicial, os pardmetros o > 0, 8 > 0 e Tolsing, as

constantes ay; e os conjuntos I;, 2 = 1,...,n definidos por:

afi
I = j|~——— = Qy;p , execube:

L;
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Passo 1: k= 0. Calcule F(2") ¢ J{29)

Passo 2: faca By = J(a%)

Passo 3: obtenha as matrizes £, L, U, tais que:
PB.= LU

Passo 4: (salvaguarda contra singularidade):

para ¢=1,...,n faca:
se |ui} < Tolsing max{|el Bie;|} faca -
1,7

uj; + sgn(u;;)Tolsing

Passo 5: resolva : LUs; = P(—F(zF))

Passo 6: obtenha § = min{l, 3/||sk|le}
se 8§ # 1, faca sp «— Osy

Passo T: R

Passo 8: (atualizagao da matriz Hy)

paracadat =1,...,n execute:

passo 8.1 : obtenha o vetor z por :
z;=05se jel
Z; = qf caso contrario

passo 8.2 :se ||zl > ollsi]]; faca: | -
gt g ) = (1= 0) (k)

21z

caso contrario;
kvl gk
b = b

Passo 9: E=k+1
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volte ao passo 3.

2.5. Método de Dennis—Marwil

Este {oi o primeiro método quase Newton colocado com o objetivo de reduzir
o esfor¢o na etapa de resolucao do sistema linear.

Q argumento que originou o método, proposto por Dennis e Marwil em 1982,
[8], foi o seguinte:

“conhecidas as matrizes By, Py, Ly e Uy, tais que: P By = LyUy, e, se B, estd
préxima de J,, entdo a matriz L;! PiJ, pode ser aproximada por wma matriz trian-
gular superior.

Considerando Uy como sendo uma possivel aproximagao para L' PpJ,, a ma-
triz Uky € obtida através da atualizacio esparsa de Broyden aplicada sobre Uy, na
tentativa de se obter uma aproximacio melhor para L{'P.J, ao se incorporar as
informagoes obtidas no calculo de z*+1”,

Por atualizagao esparsa de Broyden sobre Uy, entenda-se que Uy é construida
de modo que:

— a estrutura de esparsidade de U, ¢é preservada;
~ Bigy, delinida por PByyy = LUy, satislaz a equacao sccante;
- a variagao nos modelos afins Ly (x) e Li(z) é minima.

Chamaremos a primeira condigao de condigio de Dennis—Marwil.

Seja .5 o conjunto definido por:

S ={U € ™", U triangular superior|
i)ug-j:{)scufj:(};
i) B € Qlsg, yr), B definida por P.B = LU}

O conjunto 5 pode ser vazio e neste caso é dada prioridade a condicio de
Dennis-Marwii durante a construcao da matriz U.

Uma vez que as malrizes 5 e Ly ndo serdo alteradas, serao denotadas por P

e L.

Para cada linha i de U, v, definiremos: o conjunto [; = {jluf; = 0}y e, como
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sendo o total de componentes a se determinar para obter a linha i de Uy : uf*!,

I3 deve satisfazer a equacao secante, entio:

B;H_}Sk = Y PB;;+131V = Pyk <> (LUk+1)Sk = Pyk < Uk+18k == Lmlf)yk (2.5.1)

bl

Denotando o vetor coluna L™ Py, por v, e sua i—ésima componente por v¥, a
relagdo {2.5.1) acima equivale a:

uktley, = of i=1,...,n (2.5.2)

A condigio de variagdo minima implica que para todo t € IR", ¢ ortogonal a sy,
deve-se ter:

Bipt=Bit & Ut =Ut oo t=uft, i=1,....n (2.5.3)

Umd, vez que para qualquer j € [;, as componentes uk“ ja estao determinadas:

ufj“ = uf, = 0 arelagio (2.5.3) deve ser restrita a um subcspago de IR", de dimensao
43

uF P = uwf, i=1,...,n etodo fe R" tal que 2/t=0 (2.5.4)

t

onde o vetor z; é definido por:
zj- e 8;-“ se &1 e z; = (} caso conirario (2.5.5)
Se uftt = wf 4 Azl (2.5.4) serd satisfeita.

. i . k
Substituindo esta expressio para uit! em (2.5.2), vem que:

(uf + )\z‘- )sk = ?} e Azlsy = vf’ — ufsk & Azlz = vf — ufsk
&

v — U8 .
Se, zl'z; £0, A= —Lﬁjmm’ e, neste caso, para cada j € [;, teremos:
S
k ko
b1k AU uiE) . 9o
e e t=1,...,n (2.5.6)

<
onde o vetor z; é o vetor acima definido.

Agora, z@z; =0 significa que Rf =0 Vj & I; e, dai, a equagdo i do sistema
de equacao secanle, fica:

uiflay=vi & v=0 @ [L7PFEMY - P )i=0
(2.5.7)
& (LYPF(HY) — (L' PF(2"); = 0
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como u¥sy = (L7'PF(x%)); = 0, lemos que a equagio secante s6 serd satisfeila se

(L' PF (™), = 0.

Porém, (L7 PF(2*t1)); pode ser ndo nulo e neste caso, o conjunto S é vazio,
uma vez que nao existe um vetor linha com a mesma estrutura que uf e que satisfaga
a i-ésima equagho secante. Caso ocorra esta situagio fazemos uf™ = uf de modo a
atender a condigdo de Dennis-Marwil e o principio de variagdo minima.

Se S # ¢, a matriz Uz, obtida conforme (2.5.6), é solugao do problema:

min U — UllF
Sa:UesS

Algoritmo 2.5.

Dados, x° a aproximacao inicial, os pardmeiros « > 0, § > 0, e Tolsing, execute:
Passo 1: obtenha By = J(z")
Passo 2: obtenha as matrizes P, L, Ug, tais que:
PBD _ LU{}
Passo 3: (salvaguarda contra singularidade)
para ¢t=1,...,n faca:
se |u%] < Tolsing max{|e] Bue;|} faga
i
ud. — sgn(ul) Tolsing
Passo 4: resolva Lw = P{—F(z*))
Usg = w
Passo obtenha ¢ = min{l, 3/{isk|ls}
se 0 #£ 1, faca sp « Osp
Passo 6: faga zFtt = zF } 5,
Passo T: (calculo de t = Usy)
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faca t = Ow

Passo &: {atualizagio da matriz Uy)
execute os passos 8.1 a 8.3

Passo 8.1:  faca W= w

obtenha w = LY P(—F(z*))

Passo 8.2:  (céileulo de LY (Py) = L' P(F(2**Y) — F(2%)))

facar v =W —w

Passo 8.3:  (atualizacdo da matriz Uy)
[ para 7 =1,...,n execute:
passo 8.3.1 : obtenha [; = {j | uf} = 0}
passo 8.3.2: faga uf ' =0 se jE€T;
passo 8.3.3 : oblenha o vetor z:
z;=8; se jJ&I
={ caso contrario

calcule ~v = z7z

passo 8.3.4 1 se v > al|si|]. faca:

[ -*ig .
k1 k + ( ) ] g ]”

s o=l b m——tg
¥ ij ]
ra * ’}’
caso contrario
i uf“ = uf
Passo Y: salvaguarda contra singularidade
£

Para 2= 1,..., nfaca:

se [T < Tolsing max{le] B,e;]} faga:
7
ulF e sgn{uf ) Tolsing

Passo 10: E=k+1

volte ao passo 4.
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2.6. Métodos Quase Newton com Escalamento da Fatoragao

2.6.0. Introducgao

Nesta familia de métodos, introduzida por Martinez em 1987, [29], a malriz
Byy1 € obtida implicitamente através da atualizacio de uma faloracio da matriz
By . Desta forma, como no método de Dennis - Marwil, a esparsidade da matriz
Jacobiana pode ser explorada, a resolugio do sistema lincar é simplificada, e,
os métodos desta familia apresentam [drmulas de atualizagio bastante simples.

A proposta basica é:
conhecida a matriz By e as matrizes Py, Cy, Dy, Ey, tais que:

Py By = Cy Dy By,

onde:

Py 1 matriz de permutagio,

Cr, Er : maltrizes n xn,

Dy : matriz diagonal; obler a matriz Dy, modificando apenas o fator diagonal,
de modo que a equagio secanle seja satisfeita, isto é:

Py Biyy = CpelDpsy Iy e,
B sk =y
dai: Py Biyr se = Pryr © (Ch Dy Ey)se = Py, (2.6.0.1)
e, D1, éobtida através da resolugio do sistema linear:
&P By sy = (COV Pewi i=1,....n

5€ (i’?k Sk)i ?é U:
gt (G D)
i (B #0):

r=1,...,n

Observamos que ao se impor a condicdo secante, a malviz Dy, fica unica-
mente determinada, caso o sistema linear (2.6.0.1) tenha solugdo. No caso de se
ter (Er sg); = 0 para algum 1, a proposta é definir d¥™' = d* e, neste caso a
equagao secante sé serd satisfeita se o termo correspondente (C7' Py yi )i, for nulo.



Formalmente, a familia de métodos quase Newton com Iiscalamento da [a-
toracio (FQNIEI) é assim definida:
Considerando:
i) LDt — iy
i) «%e D
iti) a matriz By, nao singular;
iv) as matrizes: Cy = C(By),
Do = D{By), diagonal,
ho = E(BG)’
b= P(By);
a sequéncia {z*} é gerada, através de:

M = oF — (Cy Dy Ey) T F(2F) (2.6.0.2)

onde
Dy = (d)
e, Dy € obtida por:
definindo: s, = a**! — 2% e yp = F(a*1) - Fla*):
se |[Bo selil > allsi]| entdo

JEH (C5' Po yiki

G (2.6.0.3)

caso contrario
k
di +1 s df

Neste trabalho foram estudados 3 métodos desta familia: Modificagao do Fator
Diagonal, Escalamento de Linhas e Escalamento de Colunas,

2.6.1. Método de Atualizagio do Fator Diagonal
Neste método a matriz By ¢ fatorada na forma LoDally, onde Ly e Uy sao
matrizes triangulares, inferior e superior respectivamente, com diagonal unitiria

e D)y ¢é malriz diagonal.

A matriz Biyr .k 2 0, é obtida, através da modilicacio do fator Dy, de
modo que a equagio secante seja satisfeita, isto é

1”@ ng+1 = L’{} L}k.}_g {_.-rg (26}1}
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Bk«i—l Sk = Uk

Este ¢ um método da familia FQNEF, para o qual
D(By) = Dy
E{Bp) = Us

Portanto, o fator D,y € obtido através da resolucio do sistema linear,
equivalente ao deduzido na seccio 2.6.0.

(.L(}[)kw*uk[fo)é’k = P{; Y (261 2)
e, como em 2.6.0.3, teremos que, dada uma tolerAncia o > U

PO
i (Uosi):

= d* caso coutrdrio

sel(ly s )il > adlsel

Algoritmo 2.6.1.

Sejam 2% a aproximacio inicial, os parimetros o >0, 3> 0 e Tolsing,

execule:

Passo 1: caleule F'(2%), J(2%) e laca: By = J(z9)

Passo 2: calcule as matrizes P, L, Dy, U, tais que:
PBy= LDU

Passo 3: (salvaguarda contra singularidade)

para 1 =1,..., n
se || < Tolsing max{le! B,e;|}
i
d; — sgn{dl.) Tolsing

1

Passo 4: resolva:  Lr = P(—F(z"))

Passo 5: resolva Dy w=r



Uskxw

Passo 6: obtenha ¢ = min{l, 3/ {|sk|ico}

Passo T: se 0+ 1 faca s + Os,

w - Gw
Passo 8: faga a*t! = 2% 15,
Passo 9: (atualizagao do [ator diagonal)

| passo 9.1 : faca F=p
obtenha @ r = L71P(~F(z51))

passo 9.2 : para 1=1,..., n faca:
se  |wi| > ollsil|e Taca
it = (7~ ri)/w;
caso contrario
dﬁ'ﬂ = df’i’

Passo 10: {salvaguarda conlra singularidade)

para z=1,...,n faca:

se [d5t < Tolsing l'i‘i'?.x{je? Boe;|} faca :
dEH sgn(dﬁ“) Tolsing

Passo 11: c=k 4+ 1

volte ao passo 5.
2.6.2. Meétodo de Escalamento de Colunas

Conbhecida a matriz By, a matriz Biyt, k20 éobtida  pds-multiplicando-
se B, por uma matriz diagonal, Dy, de modo que By = BoDy,, satislaca a
equagao secanle:
Byt s = yp < (BoDiyy)se = 1

A matriz Diyy ¢ obtida através da resolucio do sistema linear:

[)k;ﬁiﬁk s .13(;13}!& (262?)
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IZste € um método da familia FQNEF, sendo que:

¥

(;U == B{_}
Fg =1

Uma vez que estamos considerando que a fatoragdo LU com estratégia de
pivoteamento parcial estd sendo aplicada a resolugio dos sistemas lineares, teremos
que fJo é conhecida através dos seus fatores I e U e da malriz de permutacio
P, entao, o sistema linear (2.6.2.1) pode ser escrito:

Diyisr = (LU Py,
entao, para uni parametro de tolerancia a > 0 teremos:

LUYY Py
A = it )S# e se [sf| > alls|

= dF caso contrdrio

Algoritmo 2.6.2.

Sejam 2 a aproximacdo inicial, os parametros « > 0, 8> 0 e Tolsing,
execule:
Passo 1: calcule F(z%), J(z%) e faca By = J(a).
Passo 2: calcular as matrizes P, [, U tais que:
Passo 3: (salvaguarda contra singularidade)

para 1= 1,...,n
se lui] < Tolsing max{|e] Bye;|}
1]

w;i +— sgn{u;) Tolsing

Passo 4: resolva LUw = P(—F(a°))

fagca Dg = 1.
Passo b: resolva: [is, = w
Passo 6: obtenha ¢ = min{l, 8/||ss||ec}
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se 01 faca sy « Os,.
Passo 7: caleule 2! = 2% 4 5,

Passo 8: (calculo do fator Dyyq)

[ passo 8.1: faca W= w
passo 8.2 : obtenha : w = —(LU) 1 PF(zk+1)
passo 8.3 : para 1= 1,...,n faca
se [s7] > allsillo
At = (W — wy) sk
caso contrario
cif“{*’l = d¥,

Passo 9: (salvaguarda contra singularidade)
para t=1,...,n
se |dEFY) < Tolsing max{|e!” Bye;|}
i
5 e sgn(dSHY) Tolsing
Passo 10: faga k =k +1
volle ao passo 5.

2.6.5. Método de Escalamento de Linhas

Conbecida a matriz By, a matriz Biy;, k£ > 0, éobtida pré-multiplicando-
se By por uma matriz diagonal, Dpyy, defal forma que i, = Dy Hy satisfaca
a equacao secante:

-Bk+13k = Y o Dk+;(f30.83:) = Ui (263?)

e, a matriz Dy & obtida pela resolucio deste sistema lincar.
IEste ¢ um método da familia FQNEF, pois: Co =1 e Ey = By, e, con-
forme [oi colocado na seccao 2.6.0, a matriz Dyy, lica unicamente determinada

se o sistema linear (2.6.3.1) tiver solucao.

Considerando que:

Bo s = Dy (= F(2%))
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teremos para o > &

it = C%(%“ﬁdf se |(F(z)il > o [1F(2%)]]oo

— df caso contrario

Algoritmo 2.6.3.
Sejam 2°, a aproximagao inicial, e, os parametros a >0, 3 >0 e Tolsing,
execute:

Passo 1: calcule F'(2%), J(2%) e faca By = J(z%).

Passo 2: calcule as matrizes P, L, U tais que:
PBy= LU
Passo 3: {salvaguarda contra singularidade):

para 1 =1,...,n
se i) < Tolsing max{lel Bye;|} faca
i

ugi +— sgn{u;;) Tolsing

Passo 4: faca D, = [
Passo 5: resolva: Dt = —F(z%)
LUsp = Pt
Passo 6: obtenha 6 = min{l, 8/{|sk||e}
se ## 1 faga sp « Osy.
Passo T: obtenha z*t! = 2* + s,
Passo 8: (cdlculo do fator Dyyy)
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| passo 8.1 : fagar v = —0F(z¥)
w = (") - F(a¥)

passo 8.2: para 2= 1,...,n faca
s Joil > all F(e*)l
A = (wyfv;)dE,
caso contrario
df’:‘*‘l - dﬁ

passo 8.3 : (salvaguarda contra singularidade) :
para z=1,...,n faca
se  |dEYY| < Tolsing max{|e] Hye;|}
t3 ’

ditt « sgn(dit) Tolsing

it}

Passo 9: k=Fk4+1

volte ao passo 5.

2.7. Método de Atualizagdo de uma Coluna por Iteragio (ACI)

Proposto por Martiez, em 1983, {30], este método obtém a mabriz I,
através da atualizacio de uma coluna de By, de modo que B,y; salisfaga a
equagac secante: D8 =y .

Conforme veremos, desta motivagio resulta que By,y é uma matriz da forma:

By +uvT e, por esta razio, como no método de Broyden, a implementacio no caso
k 3 S

esparso ¢ feita com a aplicagio da férmula de Sherman-Morrison para o calculo de

Br/
Conhecidos entio, os vetores: zf, 251 F(2%), e F(2*"), e a matriz By,
o calculo de DBpyy se inicia escolhendo o indice jp da coluna de By que serd
modificada. Ficard claro, abaixo que wma escolha conveniente é o indice ji, para
k
o qual |s}|> allsille, a>0.
Como s6 a coluna jp € modificada, podemos escrever Diypq como

: T
Bryr = By + uge;,
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onde o velor ug deve ser tal que a equagio sccante scja sabisfeila:

Brpsk =y ® (Bi+wel)sp=uyp & wel sp =y — Bese  (2.7.1)
Yk — Bisi

T
T Uy = eemee——— g€ 8-8;;740
T ! Ik
ejksk
Dali,
Yk~ Besk p
Bipr = By + 226 T (2.7.2)
ejk-sk

Usando agora a formula de Sherman-Morrison, a inversa de Byyy = B +
Ug ei, existe, se By for inversivel e, se (14 eﬁ Bi'ug) #£0, e, ¢ dada por:

-1 T -1
Bk Ukejk Bk

Byl = B! — ——— o 2.7.3
ket o4l By ( )
Entao,
1 Yk = Bisy -
e
Bio = B - T }kl Yr ~ Dk
1 L Br e
”f“EJk k ( 3;;;3&
Dai,
_ (sx = By 'w)e], By
By = Bi' + e g (2.7.4)
ES e]j}; Bk lyk
Definindo,
- B!
wy = (S*T il ve) (2.7.5)
ejkBk Yi
a férmula (2.7.4) pode ser escrita:
Bl =+ wkeﬁ)_Bgl (2.7.6)
e, aplicando recursivamente (2.7.5) - (2.7.6}, temos:
Bl = +weel YT +we_gel ). (] 4 weel )B71 (2.7.7)
41 kb, k=1Cg 47 0% 40 Y

Podemos notar que a cada iteracio &k efetuada é preciso armazenar um vetor
adicional: w; e um indice: j; , e, portanto, este método é mais econdmico, em
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termos de memdria, que o métode de Broyden, que requer dois vetores adicionais
por iteracao.

De qualquer forma, o minimo de iteragdes consecutivas é limitado pelo espaco
de memdria disponivel para armazenar os vetores wy.

Considerando que hd espago para armazenar m velores wy ¢ m indices gp, é
possivel efetuar uma iteragdo Newton e m iteragdes ACT consecutivas; neste caso,
a expressio {2.7.7} deve ser escrita:

Brl =+ wkcg;) (I+ wk_1f3£_,) ..... (I + weel ) B (2.7.8)
onde ¢ = 0(mod.(m + 1))

Algoritmo 2.7,

o

Dados zV a aproximagao inicial e os parametros 3 > 00, e Tolsing, e o niunero

inteiro m, execute:
Passo O: k=0, £=10

Passo 1: obtenha By = J(z*).

Passo 2: obtenha as matrizes P, L,U tais que:
PBy=LU

Passo 3: resolva LUS, = P(—F(a*))

Passo 4: obtenha: € = min{1, 3/lsille}

faga s, = 05,

Passo 5: faca z*t! = zF + g
Passo 6: obter ¢ tal que k = g(mod (m + 1))
Sek#leqg=10,faga: k=k+1
{=k
volte ao passo 1.
caso contrario:
Passo T: (calculo do vetor wy, de acordo com a [érmula 2.7.5)
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execute os passos 7.1 a 7.4.

-
.
——

» PR . PO o N
Passo obtenha j, = arg m;a.x{ic.j s}

-
o

Passo 7.2:  (cdlculo de t = ~ BY F(a*1)):

[ Passo 7.2.1: (resolugao de Byt = — F(2*+1)
Resolva LUt = —PF (2"

Passo 7.2.2: para r=4{,...(k — 1}{aca:
t e (I 4 w,el )t

-
e

Passo T.. {calculo de v = Bty = 13,;‘(1"(;1;""*"1)) — (M)

vp = 8§ — {

Passo 7.4: faca: wy = (sx — Uk)/ez;vk

Passo 8: (completa o cilculo do produto —Bjyq F(z*))
faca 8 =t + wkei

Passo U: E=k41

volte ao passo 4.

Através da [ormula (2.7.5) para w, , podemos ver que 3.,y serd inversivel
P ko3 q k41

se e;kB,;‘1yk # 0 o que equivale a pedir que e?kvk # 0. A salvaguarda contra

singularidade, na implementagio do algoritmo, consiste em testar se:

-

fejkvkl < Tolsingl|vel| e

Caso ocorra esta siluagao, colocamos By, = By e prosseguimos a exccugao.
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CAPITULO 3
CONVERGENCIA LOCAL

Neste capitulo descrevemos inicialmente alguns conceitos e resultados impor-
tantes a respeito da convergéncia local dos métodos colocados no capitulo 2. Em
seguida, apresentamos e discutimos o resultado de convergéncia de cada método, ou
de um grupo de métodos de uma mesma familia quase Newton.

Os resultados aqui colocados se referem sempre aos algoritmos sem salvaguardas
contra singularidades e, sem controle sobre o tamanho do passo.

3.1. Defini¢oes, Hipdteses e Lemas Basicos

Definigao 3.1.1. Dizemos que a fungao F': D C IR™ — ", DD um conjunto aberto
e convexo, é de classe C'' sobre D, se, cada componente f;,7 = 1,...,n ¢ de classe

C! sobre D. Se o/ o
Vfi(z) = ("5}”:(5“)’ ceny (')9;1 (z)7T, entio:

J(z) = VF(z)" denota a matriz Jacobiana de Flem z: J: D C IR* — R™™

Definigao 3.1.2. Dizemos que J : D ¢ IR" — IR™*™ é Lipschitz continua em 2, se

existe um conjunto aberto D, ¢ D, x € D, e uma constanic L > 0, tal que, para
todo v € Ih:

J(v) = J(2)}| < Lijv - ] (3.1.1)
[ ¢ chamada constante de Lipschitz para J em z.
Se (3.1.1) vale para qualquer « € D entio J é Lipschitz continua em D).

Definigio 3.1.3. Seja {2*} C " uma sequéncia convergenie a =%, Entdo dizemos
que {z*} converge: )
i) linearmente a z* se existe uma constante r € (0,1} e um inteiro & > 0, tal que
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para todo k > k:
et~ < rllet — %]

i1} superlinearmente & z*, se para alguma sequéncia {ry} que CONVErge a zero:
254 — 2|} < 7iflz* — 27|

ou, equivalentemente, se:

k+1

| |

=0

T

ii) com taxa quadratica & z*, se existem constantes r > 0, e k& > 0 tais que para
todo k = k:
2"t — 2] < rlle* — ||’

Neste trabalho, sempre que nos referirmos as taxas de convergéncia acima de-
finidas diremos: taxa linear, superlinear e quadratica, respectivamente.

Algumas hipéteses sdo comuns a vérios teoremas. Para simplificar o enunciado
destes teoremas, nos referimos as estas hipéteses por: Hy, H,, ..., Hs onde:

Hy : F:DCIR* — IR™,

Hy: F e CY{DY;

Hy: 2z e D F(z™) =0

I+ J. = J(z*) no singular;

Hs o J(x) é Lipschitz continua em z*, no conjunio D; isto é, existe L > 0, tal
que para qualquer v € D:

M (v) = J(@")]] < Lo — 27|

Us lemas abaixo resultan em relagdes importantes, satisleitas por F(z) e J(z)
sob certas condigdes.

Lema 3.1.1. Supondo as hipdleses Hy e Hy; para qualquer 2,2 + s € D:

F($+S)MF($):f01J($+ts)sdt

Dem.: [11]
Lema 3.1.2. Sob as hipdteses Hy, Hy e 5. Para quaisquer u,v € D:

1F(v) = Fu) = (v = w)l| < Lllv = ullmdx{[Jv — 27|, [l — 2]}
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Dem.: [23]
Lema 3.1.3. Sob as hipdteses 1y, Iy, el Para qualquer v € -

1P() = Fa) = Jufo =291 S Elfo = 2l & 110) = (o = 2] < 2o - 07
Dem.: [11]

O lema seguinte reine os resultados de dois lemas importantes: Lema de New-
man e o Lema da Perturbagio:

Lema 3.1.4. Supor que |}.|| é qualquer norma de matrizes sobre %", tal que:
)V Ae e I, ||AB] < 14|l |1B]] o
i) ]| =1
Seja a matriz M € ["*". Se |IM|| < 1, entdo (I — M)~} existe e :
I =07 <
I—{IM}

Supor A nao singular e ||A71(B — A})]| < 1. Entdo, B é nao singular e

i
|A-Y(B — A)l]

B <
157l < 1=

Dem.: [11]
3.2. Teorema das Vizinhangas

A condicdo central para se obter a taxa linear de convergéncia, ¢ pedir que as
aproximacgoes =¥ e By permanecam em vizinhangas convenientes de z* e J,, pois:
i} supondo J, nédo singular e J(z) continua em D), existe uma vizinhanga em torno
de J. de matrizes ndo singulares;

ii) analisando o erro: eft! kt1

= g7 ™, temos que:

et = - BN 2t = (2F — ) - BOV L (2 — 2T + O(e*)]

sendo que a dltima igualdade vem da aproximacio de F'(z), por Taylor em torno de
x™; assim:

M — ot = (I - Byt L) (¢F ~ 2%) + O(e?)
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e, entao, wna das condi¢des para se garanlir a convergéncia é que:

Bi'J.~1 e dai, By~ J.

By e V(/.,8) ¥ € V(z*,¢)
Figura 3.2.1

O teorema das vizinhangas, [23], estabelece a convergéncia de {zF} & 2* com
taxa linear supondo que {2*} e {B,} permanccem em vizinhangas convenientes de

z* e J,, respectivamente. As condigbes para se garantir esta suposicio é uma questao
especilica de cada método.

No teorema seguinte, para simplificar, denotaremos z* por z e I por B.

Teorema 3.2.1. Sob as hipdteses: Iy a H,. Para cada ¢ € D delinir: p(z, B) =
x— B 1F(z). Sejar € (0, 1). Entio existem g1, & > 0, tais que, se ||z — 2*]} < &
e ||B — J.|| <&, a funcio w(z, B) estd bem definida e satisfaz:
ez, B) = z7|| < rflw - =7
Dem.:
Seja 6] = —e—
b2l

Dai, se ||B — J.|| < &, vem que:

- - I
WITHB = J < WIHHINB = 4] < 3
Entao pelo lema 3.1.4, B~! existe e:

1B~ < 2]

39



Entao, se z € D e b; < &), w(z, B) estd bem delinida.
Agora,

llotr, B) =l & (e — B~ 1))~ 27| =
= llz—2* =B 'F(z)+ Bz — 2*) — B {2z — 2*)]
= |lz —a* = Bl (z ~ ") - B"YF(z) - J(z — a*))]|
S |lz—2" = BNz — 2 )|+ || BT (F(2) = Ju(z — 2))|

—

Ay A,

Analisando Aq:

Ay = |l —z* — B U (z — 27|

= IB7Y(B — J)(z ~ =)
IB7HINB ~ Llllz — 27|}
21716z — 27|
Analisando A,:

Az = ||IB7(F() = Lz — 2| < 1B IP(2) ~ L(a - 2]
< 2AIIF () = dule 2]

( e, pela defini¢do de derivada de Fréchet em z*):

= 2|[J7 B(=)
A3{z)

onde lim — = ()
ST =]

Dai:
oz, B) — || < 2{J7M 6yl — 2] + 2007 Bl=)

Escolhendo €y, é;, tais que:

B(c) -
2{4 51
ot s = S 1

para ||B — J || < é; e |jz — 2*}] < &4, temos:

lip(e, B) =27l < 726 (o — 27| + 26(«))
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= ||J7M(26; + e — 2 H)H@f“ff*“
< |- ”HWFHHF ||
= rile -z

A seguir, V(2" ¢} e V(J,,§) representam os conjuntos: {z € D C I" | ||z —
z¥]| < e} e {Be V| ||B - J.|| < 6}, respectivamente.

Teorema 3.2.2. Considere a sequéncia {z*} definida por:
ot = ok~ BIVR(R)

Supor que z° € V(z*, &) e By € V(J., &) para todo k=0,1,2,....
Entdo, a sequéncia {z*} estd bem definida, converge a 2* e satisfaz:

[|a*+t — ]| < rlj2* — z*|) k=0,1,2,...

Dem.: Mostramos por indugio em k, que =¥ € V(z*, &), Yk =0,1,..., e daf a
tese decorre do teorema 3.2.1,

Para k = 0: 2% € V(a*, £1) e By € V(J,, &), entdo: 2! = 2% — By (2%} estd bem
definido.

Usando o teorema das vizinhangas: dado r € (0, 1), é possivel escolher:

&1 = 51(7‘) e 51(7") w 6;
tals que:

lle! - 2] < rlja® — 2]
e, portanto, z! € V{z*, &).

A demonstragio do passo de indugio ¢é idéntica uma vez que por hipdtese, By €
V{Jx, 61) para todo k.
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3.3. Propriedade de Deterioragio Limitada

O teorema das Vizinhangas assume que para r € (0, 1), as sequéncias {=F}
e {3} permanccem em vizinhancas convenientes de z* e J, Viz*, e(r)) e
V(J., 6(r)), respectivamente.

A questao é: sob que condigdes as matrizes By, permanecem em V(.J,, o(r)) ?

A condigdo mais forte que se pode esperar é a denominada “condicio de con-
sisténcia”:

klim By =J, {3.3.1)

Esta condicao além de garantir naturalmente que {8y} C V(J,, §(r)), é uma
condigao suficiente para se obter a taxa superlinear de convergeéncla.

Os métodos quase Newton ndo sio em geral consistentes, mas, com condiges
mais fracas sobre as matrizes By, demonstram-se resultados de convergéncia local.

Uma importante condigio é a propriedade de Deterioragio Limitada, que con-
siste em pedir que se houver deterioragio nas aproximacgdes By em relacio i J,,
que esta deterioragio ocorra de forma controlada de modo a nio comprometer a
convergéncia de {z*} & z*. Em 1973, Broyden, Dennis e Moré, [4], mostraram que
esta condigao ¢ suliciente para que o método seja localmente convergente.

O estudo da convergéncia local de varios métodos quase Newton incluem um

teorema que mostra que a sequéncia {B;} obedece tal principio; basicamente, deve
-se conseguir uma relagdo entre os erros nas matrizes B, da forma:

Brar — Jull SN Bx - S| + 1 (3.3.2)
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Exemplos:

(1) Mcétodo de Broyden

Figura 3.3.1

J = [VTfi(&)] onde parai=1,...,n, & esta entre a* e 2%+ e sio tais que Js = v.
Biyy: projegio ortogonal da matriz By no conjunto Q(s, y).

Da figura 3.3.1 vem que:

HBke1 — Ll Biys = Jl|p + 11 = Lilr
[|1Bx — Jilr 4+ 1|J — Llr
HBr — Jl|lr + 2117 = Lllr

|18y — Llp + 2Lmax{||z** — 2

IANIA A A

, H:ck -z

} (3.3.3)

2) Método de Schubert :

No método de Schubert é considerado o conjunto S:
S ={B € IR""|Bs =y e B conserva a estrutura constante de J}.
Vimos na segao 2.4 que 5 # ¢, e, dai a relagio 3.3.3 é tambdm valida para o método

de Schubert.

Da relacio 3.3.3, vem que v, depende do méx {||z** — 2%}, |l2* — 2*}|}, o
que indica que o falor de deterioragio nas aproximagoes I3 diminui a medida em
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que z¥ se aproxima de z*. Dai, a possibilidade de se obter vizinhangas convenientes

de z* e J,. de modo a garantir a hipdtese do teorema das vizinhancgas.

3) Método de Dennis Marwil

Para § = {U € R™"| 1) u;; = 0 quando i < j ou uf; = 0; ii) Us = L™ Py}

considerando o caso S # ¢ :

Figura 3.3.2

U: projecao ortogonal de U, no conjunto S
gy idem, em relagio a Uy,

Como no exemplo 1, obtém - se que:

WUktr ~ Uullr < Uk = Ul + 2010 = Ullle (3.3.4)

Nao ¢ dificil mostrar que JU — U,llr é O(]|Lo — L.l|r) o que significa que a
delerioragio nas aproximagoes se da a passos [ixos. Por esta raziio, a convergéncia
local do mélodo de Dennis - Marwil 86 é estabelecida ao se incorporar recomegos,
isto é, B3 = J(z) se k = 0 mod (i) sendo que m depende de
6 de V(J., 6).

iLo — L.} e do raio



3.4. Taxa Superlinear: Condigdes - Propriedades

o algnns métodos quase Newton, estabelecida a taxa lincar, prova - sc
tambeém que r, r € (0, 1), se acelera de modo que:

E+1 27*”

~ 0 (3.4.1)
isto ¢, a taxa de convergéncia do método é superlinear.

Na secqao anterior colocamos que uma condigao suficiente para (3.4.1} é que
lim B, = .J., contudo, a taxa superlinear pode ser obtida sob hipdteses mais fracas.

No trabalho de Broyden, Dennis e Moré, [4], é feito um estudo sobre a con-
vergéncia de uma classe de métodos onde as formulas para By sio obtidas através
de corre¢des de posto um ou dois sobre By. A taxa superlinear é obtida sem verificar
a condicao de consisténcia. Um resultado apresentado neste trabalho, afirma que
sob as hipdteses basicas Hy a Hy e, se as matrizes B, satisfazern as propriedades de
Deterioragdo Limitada, entéo, se alguma subsequéncia de {||B, — J.||} converge a
zero a sequéncia {z*} converge superlinearmente a z*.

iste resultado é importante pois ao se incorporar recomecos com o Jacobiano
verdadeiro aos algoritmos puros, os métodos com taxa linear passam a ter taxa su-
perlinear de convergéncia.

A condigio central sobre as malrizes I3, necessaria ¢ suficiente na caracte-
rizagao da taxa superlinear ¢ a condigdo de Dennis e Moré [9], que consiste em pedir
que a “agao de By sobre 5,7, Bysy, se se aproxime da ‘acio de J, sobre TR T

Teorema 3.4.1. Sob as hipSteses Hy & Hs. Considere a sequéncia {Bx} de matrizes

nao singulares em ™" e, suponha que para algum z° € D ¢ t*, & sequéncia {x*}
gerada por:

" = ok — BrUR(2F)

permanece no conjunto ) e converge a z*,
Entdo, {2*} converge a «*, com taxa superlinear, se e somente se:

lim 1B = J)sell 0 (3.4.2)
koo |lskll




Dem.: [9)

Uma ultima observacdo a respeito dos métodos com taxa superlinear é o fato
de ||sk]| se aproximar de ||e*]| quando k — oc. Esta propriedade é importante
computacionalmente, pois ao se verificar o teste de parada com ||s;}| pode-se ter a
seguranga de se ter uma boa aproximagio para z*.

Graficamente, a propriedade é facilmente verificada:

k+1

Figura 3.4.1

e+ I s* 1]
pois, se hm =0 entao lim ==
He*il meoo ¥
Algebricamente:
i “ek+1 . “Ik+1 —* o _,Ek - z'k“
0 = lim = hm =
k—oo |lek|]  kmoo |le¥|]
Al i‘ll 5511 = 1l€¥]] s*]]
= lim et hm i L
Jim S 2 Jim P ey
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3.5. Convergéncia do Método de Newton

Nesta secgao, demonstraremos a taxa de convergéncia quadritica do método

de Newton usando o teorema das vizinhancas.

Teorema 3.5.1. Supor as hipéteses Hl a H3. Seja: &1 > 0, tal que V{z",&;) C D
e 3> 0 tal que ||J71]] < 3. Entéo, dado r € (0,1), existe e = e(r), 0 <& < &, tal

que, se 3° € V(2*,¢), asequéncia {z*} gerada por:
wké—l — :Ck . J(xk)wIF(wk)

esta bem definida ¢ satislaz:

Ja* — & < et - o) (3.5.1)
além disto, existe ¢ > 0, tal que:
o™ — &) < elja* — a7 (3.5.2)
Dem: Seja g2 = min{ ! }
em: Seja €z = min{e;y, TR
Se zF € V(2= &)
_ ) o
974 ) = Sl € I ) — L < BLllet — 27 < L
1
assim, ||J(2%) — J,| < 37T = §; e pelo lema 3.1.4., J(2*) é ndo singular e,
: JIH
J Jhy—1 < || * 2
ME = Tty = =

kot

e, portanto, 2 estd bem definido.

Alravés do teorema das vizinhancas e do teorema 3.2.2, dado r € (0,1) é
possivel obler ¢ = g(r), 0 <& < gy e 8 = §{r), 0 < § < & tais que se 2° €

Viz*,e), {3.5.1) se verifica.

Agora, retomando a demonstragio do teorema das vizinhangas, substituindo
a matriz By, por J(z*) e usando a hipdtese que J(z) é Lipschitz continua em 2~
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temos:
se ¥ € V{x*,e):
b+t — || < I IR (%) = Ll ok = ol 4+ [T 1 (R) — S — o))

aplicando o lema 3.1.3:
L
e+ = &) < 20Le* — 2| 4 285t — | = 3BLI* - o)

Entdo, se 2* € V(a*,e), o**! estd bem definido e satisfaz (3.5.2). Supondo
que 2° € V(x",¢) a demonstracio da tese segue como no teorema 3.2.2.
&

3.6. Convergéncia do Método de Newton Modificado

A demonstracio da taxa linear do método de Newton Modificado é uma
aplicagao quase direta do teorema das Vizinhancas:

Teorema 3.6.1. Supor as hipéteses H1 & [15. Seja ey > 0, tal que V(a™,5,) C D e
B> 0, tal que |[J7H] < 8. Butao, dado r € (0,1) existe £ = e(r), 0 < e < &,, lal
que se 2° € V(x*,¢), a sequéncia {2*} gerada por:

AL g J(2") 7 (2R
esta bem definida, e satisfaz:

25— 2| < rllat = o7

Dem.: Seja €; = min{e,, ém;fi}
Se % € V(z*, &9):
_ . L
I E0) = Tl < NI (0) = L < 8L — 27 < 5

dai, pelo lema 3.1.4, J(2°) é ndo singular e,

1) < 27 < 28
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Entdo, considerando que By = J(z"), para todo k > 0, temos que:

, 1
By — L € == = § k=0,1,2,...
e, a tese segue do teorema 3.2.2.

0

A taxa superlinear é obtida incorporando recomegos com o Jacobiano ao al-

goritmo puro, isto é, para k € K, B, = J(z*), onde K é um conjunto infinito de
indices.

3.7. Convergéncia do Método de Broyden e do Método de Schubert

Eim 1988, Martinez [32], introduziu uma familia de métodos Quase Newton, que

apresentam resultados de convergéncia superlinear. Neste trabalho, denominaremos
esta familia por FQNSL.

Verificaremos, nesta sec¢io, que os métodos de Broyden e Schubert pertencem
a esta familia, e na sec¢do 3.8, que o método de Dennis Marwil é o caso limite de
uma sub--familia de FQNSL, denominada métodos quase Dennis Marwil.

ssta nova familia, € assim definida:

considere: [ D C IR" — IR™;
<<l
S4 e Sp variedades afim de V%™
2% e Dy
Ag € S4 e By € Sp;
Ag, gy matrizes nao singulares;

a sequéncia {z*} é gerada, nos métodos pertencentes a esta familia, por:

M = 2F o BoVR (R (3.7.1)
By = A{'Ry

sendo que {Axyr, fagpr) € obtida & partir de (Ay, ;) através da resolugao do pro-
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blemas

C Min: aflA ~ Ag])2 + (1 — )| — Re|? (3.7.2)

Rs = Ay (3.7.3)

sa.: | AeS, e He Sy (3.7.4)
i sendo que : s = ot — oF ey = F(a*) — F(2¥)

Consideraremos || - |l = | - lle = || - ||F.
Os conjuntos S, e S podem ser definidos por uma matriz 04 , 8% e n conjuntos
de indices I, 17, i =1,... n tais que

4 = {Ae ™7 ay; = 9{} para todo 7 ¢ ]{*} e
r = {Re ™" ;= 02 para todo j & 11}

i o

No método de Broyden, temos que:

Ap=1 Vk=912...
I'=¢ i=1,...,n =1
Igz::{i,...,n} itl,...,n S;zﬁﬂfnxn

No método de Schubert, Ay, I3 e 84 tém a mesma definigio que no método

de Broyden. Ja o conjunto S é constituido pelas matrizes de ordem n gue refletem
a estrutura de esparsidade de J(z), entdo, definimos:

L‘:{jE{l,...,?l} l f)f!(’l“):ﬂ‘ VQEL)} i:'i,_“’n
d;rj
dai:
II-H = {1l,...,n}— L
Sk o= {ReR™ | ry;=0 paratodo je€l, i=1,..., n}

Colocaremos a seguir, os principals teoremas, demonstrados em [32], que ca-
racterizam a taxa superlinear para os métodos da familia FQNSL.

A técnica para se chegar a este resultado, tem como etapas principais:
i} mostrar que a deterioragao limitada € uma das propriedades das matrizes (Ag, K);

a0



ii) obter a taxa linear de convergéncia; iii) verificar que as matrizes B, satisfazem a
condig¢dao de Dennis-Moré [9], o que conduz & taxa superlinear de convergéncia.

Sob as hipéteses: H1 & 14, e, considerando ainda:
i) J(x) ndo singular, Vo € D
i) AR W C IR — IR™™ onde W é uma vizinhanca aberta de J,, tais que:

a) A(J,), R(J.) sdo ndo-singulares e, para todo J € W :.J = A(J)"'R(J)
b} Existe ¢ > 0, tal que:

HAW) = A < ellJ = ]

IR(S) = R < €|/ = L]l
para todo J € W.

Dai, A e R sao continuas em J, e, podemos supor que A e R sdo nio singulares
para todo J &€ W,

- 1
c) Paratodo z,2€ D, J = / J(x 4tz — 2))dt
0

JeW, AJ)eS: e R(J)e Sy

Para a € (0, 1), define-se o produto escalar, no espago Ji"*" x JR™*":
{AR), (A R)), = oA, Dy + (1 — )R, Ry
Considere: § = Sy x Sp; e, para Vo€ D e Vo€ D :s=2~2 e
y = I'(z) — Fx)
Defina: V =V(z,2z)={{A,R) €5 | Rs— Ay =10}.

Com estas hipdteses e definigdes, podemos colocar os seguintes lemas e teore-
mas, demonstrados formalmente em [32].

Observando que para todo 2,z € D .

y=I{z)—~ I{z) = [Jl{ilj(x%i(zW:zr))di]s =Js
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e, considerando a hipétese ¢, prova-se facilmente o lema abaixo, que estabelece que
o conjunto solugio (3.7.3) - (3.7.4) é nao vazio:

Lema 3.7.1. Para todo 2,z € D, V = V(x,z) # ¢.

Desde que V(z,2) # ¢, podemos definir:

(A, R) = argmin {{[(A4,R) — (Ae, R)|la | (AR) € V], onde A, = A(J.) e
R, = R(J.).

(_Xi, ﬁ) ¢ a projecao ortogonal de (A,, R,) sobre V| relativa a norma o.

O lema 3.7.2 estabelece um limite superior para a a-distancia entre (A,, R.) e

1%
Lema 3.7.2. ||[(A, R) - (A, Rl < cL max{||z — 2*||, |z — 2"}

Esses dois lemas e as hipdteses iniciais permitem mostrar que as matrizes
(Ax, Br) tém a propriedade de deterioracio limitada:

Lema 3.7.3. Supor que z* e "+ sdo definidos por (3.7.1)-(3.7.4) e z* 2%+ € D,
Entéo:

I{Akr 1 Biegr) = (A R)lla < (Ax, Re) — (As, Rla +
2cl max{“a:k — 2], H:fka —z"||}

O teorema abaixo estabelece a taxa linear de convergéncia para os métodos da
familia FQNSL.

Teorema 3.7.1. Existem vizinhangas V(a*,e) e V{{A,, R.), ) tais que se 2° ¢
V(z™,e) e (Ao, Ro) € V((A., R.),8) entdo, o algoritmo definido por (3.7.1)-(3.7.4)

com as hipéteses introduzidas anteriormente, estda bem definido e:

Ja*! =2 < vllat - 27| paratodo k=0,1,...

Assumindo as hipoteses do teorema 3.7.1, demonstra—se que os métodos da
familia FQNSL, possuem taxa superlinear de convergéncia. Iiste resultado é obtido

o
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provando-se que as matrizes {B;} satisfazem a condigio de Dennis Moré. Uma
ferramenta para se chegar a este resultado é:

Lema 3.7.4. 1) lim ||(Agy1, Riy1) — (A, Be)|la = 0 e, consequentemente,

i) lim || Bryq — Billa =0

Teorema 3.7.2. Sob as hipéteses do teorema 3.7.1, as matrizes B, satisfazem

I W Be = L]l

= :, portant
Jim erll U e, portanto

z* converge & z* com taxa superlinear.

3.8. Convergéncia do Método de Dennis—-Marwil
A principal dificuldade para se estabelecer a convergéncia local do método de

Dennis Marwil, é que as matrizes Uy nao obedecem o principio de deterioracio li-
mitada.

Da secgao 3.3, temos a relagio:

WUksr = Ullr S U = Ulr + O(Lo — L) &
& Ui~ Ulllp < Vo = Ul + kO( Lo — L.)

e, mesmo que Uy € V(U,, ) nio hd como provar que Uy, € V(U,,6), para todo k,
pois o limite superior para a distincia entre Uy, e U, aumenta a passos fixos.

Intuitivamente, este fato conduz & idéia de recomecos, isto 6, a cada niimero fixo
de iteragoes do algoritmo 2.5, a matriz deve ser a Jacobiana calculada em z*, J(z¥),

para se garantir a permanéncia das matrizes Uy em V(U,, §).

A figura 3.8.1, mostra a necessidade de recomegos, considerando que a cada
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iteragao ocorre o pior caso:

Figura 3.8.1

0 teorema de convergéncia local do método de Dennis Marwil, tem como uma
das hipoteses os recomeqos com o Jacobiano a intervalos nio maiores que um ntimero
fixo de iteragdes, o que implicard na taxa superlinear de convergéncia.

Teorema 3.8.1. Considerando: i) as hipdteses 11 a 114; ii) K um conjunto finito
de indices, tais que, a diferenga entre qualquer par de indices consecutivos é sempre
menor ou igual a um inteiro fixo mn; iii) a sequéncia {z*} gerada através do algoritmo
2.5, exceto que para k € K, 2" é calculado pelo algoritmo 2.1.

Entao, existe ¢ > 0, § > 0, tal que se 2" € V(x*,e) e By € V{J,,8), 2* converge
" e,

”Ik-{—l

2 ]

Dem: [8] O

Na secgao 3.7 descrevemos a familia FQNSL e comentamos que o método de
Dennis Marwil € o caso limite de uma sub familia, denominada quase Dennis-Marwil.

Para se chegar a esta sub familia, verificaremos inicialmente que o método de
Johnson e Austria e o método de Chadee pertencem a familia FQNSL.

No método de Johnson e Austria |27}, By = A;'Ri, onde Hy é triangular
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superior ¢ Ay ¢ briangular inferior com diagonal unitiria.  Ag e Ry sio matrizes
iriangulares como A, e I}, respectivamente, e, sao obtidas de modo a minimizar

| M — M+ U — Upllr.
Este método pertence a familia FQNSL, se tomarimos:

o= 1/2

I ={1,...,(n = 1)}

05=0 se j>i e 64=1 i=1,...n
It-‘qm{l,...,n}

§ 24 . . .

0;=0 se j<i para i=1,...,n

O método de Chadee [5] é a adaptagio do método de Johnson e Austria para
0 caso csparso, isto €, a estratura de esparsidade de Ay e 7y devem ser preservadas.

Parax € D, se J(z) = L{z)"'U(x) , com L£(z) triangular inferior com diagonal
unitaria e I{{x) triangular superior.

Sell ={je{l,...,n}| £; =0} +i=1,...,n
I={je{t,...,n}uy=0} i=1,...,n,

verificamos que o método de Chadee pertence a familia FQNSL se:

a = 1/2

o= L, G=-D)} -1 i=1,...n

0 = Osej>iejelledl=1i=1,...,n
IFo= 0,...,n)- 17

noo_ I n

01'_7' = (se jg<zejel

Fixando os conjuntos I e I e as matrizes 04 e 6" como definidos acima
teremos uma sub-famfilia de métodos, gerada pela variagio do parameiro o € (0, 1).

A partir das mairizes Ay e 1y, o calculo das malbrizes Ak+1 e Ry envolve
informagées como ¥, M F(o¥), F(z**YY e a. Por esta razio, denotamos os

elementos de Apyy e Reyy por Apyi(a) e Risi(e).

O teorema enunciado abaixo e demonstrado em [32], estabelece que o método
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de Dennis Marwil, é o caso limite desta sub—familia, quando o - |

Teorema 3.8.2. Supor conhecidos 2%, oFH 0 (k) FfH) w malriz Ag,
triangular inferior com diagonal unitaria e a matriz 1, triangular superior. Scjam
Liy1 e Upyq as matrizes obtidas a partir destas informacoes através da formula de
Dennis Marwil. Entao:

hm Appi(e) = Lig
o+ I

lim ng,{wl(ﬂ) == {Jrk+1
a—1

Podemos entdo concluir que por ser o caso limite de uma familia de métodos
com taxa de convergéncia superlinear, o método de Dennis-Marwil deve incorporar
algumas das boas propriedades destes métodos, e, cste fato minimiza, do ponto de
vista computacional, o efeito de nio se conseguir um resultado de convergéncia local
para o algoritino puro.

3.9. Convergéncia dos Métodos com Escalamento da Fatoracio

No capitulo 2, definimos esta familia de métodos quase Newton e, descrevemos
trés de seus métodos.

O resultado obtido para os métodos da familia FQNEL é a taxa linear de con-
vergéncia para o algoritmo puro, e, a taxa superlinear quando se incorpora recomegos
com o Jacobiano.

As suposices basicas para se estabelecer tais resultados sio:
i) as hipdteses iniciais H1 a H5;
e, para cada método desta familia, as condigdes sobre os fatores C, D, E sao:
i) existemn as matrizes: €., D,, F., nao singulares, D, diagonal, tais que: J, =
C.D.F, e
iii) existe &; > 0, tal que para qualquer matriz 17 € V(J.,8,), existem as matrizes:
C(B), D(B), E(B), tais que: D(B) é diagonal, e, C, D, £, sdo fungdes continuas
de B. Sem perda de generalidade, supomos que B, C(B), D(B), E(B) sio nio
singulares se B € V(J,,é;).

No método de Atualizagdo do Fator Diagonal, definimos C, [), I/ como sendo
os fatores L, D, U; se B estiver suficientemente préxima de /., entio B serd nio



singular, dai, a faloragio LDU de I3 exisle e, as malrizes C(13), D(1), E(I3) sio
funcdes continuas de B,

Para os outros dois métodos: Escalamento de Linhas ¢ Escalamento de Colunas,
temos:

C(B)=1, E(B)= B
e C(B)=B,EB)=1I

respectivamente, que obviamente, siao funcdes continuas de .

Enunciamos os lemas e teorema que conduzem a taxa linear de convergéncia.
O primeiro lema estabelece um limitante superior para o erro nas aproximagoes dF
em relagao a d;. E interessante observar que este limitante depende apenas das
informagoes da iteracio zero, devido ao fato de ser inica a matriz solucdo: Dyyq,
para a equagao: (Collpy Fo)sy = yy.

O dltimo teorema formaliza o resultado de convergéncia com taxa superlinear
quando se incorpora recomegos com o Jacobiano verdadeiro ao algoritmo original.

Todos estes resultados encontram-se demonstrados em [28].

Cousidere a fungao M(1), continua e nao decrescente, para t € {0, 6;), definida
por:
M(t) = max{||C{B) = C,||, |E(B) ~ E.||, |C7H(B) - C7'|, E71(B) ~ E.||
|1D(B) = D.||, para |[B~ /| <t}

H

Lema 3.9.1. Sob as hipdteses:
1} €2 e 82, tals que & < &y, e

max{C71(B), tal que Be V{J., &)}

84

M6 + ||l + max |di|] + Ley

i1} Be, tal que

!Bg—J*u <t < by

iii) {«*} esta bem definida e 2 € V(2™ u),u < e, para todo k=0, 1,...
E
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Entio:
a) |df —df| < max{(M(D[|IL] + ;] + LICTY =, 1 —d]} i=1,.... n
(¢4

|4; ]
2

b) Id;‘] > min paratodo j=1,..., n

Lema 3.9.2. Existe ¢ > 0, tal que, se B, € V(J., 8) e a2zl .. 2k e V(x™, e,),
entao:

max{|[(CoD; Bo) ||, [CoDill + IDEL|l, §=0,1,...,k} < e

Teorema 3.9.1. Para r € (0,1), existem ¢ = g(r) e & = 8(r), tais que, se
2% € V(z*,e), By € V(J.,6) e F(z¥) # 0, para todo & = 0,1,..., entdo, as
sequéncias {z*} e {D} estao bem definidas e

||:1:k+1 —zf < |2k - z*| para todo k=0,1,...

Teorema 3.9.2. Se, para k € K, K G IN, By = J(2%) entio, existe ¢ > 0, tal que
se ||la¥ — 2*|] < e, {z*} converge a z* com taxa superlinear.

3.10. Convergéncia do Método de Atualizagio de uma Coluna por
Iteracao

As matrizes By geradas pelo método de atualizacio de uma coluna por iteragao
nao apresentam a propriedade de deterioracio limitada e por esta razao deve-se in-
cluir recomegos com matrizes escolhidas em vizinhancas convenientes de J (z7) de
modo a se obter a taxa linear de convergéncia.

Teorema 3.10.1. Seja r € (0, 1). Entdo, existem ¢ e & tais que se |[2° — 2*|| < ¢
e [|By ~ J(x*)|| < 6 sempre que k = O(inod. m), entdo as sequéncias {2F} e { B}
estdo bem definidas e

¥ — 2| < r|jzF = 2%|] paratodo k=0, 1,...



Dem.: [30]

Teorema 3.10.2. Sc, com as hipdteses do teorema 3.10.1 existe uma subsequéncia
{Bmkj} tal que lim By, = J(z*) entio a convergéncia é superlinear. Km particular
F=o0

isso aconlece se By = J(2*) sempre que k = 0 (mod. m)

Dem.: [30]

Os resultados de convergéncia local para ACT sio semelhantes aos resultados
obtidos para o método de Dennis-Marwil, no entanto, os resultados computacionais
obtidos em alguns testes com problemas de pequeno e grande porte, mostram que
o desempenho de ACT é compardvel ao desempenho dos métodos de Broyden e
Schubert que apresentam taxa superlinear.

E facil verificar que ACI, quando aplicado a um sistema linear, converge em
2n iteragoes, usando os resultados de Gay [17]. Recentemente, Martinez conjecturou
que, usando este resultado pode ser provada a convergéncia 2n—quadratica do método
com recomegos do tipo By = By se k = 0 (mod. 2n). Este resultado ¢é vélido para o
método de Broyden, mas, ndo é vilido para o método de Newton Modificado e para
os métodos da familia FQNEF.

Por outro lado, em um trabatho recente, [23], analisamos as propriedades de
ACT no caso de dimenséo infinita. O interesse direto desta analise é a aplicacio do
método a resolucio de equagdes diferenciais por diferencas finitas, tomando discre-
tizagdes cada vez mais finas. Além disto, estudos do comportamento do método de
Broyden em espagos de dimensao infinita, [39], mostraram que a taxa superlinear 6
€ oblida sob hipdteses muilo restritivas, o que sugere que os recomecos precisam ser
incorporados em aplicacdes de grande porte. O estudo completo da convergéncia de
ACT em espagos de Hilbert encontra-se em 23],



CAPITULO 4

ESTRATEGIA DE CONVERGENCIA GLOBAL

4.1. Introdugio

A incorporagéo de uma estratégia de convergéncia global a métodos que apre-
sentam resultados de convergéncia local, tem por objetivo reduzir a possibilidade de
divergéncia do processo caso a aproximacio inicial esteja distante da solugao.

Estas estratégias sio naturalmente incorporadas aos métodos para resolugio
de problemas de minimizacio tais como:

min @ f: R"— IR (4.1.1)
Para o problema de resolucio de sistemas nao lineares:
Flz)=0, F:DC R I {4.1.2)
podemos assumir a funcio de mérito:
f(@) = 5F () F() (1.13)
uma vez que qualquer solugio para F(z) = 0 serd ponto de minimo para

%F@:)TF(,@).

A dificuldade ¢ que os algoritmos globais garantem a convergéncia a pontos es-
tacionarios de f(x), isto é, aqueles em que V f{z) = 0; porém, Vi) = J(z)  F(z)
e, portanto um ponto estaciondrio de f({z) nao ¢ necessariamente uma soluciio para

I'(x) = 0.

Ainda assim, as estratégias de globalizagio para resolucio de sistermnas nio li-
neares, sao baseadas nas estratégias colocadas para o problema 4.1.1,

Optamos por incorporar aos métedos locals, uma estratégia de globalizacio
tolerante no sentido que as iterages especiais para obter a convergéncia global so
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serao efetuadas apds um ciclo de iteragdes do método local, no caso de nio se veri-
ficar um decréscimo satisfatério no valor de f(z).

O objetivo dessa escolha € controlar o comportamento da sequéncia {z*} sem se
colocar umn controle rigido como um decréscimo satisfatério em f{z} a cada iteragao,
principalmente porque uma caracteristica numérica dos quase Newton & gerar uma
sequéncia {zF} convergente 4 z* sem que

[F(z*)}] decresga monoticamente.

A estratégia de globalizagao incorporada aos métodos locais consiste essenci-
almente em se efetuar buscas unidimensionais ao longo de direcdes de descida para

f(z).
Eiste processo de busca ¢ detalhado no algoritmo 4.1.1.

Algoritmo 4.1.1.

Considere a fungio f(z) = 1 F(x)" F(z) e, denote g(z) = V f(z).

Dados: % uma aproximacéo inicial e os parimetros: « € (0, 1Y e d, m >0,
execute:

Passo 1: obtenha s; = —J(2¥)~ F(z*) executando os passos 1 a 5 do
algoritmo 2.1.

Passo 2 se

i) sl = mllg(")]] e,
i) (g(2%), se) < —0llg(=*)]] lse]l, vd ao passo 3
caso contrdrio faga s; = —g(z*)

Passo 3: faca A =1

enquanto f(z* + Asg) > f{a*) + arlg{z*), s1), execute:
Passo 3.1: obtenha A, tal que A € (0.1, 0.9))
Passo 3.2: A « X

Passo 4: A=A
Passo O: a* = gk g Ase

E=k+1

volte ao passo 1.
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Observagoes:
1) as diregdes geradas pelos métodos quase Newlon nao sio necessariamente diregoes
de descida para f(z) = 1F(2)TF(z). J4 para a direcio de Newton temos:

(9(e"), sk} = —(J(@H)TF ()T (J (@) F(*)) = —F(z5)TF() <.

e, por este motivo esta é a direcio escolhida no passo 1;

ii) As condigbes testadas no passo 2, sdo necessirias para se obter o resultado de
convergéncia global; conforme veremos na secio 4.2, estas condigdes sio satisfeitas
pela diregio de Newton, a menos de uma possivel singularidade em J(z*);
iii) o parmetro Ay é obtido por um processo de interpolacio quadratica-clibica
com salvaguardas, descrito em [11, pgs. 126 - 129]. Na secao 4.2, demonstramos a
existéncia de tal pardmetro.

Considerando o problema 4.1.1 e a fungio 4.1.3, o algoritmo para os métodos
locais com estratégia de globalizagio tolerante pode ser assim colocado:

Algoritmo 4.1.2.
Dados 2% € D, a aproximacio inicial, o parametro § € (0, 1) e o niimero inteiro
g; e, definindo: 7 = arg min{f(z°),..., f(zf}}, exccute:

Passo 1: obtenha z! através do método de Newton.

Passo 2: para j = 1,...,q, execute:
Passo 2.1: obtenha z**! através de uma iteracio do método local.
Passo 2.2: k =k +1

Passo 3: enquanto f(z*) > §f(y*"), execute os passos 3.1 a 3.3
Passo 3.1: zF = y*
Passo 3.2: obtenha 2**! através de uma iteracio do algoritmo 4.1.1.
Passo 3.3: k =k + 1

Passo 4: volte ao passo 2.



4.2. Teorema de Convergéncia Global

TLema 4.2.1. Assumindo que: i) J(x*) é ndo singular para todo k£ = 0, 1, 2,..;
ii) {#F} estd contida num conjunte D ¢ D, compacto. Considerando s =
—J(z*) P F(z*), existe m > 0, tal que: ||s¢]] > m||g(z*)|| paratodo k=10, 1, 2,....

Dem.: para todo k=0, 1, 2,....

(J(@) T (@")se = (J (@) T@N(=T(2*) 7 F(ab)) = —g(z¥)
entao:
Hg(=)| = W) T (F)sll < 1T @) T @) (sl
1 ok
g I

Da suposicio que D é compacto, segue que ||J(z)|| e |]J(2)7)|| sao uniformemente
limitadas em D), entdo, é possivel obter m > 0 tal que:

=>HSkHzHJ Vkﬂ{), 1,2,...

llskli = mllg(=")}  Vk=0,1,2,... O

Lema 4.2.2. Assumindo que: i) J{(2*) é ndo singular para todo k = 0, 1, 2,..;
ii) {z¥} estd contida num conjunto compacto D ¢ I e, considerando s, =
—J(aF)" P (a%), existe 0 > 0, tal que:

{g(zF), s1) < —8)|g(z®)]] ||s*]] paratodo k=0, 1,...
Dem.: denotando J{z*) = J e F(z*) = F}, temos:

(T Fr, (JE T HIEFD) _ (LT IE ) I ) >
L T T FN ~ TR NI 70 Tl =
L)1) LB

AR (4-2.1)

seja Hy = (,]ng)_}, e as matrizes:

(Ji : n x n, ortogonal;

Dy n x n, diagonal com df = A;, A; € autovalorde Hy e, Ay 2 Ay > ... > A, tais
que:

Hy = Qf DiQx
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Definindo wy = JI £y, teremos:
(i F) T I I B = wf Hewy = wi (QF DiQi)wy, =

= (Quwi) T Dp(Qrwi) = v} Dyvg, onde vy == Qrwy

Agora,
v&hw=Aﬂﬁf+th2 +A@h2> umwm
— )‘n 2 2
Entao: .
TP I IEF)] 2 v T FL)
1T Tl
Dai:
(JE Fiy (JE3) " (ITF)) .
NI Fl W) HIEFI ~ cond (JFJ)
(g(mk)z Sk) -1
< ; =
g () skl = eond (I )
-1 i -1

(9(2"), 1) <

mllg(w M lsell < Al H(JE’J:C)“I{Hg(x I sl

Da suposigao que D é compacto, segue que ||J(2)|], /7 (2){], ||J-"(x)]| sdo uni-
formemente limitadas em D, entio, é possivel obter # > 0, tal que

(9(="), se) < —Ollg(=® {lsll k=0, 1, 2,...0

Lema 4.2.3. Dados: o parametro a € (0, 1); a aproximagio z* e a diregao de
descida s para f(z) em z*, existe A > 0, tal que:

F(z* 4 Xsp) < flab) + aX{g(z*), se)

Dem.: da definicao de derivada direcional e, da hipdtese que s, é direcio de descida

para f(x) em z¥, vem que:

(et + Ass) - (o)
A

l9(=*), s¢) = limy <0



entao
o T sy — [
im
A0 A(g(:gk)’ Sk)
Portanto, dado o € (0, 1), existe A > 0, suficientemente pequeno, tal que:
Ly Nen) — Flak - -
A(g(a' )J Sk)

= f(z* + Xsp) = f(=F) < allg(z*), si)

=]

= f(a* 4+ Asx) < f(2%) + arg(z¥), si),  VAe (0, N)

0.

O teorema 4.2.1 estabelece a convergéncia de uma sequéncia {z*} gerada pelo
algoritmo 4.1.1 a um ponto estacionario de f(x). O resultado é mais geral, no sen-
tido que vale para toda fungio f: ?* — I, f € C'(M") limitada inferiormente e,
qualquer diregio que satisfaga as condigdes do passo 2 do algoritmo 4.1.1.

Teorema 4.2.1. Considere a sequéncia {z*} gerada pelo algoritmo 4.1.1. Entao,
inf {lg(z")l| = 0
Dem.: para qualquer k € IV, temos que:

F@" + Mse) < J(2%) = Gallg(h)]] [JHH — 2¥)]

entao,
F@h) £ f(2°) — ballg(z")]] fl=" — 2]
f@@?*) < f(a") = ballg(z")|| [|2* — ']
fl&?) £ f(@7h) = ballg(@ ]| j2? — &3]
e dai: i
fla?) = f(2°) < ~ba Y lg(a*)]] Jl2*tt — 2F]] (4.2.2)
k=0
Definindo,
v =zt — 2% = A8, (4.2.3)

65




e considerando a condigéo i) do algoritmo 4.1.1:

skl = mllg(*)i

temos dois casos a analisar:
Caso 1: 3 K1 IN tal que

leel] = mllg(2*)]| paratodo ke K1

Seja {z*} a subsequéncia de {¢*} formada pelas aproximacdes z*, k € K1.
De (4.2.2):

1) =) < ~0a Y llgla® )]l llvel

< —lam Y [lg(c™)|P

1m0

e, tomando o limite para ¢t — oo:

lim(f(z") — f(z%) < w@ami llg(=")II?

como f(z)} ¢ limitada inferiormente:

> lg(a®)]1? converge, e, dai :

et

Jim lg(=*)]] =0 (4.2.4)
Caso 2: 3K tal que

okl < mllg(a®)I| paratodo &k >K

De (4.2.2), temos:

[@) = F(5%) < ~0a S llg(e*)]] o]
k=0
S SR N
k=0
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Tomando o limite para j — oco:

o OG

. : o &

lim (f(27) = (%) £ —— 37 |lwell?
™ -0

como f{x) é limitada inferiormente:

oo
3 llwl]* converge, e, dai :

k=0
klim Hoell = 0 (4.2.5)
o
Entao, kiim Z]]vkﬁ = (. Deste resultado, e, da definicao de vy, segue que:
—00
j=k

existem k,j > 0, tais que:
L B | NN Ly TP

O
< D ettt — 2] - 0 quando k- oo
=k

e neste caso, {z¥} é uma sequéncia de Cauchy e, portanto {2*} tem ponto limite z*,

Agora, para todo k > K e da condigao i) do passo 2 do algoritmo 4.1.1
okl = [[Aksel] < mllg(z*)]] & A < 1

e, considerando o passo 3 do algoritmo 4.1.1, existe py = Apsy, tal que:

lipell < 10"+ — 2| (4.2.6)
(g(a*), pe) < —0llg(=*)]| {Ipall (4.2.7)
F&* 4+ pr) > f(2%) + alg(z®), pi) (4.2.8)
De (4.2.5) e (4.2.6) segue que:

kiim lpell =0 (4.2.9)

Considerando o conjunto: {ﬂgﬁiﬁ, k> K}

Pk
A sequéncia {W;lk_i—} estd contida na esfera unitaria, e, portanto, possui uma sub-
k

sequéncia convergente.
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Existe entao K2 C {k > K} tal que:

. Pk
hm

Jg, = el = 1

De (4.2.7), segue que:

ky Pk _ ok
(o(24), TEER) < ~llg(=)|

e, tomando o limite para k € K2

(9(z"),d} < —0llg(=")]|
De (4.2.8) temos:

@+ pe) — £(2%) > alg(=F), i)

Do teorema do Valor Médio, existe £, € (0, 1) tal que:

(9(z* + &pi)y ) > alg(z®), py)

aplicando o limite para k € K2, e, de (4.2.9) e (4.2.10), segue que:

(9(z%), d) = alg(z"), d)

como o € (0, 1), esta relagio implica que:

{9(z"),d) 2 0

Portanto, (4.2.11) e (4.2.12) s6 serdo satisfeitas simultaneamente se:

lg(z")I] =0

Teorema 4.2.2. Seja {z*} a sequéncia gerada pelo algoritmo 4.1.2. Entio,

i) ilgf () =0 ou
i) i llg(ah)l =0

Dem.:
caso 1) existe K1 ¢ IV tal que:

f@5) < 6F(FY) Vihe Kl
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Seja {*} a subsequéncia de {z*} formada por estas aproximagoes.

Entdo, de (4.2.13), e como ¢/ = arg min{f(z°),... f(27)} temos a seguinte relagao
entre os elementos de {2%}:

fla®+) < 6f(=")

e, portanto
fla™)y < 8D f(ah)

Tomando o limite:
Jim f(a*) < f(a*) lim 669 =0 porque §€ (0, 1)
Y PRV e (1 o v s I
Dali, }Eéﬁ (™ )] = 0 e, portanto: ugf]li (") =0
Caso 2: existe K2, tal que para qualquer k£ > K2, as aproximacdes z* serdao obtidas

através do algoritmo 4.1.1, e, neste caso, a convergéncia a um ponto estacionario de
f(z) esta assegurada pelo teorema 4.2.1.

0.
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CAPITULO 5

FATORAGAO SIMBOLICA PARA A FATORAGAO LU

COM PIVOTEAMENTO PARCIAL

5.1. Introducao

No inicio deste trabalho ressaltamos a importancia da estabilidade numérica na
resolucio do sistema linear Bys = —F'(z*) e, por esta razéo, optamos pela fatoracédo
LU com estratégia de pivoteamento parcial.

Denotaremos By, por B e, representaremos o processo de fatoracio por:
B=DPL Py .. P L, U (5.1.1)

onde:

Pj: matriz de permutagio, n X n, que corresponde & troca de linhas na etapa j do
Processo;

L;j: matriz triangular inferior, n x n, com diagonal unitaria, na qual a coluna j
contém os multiplicadores da etapa 71;

U: matriz triangular superior, n x n.

Sabe-se que a fatoracio LU aleta a estrutura de esparsidade da matriz B uma
vez que novos clementos nao nulos sao criados durante o processo de eliminacio,
provocando preenchimentos na estrutura original.

Por esta razdo, a dificuldade em se implementar a fatoragio LU no caso esparso
esta centrada na forma de se incorporar os preenchimentos & estrutura de dados que
armazena a matriz B,

A estrutura de esparsidade das matrizes L; e da matriz U depende da estrutura
de I e da estrutura da linha pivotal em cada etapa. Por sua vez, a escolha da linha
pivotal na etapa j depende dos valores numéricos dos elementos da coluna j e linhas
J, 7+ 1,...,m, e, portanto, ndo ha como se prever a scquéncia de linhas pivolais
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no inicio do processo de fatoracao e, consequentemente, nao ha como prever onde
ocorrerao os preenchimenos, sem se efetuar os calculos numéricos, conforme mostra
o exemplo:

Exemplo 5.1.1. Considerando a estrutura de esparsidade de uma matriz B, 5 x 5,
dada por:

X X
X
X XX
x
X XiXixX

Figura 5.1.1

As figuras abaixo representam a estrutura resultante apds a etapa 1,
no caso em que a linha 1, 3 ou 5 for escolhida como linha pivotal.

X X X x X X X
X X X
. x| * L ¥ | X L x *
X x X
. XiFiIX ° X ® L * | x| *

Figura 5.1.2

As posigdes marcadas com e correspondem aos multiplicadores e as posices
marcadas com * representam os preenchimentos. Cada um dos casos leva a wna
matriz com estrutura de esparsidade e valores numéricos dilerentes e, somente no
final da ctapa 1 é possivel estabelecer qual serd a linha pivotal para a ctapa 2.

O fato de ndo se poder prever a sequéncia de linhas pivotais é um dos motivos
que leva a maioria das implementacdes da fatoracdo LU com pivoteamento parcial
a adotar uma estrutura de dados dinamica [12, 14, 37, 44].

Neste tipo de estrutura os novos elementos nio nulos sao alocados durante a
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[fase de eliminagio. A desvantagem é que as operacdes para alocar ou acessar uin
elemento sdo caras no sentido que exigem: buscas, comparagoes, atualizagoes de
apontadores.

Diante da impossibilidade de se fixar a priori uma estrutura de dados exata
para acomodar as estruturas dos fatores L;, j = 1,...n ~ 1, e de I/, o processo
denominado Fatoragdo Simbélica tem por objetivo gerar, a partir da estrutura ori-
ginal de B, uma estrutura de dados grande o suficiente para armazenar as estru-

turas de L;, 3 = 1,...n — 1, e de U, para qualquer seqiiéncia possivel de matrizes
Jpla ey imn——b

A vantagem deste processo é que realizada a Fatoracio Simbdlica, a partir da
estrutura de esparsidade de B, a fatoragio numérica de I3 pode ser efetnada usando
uma estrutura de dados estatica.

Em 1985, George e Ng, [20], mostraram que a estrutura dos fatores de Choleski
de BT BB contém a estrutura dos fatores L;,3=1,...n—1,edel, e, este resultado
independe da sequéncia de linhas pivotais.

A desvaniagem deste algoritmo é que BT B pode nao ser esparsa ainda que B

o seja, e, além disso, a esparsidade do fator de Choleski depende fortemente de um
bom esquema de ordenacio das colunas de B.

As experiéncias computacionais com este algoritmo mostram que a estrutura
de dados resultante sobreestima largamente a memdéria necessiria para os fatores
Liy 7 =1,...n =1, e U em qualquer sequéncia pivotal.

Fan 1987, George e Ng, [21], apresentaram um algoritino para a Fatoragio
Simbolica que gera uma estrutura de dados capaz de armazenar os fatores L, j =
1,...n—1, e U porém, com uma sobreestimativa de meméria menor que o esqguema,
baseado na fatoracio de Choleski.

Neste trabalho optamos pela estrutura de dados estitica, considerando nesta
opgao que para o caso da resolugao de sistemas naoc lineares, em que a fatoragio LU
deve ser efetuada a cada iteragdo como nos métodos de Newton e Schubert, ou pelo
menos na iteragao inicial como nos métodos quase Newton, o custo computacional

por se realizar a fatoragéo simbdlica inicialmente, pode ser compensado durante a
fase numeérica da fatoragio.



5.2. Fatoragio Simbélica

Na descricio que segue, estamos supondo que os clementos da diagonal da ma-
triz I? sao ndo nulos; podemos assumir esta hipdtese, uma vez que se a matriz B é
nao singular é possivel permutar suas linhas ou colunas de modo que os elementos
da diagonal de B sejam nao nulos {13].

O algoritmo proposto por George e Ng [21], tem como argumentos bésicos:
a) em cada etapa k do processo de eliminagéo, as linhas que podem ter sua estrutura
alterada sdo as linhas candidatas a linha pivotal e a estrutura de cada uma delas s6
sera alterada a partir da coluna k;
b) sob a suposicio que nao ocorrem cancelamentos estruturais ou numéricos a nova

estrutura de cada uma destas linhas deverd estar contida na unido das estruturas
de todas as linhas candidatas a pivotal.

Exemplo 5.2.1. Considerando o exemplo 5.1.1 e a figura 5.1.2, temos que uma

estrutura capaz de acomodar quaisquer preenchimentos que possam ocorrer durante
a etapa 1, é dada por:

Figura 5.2.1.

Discutiremos a validade dos argumentos a) e b), considerando o caso geral
n X n.

Particionando a matriz B original em:

ju)
&

ond 4y : (n—1) x 1, ﬁlz(n—i)xl:@l:(nwi)x(n—i)eﬁréﬂ{;



e, realizando a etapa 1 do processo de eliminagio, com pivoteamento parcial, tere-

mos:

a af a ul
PB — e - 1
' b % Gy ) ( v Gy )
- Ul/ﬁi I 0 Gl - M(U}Ug)
_ 1 6 a ul
R A § 0 B

Ao final desta etapa somente a primeira linha de B e as linhas j para as quais
Uj1 # 0 poderdo ter suas estruturas alteradas.

Sob a suposigdo que nio ocorrem cancelamentos, a unido das estruturas das
linhas candidatas a pivotal no inicio desta etapa, é dada pela estrutura do vetor T

=T AT ~T A
uy = ul -+ U1 G;

Estamos interessados em obter uma estrutura capaz de acomodar todos os pre-
enchimentos ao final da etapa 1, sem importar neste momento os valores numéricos
dos elementos. Uma vez que este preenchimento depende da linha pivotal, podemos

escrever a matriz :

~ =T
B (& T
e

que ¢ a matriz B com o vetor #] substituido por @!.

Efetuando a eliminagdo (sem pivoteamento) teremos:

T = a ul _ 1 0 & |
A\B Gy ) T\ n/a I 0 Gl—u—a—_(ﬁﬁ:{)
Denotando: R
5 ¥ - 5 1 -
Zl = E = Gl = G; — 'é' (v;ui)
teremos:
- N
L I 0 G,



onde: as estruturas de [;, @, e (3; sdo limitantes superiores para as estruturas de
Iy, uy e By qualquer que seja a matriz de permutacao Py. Isto € se Nel (Z) repre-
senta o nimero de elementos nido nulos no vetor ou matriz 7, entio:

Nel (1) = Nel (1)

Nel (ul’) C Nel(u?)

Nel(By) € Nel(Gy).

O mesmo raciocinio pode ser repetido para a etapa 2, uma vez que esta elapa é
equivalente a etapa 1 aplicada sobre a matriz G, e, sob a suposicio que nio ocorrem
cancelamentos numéricos ou estruturais, Gy tem elementos nao nulos na diagonal.

Este argumento pode ser aplicado recursivamente, isto é, na etapa k, k =
1,...,(nn —1) realizamos o processo de eliminacio descrito acima sobre uma matriz
de ordem {(n — k -+ 1), e obtém-se ao final de cada etapa o vetor coluna I, e o vetor
linha %, ambos de dimensio (n ~ k). Ao final do processo o conjunto de vetores ?j
etj, j =1,...,(n—1) sdo tais que: a estrutura de ; serd usada como limitante
superior para a estrutura do fator L;, j = 1,...,n—1 e a estrutura de 1 sera usada
como limitante e superior para a estrutura da linha j do fator U/, j = 1,..., {(n—1}.

O bom desempenho do processo da fatoragao simbdlica estd no fato que em
cada ctapa k, k = 1,...,(n —~ 1) é preciso atualizar apenas as estruturas do vetor
linha @y ¢ do velor coluna Iy, Com relacio as clapas posteriores clapa b, a in-
formacao essencial é: “entre as etapas 7, j = (k+1),...,(n—1) qual serd a primeira
a ser aletada pelo resultado da etapa k77

Exemplo 5.2.2. Considerando a estrutura de uma matriz 8§ x 8 dada por:

X bt

XKiX

XiX x

X
x
X XX
X XX

X >

Figura 5.2.2

Apbs a etapa 1, o vetor U, guarda a unifio das estruturas das candidatas a pivotal
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e Iy os indices das linhas candidatas a pivotal.

Teremos entdo a matriz estrutural:

X ped x| X X} — Uy

X | X

x| x X

X
X
x X |
P4 X | x
X

Figura 5.2.3

Combinando as informagdes de I; e @; é possivel concluir que a etapa 3 serd a
primeira que serd influenciada pela etapa 1. Isto porque as linhas 6 e 8 sio candida-
tas a pivotais na etapa 1 (informacio obtida através de I}) e, na estrutura atualizada
destas linhas o primeiro elemento nio nulo ocorre na coluna 3 (informacio obtida
através de ). Portanto, as linhas 6 e 8 seriio candidatas a pivotais na etapa 3 e a
estrutura de @ estard contida na estrutura de @,.

Definindo os conjuntos de indices:

T = {j] W # 0}

or = {i] Iy # 0}

temos que o C 7, desde que os elementos da diagonal siao nio nulos.
Se o # ¢ existem candidatas a pivotal além da linha k e a primeira etapa que
sera influenciada pela etapa k serd a etapa py, onde:

pr = min{i € 7;.}.

No exemplo 5.2.2, py = 3.
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Como processar a etapa pi7

Sabe-se que a estrutura final do vetor %, depende da estrutura das linhas can-
didatas a pivotal nesta etapa. Mas, se a coluna p; nio foi atualizada como obter o

indice das linhas que se “tornaram candidatas devido aos preenchimentos que ocor-
reram nas etapas anteriores?”

Para se ter esta informacdo constréi-se no desenvolvimento do processo, o vetor
de indices S,, definido por:

Spy = {rlo. #¢ e Pr = Intin{t €7}}

isto €, 5, € o conjunto dos indices das etapas r, 1 < r < py, tais que a etapa p; é
a primeira a ser influenciada pelos resultados da etapa r.

A etapa p; sera processada por fases:
na fase i) é feito um levantamento das linhas candidatas a pivotais na estrutura
original; considera-se somente os preenchimentos que ocorrem nestas linhas, a partir
da coluna pyg; estes preenchimentos sio incorporados a linha py;
na fase ii) utiliza-se o vetor S,,; a cada r € S, , incorpora-se: a estruturade I, a1,
e a estrutura de %, a estrutura da linha py.

Aplicando este processo ao exemplo 5.2.2 teremos:
os resultados da etapa 1, conforme a figura 5.2.3, estdo armazenados nos vetores [
edy; ;1 =3eSy= {1}
na etapa 2 sao candidatas a pivotal as linhas 2 e 3 e S, = ¢, entdo, apds esta
etapa o vetor T, guarda a uniao das estruturas das linhas 2 e 3 e o vetor I, o indice
t=3; pp =3 e S5 ={l, 2k
na etapa 3, inicialmente pesquisamos a coluna 3 (na figura 5.2.3) que mostra as
linhas 3 e 7 como candidatas a pivotal. Analisando o vetor S3, temos que as etapas
1 e 2 influenciam a etapa 3. O vetor Iy é obtido através da unido das estruturas
da coluna 3 original, e das estruturas dos vetores Iy e I,; e o vetor i3 ¢ obtido pela
unido das estruturas das linhas 3 e 7 e dos vetores %, e s.
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A figura 5.4.3 apresenta a estrutura resultante apos as etapas 1, 2 e 3:

X x X | % x| 1
X {x X Uz
g B XX | x| x| U3

P
X
X X X | X
X X | x
X X X
Ll

Figura 5.2.4

As informacgdes dos vetores S;, j = 1,...,n — 1 podem ser armazenadas num
unico vetor S de dimensao n, isto porque:
i) a cada etapa k esta associado um dnico indice, pg, e, entao:

SinNS;=¢ se 1#3, 1,7=1,...,n—1

i) na etapa k, pp > k + 1.
entdao, ao final da elapa k, obtido pi, o vetor S pode ser atualizado do seguinte
modo:

S(k) = S(px)
S(pe) =k
Inicialmente S{z) =0, 1 =1,...,n.
Para o exemplo 5.2.2:
ao final daetapa I: py =3e: S(1) =0
S(3)=1
ao final da etapa 2: py =3 e: §5(2) =1
S5(3) =2

Ao se processar a fase 2 da etapa 3, obtém-se os indices das etapas que a
influenciam, atraveés do vetor S, partindo da posigao 3

S(3) =2
S(2) =1
S(1) =0
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e portanto, as etapas 1 e 2 influenciaram a etapa 3.

Algoritmo.
Definindo os vetores:
C;={i] b;#0} j=1,...,n
Ri=1{j]l bi;#0} i=1,...,n
M: vetor n x 1 onde:
M(z) =1 sealinha i ja foi candidata a pivotal em alguma etapa
= () caso conlrario;

execute:
Passo 1: (inicializagdo dos vetores M e )
araz=1,...,n, faca:
M(i)y=10
S(1) =0
Passo 2: para k= 1,...,n — 1 execute os passos 2.1 a 2.5

passo 2.1: Li=¢el,=¢
passo 2.2: para : € (', faca:

se M(i) =0 faga:
Ek kaﬁ{z}
Up —~ Uy UR = {1,2,... k—1)}
M(i) =1

passo 2.3 r= S{k)
S{ky=10

passo 2.4: enquanto r # 0, faca:

’fkkz_}uz‘,_{i, 2., k1]
Uy = UuU, - {1,2,... k=1}

e S(r)
 S{(r)=0



passo 2.5: se {L; — {k}} # ¢ entdo
obtenha p = min{t| t € U}, — {k}}
S(k) « S(p)
S(p) — k

Analisando os passos 2.2 e 2.4 do algoritmo, concluimos que:

a) os elementos da estrutura original, guardados em I, e C;, 1 < i < n, sio
considerados em uma tnica etapa do processo de fatoracio simbélica, pois uma vez
que uma linha 7, 1 €7 < n — 1, tenha sido candidata a pivotal em alguma etapa
J» 7 <1, sua estrutura original estard contida nos vetores L;elU;;

b) os elementos dos vetores I; e U;,1<j<n-1, (correspondentes a uma etapa
7, Ja processada) serdo considerados no maximo uma vez em alguma etapa futura,
mais precisamente na etapa p;.

De a) e b) podemos afirmar que os elementos dos vetores R; e C;, 1 <i < n-1,
serdao “acessados” uma tnica vez e os elementos dos vetores Ej e ﬁj, 1<53<n-1,
serao “acessados” no mdximo uma vez, de modo que a complexidade do algoritmo
pode ser estimada por:

O(max(1B], 3 [Tl + 17el))

k=1

onde |Bl,|Li] e [Uk] denotam o nimero de elementos em B, Li e U, respectiva-
mente.
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CAPITULO s
IMPLEMEN’I‘A(}AO COMPUTACIONAL

Com o objetivo de comparar o desempenho computacional dos métodos des-
critos no capitulo 2, desenvolvemos o pacote Rouxinol, escrito em Fortran 77 e
implementado no VAX 11/785 - Sistema Operacional VMS, da Unicamp.

6.1. Caracteristicas de Rouxinol
a) Métodos implementados

N: método de Newton (algoritmo 2.1)

NM: método de Newton Modificado (algoritmo 2.2)

B: método de Broyden (algoritmo 2.3)

St método de Schubert (algoritmo 2.4)

DM: método de Dennis Marwil (algoritino 2.5)

ED: método de Atualizagio do Fator Diagonal (algoritmo 2.6.1)

EC: método de Escalamento de Colunas (algoritmo 2.6.2)

EL: método de Escalamento de Linhas (algoritmo 2.6.3)

ACT: método de Atualizagio de uma Coluna por lteragio (algoritmo 2.7)

b} Formas de Execucio

b.l. Método de Newton

Iim Rouxinol, o método de Newton pode ser executado conforme o algoritmo
2.1 (algoritmo local) ou com estratégia de convergéncia global (algoritmo 4.1.2)

b.2. Métodos gquase Newton

A forma bésica de execugio de cada imétodo quase Newton é a que corresponde
a implementagao dos algoritmos 2.2 a 2.7 que é a forma denominada “sem restarts”
uma vez que somente a iteracio inicial € uma iteracio Newton.
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Todos os métodos quase Newton podem ser executados com estratégia de con-
vergéneia global, algoritimo 4.1.2.

Localmente, o desempenho dos quase Newton pode ser methorado se iteracies
Newton forem intercaladas sob algum critério, entre as iteragoes quase Newton, que
é a forma de execugio “com restarts”.

O critério mais simples para o restart é aquele em que uma iteracio Newton é
efetuada apos um ndmero fixe de iteragdes quase Newton:

se k = 0 (mod. g), 2" ¢ obtido por uma iteragio Newton, onde ¢ é um némero
inteiro fornecido pelo usuario.

O indice de cficicneia de Ostrowski, [38], fornece win valor Glimo para ¢ em
fungao da dimensdo do problema; porém, este valor étimo é estabelecido levando-se
em conta apenas o esforgo na avaliagio das fungdes. O esforco computacional na re-
solugio dos sistemas lincares deve também ser considerado, bem como a atualizacio
das matrizes g, dai, um bom indice de eficiéncia de uma iteragio deve relacionar
o tempo de execugio com a taxa de decréscimo no valor de ||F(2)}]:
se 1 denota o tempo de execugio na iteragio k e considerando o fator ;. dado por:

= [P

F(z5)| (6.1.1)

se, 1 < L e, searelacdo (6.1.1) se mantém nas iteragoes seguintes, podemos estimar
que o tempo de execugho necessirio para sc obter a solucgio, sera proporcional a:

—t/ log
e, sob estas consideragoes, a eficiéncia de uma iteracio pode ser definida por:

Ey = (=log m}/ti se r, <1
= { caso contrario

O algoritmo abaixo corresponde a execucio de um mdétodo quase Newton
usando o critério da eficiéncia para decidir o restart:
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Algoritmo 6.1.1.
Passo 0: flag = 1

Passo 1: E=k+4+1

se flag = | execute o passo 2 caso contrario, execute o passo 3.

Passo 2: passo 2.1: obtenha z* através de uma iteragio do algoritmo 2.1
passo 2.2: se ||[F(2*)}] < || F(2*"){| faca:
= 1F ()] 1/] [P ()]
EN = — l()g T;c/fk
flag =0

passo 2.3: volte ao passo 1.

Passo 3: passo 3.1: obtenha 2* através de uma iteracio do algoritmo quase

Newton escolhido.

passo 3.2: se ||F(a*)}] > [|F(z*"")|| faca flag = 1, volte ao passo 1

passo 3.3: calcule
e = IE @S]
EQ . E()g ?*k/tk

passo 3.4: se K} < EN faca flag = 1

passo 3.5: volte ao passo 1.

¢} Execugao de um teste

A resolugao de um sistema ndo linear, em Rouxinol, ¢ separada e duas fases:
fase Simbolica: nesta fase é executado o algoritimo da fatoracio simbdlica e a estru-
tura de dados para a fatoragdo LU/ ¢ fixada;
fase Numérica: nesta fase, o sistema nao linear é resolvido pelo método e forma de
execugao escolhidos; no caso de comparagio entre os véarios métodos na resolugio
de um mesmo sistema nao linear, poderdo ser realizados varios testes consecutivos,
aproveitando a estrutura de dados fixada na fase simbdlica.

¢) Singularidade

Os algoritmos descritos no capitulo 2 consideram a possibilidade da matriz B,
ser singular e incluem um passo para se detectar a singularidade através de um leste
relativo.
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“m Rouxinol o usudrio pode optar se a execucao deve ou ndo prosseguir em
caso de singularidade; com relacio ao parametro de tolerdncia, Tolsing, o usudrio
pode fornecer este valor ou pode optar que seja igual a: epsnag ou (epsmag)/?
onde epsmeag é a precisio da maquing; neste caso, uma rotina interna em Rouxinol
¢ executada para se obter epsmay.

d} Critério de Parada

Um critério de parada natural para algoritmos para sistemas nio lineares é
impor que z* seja aceito como solugido se

(@)oo < &4 (6.1.2)

onde €; ¢ um parametro real, préximo de zero, fornecido pelo usuério. Neste traba-
Iho, declaramnos convergéncia do tipo 0, quando ocorre (6.1.2)

O teste (6.1.2) pode ser dificil ou impossivel de ser satisfeito em casos onde a
matriz Jacobiana é grande em 2*; por esta razao, incluimos outro teste de parada,
que cousiste em se aceitar 25+ como solucio se:

= ikt k K1 10~-25
Islloo = 11251 = 24|, < egflat* [l + 10 (6.1.3)
e, neste caso, declaramos a convergéneia do tipo 1.
Dado que os métodos implementados apresentam resultados de convergéncia

local, incorporamos um teste para detectar divergéncia; esta situacio ocorre se for
gerada uma aproximagio z* para a qual se verifica:

|F()| > Finax |7 (z%)] {(6.1.4)
onde F'max é um nimero positivo, grande, fornecido pelo usudrio.
Desde que testes relativos sio mais aconselhiveis que testes absolutos, os
critérios (6.1.2) e (6.1.4) podem ser trocados respeclivamente por:
HE @)oo < | Fa)leo e (6.1.5)
HF(25)]]o > F'maz || F (2] (6.1.6)

Deixamos como opgio para o usuario a escolha entre testes absolutos (6.1.2
6.1.4) e testes relativos (6.1.5 e 6.1.6).



A execugdo do programna ¢ interrompida se for excedido o niimero maximo de
iteragoes ou o tempo méximo de execugio sendo que estes fimitantes sao definidos
pelo usuario,

Observamos que todos estes critérios sao adotados na implementacio dos al-
goritmos globais, exceto para a convergéncia tipo 0 {teste com o valor de F{z))

Devido ao fato de usarmos f(z) = é-F(x)TF(‘r) como fungio de mérito, usamos o

teste: o
Hg;l(;}ilz <& (6.1.7)

para detectar a convergéncia do tipo 0.
6.2. Anpdlise do Desempenho Computacional

Para o estudo do desempenho computacional dos algoritmos locais e globais,
escolhemos os seguintes problemas:

Problema I (Broyden Tridiagonal) [2, 3]

fiz) =B 2z)z; ~ iy — 2250+ 1 0= 2,...,n—1
Salw) = (3 = 22,)x, — 20y + 1
Problema 2 {Broyden Banda) [3].
filz) = (3+5a)x; + 1 — D (z;+ ) i=1,...,n
i€k

otde:

Ii= (i, ... o) — {4}

v =mar {l, i -5} i, =min{n, i 45}
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Problema 3. (‘Trigexp - Toint) [12],

Ji{x)
@)

B + 2wy — B+ sen(xy — xy) sen(z, + Ty)
~—a:,~mie(“"“’"m‘} + @4 + J:t“f) + 2z

+sen(z; ~ xipr) sen(a; + 2i49) —8 1=2,...,n~—1

fn($) - _mwnmie(arnmzwr,a) + Az, — 3
A matriz Jacobiana deste sistema é tridiagonal como para o problema 1.
Problema 4. (Problema de Poisson) {41]

Este problema ¢ o sistema de equagdes nio lineares que surge da discretizacio
por diferengas finitas do problema de contorno de Poisson:

3
At = ot 0<s<1, 0<i<1
1+ 5% 412
u(0, 1) =1
w(l, ) =2—¢ te[o, 1]
u(s, 0) =1
u(s, 1) =2—¢° s¢€l0, 1]

Efetuamos testes usando uma malha de L2 com L = 15 ¢ L = 31, que resulla-
ram em problemas de dimensdo 225 e 961 respectivamente.

Problema 5.

St

Jz) = -2a} + 32y — 225 + 0.52,, + 1.0
fifz) = m?.;ar? A3 - - 20+ 00, LD =2, 00—
IN(T) = "'23731 + 33:7: — Iy + 0-5330,‘ + 1.0

para o, ¢ = 1,... n, escolhido aleatériamente nos intervalos: &; € {min, @ max }

onde vy, = max{l, i—b} e ajpnuy = min{n, 1+ b} para min parimetro b que define
a largura da banda.
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Problema 6 (Broyden Faixa)
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Figura 6.2.5: Estrutura da matriz Jacobiana e estrutura de dados
para a fatoragdo LU( problema 6, n = 40)

Problema 7 (Broyden Singular)
f](l') = ((3 e 2:1’11)1'1 e 21152 + 1)2
Jilz) = ((3—2z)2; —ayy — 22, + 12 =2, . n-—1
Jalz) =((8 — 2zn)z, — 20y + 1)?
iste problema é equivalente ao problema 1, mas, neste caso a matriz Jacobiana

¢ singular na solugio; nosso objetivo, neste teste, é observar o comporlamento dos
diferentes algoritimos na ocorréncia de Jacobianos singulares.

Cada algoritmo local foi executado sem restart ¢ com restarl bascado no critério
da eficiéncia.

Para podermos avaliar o desempenho dos algoritimos globais, usamos pontos
nao-classicos como chules iniciais, para os quais o método de Newlon nio convergiu
ou teve dificuldades para convergir.
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Os chutes iniciais e pardmetro 8 usado para efetuar o controle sobre o tamanho
do passo foram os seguintes:

i) testes efetuados com os algoritmos locais:
para os problemas 1,2, 5, 6 e T:

2 =(=1,..,-1)T e Bg=10
para o problema 3, realizamos testes com dois chutes iniciais:

@ =0,...,00T e =10 e
@ =(03,...,037 e =10

para problema 4, usamos:

11} testes efetuados com os algoritmos globais:
problema 1: z° = (10“3 10”3) e =5 000;

problema 2: 2° = (0,.. ) e 3 =10

problema 3: 2% = (— 1, )T e g =10;
problema 4: 2% = (=3,...,-3)T e g = 100;
problema 5: 2 = (-0.008 ..,—-U.UUS)T e = 10%
problema 6: 2° = (0.8,...,0.8)T e 8 = 10;
problema 7: 2% = (5, .. ") e [ =20

Os demais parametros e tolerancias usados, foram os seguintes:

a = 107%;
g1 = &3 = 107 para os testes com os algoritmos locais e globats;
Frmax = 10" para os algoritmos locais e
Fmax = 10°° para os algoritmos lobais;
}

Tolsing = (cpsmaq)/? para os algoritmos locais ¢
Tolsing = 1077 para os algoritmos globais:

<. b
6 = 0.9, usado apenas nos algoritmos globais.

As tabelas (6.2.1 - 6.2.5) resumem o desempenho da fase simbdlica e da [ase
numérica nos varios testes efetuados.
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Na tabela 6.2.1 apresentamos o tempo de execugio na fatoracio simbdlica.
Observamos que para os problemas 1, 2, 3, 6, 7 este tempo é proporcional & dimensio
do problema. Para estes problemas o tempo é representado em milisegundos. Para
os problemas 4 ¢ § o tempo é dado e segundos.

Problema | Tempo de Execucao
1 (0.33n) ms
2 (1.22n} ms
3 (0.33n} ms
4 1.31 s
(n = 225)
4 16.63 s
(n = 961)
5
(n = 1000 1237 s
b = 100}
6 {0.69n) ms
7 (0.33n) ms

Tabela 6.2.1. Tempo de Execuciio da Fatoracio Simbélica

A tabela 6.2.2 apresenta o tempo de execugio de uma iteragio tipica de cada
método implementado em cada teste. Da mesma forma que na fase simbdélica, ob-
servamos uma proporcionalidade entre o tempo e a dimensio do problema nos testes
1, 2, 3,6 e7. Noproblema 4, os tempos de execucio de uma iteracio Newton e
de uma iteragio de Schubert sdo “quase” proporcionais & L*n(= L*), enquanto que
para os outros métodos sio proporcionais a L3(= Ln).

O tempo ¢ dado em milisegundos nos problemas 1, 2, 3, 6 e em segundos nos
problemas 4 e 5. Os resultados para o problema 7 sdo os mesmos que para o pro-

blema !.

Os tempos de uma iteragie tipica dos métodos de Broyden e Atualizacio de
uma Coluna por Iteragdo dependem da iteragio k, considerando o caso em que sé
a primeira iteracdo é uma iteragio Newton. Isto se deve a implementacio com
memoria limilada que resulta num trabalho computacional maior a cada iteragio
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efetuada. Basicamenie o nimero de operagdes emn uma iteracio de Broyden ¢ da
ordern de (k + 1)(2n) e para ACT este nimero é da ordem de (k + 1)n, se contar a
resolugao dos dois sistemas triangulares.

PROB
1 2 3 4 4 3 6
MET. n o= 225 | now 961
N 3.26n 1.805n 0.42n 0.66 10.8 10.5 04.51n
NM 0.10n 0.26n 0.18n 0.09 0.75 0.8 0.13n
8 0.32n 1.13n 0.43n 0.64 106 10.1 0,661
DM 0.18n 0.43n 0.26n o.18 .43 1.39 0.32n
ED 0.12n 0.29n 0.16n G.11 0.68 0.82 {.16n
| X 0.13n 0.28n 0.1 .10 0.65 0.75 4.15n
Bl 0.13n 0.2m 0.19n .09 0.60 0.75 0.16n
B (0.089 + | (0.243 4+ | (0.186+ | 0.11 0.76 0.78 | (0,137 +
0.015k)n | 0.015k)n | 0.008K)n § (k=1) | (k=1) | {k=1) | 0.014k)n
ACI {0.091 e {9‘25 -+ .15 + 0.09 .71 0.78 {0.145 +
0.005k)n | 0.00k)n | 0.006kin | (k=1} | (k=1) | (k=1) | 0.005k)n

Tabela 6.2.2. Tempo de execugio de uma iteraciio tipica de cada
método em cada teste.

Os resultados numéricos dos algoritmos locais sio apresentados na tahela
6.2.3. O desempenho computacional de cada algoritmo ¢ representado por:
(CP, k, ki, k2, t) que indica que a cxecugdo do algoritmo terminou com critério
de parada de cédigo C'P, apds um total de k iteracoes, sendo ky iteragoes Newton
e ky iteragoes quase Newton e usando ¢ segundos de tempo de execucio (CPU). O
codigo C'FP pode assumir 5 valores:

C' P = { para convergéncia do tipo 0;
C'P =1 para convergéncia do tipo 1;
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Cl =2 para divergéncia ;
CP = 3 se lor excedido o ntimero miximo de iteracies o
C'P =4 se lor excedido o tempo maxinio de execucio.

A tabela 6.2.4 apresenta o desempenho computacional dos algoritimos globais.
Para cada mélodo, o desempenho do algoritmo local sem restart é representado de
acordo com a convencgido da tabela 6.2.3.

Os algoritmos globais foram executados com ¢ = 3 e o desempenho de cada
método & representado por: (CP, k1, k2, NAF, MF, t) onde:
CP: (pode assumir os valores definidos para a tabela 6.2.3):
kE1l: niamero total de iteracoes;
E2: nimero de iteraghes especiais;
NAF: nidmero de avaliagoes da funcio;
M F: menor valor de [IF(x*)|[/(n)"? obtido no processo:
{: tempo de execugdo (em segundos).

A tabela 6.2.5 apresenta um levantamento entre:
o total de elementos ndo nulos na estrutura original do problema;
a previsao de preenchimento para os fatores L e U apds a execucio do algoritmo da
fatoragdo simbdlica e,
o ninero de elementos nao nulos em cada fator L e U, na iteraciio em que houve o
maior preenchimento na fatoracio LU durante a execugio do método de Newton.

Na coluna referente ao problema resolvido, a letra L corresponde i execugio

do algoritmo 2.1, e a letra G corresponde & execucio do método de Newton com
estratégia de convergéncia global, algoritmo 4.1.2.
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FATORACAO SIMBOLICA % de UTILIZACAO
N2 DE ELEM, NAO NULOS {(FAT. LUx FAT. 5IMB.)
PROB. DIMENSAO _ELEM» L [} TOTAL L U TOTAL
NAQ NULOS
HL) 5000 14958 4999 | 14997 19996 W% 1667T% | 5%
1{G}) 1000 2608 999 2997 3996 100% 1667% | 75 %
2(L) 5000 54970 24985 | 54945 79930 100% | 546% | 688 %
23 1600 10970 4985 | 10945 15930 wo% | 573% | 706 %
1) 5000 14908 A990 | 14007 10656 % | 66T % | 75.0%
3{G) 1600 2908 999 2997 3996 0% [66.7% | 731 %
4(L.) 225 1065 3164 | 6341 9505 0% | 534% | 63.9%
4HG) 225 1065 3164 | 6301 9505 100% | 5635% | T1%
4{L}) 961 4681 28860 | 57749 BE602 100% [ 51.6% | 678 %
5(L) 1600 3998 25328 | 50350 84684 Wwo% | 371% ! 559%
{b=100}
3(G) 100 398 1730 | 3498 5228 991 % | 445% | 625 %
(b=100)

6(L) 5000 39084 5005 | 39972 44977 | 1w00% | 875 % | 839 %
6{G}) 1000 784 105 772 877 wo% [ 922% § 932 %
7L} 5000 14998 4999 | 14997 19996 W% | 6.7 % 75 %
T(G) 190 208 99 207 396 woy | 822% 1 87T%

Tabela 6.2.5. Porcentagem de utilizagao da estrutura de dados para
a fatoragao LU

98



6.3. Comentarios e Conclusces

Considerando os resultados dos algoritimos Jocais apresentados na tabela 6.2.9,
conclurmos:

a) o método de Newton consegue convergéncia em todos os testes e com menor
numero de iteragdes que qualquer quase Newton (g — N), exceto para o problema
4, em que Newton e Broyden efetuaram 4 iteracoes. O fato de Newton ser o nnico a
nao apresentar falhas, nio é surpreendente, pois a regido de convergéncia da versio
local de Newton é maior que as regides dos g — N;
b} a situagdo de nao-convergéncia ocorre nos quase Newton somente na oOpgao sem
restart e, este fato mostra que a principal propriedade do restart pela eficiéneia é
corrigir a situagao de uma trajetéria errada dos ¢ — N; esta situacio é melthor ob-
servada no problema 3 com 2% = (0,...,0)%;

c) com relagdo ao tempo de execugio, em todos os testes o menor tempo coube
sempre a um quase Newton, exceto para o problema 3 com 2% = (0,...,0)7;

d)o método de Newton Modificado nio foi superior a qualquer outro ¢ — N: jd que
os demais g — N satisfazem a equago sccante, podemos dizer que NAM nio {oi su-
perior a nenhum método secante. Este resultado mostra a importancia da condicio
secante sobre a matriz By, uma vez que teoricamente, ED), EC, EL possuem o
mesmo resultado de convergéncia que NM, conforme colocado no capitulo 3;

e) verificamos que o bom desempenho dos algoritmos DM, ED, EC e EL estd
associado com as situagbes em que a condicio secante foi satisfeita em todas as
iteragoes; num estudo mais detalbado dos casos em que estes métodos tiveram man
desempenho detectamos que o teste com o pardmetro «, falhou em muitas iteracdes

(entre 20% e 90%);

[} o método de Schubert é caro computacionalmente, conforme era esperado, porque
a matriz Bryy € atualizada a partir de B; e portanto, requer a resolucio completa
de um sistema linear a cada iteragio; o requerimento de memdria também é alto
porgue a matriz By precisa ser guardada na sua forma original. O fato mais grave
contra Schubert, é que somente no teste com o problema 3 e 2° = (0.3,...,0.3)T
seu nimero de iteragdes foi menor que em qualquer outro g — N
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g) observa-se também uma certa uniformidade no desempenhio dos métodos secan-
tes, com relagio ao nimero de iteracdes, em todos os testes, exceto no problema
3. Este ¢ um fato interessante, se considerarmos que apenas Broyden e Schubert
apresentam taxa superlinear de convergéncia. Com relagao a DM, voltamos a afir-
mar que este desempenho pode ser explicado pelo fato de ser o caso limite de uma
familia com taxa superlinear de convergéncia. Conforme colocado na secio 3.10,
era de se esperar que o desempenho de ACT fosse préximo ao de Broyden; esta
expectativa nao apenas se confirmou, como também foi superada, }a que em alguns
testes AC'] conseguiu convergéncia num nimero de iteragdes inferior ao de Broyden.
Ja o bom desempenho dos métodos ED, EC e EL foi uma surpresa, notadamente
no problema 7; neste teste, J(2*) é singular, e este fato particular pode ter uma
explicacio tedrica para o desempenho superior de ED, EC e EL sobre os demais
métodos secantes. Exceto no problema 4, o menor nimero de iteragoes entre os
q — N sempre coube a um dos trés métodos: ED, EC e EL, o que é certamente
uma boa informacio sobre a familia de métodos F QN FEF mas, torna dificil uma
conclusdo individual para cada um de seus métodos aqui estudados.

Os graficos 6.3.1 ¢ 6.3.2 representam o desempenho dos vérios algoritmos locais

com relagio a iteragies efetuadas e tempo de execucio na resolugdo dos problemas
4 ¢ 5 respectivamente com os mesmos dados usados nos testes apresentados na ta-
bela 6.2.3 e com opgdes de execucio sem restart e com restart pela eficiéncia. Estes
graficos evidenciam algumas conclusées, destacando:
- tempo alto de execugdo no método de Schubert; basicamente, o esfor¢o compu-
tacional por iteragdo é equivalente ao de Newton, nestes testes, mas o ntmero de
iteracoes € maior o que resulta num tempo total de execucio em Schubert conside-
ravelmente maior que em Newton.

- a opgao do restart pela eficiéncia parece ser vantajosa somente somente guando
néo ha convergéncia nos ¢ — N. Testes com os métodos £D, EC e EL na resolugio
do problema 4, confirmam a importancia em se permitir que os g — N efetuem um
numero de iteragdes consecutivas antes de se avaliar a melhora em |[F(z)]]; nota-se
que na versao sem restart ED efetuou 8 iteragdes (uma iteracio Newton) em 15s de
execugdo, enquanto que na versao com restart pela eficiéneia, o nimero de iteracces
efetuadas caiu para 4 (das quais, duas sio Newton, sendo que a segunda ileragao
Newton foi efetuada devido ao néo-decréscimo em ||F(z)|| na iteragio ED anterior),
mas, o tempo de execu¢ao aumentou para 22s. Os testes com EC e El com restart
pela eficiéncia nao resultaram em reducio no ndmero de ileracoes eletuadas mas,
o tempo de execugio aumentou uma vez que foi executada uma iteragio Newton a
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mais que a execugao sem restart.

Com relagdo aos algoritmos globais, nosso objetivo foi testar o comportamento
dos ¢ — /N em testes onde o método de Newton local teve desempenho ruim ou nio
convergiu. Analisando os resultados apresentados na tabela 6.2.4 concluimos:

a) comparando com a execugio sem restart pode-se concluir que a estratégia tole-
rante teve sucesso sobre o desempenho dos métodos ¢— N pois em aproximadamente
50% dos casos os algoritmos globais ¢ — N superaram o desempenho de Newton glo-
bal, e, este resultado ocorreu porque poucas iteracdes especiais foram necessarias
para colocar o método ¢ — N na trajetéria correta;

b) no problema 6 todos os algoritmos globais convergiram para o mesmo minimo
local de ||F"(z)|]; no problema 7, somente EL e EC encontraram a solucio do sis-
tema, os demais métodos (exceto £D) convergiram para dilerentes minimizadores
locais;

c) os testes com os algoritmos globais nio apresentam diferencas significativas entre o
desempenho dos métodos secantes e Newton Modificado. Comparando com o tempo
de execugiao em Newton, temos que: N M foi superior em 4 testes, £C, EL, B e
ACT foram superiores em 3 testes e, S, DM e ED foram superiores em 2 testes.

O grafico 6.3.3 mostra o desempenho dos algoritmos globais aplicadas & re-

solugdo do problema 5 {n = 100, b = 100). Este teste é idéntico ao apresentado na
tabela 6.2.4.

Os resultados com os algoritmos globais aplicados & resolucio do problema 5
foram apresentados no gréfico 6.3.2 porque é um exemplo onde todos os algoritmos
locais falharam, isto é, o nimero méximo de 100 iteragdes foi atingido sem obter
uma aproximagio em que se verificasse a convergéncia do tipo 0 ou tipo 1. J4 os
algoritmos globais obtiveram sucesso e no grafico fica evidente que poucas iteraces
especiais foram necessirias para colocar os algoritinos locais na trajetdria correta.
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Finalmente, os resultados apresentados na tabela 6.2.5 mostram gue a esiru-
tura de dados fixada pela fatoracio simbélica nio apresentou wn “overhead” de
memdria muito alto neste conjunto de problemas. A porcentagemn de utilizacio efe-
tiva da estrutura de dados variou no intervalo 55.9 % (problema 5, n = 1600) e
93.2 % (problema 6). A estrutura do Jacobiano do problema 5 é a que apresenta

elementos com maior distincia do elemento da diagonal, o que resulta num grande
preenchimento na fase simbélica.

Observamos ainda o aproveitamento total da estrutura fixada para o fator L em
todos os problemas exceto para o problema 5. Este fato se deve em parte A estrutura
especial dos problemas: tridiagonal, banda 5, tridiagonal com faixa (laplaciano) e ao
fato que a estrutura fixada para o fator L tende a apresentar um “overhead” menor
que a estrutura fixada para o fator U.

6.4. Aplicagdo: Problema de fluxo de carga [15]

Iluxo de carga ou fluxo de poténcia é a solugio para a condicio de operagao
estatica de um sistema de transmissio de poténcia elétrica.

O objetivo fundamental do cdlculo de fluxo de carga € a determinacao das

tensoes e das injegdes de poténcia em todos os nds do sistema de transmissio {rede),
sob determinadas condigoes de geragio de carga.

As equagoes que modelam o comportamento dos principais componentes da
rede séo dadas por:

Pk(ga U) = Uk Zm@ﬂ'k Um(ka cos gkm 4 Bﬁ:m s5¢n ka)

Qill, v) = v Lomeky Vol Gr sen O — By, cos O4,,)

onde: Pr(f, v) e Q(f, v) representam as injegdes liquidas de poténcia ativa e rea-
tiva respectivamente;

vg: representa a magnitude da tensdo no né ky

Gim € Bt sdo as componentes da matriz de admitancia: Yi,, = Gy, + 1Bim;

O = U — 0,,, € a abertura angular no ramo km e

K} ¢ o conjunto dos nds vizinhos ao no k.

Na formulagio mais simples do problema a cada né sao associadas quatro
variaveis: Py, @k, 0. e vr. Os nds do sistema sio classificados em trés tipos,
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dependendo das quantidades que entram no problema como dados e das que entram
como incognitas:

nos folga: nés k onde v e 0 sio dados;
nés do tipo A: nds k onde Py e (i, sao dados;
no6s do tipo B: nds k onde Py e vy sdo dados.

Se N representa o total de nds, o sistema de {luxo de poténcia é formado por
2N equagdes para as quais as variaveis sdo precisamente as incognitas em cada nd.

Apods algumas simplificacoes algébricas, as equagdes correspondentes aos nds
folga podem ser eliminadas, assim como pode ser eliminada uma equacio para cada
né do tipo 3. Sabendo que existe um u6 folga e supondo que existem S nés do tipo
B, teremos um sistema com n = 2N — S — 2 equagdes e n variaveis.

A estrutura da matriz Jacobiana do sistema é determinada pela estrutura das
matriz de admitancia Y. Uma estrutura tipica de uma matriz Jacobiana para um
sistema com n = 30, assim como a estrutura fixada pela fatoracio simbélica é dada

na figura 6.4.1.

O problema de fluxo de carga foi resolvido para sistemas com:
30 nds e n = by
118 nés e n = 182;
1138 nds e n = 2190.

A tabela 6.4.2 apresenta o desempenho do método de Newton local e métodos
quase Newton com opcio de execugio sem restart, na resolucio dos sistemas com
30 e 118 nos. O desempenho de cada método é representado por (CP, k, t) que
significa que o processo parou com codigo CP, apés k iteragdes e ¢ segundos de
tempo de execugdo, C'P tem o mesmo significado que na secgio 6.3.
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Figura 6.4.1. Estrutura original e estrutura de dados para a

fatoragdo LU (n = 30)
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METODO | N=30 | N =118
(n =54) | (n = 182)

N 0,3,0.61 | 0,3,5.08
NM 0,5,0.44 | 0,6,3.71
S 0,5,0.82 | 0,6,6.91
DM 0,6,0.54 | 1,6,4.01
ED 0,14,0.96 | 1,29,13.4
EC 1,26,1.68 | 3,30,14.0
EL 0,9,0.65 | 1,12,6.27
B 0,5,0.44 | 0,5,3.32
ACI 0,4,0.34 | 0,6,3.85
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As tolerdncias usadas nestes testes foram: &; = g, = 1074 2 = 10; e
Tolsing = (cspmagq)'/®.

intre os g— N os melhores desempenhos ficam para os inélodos: ACT, 3, NM

e DM, sendo que ACI tem o menor tempo para N = 30 e Broyden o menor tempo
para N = 118.

Os métodos ED, EC e EL, nio conseguem bons resultados nestes testes; a

ocorréncia de {ator singular é registrada em EC e EL nos dois problemas e emn ED
para o problema com N = 118.

No teste com N = 1138 (n = 2190} apenas Newton, Broyden ¢ ACT obtém
a solugao; nos demais métodos a execugao foi interrompida apds a execugio de 15
iteragoes.

Neste teste, as tolerdncias usadas foram: ¢, = 1072 g, = 107" 8 = 10 ¢
Tolsing = 1014,

O desempenho de cada método ¢ representado por (CP, k, t):

Mdétodo | Deseripenho | lteracio

Tipica
N 0,4,2349. 5874 s
B 0,12,1092. 42.5 s

ACI | 0,12,1066. | 425

Tabela 6.4.3. Desempenho dos métodos para N = 1138

O tempo alto de execucdo de uma iteragio Newton (aproximadamente 10 mi-
nutos) se deve essencialmente ao tempo gasto na fatoragio LI/, A estrutura original
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da Jacobiana é tal que resulta num grande preenchimento na fase simbélica: a estru-
tura original é 0.32% densa e a estrutura fixada apds a fase simbdlica é 15% densa.

Estas posigoes fixadas na fase simbélica n&o sao totalmente utilizadas, conforme
mostra a tabela 6.4.4, mas, as posicdes previstas fazem com que a fase numérica

opere com “elementos nulos” o que implica num esfor¢o computacional alto para a
fatoracao LU.

A tabela 6.4.4 mostra a porcentagem de utilizagio da estrutura de dados para
a fatoragao LU. Os resultados apresentados se referem a iteragio Newton em que a
fatoracdo LU gerou o maior nimero de elementos nio nulos.

FATORAGAO SIMBOLICA % de UTILIZAGAO
N2 DE ELEM. NAO NULOS | {FAT. LUx FAT. SIMB.)
FROB. ELEM. IR U TOTAL 1. U TOTAL
NAG NULOS
N = 30 380 461 917 1378 98.7% | 555 % | 69.9%
N 118 1052 2453 4437 6888 WBS5% | 85% | T2.7T%
N = 1138 15280 228042 1 492207 720249 66.7T% { 335 % | 454 %

Tabela 6.4.4. Porcentagem de utilizagdo da estrutura de dados
para a fatoragio LU

6.5. Comparagio com MAZ28

Conforme esclarecemos no capitulo 5, a opgio pela fatoragio LU com estratégia
de pivoteamento parcial nos conduziu a escolha de wma estrutura de dados estatica.

O pacote MA28 de Harwell [12] é um conjunto de rotinas Fortran para resolugio
de sistemas lineares escrito por 1. S. Duff. Em MA28 a estrutura de dados é dinamica
e, a escolha do pivé é feita de modo a manter ao maximo a esparsidade da matriz
de coclicientes. Para que o pivé néo seja pequeno a ponto de provocar instabilidade
numérica, o elemento ndo nulo escolhido como pivéd satisfaz a desigualdade:

el > umax Iafg}i ou (6.5.1)

|k | 2 umax o]
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k) . . . L
onde a;‘;j} é o elemento da matriz de coeficientes no inicio da etapa k do processo de

eliminagdo, e, o parametro u, u € (0, 1), é fixado pelo usuario.

Em MAZ28 existe a possibilidade de fatorar uma matriz empregando a sequéncia
pivotal previamente estabelecida pela fatoracio LU de uma outra matriz com es-
trutura idéntica. Esta opc¢io pode ser escolhida no caso dos métodos de Newton
e Schubert que requerem o cdlculo da fatoragio LU a cada iteracio; na primeira
iteragao, a sequéncia pivotal é obtida e fixada de forma que em todas as iteracdes
subsequentes a sequéncia pivotal sera a mesma. Este processo tem a vantagem de
reduzir consideravelmente o tempo de execugiio, mas, pode provocar instabilidades

e até mesmo interrupgao na execugio se na sequéncia fixada surgir um pivé muito
pequeno.

O trabalho de mestrado de M. C. Zambaldi, [43], consiste essencialmente em
analisar o desempenho dos métodos quase Newton e Newton utilizando MA28 para
resolugao dos sistemas lineares.

O pacote SNLDIN, [43], reline as rotinas de Rouxinol, para os métodos Newton
e quase Newton, adaptados a estrutura de dados de MA2S.

As tabelas 6.5.1-6.5.3 apresentam os principais resultados da comparacio entre
SNLDIN e Rouxinol,

O desempenho de cada método é representado por (k, t} que significa que o
algoritmo efetuou k iteragbes até conseguir convergéncia (do tipo 0 ou tipo 1 ) em
t segundos de execugio. Em SNLDIN, o parametro u, necessario para MA28, foi
fixado em 0.1 em todos os testes; para os métodos de Newton e Schubert apresen-
tamos os resultados onde a sequéncia pivotal foi fixada apds a iteracio inicial e,
abaixo, entre parénteses o resultado para o caso em que a sequéncia pivotal é calcu-

lada em cada iteragio. Os tempos, t, nos testes com Rouxinol incluem o tempo na
fase simbodlica.

A tabela 6.5.1 apresenta os resultados para a resolucio dos problemas 1, 2 e 5

(descritos na secgdo 6.2). O problema 4 foi resolvido com diferentes dimensdes e os
resultados sdo mostrados na tabela 6.5.2. Finalmente, a tabela 6.5.3 apresenta os
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resultados dos testes com o problema de fluxo de carga descrito na secciio 6.4.

Os parametros e chutes iniciais sio os mesmos usados para os testes com os
algoritmos locais, no caso dos problemas 1, 2, 4 ¢ 5. Para o problema de fluxo de
carga, usamos os mesmos parametros colocados na seccio 6.4.

METODO {rssoony ! (naso00) {41000, b=100)
SNLDIN ROUXINOGL SNLDIN ROUXINOCL SNLDIN ROUXINOL
N 3,10.3 3,582 1, 94.6 4, 26.2 4, 95.5 4, 46.7
(3, 29.6) {4, 138.) {4, 253.)
NM 9, 13.4 9, 6.93 17, 58. 17, 30. 11, 65.8 11, 24.5
8 6, 32.5 6, 11, 9, 165. 9, 56.1 8, 117, 6, 64.9
(6, 60.3) (8, 312) (6, 376.)
DM 5, 13.1 5, 6.52 11, 55.4 11, 31.4 7, 66.4 7, 25.1
ED 5,11.6 5, 5.63 6, 41.3 8, 17.8 6, 652.9 6, 21.5
EC 5, 11.7 5, 5,51 6, 41.3 6,17.8 6, 64.5 8, 21.5
EL 5,1L.6 6,6.08 6, 41.3 6,17.8 6, 64.4 6, 21.4
B 5,12.4 5, 7.09 9, 47.6 9, 22.9 7, 64.9 7, 22.4
ACI 5,12.2 5, 6.64 9, 46.9 9, 24.4 7, 64.8 7, 21.2

Tabela 6.5.1. Desempenho dos métodos Newton e quase
Newton em SNLDIN e Rouxinol
(problemas 1, 2 e 5)
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METODO g’nR=(32§23§}EMA 4 {i’ﬂrt:ogzghﬁMA 1 ?:EL%%L%MA 1
SNLDIN RCUXINOL SNLDIN ROUXINOL SNLDIN RGUXINGL
N 3, 3.81 3, 2.87 4, 45.4 4, 47.5 4, 81.0 4, 137,
(3, 6.87) (4, 74.8) (4, 169.)
NM 5, 2.45 5, 2.05 5, 19.5 5, 20.9 5, 43.9 5, 58.5
5 5, 5.21 4, 3.59 5, 40.9 5, 56.6 §,93.9 5, 167.2
{5, 10.9) {5, 96.5) (5, 215.)
DM 5, 2.61 5, 2.08 4, 20. 5, 23.6 4, 44.9 5, 66.1
ED 6, 2.54 6, 2.21 5, 10.7 8, 23.5 7, 44.9 9,62.8
EC 8, 2.57 6, 2.1 6,19.8 6, 21.6 6, 44.4 8, 60.7
EL 6, 2.54 6, 2.01 5, 19.6 5, 21.3 5, 43.9 5, 58.4
B 4, 2.44 4,2.12 4,193 4,208 4, 43.8 4, 56.4
ACI 5, 2.45 5,1.95 5, 19.6 5, 20. 5, 43.9 5, 55.8

Tabela 6.5.2. Desempenho dos métodos Newton e quase
Newton em SNLDIN e Rouxinol no
problema 4
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METODO N= 3(§)(n = 54) N= ul;(n = 182) N= 1;35!(?: = 2190)
SNLDIN ROUXINOL SNLDIN ROUXINOL ENLIGIN ROUXINGL
N 3, 0.85 3,0.79 3, 4.35 3,6.23 4,420, | 4, 2471
(3, 1.41) {3, 5.37) (4, 443.)
NM 5, 0.59 5, 0.62 6, 3.49 6, 4.89 - -
S 5, 1.07 5, 1.0 6, 5.14 6, 8.1 - -
(5,1.8) (5, 6.6)
DM 5, .59 6, 0.72 5, 3.27 6, 5.19 . -
ED 9,0.71 14, 1.14 9, 4.51 29, 14.6 - -
BC 21,1.07 | 26, 1.86 - - - .
BL 7, 0.65 9, 0.83 23,905 | 12,745 - -
B 5, (.59 5, 0.62 5, 3.31 5, 4.5 12, 440, | 12, 1213,
AT 4, 0.56 4,0.52 6, 3.49 8, 5.0 12, 4305 | 12, 1186.7

Tabela 6.5.3. Desempenho dos métodos Newton e quase
Newton em SNLDIN e Rouxinol no
problema de Fluxo de Carga

I5m todos os testes apresentados na tabela 6.5.1 o nimero de iteraces foi o
mesmo em SNLDIN e Rouxinol, mesmo nos métodos de Newton e Schubert quando
foi fixada a sequéncia pivotal em SNLDIN. Isto ocorreu porque os chutes iniciais es-
tavam em vizinhangas convenientes da solugio. Com relagio ao tempo de execucio,
Rouxinol foi superior em todos os testes mesmo nos casos em que a sequéncia pivotal
for fixada na iteracdo inicial.
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Para os testes com o problema 4, problema de Poisson, a medida em que a
malha se¢ torna mais fina, aumentam as distincias das faixas em relagao a diagonal
(ver figura 6.2.3) o que provoca preenchimentos cada vez maiores na fase simbolica
de Rouxinol; por esta razio os tempos de execucio em SNLDIN sio menores que
em Rouxinol para n = 961 e n = 1600. Observamos contudo, que para os métodos
de Newton e Schubert o tempo de execucio em Rouxinol é menor que em SNLDIN
quando a sequéncia pivotal é calculada em cada iteracio.

O gréfico 6.5.1 apresenta a comparacio entre Rouxinol e SNLDIN quando é
escolhido o método de Newton para a resolucio dos problemas 1 (BT) e 2 (BB)

com dimensao n = 5000;problema 4 (PP) com dimensio n = 1600 e problema 5
(BA) com n = 1000 e b = 100.

Em SNLDIN o método de Newton foi executado com as duas opgoes: sequéncia

pivotal fixada (MA28 — FIX) e sequéncia pivotal calculada em cada iteragio
(M A28).

No grafico é mais evidente a superioridade de Rouxinol sobre SNLDIN nota-
damente na versao SNLDIN sem fixar a sequéncia pivotal.

Finalmente, no problema de fluxo de carga as diferencas entre os resultados com
SNLDIN e Rouxinol se torna mais sensivel 2 medida em que aumenta a dimensio
do problema e este fato se justifica pelas mesmas razdes colocadas no problema 4.

A nivel de comparagio, consideramos vélidos os resultados de SNLDIN sem
fixar a sequeéncia pivotal uma vez que este esquema pode resultar em instabilidades
desastrosas no decorrer da execugio. Sob este ponto de vista, o desempenho de
Rouxinol é superior em todos os testes com os métodos de Newton e Schubert nos
problemas 1, 2,4 e 5. Jd para os demais ¢ — N o desempenho é superior nos proble-

mas 1, 2 €3 e, no problema 4, SNLDIN e Rouxinol tdm quase o mesmo desempenho
com vantagem para SNLDIN.

6.6. Conclusoées e Trabalhos Futuros.

a) ordenacio de linhas e colunas em B:

a opgao pela estrutura estdtica de dados trouxe bons resultados nos casos em
que a matriz Jacobiana apresenta estruturas especiais; ja nos problemas em que
esta estrutura esta originalmente espalhada, os preenchimentos provocados na fase
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simbdlica prejudicam a fase numérica. No primeiro algoritmo proposto por George
e Ng, [20] o esquema de ordenagdo “minimum degree” de George e Liu [18, 19]
é aplicado sobre BT B de modo que os fatores de Choleski SCJAIT O Mals esparso
possivel. Ja para o segundo algoritmo de George e Ng [21] que foi implementado
em Rouxinol, a fatoragio ¢ realizada sobre a matriz B (e nao sobre BT B) e seria
entdo essencial obter um bom esquema de ordenacio de linhas e colunas de modo a
se obter o menor preenchimento na fase simbdlica e consequentemente em qualquer
fatoracdo LU. George e Ng [21] apresentam uma sugestio para tal estratégia e um

possivel trabalho seria explorar a idéia apresentada no sentido de se obter um algo-
" ritmo eficiente, e, incorporar este algoritmo em Rouxinol;

b) aperfeigoamento da estratégia de globalizacio tolerante:

em alguns testes com os algoritmos globais o processo gerou uma sequéncia
que convergiu a um ponto estaciondrio de f(z) = —Q—HF(x)Hg que 1nao era solugio
para F(z) = 0; trabalhamos atualmente no aperfeicoamento desta estratégia. A

modificagao consiste basicamente em exigir que uma iteragio especial gere uma
aproximacio z*! tal que:

f@&“)zrgnf@k+asg (6.6.1)

A filosofia por trds da exigéncia é que uma vez que uma iteragio especial é execu-
tada e consequentemente uma iteracio Newton ¢é efetuada para obter a direcdo s,
deve-se explorar ao mdximo esta direcio para evitar a ocorréncia de minimos locais

de f(z);

c)métodos Newton - Inexatos:

tanto a estrutura de dados estatica quanto a estrutura de dados dindmica impdem
limites sobre a resolugao dos sitemas lineares, em termos de memdria e tempo de
execuqao; isto é, se n é muito grande e J(z) ndo apresenta uma estrutura de espar-
sidade favoravel, é impossivel resolver o sistema linear de Newton:

J(zF)s = —F(2%) (6.6.2)

usando métodos diretos, qualquer que seja o aproveitamento da esparsidade de J(z).
Para estes casos a tinica opgdo sio os metodos iterativos, o que conduz aos métodos
Newton - Inexatos.

Os métodos iterativos sé sio eficientes quando implementados com pré-
condicionadores adequados.
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Martinez, [31] desenvolveu recentemente uma teoria sobre a técnica de precon-
dicionadores secantes e propoe um algoritmo ao qual se conjetura taxa superlinear

de convergéncia. A proposta atual é desenvolver e incorporar em Rouxinol, um
“software” baseado nesta teoria.
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