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Sumario

Este trabalho descreve os aspectos tedricos e praticos envolvidos na elabo-
ragio do programa de computador FOREST, que sintetiza e analisa filtros
digitais recursivos. S&o sintetizados filtros passa-baixa, passa-alta, passa-
faixa e corta-faixa, utilizando-se as aproximagdes de Butterworth, Cheby-
chev e eliptica. Os efeitos nBo lineares advindos da utilizagéo de registros
de comprimento finito para a representagio de coeficientes e varidveis sio
analisados em detalhe. Apresenta-se a teoria de otimizagio dos filtros di-
gitais com relaglo ao rufdo de quantizagdo do sinal, baseada na descrigio
por varidveis de estado, e o programa incorpora essa teoria gerando filtros
descritos por varidveis de estado com reduzidos efeitos de quantizagio.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Dos filtros analégicos aos filtros digitais

Urn dos processos fundamentals em sistemas eletronicos é o da filtragem de
sinais. A maneira pela qual este problema é resolvido tem evoluido ac longo
das tltimas décadas, reflexo da grande evolugio tecnolégica observada na
4rea dos componentes eletrénicos: das valvulas a vécuo aos circuitos inte-
grados em menos de quatro décadas. No inicio (e ainda hoje!} os filtros
eram construfdos com elementos passivos: resistores, capacitores e induto-
res. Sinais eléiricos de tensdo e corrente aplicados a esses componentes se
relacionam através de operacSes matematicas de multiplicagio por escalar,
integragdo e diferenciago, exatamente as operagdes necessérias para se im-
plementar as equagtes diferenciais que descrevem o filtro. Este método foi,
¢ ainda é, empregado com sucesso, porém ele apresenta muitas limitagdes.
Uma delas é a imprecisdo nos valores caracterfsticos dos componentes (da
ordem de alguns por cento), porém pior que isto é a impossibilidade que
se tem, na pratica, de se obter componentes que sejam somente resistores,
somente capacitores ou somente indutores. Normalmente eles apresentam
efeitos parasitas que sdo muito dificeis de se levar em conta no projeto do
filtro. Para frequéncias de até algumas dezenas de MHz, os resistores e ca-
pacitores sdo praticamente “ideais”, mas os indutores apresentam uma forte
componente resistiva muito dificil de se eliminar. Essa componente resistiva
provoca dois efeitos: uma perda de poténcia do sinal e uma deformacio da
resposta em frequéncia, a qual normalmente ¢ corrigida através de ajustes
manuais, filtro a filtro, na bancada.

Com o advento dos primeiros circuitos integrados, e em particular dos
amplificadores operacionais, tornou-se possivel a eliminacio dos indutores
com a construgio de filtros ativos. Esses filtros solucionam equacgdes dife-
renciais da mesma forma que os antigos computadores analégicos o faziam,

utilizando apenas resistores e capacitores, além ¢é claro dos préprios ampli-
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ficadores operacionals. A eliminagio dos indutores resolve, em boa parte,
o problema dos elementos parasitas, e oferece como vantagem adicional a
possibilidade de que o filtro possa vir a ser fabricado completamente dentro
de um circuito integrado. Infelizmente, dentro de um circuito integrado nao
se consegue fazer capacitores muito grandes (no méaximo, alguns pF}, e os re-
sistores gigantescos necessarios para manter as constantes RC simplesmente
nao podem ser fabricados com precisio razodvel. Portanto, quando se busca
integragio, outra solugio deve ser procurada.

Uma evolugio no sentide de se permitir a integragdo dos filtros foi ob-
tida com a técnica de capacitores chaveados [1]. A idéia desta técnica ¢, a
grosso modo, a substituigdo dos resistores por chaves que se abrem e fecham
periodicarente, bombeando carga elétrica entre os capacitores. Ao invés do
produto RC, esta técnica requer que a razdo entre capacitancias seja bem
controlada, o que em circuitos integrados pode ser feito facilmente com pre-
cisdo da ordem de 0,1%. Este tipo de filiro j4 mostra uma certa tendéncia
& discretizagio dos sinais, pois as tensdes e correntes no interior do filtro
86 se alteram a cada abertura e fechamento das chaves, fazendo com que
os sinais adquiram vm formato de escada semelhante dquele que aparece na
safda de umn circuito “sample and hold”. No entanto, o filiro continua sendo
analégico. Continua existindo o problema das capacitancias parasitas, do
rufdo nas linhas de alimentagio, do “lay-out” que somente projetistas expe-
rientes podem fazer, além de problemas totalmente novos, como a indugio de
carga nos capacitores pela agdo do relégio nas chaves (“clock feedthrough”
[1]}. Além disso, existe um limite de raziio méxima entre capacitores que se
pode implementar, restringindo a gama de aplicagdes possiveis.

E chegamos, finalmente, aos filtros totalmente digitais. Por tras da uti-
lizagBo desses filtros estd uma mudanca sutil no modo como visualizamos
e modelamos os sistemas. Ao invés de representd-los através de equacdes
diferencials, passamos a representé-los por equagbes a diferencas. Os sinais
passam a ser discretos no tempo, ¢ a matemaética utilizada para representd-
los € auto-consistente e completamente independente da matemética dos
sinals cont{nuos. Os filtros digitais simplesmente implementam algoritmos
de célculo em tempo real e, portanto, sfo insensiveis a variagdes ambientais,
sdo perfeitamente reprodutiveis e sfo facilmente integréveis. Eles nfo sio,
entretanto, perfeitos. Como veremos nos capitulos seguintes, a limitacdo do
nimero de bits com os quais as varidveis do algoritmo sfo representadas leva
a efeitos nao ideais que, no entanto, nfo chegam nem de longe a comprometer
os filtros digitais frente a seus concorrentes analégicos.
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1.2 Filtros recursivos versus nao-recursivos

O advento das técnicas digitais ¢ o amadurecimento da teoria do proces-
samento digital de sinais tornaram possiveis implementagoes de algoritmos
que antes eram impensaveis de se realizar com o processamento analdgico.
Da manipulagio de grandezas fisicas (tensio e corrente) ao puro e simples
calculo numeérico dos algoritmos ocorreu uma verdadeira revolugho na ma-
neira de se implementar sistemas eletrdnicos. Nfo s6 as aplicagdes se multi-
plicam, como também as formas de implementag¢io sfio variadas, reflexo da
flexibilidade de escolha dos algoritmos.

No caso dos filtros digitais, essa flexibilidade se traduz na possibilidade
de escolha entre os filtros recursivos, ou IIR!, e os niio-recursivos, ou FIR?,
Muito se discute na literatura sobre as vantagens e desvantagens de um filtro
em relagdo ao outro [2,13,22]. Os filtros FIR sdo sempre estaveis e podem
ser feitos com fase perfeitamente linear. S3o, portanto, ideais para sistemnas
adaptativos e sistemas que n#o tolerem distor¢io de fase. J4 os filtros IIR
sdo extremamente eficientes em termos de complexidade de implementacio
(ntimero de atrasadores e de multiplicadores), principalmente para filtros
muito seletivos. Assim, a finica coisa que se pode afirmar com certeza é que
a escolha de um ou outro filtro depende da aplicacdo em particular.

Do ponto de vista do nosso trabalho, optamos por estudar e implemen-
tar um programa para o projeto de filtros 1IR. Este tipo de filtro é o que
apresenta os maiores problemas com relagdo & precisfo finita dos registros,
mas justamente devido a este fato, nos oferece um maior desafio e potencial
de aprendizado. Acreditamos que os conceitos e os resultados obtidos neste
estudo possam ser estendidos a outros tipos de filtros e a outras estruturas
de processamento digital.

1.3 Resumo dos capitulos seguintes

No Capitulo 2 apresentaremos o métode de projeto de filtros digitais re-
cursivos através da transformagfio bilinear de um filiro protétipo analégico.
Apresentaremos, em detalhe, a teoria de célculo das aproximagdes de But-
terworth, Chebychev e eliptica.

No Capitulo 3 faremos um apanhado dos efeitos da precisio finita dos
registros nos filtros digitais. Analisaremos os problemas da quantizagio dos
coeficientes, do escalonamento dos registros para se evitar “overflow” e do
rufdo de quantizag8o do sinal, tanto em aritmética de ponto fixo como de
ponto Hutuante.

No Capitulo 4 serd apresentada a teoria dos filtros 6timos, baseada numa

'do inglés Infinite Impulse Response
%do inglés Finite Impulse Response
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descrigho matricial muito elegante e poderosa dos filtros digitals: a descrigio
por varidveis de estado. Os filtros 6timos desenvolvidos neste capitulo so
notaveis por apresentarem bom desempenho em relagao aos efeitos de quan-
tizagho, quando comparados as formas tradicionals de implementagio.

No Capftulo 5 descreveremos o programa FOREST, que sintetiza filtros
digitais IIR na forma de cascata de se¢des de segunda ordem, geradas na
forma direta e na forma 6tima. Serdo apresentados, também, exemplos de
aplicagdo do programa, os quais ilustraréo a teoria apresentada nos capftulos
anteriores. :

Finalmente, no Capftulo 6 apresentaremos as observagdes finais, con-
clusbes e sugestes para continuagéo do trabalho.



Capitulo 2

O projeto de filtros digitais
recursivos

2.1 Introducio

Neste capftulo apresentaremos o método de projeto de filtros digitais recur-
sivos baseado no projeto de um filtro analégico correspondente. Este método
de céalculo tem a grande vantagem de utilizar todo o arcabouco de conhe-
cimento existente para o projeto de filtros analégicos, acumulado durante
décadas e consagrado pela pratica.

A idéia central do método é o estabelecimento de algum tipo de mapea-
mento entre o plano s, no qual se projeta os filtros analégicos, e o plano z dos
filtros digitais. Para que seja de alguma utilidade, este mapeamento deve
preservar as caracter{sticas essenciais da resposta em frequéncia e a estabi-
lidade do filtro. Para tanto, deve mapear o eixo imaginario do plano & na
Circunferéncia de Raio Unitério {C.R.U.), e 0 semi-plano esquerdo do plano
s, no interior da C.R.U. O tipo de mapeamento mais utilizado, e o tinico
que adotaremos aqui, é o da transformagBo bilinear [2], que analisaremos a
seguir.

2.2 A transformacgio bilinear e o projeto do filtro

A idéia que estd por tras da transformagéao bilinear é a transformacio de
uma equacdo diferencial em uma equagio a diferencas utilizando-se a regra
do trapézio para a aproximag&o das integrais [2]. Sendo T o perfodo de amos-
tragem {ou o espacamento de célculo da regra do trapézio), a transformacio
bilinear ¢ dada pelo seguinte mapeamento entre s e z:

1

[y

—_—

i (2.1)

Mo
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Figura 2.1: Méscara de especificagbes de um filtro passa-faixa.

Vamos mostrar agora a sequéncia de célculos envolvida no projeto de
um filtro digital recursivo, e como a transformacio bilinear se encaixa neste
processo. Com relacéo s especificacdes do filtro, poderfamos partir do pres-
suposto de que elas sdo fornecidas diretamente em termos de angulos relacio-
nados & C.R.U. do plano z. Este tipo de enfoque teria a vantagem de realcar
o fato de que o filtro digital ndo é urna aproximagao do filtro analégico, mas
ao invés disso, utiliza um filtro analégico como etapa intermedidria de projeto
do filtro digital. N&o obstante, quando se processa sinais analégicos, estes
sdo convertidos para sinais discretos através de um processo de amostragem
que, no nosso entender, seria interessante deixar explicito. Uma vantagem
disto, por exemplo, é a possibilidade de se avaliar o efeito da variagéo da
frequéncia de amostragem no desempenho do filtro com relagio acs efeitos
de comprimento finito dos registros. Seguindo-se esta linha, a especificagio
do filtro seria composta pela frequéncia de amostragem e pelas frequéncias
limites das faixas de passagem e rejei¢io em Hz, com as respectivas ate-
nuagdes maxima e minima. Essas frequéncias s&o, entio, convertidas para
dngulos da C.R.U. através da relacgio:

o — 2r f

fa

onde w € o dngulo em radianos da C.R.U., f é a frequéncia em Hz a ser

convertida e f, = 1/T ¢ a frequéncia de amostragem. Essas especificagdes

definem uma méscara na qual a resposta em frequéncia do filtro deve se
encaixar, como aquela mostrada na Fig. 2.1,

(2.2)

Depois de obtidas as especificagdes no plano z, deve-se converté-las em
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especificagdes de um filtro analégico equivalente no plano s, Para tanto,
observemos que a relago entre um &ngulo da C.R.U. e uma frequéncia no
eixo 751 do planc s ¢ dada por:

= %tan % (2.8)

Para simplicidade de calculo, utilizaremos a expressao acima com 7' = 2.
Observe que T nfo precisa necessariamente ser o inverso da frequéncia de
amostragem definida anteriormente, desde que utilizemos o mesmo valor de
T quando fizermos a transformagio bilinear do filtro analégico. Na verdade,
o Gnico papel desempenhado pela frequéncia de amostragem é na obtengio
das especifica¢des do filtro no plano z. Nas expressdes da transformagio
bilinear, o seu valor € irrelevante.

Uma vez obtida a especificagio do filtro analégico correspondente, pode-
se adotar qualquer das técnicas disponiveis para o projeto de filtros ana-
logicos. Este é o assunto da Se¢Bo 2.3. De posse dos pélos e zeros do
filtro analégico, podemos obter os pdlos e zeros do filtro digital através da
transformago bilinear. Fazendo T’ = 2 na equagfio (2.1} e resolvendo para
z, obtemos:

_1+s

FEITE

Ao se fazer a transformag8o bilinear dos pélos e zeros pela expressio

acima, é preciso calcular o efeito da transformacio sobre o fator de ganho

constante do filtro. Seja, por exemplo, um termo de primeira ordem em s

da forma (s — s,)/(s — sp). Substituindo-se s pelo valor dado por (2.1} com
T = 2, temos:

(2.4)

(-2 /(14218 1-8 2~ (1+8)/(1~8s,)
(1-z0/(1+z1) -8 1-s z-(1+5)/(1-s)

Na expressio acima vemos que o pélo e o zero foram transformados
segundo {2.4), sendo que o fator de ganho constante foi alterado pelo fator
(1 — 85)/(1 — ). Deste resultado se conclui que, ao se transformar um
pélo real s, deve-se dividir o ganho por {1 — sp}, e ao se transformar um
zero real sz, deve-se multiplicar o ganho por (1 — s,). No caso de pélos ¢
zeros complexos, lembremos que eles sempre aparecem em pares conjugados.
Assim sendo, se s, for um pélo de H(s), s, também o serd. Da mesma
forma, se s, for um zero de H(s), s} também serd. Portanto, ao se aplicar a
transformagao bilinear a um péle complexo s, deve-se dividir o ganho por:

(2.5)

(1= sp)(1 = 55) = 1 - 2R(sp) + |5 "

Analogamente, ao se aplicar a transformagéo bilinear a um zero s,, deve-
se multiplicar o ganho por:
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(1—8,)(1~s2) = 1-2R(s,) + |s,}?

Uma vez obtidos os pélos e zeros no plano z, vemo-nos frente ao problema
de agrupar esses pélos e zeros para a formagio da fungio de transferéncia
do filtro. Podemos, por exemplo, agrupar todos os N pélos e os M zeros
e polindmios de graus N e M, respectivamente, e expressar a funcio de
transferéncia na forma:

bo+ bzt 4o+ bpga™
.E{(Z) = 1+ w1 ~-N
ezt teonz

Entretanto, como veremos mais tarde, um filtro digital que implemente

diretamente a expressdo acima -(daf receber o nome de Forma Direta) é

muito sensivel aos efeitos de comprimento finito dos registros e, portanto,

raramente é utilizado. Muito mais comum é o agrupamento de pélos e zeros

em se¢les de primeira e segunda ordem, as quais sho depois associadas em

paralelo ou em cascata para a realizaciio de H(z). Mostraremos depois que

tais estruturas sio menos sensiveis aos efeitos de quantizagio. Escolhendo a
associagdo em cascata, podemos expressar H (2} na forma:

(2.6)

N,y

H{z)= A H
k=1

onde Ny é a parte inteira de (N + 1)/2.

Note que esta expressdo s6 possui termos de segunda ordem. Isto nio
chega a ser problema, pois se N for fmpar, alguns dos coeficientes serdo
nulos. Mais explicitamente, se houver um pélo ou zero real que nio possa ser
agrupado com outro para formar um termo de segunda ordem, os coeficientes
do termo correspondente serao:

14 bzt 4+ bgkz_z
-2

2.7
1— ez~ — ooz (2.7)

byy = O (2.8)
ey = O (2.9}
bipy = -« (2.10)
g = B (2.11)

onde a e f s&o os zeros e pélos reals respectivamente.
Para os pélos e zeros complexos, os coeficientes dos termos de segunda
ordem s30 dados por:

b = —2%(py) (2.12)
bar = |pil® (2.13)
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cig = 20{g) (2.14}
o = —lgil’ (2.15)

onde py e g sdo os zeros e pédlos do termo k de H{z).

E importante fazer um tltimo comentério sobre a formagéo da fungiio de
transferéncia. Existe alguma arbitrariedade no agrupamento de pdlos e ze-
ros para a formagao das se¢des de segunda ordem, assim como na ordenagio
das se¢des. Na verdade, como mostraremos no Capitulo 4, existem infini-
tas maneiras de se implementar a fungéo de transferéncia H(z), todas elas
idénticas para precisdo de célculo infinita. Quando se considera registros de
comprimento finito, entretanto, todas elas possuem desempenhos diferentes,
fato que precisa ser levado em conta no projeto do filtro. Este ser4 o assunto
dos capftulos seguintes. Antes, porém, apresentaremos a teoria de projeto
dos filtros analégicos, etapa fundamental e nada trivial no projeto do filtro
digital recursivo.

2.3 O projeto de Filtros Analégicos

2.3.1 Métodos de Aproximacio

O problema que se nos coloca aqui é o da determinagio de uma funcio
matemaética para a representacdo da resposta em frequéncia, o chamado
problema da aproximacio. Essa fungio mateméatica deveré satisfazer duas
condigbes basicas: ter um formato tal que se encaixe dentro da méscara de
especificagOes e ser passfvel de implementacfo fisica. Esta tltima condigéo
poderd ser satisfeita se a fungio de aproximacgio for expressa através da razéo
entre dois polinémios, j4 que no dominio do tempo tal fungio é convertida
para uma equagio diferencial, no caso do plano s, ou para uma equagio a
diferencas, no caso do plano 2.

Existern duas metodologias diferentes que podem ser utilizadas para a
obtencdo de uma fungdo racional de polindmios que atenda & mascara de
especificagies. Uma delas é a utilizagio de algoritmos numéricos iterati-
vos que facam uma varredura sistemaética dos coeficientes dos polindmios
até que a funglo caia dentro da maéscara. A outra metodologia, a que
utilizaremos, procura por fung¢des matematicas polinomiais cujos graficos
apresentem caracteristicas de seletividade parecidas com as de um filtro
passa-baixa. Essas fungdes sfo, entdo, utilizadas para a aproximacio de
um filtro protétipo passa-baixa, que depois é transformado para o tipo de-
sejado - passa-alta, passa-faixa ou corta-faixa — através de uma simples

1Uma fungio racional de polindmiocs pode representar gqualquer circuito linear e invari-
ante no tempo que possua somente parfimetros concentrados. Ieto nio se aplica a circuitos
com pardmetros distribufdos, que contenham elementos como linhas de transmissio ou
guias de onda.
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transformacao de varidveis,

Nas segOes seguintes apresentaremos os trés tipos de aproximagio que
utilizaremos - Butterworth, Chebychev e eliptica ~ e depois mostraremos
como ¢ feita a transformac&o do protétipo passa-baixa para os demais tipos.

2.3.2 Aproximacio de Butterworth

Este e os outros métodos de aproximagdo que apresentaremos tem como
objetivo expressar a fun¢8o de transferéncia H(s) na forma da razo de dois
polindmios:

4

q(s)
H{s) = == 2.16
(=23 (2.16)
No método de aproximagio d¢ Butterworth, as primeiras 2n—1 derivadas
da fungiio de atenuagio de poténcia sdo feitas iguais a zero no ponto 1 = 0,
ou seja:

FAQ) _
Sy =0 =120 (2.17)
onde
a@) ==L [ (2.18)
H(;0) '

é & atenuagio de poténcia imposta pelo filtro.
A fun¢do de atenuagio que atende & condiglo acima é dada por:

A(FQ) =1+ € (%)2" (2.19)

onde {1, é a frequéncia limite da faixa de passagem.
Usando a expressdo acima em (2.18), temos:
e 1
T 14 €2(0/0,)?

O par@metro € esté ligado & atenuagdo méxima na faixa de passagem
Amaz (no ponto €1 = {1,}, que pode ser expressa em dB como:

|H(59)] (2.20)

Amaz = 10log(1 + ¢%) (2.21)

€ = V1001 Amaz — | (2.22)

Sendo Aupmin e {1,, respectivamente, a atenuagio minima e a frequéncia
de infcio da faixa de rejeigdo, podemos escrever:

donde:
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Amin = 10loglt + (0, /0.)*"] (2.23)
Rearranjando-se esta expressio, oblemos:

Q in
¢ (ﬁm) z= 100 Amin g (2.24)

¢

Substituindo-se (2.22) em (2.24) e isolando n, chegamos a:

- log /(100 Amin 1) /(109 Amex — 1)
n= a0,/ C {2.25)

Esta expressio fornece o valor da ordem minima do filtro que satisfaz as
especificagtes de méascara. Obviamente, n deve ser inteiro, de forma que se
deve tomar o inteiro imediatamente acima do valor fornecido pela equagéo.

Generalizando a expressio (2.20), podemos expressar o termo H (s) H (-~ s)
na forma:

1
1+ € (s/500)%
Como o valor de n é dado pela expressio (2.25), resta-nos encontrar as
rafzes do denominador da equagdo acima, que sio os pélos de H(s)H(—s),

e escolher as raizes do semiplano esquerdo, que correspondem aos pélos de
H{s). Ignalando o denominador a zero para se encontrar as rafzes, temos:

H(s)H(—8) =

(2.26)

14 ¢ (-f-—)zn =0 (2.27)
78k

donde se extrai os pélos de H(s)H{-s):

8p = E?;n ex {'21 +2:z+17r} i=1,2,---,2n (2.28)

Os polos calculados segundo a expressio acima se distribuem uniforme-
mente em cima de uma circunferéncia de raio £2,/¢!/™. Os pélos do semi-
plano esquerdo pertencem a H{s), e os pblos do semiplanoc direito pertencem
a H{—s). Para facilitar o calculo por computador, os pélos podem ser renu-
merados de forma que os n primeiros pélos estejam no semiplano esquerdo.
Fazendo-se isto, os pélos de H (s) serdo dados por:

ﬁc [_2£“§_n_1~

i = 7w o } i=1,2,--,n (2.29)

Conhecidos os pélos, H(s) pode ser expressa na forma:
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A
€ :i:n}(’s - sp.‘)
onde o fator {1} /¢ apareceu devido & conveniéncia de se ter | H{502)| = 1 para
1=0.

H(s) = (2.30)

2.3.3 Aproximacgio de Chebychev

No caso do filtro de Butterworth, o desvio da resposta em frequéncia em
relagdo & resposta ideal é zero em {) = 0 e vai aumentando até atingir um
méaximo em {1 = {I.. A idéia da aproximagio de Chebychev é a de distribuir
o erro da resposta em frequéncia ao longo da faixa de passagem do filtro,
mantendo a resposta monotonica na faixa de rejeigdo. Com isto se consegue,
para uma mesma ordem do filtro, menor largura da faixa de transigio. Assim
como no caso da aproximagio de Butterworth, a aproximagéo de Chebychev
se utilizard de um polindmio para exprimir a fungio de atenuagio do filtro.
Esse polinémio serd o polindmio de Chebychev de grau n, denotado por
Tnlz).

Para satisfazer os requisitos de resposta ondulante na faixa de passa-
gem e monotdnica na faixa de rejeigdo, Ty (x) deve apresentar as seguintes
propriedades:

1. T}, é par (impar) se n for par (impar).

2. Ty, tem todos os seus zeros no intervalo —1 < z < 1.
3. T, oscila entre =1 no intervalo —1 < = < 1.

4. Th(1) = +1.

A partir das propriedades acima, pode-se mostrar [3] que 7,,(z} pode ser
escrito como:

Tn(z) = cos(ncos™ z) (2.31)

O caréter polinomial da expressio acima pode ser percebido se descrever-
mos os polindmios de Chebychev através da seguinte relagio de recorréncia:

Ta+i(z) = 22T (2) — Th-1(z) (2.32)

onde:
To(z) = 1 (2.33)
Ti(z) = =« (2.34)

A partir dos polinémios de Chebychev, a fun¢io de atenuagio de poténcia
em dB pode ser expressa na forma:
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A() = 101og 1+ ET2(/0)] (2.35)

O valor de ¢ é obtido observando-se que Tp(1}) = 1 ¢ A(§1) = Amaz em
1 = 11.. Desta forma temos:

€ = V100 Amax ] (2.36)

que ¢ a mesma expressio obtida para o filtro de Butterworth.
Para 0 > {, cos™}(€2/€),) se torna imaginério. Portanto, a expressio
(2.31} pode ser escrita como:

Tn(g) = cosh(n cosh™? g—-) , > (2.37)

c

que leva a:
2 2 -1 §
A(Q) = 10log [l + €* cosh®(n cosh h——)} , >0, (2.38)
C

Na frequéncia (I = {1, temos a atenuagio minima da faixa de rejeigio

dada por:

Apir = 10log {1 + ¢* cosh?*(ncosh™} gﬂi)} (2.39)

-

Substituindo (2.36) na expressio acima e isolando n, obtemos:

cosh ™! /(1000 4min — 1)/(1004Amas — 1)
cosh™ {2, /02;)

A equagao acima fornece o valor minimo da ordem de filtro de Chebychev

em fungdo das especificagdes. Note que existe uma certa semelhanga com a

expressao (2.25) que fornece a ordemn mfnima do filtro de Butterworth.
Para se obter H(s), lembremos que a atenuagio é dada por:

n = (2.40)

A@) = [HGDH (-G =1+ T2 (241

Substituindo-se 7§} por s temos:

[(H(s)H{=8)]"} = 1 + T2 (~) (2.42)
I8k
Os pélos de H(s)H(—s) serdo os zeros da equagéo:
2z %y

1+e T“(jﬂc) =0 (2.43)

ou .

-1 8y _ .7
cos{ncos jﬂe) = ie (2.44)
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Fazendo a substituigho
ncos Hs/0) = u -t jv (2.45)
na equacao acima, obtemos apés alguma munipulagio;

cosucoshv — ysinusinhv = %5 /¢ (2.46)

e, igualando as partes real e imaginaria de ambos os membros:

cosucoshv = 0 {2.47)
sinusinhv = =£1/¢ (2.48)

Na equagao (2.47), cosh v é um valor maior ou igual a 1, concluindo-se
entido que:

cosu =0 (2.49)

e portanto,
sinuy = +1 (2.50)

o que nos permite escrever (2.48) na seguinte forma:

sinhv = £1/e (2.51)

Ol 1
v = £ sinh™? - (2.52)

Retomemos agora a igualdade {2.45). Dividindo-se ambos os membros
por n e isolando s no primeiro membro, obtemos:

s = j0, cos (3 +j4‘i) (2.53)
n n
gue ainda pode ser expressa na forma:
5=, (sin Zsinh 2 4 jeos — cosh »ﬂ) (2.54)
n n n n

Agora, usando (2.49) e (2.52) na equagio acima, podemos expressar os
pélos do filtro de Chebychev da seguinte forma:

8p, =+ 30  i=12---,n {2.55)

- syl
a; = 10, sin (2‘ 1%) sinh (M) (2-56)

onde:

n n
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C RS Yy
B = (. cos <2¥n : %) cosh (M} (2.57)

i

Os pdlos dados por esta expressio se distribuem ao longo de uma elipse
no plano s. J4 a fungao de transferéncia H(s) sera dada por:

Ch

H(8) = = 2.58
o= o) (255)

cnde:

l5p*l8p % - - 135, |
Cyg = - , N par 2.59
" V14 €? P ( )
ou

Cr = olsp, |2i3pz I2 e lsp{n—z)/ziz » n fmpar (2.60)

sendo o o pélo real de H (s).

2.3.4 Aproximacio Eliptica
Introducgio

O filtro eliptico, também chamado filtro de Cauer, se distingue dos anteri-
ores por possuir resposta ondulante tanto na faixa de passagem como nas
faixas de rejeicio. Pode-se mostrar que, para faixas de passagem e rejeigao
planas e com simetria geométrica, este filtro é 6timo no sentido de que ele
implementa uma determinada méscara com a menor complexidade (menor
ordem) possivel. O célculo dos pélos e zeros é bem mais complexo que o
dos filtros anteriores, envolvendo o céleulo de algumas fungBes elfpticas e
processos numéricos iterativos para manipulagio de polinémios.

A metodologia de projeto ndo seré diferente da usada nos filtros anterio-
res. Procura-se uma fun¢do que aproxime a resposta de atenuag3o do filtro.
No caso do filtro de Chebychev, esta fungfio era o polinémioc de Chebychev.
Ne caso do fltro eliptico, essa fung&o sera a Fungzo Racional de Chebychev,
que pode ser expressa como a razao entre dois polindmios cujas rafzes sio
fungbes elipticas das especificagdes do filiro.

A fungio Racional de Chebychev

A fungdo racional de Chebychev, que denotaremos por R,(z, L} e que usa-
remos para a aproximagio do filiro eliptico, é uma fungéo racional de « que
possui as seguintes propriedades:

1. R, é par (fmpar) se n for par (fmpar).

2. Ry, tem todos os seus n zeros no intervalo ~1 < z < 1 e todos os seus
n pblos fora deste intervalo.
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3. R, oscila entre 41 no intervalo -1 < 2 < L
4. R.{(1,L) = +1.

5. 1/R, oscila entre +1/L no intervalo {z| < 2y, onde z; é o primeiro
valor de z para o qual R, (z,L) = L

A fungdo racional de Chebychev sers utilizada para se aproximar a res-
posta em frequéncia do filtro elfptico, da mesma forma como anteriormente
utilizamos os polinémios de Butterworth e Chebychev. Na verdade, pode-se
mostrar [3] que a fung¢io de atenuagio de um filtro eliptico é dada por :

ﬁ(ﬂ)::l@iog{l-% FIL,(%%,L)}Z} (2.61)

Os pardmetros n, ¢ e L podem ser obtidos a partir das especificaces do
filtro da seguinte forma:

e = +100iAmaz ] (2.62)
100,1Am:‘n — 1
L= \ipmame =7 4 (2.63)

K{z DK (LY
K'(z7 K (L)

(2.64)

Na expressdo acima para o cdlculo da ordem do filtro aparece a inte-
gral eliptica completa de primeira espécie K(k) e a integral eliptica completa
complementar de primeira espécie K'(k). Essas fungdes sio tratadas no
Apéndice A.

Nao se descrevera aqui o procedimento detalhado para se chegar a uma
expressio polinomial de R,(z,L). Este procedimento pode ser encontrado
em [3]. Basicamente, o que se faz é obter uma equaco diferencial a partir das
propriedades de R, (=, L} enumeradas anteriormente e procurar uma solugio
para esta equagio, que é expressa em termos de fungdes elipticas. Seguindo-
se este procedimento, pode-se mostrar que Ry(z, L) pode ser expressa por:

» n impar:
{n—1}/2 yy
R.(z,L) = Ciz ]'[ “w_x}f/—ﬂ'f (2.65)
onde:
fi = sn [2K (27" /n, L] (2.66)

(r~1}/2 :
Ci = H 1- (mL/ft)z

= (2.67)
=1 *
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& 1L par: n/? wz i fz
Rﬂ(.’.ﬁ, L) = (;2 H WW (268)
onde:
fi =sn [(2i - DK (27 /n, 17 (2.69)
n/2
O, — H 1 - (mL/fi)z (2?0)

A funglo seno eliptico sn{u, k) e a integral eliptica completa de primeira
espéeie K{k) podem ser calculadas através de séries numéricas altamente
convergentes [5] conforme mostrado no Apéndice A, e a constante z;, é dada
por:

£,

A fung¢8o de transferéncia H(s)

A nossa preocupagdo agora é como obter a fungdio de transferéncia H{s) a
partir da fun¢io racional de Chebychev. A partir de (2.61) podemos relaci-
onar R,(02/Q2,, L) e H(Q) da seguinte forma:

1
[H(GM)E = 2.72
R I =7)
Generalizando para a varidvel ¢, temos:
1

H(s)H(—s) = - o (2.73
TR NED )

Esta expressio pode ainda ser colocada na seguinte forma:
[H(s)H(-s)]! = els)e(-s) _ 14+ I(s)f(=s) (2.74)

Ca(sa(=8) T als)a(-9)
Examinando a expressao acima vemos que os zeros de H{s) sfo iguais aos

pélos de R,(s), de forma que o numerador de H(s) é igual ac denominador
de R,(s). Desta forma, os zeros de H{s) sio dados por:

8y, = tfzr/ ki (2.75)

com f; dado por (2.66) e (2.69).
Resta-nos entdo calcular os pélos de H(s), o que pode ser feito seguindo-
se 0 seguinte roteiro:
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#

obter f(s) e ¢(s) a partir das especificactes

obter e(s)e(—s) = f(s)f(~s) + g(s)a(~s)

fatorar e(s)e(—s) para obter os pélos

%

L]

» escolher os pélos do semiplano esquerdo e obter H(s)

As segOes seguintes tratarfio do calculo dos pélos de H(s) segundo o
roteiro acima. Porém, isto ndo podera ser feito no dominio da varidvel s.

A wvaridvel transformada

No procedimento descrito acima para o célculo de H(s) a partir de R,(s),
nota-se que ¢ necessério realizar operagdes de soma, multiplicagio e fatoragio
de polindmios. Como os pélos de H{s) tendem a se aglutinar muito em torno
da frequéncia de corte (1., essas opera¢des com polindmios normalmente
resultam em imprecisdo numeérica inaceitdvel. Para fugir desta imprecisio
numérica, normalmente se utiliza uma transformagiio numérica que mapeia
a varidvel s para uma outra varidvel complexa, que na literatura infelizmente
recebe o nome de varidvel transformada Z. Para nio confundirmos com a
varidvel z do dominio digital que vinhamos utilizando, mudaremos o nome da
varidvel transformada, que passaremos a chamar de r. Esta transformagio
mapeia o intervalo [0, f{l.] no eixo imagindrio da varidvel s para todo o
eixo imagindrio da varidvel r, de forma que ocorre uma separacio dos pélos
situados perto da frequéncia de corte, permitindo maior precisio de calculo.
A varidvel transformada r se relaciona & varidvel s pelas relagdes:

ﬂz
rl=14 - (2.76)
02
o = (2.77)

A idéia ¢ aplicar esta transformagio a R.(s), realizar as operagies poli-
nomiais como indicado anteriormente para encontrar H(r), e aplicar a trans-
formag8o inversa para finalmente se obter H(s). Como vimos anteriormente,
R,.(s) pode ser escrito como a raz&o entre dois polindmios:

_ f(s)
R,(s) = ca(s) (2.78)
onde: N
=0t [[(+1H) (2.79)
=1
Ny

q(s) = [[(s* +¢f) (2.80)

i=1
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91 i f;'

No = n/2 se n for par
Y7 (n—-1)/2 sen for impar

0 sen for par
A= :
1 se n for impar

Assumindo temporariamente {1, = 1 e aplicando (2.77), obtemos:

Ny
= or? - a2 I (L) (28
gz

A expressio de f(r) obtida acima é uma razo entre dois polindmios
em r. Entretanto, para simplificar os calculos a serem feitos, gostarfamos
que a fungio transformada fosse um polinémio semelhante a f(s). Pode-se
conseguir isto se dividirmos f(s) e ¢{s) pelo fator s™. Isto ndo altera R,(s),
porém aplicando-se (2.77) a F(s} = f(s)/8" e Q(s) = q(s)/8" obtém-se:

Ny
F(r)=Cp [[(+* - F}) (2.82)
[
onde
Ny £
Cp =Cy H(ﬁ‘-)2 (2.83)
il ¢
FlP=1- (?-;-.f)2 (2.84)
Ny
Q(r) = Co(r? = )T - @) (2.85)
il
onde .
1 Mo,
Cq = ﬁ;gg(ﬁ:)z (2-86)
2 _ 209
Ot =1-(5) (287)

Assim, através de um pequeno artificio, obtém-se expressdes polinomiais
para F(r) e Q(r), que serdo usadas no lugar de f(s) e ¢(s) nos célculos a
seguir.
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Obtengiio de E(r)E(r)

Seguindo-se o procedimento descrito na Segfo 2.3 .4, devemos agora calcular
e(s}e(~¢), 56 que agora no dominio da varidvel transformada r. A partir de
{2.74) podemos escrever:

e(s)e(-s) = f(s)f(—s) + ¢(s)g(~s) (2.88)
A fungdo ¢(s) é sempre par e a fungfo f(s) é par se n for par, e fmpar se

n for impar. Desta forma, pode-se reescrever a equagio acima na seguinte
forma: .

e(s)e(—s) = (=1} 1*(s) + ¢*(s) (2.89)
Dividindo ambos os membros dessa equacgio por 82 temos:
e(s)e(~s) A fz(S) ¢*(s)
M) o e L), T (2:90)

Chamando de E(r) a transformada de e(s)/s", e de E*(r) a transformada
de e(—s)/s", e aplicando a transformagio dada por (2.77), temos:

E(r)E*(r) = (-1)2F*(r) + Q*(r) (2.91)

Vejamos agora como se calcula a expressdo acima numericamente. Para
simplificar um pouco os calculos daqui para frente, vamos fazer a substituigio
y = r? nas expresses de F(r) e Q(r), e depois coloc4-las na forma de produto
de monodmios em y. Fazendo isto, obtemos:

m—1
Fy)=CE [] (v + 1) (2.92)
=0
m—1
QW) =Chly-1)* ] (v+1) (2.93)
=0
onde:
n se n for par
m == :
n—1 sen for impar

timimwéwimF'zouQ? ’ imO:I:"':Nl"I
i ¢

Observe que fizemos uma renumeragio dos termos F; e Q;, fazendo ¢
variar de O & N1~ 1 em vez de 1 a N;. Para fazer a soma indicada por (2.91)
devemos desenvalver o produto acima. Para tanto, usaremos um algoritmo
numérico que faz o produto de m mondmios como indicado a seguir. Sejam
€0,€1," " ,em-1 05 coeficientes do polindmio produto. Inicialmente faz-se
eg = Ip e e; = 1. Depois aplica-se as seguintes relagdes de recorréncia:
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Ag = Liep

A;“—T-f"g‘..} -+ 1'»3'6‘1' g o ,2,-“,_?’

fazendo-se depois: §=1,2,-0,m~1
e = A; i=0,1,---,7

€1 = I

Como resultado do algoritmo acima, obtem-se os polinémios F2(y) e
Q*{y) no seguinte formato:

FHy) = CRy™ + e, y™ H o eny’ +eny+es) (2.94)

QHy) = CHY™ + €gu ¥+ ot eyt + eyt eg) (2.95)

Finalmente, efetuando-se a operagiio indicada por (2.91}, obtém-se:

E(y)E*(y) = CEy" + ene1y"™ ' + -+ 238° + €1y + €0) (2.96)

onde

C’% _ { Cé +C%  se n for par (2.97)

ng se n for impar

Fatoragio de E(r)E*(r)

Uma vez obtidos os coeficientes do polindmio E(r}£*(r), deve-se fators-lo
em termos de segunda ordem antes de aplicar a transformacio r — 5. A
fatoragio pode ser feita pelo método de Bairstow, que apresentaremos de
forma resumida a seguir.

Seja F(y) um polindmic em y de grau n:

Fiyy=9¢"+en1t" '+ - tey’ +eay+e (2.98)

Este polindmic pode ser escrito como o produto de um termo de segunda
ordem e um polindmio de grau n—2. Desenvolvendo este produto e igualando
a zero para se obter as raizes, temos:

(W2 Bpyy™ 3 4 o By gy + R (YR Py + gm) =
¥+ (O + hne1)¥" 7+ (qm + Anc1Pm o+ hpoa)y™ i -
-+ (h4Q'm + hspm + h2)y2 + (hSQm, + hZPm)y +- hzqm =0 (299)

Comparando os coeficientes de (2.98) e (2.99), podemos montar o seguin-
te sistema de equagdes:
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eo = hage + hipy + ko

er =  hsgm + hopm + Ry

e = hriagm +hepipmt+hy
€z = hn?m -+ hn-ulpm + hnm2

fp.1 = hn+1?m+hnpm+hn——1

onde:

hp = 1
hpniyp = 0
Os termos hg e hy que foram incluidos nas equacgdes acima sio essenci-

ais ao método de Bairstow. Para ver como isto acontece, reescrevamos as
equagbes para fornecer os valores de h:

ho = eg~ hipm — hogm

hl = € — h2pm - hBQm

hy = & — hr+1pm - hr+2‘7m
hp.g = ep.g— hn_1Pm — hngm
hnwl - ép—-1 hnpm - hn—i-iq'm

Os valores de s acima s&o calculados de baixo para cima, comegando por
hyn.1, passando para hyn-z e assim por diante até hy. Observando a equagiio
(2.99), vemos que se py, e ¢, 830 rafzes de F(y), entéo hy e hg serio neces-
sariamente iguais a zero. Pelo método de Bairstow, escolhemos inicialmente
valores arbitrarios de p,, e ¢,,, para og quais hg e h; nio serdo nulos. Entdo
desenvolvemos hg e hy em série de Taylor, considerando somente os termos
de primeira ordem, e impomos que eles sejam nulos. Desta forma, obtemos
o seguinte sistema:

ho + w——Ap + ——Ag =0 (2.100)
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3}
hy 4 —tAp + ——tAg = 0 2.101
R e A ( )

Para resolver este sisterna, devernos encontrar os valores de hg e by cor-
respondentes nos valores inicials de py, € ¢, bem como as derivadas parciais
de hg e hy em relacio a py, € §,,. Os valores de hg e hy sio obtidos do sistema
de equacdes mostrado acima. J4 as derivadas parciais de h em relagio a po,
sdo dadas por:

dhy ohy 3hy
‘3‘;‘": = “’“Pm’é‘}')‘; O “*ng“;wﬂﬁ
8hi Ohy Bhy
apm = “pmam"“ ZWQmam—“Cl
ahn——B - 3}51’;—-2 ahnml -
EP = —Pm 3pm = fip--2 Qm“g_;" = Cpm8
ahn-—z . 6hn—-1 h
"é"’;;— = =Pm 3 " = fpn-1 = Cn.2
ahn—l - 1=
o

Utilizando-se ¢,,..1 calcula-se ¢,,..2. A partir de ¢,..9 e ¢, calcula-se
Cn-3, & assim por diante até chegar a ¢; e ¢g.
Considerando agora as derivadas de h com relagéo a ¢, temos:

dhy _ dhy Sha
dhy o dhs B Ghg
Bgm  magm T e,
ahn——?. = —p 3hn—2 —h L
m T Bgm
ahnwi.’ = -p ahn—i ~1
BQm ™ an
ahnml
= 0
Oqm

Substituindo-se dhy,.1/dqy = 0 da Gltima equagio na equacio de cima,
concluimos que 8hyp_2/8¢y = —1 = ¢,.1. Substituindo-se esse valor na
equagdo de cima, e assim sucessivamente, pode-se mostrar que:

dhg

— 2.102
- g (2102)



24 CAPITULO 20 O PROJETG DE FIVTROS DIGITAIR RECURSIVOS

dhy
BQM

. (2.103)

Desta forma, (2.100} e {2.101) podem ser reescritas na seguinte forma:

coldp+ e Ag = -—~hg (2.104)
Ap+caAg = —hy (2.105)
cuja solugao é:
h101 - hoCz

e — 2.106
Ap £pty — C% ( )

B ~ h
Ag = Hazhic (2.107)

cocy — €f

Somando-se Ap e Ag ap e g, obtemn-se novos valores que devemn ser usados
na préxima iteragdo. O procedimento descrito acima deve ser repetido até
que hy e hg sejam iguals a um certo valor de tolerincia proximo de zero.

Uma vez que um termo de segunda ordem seja assim obtido, deve-se
obter o polinémio reduzido através do célculo de ho, hy,«++, hn_sg, € aplicar
novamente o método até que se esgotem todos os termos de segunda ordem.
Se n for fmpar, no final do processo teremos um termo de primeira ordem
sobrando, que chamaremos de sg. Desta forma, como resultado da fatoragio,
o polindmio F{y)E*(y) serd escrito na forma:

Ny
E(W)E"(y) = Ci(y+ s0)* T1(4* + pev + @) (2.108)
i1
onde:
Ny = n/2 se n for par
"= (n-1)/2 se n for impar

A transformacior — g

Vejamos agora como se calcula e(s) a partir do polinémio E(r}E*(r) ex-
presso segundo (2.108). Assumindo 1, = 1, aplicando (2.76) em {2.108) e
lembrando que E(r)E*(r) é a transformada de e(s)e(—s)/s*", temos:

Ny
e(s)e(=9) _ CL(1 + % +80)2 ] [(1 + ;—1-2-)2 +(1+ ;13)10; + qe} (2.109)

2n
8 =1

Desenvolvendo esta expressio e escolhendo os termos que se encontram
no semiplano esquerdo do plano s, chegamos a:
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Ny

els) = C (s +0)® H(sz + a5 4 bi) (2.110)
=i
onde:
b, = 1 (2.111)
‘ T+pi+ ‘
24 pi
;= o ———— 2112
a; ¢2bt 1+ pi+ g ( )
1
= - 2.113
o T (2.113)
Ce 1
C = ;‘EHVI+?€+Q{ (2.114)
i=1

Isto completa o calculo da fungdo de transferéncia H{s), que serd dada
por:

_ -1 [12 (* + =3/ £1)
= O T o I + o 1 8

(2.115)

2.3.5 Transformacio em Frequéncia
Passa-Baixa para Passa-Alta

Sejam S e 8 os argumentos das fungdes de transferéncia dos filtros passa-
baixa e passa-alta, respectivamente. A transformacio passa-baixa para
passa-alta se d4 através da seguinte relagio:

ﬂch
&

8= (2.116)

onde {1, € a frequéncia limite da faixa de passagem do filtro passa-alta.

Dadas as especificagbes de um filtro passa-alta (Amaz, Amin, Slen © Tlan),
primeiramente devemos obter as especificagdes do filtro protétipo passa-
baixa equivalente. Por simplicidade, faremos a frequéncia limite da faixa
de passagem do protétipo passa-baixa sempre igual a 1, restando-nos ape-
nas encontrar a frequéncia de inicio da faixa de rejei¢do {1,;. Isto pode ser
feito facilmente através de (2.1186), que nos fornece: '

ﬂch
Qah

Uma vez obtidos os pélos e zeros do protétipo passa-baixa, os pélos do
filtro passa-alta serdo dados por:

Qg =

(2.117)
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8 = (2.118)

onde s; e 5; sho pdlos ou zeros dos filtros passa-alta e passa-baixa, respecti-
vamente. Observe que pdlos ou zeros no infinito se transformario em pélos
ou zeros na origem. No caso dos filtros de Butterworth e Chebychev, por
exemnplo, que possuem n zeros no infinito, apareceriic n zeros na origem.

Ao se transformar um p6lo ou um zero, deve-se levar em conta o efeito
desta transformag#o sobre o fator de ganho constante da funcfo de trans-
feréncia. Consideremos um termo que contenha um pélo ¢ um zero reais da
forma:

S+ a
S +5b

Aplicando {2.116} ao termo acima obtemos:

a (s e Qch/a)
b \s+ Qch/b

Como se conclui do resultado acima, ao se transformar um pélo real deve-
se dividir o ganho pelo médulo do pélo, e ao se transformar um zero real deve-
se multiplicar o ganho pelo médulo do zero. Generalizdndo para pélos e zeros
complexos, ao se transformar um par conjugado 'dé pblos complexos deve-se
dividir o ganho pelo médulo ao quadrado do pélo, e ao se transformar um
par conjugado de zeros complexos deve-se multiplicar o ganho pelo médulo
a0 quadrado do zero.

Passa-Baixa para Passa-Faixa

Como no caso anterior, continuaremos chamando de S o argumento da
fungao de transferéncia referente ao filtro passa-baixa, e de s, o argumento da
fungio de transferéncia do filtro passa-faixa. A transformacio passa-baixa
para passa-faixa é dada pela relagio:

_ 1 8 na)
s=2 (&%) @19
onde: a 0 '
2 R
== (2.120)
e

0 = /.10 (2.121)

¢ a frequéncia central da faixa de passagem do filtro. A resposta em frequén-
cia obtida através desta transformagio possui simetria geométrica em torno
da frequéncia central {Jy. Pode-se mostrar [3] que as frequéncias limites
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da faixa de rejeicho (1, ¢ {12 também sko geometricamente siméiricas em
relagio a (Yo, ou seja, 0,10y = F.

Vejamos agora como encontrar as especificagdes do protétipo passa-baixa
a partir das especificagbes do filtro passa-faixa. Para tanto, vamos mostrar
que a razio entre duas frequéncias no protétipo passa-baixa corresponde &
razdo entre larguras de faixa no filiro passa-faixa. Sejam, por exemplo, §, ¢
. duas frequéncias do protétipo passa-baixa. Aplicando-se a transformacio
passa-baixa para passa-faixa & razao §,/6, obtém-se:

AR

By _ 1/7(D/00 — Qo/) _

gc - I/W(Qc/ﬂo— Qo/ﬂc) n nc — &1

L]

.

Ora, {1, e 0% /8) sfo duas frequéncias dispostas em simetria geométrica
em torno de {J5. O mesmo acontece com {1, e QE‘; /C1.. Desta forma, depois
da transformacfo, a razféic entre duas frequéneias foi convertida na razfo en-
tre duas larguras de faixa onde as frequéncias extremas apresentam simetria
geométrica em torno de {)y. Se fizermos agora 6, = {1y = 1 (que se mapears
para o par {1, (:2) e §, = {1, (que se mapear4 para o par {1,5,{},2), ob-
teremos a frequéncia limite da faixa de rejeigio do protétipo passa-baixa a
partir das especificagdes do filtro passa-faixa:

{lyg — flg

D 2.122
e {1z — ( )

A expressdo acima pressupde que as frequéncias limites das faixas de
rejeigdo (1,1 e §1,2 possuam simetria geométrica em torno da frequéncia cen-
tral {2p. Isto geralmente nio é verdade, pois ao se especificar o filtro, no é
desejavel que se defronte com tais restricdes de simetria. O que podemos fa-
zer é calcular a frequéncia central como a média geométrica das frequéncias
limnites da faixa de passagem, e obter {1,; através de:

. (O -0/0 03/Qq -0
Q0 = min | ez = 0/ 4z , /St — flex (2.123)
ez — Qg Qg — oy
onde se calcula o pior caso entre as faixas de rejeicio geometricamente

gimétricas obtidas a partir de {11 e {25,
Os pélos e zeros do filtro passa-faixa podem ser obtidos a partir de

(2.119), que pode ser colocada na forma:

. S\ %
8 = o g-S;:i:j 1-(3’§-‘-) (2.124)

O par de pélos 8; = —R 58 (R > 0) do protétipo passa-baixa gera dois
pares de pdlos do filtro passa-faixa:
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2
1/2
4 [eh- (VA H?ﬂ +A) ” (2.125)
e
_Oa-0a| , [VETEER- 4]
fiE Ty 2
1/2
+7 10+ (" A +(22jo +A) }} (2.126)
onde

4gclﬂc2 N
(ﬂc2 - 961)2

Ao transformar um pélo segundo as expressdes acima, deve-se considerar
o efeito sobre o fator de ganho constante. Seja, por exemplo, um zero real
do protétipo passa-baixa situado no ponto a. O termo da fungio de trans-
feréncia associado a esse zero é S + a. Aplicando-se a transformacio dada
por (2.119) a esse termo, temos:

A=0+ R? (2.127)

2 . 2
SMWE(i%Qg)M: 1 &+ e(Qp-0a)+03
¥ QO 8 ch"."'ﬂci 8§

Como se nota, aparece o termo 1/({2,3 — §1;1) como fator de ganho cons-
tante. Portanto, quando se aplica a transformagio num zero real, deve-se
dividir o ganho pela largura de faixa do filiro. Analogamente, quando se
aplica a transformagio a um pélo, deve-se multiplicar o ganho pela largura
de faixa. Para pares de poélos e zeros complexos, deve-se multiplicar ou
dividir o ganho pela largura de faixa ac quadrado.

Passa-Baixa para Corta-Faixa

Essa transformacéo é o inverso da transformagéio passa-baixa para passa-
faixa, ou seja:

§ = el
8/90"]- ﬂo/s

Analogamente ao caso anterior, também aqui a razdo entre duas frequén-
cias do filtro passa-baixa corresponde arazio entre larguras de faixa do filtro

(2.128)
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corta-faixa. A diferenca é que a frequéncia central {1y é caleulada em funcho
da faixa de rejeiclo ao invés da faixa de passagemn, ou seja:

o = V110 (2.129)

Desta forma, a frequéncia lirnite da faixa de rejeicéo do filtro protétipo
passa-baixa equivalente é dada por:

B

Qu = g——5~ (2.130)
onde: , \
1 {1
B=min [l - =2 £ -0 ‘
min ( 2 o, o, 61) (2.131)
Os pélos e zeros do filtro corta-faixa sio dados por:
v v\
SO P Sy LS .
5= 0 | o £ (25) (2.132)

Comparando (2.124) e (2.132), vemos que podemos utilizar as expresstes
(2.125) e (2.126) para o filtro corta-faixa simplesmente invertendo-se os pélos
e zeros do protétipo passa-baixa antes de entrar nas expressdes. Note que
zeros no infinito s@o transformados em zeros em +7{1;.

Para se levar em conta o efeito da transformacio dos pélos e zeros sobre
o fator de ganho constante, observe que essa transformagho corresponde
a uma transformagao para passa-alta seguida de uma transformagio para
passa-faixa. Logo, o fator de ganho constante deve ser multiplicado por
a/(€dez — Q1) quando se transforma um zero real e, ou por ({2 — ,,)/b
quando se transforma um pélo real b. Generalizando para pélos e zeros
complexos, quando se transforma um par conjugado de pélos de méddulo
ls,|, deve-se multiplicar o ganho por

e quando se transforma um par conjugado de zeros de médulo |s,|, deve-se
multiplicar o ganho por
|s2[
(ﬂcﬁ - ncl)2
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Capitulo 3

Efeitos de precisao finita dos
registros

3.1 Introducio

Depois do célculo de sua fungéo de transferéncia no planc z, um filtro digital
pode ser implementado em uma das seguintes maneiras: como um programa
num computador de uso geral, como um programa num processador espe-
cializado em processamento digital de sinais, ou num “hardware” dedicado
composto de somadores, multiplicadores e atrasadores. Em qualquer uma
- destas implementagSes os dados de entrada, os coeficientes do filtro e os re-
sultados das operagbes aritméticas estfo restritos ao nimero finito de bits
dos registros da maéquina, fazendo com que o desempenho do filtro seja de-
gradado em relagao ao projeto original. Esta degradagio pode se manifestar
basicamente de trés maneiras diferentes: como um rufdo na saida do filtro,
como um desvio da resposta em frequéncia teérica, ou como instabilidades
e oscilagdes no caso de filtros de resposta impulsiva infinita.

Vale salientar que hoje em dia este problema j& n3o é tao sério quanto
foi ha uns quinze anos atras, quando se utilizavam microcomputadores de 8
bits para a implementacio de filtros digitais para aplicacdes em tempo real.
Hoje, processadores de 16 bits j&4 se tornaram padrio, e processadores de
32 bits com aritmética de ponto flutuante j4 se oferecem como uma opgio
atraente [6]. Entretanto, quando se implementam sistemas que utilizam
algum processamento digital de sinais em circuitos integrados dedicados, no
¢ desejdvel despender mais “hardware” do que o estritamente necessario. O
que se deseja nesses casos & colocar a maior parte possfvel do sistema num
dnico circuito integrado, ocupando a menor 4rea de silicio possfvel. Desta
forma, os filtros digitais devem ser implementados com o menor comprimento
possivel dos registros, dando-se preferéncia 3 aritmética de ponto fixo pela
sua simplicidade.

31
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Og efcitos da precisio finta dos registros nos filtros digitais comegou a
set estudada na década de 60. Um artigo tutorial de Oppenheim e Weinstein
8l publicado em 1972
época, enfalizava-se a anédlise de filtros implementados nas formas direta, em

Jh apontava nada menos que 71 referéncias. Até esta

cascata e em paralelo, obtendo-se como resultado a varidncia (ou a norma)
do ruido na safda expressa através de integrais de contorno de fungées de
transferéncia. A partir de meados da década de 70, os trabalhos passaram
a enfatizar a formulacio de varidveis de estado para a andlise do ruido de
quantizagdo e para a procura de estruturas que minimizam a geragio do
rufdo. Neste e no capitulo seguinte procuraremos fazer um apanhado geral
destas duas formas de se atacar o problema, para se formar um quadro de
como as pesquisas evolufram e que resultados obtiveram.

Para efeito de estudo, os efeitos do nimero finito de bits dos registros
podem ser divididos em 3 categorias:

¢ quantizagdo do sinal de entrada no conversor analégico-digital;
e quantizacio dos coeficientes do filtro;

e quantiza¢do dos resultados das multiplicagdes e, no caso de aritmética
de ponte Hutuante, das adigdes.

A quantizagdo do sinal de entrada é um problema inerente a todos os
sistemas dlgitals que processam sinais de naturesa analégica. Este ¢ um
problema importante, analisado extensamente na literatura {2,9,10,11,22]
porém essencialmente externo ao filtro digital. Por este motivo, estudaremos
apenas os dois tltimos ftens da relagio acima, comegando pela quantizagio
dos coeficientes.

3.2 Quantizacdo dos coeficientes

3.2.1 Anéalize do erro

A anélise dos efeitos da quantiza¢do dos coeficientes sobre o desempenho do
filtro digital é deterministica e exata. De posse dos coeficientes quantizados,
podemos simplesmente tracar a resposta em frequéncia do filtro e verificar se
o desvio da resposta ideal é aceitdvel, ou seja, se ele ainda obedece & méscara
para o qual foi especificado.

Uma forma alternativa de anélise fol proposta por Knowles e Olcayto
[12], onde se modela a fungfo de transferéncia quantizada como a associagiio
emn paralelo da fungio de transferéncia ideal H(z) e de uma fung3o de trans-
feréncia “fantasma” G(z} conforme mostrado na Fig. 3.1.

Seja H(z) da forma:
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H{z)

X(z) G_j Y(z}

G(z)

Figura 3.1: Modelamento da fungfic de transferéncia do filiro quantizado.

H(z) = koo (3.1)

1 + Eivzl bpz—k
A fung3o de transferéncia quantizada sera:

N ok
A(z) = z’“ﬁ‘{,“"f" — (3.2)
1+Ek21bkz
onde
dr = o+ o © (3.3)
by = bp+ By (3.4)

sendo oy e B os erros de quantizagio dos coeficientes.
As equagdes a diferenga correspondentes a (3.1) e (3.2) sdo:

N N

y(n) = > agz(n—k)~ > bpy(n ~ k) (3.5)
k=0 k=1
N N .

gln) = > apz(n-—k)— > bi(n—k) (3.6)
k=0 kal

O erro na saida do filtro sera definido por:

e(n) = §(n) — y(n) (3.7)
Substituindo (3.5) e (8.6) em (3.7) e desprezando-se os termos de segunda
ordem temos:

N N N
e(n) = azln—k) - Y bee(n—k)— > Buy(n — k) (3.8)
k=1 k=1

k=0
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Achando a transformada 2 de ambos os membros e resolvendo para F{z)
chegamos a:

afz) - f(z)H(z)
B(z)
onde a(z), #{z) e B(z) sho definidos por

N
=S et
E=0

E{z) =

X(2) (3.9)

N
Blz) =Y Prz*
k=1

N
B(Z) = 1+ Z bkzwk
k=1

De (3.7) e (3.9), concluimos que:

. _ afz) — B{z)H(z)
Y{(z) = [H(z)+ Bz) ]X(z} (3.10)
donde se tira que G{z) na Fig. 3.1 vale:
a(z) — B(z)H{z)
G(z) = Bl (3.11)

Fazendo um modelo estatfstico para o erro e para os coeficientes, Knowles
e Olcayto utilizam a expressdo de G (#) acima para se obter a varidncia do
erro e¢(n) na saida do filtro:

2 1 A7 . ARAGRTY
7 "273"1?{ j{W Yzt v %W 1dz} (8.12)

onde A é o intervalo de quantizagio, A(z) e B(z) sfo as transformadas z de
ap e by, u e v s80 os nimeros de coeficientes nfio nulos e nio unitérios do
numerador e do denominador respectivamente. A expressao acima pode ser
itil quando se deseja um parimetro de comparagao entre diferentes formas
de implementagio para se verificar qual delas se desvia menos da imple-
mentagio ideal.
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3.2.2 Estabilidade

A instabilidade é um problema que pode ocorrer em filtros IIR. Se o ntimero
de bits empregado para representar os coeficientes for pequeno, um ou mais
pélos podem eventualmente cair fora da C.R.U., fazendo com que o filtro se
torne instavel. Esta situa¢fo pode ocorrer mesmo que o niimero de bits n&o
geja pequeno desde que os pélos estejam muito aglutinados. Para mostrar
que isto é verdade, reescrevamos o denominador de {3.1) na forma fatorada:

N N
B(z)=1+3 byt =[] (1 - ) (3.13)
k=3

i=1
Partindo-se desta expressio, a mudanga na localizagio dos pélos em
fungéo de uma pequena mudanga nos coeficientes pode ser expressa na forma:
N
Ap;
dp: = o

Calculando-se as derivadas parciais através de:

dby (3.14)

=Py

dp;  OB/db;
by, OB/dp; (3.15)
chega-se a:
N —k+1
dpi = - 3 —0 b (3.16)

= T, (1~ pip)
T#e

Se os pélos estiverem muito préximos entre si, os termos {1 pjp,'-'l) SEerao
muito pequenos. Portanto, quanto mais aglutinados estiverem os pélos, me-
nor serd a mudanga em by necessaria para gerar problemas de instabilidade.
Esta aglutinagdo acontece quando a seletividade do filtro for alta, o que
ocorre nos casos onde a ordem do filtro ou a frequéncia de amostragem!, ou
ambos, forem elevados. Kaiser [14] mostrou que se dobrarmos a ordem do
filtro, necessitaremos do dobro de digitos decimais para representacéo dos co-
eficientes. De forma similar, dobrando-se a frequéncia de amostragem, torna-
se necessério aproximadamente 0,3N digitos adicionais para a representacio
dos coeficientes. Ainda segundo Kaiser, um filtro passa-baixa de ordem N -
obtido a partir de um filtro no plano s com pélos px (k= 1,+--, N) através
de um mapeamento s — z com perfodo de amostragem T - seré estavel se
o nimero de digitos decimais my utilizado para representar o coeficiente by
satisfizer:

'Frequéncia de amostragem elevada implica em aproximacio dos pélos em diregio
a0 eixo real do plano 2, com consequente aproximagio dos pares de pélos complexos
conjugados
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5V/N
g 1 -t ;V’ lﬂgi(% (‘;ﬂi‘&mﬂi‘mﬁ 1] F}k’?ﬂ}l (3}7)

onde [ indica o menor inteiro que é malor ou igual ac argumento.
Para uma secdo de segunda ordem na forma direta com fungio de trans-
feréncia

ag -+ a;z’"l + agz““z

1+ bzt + by ?
pode-se mostrar [22] que os p6los estardo no interior da C.R.U. se e somente
se:

H(z) = (3.18)

by < 1 (3.19)
T+by+b: > 0 (3.20)
1—~by+by > 0 (321)
ou, escrito de outra forma:
bg < 1 (322)
byl —b < 1 (3.23)

£ importante observar que o tipo de instabilidade a que nos referimos
aqui se deve exclusivamente ao movimento dos pblos em diregio ao exterior
da C.R.U., o que é bem diferente das oscilagdes provocadas por “overflow”
das operagoes aritméticas e das oscilagdes tipo ciclo-limite {2}, as quais ndo
serdo analisadas aqui. Tendéncias de instabilidade devido & quantizagao dos
coeficientes podem ser facilmente detectadas verificando-se a localizacio dos
polos quantizados e a presenga de picos de ganhos elevados na curva de
resposta em frequéncia.

3.3 Quantizacdo das operagdes aritméticas

3.3.1 Introducio

Os resultados das operagBes de multiplicagio (e no caso de aritmética de
ponto flutuante, de adigio) dentro de um filtro digital sio normalmente
truncados de forma a caber num registro com um nidmero menor de bits.
Ao erro gerado neste procedimento dé-se o nome de ruide de gquantizagdo
do sinal. ¥ste fendmeno é nao linear quanto 3 amplitude do sinal e depende
da estrutura de implementagdo. A dificuldade de tratamento matemético
no caso geral leva & adogdo de um modelo estatistico, onde normalmente
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o erre ¢ modelado através de uma varidvel aleat6ria com fungao densidade
de probabilidade constante [2], adicionada depois da operagdo causadora
do erro. As caracteristicas desta varidvel aleatéria dependem do tipo de
representagao numérica utilizada: sinal e magnitude, complemento de um
ou complemento de dois. Dependem também do fato de se usar truncamento
ou arredondamento dos resultados das operagdes aritméticas. Normalmente,
porém, as seguintes hipéteses séo feitas:

s o ruido de quantizago do sinal é uma varidvel aleatéria nko correlaci-
onada de amostra para amostra,

¢ quaisquer duas fontes de erro sfo n&o correlacionadas entre si;

o cada fonte de erro é nfo correlacionada com a entrada.

Estas hipétese nio sfo validas para qualguer tipo de representacio nu-
mérica ou qualguer tipo de sinal de entrada, porém normahmente elas sio
utilizadas por virtualmente todos os autores de trabalhos na area, e os re-
sultados tedricos obtidos pelo uso destas aproximacbes tem concordado com
estudos experimentais [15]. Na verdade, n8o h4 muito sentido em se pro-
curar um modelamento exato para cada tipo de representagdio numérica ou
para cada tipo de sinal de entrada, pois como veremos mais adiante, nas
expressbes da varisncia de ruido geralmente aparece um termo 2% multi-
plicando o resto da express&o, onde b é o nlimero de bits do registro. Ora,
a adigdo de um bit ao registro reduz a varincia de rufdo a 1/4 de seu valor
original. Desta forma, um modelamento que apresente erros de 30-40% é
perfeitamente satisfatério.

Faremos agora um estudo em separado para os casos de implementagéio
comn aritmética de ponto fixo ¢ de ponto flutuante, devido as diferentes ca-
racteristicas destes dois tipos de implementagio.

3.3.2 Aritmética de ponto fixo
Célculo do ruido de quantizacio

No caso de aritmética de ponto fixo com representagic numérica em com-
plemento de dois e utilizando arredondamento, o erro ¢{n) provocado pelas
operagdes de multiplicagdo tem a fungio densidade de probabilidade mos-
trada na Fig. 3.2, onde A representa o menor néimero que pode ser escrito

num registro de b+ 1 bits. Neste caso, a média é zero e a varidncia do erro
é dada por: :

A2 2—26
2. = T e
T T (3.24)
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w3l
w3l

Figura 3.2: Fung¢do densidade de probabilidade do erro no caso de ponto
fixo, arredondamento e complemento de dois.

; Fi(z) . Gi(2) |
en) 11 il M | y(n)

Figura 3.3: Representagio de um filtro digital através de um grafo.

onde b é o nimero de bits do registro, excluindo-se o bit de sinal. Nas
analises que se seguem, utilizarernos exclusivamente o valor acima para o
modelamento do erro. Embora vilido apenas para arredondamento, os re-
sultados assim obtidos podem ser utilizados como aproximagdes dos outros
Casos.

Como sabemos, um filtro digital pode ser representado por um grafo
onde os noés correspondem a pontos de soma (ou bifurcagio) e os ramos cor-
respondem a multiplicadores ou atrasadores, conforme mostrado na Fig. 3.3.
Seja fi(n) o valor do né i (a soma de suas entradas) quando a entrada z(n)
é uma amostra unitéria, e seja gi{n} o valor da saida y(n) quando o valor do
né i é uma amostra unitiria e todos os demais nés estio com valores nulos.
Desta forma, definimos as fungbes de transferéncia Fi(z) e G;(z) da entrada
para o né i e do né i para a safda respectivamente. Se o né i possui k; ramos
com multiplicadores entrando no né, havers k; fontes de erro entrando nesse
né, cada uma contribuindo com uma varidncia de A%/12. Com a hipétese
de erros néo correlacionados, as varidncias dos erros dos M nés se propagam
independentemente até a saida, de forma que a variincia do rufdo adicionado
ao sinal y(n) é dada por:
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Figura 3.4: Filtro digital de primeira ordem.

M o
ol mZk-éi > gk n) {3.25)
E” = 112 %

s — o0

Aplicando-se o teorema de Parseval, a equagio acima pode ser reescrita
como:

. LoaAr[1 1
ogyw_»ék;?z—- [%}@Gi(z)m(z )z dz] (3.26)

Exemplos de aplicacio de {3.25) e (3.26) para sisternas de primeira e
segunda ordem podem ser encontrados em [2]. Para o filtro de primeira
ordem mostrado na Fig. 3.4 com fun¢io de transferéncia dada por

i
a varidncia do ruido de quantizagio adicionado ao sinal de safda é;
A? 1
035’ = E—I——:&E (328)

Para o filtro de segunda ordem mostrado na Fig. 3.5, com fungio de
transferéncia dada por

i
H(z) T 1—2rcosfz-l4 r2p-2 (3.29}
a varidncia do erro de quantizago na safda é dada por:
A? 1492 1
2
0}, 12 1 - 7"2 r4 +1- 2,-2 cos 28 (3 30)

J& para o filtro FIR mostrado na Fig. 3.6 com fun¢éo de transferéncia
dada por:
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x{n} y}(“ﬁ)

£

y(n)

Figura 3.6: Filtro FIR implementado na forma direta.

N-1
H(z)= > h(k)z7* (3.31)
k=0
a varidncia do erro na saida serd simplesmente:
Az
2
= N— 3.32
acy 12 ( )

Yscalonamento

No caso de ponto fixo, a implementagio do filtro digital deve levar em conta a
possibilidade de “overflow”. O tamanho dos registros empregados determina
a faixa dindmica do sinal a ser filirado, mas mesmo que o sinal de entrada
esteja dentro desta faixa, deve-se garantir que nio ocorra “overflow” nos
nés internos do filtro para que o sinal de saida n#o seja distorcido. Na ver-
dade, nem todos os nés do grafo estio proibidos de apresentarem “overflow”.
Quando se utiliza representagio em complemento de um ou complemento de
dois, a soma parcial de dois niimeros pode sofrer “overflow” desde que o re-
sultado final da soma total caiba no nimero de bits disponivel. Desta forma,
somente os nés de soma cuja safda for entrada de ramos multiplicativos no
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unitarios nio podem sofrer “overflow”. Para estes nds, podemos escrever:

vi(n) = Z Jilkjz{n ~ k) (3.33)
k=0
onde v;(n) é o resultado da soma do né 1. Se z{n) é limitado em magnitude
por algum valor M para todo n, um limite superior para a magnitude de
vi(n) é dada por:

i) < M S 1K) (3.34)
ke

Portanto, se v;(n) também deve ser limitado em magnitude por M, de-
vernos ter:

SR < 1 (3.35)
k=0

onde fl(k) é a resposta impulsiva da entrada para o né ¢ depois de um
escalonamento apropriade. Se nfio impusermos nenhuma restrigio sobre a
natureza de z(n}, a condigdo acima é necesséria e suficiente para que nio
haja “overflow” no ndé 1. A igualdade na expressio acima é satisfeita se
fizermos z(n) = 4M para todo n, com sgn|z(ng ~ k)| = sgn{f;(k)] para
algum ngp e todo k > 0.

Para ilustrarmos como ¢ feito o escalonamento, tomemos o exemplo de
um filtro IR implementado na forma direta 11 [2], cujo grafo j4 escalonado é
mostrado na Fig. 3.7. Note que somente o8 n6s 1 ¢ 2 ndo podem sofrer “over-
flow”, j& que os demais realizam somas parciais. A fungao de transferéncia
escalonada da entrada paraoné 1 é:

A
1 Efml bkzmk

Neste caso, a condigio (3.35) sera satisfeita se:

Fi(z) = = AF(z) (3.36)

1
A TR
onde a igualdade maximiza a faixa dindmica do sinal. Note que se o esca-
lonamento de Fy(z) nfo deve alterar o ganho da fungéo de transferéncia, os
coeficientes as devem ser divididos por A.
Para o né 2 a fung¢fo de transferéncia escalonada ser:

(3.37)

Fi(z) = H'(z) = BH(z) (3.38)

onde a constante B, necesséria para satisfazer {3.35), vale:



4. CAPYTULO G0 FRETTOS DI PRECISAC PINTTA Dos BRI ROs

y(n)

Figura 3.7: Filtro na forma direta II escalonado.

1
B < s o)

Esta constante pode ser incorporada aos coeficientes ags, de forma que
a funglo escalonada resultante se torna:

(3.39)

N t o~k
H'(z) = A E’”ﬁ?ﬂ,%"’ (3.40)
1o Ek:l bkz--k
onde
al = Ea
k— A k

A condigdo (3.35) é de cdlculo simples no caso de filtros FIR, pois neste
caso a estrutura do filtro é dada diretamente em termos da resposta impul-
siva. Além disto, a probabilidade de ocorrer igualdade na expressio (3.34)
néo é muito baixa no caso de filtros FIR, pois a sequéncia de pior caso com
z(n) = £M e sgn[z(no ~ k)] = sgn[fi{k)] tem um nimero finito de termos.
No caso de filtros IIR entretanto, o célculo de (3.85) € bastante dificil, j&
que o filtro é normalmente projetado no domfnio da frequéncia. Torna-se
interessante portanto, obter-se critérios de escalonamento em termos das
transformadas z das fungBes de transferéncia. Além disto, a condigéo (3.35)
é por demais pessimista no caso de filtros IIR, pois h(n) tem comprimento
infinito. Se levarmos em conta as caracterfsticas espectrais do sinal de en-
trada, obteremos critérios mais especificos e menos restritivos para cada tipo
de sinal. :



3.5, QUANTIZACACQ DAS OPERACOES ARITMETICAS 43

Tomando vi(n) dado por (3.33} , e sendo Vi(z) sua transformada z, po-
demos escrever:

vi(n) = 5% j{; Vi{z)e" 1dz (3.41)

onde C é uma curvafechada dentro da regido de convergéncia de V;(z). Como
Vi(z} é estével, podemos calcular a integral acima na C.R.U., substituindo
Vi(z) por ()X (z):

i In . . .
vi(n) = — f (") X (%)  duw (3.42)
2% Jo
Se supusermos que }X (e’*)| é limitado por algum valor M, 0 < w < 27,
podemos escrever:
1 i 5
o) < M= [ 1B dw (3.43)
T Jo

Alternativamente, aplicando a desigualdade de Schwarz {32} & expressio
(3.42) temos:

P < o [ 7 R P / () P (3.44)

As expressbes acima podem ser reescritas de uma forma mais elegante
em termos da norma Ly, definida para uma fungio periédica A(-} arbitraria
de perfodo w, por:

ally = [ [ iapas] (3.49

2

para todo p > 1 tal que

/ﬁ “ AW Pdw < oo

Se a funcéo A(-) for continua, o limite de |[4|];, quando p — oo existe e
¢ dado por [16]:
[|Alloc = max |Alw)] , O0<w<w, {3.46)
Usando-se (3.45) e (3.46), (3.43) e (3.44) podem ser reescritas como:

i (n)] < 15311 - |1 X]]oo (3.47)
loi(n)l < [IEillz - | X1z (3.48)

Pode-se mostrar [16] que as expressdes acima seguem uma condigéo mais
geral dada por:
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()l < 1Bl - X1l (; 4

valida para p > le g > 1.
Um caso particular, mas importante, de (3.49) acontece quando fazemos
Fi(e’)} = 1. Como []1]}, = 1 para qualquer p > 1, temos:

1) (3.49)

fe(n)l < IX1ly ., ¢21 (3.50)

Se assumirmos, portanto, que ||X{; é limitado por um valor M, entdo
z{n) também serd limitado por M para todo n. Se |v;{n)| também deve ser
limitado por M, a fungéo escalonada F](e’*) deve obedecer:

IFll <1 (I1X}l, < M) (3.51)

para p = q/{¢ ~ 1}. Esta é a condigho de escalonamento procurada para
substituir a condigho mals restritiva dada por (3.35).

Se o sinal de entrada z(n) for aleatério, a expressio acima nfo é dire-
tamente aplicdvel, pois a transformada z de um sinal aleatério (de energia
infinita) n&o é definida. Entretanto, uma condigo similar pode ser obtida
considerando-se a fungio de autocorrelagio do sinal de entrada:

$zz(m) = Elz(n)z(n + m)] (3.52)

Vamos assumir gue o sinal de entrada é ergédico e tem média zero. Neste
caso, a variancia é dada por:

o} = Elz*(n)] = $2.(0) (3.53)

O sinal v;(n) também ser4 aleatério, com fungéo de autocorrelagio ¢y, (m).
Chamando de ®,.(2) e ®,,(z) as transformadas z de ¢,.{m) e ¢,,(m), po-
demos escrever |2]:

Bouy(2) = Fi()Filz™"),0(2) (3.54)
A variéncia de v(n) sera dada por:
1
o2 = boul0) = g fb Fi(2) Filx ) @y, () 2 dz (3.55)
Fazendo C ser a C.R.U. (z = ej“’), a equagdo acima se torna:
g _ 1 [ Y2 »
ok =5 [ | Fi(67) B 0o () dw (3.56)
7 Jo

Como esta equagdo € da mesma forma que (3.42), um desenvolvimento
similar ao anterior pode ser feito, levando ao seguinte resultado:
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<R sl (347 =1) (3.57)

A partir da expresso acima podemos tirar uma condicio de escalona-
mento para o caso em que a entrada é um rufdo branco gaussiano, ou seja:

¢’za:(m) = 0’25(171) (3.58)

Tomando a equagéo (3.57) com p=1e ¢ = co temos:

o < ||F| - | 1®aelloc (3.59)

Como @, (€’*) = o2, entéio 0%, < ||F||302. Isto significa que a probabi-
idade de “overflow” da sequéncia v;{n) serd menor ou igual & probabilidade
de “overflow” da entrada se a fungio escalonada F!{e’™) obedecer & condigho:

iFll <1 (3.60)

que é similar & desenvolvida para o caso de sinal de entrada deterministico.

"

Em resumo, a condi¢io para se evitar distorgio devido a “overflow” é:

IFll,<1 , p=21 (3.61)

onde F!(e’*) é a fungdo de transferéncia escalonada da entrada para o né
t. O valor de p deve ser escolhido em fungdo da forma do espectro de
frequéncias do sinal de entrada. Se o sinal de entrada for uma sendide, deve-
se usar p = 0o, j& que neste caso importa o valor de pico do sinal; se o
ginal de entrada for um rufdo branco, deve-se usar p = 2, pois neste caso ¢
importante a varidncia do sinal.

Voltemos agora ao exemplo de escalonamento da forma direta II. No
grafo da Fig. 3.7, calculando-se a constante A para obedecermos a condigio
dada por (3.61), obtém-se:

A= H;“ (3.62)
b r
I

onde D ¢é o denominador de H(e' “). Para o caso geral, a condig8o (3.61) é
satisfeita se os fatores de escalonamento ¢; definidos por:

Fi(&) = s Fi(¢™) (3.64)

forem dados por:
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8¢ = 3.65
¥ HF'J‘ (‘36;)
Yilip
Se escolhermos p = 2, podemos utilizar o teorema de Parseval para ex-
B
pressar [|Fi||; em termos da varidvel 2. Neste caso, o fator de escalonamento
8; serd dado por:

1
m $o Fil2)Fi(z7 1)z~ 1dz

que utiliza a mesma integral que aparece na expressiao (3.26) do célculo da
varifncia de rufdo na safda do filtro.

(3.66)

& =

As associagles em cascata e em paralelo

Vamos agora exemplificar a aplicag8o dos resultados anteriores analisando as
duas formas mais comuns de implementag3o de filtros IIR: a forma paralela
¢ a forma em cascata. A implementagio em paralelo, j4 com os fatores de es-
calonamento incluidos, é mostrada na Fig. 3.8. Para simplicidade de anélise,
vamos assumir que o ganho do filtro j4 tenha sido ajustado para que a saida
nido apresente “overflow”, ou seja,

()]l < 1 (3.67)

Observe que se p == 00, & condicio acima equivale a afirmar que o pico da
resposta em frequéncia do filtro deve ser menor ou igual a um. Na verdade,
se | (e™)] < 1, entédo a condigio acima é satisfeita para qualquer valor de
p, pois pode-se mostrar que [16]:

&l < []Hlloo (3.68)

A fungdo de transferéncia de um filtro implementado na forma paralela
é:

~oi + Y121 M
H(z) = va R W —~yO+ZH,-(z) (3.69)

Com a introdugio dos fatores de escalonamento A;, a fungio acima se
torna:

;Yi 'i"}"s - M
H(z) = o+z&1+ﬁ3‘zh11+ﬁ —5 =%+ ) AHl)  (370)
=1
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Figura 3.8: Implefnentagéo de um filtro IIR em paralelo.
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onde

A fungdo Fi{z) no escalonada ¢ dada por:
1
1+ Pzt + Boiz? ’

Assumindo p = 2 (caso que se aplica quando a entrada é um ruido
branco) temos:

Fi(z) =

i=1,2, M (3.71)

1
2 o (o) Fi(e1)e 14z

Com a hipdtese de erros ndo correlacionados, a varidncia do rufdo da
safda & simplesmente a soma das contribuigdes individuais dos nés internos.
Para simplicidade de anélise, vamos assumir que N é par, de forma que
todas as se¢des sao de segunda ordem. Olhando o grafo da Fig. 3.8, vemos
que as fontes e;{n},---,ep(n) correspondem ao erro de 3 multiplicadores
cada uma, e a fonte epr41{n) corresponde ao erro de N + 1 multiplicadores.
Aplicando-se a expressdo (3.26) para o calculo da variancia do ruido na safda
obtemos:

Ai = (3.72)

2 2
= (V1S Z B j{ GUAGH(="Y) el (3.73)

onde a fun¢io Gi(z) é dada por:

Gi(z) = 4 Hila)

Podemos ainda expressar o, em termos das fungdes nio escalonadas.
Substituindo-se {3.74) em (3. 73) e utilizando {3.72) chegamos a:

(3.74)

2

A? A2
=(N+1)35 +55 Z Ip. Iy, (3.75)
onde
Ip. = 1L Fi(2)Fy(z~ Y27 Ydz
Y 2mi Je ! !
1
Ig, = =— ¢ Hi(2)Hi(z"Y)z"d
2= 0 fo (2)Hi(z7 )z dx
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Figura 3.9: Implementagdo de um filtro HIR em cascata.

A implementagio em cascata, j& com os coeficientes escalonados, é mos-
trada na Fig. 3.9. Observe nesta figura que n#o existern multiplicadores
entre as segOes de segunda ordem para realizar o escalonamento. Esses mul-
tiplicadores, na verdade, foram absorvidos pelos coeficientes o}, das segdes
imediatamente anteriores. Para simplificagio do problema vamos assumir,
assim como fizemos no caso anterior, que o nd de safda ndo sofre “overflow”.
A fungdo de transferéncia de um filtro implementado em cascata é da forma:

1+ ozl + gz ® M o (2)
Hi{z a = qg 3.76
(5} = °Hwﬁn C e R v (8.76)
Com o escalonamento, esta funcio se torna:
M i to,—1 ! f
H(z) = of J] 20t OuE_ Fowr T H (”) (3.77)

1+ Bzt 4 ﬁziz‘z L iz

Sendo s; o fator de escala requerido em cada secio, os coeficientes da
funcio acima sio:

i=1
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ondle
Spi+1 4o
As fungdes de transferéncia ndo escalonadas da entrada até os nés cujos
valores nao podem sofrer “overflow” (no grafo, aqueles onde entram as fontes
de rufdo) sio dadas por:

= af(’z ;= e M
Fi(z) = ﬁ‘(z) H 2 o LB (3.78)
onde definimos H?m ) =1
Em vista de {3.64) e (3.65) temos:
1
N 3.79
= TET, (519

Observe na Fig. 3.9 que em cada segdo (a menos da dltima) somente
um n6 concentra o ruido dos vérios multiplicadores {da prépria segio e da
anterior). A fungdo de transferéncia desses nds para a safda é:

G'.(z)zﬁf‘i@ L =12, M (3.80)
! fumg ﬁ:(z)
com
Grpa(z) =1

Para simplicidade de célculo, vamos supor novamente que a ordem do
filtro é par, de forma que s6 hé secfes de segunda ordem. As fontes e;(n) e
epr+1{n) concentram o erro de 3 multiplicadores. As demais fontes concen-
tram o erro de 5 multiplicadores. Desta forma, a varidncia do erro na saida
serd:

3A2 AT M
ol = + 45 Z ki I, (3.81)
onde
k] = 3

k=5 1=22,...,.M
1

= e 8 G R T
27{3.}(;‘ ()G (7 )z N de

Da mesma forma que fizemos no caso da implementagio em paralelo, po-
demos expressar 02 em termos das fungdes de transferéncia nio escalonadas.

A fungdo G’(z) pode ser expressa como:
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M
ag v+ o(2)  ao .
Ghi(z) = — ] =2t = —G(2 (3.82)
.?( ) 3;‘ hy 61(’7) 31 2 )

Substituindo (3.78), (3.79) e (3.82) em (3.81) e considerando p = 2 che-
garmos a:

. SAZ A? M
2 _ o gt T '
op, = ETY + 17 aegktiﬁ'; I, (3.83)

onde
I, = f Fi(2)Fi(z~ Y2 'dz
C

Ig, :"% Gi(2)Gi(z~ )z dz
a

A funcio Fi(z) é dada por (3.78) e G(z) é dada por:

Gilz) = ﬁa"(z) i=1,2,--,M (3.84)
i i) S

Examinando-se as expressdes acima, vemnos que a varifncia do rufdo de
um filtro implementado em cascata depende da ordenscio das seqbes de se-
gunda ordem, pois o produto Ip Ig, depende da ordenagéo. NZo somente
da ordenag8o das segbes, mas também do emparelhamento dos pélos e zeros
para a formag8o dos termos de segunda ordem. Na verdade o problema é
mais geral. Dada uma certa fung8o de transferéncia, existern intimeras topo-
logias que podem realizé-la, todas exatamente equivalentes se a precisio de
célculo for infinita. No caso real porém, as topologias apresentam desempe-
nhos diferentes quanto ao rufdo de quantizag8o do sinal, e o problema de se
encontrar a topologia 6tima tem sido objeto de intimeros trabathos [20]-[30].
Voltaremos a esse assunto no capftulo seguinte.

Jackson [17} propds algumas regras heuristicas para o emparelhamento
de pélos e zeros e para a ordenagio das se¢des. Segundo estas regras, pédlos e
zeros devem ser emparelhados de tal forma que as se¢des de segunda ordem
resultantes apresentem a menor norma Lo, possivel ou seja, que as respostas
em frequéncia n&o apresentem picos acentuados. Em termos préaticos, isto
significa que as segbes de segunda ordern devem ser formadas emparelhando-
se os pélos e zeros mais préximos entre si. Ainda segundo essas regras, a
melhor ordenagdo das segGes de segunda ordem depende de um parametro
#i, definido para cada segdo por:

pi = Lo/ Billo (3.85)

e/ Billa
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A melhor ordenacho seria conseguida lazendo-se py crescer ou decrescer de
segio para se¢do, conforme o tipo de estrutura da segio de segunda ordem
e conforme se considere a poténcia de pico ou a variincia do ruido come
parametro de otimizagio. Paraa estrutura mostrada na Fig. 3.9, a ordenacio
cormn segdes de p; crescentes forneceria a menor varidncia de ruido.

Nao se garante que as regras heuristicas de Jackson fornecam a me-
lhor ordenagdo. Na verdade, Hwang [19] apresentou um exemplo onde a
ordenagio e o emparelhamento de pélos e zeros por ele obtida é melhor que
aquela obtida pelas regras heuristicas de Jackson {1,4 db de diferenga para
um filtro de oitava ordem). O algoritmo de Hwang se baseia no caleulo de
(3.83) para todos os possiveis Fi(z) e G;(z). Como porém, a ordem dos
termos de segunda ordem dentro de cada Fi(2) e G;(z) ndo altera o célculo
~das integrais Ir, e Ig,, ndo é necessario calcular a varidncia de ruido para
todas as permutagdes possiveis de termos, mas apenas as combinag@es. Desta
forma, ao invés de se analisar todas as possiveis (M1)? implementacdes, o
que involveria o cdleulo de 2M(M")? integrais, o algoritmo de Hwang requer
o céleulo de Y M1 Cfi JCM oM _.CM . integrais. Para um filtro de ordem
elevada, esse ainda é wm niimero muito alto, o que praticamente inviabiliza
o uso do algoritmo. Vale lembrar que a aplicagfo das regras heurfsticas de
Jackson também requer uma grande quantidade de célculo.

3.3.3 Aritmética de ponto flutuante

Quando se utiliza aritmética de ponto flutuante, um ntmero F é represen-
tado na forma:

F=5-M-2 (3.86)

onde s é o bit de sinal, M é um niimero entre 0,5 e 1 (ou igual a zero)
chamado de mantissa, e ¢ é um ndmero inteiro positivo ou negativo chamado
caracteristica. Normalmente se assume que a caracter{stica possui um niime-
ro suficientemente grande de bits de tal forma que nunca ocorre “overflow”.

No caso de ponto aritmética de fixo, somente a operagio de multiplicagio
introduz erro de quantizagio no sinal, que aparece na forma de uma varidvel
aleatéria independente da amplitude do sinal arredondado. No caso de a-
ritmética de ponto flutuante, tanto a operagio de multiplicagio quanto a
operagao de adigdo introduzem erros de quantizacio. Neste caso, o erro
devido ao arredondamento {ou truncamento) da mantissa nfo é independente
da amplitude do niimero quantizado, pois o erro de quantiza¢io da mantissa
também é multiplicado por 2°. Sendo z o nimero de preciso infinita e Q |z
o niimero quantizado, teremos:

Qlz] =z(1+¢) (3.87)
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onde € & o erro de quantizacido relativo.
Sendo b o ndmero de bits da mantissa M, para o caso de arredondamento
o erre serd limitado por:

2wb 2»»15
- 26“*5“* < Q[m] g chgw (388)

ou, como Qz] — = = ez,

2—6 2-——6
S L, Rl L. 8%
2 5 <ers 2 5 {3.89)

Como a mantissa é um namero entre 0,5 e 1, ¢ ndmero z estars entre
21 ¢ 2°. Desta forma, podemos escrever:

2t ceg? (3.90)

Pode-se mostrar também |2] que para truncamento em complemento de
dois temos:

~2.27"<e<0 (3.91)

Como fizemos no caso de aritmética de ponto fixo, consideraremos so-
mente arredondamento e complemento de dois, sendo gue os resultados as-
sim obtidos podem ser usados como boas aproximactes dos outros casos.
Também suporemos que a varidvel € tem uma fungio densidade de probabi-
lidade constante uniformemente distribuida entre —27% ¢ 27%. Sendo assim,
a varidncia de € seré:

2 2—26

O procedimento para se obter a varifncia do rufdo na safda de um filtro
implementado com aritmética de ponto flutuante é bem mais complexo que
no caso de aritmética de ponto fixo, pois além dos pontos de soma também
introduzirem ruido, o ruido introduzido em cada né depende da amplitude
do sinal nesse né. Para o caso de filtros IIR de primeira e segunda ordem,
a analise ainda é relativamente simples. Para o filtro de primeira ordem

mostrado na Fig. 3.4, pode-se mostrar [2] que a varidncia do erro na safda
do filtro é dada por:

¢ 3 V1ot
onde oy é a varidncia do sinal na saida.
Para o filtro de segunda ordem mostrado na Fig. 3.5, a variancia do erro

na saida, no caso em que a entrada ¢ um rufdo branco, sera dada por [2]:

(3.93)
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Figura 3.10: Filtro IIR implementado na forma direta com aritmética de
ponto flutuante.

2-2b
ol = Tas{@ +rf 4+ 4rfcos? )G - 1} (3.94)
onde
147 1
1—72 vt 41~ 2rcos?2f
A anéalise de filtros de ordens maiores torna-se bem mais complicada.

Tomemos o exemplo de um filtro implementado na forma direta que realize
a equacio:

&=

N N
y(n) = > apz{n — k) + > bry(n — k) (3.95)
k=0 k=1

cujo grafo correspondente & implementagao em aritmética de ponto flutuante
¢ mostrado na Fig. 3.10. Com base neste grafo, podemos escrever a safda
quantizada w(n) como:

N N
w(n) =Y arAx(n)z(n — k) + > bkBi(n)w(n - k) (3.96)
k=0 k=1
onde

k
Ap(n) =L+ ea(n) [J1+n(n)] , k=0,1,2,---,N~1
§=0
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An{n) = {14 en{n} Il + n;{n}

F=0
k
By{n) = {1+ 6x(n)] Hl-i«é] k=19 N-1
i N-1
By(n) = [1 +8n(n)} [ [1+ &(n))
=0

O erro de quantizagio na safda do filtro pode ser calculado por:

e(n) = w(n) - y(n) (3.97)

Infelizmente, a expressio (3.96) n3o pode ser utilizada diretamente para a
obtengio das estatfsticas de e(n) devido & presenca dos coeficientes variantes
com o tempo Ag e Bi. Liu e Kaneko [7] apresentaram uma abordagem para o
problema, onde se substitui Ag(n} e Bi(n) pelos seus valores médios de forma
a se obter uma boa aproximagfo para o erro e(n). Eles obtiveram expresstes
(razoavelmente Jongas) para o célculo da varidncia do erro de filtros IR
implementados nas formas direta, em cascata e em paralelo. A utilidade
pratica destas expressdes, entretanto, é bastante discutivel, J& que sistemas
que utilizam aritmética de ponto flutuante normalmente so implementados
com registros de mais de 20 bits, e o trabalho de se calcular a variincia do
erro através de expressbes complicadas nao se justifica, dado que neste caso
o erro é muito pequeno.

H4 um caso particular porém, onde a analise torna-se bem mais simples.
E o caso dos filtros FIR implementados na forma direta. Como verernos mais
adiante, a andlise de filtros FIR para o caso em que a entrada é um ruido
branco gaussiano levard a uma expressao da varidncia do rufdo extremamente
simples. Partimos das expressbes (3.95) e (3.98}, que para o caso de filtros
FIR com N coeficientes podem ser reescritas como:

N-1
y(n) = z arz{n — k) (3.98)
k=0
w(n) = ZW ayAr{n)z{n — k) (3.99)
O erro e(n) ser4 dado por:
N-1
e(n) = w(n) ~ y(n) = Y ax[Ax(n) — 1a(n — k) (3.100)
k=0

Pode-se mostrar que a varidvel [A;(n) — 1] tem média zero, de forma que
e(n) tambérn terd média zero. A varifincia do erro entéo seré calculada por:
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=
pd

ol = Elef(n)l = 3 "“"‘ E{lAx(n) — 1)I4i(n) — 1} erayde. (I - k) (3.101)

Para o caso em que a entrada é um rufdo branco, ou seja ¢..(m) =
c28(m), a expressio acima torna-se:

N-1
ol = ol > aj{E[A}(n)] - 1} - (3.102)
k=0

Pode-se verificar facilmente gue

) g-20\
E[A?V__ll = (1 + “""é"m)

Z_Zb k42
E[Aﬁ]m(l%«w%m) , k#N-1
Como 2% /3 < 1, o erro introduzido na expressio de baixo quando se
faz k = N — 1 é muito pequeno, de forma que por simplicidade utilizaremos
somente esta expressao. Utilizando wma aproximagdo binomial, podemos
expressar a equagio aclma na seguinte forma:

2—-2b

ElA ()] =1+ (k+ 2)--§m (3.103)

Assim, a varidncia do erro na safda do filtro serd simplesmente:

2~—2b N-1

0! = m?:wgg ;0 (k+2)a? (3.104)

3.3.4 Comparacfo entre ponto fixo e ponto flutuante

O objetivo desta se¢do é apresentar uma comparagio entre as aritméticas
de ponto fixo e de ponto flutuante sob o ponto de vista do desempenho em
relagio ao rufdo de quantizagio do sinal. Como a anélise de um filtro imple-
mentado com aritmética de ponto flutuante é muito complexa, basearemos
nossa comparacio em trés casos particulares: os filtros IIR de primeira e
segunda ordem mostrados nas figuras 3.4 e 3.5, e o filtro FIR da Fig. 3.6,
Para simplificar a anélise faremos uma comparagio de certa forma “injusta”
para a aritmética de ponto fixo, pois consideraremos que a mantissa da re-
presentagio em ponto flutuante tem o mesmo nimero de bits utilizado na
representacio em ponto fixo infeira, ndo se considerando os bits necessérios
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para representar a caracleristica. Tomemos os filtros TR de primeira e se-
gunda ordem, que apresentam varidncias de rufdo de quantizagio de sinal
dadas por (3.28) e {3.30) no caso de ponto fixa, e por {3.92} e {3.94) no
case de ponto flutuante. No caso de aritmética de ponto flutuante, a relagio
ruido-sinal é independente da amplitude do sinal, sendo dada por:

o 27%i4 ol

;g = KT {3.105)
para o filtro de primeira ordem, e por:
0.2 2——26
=5 =—{e+ r* + 4rf cos? 0)G — 1} (3.106)
¥

para o filtro de segunda ordem.

Para efeito de comparacio, vamos particularizar estas expressdes para o
caso em que os pdlos do filtro estdo muito préximos da C.R.U. Com este
procedimento obteremos expressdes mais simples e estaremos considerando
a situacio onde o efeito do ruido de quantizag8o é mais severo. Seja o
pardmetro 6 definido por

§=1-|o (3.107)
no caso do filtro de primeira ordem, e por
§=1-r (3.108)

no caso do filtro de segunda ordem. Se § < 1, as expressdes {3.105) e {3.106)
podemn ser aproximadas para [2]:

0.2 2——2b 1
;% =33 (3.109)
Y
ol _ 2= 3 4+ 4cos?d (3.110)
o2 12 &sin’4 '

No caso de aritmética de ponto fixo a situagio é um pouco mails com-
plicada, pois a relacdo ruido-sinal depende da amplitude do sinal, e por
consequéncia, do tipo de escalonamento utilizado. Se o escalonamento for
baseado no critério da norma L, ambos os filtros devem apresentar os pi-
cos da resposta em frequéncia menores que 1 (ou seja, ||H||oc < 1). Neste
caso, aos filtros de primeira e segunda ordem deve-se acrescentar um mul-
tiplicador na entrada igual ao inverso do ganho de H(e*) na frequéncia de
ressonincia. Assim sendo, as fungdes de transferéncia escalonadas se tornam
Tespectivamente:
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H() (I -wr)\/]— O cos 20 - 12

~ 2rcosflzt 4 ezl

Com as fungdes de f;ransferencia escalonadas acima, o sinal de entrada

pode excursionar no intervalo [~1,1]. Se & entrada for um rufdo branco

com fungéo densidade de probabilidade constante entre —1 e I, a relagio
rufdo-sinal na saida seré:

(3.112)

o} 27

L T — 3.113)
7= 1 (-l (
para o filtro de primeira ordem, e:
2 —2b 1
% _ 2 (3.114)

gg T (1~ r)*{1+r?~ 2rcos 26}

para o filtro de segunda ordem.

Aqui novamente vamos aproximar estas expressdes para o caso de pélos
muito préximos da C.R.U. Com § < 1, onde § é definido por (3.107) e
(3.108), as expressbes (3.113) e (3.114) se tornam respectivamente [2):

St D (3.115)
03 4 62
2 —2b
o, 277 1
;;f T T2 48%sint g (3.116)

Comparando-se as expressdes {3.109) e (3.110) com (3.115) e (3.116)
vemos que a relagio ruido-sinal para a implementacio com aritmética de
ponto flutuante é proporcional a 1/6, enquanto que para ponto fixo, ela é
proporcional a 1/6%. Portanto, para pélos se aproximando da C.R.U, ou
seja, para filtros de alta seletividade, a relacdo rufdo-sinal é bem maior no
caso de aritmética de ponto fixo.

Pode-se chegar & mesma conclusfio acima através da analise do filtro FIR
da Fig. 3.6. A relagio ruido-sinal para a implementacio em aritmética de
ponto flutuante pode ser escrita na forma:

i Iy hz(k)

que como se observa independe da amphtude do sinal. Notando-se que:

}:N+1h(k)< Zh
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[ (e7)]

Figura 3.11: Fungio de transferéncia de um filtro passa-baixa ideal.

podemos encontrar um limite superior para a relagéo ruido-sinal acima:

2 ~2b
o, 2
— < —(N+1 3.118

Para ponto fixo, a relagfo rufdo-sinal depende da amplitude do sinal.
Considerando-se que o filtro foi escalonado corretamente, pode-se aplicar
um sinal na entrada com varidncia de até 1/3. Neste caso a relagao rufdo-
sinal serd:

o2 2% N
05 =7 ij;oi () (3.119}

Comparando-se as expressbes (3.118) e (3.119) acima vemos que a prin-
cipal diferenca entre as duas estad na presenga do denominador Efﬂ';f Rt (k)
na expressao relativa & implementagio em aritmética de ponto fixo. Ora,
pelo teorema de Parseval podemos afirmar que

= 2 i/ o
g} RE(K) = -27;]_” H ()P dw

Se a funcgdo de transferéncia do filtro puder ser aproximada por aquela
mostrada na Fig. 3.11, a integral acima ser4d dada aproximadamente por:

L f " H (@) P dw e 2 (3.120)
20 J_x T

Para um filtro de faixa estreita temos w,/# < 1, de forma que a relacio
rufdo-sinal da implementagio em aritmética de ponto fixo dada por (3.119)
torna-se bem maior que aquela para ponto flutuante dada por (3.118).

Como conclusdo, podemos afirmar que aimplementacio em aritmética de
ponto flutuante produz uma relago ruido-sinal menor que a implementagio
em aritmética de ponto fixo. £ importante se lembrar que esta comparagio
foi feita supondo-se que o nlimero de bits utilizado na mantissa é igual ao
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nimero total de bits da representagio em ponto fixo. Por outro lado, no
caso de ponto fixo consideramos que a amplitude do sinal fosse tio grande
quanto possivel. Se o sinal diminuir de amplitude, a relagio rufdo-sinal
aumenta proporcionalmente, o que néo acontece no caso de ponto flutuante.

Nao obstante as desvantagens da aritmética de ponto fixo, tanto em
termos de faixa dinfmica quanto em termos de ruido de quantizacio do
sinal, ela ¢ muito utilizada no processamento digital de sinais. Sua grande
vantagem é a simplicidade de implementag&o e rapidez de cdlculo, o que a
torna ideal para o processamento em tempo real de sinais de frequéncias
mais elevadas. Entretanto, processadores de sinais empregando aritmética
de ponto flutuante (geralmente com mais de 20 bits) j& conquistam um
espago importante entre as aplicacbes de processamento digital de sinais,
e a evolugio da tecnologia de circuitos integrados VLSI pode, num futuro
préximo, mudar completamente o cendrio tecnolégico em favor da aritmética
de ponto flutuante.



Capitulo 4

Variaveis de estado e filtros
otimos

4.1 Introducio

Vimos no capftulo anterior que as virias formas possiveis de implementagéo
de um filtro digital possuem desempenhos diferentes quanto ao ruido de
quantiza¢do do sinal. Vimos por exemplo, que na forma de implementagio
em cascata, o emparelhamento dos pdlos e zeros e a ordenacgo das segdes de
segunda ordem produzem resultados bem diferentes quanto & relacio sinal-
ruido do filtro. Na verdade, como iremos mostrar mais adiante, existem
infinitas maneiras de se implementar um filtro digital, todas elas com de-
sempenhos diferentes quanto & complexidade de implementagfo (nimero de
multiplicadores, somadores e atrasadores) e quanto ao rufdo de quantizagéo.

O problema que se coloca aqui é o seguinte: existird algum método
analftico de se determinar uma estrutura ou uma classe de estruturas que
apresentem a menor relagdo rufdo-sinal possivel? Mais ainda, como serdo
estas estruturas do ponto de vista da complexidade de immplementagio? Sera
possivel minimizar simultaneamente a relagio ruido-sinal e a complexidade?
Estas questbes ainda nio foram totalmente resolvidas e permanecem como
um vasto campo de pesquisas, porém j4 existe um considerdvel material
tebrico sobre o assunto, oferecendo estruturas com nivel de ruido bem inferior
que as formas candnicas mais tradicionais, as custas de uma complexidade
de implementagio um poucoe maior,

Neste capitulo, abordaremos os aspectos principais da teoria dos assim
chamados filtros 6timos. Esta teoria se aplica a filtros implementados com
aritmética de ponto fixo e baseia-se no grande poder analitico e algébrico
de uma descri¢@o matricial dos filtros digitais: e descrigdo por varidveis de

estado, que introduziremos a seguir.

61
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u(n) ag y(n)

< e - 0
z~—}
bl T ay

Figura 4.1: Filtro de segunda ordem na forma direta.

4.2 A representaciio por varidveis de estado

Na representagio por varidveis de estado, o filtro é descrito por um conjunto
de equagdes relacionando o conteiido dos elementos de meméria (no grafo,
as safdas dos atrasadores), as entradas e as safdas. Define-se como estado
do filtro o contetido dos elementos de meméria. Sendo z;(n) a safda do
atrasador ¢, o estado do filtro no instante n serd dado pelo vetor

x”'(n) = [z1(n), z2(n), -+, 25 (n)] (4.1)
De uma forma geral, as equagdes da representagfo por varidveis de estado
sdo da seguinte forma

x{n + 1) = Ax(n) + Bu(n) (4.2)
y{n) = Cx(n) + Du(n) (4.3)

onde y(n) é o vetor das L safdas, u{n} é o vetor das M entradas e x(n) &
o vetor dos N estados. As matrizes de coeficientes A,B,C,D tem ordens
NxN,NxM,LxNelLXx M respectivamente. Para o caso mais comum
de apenas uma entrada e uma saida, a matriz B se reduz a um vetor coluna
de N elementos, a matriz C se reduz a um vetor linha de N elementos e
a matriz D torna-se um escalar. Por exemplo, o filtro de segunda ordem
implementado na forma direta mostrado na Fig. 4.1, com o vetor de estados
x¥ =[xy, 23], tem a seguinte representacio por varidveis de estado:

g 1 0
SICE
C = [az*i‘bgag a1~+~bla0} Dzao

J4 o filtro mostrado na Fig. 4.2 tem a seguinte representagio:
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u(n) , ¥(n)

Figura 4.2: Filtro de segunda ordem implementado na forma de variaveis de
estado.

E importante notar que embora o filtro da Fig. 4.1 tenha uma repre-
sentagdo por varidveis de estado, ele préprio ndo é uma implementacio por
varidveis de estado, pois o8 coeficientes da matriz C sdo dados por com-
binages lineares dos coeficientes do grafo. Para que um grafo represente
uma implementag&o por varidveis de estado, é necessério que ele satisfaga as
seguintes restri¢Ses:

¢ todos os ramos multiplicativos devem se originar da safda de um atra-
sador ou de uma entrada, e terminar na entrada de um atrasador ou
numa saida;

* nio deve haver nenhum registro além daqueles que armazenam os es-
tados.

O grafo da Fig. 4.2 é a implementagao por varidveis de estado de uma
secdo de segunda ordem, mas uma associagio em cascata de tais segles
ndo é, pois neste caso existe a necessidade de registros entre as se¢Ses para
armazenar resultados intermedidrios. Daqui para frente, sempre que nos
referirmos a um filtro de varidveis de estado, estaremos nos referindo a um
filtro cujo grafo obedece is restrigbes acima.

A fungBo de transferéncia e a resposta impulsiva do filtro podem ser
obtidas diretamente a partir das matrizes de estade. Tomando-se a trans-
formada z de (4.2) e (4.3) e restringindo-se ao caso de apenas uma entrada
e uma saida verifica-se facilmente que:

H(z) =D+ C(z1- A)'B (4.4)
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e, através da recorréncia destas equagoes, demonstra-se que:

0, n <0
hin)= < D, n=0 (4.5)
CA™IB, n>0

Observe que na expressio de h(n) acima, a matriz A é elevada & poténcia
n — 1. Na verdade, pode-se mostrar [22] que as poténcias de uma matriz A
N X N sio solugdes de uma equagio a diferengas de ordem N, o que estd de
acordo com a expressio de h(n) acima.

A expressio (4.4) nos permite estabelecer o critério de estabilidade em
termos da descrigio por varidveis de estado. Observe que o denominador de
H(z) é calculado por:

a(z) x det(zI — A} (4.6)

Ora, as rafzes do polindmio acima sfio exatamente os autovalores da
matriz A, que portanto sdo iguais aos pélos de H{z). Conclufmos entéo,
que a condigio necessaria e suficiente para que o filtro seja estavel é que os
autovalores A da matriz A satisfagam:

Ml <1, k=1,2,--,N (4.7)

Assumindo que & condigio de estabilidade acima seja satisfeita, é fécil
verificar por recorréncia da expressio (4.2), que o vetor de estados x(n)
num instante k qualquer pode ser expresso em funcio da entrada em todos
os instantes anteriores a k na forma:

x(k) = f; A 'Bu(k - 1) (4.8)
=1

4.3 'Transformacdes matriciais

Vamos agora provar uma afirmagdo feita na introdugio do capitulo, que
dizia existirem infinitas maneiras de se implementar um filtro digital a partir
da mesma fungdo de transferéncia. Introduziremos uma transformacio de
coordenadas no vetor de estados x(n) que, embora sem alterar a fungdo de
transferéncia ou a resposta impulsiva, levard & formagio de um conjunto
diferente de equagdes de estado. Seja T uma matriz N x N nio singular, e
seja

q(n) = T'x(n) (49)

Substituindo-se x(n) por q(n) em (4.2) e {4.3), e supondo a existéncia
de apenas uma entrada e uma safda, temos:
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qa(n+1) = T7' [Ax(n) + Bu(n)] = T'ATq(n) + T 'Bu(n) {4.10)

y(n) = CTq(n) + Du(n) (4.11)

Com esta transformacio de coordenadas obtivemos um novo conjunto de
equagdes de estado em fungdo do vetor q , onde os coeficientes sdo obtidos das
matrizes de estado originais através das seguintes transformacgoes matriciais:

(A,B,C,D) == (T7!AT,T7!B,CT,D) (4.12)

Pode-se facilmente verificar que a nova descrigio por varidveis de estado
possui exatamente a mesma fungio de transferéncia da descrigo inicial,
porém muito provavelmente com desempenho diferente em termos do rufdo
de quantizagio do sinal!. Desta forma, qualquer matriz ndo singular T
aplicada s matrizes de estado segundo (4.12) fornece uma implementagéo
diferente, comprovando nossa afirmagio inicial de que hé infinitas formas
de se implementar um filiro. Como veremos mais adiante, a chave para se
otimizar um filiro em termos de ruido de quantizagio consiste na procura de
uma transformacao de similaridade T apropriada, que forneca a estrutura
com a menor poténcia de ruido de quantizagiao possivel.

4.4 Varidveis de estado e o escalonamento

A descrigdo por varidveis de estado permite um tratamento matricial muito
elegante do problema do escalonamento para se evitar “overflow”, e também
do célculo da poténcia do ruido de quantizagio de sinal gerado pelo filtro. O
problema de se evitar “overflow” nas varidveis internas do grafo é bastante
simplificado, pois como o vetor de estados x(n) representa, na verdade, o
conjunto de registros da implementa¢do fisica, precisamos tdo somente ga-
rantir que este vetor nio sofra “cverflow”,

De forma analoga & que fizemos no capftulo anterior, vamos definir o vetor
coluna f{n) de dimensio N como sendo o vetor das respostas impulsivas da
entrada u(n) ao vetor de estados x(n). Pode-se verificar facilmente através
da substituicio de u{n) por §{(n) em (4.2), que o vetor £(n) é dado por

0, n<Q0
f(ﬂ.) == { AnWIB n>0 (413)

!Note que a matriz A sofre uma transformagio de similaridade, de forma que os pélos
do filtro (antovalores de A} permanecem inalterados. Por este motive, diz-ge que T é uma
fransformagio de similaridade aplicada sobre o filtro.
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Utilizando-se o fato de que 302, A = (I - A)~! se os autovalores A; de
A satisfizerem |A;| < 1 para¢ = 1,-.. | N, podemos expressar a transformada
z de f(n} como:

F(z) = (z1 - A)'B (4.14)

A seguir vamos tomar a matriz K definida por

K = i £)fT (k) (4.15)
k=0

Esta matriz N X N é simétrica e, segundo [22], positiva definida. Ela é
conhecida como a matriz de covaridncia do vetor de estados, pois no contexto
dos sinais de entrada aleatérios a matriz calculada pela relagio acima é
idéntica aquela dada por -

K = E[x(k)x" (k)] (4.16)

Do ponto de vista do problema de escalonamento, ¢ que nos interessa
desta matriz s3o os elementos da diagonal principal dados por:

Ki=3 f206) = il (4.17)

k=0
Em termos desses elementos, o critério de escalonamento segundo a
norma Ly impde:

K, <1 (4.18)

O nosso problema agora é saber como modificar as matrizes (A,B,C,D)
para se satisfazer a condigBo acima sem alterar a funcgio de transferéncia.
Para tanto, precisamos estabelecer uma relagfo entre essas matrizes e a
matriz K. Lembrando que x(0) = f(0) = 0 para u(n) = §(n) (porque x(n)
¢ a safda dos atrasadores e §(—1) = 0}, podemos afirmar que:

i f(kYT (k) = f‘; flk+ 14 (k+1)
k=0 k=0

Como f(k + 1) = Af(k) + B&(k), a expressdo (4.15) torna-se:

K= i[Af(k) + B&(k)|If7 (k)AT + 5(k)B7] (4.19)
k=0

Desenvolvendo-se os produtos e lembrando que £(0) = 0 para u(n) =
8(n), a expresséo acima se torna:
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K = i Af(KT (k)AT + BBT {4.20)
k=0

ou, em vista de (4.15):

K = AKAT + BBT (4.21)

Embora esta expressio fornega a matriz K apenas implicitamente, ela
- pode ser resolvida através da solugfo de um sistema de equagdes lineares
cujas incognitas sdo as componentes de K. No Apéndice C apresentaremos
um algoritmo eficiente para o célculo dessa matriz.

Aplicando-se uma transformacio T ao conjunto de matrizes (A, B,C,D)
segundo (4.12), pode-se verificar através da expressio (4.21) acima que a
matriz K seré transformada segundo

K — TRT7T (4.22)

Em particular, se
T= Diag{tl;tza oe :tN}

entio

-1 gpgag{l,}_,...,.}_}
1y tg iy
e, portanto: K
[TwiKT*T]U = ""ﬂ'
tt;

Desta forma, a condigio de escalonamento dada por (4.18) ser4 satisfeita
se a descrig8o por varidveis de estado for transformada através de uma matriz
diagonal T onde os elementos da diagonal sfo dados por:

L2 VEy , f=1,2,--, N (4.23)

onde K;; sdo as componentes da diagonal principal da matriz K inicial cal-
culada através de (4.21). Observe que no procedimento de escalonamento
descrito acima, nao é necessério o cdleulo de integrais de linha das fungdes
de transferéncia da entrada aos nés a serem escalonados. E necessério ape-
nas, resolver um sistema de equacgdes lineares para se calcular a matriz K e
depois calcular uma transformagéo diagonal T segundo (4.23), que aplicada
as matrizes (A B ,C,D) fornecerfo o filtro escalonado.

O sinal de desigualdade da expressio {4.23) acima pode ser removido se
introduzirmos um fator de seguranga § > 1 multiplicando o segundo membro
da equag@o. Procedendo-se desta forma, obtém-se:

t;=6vKy , 1=12,.--,N (4.24)



68 CAP{TULO 4. VARIAVEIS DE ESTADO E FILTROS OTIMOS
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Figura 4.3: Variagio da poténcia de rufdo em fungio do parametro de esca-
lonamento §

e a condigio de escalonamento (4.18}, apés a transformacgido T, pode ser
reescrita como:

KL =1 (4.25)

onde K; sio os elementos da diagonal principal da matriz K apés a atuagio
da transformacio T.

O fator & deve ser escolhido grande o suficiente para se evitar erros
devido & ocorréncia de “overflow”, porém ndo muitc grande de forma a
ndo se aumentar o rufdo de quantizagio do sinal. Experimentos numéricos
realizados por Mullis e Roberts [20] indicam que existe uma variacio abrupta
na poténcia de rufdo total gerado pelo filtro para valores de § préximo de
3. Abaixo deste valor a poténcia de ruido é grande devido A ocorréncia
de “overflow”, e acima deste valor a poténcia de rufdo se torna ordens de
grandeza mais baixa, crescendo linearmente com § (veja a Fig. 4.3, onde se
mostra resultados obtidos por Mullis e Roberts [20]). Desta forma, um valor
de & de 4 ou 5 é recomendado.

4.5 Varidveis de estado e o ruido

Veremos agora como podemos expressar a variancia do rufdo de quantizagio
do sinal (para aritmética de ponto fixo) na safda do filtro em termos da
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Figura 4.4: Grafo de um filtro de varidveis de estado. Os nés sio vetores e
os ramos sdo matrizes.

descrigéo por varidveis de estado. A Fig. 4.4 mostra o grafo de um filtro de
varidveis de estado com as fontes de erro de quantizagio de sinal incluidas.
Observe que este é um grafo matricial, onde os nés correspondem a veto-
res ¢ os ramos correspondem a matrizes. Restringindo-nos novamente ao
caso particular de apenas uma entrada e uma saida, as equagoes de estado
correspondentes a esse grafo se tornam:

x(n + 1) = Ax(n) + Bu{n} + e(n) (4.26)
y(n) = Cx(n) + Du(n) + n(n) (4.27)

onde e(n) é o vetor de erros de quantizagdo do registro de estados, e n{n) é
o erro de quantizagio provocado no né de saida.

De forma aniloga & que definimos o vetor coluna f(n), definiremos o
vetor linha g(n) de dimens&ao N como sendo o vetor das respostas impulsivas
das componentes de e{n) até a safda y(n). Fazendo u{n) = O e n{n) = 0
nas expressdes acima, encontrando a transformada z de ambos os membros
das duas equagdes, e resolvendo para Y (z) em fun¢lo de E(z), podemos
expressar G{z) como:

G(z) = C{zI- A)! (4.28)
e, calculando a anti-transformada z, podemos expressar g(n) por:
0, n<0
g(n) = { CA™. n>0 (4.29)

Assumindo-se que a varidncia de rufdo introduzida por cada multiplica-
dor é A?/12, a varidncia total de rufdo produzida no né de safda sera:
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A2 N o0 R
o, = 7 {Z v [}: g (k)} + UN+1} (4.30)
£=] k=0

onde g; ¢ a i-ésima componente do vetor g, v; é o nlimero de multiplicado-
res que entra no nd 1, e N + 1 é o niumero associado ao né de safda. Esta
expressio vem diretamente da expressio (3.25) apresentada no capftulo an-
terior, e supde que o resultado de cada multiplicagio é quantizado antes de
ser somado. Na préitica, porém, é muito comum a utilizagio de acumulado-
res de dupla precisdo para permitir que somente o resultado final da soma
de cada né seja quantizado. Com esta simplificagio, e considerando-se que
a contribuigéo do né de safda ao rufdo total € pequena {se N for grande), a
expressido acima se torna:
A? N oo
RS SO0 (431)
i=1 k=0
Da mesma forma como definimos a matriz K a partir do vetor f, defi-
niremos uma matriz W, simétrica e positiva definida, em funcio do vetor

g:

(e8]
W =3 g (kg(k) (4.32)
k=0
e de uma forma andloga & que fizemos para a matriz K , pode-se mostrar
que a matriz W relaciona-se &s matrizes de estado através da equagio:

W =ATWA + CTC (4.33)

Aqui também, a matriz W ¢ calculada de forma implicita através da
solugdo de um sistema de equagBes lineares. Através da expressio acima
pode-se mostrar também que uma transformagio T aplicada ao vetor de
estados x se reflete na matriz W da seguinte forma:

W —TTWT (4.34)
Com o uso da matriz W, a expressfo (4.31) pode ser reescrita na forma:
0% = At iw-- (4.35)

12 i=1 )

onde W;; é o i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz W. Observe
que o célculo desta expressio envolve somente a solugfio de um sistema de
equagbes lineares, em vez do célculo de integrais de linha.
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Vejamos agora como a expressiio acima é afetada pelo escalonamento.
Escalonar um filtro implementado por varidveis de estado significa aplicar
uma transformagdo diagonal T ao vetor de estados x dada por:

T = Diag{évV K11,6vV Kaz, -+ , 65/ Knn} (4.36)

Esta transformagéao altera a matriz W segundo {4.34), resultando:

Wi = W68 Ki K (4.37)

onde W/, é o elemento ij da matriz W' do filtro escalonado. Desta forma
teremos:

Wi = 8 Wi K (4.38)

e a variincia do ruide na saida se torna:

== ---~52 Z WKy (4.29)

Note a semelhanca desta expressdo com as equacdes (3.75) e (3.83), que
também apresenfam um termo referente ao escalonamento e um termo refe-
rente & propagagio do rufdo até a saida. A equagio acima serd a chave para
a obtencio de filtros de baixo ruido.

4.6 Filtros de baixo ruido

O nosso objetivo agora é procurar uma implementacio em varidveis de es-
tado que apresente a caracteristica de produzir a menor poténcia de rufdo de
quantizagio dentre todas as implementagdes possiveis. Dito de outra forma,
vamos procurar uma transformagdo T, que aplicada ao filtro projetado ini-
cialmente, minimize a varincia de rufdo dada pela expresséio (4.39). Esta
transformagio mudara as matrizes (A, B,C,D KX, W) da seguinte forma:

(A,B,C,D,K, W) — (T AT, T7!8,0T1,D, T 'KT-7, TTWT)
{(4.40)
Pode-se verificar facilmente que a matriz produto KW sofre uma trans-
formacéo de similaridade:

KW — T-Y(KW)T (4.41)

de forma que os autovalores de KW n#o sfio afetados pela transformacio T
(assim como os autovalores de A, que so os pélos do filtro).
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O grau de desempenho a ser obtido do filtro de minimo rufdo depende
essencialmente dos graus de liberdade admitidos durante o processo de oti-
mizagao. Por exemplo, o melhor desempenho possivel serd obtido se nio
impusermos nenhuma restrigdo em relagdo ao niimero de multiplicadores e
se escolhermos o némero de bits de cada registro separadamente (impondo-
se apenas, que o nimero médio de bits por registro seja b). Na prética,
entretanto, normalmente h4 & necessidade de se impor restrigdes ao pro-
cesso de otimizagdo, levando a filtros sub-dtimos em termos de ruido de
quantizagio, porém com caracteristicas mais desejaveis do ponto de vista
de implementagio. Vamos analisar primeiro o caso em que nio se impde
nenhuma restrigéo, que nos fornecers resultados teéricos importantes, para
depois analisar casos mais préticos.

4.6.1 Filtros 6timos

Se permitirmos que o niimero total de bits disponfvel seja distribufdo livre-
mente entre os N registros, cada registro receberéd b; bits de forma que se
satisfaca:

N
> b= Nb (4.42)
(-1

onde b é o ntimero médio de bits por registro. Desta forma, o intervalo de
quantizagdo de cada registro seré:

Ay =27t (4.43)

que substituido na expressdo (4.39) fornecera:

N WK
0_2 =§—z WHKH

B3 Lo

=1

(4.44)

Para se determinar o ntimero de bits de cada registro, usaremos a se-
guinte propriedade das médias aritmética e geométrica [33]:

LN N YN
¥ donz {H r,-} (4.45)
=1

41
onde a igualdade é obtida se e somente se r; = rg = ... = ry. Usando-se
esta propriedade pode-se afirmar que:

N N
Wﬂ Kﬂ} (4.46)

N

1 WK

"ﬁzi 9% = H 2%,
gz
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Impondo-se que todos os termos da soma sejam iguais (para se conseguir
a igualdade) e levando-se em consideragio a restrigio imposta por (4.42)
chega-se a:

N
1 1
b,' = b + E logz(ff,-,-W,-;) - —Z_:IV Z logz(ijWﬁ) (4.47)
j=1

A condigio de igualdade em (4.46) aplicada a (4.44) leva a:

N 1N
. N§* ‘
Ua’ = -3-"2*—2-3 [H K.',‘W,‘,'] (4,48)
it

A minimizago desta expresséio baseia-se na desigualdade de Hadamard
[33], que diz o seguinte: se P for uma matriz simétrica positiva definida,
entdo o escalar e(P) definido por

dﬁt(P) } M2 (449)

“lP)= {H"\Lz Py

satisfaz a desigualdade 0 < ¢(P) < 1, e vale 1 se e somente se P for uma ma-
triz diagonal. Utilizando-se a expresséo acima podemos reescrever o produto
dos elementos das diagonais de K ¢ W da seguinte forma:

det KW

N N
T Eaw: =11 KiWirriw

gl i=1

N N 2 2
Ky Wi _ 1 1
g detK g detW det KW = [e(K)] [e(W)} det KW

Como afirmamos anteriormente, os autovalores do produto KXW n#o sdo
afetados por uma transformacgfo nfo singular T. Desta forma, o determi-
nante de KW dado por

N
det KW = [T 47 (4.50)
=l

onde u? sdo os autovalores de KW, também seré invariante 4 transformaggo
T. Definindo-se o niimero M, dado por

N UN
M, = [H ,u,] = [detKW]l"ZN (4.51)

gz

a expressio (4.48) pode ser reescrita na forma
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, N§& M:
OF m e e
o= O ) (W)
Pela desigualdade de Hadamard, a varidncia do ruido ser4 minimizada
quando e(K) e (W) forem iguais a 1, o que acontece somente gquando as

matrizes K e W forem simultaneamente diagonais. Se isto acontecer, a
varifncia do rufdo se torna:

(4.52)

0 = e M2 o (4.53)

Esta é a poténcia de rufdo de quantizagdo de sinal gerada pelo filtro
étimo. Observe que ela é proporcional ao quadrado da média geométrica
dos niimeros p; {as raizes quadradas dos autovalores de KW}, que recebem
o nome de modos de segunda ordem do filtro. A estrutura étima é obtida
através de uma transformacio T aplicada ao vetor de estados, que modifica
as matrizes (A B,C D) originais segundo (4.40), com a restrigio de que esta
transformagdo deve resultar em matrizes K ¢ W gsimultaneamente diagonais.
Além disso, o nfimero de bits de cada registro deve ser calculado segundo
{4.47).

O problema da diagonalizagio simultdnea de duas matrizes é um as-
sunto bem conhecido da Algebra linear [33] e ndo ser4 discutido aqui devido
ao pouco interesse prético que a estrutura obtida por este método apresenta.
De uma forma geral, as matrizes (A ,B,C,D) resultantes apés o procedimento
acima apresentam niimeros diferentes de 0 e 1 em todas as suas componentes,
o que resulta num niimero de (N + 1}* multiplica¢des por amostra, niimero
muito maior do que o apresentado pelas estruturas mais tradicionais. Desta
forma, na grande maioria das aplicagbes, a redugio da poténcia de ruido
simplesmente ndo justifica o grande nidmero de multiplicadores necessério.
Para se obter estruturas mais préticas, necessitaremos impor algumas res-
trigdes ao processo de otimizagidc de forma a obter filtros de desempenho
muito préximo ao do filtro 6timo, porém com um nimero de multiplicado-
res menor. Ainda que os filtros “sub-6timos” assim obtidos apresentem um
mimero de multiplicadores um pouco maior que as formas diretas, o seu uso
pode ser plenamente justificado em casos nos quais o rufdo de quantizagio
for mais critico, como por exemplo, em filtros de faixa muito estreita.

Uma observagéo importante a se fazer aqui diz respeito 4 aproximagio
utilizada para se chegar & equagio (4.31) a partir da equagéio (4.30). Se
em vez de supor que cada nd apresentasse apenas uma fonte de rufdo, su-
puséssemos que cada né apresentasse N fontes de ruido, como é o caso do
filtro 6timo obtido acima, a variincia de rufdo do né de safda apareceria
multiplicada por N ac longo de toda a anélise apresentada. O resultado
final e as conclusdes, entretanto, ndo mudariam.
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4.6.2 Filtros sub-6timos

A primeira restriggo que imporemos no processo de otimizagéo é a de que
o nimero de bits seja igual para todos os registros. Neste caso, a expressio
da poténcia de ruido é:

, 18 Z
ey = g oa8 2. KiWii (4.54)
f=]
cuja minimizagio é baseada no seguinte resultado [20]: se K ¢ W forem

matrizes reais positivas definidas, ent8o:

1 X TR \

W 2 KW 2 {“ﬁ g#i] = Ma. (4.55)
onde p; 530 os modos de segunda ordem (rafzes quadradas dos autovalores
de KW). A igualdade acontece se e somente se

K=DWD para alguma matriz diagonal I (4.56)
KW= KWy, 4,5=12,---,N (4.57)
caso em que a poténcia de rufdo é minimizada, valendo:
N &%
o, = T omMa (4.58)

Comparando-se (4.58) com {4.53) podemos ver que a poténcia de rufdo
neste caso foi aumentada pelo fator (M,/M,)?, ou seja, pelo quadrado da
razio entre as médias aritmética e geométrica dos modos de segunda ordem.
Esta razfo sé serd grande se houver uma variagio muito grande entre os
autovalores de K'W.

A segunda restrigdo que imporemos é a de que ¢ niimerc de multiph-
cadores nao seja muito maior que o da forma direta de implementagéo. A
maneira mais fécil de se atingir este objetivo é através da divisio do filtro
original em blocos de menor ordem, e da aplicagfo do método de otimizagio
a esses blocos. Através desse procedimento, obtém-se filtros sub-éfimos que
sio associagles em paralelo ou em cascata de filtros sub-6timos menores.

Suponha que tenhamos inicialmente um filtro composto por uma asso-
ciagio em paralelo ou em cascata de segdes de segunda ordem, cuja estrutura
desejamos alterar através de uma transformacgio T de forma a minimizar o
rufdo de quantizagdo do sinal. Para que esta transformacg@o preserve a cons-
trugdo em blocos de segunda ordem, é necessério que ela seja diagonal em
blocos 2 X 2. Desta forma, se definirmos P; como sendo o i-ésimo bloco
diagonal 2 X 2 de uma matriz P N X N, entéo T deve satisfazer s seguintes

condigdes:
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(T'AT), = T7'AT
(T7'KT 7y = 1KTT
(TTWT);, = TTW,T;

Como exemplo, tomemos uma cascata de 2 blocos de segunda ordem.
Sendo (A;,B;,Cy, D) & (Az,B2,Cy, D;) as matrizes de estado dos dois
blocos, e (A, B, C, D)} as matrizes de estado da associagio em cascata, pode-
se verificar facilmente que:

_ A;g 0 _ :Bl
A“[3201 Az} B“[szl]
«:’J:{Dgcl '02] D= DyD;

A transformacgio a ser aplicada As matrizes acima, e que preserva a es-
trutura cascata, seré:

T = [ 'I[;‘ '.1(‘)2 ] (4.59)

onde Ty e Ty sho matrizes 2 x 2 nfio singulares. Aplicando-se esta trans-
formacio ac conjunto {A,B, C, D) obtém-se as matrizes

T A;T 0 '

-1 _ 1 141

TTAT = _T;leclTl T;lAsz] (4.60)

T;!'B

- o 1 1

T'B = _Tngle] (4.61)
CT = [ D:CiTy CoT | (4.62)
D = DD (4.63)

que correspondem & associagio em cascata de dois blocos com matrizes de es-
tado (T71A Ty, T7'B1,C1 Ty, Dy) e (T5 1A, T2, T; 1By, C; Ty, D;). Desta
forma, a aplicag8o da transformag8o T & associaglo em cascata corresponde
a4 aplicagdo das transformagdes T; e T; individualmente a cada uma das
se¢Oes.

Existem 2 maneiras de se calcular a transformagio T dada a restrigio de
que ela seja bloco-diagonal. A maneira mais f4cil e direta é a aplicagio purae
simples do processo de otimizagio As seces de segunda ordem isoladamente,
resultando no que chamaremos de um filtro dtimo por segdo. A grande
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limitagio deste método é ndo garantir que a associagdo em cascata total
resultar4 escalonada, mesmo que cada se¢io esteja escalonada isoladamente?®.

A segunda maneira, wm pouco mais elaborada, consiste em se tomar
as matrizes K e W da associagao em cascata, extrair os blocos 2 x 2 das
diagonais e aplicar 6 método de otimiza¢io a esses blocos, resultando no
que chamaremos de um filtro étimo por bloco. Como os i-ésimos blocos
2 x 2 das matrizes K e W incorporam as influéncias acumuladas das fungdes
fisf2,- . fi ¢ 91,82, -, 0i, & associagio em cascats das segles otimizadas
resultara escalonada, e em consequéncia, com desempenho melhor em relagio
ao filtro 6timo por se¢do. B claro que no caso dd associacio em paralelo as
duas maneiras se equivalem, j& que o escalonamento de cada segfo implica
no escalonamento do filtro total.

Filtro 6timo por secio

Como o filtro étimo, propriamente dito, ndo é de utilidade prética, a partir
deste ponto adotaremos uma simplificacio de notagdo, chamando os filtros
sub-6timos, em suas vérias formas, simplesmente de filtros 6timos.

Para uma segéo de segunda ordem isolada com matrizes de estado dadas

por

_ e ar b _ _
.A—-l:an 622] B—{bz] Cm[81 Cg] D=d

Jackson [18] mostrou que, no caso de pélos complexos, as condigdes de oti-
mizagao dadas por (4.56) e (4.57) s80 equivalentes a:

a1 = A (4.84)
bieq = bseg (4.65)

com a restri¢gio adicional de que a segio deva estar escalonada.

Na verdade, embora (4.56) e {4.57) sejam condi¢des necessérias e sufi-
cientes, as condigdes acima sdo apenas suficientes para a obtencdo de um
filtro de segunda ordem étimo. Em outras palavras, n&o se garante que ndo
exista uma outra possivel estrutura 6tima que n#o satisfaga (4.64) e (4.65).
Condigbes necessdrias e suficientes foram desenvolvidas por Tavsanoglu [27],
que mostrou serem as condi¢tes de Jackson um caso particular das desen-
volvidas por ele. Além disso, ele mostrou também que as condigdes acima,

2 A primeira pessoa a propor a idéia da otimizagio de secies de segunda ordem isolada-
mente foi Jackson {18], que na verdade incluin o escalonamento a posteriori da associagio
em cascata como parte integrante do método. No nosso trabalho, entretanto, considera-
remos gue ¢ filtro 6timo por segfo deva ser escalonado apenas no Smbitc das segbes de
segunda ordem para se manter a simplicidade computacional. De ountra forma, seria dificil
justificar a existéncia do método, j4 que o filtro 6timo por bleco é sempre melhor.
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apesar de néio valerem para qualquer tipo de funcéo de transferéncia de se-
gunda ordem, se aplicam & otimizagio dos tipos de filtros mais importantes
-~ passa-baixa, passa-alta, passa-faixa, corta-faixa e passa-tudo — de pélos
reais ou complexos. Desta forma, o problema da sintese 6tima para esses
tipos de filtros pode ser resolvido inteiramente pelo uso das condigBes (4.64)
e (4.65) e por um procedimento puramente algébrico [30].

Seja a fungdo de transferéncia de segunda ordem dada por

g127 1+ gaz72
14 p1z=1 4 pyz—?
Igualando os coeficientes de ambos o8 membros obtém-se quatro equagSes:

H(z)=D+C(zI- A)"'B =d+

(4.66)

g1 = cby+ eaby

g2 = cibaags + eabyag; — erbyagy — e2bsag
1 = -({an1 + az)
p2 = apag — a1paa

Estas equagGes, junto com (4.64} e (4.65), formam um sistema de 6
equagdes com 8 incégnitas (os pardmetros das matrizes A, B e C). As duas
equagBes a mais necessérias para a solugdo do sistema podem ser obtidas
das condigdes de escalonamento

i
Ky = Ky = 5 (4.67)
através do uso da relagdo (4.21}, que para um filtro de segunda ordem se
torna:

2 2
a3 1 Zanam Gyy Ku ——b§
eiiez1  apzaz; +apagy — 1 azan Kyz | = | ~biby
2 2 2
oy 2&21&22 Agg i Kzz "bz

Apbs alguma manipulagéo algébrica, através das oito equacdes obtém-se
os valores dos coeficientes das matrizes A, B, ¢ C em funcéo dos coeficientes
da fungdo de transferéncia (d j4 aparece explicitamente em H(2)):

a1 = @2 = """*—_;1 (4.68)
(ng + v5)v3
a1 = R mma 4.69
21 ng T us ( )
ap = & (4.70)
az

by = b1 /6 (4.71)
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by = by /b (4.72)
1
= <A 4,73
o = g (4.73)
- 5 _
(,‘2 e 252 (4.74)
onde
vi = @2/q1 vy = \/‘ff — p1vy + po
Ug == 3 — Uy ty = vy + vy
vs =pg — 1 vaZPz*i*}z
vr = vs{v — p}) vg = (p1/2)" — ps
[H

biz = v 2p1v3~—‘;5(1+v§) bag = V 2p;u4wve(1+uf)

Se o filtro for de ordem {mpar, a segéio de primeira ordem 6tima é idéntica
A segio na forma direta (devido A falta de graus de liberdade para oti-
mizagio). N&o obstante, ela necessita ser escalonada. A matriz K desta
se¢io pode ser obtida de (4.21), lembrando-se que neste caso A e B sfo
escalares:

b2
T 1-—a?
onde a, b e k sdo os escalares a que se reduziram as matrizes A, B ¢ K.
Para que a condicio de escalonamento k = 1/6% seja obedecida, torna-se
necessario aplicar-se uma transformacéo de escalonamento ds matrizes de
estado da segdo de primeira ordem, o que se traduz simplesmente em se
dividir b e multiplicar ¢ por um fator de escalonamento ¢ dado por:

5b
= 4.76
§ = (4.76)

k (4.75)

E bom lembrar novamente que os filtros de primeira e segunda ordem
calculados pelas equagdes acima s&o étimos e escalonados, porém o filtro
6timo por segdo formado pela associagio em cascata desses filtros ndo é 6timo
nem necessariamente escalonado. Pode-se amenizar o problema da incerteza
quanto ao correto escalonamento da associagio em castata escolhendo-se um
valor de § um pouco maior para cada se¢do, 4s custas de algum aumento na
poténcia de ruido de quantizacao.

Filtro 6timo por bloco

Analisemos agora o projeto de um filtro étimo por bloco. Restringir-nos-
emos & associagdo em cascata, j& que a associa¢do em paralelo pode ser
resolvida mais facilmente pelo método anterior. O ponto de partida é al-
guma descrig8o por varidveis de estado de cada segio, por exemplo, de uma
implementagio na forma direta. A partir daf, calculam-se as matrizes (A, B,
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C, D} da associagho em cascata através do método descrito na Apéndice B,
Tomam-se entdo os blocos 2 x 2 K; e W, das diagonais principais das ma-
trizes K e W, e determinam-se as transformagdes T; necessirias para que
cada par (K;, W;} obedega as condigdes de otimizagio {4.56) e (4.57). Isto
pode ser feito através do seguinte procedimento [22]: sejam as matrizes K e
W, de ordem 2 x 2 dadas por

K= k}.l k12 W= uh1 Wiz
k1 Koz w21 Wyp

O primeiro passc é transformar K na matriz identidade através da se-
guinte transformacfo:

kyykay k2 k
Te= |V k32 VE23 (4.77)
0 Vs
obtendo-se

e 10
K'mT,_.IKTCTm[O 1}

! 1

i T w w
W =T.WT, = 1 ,12
Wy Wy

Em seguida, aplica-se uma transformac&o de rotagio R(f) dada por

cosf —sind
R(6) = [ sinf cos@ } (4.78)
onde
0 { I para wi; = wy,
fo _ 24!
3 tan™? (;U-I}m"f%%;—) para wi; # wh,
cbtendo-se:
i 0
K'=1 W = R(-O)W'R(f) = 1 2
0 pu3

Note que K" e W satisfazemn a condigio (4.56) com D = diag{1/p1,1/psz}.
Para satisfazer também (4.57), aplica-se a transformagio T dada por:

8 [ Vite Vit }
=5 1 1

2| ~y1+3 1+
onde p == s /iy e § é o fator de escalonamento. Como resultado final obtém-
se:

(4.79)
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K" - 3:4 L, T } (4.80)
6 g 1
( + )2 pd el
w" — §? a2 ; 4 (4.81)

B2l (g;+gg)2
7 )

que satisfazem (4.56) e (4.57). Desta forma, a transformagéo a ser aplicada
a cada segdo de segunda ordem é T R(6)T.

Se o filtro for de ordem fmpar, a segio de primeira ordem precisa ser esca-
lonada. Para facilitar o procedimento de célculo, vamos assumir que a se¢fio
de primeira ordem ¢ sempre a Gltima da cadeia, de forma que o elemento
Kxnn da matriz K pode ser usado para o escalonamento desta segéo. As-
sim, sendo (a,b, ¢, d), as matrizes de estado da segfo de primeira ordem (na
verdade escalares), o escalonamento é feito dividindo-se & e multiplicando-se
¢ pelo fator

s=6VENN (4.82)

Observe que o projeto de um filtro étimo por bloco n&o é muito mais
trabalhoso que o de um filtro 6timo por segdo. O trabalho a mais é o de se
calcular as matrizes de estado e as matrizes K e W da associagio em cas-
cata. Se no projeto do filtro étimo por se¢io adotéssemos o procedimento de
escalonar a associacio em cascata globalmente, entéo os dois métodos seriam
praticamente equivalentes em termos de complexidade computacional.

Escalonamento dos registros entre seq¢des

Os procedimentos de escalonamento descritos até aqui se aplicam aos re-
gistros que armazenam estados. Acontece que a associagfo em cascata de
segoes de segunda ordem ndo € uma implementagdo por varidveis de estado,
J& que entre as se¢Ses existe a necessidade de registros para resultados in-
termediarios, os quais ndo armazenam estados. Assim, nos procedimentos
descritos acima, os registros entre as se¢fes simplesmente nio foram conside-
rados para efeito de escalonamento ou para o calculo do ruido de quantizagéo.
Entretanto, isto ndo chega a invalidar os métodos de otimizagio apresenta-
dos. Na verdade, os registros entre segSes podem ser facilmente escalonados
a partir da matriz K da associacac em cascata, como mostraremos a seguir.
Seja H;(z) a fungio de transferéncia da entrada até a safda da i-ésima
secio. O escalonamento do registro entre as segbes 7 e ¢ + 1 impde que:

|| Hille = 1/6 (4.83)

ou, em termos da resposta impulsiva:
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i R} (k) = 1/8* (4.84)
k=0

Usando-se (4.5), a expressfio acima pode ser reescrita em termos das
matrizes de estado da associagfo em cascata das { primeiras segdes:

b2+ fj(c,'Af"B,.)(ciAf”‘ﬁ,-) = 1/6? (4.85)

kil

s k—1 . ;
Como (C,-A,. ﬁ,) é um escalar, podemos substituf-lo por seu trans-
posto, de forma que a expressio acima pode ser escrita na forma:

o0
n 2 k-1 ~ k—1 a ~ T
D+ & S ATBYATTB)T| & = 1/8? (4.86)
k=1
Ora, em vista de (4.13), a somatéria acima € exatamente a matriz de
covariéncia parcial K; da associagio em cascata das { primeiras se¢bes, de
forma que a condigiio de escalonamento se torna:

b2+ 6K 6] = 1757 (4.87)

Pode-se verificar facilmente examinando-se (4.15), que a matriz de co-
varifncia parcial K; é formada pelas i primeiras linhas e colunas da matriz
de covaridncia completa K. Note também que, como a funcio de trans-
feréncia H, i(#) ndo é afetada por uma transformaggo bloco-diagonal qualquer,
a condigio de escalonamento {4.87) independe da forma como cada segio foi
implementada. Se as segSes foram implementadas na forma de vari4veis de
estado, como aquela mostrada na Fig. 4.2, ento o escalonamento do registro
entre as segles 1 € 1 -+ 1 pode ser realizado multiplicando-se os coeficientes
¢y, ¢z e d da i-ésima se¢Bo por um escalar s; dado por:

_1[

P e
1 6J b? -+ (A}.'K,' é‘T

Para que a funcio de transferéncia do filtro ndo seja afetada, os coefici-
entes by, bz e d da segBo ¢+ 1 devem ser divididos por s;. Observe que apés a
operagio de escalonamento dos registros entre segdes, as matrizes de estado
e as matrizes K ¢ W da associagfio em cascata permanecem inalterados.

O rufdo de quantizagio provocado pelos registros entre as segSes pode ser
calculado de forma aditiva & dos demais registros de estado. Assim, sendo
Fi(2) e Gi{z) as fungBes de transferéncia associadas ao registro entre segSes
i, a expressdo da poténcia de rufido (4.39) se torna:

(4.88)
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=1 =1

A2 N l N/2"1
ol = 82 0N KuWiu+ Y Ipls, (4.89)

onde :
I ———— " - “1 ‘.l
277 f;‘ F(2)Fi(¢~ )z dz

=1 d eine(-hs1
Ig, = m_j{a Ci(2)Ci(z V)2 dz

De forma grosseira, pode-se afirmar que as intégrais acima, calculadas so-
bre a C.R.U., s80 aproximadamente proporcionais & largura de faixa. Desta
forma, para filtros de faixa estreita, o termo de rufdo associado aos registros
entre segOes torna-se geralmente desprezivel. Para filtros de faixa larga, este
termo torna-se significativo, mas neste caso talvez nem se justifique o em-
prego de um filtro 6timo devido ao maior néimero de multiplicadores {nove
no filtro étimo contra cinco na forma direta para uma segao de segunda
ordem).

4.6.3 Propriedades dos filtros de baixo rufdo

Os filtros 6timos e os sub-6timos apresentam algumas propriedades interes-
santes, além do baixo rufdo, que ajudam a torné-los atrativos apesar do
maior nimero de multiplicadores. A primeira propriedade se refere 3 in-
variancia da poténcia de rufdo com relac¢do & largura de faixa. Observando-
se as expressdes (4.53) e (4.58) pode-se notar que a poténcia de ruido cau-
sada por um filtro 6timo é uma fungéo direta dos modos de segunda ordem
do filtro. Acontece que estes modos de segunda ordem sdo invariantes em
relagdo a uma transformagéo de frequéncia PB-PB [21]. Como consequéncia,
a poténcia de ruido produzida por um filéro 6timo nfo depende da largura de
faixa, contrastando com os filtros implementados na forma direta, nos quais
a poténcia de ruido cresce com a diminuigo da largura de faixa [21]. Desta
forma, para faixas muito estreitas {f. < 0,1f,) o desempenho de um filtro
6timo se torna ordens de magnitude melhor que o da forma direta. Para
larguras de faixa maiores, o desempenho de ambos os filtros é semelhante, e
pode acontecer mesmo que a cascata de segGes na forma direta fornega uma
poténcia de rufdo menor que as formas sub-étimas, devido a0 ndmero me-
nor de multiplicadores [18], embora isto raramente acontega, e mesmo assim
nestes casos a diferenga é muito pequena.

A segunda propriedade que iremos mencionar diz respeito a sensibilidade
da resposta em frequéncia com relagio 4 variacio dos coeficientes das ma-~
trizes de estado. Mostraremos que existe uma estreita correlagio entre a
sensibilidade & variagdo dos coeficientes e o desempenho em relacéo ao ruido
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de quantizagio do sinal. Para mostrar isto, tomemos as derivadas de H(z)
com relagio aos coeficientes:

8?5(,-2) = [Cl1-4)7], (4.90)
8?::('2) = [(1-4)"B], (4.91)
0H(z) -

Ja; — (CUI-A) ZB]“ o (492)

onde [|; e [y indicam as componentes { e ij, respectivamente, das matrizes.
Em vista de (4.14) e {4.28), as derivadas acima podem ser reescritas como

229 < G (4.93)
29 < R (494)
0H(z) _

a; Gi(z)F;(z) (4.95)

Definindo-se s;; = 8 H(z)/a;; e utilizando-se a designaldade de Schwarz

5 [ reoen@] < [ [ irenra) [% [ o)

— -

pode-se escrever:

[e:5lln < |Gill2l] F5ll2 (4.96)

Se o filtro estiver escalonado de forma que ||F;|z = 1, temos:

lleisll < 1Gille (4.97)

Esta desigualdade nos leva a duas conclusdes importantes: primeiro, que
a norma Ly de Gy(z) fornece um limite superior para ||s;;|1, e segundo, que
a norma L; de s;; fornece um limite inferior para ||G;||;. Ora, examinando-
se (4.31) vemos que ||G||z nada mais é que o ganho de ruido do né i para
a safda, de forma que a sensibilidade é um limite inferior para ganho de
rufdo, e ganho de ruido é um limite superior para sensibilidade. Se esses
limites forem razoavelmente apertados — e a experiéncia mostrou que real-
mente este é o caso [18] — entdo filiros com baiza sensibilidade & variegdo
de coeficientes também possuem baizo ganho de ruido de quantizagdo de si-
nal e vice-versa. Isto significa que o filtro 6timo ter4 baixa sensibilidade &
variagiio dos pardmetros das matrizes de estado. Da mesma forma, um filtro
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de baixa sensibilidade como aquele proposto por Rader e Gold [34], onde os
pblos se situam ao longoe de uma grade uniformemente distribuida no inte-
rior da C.R.U., também apresentard baixo ganho de rufdo de quantizagio
do sinal. De fato, Jackson [18] mostrou que o filtro de Rader ¢ Gold e o
filtro 6timo se relacionam através de uma simples transformagio diagonal
de escalonamento.
A terceira e 1ultima propriedade que mencionaremos diz respeito & au-
séncia de ciclo-limites de grande amplitude (2 entrada nula) causados pela
" ocorréncia de “overflow”. Mostraremos que nos filtros 6timos niio hé a possi-
bilidade da existéncia deste tipo de instabilidade. Para comegar, lembremos
que num filtro implementado por varidveis de estado, somente os registros
de estado podem sofrer overflow, e quando isto ocorre, o comprimento do
resultado final é sempre menor ou igual ao comprimento dos registros. Desta
forma, & finica possibilidade de ocorréncia de um novo “overflow” na auséncia
de um sinal de entrada, é se o vetor de estados X aumentar de amplitude
depois de multiplicado pela matriz A. Podemos entfo, afirmar que o filtro
estard livre de oscilagdes de grande amplitude se alguma norma da matriz
A, definida de forma coerente com alguma norma de x, for sempre menor
que 1 para qualquer X.
Tomemos a norma euclidiana do vetor x, que é definida por:

N 1/2
lIxi|5 = (x"x)'/* = (E z?) (4.98)

B!
Subordinada & norma euclidiana acima, define-se a norma espectral da
matriz A através de [35]:

llAlls = max |/ (4.99)
onde pt; , t = 1,2,.-+, N, 850 os autovalores de AT A. Pode-se mostrar [35]

que a norma espectral de A se relaciona & norma euclidiana de x da seguinte
forma:

if2
Ax||g xTAT Ax
Alls = max [AXlE _ o (XA Ax .
[|Alls = max e = 2 | (4.100)
Assim sendo, a condig8o para auséncia de oscilacio fica:
llAlls <1 (4.101)

A prova de que a condigio acima é valida para os filtros 6timos baseia-se
no seguinte teorema [31]: “a matriz de transigio de estados A de um filtro
de varidveis de estado com
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W = p?DKD (4.102)

satisfaz:

D-ATDA>O (4.103)

onde D) é uma matriz diagonal e p é um escalar”.
Os filtros 6timos se encaixam no teorema acima fazendo-se simplesmente
D =1, podendo-se afirmar ent&o que:

I-ATA>0 (4.104)

Multiplicando-se ambos os membros da equagio acima por x7 & esquerda
e x b direita, obtém-se :

xTx - xTATAx >0 (4.105)

que é exatamente equivalente a ||A{% < 1, provando que o filtro 6timo &
livre de ciclo-limites de grande amplitude & entrada nula.

E muito facil de se verificar que esta propriedade se aplica de forma ime-
diata aos filtros formados pela associagio em paralelo de segdes de segunda
ordem &timas. Sers que o mesmo é verdade para a associagio em cascata?
Mostraremos que sim através da argumentag@o seguinte. Se um ou mais
registros do vetor de estados sofrer “overflow”, nio se pode afirmar que o
vetor diminuird de amplitude na itera¢lo seguinte, mesmo que a matriz A;
de cada se¢io obedega ||A;f| < 1, pois o sinal de entrada de cada segfo é
fornecido pela se¢fo anterior. No entanto, a primeira segio ter4 entrada
nula, e portanto, os registros desta segio tenderfio rapidamente a zero se
[[A1]] < 1. Assim, depois de algum tempo, a segunda segio também ters
entrada nula, e assim sucessivamente até a Gltima segdo, de forma que se
cada segio for livre de ciclo-limites de grande amplitude, entdo a associagio
em cascata também seré.



Capfitulo 5

0 programa FOREST

5.1 Introdugio

Neste capitulo descreveremos o programa FOREST (Filtro digital Otimo
Recursivo por varidveis de ESTado), que permite o projeto de filtros digitais
recursivos na forma de cascata de segdes de segunda ordem, com aritmética
de ponto fixo e representagéo em complemento de dois. A teoria apresentada
nos capitulos anteriores é utilizada pelo programa para o projeto de filtros
escalonados de 8 tipos:

e cascata de segdes de segunda ordem na forma direta;
» &timo por segio;
¢ &timo por bloco.

Além da descrigdo do programa, apresentaremos alguns exemplos de
aplicagio do programa no projeto de filtros, nos quais ilustraremos as di-
ferengas de desempenho entre os filtros com se¢des de segunda ordem étimas
e o filtro com segGes de segunda ordem na forma direta.

5.2 Descri¢do do programa

O programa FOREST foi desenvolvido em linguagem C para o microcom-
putador IBM-PC, utilizando-se o compilador Microsoft-C versio 5.1. Para
efeitos did4ticos, e com o objetivo de se definir uma taxionomia funcional, as
rotinas que constituern o programa podem ser divididas em classes funcionais
mais ou menos distintas:

& comunicagao com o usuério,;

e cilculo do protétipo analégico;

87
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calculo das se¢bes de segunda ordem do filtro digital;

quantizagdo dos coeficientes;

analise da resposta em frequéncia;

anélise transiente no dominio do “tempo”.

Esta classificagio ser4 utilizada como base da descrigio do programa
dada a seguir.

5.2.1 Comunicagio com o usudrio

As fungdes de comunicagio com o usuério s#o responsiveis pela entrada e
safda de dados, e pela apresentagio dos resultados das anlises no “tempo”
e em frequéncia na forma grafica.

A entrada de dados pode ser feita de duas maneiras: de forma conversa-
cional ou através de arquivo de dados. Na forma conversacional, o usuério
inicia a execugio do programa através do comando FOREST e entra os dados
que forem sendo requisitados. Se o usudrio preferir entrar os dados através
de arquivo (se, por exemplo, ele for executar o programa vérias vezes com os
mesmos dados de entrada), ele cria um arquivo com os dados de entrada no
formato que daremos a seguir, e d4 o comando FOREST seguido do nome do
arquivo de dados. Se este arquivo n#o contiver todos os dados necessérios,
o programa informa qual dado esta faltando, e interrompe a execucio. O
formato do arquivo de dados é o seguinte:

1. Qualquer linha cujo primeiro caracter (pulando-se os espagos) nio seja
o ponto é ignorada.

2. Cada dado ¢ fornecido através de uma sigla (iniciada por um ponto)
e, quando for o caso, um ou mais valores numéricos.

3. Os dados que devem cbrigatoriamente ser fornecidos sio:

+ frequéncia de amostragem (em Khz): .fa (f,)

tipo de filtro: .but, .che ou .eli

tipo de resposta em frequéncia: .pb, .pa, .pf ou .cf

atenuagiio méxima na faixa de passagem (em dB): .amax (amq,)

atenuagso minima na faixa de rejei¢do (em dB): .amin (G,

i;:;fc)luéncias da méscara (em Khz): .f (f1) (f2) ou £ (fi} (f2) {fs)
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4. Exemplo:

.fa 100

.eli

.pt

.amax 0.6
.amin €0

£ 10 12 20 22

O arquivo de safda, cujo nome o programa pede ao final da execuggo,
contém todas as informagbes geradas durante a execugdo, tais como a ordem
do filtro, localizagdo dos poélos e zeros, coeficientes das secdes de segunda
ordem e resultados das andlises transientes. O arquive de safda também
contém as especificagbes do filtro no mesmo formato do arquivo de entrada,
de forma que o arquivo de safda pode ser usado diretamente como arquivo
de entrada de uma nova execucio.

Além do arquivo de safda textual, o usudrio dispde de safdas na forma
grafica. A resposta em frequéncia e os resultados da anélise transiente podem
ser visualizados diretamente na tela do computador através de gréaficos com
resolugdo de 600 x 200 pixels. Existe, porém, um prego a ser pago por essa
facilidade fornecida ao usuédrio. A fungdo que executa a safda grafica é a
tnica parte do programa que nio é portatil, pois as fungdes graficas em C
normalmente variam de um compilador para outro. Assim, se o programa
tiver que ser transportado para uma outra méquina, ou mesmo para outro
compilador, as fungdes gréficas precisario ser totalmente reescritas.

5.2.2 CAlculo do protétipo analégico

As fungoes pertencentes a esta classe realizam a tarefa nada trivial de calcu-
lar os pdlos e zeros do filtro protétipo analégico, utilizando as aproximagdes
de Butterworth, Chebychev ou eliptica. A sequéncia de calculos realizada
¢ a seguinte. Partindo-se das especificagdes do filtro digital, obtém-se as
especificagbes do protétipo analégico através da transformacso bilinear. A
seguir, calculam-se pélos e zeros do filtro protétipo passa-baixa e realiza-se
a transformagdo em frequéncia utilizando-se os procedimentos descritos no
Capfitulo 2. Essa sequéncia de célculos nio leva mais que 1 segundo num
IBM-PC com co-processador de ponto flutuante e relégio de 8 MHz.

5.2.3 Caélculo das se¢Ses de segunda ordem do filtro digital

Essa classe de fungBes tem a tarefa de calcular as se¢bes de segunda ordem
da associagdo em cascata de trés formas diferentes: forma direta, 6timo por
secio e 6timo por bloco. Vejamos com mais detalhes a sequéncia de céleulo.
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Montagem dos termos de segunda ordem

De posse dos pélos e zeros do filiro analégico, aplica-se a transformagio
bilinear, obtendo-se os pélos e zeros no plano z. Parte-se, entdo, para a
montagem dos termos de segunda ordem na forma:

bﬂ; + bl;z—l -+ bﬂ,’z—z
1 ezl — 9,272

Hi(z) = (5.1)

Aqui surge o problema do emparelhamento dos pélos e zeros e da or-
denagdo das se¢des para minimizacio do rufdo de quantizagiao. Como se
explicou nos capitulos anteriores, este é ainda um problema sem solugéo
analftica. As regras heuristicas de Jackson apresentadas no Capftulo 3 sio
de célculo dificil e de resultados duvidosos. N#o obstante, algum critério pre-
cisa ser adotado, ainda que seja simplesmente o da ordenagdo aleatéria. No
nosso caso, optamos por uma adaptagao das regras de Jackson com o objetivo
de simplificar os célculos. O emparelhamento de pélos e zeros segue o mesmo
critério: comegando pelos polos mais prézimos da C.R.U., emparelhamos os
polos € zeros mais prézimos entre si. J& com relagdo & ordenagio das segbes,
em vez de utilizarmos o parametro p; definido por (8.85), utilizamos o ganho
de pico de cada segho como pardmetro de ordenagio. Restava-nos decidir
qual critério de ordenagio seria adotado. As regras heurfsticas de Jackson
sugerem a ordenagdo pela ordem crescente ou decrescente dos ganhos de
pico, porém essas néo sao as unicas possibilidades. Existe, por exemplo, a
alternativa de se intercalar se¢des de ganho alto com segdes de ganho baixo,
de forma a manter o ganho mais ou menos constante ao longo da cascata.

Para que pudéssemos escolher entre essas opgdes, fizemos o célculo de
um filtro de cada tipo (passa-baixa, passa-alta, passa-faixa e corta-faixa),
determinando para cada um o ganho de rufdo de trés ordenagdes de ganho
de pico diferentes: crescente, decrescente e constante. Os resultados sio
mostrado na Tabela 5.1, onde em cada posigio aparecem, de cima para
baixo, os ganhos de rufdo dos filtros 6timo por segfio, de se¢Ses na forma
direta e &timo por bloco, respectivamente. Como se observa nesta tabela, a
ordenagdo com ganho constante forneceu os melhores resultados para todos
os filtros, sendo que no corta-faixa a melhora chega a ser de uma ordem
de grandeza. Portanto, esta ordenagio foi escolhida e foi implementada
da seguinte forma. Primeiro, ordena-se as segdes pelos ganhos de pico de
forma crescente, e depois faz-se uma troca de posicGes entre a segunda e a
peniltima segdo, e assim por diante, em segSes alternadas.

Escolha do fator de escalonamento

Antes de prosseguir no cilculo das formas étimas, o programa pede que o
usudrio fornega o fator de escalonamento §. Se mais tarde, durante a anélise
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erdenagdo PB FA FPF cF

12,77 1 15,62 | 5,719 | 7983
crescente 1380 { 15)19 | 24,04 | 6388
12,00 | 14,50 | 5,665 | 4955
12,77 | 15,62 | 5,719 | 798,3
decrescente | 1361 | 15,80 | 24,73 | 622,2
12,00 | 14,50 | 5,665 | 495,56
4,886 | 5,323 | 4,421 | 40,08
constante 568,2 | 5,632 | 18,92 | 61,68
4,814 | 5,222 | 4,410 | 31,92

Tabela 5.1: Ganho de rufdo das diversas ordenacbes de ganho de pico.

transiente, o usuério verificar que o escalonamento n&o foi eficaz e que ainda
ocorre “overflow” nos registros do filtro, ele tem a opcio de voltar a este
ponto do programa, mudar o fator de escalonamento e refazer o projeto.

Filtro 6timo por sec¢io

De posse dos coeficientes das se¢des na forma direta (ainda nfo escalonados)
e do fator de escalonamento, o programa calcula os coeficientes das segdes
do filtro 6timo por segdo através das equagdes (4.68) a {4.74). O projeto do
filtro étimo por seclio estaria encerrado aqui, porém o programa faz ainda
alguns célculos adicionais para a determinagio de um parametro de mérito
que seré utilizado como base de comparagio entre os trés tipos de filtros.
Esse parametro de mérito é o ganho de ruido, definido pela relagio:

N
o= KuWi (5.2)

=1
onde Kj; e Wy; séo os elementos da diagonal principal das matrizes K e W
da associagdo em cascata. O nome ganho de ruido é bem apropriado, pois
de (4.39) vemos que a poténcia de ruido gerada por um filtro escalonado! é
dada pelo produto de uma constante (que no depende da estrutura do filtro)
pelo ganho de ruido definido acima. Note que as matrizes K e W usadas
no célculo do ganho de ruido sfo as matrizes da associagio em cascata, e
nao as matrizes das se¢des individuais. Note ainda que a comparacio em
termos de ganho de rufdo é vélida desde que o arredondamento nas operacdes

'Na verdade, o filkro 6timo por segiic foi escalonado somente a nfvel das seghes indi-
viduais, de forma que a associagio em cascata nko foi {e nem sers) escalonada. Porém,
se ¢ ganho de rufdo for utilizado como parimetro de comparac¢fo do nfvel de rutdo entre
os filtros, ele deve se abstrair do problema do escalonamento, devendo ser calculado para
filtros escalonados da mesmsa forma.
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de soma de produtos seja realizado apenas uma dnica vez (através de um
acumulador de dupla precisdo), hipétese que foi feita para se chegar a (4.39) a
partir da expressio mais geral {4.30}). N&o obstante, o ganho de rufdo é uma
figura de mérito que pode ser perfeitamente utilizada para uma comparacio
aproximada, mesmo que a hipétese acima nio seja vélida.

Filtro com se¢des na forma direta

Depois do célculo do filtro étimo por segéo, o préxime passo é o escalona-
mento do filtro com se¢Ses na forma direta. Primeiro calculam-se. as matrizes
K e W da associagio em cascata néo escalonada {que depois seriio também
utilizadas para o célculo do filtro 6timo por bloco). De posse dessas ma-
trizes, e antes de realizar o escalonamento, o programa calcula o ganho de
ruido do filtro escalonado através de (5.2). O escalonamento, propriamente
dito, é realizado através do mesmo procedimento descrito na Segéo 3.3.2 do
Capitulo 3, 86 que os coeficientes de escalonamento ; de cada segio sio obti-
dos a partir da matriz K ao invés de (3.79). Este procedimento equivale a se
aplicar as matrizes de estado do filtro uma transformag&o de escalonamento
T da forma:

T :diag{slsshsz:sz:‘":SMssM} (53)

onde M é o nlimero de se¢des, e o coeficiente de escalonamento da i-ésima
secio é dado por:

s =6\Kj; , j=2 (5.4)

Note que o escalonamento através de uma matriz T da forma acima sé é
possivel porque a matriz K de um filtro de segunda ordem na forma direta
possui uma diagonal principal com elementos iguais, de forma que a matriz
K da associag@o em cascata terd uma diagonal principal formada por pares
de elementos iguais, cada par correspondendo a uma segio.

Filtro 6timo por bloco

O filtro 6timo por bloco é calculado através do procedimento descrito na
Segdo 4.6.2, a partir das matrizes K e W calculadas antes do escalonamento
do filtro com segBes na forma direta. Observe que para se calcular o ganho
de ruido do filtro étimo por bloco, ndc é necessario um novo céleulo das
matrizes K e W, pois estas aparecem como subproduto do processo de
célculo do filtro.
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Escalonamento dos registros entre segdes

A 1dltima etapa no processo de calculo das se¢des de segunda ordem é o
escalonamento dos registros entre as se¢des seguindo o procedimento descrito
na segdo 4.6.2. Ele s6 n&o é feito no filtro com segbes na forma direta
porque, neste caso, os registros entre segdes somente armazenam resultados
de somas parciais, e como j4 foi mencionado anteriormente, as somas parciais
em complemento de dois podem sofrer “overfiow” desde que o resultado final
néo sofra.

5.2.4 Quantizacdo dos coeficientes

As fungdes pertencentes a essa classe permitem ao usuério quantizar (através
de arredondamento) os coeficientes do filtro. A precisfo de quantizagdo é
fornecida pelo usuério em termos do niimero de bits, incluindo o bit de ginal.

Antes de quantizar os coeficientes, porém, o programna precisa determi-
nar a posi¢io do ponto na representacao binaria dos coeficientes. Como ¢
filtro funcionard com aritmética de ponto fixo, a posicdo do ponto binério
deve ser a mesma para todos os coeficientes. Assim, o programa determina
o coeficiente de maior valor absoluto, e para esse coeficiente, determina o
nimero de bits necessirio para se representar a parte inteira (incluindo o
sinal}, o qual ser4 usado também para os demais coeficientes.

Sendo ¢ o coeficiente de precisio infinita, e ¢, o coeficiente quantizado, a
quantizacio é realizada através da expressio:

eq = R{c/A)-A {(5.5)

onde R(-) denota o inteiro mais préximo do argumento, e A é dado por:

A=2"t (5.6)

onde b é o nimero de bits da parte fracionéria.

A ltima etapa no processo de quantizagio consiste em se verificar se os
pélos ainda permanecem no interior da C.R.U. depois da quantizacic. Para
as segoes na forma direta utiliza-se diretamente as condig¢6es de estabilidade
(3.22) e (3.23) vistas no Capitulo 3. Para as secdes descritas por varidveis
de estado, primeiro calcula-se o denominador da fun¢io de transferéncia:

(FAA-A) =2 taz+d (5.7}

onde
a = —(a11 + ag3) (5.8)
b= @109 — aigany (5.9)

e depois aplicam-se as condigdes (3.22) e (3.23).
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Caso os pélos tenham se deslocado para fora da C.R.U., o programa
avisa que o filtro se tornou instdvel e pede para o usuério requantizar os
coeficientes com um ndmero maior de bits.

5.2.5 AnAlise da resposta em frequéncia

As fungbes gue fazem a andlise da resposta em frequéncia permitem que se
visualize na tela do computador, em forma grafica, as curvas de resposta
em frequéncia {(médulo, médulo em dB e fase) de cada um dos trés tipos de
filtros. Além de permitir ao usuério verificar se o projeto do filtro foi feito
corretamente, as curvas de resposta em frequéncia so tGteis para se deter-
minar o nimero mifnimo de bits necessario para quantizar os coeficientes. O
usuério quantiza os coeficientes e depois verifica se o filtiro ainda obedece as
méscaras de especificagio, que também s%o desenhadas no mesmo grafico da
resposta em frequéncia. Caso contrdrio, aumenta o nimero de bits e repete
o processo até que o filtro cala dentro da méscara.

5.2.6 Andélise transiente no dominio do “tempo”

As fungdes que realizam a andlise transiente permitem que se obtenha na
tela do computador, em forma gréfica, a resposta do filtro no dominio do
“ternpo” para alguns tipos de sinais de entrada: rufdo branco, senéide, amos-
tra unitéria e degrau unitdrio. Para cada tipo de filtro, sdo produzidas duas
simulagdes: uma do filtro funcionando com aritmética de ponto flutuante de
dupla precisdo da lingnagem C (64 bits), e outra do filtro funcionando com
aritmética de ponto fixo, complemento de dois ¢ nimero de bits fornecido
pelo usuério.

Na simulagdo em ponto fixo, os coeficientes utilizam o mesmo niimero
de bits com os quais foram quantizados, de forma que o nimero de bits dos
coeficientes ndo necessariamente & igual ao nimero de bits utilizado para
a representagio do sinal. Para cada tipo de filtro os resultados das duas
simulagbes, a de ponto flutuante de dupla precisfio e a de ponto fixo, sdo
desenhadas simultaneamente na tela do computador, juntamente com outras
duas informagées: a relagfo sinal-ruido (obtida através da comparagio dos
dois resultados), e o niimero de “overflows” ocorrido. Esses dois resultados
também estar&o disponiveis no arquivo de resultados.

Um problema que surge ao se realizar a anélise transiente € a ocorréncia
de “overflow” no registro de saida do filtro. Embora esse registro esteja esca-
lonado pela norma Lo, (porque [H(z)| < 1) e, consequentemente, pela norma
Ls, ainda existe a possibilidade de ocorrer “overflow” (o que foi verificado na
prética). Se permitissemos que o fator de escalonamento 6 também afetasse
esse registro, o ganho do filtro teria que ser alterado, o que nio é desejivel
que se faca sem se saber a priori a fung¢io deste filtro no sistema onde ele sers
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inserido. Do ponto de vista da anélise transiente, em vez de se diminuir o
ganho do filtro, a solugio adotada foi a de se diminuir a excursfio maxima do
sinal de entrada. O fator pelo qual o sinal de entrada serd multiplicado para
a limitagdo da excursao é o mesmo que seria usado para o escalonamento do
registro de safda, que por sua vez, é calculado pelo mesmo método utilizado
para o escalonamento dos registros entre segdes. Obviamente, se este fator
for maior que 1, o sinal de entrada nio deve ser alterado.

5.3 Exemplos de aplicacio do programa

Para ilustrar a teoria apresentada nos capitulos anteriores e mostrar o funci-
onamento do programa, apresentaremos dois exemplos de projeto de filtros
digitais: um filtro passa-faixa e um filtro passa-baixa de faixa estreita.

5.3.1 Filtro passa-faixa

Vamos projetar um filtro passa-faixa eliptico com as seguintes especifica¢des:
s frequéncia de amostragem: 40 KHz;
e atenuagdo maxima na faixa de passagem: 1,0 dB;
o atenuagfo minima na faixa de rejeigio: 40 dB;
e frequéncia limite da faixa de rejeigio inferior: 1,5 KHz;
o frequéncia limite da faixa de passagem inferior: 2,0 KHz;
» frequéncia limite da faixa de passagem superior: 8;0 KHz;
e frequéncia limite da faixa de rejei¢do superior: 8,5 KHz.

Ao invocarmos o programa com o comando FOREST sem nenhum pa-
rametro adicional, os dados acima serdo requisitados, um a um, pelo pro-
grama. Apoés a introdugdo dos dados, o programa fornece a ordem minima
do protétipo passa-baixa e pede que o usudrio entre a ordem desejada:

Ordem minima do prototipo passa-baixa = §
Entre ordem do prototipo passa-baixa:

Fagamos a ordem igual a 6, o que significa que a ordem do filtro passa-
faixa serd 12. O programa entfo calcula os pélos e zeros no plano s, faz
a transformagéo bilinear e monta os termos de segunda ordem no plano z.
Logo em seguida, pede que o usuério escolha o fator de escalonamento. Para
este exemplo vamos, em principio, fazer o fator de escalonamento igual a 1.
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Se depois for constatado que o escalonamento nao foi eficaz, voltaremos e
alteraremos esse valor.

Apés alguns segundos de calculo, o programa escreve as seguintes men-
sagens:

Filtro otimo por secao calculado
Ganho de ruido = 4.42134

Forma canonica calculada e escalonada
Ganho de ruido = 18.9216 :

Filtro otimo por bloco calculado
Ganho de ruido = 4.4103b

Registros entre secoes dos filtros otimos escalonados

Tecle a barra de espaco

Neste caso, os filtros étimo por segdo e dtimo por bloco apresentam
desempenhos muito semelhantes, e o filtro com segdes na forma direta é
pouco mais de 4 vezes pior.

Ao teclarmos a barra de espago, o programa apresenta o seguinte menu
de alternativas:

Mostrar graficos da forma canonica
Mostrar graficos do filtro otimo por secao
Mostrar graficoes do filtro otime por bloco
Quantizar coeficientes

Fazer analise transiente

Mudar fator de escalonamento

. Gravar resultados e sair

Sua escolha:

~N ;O e WO =

Antes de mais nada, vamos quantizar os coeficientes. Ao escolhermos a
opcao 4, o programa pede o nlimero de bits com os quais os coeficientes serdo
representados. Tentemos, primeiramente, 8 bits. Neste caso, o programa
escreverd a seguinte mensagem:

Forma canonica instavel!
Requantize com mais bite !
Tecle a barra de espaco

Tentemos novamente, desta vez com 12 bits. Agora o programa escreve:



97

53 EXEMPLOS DE APLICACAQ DO PROGRAMA
Modulo ex dB

20,888

00d

il A e e m s o D

13,

Bed

V
I

Frequencia em

e s i o

ey T i

forma
trada na
ireta, guan-
izacdo do
ientes.

, o filtro ainda

its
ia mos

I

indo o gréifico do

de b
énc
formad
ido de quant

ixa com segdes na
ilidade & variacdo dos coefic

1 e ped
oes na

#

para esse numere

Escolhendo a opg

a0
obtemos a curva de resposta em frequ

&0 ao ru

Khz

Tecle a barra de espaco

»

do filtro passa-fa
o filtro com seg

éncla
ixa sensi

oes

H

Como se nota nesta figura,
tizado com 12 bits, n8o obedece & méscara. Para se verificar o filtro 6timo

por bloco, escolhemos a opglo 3, obtendo o grafico mostrado na Fig. 5.2.

também em ba
Suponha que pretendamos utilizar o filtro étimo por bloco e que, por-

tanto, estejamos satisfeitos com a quantizacao realizada. Partamos, ent&o,

Resposta em frequ

direta e quantizado com 12 bits.

.

ica

1

Quantizacac realizada ok com 12 bits
te de que o bom desempenho em relag

1.
Hnp

1

O préximo passo é verificar se,

obedece &s especificag
médulo em dB

Fig.b

riorimen

-

Agora o filtro obedece & méscara, confirmando uma conclusio tirada ante-
sina

Figura 5.1



O PROGRAMA FOREST

CAPITULO &5,

98

Nodulo em dB

20,000

060

13

. 869

18

Frequencia em Khz

9,048

0,680

6timo por bloco

1Xa

do filtro passa-fai

éncia

A

Resposta em frequ

Figura 5.2

guantizado com 12 bits.



5.3. EXEMPLOS DE APLICAQAO DO PROGRAMA 99

para a opgdo 5, e realizemos uma anélise transiente no dominio do “tempo”.
O programa pede inicialmente o niimerc de bits para representagio do si-
nal, que faremos igual a 12, e depois oferece as seguintes op¢des de sinais de
entrada:

Sinal de entrada:

1. Ruide brance

2. 8Benoide

3. Amostra unitaria

4. Degraun unitario .
5. Volta ac menu anterior

Sua escolha:

Uma vez escolliido o sinal de entrada, o programa faz a andlise transiente
para os trés tipos de filtros e apresenta os resultados em forma grafica, um
por vez, em sequéncia. O resultado da anélise com rufdo branco para o filtro
étimo por bloco é mostrado na Fig. 5.3. A relagio sinal-ruido é de apenas 0,9
dB porque ocorreram “overflows” nos nés internos, indicando que o escalona-
mento efetuado n&o foi eficaz. Embora nfo estejamos mostrando, o mesmo
ocorre com os outros tipos de filtros. Torna-se, entfo, necessdrio refazer o
projeto com um fator de escalonamento maior, Escolhendo-se a opgao 6 do
menu de alternativas, o programa pede um novo fator de escalonamento, que
agora faremos igual a 2, e 0 projeto é entdo refeito.

Ao se realizar a anélise transiente do filtro reescalonado, o programa
escreve a seguinte mensagem antes de apresentar os graficos:

Para evitar overflow no registro de saida,
o Binal de entrada tera o valor maximo de 0.560451
Tecle a barra de espaco

O resultado da analise do filtro étimo por bloco reescalonado, mostrada
na Fig. 5.4, indica que n&o ocorreram “overflows” e que a relagio sinal-ruido
ficou em 49 dB. Somente para efeito de comparagdo, a andlise transiente do
filtro com seg¢des na forma direta resultou numa relagio sinal-ruido de 35,9
dB, e a do filtro 6timo por segio, de 44,5 dB. Se a relagdo sinal-ruido obtida
for suficiente para a aplicacdo & qual o filtro se destina, o projeto estars
terminado, podendo-se entdo gravar os resultados e sair do programa. O
arquivo de resultados deste exemplo é apresentado no Apéndice D,

5.3.2 Filtro passa-baixa

No nosso segundo exemplo, mostraremos o projeto de um filtro eliptico passa-
baixa de faixa estreita. Este exemplo foi escolhido para mostrar o casc onde
a diferenga entre o filtro com se¢les dtimas e o filtro com se¢des na forma
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Otimo por bloco HBoverflows = 164  S/N: 8.9 db
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Figura 5.3: Anélise transiente do filtro passa-faixa 6timo por bloco com
& == 1 e ruido branco na entrada.
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Otimo por bloco Hoverflows = @ S/N = 43,8 B
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Figura 5.4: Anélise transiente do filtro passa-faixa étimo por bloco com
& = 2 e ruido branco na entrada.
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Tepo de fillro | Ganho de rufdo
cascata de

formas diretas 4157
Stimo

por bloco 1,484
6timo

por segéo 1,487

Tabela §.2: Ganhos de rufdo do filtro passa-baixa.

direta é mais marcante, ou seja, quando todos os pélos estiio aglutinados.
As especificagdes do filtro so:

s frequéncia de amosﬁragem:. ‘100 KHz;

e atenuag@o maxima na faixa de passagem: 0,5 dB;
o atenuagio minima na faixa de rejeicao: 40 dB;

o frequéncia limite da faixa de passagem: 1 KHz;

o frequéncia limite da faixa de rejeigio: 1,5 KHz;

Desta vez pouparemos os detalhes de uso do programa, e apresentaremos
apenas os resultados finais. O filtro foi projetado com fator de escalonamento
igual a 2 e os coeficientes foram quantizados com 16 bits. Os ganhos de
ruido dos trés tipos de filtros 830 mostrados na Tabela 5.2, onde se observa
que a diferenga de desempenho entre os filtros é maior que duas ordens de
grandeza.

As curvas de resposta em frequéncia do filtro com se¢Bes na forma direta
e do filtro 6timo por bloco séo mostradas nas Figs. 5.5 e 5.6, respectivamente.
Aqui, como no caso anterior, o filtro com segBes na forma direta quantizado
ndo obedece & méscara, mesmo com 16 bits, enquanto que o filtro étimo por
bloco satisfaz & méascara.

Os resultados da anélise transiente, com ruifdo branco na entrada, s3o
mostrados na Tabela 5.3, confirmando a grande diferenca & favor dos filtros
6timos. Note que a largura de faixa do filtro é de aproximadamente 1% da
frequéncia de amostragem. Para larguras de faixa menores, a poténcia de
ruido do filtro com segGes na forma direta cresce explosivamente.

O Apéndice D traz o arquivo de resultados do projeto deste filtro.
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Capitulo 6

Conclusao

6.1 Retrosi)ectiva

Este trabalho apresentou, em detalhe, toda a teoria necesséria ao projeto de
um filtro digital recursivo, levando-se em conta os efeitos de comprimento
finito dos registros. No Capftulo 2 apresentamos a metodologia de projeto
baseada na transformacgio bilinear, na qual o projeto de um filtro analédgico
é executado como etapa intermedidria do projeto do filtro digital. Foram
estudadas as aproximagoes de Butterworth e Chebychev, cujos céleulos sio
de natureza essenclalmente analitica, e a aproximacgéo eliptica, cujo célculo
envolve algoritmos iterativos e transformagdes de varidveis para incremento
da precisdo de calculo. Assim sendo, o Capitulo 2 condensa de forma légica
e ordenada uma vasta gama de conhecimentos necessérios ao projeto de
filtros digitais recursivos que, de forma geral, encontra-se muito espalhada
na literatura.

Nos Capitulos 3 e 4 estudamos os efeitos da utilizag@o de registros de
comprimento finito para a representagio de coeficientes e varidveis. Os dois
capftulos abordaram o mesmo tema sob enfoques e métodos diferentes. No
Capftulo 3 o erro de quantizagdo do sinal fol modelado através de uma fonte
de ruido branco aditiva, cuja propagacio até a saida é calculada através
de integrais de linha de fun¢des de transferéncia parciais. Foi apresentada,
também, uma metodologia para a solu¢io do problema da ocorréncia de
“overflow” nos registros quando da implementagio em ponto fixo, baseada
também no célculo de integrais de linha de func¢des de transferéncia. O
Capitulo 4 pressupSe o mesmo tipo de modelamento estatfstico do erro de
quantizagio do sinal, porém a andlise dos seus efeitos é feita através da
descricio por varidveis de estado. Esta descricdo é de natureza essencial-
mente matricial, de forma que o cilculo de integrais de linha do método
anterior é substituido pela solugdo de sistemas de equagses lineares através
de algoritmos matriciais. Mais que isso, a descrigdo por varidveis de estado

105
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mostrou ter um poder analitico bem superior aos métodos usuais de repre-
sentagdo, tornando possivel a solugio do gigantesco problema da procura de
filtros digitais que gerem a menor poténcia de ruido de quantizagao possivel.
Mostramos que existe uma solugéo teérica desse problema {muito elegante!),
que no entanto ndo é de aplicagio pratica devido ao grande niimero de mul-
tiplicadores do filtro 6timo obtido no processo. Mostramos também que,
impondo-se algumas restrigbes ao processo de otimizagao, chega-se a filtros
sub-6timos na forma de cascata de segtes de segunda ordem, com um néimero
de multiplicadores um pouco maior (nove contra cinco), mas com desempe-
nho bem superior ao filtro com segdes na forma direta. Por desempenho bem
superior queremos dizer:

¢ menor poténcia de rufdo de quantizagdo do sinal;
¢ poténcia de rufdo de quantizagio que no depende da largura de faixa;

¢ auséncia de ciclo-limites de grande amplitude & entrada nula provoca-
dos por “overflow”.

No Capitulo 5 descrevemos o programa de computador FOREST, que
implementa a teoria apresentada ao longo dos capftulos anteriores. O pro-
grama permite o projeto de filtros digitais recursivos na forma de cascata
de segbes de segunda ordem operando com aritmética de ponto fixo, com
segbes na forma direta e na forma 6tima por varidveis de estado. Além do
projeto em si, o programa também executa anélises no dominio do “tempo”
¢ da frequéncia, permitindo uma avaliagéo precisa do desempenho do filtro
quando de sua implementagéo fisica com aritmética de ponto fixo e com-
plemento de dois. Consideramos, portanto, que o programa FOREST re-
presenta uma importante contribui¢do ao Departamento de Comunicagdes
da Faculdade de Engenharia Elétrica da UNICAMP, que agora dispde do

ferramental necessario ao projeto bem sucedido de filtros digitais recursivos.

6.2 Aplicabilidade dos filtros étimos

Uma das propriedades mais importantes dos filtros étimos é a invaridncia
da poténcia de rufdo de quantizagao do sinal com relagio i largura de faixa.
E esta propriedade que, fundamentalmente, diferencia as formas 6timas das
formas diretas, pois para faixa larga o desempenho de ambas as classes de
filtros é semelhante. Dito desta forma, poderfamos concluir que os filtros
mais problemdticos sfo os filtros de faixa muito estreita. Isto certamente
¢ verdade para os filtros passa-baixa e passa-alta, mas nfo necessariamente
para os outros casos. Para vermos o porqué disto, devemos relembrar uma
conclusdo tirada na segdo 3.2.2 de que os problemas com relag3o ao rufdo
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de quantizagio’ sho mais severos sempre que os polos do filtro estiverem
muito aglutinados. Acontece que, na implementagio em cascata, cada se¢do
de segunda ordem incorpora um par de pélos complexos conjugados, e estes
pélos estardo sempre bem distanciados entre si, a ndo ser que eles estejam
préximos do eixo real do plano z. Assim, um filtro passa-faixa (ou corta-
faixa) serd problemético somente se a faixa de passagem {ou rejeigio), ou
pelo menocs um dos lados dela, estiver préxima de zero ou de metade da
frequéncia de amostragem (correspondendo, no plano z, aos pontos 2 = 1 e
z = —1}. Quando isto acontecer, mesmo dentro de uma se¢io os polos se
aproximarm muito, e o desemnpenho dos filtros 6timos passa a ser bem melhor,
Justificando o seu emprego apesar do niimero maior de multiplicadores.

6.3 Escolha do fator de escalonamento

Na secio 4.4 apresentamos um grafico com resultados obtidos por Mullis e
Roberts [20] mostrando a poténcia de rufdo de quantizagio do sinal versus o
fator de escalonamento §. Este gréfico apresenta uma variagio abrupta em
torno de § = 3, ponto onde cessaria a ocorréncia de “overflow”, sugerindo
que se use um fator de escalonamento de no minimo 4. A pratica de uso do
programa FOREST nos mostrou, entretanto, que a regra acima n&o precisa
ser seguida sempre ao pé da letra. Na verdade, verificamos que o fator de
escalonamento minimo necessério para se evitar “overflow” varia dependendo
de fatores como o tipo de filtro, largura de faixa e tipo de sinal de entrada.
Ao invés de tentarmos levantar exatamente essa dependéncia ou estabelecer
regras para a fixagio do valor de §, deixamos que o préprioc usuéario do
programa faga essa escolha, j4 que o programa tem suficiente poder de anélise
e facilidade de interagio para permitir a tentativa de virios valores de 6.

6.4 Sugestdes para continuacio do trabalho

Daremos aqui algumas sugestOes para a continuagfio e o aperfeicoamento
do trabalho. Estas sugestOes n2o pretendem ser exaustivas, nem estamos
afirmando que elas sio imperativas. S4o apenas idéias que surgiram ao longo
do trabalho, que n8o implementamos ainda somente por falta de tempo.

6.4.1 Célculo das matrizes Ke W

Em termos do tempo de processamento, o cilcule das matrizes K e W
através do algoritmo do Apéndice C é o mais demorado. Por exemplo, para

!Na verdade a argumentacio da seglio 3.2.2 foi feita em termos da quantizagio dos
coeficientes, No entanto, como conclufmos mais tarde na secio 4.6.3, o desempenho em
relagio A quantizagio dos coeficientes e em relagiio A quantizagio do sinal sio fortemente
correlacionados.
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um filtro de ordem 12, o céleulo da matriz K leva aproximadamente 10
segundos num IBM-PC de 8 MHz com co-processador de ponto flutuante.
Para um filtro de ordem 26, esse tempo passa para pouco mais de um minuto
e meio. Esses tempos poderiam ser diminufdos se utilizdssemos um algoritmo
mais eficiente para o céleulo de K ¢ W. Poder-se-ia, por exemplo, utilizar o
algoritmo criado por Mullis e Roberts [20,22] que, como etapa intermediéria,
utiliza o algoritmo de Levinson-Durbin {36,37] para a solugio de um sistema
de equagdes Toeplitz,

6.4.2 Equalizacdo de fase

Uma das grandes desvantagens dos filtros recursivos é a distorgio de fase ine-
rente a esses filtros. Por isso, uma possibilidade que merece ser investigada
¢ a da incorporagéo ao programa de fungdes que projetem equalizadores de
fase a serem acoplados sos filtros recursivos projetados pelo programa. Nao
é muito claro se tal estrutura ~ filtro recursivo mais equalizador de fase
teria alguma vantagem sobre os filtros FIR de fase linear, porém esta seria
mais uma alternativa de projeto oferecida ao usuério.

8.4.3 Mascaras arbitrdrias

Uma possibilidade interessante é a inclusao de facilidades para geragio de
méscaras arbitrarias. O usuirio poderia especificar uma resposta em fre-
quéncia arbitréria, e algum algoritmo iterativo tentaria sintetizar uma fungio
de transferéncia H{z} que aproximasse a resposta desejada. Outra possibi-
lidade, mais fécil de incluir no programa, é permitir que o usuério forneca a
fungéo de transferéncia (2} diretamente, deixando que o programa realize
as operagoes de escalonamento, geragio das estruturas 4timas e as anélises
no “tempo” e em frequéncia.

6.4.4 Implementacio fisica

Para concluir, deixaremos a sugestfio de um programa {que pode se tor-
nar parte do programa FOREST) que auxilie o usuario na implementagio
fisica do filtro. Tal programa poderia ser especifico para um dado tipo de
implementag&o, ou entdo oferecer alternativas de implementagio, tais como:

e programa de um processador digital de sinais;
# circuito légico para implementagio em placas de circuito impresso;
e circuito légico para implementagéo em circuitos integrados dedicados.

Acreditamos que a primeira e a terceira alternativas sejam as mais pro-
missoras em termos de tendéncia tecnolégica e viabilidade econdmica. A
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primeira alternativa basicamente consiste em se implementar um programa
montador de cédigo baseado no conjunto de instrugtes de um processador de
sinais especifico, como por exemplo, 0 TMS5320 da Texas Instruments. A ter.
ceira alternativa oferece um leque de possibilidades maior, j4 que no dmbito
dos circuitos integrados dedicados existe uma liberdade muito grande em
termos de escolha de arquiteturas. Essa escolha normalmente envolve uma
solugdo de compromisso entre paralelismo de processamento e 4rea de silicio
utilizada, baseando-se em critérios de velocidade de processamento e custo
do componente. O que nds propomos para a implementag&o do programa ¢
a escolha de uma arquitetura especifica, & qual satisfaria a malor parte das
aplicagdes, € em cima desta arquitetura, a geragdo da descrigo l6gica de um
circuito que implementa o filiro. Sugerimos que a linguagem de descrigéo
légica seja o EDIF [38] ou o VHDL [39], que tendem a ser padronizados
pelos compiladores de silicio? A venda no mercado. Desta forma, a saida do
programa poderia ser alimentada na entrada de um compilador de silicio,
tornando todo o processo de projeto do filtro ~ das especificagbes ao layout
do circuito integrado — totalmente automatico.

?Compiladores de silfcio sio programas gue, a grossc modo, aceitam como entrada uma
descrigio légica fornecida pelo usudrio, através de uma entrada esquemética ou textual, e
fornecem como resultado o “layout” do circuito integrado dedicado.
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Apéndice A

Calculo das funcoes elipticas

A.1 Integral eliptica completa de primeira espécie

A integral eliptica de primeira espécie é definida por:
¢ dx
u J::f S o — Al
(#.0) 0 V1- k®sen’z (A1)

Fazendo-se ¢ = = /2 na expresséo acima, define-se a infegral eliptica com-
pleta de primeira espéeie como:

/2 dz

V1 — kZsen’x

O célculo desta integral pode ser feito através da seguinte série numérica

K(k) = (A2)

[5):
K(k) = .‘gn(l + ) (A.3)
i=1
onde:
sgp=k (A.é)
1-4/1-¢?
8ip] = {A.5)
144/1~ 82

-

Nesfa série, o valor de s; tende rapidamente a zero. Na pratica, trunca-se
o calculo quando s; for menor que um certo valor de tolerancia préximo de
Zero.

Relacionada a fungdo acima, define-se também a integral eliptica completa
complementar de primeira espécie como:

(A.8)

x/2 dx
' —
K(k) = [0 V1~ k'%sen’z

115



116 APERDICE A. CALCULO DAS FUNQOES ELIPTICAS

onde

E=vV1-k (A7)

¢ o mdédulo complementar de k.

A.2 As funcbes seno e cosseno elfptico
A partir da integral eliptica de primeira espécie definem-se:

e seno eliptico:  sn(u,k) = seng

e cosseno eliptico: en{u, k) = cos¢

O célculo numérico do seno elfptico pode ser realizado através da seguinte
formula:

snu, k) = % (A.8)
onde: - 2 - 1)
Vi L
Gmgimy?sen 2K (k) x (A.9)
~ K'(k) [. 1
y; = exp [wm (t - 5) ?r} (A.10)

Note que no célculo do seno eliptico entram as integrais elipticas descritas
no {tem anterior.



Apéndice B

Matrizes ABCD da
associa__géo em cascata

As matrizes de estado de uma associagéo em cascata de filtros de segunda
ordem podem ser facilmente obtidas através de uma simples inspegio do
grafo. Seja por exemplo, o filtro de sexta ordem implementado através do
grafo matricial mostrado na Fig. B.1. O vetor de estados deste filtro é dado
por:

X3
X=1| X9 (B.l)
X3

Sendo Ay, By, C;, D; as matrizes de estado das se¢des de segunda ordem,
e sendo A, B, C, D as matrizes da associa¢8o em cascata, é facil ver que:

D1 Dz Ds
ué Iz! M Iz-! M | P :Ay
Lo Lal L

Figura B.1: Grafo matricial de uma associagiio em cascata de filtros de
segunda ordem implementados por varidveis de estado.
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C
D

MATRIZES ABCD DA ASSOCIACAO EM CASCATA

Ay 0 0
B,C; A, 0
| BsD;C; BsCp Ay

- B,
BzD;
| BsD, D,

| DsD2Cy DsCy Cs]

Dy Dy Dy

(B.2)

(B.3)

(B.4)
(B.5)

Generalizando os resultados acima, podemos afirmar que as matrizes de
estado da associagho em cascata de M segdes de segunda ordem serio:

onde

{
{

[ %11 -4‘:112 -élM
Ay Agp Agps
| A Anp Anrine
- ﬁl
B,
| Bu
G G o O]

0, £< g
A, i=7
B,’CJ' , 1= j+ i
B,'(D,‘_.g - -DjH)C,- y 1> 7+1
B, i =1
Bi{D;1D; 5.--Dy), i>1
DpDpgoyoo Dis1 Gy, i< M
Cpr, t=M

e A;,B;, C;, D; sdo as matrizes de estado da i-ésima segio.

(B.6)

(B.T)

(B.8)

(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)



Apéndice C
Célculo das matrizes K e W

Existem vérios algoritmos possiveis para o célculo das matrizes K e W [22].
O que apresentaremos aqui ndo chega a ser o mais eficiente, porém nés o
escolhernos devido & sua extrema simplicidade.

Partindo-se das expressdes {4.15) e (4.32), e utilizando-se (4.13) e (4.29),
podemos escrever:

K = f:f(n)f"(n) = i(A"IB)(A’i‘B)T (C.1)
n=1 n=0

W =3 g”(n)g(n) = 3 (CAMT(CA™) (c2)
n=1 nw=b}

Se o filtro é estavel, os médulos dos autovalores da matriz A so todos
menores que 1, valendo entéo a seguinte propriedade:

lim A™ =0 (C.3)

3 OO
Baseado neste fato, pode-se implementar um algoritmo muito simples
para o célculo de K ¢ W utilizando-se as somatérias acima. O mesmo
algoritmo utilizado para K pode ser utilizado para W, bastando para isso
substituir A por AT ¢ B por C7. O algoritmo para o céleulo de K é:

® inicialize:
F—A ; K=BB"
» repita o lago:

K« FKFT + K
F — F?

o até que:
F=0
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Apéndice D

Arquivos de resultados

D.1 Introducio

Este apéndice traz os arquivos de resultados dos exemplos de projeto apre-
sentados no Capitulo 5: do filtro passza-faixa e do filtro passa-baixa.

D.2 Filtro passa-faixa

sk o o ok s o ok s ok ok o 3 ok ok o ok o ke s ko o o o ok o Sl ok e s ok e sk o e s ok o sk ol o o o ol s o e sk o sk o ok o o

FILTRO DIGITAL IIR TIPD PASSA-FAIXA COM APROXIMACAOQ ELIPTICA
st o o e o ok e sk o o o o e ok ok o o ke ok o o o S o ok oK e o e b o o R e R o oo o s ok o ke ko ok ok ok sk

Data: Mon Aug 06 13:26:36 1900

#¥% DADOS DE ENTRADA s
.eli

.pf

.fa 40

.amax 1

.amin 40

.1 1.6 2 8 8.b

skk RESULTADOS s

Ordem do filtro: 12

Poleos no planc z:
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0.9458673003066b85 +- j0.3074510327700565
0.3043086228410604 +- j0.9351280242862184
0.9152410010801084 +- j0.3261426012884506
0.36035638161813554 +- jO.8600540228403885
0.7986423748124b4 +- j0.4010118470021460
0.5357549274245197 +- j0.6308808505621692

Zeros no plano z:

Numero de zeros em z=1 : 0O

Numeroc de zeros em z=-1 : 0

Zeros complexos:

0.9501402061872700 +- jO.2820308965627372
0.223303168069043 +- j0.9747400421284489
0.9681835600536033 +- jO.2602410335494479
0.09941703726253381 +~ jO.9950458546726116
0.992444704851314 +- j0.1226927374076738
-0.6547701766573064 +- jO.8320036371321111

Fator de escalonamento: 2
Numero de bits dos coeficientes (incluindo o bit de sinal): 12
Numero de bits da parte inteira (bit de sinal incluido):

- forma direta: B

- otimo por secao: 2

- otimo por bloco: 1

Coeficientes:

Forma direta:

Ganho de raido: 18.0216

Coeficiente na entrada da primeira secao : 0.140625
Secao #1

b0 = 0.24218756
bl = -0.484375
b2 = 0.2421875
cl = 1.583756
c2 = ~0.79687h
Secac #2
b0 = 0.9921876
bl = ~-1.00625
b2 = 0.9921875
¢l = 1.89062b6
c2 = -0 9921875



D2 FILTRO PASSA-FAIXA

Secao #3
b0 = 4.546875b
bi = -8.7968756
b2 = 4. B48B75
ci = 1.828125
¢2 = -0.945312b6
Secao #4
b0 = 0.421875
bl = -0.0860375
b2 = 0.421876
¢l = 0.71875
¢2 = -0.8515626
Secao #b ..
b0 = 0.15625
bl = 0.1708875
b2 = 0.156256
¢l = 1.07031256
cZ = ~0.687b6
Secao #6
b0 = 1.9687b
bl = ~-0.87b
b2 = 1.9687b
cl = 0.60937b
¢z = -0.6687bH
Dtimo por bloco:
Ganho de ruido: 4.41035
Secao #1
A= 0.79631640625
-0. 369140625
B = -0.287109376
0.1518554687b
C= 0.2333984375
D= 0.385625300625
Secao #2
A= 0.083408203125
-0.3261963126
B = -0.22607421875
0.13769631256
= 0. 0009765625
D= 0.9433b0376
Secao #3
A= 0.9179687b

0.4375
0.79785156825

-0.b419921875

0.2810168625
0.0b7619631256

~0.180176781286

0.307128906256
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-0).34606796875

B = -0. 24853515626

‘ 0.084472656256

C = 0.191406256

D= 0.79638671876
SBecao #4

A= 0.363516625

-(3.B0O078126

B = -0, B712890626

0.23730488756

C = -0. 296386718756

D= 0.5806664062b6

Secao #b ..

A= 0.533203125

-0, 6690218756

B = -0.b361328126

0.11b623437b

C = -0.468261718756

D= 0.156332031256
Secao #56

A= 0.240722656256

-(.9238281256
0.43896484375
0.03369140626
C = 0. 302734376
D 0.78662108375

1]

B

i}

Otimo por secao:
Ganho de ruido: 4.42134
Secao #1

A= 0.798828125
0.3769765625
B = 0.201015625
0.1418015625
¢ = -0.2568359375
D= ' 0.384765626
Secao #2
A= 0.90462800625
0. 306640625
B = 0.0947265626
0.025390625
¢ = -0.1318359375

D= 0.9433603756

0.91256765625

-0.435b46875

0.904206875
0.36718756

0.563476566256

0.694238281256
0.538567421876

0.72412109375

0.9511718756
0.3681840625

-0.186722656256

-0.4296875
0.7988281256

~0. 5263671875

-0.308593756
0.5462800626

-0.408048875
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126 APENDICE D. ARQUIVOS DE RESULTADOS

D.3 Filtro passa-baixa

**********#*****#****************************************##**

FILTRD DIGITAL IIR TIPO PASSA-BAIXAS COM APROXIMACAO ELIPTICA
*****************#****************************************#**

Data: Mon Aug 06 13:28:46 1990

*%% DADDS DE ENTRADA #**

celi

.pb

.fa 100
,amax 0.5
.amin 40
116

sxx RESULTADOS ##%
Ordem do filtro: B

Polos no plano z:

0.0928668150876638 +- j0.06326048533121808
0.081287224584105 +- j0.04340032689553416
0.9735849307768063

Zeros no plano z:

Numero de zeros em z=1 : O

Humero de zeros em z=-1 : 1

Zeros complexXos:

0.90572164765679031 +- j0.00769424122010235
0.0803060702866517 +- j0.1458543770134825

Fator de escalonamento: 2
Fumerc de bits dos coeficientes (incluindo o bit de sinal):
Nomero de bits da parte inteira (bit de sinal incluido):
e ﬁarma direta: b
= stimo por gecao: 2
= ﬁ%'ma §§r §1¢cae 1
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Coeficientes:

Forma direta:
Ganho de ruido: 415.729
Coeficiente na entrada da primeira secaoc : 0.0083476b625
Secao #1
B0 = 0.008144531256

bl = -0.193847656625
b2 = 0.00814453126
cl = 1.9624023437b
c2 = -0.86484375
Secao #2

b0 = €.72900390625
bi = -13.3935546875
b2 = 6.72600300625

cl = 1.98583984375

c2 = -0.980746093756
Secao #3

b0 = 0.14111328125

bl = 0.14111328126

b2 = O

cl = 0.97363281256

c2 =0

Otimo por bloco:
Ganho de ruido: 1.48434

Secao #1
4 = 0.9810684111328125  0.038809951210837b
-0.048431366484375 0.98058082031256
B = ~0.125306728b156250
0.01043701171875
C = 0.1075439453125 0.871612548828128
D= 0.2734680176781256
Secao #2
&= 0.992034912108375 0.073547363281256
-0.064412841796875 0.99371337880625
B = -0.041534423828125
~-0.0025834765625
C = -0.012542724800375 0.7919921875
D= 0.322631835608375
Secao #3
A= 0.97357177734375 0

0 o
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B = 0.04687%

0
C = 0.27874755858375 0]
D= 0.0066223144531256

Dtimo por secaoc:
Ganho de ruido: 1.48724
Secao #1
A= 0.981262207031256 -0.0614526367187b
0.03662100375 0.98126220703125

B =  0.00262451171875
0.1226806640625
¢ = -0.84307861328125 -0.01788330078125
D= 0.2734376
Secao #2
A= 0.90285888671875  -0.06427001953125

0.06226585937b 0.9928588867187b
B = 0.00073242187b
0.027009600375

C = ~1.02006826171875 -0.02801513671875
D = 0.3226318350375
Secao #3
A = 0.973571777343756 o
0 0
B = 0.0572608768b625
0
C = 0.2283325185b3125 0
L= 0.006501706875

Resultades da analise transiente com 16 bits
¢ amplitude maxima do sinal de entrada limitada a 0.H8H960

Ruido branco:
Forma direta 0t. secao 0t. bloco

s/N 32.6 B7.0 BQ.3
#overflows 4] o o




