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RESUMO

% 3 -
O eetudo da ieoria

iTIO £ A RIEUNS Casy

Neste trabalho,
desta teoria para qualquer ndmero de

& conseguida una

s do corpol para as constelagdes uni e bi-dimnensionais. PAM e QAM.
Cédigos 6timos sac obiidos ¢ seus desempenhos calculados.



ABSTRACT

The study of trellls code modulation schemes was limited uniil now to the
binary case anc to some sporadic ternary and guaternary Cases, In this work &
cornplete generalization of this theory is achieved for any number of elernents of a
field, for constellations with one and two dimensions: PAM and QAM. Qg,tamum
codes are determined and thelr corresponding performances are evaluated.
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Capitulo 1

1.1 HISTORICO

Até o final da década de 70, a codificagho era usada independentemente da modu-
lacdo, quando entdo comegaram a sUrgir os primeiros artigos, os quais mostravam
que se poderia obter ganhos malores de desempenho, caso se concatenasse o projeto
dn codificacio ao da modulagao.

Sommente em 1082 é gue Ungerboeck |1
codificacho em combinagho com a modulagao para o Caso bindrio, esquemna esse
gue é baseadio no mapeamento pot particac de conjuntos, conceito este explicado

nrophs um esquema de projeto da

adianie.

Fste trabalho generaliza o trabalho realizado por Ungerboeck no esquema
de particao de conjuntos para corpos () eriee. BEm suma, o esquema de particao
proposto por Ungerboeck passa a ser uin caso particular deste esquema mais geral.

1.2 RESUMO DO TRABALHO

O capitulo 2 oferece uma répida revisao sobre codigos convolucionals, reticulados
e sobre os principios bésicos da modulagao-codificada binaria para constelagoes
PAM e QAM utilizando o reticulado Z7

O capitulo 3 trata da generalizacao da modulacio-codificada para constelagoes
uni-dimensionais (PAM}, guando se obtém os ganhos em reiagho a esguernas Con-
vencionais de transmissao para corpos {J s

O capfitulo 4 propde modos de partigao baseado na teoria dos nuimeroes. mais
especificamente. nas formas quadraticas binarias. Dado um reticulado e uma certa

constelacdo inscrita neste reticulado, € fornecido o particionamento de conjuntos
&iimo que garante um maximo na menor distancia enire elementos de um mesmo
sub-coniunto.

0O capftulo 5 traia da generalizacao da modulacio-codificada para constelagoes

ionais (QAM) nos reticulados Z° e Ao onde se ohifm os ganhos em

hi-dimes

ek

velacho a esguemas convencionals de



CAPITULO 1. INTRODUQAC 5

No capitulo 6 sio apresentadas as conclusbes finais, além de breves co-
mentérios sobre problemas deixados emn aberto para pesquisa posterior.

Os principais programas usados parao desenvolvimento da tese sho fornecidos
no apéndice, tals Como 08 Progranas para ohtencio dos cédigos Stimos usando
modulacdes PAM e QAM, além do programa gue fornece o melhor particionamento
do reticulado Z7 para um corpo {J #rioc
Como contribuicio, gostariamos de enfatizar, que © capitulo 4 é original,

3

e o

sssim como todes cédigos nao-bindrios obtidos nos capitulos



Capitulo 2

FUNDAMENTOS DA
ULACAO-CODIFICADA
INARIA

2.1 INTRODUCAO

Ungerboeck {1 em seu célebre artigo de 1982, mostrou gue é possivel construir
sisternas de comunicaches com ganhos adicionals de até 6 dB em relagao ruide
(SNR), em relagae a esguemas convencionals de Lransimissac, sem uso ce ban-
das de passagem maiores, 0u sacri ficio da taxa de informacho, utilizando-se de
um esquemna novo de codificagae e modulagas conjugados, gque 2 partir de agora
denominarerno: de modulagao-codificada.

Este novo esguema de modulagao-codificada represeniado na figura 2.1 €
composto de um codificador de taxa ;g'f*} responsavel pela expansao da constelagao
de 2¥ para 2*77 elernentos para o caso bindrio, e de um mapeador gue se utiliza
de urmn processo gue a seguir denominarernos como mapeamento por partigao de

cmzjuntos Este mapeamentio tem cormo obj Lt;vo basico prover wm auvmento na

distincia E_u}{%g lizna eniTe 3IN4ls 4 serem (ransm itidos atraves go canal

Mossa BLENICES Ti vrabalho serd voliada exclusivamente a codigos 4o tipo

convolucional, devido s seu tratamento algébrico e sua implementacao mals sim-
ples, mesmo sabendo que & possivel contruir codigos de bloco com mesmo desem-
penho.

(O decodificador envolvido no processo de decodificagao serd sempre de maxima
verossimilhanga [maximum ;ixeia“h{mé}, e utilizar-se-& de decodificagao do tipo
suave {soft decision decoding). Como se sabe de [1] 12} 3], 0 uso de decodificagao
suave a0 invés da decodificacho abrupta [hard decision decodmg; proporciona ga-

nhos em SNER de até 2 dB. em canals com ruido Gaussiano aditivo.

10



CAPITULC 2 UNDAMENTOS DA MODUILAL AO-CODIFICADA BINARIA 11
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5 . ) a,
codificador : mapeadDy e
i
— —

s ox v ~ :
Figura 2.1 Esquema da modulagho-codificada

2.2 CODIFICADORES CONVOLUCIONAIS

Um codificador convolucional {n, k, m) pode ser implemeniado como um circuito
Seqn'enciai linear de Lk entradas, n saidas, e m memérias, onde n > k. A razao
R = k/n denomina-se taxa do ¢6digo. As n safdas, em uimn dado instantie de tempo,
naoc dependein somente gm L entradas nesie mesmo instante, come também nos
m instanies anteriores. A medida que se aumenta m, a imunidade em relacao ao
raido também aumenta, diminuinde a taxa de erro.

A sequéncia de safda ¥ em um cddigo convolucional se relaciona a sequéncia

+ de entrada atraveés de:

onde (3 é denominada matriz geradora do ¢6digo, e as sequéncias de saida e entrada
sio definidas comeo
. n- e T R R B k
ymlyﬂ‘gL“)'—‘?}{? Uz’ Tl LI € IMixi?wi{n""'5$D?I}7..':$1
{md? y! representa a sequéncia ma j ssme sajda no e enme instante de tempo, onde
1 < 7 < n. HEsse codificador recebe esse nome, porque realiza a convolugao entre
%eq&enma de entrada e a sequéncia correspondente 4 matriz geradora do codigo,

eqz}nafentezﬂeme com o contendo das m memdrias.
senérico {n. k,m), a matrir geradora semi-in

Parn um o«
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CAPITULO 2. FUNDAMENTUS DA MODULACAO.CODIFICADA BINARIA

£ P

respondente € dada por

3 {}f ("2 ~F 2 e Gnl
1 o~ ~ -w
{zp {11 - {-’m—-l {;:*r‘

:

t

. i
(s == | o v E
- i é“{i o {3??“;.“?« Gmwl Gm :
i

onde cada (7, é uma snb-mairiz de B n elementios representada por:

Loy 2 a
Py Uy e E
P13 z n

. | 20 Gz, goi |

Ge=1 . | (2.3)

b H ;
Lo
g 5
i

9 s ggg SR

onde o terme genérico gi, esta associado a ! #=ime entrada, & j ¢ saida, e a0
te de tempo.onde 1 <1 << kel <y <n.
rias assd xzwsia 4 entrada z;. Define-se m como

7 #¥ime instan

Seja mr, 0 pumero de mem
asendo a ordem de memdria do codificador

mo=omerim,t 12§ <k (2.4)

<

O ninero total de memérias utilizadas por esse codificador pode ser escrito

comao!
Frie o }M m, {2.5}
i=1
onde o ntmero de estades associados a um codificador binario é 277,
Come cada bit ne enirada do codificador pode durar até um maximo de
m -+ 1 intervalos de tempo, ¢ em cada intervalo de tempo pode afetar até n saidas,
define-se o comprimento de restrigdo {constraint length} como:

ng = nim + 1) (2.6}

de desempenho mais éf;.};}sjriam% de um codigo convolu-

Umea das

nida como a menor distancia enire sequencias Yy

3
2

cional é a sua distancia Hvre, defi
e v, sendo uma de referéneia e a outra {(}rresgonden‘ze a saida do canal tal que
iniciem ern urm mesmo estado s, e retornem a um mesmo estado sy, onde s; nao
precisa ser igual a ;.

Matematicamente. isto é traduzido por:

. I j e, [ # -
dree = min]d_dly,. .y} T, # 2, (2.7)
Lo .

hing da modulacae. isto €,

Qii&ﬂég do uso da codificacao
s . c S T

2 Canals |

e 3 = oy ok
no caso da mmodul acn. onde £ op
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distancia usada é a Euclideana, que nada mals é gque a distancia geomeirica entre
ponios de urma ceria constelagao. Neste caso!
X H P
2 "i 2 = ;
d%,,, =min{ > _d {a a T (2.8)
et
onde N represenia O ndmere de transicbes na treliga, para gue se obtenha a
distincia livre guadratica do cédigo, e a; sao simbolos associados ao canal.
A evolucio dos estados ammpanha 3 seguinte lei de formacao!
ol Gt 1 7.2 : oo
g o {—5,2‘.,52,,} - l';:"‘.’"’fl‘('lﬂé:é 'Sz--j" } 12{}§

com s,

Exemplo 2.1 Seja o codificador convolucional {3,2,1) da figura 2.2

represent

ando o estado da 7 e=:7e merndria correspondente a 7 eima entrada.

Por ins-

pecdo tirgmos gue:

Lyer T

f1ore

figura .
{Hamming] desle

101
GGE%QI E
101 1!
G 1300

ILLOF

=3 (2

para se sair do
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velicn correspondenle ao exemplo do codificador (3.2 1]

Figura 2.3

gualguer estado, € 1 para se voltar ac mesme estado), onde a disténcin usada for
a de Hammaing. '

Para majores detalhes na estrutura de codificadores convolucionals, ou a
respeito das diversas técnicas de decodificacao, ver 3L

2.3 PROPRIEDADESDOS CODICOS CONVOLUCIONAIS

Definicio 2.1 {Linearidade) Um cddigo convolucional que tem o fungdo de irans-
Jeréncia v = f{z) € dito linear /4] se e somente se ezistir uma gperagdo denciada
somma, enire os stmbolos do eanal {a ], sob @ gual ¢ glfabeto do canal forma um
grupo Abeliano ¢ | fez um mapeamerzio urm @ um enire o& elemenios ¥ £ .

Tefinicdo 2.2 {Superlinearidade} Todo codigo convolucional € dito superlinear
/4] se ¢ possivel assoctar com cada elemenio a transmitido através do canal, um
ntimero real wia) denominado peso do simboio, tal que:

(2.10]

.
dilar, ey} = wla, + g

Teorema 2.1 Um cddigo lincar [ € dito superlinear se e somente se. @ seguinie
condigao for salisferta:

B ; o - { - EEE

;b . Ty b i dla. ol £2.13
N - e e iy o mrernir edia g G0 W Y
I OGPeTa L& RO FLivpeadr s i SsETIi O O proprredadd G0 U 3e

erro (LUEF). ou seja, o conjunio dos disidnetas de tode segquéncia do codificador €
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o mesmo, independentemente da seguéncia de referéncia usada.
Prova: Seja {a,) uma sequéncia de referdncia ¢ {a,} wmna oulra sequéncia genérica.
Seja {a,} = {a:) + (a;}). Usando os equagoes 2.10 ¢ 2.11 temos que:

é -= d’ig{{l’lisa;}

CQL

A prova do teorema 2.2 nos mosira gue dada urna sequéncia de referéncia,
todas as outras sequéncias que distam d dela, podem ser colocadas em correspon-
déncia uma & uma coim wina terceira seguéncia gue tem a mesma distancia d da
sequéncia nula. Portanto, a sequéncia de base pode ser gualguer umna, inclusive a
sequéncia nula, guando estivermos percorrendo pela trelica para a determinagao
dn distancia livre. Além disso, o teoreinia 2 2 é necessério, mas nao suficiente, para
que codigos superlineares apresentem URP

2.4 REVISAO DE RETICULADOS

2.4.1 Defin .f;é‘{:’S
Um reticulado {lattice) real 18] A é definido como um conjunto de pontos {ou
vetores} em um espago real Euchdeauo N-dimensional, gue forma um grupe com
o uso éa adicio vetorial, ou seja, a soma on diferenca de guaisquer dois pontos
de A pez’%en{re a A. Pelo fato de ser um grupo, A obviamente inclui o elemento
nulo, assinm como para cada elemento A existe o seu inverso —A. Também pelo
fato de ser um grupo, o estudo de reticulados, induz ao estudo de sub- reticulados
isub;a zcex‘} assim como ao estudo de particdes.

Gs reticulados podem ser obtidos através das seguintes propriedades:

1. Escalonzmento: Se r é um nimers real snthao A 6 o reliculado gue conmiste
da multiplicacko de todo vetor A de A porr

e

_ Transformacgae Ortogonal: Se T é uma matriz de transformacac oringonal
para © espago N- ’izmsm&of}sﬂ entao TA é um novo reiiculado consistindo dos
produtos TA de todos os vetores A de A,

[

2. Produto Cartesiano: O produto cartesiano de A consigo préprio Af vezes,
fornece um reticulado MN-dimensional denotado por AM, que € o conjunto
das AMf N-uplas {);, 2., Aar). onde cada A; pertence a A

ta o reliculade uni-dimensional consistindo son

, s e -
; 335"55’ E';‘?’_ﬁ.ﬁ'g;f(} cariesiang de £ por £ reps

o

‘unio de ponios do plano, conforme a figura £.4.
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# ® - i ® ® # &
L ® L3 & & & rs &
L 2 - & & P @ *
® £ & ® F P 2 ®
@ & & & L4 ® % &
& ® & ® ® @ 2 *
® * ® * 2 ® % ®
& % = & ® & = 5
Figurn 2.4: Reticulodo Z7.

Exemplo 2.8 Con transformagéo ortogonal, suponha a seguinte:
1
T ] o
T - Yo i 12.121
Q A e i 5 7
E

o reticulado da figura 2.5 & partir do reticulado Z%, que

5o

Esta transformaecdao produs
¢ conhecido eomo As ¢ gue serd objeto de estudo neste trabalho.

2.4.2 Propriedades Geoméiricas

dade Imporianie ¢ o Vol

enire ponlos. ;
define o ganho fundamenta! de codificagao como:

dfi -

;A‘} e R
RASE g,fg;g./;}i;?o

- . . - N . “ . - TN . - .
onde N é o niimero de dimensdes do reticulado, e V{4] /M {emn dimensao de area.

Quanto malor 5. maior ¢ a possibilidade de gue para um dado reticulado,

se encontre cédigos com grandes ganhos. Neste trabatho estamos interessados em
Os sub-reticulados sao

s no maximo bi-dimensionals.

reticulados e sub-reticulade




Gutlro pa rrs“w‘?m parém de menor import incia, ¢ o numero de pontos vigi-
nhos gue distam {1 , tenm dado ponto, que iz mbérm & conhecido como multiplici-
dade do I‘é'ﬂ(ﬁ‘m&@(} !f\m; reticulado}. Para que apresente um desemppenho melhor,
& evidente, que um dado reticulado deve poss suit & menor multiplicidade possivel.
Caso dois reticulados apresentem a mesma distincia minima, a multiplicidade
pode servir ¢omo elemnento de desempate.

Exemplo 2.4 Como eremplo, suporiha dotis tipos de sub-reticulado pare o caso

guaterndrio dado pelas segui ‘nies matrizes de transformagdo oriogonal:

i

e ot .
i i fe3 014
Lo s PR
Ly -
P21 _
i D | i F 3L
T._ S }vg 5 % é\...._?.x}j
o

Observe que o disidneia guadratica minime para ambos os casos € de & {pots
q menor distaneia enire pondos do retieniado € uniidria e supondo-se gue estas
¢ elulas ezpondam-se em lodas as direcdes). Por outro lado, a mul iplicidade de
T, € sguﬁf a4, enquanto a de Ty vale 2, conforme se observa na figura 2.6, Portante
a sequnda ;‘mr"f'a}rmm’m pode proporeionar maiores ganhos.
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oos O e o * # @
* & * @ = & - 5
o 2 o % ] - E ®
& ® * = ® ® ~ *

gura 2.6: Reticulados gu sterparic: com mesma distlingia minima, mas com nmitiplicidades di-

.2.
‘E{:z ayies.

25 MODULACAQO DE AMPLITUDE DE PULSO: PAM

2.5.1 Introdugao

Vamos analisar um exemplo que servsra nio s6 para mostrar a efetividade do
ra

esquerna proposto por Unger boeck 111, como que com © dominio da mecanica

ba
Ao assunto, possamos expandir e ﬁefzeyaéﬁza 4 teoria da modulagao-codificada nos

Proximos capitulos.
Suponha que desejamos transmitis um irem de bits sem codificagdo atraves
de uma zﬂnﬁw ackho de sinais do Hipo <§ r’;»,_f\’{ conformme mosira a figura 2.7

\
D

i 7 Wy Tyut e ¥ P LS S S
energia médis de ume consteld acao PAMN de A simbolos

-~ f:“:i: pid y
£ = "—iﬁ»df& i 12 Eﬁ}
12 ’

incia enire pontos da constelacao. e a probabilidade de erro

onde A é a menor d
de simbolo, para o caso FAM ¢ dada por:

A

!

3
v
o’

) {2.17)

Poprr = 2

sinal-reigo:
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e
&
a0 11 14 1]
DA AR S e at Saaste anamt o
e e
5

sa de um sistema convencional de Lrnmemisgio e de uma copsielogdo A-FAN

=

Figura 2.7: Esguer

a fungae de erro dada por:

v

Para o caso 4-PAM a energia media e o de esempenho de um sistema de trans-
missio sem codificacdo sdo dados por:

3 4P AM T

Tarmmk

Vamnos analisar agora, gue vant
maodnia gan—:gﬁsﬁfada iem a oferecer guandoc
ficado. Vamos iniciar pela expansao da con sie}
por partigao de conjuntos,

Vamos expandir de 4-PAM para 8-F PAM {como veremos na secgao 3.4, uma
expansao maior proporciona um gan ho praticamente igual ao caso da expansao de
k bltqfsnnbo o para k -+ 1 bits simbolo) e fazer a particao 69 coniuntos conforme
a fgura 2.8 A ﬁnahdade da par‘é icao de t@’lgmﬁ@q é &af NoMes aos po; tos da
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z?é eoERsGR0

S // \\\f ; // \\\f\
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T {7 swpeesne

o= O / \ 1 [ / X’\ i u/ \\s 0
] - / \a \ ;f, f;
)]

T T
) i, Prreapasse 1Hsvacrnso
ﬁ}swwﬁf‘:enu ﬂfoaoe&nﬁ# ftf’.’_’-w#caw&t?- f farE e s we HESEES S L e

}‘,;zsgs.asas&

ioura 2.8: Particio de conjuptos @ constelaghe B-T'AM.

(X
e

¥

as @ SEeguir:

As regras de alocacdo dos shinbolos aos ramos da irelica foram propostas por
gerboeck (1] e sao reapresentad

e Ramos gue saem de um determinado estado recebem palavras do sub-conjunto
B. ou B, {vide figura 2.8}

¢ Ramos que chegam a um determinado estado recebem palavras do sub-conjunto
B;\ [S341 B;. !

e Ramos em paralelo com ouiros ramos recebem palavras do sub-conjunio Cp

ou 5 ou Oy ou ainda Oy,

5 =9 (adificador com um elemento de memnora

R

Vamos agora, projeiar o codificador para tirar proveito do esquema de partigao da
feura 2.8. Vamos iniciar com cadificadores de apenas uma memoria,

A expansio de 4-PAM para 8- PAM nos diz gne necessitamos USar um co-
dificador de parametros {3,2.1}, conforme pos mosira a figura 2.9. Nesta figura

encontra~-se iambém um dos varios mados possiveis de se alocar os elementos da

constelacao expandida aos ramos da treliga.
Observe que aos ramos que saem do estado 0, alocou-se os simbolos perfen-
. o saem de estado 1. pontos de My Os

L%
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101 611 111

]
o
ot

g

OO0 100 010 110 E

Figura 2.0: Esquema do codificador com 1 membria e trelica com o elementos da constelngho

seirtn, respectivamaente, os slementos w7,

alocades aos ramoz, O fri-hit alocado 3 cada ramo reps

fazer a segunda regra de alocagho. Aos ramos em paralelo alocou-se elementos dos
sub-conjuntos C;.

Do trelica da figura 2.9 determina-se que 0 éf,m = {4+1)A% = 5A% onde 44°
é a distancia gquadritica para se sair de um certo estado e A® é a distAncia para se
voltar ao mesmo estado. Além disso desta mesma trelica é possivel determinarmos
como deveremos realizar as conexdes do codificador da figura 2.9, para que se
consiga obter esta distancia livre. Isto € con nseguido através da regra de mintermos.
muito usada em circuitos logicos [ver Apéndice A1)

iy 3 i 1
. = IR RSSO
i — . : LY I 3 U R
g =z, lijz - riE =
2 7
5 = I
onde y. e y, represeniam as saidas e x! e 77 sdo as entrades do codificador. A
mairiz gue representa este mfﬁ ador é 1001
O codificador que apresenta a trejica da figura 2.9 junto do mapeador da
figura 2.8, encontram-se na figura 2.10. onde f’{}aaimww o esquema compi leto de
modulacao-codificada. f% mg‘pa aga

by oy e 3 2 T F PFIPUR R .
tranamiitiy 2 biis simi

Tttt
DpiL:

sntemente nao se deveria ter muita vantagern emn se transinitir 2 bits/simb
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Mapeador
2 oA
*513 000 001 D10 911 100 101 116 111 i,
& £ B e B

e
=
NN

Figura 2.10; Estrutura do codificador de 1 memédria e mapendor &TAM.

. _ . 1% a7

usando 8-PAM, pois a energia média desta constelagdo é fepans = 'A% enguanto
T AR f 4 '

gue Eipans = ;&2, y svaniagem é de f‘f vezes ou aproximadamente 6,23 4H.

Fatretanto o processo de decodificagho permite recuperar esta desvaniagem
e ainda obter um ganho em relagac a sistemas sem codificagac, Com o uso de de-
codificacio suave e de méxima verossimilhanca, a probabilidade de erro de evento
para altas relagdes sinal-ruido é dada por {11

:3"2."7‘9;6 — ﬁf{d.{‘”“} Q{\'

iltiplicidade média de erro de

onde N{.}] ¢ 2

LTS

R

2.18 com a equacao 2.1

& r ot
paran af, -S5O B SQUALED
1o 4. quantos dB 2 menos podemos ter na
quemna de nmduiagaowmm fcada comparado com a relagac
convencional e ainda fermos 2 mesma taxa de erro. Est

SNFE

sinal-ruido., s

,.4
E 2
o

o

o]

fow il

]

T o
TR

i »..m o
nd

@

—

o

7

ot

o
&

%azrﬂ%ii{?
iia zél,aazraz icaentre
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i

RS Moelatuda f [T

£3E) {11

[P
o

Figara 2.11: Esunema de uns sistenn convencional de transmiesio ¢ G uma constalagho 4-(JAM,

transiches paralelas. ¢ a distdncia quadrdtica entre elementos dos sub-conjuntos
¢, sendo igual 2 (447 = 1647

26 MODULACAODE AMPLITUDE EM QUADRATURA
DE FASE: QAN

2.6.1 Int roducao

Suponha gue desejamos transmitir um trem de biis sem codificacho usando uvma
constelacao de sinais do tipo 4-QAM . conlorme mostra a figura 2.11. A energia
g

Ao (1AM de A simbolos {€ exata quando M = I7 e w ¢

iy o I = a P—
média de uIina fonst

par} vaie:

j;': ) .
£ o= fﬁ (A — 1) (2.20)

onde A € a menaor distancia entre pontos da constelagao. e a probabilidade de erro
de simbolo. para o ceso QAN € dada na forma exata também guande M = 27 ¢
n € par por:

Peims = 2p — P : {2.21}

i




CAPITULO 2. FUNDAMENTOS DA MOIXULACAC-CODIFICADA BINARIA 24

ande SN R é a relacho sinal-ruido gue vale,
SNR =
e "’";2“ ¢ a densidade especiral bilateral do ruido,
Para grandes fjf’i\ER méspc;’;&m te da paridade de n, a probabilidade de erro

,,m
[
bt
]

e

?simé o= 4 Q{\\

Para o caso 4-QAM a energia média 2 o df»csnmé‘ﬁ}m de umm sistema de
=

transmizsao semn codificagho sho dados respeciivainente por
&2
Esoant = Y

Faimb T

Novarnente iremos analisar, que vantagem em lermos de desempenbo o es-

gquemna de mmodulacio-codificada tem a oferecer quando cot rapmaf o com aguele sem
codificacio. Como no caso anterior, iremos iniciar esta andlise pela expansaoc da
constelacho seguida do mapeamento por particao de f‘zy;jasmcs,

Varmos expandir de :WQ,%E‘ para &-QAM (como veremos na secgac 5.3, uma
expansao Inaior proporciona um ganho praticamente ] v‘uai a0 caso da expansaoc de
‘z:, its/ s;mbc&o para k +1 biis;s:mb{}m} e {azer a particado de conjuntos conforme
%ﬁ S 2,120 A finali &ade da partigao de conjuntos é conseguir um mMEaXimo na
distincia entre pontos pertencentes a uin mesmo ﬁzv%}mengtmm como por exemplo,
08 ef@men‘ifz‘w 00 e 100 gue dist ain entre si de 2 e pertencem ao sub-conjunto Co.
omo veremos adiante, este procedimento auxiliard na maximizacdo na disténcia
§§ vre do £6digo.

B

”“}

2.6.2 Codificador com um elernento de memoria

Vamos agora, projetar o codificador para tirar proveito do esguemna de particao
da Bgura 2.12. Suponha que o codificador tenha apenas uma meméria. A trelica
gerada encontra-se na figura 2.13.

Observe que aos ramos gue saern do estado 0, alocou-se os si imbolos perte
centes ao sub-conjunito By e aos ramos que saem do estado 1. pontos de By. {}:
ramos que chegam a um estado, neste caso em particular, nao conseguem satisfazer
a segunda regra de alocagao.

Da trelica da figura 2.13 det

2 ¢ distdncia guadratica para se

+ 1IAT = 3A%, onde

Yi:
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Figurs 2.12: Partigho de conjuntos e consia » 8- AM.
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Figura 2.14: Bstrutura do codificador de 1 meméria e mapeador 8-QAM.

regra e mintermos:

b
¥ o=z

onde y° e yl representam as saidas e z! e 22 sho as entradas do codificador. A
matriz gue representa este codificador ¢ G = 1001] '

O codificador gue apresenta a ireliga de figura 2.13 junto do mapeador da
figura 2.12, enconiram-se na figura 2.14, onde constituem o esquemna completo de

F ey vy 2 . AP i S
e ge fay aoui. é sobre a viabilidade

3

dificada. A «
] immbolo conforme a

aracacs

e 2,11, isto &, 4-0AM semn cor

mesrnos 2 bits/simbolo,
Aparentemente nao deveriz existir vaptagem em se transmitir
usando 8-(QAM. pois a energia média desia constelagao ¢ &x

i

= L enguanto
qgue apans = ééfx:. A desvantagem é de 3 vezes ou aproximadamente 4.77 dB.
Frtretanto, o processe de decodificacao permite recuperar esta desvantagem
e ainda obter um ganho em relacao ao sistema nao-codificado. Com ¢ uso de de-
codificagho suave ¢ de maxima verossimilhanca. a probabilidade de erro de evento

3 AR

avi

=

v

[ o, {3 A S .
para aitas reiag HiGo € Gada

oy




CAPITULG 2. FUNDAMENTOS DA MODULAGAO-CODIFICADA BINARIA 27

onde N{.} é multipl licidade média de erro de ev er;i:e:}
{jg};gpaza&@evssﬁ a equagao 2. 74 comn a equacao 2.23, tira-se o ganho de relagae

sinal-ruido: .

-}Eﬁ-f{?ﬁ "rﬁ énsm{

SN Rgf,_f: ;./:3," -fgmg
que é idéntica a equagdo 2.19. Portanto o ganho de relacio sipal-ruido € o mesmo,
independente do uso de const elacdes uni ou bi-dimensionals. O ganho depende

ag,r:nga da relacio de energias, e da distancia livre quadrética do cédigo.

ara © nosso caso em particular, fepane/Eigans = 3 e df;m = 3A% {azends
com gue nesie caso o ganho de codificagfo seja § = 1, ou seja, 0,00 8. Observe

-t

gue a distancia qnadra%sba entre transicdes paralelas, que é a distancia quadrdtica
entre sub-conjunios C, vale e (2A)% = 4A%

Usando cédiges com até 10 membrias, Ungerboeck | 1 cor ?-‘gum ganhos da
ordem de até 6 dB. Nos proximes {:apﬂ:mim estudaremos c{:xf} ficadores mals com-

plexos, que além de usar mals qu ya meméria, trabalham com simbolos §F ertes,



Capitulo 3

CODIGOS PARA
YULACAO DO TIPO PAM

3.1 INTRODUCAD

g

alisainos um unico case de modulagho codificada binaria

No capitulo anterior a3
ern gue & modulagio usada era do tipo PAM. e o codificador bindrio e de apenas

uma memaria (m = 1}

Este capftulo pretonde generalizar o trabalho de Ungerboeck {1}, obtendo
esquemas de moduiagoes-codificadas ¢ ortos, isto é, encontrar o codificador @ 0
inicialinente com uina memdria, depois com duas, e assim sucessivamente, e ©
esquerna de partigao de conjuntos sssociado, Como veremos o ganho obtido em
relagio a esquemas nao o 3 ficados, serd o maior possivel, guando ¢ for primeo,
pé%sgﬁ'anéw @ nao é primo, a operagao mszi%%gﬁ%ragé.o mod{Q) nho gera todos os

elementos do corpo. Neste caso, em geral, os cédigos lineares obtidos ag}rmem“yée

=y

am desernpenho inferior zos cof’iigo“ Gm;dm pelo primo mals proximo. Existern

T

{‘{‘%éiﬂ’{}g {}a{} lirteares s ‘”‘“?E Ten Ais IMenTes 08 CASDE eI U & T%&Q

el d

o

3.2 PARTIC LODE CONSTELACOES UNI-DIMENSIONAILS

A ﬁfgm“a 3.1 nos mostra o esquema completo da modulagao-codificada generalizada,
onde os codigos nsados ohviamente serao {J s

Na proéxima secgao estaremos analisande sucintamente oS codigos & eries,
?\Ee%e momento vamos general ema de particao para constelagoes de uma

IZAT O ezgu

T
H
M
Té

particular de uma conoepy AG 11IAIS AN Dl

28
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i U 2 B— S

ceddificndor

[ I _ DR T S I e

Figura 3.1 Eaguema da modulacie-codificads generalizada,

Dada uma consielacio de Q! pontos, a melhor maneira de se realizar o
particionamento consiste em selecioniar os ponios pertencentes a utn mesmo sub-
conjunto distantes de QA entre si, ou seja, € 0 mesmo que caminhar pela cons-
telacho com um passo de ¢, conforme mosira a figura 3.2. Para um codificador
com k entradas, ¢ k — k entradas nao-codificadas, 2 particdo apresentard oF+1
pontos no total com O+ gub-conjuntios e QF % elementos por sub-conjunto.

33 CODIGOS OTIMOS PARA O RETICULADO UNI-
DIMENSIONAL Z

2.2.1 Codigos de treliga lineares com um elemento de memoria
Intrsduco

A representacao para este tipo de cédigo estd na fignra 3.3, onde ¥l eyl sdosaidas
; . . g T - - .
que dependem da entrada rl. além disso y e y; sko fungoes do tipo:

I 1
'{f} = gC-;'Z' =+ t}{g,’?_-_}

L3

RUNSU SUNNS S M |
y, = Rax, 4 oRaEi

fependem finica e exclusivamente de 7! e 7l e as constantes k; sao
0e O -1 Serunde a notacan de e na 1
srivie A T

iz, implicando no
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4

1

Figura 3.2 Esgusma da partiche de conjuntos generalizada para constelughes PAM,
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Cigura 3.4 Codificador com duas eniradas e constelagio de pontos.

uso de mais de umna entrada. A ulilizacio de entradas nao codificadas, acarrelard
em transicGes paralelas dentro da treliga, que além de limitar a distancia livre em
Q*A? {que € a distdncia entre elementos do sub-grupo 00}, val proporcionar uma
distribuicao de p'mw}& mals uniforme e podera apresentar portante, uma distancia
livre menor que no caso em gue nao hé transigoes paralelas [k = 1}. Esta questao
relativa a uma dméf;;mégao mais uniforme vai ficar mais clara no exemplo a seguir.
Constelacdes PAM dio origem a cédigos que nao apresentam a propriedade da
uniformidade de erro {exceto para o caso binario), tal que para a oblengao da
distincia livre na trelica. nao podemos usar a sequéncia de referéncia nula.

Exemplo 3.1 Na figure 2.2 ¢ epresentodo o esquema de particdoe, € na figura 5.4

g consielacdo com ns clemenios 3d rot uwlados € o codificador bndrio com 2 entradas

(k= 2}). Parg esle covo lemos gue b =2 ¢k — k=1, porfanio hoverd VAR
£5 mentos € 2571 = 4 sub-conjunios com 2F°% = 2 elementos cada. Observe gue

O LIUESEEMOS \{}??“e“??ff uma entrada fk = 1) ¢ nenhuma enfrada sem codifieacao
{A k=0 = k terfamos 4 sub-conjunios com 1 elemento cada, conforme a
fgura 3.5 ‘

Veja gue neste caso a distancia entre os elementos 00 e 1E vale 3A enguanio
que no casc anterior a distdneia entre elementos do sub-conjunto 00 ¢ 11 € de
apenas A, preporcionende o que se chamou anteriormente de uma distribuicao

upar com
wime ouira
onoriiid e & pariir

de agora varnos eEquUecendo Gue
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Pigura 5.5 Partigho, constelngho ¢ o dificsdor bindnioes £ =

existern tramsicdes parclelas nu ireliga pare o cdlculo da distdncia ore. Quoendo
mencionarmos o elemento 00 por exemplo, implicitarmente estaremos dizendo que
o sub-conjunto 00 que agrupe os elementos 000 ¢ 100, e assim por diante. Apds
a obtencdo da distancia livre, deve-se calcular sempre ¢ disténeia entre lransi¢oes
paralelas, para se garaaliv gue o desermpenho ndo seja limitado por esta ultima.

Vamos a seguir caleular as distdncias livres maximas para cada esquemna de
modulacio @ #re, e descobrir gual codificador a‘{@nde esta maxima distancia livre,

Codigos Bindrios

A pariig

figura 3.5. e a lrell
Os sfmbolos associados aos rames que saem de um estado. devern ser escoin

dos tais que a distancia entre sl seja a malor possivel, Os elementos que satislazem
esta condicio sao os elmentos 00 e 10 ou 01 e 11, pontos gue distam guadralica-
mente entre si de 2°A% = 447 0 Us simbolos associados a0s ramos gue chegam &
am estado sao pontos distantes enire si de A* (por exclusdo }, tais como os pontos
00 e 01 ou G0 e 11 ouainda 10 el ou 10e 11

Uma dentre as varias possiveis alocagdes otimas dos simbolos aos ramos da
i -’é 4+ 1)AY = BAT codigo

nos Lver

36, donde se tira gue o d5,
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Figura 3.6 Treligs diima do codificador bindrio com wus meméria,

_ 1
= ﬁfz' —+ Ig»—}
5 1, L1l
y, = {z; + 1;52‘4 TEIT
1
T

onde os simbolos associados aes ramos sao representados na ﬁ.gura 3 6 por y}
, e estes sho calculados através da soma de produtos de z]_, e z}, onde z} é

?{?

Hi-1 ] ] A ; 3
o bit de entrada presente e z!; é ¢ bit futurc. A soma ‘asada ¢ a soma médulo
2, portanto quando se tiver que negar urna varidvel basta substituir esta negagao
por # = z -+ 1 e proceder a multiplicacio convencional seguida da adigdo médulo

2.

O codificador que executa & funcac calculada anteriormente enconira-s¢ na
figura 2.7, € © gerador gue descreve este cHdige 6 1101 1

Como mencionado anteriormenie a ocorréncia de entradas nao codificadas,
implicard em fransicoes paralelas aos ramos da freliga. Neste caso a distancia
entre transicbes paralelas é de 2'A7 = 1647

O aurmmento no nimero de entradas nao codificadas implicara num aumentio
da constelagho. A energia meédia de um ﬁeqqu?ma de modulagac PAM com AS

possiveis simbolos é dada por: {vide equacdo 2.16)

(3.1)

I s
[ For
[ A
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Figura 3.7: Codificador &imo bindrio.
onde:
Al :
Ceoa = Q77 1]
cod 1
12
Aﬁ
o — —— kNI
reod 12 {Q }
pois os codigos usados sio sempre de razao
O ganho de codificagao varia ern funcao do ndmero de entradas; a medida que

E aumenta. as constelacoes tendem a ficar cada vez maiores e a razac entre energias

tende a2 %, fazendo com que o ganho tenda a § = Fiste comportamento
L] -

node ser visio abaixo:

s Para & = 2
21 A2 O =5
Tht e b

¢« Para k =
0,02 dB.
s Assintoticamente guande k — oo g‘i—v{ = 4 entao & = 0,97 d5.

Portanto a medida que o numero de entradas nao codificadas cresce, a cons-
telacao *aﬁ‘hem cresce. prov ac&;ﬁa um y aumento no ganho de codificagao. devido
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Figura 5.8: Particho de conjuntos ¢ constelagho de pontos para © Caso ternano.

Ciodigos Terndrios

Para o caso ternario, a particio de conjuntios e a constelagao de pontos, encontram-
se na figura 3.8,

Os pontos da constelacao gue devern ser alocados aos ramos gue saem de
um n6, devem distar entre si a maior distdncia possivel, que ¢ 0 caso dos pontos
00,10,20 ou 01,11.21 ou ainda 02,12, 22. Os pontos da constelagio que devem ser
alocados mos ramos gie chegam a um nd, também devem distar entre st o maximo
possivel, como € o caso dos pontos 00, 21,12, ou 01,22,10, cu ainda 02,20,11.

Associando estes pontos aos ramos da treliga, conforme podemos ver na

ﬁgﬂw’ DG varTnos gelorIininar o I} g_‘g_’%;‘g:,ry@ citie g'.zfgzqé_*-,-f oot (fgt T NG ITTIeY & STt
2ul Fel ot S TIROMS L OTTIE Y U RS, 1Y QUL SRliBlnd Chul S irer T A REEELE B0 Lilis
e

3

e vaje. Os pontos ne horizontal correspondern & Tamos que Sa€I0, EngUANLO gue 03
pontos em ufna ver tical
mais nma vez, chserve que pontos ern gualquer horizontal estao distanies enire
si de pelo menos QAT = 9A% | enquanto gue os ponios pertencentes a qualguer

verbical estiao distantes entre si de pelo menos (@ - 117 4% = 4A7, portanteo dy,,, =

«1i0 associados a rammos que chegam a um n6. Hessaliando

PR

(0+4)1A7 = 13A2. Ohserve gue as colunas ou linhas sao entidades independentes,

implicando que um rearranjo na ordemn das colunas ou Hnhas nos fornecerd outros
cédigos, que neste caso em particular (Q = 3}, apresentario mesmo desempenho

que o codigo acima citado,
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ey
e
B
g
s

. A B
iz 2 g 1

/

21 01 11 !

0010 20

- 0 - 82 A2
e Para k = 2 temmos cue &op = 2 A% enguanto gue £,,5 = ‘22 A fazendo com
A 4 2 g “E cod 3

que & =13 == § =1,55dB.
L4400
e Para k = 3 temos que Enog = o2 A¥ enguanto que &g = YA fazendo com
ias 3 3
. - 1R A1 E
que § =13 5= § =1,504B8.

s Para k£ = o0 temos que & = Eﬁiﬁ}g{%%} = 1.60dB.

U'm dos codigos{figura 3.2) comm o qual se consegue o desempenho acima
mencionado, pode ser obtido através do mélodo dos mintermos generalizados {ver
o Apéndice):
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]

Fizura 2.100 Codige terndrio dtime.

34 A% Corno veremos, para o caso PAM, as transigbes paralelas s6 resiringem o
ganho obiido, guando esiivermos trabalhande com cddigos bindrios com mais de
8 membrias: portanto para @ # 2 nao precisamos nos preccupar mals com as

transicbes paralelas.

Codiges Q@ =i

A aplicacdo sistematica do procedimento anterior para um § genérico, nos conduz
3 tabela 3.1, oblida por meios compistacionais, que fornece o €%, .. o ganho em
dB, e um dos codigos dthnos que alinge este desempenho.

Observe também gue ronforme F aumenta, o nidmero de intervalos de termpo

iy ¥ RO eRlado para s ahler & m

para se relornar .
aumnenta, e o cédigo Gtimo quando §F € primo é sempre do tipo | ]

Da tabela 3.1 pode-se inferir que o {ifm assim como o numero de intervalos
de tempo para (J primo vaiem:

onde
jg}!
&= al {3.4)
PRt (
(O -1y (3.5}
= kS

b
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11011 12]

3,56 dB

102021

Taheln 3.1:

O TIPO PAM 38

A distincia Bvee, o ganho e 3 matr geradorn dos codigos pars uma meméria.
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Y parat1 > 1 {3.6)

onde a funcao MAINT{E +8) ~ k41
MAINT: inaior inteiro
k: inteiro gualguer
& ntimero real tal que 0« 6 <]
O ntmero de intervalos de tempo é obtido por:

}V‘A oy f\’? i 1 {3'?)

Exemplo 3.2 For ezemplo se =18

*

P fres
N o=

2

oy

-3

Vamaos calcular a seguir o ganho assintotico para § -+ oo € k = 00. Usando
as equaches 3.3, 3.4, 36.e 3.6 podenmos escrever que:

df}r,.ﬁ . (‘}‘3 . - {{“} i}g By

A2 ' 2
onde o e /3 sho inieiros quaisguer.
‘amos calcular o ganho assintéiico:

4
Mo

o
v
A
i
e
[V
Lee

o o . aa Lgr o eF
. T R T
G = §m CY = £ = lim R I
L {@_}3;‘ O — o Q"'

ouseia: b = - 3,68d8
v 3
Portanto o ganhoe mMAXImMO gue se COnsegue CoOm modulacoes PAM com uma
memdria € de 3,68 48,
Para (O nao primo nio se consegue cédigos lineares Lao bons quanto o8 obtidos
para @ primo. pols a operagac mu iltiplicacdo mod(Q) por um elemento do corpo
2 0 é o caso de @ = 4, no gual a multiplicagao

por 2 gera somenie os eletuenios U e o proprio 2. Assim sendo. guando ¢ nao for

Srime. & sofucao alternaiiva € a busca de COCIg0s 3 nac-lneares.
P 5 : : g

Codigos ndo-lineares

Comeo mencionado anteriormente, para §J naoc primo. € po ssivel enconlrarmos
cédigos nao-lineares melhores gue os lineares, o que naoc pode ocorrer guando
Q é primeo.

Exeﬂlp§a 2.3 Como eremplo supomha o coso em que (= 6. A melhor alecacao

¥E4y SO [irienir, GUATLG0 81

no ganho azsiniofies dre 2.3
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Figurn 5,11 Exsmplo de ¢ddipo nioqlinear para @ = 6, reticulado 2.

A procura airavés do computador de cédigos nao-lineares para @ > 10,

torna-se mais e mais dificil, pols o nummere de ¢6digos cresce com QL

2.8.2 . €oHdigos de trelica Hneares com dois elementos de meméria
Introducao

A representacio para este tipo de c6digo encontra-se na figura 3.12, onde yf e y!
sao funcgdes do tipo:

yl = k! ~i~§;3sz§ + ks

t F | £ ] ,
HooooE medyom Byl T

onde as constanles &, sao inieiros entre O e ¢ — 1. A malriz geradora para este
tipo de cédigo é G = [k ks kg by ke bl

Usou-se dols elementos de memdria em cascata ac invés de ambos em en-
tradas diferentes, pois o 47, ainda é hem menor que a distdncia envolvida entre
transicdes paralelas da trelica (Q*A%}, e a colocagdo de dois elementos de meméria
em série permitird obter um af,, major.

O raciocinio uid

rente, imnlic

LU g I

W -
N AR SN - SRR
s‘,j ERLRGOS GhLiereliid
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£y

3

Chdige convolocional geral com dois elementos de memdria,

o4
e
i
bo
~

Codigos Bindrios

Para (¢ = 2 uma denire as muitas possivels alocagbes étirnas pode ser vista na
figura 3.13, da qual tira-se gque d}, = (4+1+4)A% = 947 e o cidigo que satisfaz
esta alocacho é obtida através da regra de mintermos:

OIS PO SRR UN TSN SRS NS S SN SIPSSS SRS Sy ot S 1

T IR S I E I R A R S EA AP SESC R VI zy ofxl 1)z + 1)
RS RS B
= Tig T ALy T

{ 3 - H H 3 H i 1

' o= x o, o+ 1 SRR § R S § -SSR St APt 1)+ I, %, 5
= 553»1

A mnattiz peradara para este coddigo € (7 ={ 101 11 0] e o codificador que

descreve esie codige pode ser visto na figura 3.13.

Cédigos Termarios

A trelica para o caso ternario pode ser vista na figura 3.14. O a‘f,m vale {3+ 1 +

'A% = 81A% e o cédigo obtido pelo métode dos mintermos

oyl oE

. O] o ¥
i R IS T P
i qr 2 & 2frt L7
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11

1

K ]
Y

Fignra 5,13 Trelics

e ehdips hindrio alhmo com dois elementos de memodria,

O
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Figurs 415 Codificador terndrio Stime,
a2t e (s w2807 1 2) (P (R 2 {0 4 2)
T I e DA CE N LI S I e rs® + 2){t* + 1}
4 2t s s s ) (7 2r) (8" sHt® + 1)

PR |
ef = I g
inspecao e conclui-se que:

onde por facilidade de nolacao usamos r = 2;, § = T

]

£
-

T

. I B : . e
A saida vl pode ser determinada {acilmente po

O codificador que realiza esta fungao encontra-se na feura 3.15.e a malriz
i f=

geradora deste codigo ¢ G = 10211 0l

cionals.
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Tabeln 3.2: A distinciz livre. o canho e @ matriz zeradorn dos ofdigos de dois elementos de

memaria.

A tabela 3.2 fornece para alguns valores de €, o valor do d% _, o ganhe étimo

fregs

ligos 61imos. obtidos por meios compuiacionals.

e alguns dos indmeros oo

Passando de um para dois elementos de memdria ganha-se assinloticamente
n3o mais que 1 dB. Ao contrario de cddigos com uma imemoria, agul parece nao
haver uma lei de formacao conforme ¢ auwmenta, o gue dificulta o obiengao de
cédigos 6timmos & medida em que o numero de elementos aumenta, devido a procura
de codigos Gtimos ser exaustiva (existem ©° cédigos possivels), e devido ao fato
destes c6digos nao apresentarem a propriedade da uniformidade de erro. Neste
caso, para que se oblenha a dicténcia livre. vérios caminhos pela treliga devem ser

percorridos.

323 (Cdédigos de trelica lineares com fres elementos de memdria

Introducano
A represeniagao pura este tipo de codigo enconira-se na figura 3.16, onde y; T
sho funcbes do tipo:

1 1t

Y L E ’};’?*Iz—l . ggf{mﬁ }“?*"é'—?‘

2t - S ST S i o el

i End ?:..,g~53g§ f"ﬁ-?{m.‘z -+ ;a.gil‘:ﬁ»,}

A matriz geradora para este tipo de codige € & = Uy kg ks kg ks ks Ky ks].
Tlsou-se 3 elementos de memoria em (ascata ao invés de dividi-los em entradas

Ao, A wrelics, Doste OAF
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Figura 5.1 Ae codificader bingrio com 3 elementos de memdria,
Q:f:f‘}
‘g 3,68 dB 4,35 dB
- Matriz | (100101130 121010012030
= 1220110013210
2110011001324 0]
2120102120
abeln 3.9: A distincia livie, o ganho e a matriz geradera dos eédigos de tres elementos de memdria.
Cbdigos L7707
Ohieve-se por meios computacionais a tabela 3.3, que fornece o ds, ., ¢ ganho
Atimo e alguns dos intumeros cbédigos 6timos e funcao do valor de 4.

3.2.4 Cédigos de treliga lineares com guatro elementos de memdria
Codigos ¢ 77

Obteve-se por meios computacionais a tabela 3.4. que fornece o d%.,., o ganho
Stimo e alguns dos imimeroes codigos otimoes om funcao de .
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N 4}{;{3 :
Malrz | (1000011010 (1000011010
51@@{}111{}29 Hoooior220
10010 01010 ;zs{;z@mma;;

Tabels 3.4: A distincia Bvre, ©

Q-2 Q-3

e 13 28

e 5124 B 4.93 dB |
i""é?iam;é (1060001100010 1100012231020
| 1100 {}}iéf}E{}"E ol

. e . .
Tabeln 3.531 A disthnua bvie, o goanho ¢ 3 matriz geradora dos chdipns Sthmos de ginco slementos

] ot
e IMenorin.

a.3.5 Codigos de treliga lineares com cinco elementos de memoria
Codigos Q2707

{:} teve-se por melos computacionals a tabela 3.5, que fornece o d%,,,, o ganho
4timo e alguns dos infimeros codigos Stimos em fungao de ().

3.4 CAPACIDADE DE CANAL

Como mencionado anteriormente, a decodificacao do esquema de modulagio con-
jugada & codificacao pressupoe o use de decodificagao por decisao do tipo suave
(soft decision a#cmuvw;

Para cdleulo da caprcidade de canal neste case, deve-se USET 3 expressac da
informagao . com entrada discrela e com
saida continua. que é dada por (2

A capacidade de canal é definida como a informacao transferida entre en-
trada e saida do mesmo canal, maximizada pelas probabilidades de ocorréncia
dos simbolos a,. Quande os simbolos trans mét;des 530 eqmpmvax els, a Capaci-

avnericamente izual a informacas A egquagido 3 G abiads
FiooT M 31 i, §ﬁ: R §
e :
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ot

faz com que ohtenhamos

onde P{{} denota a prol babilidade de ororréncia do simbolo a,, plzla;} representa
a fungio densidade de probabilidade no caso de se ter transmitido o simbolo g
e M = Q representa o numero de simais diseretos transimitidos, Desdobrando a
equagho anterior lemos:

o= log, M 39 (zia")}.plzia’ jdz {3.11)

Claso usemos o ruido como sendo gaussiano branco e aditivo (AWGNH], a
fun¢io densidade de prol habilidade pode ser escrita como!

LN =

.,
Cad
b
[N

R

-

Usando a equacio 3.11 podemos obler as curvas de capacidade de canal para
constelaches @ #mes do tipo PAM, gue se encontram nas figuras 3.17, 3.18 e 3.19.
Observe que estas figuras apresentam a relagio sinal-ruido para uma taxa de
erro de 107 obtida através da equagao 3.13. Supenha gue a transmissao normal
é feita com ¢ use de uma con:'ﬁz-eiagéo de OF pontos. Usande-se um codificador
que expanda a constelagao para Q%1 termn-se que o ganho de codificagao maximo
é obtido através da mfﬂ ence entre SN Rs; a primeira correspondente a curva de
capacidade delog, F bits (perfodo no ponto delaxa de erro igual a 1077%; a segunda
{:erespsﬁdem,e & juncho entre a curva de capacidade de log, L bxic ‘periodo
1%y B ocom va

b iguat a log. & Er

com & rela par ie capacidade

outras palavras. ] - com gquanios dF a menos de relagao sipal-rutao
consegue-se LTansiiur nma consielagho de Q777 pontos através de uma LaXa de

log, Qk hits/per., contra uma constelagao de Q¥ pontos usando-se a mesma taxa
de bits.

A tabela 3.6 apresenta os maximos ganhes em funcao de {2, Observe gue 2
medida em gue o ntimere & de entradas do codificador aumenta. ltemos gue ©
ganho diminui ate e estabilizar por volta de 6,5dDB. A medida em gue (J aumenta
(para um numero de entr ad s k = 1) o ganho do cedificador diminui levemente

ﬂ%*?blﬂizaﬂds por ¥ olta d 7dbh. O que se conclui é gue o maximo ganho dizponivel

pﬂﬁﬁ ser COnnrina f&i ?f"fin (55;(
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8-PAMe de 4-PAM para 16-PAM. quando se oblém 0. 24B. Observe que neste caso

N 1% 1 s . - - a ot - A

trabalhar com base quaternaria ac invés de bindria, ¢ equivalente a trabatharmos

com codigos de razio s
Para o caso PAM a grand

de se conseguir praticamente todo o ganhe dispenivel com o uso de apenas uma

e vanlagern em utilizar cédigos @ #7ie” esid no fato

ou duas memorias,



Capitulo 4

SOLUCAO DA PARTICAO
CONJUNTOS: FORMAS
UADRATICAS BINARIAS

41 INTRODUCAO

Desde a proposta por Ungerboeck 11! da combinagao das operagdes de codificagac e

modulacio resuliando em esqueinas Jde moduolagho-codificada eficientes para canais
gaussianos aditivos e Hrmitados om faixa, uma quaniidade substancial de pesquisa
ten sido realizada.

Fundamental para esta forma combinada foi a introdugao da técnica de par-
ticionamento de conjuntos. iste é, particionamento em sub-conjunios do conjunto
de sinails basicos de modulagio. Entretanto esta téenica fol somente utilizada para

o caso de partigdes bindrias, isto €, pertencentes ao corpo de Galols com dois
elementos GF(Z].

Virios sio os pesquisadores gue introduziram e/ou utilizaram de estruturas
algébricas na proposicao de esguemas eficientes de modulacio-codificada. Por
exernplo: Calderbank e Sloane 6!, propuseram um procedimento allernativo fun-

tos via classes jatlerais {cosets

s

amentado em particinnail

reticulados alrave jor onde [oram considerados aiguns

casos esporacitos de particoes binarias, ternarias e gualernarias; Forney R es-

tendeu a proposta de Calderbank e Sloane para particionamentos de grupos em
sub-grupos dande origem ao periicionamento em cadeia.

Neste capitulo, estaremos basicamente interessados em introduzir os con-
ceitos de represeniacac de
Diofanto, como uma proposia de solucao alternativa ou generalizada do conceito
geral de particionamento de conjunioc segundo Ungerboeck. Através destes con-

inteiros por formas gquadraticas, isto €. equagbes de

3 g s g 'a",-x"t« . -— M
ceitas, esLAETEMON DropIfianao ntend}

menio abrangente do ronceito de parti-

SEEy vniibia F

o .
T COeneientas in
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v

as solugbes sfo somente inteiros. Nesso inberesse, neste momento, estd voltado
DATE O €350 especial e gie o grau de equagao de Diofanto ¢ ignal a dois, e para
1ratica é binaria, ou seja, ela apresenta apenas duas

o caso em gue a forma g
varidveis. Ddessa maneira, o problema bésico passa a ser caracterizado por:

e Dada a forma quadratica bindria A e Q inteiro, determine se a equagao de

4

Disfanto tem solucao,
Alroyy = ar® + bry 4+ cy® = Qv (4.1}

com J7 Tepresentando o rimero de dimensdes (D =1 ou DD = Z}.

£

Como veremos, guando r ¢ y forern solugdo de 4.1, entao o movimento [z, y)
20 longo da constel ischo fornecerd uma particdo de conjuntos que é Hiima, isto é,
a distancia rninima enire os elernentos de um mesimo sub-conjunto é méxima para
a ordem do corpo § em consideragao.

A forma quadratica pode-se em geral, associar o Lipo de modnlagao deseindo.
Assim, igualando-se a forme gquadritica & ordem do corpo {para consielaches uni-
limensionals associa-se o guadrado da ordem do corpo), estabelece-se a equagao
de Diofanto. Dentre o conjunto de solugdes desia equagao, encontra-se aguela que
fornecera o rnovimento a ser utilizado na particao de conjunios basico de sinais de

modulacao.
Como exemnplo de lormas guadraticas binarias associadas a reticulados termpos:

1. Em4.1,sea=h=0ec=1loua=1eb=c=0entaoaforma guadritica
estd mssociada ao reticuiado Z:

v

9 Fmd.l.sea=c¢ = 1eb= 0. enldo aforma gquadratica bindria esid associada
ao reticunlado 77

CFm4.1.sea=0=¢=1, entdo 2z forma quadratica binédria estd associada ao
reticulado Ay on hexagenal.

Neste trabalho. o nossointeresse esta voltado p&ra reticul ddsc Uni-dimensionais

b IS e
coes AN @ D

¢ Ao, usados em

7 usado err moduis

modulagao GAM.

Antes de entrarmos no merito das formas quadraticas, vamos definir alguns con-
ceitos que TIOS seTao tieis a Segulr.

Definicio 4.1 (Célula Basica) Uma Célula Bdsica de ordem @ £ um arrango
de pontos de Q linhas e Q colunas, no caso de um reticulado Z7.

ofpil DEMLYEAL
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ES

Afry) = 24y = Q (4.2)

.

Associando & forma guadratica bindria o ndmero de elementos do corpo, tem-se o

;

conjunto de solugoes (7, y}. onde o par {z, ¥} assumne valores inteiros, e representam
o movimenio para o particionamento da constelagao. Fntretanio, a geragao deste
conjunte de selugdes por substitnican direta dos valores de z e y é um tanto quanto
primitiva.

Uma alternativa, matematicamente elegante e precisa de se resolver este
problema de represeniagao de inteiros por formas guadréticas bindrias {oi proposta
por Fermat.

Desze tnodo, todas as possiveis solugdes de 4.2 sfo garaniidas através dos
seguinies teoremas,

Teorema 4.1 (Genus) Alr.y) = Q pode ser resolvido para = ¢ y inteiros € com
Q primo se € somente sg, (=1 mod{4} ou @ = 2.
Toorema 4.2 (Composicdo) Alr.y) Al Y = Alzr -y 2y + ')

A dernonsiracko do feorema 4.1, por ser razoavelmente elaborada e por nao
contribuir significativamente para o desenvolvimento da tese, ndo sera apresentada.
Com telacio ac teorema 4.2, sua demonstragao pode ser feita a um nivel
elementar de verificacao de ambos os membros da igualdade ou através da ca-
racterizacao do par (z.y) com os alimeros gaussianos, os quais sao especificados
por
G={z+wylr.ysZ}

onde 1. = 1 e Alz,y) passa a ser a norma do nimero gaussiano. Assim, ©
teorerna da Composicio passa a ser interpretado como: o produto das normas de
deis nameros gaussianos é ignal a norrpa do produto destes mesmos dols ndmeros,
Dessa forma, dado um inteiro gualguer , através da fatoragao de J em
primos, que atendain zo teorema 4.1, podemos aplicar 4.2, para cada primo € em
seguida utilizar o teorerna da Composicho na delerminacho de todas as solugoes
possivels e 4.0
Exemplo 4.1 Come eremplo. considere @ = 10, Como resuliado da fatoracéo
temos 2 € 5. Loge

[

tyl =2 (4.3}

-"13{:3;:;@’1;} = I

=5 {4.4)

L ]

f%i;"z.i;gé == E:é -y

[isando o teoremna 4.1 uma das possivers solucoes de {.3 € .4 sGo




CAPITULO 4. SOLUCAO DA PARTICAO DE CONJUNTOS: FORMAS QUA DRATICAS BINAF

g 1 g 16 25 36 49 84 81 N
2 5 10 17 26 37 50 & EZ
& F & & & & & & &
& 13 20 20 40 53 68 B85
E: & & & & & @ & & @
18 25 34 45 538 73 W0
& E & & & k-4 & L] k-]
32 41 52 &5 8D 97
@ & L3 & & & & k2
50 61 74 8% 106
@ & 3 & & ] & @ & &
72 &5 100 117
E & 2 & & & & & @ L
R 118 130
] % b ] & & & & L @
128 145
4 & ®8 @« = @ @& & 8 8
162
& s o s ® = & & 3 B
i
¥
Figura 4.1: Particio correspondente & solugho da sguagio guadritica,

serd dada pela aplicagdoe do teorerna da Ceompasigdo, 1sto €,
T Iy —~YiYe = Fx2—1x1=1
y=ayeFaay; =1 1+2x1=
= {z.y) =(1,3)

Comeo resultado do procedimento da substituicac direta de inteiros em 4.2,
todes as solucdes para @ < 100 da forma guadratics bindria associada ao reticulado
7% estio na fgura 4.1,

Portanto a particao de conjuntos para constelactes (@ ariss em gue Q) £ solugao

* 12 % P . T e am - 1.2 N b % » H 3
de Alz,y} = &.consiste em ObieT DONLOS INOVENGO nelo reticylado segunao ¢ passo
{Z=x, Ty}, OV {ry.=z) conforine Huslra o proXime exempic.

Exemplio 4.2 Suponha que gueiramos trabolhar com O =5 elemenios. A Telulea
Hdsica neste caso tem @ = 25 elementos Uma dos solugées possivels copforme
pode-se ver na figura 4.1 € o par (2,1). Isto nos diz que deveremos escolher os
pontos da Célula Bdsica segundo o mevimenio (2.1}, 1sfo €, 2 ne direcdo 1 ¢ 1
na direcédo y, ou vice-versa, Este movimente nos lembra do movimento do cavalo
no jogo de zadrez, e podemos ver gue a Célula correspondente a figura {.2 forma
wnT Qf_z_{zdmd@ Latino. A matriz de fransformacdo orfogonel para este caso vale
A B

.

ara 08 Ca505 SNl gue

iy

]
i

A

Pl

5

4
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o k-] ] & &
& & O 2 ®
2 * & ® o
& je & > @
& & & s &

Figura 4.2: Célula Bisice para £ = 5.

s r =y {exceto Q = Zj
s r=0o0uy =20

erd apresentada mais a frente {ver tabela 4.1} um oulro particionamento que
apresentara a mesma distAncia minima, porém com menor mimero de vizinhos.
ndos as solucdes gue nao satisfazern urna desias duas condigdes mencionadas

o

[

anteriormente formam Quadrado Latino.

A tabela 4.1, obtida por meios computacionais, nos mostra quais os meihores
movimentos (representados pela matriz de transformacao ortogonal] deniro da
Céluin. de modo a maximizarmos a distincia entre elementos do mesmo s1h-
conjinto, para todo (. inclusive para ©s CESOS eIn gue nao ha um Quadrads
Latino, ou mesmo guando ele nho & solugac da equagac 4.2,

A construcao de conslelacbes com mais de F pontos, isto é, malor gue a
Célula Désica. é obiida da juncado de Células lado a lado. de modo a se perfazer o
total de pontos desejado. Para que a energia média seja minimizada, umn rearranjo
de pontos se faz necessdrio, de tal modo que a regiao ocupada pela constelagao
se aproxime de um circulo, mas no entanto preservando a posigao original de um
ponto dentro de uma Célula Basica.

rraz "y

Exemplo 4.3 Este ezemplo serve para tlustrar o efeiividade do esquema de parficdo

i -~

 aric, Suponho us teln
% ,
e Y e B
PR TAN P
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= % @ ® # ® = 2
® S S o * & * ®
& s & = E) L3 o F
" o & = ® = = ®
° . = ® o * ® &
& Y & 5 & = * o
2 3 [ ® & ® @ i
s = @ ® = © & ®

Figura 4.3: Exemplo de partigho de uma constelacho de 64 ponios com § = & elementos,

'

|

e

¢ igual @ 8. A matriz de transformagdo ortogonal vale:

ot a3

LA b

Para o caso em gue Q = 4, terernos uma Célula Bdsica de 16 pontos, onde a
disténeia guadrdtica minima € de 4 ¢ o nimero de sub-conjuntos para a primeira

partigdo € de 4. Como a constelagio € formada de 4 Células, teremos um total de

: . . 2 0

16 sub-conjuntos. A matriz de transformagao ortogonal neste caso vale: 1 o2
; ]

Na segunda partigdo, o nimero de swuh-conjuntos total cal para 4, € o distdncia

guadrdtica minima sobe a 16. As duas partigoes encontram-se na figura §.4. A

L4 0

L2 4

Para o ecaso em gque Q = 2. tereynos uma Célula Bdsica de | pontos, onde ¢

disténeio guadrdiica minima € de 2 e o mimero de sub-conjuntos pare a primera
particdo € de 2. Como @ constelacac € formada de 16 Células, Teremo

snairiz de transformacdo ortogonal vaie:

s umn fo-

-1

R
Na segunda porticdo, o nibnero de su B-conjunios fotal cai pora 16, ¢ a distancia

tal de 32 sub-conjuntos. A mairiz de transformagao oviogonal vale:

bt kel

i . , 20
quadrdtica mintma sohe a 4. A malriz correspondente vale: | %

o 2 I A terceira
rarifede apresenta 8§ ' q g de 504 ma-

i - S 3 S Y -
frip ff [POGFREJOTIRRIOO0 QF

sub-congunios com dislaneia gradrdiica sinima de 16, 4
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o 3 ] * o] k & 2 o ES & L3 - & % &
® @ o = ® + O * @ % & - * & & »
I & ) @ o ® & * 2 & @ E o % & s
P = e} @ & % o # ] & @ # P P e &
o ® s =1 0O e & ® . o e & & ® =3 =8 @
& = =] @ L @ [/ » ] ® ® 3 & & P %
o & s & ) % & > | & & ] ) o P P &
& - O -1 & % o # 3 ] & & ) % % -]

Figura 4.4: Exemplodos 2 niveis de particio de uma constelagio de 64 pontos com ¢} = 4 elementos,

i

L= ]

|, A quinta partig¢do apresento 2 sub-conjuntos com fisidncia

I

H

minima de 32. Estas 5 parti¢ies enconfram-se na figura 4.5. A matriz correspon-
!

4 —4 |

4 4y

. L4
ortogonal vale: | o

i
dente neste caso vale: §§

Exernplo 4.4 Vamos considerar um exemplo de partigio em que () ndo € solugdo
da equagdo 4.2. Suponha Q = 6 e uma constelagao de 6% = 1206 pontos. O

. L . . 2 o
melhor mouvimento para se fazer a primerra partigac segunao a tabela 4.1 €} 12

Nesie case o numero de sub-corguntos € de 216 € @ disignecie guadrdfica mintmao

£ de 5. A segundo pariicao apresenta 36 sub-conjunios com distdncia guadrdiica

. 50
minima de 36, onde o matriz correspondente a este reticulado €|

o

- A ferceira
3 G

particao tern 6 sub-conjuntos com distdncia guadrdiica minuma de 180, e 0 mrafre:
12 0
}

de transformagdo oriogonal veler 6 18

Esias partigées ¢stdo presenies na

ﬁgum 4 6.

A conclusio gue se tira é que se @ for solucao da forma quadratica binaria

de 2770 ponios s

)

srylos ¢
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Mol B ELD B ooe O sl s 08 & 2 O Bie & O 8
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S elo il D & e O ei0es O s FEEEIFEE R
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T B8 O w8 0
@B o B B R B B
W & 8 ¥ @ ¥ @ B
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$ 3 Fien P ES S P v 5
Figura 4.5: Exemplo dos 5 nfvels de partigic de uma constelagio de 64 pontos com £} = 2 elementos.
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s A segundaparticaonos fornece (2%~ sub-conjunios com uma distincia quadritica
minima de Q7.

o Afesima particho nosfornece GF11 7 sub-conjuntos com uma distancia quadratica

1
k%
minirna de Q
Quando ¢ ndo ¢ solugio da forma quadrética bindria entao uina constelagho
de @**! pontos apresenta
s A primneira particao nos fornece @ sub-conjuntos com uma distancia quadratica
minimea de 42 mzde d-... ¢ a distincia quadratica minima dentro da Célula

kEE54 TR N

Rasica, obtida da tabela 4.1
s Asegunda particionos fornece ¥ 7 sub-conjunios com uma distincia quadrética
minimna de 7.

s A { s paz‘iigé,u nes fornece @571 sub-conjuntos com nma distincia quadrética

minima de d° . Q7! gquando 1 é impar, ou de (' para 1 par.

T » +

4.3 MODULACAQ QAM: RETICULADO A4,

Antes de entrarmos no mérito das formas quadréticas, definiremos alguns conceitos
que nos serac ulels.

Definicio 4.3 (Célula Bisica Inclinada) Uma Célula Bdsica Inclinada de or-
demn € € wm arranjo de pontos de Q@ linhas e @ colunas inclinadas, no case do
reticulado Az,

A equacdo 4.5 fornece as solugoes para o reticulado A
Alz,y) = 2 v ¥ + a2y {4.5]

Todas as solucdes possivels de Af{x,y) = @ sdo obtidas através dos seguintes
teoremas:

Teorema 4.3 Alz.yl = Q pode ser resplvido para 1 e y interros para ¢} primo se

e somente &=, (o=

H

Teorema 4.4 Alz.yiAle ) = Alzz' — yy'. 2y + 7'y + vy
¥y .3y ¥ }

As solucoes destes teoTernas encontram-se na figura 4.7. A partigao para uma
constelagao  #nr. guando (J é solucao da equacao 4.5, consiste em se movimentar
{z,y} através do reticulado conforme ilusira o préximo exemplo

E“xen}p}(} 4.5 Suponha que gueiramos trabalhar com Q = T elementos. A Célula
Bdsica Inclinada neste caso fem QF 49 clementes Ume das solugoes possivers
orzfarme pgdf se ver na foura 4.7 € o par (2,1). Isto nos diz gue devercmos

2f ! ; fnad : » novimento {2.1), wsto

i
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Figura 4.7:
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- - iy
articio correspondente i solugio da equagiio quadritica.
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Figura 4.9 Exemplo de 2 niveis de partigio de uma constelachio de 84 pontos com ¢ = 4 elementos.

Agui, ac contrdrio do reticulado 2% a solugho da forma guadrdtica nos diz
sempre comno deveremos nos mover dentro da Célula. A tabela 4.2 nos mostra quais
os methores movimentos dentro da Célula, de modo a maximizarmos a distdncia
enire elementos do mesmo sub-conjunto, para todo (J, mesmo quando ele nao é
solucao da equagao 4.5

A construcio de constelagdes corn mpais de 2% pontos, isto é, maior que 2
Célula Bé’sica, é obtida da juncio de Célules lado a lado, de mode a se perfazer o
total de pontos desejado. Para que a energia média seja minimizada, um rearranjo
de pomtos se faz necessario, de tal modo que a consielacio se aproxime de um
circulo, preservando a posicio original de um ponto dentro de uma Céluls Bésica.

Exemiplo 4.6 Esle ezemplo serve pora tlusirar o efetividade de esquerna de parficac
Q eue. Suponha uma constelagao de 64 ponfos. Pare o caso em que ¢ = 4, tere-
mos wna C€lule Bdsica de 16 pontes, onde g disténeia guadrdtica minime € de 4
e 0 nimero de sub-conjuntos para @ primeirg particao € de 4. Como a constelacso
¢ formada de 4 Células, ieremos um total de 16 sub-conjuntos. A metriz usada

§ z M - - T .
é Z g |, Na segunda partigdo, o numero de sub-conjuntos totel car para 4, ¢

4 0
4

¢ disténeia guadrdtica minima sobe a 18, usando-se a ol 0

i
!
i
i
i

H
i
‘{( As dugs

aremos ogora wm cxcmple de purligae em gue nao £

s

solucao da equecde 4.5 Suponha Q2 = & ¢ ume constels
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s
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CAPITULOC 4. SCLUCAD DA PARTICAO DE CONJUNTOS: FORMAS QUADRATICAS BINARIASGE:

é: Jr— .V,g

ML LI e i RS ';,',L',&,'l',i',,'ZL,f;,..;,.;ﬂ',,,,,.','LL;,.'.._.Z;.\'...'.'._'Z..i"..'Z.., ..;;.Z.....;l.. N E
[ Q45 | matriz de transformagdo ortogonal

T 4 3
o) o210 .
- 4 21 8 2
220 190y 5111 3
: - et 43
3 16011 471 3]
8 - ,
24 1 21 i 6
s o
s
i 25 25 05 |
4 0115 4 o
B 21y 61l 6
i 3 6|
27 27 15 4
T4 01111 5
280 210y 21 1 3
““““ 4 3115 1 1
290 2100y gil1 8101 s
301 27 f i
5 4
31 31 ’;’ -
Cm | oo 15 3ii13 7 -
o Tl Til1 3 3
03
i 37 37 1 4
1111 3 115 4117 10 |
ALy 3 1401301 2

abela 4.2: Movimentos gue apresentan alor distancia minima pars etjculado 4.,
Tabeln 4.2: M ¢ apresentam maicr distdncia minima para o reticnjade 4
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Figura 4.1 Exemplo dos 3 nives de particio de constelagho de 1290 pontos com §f = €

f’} melhor movimento para se fazer o primeira pariigdo segundo a tabela {2 €
;2 0

L1 03

i

minima € de 4. A segunda partigdo apresentia 36 sub-comjunios com distancia

. Neste caso o ndmere de sub-conjunios € de 2186 € g disidncia guadrdfica

H

. . Coe . i 0
guadrdtica minima de 36. A melhor particio € obtida usando | -
H

pariigéa term 6 sub-congunios com distincia guadrditea minima d

| . A lerceira
i
i

e 144 wsando

. 3 Estas partigdes estdo presentes na figura .10
6 18 |

.

A conclusao que se tira € gque se §J for s hmaﬂ da forme quadrédtica bindrs
ge

eniac uma consteiagao £°"% nontos apresenta

¢ A primeira partigio nos fornece ©F sub-conjuntos com uma disténcia quadratica
minima de .

s A segunda pariicio nos forpece @77 sub-conjuntos com uma disténcia quadritica
minima de J°.

e A 7 esima particio nos fornece Q%7177 sub-conjuntos com uma distancia quadratica
minima de @',

v forma guadrat

mimima de d- ., onde

£ i Y .
roooe Ldidla bBasica,



CAPITULO 4. SOLUCAO DA P

Figura 4,11

a-)‘

abtida da tabels 1.

#» A segunda partigaonos
minima de {J-.

RTICAC DE CONJUNTOS: FORMA

4

e

Partigho de uma constelagho PAM genérica

{ornece (JF sub-conjuntos com uma distdncia quadritica

s A{ <*ima particido. nos fornece Q¥ 17" sub-conjuntos com vma distancia guadrética

minima de 47 Q' guando1 é

-

impar, ou de ¢ para t par.

4.4 MODULACAO PAM

1

3 3 r
Fazendo a = 1 e b

cor= O

1

a eruarac 4.2 e sgualando a2 (7, teinos gue

o=

jisto é, para fazer a particao. hasta andarmoes na constelacao de ¢ unidades con-

forme a figura 4.11. como fol feito no capitulo 3 de maneirs intuitiva.

Como ja foi dito no capitulo anterjor. ¢ particionamento para sinais PAM ¢

um caso particular de uma concepgac mais geral.

—~—

4.5 APLICACAO EM TELEFONIA CELULAR




CAPITULO 4. SOLUCAO DA PARTICAO DE CONJUNTOS: FORMAS QUADRATICAS BINARIASGS

& -] L & % k3 & & * k4 E 4 L3 -
A B & A B O D E F &
|3 & & E- & & & & -3 * P [
¢ A B oo A B D E
2 k- & ¥ & -3 & ® & 2 & Ed &
nooCr A nowoo¥ A B
&5 -3 L2 E & B & B & & & L3 E *
i i FROFG0A
5 & 2 E3 -] L3 & & ® & & & & @
¢z A n#»no o nDOE F
& & & ® = & L3 & L3
¥ G A B OO D
& = & 3 & » * » »
G ® OF & A B
& E) & * ES ES = * LS
@ - & - ] * * o ®

Figura 4.12: Exemplo de alocacho de frequéncias em telefonia celular.

Suponha que o mapa de cenirais em um sistema de telefonia celular obedeca a
um reticulade 4;. As solugdes da tabela 4.2 nos mosiram como alocar as centrals,

para que uma dada separa¢ao entre elas seja satisfeita.

Suponha inicialmente o seguinte problema: Queremos ter centrals sepa-
radas de no minimo V3A, onde A é o menor espacamento no reticulado A,.
A sehiééﬁ esid em consultar a tabela 4.2 e verificar que a solugdo consiste em
usarmos 3 frequéncias diferentes {5 frequéncias diferentes tammbém apresentariam
a mesma distincia). Caso desejernos uma disténcia de V1A, entdo deveremos usar
7 frequéncias diferentes (vide figura 4.12}, e assim por diante.

Caso a guestio seja a seguinie: dada um numero de frequéncias diferentes,
qual a menor distancia & se conseguir entre duas centrais de mesma ireguéncia’
A resposta estd em comsuitar a tabela 4.2 para o reticulado A;. Se guisermos
usar 13 frequéncias diferentes, entao a menor distAncia serd de v/ 134 e o melhor

3

movimento € )

o



Capitulo 5

GENERALIZACAO DA
IODULACAO-CODIFICADA
QAM: RETICULADOS 27 E A,

5.1 INTRODUCAQO

No capituleo 2 analisamos um Gnico caso de modulacio- codificada hinaria usando
codificador de taxa [t = I ¢ uma memoria, seguida de uina COMPRragao com o caso
nio codificado. Esta analise comparativa teve como objetivo primeiro a introdugao
do procedimento a ser utilizado.

Este capitulo pretende generalizar o trabalho de Ungerboeck [1], obtendo
esquemas de modulacoes por codificagao em treliga ¢ ories, variando o nimero de
memérias, baseado nos esquemas de particdo proposios no capitulo 4 (ver [101}.

‘Gostarfamos de salientar que o desempenho de esquemas de modulagao por
codificacio em irelica baseados no reticulado A; para o caso binério nao fol ana-
lisado por [1l. uma vez gue a partigdo nao propicia um aumento da distancia
intra-conjunto. conforme pode ser constatado na tabela 4.2 para § = 2.

Como veremos o canho obiide em relacio = esquemas de nan codificacho.
15

0 4 {or primo. pois neste casc as operagoes de adicao

SeTh O MAaler DBOSSH ol
e multiplicacac mod{<
gue nao ocorre guando ¢ nao é primo. Lm particular a operagao mulliplicagao
mod{(}), neste caso. ndo gera lodos os elementos. Sendo assim, © conjunto com
() elementos munido das operagoes adigao e multiplicagao mod{Q}, para ¢ nac
primo, nao forma um corpo. Para a oblengao de umn corpo. as operagoes adigac
e multiplicaciao deverao seguir uma regra especificada através da montagem de
tabela padrao. |

Assim sendo. em geral. os codigos lineares obtidos para @ nao-primo serao

A i

21 resuliam em um corpe de Galois com ¢ elementos. o

- -~ = 3 - 1 ]
FeTION gos OHLIGOE pe

&%
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0 uso de apenas a memoria

5.2 CODIGOS OTIMOS PARA O RETICULADO 22

5.2.1 Introducao

Para o caso Z° consideraremos codigos de trelica lineares com uma me emdria, onde
sremos determinar os codigos Stimos via regra generalizada de mintermos para
alguns valores de ( ¢ via busca exaustiva para os demais casos, bem como caleular
o seu desernpenho. Analisaremos um caso de cédigo de treliga naoc-linear, para ¢
ndo primo, de modo a enfatizar a sua existéncia, calculando o seu desempenho.
Consideraremos em seguida os cédigos de trelica lneares com dois elementos de
nemoria.

5.2.2 Cadigos de treliga lineares com mm elemento de memdéria

Introdugao
O esquermna da modulacao-codificada usado € o mesmo da ﬁm;f? 3.1. A teoria do
particionarnenio de conjunlos usada é aquela descrita no capitulo 4, bem coinG o
codificador generalizado é o da figura 3.3

Como no capitulo 3 nosso interesse é trabalhar com cadigos de razgaoc R o= kfi
onde k > 2. que pressupde a utilizagao de pelo menos uma entrada nao codificada.

A utilizacho de entradas ndo codificadas, acarretara em transicoes paralelas
dentro da trelica. que além de limitar a disténcia livre em %A%, vai proporcionar
uma distribuicao de pontos mails uniforme e deverd apresentar portanio, uma
distancia livre menor que TO Caso em que nac ha transigoes paralelas (k= 1).

Chamando o numero total de entrades de &, © nimero de entradas nao
codificadas de & - k . e o niimero de sai idas de k + 1 . a particao generalizada
apresentard QF77 k
por subconjunto.

elementos no tolal , com @ sub-conjuntos com QF ¥ elementos

Na delerinin snvolucional &iimo para uina dada taxa

L, de membra, esiaremos usando como oTilerio de

F = A2 = com

[ ) . . ) ) -
otimalidade o g,iamérz-zm; da distancia Hvre FEuchlidiana. Co mstelacoes QAM dan
origem a co6digos gue apreseniam a propriedade da uniformidade de erro, tal gue
pxra a ohiencio da distancia ivre podemos usar a sequéncia nula comne sequéncia
de referéncia.

Assirn sendo, a partir de agora vamos considerar 08 €asos (J orioe,

Codigos Binarios
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Figura 5.1: Particho para o caso bindno,
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i

36 10

Figura 5.3 Trelica étima do codificador bindrio com uma memdria

satisfazem esta condicho sdo os elementos 00 e 10 ou 01 e 11, pontos gue distam
entre si {izzamafscameme de 2AL Os shmbolos associados aos ramos gue chegam
= um estado sio pontos distantes entre si de A% lals como os pontos 00 e 01 ou

00 e 1T ou ainda 10 e 01 ou 10 e 11.
Uma das vérias possiveis alocagGes dos simbolos aos ramos da trelica esta na

‘qg '5.3, donde se tira que o d3,, = {2+ 1JA® = 3A% e o cédigo que satisfaz
est Eesagao pode ser obtido através da regra de mintermos:
T E SRR R VR S B
Y - {r’zwi W ijzé -‘%—:“riwixi
I
= I
P LS T P SR IS
e - P Y BT B

onde o dihit é representado na figura 5.2 por yl eyl e estes sho calculados através
da soma de produtos de 1, e 7} onde z] é o bit de entrada presente ¢ 7, é o bit
futuro. O codificador gue executa a fungaoc calculada anteriormente encontra-se
na figura 5.4, ¢ 0 gerador que descreve este codigo 6 (100 1),

Come jé foi dito anteriormente a ocorréncia de entradas nio codificadas.
implicara em transicoes para;e%as aos ramos da trelica. A distdncia entre transigoes
parale iaq é de 27A% = éﬁa‘ que ¢ maior que @ distancia hi re Q})?;da neste caso.

SnE Ge I

T

L
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§
| ;
1 | i}
OO R e e
L o
N

Figura 5.4: Codificador bindrio dlimes,

o de codificagao vale:

(5.2)
onde:
€coa %::{Qk‘l —1j

L b
a0 £k + 11 Na verdade s eguacdo 3.
r
H

“'\1

Eﬁ%“ 05 téé'gos NSEONS SA0 sempre de TAT
somente € exata quandoe A = QF e &
constelaghOes tornam se maiores, a aproximacao tende & exatidao. No entanio,
guando a r@ﬂsteiagao ¢ de tamanho reduzido, a sua energia deve ser calcul :»sda

or par. No enlanio & medida gue as

~

pela forca bruta.
O ganho de codificagao nao varia muito com o nimero de entradas do codifi-

cador. No limite guando k — o0, a razao de energias tende a ). fazendo com que
o ganho tenda a:

{f}rc‘.f

o
&
[

~
i
-
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Figura 5.5: Partigio e constelagio de pontos para o caso lerndrio.

L= ." g
? ra k = 3 temos que fnewg = SA? enquanto que £ = (AT e § = 3] =
2,554 8.
A . 5 ~ -
s Assintoticamente quando k — oo Frot = 2 entao G =1,76dB.

Este comportamento oscilatério deve-se ao fato de gue conforme se aumenta
o tamanho das constelaches, consegue-se melhor ou pior empacotamento das mes-
mas.

Portanto 3 medida que o nimero de eniradas nac-codificadas cresce, a cons-
telacho tammbém cresce, provocando urna estabilizacao no ganho de codificagao,
devido ao comportamento assintético envolvido com a razéo de energias codificada
e nho codificada. Por ente do nurnere de ent nao codificadas
{k k= 1} o codigo obil igual pa
de k (k> 2).

Lanio. 353{:&??3&“{%‘3 radas

do ¢ 6timo e apresenia um d;,, ara 1odos os vaiores

Cédigos Terndrios

Para o caso terndrio, a pariigdo de conjuntos. e a constelagao de pontos encontram-
se na figura 5.5

Os pontos da constelagao que devem ser alocados aos ramos que saem de

um né, devem distar entre si a maior distancia possivel, gue € 0 caso dos pontos

2 : iriz 4

usando a v

{}i E,' i

00, 3 on

Tty

i
4
H

sor alocados acs

o
]
fot
p,
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S
22 02 12 2 kb 2 l

T
11 21 01 [ . g

00 10 20 !—TH

R b

Figura 5.6: Trelica 6tima do codificador terndrio de uma memdria,

si o maximo pessivel como é o caso dos pontos 00,11,22, ou 01,12, 20, ou ainda
42, 14, 21,

Associando estes ponios aos ramos da trelica, conforme podemos ver na
ficura 5.6. vamos determinar qual o cédige que satisfaz este dfffse maximo e guanto
ele vale.

Os pontos na horizontal correspondem a ramos gue saem, enquanto que oS
pontos emn urna vertical estdo associados a ramos que chegam a um nd. Ressaltando
mais uma vez, observe gue pontos em gualguer horizontal estao distantes entre si1
de 2A% | enguanioc gue os pontos pertencentes a qualguer vertical sao distantes
entre si de também de 247 portanto o 47, = (2 + 21A% = 4A%. Observe que
az colunas sao entidades independentes, implicando gue umn rearranjo na ordern
das colunas nos jornecerd oulros o6digos, gue nesle case em particular (= 3.
apresentarao mesmo desempenho gue o codige acima citado. A distancia entre
transiches paralelas vale 94%

A medida que as constelacdes vao se tornando cade vez maiores, a razao
enire energias tende a ¢ = 3, tal que o comportamento assintético pode ser visto

abalxo:
A2 Al
e Para k = 2 temos que Eppy = 4;? enquanto que £, = }3,;.:? fazendo com
que § =4 X = [ = 0,8dE.

H

& Vara £ o

-
gue b

&
b
o
o
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o
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o
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Figura 5.7 Oédige ternano timo.
Um dos cédigos{figura 5.6} com o gual se consegue o desempenho acima
mencionado, pode ser obtido através do método dos mintermos generalizados:

vho= P a2t 2t 1 2) + (7 - 2)(67 + )
2 (ST 8) + 2+ 2) (s 4 28) + (P 2r) (s + 2s)

— aleal,
W= (PR ) (P A ) 4 (T 2[4 )
4 2t 2yt + 28) + 2(r T 4 (s - 28) + 2(rF + 2r)(5° 4 2s)
1
et I*‘*E

onde por simplicidade de notagao usou-se r = 7le s = zl_,. O cddige desejardo
encontra-se na figura 5.7, e a matriz geradora que descreve este ¢édigo é {101 1.

Como veremos, 32 medida em que @ aumenta, a diferenca entre o valor da
distancia livre e a distancia entre transicoes paralelas torna-se cada vez maior, até
o memento em que mesmo para um niimero elevado de memérias, a distancia das

transicoes paralelas nao se tornarac mais um fator limitante.

he consbam o d; O RO asRinlo

fres”
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Figura 5.8: Exemplo de cédigo nio-linear para @ = 4, reticulado Z=.

= mairiz de iransformacho ortogonal utilizada e um dos cddigos étimos que atinge
este desernpenho.

Observe que neste caso é dificil encontrar uma lei de formagao para o ganho
sssinidtico & medida em que Q aumenta. Entretanto podemos inferir que o ganho
assintélico para §§ — oo e & — oo tenda aproximadamente a 4,50 dB.

Cidigos nho-lineares

Como mencionade anteriormente para @ nfo primo, € possivel encontrarmos
cédigos nao-lineares melhores que os lineares. Vale ressaltar que pelo {ato de
nio dispormos de um modo sistematico para a oblencho de tals cGdigos. vamos

mostrar a existéncia de tais coédigos atraves de um exemplo.

Exemplo 5.1 Como exemplo suponha o case em que J = 4. Neste €aso o melhor
2

)

particdo € conseguida com a matriz de transformacdo orfogonal - A melhor

v

ek

alocagdo das palavras aos ramos da trelica, enconfra-se na ﬂgtzm 55’

Constate que nesie caso conseguiv-se um dﬁ;m 9N, porfanio maior gue no
caso linear, quando se conseguiu somente 8AZ, acarretmm’{} em um gumenio no
ganho assinidtico de 3,01 dB pera 3,52 dB.

GENERALIZACAO DA MODULACAC-CODIFICADA QAM: RETICULADOS Z- E 4
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o Q=2 Q=3 Q=4 Q=5
g 1 1,25 dB 1 3,

" Mat, Transf. Ort.
“Mat. Codif. 1001l 1011

bk oo 1o s
i
| !
Fac B AV R W]
[
[
oy
! G| oes
D b lemi &
bk
o

e
(RN N B o]
[T S

T
e
&2
Il
-1
J’IZ_D s
|
e
T
©

s 11 12 |16 12
e 2.634dB | 2,344dB | 3,00 dB  301dB |
120 2 1) i3 1|13 6
WY sf, L ? | . |
Mat. Transf, Ort 13 14 13 3
Mat. Codif. 1011 THO011] (1101211011
S P E oy 6o oot
<l 23 25 24 31
[ ) 3624B | 357dB [3,014dB [3797dB
3 2 31 3 0 5 2
Mat. Codif, 1011] |1044 [11034/[[1026]
o . Q=14 Q=15 Q=16 | Q=17
G 37748 | 3.80dR |3.76dB |4.23dB
: , 4 2 4 1 4 0] (14 3
Mat. Transf. Ort. 1 4 1 4 i 4 3 L5
| Mat. Codif. G311 11048 16/ {10310

. Mat, Transi. Ort.

b Mat. Codif. ‘3 0

Tabela 5.1: A distincia livre, o ganho, a matriz de transformagiio ortogonal e a matriz geradora
de um cédigo étimo com wma meméria para o reticulado Z=.
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Figurg 5.9 Trelica dthma do codificador Bindrio de dois elementos de memdria.

5.2.3 Cdédigos de trelica lineares com dols elementos de meméria

P
Introducio

A representacio esguerndtica para esie tipo de codigo encontra-se na figura 3.12.
Usou-se 2 elementos de memaria em cascata ao invés de ambos em entradas
diferentes, pois o 4%, ainda ¢ menor {excelo para o caso binario que €omo ve-
remos as transiches paralelas lmitardo o desempenho) que a distincia envolvida
entre transicoes paralelas da irelica (@7A%). Como consequéncia & colocacao de 2
elementos de memdria em série permitird obler um d%, . malor.
As hipdieses utilizadas anteriormente continuam validas, ou seja. utilizagdo

de pelo menos 2 entradas comio e partigzo de conjunios permanece g Mesma, Meste

caso a irelics passa a ter (- estados diferentes.

Ciadigos Bindrios

Para (Q = 2 uma das muiias possiveis alocagoes 6timas pode ser vista na figura 5.9,
Correspondente a esta alocagao olima podenios concluir gue a distancia livre vale
2= (24 14247 = 5A% ¢ o cédigo que satisfaz esta alocagao é obtida através

da regra de mintermos:

1 : ; Yot i ; } 1
y: oo {x I S B TS LN B o o B CA
- ,7-(5
=
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Figura 5.10: Codificador bindrio étimo com 2 memorias,

o T 9y (1 R 141y (el oyl od
yo o= (xf + 1)z {r, t )+ wiylzig + 1)+ (2 H 1z g7,
1
+ xlalzl,
1
S |
Entretanto 2 distincia intra-conjunto vale QA% = 4A% que para o caso

Lindrie cormeca a limitar a distdncia livre. Para que essa limitagdo nao ocorra
com 3 memndrias, se faz necessério a distribuicio das mendérias entre as dernals
entradas.

A mnatriz geradora para este codigo é dada por [ 101110 e o codificador
gue descreve este cédigo pode ser visto na figura 5.10.

(édigos Termndrios

A constelacho e a irelice para o caso ternarin podem ser vistas na fignra 571
O 4%, vale BAY < QA% = 9A% e o cédige obtido pelo méiodo dos miniermos
generalizados é descrifo a seguin

ys ==
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01
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oo Dy 02 02
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21
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i1
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Figura 5.11: Constelagio e treliga terndria Stima para codificador com duas memdrias,

b (P28t = 2yt 2ty 20t (et 23(¢* + 21)
2(r? + (st + s) (17 2ty (r? = 2r){s% + ) (t% + 21)
o 2(r? + 2)(st 4 28 (1 4 2t} + (r? 4+ r}{s® + 2s)(t* + 2t)

J}u

A, SRDTS ST
¥, = I, v Iy I

onde por simplicidade de nofagko usou-se r = e s=zxl et =1zl

A saida P pode ser determinada facilmente por ins eccho e conclui-se gue:
1 Yy

o _ .1
Yo X

O codificador gue realiza esta fungao encontra-se na figura 5.12. ¢ a mairiz
] kS &
geradora desfe codigo é dada por 11011100

Cédigos & 770

Repetindo o raciocinio para () = 3 obteve-se por meios computacionais a tabela 5.2,
que fornece o valor do d3.,.. o ganho assintético &timo, & matriz de transformagao
usada e urmn dos intmeros cédigos 6timos.

Observando-se a tabela 5.2 podemos inferir que ao passar de 1 para 2 ele-

N I R PR — ' 1
- aecintolicamente poice maks gue 1 4o

3 i
worihos G186 INFMDre a8ve-5e @
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Figura 5.12: Codificador {terndrio diimo com duas memdrias,

e 4 6 12
[ 3.01 dB 3,01 dB 1,
11 1 -1

-1 1 T2
1

Mat: Codif. 100110

“Mat. Transi. Ort.

de um cadigo Stlmo com doas memdrins para o reticulado 47
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G 10 20 30 Sk}
Figura 5.13: Capacidade de canal pars constelagdes bindring, 7.

53 CAPACIDADEDE CANAL PARA CONSTELACOES
QUE USAM O RETICULADO 22

Para se atingir a maxima eficiéncia, a decodificacho do esquema de modulagao
conjugada & codificacio pressupde o uso de decodificagie por decisdo suave {soft
decision decoding).

Para o célculo da capacidade de canal em questao, deve-se usar a expressao
da capacidade de um canal sem memébria, conforme a expressao 3.11.

C = log, M — — Z 5[ oz, {5 —pizia'jt.plzie’idz (5.4
M sop © o l—:—: i

A relacio sinal-ruido é definida como:

. £
SNR = = (5.5)
Ne
onde ¢ é a densidade espectral bilateral do ruido.

2
Usando a equacao 5.4 podemos tracar as curvas de capacidade de canal para

constelacoes @ 2rias do tipo QAM, que se encontram nas figuras 5.13. 5.14 e 5.15.
(Observe que estas figuras apresentam a relacdo sinal-ruide para uma taxa de erro

[ NI S . 3
¢ nhtida ab vée (o nEp gas

e

1
)
p

fe A cmrineSe 56
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Capacidade de canal {bits/T]

in

3+

% 10 70 30 SNR(dB)

Fignra 5.14: Capacidade de canal para constelagdes terndrias, 2%,

 Capacidade de canal (bits; T}
I

Figura 5.150 Cepaodade de const pars



.
3 I

CAPITULO 5.

sao da @ez{séeiégéé I Ganho b
T 2.0AM - 4-0QAM 9.9-0,3:=6634B |
4-0AM — 8-QAM 12,0 - 6,1 = 6,848
- QAM — 16-QAM 17,9 ~ 9.3 = 8,6dB
16-OAM -+ 32-QAM 20,1~ 12,6 = 7,5dB
32 QAM — 64-QAM | 23,2 16,2 = 7,0dB
TRIOQAM — 0-QAM 12,4 - 3.3 = 9,1dB
9-QAM — 27-QAM 17,3 - 9,7 = 7,6dB |
97-QAM —+ 81-QAM 1 22,5 15,1 =7,4dB |
TIOAM S 16-QAM 12,8 5,0 =7,9dB |
16-QAM — 64-QAM 20,1 -12,6 =7,5dB |

Tabela 5.3%: Comportamento do ganko mdximo para constelagbes QAM, reticulade 27,

Suponha gue a transmissao normal € feita com o uso de uma constelagio de QF
pontos. Usando-se um codificador gue expanda a consielagdo para F | tem-se
gque o ganho de codificagio méximo € obtido através da diferenca enire SN fis; a
primeira correspondente & curva de capacidade de log, QF bits/perfodo no ponto
de taxa de erro igual a 107%: a segunda correspondente a jungao enire a curva
de capacidade de log, Q**1 bits/periodo com a reta paralela ao eixo de SNK
com valor de capacidade igual a log, %, Equivalentemente, deseja-se saber com
quantos d B a menos de relacho sinal-ruido consegue-se transmitir uina constelagao
de Q**! pontos através de uma taxa de informacéo de klog, @ bits | contra uma
constelacio de @F pontes para a mesma taxa de bits.

A tabela 5.3 apresenta os maximos ganhos em funcao de . Observe que a
medida em que o nimero de entrades do codificador k aumenta, temos gue o ganho
diminui de maneira oscilatéria {devido ao melhor ou pior empacolamentio que se
consegue) até se estabilizar. Por outro lado, & medida em que  aumenta (pata
urn mesmo nimero de entradss kj o ganho do codificador diminui gradativamente
até se estabilizar.

Da mesma tabela podemos investigar o aumento de ganho caso se use g taxa

de informacio como padrao de comparacac. Neste caso, enguanto a expansazo de
4-QAM a B-QAM proporciona um ganho de 6,840, a expansao de 4-QAM a 16-
QAM proporciona 7.9dB. ou seja. mais de 1.0dB. Observe gue neste caso, existe
uma vantagem palpavel em se utilizar base guaternéria, principalmente quando k
¢ pequeno, pols neste caso evita-se trabalhar com constelagdes e gue & € fmpar
o que certamente leva a constelacbes de empacotamento pouco denso

NERALIZACAO DA MODULACAC-CODIFICADA QAM: RETICULADOS £ E.

3
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5.4 CODIGOS GTIMOS PARA O RETICULADO A4,

5.4.1 C6digos de treliga linearves com um elemento de memdria

Introducio
Nosso interesse aqui também é irabalbar comn cédigos de razao K = W%i onde

k> 2, que pressupde a utilizacio de pelo menos uma entrada nao codificada. A
utilizacio de eniradas nao codificadas, acarretard em transigdes paralelas dentro
da trelica, que além de limitar a disténcia livre em A% val proporcionar uma
distribuicio de pontos mais uniforme e poderd apresentar portanto, uma distancia
livre menor gue no caso em gue nao ha transicdes paralelas {k=1).

Chamando o numero total de entradas de k& , o ntimero de eniradas nao
codificadas de k — k , e o nimero de saidas de k + 1, a particao generalizada
apresentaréd Q1! elementos no total, com Q**1 sub-conjuntos e @*F elementos
por subconjunto.

Vamos a seguir calcular as distAncias livres médximas para cada esguema de
modulacio @ s, e descobrir qual codificador atende esta méxima distincia livre.

Comeo mencionado anteriormente, o reticulado A; nao oferece um bom par-
ticionamento para o caso bindrio, pelo fato de apresentar um maior nimero de
pontos vizinhos gue no caso do retieulado Z7, conforme pode ser observado na
tabela 4.2.

Cédigos Terndrios

A partigdo de conjuntos, e a constelacio de pontos encontram se na figura 5.16.

Os simbolos associados aos ramos gue saem de um estado, devem ser estcolhi-
dos tais que a distincia entre si seja a maior possivel. Os elementos que satisfazem
esta condicao sio os elemnentos 00, 10 e 20 ou 01, 11 e 21 ou 02, 12 e 22 pontos
gue distam entre si de 3A%. Os simbolos associados 20s ramos que chegam a um
estado sAo pontos distantes entre si de A% tais como os pontos 00, 11 e 22,

Urma das varias possiveis alocagdes Stimas dos simbolos aos ramos da treliga
estd na fgura 5.17, da qual se tira gque o d5 = {3+ 1147 = 447 e o coddigo gue
saiisfaz esta alocagao pode ser obiido através da regra de mintermos:

yl = (r2~+2}{52%s}+{r2+r:§{32+s}+{??~%2r}{524&5}
+ 2t +2) (P +28) F2{r7 + e+ 28) + 2{r% + 2r){(s7 + 28)
1
= Tig

- . R T
onde O BYIENREO 315 53¢

por ¥, Arnbos podem ser escribos COMG S0THE g0 1re

I
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Figura 5.18: Codificador ternirio dtimo.

o bit de entrada presenie e z!_, € o bit futuro. O codificador que executa 2 funcao
caleulada anteriormente encontra-se na figura 5.18, e o gerador que descreve este
codigo é {1 01 1],

Como jé foi dito anteriormente a ocorréncia de entradas nao codificadas,
implicard ern transigoes paralelas aos ramos da trelica. A distancia entre transiches
paralelas é de 3°A% = 0A% , que neste caso € malor que a distancia livre.

O anmento no nfimero de entradas ndo codificadas implicard num aumento
da constelacio. A energia média de um esquema de modulacao QAM com M
possiveis simbolos &

AF . :

H

(3 ganho de codificacao vale:
ford

G = Lremipeed (5.2)

onde:

. I
s 0F COOIE0E USE

exata quando M
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O ganho de codificagao nao varia muito em funcho do niimero de entradas
do codificador. Com o aumento da constelacio a razio entre energias tende a &7,

. N .
fazendo com que o ganho ienda a § == é’% Este comportamento pode ser visio
no exemplo abaixo:

L . -
s Para k = 2 temos que £ag = :g:ii:xz = %.&2 enguanto que £.,4 = 5A% e

=4 fg ou ainda § = 0,28d05.

w2 3
o Para k = 3 temos que fnes = 5A7% enquanto que &g = LAl e § = 43A% =
1,76d4.8.

L

. . £ =
s Assintoticamente quando k — oo 77 = 3 entao & = 1,25dB.

Losgrend

Este comportamento oscilatério deve-se ao fato de que conforme se aumenta
o tamanho das constelagoes, consegue-se melhor ou pior empacotamento das mes-
mas.

Portanto & medida que o ndmero de entradas nao codificadas cresce, a cons-
telacieo também cresce, provocando uma estabilizacio no ganho de codificagao,
devido zo comportamento assintdtico envolvido com a razio de energias codificada
e nao codificada, Portanto, independente do nimerc de entradas nao codificadas
(k — k > 1} o cddigo obtido é étimo e apresenta um d+,,, constante para todos os
valores de k (k> 2.

Codigos Quaterndrios

Para o caso quaternério, a particao de conjuntos, e a constelagdo de pontos
enconiram-se na figura 5.19. Por uma perversidade da natureza o uso da matriz

to oo
de transformacio ortogonal | 0 2 | nao produz cédigos, lineares ou nao-lineares.
| i g
1 . - - 1 -2
com mesmo desempenho que a matriz usade na pariigio da figura 5.19 e
% 2

que tem uina distancia quadrética minima de 3.

Os ponios da constelacio gue devem ser alocados aos Iramos que saem de
a3

ans

urm 06, devem distar entre i a malor distancia possivel, que € © Ca80 QLS PON
00,10,20,30, ou 01,11,21,31, ou 02,12,22.32, ou ainda U3

da constelacdo que devem ser alocados aocs ramos que chegam a um no. também
devern distar entre si ¢ mals longe possivel, como ¢ o caso dos pontos 00.11,22,33.
on 01.12.23,30, ou ainda 02,13,20,31, ou ainda 03,10,21.32.

Associando estes pontos aos ramos da trelica, conforme podemos ver na
figura 5.20, vamos determinar qual o codigo gue satisfaz este d%,., maximo e quanto
ele vale. Os pontos na horizontal correspondem a ramos que saem, enquanto que 08
rtical estao associados a ramos que chegam a um né. Ressaltando

,13,23,33. Gs pontos

PR SO - i R TR S, ey - e ey v e
Mo et gquaiguer horizontal estao diztanies enire 8

entre st (0 - as cojunas
;

cho entidades independentes, implicando gue wn renrranjo na ordem das colunas
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Figura 5.19: Particio, e constelagho para o caso guaternirio.
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Figura 521 Cddige guaternine dtimo.

nos forneceréd ouiros codigos, que neste caso em particular (@ = 4), apresentarao
s desempenho que o cc}dmo actina citado.
A medida que as constelagbes vao se tornando cada vez maiores, a razao

entre energias tende a {J = 4, {al gue o comporiamento assintético pode ser visto

abaixo:
e Para k& = 2 temos gue &0 = =AY enquanio que &,,5 = F A7 fazendo com
2 z
que & = 6 33 &2;}»‘9#1 5dB. -
¢ Para k = 3 temos que &4 = gziég enquanio que £,.; = P A? fazendo com

que 5; =6 iiﬁ l‘?i&ﬂL?QdB.

e Para k& — oo temos que & = 10 E{}g{éﬁ = 1,76d 5.

Um dos cédigos{figura 5.20) com o qual se consegue o desempenbo acima
mmencionado é:

. e 3 matriz geradora gue des-

= e igunl a

f;i O-CODIFICADA QAM: RETICULADOS 27

EAzu
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{Cadigos Q mraad

Repetindo todo este raciocinio que foi aplicado atrés, se aplicado 2 um Q genérico,
nos conduz a tabela 5.4, que fornece o d%_.,, o ganho em dB, e um dos chHdigos
4timos gue atinge este desempenho. )

Observe que neste caso também é dificil encontrar uma lei de formagao a
medida ern que §J aumentia,

E de se supor que o ganho assintStico para (g — oo ek — oo tenda aos 4 ai3.

]

5 CAPACIDADEDE CANALPARA CONSTELACOES
QUE USAM O RETICULADO 4

A decodificacio do esquema de modulagao conjugada & codificagdo pressupoe o
uso de decodificagio por decisho do tipo suave {soft decision decoding).

Para calculo da capacidade de canal nesie caso, deve-se usar a expressao da
capacidade de um canal sem memdria.

Mol o M1y 4 7
C = log, M — " 3 / log,{ > = {zia'}}.plzia jdz {5.9)
4 = O

i=0 o=}

A relacio sinal-ruido é definida como:

onde 5"%‘-‘ é a densidade espectral bilateral do ruido.

Usando a equacao 5.9 podemos tirar as curvas de capacidade de canal para
constelagdes @ eriss do tipo QAM, gue se encontram nas figuras 5.5, 5.5 e 5.5,
Observe que estas figuras apresentam a relagio sinal-rufdo para uma taxa de
erro de 107° obtide através da equagao 5.6. Suponha que a transmisséo normal
é feita com o uso de ume constelagao de @* pontos. Usando-se um codificador
que expanda a constelacao para Q%1 tem-se que o ganho de codificagho méximo
¢ obilde através da diferenga entre SN He e primeira correspendente a curva de
capacidade dejog; (QF bits/periodo no ponto de taxa de erre iguala 1077 asegunda
correspondente & juncao enire a curva de capacidade de log, @*7' bits/periodo
com a reta paralela ao eixo de SN R com valor de capacidade igual & log, &.
Trocando em miudos, deseja-se saber com guantos 4B a menos de relacido sinal-
ruido consegue-se transmitir uma constelacho de @F'! pontos através de uma taxa
de klog, (2 bits, contra uma constelacio de QF pontos usando-se a mesma taxa de
bits.
A tabela 5.5
medida e que o n

at .

.
TITY
12211350
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Tabela 5.4: A distincia livre, o ganho, a matriz de transformachio ortogonal e o matriz geradora
de uin coédigo Stimo com uma memdria para © reticulado Ao,
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Capacidade de canal {bits/T} B

3

&

by

[

O 10 3 50 SKR{dB)
Figura 5.22: Capacidade de canal para constelagfes bindrias, Ag.
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Capacidade de canal {bits/T}

F 3

6

o

ol

0 )
O 10 24 7B SNRB)

Fignra 5.24: Capacidade de canal para constelagbes guaterndrias, Az,

Expansas ds Qonstelagzo | (Ganho
T OAM — 4-QAM 5.6-0.5 —0.4d8
4-QAM — S-QAM | 12,95
8-QAM — 16-QAM 16.4 ~ O,
16-QAM — 32-QAM | 10,6~ 12.8 =
3-QAM — 9-QAM 11,2 -3
9-QAM — 27-QAM 7.0 - 9,
LIOQAM = 16-QAM 12.9- 5

Tabela 5.5: Comportamento do ganho assipidtice mixinmo pars o reticniado Ao,
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Da mesma tabela podemos investigar o aumento de ganho caso se use c0digos
de razio g%}g. Enguanio a expansao de 4-QAM a 8.0 AM proporciona um ganho
de 7,448, a expansaoc de 4-QAM a 16-QAM proporciona 7,838, Portanto, o uso
de ronstelacdes gualerndrias apreseniam um ganho de 0,4db em relagao ao uso de

constelaghes binirias.



Capitulo 6

COMENTARIOS FINAILS E
CONCLUSOES

ELACOES MULTI-DIMEN-

s
n
=
]

6.1 PARTICOES DE COI
STONAIS

O objetivo neste secgan sho 4 Tornecer a solugao exata sobre o modo de partigao de

constelactes multi-dimensionals, mas $im deiwar uma proposta de como ieso Seria
b3

feito em 4 dimensoes.

Para o reticulado Z7 definiu-se no capituio 4 a Célula Bésica como sendo umn
arranjo composto de (* elemnentos. Neste caso é mais conveniente defini-lo como
sendo um arranjo de ¢° pontos.

Dara o casc binario ja exaustivamente esiudado de 2 dimensoes, o reticulado
6o 2% a Célule Basica consiste de QF = 4 pontos separados de uma distancia
.. =1 formando wm quadrado. Suponba gue as coordenadas desses 4 ponios
sejam (0,0}, (0,1). (1,0).{1.1}. Nestecasoa tabela B.1 nos mostra como a partigao
vai evoluindo e como as distancias thinimmas vae crescendo para o caso bindrio, onde
N denota o nimero de pontos.

Para 0 caso binario de 4 dimensaes. o reticulado € o 7%, a Célula Basica

consiste de 7 = 16 ponios separados de wmna dislancia dm o= formando urn
hiper-cubo quadri- dimensional. Suponba gue as oot rdenadas desses 1€ ponios
sejam {0, 0.0.00.---.01.0 L] . Neste casoa tabela 6.2 nos MoOsira como a partigao

val evoluindo e como as distancias minimas vao crescendo.

(0.0}

| o

I (1.1

!

Tabela 6.1 Ewvolugao da o e do ntmero ae ponbos pard partighes no reticuiado 2° pars & = 2

a7
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Tuhela 6.2: Bvolugho du o, e do nlmero de pontos para partigoes noe retienlado 2% para @ = 2.

prisTs

A primeira particao a partic do 2% d4 origem a um reticulado de 8 pontos,
esse reticilado recebe o nome de Dy, ou reticulado de Schiafli. A préxima particao
d4é origem & um novo sub-reticulado em que o nimero de pontos cal 3 metade,
porém sern aumenio nas distancia minima, fazendo com que ele apresenie uma
densidade menor gue a do reticulado Iy, Para que ¢ reticulado apresente um
eumento nia distancia minima, deve-se particionar novamente, conforme indica a
tabela 6.2. Observe gue em quairo dimenstes apareceu Uma novidade gue naoc
existia emn duas dimensoes: a ocorréncia de parti¢hes sem aumenta da diztincia
minima.

6.2 PROBLEMAS DEIXADOS EM ABERTO

Como problemas deixados em aberio para posterior estudo temos:
e Obtencac de codigos nao-lineares de maneira sistematica
e Obtencio dos c6digos nao-lineares para mais de uma memoria
e Obtencao de codigos ¢ ganhos para constelagdes do tipo M-PSK
s COsleulo da capacidade de canal para constelacdes do tipo M-PSK
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6.3 COMNCLUSOES

Os resultades novos deste trabalho estao presentes nos capltulos 3,4, 5.

No capitulo 3 ¢ feito um particionamento intuitive de constelagbes PAM
(3 srias, particionamento este queé fundamentado com a leitura do capitulo seguinte,
Ainda no capitulo 3 sio obtidos os codiges ) aries 4dtimos e seus respectivos desem-
penhos através das suas distancias livres para o némero de memorias variando de
am a cinco. Mostrou-se que mesmo para @ tendendo a infinito, para um determi-
sado ntmero de memérias. o ganhe de codificagio atende a um comportamento
sssintético. A grande vantagem de tals cédigos sobre os bindrios, é que, engquanto
estes Gltimos precisam de vérias memorias para que se tenha um ganho aprecidvel,
os codigos @ 2o necessitam de apenas uma meméria para se conseguir pratica-
mente todo o ganho. Mostrou-se tambem que para alzuns Q’s, em particular,
existem c&digos nac-lineares melhores que os lineares {uma linearizacao destes
chdigos seria possivel s custas de uma nova rotulagao dos pontos). No final do
capitulo foram tragadas curvas de capacidade de canal, € 0 que se verificou € que
o ganho MAXIMO para 1ma mMesna guantidade de informacgao nao é maior gue
0, 248.

No capitulo 4 o conceito de particiopamento de conjuntos baseado na equagao
de Diofanto é introduzido. A partir desta equagao, mosira-se que 0 particiona~
mento do reticulado Z7 para o ¢aso binario, € apenas wn caso particular de uma
concepcho Truiio mals ampla. A tabela 4.1, obtida por meios computacionals,
fornece um particionamento mals geral ainda, incluindo casos em gue nao se tem
solugho da eguacao de Diofanto, e mesmo, casos em que hé solugao da equagao,
mas com a vantagem de gue o novo particionamento apresenta um menor numero
de pontos vizinhos. Além do reticulado Z7. estudou-se também o particionamento
para o reticulado Ay ¢ para o reticlado 7. Além disso. é mosirado que todos
estes reticulados sfo um caso particular de uma equagio mais geral, deixando nos
antever a possibilidade do uso de tais equagdes no estudo de reticulados multi-
dimensionais.

O capitulo 5 ¢ simila

i

ac capitulo 3, com a diferenca que aqul o enfogque €
AN isto A, na oblencio dos codigos otimos e seus

dirigido para consieiagoes
respeciivos deselnpenhos para 08 reticulados 27 e As. Mostrou-se também gue
o ganho de codificagao alende a wim comporiamento assiniéiico, 2 medida gue
se eleva o niunero de clementos do corpo. Também neste caso, existemn codigos
aio-lineares com desempenho superior aos lineares, para alguns Q's em particular.
Curvas de capacidade de canal foram tragadas. e o gue se verificou é que o ganho
méxirno para uma mesma guantidade de informacho pode ser da ordern de 1,0d4B
para © CasSO em que as constelacoes 820 DEQUENAs.

Como consequéncia deste irabalho. foram apresentados [9] e [10] no 1990

IEEER International Svmposium on Information Theory, em Janeiro de 1990,



Apéndice A

A1 REGRA GENERALIZADA DOS MINTERMOS

Como se sabe a regra dos mintermos é muito vsada em circuitos légicos combi-
nacionais bindrios, quando i partir da tabela verdade, ou seja, de um resultado
conhecido, quer se determinar qual a funcio gue realiza tal tabela,

O objetive aqui é generalizar esta regra para @ > 2, desde que { seja primo.
©) nosso intaresse é usar a regra dos mintermos na determinagio da matriz geradora
de cédigos convolucionals, que nada mais séo que circultos idgicos combinatorio-
sequenciais. No caso J o7 esta regra consiste em escrever a saida como soma de
produtos de mintermos @ #rior, onde cada mintermo esta associado a uma entrada
e pode ser eXpresso por:

Q-1 _ .,
mint(z = z,) = (@ — 1) Hio le =) (A1)
: T~ I

Observe que da maneira como um mintermo foi definido, ele 56 é diferente de
0 para z = T,. Portanto se quiserinos escrever uma fungac de saida y em fungao
das entradas 7 e s, de tal modo que guandor =71, e § = 5, = y = y,, entao

y = ymint(r = r,).mint{s = s,)

Exernplo A.1 Para o caso bindrio, usando o eguagao A.1 podemos {e

1
!
uy
B
‘('!\
Wy
[l
o~
wa
ol
,
31
5

muniermos:

mint{izr =0) = z+1
mintlr =1) = =z
Portanie se necessilarmos satisfazer a tabela verdade A.1. gue corresponde o

alocagdo de elementos da constelacdo & trelica da figura 5.6. Neste caso entdo as
funcdes de saido yl e yC podem ser escritas como:

100
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oo o
T g 1 1.

Tabela A.1: Tabela verdade para o caso bindrio.

oy fo Bo M ke D @ @
A

Tabela A.2: Tabels verdade para o caso terndrio.

gue simplificando com o uso das operagdes mod{2) convencionais chega-se a

O B |
y, = ;7T
o 1

Y. = Eig

Exemplo A.2 Para o caso ternario, nsando a eqguacdo A.1, podemos ter os seguintes
mMIniermos?

mint{z = 0} = 277 + 1
mint(z = 1) = 2z°+ 27
mintls = 2} = 97 AT

Portanto se necessiiarmos satisfazer o tabela verdade A.2, que corresponde @
alocacdo de elementos da consielagdo & trelica da figura 3.8. Neste caso enfao as
funcdes de saida y! eyl podem ser escrifas como:

?s?} = {13—1 + 1§§I§—§ T 233’3 :

2z] (=i + {z; +

i
2l (zh, = 2){al +1)

L PG ot
A S AT
S B, .
x‘a'—riifz---} T
5
gl E‘g’i i
T B RGES |
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gue simplifi cando com as operagfes mod(3] convecionais chega-se a,

| U S H
Yy, & ;T 2$1—v]
o . i
¥ = i

Exemplo A.3 Para o raso quindrio, usando a equagae A.1 temos os seguintes
runiermos’
= 4r'+1

= 4z +42° +

3}
¥
o}

s
b
fl

3
2
£
.
i

3 3
S5
il i
s L b et

et et e
I
Ny
b 5]
b
. | A{g
[N
3]
)
"..§...
[ S T
m,}m
]
=]



Apéndice

B.1 PROGRAMAS PRIINCIPAIS

B.1.1 Programa para calenlo da distancia livre

Fste programa tem por objetivo o célenlo da distancia livre usando cédigos con-
volucionais de uma memdria usando constelagoes PAM (g arias,
Dados de entradas

1 i 2 r
i

¢ Semente do gerador pseudo-aleatdério {preferencialmente nlmero nnpar de 7
digitos

¢ Numero de elementos do campo
¢ Comprimento da palavra
e Distancia livre alvo
e Cédigo matricial
Dados de saida:
s Valor da distdncia livre encontrada

e Cédigo gue apresenta a distancia livre

103
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10

]

14

1024

[NTEGER D. R, S.T.Q, DF., AA, AB, AE, AG, SX, 8Y, Z, PA, PB, Y1, Y2, Y6.}
INTEGER X1, X2, X6, X7, U1, U2, U3, D1, P, CW

DIMENSION D{400), R{100). S{400), T{400)

TYPE « ’SEMENTE DO GERADOR PSEUDO ALEATORIO (IMPAR 7 DIGITOS
ACCEPT 09, IRD

TYPE «,NUMERO DE ELEMENTOS DO CAMPO’

ACCEPT 99, Q

N=1
M=1
INUT=0

TYPE #,COMPRIMENTO DA PALAVRA’
ACCEPT 99, L

TYPE +,DFREE ALVO’
ACCEPT 99, DF

DO 11=1.M

Ne= N2 Q

TYPE « CODIGO MATRICIAL Y
ACCEPT 99 AA, AE, AB, AG
TA=AA

IB=AB

TE-—=AE

1G=AG

TYPE «CODIF

TYPE 69, IA, IE, IB. IG

CW =0

IF{IE.EQ.0 .AND. IG.EQ.0} GOTO 13
IF(1IA.EQ.O .AND. IB.EQ.0) GOTO 13
RND=RAN{IRD)

SX =INT(RND=Q}

SY =0

Z=1

DO 2 I=1.N

F(1)=50000

R{SY+1}=0

PA=SX#1A+8Y=1B
PB=SX+IE+5Y=IG
PA=PA-Q+INT(PA/Q}
PRB=PB-Q+INT{PB/Q)

DO 3 1Y=0.Q-1

Y1=1YsIB

YZz=1Y=1G

YaE=Yi-O«INTIVI/Q)

VT e Y 2-0) 1532 {:EE

I ST
T Y] e Tyt
i}{;f B .E}\."’ {}.jm,f'" i
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bk 400
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H1=IX+IA

W 2=1X+1E
KG=X1-Q+INT(X1/Q)

% T=X2-Q+INT(X2/Q)

U1 =X6+Y6-Q+INT({}6+-Y6)/Q])
U2 =X7+Y7-Q«INT{{X7T+Y7}/Q)
UZ=I1X+I1Y+Q
D1=ABS{{U1-PA)+Q+1U2-PB)
IF (DL.GTINT{Q#Q/2)) D1=0Q+Q-DI1
D(U3+1)=D1+D1
D{SY+Q+8X+1)=50000

DO 5 P=0,Q-1

DO 5 K=P+N,[P+1)}*N-1
J=K-N+INT(K/N)

H=INT{K/Q}

IF (P NE.0) GOTO7
S{J+1)=R{I+1)+D(K+1)
GOTO 5
T(I+1)=R{I1+1) +D{K +1)

1F (T(J+1) LT, S{J+1)) S(J+1)=T(I+1)
CONTINUE

DO gI=1,N

R{1)=8{1)

IF (Z .NE. 1) TYPE 99, R(SX+1)
IF (Z EQ. 1) TYPE 99, INUT
Z=27+1

IF (Z EQ.2) GOTO 30

IF (R(S§X+1) .LT. DF) GOTO 9
IF {Z .LE. L) GOTO 30

IF (R{SX+1} .GE. DF) GOTO 19
1IG=1G+1

1¥ (IG .LE. Q-1) GOTO 10
1G=0

iB=IB+1

IF (IB .LE. @-1) GOTO 10

IB=0

IE=1E+1

IF {(IE LE. Q-1) GOTO 10

IE=0

TA=T1A+1

iF {IA LE. 1} GOTO 10

GOTO 11

CW=UW ]

IF(CW BQ.10) GOTO 20



20

30

99

B.1.2

o
o
b

GOTO 12

TYPE +,/GRANDE DFREE’

TYPE 09, NDF

TYPE +,/CODIGO COM DFREE GRANDE’

TYPE 99, 1A, 1E, IB, IG

TYPE ,NOVO DFREE ALVO’

ACCEPT 99, DF

IF (DF .EQ. 0) GOTO 11

TYPE #, MESMO CODIGO [1] CONTINUA SEQUENCIALMENTE (2]
ACCEPT 99, ISTRI '
IF (ISTRI-1) 10,10,13

SY =8X

RIND=RAN(IRD)

SX =INT{Q+RND)

IF {Z BEQ.3 .AND. CW .EQ. 1) NDF=R(8Y+1)

IF (NDF .GT. R{SY+1)) NDF=R(SY+1)}

R{SY-+1)=50000

GOTO 14

FORMAT(17)

END

Programa que determina os melhores movimentos 1o reticulado
Zz

Tiste programa tem por objetivo a obtencao dos melhores movimentos em conste-
laches no reticulado Z*. Por melhores entenda-se os movimentos que apresentam
2 maior distincia possivel entre elementos do mesmo sub-conjunto.

Dados de entrada:

s Niamero de elementos do campo

e Distancia quadratica alvo

Tiado=s de saida:

e Valor da distancia quadralica

¢ Movimento que apresenta uma disténcia igual ou superior a disiancia alvo
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INTEGER A,B.D,Q.PXPY
2 TYPE «'NUMERO DE ELEMENTOS DO CAMPO’
ACCEPT 99, Q
TYPE + DISTANCIA QUADRATICA ALVO’
ACCEPT 99, D
DO 3 PY=1, INT(Q/2)
DO 3 PX=PY, INT(Q/2)

1Y =P Y+l

IX =1X-Q«INT{IX/Q)
1Y =IY-Q«INT{IY/Q)
IF (IX .GT. INT(Q/2)) IX=Q-IX
1F (1Y .GT. INT(Q/2)) IY=Q-1Y
A= DG IXHTY #1Y -
17 (A LT. B} B=A

1 CONTINUE
iF (B .LT. D) GOTO 3
TYPE +, DISTANCIA OTIMA
TYPE 99, B
TYPE +,PASSO OTIMO
TYPE 99, PX, PY
TYPE +, NOVA DISTANCIA OTIMA’
ACCEPT 99, D

3 CONTINUE
GOTO 2

99 FORMAT{414)
END

B.1.3 Programa para cilculo da capacidade de canal

Este programa lem por objetivo o caicule da capacidade de canal de constelaghes
uni ou bi-dimensionais
Dados de entrada:

s Nimmero de elementos do campo

e Nfimero de bits por simbole

¢« Niumero de dimensoes

e Par de coordenadas no caso de constelacdes irregulares
¢ Helagao sinalruido

Nados de saida:



» Energia média da constelagao

s Capacidade de canal

Ll
6
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INTEGER Q,DM

REAL N, NQP, IR, 1I

DIMENSION AR(1000), A1{1000), IAR{1000), IAI{1000)
Pl=4.+ATAN(1.)

TYPE + NUMERO DE ELEMENTOS DO CAMPO
ACCEPT 99, Q

TYPE «'NUMERO DE BITS POR SIMBOLO
ACCEPT 29, M

N=0Q=*xM

TYPE + NUMERC DE DIMENSOES”®
ACCEPT 99, DM

EM=={NxN-1.}/12.

IF{DM EQ. 2) EM=0.

AMR=0.

AMI=0.

DO 2 IA=1,N

AR{IA}=(2+TA-1-N}/2

ATTA) =0

IF(DDM .NE. 2} GOTO 2

TYPE +COORDENADAS REAL E IMAG”
ACCEPT 99, IAR(IA), IAHIA)
AR(IA}-TAR{IA)

AT{TA)}=TAI{IA)

EM=EM+{AR{IA)+AR({IA)+ AI{1A)=AT(IA}}/N
AMR=AMR+AR(IA)

AMI=AMI+AL(IA)

CONTINUE

EM=EM-{AMR+AMR+AMI+ AMI)/N/N
TYPE +« ENERGIA MEDIA DA CONSTELACAO”
TYPE 98, EM

TYPE +,INPUT S/N (DB} ~

ACCEPT 99, IRD

IF{IRD .EQ. 99} GOTO 1

RD=IRD

RL=10.++(RD /10,

VA=EM/DM/RL

S]=SQRT(VA)

C=0. |

DO 4 14=1,N

DO 4 1=({DM-1)+(-1-3+ST1.(DM-1}+(1+3:S1).DE
DO 4 IR=-1-3+811+2:81L.DF

PPt TR + 1)

PP=EXP{PP/Z/VA/H{Z+T T+ VA« { DM/ 2.}]



99
98

Q?:ﬁﬁ,

DO 6 IB=1N
NQP=(AR{IA)+TR-AR(IB)}+»2-+ (A1(1A)+I-AT{IB})
NQP=EXP(-NQP/2./VA]

QP=QP+NQP
CJCJ—I}P*Z%i;OGEQP)fAL@G{Q:3

C=-C (DE#+DM)/N+ ALOG (N)/ALOG(2.)
TYPE +, CAPACIDADE DE CANAL’
TYPE 88, C

GOTO 5

FORMAT(715)

FORMAT(F9.3)

END

w210+ R-1151]
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