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1. INTRODUGAD

0 cbjetivo deste trabalho & estudar o desempenho de um algoritmo
de ponto interior num processo de “branch and bound” para a ptimizaedn
de um sistema de planejamento da mecanizagdo agricola.

Nestes tltimos anos muitos trabalhos (L1131 - (121 tem sido
escritos sobre algoritmos de ponto interior e sua aplicagidoc a
programagdo linear. Uma das razbes dessas pesguisas € a arande
importa3ncia dos problemas de programagdoc linear. Outra razdo & a
grande vantagem gue seria obtida através da redupdo do tempo gasto na
ntimizag3c de alguns problemas reais de muito grande porte.

Esse assunto vem despertando interesse a partir de TfTevereiro de
1979 quando o matematico soviético L.G. Khachiyan anunciou na Doklady
Akademii Nauk URSS um novo algoritme para resolver problemas de

programacgdo linear. O fato chegou & ser publicado na imprensa nao

cientifica como The New York Times & The Manchester Guardian.
Tratava—-se do método dos elipsbides, que trabalha Com pontos
interiores no espago das restrigies, ap gual se apregoava  Sey  maies

rapido do que o simplex. Posteriormente foi ohservade gue o método dos
elipstides possuia uma complexidade melhov do Que o simplex porém
gshbaryrava em problamas na implementacdo computacional relacionados &
perda de precisac numérica.

& pesquicsa pwréﬁ prosseguiu intensa e muitos trabalhos surgiram
no cenario. Em 1984 Karmarkar [2] publicou um artigo ande descrevia um
novo algoritmo de ponto interior que possuia complexidade polinomial
e, segundo o autor » tinha desempenho computacional melhor do que ©

eimplex. Tal publicagdo teve grande influEncia na motivacao de novas



peaqUisas.

Trabalhos recentes [1, 3] mostram que um algoritmo de ponto
interior pode ser muito rapido na resolucio de problemas grandes e
esparsos. Esse fato, e algumas propr iedades que veremos adiante,
sUgGEeTr&m uma averiguacdo da viabilidade de um algoritmo de ponto
interior comp agente ativo na resolucio de subproblemas numa arvore de
um processoc “branch and bound”. No presente trabalbo estuda-se a
utilizag3o de um algoritmo branch and poundy acoplado ao méiodo dual
afim de ponto interior, na solugdc de um problema de otimizagido de um
cistema de mecanizacdoc agricola.

Em empresas agricolas do setor de cana de agucar existem uma
grande quantidade de elemenios snvolvidos nos trabalhos de uma safra.
Alguns desses glementos sdo : planejamento de operagbes agricolas,
elaboragio do escalaonamentc do uso e manutencan de maguinas &
implementos, expcucio de cronogramas, etc.

Tendo como inteng3c uma visd3o global desses slenentos formulou—-se
um modelo de programacdo linear mista, ou seja, com var idveis reais e
inteiras, onde a meta & minimizar as perdas globais de mecanlzagin. As
variaveis inteiras serd3o tratadas atraves de um algoritmo do tipo

"wranch and bound”.



2. FORMULACAD DO PROBLEMA

Tratores e implementios &30 as principails maguinas envolvidas nos
trabalhos agricolas de empresas de cana de agucar. Essas maAgquinas
devem realizar operagles, observando cronogramas estabelecidos pare a
safra.

A partir desses elementos formulou-se um modelo de pProgramacan
linear mista cuJja finalidade é encontrar o numero de horas a serem
trahalhadas por conjuntos agricolas nas diversas operagbes, de acordo
cam O tronograma. Além dissoy o modelo encontra a guantidaae Gtima de
tratores e implementos a serem utilizados numa safra.

Essas (iltimas variaveis, inteiras (pois ndo teria sentido falar
em frac8es de tratores}?, sdo elementos importantes nas decisies de
compras, vendas ou trocas de maquinas e implementos, o qualis sao de
elevado valor financeiro.

1 modelo vem sendo desenvolvidos ha varios anoss sobretudo pov
Banchi e outros [15-171, e passou por muitas alteragbes. Atualmente &
utilizado com as variadveis inteiras consideradas como reaiss devido
principalmente ac arande porte dos problemas praticos: o que dificulta
a consideracdo explicita de varidveis inteiras.

Matematicamente, o problema pode ser estabelecido da forma a
seguir, onde (B.1) & a fungdp objetivo representando o gasto caompleto
do planejamento para o periodo em guestins (2.2) indice qual a Area a
ser trabalbhada pelos conjuntos, (2.3 indica A% relacies de
precedéncia a servem respeltadas, (2.4) indica a disponibiltidade de
rada tipo de trator (observe gue essa disponibilidade e uma variavel

inteira) (2.9) & uma restricdco do tipo (2.4) aplicada aons implemenios,
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(2.6) indica a ndo negatividade das gquantidades de horas uperadas pov
cada conjunto, (2.7) e (2.8) indicam que as quantidades de tratores &
implementos, respectivamente, sio guantidades inteiras nao negativas e

finalmente (2.9 indica a nar negatividade das folaas. fasim tem—-se :

Minimizar
O P

T 1 T
2 2 2 2 K(ts1,00P)Cyy o Pyign Z a x, * E by, (B.1)
+=1 i=1 o=1 pw~l te

sujeito a :

T I P

2 2 2 K(Esis0sp)ar ;o chy ol = s(0) 5 0 =1 .. 0 (B.B2)
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t=1 i=1 p=1
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1 0
i = - S 3 H =
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T 0

2 2 K(tyir0ip)ehy e S NHPY.u; s io= 1 .. 1
t=1 o=1 cp o= 1 .. P
k(t,i,o,p).htiop z O s ¢t o= 1 .. T
3 =1 .. 1
1 o= 1 .. O
s p =1 .. P
Xy >z 0 e inteiro st = 1 .. T
N z 0 e inteiro I T SR |
z = 0 s o=1 .. 0
Ox
: gf{oy # 0O
PR o= 1 .. P
Onde

T = gquantidade de
1 = quantidade de
0 = guantidade de

P = guantidade de

Conjunto (tsis04p)

modelos distintos de tratores
modelos distintos de implementos
operagBes agricolas existentes

peripdos agricolas existentes

= trator tipol(t) acoplado ao implemento

e realizando a operacan{a) no peribndoip)

Ceiop = rusto horario do conjunto (£,i,05pP)

htimp = horas trabalhadas pelo conjunto (t,is0sp)
a, = custo unitdrio do trator do tipoit)

xt = quantidade de tratores do tipnilt)

b. = custo unitarioc do implemento do tipoti)

- la —_—

(2.5

{2.6)

(2.7)

2.9

tipoa(i)
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Y = guantidade de implementos do tipoll)

rtiop = rendimentoc em ha/h do conjunto {(tyisosp)
s({n) = Area a ser trabalhada a operagido (o)
O se a operagao (o) tem precedencias conceomi tantes
fio) =
1 raso tontrario
ZDN = variavel de folga de restricio de precedéncia
g{o) = quantidade de operagies precedentes de (o3
gq{os,a) = a-ésima precedente de (o)
Area da operagic (o)
A =
(o) ey
z Area da operagao qlosa)
a=1
1 se existe o conjunto (tyisop?
k(t,i,o,p) =
0 raso contrario
NH(p) = nimeroc de horas disponiveis para trabalho agricola

periodo (p)
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3., DISCUSSAO DO MODELO

Ne rendimentos dos conjuntos agricolas sao normalmente levantados

através de medigbes feitas na plantagdo. Um procedimento tipico feilto

por técnicos agricolas é cronometrar o tempo gasto por um  determinado

conjunto para  PoOr exemplo » efetuar uma aragdo. Esses dados Sao

depois multiplicados por fatores de seguranga empiricos TfTornecendo o

correspondente coeficiente da matriz tecnolébgica.

0 nadmero de horas disponiveis para trabalho agricola num dado
periodo ¢ obtido atraves de dados pluviomeétricos, 0% quais fornecem ©O
nGmero de dias adequados para a operagac de magquinas agricolas. Esse
namerc de dias & multiplicado pela Jornada de trabalho em horas,
fornecendo o coeficiente da matriz tecnolbgica.

Os custos hordrios de cada conjunto agricola saoc calculados de
maneira a incluir gastos com combustivel, 6leoc e pPecas. Também sd&o
considerados gastos com m3o de obra e desvalorizacio das miguinas e
implementos.

0 modelo que vem sendo utilizado [151 ndo considera as
quantidades de tratores e implementos como vavriavels, sendo utilizadas
as quantidades disponiveis pela empresa. Uma das motivagdes do nosso
trabalho & justamente tentar descobrir, através de uma analise global
do planejanento, estas quantidades e permitir gque as enpresas
mantenham um parque de equipamentos mais realista.

Um aspecto importante do modelo sdo as relacbes de precedé@ncia

representadas pelas eguagtes do tipo (2.3). Em empresas agricolas do

setor de cana de agucar h4d um grande ndmero de operagbes realizadas

com ligagdo direta ou indireta com a area cultivada. Na realizagdo

. 1‘& -



dessas operacies existem seqUfncias de atividades, ou seja, o teérmino
de uma (ou mais) permite o inicio de uma outra (ou putras). Faremos
agui uma descrigdo dos varios tipos de relagbes de precedéncia entre
as operacBes agricolas. A classificagdo que segue foi elaborada em
{171,

Antes de iniciar a descrigdo das relagies de precedéncis e

necessario definir o conceito de periodo agricola.

Periodo. Aaricola ¢ um intervalo de tempo onde o numero de

operaglies agricolas realizadas ndo muda, ou  seja s durante esse
intervalo n3o ocorre a execucdo de uma operagdo diferente das que
iniciaram com o intervalo, assim como ndo ocorre o término de alguma

operagdo antes do término do intervalo.

Na discuss3o que segue consideramos A, B e [ tres operacies

agricolas (arbitrarias? e E (5 £ P} um dado periopdg agricola.

3,1 _PRECEDENCIA _SIMPLES

Gejam A @ B as operacfes sujeitas a essa relagdo. Isso significara
que as &reas totais de ambas serdo iguais & & operagao A nos diversos
periodos deve ser felta antes de B, rido havendo nenhuma outva
imposigdo.

Exemplo 3

A

cobertura de sulcold30 hal

B

limpeza de terreno(A30 ha)

*tegquématitamente : A =B (significa que A é realizada antes de B)



Se jam 5 (; % PY um periodo agricola, T a quantidade de modelos
distintos de tratores e I a quantidade de modelos distintos de
implementos. A restrigdo de precedéncia simples terd a seguinte

forma @

-
i

1

_ . .
K(tsisBsP) Ty ipn-Piipp = 2 z ka,z,a,p).rtmpmtmp
1 p=1 t=1 i=1 p=1

1 N1 T

é

0]

t=1 1

onde lembramos que 3
1 se existe o conjunto (i,J,ks12
k(lsjjk;l) =
O caso contrario
rijkl = rendimento em ha/h do ifrator i acoplado ao
implemento j executando a operacgdo agricola k no
periodo 1
hijkl = nimero de horas trabalhadazs pelo trator

i acoplado ao implemento J executando &

operacdo agricola k no peripdo 1

Poderiamos visuwalizar a relagdo de precedéncia simples com o Uuso
da seguinte tabela {(fig 3.1): rvepresentando algumas operaghes

agricolas (linhas) e respectivos periodos de execugdoi{colunas) :

.

-1 e 3 -«

operagdo A a1 ac A3

opepragao B Bl BE B3 B4

figura 3.1 : tabela de periodos e operaches

suponha que temos ¢ T = ¢ k{ipgdsksel) = 1 (V i, js ks 13



1 =2

A

il

operacao 1

B

operagao B
Neste caso teremos i

para o perigdo 1 @ érea(Bl) = aArealh,)

1

+ v + -y +

"11p1°M1121 1ee1-Meer * Teie1tMeie1 t TeeerMeser *

h

Fy111°P1111 Y TaerrtMienn T TerrtMernn T Tep11tMeR11

para o periodo & : érea(51> + area(BE) = érea(ﬁl) + arealfy)

2

+

"y121 " M1121 fiopi-Mipet” TeiertMeiet * TeeeiMeee:

riime-Ni1ee * Tisee-Meee * TeieeMziee * TeeezMeees ¢
ri111°P1111 * TieartPiein F Teiins Pt Te2iitPeein f
ry12°Nii1e * TieiesMieie Y TeniePerie T TeeietMerie
para o periodo 3 : érea(81> + area(BE) + area(Ba) bt
érea(ﬁl) + érea(ﬁa) + érea(#s}
riie1Miier ¥ Tieer-Maeer * TeierPeier t TeeeitMeser T
Y 1o Ny1me * TipperPizee * VeizeMeipe ¥ TeseeMesee *
ri1p3-My103 * TieeatMizes * Teies Meies * TeeesMeses ©
"r111°M1111 * TientMie1n Y et Y TeeiitPeein
Fi11e M2 T TieietMeie Y Tenie-Penie Y TeeietMeeie *
1131113 * TieiztMiziz * Te1iaPeiis T TeeiatNeais
A figura 3.2, a seguirsy ilustra uma possibilidade para as areas

no periodo 3, © gquadro representa uma Adrea onde sa&o realizadas as

operacoes A e B,



Al Az A3

B1 B B3

figura 3.2 : areas trabalhadas

3.2 PRECEDENCIA SIMPLES _CONCOMITANTE

As Areas de A e B ainda s8c iguais. porém ambas devem ser

exerutadas num mesmo periodo agricola, ou seja @

T I

T 1

2 2 L T L T 2 Y KCEsisByB)arpsihy s
t=1 i=1 t=1 i=1
Exemplo :
A = abertura de sulco
B = distribuigdo das mudas
& = cobertura de sulco

FPor motivos técnicos, ndo deve haver muito tempo entre a abertura
do sulco e a distribuicdo das mudas s © ;esmo  ocorrends entre

distribuigdo das mudas e a cobertura do sulco.

3.3 PRECEDENCIA _PROPORCIDNAL

Temos agora discrepancia de Area entre as operagtes

relacionadas, porém sem exigencia quanto aos periodos.

Sejam A e B duas operagfes agricolas que sofrem essa restrigdo. Se



utilizdcsemos a modelagem da precedéncia simples {relagao 1) tErianDs

no altimo peripdo

frea total de A & Area total de B

{em todos os periodos) {em todos os periodos)

No entanto, hd operacBes em que a area de A pode ser menor do que
a Area de B. Assim o problema se tornaria infactivel se usassemos a
relagdo de preced@ncia simples, devido a exigéncia de se trabalhar
toda a drea de BE.

A solugdo adotada para representar esta situagdo foi definir a
relagdo de precedfncia proporcionaly que consiste em multiplicar os
rendimentos dos conjuntos de A pela raz3o entre as areas de B e A.
Exemplo

A

subsolagem(10 ha)
B = gradeag3o média(100 ha’
temos @ RBG = 100 7/ 10 = 10Q

k(t,i;B’P).Ftin-htin

0N
g Mg
P N U

t=1 i=1 p=1

-]
v

I

2 2 zk(tgl,ggfz’)-Asﬁ.rtigp.htiﬁp
t=1 i=i p=1

0 diagrama{fig 3.3) a seguir ilustra o conceito de precedéncia

proporcional.
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trabalhada
A = B

figura 3.3 1 Areas desiguals

3.4 PRECEDENCIA PROPORCIDNAL _CONCOMITANTE

Eeta relagdo ¢ semelhante a anterilor ’ porém as operagbes
relacionadas devem ser executadas concomitantementei{no mesmo pPeriodo

agricola). Isso leva imediatamente & 2

T 1

K(ts13BaP)or  p=ehyip = 2 2k(t,l,ﬁ,m,ABA.rtm;.htm;
1 t=1 i=1

I Pl
i forrq =

Exemplo &

4l carregamento de cana muda

I

B sulcacio & adubagido

4,5 PRECEDENCIA_COMPOSTA

O e et e et DOVt o bt

6 palavra composta aqui significa que duas operacoes liberam area
para a realizagdo de uma terceira.

Esquematicamente teriamos &



- {(significa ¢ A ou B devem ser feitas antes de ()

Entd3o a restrigido serd da forma :

i <
k(t,I’C;P)-rtiCP-hticp =

[ s I
]
N T

t=1 i=1 p=1
T 1 P T 1 P
i . . . . isB . 2 .
2 Z 2k(t,1,a,p) Ceiap htmp+2 z Zk(tsls TN U .
=1 i=1 p=1 t=1 i=1 p=1
Exemplo @
A = aragao
B = gliminagi3o mecinica de sogqueira
C = gradagem pesada
D = gradagem media
Fsquematicamente :
A
B = D (significa que A ou B ou T devem vir antes de D)
C
3.6 PRECEDENCIA_COMPOSTA PROPDRC IDNAL
Temos agora discrepancias te Areas entre as operagies

relacionadas. Uma spolucdo possivel & multiplicar os rendimentos das

operagies precedentss pelas razies da operacéo seguinte em relagao A&



soma tas areas das operagoes precedentes, ou seja @

= C A = A = Areal(C)/{arealA)+arealB))

Erit3o a restrigdo serd da forma @

kityislypo.
1

Teice MtiCe

i Il D

i -k‘ - " L
k€tsisAsP) e hon Tysnn-Niine

HINe] B

kityisByp).A h

cB™ tiBp" 'tiBp

i It T

T
t=1

Exemplo 3

8 = subsolagem de bordadura com haste curva

B subsolagem de bordadura com haste reta

0
f

sulcagdo e adubagido



4. OBTENGAQ DE SOLUGDES OTIMAS

Neste capitulo estudaremos a metodologia utilizada para obtermos
solugdes btimas para o problema de planejamento agricola. Na discussao

a seguir assumiremos que estamos tratando um problema de minimigagdo.

4,1 D METODO "BRANCH AND BOUND™

Recordando a idéia de enumeragd3o note que se x & um n-vetor
solugdo cuJjas componentes est3o restritas a valores intelros e

n
também limitadas a um n—-vetor 4 ; OU seJa » X 2y, temos ] (ui+1)

i=1
solugdes distintas.

Uma ideéia simplista para se resolver um problema com variavels
mistas seria testar cada uma das possibilidades de valores inteiros e
escolher a que for factivel e ao mesmo tempo fornega o menor custo.
Isso seria feito atribuindo-se valores inteiros as varidaveils inteiras
e resolvendo-se o problema linear resultante. Certamente esbarvariamos
no problema de tempo pois normalmente teriamos que testar um numero
muito grande de combinagfes. 0 metodo “hranch and bound” & um
procedimento de enumeracio que testa implicitamente um grande numero
de combinagbes de valores das variaveis inteiras permitindo tempos de
processamento menores. Essa enumeragdo implicita € conseguida com ©
uso de certas propriedades, conhecidas como testes de sondagems Como
veremas adiante.

Menc ionaremos apenas as idéias béasicas do funcionamento de um

algoritmo ‘'“branch and bound". Para maiores detalhes sUgere-se



-onsultar Salkin (referéncia (251).

4.1,1 PRINCIPAIS COMPONENTES

ad) Lista Mestira :

£ uma lista onde cada elemento estd associado a um problema de
prwgramacﬁo linear. Cmntém limites inferiores e limites superiores
para as varidveis, um limitante inferior para o valor da fungio
objetivo deste problema (corresponde ao valor da funcdc objetivo na

solucdo 6tima de um problema relaxado), bem como uma solugido inicial

factivel. Ds demais dados do PL (matriz A, vetor b e vetor ©) Sao
comuns a todos 0s problemas analizados no Processo de “branch and
bound" .

Egses problemas sio criados durante a execucdo do método e SAD
retirados da lista 4 medida gue sap resolvidos. Cada pProblema  pode
Provocar a derivacdo de outros dois que diferem apenas nos limites
inferiores & SUPeriOres de uma variavel. 0 processo ¢ ilustrado na

fig. 4.1 3

problema inicial

subprobl subproba

i I l

subprob3 csubprobsa subprobd subprobd

a

Figura 4.1 : Arvore binaria do processo de "branch and bound”



Mote que O valor ftimo da solugdo de um problema relaxado é um
limitante inferior para o valor 6timo da solugdc de gualguer problema

derivado deste atraves de modificacles nos limites das variaveis.

L2 Solugdo incunbente !
Consiste na melhor solugdo encontrada até o momento, satisfazendo
todas as restricbes do problema (inclusive integralidade). £ formada

pelos valores das variavels e o valor da fungdc objetivo.

4.1.2 FUNCIONAMENTCO DD_ALGORITMO_"BRANCH_AND_ BOUND

iy inicializacgdo ¢
.. . * .
Obtenha um limitante superior 2 para o valor o6Gtimo da
funcgdo objetive - se nenhuma solugdc factivel e disponivel
. \ . ¥
atribuimos um valor muito grande & £ .
Obtenha uma solugdo inicial (relaxadal para o problema a ser
resolvido. Esse ponto Jjuntamente com os  limites inferlores e
superiores das varidveis formam o primeiro problema  colocado na

lista mestra.

ii) iteragid3o principal

fHgora surgem os menclionados tesites de sondagem @
- se a lista mestra estd vazia , pare , a solugdo incumbente @&
ttima (pode ndo existir incumbente nessa ocasiao)d,
- m2 a lista mestra ndo estd vazia ;5 retire um problema da mesma
g resnlva-o. Isso equivale a alterar um limite de uma variavel e

resplver o problema resultante desta alteragaoc.



se o problema  resolvido e infactivel considerambs O 2 MmEaEMD

sontdados volte a (1i).

- se o problema resnlvido & factivel, e ja EQ o valor da fungao

objetivo para o problema. Entac

» ) .
- G@ Zm = 2 também consideramps o problema sondado pois
rnenhuma solugdo inteire originada desse problema podera
ser melhor gque a atual incumbentes volte a (ii1).

* - - - » -
- SB 20 ¢ 27 @ as variaveis inteiras Ja assumem valores
inteiros esta solugdo passa a ser a incumbente; volte a
(ii).

* . . . .
- se Za < 2 e algumas variaveis intelras assumen valores
n3o inteiros escolhemos uma dessas variaveis inteiras. Seja
i essa variavel e X g seu valor .temos ¢

k < &i< k + 1, k inteiro

crie {cologque na lista mestira) dois problemas ; que diferem

do corrente nas seguintes restrictes :

i i
onde li e ui sdp os limitantes de xi no problema corrente

volte a (ii)

Observagies @

1. Posteriormente {(item 35.3) modificaremos a estrutura da lista
mestra, eliminando a necessidade de incluir na mesma uma solucdo
inicial factivel para o problema associado.

2. Existem taticas para escolher um praoblema da lista (L1311 e



[141), visando reduzir © numero de problemas resolvidos. No nosso
caspoy escolhemos © problema que pOSSUl O MmENOT limitante inferior do

valor da fungdo objetivo.

2., Também existem algumas taticas para escolher a variavel
visando reduzir a guantidade de subproblemas resolvidos (L1313 e Liald).
No nosso caso, escolhemos a 2 variavel aque assume o valor mails
fracionario, ou seja, a variavel X onde 1 & determinado por

i tal que fi = max ¢ fk H fk = parte fraciondaria de xk 3

4,2 .0 METODO Dual _AFIN

Nesta secgdo focalizaremos a atengdo numa versdo de algoritmo de
pontos interiores conhecida como Dual Afim. A razan desse nome reside
no fato desta versdo trabalhar com o problema dual do problema a ser
resolvido e de se aplicar uma transformagdc afim as variavels de
folga.

A caracteristica que torna o dual afim extremamente atraente para

um processo de "branch and bound” & expressa no teorema a sequir :

"Seja o problema (P)e: minimize ct.x sujeito & A.x = Db
X = 0, & seu dual (D), maximize bt.w sujeito A ﬁt.w £ .
Entdo, s wW & interior a (D3 continua interior =]

alterarmos algum componente de b."
A demonstracdo & imediata pois o intericr da regiio definida por
(D) nio depende de b.
Faremos inicialmente uma andlise da versdo de algoritmo de ponto

finterimr utilizado. a partir deste algoritmo, faremns ag



justificativas do processo de funcionamento do "branch and bound” .
Finalmente passaremos a aplicagdeo ao modelo de planejamento de
mecanizacdo agricola e aos resultados dos testes e compar agies feitos.

Dutras wvariantes de métodos de ponto interior e maiores

informacbes sio encontradas no trabalho de Dliveira Lé&l.

4.2, 1 ALBORITMO_DUAL AFIM _PARA VARIAVEIS LIVRES

4.2.1.1 DESCRIGAD _BASICA

(1 algoritmo a seguir fpi proposto por Adler e ocutrosllld. Apbs a
discuse3n do algoritmo basico, apresentaremos no prax<ieo dtem as
adaptacles necessdrias para trabalharmos adequadamente com variaveis
ranalizadas.

Sejam os pares de problemas

(F)Y min & %

(D) max b .v
Gl Qt.v € c
v irrestrito
Ondes b 8 v s3o vetores de dimensdo my © € x sdo vetores de
dimens3o n € A& uma matriz de rank completo e dimensbes mxn Com m % N,
0 algoritmo dual afim para variaveis livres pode ser resumido na

seqligncia de passos a seguir :



inicio
. o . t o :
Sejam v e 7 dados tais que A .v < c & 0O <y < 1.
Faga k = O

enquanto “critério de parada ndo satisfeito” faca

inicio
g = e - atluk (DA. 1)
p¥ = diag(l/gt s e 1/gi> (DA.2)
d, = w9 8.ah e (DA.3)
%
d = -~ .d (DA.&)
Y v
xk = -(Dk)a.d s X variaveis primals (DA.3)
o =¥ . min [ -5 s/ d ), 2 td . <O l (DA.&)
1 Wl W o1
1 = 19 n‘-nf n
obs.: se dg Z 0, o dual & ilimitado
.<+ rl
vk 1 = Vk “+ G.dv (DAL 7Y
faga k = k + 1 {DALB)



4.2.1.2 _SOLUCAD DO _PROBLEMA _PRIMAL (ETAPA DA.D)

A fhrmula da etapa (DA.D) dm. método dual afim para variaveia
livres fornece a solugdo do problema primal e Ssua obtengao  pode
ser verificada atraves das idéias a seguir.

Sejam os problemas (P) e (D) do item anterior. Sabemos que se -
v s3p soluces 6timas de (P) e (D), respectivamente, entdo valem as

seguintes condigbes de otimalidade 3

Condighes de _Otimalidade :

ii) A .v £ C

{ii) %.(c - a¥ %) = 0 ou X.ic - A%.0)= 0 onde

X = aiag<§1,§a,...,§n:

bDado um ponto v que satisfaz (i1i) determinemos o correspondente

ponto x que satisfaz (i) de modo que x € v PrOocCurem satisfazer (ili:,

Iseo & traduzido no seguinte problema guadratico, se © — ﬁt.v = iy

min (X.g)t.(x.g) G.a8. B.x = b (PQ1)
X

H

rote que (X.g)t.(x.g) = ut.xa.g E (W, % )E = xt.ﬁfax

onde D = diag(l!gi, ene 8 lfun), portanto (PR1) se tarna 3



t -
min ¥ WD ?x G.a. RA.x =

o solucio de (PRR) & entdo

lL.agrange @

LixsA) = x .0 2x + at. (A.x
L xsA) _
< -2.D Z.x + A¥.A
ax
L (% ,N)
= f.x - b = 0
M
de (4,13 temos @
D 8. x = (1/2).8°. 0 & x

substituindo em {(4.2) temos

o

(1/2).8.05.8° A -b =0 =

2.t

2.(a.p5a% 7!

A = y b

sybstituindo em (4.3) temos

Se o valor da fungd3o objetivo de (PEE)

o ponto x resolve (P)

moveremos v numa diregao dv tal que v +

2 0 ponta v

b (PRE2)
pbtida via multiplicadores
- b)
= 0 (4.1)
(4.2)

g .t

= (1/2).D%.8%5.0  (4.3)
a.0%.a%x = 2.b
x = pE.at.a.0%a e (u.a

¢ suficientemente

resolve {D}rs caso

a.dv (o escalar)

3T -

e

Faqueno

contrario

continue



interior & (D) e ainda aumenta funcdo objetivo de (D). Esse movimento
de v atarreta um movimento a.dg do ponto 4 POisy
t
y + o.d =c - A (v +o.d )
Y v
t

c - A .v -~ Qt,u.ﬁ
v

o
+

Q
mh
i

d = _A -d (DA—““’

0 valor de @ deve ser escolbhido de modo que 9 + aﬁdu> O (DA.&).

Como o dual (D) & de maximizagdo, v + m.dv deve produzir um
aumento no valor da fungdo objetivo de (D), ou seja 3

bt.v + a.bt,dv ? bt.v - bt.dV > 0

De {4.4), a func3o objetivo de (PREY fica,

«. D% = bt.toa.at.<A.ne.ﬁt>“11t.n*a.ne.at.<A,98,at>”1.b
2 4 = ptoca.p®.ahH a0 07808 A . (AL D%AT) T
«E 0B« =bt.a.0f.a e > 0
Portanto escolhemos dv = (A.De.ﬁt)nl.b e note que dai teremos de
(4.4) x = p2.ab.a.0%a% "t = p%.A%.0 = “DE.dg (DA.S). Repare que a

discussao acima descreve totalmente o metode dual afim.

Vamos ag0ra comsiderar a pespecializagdo do algoritmo anterior
para 0 caso de varidveis canalizadas. As manipulagdes que seguem

assumem que todas as varidveis 3o canalizadas. Entretanto, & fTacil




acomodar a formulacdo para o Caso onde st algumas varlaveils Saop
canalizadas, evitando que sejam realizados calculos com limites
super iores grandes. Veremos adiante comb isso & fello.

Seja o problema primal @

{P1) & min € X
G.8. Ax = b
A E U
®x = O
onde i

G matriz m x n

®x ¢ vetor n x 1

jug

vetoer m ox 1
c : vetor n ®x 1

w o o vetor nox 1

Obs.: s %, = 1 > O fazemos uma transtformacio de variaveis para
colocar o problema na forma anterior.

Introduzindo variaveis de folga, podemos resestrever (Fl) como &

{(P2) * min C X
- Ax = b
X + 4 = u

o dual de (P2) e

{D)Y : max htv + utw



G .. ﬁtv + w £ C
w % O
v irrestrito

Para aplicar a (D) o algoritmo dual afim para variaveis livres

faremos a seguinte identificacdo :

o]
T I IR 3 R PR 6 PR

algoritmo podem ser descritos como

Passo DALL:
Wy, =€ - Rt.vk - wk
kK _ A
Hp
Passp DA.2:
kK L. k Kk
Dul = diagl 1/(91)1, awe B 1/(91)n3
k. ok k
Dga = gdiagl 1/(92)1, vewn 3 1/(ga}n3
Passn DA.3:
d kK B t “lry
v (2 0 (D ) 'l i
- E) ‘;i}. k a - -
d | I 1 ‘D.,,g’ v} 1 u

uma andlise mais detalhada da expressao acima fornece :



kK B _t k 2 -1
A.lD LA A. (D) b
dv _ gl gl
- kK 2 .t k .2 Kk P ’
d ., <Dg1) WA (Dgl) + cnga> u

psta Gltima express3o & traduzida no seguinte sistema de equacdes

lingares 1

k 2 .t k .2
- + . . = .
AL(D 1) ral dv a (Dgl) dw D (4.59)
" H8.at. a o+ % ¥ HF1. 8 = u (4.6
1 v Wl 2 w
de (4.6) temos
K .2 k . 2.-1 k 2 .t kK @ Kk 2.1
+ . (D ) R . = +
L)) (D53 Gi) sRTed, +od ST (D 2737w
g = (D¥ 1% D HF17 0 - ted % (D HF17 0% HE.at. a
w gyl uyc gyl ye 1 v
substituindo em (4.5) temos :
Kk 2 .t Kk .2 kK 2 kK 2.-1 Kk B %
o LATd - AL % . ) . =
A.(D] ) Y 1 D T+ (R "I (D, AT d
=b - amF PR % + p* KB, o
yi yl W



2 Fid

ac X 18,0 p* 1B+ d* HE3 7t p* HErp* B3 -
ul gl ye w1 We

241 (pX )a}.at,dv =

a H
g Wi

- (Sk )E +(Dk
Y

k
gl '[(Dgi)

b - a.0X K8, (D% 1B + (DX B3y
yl gyl We

portanto s

e y2ep® 1817 (pk )81 Lata =
g ye v

K
.I:(Dgi

A.[(Dk )
Yl

b - a.0® 18 p® HFr X HFamt o
yl ul 9&

ficamos com

Fazendo D = (DX »Z.0dX 1B+ (¥ HB371, (pk ¥
gl Yl ge ye
a.b.af.d =b - a. 0" K. 0 H® + D HE1" .y =5
v wl yi we
g = X 18 (¥ 817y - R B (DR 87!
w gyl e gyl u
note gue
kK .2 K .2 K .2 K 2 -1
= ( ) - =
D= [, L B S MR
1
{gf)?.(ggaf i
diagi > = diag{
1 1 2 k.2
-+
I K2 (a)y + eg)y
173 23

&
3



b =b - A

Szbngt

-

diagtl/(gt)§3 . dxag[i/(l/(g f + 1/1y
diag 1 . u
k. B k. B
‘Ut’f (w2 + (ug)y
{gk)a (uk)a
171" 2

B =t - A.D. dlag[{gg l.u

k
&

(uk)a (gk)e
. 1°i° 2'i — . K. & t
g = dlag[ k)E . k)a ]. u D .dxagﬁ(ga}li . 5 ‘dv
Y173 Yo'y
ka ka— : k& t
diag[(ul i.(ua 13 SDau D d1ag£(98 13 yal d
g = diag[(gk 23 D.diagl (y" EJ u - D.diaaf(uH%1. At
w E 21
o= k.2 kE _ Nt
dw = D.d1agt(ga)13 . L dlagi(gi i.u] fal .dv 3
Passn DRA.45
£ t
[ dul] [ A 1 ][ d, } - [ AT.d - d ]
dga o -1 dw - dw
Passa. . RA.Ji
- [ _ k 2
% = (Dgl) .dui =) xi = (dgl) / (u )

)E
i

-d

y

W



Passo RB.OL

k ‘(g:)x
(gl)i + a.(dgl)i =2 0 =» o= ip/ (dylii < 01

(g, ¥,

i1

K "(g;}i
(ga)i + a.(ﬁga)i >0 = o Lp/ (dge)i < Q1

: (dga)i

portanto, para (dgi)i e (dge)i estritamente negativos temos,

k k
_ (o7 (92 ~ |
o o= ¥ o, min 3 s 1 = l..n
(ﬂgi}i (duE}i
Passo DRA.735
Vk+1 vk
k+1 el 3( L S+ S v
W w w
Passo DA.B:
k 2= k + 1

Em resumoy ficamos com o0 seguinte algoritmo ¢

inicio
. o o .
Sejam v s W 2 )y dados tais que :
t o
A I
."O < | € e 0 <y <1
0 1 W 0



faga k = 0

engquanto “critério de parada ndo satisfeito” facga i
inicio
gt =g - ﬁt.vk - wk (DAC . 1
ok = - Wt (DAC.2)
2
k. k k
ﬂul = diagl 1/(91)1, “ww ¥ 1/(g1)n} (DAL . 3)
Dk = diagl 1/¢ k) 17¢ k) 1 (DAL .4)
g2 1ag Yalyr e v Y2'n :
A.ﬁ.ﬁt.dv =b - A.E.aiag£<g;>§1.u (DAC.S)
= . k., 2 . k. & t
dw = D.dlag[(ge}iE.{ diag[(gl)i.ul & ,dv 3 (DAC . &)
t t
dua o -1 dw - dw
k.2
xi L (dgl)i / (gi)i (DAC.7}

para (dgl). e (dga)i negativos e 1 = 1; ...s 1 (DAC.8H

k. k
—byg 7. —~{n_d
a =y . min 11 , e 1
fdul)i (dga)i
vk+1 ) vk ' d : (DLAC.F)
k+1 k . v
w w
w
k = k + 1 (DAC.10)



fim
fim

Ve jamos agora como podemos tratar o caso onde nem todas  as
variaveis s30 canalizadas. Uma primeira idéisa seria atribuly &s
variaveis que ndo s30 canalizadas um limite superior grande(facil de
determinar nos casos praticos’), porém durante as etapas de wumna
iteragdo do algoritmo dual afim para variaveils canalizadas
seriam realizados calculos com esses limites grandes.

A mistura de nameros grandes e PEqUETIOS em calculos
computacionais pode Ser praoblematica pois alguns resul tados
intermediarios que surgem durante a avaliagdo de expressdées podem nao
caber na representagao utilizada pela maquina. Por iss0 & conveniente
que sejam evitadas tais situacfes. No caso do algoritmo dual afim para
variaveis canalizadas, basta notar que &s restricies geradas pelas
ranalizacles de variadveis estdo associadas as varidvels w do problema
dual. Se fizermos wi: ¢ para as variaveis livres eliminamos O
raleulos envolvendo limites grandes.

Por exemplo, na etapa (DAC.S) temos,

A.ﬁ.At.dV =b - A.B.diag[(g;}ei.u (DAC.S)

. . X _ . - kK . .
para as varliaveis livres, wiw Oy © que implica que (ua)iz U. Assim se

g = diagt(gz)EB.u, cada compontente de g possul a forma 8, = (gg)fﬂui
e No caso w, = O ndo vai importar o valor de u, na BXPressas da etapa
{DAC.S). Para as demals etapas vale um raciocinio parecido.

A Gnica ressalva a estae idéla ocorre a0 testarmos se o vetor %

solucdo do problema primal numa certa iteracdo, satisfaz as restrigoes
de canalizagdo. Se um componente de x nNaA0 possul  limite superior
devemos levar isso em conta nos testes (no nosso caso atribuo o valor

-1 como limite superior parae tais variaveis).



4,.2,3 QBTENCAO DE UM PONTO INTERIOR INICIAL

g facil obter um ponto interior inicial para © algoritmo dual afim
para variaveis canalizadas. De fato, observando o sistema
ﬁtv + W X% C

w s 0

v » W irrestritos

verificamos que um ponto [ v? w3 com v = 0 e W dado par,
-2 58 c, = o
w, = 2.c. se c. <0 (4.7
i i i
> 0

& um ponte interior inicial.

Entretanto testes realizados em [6] indicam gque o procedimento
tipo faae_l descrito em [1] permite uma convergencia mais rapida.
Assim, adotamos um procedimento andlogo, descrito a seguir.

Supomos a4 principlio gque nao temos limites superlores Nas
variaveis. Isso acarreta que nao temos as variavels wy & o problema

assumne a seguinte forma

P': maximize bty
.. t <
sujeito a ¢t A .v = ¢

W irrestrito

Note que no Tinal da fase 1 temos um ponto interior para P

a

Neste momento recolocamos os limites superiores gue haviamos retirado.

Isto & feito fazendo-se W, = A s onde A & um valor negativo. E imediato

s o o . .
vaerificar que o novo ponto kv w 1 & interior ao problema (D).



E interessante observar que para obter o ponto v? utilizamos
explicitamente a matriz At, O que nNac erva o cash da alternativa
proposta nas formulas (4.7). Por outro lado, a eliminagao temporddla
das canalizagies ndo altera muito o problema ja que 6 as varlaveils
inteiras precisardo de canalizagoes para o funcionamento do  "hranch
and bound”s & estas variaveis s3o minoria (felizmente).

Na pratica, como ja vimos, a eliminagdo dos limites superiores &
feita zerando-se a corvespondente folga w, e utilizando wuma marca
(uim ~1) para indicar gue nao ha limite superior. Assis evita-se
calculos desnecessarios.

De acordo com [11] adotamps © 5aguinterracedimento para obtencao

do ponto interior inicial @

[a]

t
v *[uﬂnfnﬁ-bu]-b
=1) xm = g - Rt.vﬂ ¥» 0 4 entdo VD & wum ponto inteviov inicial,

caso tonirarios adicionamos uma variavel artificial o

() . . .. .
e { v va} serd um ponto interior inicial para o seguinte

problema :

P : max b .v - M. v
a a
S.a ﬁt Vv " 8@ WV £
- " L] - a - C
Vv oy Va irrestritoss, & = (1s 1y caes I)t,
- t o w]
M= . B o.v / Va y M uma constante grande



Aplicamos o algoritmo a Pa ¢ iteramos ate que Va( 0. S o

critério de parada normal & satisfelto e Va> C o problema oOriginal
K » * i . .

& infactivel. Se vaa O quando v = v (v solugaoc 6timar significa

.

.que P’ ndo tem ponto interior. Neste caso, continuamos normalmente com

.a fase 2 sem eliminar a variavel artificial.

4.2.4 CRITERIO DE _PARADA

As iterapfes do algoritmo dual afim podem ser interrompidas
quando as condigbes de otimalidade estiverem satisfeitas segundo
alguma tolerd3ncia fornecida, quando o acréscimo velativo da funcaoe
objetivo & muito pegueno, ou quando se verifica «que o problema e
ilimitado.

Adler e ocutrosl(i] sugerem que podemps iterar até gue 3

i ct.xk - ct.kai / max { 1, | ct.xknl < &
t k k k L.
onde ¢ = [ b ul s x =10vwv w 1 y & real positivo pegueno.
Note que no processo de "branch and bound” estaremos resolvendo

problemas que possuem a caracteristica de serem inicialmente primails
infacrtiveis {(lembre das restriges acrescentadas na geragao de
subproblemas). Assim 0 critério de parada que utilizamoé contém tambheém
um teste para verificar se a solugio de problema primal & fTactivel,
pols pode ocorrer a desigualdade acima sendo o primal infactivel.
luanto ao valor utilizado pavra &, testamos valores nao menores do
que 19~q! pois estamos trabalhando com custos de planejamento gue sao
obtidos por par@metros aproximados {(ndo teria significado nos

preocuparmos com frages de centavos).



4,2. 4.1, TESTE DE INFINITUDE

Buando o aumento relativo da fungdo objetivo comega & crescer
muito, podemos suspeltar que o problema alvo do algoritimo dual afim &
ilimitado. Nos casos que tratamos, o© aumento relative da funcéo
objetivo a cada iteragao € quase sempre menor do gque um. Entén se o
aumento relativo ultrapassa um certo valor alto (no nosso caso  100)
interrompemos o processo de solugdo e declaramos O problema ilimitado.

Este procedimento mostrou-se adequado em 100% dos casos testados.



5, IMPLEMENTAGAD COMPUTALCIONAL

0 algoritmo fel programado na linguagem €. A malor parte das
fungbes estdo relacionadas ao método dual afim. Foram tambem crladas
funclies que inicializam e manipulam As estruturas de dados

utilizadas(ver topico seguinte)l.
0 programa principal consiste no mecanismo de "branch and bound”.
Ele chama uma funecdo que executa o algoritmo dual afim € gera

problemas que sdo armazenados na memoria principal.

i 18 STRUTWRA_DE DADGS

A estrutura de dados utilizada no método dual afim €& a mesma
suger ida por Adler e outros en L[R)l. Sao mantidas na mewnbria as
matrizes A At s Aﬁﬂt além de mantermos espago adiclional para o
armazenamento da triangularizagac resultante da resolugio do sistema
linear em cada iteragdo do métodeo dual afim. Deste modos, podenos
atualizar Aﬁﬁt numa iteracao ao invés de a calcularmos novamente a
cada iteracao.

Para o armazenamento da matriz Ay adota-se uma estrutura de

vetores coluna esparsos, mencionados a seguii.

a : contém os elenmentos ndo nulos da matriz A em ordem de
colunas.
Ja : cada posigdo indica o ndmero da linha na qual o elemento na

mesma posicdo no vetor a, ocorve na matriz M.

ia : cada posigdo indica o inicio de cada coluna nwe vetor a.



Tambeém utilize uma posicdo extra para indicar o término
da Ultima coluna.

. t L
Para o armazenamento da matriz A 4 utilizamos vetores semelhantes

aos utilizados para o armazenamento de A, trocando—-se linhas por

columas. Ds vetores correspondentes 4 as 1a e Ja sdo at, 1at, e Jat.

. = .t ey
No caso da matriz ADA uwtilizamos o armazenamento sob a forma de

vetores linhas esparsos para os elementos fora da disgonal principal.

para

contém os elementos ndo nulos de ﬁgét em ovrdem de

%

aat

=

linhas.

aat_u  conmtém os elementos do fator triangular resultante da
eliminacdo gaussiana feita em ﬁﬁﬁt.

Jaat icontém o0s ndmeros das colunas respectivos a cada

elementoc em aat.

iaat : contém a posicdo inicial de cada linha nos vetores aat e
Jaat.
diayg : contém os elementos da diagonal principal de ﬁﬁét.

diag_u : contém os elementos da diagonal principal do fTator
. . = . = %
triangular resultante da eliminagao gaussiana em ADS .
. . ol - . _

No pspatco utilizado para a matriz ADA estac previstas posigoes

o fill=-in gerado durante a eliminacgio gaussiana.

As figuras a seguir illustram as estruturas de dados utilizadas.

Figurae 5.1 : matriz A&

ia :




. t
Figura S5.2 : matriz A
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Obs.: os vetores lstdst, 1stprd & pitrevd serdo comentados no proximo
item. Eles estao incluidos agora na fTigura 5.3 pov questan de

comodidade.



Para exemplificar, congidere a seguinte matriaz 3

>

#
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i

A matriz A sera entio armazenada da seguinte maneira 3

Figura S.4 : exemplo de estruturas de dados
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= o MONTAGEM DA _MATRIZ apat

Esta etapa do algoritmo dual afim exige um esforgo razoavel. FPara
acelera-la, utilizamos a tecnica encontrada 2m [21, gue conslste em
calcular parte dos produtos internos entre cada linha de A, mantendo
esses produtos num vetor.

Note que cada elemento de ﬁﬁét & formado pelo eroduto interno

- t
entre duas linhas,; de AD ¢ A respectivamente. Du seja;
™
B(i, i) = z AL, K) * ACJyk) * D(k)
k = 1

onde B(i,Jj) & um elemento de Aﬁﬁt.



Cada produto Ali,k) * A(J,k) & ralrculado uma dnica vez no inicio
do algoritmo, sendo 05 Mesmos armazenados nps vetores descritos a
seguir.

letprd

contém cada produto Ali,k) * A(J.k} em ordem crescente
de colunas.
lstdst : contém & posigdo de aat e aat_u onde deve ser acumulado
o resultado de cada produto com glementos em lstprd.
ptrprd : conteéem a posigdo inicial, para cada coluna de (A, da
seqiéncia de produtos em lstprd & lstdst.
0Os vetores acima s80 inicializados no comego do algoritmo e
. - -t . . i ”
utilizados na montagem ou atualizacao de ADA. Na primeivra iteragao
=t . ~ . .
calculamos ADA exatamente e nas lteracgoes posteriores a atuallizamos,
visando diminuir o esforgo computacional (il préximo tépice
descreveremos este aspecto com mais detalhes).
Devido a resolugdc do sistema linear no metodo dual atim
- % -t .
envolvendo ADA , temos que alocar zerps em ADA T sempre que Tiuma timha
j& houver ocorrido a geracdo de um elemento nido nulo. Por exemplo s se

. . -t . , -
na linha j de ADA (=] primeiro elemente nao nulo e a

5k entan

guardamps as POSigies para os glementos que surgirem na decomposieac)
jsto & feito gravando-se zeros nas posicies a . a, . .
9 POSiEO (Geiak T Bkt ©tC

E justamente este o motivo de existirem teécnicas de reordenamento

das linhas da matriz A visando & cbtengao de uma matriz ﬁﬁﬁt, de forma

que o numero de novos elementos gerados na eliminagdo gaussiana seja

mirimo.



.3 ATUALIZACAD DE ADA"

A atualizagio da matriz AﬁAt & obtida com o cdloculo aproximado da
matriz diagonal 5, mantendo alguns componentes D(i,i) de uma iteracao
para a oputra, desde que O desvio relativo destas componentes entre
iteracBes subseglentes seja pegquenc.

Para a atualizacdo de ABAt wtilizamos a relagdo descrita em Adler

= t t

e outros [21 , Q.Dk.ﬂ = A'Dkﬁl‘ﬁ + Q.A.Qt y onde A ¢ uma matriz

diagomnal. Cada elemento Ai de A & determinado atraves de :

A =0
1
se |D (i,1) - Dk_l(i,i)l /D] <8
A =D (iyi) = D, (1,8

se |D ¢i,1) - D _,Gi,12] ~ D, _,¢isid]| 2 =

k—1 1

Adler e ocutros[P] relatam ganhos de 104 no tempo de processamento
gragas ao uso desta forma de atualizacao. D valor te fu: 0.001 fol

usado em Nnosses testes.

5,4 PONTO INTERIDR INICIAL PARA SUBPROBLEMAS

Um resultado fundamental da programagdoc linear € gque uma solugao
6tima de um problema de programagido linear se encontra num extremc do
politopo de restricbesiaal. lsso significa computacionalmente aque
algumas das componentes das foloas ¥, & 4y assumirdo, no  46timo,

valores peguenos. Por conseguinte, a matriz D pode perder a sua



precisdo de maneira a inviabilizar o calculo das projecbest dw & dv}.
Detalhes sobre erros em operacies de ponto flutuante podem ser
encontrados em [E2R) e (23].

Para evitar tais problemas fizemos o seguinte @

Ao aplicarmos o algoritmo dual afim ao priselro subproblema

relaxado verificamos guando o decréscimo retativo da fungdo oblietivo

menor do que uma tolerd@ncia So' Gluando isso acontece gravamos a
solucdo atual (do problema dual) num vetor, sendo es5ses valores
utilizados como ponto de partida para todos os problemas gerados o

processo de "branch and bound". Este procedimento @ encarado como uma

fase 3 do algoritmo. Entdo temos as seguintes etapas inicials 3

Fase 1 : obter um ponto interior inicial para o problema

relaxado.

Fase 3 @ iterar até que o descréscimo relativo seja menor do

que ﬁD, guando isso acontece salve & solugdo corrente
e passe para a fase .

Fase & : iterar até que o0 critevio de otimalidade s ja

satisfeito.

A ideia desse procedimento € aprovelitar uma parte do esforgo
feito para obter a primeira solugdo, ou seja, partindo-se de uma
solucio inicial o caminho seguido pelo algoritmo até a solugac Otima
de um preoblema seria parecido para os diversos problemas dgue difeream
entre si na canalizagdeo de algumas poucas variaveis. Além dissos a
lista mestra nao precisasra conter splugbtes de partida, o que

representa uma economia consideravel em termos de memdria necessaria
]

para a mesma.

Outra motivagdo & idéis da fase 3 ¢ ¢ fatoc de mantermos COmo



ponto inicial para cada problema, um ponto  interior mais longe das
paredes do politopo de restrigbes do que uma solugac Otimas de  um
problema prévio no processo de "branch and bound” . Sendo o dual afim
um algoritmo de ponto interior, nao € sensato partiv de pontos

préximos da fronteira da regido definida pelas restricdes.

.

Sabemos que o maior esforgo por jteracaoc no algoritmo de eonto
interior QCcorre na resolugde do sistema linear simétrico envolvendo a
. =t . . .
matriz ADA . Assim & muito importante melhorar o desempenhio  desta
eftapa.
. . . - % )
Organizamos as linhas da matriz & de modo que a matriz ADA figue
com O menor namerc possivel de elementos diferentes de zero. Para ver
— t -
como cada elemento de ADA e formado, suponha que D=1 e note que o
. t . .
elemento da matriz AA sdc formados pelos produtos internos de cada
par de linhas. Disso inferimos que se uma linha muita densa esta nas
primeiras posigies, o0 seu produto interno com as outras tera mails
. ) t ) .
chance de produzir um elemento nao nule em AA ou sejas Ciiar

"Fi11-in". Para contermos este problema adotamos o procedimento

i

descrito a seguir.

As restrigbes (2.82) , de area , e (2.3) , de precedéncia, s30
rolocadas como as wultimas linhas da wmatriz tecnmiééica,pmis elas
envolvem varidveis de muitos periocdos; consequentemente s3o mals
densas. As restrigies (2.4) 5 de tratores,; e (2.3 » de implenentos.
s%0 colocadas em primeiro lugar, pois envolvem periodos isolados (830

menos densas).



Aléem dessa organizagdo da matriz A, execubta-se um  algoritmo
chamado Minimal Degree [(R0O] {descrito no item $S.8), procurando-se

. .. . . = &
melhorias adicionais na esparsidade de ADA .

S.6 RESOLUGED DO SISTENMA L INEAR

0 maior esforco computacional do algoritmo dual afim reside na

" . . =t - . = . .
resoluc3o do sistema linear ADA .dv = b. A matriz ﬁDﬁt & simétrica e
definida positiva (velja observacao no Fim deste item). Assim, whH

. U
precisamos guardar metade dos elementos de ADA . 8 para resclver o

sistema podemos utilizar decomposigdo de Cholesky. Entretanto: esta
opeio requer a wutilizacdo de raizes Qquadradas, © 2 que torna  a
decomposicdo mais lenta e imprecisa. Preferimos entdo, wtilizar a

tradicional eliminagdc gaussiana como mencionada em [2].

No inicio de cada eliminscdo gaussiana copiamos as elementos de
aat para aat_u e diag para diag_u, passando entao a trabalhar com
agat_u e diag_u, aplicando as operagies elementares tambem no velon by

até obtermos o fator triangular superior U e o vetor transformado b’.

Finalmente cobtemos a solugdo do sistema por substituicdo regressiva.

- . . . . .
Obaervacdo @ ADA & siméirica e definida positiva pols,
. - 44 -1 -4
L (ADA Y = AADY = ADA

N LA -
i) para gualquer velor 3 NEC NUle temos | X ADA % » O <« ¥ DBy > ©

pois cada slsmentoc de B § ssiritomsnles positivo,



5,7 ECONOMIZANDO MEMORIA

Pode~se economizar algum espago nea membdria principal se
notarmos que &

i)Y n3o & preciso conhecer ; na pratica, os valores assumidos

pelas variavels y.

ii) by = - oW (logo Yo ndc & usado explicitamente)

i) dga = - dw (idem)

Numa fase inicial fazemos um pré-processamento da matriz
tecrolégica eliminando as restricies que possuen somente um  elemento.
Iésa & feito igua{and0m$e a variavel correspondente ac valor do seu
reECUrsn bi e a seguir stualizando-se o vetor b. Esta tarefa ¢ feita
pOr um pré-processador que tem tambem a funcao de aplicar o algoritmo
Minimal Degres & estrutura simbblica de ﬁét (vegja topico seguintel.
Quando ocorre a eliminagdo de uma varidvel desta maneira o usuario e
informado para que possa levar em conta esse fato novo. Num sistema
integrado seria facil gerar um arquivo com as varidveis eliminadas e

seus valores para depois remontarmos a solugao do praoblema completo.

5.8 ACELERACAD DO ALGORITMO

No inicio de cada itesracdo calculamos e armazenamos ats matrizes

diagonais diag{ (gl>§ Y e diag{ (ga)E

N ¥ pois as mesmas sao utilizadas

na montagem do sistema linear e solucdo do problema primal.

fissim, economizamos algumas multiplicagdes. Por um motivo analogo

-~y

calculamos uma Unica vez em cada iteragcdoc o produto D.diag{iy )?},

2

pois o mesmo & utilizado no calculo de dw e b.

- By -



Como o maior esforco por iteragdo do algoritmo dual afim reside

e . = Lt - : . s
na resolugdo do sistema A.D.A .dvz b, aplicampse 0 algoritmo Minimal
Degree” & matriz A, visando minimizar o fill-in gerado na eliminacao

gaussiana.

0 nome “Minimal Degree” origina-se no fato de podermos
representar a esparsidade de uma matriz sob a forma de um grafo. £
termo "Degree” (do ingl®s grau) se refere ao grau de cada nd desse

grafo [20].

0 algoritme "Minimal Degree” na verdade e uma gliminagao
gaussiana simb6lica, ou seja, ndo sao realizadas operagoes aritméticas
sendo somente verificados se os elementos sdo nulos ou nac. Como a
matriz Aﬁét & simétrica e definida positiva ndo olhamos para a
magnitude dos pivos [E23]1. Note tambem gque permutar duas linhas de &
equivale a fazer uma permutacdo simeéivice em ﬁﬁﬁt, ou  sejdas permutar
seqbencialmente as linhas e colunas de Qﬁét.

(] algoritmo "Minimal Degree” foi programado como Lm
pré-processador da matriz tecnolbgica. Assim, antes de aplicarmos ©
"branch and bound" o pré-processador cria outro argquivo com a matriz
tecnolégica reordenada.

Existem outrops algoritmos para diminuir o esforgo na resolugdo de
um sistema linegar. Alguns exemplos seriam "Minimum local fill-in” e o
algoritmo de Tarjam para transformar uma matriz na forma bloco

triangulars facilitando desta forma a solugdo do sistemal20].



&. ESTUDO DE CASD

.1 CONGIDERACOES INICIAIS

O segulir passaremos a mostrar o8 resultados dos testes feilrtos com
as ideias do presente trabalho. s testes estdo divididos em duas
classes, testes com o dual afim e testes com © “branch and bound".

e testes comg o© dual afim visam avaliar ©0 qualidade da
implementagdo utilizada e para issn o dual afim € comparado a0
simplex. Os testes com @ "branch and bound’ visam comparar o seu
desempenho com um algoritmo “"branch and bound"”" que percorre os pontos
extremos do politopo do problema (método dual simplex canalizado).

Portanto, para complementar os testes feitos implementamos
versBes do algoritmo simplex [8671 e do algoritmo dual simplex
canalizado [273].

Tais algoritmos utilizam estruturas de dados as mais parecidas
possiveis as utilizadas pelo dual afim e foram tambem compilados gpelo
mesmo compilador.,

O algoritme simplex utiliza a forma produto da inversa da base e
para reinverstes foi utilizado o algoritmo de Larsen [2&1, o gue torna
o simplex mais robusto. Uma das finalidades de implementarmos o
algoritmo simplex foi utilizé—-io como iniclalizador de wum algoritmo
"branch and bound” baseado no algoritmo dual simplex canallzado.

A algoritmo dual simplex canalizado e descrito em [E7], & permite
que, partindo-se de uma solugdo dual factivel (porem primal infactivel

devido & alguma canalizagao violada), tentemos obter a factibilidade

do problema primal sem acrescentar restrigles explicitamente. A



finalidade de sua implementagdo foi utilizéd—lo no lugar do algoritmo
dual afim no processo de "branch and bound", & cbOm 1850 Tazernos
comparagoes.

Este "branch and bound” tem muitas partes em comum com O baseado
no dual afim. Utiliza estruturas de dadoe parecidas ® 0o mecanismo de
"branch and bound” apresenta as mesmas caracteristicas descritas no
item 4.1.

As maioria das medigdes foram fTeitas num computador da linha
pr-XT com clock de 10 Mhz e ro-processador BUB7, o que representa  uma
maguina 215% mais rapida do que um PC padr3c. Ds tempos medidos nao
incluem o pré—-processamento da matriz tecrnolbgicas o tempo gasto na
sua leitura, assim como o tempo gasto na inicializacgdo das estruluras
utilizadas pelo algoritmo. Os problemas de malor porte, nos testes com

o "branch and bound", foram otimizados num computador VAX 11/785.

5.2 TESTES COM O DUAL AF IM

Fara averiguarmos S8 a8 nNossa implementagdo do algoritmo dual afim
estad razoavel., fizemos & sua comparagao com o0 sSimplex oenclonado,

utilizando alguns problemas da série NETLIB.

Na tabela 1, temos o resultado da aplicagao dos algoritmos dual
afim © simplex a alguns problemas da série NETLIB. Nesta tabela temos
as seguintes informagies :
tempo @ tempo gasto em segundos.

média : tempo gasto pelo simplex dividido pelo tempo gasto pelo dual

afim.



Froblema Simplex Dual Afim Me&dia
tempol(s) tempois)

AFIRO 10 10 1.0

ADLITTLE 70 53 1.7

SCAGR7 194 73 2.6

SHAREEZDB 166 110 1.9

Tabela 1 : comparag2o entre o dual afim e 0 simples

6 seguir temos os resultados da aplicacdo dos algoritmos dual
afim e simplex a alguns problemas do NODSS0O modelo  de plane jamento
agricola. Tais problemas apvesentam dimensdtes malores do que oS
utilizados para testar o “branch and bound”s & apresentaram a
caracteristica de sesus duais ndc apresentarem pomtos  interliores.
Observe que, neste caso nao consitderamos variaveis Inteiras.

Na tabela 2 representamos os dados basicos destes problemas & na
tabela 3 os resultados das comparagbes. Na tabela & representamts  Os

seguintes pardametros @

M : numero de linhas do problema.

b : namero total de varidvels do problema.

NZ(A) : gquantidade de elementos ndao nulos na matriz A.

NZ(Aﬁt) : quantidade de slementos nao nulos na matriz ﬁﬁt, inclulindo o
fill-in gerade na eliminagdo gaussiana.

A : percentual de esparsidade da matriz A.

%AAt : percentual de esparsidade da matviz aab.



Problema M N NZ(A) NZ (AR T) %o Whh
COPERADL . 001 5 93 =0% Gép l &4, Hel S4 .0
COPERADL .O0R2 87 161 384 2536 & e 338.5
COPERADL..003 121 e H526 S027 1.%6 it . 3
COPERADL . 00% 13% e7e &9 7ige 1.7 S

Tabela 2 @ dimensoes dos problemas

Na tabela 3 temos as seguintes informagoes
tempo : tempo gasto em segundos.
média : tempo gasto pelo simplex dividido pelo tempo gasto pelo dual

afim.



Froblema Simplex Dual Afin Medla
tempo(s) tempolis)

COPERADL .0O1 31 Sy .57

COPERADL . 00L &3 180 0,35

COPERADL.OO3 124 4&7 WL.E6

COPERADL . 004 176 794 .28

Tabela 3 : comparagio entre o dual afim @ o simplex

4.3 TESTES COM_ O "BRANCH AND _BOUND"

e TN et it et il er A 2 B

Para testar o algoritme “branch and bound” wutilizamos dados
gentilmente fornecidos pela Cooperativa Faulista COPERBULAR, snpresa
na qual o autor deste trabalho atuou comd #s5tagiario. Messa
pportunidade participamos do desenvolvimento de um sistema the
planejamento que utilizava programagao linear [10J.

Atraveés de pEguenas alteragdes no programa de geragas da wmatriz
tecnolbgica efetuamos a geragido de matrizes parae o problema wmisto

envolvido rno presente trabalho.

Na tabela 4 temos as estatisticass em termos de dimensdes, dos

problemas testados. Nesta tahela representamncs Os ssguUilntes
parametros:

4 : pamero de variavels inteiras do problema.

M s pumero de linhas do problesma,



N namero total de varidvels do problema tinclusive intelirasit.

NZ(A)

"

gquantidade de elementos rnao nulos na matriz A,
NZ(&At) : quantidade de elementos nado rwlos na matriz Aﬁt, incluindo o

fill-in gerado na eliminacdo 4ausSsSiIANd.

%A : percentual de esparsidade da matriz Ao
van b ) . . %
yAATLY : percentual de ssparsidade da matriz AA .
Este problemas visam acompanhar a evolugan che gstorgo

computacional guando aumentamos as dimenstes do problema e tambem o

namero de variaveis inteivas.



Problema z M N NZ (A} NZCBA s YA
PSMORD . 120 o 10 | au 40 39 16.67 39.0
PEMORD . 128 z 10 | 24 40 39 16.67 35,0
PSMORD . 126 4 10 | as 40 39 16,67 3% .0
PSMORD . 128 =] 10 | 24 40 35 16.67 3% .0
PSMORD . 220 0 16 | 34 b4 53 11.76 Ha .
PSMORD . 222 2 16 | 34 b4 53 11.76 36.3
PSMORD . 224 4 16 | 34 bh 93 11.76 6.5
PSMORD . 228 8 16 | 34 b4 53 11.76 356.3
PSMORD . 320 0 18 | 41 83 119 11.89 36,7
PSMORD . 328 2 18 | 41 83 119 11.85 6.7
PSMORD . 324 4 18 | a1 83 119 11.85 36.7
PSMORD . 328 g8 18 | &1 83 119 11.85 d6.7
PSMORD . 4Z0 o 19 | 4z 83 145 i1.53 4, 1
PSMORD , 422 2 19 | 4@ B3 145 11.55 4.1
PSMORD . 424 4 19 | a2 83 145 11.53 Gu.1
PSMORD . 4Z8 ) 19 | a4z 83 145 11.53 4.1

Tabela 4 : dimensdes dos problemas

Ma tabela 5 temos dados referentes ao tempo  gasto a SHECUEAC
completa do algoritmo "branch and bound” com o dual afims neEsta tabela

temns



probhs. : gquantidade de problemas resolvidos durante o RIoCessd
de “branch and bound”.
it.tot . total de iterapbes gasto.

it _med

Aamero médio de ilteragdes pPar problemna resolvide o
processn de 'branch and bound” .
tempol{s) 1 tempo total gasto, em segundos.

s tolerancias utilizadas nos testes foram as sSeguinles 3

¥ = 0.93
& = .1
i
£ = 0,001
W
d = 195 (numevo arande para a fase 1)



problema probs. it tot 1t _medio LEMPO\S )
PESMORD. 120 1 21 e1.0 5
PSMORD. 122 1 el 21.0 4
PEMORD . 124 5 &3 18.6 13
PSMORD. 128 9 138 1%.3 #285
PSMORD . BZ0 1 ee z28.0 &
PSMORD. 2Z2 1 2e 28.0 7
PSMORD .224 3 G 14,0 ig
PEMORD.2Z8 23 28& 18.4 76
PEMORD.3£0 i 23 g3.0 7
PEMORD . 3E2 1 235 EE. G 7
PSMORD . 324 VIA0 converge idem jden i e
PEMORD . 328 39 488 .5 151
PSMORD . 420 i g3 23.0 &
PSMORD. 4Z2 i 23 23.0 5
PSMORD . 424 13 16% 13.0 ue
PSMORD . 428 33 383 1i.46 13e

Tabela 5 @

A tabela & apresenta o resultado

bound"

b

resultados dos testes com o dual

da

aplicagan

do

"branch

baseado no dual simplex aps mesmos problemas da tabela 4.

afim no branch and bound

and



problema subprobs. it _tot it _medio tempols)
PSMORD. 120 i i3 13.0 !
PSMORD . 1228 1 13 13,0 3
PEMORD. 124 5 17 e "
FOMORD . 128 @ =25 2.7 7
PEMORD . 220 1 29 2% .0 7
PSEMORD . 222 1 es 29.0 &
PSMORD .224 3 34 11.3 &
PSMORD .. 228 21 &9 3.3 20
FSMORD . 320 1 27 29 .U £
PSMORD.IZE 1 29 B9 .0 7
PSHMORD . 324 @ G b oty 12
PSMiIRD . 328 P 77 & ds B
FSMORD . 420 1 29 29.0 &
PSMORD. 422 1 29 EF .0 7
PSMORD .. 4Z4 2 38 O iz
PEMORD . 428 ev 6% E.4 25
Tabela & : resultados dos testes com o dual simplex no branch  and
bound.

MNa tabela 7 temos uma comparagac entre os dados ds tabelas 5 @ &

nesta tabela temos as seguintes informacgoes s

tempa : tempo gasto em segundos.



média : tempo gasto pelo “"branch and bound” utilizando © dual simplex
dividido pelo tempo gasto pelo "bramnch and bound” utilizando ©

dual aftim.

problema Branch and bound : Branch and bouwnd :| media

dual simplex dual afim

tempo(s) ' tempo(s )
FSMORD. 120 3 ) 0.60
FSMORD. 142 3 “4 G.73
PSMORD. 124 o4 13 G.31
FSMORD. 128 7 28 V.25
FPSMORD.220 7 & Fa 1%
PSMORD.222 & 7 0O.86
POMORD . 224 B8 Y= Gaeh’
FEMORD . 228 20 = U.2&
PEMORD . 320 & 7 0.86
PSMORD ., 322 7 7 1.0U
PSMORD . 324 iz S ————
PSMORD . 328 g2é 151 Gal7
PSMORD . 440 & & U&7
FSMORD . 422 7 Ed U. 78
PSMORD . 424 iz S a2
PSMORD . 428 23 138 U. 15

Tabela 7 : comparacan entre o branch and bound com © dual si1mplex &

branch and bound com dual afim



Para finalizars a tabela 8 apresenta os yesultagos o8 2 aplicagaon
do algoritmo "branch and bound Ccom © dual atim £ COm dual Blaflex &0k
problemas da tabela 2, aos quais exigimos que Ccinch de &uUas Varlavels
foscem tratadas como intelyas. Lembiramos que tais tesies Torawn Te1L108

num computador VAX 11/785. Nesta tabela temos a seguinte notagao 3

BBDA : "Branch and Bound” com bual AT,
BBDS : "Branch and Bound” com Dual Simplex.
num, probls. reswl;idoa ¢t numero de problema resolvidos durante o
processo de “branch and bound’.
total de iteractes : soma das quantidades de jteraghes gaslas o
todos os problemas resolvidos durante o processo
dee “branch and bound’ .
média iter. por probl. 1 puamero médio de iteragdes por problema
resolvido durante o "branch and bound .
tempo(s) : tempo total gasto, em S2aUNdo%5 .
média BBDS/BEDA : tempo gasto em BBDS dividido pelo tempo gasto em

BBDA.



problema num.probls. | total de media 1te . L@y e 1 &

resglvidos iteracgoes eor PP obl. BB,

BEBDA |BBDS |BBD& |BBDS |BBLA |BBUS [BBL~ [BBLD BEDM

COPERADL . QO1 15 13 157 BB lw.d 6. B 1oy a4 R )

COPERADL . QOC 15 17 1&e 1éd .o Y.t léeal 151 U OB

COPERADL. . 003 7 7 102 200 14.6] 31.4 Lihe &5 U O

COPERADL . OO 1 1 39 249 go.uleay.u WA bt Ve lw
Tabela B : outra comparagao entre o branch and boungd com ©

dual afim e branch and bound com o dual simplex

&8




7. DISCUSSAD E COMENTARIODS

0. método dual afim gasta menos iteracdes na resolugao de
problemas quando o ponto de partida & o obitido na fasg 3, OO0 que 5Se
tivesse sido resolvido do inicio. Tambem notamos dque O fato de
alterarmos as canalizacbes de uma dada variavel exige que © craiterio
de parada do algoritmo dual afim inclua um teste de fTactibllidade do
primal , Pois somente o decréscimo relativo da fungao obletivo nao
garante esta ultima condigdo.

Notamos que se a solugdo 6tima de um subproblema & utilizada como
ponto interior inicial para outro problema, O algoritmo dwal afim
falha. A razao disso estd no fato de que uma solucas btima  de  um
subproblema se encontra num extremo do politopo de . Tesbr lgoes e
portando as folgas Y, e Y, se tornam muito peguenas numerlcamente.
Assim, ND Casc Jdg uima solugdo num extremoc & matiiz I pode apresentar

. PN
elementos muito grandes acarretando que a AbLA 1= Lor ne Man

condicionada (para ver isso basta notar que cadse elemento de ﬁﬁﬁt
envolve produtos internos de linhas de A Jjuntamente com elementos
(grandes) de D>.

Outro fato digno de note ¢ & balixa esparsidade de Hﬁt. Ooservamnos
que & média desta esparsidade ¢ de 3B%. Adler e outros [1] enfatizam
que o método dual afim & extremamente sensivel a densildade de Hﬁﬁt -
manter esta matriz esparsa & essencial ao bom desempenho do algoritmo.
Atraveés das tabelas encontradas em [11 e L&l relacionadas ad conjunto

de problemas teste NETLIB , onde o dual afim mostrou bom desempenho,

verificamos que a média de esparsidade & de 3.8 % 1880 significa que

o modelo de planejamento agricola ndo mostra o alto desempenho do



metodo dual afim, pois a resolucdo do sistema linear & um grande
consumidor de tempo em cada iteracio.

Observamos aue a medida que a dimensao dos problemas crescems O
desempenho do algoritmo dual afim dlmlreui; e portanto o Twranch  andg
bound”; que utiliza o dual afim, tambeém tem seu desempenho reduzido.

0 valor da tolerancia £m = 0.1 Ffoi obtido atraves de muiltos
testes. Se Ew & muito préximo de epss observam—-se 08 problemas
numéricos Jja mencionados. Se ﬁo & muito grande o numero de iteragoes
gasto em cada subproblema aumenta, tornando o “branch and bound”

ineficiente.



8. CONCLUSAD

& ideia de se resolver os subproblemas de um algoritmo  "Dranch
and bound® utilizando o método dual afim foa expliorada no modelo de
planejamento agricola. Uma das motivacdbes para essa idera ol o grande

sucesso da aplicagdo do algoritmo dual afim a problemas de progy anagan

linear.

Concluimos que as principals dificuldades da 1déla residem na
paixa esparsidade apresentada pela matriz QEHt e no Tato de  una
solugdo 6tima-de um problema relaxado se encontrar perto de um

extremns.

Coms vantagem, assinalaria a facilidade com aue o asetodo dual
afim se aproxima do 6timo jé que as solucbes Oo meEsmno sao  interiores
ac politopo de restrigbes do problema. A introdugido de restrigbes de
canalizagio ndo afeta o método de obtengdo de usm ponto  inicial  daal
factivel.

Fimalmentes acreditamos que para problemas onde a estrutura de
AAt & muito esparsa; a ideila de wtilizar o dual afim no  “branch  and
hound”® deve garantir bons ganhos em termos de teapo de pypressamento.

Mosso comentdrio sugere a montagem de um  algoritmo  “"branch  and
bound' de uso geral. Neste, os problemas gerados durante o Processo
edo resolvidos ou pelo dual afims ou pelo dual simplex, sendo a
decisio tomada automaticamente através da avallagado da Eeparsidéda tda
matriz Aﬁt; Tal avaliagao pode ser feita numa Tase inicial de
preprocessamento, tal como fizemos parva reordenar as linhas da mabriz

A.

Inspirando-se na idéia de utilizar algoritmos de ponto i1nterior



para resolver problemas te programacac inteira, gostaria de sdugerir

como assunto para pesquisas futuras testes sobre a uJtilizaegao de

LM
algoritmo de ponto interior, adaptado para resolver um problema
quadratico, como metodo para resolver um probplema com va lavels
sero-um. Alguns detalhes sobre como transformar um problema  com

variaveis zero-um num problema quadratico, estan no apeéendice 3.
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APENDICES

1. FORMATD DODS ARGUIVOS DE DADOS LIDOS PELOS PRUOGRAMAL DESIE TRABALHU

0 problema a ser resolvido deve ser montado num srquivo  do Lipo
texto com o formato descrito a seguir.
Cada linha consiste de trés pardmetros, normalmentie asscociados  a
cada elementc ndo nulo da matriz A, que chamaremos de Pl PJ & PX.
Eles significam respectivamente o numero da linha onde esta o
elemento, 0 ndmero da coluna e o préprio elemento.
Ds casos especiais sdo @
al pi = —1
Neste caso px & um componente, nap nule, do vetor b. O
parametro pJ indlica qual o componente.
Default para b : O

by pi = -2
Neste caso px € um componentes nao nulo, do vetor . O
parametvo pJj indicae gual o compontente.
Default para c : O

) pi o= -3
Neste caso px & um componente, nido nulo, do vetor 1 (limites
inferiores?!. 0 parametro pJ Indica guasl o conpongnte.
Default para 1 : ©

gd) pi o= —4
Neste caso px & um componente, nao nulos do vetor u (limites
superiores). 0 paradametro pJ indica qual o comporente.

Default para uw : —1



e) pi = -5
Neste caso pJ € um compongnte do vetor 2z {cada componente
igual a 1 se a variavel respectiva deve sey tratada como
inteira & zevro caso contrario’. U pardmeiro p) indics qual
o componente e o valor de px ndo  lmporte mas deve estar
presente. A presenga de cada linha neste formato basta para
indicar que uma dada varidvel deve ser tratadse como Inteiva.
Default para z ¢ O

f) p1 = —&
Neste caso px &€ O valor de eps que desejamos utilizar, pld e
desprezado mas deve estar presente.
Default para eps @ 0.00]

g} pi = -7
Neste caso px € 0 valor de ¥ gque desejamos uwutbtilizar, pJ é
desprezado mas deve estar presente.

Default para ¥ : 0.95

Observaglies 3
Na leitura de dados, qualqgquer elemento da matriz cujo wvalor
-
absoluto for menor do que 10 & desprezado. Us dados podem estar em
gualquer ordem € nac & necessarioc indlicar paramelyos Como O NUMBEro OE

equacles e varidveis. Sdo feitos teste de consistencia e toda

a
membria ¢ alocada dinamicamente.

0 problema primal deve estar na forma padrio, ou SE )
minimizagdo da fungdo objetivos restrigoes de 1gualdade @ Nac

negatividade.



2. DETERMINAGAD DA PRECISAD NUMERICA DE UM COMPUTADOR

Os compqtadcres que utilizemos efetuam caéalcuwlos com Precisao
precisdo dupla. Isso que dizer que o signrnificado de uma dada variavel
atinge somente ate aproximadamente o© 167 digito. MNa verdade essa
precisiao depende da forma de representacac de numer 0s utilizada pelo
compilador ou pelo hardware do computador. Seu valor exato pode ser

abtido com o seguinte programa simples em linguagesn Lo

#include <(stdio.h>
double eps = 1.0;
main()
{
while ({1.0 + eps} > 1.0) eps /= 2.0}

eps = 2.03

printf{"Eps = %e\n",; eps);

1 valor absoluto do expoente de eps assim  obtidos forngce o

digito mais significativo.



3, TRANSFORMACAD DE UM PROBLEMA COM VARIAVEIS ZERO-UM EM U PROUBLENA

QUADRATICO

Bejam M um ndmero positivo grande e g um vetor de un . Lonsidere
o seguinte problema com varidveis zero-um 1asn dipgnsses de et PEEE g

vetores estdo corretas),

t
(PZ) maximize T X
sujeito a Bo.x 5 b
0 = x £ e x inteiro

podemns transforma-lo no seguinte problema guadratico
- t t ,
(PR maximize oLk~ Mok o Lve T oK

sujelto a . % = b

0 £ x = e

0 problema (PZ) pode ser solucionado resolvendo-se {(FL) tatvaves
de um algoritmo de ponto interior adaptado para o cCaso quadraticol

devido &s seguintes propriedades :

*
(i1} Se x & uma solucan Htima de (FU) e x* & imtelir e entac &
tambeém Gtimp de (PZ2).
Justificativa :
* . . t
Como x & inteiroy o termo Mox i - x3 na fungao objetivo

de (PDRY se andla 2 portanto (PQY se torna igusl a (P,

.. * e . #* -
(ii) Se x & uma solucdo btima de (PR & x nao  tem todas  as
romponentes inteiras, entao (PZ) nao tem solugado intelira

factivel.



Justificativa :
* e . -
Comp x nap tem todas as componentes intelrass temds que
A * t LR * m
Clux o~ Mulx YJle - x Yy < ¢ .x e partanto x & uwuma solugdo gue

.. LA - . .
maximiza C X 3 pOrém nao € inteira.

(11i) Se (P nao tem rnenhuma solugaw factrvel entac =y Ao
tem nenhuma sbhlucdn factivel.
Justificativa 3

A menos da integralidade, as restrigdes de (PZ) & (PR sao
as mesmas. Como (P2) restringe mals o espago de solugdess se (P

n3o tem solugdo factivel, (PZ) também nao tem.

Obs. : Lembramos gue & possivel transformar um problema Comnm  var laveis
inteiraz limitadas em um problema com variavels zero-um. U preco a ser

pago & um aumento no namero de varlavels do problema.



