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Sumario

Fste trabalho trata de sistemas lineares incertos, invariantes nmo tempo,
continuos ou discretos e representados por equagbes de estado. Objetiva-se
consiruir uma lei de realimentacéo linear de safda para garantir sua Tobustez,
frente a variacoes de paramétros do sislema original. As incertezas afetam di-

retamente as matrizes do modelo matemético do sistema. A técnica utilizada

consiste em obter um problema de programagao convexa que, ao ser resolvido
fornece o ganho de realimentagao procurado. Igualmente, condigoes necessarias
e suficientes, para existéncia de solugéo do problema de controle robusto enun-
ciado sio obtidas e analisadas. Os métodos numéricos propostos sao testados

com exemnplos cldssicos da literatura.
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Capitulo 1

Proposicao do Problema e
Resultados da Literatura

1.1 Introdugao

Nos ultimos anos, muito se tem feito para o desenvolvimento de novas Ine-
todologias de controle para os chamados sistemas incertos. No caso linear,

invariante no tempo, os sistemas incertos podem ser caracterizados por !
i=Az+Bu ; (AB)eD (1.1)

Onde 7 € R é o vetor de estado e u € R™ € o vetor de controle . Deve-se notar
que as matrizes A e B que definem o modelo em questao nao sao exatamente
conhecidas. Sabe-se apenas que o par (A, B) pertence ao conjunto convexo
D o R R E claro que o conjunto D é perfeitamente conhecido.

Via realimentagio de estado dois importantes problemas, para esta.classe de



sistemas dinamicos, foram resolvidos :

¢ Problema 1 (Estabilidade) : Determinar o conjunto dos ganhos de

realimentacio k € K que estabilizam (1.1) para qualquer (A,B) € D .

e Problema 2 (Otimizagdo) : No caso em que K # 0, determinar a

solugao de

min {f(k): k€ K} (1.2)
onde f(-) : K — R éuma fungao dada .

O objetivo desta tese é resolver os problemas (1) e (2) considerando reali-
mentagao de safda {y = Cz € R") e realimentagao dindmica. Em seguida,
apresentamos algumas abordagens cldssicas para analise e solucdo desses pro-

blemas. em particular para o problema de estabilidade.

1.1.1 Mdétodo 1

Steinberg e Corless em |1}, introduziram condicdes suficientes de estabilidade,
generalizando os resultados de estabilizacao de sistemas lineares incertos, via
realimentacio de estado, para realimentacdo de saida. Considere o seguinte

sistema dinamice .



i = Ar+ Bu + Belt,z)

(1.3)
y=Cr

Onde € R" é o vetor de estado, u € R™ é o vetor de controlee y € &' € o vetor

de saida com r > m. Supde-se gue A seja uma matriz assintoticamente estavel
e a funcho €(t,z) representa as incertezas do modelo. Note que, as incertezas

7
atuarn no modelo através da matriz de entrada B. E claro que esta hipdtese é

muito restritiva . Ademais, assumindo que :
e(t,z) <plil, p 20 (1.4)

e considerando o par (4, B) controlével e o par (A,C) observédvel, é possivel

determinar ~ de tal forma que |2} o controlador linear :
w=~~3B'Pr (1.5)
estabilize (1.3) para toda incerteza satisfazendo {1.4). A constante 7 depende
de p. A matriz P, simétrica e definida positiva, satisfaz a equacao de Lyapunov:
PA+AP-Q=0 (1.6)

onde Q@ = @' > 0. Se for possivel determinar @, de tal forma que para algum

G ocorra ;
B'P=GC (1.7)
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entio a realimentacio de estado (1.5), torna-se uma lei de realimentagao de

saida, com as propriedades anteriormente enunciadas. Isto é, o controle linear :
u= -Gy (1.8)

estabiliza (1.3). A solugao do problema proposto é muito dificil. De fato,

G € R™*T existe se e somente se a fungao de transferéncia gr (s) for Estritamente
Real Positiva (ERP)

gr(s) = GCisI — A]"'B (1.9)

Note que esta condicio de existéncia envolve a matriz G , nao sendo portanto
adequada . Em [1], o5 autores analisam o caso 8IS0, sto é m = r = 1. E claro
que neste caso, G é um escalar e consequentemente o seguinte resultado pode

ser estabelecido.

Lema 1.1.1 Dado {4, B,C) onde A € assintoticamente estdvel, o par (A, B) €

controldvel, ¢ par (A, C) € observdvel e m = r = 1. Se a fungdo de transferéncia
g(s) =C sl - A 'B (1.10)
¢ (ERP) entdo existe € R. tal que

U= Y (1.11)

11



estabiliza {1.8).

No caso geral, isto é m e r quaisquer (menores que n), a determinagio da
matriz G € R™*" pode ser feita a partir da solu¢éo 6tima do seguinte problema
CONVexXo

min{||B'PH|* | P> d, AP+PA<0] (1.12)
Onde H = I - C'(CC')7'Cl e ¢ > 0 é um escalar arbitrariamente pequeno.

A solucio 6tima deste problema permite concluir que existe & satisfazendo as

restricbes (1.6} e (1.7), se e somente se
iB'PH|? =0 {1.13)
Neste caso. a matriz de realimentagéo de sajda é dada por
G = BPC(CC)? (1.14)

Como veremos nos capitulos seguintes, problemas de ofimizagao como (1.12)
podem ser resolvidos por métodos numericamente eficientes. Ademais, sendo
convexo. sua solucao étima global sempre pode ser determinada, permitindo
portanto explicitar numericamente a condicao necesséria e suficiente acima enu-
ciada.

Embora (1.12) seja uma generalizagao importante do lema anierior, na me-

dida que permite calcular um ganho de realimentagio de saida no caso multi-

12



variavel, sua utilizagao é extremamente limitada, devido as hipdteses feitas a

respeito das incertezas que podem ocorrer no modelo original {1.3).

1.1.2 Método 2

Em [3], os autores introduziram um método que permite determinar uma lei

de realimentacao de sajda linear que estabiliza assintoticamente uma classe de

sisternas dinamicos incertos. Esta classe é definida na forma

i = Az + Bu + B{AAr + ABu)
(1.15)
y=0Cz
Onde, z € ®" , u & R™ ., y € R. Por hipétese, a tripla (A,B.C) é

estabilizavel e a incerteza no controle é tal que
2]+ AB+AB >0 (1.16)

L importante novamente salientar que as perturbagbes ocorrem através da
matriz de controle B. Portanto trata-se de um modelo muite particular. No
artigo acima citado, os autores introduzem o chamado Problema de Lyapunov

Restrito{PLR) : Determine P >0 e G com dimensoes apropriadas tais que

13



T (AP '+ P1AYT <0
(1.17)
B'P = GC
onde T define uma base ortonormal no espago nulo de B', isto é B'T = 0 com
T'T = ]. Supondo que este problema admite solucao, pode-se estabelecer o

seguinte resultado.

Teorema 1.1.2 Considere o sistema (1.15), satisfazendo as hipdteses anteri-
ormente definidas. Se o Problema de Lyapunov Restrito admite solugao eniao

a ler de controle
u= —~Gy (1.18)

para v > 0 suficieniemente grande, estabiliza o sisiema em constderacdo para

toda tncerteza factivel.

1.1.3 Método 3

Em |4 Keel, Bhattacharyya e Howze estudaram a determinacao de uma lej

de realimentacao de saida robusta para o seguinte sistema linear

14



i=(A+AA)r+(B+ABu

(1.19)
y=Cr
Por hipétese, as incertezas sdo modeladas da seguinte forma :
(1.20)
Onde as matrizes A, € B, sao conhecidas. Definido as matrizes
A;= A~ BGC
(1.21)

EgﬁAi—‘B{GC . 1.':]’...’7-

no artigo acirna citado, o seguinte resultado é estabelecido,

Teorema 1.1.3 Com as hipdteses acima consideradas, o sistema (1.19) € as-

sinfoticamente estdvel se :

r

> Pl < p(G,L) (1.22)

FES)]
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onde

(G 1) = 2Bl

~ JEPSPET?
(1.23)
AP+ PA;+L'L = 0.

E importante notar que o Teorema acima fornece somente uma condicao sufi-

ciente de estabilidade para o sistema incerto {1.19) e pode ser provado consi-
derando a Tuncido de Lvapunov v{z} = z'Pz . Para tentar minimizar o caréter
conservativo deste resultado, os autores definem o seguinte problema de oti-
mizagao, que ao ser tesolvido permite determinar o ganho de realimentacao de

safida procurado

- -1
min p(G. L) {1.24)

Embora os autores nao tenham notado, o problema acima é extremamente
dificil de ser resolvido, pois sua funcéo objetivo nao é diferencidve! em todos os
pontos do seu dominio. A despeito deste fato, introduzem um método baseado
em gradientes que nao tem nenhum embasamento teérico para funcionar. Esta
afirmaciao serd melhor avaliada a partir de exernplos numéricos considerados

nos capitulos seguintes.

16



1.2 Conclusoes

Neste capitulo introdutério, apresentamos trés procedimenios que permitem
sintetizar controladores, via realimentagéo de saida para modelos lineares in-
certos.

E preciso enfatizar alguns aspectos negativos dos métodos analisados. In-

felizmente. nos restringimos a estes métodos pois sao os mais importantes que

existern atualmente na lteratura.
1. 86 tratam modelos continuos no tempo .

2. Os dois primeiros métodos consideram uma classe de incertezas extrema-
mente Testrita. De fato as variacdes paraméiricas no modelo nominal de-
vemn estar no espaco - range da matriz nominal de entrada. Esta hipdtese

limita, em muito, os resultados conseguidos.

3. O método 3 nao apresenta esta restricao mas por outro lado nao tem
um embasamento teérico adequado, no que diz respeito ao procedimento
numérico proposto. Praticamente, pode ser mostrado {ver exemplo num-

1

érico no artigo original [4]) que as magnitudes das incertezas que o con-

trolador pode suportar sao extremarmente pequenas.

17



Neste sentido, o objetivo desta tese é sanar estas limitagdes e propor um

método de analise de estabilidade e sintese de controladores, via realimentacao

de saida, com as seguintes caracteristicas :

1.

[ )

Seja possivel manipular sistemas dindmicas incertos, continuos e discretos

no tempo.

As incertezas sao modeladas em uma forma suficientemente geral. De

fato, consideraremos que em (1.1)

N N
AE{DA?:{A:A:TZOQA;' 3 }:Qisls a,—EO} (1.23)
1=} t=1
. M &
Be Dp = Binzd#;Bj s ZI—LJ':]’ ﬂ-j%O (1'26)
j=1 g=1

Quseja (A, B) € Dyx Dp onde Dy e Dp denotam obviamente conjuntos
convexos limitados. Por exemplo, poderemos considerar situagoes préaticas

onde os elemnentos das matrizes A e B pertencem a um intervalo real dado.

. O problema numérico a ser resolvido terd uma geometria simples {conve-

xidade)}. Isso o torna atrativo do ponto de vista algoritmo, na medida que
os mais importantes e eficientes métodos de programagao matemadatica,

podermn ser utilizados para a determinagao de seu 6timo global.

18



4. O problema de controle étimo (1.2) poderd também ser resolvido. Obje-

tiva-se neste caso, expressar a melhor performance do sistema em malha

fechada, tendo sido a priori assegurada sua estabilidade assintética.

19



Capitulo 2

Sintese Via Realimentacgao de

Estado

2.1 Introducao

Cormo vimos no capitulo anterior, os métodos existentes na literatura para o
estudo de estabilidade de sisternas incertos sé se aplicam em casos muito parti-
culares. O objetivo deste trabalho é desenvolver novos métodos que permitam
manipular modelos mais gerais. Neste sentido, neste capitulo, introduzimos as
idéias de base para o caso de realimentacio linear de estado. Serao estuda-
das as propriedades bésicas do problema de estabilizacdo, sobretudo no que diz
respeito a sua convexidade. Este capitulo baseia-se essencialmente em (11, 112

Consideramos os seguintes modelos dindmicos. No caso continuo no tempo:

i(t) = Az(t) ~ Bu(t) (2.1)

20



e no caso discreto no tempo:
z{t + 1) = Az(t) + Bu(t) (2.2)

Em ambos os casos, assumimos que os modelos sao multivariaveis isto é,
r € R, u € R, As matrizes A e B sao tais que 4 € Dy e B € Dp, sendo

estes conjuntos convexos e limitados. Consequentemente, podemos definir

¥ N
DA:{Aizaa,A,‘, }j(x,:l,a,}:()} (2.3)

izl [E=p

M M
DB:{BmZ#:Bm Z#i“—”lsﬂjf«fo} (2.4)
1=1 7=13

A seguir, as seguintes defini¢oes de estabilidade quadratica serao importan-

tes ;

Definicdo 1 : (caso continuo) : O sistema continuo (2.1) é quadraticamente
estabilizavel via realimentacao de estado se existirem W = W' > 0 e K, com

dimensdes apropriadas, tais gue :

(A~ BEKYW ™' - W Y A-BK)<0 : A€Ds, BcDp (2.5)

Definicdo 2 : (caso discreto) : O sistema discreto (2.2) é quadraticamente

21



estabilizével via realimentacao de estado se existirem W = W' > 0 e K, com

dirnensoes apropriadas, tals que :
(A- BKYW(A- BK) -W <0 Ae Dy, Be Dg (2.6)

A interpretacao é simples. As defini¢des 1e 2 exigem que um dnico ganho

de realimentacio estabilize todos os modelos possiveis.

Com o objetivo de simplificar a anélise de estabilidade, introduzimos o cha-

mado sistema dindmico aumentado, onde as matrizes A e B em (2.1}, (2.2) séo

substituidas respectivamente pelas matrizes F e E assim definidas (p=mn-+m)

pé[é ‘GB] : f—:é[{’““’*] (2.7)

}mxm
Dois fatos importantes devem ser observados. Em primeiro lugar, as matrizes

de controlabilidade dos pares (A, B) e (F, E) sao relacionadas por
rank [Con{F,E} = m + rank Con{A.B)] (2.8)

isto implica que as propriedades estruturais do par (A.B) sao exatamente as
mesmas do par (F, E). Ademais, as incertezas nos modelos (2.1 e (2.2} podem

ser descritas da forma

L
Dp = {F: EeFe =1, &2>0 (2.9}
£=

1

J!“*
i, r—

.
1
—

com LENXM,

22



2.2 Sistemas Continuos

Antes de estudarmos os sistemas continuos incertos, apresentamos a seguir

alguns resultados relativos aos sistemnas dinamicos lineares.

Teorema 2.2.1 O sistema linear continuo, definido pelo par (A, B) € estabi-

lizdvel via controle linear de realimentagao de estade se € somenle se extstir

wme matriz W = W' € RF*F | escrita na forma
N W, W,
) =

com a submatriz W, definida positiva, tal que

dIFW -+ WFz2<0 ¥V z2#0 @ Ez=0 (2.11)

existern matrizes K e P = P' > 0 tais que
(A- BK)P '+ P *A-BK)<0 (2.12)

Formando & matriz W como

[ P PE
W= [KP ) ] (2.13)

23



onde (7) indica uma matriz simétrica arbitraria {m x m) e lembrando que E'z =

0 implica em termos ' = [ 2 0 } ¢ RF, oblemos

dNEW+ WFz=1 {A—- BK)P + P(A - BK) z (2.14)

= (Pz)'|(A~ BK) P '+ PYA - BK) (Pr) <0
como o vetor z é arbitrario no espago nulo de E', a primeira parte do Teorema

ests provada. Suponha agora a situacho inversa, islo €, que para uma certa
malriz W, a desigualdade (2.11} seja satisfeita. Particionado-a como indicado

emn (2.10) obtemos

AW, — BW, + W A"~ W.B <0 (2.15)

e definindo P = Wy e K = WA vem

(A~ BKYP™'+ P }(A- BK) =
(2.16)
= WV LAW, - BWL =Wy A' - WLB W <0

isto prova do Teorema proposto.

Teorema 2.2.2 O sistemna tncerto (£.1), € quadraticamente estabilizdvel via

controle linear de realimentagdo de estado se € somente se existir uma matriz

24



W= W' e RFF | eserita na forma

ij 'ﬂ’!z
W= {W{ Ws] (2.17)

com a submatriz Wy definida positiva, tel que

2 FW+WFiz<0 ¥V 20 :+ E'z2=0
(2.18)
f=1---1L

Prova : Suponha novamente que o sistema (2.1) é quadraticamente esthilizavel.

Neste caso. exislem matrizes K e P=P' >0tailsque VA€ Dysev B¢ Dg
(A- BKYP '+ P (A~ BK) <0 (2.19)

Em particular, a desigualdade acima vale pare A = A, e B =RB,ondei=1---N
ej=1--M Ademals, com F; formada pelo par {4,, B,}, considerando W, =
PeW, = PK'elembrando que E'z = 0 implica em termos = [ r 0 } £ Rr,
obtemos

& FOW -+ WFz=1'[(A - BK}P+ P(A - B,K) «

(2.20)
— (P2} |(A, - B,K)' P~} + P4, - B,K) (Pz) <0

como o vetor z é arbitrario no espaco nulo de E', a primeira parte do Teorema

25



estd provada. Suponhea agora a situagio inversa, isto é, que para uma certa
matriz W, a desigualdade (2.1B) seja satisfeita, Particionado-a como indicado

em {2.17) obtemos
AW, BV Wi~ WiB} < 0 (221

Definindo P = W, e K = H«-’éﬂ-"{l, para qualquer A € Dy e B € Dp temos

(A - BK)P '+ P YA~ BK)| =
= E::Ll }:;\ia acp; { (A - B;K)P '+ P A, - B;K)} = {2.22)

= W{SE, T eun (AW - B + WAl - W.B) W <0

com (2.21). a prova do Teorema decorre da definicdo 1. Dois comentarios sao
importantes. Em primeiro lugar. o Teorema acima perrnite concluir que a esta-
hilidade de um numero infinito de modelos pode ser testada somente com um
ntrero finito de restricoes {igual a L+1). Os modelos que definem as restrigoes
(2.17) sio chamados de modelos Extremos.

A segunda observagio diz Tespeito a geometria das restricdes acima menciona-

das. Definindo a matriz

(2.23)

26



¢ Tacil verificar que as matrizes W factives no Teorema 2.2.2 sao tais que Wecd,

onde
CE2{w=W : ZFW+ WFjz<0, £=0---L , E'z= 0} (2.24)
Teorema 2.2.3 O conjunto C tem as seguintes propriedades
1. C # 0 se e somente se o sistema incerto ¢ quadraticamente estdbilizavel.

2 ( € um cone convero.

9. Se W. @ ( entdo eriste X, € R tal que o hiperplano < W. N, >= 0,

separa W, de C.

Prova : A prova do item 1 ¢é dada no Teorema anterior. A prova do item 2 é
imediata pois ¢ é a intersecqao de um numero infinito de restri¢des lineares e
se W e Centho AW e C,%¥ A >0 A prova do item 3 seré feita por construgao.

Defina

pr = max {2 (FeW -+ WF)jz « E2=0} , (=01 {2.25)

lizd=1

e 2; o vetor 6timo associado. Defina ainda os pardmetros étimos.

p. =max{p; : £=0---L}
Z, = & (2.26}

F,SFE



que permitem determinar a malriz

X, =22 F + Flzz, (2.27)

Neste caso. podemos calcular com < W, X, >2 Ty {W'X,}:

< W X, >= 2 (FW, + W.E)z,

= p. (2.28)

pois W, € C. Por outro lado, para ¥ W e C temos

< W. X, »>= 2 (FW+ WE)z,
(2.29)
< 0

Isto implica que o hiperplano < W. X, >= 0 separa W, de (. A prova do
Teorema proposto estd concluida.

Neste ponto, algumas observ¢oes sao importantes. E facil verificar que o
conjunto ¢ definido em (2.24) nao depende da submatriz Wy € R™*™. Neste
caso esta submatriz pode sempre ser calculada de tal forma a tornar a matriz

W semidefinida positiva.
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Por outro lado, sendo € um cone aberto, sem perda de generalidade, pode-
mos torna-lo fechado apés a escolha conveniente de um escalar positivo.
Estas duas observacdes permitem redefinir o seguinte cone convexo {echado

(para simplicidade usaremos a mesma notagao) que satisfaz os Teoremas ante-

riores.
CEW=W>0:FW-WFiz<-1, £=0---L, E'z=0} (2.30)

Como j4 foi dito, a normalizagio adotada é arbitréria. Sendo { nao vazio, resta
definir uma funcao objetivo conveniente para a determinagao final de uma ma-
triz particular W € (. Neste trabalho esta fungao objetivo seréd determinada
de {forma a obtermos ganhos de realimentacéo de estado 0s menores possiveis,

Neste sentido temos para VW € (¢

Wy > 1
W o> 0= Wy > WWIW, (2.31)

» : -1
}\ = W’éu’l
COﬂsequente.mente temos

KK' < KW K'=W,W/ "W, < W, = E'WE (2.32)

29



Portanto a norma espectral do ganho satisfaz a seguinte desigualdade que per-

mite determinar a funcao objetivo a ser minimizada
1K < Auax (EWE) 2 f(W) (2.33)

O préximo Lema define as propriedades geométricas da fungao objetivo acima

definida.

Lema 2.2.4 A funcdo f{W) 2 3ueEWE) © C == % ¢ convea,

Prova : A convexidade do conjunto ¢ é uma consequéncia imediata do Teorema
2.2.3 ¢ do fato que o conjunto das matrizes simétricas semidefinidas positiva é

Convexo.

Considerando agora W, e W, arbitréariasem C e A € {0,1 temos
g Py

FOM = (1 - A W)
= max {2/ (AE'W,E + (1 = A)E'WE)z : Jlz] = 1}
< amax{ZEWEz : |z =1}+ (1 - Nmax {ZE'W,Ez : |z} = 1}

= M{W) - (1 - X)f(¥e)

isto prova o Lema proposto.

Com base nestes resultados, o ganho de realimentacao de estado que es-

tabiliza e (de certa forma) otimiza o sistema linear incerto em consideragao ¢
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determinado a partir do problema :

min{f(W) : We} (2.35)

Este problema é convexo e sua solugdo 6tima permite determinar K = WiWw’
que é o ganho de realimentagao de estado procurado. Nos capitulos seguintes

proporemos um método numérico capaz de resolver (2.35), detectando inclusive

quando ( = 0.

2.3 Sistemas Discretos

O estudo de sistemas discretos é similar ao estudo apresentado anteriomente
para os sistemas continuos. De Tato, apenas a funcao de Lyapunov é diferente,
sem que isto altere as propriedades geométricas dos problemas de programagao

matematica a serem resolvidos.

Para o estudo de sistemas discretos sujeitos a incertezas necessitamos do

seguinte resultado fundamental.

Lema 2.3.1 Assuma gue W = W >0, entao
L L
FWF <Y FWF, W FeDr, ) &=1,&>0 (2.36)
=21 £=1

Prova : Considerando z € R arbitrario porém fixo, definimos a funcao g{-) :
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RFF == R

gt F) 2 FWF: (2.37)

Esta funcao é convexa. Realmente, para V F,T' ¢ ®F*F temos

£
A

—50(F + aT) = 22 TWI'2 > 0 (2.38)

onde a desigualdade ocorre devido a nao negatividade de W. Usando este fato

em conjunto com a definicao de Dp temos

dEWF'z = g(Sh, 6F)
< Yy Ea(F) (2.39)
= 2 {25:1 &F}WF{’} 2

Como z € RF é arbitrério, (2.39) implica em (2.36}. Isto prova o Lema proposto.

Teorema 2.3.2 O sistema linear discreto, definido pelo par (A, B) € estabi-
lizdvel via controle linear de realimentagéo de estado se € somente s¢ ertster

uma matriz W= W >0 € ®RF*F | escrita na forma

(2.40)



com a submatriz Wy definida positiva, tal que
dFWF - Wz2<0 YV z#0 E'z=0. (2.41)

Prova : Suponha inicialmente que o par (A, B) é estabilizdvel. Neste caso,

existern matrizes K e P = P’ > 0 tais que
(A- BK)P(A—-BK) - P <0 (2.42)

Formando a mairiz W como

[P P
W= [KP KPK' l (2.43)

Lembrando novamente que E'z = 0 implica em termos 7 = { z' 0] e R,

ohiemos
2 {FV;»’F’ - Wiez= T {A - BEK}P(A ~ BK)' - Pz <0 (2.44)

como o velor 2 é arbitrario no espago nulo de E', a primeira parte do Teorema
estd provada. Suponha agora a situagao inversa, isto é, gue para uma certa
matriz W, a desigualdade (2.41) seja satisfeita, Particionado-a como indicado
em (2.40) obtemos

AW, 4' — AW,B' — BW, 4"+ BW:B' — W, <0 (2.45)
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que pode ser reescrita na forma

(A~ BWIW W, (A~ BWWTT) — Wi+
+B Wy — W,W/ W, B’ (2.486)

<0
A matriz BW; - Vﬁ"zﬂ‘i"{lﬁ-’ﬂB’ é sempre semidefinida positiva pois W 2> 0.
Definindo P = Wy e K = Wi vem
(A - BK)P(A- BK) ~ P <

~BW, - W,W/ W, 1B < 0

isto prova do Teorema proposto.

Teorema 2.3.3 O sistema incerto (2.2), ¢ guadraticamente estabilizdvel via

controle linear de realimentagéo de estado se € somente se existir uma matriz

W =W >0 € RF | escrita ne forma

com & submatriz W, defimda posthiua, tal que
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SIFWF -~ Wz<0 V z#0 @ E'z2=0
(2.49)
£=1---L

Prova : Suponha novamente gue o sistema (2.2) é guadraticamente estabi-
lizdvel. Neste caso, existern matrizes K e P = P/ > OtalsqueV A€ Dye
¥V Be Dg

(A - BK)P(A- BK) - P <0 (2.50)

Em particular. a desigualdade acima vale para A = A, e B = B, ondet =1+ N
e j = 1---M. Ademais com Fy formada pelo par (A, B,;). considerando
W, = P, W; = PK' e Wi = KPK' e lembrando que F'z = 0 implica em

termos z' = [ A ] € RF, obtemos

2 FWF - W z=1'{{A - B;K)P(A - B,K) -Pir

<0

como o vetor = é arbitrario no espaco nulo de E. a primeira parte do Teorema
estd provada. Suponha agora a situagao inversa, isto é, que para uma certa
matriz W. a desigualdade {2.49) seja satisfeita. Particionado-a como indicado

em {2.4%) obtemos
AW A~ Al ’2'5’;- -~ BW, A, + BjW"gB; - W, <0 (2.52)
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Definindo P = W, e K = W/W, !, para qualquer A € D4 e B € Dp temos (ver

Lema 2.3.1) : ,
(SN 0 A PR, @id)) <

S, aAP A, = S, TN, oy AP A,

(E?len“ijK)P( ﬁl“s’K’B;) <

<M wB,KPK'B) = £X, T, au; B, KPK'B;

PAPY LY |

consequeniemente podemos calcular

{A - BK)P(A—- BK) - P| <

t

< 0

< TN UM o, {A‘-WlA; ~ AWiB, ~ BW]Al + BW.B; ~ Wl}

(2.53)

(2.54)

(2.55)

sendo que a ultima desigualdade é uma consegiiéncia direta de (2.52}. Portanto,

a prova do Teorema decorre da definicao 2. Os comentérios felios para o caso

de sistemnas continuos continuam validos para os modelos discretos. O mesmo

ocorre com as propriedades do cone C definido em {2.30). E claro que este cone,

para o caso de sistemnas discretos, deve ser assim definido :

cé{w =W>0 :FWF-We<-1, £=0---L, E'z=0} (2.56)
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& facil ohservamos que o cone definido acima (2.56) satisfaz todas as proprieda-
des estabelecidas no Teorema 2.2.3.
Em conclusio, definindo as funcdes matriciais ©,() : (= 0---L como
sendo:
QW) = F, W+ WF, (2.57)
para o caso continuo e

O W) = FWE - W (2.58)

para o caso discreto podemos fazer um tratamento unificado para ambos defi-

nindo ¢ cone generalizado
AW =W3>0:70Wz<-1, £=0---L , Ez=0} (2.59)

Neste ponto é importante salientar que o céleulo do hiperplano separador é
diferente do caso continuo mas igualmente simples. Nas mesmas condi¢oes do

Teorema 2.2.3 temos

pi = tr:na_ﬁ{,z"'(t‘eﬁ('}&f’)2 : E'z =0} (2.60)
X,=Flz.z'F. - 2,z (2.61)

Finalmente, é importante observar que mesmo para o €aso discreto, a desi-

gualdade (2.33) continua vélida, consequentemente o problema (2.35) representa
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uma versao unificada do problema de controle 6timo de norma minima para os

sisternas continuos e discretos.

2.4 Conclusoes

Neste capitulo apresentamos condigdes de estabilidade para sistemas lineares

continuos e discretos no tempo. Estas condigdes sao {dceis de serem generaliza-

14
das para sistemas dindmicos incertos. E importante salientar que, no caso de
realimentacao de estado, os resultados sao obtidos via condigdes necessarias e
suficientes. Ademalis, a sintese do ganho de realimentagao ¢ feita mediante a

solucao de um problema convexo de programagao matematica.
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Capitulo 3

Qintese Via Realimentacao de

Saida

3.1 Introdugao

O objetive deste capitulo é apresentar condicdes suficientes de estabilidade
quadratica via realimentacio de saida para sistemas lineares incertos. Este
capitulo generaliza os resultados do capitulo anterior para este tipo de reali-
mentacio. Desde logo, € importante enfatizar que, para o caso de realimentacao
de saida, s serao apresentadas condicdes suficientes de estabilidade. Até o mo-
mento, nao existe na literatura {nas mais importantes publicagdes que pudemos
consultar) qualquer resultado que estabeleca condigdes necessarias e suficientes
de estabilidade de sistemas lineares com controle via realimentagao de saida.

O aspecto fundamental dos resultados é que o ganho de realimentagao po-

dera ser calculado pela solu¢ao de um problema convexo de otimizagao. De
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fato, através de uma transformagao de similaridade, podemos desenvolver um
algoritmo eficiente para a solugao do problema proposto.
Consideramos os seguintes modelos dindmicos. No caso continuo no tempo:

2(t) = Az(t) + Bu(t)

(3.1)
y(t) = Cz(t)

e no caso discreto no lempo:

ot + 1) = Az{t) + Bu(i)
(3.2)
y(t) = Cz(1)

Fm ambos os casos, assumimos que os modelos sao multivaridveis, isto é,
re R . uc R™ey€ R. Ademais, a matriz C é suposta ter rank completo.
Como no capitulo anterior, assumimos que A€ Dye B¢ Dp. Para o caso
realimentacio de saida, as seguintes definicoes de estabilidade quadratica serao

importantes :

Definicio 1 : (caso continuo) : O sistema continuo (3.1) é quadraticamente

estabilizavel via realimentacao de saida se existirem P = P'> 0e G, com
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dimensdes apropriadas, tais que :

(A- BGC)P '+ P A~ BGC)<0 : AeDs,BcDg (3.3)

Definicio 2 : (caso discreto) : O sistema discreto (3.2) é quadraticamente
estabilizével via realimentagao de saida se existirem P=PFP >0eG, com

dimensdes apropriadas, tais que :

(4- BGC)P(A- BGC) ~P<0 : A€D,,BeDp  (34)

Novamente, a interpretagzo é simples. As definicoes 1 e 2 exigem que um
tinico ganho de realimentacéo de saida estabilize todos os modelos possiveis.

E claro que como o sistema dinamico aumentado, por nao depender da
matriz de saida €, continua vélido. Como no capftulo anterior consideramos
F e Dr.

Para simplificar & notagao, definimos as matrizes



onde C, € RI-™>r e D, € Rr*(n-7) ¢ yma matriz qualquer que deve ser deter-

minada de forma que a matriz

seja inversivel,

[ C F
39 Sistemas Continuos
Antes de estudarmos os sistemas continuos incertos, apresentamos alguns
resultados relativos aos sistemas dinémicos lineares.

Teorema 3.2.1 O sistema linear continuo, definido pelo par (A,B) € esta-
Lilizdvel wvia controle linear de realimentagao de safda se ertsiir uma matriz

= W PP escrita na forma

W, W
) =
L {W; 14"3} (38)

com a submatriz W, definida posstiva e D € Rin-7xn tql gue T existe e

dFW 4 WFiz<0 ¥ z2#0 + E'2=0
(3.9)
C,WD, =0
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Prova : Suponha que existe uma matriz W que satisfaca as hip6tleses acima

enunciadas. Neste caso temos

AVV; — BW’; - ‘V}A’ - VY}B’ ==

= (A~ Bﬂ-"él’r’fj)ﬁﬂ + WA - BWIW Y =

=W [(4 - BV, W (A B W)Wy

<0

(3.10)

Definindo P = W) e G = W,C'(CW,C") ! obtemos

Wiw = (WP (TWAT) T

= W, [ o

: ] Ch,C
D“EC'

C"V} Cr

= [wict wip' | [ PIC

usando o fato que C, WD, = 0, vem :
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cw,p 17 ¢
DW, D' -

(3.11)

ew,p 1 ¢
DW, D o




3 C
? -1
‘/Vzru*l_l — { Mrzlcl! 0 ] (C“ 10) 0 ] -

H; ty =1
0 (DW, D) 5

L

N [ (cw,C)iC
= [wic' o] (DW, D)1 D (3.12)
= WiC'(CW )i C
= GC
Entdo, (3.10) pode ser reescrita na forma
Plta-BGCYP + PN (A - BGC)| P <0 (3.13)

Consequentemente, pela definicao 1, o sistema ¢ estabilizéavel via realimentagao

de saida. lsto prova o Teorema proposto.

Teorema 3.2.2 O sisteme incerto (8.1), € quadraticamente estabilizdvel via
controle linear de realimentacdo de saida se enistir uma matriz W = W € RFP,

escrila na forma

W, Wi
W= {Wi m} (8.14)

com a submatriz W, definida positiva e D € Rin-rixn tql que T~ eziste ¢
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ZIFEW+WFlz<0 V 240 : E'z=0

(=11 (3.15)

enunciadas, taisqueVi=1---Nej=1..-M obtemos

AW, - BjW} + Wy A, - W,B, <0 (3.16)

Definindo P = W, e G = WIC'(CW,C")™" como na prova do Teorema anterior,

entaoV A€ Dye B & Dgtemos

(4~ BGCYP '+ P"1{A - BGC), =
=, X?i} oupy {{Ai = B;GC)'P™) = PT1{A; - B,GC)} = (3.17)

= WS, TM e (AW - BW < WA - WyB) W <0

Py Eraeg

e isto prova o Teorema proposto.
Estes resultados permitem, na verdade, generalizar aqueles do capitulo 2
para o caso de realimentacao de saida. Em particular, podemos definir o cone

(. que satifaz as mesmas propriedades do cone ( :

Co=C[Y{{W=W : CWD, =0} (3.18)



A afirmacao acima decorre do fato que (, é um subconjunto de C, obtido
pela intersecao de C com um conjunto de restrigbes lineares. Como veremos
em seguida, este conjunto de restricoes adicionais poderé ser removido por uma
transformacao de similaridade, definida com a maltriz T.

Finalmente, é importante notar que a fungao convexa f(w) 2 Anax(E'WE)

satisfaz
IGCI*® < 1(W) (3.19)

Dentro deste contexto, o problema de otimizacao a ser resolvido é:
min {f(W) : WeCl.} (3.20)

Este problema é convexo. Se C, # 0, sua solucdo 6tima permite determinar o

ganho de realimentagao de safda procurado, G = wicHcw,chl
3.3 Sistemas Discretos

O estudo de sistemas discretos é similar aquele ja feito ne capitulo anterior
e portanto Nao sera repetido. Basta lembrar que a restricao linear C, WD), =

faz com que a seguinte fatorizacao seja possivel :

K =WMW =GC
(3.21)
G = WiC'(CW,C')!
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Teorema 3.3.1 O sistema lincar discreto, definido pelo par (A,B) € esta-
bilizdvel vie controle hinear de realimentacdo de sarda se ezistir uma malriz

W = W >0, escrita na forma

[ oWy
oo [ ) .

com a submatriz Wy definida positiva e D € Rin-rhn yal gue T1 existe ¢

dFWF - Wiz<0 ¥ 250 @ Ez=0,
(3.23)
CWD, =0

Teorema 3.3.2 O sistema incerto ($.2), € quadraticamente estabilizdvel v

controle linear de realimentagdo de satda se existir uma matriz W =W >0 €

REXF escrita na forma

"V} "Vg
W o= { W W, } (3.24)

com a submatriz Wy definida positiva ¢ D € Rin=rixn yal que T7} eriste ¢
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JFEWF -Wjz<0 ¥V 2#0 @ Ez2=0
(=1L (3.25)

CWD, =0

Nosso objetivo agora é simplificar o cone C,. Neste sentido considere a se-

guinte transformagao de similaridade:

A~TAT!

B~TB
(3.26)

O ~CT?
T 0
—~ 5 ~1 s
F~S8FS com S [0 I}

onde T é a matriz definida em (3.7). Neste novo sistema de coordenadas, € facil

verificar que

c~CT'=[10] (3.27)

cendo ] a matriz identidade de dimensao (r x r}. Ainda no atual sistema de

coordenadas podemos escolher
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p=1{0 1] (3.28)

aqui, ] denota a matriz identidade de dimensao (n — r x n — r). Consequente-

mente, as restri¢des de igualdade podem ser escritas na forma

|1 ebﬂ{?lmo (3.29)

ug{o]:o (3.30)

Entao, observamos que todas as maltrizes W que satisfazem as equagOes acima,

devern necessariamente apresentar a estrutura

’ 0 zzzs} r ]
s o0 @) om
e

| r L N

Devemos notar que o indice “o” indica que a matriz W em consideragao tem a
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estrutura acima definida.

de coordenadas :

Resta agora, delerminar o ganho no sistema inicial

K =wWw T

oot
¢
= [v &/} U [EEEE]C (3.32)
4 n-r D
= GC

Isto mostra que o ganho de realimentacao de saida pode ser calculado no nove

sisterna de coordenadas a pariir da solugio do seguinte problema convexo (ver

(3.20)) :

min{f(W.) : W,€(C}. (3.33)

onde ¢ é definido como no capitulo anterior (2.59) mas as matrizes extremas

F, siao substituidas por suas similares SF;57!. Estes resultados, podem ser

resumidos no seguinte algoritmo :

e Passo 1: Defina D & R{"7" tal que T seja inversivel. Calcule a matriz

S.
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Passo 2 : Defina o conjunto de matrizes extremas {SF,57!, £=1---L}.
o Passo 3 : Resolva o prolema de otimizagao :

min{f(W,) : W.€C(}. (3.34)
e Passo 4 : Se { = 0 entio tente redefinir a matriz D e volte ao passo 1.

¢ Passo 5 : Determine o ganho de realimentacio de saida G € R™’
Wi =1G 0. (3.35)
3.4 Conclusoes

Neste capitulo apresentamos condigoes suficientes para garantir a estabilidade
quadrética de sistemas lineares incertos via realimentacao de saida. E preciso
enfatizar que, embora somente suficientes, condiches similares nao sao encon-
tradas na literatura consultada, com a generalidade do conjunto de incertezas
admissiveis aqui considerado.

£ importante salientar que, do ponto de vista numérico, o problema de
estabilizacio via realimentagao de saida é mais simples que o seu similar via

realimentacio de estado. De fato, apds a escolha de uma mairiz D conveni-

enie, MOSLTaMOs COME construir uma transformacao de similaridade de forma

a termos que impor W, € C onde W, € uma matriz com uma estrutura especial.

51



Isto é, W, apresenta vérios elementos nulos e que portanto nao participam do

processo de otimizagao.
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Capitulo 4

Implementacao Numérica e
Exemplos

4.1 Introducao

Neste capitulo, propomos um método numerico, baseado no SIMPLEX para

a solucdo do problema basico definide no capitulo anterior. Em seguida. com
este algoritmo, resolveremos varios exemplos da literatura.

O problema em questao pode ser assim definido (ver passo 3 do algoritmo

definido no capitulo anterior)
min{f(W,) : W.€C(} (4.1)

onde f(-) : W — R éuma fungio convexa, C é um cone convexo e W, é

uma matriz simétrica com a esirutura anteriormente definida.
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Nestas condicdes, o problema acima pode ser escrito na forma

min{p : (p,W,) € (s} (4.2)

onde (; =] {W,: W, € C, (p,W,) € ept /} é um conjunto convexo.

A solucao deste problema (verificando inclusive se C; = @) pode ser obtida
por métodos do tipo “Plano de Corte”. Em cada iteracao um plano separador
da solucio atual em relagéo a (; é gerado. lsto é repetido até que um cTilério
de otimalidade seja satisfeito.

Portanto, numa iteragao génerica, devemos poder resolver de maneira efici-

ente o seguinte problema de programagao linear:

min p
< ZE W, > 44F < p (4.3)
k=12,

Nefinindo o vetor w como sendo composto dos elementos nao nulos de W, orde-
nados por colunas. os elementos da diagonal principal e por tltimo g, o problema

acima pode ser escrito na forma:
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min ¢'w
Aw <h
(4.4)

wy v wy, trresirifos
Wriy oo wg 2 0
onde A € R, b e W, ¢ € R%. Nestas condigdes, o problema dual de (4.4)
pode ser escrito na forma :
max min {dw+ MN{Aw = b) lwesy - wy > 0} {4.5)

A minimizacao acima indicada é finita desde que :

e+ AMi=0  i=1--r
o (46
c+ AN 20 ¢ i=r+4+1--g

consequentemente, obtemos o problema dual equivalente



Devemos notar dois fatos importantes relativos ao problema dual acima defi-
nido. Em primeiro lugar, encontrada a solugao dual 6tima, a solugao primal
6tima é obtida imediatamente por

W= - [ 0¥ ] ‘Base}‘l (4.8)

Baae !

Ademais, a infactibilidade do primal ¢ verificada pela existéncia de uma solugao
dual ilimitada.

Em segundo lugar, € facil verificar que uma base dual 6tima permanece dual
factivel mesmo com a adicio de uma restricao no problema primal {4.4}.

Apbs estas consideragoes, o algoritmo que fol implementado numericamente,

pode ser descrito da seguinte maneira

Passo 1 : Defina DD € R{%71%7 ta] que T seja inversivel. Calcule a matriz

®

S.

L J

Passo 2 : Defina o conjunto de matrizes extremas {SF,S™'}.

o Passo 3 : Defina o contador de iteracdes : ¢ = 1 e W' > 0.

56



¢ Passo 4 : Determine os parametros (Z°,4%) do corte linear e resolva o

problema linear (4.7).

¢ Passo 5 : Se sua solu¢ao é ilimitada entao C; = @. Pare, o problema

original pode nio admitir solucao.

® Passo 6 : Determinea solugao primal w™1 ¢ correspondentemente (Wi+1,

ﬁﬁl)_

¢ Passo 7 : Sendo ¢! 4 disténcia de (p'*! Wity a €1, verifique com uma
cerla precisao se ¢! ¢ suficientemente pequenc. Em caso afirmativo vi

a0 passo 9,
s Passo 8 : Facas — 11 eretorne ao passo 4.

* Passo 9 : Determine o ganho de realimentacio de saida G & Rrmor
MW7 = (6 o] (4.9)

Em seguida, inchuimos alguns exemplos, envolvendo sistemas dinadmicos con-
tinuos e discretos que serao resolvidos pelo algoritmo acima descrito. Serg

possivel verificar a performance do método numeérico proposto,



4.2 Exemplos

4.2.1 Sistema Continuo — Matriz A incerta

Este exemplo, apresentado em [3], corresponde ao modelo dinamico continuo

de um aviao sob condigdes especificas de voo. Os dados numéricos sao os se-

guintes:

298 ¢+003 0 —0.034
~0.99 -0.21 0.35 —0.0011

A= ; o X (4.10)
039 -5535 0  —1.89
!
B=|-0032 00 -16] (4.11)
0010
¢= [0 00 1} (4.12)

Onde g representa um parametro incerto que satisfaz —1.5 < ¢ < 1.5. Na for-

mulagio anteriormente definida, é facil verificar que devemos impor A € Dy,

onde D, é dado pela combinagao convexa de duas matrizes extremas !
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—~2098 057 0 - £3.034
-0.99 021 035 00011
Ay = o o o ] (4.13)

0.36 ~55855 0 ~1.89

—298 243 0 —0.034
~0.99 -0.21 0.35 -0.0011
Ay = 0 0 0 . (4.14)

0,39 5535 O ~1.89

Para utilizarmos o algoritmo anterior, definimos a matriz D como sendo:

1 000
D_{U - 0} {4.15)

¢ claro que esta escolha observa as condigoes tedricas definidas no capitulo
anterior.

O algoritmo convergiu em 211 iteracoes e forneceu a seguinte solucao :

765.5 6920 0 0 -767.2
~692.0 7054.1 0 0 -3301.7
W, = 0 0 1054 57.7 0 (4.16)
0 0 57.7 59.7 0

| —767.2 -3301.7 O 0  3251.7
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7655 -692.0 O 0
—692.0 7054.1 0 0

M=l 0 1954 577 (4.17)
0 0 577 59.7

W) =|-7672 -3301.7 0 0 (4.18)

G=~1.5640 —0.6215 ] (4.19)

E importante observar que {|G|'= 1.6829, enquanto gue no artigo acima citado
os autores determinaram um ganho de realimentagao de saida que apresenta
| G=181.01.

Nas paginas seguinles incluimos alguns gréaficos que representam :
p

e Evolucdo de p' em relagio a ¢ (nimero de iteragdes).
o Evolucdo de ¢ em relagio a ¢ (ntimero de iteragdes).

¢ Lugar das rafzes em relacdo aos parametros da combinagao convexa que

definem o conjunto de incertezas que atuam no sistema em malha fechada.
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it

Figura 4.1: —Evolugdo de p* x 1 : Ex.1

Nio se trata de um lugar das raizes “cldssico”. Todos os modelos factiveis
(com uma certa precisao), sdo gerados e seus polos, em malha fechada,

si0 representados no plano complexo.

» Simulacio no tempo para o sistema em malha fechada.

4.2.2 Sistemas Continuos — Matrizes A e B incertas

Trata-se do controle de vdo de um helicdptero sujeito a perturbagoes es-

pecificas. Os dados numéricos sao fornecidos em {4},
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Figura 4.2: - Evolucdo de ¢ x 1 : Ex.1

imag

Figura 4.3; - Lugar das raizes : Ex.1
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Figura 4.4: - Simulagao no tempo : Ex.1

-0.0366 0.0271 0.0188 -0.4555
0.0482 ~1.010 0.0024 -4.0208

A= 1002 p 0707 p (4.20)
0 0 1 0

0.4422 0.1761

| ps -7.5022
B=1 15 449 (4.21)

0 0
e a matriz de saida

C=10100 ] (4.22)



Os parametros py, p2 © ps sao tais que :

p1 = 0.3681 + 20Ap, - 0.05 < Ap; < 0.05
ps = 1.4200 + 20Ap, ~0.01 < Ap, < 0.01 (4.23)
ps = 3.5446 + 20Ap; ~0.04 < Aps < 0.04

¢ importante obhservar que estamos considerando perturbagdes vinte vezes mai-
ores que aquelas propostas no artigo original |4}, Para perturbagdes com as
magnitudes aqui consideradas, o método proposto no artigo citado, falha na
determinacao de um controle de realimentacao de saida.

O algoritmo anterior foi aplicado neste exemplo com

1 0 00
D=1]1110 (4.24)
00 0 1
apos 103 iteragoes a seguinte solu¢ao foi obtida :
4.2782 0 G 0 16.9246 —15.2413 ]
0 55.3596 56.9121 29178 0 0
W = 0 56.9121 79.1850 -0.9148 0 0
o 0 29178 —0.9148 R.7107 0 0
16.9246 0 0 0 122.9957  2.0749
| —15.2413 0 0 0 2.0749  123.4720 |
(4.25)
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42782 0 0 0
0  55.3596 56.9121 2.9178

V. =

Wi 0 569121 79.1850 ~0.0148 (4.26)

0 2.0178 --0.9148 &.7107

16.9246 0 0 O
W, = 4.29
’ [45.2413 00 0} (4.27)
consequeniemente, o ganho de realimentagao de safda é dado por :
3.9560

G= [ —3.5626] (4.28)

onde |iG| =5.3237. Devemos notar que, em 4., para perturbagdes com magnitu-
des vinte vezes menores, o ganho de realimentagao de saida fornecido apresenta
1G||=2.0590.

Em seguida apresentamos alguns graficos relativos a este exemplo. Dizem
respeito a evolucao do algoritmo e ao comportamento do sistema em malha

fechada. As descricoes desses graficos sdo as mesmas das do exemplo anterior.
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Figura 4.5: ~Evolugho de p' x 1 : Ex.2
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Figura 4.6: - Evolugao de ¢ x 1 : Ex.2
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Figura 4.7: - Lugar das raizes : Ex.2
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Figura 4.8: - Simulagao no tempo : Ex.2
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4.2.3 Sistemas Discretos — Matriz A incerta

O exemplo a seguir foi incluido somente para ilustrar a determinagao de um
controle de realimentaciao de saida, pelo mesmo algoritmo anteriormente apre-
sentado, porém no caso de sisternas discretos no tempo. Os dados numéricos

sA0 08 seguintes :

2 q 0
A=10 -01 ~-15 (4.29)
0 0 3
100}
B:[OO 1] (4.30)
1 00
C:[O 0 1] (4.31)

O parametro ¢ satisfaz —1 < ¢ < 1. Apos algumas tentativas, foi possivel de-

terminar a matriz IJ :

D= 02654 09316 0.2483 | (4.32)
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para a qual algoritmo convergiu em 77 iteragoes, fornecendo a seguinte solugao

para o problema proposto :

5.4687 ~0.0023 0 11.2815 0.0009 ]
—0.0023 1 0 —0.8196 2.9998
W, = 0 0 2.6202 0 0 (4.33)
11.2815 —0.8196 0 23.9364 —2.4423

0.0009  2.9998 0 -24423 89990

b

54687 00023 0
W, = | —0.0023 1 0 (4.34)
0 0 26202

11.2815 —-0.8196 0
L B -
W = [ 0.0009  2.9998 0] (4:35)
Podemos entao afirmar que o ganho de realimentagao de saida :
2.0626 —0.R148
G=1 00014 29008 (4:36)

com ||G||=3.1844 estabiliza, com ganho de norma minima o sistema linear dis-
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Figura 4.9: ~Evolugio de p* x ¢ : Ex.3

creto (incerto) anteriomente definido. Novamente incluimos os graficos ja co-

mentados anteriormente.
4.3 Conclusoes

Neste capitulo apresentamos um método numérico, baseado no método sim-
plex para resolver o problema de controle 6timo via realimentacao de saida
definido no capitulo anterior. A idéia central do método baseia-se na mani-
pulacao do problema dual associado. Corm isto, a introduc¢ao de novos cortes no
primal corresponde & criagao de novas varidveis no dual e consequentemente,

dois aspectos fundamentais devem ser ressaltados :
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Figura 4.11: - Lugar das raizes : Ex.3
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xi1 x2 x3

0 10 20 30

Figura 4.12: - Simulagédo no tempo : Ex.3

e A cada novo corte introduzido, uma base inicial factivel do dual é deter-

minada trivialmente.

¢ O esforco computacional para a inversac de base é constante pois suva
dimensio s6 depende do niimero de varidveis e nao do nimero de restrigoes

do primal.

Os ensaios numéricos mostram urma boa performance do algoritmo proposto,
sobretudo quando comparado com outros métodos baseados exclusivamente no
gradiente da fung&o objetivo [4;. Isto era esperado pois utilizamos o fato do

problema em questac ser convexo.
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Conclusao Geral

Neste trabalho desenvolvemos o novo método de andlise de estabilidade qua-

dratica para sistemas lineares incertos. Como conseqiiéncia, fol também desen-
volvido um novo método de sintese de controladores lineares via realimentagao
de sajda.

Quando comparado com outros métodos existentes na literatura (ver capi-

tulo 1), o método aqui apresentado tem as seguintes vanlagens importantes:

s Todo o seu desenvolvimento baseou-se no estudo da geometria de certos
cones previamente definidos. De fato, todos os problemas de Programagao
matematica que tiverem que ser resolvidos sao convexos. Este fato per-

mitiv a determinaciao de lei de controle 6tima de maneira simples e eficaz.
s Modelos incertos ou nao, sao tratados de forma semelhante.

¢ Como pode ser observado em alguns exemplos (ver capitulo 4) os resul-

tados obtidos com nosso método sao melhores que aqueles obtidos com
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varios métodos classicos.

Devemos ainda salientar que sisternas continuos ou discretos no tempo po-
dem ser tratados pelo mesmo algoritmo. As propriedades bésicas (convexidade
e estabilidade) permanecem inalteradas. Deixa portanto de existir a necessi-
dade de desenvolver-se algoritmos especializados em tratar sistemas continuos

ou sislemas discretos no tempo.

Finalmente, devemos enfatizar que as hipdteses necessarias para descrever
as incertezas sao as mais fracas e por consegliéncia as mais abrangentes que
existem na literatura atwal. Em particular, ndo impomos nenhum tipo de “
matching conditions ” as quais, sem didvida limitam em muito a aplicabilidade
dos métodos em sistemas reals. Ademais, generalizagdes para outros problemas
classicos de controle 6timo (incluindo H*) podem ser resolvidos por esta mesma

metodologia [14].
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