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RESUMO 

Santos, N. de de determinar;:iio na associar;:iio 

tridimensional de paim:Jis de contraventamento em edificios altos- Dissertagao de Mestrado, 236 

p, Faculdade de Engenharia da UNICAMP, Campinas (SP) Brasil, 2002. 

entre 

deslocamentos e eslorgos em edificios 1bnnetidc)s a cargas laterals: a 

eflistico continuo" e a '1ecnica discrete'; baseada no metoda dos elementos finitos. 

Na tecnica dos meios elasticos continuos as equagi5es loram deduzidas apenas para agi5es 

uniformes, sem variagao ao Iongo da altura. As lajes foram admitidas como diafragmas rigidos e o 

problema de analise com esta lormulagao recaiu num sistema de equagi5es diferenciais parciais de 

ordem tres, nas variaveis deslocamentos u. v e e, respectivamenle translagao de diregao x, 

translagao de diregao y e rotagao, calculados ao Iongo de um eixo global vertical z. 0 sistema de 

equagoes diferenciais foi resolvido numericamenle, utilizando dois programas alternatives 

elaborados pelo autor: o primeiro baseado no rnetodo das diferengas finites e o outro baseado no 

metodo de Runge-Kutta de quarta ordem. A partir dos deslocamentos no eixo global, os 

deslocamentos de qualquer ponto foram calculados com cinematica de pequenos deslocamentos. 

A partir dos deslocamentos de um dado ponto, e de suas derivadas parciais, calculadas por 

diferengas finites, foram obtidos os esforgos solicitantes. 

Utilizou-se para as comparagoes pretendidas o software de elementos finites SAP2000®, 

que perrnite o acoplamento de elementos reticulares denominados FRAME, com dois n6s de 

extrernidade e seis graus de liberdade por n6, com elementos SHELL, usados para a modelagem 

de cascas, placas e/ou membranes. 

Forarn apresentados alguns exemplos para associagoes simples de paineis porticos e 

paineis paredes, comparando-se os resultados obtidos pela tecnica dos meios conlfnuos e pelo 

programa SAP2000®, com resultados bastante pr6ximos. 
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ABSTRACT 

Santos, - Estudo de de determina9ao de so!'icit,a9c>es na as;soc:ia(;:ao 

tridimensional paim'iis contraventamento em edificios altos - 236 

Engineering College at UNICAMP, Campinas (SP) Brazil, 2002. 

The goal of 

ri<>t<>rrr,im;lion of displa;;en1en!s 

was to perform a 

stresses in 

study between two 

Civil 

technique" and the "discrete technique•; solutions based 

on the finite element method 

The continuous technique the equations were deduced only lor uniform loads with no 

variations along its heights. The slabs were assumed as being rigid diaphragms and the resulting 

problem for such analysis falls back to third order PDE problem on the displacements variables u, v 

and 9 representing direction x translation, direction y translation and rotation respectively, obtained 

along a global vertical axis z. The resulting system of differential equations was solved numerically, 

using two alternative computational programs developed by the author: a first one based on finite 

differences method and a second one based on the fourth order Runge-Kutta method. Relatively to 

the displacements on the global axis, the displacement of any point is obtained with the small 

displacements kinematics methodology. From the displacements of a given point and its partial 

derivatives (obtained with finite differences) the resulting stresses are obtained. 

The structural analysis software SAP 2000® was used lor the proposed comparisons. This 

package provides the coupling of different shape elements such as frame, shell, membrane, plate 

and so on. Specifically for the current modelling, two nodes FRAME elements, with six degrees of 

freedom per node are combined with SHELL elements. 

Examples were presented lor the simple association of wall frames and wall panel and the 

results obtained through the continuous technique were compared with those obtained with SAP 

2000® package with very similar results. 
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Capitulo 1 

INTRODUCAO 

0 continuo crescimento das popula96es das zonas urbanas tern 

oerlslclaate demogra.fica das grandes e 

ea 

vez das constru96es verticalizadas. 

gerado um 

a falta de 

Existem alguns parametres medidos em termos de custos de infra-estrutura 

urbana que avaliam e justificam a necessidade das constru96es em multiples andares. 

Entretanto, nao sao apenas parametres dessa natureza tecnica que as vezes ditam a 

constru9ao de grandes edi!fcios. As vezes a propria vaidade ou personalidade de algum 

governante, acabam por serem fatores que determinaram alguns ernpreendimentos 

marcantes. 

Para se construir ediffcios altos um fator extremamente importante que deve ser 

levado em conta e o efeito do vento. Urn verdadeiro desafio a engenharia e o modele 

estrutural a ser usado a fim de se representar o mais adequadamente possfvel a realidade 

do comportamento estrutural, com as varias possibilidades de carregamentos 

proporcionadas pela natureza. 

0 objetivo principal deste trabalho, que pretendemos defender como dissertayao 

de mestrado junto ao curso de p6s-gradua9ao em Engenharia Civil, area de Estruturas, da 

Faculdade de Engenharia Civil da UNICAMP, e uma breve comparayao entre dois tipos de 

analise que sao usados para este tipo de estrutura: "Tecnica do Meio Continuo" ou 

"Metoda do Continuo" e o que chamaremos de "Tecnica Discreta", baseada no metoda 

dos elementos finites. 

Nao e objetivo do autor defender uma ou outra tecnica, mas sim, despertar o 

Newton Damasio dos Santos I 



detalhamento, ou 

discreta apresenta urn custo computacional mais elevado. 

a 

distintas: 

§ Tecnica do meio continuo - atraves da utiliza;:;:ao de programas 

parciais terceira que regem o problema atraves metodo de 

diferen9as finitas ou pelo metodo de Runge-Kutta de quarta ordem. 

§ Tecnica Discreta - atraves da utiliza9ao do programa de elementos finites 

SAP2000®, com associa9ao de elementos FRAME para modelar vigas e 

pilares e elementos do tipo SHELL para modelar as paredes, nucleos 

estruturais e lajes. 

1.2 Tecnica do meio continuo 

Uma primeira lormula9ao a ser apresentada devera ser baseada na "tecnica do 

meio elastico continuo". Por essa tecnica, para efeito do calculo estatico, o conjunto de 

vigas e substitufdo por uma lamina continua de rigidez equivalente, uniformemente 

distribuida pela altura. Foram utilizados como referencia artigos recentes publicados em 

revistas ou congresses e algumas disserta96es de mestrado ou teses de doutorado 

defendidas na EESC/USP. Uma 6tima fonte de referencia e a monografia da tese de livre 

docencia de MANCINI [15], onde aquele pesquisador apresenta de forma bastante 

didatica todo urn legado sobre o assunto, mostrando os inumeros trabalhos que teve a 

oportunidade de produzir ou orientar naquela ins!itui9ao. 

Eng Newton Damasio dos Santos 2 



A 

expressa solugao 

fornece os deslocamentos da estrutura, indicados v, e e em rela<;:ao a um sistema 

seus 

lajes sao consideradas na e de rigiidez infinilr"' ao 

de seu plano, nao apresentado rigidez transversal alguma; 

- Os nucleos estruturais, ou simplesmente paredes de segao aberta sao 

e '>l'c'v" para 

secoes nAr·m::~nAr~Am planas ae,JoJs de fletidas; 

como barras de segao aberta paredes delgadas 

quando sujeitos a torgao, podendo-se, entao, estudtl-los atraves da teoria de 

flexo-torgao, considerando inclusive o efeito de bimomento. 

As caracterfsticas elasticas e geometricas dos elementos que compoem a 

estrutura permanecem constantes ao Iongo de sua altura. 

Para efeito deste trabalho, vamos classificar os ediflcios altos de acordo com os 

elementos estruturais que os compoem, adotando hip6teses especlficas e fazendo para 

cada urn deles o equacionamento adequado. 

Serao abordados os seguintes problemas: 

Paine! Parede 

Painel Portico 

Painel Geral 

Nucleos de segao aberta sem contraventamento. 

Nucleos de segao aberta contraventados por lintels. 

A formulagao para os casos estudados foi baseada fundamentalmente na 

dissertagao de mestrado da engenheira Maria Angela P. XAVIER [48], defendida no 

da Escola de l=nnor>h<> 
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vee , em andar, numa 

vertical ao Iongo do eixo global adotado: 0 primeiro programa foi baseado no metodo 

eo bas.eaclo no metodo 

1 

e uma 

apresenta pisos superpostos. Por essa defini9ao um predio de varios andares e um 

ediflcio. Uma chamine ou uma caixa d'agua e denominada edificagao e nao ediflcio. 

o a de um como esse 

COI1CE!ltO de S re!fl!IV•O: mniAn'"" cal!Sai:JOS pela 

urn na categoria de FRANCO [8] exemplifica um ediffcio de 

12 andares sera considerado alto se a sua esbeltez causar problemas de deslocamentos 

laterals excessivos ou oscilayoes exageradas. Num local onde os ediflcios tern media de 

20 andares um novo predio de 35 andares seria considerado como ediflcio alto. Na cidade 

de Nova York, onde existem muitos predios acima de 50/60 andares, o predio de 35 

andares nao seria um ediffcio alto. 

0 planejamento e o projeto de um ediffcio alto, alem dos problemas urbanlsticos e 

arquitet6nicos, traz consigo um desafio tecnol6gico importante no que diz respeito a 
concep9ao estrutu ral. 

Nos ediflcios altos havera a necessidade de se prever uma estrutura eficiente para 

fazer frente aos esfor9os oriundos de agoes laterals horizontals, tais como o vento, os 

sismos, etc. No Brasil, ao contrario da maioria dos pafses, nao e usual a verificagao e o 

dimensionamento de ediflcios levando em conta a atuagao de sismos, uma vez que eles 

sao relativamente raros, de baixa inlensidade e os poucos efeitos conhecidos 

normalmente acontecem em regioes nao densamente habitadas. Ao contrario dos sismos, 

no entanto, os efeitos da agao dos ventos sao importantfssimos e devem ser levados em 

conta no calculo das solicitacoes da estrutura resistente de um ediffcio. 

A concepgao e criayao de mecanismos capazes de absorver, de forma eficiente, 

as agoes horizontals !em uma importi'mcia cada vez maior nos projetos estruturais de 
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a tArlliil•nl'i::! 

antigas e rfgidats parades de alvenaria 

que ni'10 contribuem para a rigidez do sistema estruturai.O uso de a<;:os e concretes de alta 

as se vez mais 

a<;:oes !atElrais. 

uutJuvau, a mc•delaaem 

como a 11 ni'!li~"'' ~ll<otriri" 

elastica ~~··•'-

pais possui rename se ou se de•dicam 

a analise de ediffcios altos. Pode-se indicar o Dr. Mario Franco como um dos expoentes 

desse conjunto de projetistas. 

A elastica ""''tin uma 

do ror••mn.mi·""'"'"'.,.., c-u~·'v" ser1si\tel!nente menores que as tecnicas 

discretas, possibilitou a cria<;:ao de uma 

Estruturas da Escola de Engenharia de 

de pesquisa no Departamento de 

Sao Carlos, onde inumeros trabalhos de 

disserta<;:6es e teses tem sido desenvolvidos. Nessa escola o Prof. Dr. Miguel Carlos 

ST AMATO [34] foi o pesquisador que no infcio da decade de 1970 fez as primeiras 

publica<;:oes sobre associa<;:oes de paineis de contraventamento em ediffcios altos 

calculados pela tecnica do continuo. Essa linha de pesquisa encontrou seguidores na 

EESC/USP, onde talvez as maiores expressoes sejam os professores Dr. Edie MANCINI e 

Dr. Walter SAVASSI. 

Utilizando como referencia publica96es de FRANCO [8], STAMATO [34] e 

MANCINI [15], apresentamos abaixo os sistemas estruturais normalmente concebidos e 

utilizados para a absor9ao das cargas laterais em ediffcios: 

a) Alvenarias estruturais: em princfpio utilizadas para ediffcios de pequena altura 

b) Porticos rlgidos: usados por muito tempo como unicos sistemas de 

contraventamento, tanto para estruturas metalicas como para estruturas de concreto 

armado. As a96es laterais (ex. vento) se distribuem para os diversos porticos em 

virtude da presen9a das lajes. 

c) Pilares paredes: tern uso cada vez mais freqOente nos edificios altos, concentrando

se na maioria das vezes nas caixas de escada e elevadores. Atribuem grande rigidez 

Funcionam como vigas em engastadas na base. 
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e 

os deslocamentos rel•:tli\ros 

de Estruluras 

um 

andares. 

Associac;oes de pilares parede: Constituem sistemas estruturais de 

a 

isoladas 

f) Tubos: na 

escadas e ele,vadoi~S. es:pa;;:arnelnto entre si, sendo 

vigas, servem e apoio 

Feixes de Tubos: quando as dimensoes do ediffcio sao tais que resultariam vaos 

internes rnuito grandes, utilizam-se nesse tipo de solugao a concepgao de feixes de 

como o caso 

ub<~dats em ac11dente~s aereos, no ano 

Tubos estaiados: Sistema estrutural em tubos ac!res•ciclos de sub-sistemas 

treligados (ou as vezes porticos) na parte superior, onde sao ancorados elementos 

estaiados normal mente servindo de suporte para a fachada. 

Tomando por base o "Estado da Arte" apresentado por MANCINI [15], mostra-se a 

seguir uma breve revisao bibliografica sobre o emprego da tecnica do meio continuo para 

a analise de ediffcios altos, com enfase para os trabalhos desenvolvidos na EESC-USP. 

Os primeiros trabalhos na EESC-USP sobre o assunto foram feitos por STAMATO 

[34]. Seus trabalhos, datados de i 971, trataram inicialmente de estruturas planas 

constituidas de porticos e paredes. As paredes sao supostas deformaveis por momento 

fletor e rfgidas a fon;:a cortante e os porticos sao deformaveis por cortante e rigidos por 

momento fletor. 

Em 1972, MANCINI [13], analisou paredes elasticamente engastadas na base 

utilizando a tecnica do meio continuo e com algumas mudangas no equacionamento 

simularam uma flexibilidade nas fundac;oes. 

Em 1973, MANCINI [14], em sua tese de doutorado, tratou de ediffcios altos sob 

ac;oes do vento, os casos de aplicac;ao da tecnica do continuo. Foi introduzido o conceito 

de paine! geral: uma associagao de paineis porticos e paineis paredes. Adotou-se nesses 

primeiros trabalhos que os pilares dos porticos eram indeformaveis axialmente. 
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se ade1qum 

descreve o processo 

instabilidade de 

na sequencia. 

barras submetidas a ton;:ao, seguindo a teoria de pec;:as longas, 

a era uma formulac;:ao 

casos JaJJ:sac!os e a 

equac;:oes difE!rerlcia 

SAVASSI em 1 o dos superando uma 

das hip6teses adotadas ate entao: a restri,;;ao de rigidez constante ao Iongo da altura da 

estrutura, ou seja, a estrutura poderia varier sua rigidez ao Iongo da altura. 

Em 1978 BARBOSA [1], em sua dis:>erta,;;ato aeseiWC11VE1U um estudo 

ilnTCi<' 6 UCUU<.!U a 

deste nu,::leo e aumentada aev1ao ao uma forc;:a cortante, oe\•Joo ao 

que provoca o aparecimento do bimomento, proporcionando ao nucleo a diminui<;:ao do 

efeito da tor,;;ao, aumentando assim, a rigidez das parades. 

CARVALHO [5], em 1982, fez o estudo dos efeitos que as forgas verticals 

provocam nas estruturas dos ediffcios altos, levando em conta os efeitos de segunda 

ordem, pois as cargas nao sao baixas e os deslocamentos sao consideraveis, provocando 

assim o surgimento de um momenta, exigindo das estruturas uma maior rigidez. 

Dentro da tecnica do meio continuo surgiram caracterizac;:oes de estruturas como 

tubulares, reticuladas, sob fundac;:oes flexfveis, etc., onde cada vez mais se constatou a 

importancia de se levar em conta o efeito de segunda ordem e as caracterfsticas ffsicas e 

geometricas dos materials. Destacataram-se entre varies trabalhos analisados: 

VASCONCELOS [44], XAVIER[48,49], RIBEIR0[25], SANTANA [26], MORI & RACHID 

[21], entre muitos outros. 

Na Faculdade de Engenharia Civil da UNICAMP, o Prof. Dr. Jose Luiz A. Serra 

abordou a tecnica do meio continuo e, sob sua orientagao, devemos aqui destacar os 

trabalhos GOMES [9] e GUILIARDI [1 0], tratando ediffcios altos utilizando a tetodo do meio 

continuo e tecnicas discretas, baseada na analise matricial, respectivamente. 

A analise de ediffcios altos por tecnicas discretos normal mente tern side feita com 

a utilizagao de programas de computador comerciais, dentre os quais poderfamos nos 

SAP, COSMOS, usados. 
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como o C'I'PE:CI~D. 

Uma dos maiores autoridades no campo dos ediffcios altos e o professor Brian 

dedica~se ao 

""''Yln''"' estewe na 

"'"'"'" sempre se a baseadas na conlfnuo, nnti<>r>rln 

citar-se traballhos relativamente recentes como STIAFORD SMITH [37,38]. Ainda 

conforme [30], ha artigos recentes de pesquisadores na Esc6cia, Con~ia do Sui, etc., onde 

aparecem nas meio 

a mesma se 

adequada. 

1.3 Tecnica Discreta 

Com o uso do programa SAP 2000®, baseado no metodo dos elementos finitos, 

via processo dos deslocamentos, sera mostrada uma outra analise do ediffcio, onde as 

paredes serao simuladas como constitufdas de elementos finites de cascas, ou 

membranas rfgidas, em estado plano de tensao. Os pilares dos porticos serao simulados 

como elementos de barras sujeitas a flexao, levando-se em conta as contribui96es das 

deformal(oes por forl(a cortante e por fon;:a normal. As vigas poderao ou nao ser 

consideradas rigidas axialmente. As lajes, por sua vez, tambem poderao ser simuladas 

como diafragmas rigidos em seu plano, ou simuladas como elementos finitos de cascas. 

Essa abordagem esta sendo chamada neste estudo como Tecnica discreta. 

A concep9ao estrutural, nesse caso, depende das simplifica96es assumidas pelo 

projetista. lnumeras possibilidades de combina96es de elementos estruturais normalmente 

sao utilizadas: 

" Ha cerca de 30/40 anos era comum analisar-se urn ediffcio como vigas e 

pilares isolados. As vigas contlnuas ou de um unico tramo recebiam a a9ao 

das lajes. As a96es nos apoios das vigas atuavam como cargas axiais nos 
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em 

separado das lajes e passou-se a utilizar modelos estruturais constituldos 

era a 

* A uso de pessoais 

os projetistas de estruturas de 

ediffcios passaram a criar modelos discretos como porticos tridimensionais, 

incorporando o efeito das lajes como diafragmas, com fungao de 

numa mesma 

parades e nucleos nucleos estruturais sao formados 

uma combinagao de pilares-parede formando uma segao transversal 

aberta ou semHechada. A simulagao dessas parades e/ou nucleos como 

elementos reticulados (vigas e pilares) foge bastante do comportamento 

estrutural que se espera desses elementos. Assim, o uso de programas de 

computador de porticos, com ou sem diafragmas para a analise de ediffcio 

nao e satisfatoria. E necessaria que os programas, alem dos elementos 

reticulados, para simular vigas, pilares, porticos, tenham uma melhor 

. capacidade de modelar as paredes e nucleos. 

Uma possibilidade e a confecgao de programas onde se tenha incorporado 

na biblioteca de elementos, urn elemento reticulado que leva em conta o 

efeito do empenamento. Por exemplo, SOUSA JUNIOR [33] em sua lese 

de doutorado formulou e apresentou um elemento de barra com dois nos 

de extremidade, com 7 graus de liberdade por no: Ires translagoes, tres 

rotagoes e o empenamento, associados respectivamente a Ires forgas, !res 

mementos e ao bimomento. Com a associagao desse elemento aquele 

autor simulou nucleo estrutural de ediflcios. 

Uma outra possibilidade e a utilizagao de softwares de elementos finitos 

que permitam a associa9ao de elementos reliculados (barras) com 
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desta natureza e 
elementos de barras, para a simula9ao de vigas, 

oc<:iHhl~~ COm 0 USO de 

pilares e porticos, e 

redes, nuc:lec;s e das lajes. cascas de 

as 

est a ser de uma total 

discretos, baseados em e o 

parametres de entrada de dados, para caracterizar a estrutura e os 

carregamenlos. Essa dificuldade, por sua vez, pelo menos para as 

estruturas com aliviada 

nos nrrlnr:"m'"' 

e editores graficos. 0 mesmo se diz da fase de p6s-processamento: o 

antes era feilo baseado em extensas listagens, onde os usuaries tinham 

que pesquisar os resultados de seu interesse, tem-se hoje a possibilidade 

de uso de computa9ao grcHica que permite a expressao visual de esfor9os, 

tens6es, deslocamentos, etc. 
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Capitulo 

TECNICA DO MEIO CONTINUO 

2. ASSOCIACOES PLANAS DE PAREDES E PORTICOS 

Denominamos como Paine! Parede o paine! plano de set;:ao constante ao Iongo 

da altura deformavel predominantemente a at;:ao do momento fletor. 

Consideramos neste tipo de estrutura um carregamento horizontal uniformemente 

distribufdo ao Iongo da altura H, e uma carga gravitacional uniformemente distribufda ao 

Iongo do eixo vertical que passa pelo centro de gravidade de sua segao transversal. 

Na Fig 2.1 sao indicados a notat;:ao e os sentidos positives para os esforgos e 

deslocamentos. Um sistema de referencia Oxyz tem o eixo Oz vertical apontando para 

cima e os eixos Ox e Oy nas diret;:6es dos eixos principals de inercia das segoes 

transversals. A origem 0 esta na projegao do CG das set;:6es transversals. 

Pelo equillbrio do elemento infinitesimal de altura dz (Fig 2.1 b) temos: 

dz 
= -Vw (2.1) 

0 fndice (w) origina-se do Ingles "wall", significando parede. 
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qw 

I 
J Pw 

I 
i 

I 
! 
I H 

I 

I 
; 

z I 

L 
0 X 

{a) (b) 

Figura I -Paine! Parede 

elastica parede 

Mw.int 
=--

onde: 

uw: deslocamento da parede w na diregao x 

Mw,lnt: momento fletor na parede w 

EJw: produto de rigidez da parede w 

fort;:a 

Da combina<;:ao das equa<;:oes (2.1) e (2.2) e derivando-se uma vez em rela<;:ao a z 

obtemos a equagao da forga cortante interna no painel: 

on de: 

Vw.int: forga cortante na parede w 

jw: produto de rigidez EwJw 

(2.3) 

0 momenta fletor externo em uma se<;:ao generica distanciada z da base do painel 

e calculado levando-se em conta a agao simultanea da horizontal qw e da carga vertical 

Pw· momenta fletor e calculado na posigao deformada da parede, conforme Fig. 1 c, 

urn de na referida 

12 



H 

Mw,u' = J Pw~(C,)-uJdC, +qw.:o___
2
_::_t_ 

+ 

A equal(ao (2.5) expressa a fon;:a cortante externa do paine! parede. De acordo 

com a equal(ao (2.1) e conforme a Fig. 2.1.c, numa cota z temos que 11 (z) = Uw. Utilizando-

se deste na 

0 equilibria da es!rutura e mantido quando igualamos os esfors;os internos aos 

esfors;os externos. Desta maneira a igualdade entre as equas;oes (2.3) e (2.6) conduz a: 

(2.7) 

ou 

(2.8) 

Para obtermos a soluvao da equa9ao (2.8) existe a necessidade de serem 

impostas 3 condi96es de contorno: 

a) Supondo engaslamento da base da parede. 

u)O)=O 

u~(O)=O 
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o nome de Pl'i>rticn 

a e 

(2.9c) 

com a 

Para esse lipo de estrutura iremos considerar urn carregamen!o constitufdo de 

uma a9ao horizontal q; uniformemenle distribulda ao Iongo da altura H do paine! portico e 

de uma carga uniformemente iUUiUQ e aplicada ao lnnnr> eixos verticais 

e de com os 

distribui9ao a,. 

Serao considerados positives os esfor9os e os deslocamentos coincidentes com 

aqueles definidos anteriormente na Fig. 2.1.b para o Painel Parede. 

As express6es que se seguem, referente aos porticos, possuirao o fndice inferior 

"f', que se origina do ingles "frame". 

z 
1 

' 
h 

H 

(b) 

Figura 2.2 - Paine I Portico 

A equa9ao da linha elastica da Fig 2.2.b expressa-se conforme Stamato [34] par: 

(2.1 0) 

on de: 

Vun1: cortante interna no nRinAI nnmr.n 
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""''"ir!,:.r•mnn assim, rigiljez rYll,,t,:;n!A 

varial(6es locais que ocorrem na base oe\tlmls 

Oesp;rezare>mCJS as 

Ann"''"t"m<>ntn e no topo pela ausemcia 

dos tr:>mr><> e erros nos 

resultados nhirick'"' 

de m"""tr<uln em conta a 

em sua dissertagao 

posigao do ""','" de intl,,v,;,,., dos pilares na 

regiao da base, indicando que esses pontos devem ser considerados a 0,4h da base, no 

terreo e 0,4h entre a primeira e segundas lajes. A solugao indicada por PROENCA [23] foi 

segao 8.1 do B. 

on de: 

E: modulo de elasticidade longitudinal 

h: pe direito do andar 

11 ), 

K: rela9ao J/R da viga ou pilar considerado, onde I! eo comprimenlo do elemento. 

Kpn: rela9ao J/ t do pilar acima do n6 considerado 

Kv: rela9ao J/£ de uma viga que concorre no n6 considerado 

Kb: rela9ao J/£ de uma barra (viga ou pilar) que concorre no n6 considerado 

na: numero de n6s do andar 

vn: numero de vigas que concorrem no n6 

bn: numero de barras (vigas+pilares) que concorrem no n6 

(2.11) 

A for9a cortante externa em uma se9ao distante z da base do paine! portico 

(devida as cargas qt e Pt), conforme indicado na Fig 2.2.c, e dada por: 
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p1: a<;:ao extema vertical uniformemente distribuida que atua no ediffcio 

z: 

OS 

IOUiaiElm-se aos extemos. vista e das equa<;:5es 1 

e (2.1 podemos escrever a equagao diferencial (2. i 3), que rege o equilfbrio do painel 

portico, onde o significado de cada grandeza envolvida ja foi explicado anteriormente: 

1 

2.3 Painel Geral 

Podemos considerar que o Paine! Geral e uma associa9ao de Parede e Portico, 

sendo assim, um conjunto que apresente uma deformabilidade tanto por momenta fletor 

como por for9a cortante. 

Este conjun!o apresenta urn comportamento que contribui favoravelmente para a 

rigidez lateral, reduzindo assim, a disparidade entre os esfor9os e deslocamentos da base 

ao topo. 

Os paineis podem se associar de Ires maneiras diferentes, que sao: 

- Associa9ao de Parede e Portico por barras biarticuladas. 

- Associagao de Parede e Portico por lintels. 

- Associa9ao de Paredes por lintels. 

Para cada tipo de associa9ao devemos considerar urn carregamento 

uniformemente distribuido na vertical e outro horizontal, na lateral da estrutura. 

Vejamos agora com mais delalhes a formulagao diferencial de cada associa9ao e 

consequentemente as express6es deslas associa96es: 
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Conforme indicado na 

que essas 

fxwP o.; Pt 

I 
' 
I 

+ 

J 

J I 

I 
' 

J I 
' 

/ / /' ,' I ( /, I /f,/i//! 

(a} 

2.3, o paine! geral e lormado pela associagao 

t<'r•nir'" do 

azPt 

~ 
' 
I 

I 
' H 

! 

i 

! / 1 f ( i 

_j 

z 
' 

iinha elastica 

d::: :::onjunto 

o·"--------

(b) 

Figura 2.3- Associa9ao de Paineis por barras bi-articuladas 

H 

0 carregamento externo e constituldo de uma carga lateral horizontal q, 

uniformemente distribulda ao Iongo da altura H do paine! e de uma carga vertical ap, 

uniformemente distribuida ao Iongo dos eixos verticals pelos centres de gravidade dos 

pilares do portico e da parede. 

A rigidez infinita das barras de ligagao (barras bi-articuladas) garante a igualdade 

dos deslocamentos entre a parede e o portico, ou seja, u1 = Uw. Assim, podemos 

considerar uma unica elastica para descrever o comportamento do con junto. 

A forga cortante interna na estrutura e obtida pela soma das fon;:as cortantes 

internas Vw,int na parede e Vt,int no portico, ou seja: 

(2.14) 

Usando (2.3) e (2. 1 0) em (2. 14) temos: 

(2.1 
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u: deslocamento horizontal numa cota z 

flcn<i'il'l da IJ"''"'''"''"' 

,a 

r:nln<:i,r!t>:r"'neiO·,Se a 

soma fon;:as f"r'.rf<lnfc,c na parede 8 rlQ nhrfif"n 

cargas externas absorvidas por estes elementos, ou seja: 

V -v 'V ext - w,ext T f ,ext 

Vext: fon;:a cortante extema na associagao parede/p6rtico c/ barras bi-articuladas 

Vw,ext: forga cortante extema na parede 

V1,ext: forga cortante extema no portico 

A forga cortante externa na parede, calculada numa se<;:ao de cota zvale: 

onde: 

aw: quinhao da carga vertical absorvido pela parede 

p: valor da carga vertical uniformemente distribufda na estrutura 

Vw,q: for<;:a cortante externa produzida na parede pela carga lateral q 

Vw,ext: forge cortante extema na parede 

A for<;:a cortante externa no portico, calculada numa se<;:ao de cota z, vale: 

on de: 

a1: quinhao da carga vertical absorvido pelo portico 

da carga vertical na estrutura 
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1 e 1 e 

deslc,caimentc's numa mesma z 

=a (2.18) 

Vext: cortante externa na associagao parede/p6rtico corn barras 

a=aw +a1: quinhao de carga vertical absorvido pela associagao em estudo 

p e cargas uniforrnernente dis!ribufdas vertical e horizontal no edi!fcio 

a das cargas externas, equagao 

1 e, em qualquer cota z, pelas !orgas cortantes intemas, calculadas 

conforme (2.15), e valida a seguinte equagao: 

onde: 

jw: produto de rigidez a flexao da parede 

s1: coeficiente de rigidez a fon;:a cortante do portico 

a=aw +at: quinhao de carga vertical absorvido pela associagao ern estudo 

u: deslocamento horizontal numa cota z 

p e q: cargas uniformemente distribufdas vertical e horizontal no ediffcio 

(2.19) 

Obtemos os deslocamentos resolvendo a equa<;ao diferencial (2. i 9) e utilizando 

as seguintes condig6es de contorno: 

a) Referentes ao engastamento da base. 

u(O)=O 

u'(O) = 0 
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)=0 (2.21) 

-a = 

jg = iw: e 0 produlo de rigidez a flexao do paine! geral (associar;:ao parede/ portico c/ barras 

bi-articuladas) 

Sg = St: e 0 C019fi!~ie1nte rigidez a 

Associa<;:ao de parede e portico atraves de lintels 

Admitiremos que os linteis sao rigidos axialmente garantindo a igualdade dos 

deslocamentos horizonlais da parede e do portico (uw=Ut), designados simplesmente u. 

A rear;:ao do portico sobre a parede, atraves dos lintels, consiste de um memento 

distribufdo ms aplicado ao Iongo do eixo vertical da parede e uma forr;:a distribufda vertical 

aplicada tambem sobre este eixo. 0 efeito desta forga sera desprezado devido a 
suposir;:ao de indeformabilidade axial da parede. 
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e o carregamento, e na 

e mostrado um elemento de parade de altura dz. 

A 

v = + 11-,illt 

¢ls e como OS de da 

e 

demonstrado no Apendice B e posslvel descrever o momento ms como sendo: 

coE,Iiciente de rigidez ao 

K2: coeficiente de rigidez ao giro devido ao cisalhamento, calculado conforms (830) 

Se chamarmos de ¢1, que e igual a u', o angulo total de giro, Iemos: 

E se adotarmos a expressao aproximada, 

3Vw inl 
<ll=-·-
,, AE 

obtemos: 

onde: 

A: area da se9ao transversal da parede 

modulo de elasticidade longitudinal 

V w,int: for9a cortante in lerna na parede 

: coeficiente de rigidez ao giro devido a flexao, calculado conforme (823) 

COE:lficien!e de ao ri<::~lh:om,o;nln \,;\~1\#llld,IJIU 1"1-.nf:-.fiTll> 
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a 

interna na parede a expressao: 

+ 
y v 

' 

A for9a cortante no portico obedece a conven~tao positiva para os esfon;:os da 

Figura 2.4b, e vale: 

onde: 

s1: coeficiente de rigidez do portico a for9a cortante, calculado conforme (2.11) 

A soma da equa~tao (2.28) e (2.30) conduz a equa9ao da for~ta cortante interna 

total, expressa por: 

on de: 

· Jw ] =
g y 

(2.32) e 

(2.31) 

K 
s =-1 +s 

g y f 
(2.33) 

A fon;:a cortante externa total, numa se~tao de cola z pode ser expressa conforme 

(2.18), ja mos!rada anteriormente: 

V," =a p(H- z) u'+q(H - z) (2.34) 

lgualando a for9a cortante .externa com a fon;:a cortante interna para que 

tenhamos equilibria, chegamos na equa~tao diferencial de terceira ordem na variavel 

em 
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-a = 

a 

As condi96es re>;oi\Jermc•s: a equa(_(ao rlif•~mnr.i.>~l 

a ass1Jciayao lint<'ic: sao as mesmas uac;a;:, em l"'""'u''J 

2.3.3 Assosiagao plana de paredes por lintels 

A associa(_(ao destes elementos e utilizada a cargas 

0 a soma 

rigidezes de cada parede. A 2.5 mostra a associa(_(ao plana de duas parades com 

linteis iguais e espa9adas entre si de uma distancia 

sentidos dos esfor(_(os e deslocamentos indicados nesla figura. 

;..-...; 
-; -: 

; : 
_, _, 

.; 

,_. 
' ' ~~ 

-· -, 
z ~ 

' .. i 

IJ 

L
~ 

o x , · .~~·*'r ,.-f.,~ .. ~+ 
I ~ 

- :21 ......_ -.frt --+-- 2z-

Consideramos positives os 

f ~I 
.! 

-.... ,_~"_...-·"' 

M"'/.2 
I 

Figura 2.5 - Associa(_(ao de Paredes por Lintels 

Admitimos neste estudo que os linteis sao perfeitamente engastados nas paredes 

e supomos que os pontos medias dos linteis sao pontos de momento nulo. Admitimos 

tambem que os lintels sao indeformaveis axialmente. Pela tecnica do continuo 

consideramos que os lintels sao espa9ados uniformemente na altura Assim, se 
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nos seus nnntc>!': rr1edios 

cortantes VL espa9adas ao da a"'''"' 

Denominamos respectivamente de EJw1 , EJw2 e EJL os produtos de rigidez da 

1,da um 

: fon;:a cortante interna na parede 1 

Mw1: mornento fletor interno na parede 1 

: disti'mcia parede 1 0 

Utilizando a equa!fil.O (2.3), podemos escrever: 

onde: 

iw1: produto de rigidez EJw1 da parede 1 

(2.37) 

Da mesma maneira, do equiifbrio de momentos fletores no elemento generico de 

altura dz da parede 2, conforme indicado na Fig. 2.5c, juntamente com a equagao (2.3), 

podemos escrever: 

(2.38) 

on de: 

jw2: produto de rigidez EJw2 da parede 2 

c2: dis!ancia do centro da parede 2 ate o meio do lintel 

Ob!emos a forga cortan!e interna da associagao plana de duas parades somando

se as !orgas cortantes internas de cada elemento isolado. Desta forma, de acordo corn a 

equagao (2.37) e (2.38) Iemos: 

(2.39) 
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jg S8! f'()in<>irlPif<>rliA Q 

paredes, dado por: 

::;::: + 

a 

1 
~1 

as<;ocla<;:<IO plana 

Figura 2.6 - Deslocamentos dos centros dos vao dos Linteis 

Podemos dizer que o lintel seccionado deforma-se diferentemente, conforme 

pertenga de uma ou da outra parede, devido: 

a) A deformagao 1i de meio lintel, por flexao e fon;:a cortante (Fig. 2.6a); 

b) As de!orma<;:6es 81 e 82 das paredes 1 e 2 por flexao (Fig. 2.6b) e 

c) A deformas;:ao da parede por fors;:a normal. Desprezamos essa ultima 

deforma<;:ao, conforme hip6tese anterior, de que as paredes sejam 

indeformaveis axialmente. Se o ediffcio for bastante alto essa influencia nao 

sera pequena. Pretendemos 

em futuras pesquisas. 

Eng Newlon Damasio dos Santos 
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equa;;;ao 

produto de rigidez a flexao do 

G: modulo de elasticidade transversal do material do lintel 

· area da se;;;ao transversal do 

cortante no 

Substituindo (2.42), (2.43a) e (2.43b) na equa<;ao (2.41) Iemos: 

de Estruturas 

) 

(2.43.a) 

(2.43.b) 

(2.44) 

Explicitando vL em (2.44) chegamos a expressao (2.45), que da o valor da for<;a 

cortante nos linteis, suposta uniformemente distribufda pela altura H: 

v = u' 
L (c, +cJ 

(2.45) 

on de: 

(2.46) 
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pela associavao de 

= + 

r.hlrorr>n<> a ex~;ressao 

parades: 

a 

::::.: iwl + associavao 2 parades ligadas 

A for9a cortante externa total, devido ao carregamento, sera obtida pela soma das 

for9as cortante em cada parede, provenientes dos quinhoes de carga externa absorvida 

estes elementos, de acordo com a equa~fao (2.6) valem: 

A soma dos esfon;:os cortantes Vw1,ext, Vw2,ext nas duas paredes, conforme 

equac;oes (2.48a) e (2.48b), conduz a: 

V'"' =awp(H -z)u'+q(H -z) (2.49) 

on de: 

aw = aw1 +<Xw2: quinhao de carga absorvido pel a associac;ao 

q: carregamento lateral 

p: carregamento vertical 

Em qualquer cota z, a forga cortante externa e equilibrada pela forga cortante 

interna. Portanto, igualando-se (2.47) e (2.49), obternos a equagao diferencial referente a 
ao painel geral forrnado pela associavao de duas paredes ligadas por lintels: 

(2.50) 

Nota-se novamente a equivalencia entre a equa9ao (2.50) e a equac;ao (2.22) 

obtida para a associac;ao de um portico com uma parede, ligada por barras bi-articuladas. 

apesar das 
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a urn portico e, sendo assim, sujeito a deforma<;:ao tambem pela forca cortante. 

As esse sao as mesmas 

exrJre'SSelS nas as~;QC!Iay(JSS ,:m!,pnr<rt''" 

E possfvel a equacao m 

l•ntPr<: A 

I Wn-1 
i 

I 
·~' "n 

I I 
I 

I ' I 

I 
~ 

I 

I 
I I 
I I 

' I 

i i 
i 

i 

' 
I I 

- c, 

Figura 2.7- N Paredes unidas por Lin!eis 

Nesse caso os parametres de rigidez para o painel geral sao fornecidos pelo 

seguinte conjunto de equat;:6es: 

' 
jg = 2: jw1 (2.51 .a) 

i=l 

(2.51.b) 

e 

(2.51 .c) 
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Capitulo 

TECNICA DO MEIO CONTINUO 

Nucleo de se.;ao aberta sem contraventamento 

Denominamos nucleo de se<;:ao aberta a combinagao de paredes planas ligadas 

entre si, formando uma segao transversal continua e aberta de uma espessura muito 

menor que as outras dimensoes. 

r, 

(a) (b) 

Figura 3.1 Nucleo de se<;:ao aberta sem contraventamento 

Temos na 3.1 uma estrutura de segao aberta de altura H, referenciada pelos 

seguintes sistemas de eixo: 
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de Estruturas 

gravidade da sec;:ao transversal. eixos e sao 

principals de inercia, e o eixo Oz e vertical, apontando para cima. 

Sistema Global - na base 

principals de 

0 

sec;:ao eo 

a) agoes gravitacionais p, uniformemente dis!ribufdas ao Iongo do eixo Oz, 

""''tmmn indiCa(JO na Fig. 3.1 a; 

com 

valores qx e nas diregoes dos eixos principals de m"'''""" 
segundo os eixos globais OX e 

de 

aplicadas 

c) Memento de ton;:ao m, uniformemente distribufdo ao Iongo do eixo OZ e 

positivo se de sentido horario para urn observador olhando na diregao 

positive do eixo. 

Segundo hip6teses da teoria das barras de segao delgada, a segao transversal do 

nucleo nao se deforma em seu plano. Assim podemos garantir o comportamento das lajes 

como diafragmas. Devido a estas hip6teses, podemos dizer que o movimento de qualquer 

ponto da segao transversal, numa dada ordenada z, fica caracterizado pelas seguintes 

fungoes de z: 

a) u - deslocamento do centro de torgao na diregao global do eixo OX; 

b) v- deslocamento do centro de ton;:ao na diregao global OY; 

c) e- giro da segao, tendo como polo de rotagao o centro de torgao CT. 

Os nucleos, devido a geometria da segao transversal, apresentam rigidez a flexao 

nas duas diregoes principals, alem da rigidez a ton;:ao. Consideramos que estes elementos 

comportam-se a flexao simples como uma barra, ou melhor, como uma parede (mica. 
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com a 

= {3.1 

vy,int ;;;::; 1 

on de: 

Vy,int: larva cortante na diregao do eixo principal de inercia Oy 

acordo com a de - Torgao uma barra segao 

delgada aberta, submetida a torgao, !em seu comportamento expresso atraves da 

seguinte equagao: 

onde: 

M1: Memento torgor total na segao 

M,: Momento de ton;:ao livre (Saint-Venant) 

Mft: Momenta de flexo-ton;:ao 

(3.2) 

A parcela do momento ton;:or total, referente a ton;:ao livre de Saint-Venant na 

segao transversal de cota z do nucleo, vale: 

onde: 

M,: Memento de torgao livre (Saint-Venant) 

G: modulo de elasticidade transversal 

Jt: constante de ton;:ao 

rotagao da segao, fungao da ordenada z 

Newton Damasio dos Santos 
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tl! 

rotaQao de torQao da se9ao, ordenada z 

Substituindo (3.3) e (3.4) em (3.2), resulta: 

0 momenta tor9or e convencionado posilivo quando no sentido 

observador olhando do topo para a base, conforme indicada na Fig. 3.2: 

y 

! L 

O,ro --. 

'-

Figura 3.2 -Conven9ao de M! e e positives 

para urn 

As equa9oes (3.1 a), (3.1 b) e (3.5) correspondem, respectivamenle, as for9as 

cortantes internas nas dire96es OX e OY e ao momenta tor9or interno total M~, numa 

se9ao de ordenada z. Com a finalidade de homogeneizar a nota9ao adotada para os 

esfor9os o momenta tor9or total passa a ser denotado Ve,int· Esses 3 esfor9os internes, 

para uma sevao de ordenada z, podem ser agrupados matricialmente, como segue: 

(3.6) 
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Em uma segao de cola z da estrutura, as forgas cortantes externas nas direg6es 

OX e OY e o momento de torgao que se deve as cargas laterais q, levadas do CG para o 

CT, sao dados por: 

Vx,q = qx(H- z) 

vy.q=qy(H z) 

V: =-m(H -z) B,q 

(3.12.a) 

(3.1 2.b) 

(3.12.c) 

Devido a agao do carregamento, um elemento de area dA da segao transversal da 

parede se deslocara, passando de uma posigao A para uma posigao A', conforme 

ilustrado na Fig. 3.3. As translag6es desse elemento dA, em relagao aos eixos globais, 

vaiem respectivamente uA eVA. Podemos relacionar estes deslocamentos uA eVA com os 

deslocamentos u e v do centro de ton;:ao nas direg6es OX e OY e com o giro e da se<;:ao 

em tomo do seu centro de tor<;:ao. Esta rela<;:ao pode ser expressa pelas seguintes 

equag6es: 
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=U-

(3.13.b) 

6=CG X 

Figura 3.3 - Deslocamentos do centro de ton;ao e do elemento area dA 

uma cola nA,,Ar·ir."' z 

proveniente de uma '"'"'''n<> ""'rtir::. 

F" = p(H -z) 

e 

atua na se9ao trrln<:•v<>r·>:RI 

e dada 

(3.14) 

A se<;ao transversal ficara submetida a tensoes normals c; e um elemento de area 

dA desta se<;ao, tera uma fon;:a normal elementar dFN, expressa por: 

(3.15) 

Pela equa<;ao (2.6), do capitulo anterior, observamos que a forga cortante externa 

horizontal numa parede, proveniente de urna carga vertical, e obtida pelo produto da forga 

axial que solicila a segao, pela derivada primeira do deslocamento na dire<;ao 

considerada. Concluimos entao, que um elemento de area dA do nucleo, que se desloca 

uA na diregao de OX e VA na diregao de OY, as for<;as cortantes elementares devido a 
a<;ao da carga vertical podem ser escritas como: 
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dV = cr · dAuA' x,p , (3.17.a) 

=0· 
.p 

0 memento de 

em rell~9eto ao 

' 1 

I A'~~------;;r:;;:cs:~--:: 
I , 
I ' I llx-t 

'o 

I 
b=CG 

X 

Figura 3.4- Deslocamentos do Centro de Tor9ao e do elemento de area dA. 

esse 

(3.18) 

Se substituirmos a derivada primeira em relagao a z, dos deslocamentos do 

elemento de area A, calculados com (3.13a) e (3. i 3b) nas equagoes (3.17) e (3.18) e 

integrarmos as equagoes resultantes na area A da segao transversal, resulta: 

V =fcr[u'-(y -y)8'}/A ;;,p D 

A 

Vy.p = f (J [v'-(XD x)8 '}/A 
A 

V,P = fa{-[u'-(yD -y)8'](yD y)+[v'-(xn -x)8'KxD -x)}dA 
A 

Como OS eixos Ox e Ox sao principals de inercia, valem as equa<;:6es: 
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f =0 fxdA=O 
A A 

cr e constante na A da seyao transversal e ac,orolo com as 

A 

Efetuando-se as opera96es de in!egra((ao indicadas nas equa96es (3.19) a (3.21) 

on de: 

vx,p = p(H- z)(u'- y De') 

vr.p = p(H z)(v'-xne ') 

e 

Vz.p = p(H -z)(-u'yn +v'xn +ii;8') 

x0 e yo: coordenadas do CT em relayao ao CG 

i0 : denominado raio de girayao polar e definido como: 

.2 2 2 Jx + J v 
1n=xD+yD+ · 

A 

(3.24.a) 

(3.24.b) 

(3.24c) 

As equa96es (3.12) e (3.24) correspondem as fon,:as cortantes externas e 

momen!o de toryao, provenientes da a9ao da carga lateral e da carga vertical 

respectivamenle. 

A soma desses esfon;:os, nas direy6es X, Y e Z, conduz respectivamente as 

equa96es das for9as cortantes externas e momento tor9or externo totais: 

V..,p = - z)(v'-xDe ') + 
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YD + + 

Exprimindo estas equag6es em forma matricial, temos: 

} 

(3.29) 

(3.31) 

Para que o equilfbrio da estrutura seja mantido os esfon;:os internos devem ser 

igualados aos esfor9os externos, ou seja: 

(3.32) 

Se substituirmos (3.6) e (3.27) na equa9ao (3.32), obternos: 

- [J Ru"'}+ [KT Ru'}= p(H- z)[L,- Ru'}+ (H- z){vq} (3.33) 

0 sistema de equa96es diferenciais, representado ern (3.33), expressa o 

comportarnento de uma parede de se9ao aberta, sem contraventamen!o, submetida a um 

carregamento composto de cargas laterals, memento de torQao e carga vertical. Esta 

equa9ao ap6s um rearranjo pode ser escrita na seguinte forma: 

(3.34) 
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u, v e e do em relagao ao sistema global 

condigoes de contorno necessarias para a solugao destas equagoes diferenciais, sao: 

= [o] 

Supondo que no 

bimomentos aplicados: 

[U"CH)]= [o] 

do ediffcio nao se tern momenta de flexao e nem 

Nucleo de seyao aberta contraventado 

Na Fig. 3.5 mostramos urn mlcleo de segao aberta contraventado por lintels, 

introduzidos aos nlveis dos andares. Os sistemas de eixos de referencias, indicados na 

figura sao os mesmos considerados na segao 3.1, ou seja, eixos locais Oxyz e eixos 

g!obais OXYZ. 

z 

I 
I ; p I 

h I I -
I ' I H 

, 

I I . 
t I 
,'f><.v X ,_ :.:./2 _, .l '2 .... 

{!::; 

Figura 3.5- Nucleo de segao aberta contraventado por Lintels 

0 carregamento atuante na estrutura, tambem sera igual ao utilizado na se<;ao 

3.1. Admitiremos que os linteis sejam engastados nas faces extemas das parades onde 

estao ligados e que em seus pontes medics o momenta lletor seja 
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todas as se<_;:oes transversals estao numa 

acontecendo com os centres de tor<_;:ao das se<_;:oes transversais. 

onde o 

0 

o mesmo 

eles 

0 

Por hip6tese os esfon;:os cortantes dos lintels nao contribuem para o memento 

fletor no nucleo, as equa<_;:oes que exprimem as for<_;:as cortantes internas deduzidas na 

(3.37.b) 

A equa<_;:ao de momento tor9or para o nucleo contraventado por linteis e diferente, 

pelo aparecimento do momento de flexo-ton;:ao dos lintels, denominado Mtt.L· Desta 

maneira basta acrescentar na equa9ao (3.5) o efeito provocado pelo lintel. Obtemos 

assim: 

M = -EJ 9'"+GJ8'+M 
t w t ft,L 

(3.38) 

Para a determina9ao do memento de flexo - ton;:ao consideremos um elemento 

longitudinal dz do nucleo seccionado nos pontos medios dos vao dos lintels, conforme se 

indica na Fig. 3.6. 

,_;;;;;;;;;;;;;;'==-.----•' v--...,...:=;;;:;'==, 
z 

tlZ 

Figura 3.6 - Fon;:as Cortantes nos Lintels nos pontos seccionamento. 
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recem nos nnnlr•<: 

essa fon;:a a fon;:a cortante 

distribulda v ao Iongo da altura de um andar. Os sentidos positives indicados estao 

mostrados na 3.6. forga vale: 

- V. v :::;:::-2... 

h 

paredes e 

com a teoria de flexo--torgao, um acrescimo de bimomento no elemento 

longitudinal dz. Esse acreescimo de bimomento e dado por: 

flexo-torgao e 
derivada do bimomento em relagao a z, com sinal trocado, isto e: 

(3.41) 

Substituindo-se a equa<;:ao (3.40) na equa<;:ao (3.41 ), e tendo em vista a equa<;:ao 

(3.39), resulta: 

(3.42) 

Devido ao carregamento aplicado, a parede ficara submetida a flexao nas duas 

dire<;:oes principals, alem da tor<;:ao. 

Observa-se, porem, que a flexao da parede nas dire<;:oes OX e OY nao produzem 

deslocamentos verticals relatives no ponto de seccionamento dos linteis. lsto se deve ao 

fato que nas flexoes simples as se<;:6es permanecem planas depois de fletidas e as a<;:oes 

dos mementos fletores produzem deslocamentos verticals nos pontos 1' e 2' na mesma 

dire9ao e sentido. Portanto, o deslocamento vertical relative do lintel e referente apenas da 

agao de tor9ao no nucleo e da propria flexao dos lintels. 

Como na estrutura real os pontos 1' e sao coincidentes, sera valida a seguinte 

equa<;:ao compatibiliza9ao deslocamentos verticals. 
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Os deslocamentos w1· e w2• sao denominados empenamentos e calculados 

atraves 

e =El(z): rota9ao da se9ao em torno do centro de tor9ao 

w1 e W2: areas setoriais calculadas nos pontos 1' e 2' 

ton;:or po<;itivo. 

w, 

Figura 3. 7- Deslocamento de urn Lintel seccionado 

Se considerarmos positivos os deslocamentos no sentido positive do eixo OZ, de 

acordo com a Resistencia dos Materials, os deslocamentos &1• e &.2·, devidos a flexao do 

lintel, valem: 

(3.45.a) 

(3.45.b) 
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fon;:a cortante distribuida devidas a urn lintel 

AL: area da segao transversal 

Substituindo-se as equagoes (3.44a), (3.44b), (3.45a) e (3.45b) na equa9ao (3.43) 

encontramos para a forga cortante concentrada VL do lintel, na seguinte expressao: 

Se subs!ituirmos a equagao (3.46) na equa9ao (3.42) obtemos, para o momenta 

de flexo-torgao, a expressao: 

M = (wl'--ro2')" .e, 

ft.L I i ] [ f. ] 

L 12EJL + GAL 

(3.47) 

Sabemos que para o tipo da segao aqui analisada a diferenya entre as areas 

setoriais w1· e W:<· e igual ao dobro da area interna do esqueleto A;, ou seja: 

w
1
. -w,. = 2A - ' 

(3.48.a) 

E se definirrnos KL como uma constante de rigidez a torgao do lintel como segue: 

(3.48.b) 

podemos reescrever a equagao como: 
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A substitui<;:ao da equa<;:ao (3.49) na equa<;:ao (3.38) nos conduz a seguinte 

= '" + 

'"''n<:t>'lni·A de '"" ,,av 

Jw: memento setorial de inercia 

KL: constante de rigidez a tor<;:ao do lintel 

0 -v.,~ 1 • rota<;:ao da se<;:ao em 

G: elasticidade transversal 

As equa<;:6es (3.37a), (3.37b) e (3.50) expressam as componentes x e y da fon;:a 

cortante e do momenta tor<;:or total intemos na estrutura. Agrupando estas equa<;:6es de 

forma matricial podemos escrever: 

(3.51) 

onde: 

(3.52.a) 

[

Ely 0 0 -
[1]= 0 Ely 0 

0 0 Elw 

(3.52.b) 

[KT l = [~O ~ ~ l 
0 Gl, 

(3.52.c) 

[KJ=[~ ~ 1,] (3.52.d) 
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na se9ao 

onde: 

cndAr'"'" numa se\:ao de cola z 

o carregamento aplicctdo na 

[LT] e uma matriz dada em (3.29); {Vq} vetor dado em (3.30) 

e 

eo mesmo: 

em (3.28) 

(3.53) 

No equilibria da estrutura teremos os esfors;:os externos iguais aos esfor9os 

internos. Desse modo, igualando (3.51) e (3.53), encontramos o sistema de equa96es 

diferenciais para o nucleo contraventado por linteis: 

[J Ku'"}+{p(H- z)[4]- ([Kr ]+ [KJ)}{U'}= -(H z){Vq} (3.54) 

As condi96es de contorno sao as mesmas fornecidas em (3.35a), (3.35b) e (3.36). 
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Capitulo 4 

TECNICA DO MEIO CONTINUO 

4. ASSOCIACAO TRIDIMENSIONAL DE PAREDES E PORTICOS 

Na Fig. 1, represenlam-se em planla uma de ediflcio alto constitufda 

pela associa9ao tridimensional de paredes, porticos e molas de tor9ao, ligadas atraves das 

lajes. Admitimos que as lajes apresentam rigidez infinita em seu plano e nenhuma rigidez 

transversal (perpendicular aos seus pianos). 

y ' 

/ 

/ 
' q / 

I 

Figura 4.1 - Associa9ao tridimensional em planta 

(figura extrafda de Mancini[13]) 
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comoo 

Em cada elemento estrutural p6rtico(f) e/ou parede(w) iremos definir urn sistema 

e 

o: na base do 

eo de:ste versor em rei<:J.Ciito ao 

No caso de existirem nucleos de seyao aberta, substituiremos estes por duas 

paredes planas equivalenles e por uma mola (m) que absorvera o esfon;:o de ton;:ao. 

As paredes planas equivalentes ao sao indleo:endente:s 

OS 

de ton;:ao da sec;ao. Essas parades equivalentes possuem produtos rigidez a flexao 

e em relac;ao aos eixos principals de inercia OX e OY, respectivamente. 

A mola de torc;ao tera produto de rigidez GJ1 para ton;:ao de Saint-Venant e EJw 

para flexo-torc;ao. 

A Fig. 4.2 ilustra a substituic;ao de urn nucelo de sec;ao delgada aberta por paredes 

e mola equivalentes. 

EJx 

I 

=> 
• cr X 

I I 

d---1 

Figura 4.2- Parede de ses;:ao aberta 

As cargas aplicadas a estrulura constituem de: 

carga q horizontal e uniformemente distribufda ao Iongo altura H 

estru!ura. A posis;:ao desta carga e dada pelas rnmn:nnon·t"'" a e b seu vetor 
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versor em rela9ao ao 

b) Carga a;p vertical e uniformemen!e dis!ribufda ao Iongo do eixo vertical, que 

passa se<;:ao transversal de e 

b) v=v(Z): des!. do pon!o de co!a Z, con!ido no eixo OZ, no sentido de OY; 

c) 8=8(Z): rota9aO dos pontos de cola Z, em torno do eixo OZ, positive se for no 

fon;:as cortantes internas nas dire96es dos eixos e e o momenta 

ern torno do eixo (positive no senlido horario) sao obtidos de acordo com atraves 

das equa<;:6es: 

vy.int =-:L j wu:bw + :L J fu;b f 
w f 

V..int =-LJwu;cw + L}1 u7ct + L,M, 
w f m 

on de 

8m: giro na mola de tor9ao. 

uw: deslocarnento da parede w na dire9ao do seu plano 

u1: deslocamento do portico f na dire9ao do seu plano 

iw: produto de rigidez da parede w 

h: produto de rigidez equivalente do portico f 

M1: memento de tor!ffao total na mola de ton;:ao m 

e 

Mt=-EJ 8 "'+GJS ' w m t m 

onde: 

· momenta setorial inercia 
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(4.1.a) 

(4.1.b) 

(4.1.c) 

(4.2) 



Os soma!6rios devem ser fei!os sobre todas as paredes, porticos e molas de 

torqao do e os versores 1!ili2:adc)s em 1 a), 1 e (4. 1 

e 

e =e 
m 

as equag5es e (4.3a), e 

1 e (4.1 c) resulta: 

vx,int =-l:J.(a,u"' +b.v"' +c,e"'}a. + l:st(afu' +bfv' +cfe')·af 
w f 

vy.int =-2: j)a.u"' + b.v"' + c.e "')·b.+ l:s f (a fu'+bf v'+cfe '). bf 
w f 

V..m< =-l:JJa.u"' +b.v"' +c.e"')·c, + 2:sAa1 u' +b1v' +c1e')-c1 + 2:(- j"'El"' + j,O') 
w f m 

As equa96es (4.4a), (4.4b) e (4.4c) podem ser escritas em forma matricial: 

r~l-
Jaa Jab 1,, l ") 0 0 0 

rsaa 
sab s.] 

!::) 
:,, + 

vint,Y Jba Jbb Jb, 0 0 0 + sba sbb sb, 

v • 1,, J,b ]" + l:Jw en! 0 0 l:i L sea S,b s" rnt. 

m m 

onde: 

Jgh = L,J.g.h. 
w 

sgh = L,sfgfhf 
f 
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(4.3.a) 

(4.3.b) 

(4.3.c) 

1 

(4.4.a) 

(4.4.b) 

(4.4.c) 

(4.5) 

(4.6.a) 

(4.6.b) 



sistema de equa96es (4.5) pode ainda ser escrito na forma: 

{v,J= ]+ [s ]){u'} 

' j: 

{u}: deslocamentos diafragma n,,,,.,."'~"' 

I l J,a Jab Jac 
' I 

= Jba Jbb Jb, I 

I + 
m J 

(4.8.b) 

(4.8.c) 

As forvas cortantes externas na direvao dos eixos OX e OY e o momenta de 

ton;;ao em torno do eixo OZ, de sentidos positives conforme indicado na Fig. 4.3, serao 

calculados considerando-se a a<;:ao das cargas verticals e das cargas laterals atuantes na 

estrutura. 

4.1 Forgas cortantes externas devidas ao carregamento vertical p: 

Os esforc;:os cortantes externos devidos a ac;:ao da carga vertical serao calculados 

considerando-se separadamente as contribui<;:oes das paredes e dos porticos. 
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/ 

I 

Figura 

' / 

I Ve;.;l:.)' 

¥ 

Ye;.;t.B 

A determinas;:ao desles esforgos pode ser encontrada em [48]. 

Fig. 4.4a indica-se um elemen!o de parede de area dA, cuja posis;:ao em 

relas;:ao aos eixos globais OX e OY e dada pelas coordenadas (Xw e 

y l 

Xw 

0 X 

y i 

' 

0 

Figura 4.4 - Elemento de parede 

X 

Numa certa cota Z, devido aos deslocamentos u, v e a rotas;:ao e do centro de 

tors;:ao o elemen!o de parede dA sofre deslocamentos uA, vA e eA em relas;:ao ao sistema 

global OXYZ, os quais podem ser descritos como: 

=El 
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(4.9a) 

(4.9b) 

(4.9c) 



y 

Yw 

X 

As fon;:as cortantes elementares extemas nas dire«;:6es OX e OY, indicadas na Fig. 

4.5, num elemento de parede de area dA, que esta sob a a«;:ao de uma carga vertical 

ob;:JdE>CE,ndlo ao mesmo do e com 

nas equa«;:6es 16) e 1 podem ser expresses 

(4.1 O.a) 

(4.10.b) 

0 memento de tor«;:ao elementar, de acordo com o sentido positive indicado na 

Fig. 4.5 pode ser dado por: 

(4.11) 

Se efetuarmos a derivada primeira de uA, VA e eA dados em (4.9.a), (4.9.b), e 

(4.9.c), em rela«;:ao a Z, e substituirmos esses valores nas equa«;:6es (4.10.a), (4.10.b) e 

(4.11) e integrarmos na area da se«;:ao transversal da parede, encontramos as seguintes 

expressoes para a contribui9ao do carregamento vertical p nas a96es numa parede w: 

v,,' = awp(H - z Xv' +X CGe ') 

Vw,., =o:wp(H- z{ Yc0 u'- X co v' + ~ e·) 
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(4.12.a) 

(4.12.b) 

(4.12.c) 



Para as paredes de sec;:ao aberta, permanecem validas as equac;:oes (4.14), pois 

no desenvolvimento do equacionamento para paredes nao fizemos nenhuma reslric;:ao 

quanto a forma da sec;:ao transversal. Portanto, se existem n paredes podemos escrever: 

(4.16) 

on de 

{vrPw j - e o ve!or das forc;:as cortantes externas devidas as cargas verticais aplicadas no 

conjunto de paredes. 

[4J= iaJLJ (4.17) 
w=l 
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de Es!ruturas 

De modo analogo ao feito para paredes obtemos as fon;:as cortantes que 

aparecem nas 

f. carga 

explicado anteriormente. Representamos na Fig. 

y 

Xj 

Yj 

X 

Figura 4.6- Fon;:as cortantes em urn pilar de urn portico generico f 

Devido as transla<;:oes u e v do diafragma nas dire<;:oes OX e OY, aparecem no 

pilar j em uma cota Z, for<;:as cortantes nas tres dire96es dos eixos globais. Os sentidos 

positivos dos esfon;os estii.o na Fig. 4.6. Estes esfor9os podem ser expresses atraves das 

equa96es: 

V· =a.p(H-z)·u' lx,p j 

V· =a.p(H-z)·v' ly.p 1 

(4.18.a) 

(4.18.b) 

(4.18.c) 

Se impusermos aos diafragmas uma rota<;:ao positiva 8, conforme e observado na 

Fig. 4.7, o pilar j desloca-se nas dire<;:oes OX e OY de: 

a) Yi.e =; na dire<;:ii.o de OX 

b) -Xi.e =; na dire<;:ii.o de OY 
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y 

X 

lsto conduz ao aparecimento de for9as cortantes mostradas na 4.8, nas 

dire96es desses deslocamen!os. As for9as cortantes podem ser calculadas a partir das 

=a
1
p(H -z)YfJ' 

V1,, =a
1
p(H -z)XfJ' 

19.a) 

(4.19.b) 

0 momento de ton;:ao proveniente das for9as cortantes V p
1
.x e V p,.r, de acordo 

com o sentido positivo indicado na Fig. 4.8, e dado por: 

(4.19.c) 

y 

j 
o.j p(H-z:) Xj 8' 

v Y; l 

I 

0 f Vpj,e 
X 

Figura 4.8 - For9as cortantes em um pilar de portico gene rico 

Somando-se os efeitos das transla96es 

rfgido referentes a excenlricidade do 
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diafragma com os deslocamentos de 

j em 



as um com n 

Iemos as expressoes as fon;;as cortantes ao 

p do con junto de porticos: 

+ ') 

= +X ') 
I 

vk, = I.a 1 p(H- + 
j 

on de: 

j: indica que o somat6rio estende-se para todas as colunas dos porticos e 

As equa96es (4.20) em forma matricial podem ser expressas por: 

ou, de forma compacta: 

onde: 

0 

1 

-X 
} 

{vp}: vetor das fon;:as cortantes devido a carga vertical do conjunto de porticos. 

[Lr]= I.aALj.p] j 

com 

[L,,]= [: 
0 

yj l 
1 -X 

} 

y} -X dJ J } 
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) 

(4.22) 

(4.23) 

(4.24) 

(4.25) 



de Es!ruturas 

cad a a soma das 

equa<;6es (4.16) e (4.23) conduz a: 

p.tXl 

ou 

on de 

{vp_ml eo vetor das for<;as cortantes extemas devido a carga vertical. 

l = ]+ J 

Forgas cortantes eJdemas devidas a a!J?i'iO lateral q: 

As for<;as cortantes externas, em uma cota Z, devido somente a carga lateral q, 

sao dadas por: 

onde: 

Vx.q = q(H- z)a 

vy.q = q(H- z)b 

V.,q = q(H- z)c 

(4.29.a) 

(4.29.b) 

(4.29.c) 

a,b,c: versores que indicam a posi<;ao do carregamento q em relagao ao sistema global 

q: carga lateral 

Em forma matricial podemos escrever: 

(4.30) 

on de: 

{vq.a: }: vetor das for<;as cortantes devido a carga lateral 
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) 

na de\i•ido ao 

(4.32) 

on de: 

(4.33) 

A condi<;:ao de equilfbrio exige que os esfor<;:os internes igualem-se aos esfor<;:os 

externos. Oeste modo a igualdade entre as equa96es (4.7) e (4.32), conduzem a: 

(4.33) 

Ou, agrupando os terrnos de (4.33) ern uma forma mais conveniente, chega-se ao 

sistema de equa<;:oes diferenciais de terceira ordem para a associa<;:ao tridimensional de 

paineis pianos. 

(4.34) 

As condi<;:oes de conlorno utilizadas sao: 

a) Supondo engastamento na base da estrutura: 

{U(O)}= {o} (4.35.a) 
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b) Supondo que nao exista momento aplicado no topo da estrutura 

{U"(H)}= 

u 

u=u(Z) deslocamento de transla<;::ao na dire<;::ao do eixo global OX; 

v=v(Z) deslocamento de transla;;:ao na dire<;;ao do eixo global Oy; 

O=fi(Z) rola<;;ao do andar. 
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Capitulo 

TECNICA DO MEIO CONTINUO 

5. EDIFiCIOS COM DOIS NUCLEOS 

Nucleos sem contraventamento 

Na Fig. 5.1 representamos em planta, dois nucleos de se9ao delgada aberta, 

ligados entre si atraves das lajes. A analise desta estrutura e analoga a desenvolvida no 

Capitulo 4, quando se considerou apenas um nucleo de se9ao aberta, e semelhante 

tambem, ao indicado em XAVIER [48]. A estrutura tern altura total H e e definida 

geometricamente atraves dos seguintes sistemas de eixos: 

a) Sistema global de eixos OXYZ com origem na base do ediffcio. Os eixos OX e 

OY sao eixos horizontals e OZ e o eixo vertical, orientado da base para o topo. A origem 0 

pode ser tornado numa posi9ao qualquer do plano da base e as orienta96es dos eixos OX 

e OY sao escolhidas arbitrariamente. 

b) Sistema local de eixos o;xyz em cada nucleo, sendo o;x e o;y os eixos 

horizontals paralelos aos eixos principals de inercia e o;z o eixo orientado da base para o 

topo da estrutura. A origem o; do sistema e coincidente com o centro de tor9ao do nucleo i 

(i=l ,2). 
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1 -

A Jocaliza9ao centro de ton;:ao e 

rela9ao aos eixos globais e definida atraves 

centro de gravidade de cada mlcleo, em 

das coordenadas (XcT;, Y cT;) e (XcG;, Y cG;), 

respectivamente. Definiremos ainda C;x, C;y como as coordenadas da origem global e em 

rela9ao aos sistemas locais o;xyz. 0 angulo que o eixo local o;x forma com o eixo global 

OX sera denotado {j>; onde i=(i ,2). 

0 carregamento e constitufdo de carga lateral q uniformemente dis!ribufda ao 

Iongo da altura da estrutura, atuando em um plano n vertical. A posi9ao desta carga e 

definida pelas componentes! e!;!, do seu vetor unitario, segundo os eixos OX e OY, e pela 

componente £ que e o momento deste versor em rela9ao ao eixo OZ, positive no sentido 

hon~rio. Alem desta carga lateral, atuam na estrutura cargas verticais o:;p uniformemente 

distribufdas ao Iongo dos eixos verticals que passam pelos centros de gravidade do 

nucleo. 

Em rela<;:ao ao sistema global, os deslocamentos dos diafragmas ficam 

caracterizados pelas seguintes fun<;:6es de Z: 

u - deslocamento de transla<;:ao na direc;:ao do eixo OX; 

v- deslocamento de transla<;:ao na dire<;:ao do eixo OY; 

e - rotac;:ao em tomo do eixo OZ, positiva conforme sentido indicado na Fig. 5.1. 
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se<:ao <>hc>rt<) apresenta riailjez a 
flm'ii" nas duas Pode-se, An1riin 

para a estrutura em analise, que as fon;:as cortantes internas no nucleo i, positivas nos 

ca•nti''"" incliCcidClS na podem ser de com as eq1ua~:6es: 

y 

'C11 
I 

Figura 5.2- Conven9ao para as for9as cortantes internas positivas. 

V =-EJ,u~ x, _, 

Vy, = -Elx,V~ 

v., =-EJ.,,e'('+GI,o; 

Exprimindo-se as equa96es (5.1) na forma matricial, resulta: 

ou de forma compacta: 

0 

EJx, 

0 
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(5.1.a) 

(5.1.b) 

(5.1.c) 

(5.2.a) 

(5.2.b) 



r 

I
, EJ, 

[J]=-; o' 
. l 0 

'o o 
l=l 0 0 

I o o 
L 

0 

0 

(5.3.c) 

nucle·os nas de 

eixos sao escritos em fun9ao dos deslocamentos das 

OXYZ, como: 

nas dire96es dos eixos globais 

e =8 
' 

ou em forma matricial 

1
u,) I cos¢, 

v, =l-sen¢, 
e, o 

ou ainda: 

onde: 

-sen¢, 

cos¢, 

0 

-Cyillul c. vI 
" r 
1 e j 

{U}: vetor dos deslocamentos na cota Z, nas dire96es OXYZ 

{U;}: vetor dos deslocamentos na cota z, nas dire9oes o;xyz da parede i 

c,; e Cy; : coordenadas do ponto 0 (origem do sistema global) em rela9ao a o;xyz 
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(5.4.a) 

(5.4.b) 

(5.4.c) 

(5.4.d) 

(5.4.e) 



(5.5.b) 

e 

l COS{J). -

] = 1- se~~~ cos$, 

' 0 0 
L 

(5.6) 

y 

Figura 5.3- Rota<;ao do vetor {v;} para {v,} 

Uma vez determinadas as for<;as cortantes internas {v,} em cada parede i, nas 

dire<;oes do sistema local o;xyz associado a parede i, atraves de uma rota<;ao de eixos $; e 

possfvel determinar as for<;as cortantes internas jv,} na parede i, nas dire<;oes dos eixos 

globais OXYZ. A Fig. 5.3 ilustra essa rota<;ao de eixos. 

As componen!es do vetorjv,} que contem os valores de for<;as cortante na parede 

i, expresses nas dire<;6es globais, sao dadas por: 

(5.7.a) 

(5.7.b) 

(5.7.c) 

As for<;as cortantes intemas Vx,int e Vy,int e o momenta ton;or total Ve,int no nucleo 

sao obtidos respectivamente par superposi<;ao das for<;as cortantes nas dire<;6es OX e OY 

e dos momentos em tomo do eixo OZ, provenientes de cada um dos dois nucleos. 
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de Esiruturas 

Obedecendo-se os sentidos positives dos esfon;:os indicados na Fig. 5.3 e 

onde: 

n-

. = ""vx 
,l.D.t A!..J ' 

= j.nt 

i=l 

i=l 

Ye,mt = i,(vx,Ya; -Vr,Xa; +Ve,) 
i=l 

as equa;;:oes (5.7) em 

Yx.int = i,(vx, cos<jl,-VY,sen<jl,) 
i=l 

Vr.mr = i,(vx,sen<jl,+Vy cos~J»,) 
i=l l 

e em 

Vx,int: for9a cortante interna na associavao de nucleos na dire9ao do eixo global OX 

Vy,int: for9a cortante interna na associayao de nucleos na dire9ao do eixo global OY 

Ve,int: momenta tor9or interno na associayao de nucleos em torno do eixo global OZ 

Ou em forma matricial: 

rvX.int lf .n [COS<jli -Sen<jl1 

lvx,mr = L sen(jl, cos$, 
11 !-1 
V6.int) - Cy, CX, 

ou ainda, de forma compacta: 
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(5.8.c) 

(5.6), 

(5.9.a) 

(5.9.b) 

(5.9.c) 

(S.i O.a) 



{V;nt}: vetor das fon;:as 

{V;}: vetor das for<;as cortantes internas no nucleo i nas dire<;6es dos seus sistemas locais 

e 1 

{VmJ= i [LE} ][LEJU"'}+ [LE} lKr, !LEJU'}) (5.11.a) 
i=l 

ou definindo 

[J]= 11 
i=l 

e 

(5.11.c) 

resulta: 

(5.12) 

5.1.2 Forc;:as cortantes externas na associac;ao de nucleos sem contraventamento: 

As for<;as cortantes externas atuantes na estrutura, referidas ao sistema global 

OXYZ, provenientes das cargas verticais p e da carga lateral q, sao obtidas seguindo 

raciocfnio analogo ao utilizado no Capitulo 4. 

5.1.2.1 Fon;:as cortantes extemas devidas a cargas verticais p na associac;:ao de 

nucleos sem contraventamento 

As for<;as cortantes externas, numa cola Z, nas dire<;6es globais, devidas as 

cargas verticais atuantes em cada nucleo, sao obtidas utilizando-se como na equa<;ao 

(416), ou seja: 
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Ku'} 

}: 

n 

l= La 1 

' ' J 
i=l 

com 

[LJ=r 
1 0 YCG, l 

I 0 1 -Xcc, 
I 

I YCG -Xcc, lo% J L • r A; 

10 •1: momento polar de inercia da parede i em relagao a origem global 0. 

A1: area da segao transversal da parede j. 

(5.13) 

1 

(5.15) 

5.1.2.2 Forgas cortantes externas devidas a a~oes laterals q na associa~o de 

nucleos sem contraventamento 

Devido a carga lateral q, as for<;:as cortantes externas, nas dire<;:oes globais, em 

uma cota Z, sao expressas pela equa<;:ao: 

(5.16) 

onde, 

{Vq,ext}: vetor das for<;:as cortantes externas devidas a carga lateral q 

(5.17) 

As for<;as cortantes externas totais atuan!es na estrutura, segundo as dire<;:6es 

sao ob!idas somando-se as equa<;:oes (5.1 ou seja: 
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on de, 

}=txw 
l Ve,m 

expresses pela equagao (5.1 igualem-se aos es!orgos extemos, expresses 

(5.18). Logo: 

ou, reagrupando: 

[1 Xu"'}+ (p(H- Z)[l.w ]- [KT ]Xu·}= -(H- Z){vj 

18) 

19) 

equagao 

(5.20) 

A solugao do sistema de equag6es diferenciais (5.20) e obtida atraves de 

processos numericos, utilizando-se as seguintes condig6es de contomo: 

a)Supondo engastamento na base da estrutura: 

{U(O)} = {0} 

{U'(O)} = {0} 

(5.21.a) 

(5.21.b) 

b) Supondo que nao existam bimomentos nem mementos fletores aplicados no 

topo das parades: 

{U"(H)} = {0} (5.21.c) 
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A Fig. 5.4 representa em planta urn ediffcio de altura total H formado por dois 

nucleos contraventados por lin!eis, ao nlvel dos andares, submetido a carga lateral q 

uniformemente distribuida atuando em urn plano vertical :n: e a cargas a;p uniformemente 

distribufdas aplicadas ao Iongo dos eixos verticals que passam pelos centros de gravidade 

de cada nucleo. 

A estrutura sera referenciada aos seguintes sistemas de eixos: 

a) Sistema global de eixos OXYZ com eixos horizontals OX e OY na base da 

estrutura e OZ o eixo verticaL A posi9ao do centro 0 e as dire96es de OX e OY sao 

arbitrarias. 

b) Sistema de eixos locais o;x;y;z; em cada nucleo, sendo o;x; e o;y; os eixos 

principals de inercia e o eixo o;z; vertical. Posiciona-se a origem o; na base da estrutura, 

coincidindo com o centro gravidade da se9ao transversal do nucleo i. 

c) Sistema de eixos locals parelelo a o;x;y;z; em cada nucleo, com origem nos 

centres de tor9ao de cada nucleo. 

d) Sistema local oxyz com eixo ox na dire9ao dos lintels, com oz sendo o eixo 

vertical passando atraves dos pontos medias dos lintels e oy um eixo plano horizontal 

perpendicular ao eixo ox, conforme 

Newton Damasio dos Santos 68 



sistema global definidas atraves das coordenadas Yeo;) e 

YeT;), respeciivamente. A posi~tao da origem o, em rela9ao a este mesmo sistema de 

0 ). 

como OS 

o que OS 

como ox, um ~;, 

(5.22) 

De acordo com a Fig. 5.5, definimos: 

£ - ,-,f"lmr>rirnA;ntf"l 

£,,~,- distancia centro gr<:IVJC!aa;e do mlcleo 1 ate os eixos ox e oy, respectivamente. 

f.,, e, - distancia da origem o (ponto media dos linleis) ale os eixos o,x, e o,y, 

x,, y, - dist1'mcia do centro de torgao CT, do nucleo j ate os eixos oy e ox 

y • 

I 
:x1 )(2 

Ji.21 
I 

I 
' 

'~'"• \ 

\ 
' 

\ I r ~1 ' 
I 

Clf1 \ 1 
I \ I 

\ I 
C<:!2 I 

y1 
I e1 I CT2 
I "' $ I 

_,. 
I 

I I •z _1 I y2 

L I I I 
I I 19:J. I L_J.. ____ 

X 

+--.Q 

Figura 5.5 - Coordenadas dos pontes CT1 e CG1 

Admitimos, conforme XAVIER [48], que os lintels sao engastados nas faces das 

paredes e que os pontes medias de seus vaos sao pontes de mementos nulos. 
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Figura 5.6- Seccionamento de um elemento dz nos pontos medios dos lintels. 

um 

n>H'<'f'lmO>ntn de fon;:as CQrtanteS 

esfor9os nas paredes 1 e 2. 

ao nnr1111<:: me;diClS dos 

de mesmo e sentidos opostos, 

Pela da tecnica do meio continuo consideraremos que essas for9as cortanles vL 

em um lintel sao distribuidas ao Iongo do pe direito de um andar, de tal modo que 

podemos considerar uma forga cortante distribufda vertical VL=VL/h. 

Definimos os seguintes deslocamentos da estrutura, em uma cota generica Z: 

a) Deslocamentos de translagao u e v dos diafragmas nas diregoes globais 

OX, OY e rotagao e destes elementos em torno do eixo OZ. 

b) Deslocamentos de translagao u; e v; do cento de torgao CT; do nucleo i 

(i=1 ,2) nas diregoes dos eixos principals O;X; e o;y; respectivamente, e giro 8; de toda a 

segao transversal do nucleo i em torno do seu centro de torgao. 

c) Deslocamentos de translagao das lajes, denominados de u e v, nas 

diregoes ox e oy, respectivamente, e o giro e destes elementos em relagao ao eixo oz . 

As forgas cortantes internas, que atuam em cada nucleo isoladamente, sao 

obtidas quando fazemos o equilibrio do momento fle!or em tomo dos eixos O;X; e o;y;, 

produzido pelos esfon;:os internes no nucleo e no segmenlo de lintel ligado a ele, num 

segmento de altura dz. 
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c) Elemento do nitcloo 2 

""dimg!!o 02)(2 

il) EI"""'J110 micloo 1 
na dirl><;® 

1\!JQ+di\!JQ 
//~--

VJ(,!+d\1)12 .. 

CG2 

d)Eiem<~~~lo do nOcloo 2 

""~ 02X2 

Figura 5.7- Elementos genericos dos nucleos 

Obedecendo-se aos sentidos positives indicados na Fig. 5.7, temos: 

a) Equilfbrio de momentos em tome do eixo local o1y1 do nucleo i: Os 

esforgos a considerar sao os mementos My1 no nucleo 1, forgas cortantes internas 

horizontais Vx1 aplicadas no centro de gravidade do nucleo i na diregao o1x1 e forga 

cortante vertical uniformemente distribufda na segao media do lintel, de acordo com as 

Fig. (5.7a): 

(5.23.a) 

onde: 

V x1: fon;:a cortante intern a no nucleo 1, na diregao do eixo local 01X1 

VL/ h: forga cortante vertical distribufda aplicada no trecho de lintelligado ao nucleo 1 

h: pe direito de um andar 

Jy1: momento principal de inercia a flexao do nucleo 1 em torno do eixo o1y1 
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esfon;:os a sao os no 1, fon;:as cortantes internas 

horizontals Vy1 aplicadas no centro de gravidade do nucleo 1 na diregao o1y1 e forga 

vertical I h de 

as 

= 

Vy1: forga cortante interna no nucleo 1, na dire<;:ao do eixo local o1y1 

VJh: fon;:a cortante vertical distribufda aplicada no !echo de lintelligado ao nucleo 1 

pe direito de um andar 

de 

corn 

Equilfbrio de mementos em tomo eixo local 02Y2 do nucleo 2: Os 

esforQos a considerar sao os momentos My2 no nucleo 2, forgas cortantes intemas 

horizontals Vx2 aplicadas no centro de gravidade do nucleo 2 na dire<;:ao o2x2 e for9a 

cortante vertical uniformemente distribufda na se9ao media do lintel, de acordo com as 

Fig. (5.7c): 

(5.23.c) 

onde: 

Vx2: forga cortante interna no nucleo 2, na dire~tao do eixo local o2x2 

VL/h: for9a cortante vertical distribuida aplicada no techo de lintelligado ao nucleo 2 

h: pe direito de um andar 

Jy2 : momenta principal de inercia a flexao do nucleo 2 em torno do eixo o2y2 

d) Equilibria de mementos em torno do eixo local o2x2 do nucleo 2: Os 

esfon;:os a considerar sao os mementos Mx2 no nucleo 2, for~tas cortantes internas 

horizontals Vy2 aplicadas no centro de gravidade do nucleo 1 na dire~tao o2y2 e for9a 

cortante vertical VJh uniformemente distribufda na segao media do lintel, de acordo com 

as (5.7d): 
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de Estruturas 

onde: 

na diregao 

no tor•hn 

um andar 

2em 

dos 

linteis seccionados atuam axialmente sobre os nucleos 1 e 2, produzindo bimomentos. 

Observamos nos elementos longiludinais de altura dz da estrutura, representados na Fig. 

5.7, que o nucleo 1 fica submetido a tragao eo nucleo 2 a compressao. 

produzidos por forgas de tragao sao positivos e por forga de compressao sao negatives, 

conclufmos entao que os acrescimos de bimomentos dB; em cada elemento diferencial dz, 

produzidos pelas agoes dos lintels, sao dados por: 

v 
dB = _f.. dzw 

l h 1 

onde: 

w1 e w2: areas setoriais nos pontos os linteis foram seccionados; 

VJh: forga cortante distribufda nos pontos medics 1 e 2 do lintel; 

dB1 e dB2: acrescimo infinitesimal de bimomentos devido a forga vertical no lintel. 

(5.24.a) 

(5.24.b) 

0 memento de flexo-torgao e igual a derivada do bimomento em relagao a z, com 

sinal trocado. Em vista disto, as parcelas de memento de flexo-torgao nos nucleos 1 e 2, 

devidas a forga cortante nos lintels seccionados podem ser calculadas a partir das 

equagoes (5.24a) e (5.24b). Temos entao: 

Mft, =- VL w, (5.25.a) 
' h . 
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em cada 

SAtinl-VAn.Ant devido ao nPlrrAilPllmPtnln no niJCieo i, com 0 mrlmt~ntn 

<ulvau dev1rdo a ton;:ao causada pelo no e mais uma parcela de 

mr•n>~~nln de tle)C0-1:orc:ao hirnnrn<>nln \-'::lU!>QUIV pelas trm''"' QAIOJ;> no nrJiCfeQ 

(iguais a cortan!es distritlufcjas nos nntntn,<: 1 e 2 

dados pelas equagoes \O.,~o·'"'i e 

Os mementos tor<;:ores totals na associagao de dois nucleos contraven!ados por 

lintels, entao, podem ser escritos como: 

(5.26.b) 

Figura 5.8- Mementos tors;:ores e fors;:as cortantes nos nucleos, devidos a fors;:a cortante 

distribufda vertical VUh nos lintels, levados para os centres de torgao dos nucleos 1 e 2 

Comparando-se as equa96es (5.26.a) e (5.26b) e (5.23a), (5.23b), (5.23c) e 

(5.23d) com as equa96es (5. i .a), (5.1.b) e (5.1.c) concluimos que numa determinada cota 

z os lintels introduzem nos nucleos 1 e 2 for9as cortantes na dire9ao dos eixos principals 

de inercia o;x; e o;y;. 0 equivalente estatico a essas fon;:as, aplicados nos centros de 

torgao, sao forgas cortantes iguais, em dire96es paralelas a o;x; e o;y; e mementos tor9ores 

aplicados nos centres de toryao de cada nucleo, conforme indicado na Fig. 5.8. Os valores 

das fon;:as internas nos centros de torgao dos nucleos valem: 
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0 1: 

e 

= h 1 
e 

h 

e 

expresses em rela~ao as dire~oes dos sistemas locais definidos nos centros de ton;:ao dos 

nucleos i(i=1 ,2). Atraves de rotag6es de coordenadas de valores respectivamente iguais a 

131 para 0 nucleo 1 e 132 para 0 nucleo 2, e possfvel expressar asses esforgos intemos 

oxyz. 

on de 

- -

devidlos ao em 

Podemos escrever: 

" Para o nucleo 1 : 

• Para o nucleo 2: 

qx, = qx, cos i3z -qy, sen 132 

q, =q,.,seni32 +qy,cosi) 2 

(5.28.a) 

(5.28.b) 

(5.28.c) 

(5.28.d) 

(5.28.e) 

(5.28.f) 

q xi , q yi: forgas cortantes em cada nucieo i, nas dire~6es ox e oy, respectivamen!e, 

devidas a for~a cortante no lintel; 

q
8
,: momenta de ton;:or em rela~ao ao centro de tor~ao CT; do nucleo i, devido a forga 

cortante no 
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em rel<398to aos eixos oxyz , basta 

somarmos as contribuigoes correspondentes dos nucleos 1 e 2, conforme equagoes 

q- = q-_ + 
X "' 

= + 

= + + + + 

on de: 

e 

expresses no sistema local 

x,, y, : distancia do CT; do nucleo i ate os eixos do sistema local oxyz . 

As distancias ( £,, et) do centro de gravidade do nucleo i ate os eixos oxyz , 

conforme ilustra a Fig. 5.5, podem ser escritas em fun<;:ao de ( f!,, e, ), que sao as distancias 

da origem o em rela<;:ao aos eixos o;x1y;z;. As equa<;:oes (5.30.a) ate (5.30.d) mostram as 

rela<;:oes entre essas grandezas: 

e2 = .e") sen 13-.- e., cos~., 
- - w -

(5.30.a) 

(5,30.b) 

{5.30.c) 

{5.30.d) 

Substituindo-se as equa<;:oes (5.28a) ate (5.28.f) nas equa<;:oes (5.29a) ate (5.29.c) 

e levando-se em conta as expressoes (5.30.a) ate (5.30.d) encontramos os valores das 

forgas cortantes internas e momenta tor<;:or, introduzidos pelos lintels na associa<;:ao de 2 

nucleos contraventados por lintels: 
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(5.31.b) 

e = + 

0 valor da forqa cortante VL nos linteis pode ser determinada compatibilizando os 

deslocamentos dos pontos 1 e 2, na metade dos lintels, onde os mesmos sao seccionados 

efeito de c;cuc-u1u. 

Considerando o seccionamento ao dos pontes medios 

Fig. 5.7, se cada nucleo deformasse independentemente, existiria um deslocamento 

vertical a esquerda e outro a direita do corte imaginario. 

Para o lintel ligado ao nucleo 1, o deslocamento de translaqao vertical, numa cota 

z, na extremidade livre do lintel seccionado, considerado neste estudo como engastado 

no nucleo, e a superposil;;ao de efeitos devidos a: 

1. deslocamento A1 efeito da deforma!(aO do nucleo 1 

Esse deslocamen!o e compos!o de 3 parcelas: 

1.1. transla<;:ao para baixo devido a flexao do nucleo 1 em torno do eixo o1Y1, 

obtido pelo produto da rota<;:ao do nucleo 1 em torno desse eixo, pela distfmcia £1 do 

ponto o ate o eixo. 

1.2. transla<;:ao para cima devido a flexao do nucleo 1 em torno do eiXO 01X1, 

obtido pelo produto da rota<;:ao do nucleo 1 em tomo desse eixo, pela distancia e1 do 

ponto o ate o eixo. 

1.3. translaqao para baixo devido a tor<;:ao do nucleo 1, igual ao produto do 

empenamento da seqao considerada pela area setorial m1 no ponto o . 
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Esse deslocamen!o no ponto o e devido a deforma<;ao dos lintels por 

e 

0 o deslocamento de transla<;ao numa cota 

"""'""v como no 

nu,cleo, e a superposi<;ao 

1. deslocamento Ll.2 efeito da deform<u;:ao do nucleo 2 

oo:sto de 3 parcelas: 

1.1. transla<;ao para cima devido a flexao nucleo 2 em tomo do eixo 02Y2. 

obtido pelo produto da rota9ao do nucleo 2 em torno desse eixo, pela distancia t2 do 

ponto o ate o eixo. 

1.2. transla<;ao para cima devido a flexao do mlcleo 2 em tomo do eixo o2x2, 

obtido pelo produto da rota<;ao do nucleo 2 em torno desse eixo, pela distancia e:z do 

ponto o ate o eixo. 

1.3. transla<;ao para cima devido a tor<;ao do nucleo 2, igual ao produto do 

empenamento da se<;ao considerada pela area setorial w2 no pontoo. 

2. deslocamento o2 efeito da deformayao do lintel 

Esse deslocamento no ponto o e devido a deforma<;ao dos lintels por 

momento fletor e fon;:a cortante. 

Na Fig. 5.9 representamos os deslocamentos verticals a esquerda do corte 

imaginario, no ponto o do lintel ligado ao nucleo 1, devido aos 4 efeitos rnencionado. 
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a) Aexao na dirag:8o (oi xi) 

d} Defcwma~ oo lintel 

Deslocamentos do ""''t" o dos lintels ligados ao nuc:leo 1 

Os deslocamentos verticals no ponto de seccionamento dos lintels, devido aos 

efeltos dos nucleos e das deformas;:oes dos lintels valem: 

.. efeito dos nucleos 

on de: 

(5.32.a) 

(5.32.b) 

8; e w;: rotas;:ao em torno do eixo o;z; e empenamentos da ses;:ao no ponto medio do lintel 

R; e e;: distancia do ponto medio do lintel aos eixos principals o;x;y;z; 

u;' e v;': distors;:oes, na cota z, em funs;:ao dos deslocamentos dos CGs dos nucleos 

efeito das deformac;oes dos linteis 

Os deslocamentos 5 das extremidades seccionadas dos lintels, provocada pelas 

deformas;:oes por fors;:as cortantes VL, de acordo com a Resistencia dos Materials, e 

expressa por: 
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on de: 

area da set;:ao 

fort;:a cortante no 

No nucleo i esse deslocamento 8 e para cima e no nucleo 2 esse deslocamento e 

esquerda e direita do corte , e necessaria que: 

(5.33) 

Substituindo as equa96es (5.32.a) e (5.32.b) na equa9ao (5.33), resulta: 

(5.34) 

onde: 

e; e w;: rota9ao em tomo do eixo o;z; e empenamentos da segao no ponto medio do lintel 

£; e e;: distancia do ponto medio do lintel aos eixos principals O;X;y;z; 

u;' e v;': distor96es, na cota z, em fungao dos deslocamentos dos CGs dos nucleos 

Os deslocamentos dos centros de ton;:ao dos nucleos, expresses pelas 

componentes u;, v; e e; em relagao ao sistema local paralelo a o;x;y;z;, em cada nucleo 

i(i=i ,2), podem ser escritos em fun!fao de deslocamentos segundo diregoes pararelas ao 

sistema local colocado no lintel. lsso equivale a uma rotagao de eixos de valor B;: 
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v = 
' 

= 

equa~eoes 

uma vez as equa~eoes 

na "'4'Jct\ictv , '"'·'"''"', 

nas 

0 

e 

i assume o 

(5.35.b) 

(5.35.c) 

as 

1 

para os deslocamentos do nucleo 1 eo valor 2 para deslocamentos do nucieo 2, resul!a: 

- u:;(£, cos 13, + e1 sen 13J+ v;'k cos 131 -£1 sen 13,)+w,~' +O = 
cos 132 -e2 sen 13zl+v-;{f 2 sen j32 +e2 cos -8 

(5.36) 

Substituindo valores de (5.30a) ate (5.30.d) na equagao (5.36) podemos escrever: 

(5.37) 

Os deslocamentos de translagao u, e v; dos centres de toryao dos nucleos i(i=1 ,2), 

nas direv5es paralelas aos eixos oxyz, podem ser escritos em funvao dos deslocamentos 

dos diafragmas referenciados ao sistema oxyz . A rotagao do diagrama tem o mesmo 

valor, independents do sistema de referencia. Assim podemos escrever: 

Para o nucleo 1 : 

Para o nucleo 2 
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(5.38.b) 

(5.38.c) 

(5.38.d) 

(5.38.e) 

(5.38J) 



u e v: translag6es nas diregoes oxyz; 

u, e v; : translag6es do dos nucleos ,2) nas direg6es de oxyz ; 

) na 

equagao 

(5.39) 

onde: 

oo, e em ) ' 

0 valor da forga cortante no lintel, de acordo com a equa~::ao (5.39), vale: 

(5.40.a) 

onde: 

(5.40.b) 

0 valor de VL fomecido pela expressao (5.40), levado nas equac;:oes (5.31) permite 

calcular os valores das parcelas de esforc;:os internos produzidos pelo lintel, expressos no 

sistema de coordenadas oxyz : 

(5.41.a) 

(5.41.b) 

(5.41 .c) 
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qx 

qy 

ou 

e 

(1, + 12) 0 0 
1 

-e-1 0 0 = --
h f 

]/ 

0 0 

e'} 

{uY ={u v- e} 
y 

. 
' 

eo, 

[? 

- ---
0 ,.. 

'T II ~1 + 
,.I('+ lj I 7 + 

i L ,r~l 

0 

0 l 
)j 

~ 

'I 

""' 

) 

) 
(e2 -eJ (wl -w,Jlru-'1 
(ez -e~) 

- I I (- ) I_,' 
0)1 d v ( 

(e2 -eJ (ro1 )jlB'j 

!1 + !z~ (e2 -e,) (w, ~w,)l 
( +lz (ez -e~) (w 1 -wzl 

+ 12) (e2 -e,) (w, ) 
(5.42.c) 

(5.42.d) 

(5.42.e) 

(5.43) 

Figura 5.10- Coordenadas da origem 0 em rela<;:ao aos eixos o; x; 'z; e oxyz. 
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de eixos, o ~ x,' y ,' z;, e paralelo ao sistema eixos o;x;y;z;, 

em 

e das coordenadas origem o o o) em 

e 

-c- = 
Y; 

(5.44.b) 

sen<jl,+Y, (5.44.d) 

Os deslocamentos dos diafragmas, relatives aos eixos oxyz, sao referenciados 

aos eixos globais OXYZ atraves da seguinte expressao: 

(5.45) 

on de: 

{ u }: vet or dos deslocamentos dos diafragmas em relac;:ao aos eixos oxyz. 

{U}: vetor dos deslocamentos dos diafragmas 

OXYZ. 

em relac;:ao ao sistema global de eixos 

[ 
- - ] cos<jl sen$ -c-

[L:£]= -sen¢" cos¢" c;Y 

0 0 l 

(5.46) 

com c:;: e c y calcuiados atraves das equac;:oes (5.44.c) e (5.44.d) 

A equagao matricial das fon;:as cortantes internas, escrita em relagao ao sistema 

global OXYZ, sem levar em conta o efeito dos linteis, e dada, conforms a equac;:ao (5.12), 
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de Estruturas 

[J ]= [LE, f[J,][LE,l+ [LE}[JJLE,l (5.47.b) 

[K 1= T~ [KT, j 

com 

0 ~ cos;jl1 sen¢1 
-

l [LEJ= ~ -s~n;Jl 1 c ,, 
0 1 

i cos;jl, sen$2 -cyz 

[LEJ= -sen$, cos;jl2 Cxz (5.47.d1) 

L 
0 0 1 I 

u 

I Ely, 0 0 l 
[I,]= I 0 o I (5.47.e) 

l 0 0 EJW I ·-

[EJ, 0 0 l 
[JJ= ~- EJx, 

E~J 
(5.47.f) 

0 

[K,,]~[l 
0 

G~J 0 (5.47.g) 

0 

[K,,]~ r: 0 0 l 
0 0 I (5.47.h) 

0 GJ,,j 
~ 

As coordenadas (cx1,cy,) e (cx2,cy2) da origem global, em relagao aos eixos 

o; x; y; z
1 

e o:x:y:z:, respectivamente, sao calculadas atraves das equag6es (5.44.a) e 

(5.44.b). 

0 vetor {qL}, relative aos linteis, referenciado ao sistema global OXYZ, e expresso 

por: 

(5.48.a) 
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r qX L 

{qJ= j qYL 

l qe,L 

(5.48.b) 

esfon;:os oriundes dos nucleos e dos linteis, dados pelas equa9(ies (5.47.a) e l"'··•u·'"l· ou 

seja: 

{vinJ: vetor dos esfen;:os internes eriundes nuclee, conforme (5.47.a); 

{qc}: vetor dos esfon;es internes oriundes dos lintels, conforme (5.48.a). 

(5.49) 

Os esfon;;os externos na estrutura, em uma cota Z, provenientes das cargas 

verticals e da carga lateral, tornados em rela<;ao ao sistema global OXYZ, sao obtidos da 

mesma maneira que na se<;ao 5.1 deste capitulo, de acordo com as equa<;6es (5. 13) e 

(5.16). Assim, temos: 

onde: 

p: carga vertical uniformemente distribufda; 

q: carga lateral uniformemente distribufda atuando num plano vertical n; 

H: altura total do edificio; 

a,b: versores referentes a dire<;ao do plano n em rela<;ao aos eixos OX e OY; 

c: distancia do plano n a origem 0 do sistema global; 

{Vext}- eo vetor das for<;as externas, numa cota Z, nas dire<;6es globais. 
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de Meslrado- Faculdade de 

com 

1 0 
Yeo, l 

]= 0 1 -X 
CG1 i 

YCG -XCG ' I 
' ' ~ 

1 0 l 

l= 0 1 -X~c I 
J c ' I 

-Xcc, 
!o,2/ - I 

/A, j 

sendo: 

10,1: momento de inercia polar da parede i em relagao a origem 0 do sistema global; 

A;: area da Se9aO transversal da parede i; 

0 da estrutura e manlido igualando-se os esfor<;:os internes, calculados 

conforme (5.49), com os esforgos externos, calculados conforme (5.50.a), resul!ando o 

seguinte sistema de equagoes diferenciais de terceira ordem: 

(5.51) 

A resolugao do sistema de equagoes diferenciais de terceira ordem mostrada em 

(5.51) e feita utilizando-se as seguintes condigoes de contorno: 

a) Supondo engastamento na base dos nucleos na base do ediffcio temos: 

{U(O)} = {0} 

{U'(O)} = {0} 

(5.52.a) 

(5.52.b) 

b) Supondo nao existir bimomentos e momentos fletores aplicados no topo 

dos nucleos 

{U"(H)} = {0} (5.52.c) 
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Capitulo 6 

TECNICA DISCRETA 

a em elementos 

mais simples, interligados entre si a!raves dos nos. 

A tecnica mais adequada para o tratamento discrete do ca.lculo de ediflcios e o 

processo dos deslocamentos, onde a matriz de rigidez de cada elemento integrante da 

estrutura tern que ser previamente determinada e contribuira para a formagao da matriz de 

rigidez global da estrutura. 0 "Metodo dos Elementos Finitos" e a ferramenta mais utilizada 

para a aplica<;:ao computacional do processo dos deslocamentos. 

Com o passar do tempo e o avango das tecnicas computacionais, inumeros 

modelos de elementos finitos foram sendo desenvolvidos e aperfeigados para que, da 

melhor forma possfvel, pudessem representar significamente o comportamento dos 

elementos estruturais que compoe a estrutura como urn todo. 

Nao iremos descrever aqui como calcular estas matrizes de rigidez e nem o 

processo detalhado da u!ilizagao pelo metodo dos elementos finitos. 

6.1 Algumas propostas para a simula~ao discreta de ediffcios 

Um dos lrabalhos consultados, que trata da simulayao discreta de ediffcios altos, 

que mais chamou a atengao, foi a recente lese de doutorado defendida por SOUSA 

JUNIOR [33]. Na sua lese aquele autor apresenta uma interessante revisao bibliografica 

para a analise de ediffcios. Dentre as referencias citadas tem-se um levantamento das 
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de Sao da 

No presente trabalho procuramos tomar contaclo com boa parte das obras citadas 

em especial as que trataram 

se trabalhos 

li?<>r,,m tecnicas discretas, adotam hip6teses de simula9ao em nriiml';rim ordem. 

urn o efeilo 

linearidade no "''"'uuu 
nucleos estruturais. 

Na Faculdade de Engenharia Civil da Unicamp, os trabalhos que trataram da 

analise de ediffcios pela tecnica discreta foram os de YAGUI [46], SERRA [31] e 

GUILARD[10]. 

6.1. i Modelo estrutural proposto por Edgard Sousa Junior 

Nas simula96es propostas por SOUSA JUNIOR [33], usando a tecnica discreta, no 

processo para analisar urn ediffcio alto composto por lajes, nucleos estruturais, pilares e 

vigas, foram adotados os seguintes elementos estruturais: 

• Lajes - modeladas com elementos finitos triangulares I quadrilaterals de 

placas. Utilizou-se urn elemento fin ito do tipo DKT para tal simula9ao. 

" Vigas - elementos de barras com n6s de extremidade, com os graus de 

liberdade do elemento de grelha, ou seja, tres graus de liberdade por n6: duas 

rota96es e uma transla9ao vertical. 

" Pilares - elementos de barras dispostas na vertical, com dois n6s de 

extremidade, com 6 graus de liberdade por n6: 3 transla96es e 3 rota96es em 

cada n6 

" Barras de nucleo -elementos de barras, dispostas na vertical, com dois n6s de 

extremidade, com 7 graus de liberdade por n6: 3 transla96es, 3 rotay5es e 

mais o empenamento. 

A Fig. 6.1, extrafda de SOUSA JUNIOR [33], ilustra os elementos estruturais 

utilizados por aquele autor. 0 problema e analisado pelo Processo dos Deslocamentos. 
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rigidez de elementos tem 

os mesmos graus de liberdade, foi necessaria fazer um cuidadoso acoplamento entre os 

elementos, dos Cle:slocalnentc•s c•::Jrn~SJ:lOn.dente·s 

elemento de viga 

elemento de placa 

• 

i10 
I 

elemento de 

® 

Figura 6.1 - Elementos estruturais utilizados por Sousa Junior. 

(figura extrafda de SOUSA JUNIOR [33]) 

No texto de sua tese o autor mostra, de forma bastante didatica, as caracterfs!icas 

dos acoplamentos efetuados. Os graus de liberdade dos pilares que coincidem com os 

graus de liberdade das vigas foram classificados como independentes. Os demais foram 

classificados como dependentes e foram calculados a partir do movimento das lajes. 

0 elemento estrutural barra de nucleo foi dividido em duas partes: uma parte 

chamada de "Perfil do Nucleo" e outra de "Barra do Nucleo". 0 Perfil do Nucleo e 
constitufdo dos n6s de placa que coincidem com o esqueleto da se9ao transversal do 

nucleo. A Barra de Nucleo e definida por dois pontos nodais tornados na intersec9a0 das 

lajes superior e inferior em cada andar com um eixo vertical pelo centro de tor9ao da 

se9ao transversal Os graus de liberdade das Barras de Nucleo que coincidem 
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com os 

sao 

BalTa de 

niH.:h:o 

~ 

I 

Peril! de 

nl1den 

\ 

~ 

' ' 

" 

' 

' 

.__Pilar 

' 

' 
' 

' 

" 

' 

Elemento 

d.e placa 

\ 
' 

' 

' 
' 

I 

' 

\ 
Viga 

Figura 6.2- Elementos Estruturais. 

(figura extrafda de SOUSA JUNIOR [33] 

' ' 

~ 

I ' 

' I 

Os pontos nodais de urn pavimento foram classificados por Sousa Junior em dois 

tipos: externos e internos. Os pontos externos sao pertencentes aos elementos de pilar ou 

pertencentes tambem ao esqueleto do nucleo. Os demais sao pontos internos. Foi feita 

uma condensagao estatica, onde os elementos de viga e de placa sao eliminados e as 

suas respectivas rigidezes foram distribufdas pelos pontos nodais externos. Melhores 

detalhes podem ser encontrados na lese daquele aulor. 

• • • 
• • .... .. . 

Figura 6.3 - Condensayao estatica dos elementos de placa e viga. 

(figura extrafda de SOUSA JUNIOR [33] 
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altos. 

resultados 

0 

para '"'"'''"'u''u de deslocamentos em ediHcios 

com o seu aut or 

com o programa e resultados 

[32]. 

nucleos, lrw:>m 

programa: 

lajes e paredes 

intema daquele 

• Lajes e paredes dos nucleos: elemento finilo SHELL63; 

6.2 Modelo discreto utilizado nesta dissertagao 

Como comentado na lntrodw;:ao, no presente trabalho optou-se pela u!iliza<;:ao do 

software comercial SAP2000® para a simula<;:ao discreta de ediffcios com nucleos 

estruturais. 

A simula9ao discreta dos ediffcios tridimensionais foi feita utilizando-se dois tipos 

de elementos finites disponfveis na biblioteca interna do programa SAP2000®: 

• Elementos FRAME- utilizados para a simula<;:ao de vigas, pi lares e porticos 

• Elementos SHELL - utilizados para simula9ao de paredes, nucleos estruturais e 

lajes. Esse tipo de elemento, no programa SAP2000® pode ser subdividido em tres 

sub-tipos de elementos: 

o Elementos MEMBRANE - foram utilizados para a simulagao da laje como 

diafragma rigido, para eleito de comparagao de resultados com os obtidos pela 

tecnica do meio continuo. 

o Elementos PLATE - foram utilizados para a simulagao da laje como placa, para 

efeito de comparagao com outros autores. 

o Elementos SHELL - loram utilizados para a simulagao das paredes e nucleos e 

para algumas simulagoes das lajes 
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das grandes potencialidades do software e a sua extrema 

facilidade de uso, com inumeros recursos de edi9ao grafica, que facilitam enormemente a 

entrada 

Os Elementos de Barra 

elemento de e usado de 

estruturas planas e tridimensionais. 

Algumas estruturas que podem ser modeladas com este elemento incluem: 

• Trelil(aS tridimensionais; 

• Barras Planas; 

• Grelhas Planas; 

• Trelil(as Planas; 

Urn elemento do tipo FRAME e modelado como uma barra reta, coneclada por 

dois n6s, um em cada extremidade. 0 carregamento pode ser aplicado nos n6s da 

estrutura ou ao Iongo dos elementos do tipo FRAME. 0 programa pode incluir 

automaticamente, a criterio do usuario, o efeito do peso proprio. As cargas nos elementos 

podem ser distribuidas, ou concentradas, num total de ate quatro cargas concentradas por 

elemento. 

6.2.1.a - Conectividade dos nos 

Um elemento de barra e representado por uma linha que conecta dois n6s i e j. Os 

dois n6s nao podem compartilhar da mesma localizac;ao no espac;o. As extremidades do 

elemento barra (FRAME) sao conectadas a pontos do espa9o denominados n6s 

(JOINTS). 
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Gada n6 de extremidade urn elemento FRAME tern seis graus de liberdade 

asS()Cia•jos: 3 1sla<;:6E>S e 3 rota.:;:oes 

.c • Sistema de coordenadas locals 

Gada PIAmP,nln 

rlofin<>rn propriedades 

barr a seu 

se.:;:ao, cargas e onde sao fornecidos os resultados. 

onde se 

elemento 

sao definidos !res eixos do sistema local: eixos 1, 2 e 3. 0 primeiro eixo e dirigido ao Iongo 

do comprimento do elemento; com os dois outros eixos no plano perpendicular ao 

elemento com uma orienta.:;:ao especifica. E importante que se entenda a definigao do 

<>lt=•m•>ntn e sistema de coordenada local 1 e suas relagoes com o sistema de 

coordenadas global X-Y-Z. Ambos os sistemas de coordenadas sao destros. 

Na maioria das estruturas a definigao do sistema de coordenada local e 
extremamente simples. 

Eixo local1 

Eixo local 1: sempre e o eixo longitudinal do elemento, na diregao positiva que e 
dirigida do n6 inicial I para o n6 final J. 

Orientagao Padrao dos eixos locals 2 e 3 

A orienta.:;:ao padrao dos eixos locals 2 e 3 e determinada pela relagao entre o 1 

eixo local e o eixo de Z global. Para a situa.:;:ao padrao temos as seguintes constata.:;:oes: 

• 0 plano local 1-2 e vertical; 

• 0 eixo local 2 esta inicialmente sempre na mesma dire9iio do (+Z) a menos que o 

elemento seja vertical, no qual o eixo local 2 e levado para estar horizontal ao Iongo da 

dire9ao global (+X) 

• 0 eixo local 3 e horizontal 
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X 

Esta situa<;;ao padrao ser 

y 

HfliiVI!t: no 

i!if':>rl::l inrllif'"!nf'ln um angulo 

das situa<;;oes sao expostas na Fig. 6.5. 

na pe<;;a. 

E considerado que um elemento e vertical se o seno do angulo entre o eixo local 1 

e o eixo de Z e menor que I o·3 . 

X 

Eixo Local 1 paralelo ao eixo +Y 
Eixo Loca12 rotacionado de 9!Pcom o Plano Z-1 

z 

X 

2 

ang=90" 
Eb:o loca/1 Para!elo ao Eixo +Z 

Eixo local2 rotacionado 90° como Plano X-1 

y 

y 

z 

X y 

Eixo Local1 nao 6 para!e!o aos Eixos X-Y .:Z 
Eixo local 2 esta rmacionado em 30" cum o plano Z-1 

.f 

I 

X y 

Eixn Local1 para!elo ao eixo .Z 
Eixo local 2 esta rotacionado 30° com o plano X-1 

Figura 6.5 Orientayi5es para o sistema de do elemento FRAME 

6.2. 1 .d - Propriedades da se~ao 

Numa se9ao transversal de barra podem ser definidos conjuntos de propriedades 

geometricas que descrevem o corte transversal de um ou mais elementos de barra. 
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aos elementos atraves e dos materials. 

Sao definidas propriedades da seiffao com respeito ao sistema de coordenadas 

um de como segue: 

• A diregao 1 esta ao Iongo do eixo do elemento, correspondendo ao eixo normal a 
segao e passa pela intersegao dos dois eixos (2 e pianos a segao; 

• As diregoes 2 e 3 sao paralelas ao plano da se•oarJ. Normalmente a 2 e 
disposta ao Iongo da dimensao principal (altura) 

sua dimensao secundaria (largura). 

segao, e a diregao 3 ao Iongo de 

t Eixo 2 

~Eixo1 

I 

Eixo 3 

Forya e T orc:Zio Positiva: 

Memento e Cortante Positives 

no Plano 1 -3 

Face Comprimida 

Eixo3 

face Tr:acionad:a 

Memento e Cortante Positives 
no Plano 1-2 

Figura 6.6 - Representat;:ao das diret;:oes e sentidos positives dos esfort;:os 

6.2.2 0 Elemento de Casca 

0 elemenlo SHELL e usado para simular cascas, membranas e placas em 

estruturas tridimensionais. Este elemento pode ler uma formulat;:ao para tres ou quatro 

n6s, podendo combiner efeitos de membrana ou comportamento de flexao de placas. 
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de Estruturas 

dire<;:ao normal ao plano do elemento. 

rY·>~nnnrt:~mAnlrn de fl"''"'n pia cas 

e um de rigi,:lez transli'l.Cir)n na 

elemento. 

SAP2000®, para uma espessa e usada a 

de 

mnter!,aL Opcionalmente, e possfvel escolher a formula<;:ao para placas tinas com teoria 

de Kirchhoff, que negligencia a deforma<;:ao por cisalhamento transversal. 

As estruturas que podem ser modeladas com estes elementos incluem: 

• Eslruturas de placas, como lajes de piso; 

• Membranes estruturais. 

Para cada elemento de casca na estrutura, voce pode escolher o modele como 

sendo membrana pura, placa pura ou o comportamento de casca. Geralmenle e 
recomendado que voce use o comportamento de casca a menos que a estrutura inteira 

seja plana. 

Cada elemento de casca tem seu proprio sistema de coordenada local podendo 

definir propriedades, materiais e cargas e safdas de resultados. Cada elemento pode ser 

carregado por fon;:as gravitacionais ou a;;:oes distribufdas em qualquer dire;;:ao. 

6.2.2.a - Conectividade 

Cada elemento de casca pode ter uma das formas seguintes, como mostrado na 

Fig. 6.7: 

• Quadrilatero, definida pelos quatro n6s j,, b b e j.; 

• Triangular, definida pelos tres n6s j,, b e b 
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Face5: inferior 

Face6: Superior 

Face4 

EJemento de Casca Quadrl!<itero -4 N6s 

Eixoi Elxo2 

Face 6: Superior 
Face 5: Inferior 

ll 

Eixo1 

Face 1 

Elemento de case a Triangular • 3 nOs 

Figura 6.7- Elemento de casca, pontos de conexao e defini96es de face. 

A formulavao quadrilatera normalmenle e a mais precisa das duas. 0 elemento 

as localiza<;;oes dos deve 

- se conhecer as seguintes condiv5es de geometria: 

0 angulo interior a cada canto deve ser men or que 180°. Melhor resultado para o 

quadrilatero sera obtido quando estes angulos estao pr6ximos 90°, ou pelo menos 

entre 45° a 135°. 

A melhor relagao de malha geometrica (relagao de aspecto) de uma malha de 

elementos finites para um elemento de casca pode ser definida fazendo-se as 

seguintes considerag6es: 

§ Para o triangulo, e a relagao do lado mais Iongo e o menor lado. 

§ Para o quadrilatero, e a relagao da distancia mais longa entre os pontes 

centrals de lados opostos e a menor distancia entre dois pontos. 

Sao obtidos melhores resultados para relag5es de aspecto pr6ximas a unidade, ou 

pelo menos menores que quatro. A relagao de aspecto nao devera exceder dez. Para o 

quadril<l.tero, se as quatro articulagoes nao forem co-planares, uma pequena torgao 

aparecera no elemento e sera considerada pelo programa SAP2000®. 

0 angulo entre a normal aos cantos lornecem uma nogao do grau de torgao do 

elemento nao co-planar.A normal a um canto e a perpendicular aos dois !ados que se 

encontram no canto. Sao obtidos melhores resultados se o angulo maior entre qualquer 

par de cantos e menor que 30°. Este angulo nao devera exceder 45°. 
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e 

-Graus 

urn dos All'•m<,nln El USadO COmO Uma mAmh>FC>rlC> 

que sejam as restri<;:6es aos necessaria asse!JW 

liberdade para a nnrm.>'!! e as rotagoes de flexao. 

e aos graus 

Quando o elemento SHELL e usado como uma placa pura, e necessaria restringir 

a liberdade de translag6es no plano e a rotagao sobre a normal. 

0 uso comportamento de casca (membrana mais placa) e recomendado 

6.2.2.c - Sistema de coordenadas locals 

Cada elemento de casca tern seu proprio sistema de coordenada local, onde sao 

definidas as propriedades dos materials, cargas e safda de resultados. Sao denotados os 

eixos deste sistema local 1, 2 e 3. Os dois primeiros eixos no plano do elemento com uma 

orienta9ao que voce especifica; o terceiro eixo e normal. 

E importante que se entenda claramente a defini9ao do sistema de coordenada 

local i-2-3 do elemento e sua rela9ao para o sistema global de coordenada X-Y-Z. Ambos 

os sistemas sao sistemas de coordenadas destros. Deve-se definir sistemas locais para 

simplificar a introdw;;ao de dados e a interpreta9ao dos resultados. 

Na maioria das estruturas a defini9ao do sistema de coordenada local e 
extremamente simples e o programa possui uma orienta9ao padrao para o elemento de 

casca. 

Eixo Normal 3 

0 eixo local 3 sempre e normal ao plano do elemento de casca. Este eixo e 
dirigido para o observador, quando o caminho idz-h aparece no sentido horario. Para 
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0 

pontos ""''ntr.::.i.:: dos dois pares 

Orientacao padrao 

lados opostos. 

A orienta<;:ao n::..rmo dos eixos locals 1 e 2 e determinada 

3eo 

rela<;:ao 

• 3-2 e para ser vertical, ao eixo de Z; 

0 

• 0 eixo local2 e posto no mesmo senlido do eixo (+Z) a menos que o elemento esteja 

na horizontal no qual o eixo local 2 esta na horizontal ao Iongo da diregao de +Y 

global; 

• 0 i eixo 

E considerado que o elemento esta na horizontal se o seno do angulo entre o eixo 

local 3 e o eixo de Z e menor que 1 o·3. 

0 eixo local 2 faz o mesmo angulo com o eixo vertical como o eixo local 3 faz com 

o plano horizontaL lsto significa que o eixo local 2 aponta verticalmente para cima para 

elementos verticals. 

6.2.2.d - Coordenadas angulares 

0 elemento casca possui uma coordenada angulo, ang, que e usada para definir 

orientag5es do elemento que difere da orientagao padrao. E o angulo pelo qual os eixos 

locais 1 e 2 sao girados sobre eixo local 3 positive na orientagao padrao do programa 

SAP2000. A rotagao para urn valor positive de ang aparece como sendo horaria quando o 

eixo local 3 esta apontando para o observador. 

Para elementos horizontals, ang e o angulo entre o eixo local 2 e o eixo +Y 

horizontal. Caso contrario, ang e o angulo entre o eixo local 2 e o plano vertical que 

contem o eixo local 3. Veja Fig. 6.8 para exemplos. 

6.2.2.e - Propriedades de se~ao 
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Civil - de Es!ruturas 

prc)pried;ad<3S como e nAnm;Atr·i;o;s 

um ou mais elementos de casca" Sao definidas 

se<;:oes independentementes dos elementos de casca e nomeadas aos elementos" 

0 

ser 

Tipo MEMBRANA: comportamento de membrana pura; s6 podem ser 

suportados as for<;:as no plano eo momenta normal; 

Tipo PLACA: comportamento de placa pura; ser suportado s6 os 

mr>m,pnirn<: fl<>lnr<>" e a transversal; 

Tipo CASCA: comportamento de casca, uma combinagao do comportamento 

de membrana e de placa; podem ser avaliadas todas as for<;:as e momentos 

Geralmente e recomendado que voce use o comportamento de casca a 

menos que a estrutura inleira seja plana e esteja adequadamente contida" 

I 

2 

.;r,- r-1 

I 

1" Fila: ang"' 45" 
Z" Fila: :ang "' 90" 
3" Fila: ang = !}0 

4" Fila: ang = • 9ll" 

Todos os elementos tern o 
Eixo 3 apontado para fora 

do eiemento estrutural 

y 

Figura 6oS- Elemento de casca, com a coordenada angular respeitando a orien!ayao 

padrao" 
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de Estruturas 

Ttmsiies e Fcn::as na Membrana 

Tens3o Sij tern as mesmas tlefin~Oes das For~ Fij 

Figura 6.9 - Descri9ao e posicionamento de for9as e tensoes. 

Eixo2 

Momentos estao por unidade 
de comprimento no plano 

J3 

J1 Momentos de Tor~o e Flexao nas P!acas 

Eixo 1 

J2 

Figura 6.10 - Descrivao e posicionamento dos momentos. 
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Capitulo 

EXEMPLOS 

Foram elaborados 4 

ediffcios altos pela tecnica 

de na de 

Sao resumidas, a seguir, as equa96es diferenciais para cada estrutura analisada 

nos capftulos 2 ao 5, referentes 'a tecnia do meio conlfnuo. 

a) ASSOCIACOES PLANAS DE PAREDES E PORTICOS 

• Paine! Parede: 

iwu: + pjH -z)u: =-qjH -z) 

• Paine! Portico: 

[s
1 
-a

1
p

1
(H- z)]u~ = q

1
(H- z) 

• Paine! Geral: 

- Associa9ao de parede e portico por barras bi-articuladas. 

}gum- [sg -a p(H- z)]u' = -q(H- z) 

- Associa9ao da Parede e Portico atraves de linteis 

}gum -[sg -awp(H- z)}i' = -q(H- z) 

- Associa9ao de paredes por linteis 

}gum -[s, -awp(H- z)}t' = -q(H- z) 
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b) 

]- ]){u'}= } 

" Nuc:leo de se<;:ao aberta rnr.tm'""' por lintels 

{p(H- ]+ [KJ)}{u'}= - z){Vq} 

c) ASSOCIACAO TRIDIMENSIONAL DE PAREDES E PORTICOS 

d) EDIFfCIOS COM DOIS NUCLEOS 

" Nucleos sem contraventamenlo 

[J Ku'"}+ (p(H- Z)[lw ]- [KT ]){u'}= -(H- Z){vq} 

• Nucleos contraventados por linteis 

As equa96es diferenciais indicadas acima, para os problemas classificados como 

b), c) ou d), na verdade sao um sistema de equa96es diferenciais de terceira ordem, nas 

variaveis deslocamentos u, v e e. Elas estao escritas compactamente de forma matricial, 

usando o vetor {U} para representar os deslocamentos: 

{U)•j;) 
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coma forma: 

[ J]{U '"} + [ G]{U '}=-(H-Z){ Vq} 

}= nas dire;;;oes x, y e 

[G] = p(H- Z)[L0 {[Kr ]+ [K0 ]) 

[L8 ], [KT] e [K8 ], matrizes variando para cada tipo de estrutura que esta sendo analisada, 

de acordo com o indicado nos capftulos 2 a 5. 

Oeste modo que resolvesse o sistema de equaqao 

diferencial global, tornando possfvel analisar as varias estruturas propostas. 

• Newton1- Programa para calculo de caracterlsticas geometricas em sec;:iio 

del gada aberta 

0 programa automatiza OS calculos de determinayaO das pnnc1pais 

caracterfsticas geometricas de uma seqao delgada aberta composta de 

trechos retos. 

As grandezas calculadas pelo programa sao as seguintes: 

- Centro de gravidade; 

- Momentos de inercia a flexao em rela9ao a eixos cartesianos x e y; 

- Momentos principals de inercia; 

- Area setorial em rela9ao a um polo qualquer; 

- Centro de tor9ao; 

- Area setorial principal para todos os n6s da se9ao; 

- Momento setorial de inercia; 

- Memento polar 
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• de equa!ffoes diferenciais 

terceira ordem pelo metoda das diferen!ffi!IS finitas. 

0 segundo programa foi elaborado para a solu;;:ao de um sistema das 

equacoes e deslocamentos 

das um semelhante ao 

[48]. 

OS ao um 

sistema global de eixos adotado usuario. a hip6tese do 

metodo meio elastico em que as lajes sao consideradas 

diafragmas rfgidos em seus pianos, sendo juntamente com OS lintels 

consideradas uniformemente distribufdas ao Iongo da altura. Uma vez 

em rela;;:ao ao sistema global, podemos somar um deslocamento de cm·po 

rfgido e encontrar deslocamentos em qualquer outro ponto de cola 

• Newton 3 - Programa para a soh.llffSO de sistema de equa!ffoes diferenciais 

de terceira ordem pelo metodo de Runge - Kutta de quarta ordem 

Por sugestiio da banca examinadora do exame de qualifica9ao foi elaborado 

um programa para a solu9ao do sistema de equa96es diferenciais de terceira 

ordem usando o metodo de Runge - Kutta de quarta ordem. 0 programa 

mostrou-se mais rapido do que o programa elaborado baseado em 

diferen9as finitas. A solu9ao pareceu melhor aproximada pela natureza do 

tratamento das condi96es de contorno. 

• Newton 4 - Programa para o calculo de deslocamentos e esforc;:os em 

pontos da estrutura, a partir dos deslocamentos e suas derivadas. 

Baseado em geometria dos pequenos deslocamentos, conhecido os 

deslocamentos do n6 mestre e rota;;:,ao do piso do andar (considerado como 

diafragma rigido) o programa calcula os deslocamentos num dado ponto da 

estrutura no painel portico ou parede Usando os deslocamentos de 5 pontos 

sucessivos ao Iongo de uma linha vertical, ao Iongo dos andares, calcula as 

derivadas dos deslocamentos no ponto em analise, usando uma 
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lajes for::~m modeladas com uma 

OS 

espessas e como cascas. 

seguintes hip6teses: como mAmh,r::~rlA~ 

utilizados na tecnica 

utiliz:ado o 

e as 

como placas 

Apresentam-se comparagao de resultados obtidos pelas 

duas tecnicas, os quais foram comparados entre si e comparados tambem com resultados 

obtidos nas referencias bibliograficas indicadas. 

Nos resultados apresentados a indicagao NEWTON refere-se aos valores obtidos 

com a pela t6r·nir•<> 

7.1 Estruturas Testes 

7.1.1 Estrutura Teste 01 

Este exernplo rnostra a funcionalidade do prograrna elaborado para o calculo das 

caracterfsticas geornetricas de urn perfil delgado aberto. Adrnitarnos que a unidade de 

cornprirnento seja centfrnetro. 

7 

6 

5 
4 

1 2 3 

Figura 7.1 Segao delgada aberta. 

Os dados geornetricos que caracterizam o perfil sao fomecidos para o programa 

atraves de urn arquivo ASCII de entrada de dados. Os resultados podem ser mostrados 
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rta111ento de Estruturas 

salda em formate'"'~'""'''" 

0 perfil analisado tem todas as paredes com espessura t=0.5cm. Os dados da 

se<;:ao, na 1, estao na 

faz corwelrsi5E3S As respostas saem em unidades 

compativeis com os dados 

estao em r.AI1tir11Atro,s 

as dimensoes de 

coordenadas dos nos do 
No Xglobal 

1 00.000 

2 08.000 

3 12.000 

4 08.000 

5 00.000 

6 08.000 

7 12.000 

Polo arbit=ario P 
x-=08.000 

y=06.000 

Orig~~ arbitraria OS 
08=04 

** Dados dos ramos 
Numero de Ramos= 6 
Ramo Inicio 

1 2.000 

2 2.000 

3 4. 000 

4 4.000 

5 6.000 

6 6.000 

Area Total= 019.500 

Final 
1.000 

3.000 

2.000 

6.000 

5.000 

7.000 

Constante de Tor9ao Jt 
Jt= 001.625 

7 

esqueleto 
Yglobal 

00.000 

00.000 
00.000 

06.000 

06.000 

12.000 

15.000 

t 

0.500 

0.500 

0.500 
0.500 

0.500 
0.500 

** coordenadas do Centro de gravidade 
Xglobal= 06.615 Yglobal= 05.885 

L 

08.000 

04.000 
06.000 

06.000 

10.000 

05.000 

Cos sene 
-01.000 

01.000 
00.000 

00.000 

-00.800 

00.800 

X Cosseno y 
00.000 

00.000 

-01.000 
01.000 

-00.600 

00.600 

** Mementos de inercia nos eixos centrais de inercia 

IxpxpS= 504.98099 CosX= 00.97847 CosY= -00.20641 

Iyp:ypS= 164.28103 CosX= 00.20641 CosY= 00.9784 7 

,. coordenadas dos nos em rela~~o aos Eixos Principais 
Eixos Globais Eixos principais 

No Xglobal Yglobal Xprinc Yprinc 

1 00.000 00.000 -05.258 -07.123 

2 08.000 00.000 02.569 -05.472 

3 12.000 00.000 06.483 -04.646 

4 08.000 06.000 01.331 00.399 

5 00.000 06.000 -06.497 -01.253 

6 08.000 12.000 00.093 06.269 

7 12.000 15.000 03.387 10.031 

Diagrama de W ern relayao ao p6lo arbitr&rio P (08.000,06.000) 
R&~o No Inicio Winicio 

1 02 00.00000 

2 02 00.00000 

3 04 00.00000 
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No Final 

Ol. 

03 
02 

llO 

Wfinal 
48.00000 

-24.00000 
00.00000 



5 

6 

04 
06 

06 

OOoOOOOO 
00.00000 
00.00000 

** coordenadas do Centro de TorQao 
xD(eixos principais)= 02.123 
yD(eixos principals)= 01.653 

xD(eixos cart:esiar:.os pi e.G" J= 02 
yD(eixos cartesianos pi C. G.)"" o::.. 

:x:D(eixos cartesianos globais)= 09 

yD(eixos cartesianos globais}= 07 

4l9 
179 

034 

064 

06 

05 
07 

oo.oocoo 
~48.00000 

24.00000 

** Diagra"TTa dew em relayao ao Centro de Ton;:ao D( 9.03431020453966, 7.06404357581409 ) 

Ramo No Inicio lrJi:::ticio No Final VJfinal 

02 -06.20586 
2 02 -06.20586 

3 04 00.00000 
4 04 00.00000 

5 06 06.20586 
6 06 06.20586 

** Diagra~a de W PRINCIPAL 

Ramo No Inicio Winicio 
1 02 -06.63673 

2 02 -06.63673 

3 04 -00.43087 

4 04 -00.43087 

5 06 05.77499 

6 06 05.77499 

Teste: Integ=al(Wprinc.dA)= 0.00000 

** Momenta de inercia Setorial 
Jw= 7183.10039 

7 .1.2 Estrutura Teste 02 

01 
03 

02 
06 
05 
07 

No Final 
Ol 
03 
02 

06 
05 
07 

50.30649 
-34.46204 
-06.20586 
06.20586 
-39.48765 
29.05262 

Wf.inal 
49.87562 
-34.89291 

-06.63673 
05.77499 
-39.91852 
28.62175 

Parede isolada- material com modulo de elasticidade longitudinal E = 2,0 x 106 

tf/m2
. Parede com 60m de altura, se~ao retangular 1 ,5m x 0,2 m, com carregamento lateral 

horizontal uniformemente distribufdo q=0,4 tl/m, conforme mostrado na Fig. 3.2. Nao se 

levou em conta o peso proprio. 

Figura 7.2- Esquema de carregamento da parede 
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Figura 7.3- Deslocamento de lransla9ao da parede da Eslrutura Teste 02 

Verifica-se pela Fig. 7.3 que os resultado da transla9ao obtidos com a equa9ao 

diferencial deduzida para a flexao da parede, conforme Capitulo 2, o resultado obtido com 

o programa elaborados pelo autor e o resultado obtido pelo programa SAP2000® sao 

praticamente os mesmos. 

Convem ressaltar aqui que os deslocamentos na parede, para efeito de valida9ao 

foram calculados pelo autor de duas maneiras: a primeira usando o programa de 

diferen9as finitas e a segunda usando o programa baseado no Metodo de Runge - Kutta 

de 4• ordem. Os resultados foram os mesmos, porem a segunda maneira obteve o 

resultado de maneira mais rapida. 

A partir dos deslocamentos e suas derivadas foram calculados os esfor9os 

solicitantes: momenta fletor e for9a cortante. Os resultados obtidos pelo autor, indicados 

nos graficos como NEWTON, foram muito parecidos com os resultados obtidos com as 

equa96es diferenciais deduzidas no Capitulo 2. 

As Figs. 7.4 e 7.5 ilustram os graficos de momenta fletor e for~;a cortante para a 

parede deste Exemplo Teste 02, mostrando a coincidencia de resultados. 
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Figura 7.4- Momenta Fletor na parede da Estrutura Teste 02 
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Figura 7.5- For9a Cortante na parede da Estrutura Teste 02 
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Estrutura Teste 03 

Portico Plano - 20 pavimentos com pe-direito dos andares de 3,00 m. Os pilares 

tem sec;ao 0,4x0,4m e as vigas tem sec;ao 0,2mx0,4m. 0 modulo de elaslicidade 

= x tf/rrf. carregamen!o atuante e lateral, constante ao I""'"" 

altura, valendo q=0,4 tflm, conforme ilustrado na 7.6. 

J l 
Figura 7.6- Esquema de carregamento do portico. 

Os resultados obtidos para o deslocamento lateral, ao Iongo dos andares, estao 

mostrados na Fig. 7.7. Sao mostrados resultados obtidos com a tecnica do continuo, com 

a hipotese de existencia de diafragma, e resultados calculados pela tecnica discreta, com 

o auxflio do programa SAP2000®. 

Os valores da forga cortante ao Iongo da prumada de pilares esquerdo, onde atua 

a agao externa, obtidos atraves dos programas NEWTON (Metodo Continuo) e os 

resultados obtidos com o programa SAP2000® estao indicados na Fig. 7.8 

Os resultados da forc;a cortante, obtidos pela lecnica do meio continuo, na regiao 

perto da base (abaixo de 6,0m de altura) da estrutura diferem no exemplo cerca de 20% 

dos valores obtidos peia tecnica discreta. Explica-se esta diferenc;a pela adoc;ao, pela 

adogao da hip6tese de momenta fletor nulo no pilar na sec;ao ao meio da altura de cada 

andar. E sabido que para os andares mais baixos, e para o andar de topo o 

comportamento da estrutura difere desta hip6tese. 
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DESLOCAM ENrO 
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Figura 7.7- Deslocamento de translayao ao Iongo da altura da Estrutura Teste 03 

No gratico de deslocamento lateral indicado na Fig. 7.7 estao apresentados os 

resultados de varias modelagens descritas abaixo: 

" Te6rico- equay5es diferenciais do metodo do continuo 

• Newton - programas do autor, baseados no metodo do continuo 

• SAP 01- elemento de pilar com coef. de area = 10 com o efeito da cortante; 

" SAP 02- elemento de pilar com coef. de area = 1 com o efeito da cortante; 

• SAP 03- elemento de pilar com coef. de area = 1 sem o eleito da cortante; 

• SAP 04- elemento de pilar com coef. de area= 1 0 sem o efeito da cortante; 

• SAP 05- elemento de pilar com coef. de area = 1000 sem efeilo da cortante; 

., Sap 06- elemento de pilar com coef. de area = i 0000 sem efeito da cortante. 
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Nota-se no grafico de deslocamento da a escolha do tipo de analise 

deve ser criteriosa, intervindo af a experiencia do projetista, pois, os resultados de 

deslocamentos diferem significativamente, dependendo das hip6teses adotadas. Percebe

se que o e!eito da fon;:a cortante grande, e nao foi considerado no do 

equacionamento deste trabalho pela tecnica continuo. 

0 efeito da for9a cortante foi analisado sabre a prumada de pilares onde esta 

sendo aplicado o carregamento, par isso o cortante rA<:.<=>n·t" varia9a0 linear 

resultados entre pavimentos. Caso o pilar analisado fosse o da direita, sem 

carregamento aplicado extemamente, o grafico da for9a cortante apresentar-se-ia 

constante entre pavimentos, com urn salta de urn pavimento para o outro, devido a for9a 

normal transmitida pelas vigas. 

Para os pavimentos inferiores, corrigidos os u"lnrc"' 

fazendo uma interpola~tao dos resultados a val ores 

obtidos para os andares vizinhos. 

I CORTANTE 

j 

~ 
I { .7- I i 

I 
' lZ I --CORTANTE SAP I I 

#;;i I 

'· _.,_NEWTON 

! i I 

I ' I l. I I ' 
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I 
I ' ' 
I i _':J_a_ ! I 
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I 
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Figura 7.8- For9a Cortan!e numa prumada de pilares da Estrutura Teste 03. 
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.4 Estrutura Teste 04 

~,~ 

~.14?£:.,. 

IJNlCAMl' 

Associ<u;:ao plana de parede e portico - a estrutura deste exemplo e a 

associagao plana de uma parede e um portico ligados por lintels bi-articulados, garantindo 

a imposigao de lranslagoes iguais na parede e no portico em pontos de mesma 

lintel tem segao 0,2mx0,4m, o carregamento e lateral vale q=0,4 tflm, indicado 

na Adotou-se no exemplo, para todos os elementos, um modulo de elasticidade E 

= 2,0 X 106 tf/rrf. 

modelo analisado pela tecnica do continuo, utilizando os programas 

elaborados por Newton, e utilizando-se o programa SAP2000®. No modelo discrete loi 

considerado um valor de coeficiente de area de 10000 para as barras de portico, para 

tentar simular a nao contribuigao da deformagao axial. 

q=ft4 tf/m 
PARE!JE Ul'!TEL PORTICO 

l1so J zoo I 4.oo 

E 
0 

"' II 

J: 

Figura 7.9- Esquema de carregamento lateral da Estrutura Teste 04 

A Fig. 7.10 mostra o deslocamento horizontal, no plano da estrutura, ao Iongo da 

altura. Os deslocamentos obtidos pela tecnica do continuo e pela tecnica discreta, atraves 

do programa SAP2000® foram muito parecidos para os andares intermediaries, tendo uma 

pequena diferenga proximo ao topo e perto da base. 
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DesJocamento horizontal 
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Figura 10- Deslocamento ao Iongo dos andares da Estrutura Teste 04 

Para a obtengao dos esforgos e necessaria a obtengao dos valores das derivadas 

do deslocamento (u', u" e u"'). 

A partir do vetor deslocamento u e possfvel se conseguir os valores das 

derivadas, atraves de uma aproximagao numerica pelo metodo de diferengas finitas. Na 

dissertagao foi ajustado um polinomio de quarto grau, utilizando o valor dos 

deslocamentos em cinco pontos. 0 procedimento esta mostrado no Apendice C. 

Sejam as expressoes de diferengas finitas centrals deduzidas no Apendice C 

transcritas a seguir, onde h significa a altura de urn andar: 

'' l [ J F, = Zh 3 -Fee+2Fe-2Fd+Fdd 

' 1 [ l F =--
2 

-Fee+16Fe-30Fi+16Fd-Fdd 
' 12h 

F. =-
1
-[Fee-8Fe+8Fd-Fdd] 

' 12h 

E possfvel, por exemplo, encontrar o valor de u' utilizando-se da terceira 

expressao mostrada acima. Oeste modo, tem-se: 
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UNN;"AM1 

, l [ 1 
u =- uee-8ue+8ud -uddj 

' 12h 

Para obter a primeira derivada na posi9ao 

valores dos deslocamen!os dos n;r1nn1<>11tn.<:: 3Q 

modo tem-se: 

1 
=-

do 52 pavimento, sao 

49 (ue), 6Q e 72 

precisos os 

Oeste 

No topo da estrutura, utilizam-se as diferen9as finitas adiante ou a direita. Na base 

utilizam-se as expressoes de diferen9as finitas atrasadas ou a esquerda. 

Apresenta-se na Fig. 7.11 um grafico ilustrando a varia9ao da for9a cortante no 

for9a cortante, ao nivel de cada andar, se devem a fon;:a axial trocada entre parede e 

portico plano, via lintel, e devido a for9a normal nas vigas do portico plano. 

Para o tra9ado deste grafico de for9a cortante no pilar esquerdo do portico, no 

caso dos resultados obtidos pela tecnica do continuo, foi necessaria obter manualmente 

os resultados para o primeiro andar de forma interpolada, a partir dos resultados para os 

andares superiores. No caso do grafico para a simula9ao atraves da lecnica discreta, 

usando o programa SAP2000® foi utilizada a considera9ao de desprezar o efeito da 

contribui9ao da for9a cortante nas barras de portico. 
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Figura 7. i i - Fon;:a Cortante para o pilar esquerdo da Estrutura Teste 04 

A Fig. 7.12 mostra a variagao da forga cortante na parede da associagao plana em 

estudo. Apesar do caJculo obtido com o programa SAP2000® ser elastico linear e o calculo 

pela tecnica do continuo ser feito a partir de uma formulagao nao linear, os resultados 

mostrados sao bastante pr6ximos. 
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CORTANTE NA PAREDE 

M 

~~ ' 
! i 

I ~ I 

! ~] -
• : 

i 
-+-CORTANTESAP 

AO. 

I ! 
__.,._ CORTANTE NBNTON 

i 
! i 

i 

~r 
' 

' i 

~0 ' i 

OA ! I 
i 

i n I. ! 

i 

i 
0A i 

' ~ • I ~, I 

I 
iQ ! ~ ! ! 

i I 

"' : '\: i 
i 

i i0 I \;.. i 
' i 

0 i I'\ 
i 

. I 
c I \\I ' 

I 
0 ! \\ 
A i : i ""\I : 

-5000 0 5000 10000 15000 20000 25000 

Cortante (kgf) 

Figura 7.12- Forga Cortante para a parede da Estrutura Teste 04 
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A Fig. 7.13 mostra a variagao do momento fletor ao Iongo da parede da 

associagao plana. Verifica-se que os valores obtidos pelas duas simulagoes foram muito 

pr6ximos. 
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Figura 7.13- Grafico de Memento para a parede da Estrutura Teste 04 

7.2 Exemplo 02 - Nucleo de se9ao aberta e paredes delgadas c/ carga simetrica 

Na Fig. 7.14 representa-se a planta de urn ediffcio de 30 andares, formada por urn 

unico nucleo de se9ao aberta, de caracterfsticas elastico-geometricas constantes na 

altura. Admite-se que o pe direito de cada andar e 3,00 metros. 

0 ediffcio esta sujeito a uma carga lateral q=0,96 tf/m aplicada ao Iongo de urn 

eixo vertical que passa pelo CG. Adotando-se urn par de eixos cartesianos xy passando 

pelo CG, a dire9ao do carregamento lateral coincide com a do eixo y, e o sentido do 

carregamento esta indicada na Fig. 3.14. 
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y 

1 b/2=2.5m --:';----: 

I X d 

,- - I 
Po : 

I y1 i YP 

I I I 
! I ' 

CG X 

I 
=5m 

' I 
i i 

yc 

I 
-

I r-;-:;- 0.25m I 
I 

G 

I 
I 

I 
I 

L: 
---

I- _j I 

' 
-

' ---
i I 

c=1m J f. c=im - f-.-- 1=3m 

~11~ 
"'1:?4/bf". 

!SNKAMF 

14 - ~='"''H"''" ""'r''"'"" por de set;:ao aberta e paredes delga<jas sujeito a 
carga lateral qy==0,96 tf/m. 

0 edificio esta sujeito tambem a um carregamento vertical axial P, uniformemente 

distribufdo, aplicado ao Iongo de um eixo que passa pelo centro de gravidade da se<;:ao. 

0 objetivo neste exemplo e variar o valor da carga P, ate o valor da carga crftica 

de flambagem Pent· 

0 material tem modulo de elasticidade E=2,0x10
6 tf/rrt. 0 modulo de elasticidade 

transversal vale G=O,B x1if tf/rrt. 

Admite-se a existencia de uma laje de piso em cada andar. Na modelagem pelo 

metodo do continuo essa laje e considerada um diafragma rfgido. No caso da modelagem 

discreta podera ser um diafragma modelado como membrana rfgida ou casca espessa. As 

paredes, na modelagem usando o programa SAP2000®, foram consideradas cascas. No 

exemplo e mostrado o resultado discreto obtido com a modelagem das lajes como 

membrana rfgida, simulando diafragmas. 

Este problema foi resolvido pela tecnica do conlfnuo na disserta<;:ao de mestrado 

de XAVIER [48]. 

Dedw;:ao das caracterfsticas geometricas da sel(ao transversal do nucleo de se9ao 

aberta e paredes delgadas da estrutura indicada na Fig. 7.14: 
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se segue e dispensavel, uma vez que as caracterfsticas 

geomelricas dessa se9ao transversal poderiam ser obtidas atraves primeiro programa 

computacional elaborado pelo autor desta disserta9ao. Transcreve-se de modo sucinto a 

forma de obte-las, com a finalidade de confiabilidade ao programa. 

Centro de aravidade: 

Adota-se urn par de eixos arbitrarios, para efeito de localizar o Esses 

foram escolhidos no ponto de coordenadas (2.5;0) em rela9ao ao canto inferior esquerdo 

da se9ao transversal. 

Como OY e eixo de simetria da segao transversal, Iemos: 

Calculando a ordenada Y cG tem-se: 

5x0.25x5+ 2(5x0.25x5)+ 2(0x1x0,25) 
2

.
94

m 

5x0.25+ 2x5x0.25 + 2xlx0.25 

Mementos de lnercia: 

Jx = 2[
0

·
2
SxS' + 0.25x5(2.94- 2.5j2 + lx0.

253 
+0.25x1x2.942] + Sx0.

253 
+ 0.25x5(5- 2.94)" 

12 12 12 

Jx = 15.32m4 

Jy = 2[5x0.25
3 

+0.2SxS(2.5y + 0.25xl
3 

+0.2Sxlx 22]+ 0.25x5
3 

12 . 12 12 

Jy = 20.28m 
4 

Centro de torcao: 

Sendo o eixo OY urn eixo de simetria da se9ao transversal: 
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1 f Y=Y- wdS 
D po J .. S po 

' 
ou 

1 0.25X5[ • ( )] 
d=--· [3X52 X:J+2x53 -32 3x5-3 =2.65m 

20.28 12 

logo, 

Yv = 2.65 + 2.06 = 4.7lm 

Diagrama da area setorial: 

Momenta Setorial de lnercia, Jw: 

.!_X 6.625 X 6.625 X 2.5 + 
3 

6.625 

J"' = 2x0.25x + .!.[(2x6.625- 5.875)x 6.625 + (6.625 + 2xlx (- 5.875))x (- 5.875)]x 5 + 
6 

J"' = 100.67m
6 

+ .!.[(2xl3.525 + 5.875)x 13.525 + (13.525 + 2x 5.875)x5.875 ]xl 
6 
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Constants de torcao J~ 

=!x0.253 x(3x5+2xl)=8.85x "-'---· 
3 

Area da secao transversal: 

A= 0.25x(3x5 + 2xl) = 4.25m 2 

. ; 

Raio de qiracao polar: 

ib = 0+ (4.71]" + 
15

·
32 

+ :o.2s = 30.55m2 

4.2) 

Montagem das matrizes ccmtendo os parametres de rigidez do edificio formado por 

um nuc:leo 

Uma vez determinadas as posic;:oes do centro de gravidade CG e do centro de 

torgao D do nucleo, adota-se um sistema de coordenadas global OXY com origem no 

centro de torl(il.O D. 

A carga vertical e considerada aplicado num eixo passando no CG e a carga 

lateral, e os seus mementos sao transferidas para o ponto D (origem do sistema 

globai).No problema em questao tem-se que o carregamento lateral sera representado por 

um vetor q, de componentes qx, qy e qz. A terceira componente representa o momento 

distribuido que o carregamento causa em torno da origem do sistema global: 

Utilizando as equa96es do Capitulo 3, obtem-se para as matrizes: 

§ Matriz [JJ de produtos de rigidez a flexao e a flexo - torcao: 
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r 40.56 
r ] I lJ =I 0 

l 0 

0 

30.64 

0 

0 c 0 xl06 

201.34 

§ Matriz de rigidez a torcao livre, matriz [Krl..;. 

0 l 
0 IX 

70.8J 

~u~ 

"';'~ ... · 
UNi<:;AM1' 

§ Matriz [Lrl de posicionamento dos esforcos extemos provenientes da carga 

[4l=l- ~ ~ -~71l 
-4.71 0 30.55 J 

Sistema das eguac6es diferenciais: 

0 

30.64 

0 

~ ]xw6(::::)+[p(9o-z{ ~ ~ 
201.34 8 '" -4.71 0 

-4.71] [0 
0 + 0 

30.55 0 

Observa-se neste problema que a equaQao de equilibria iJ. for9a cortante, na 

direQi'IO Ov, e independente da equaQao de equilfbrio a for9a cortante, na direQao Ox e da 

equaQao de equilibria ao memento torQor. 0 sistema de equa96es pode ser desacoplado 

em dois: o primeiro usando s6 a segunda equaQao, e outro usando simultaneamente a 

primeira e terceira equa96es. 

Na procura da carga critica, considerando o problema de primeira especie 

(sistema homogeneo), foram executados dois calculos, sendo o primeiro por instabilidade 

por flambagem tipo EULER ou flexao pura no plano YZ, expresso pela segunda das 

equaQ6es diferenciais do sistema, e 0 segundo calculo, de instabilidade lateral, islo e, 
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fla!nbagE9m por ton;:ao e flexao, expresses pelas duas equa<;:6es restantes. A carga critica 

para este de estrutura eo menor dos dois valores obtidos. 

A segunda equa<;:ao diferencial forneceu o valor para Pcrit = 329,40 tf/m. A soiUI;:ao 

simultanea das outras duas equacoes do sistema homogeneo forneceu o valor para = 
11 Admitiu-se entao, que a carga crltica e o menor dos dois valores. 

Esse exemplo foi obtido da referencia [38], que obteve resultados 

obtidos. 

0 de solu<;:ao deste programa e extenso e inapropriado para ser mostrado 

neste trabalho. Mostram-se os deslocamentos ocorridos no ultimo pavimento da estrutura. 

DE SLOC.7;_J'1ENTOS D~. ESTRUTD~ NO ULTIMO PAVIMENTO 
p u v w 
0 0 0.256958224543293 0 

05 0 0.260958447187523 0 
10 0 0.265084397750724 0 
15 0 0.269342091005675 0 
20 0 0.273737931527353 0 
25 0 0.2782787~5793498 0 

30 0 0.282971817501041 0 
35 0 0.287824926502829 0 
40 0 0.292846391777664 0 
45 0 0.298045118959335 0 
50 0 0.303430652973426 0 
55 0 0.309013236452327 0 
60 0 0.314803874668071 0 
65 0 0. 3208144078608 0 
70 0 0.327057591946906 0 
75 0 0.333547188794054 0 
80 0 0.340298067365507 0 
85 0 0.347326317339754 0 
90 0 0.354649376999858 0 
95 0 0.362286177558451 0 
100 0 0.370257306413226 0 
105 0 0.378585192308264 0 
110 0 0.387294315904183 0 
:.1.;. 27 0 0.39505381201553 0 

Esta estrutura foi analisada com o objetivo de compara<;:ao de resultados entre a 

simula<;:ao do nucleo pelo metodo do continuo, com resultados de deslocamentos 

calculados pelos programas Newton (do autor desta dissertagao) e a simulagao do m]cleo 

usando elementos de cascas com o programa SAP2000®. 

Os resultados de deslocamentos na dire<;:ao do carregamento lateral aplicado 

(direcao y), para o caso de carga vertical nula (P==O tf/m) podem ser vistas no grafico da 

Fig. 7.15, onde se pode observar uma boa concordfmcia entre os resultados obtidos pelo 

modelo continuo (programa Newton) eo modelo Discreto (SAP). 
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7.3 Exemplo 03- Nucleo de segao aberta e paredes delgadas com carregamento nao 

simetrico. 

Estudou-se a mesma estrutura do exemplo 2, mudando apenas o carregamento, o 

qual, para este Exemplo 03 foi considerado formado por duas cargas laterals de 0,96 tf!m, 

atuando bern no centro de gravidade do nucleo, nas dire<;:oes x e y, admi!indo a nao 

existencia de carga vertical axial (p=O tf). 

~ ,,,.z.sm ~-- __ 
CT X I 

' 
,·--

Po 

' yl I y 

i I 

I Gx"' Q.96'; CG--X I 

•5m 
I 

fqy"'D.9S!ffm 

I 

I ' 

I i 
yx 

- -
I I 1"' 0.25m 

I I 
- ii..J 

---
F i..i 

i ,_l__ -J ' L C"'1m !:3m C"'1m ~ 

Figura 7.16- Nucleo sob atua<;:ao de cargas qx e (p=O) 
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Le,varldo o carregamento para a origem sistema global, tornado no centro de 

ton;ao CT do nucleo, tem-se que o vetor q, que representa o carregamento lateral, e dado 

por: 

Os resultados para este exemplo, ob!idos usando o programa NEWTON, com a 

formula9ao pela tecnica do continuo, foram comparados com os resultados obtidos 

atraves da utiliza9ao do programa SAP2000®, fazendo uma simula9ao das parades do 

nucleo como casca e a laje como m<>mihr"'""' 

Deslocamento na diregao x 
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Figura 7.17 Deslocamentos na dire9ao x do nucleo do exemplo 03 
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Deslocamento na direyao y 
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Figura 7.18 Deslocamentos na dire9ao y do nucleo do exemplo 03 
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Figura 7.19 Rota96es do nucleo do exemplo 03 

Analise de Tensoes Normais em pontos no esgueleto do nucleo 

---- -·-----; ' 
• I 

I 

Figura 7.20- Pontos do nucleo onde foram analisadas as tens6es normais. 
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Figura 7.21- Diagrama de tensoes normais num trecho de paredes do nucleo do exemplo 

03, calculadas pelo programa SAP2000® 

TENSOES NORMAlS NO NUCLEO em Z=42m (tf/m2
) 

450,-----------------------------------------, 

400 B PROG NEWTON I 
~ 35ot-~·~S~A~P ________ ~--------
c 
·O 300 +--------
:; 
:; 2501----

w 
UJ 200-!----
w 
a: 150-t----
0 
_, 100 :;: 

50 

0 

2 3 4 5 

PONTOS DO NUCLEO 

6 7 

Figura 7.22- Tensoes Normals nos pontos 1 ate 7 das paredes, na cota Z=42m. 
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PONTOS DO NUCLEO 

S"~ 
~;}IIF' 
l.!f(ll:iflffl!> 

Foi possivel verificar na analise de tensoes que quanto maior a diferenc;:a entre os 

deslocamentos e giros do programa Newton para o programa SAP2000® maior sera a 

diferenga entre as tensoes. 

Existiu dificuldade na modelagem desta estrutura no SAP2000®. Para que se 

pudesse realizar uma comparagao dos resultados entre o modelo continuo e o modelo 

discreto foi necessario refinar bastanle a malha de elementos finites usada no programa 

SAP2000® (modelo discrete). 

Na base do nucleo, ocorre uma grande diferenc;:a nos valores de tensao normais 

entre os dois metodos de calculo, o que se tornou imposslvel a obtengao de valores 

confia.veis e dignos de cornparac;:ao. 

A geometria do nucleo tambem e extremamente relevante. Foram feitos alguns 

testes, nao mostrados na dissertac;:ao, com outras formas de nucleo, e os resultados foram 

sensfveis a forma do nucleo. 

Caso se tivessem cargas axiais aplicadas, haveria duas parcelas de tensao 

normal de flexao: uma devido a flexao e outra devido ao efeito de Bi-momento devido ao 

empenamento causado pela carga axial. Para uma melhor compreensao de como se obter 

as tens6es nos pontos do nucleo, segue uma breve descri<;:ao do processo de calculo 

realizado no 42 programa. 
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Quando se calculam os deslocamentos pelo metodo do continuo, os mesmos sao 

oblidos na origem do sistema global OXYZ em cada cota Z. Desta forma, tem-se a 

necessidade de se transportar estes deslocamenlos para os pontes do nucleo onde se 

deseja a lsso e feito com geometria pequenos deslocamentos, 

rota9ao unica do diafragma no andar. procedimento esta explicado no 

Capitulo 4. Para o calculo da tensao nn,rm,,r G, foram consideradas Ires parcelas: 

·~: y devido aos mementos na dire;;:ao x e y, respectivamente e a parcela 

e!eito da flexo - ton;:ao. Terfamos entao a seguinte expressao: 

M 
a .=-"x ::.1 l 

e coordenadas em rela;;:ao ao CG nos pontos considerados; 

e 

0 

- B sendo o valor do bimomento atuante no nucleo que depende diretamente de 8", veja 

Apendice A 

- My e Mx valores dos mementos atuantes na parede que dependem diretamente de u" e 

v", veja Capitulo 2; 

- Jy e Jx sao os momenta de inercia do nucleo; 

- wi corresponde ao valor da area setorial dos pontos considerados. 

Desta forma, em uma rotina computacional, fica muito simples calcular os valores 

de tensao para varios pontos do nucleo. 

Para exemplificar faremos o calculo da tensao do ponto 4, devemos lembrar que 

para este calculo utilizaremos a expressao de diferen;;:as finitas centrals, transcritas 

abaixo, para o calculo da segunda derivada dos deslocamentos. 

' 1 [ l F =--, -Fee+l6Fe-30Fi+16Fd-Fdd 
' lZh-

onde, 

h, e a distancia entre os pavimentos, neste exemplo vale 3,0m metros. 
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X=O e Y=2,06 

Tabela 7.1 - Deslocamentos 

Z [m] DESLOCAMENTO PON 1 0 0 DESLOCAMENTO PONTO 4 
I 

u v 8 u v e 
36 11ee) 4,72E-02 I 6,25E-02 I 2,80E-02 1 ,05E-01 6,25E-02 2,80E-02 

39 (16) 5,41 E-02 7,16E-02 3,18E-02 1 ,20E-01 7, 16E-02i 3, 18E-02 

42 (fi) 6,13E-ll2 8,12E-02 3,56E·02 1,35E"01 8,12E-02, 3,56E-IJ? 

45 (fd) 6,87E-02 9, 10E-02 I 3,95E-02 1 ,50E-01 9,10E-02 3,95E-02 

48 (!dd) 0,0764 0,101135'14,35E-02 1 ,66E-01 1,01 E-01 [ 4,35E-02 

Tabela 7.2- Derivada segundo dos deslocamentos do ponto 4 

Calculo dos mementos 

My= v'' * E * Jx 

DERIVADA SEGUNDA 

PONTO 4A42 m 

u' I v' 13" 

4,08E-05[ 3,61 E-05 6,58E-06 

My = 3,61 E-05 * 2E6 = 72,2 * Jx 

~"~ 

~--!""· 
tJMti:AMl' 

Como a posiyao x do ponto 4 e zero nao iremos calcular o valor do momenta Mx 

Calculo do Bimomen!o (B): 

8 = 2E6 * 6,58E-06 = 13. 16* Jw 

Considerando os seguintes valores para o ponto 4: 

Y G = 2.06 e w do ponto 4 = 0 

Portan!o a !ensao fica apenas em fun9ao do momenta My: 
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72,20Jy * ? 06 ~ ' 
fJ z.42 = 0+ -· +0 = 148,7.:J2if Jm-

7.4 Exemplo 04- Ediflcio retangular com porticos e nucleo 

~,~ 

~.df!J#F· 

UNK:AMI' 

Neste exemplo sera feita a analise e a compara<;:ao de resultados para uma 

[33]. Na referencia em 

i!o;radio com resultados obtidos 

retangular, com 10 pi lares no 

A Fig. 7.24 ilustra o ediffcio 

estrutura de apresentada no trabalho de SOUSA 

questao o os resultados de sua tese de 

com o programa Ansys. ediffcio !em 20 andares, 

contorno, vigas de borda e um nucleo em forma de 

analisado, mostrando as dimensoes da estrutura, dos pilares e do nucleo. 

As vigas sao todas iguais, com dimensoes 20cmx60cm. Os pilares sao 

com 25cmx50cm. A pilares esta mostrada na 

7.24· nucleo !em se<;:ao transversal em forma de com paredes de 15 em de 

espessura. Os m6dulos de elasticidade longitudinal e transversal valem 2,0 x 106 lf/m2 e 

8,0 x 105 1f/m2
, respectivamente. 0 pe direito dos andares e de 3,00 m. 

@ @ 

• 

I 

IT ® 

® ® 

SrOO m 

Fy t 
- ® ' 

2,5 m /5m! 2,0m ! 

! ':Jll 
0 X ] 

4 §I 3 

"'· "I 

• ® -
5F00 m SrOO m 

@ 

® 
'T 

@ 

E 
g 
,-

E 
g 
,-

Figura 7.24- Disposi((ao geometrica da estrutura do exemplo 04 

(extrafda de SOUSA JUNIOR [33]) 

0 carregamento analisado por aquele autor era formado pelas seguintes a((i5es: 
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• A<;:oes verticais: 

A<;:oes verticais unlformemente distrlbufdas apllcadas nas vigas de bordo em 

cada andar: 2000 kgl/m 

Cargas aplicadas nos nn1otn" 1, 2, 3 e 4, situados na segao tr"'""''A""' 

nu,~le,o, em cada ""''";,.,,,.,,trv 

Ponto 1 - 7000 kgf 

Ponto 2- 1 

Ponto 3 - 18000 kgf 

Ponto 4 - 7000 kgf 

• Ag6es horizontals 

do 

Ag6es horizontals concentradas, apllcadas na diregao e sentldo do elxo Y de 

5100 no das vlgas a barlavento, ilustradas 

na como 

• Carregamento no pavimento: 

Carregamento vertical uniformemente distribuido ao Iongo das vigas de 

bordo em cada andar: 1000 kgf/m 

Cargas aplicadas nos pontes 1 , 2, 3 e 4 situados na segao transversal do 

nucleo: 

Ponto 1 - 3500 kgf 

Ponto 2 - 9000 kgf 

Ponto 3 - 9000 kgf 

Ponto 4 - 3500 kgf 

• Ag6es horizontals 

aplicadas na diregao e sentido do eixo Y de 2550 kgf na metade da viga 

longitudinal a barlavento. 

Na formulagao utilizada nes!a dissertagao, para o tratamento de estruturas pelo 

metodo continuo, umas das slmplificag6es adotadas foi carregamento vertical 

uniformemente distrlbufdo ao Iongo da altura e carregamento lateral uniformemente 

distribuido. Desse modo nao foi possivel adotar na modelagem pelo metodo do continuo 

deste exemplo urn carregamento exatamente igual ao proposto por Sousa Junior. Assim 

foi procurado adotar urn carregamento equivalente. 
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As a9oes extemas admitidas somam 150kgf de carga vertical 

andar tipo e uma carga horizontal Fy=5100kgf por andar andares do topo foi 

admitida a metade dessas a96es. 

Para modelarmos eslrutura meiOC!O continuo idealiza9ao abaixo 

descrita, onde se assumiu que 2/3 da carga de cada andar vai ser lransmilida aos pilares 

e 1 vai ser lransmitida ao nucleo. Esta situa9ao e similar a proposta de distribui9ao de 

cargas adotada SOUSA 

1. carga vertical uniformemente distribufda de 2,5 tf!m aplic<:!da 

contorno; 

em cada pilar de 

2. carga vertical uniformemente distribufda de 12,5 tf/m aplicada no CG do nucleo 

carga lateral 1 ?7<;~e,,!lrn aplicada ao 

mAn<:t1A<: i x 1 da altura, na dire9ao y, no centro da laje re!angular 

Conforme visto no Capitulo 4, um nucleo pode ser substitufdo por duas paredes 

planas equivalentes e por uma mola (m) que s6 absorvera o esfor9o de ton;:ao. As paredes 

planas equivalentes ao nucleo sao independentes, sendo orientadas segundo os eixos 

principals de inercia da se9ao transversal, ambas passando pelo centro de tor!(ao do 

nucleo como pode ser observado na Fig. 7.25. Essas paredes equivalentes possuem 

produtos de rigidez a flexao EJx e EJy iguais ao produtos de rigidez do nucleo. 

G@~l~======~®~===~=.~==~®~======~@~~ 

2.50 m X 0 = 4,30m 

I I 
E 
0 
0 
.,.,· 

2,5atfim }y•l275'0:m 

i:.: ® ,_ 
0 X 

•T I 
EJx = 914286 tfm2 

I 
I 

EJy = 377260 tf m2 El GJt = 6300 If m<' 
EJw= 144[l[)I)J tf m4 01 

0 z~carganopliat de2$0t1!rn 

o., 
"'' 

• ® I@ J -('j) ® 

I 5,00 m 5,00 m 5r00 m j 

Figura 7.25- Disposi9ao da estrutura do exemplo 04 adotada para o modelo continuo 
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Momenta de inercia dos pilares: 

Kp= 
h 

= 2.604xl0-
3 

= 6.Slx 
4 

X 

= 0.2x0.63 3.60x 
12 

Obedecendo aos sentido dos vetores unitarios de cada painel, calculamos os 

parametres £, Q., Q e St para os porticos componentes da associagao. 

0 coeficiente de rigidez a forga cortante dos porticos e calculado de acordo com a 

equagao (B6) do Apendice B: 

Tabela 7.3- coeficientes dos porticos 

PAINEL a1 bt c, St 

I 0 1 7,5 4833,0121 
II 0 1 -7,5 4833,0121 
Ill 1 1 5 5448,9683 
IV 1 1 -5 5448,9683 
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Componenles do vetor de posicionamento da carga lateral: 

a=O C=O 

Caracterlsticas geometricas do nucleo: 

calculados 

usando o primeiro programa elaborado. As unidades sao coerentes com as unidades de 

forga e comprimento adotadas no exemplo. 

= 914286 

=6300 

Ely = 3377260 

= 1440000 tfm
4 

Tabela 7.4- coeficien!es das Paredes Associadas 

Paredes aw bw Cw iw 
Associadas 

emx 1 0 0 914286 
emy 0 1 4.3 3377260 

Calculo das Matrizes: 

As matrizes de rigidez a flexao [J], matriz de rigidez a ton;;ao [KT] e de rigidez a 
for9a cortante [S] possuem os seguintes valores: 

[""" 
0 

1452~218] [J]= 0 3377260 

0 14522218 63885537 

[00 ,L [KJ= 0 0 

0 0 

riO,, 0 

,~Ll [S]= 0 9666 

0 0 
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Calculo das matrizes de localizayao des pilares em relagao ao sistema de eixos 

II 0 5 l 

[LPl J =I 0 

I 

1 7.5 I 
L5 7.5 81.25 J 

!=[: 
0 5 l 1 

! 
-2.5 31.25 I 

~ 

[LPsJ=~~ 
0 

7°5 l 1 

LO 7.5 56.25 J 

+ 
0 -5] 
1 7.5 

-5 7.5 81.25 

[L,]= [: 
0 -5 1 

I 
1 -2.51 

-5 -2.5 31.25 J 

A matriz [Lt] vale: 

0 

0.66 

0 

Montagem do sistema de eguacoes: 

[Ln]J~ 
. I 

L5 

'I 

]=10 
I -
L::J 

[L,]=[i 

1 

[Lp,] = 0 

5 

[L,]= r: 
-5 

Sendo a matriz [LG] dada pela matriz abaixo: 
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0 5 l 
I 

1 2.5 J 
2.5 31.25 

0 5 l 
l -7.5 I 

-7.5 81.25 J 
0 

-~.5l 1 

-7.5 56.251 
~ 

0 -5 l 
1 2.5 J 

2.5 31.25 

0 -5] 
l -7.5 

-7.5 81.25 
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~,~ 

~· 
UNJ<:-i' 

1914286 

\ 0 

L o 

0 

l 

-1.43 

Podemos escrever o sistema como se segue: 

0 

3377260 

14522218 

0 lfu''1 1/ rl 

14522218J1 v"' r +, p(60-Z ~ 0 

63885537 8 ,, \ ! 
1
! 0 

'- J \ ,_ 

0 
0 'l 110898 

-1.4~ [-\ 0 
, ' 

44.98 J L o -1.43 

0 

9666 
0 

0 r r u'l r 0 

0 , lxjv)=(6o-z)jL275 

894229Jj leJ l o 

A Fig. 7.26 mostra os valores de deslocamentos na dire9ao y, do ponto 0, do 

centro geometrico da laje, calculados com o programa NEWTON, utilizando o metodo do 

continuo, e valores correspondentes calculados pelo metodo discrete, usando o programa 

situayoes rli.,tint,..,· 

1 . SAP M-SJ 1 Ocm - utilizou-se urn carregamento identico ao usado por Sousa 

Junior, considerando a laje como membrana de espessura1 0 em; 

2. SAP S-SJ 10cm - utilizou-se urn carregamento identico ao u!ilizado por Sousa 

Junior, considerando a laje como casca fina de espessura 1 0 em. 

3. SAP M-N 10 em- utilizou-se urn carregamento identico ao usado por NEWTON, 

usando o programa para a tecnica do meio continuo, e simulou-se a laje como 

membrana rfgida de espessura 1 Ocm. 

4. SAP S-N 10 em - utilizou-se um carregamento identico ao usado por Newton 

usando o programa pelo tecnica do continuo, e simulou-se a laje como casca fina 

de espessura 1 Ocm. 

5. ANSYS - imprimiu-se tambem os resultados obtidos por Sousa Junior usando o 

programa ANSYS. 
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DESLOCAMENTO EM Y 

-+- PROG NEWTON 
~ 

-§-SAPS-N 10cm 

--.1<--ANSYS 

_,._ SAP 8-SJ 1 Ocm 

-0.25 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 

Figura 7.26- Deslocamentos na dire9ao y para o ediffcio do exemplo 04 

Devido a quase simetria da estrutura e do carregamento em rela9ao ao eixo y, os 

deslocamentos horizontais na dire9ao x foram muito pequenos. A Fig. 7.27 mostra 

resultados obtidos para tais deslocamentos. Ve-se que a maior diferen9a no topo se da 

entre NEWTON e SOUSA JUNIOR [33], com o modele de NEWTON se mostrando mais 

flexfvel. Na Fig. 7.28 Iemos as rota96es ao nfvel das lajes de cada andar. 
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!JESlOCAMENTO EM X 

' /i I 

I i./ i 
I 

.Y I 

I 
1J I 

-;- y ' i I 

.Yi ' ! 

"" 
I 

.Y I 

1 

7 I 

7 NtVV IVN 

:_; 
~-~'n 

J 
I II . SAP M-N 10cm 

\L 
. 

I 
·0,0002 0 0,0002 0,0004 0,0006 0,0008 0,001 

u [m] 

Figura 7.27- Deslocamento na direc;:ao x do ediffcio do exemplo 04 

ROTA(:AO EMZ 

i ' A 1 I I 
I ' J I 

I 
I 

I 

I I I i I I ! 

If I I 

I I ! 
I ! 

I 
• 

I 
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' I 
I 

I I ! I ' 

I J 
I 

. I . 

i I 

i\ i\ i I 
I 

I 
I 
\I ! \1 I 

i i ~ ' I 
I I ! "', i'\ I . I 

i I ! 

i I i I ~ ~ .. 12 I 
lr--...._~ 

I 

--NEWTON I 
---SAP M 10cm 

SAP MMN 10cm 1 j 

-o,ooa -o,oo7 -o,o06 .o,oos -o,004 -o,ooo .o,oo2 -o.oo1 o 

e [rad] 

Figura 7.28- Rotac;:ao em tomo do eixo z do edificio do exemplo 
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amilises considerando uma varia<;;ao das espessuras das lajes, e do tipo de analise da laje 

como membrana (M) rfgida ou como casca (S). Utilizou-se para esta analise amesma 

estrutura da 7.25, sendo considerado apenas um carregamento lateral 

distribufdo = -1 kgf/m. Os resultados obtidos sao apresentados nos grcificos a 

seguir. 

Nas 7.29 a deslocamentos de 

x, translagao y e rota<;ao e ao da altura, para a estrutura analisada com as seguin!es 

simula<;6es: 

1. M10- Programa SAP2000, considerando a laje como uma membrana de 10 em de 

espessura 

2. M20 - Programa SAP2001D. Cl)ns:ide>rarJdo a laje como uma mc.mtw:::'"' de em 

espessura 

3. M50- Programa SAP2000, considerando a laje como uma membrana de 50 em de 

espessura 

4. S10 - Programa SAP2000, considerando a laje como uma casca de 50 em de 

espessura 

5. S20 - Programa SAP2000, considerando a laje como uma casca de 20 em de 

espessura 

6. S50 - Programa SAP2000, considerando a laje como uma casca de 50 em de 

espessura 

7. NEWTON- Programa pela lecnica do meio continuo elaborado pelo autor 
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DESlOCAMENTO EM X 

~n 

·~ 

~"" \ 

"" 1\.."\ 
• 

"· ~ 
I 

.\ 'i 
~--44-1 

\ ' \ 
'-4/H 

. ' 
32-; 

m<v ~ - -lii-M20 
I 

- MSO 
,,,,, S10 -

~-411--850 
I NEWTON 

: 
-1 ,OOE-QS -l!,OOE-06 -6,00E-!l6 -4,00E-!l6 -2,001:-06 O,OOE+OO 

u [m] 

Figura 7.29- Deslocamento em x do ediffcio do Exemplo 04. 

Varia9ao da espessura da laje e do modelo de simulayao 
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DESLOCAMEIIITO EM Y 

-0,250 -0,200 -0,150 -0,100 -o,oso 0,000 

v[m] 

Figura 7.30- Deslocamentos y da Estrutura do Exemplo 04. 

Variagao da espessura da laje e do modele de simulagao 
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e [rad] 
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Figura 7.31- Rota9ao em torno do eixo z, com variagao da espessura da laje 

Varia9ao da espessura da laje e do modelo de simulagao 

7.5 Exemplo 05- Estrutura constitufda por dois nucleos 

Neste ultimo exemplo sao apresentados os resultados da analise de uma estrutura 

formada pela associa9ao de dois nucleos sob carga lateral. Trata-se do caso particular de 

urn exemplo analisado na referencia XAVIER [48], onde os dois nucleos estavam sob a 

agao da carga lateral e de cargas axiais passando pelos CG dos nucleos. 

A estrutura e uma associagao de dois nucleos unidos por linteis. Os linteis tern 

dimensoes 20x30 ern e as paredes dos nucleos tern espessura de 20 em. 

Os m6dulos de elasticidade longitudinal e transversal sao 2,0 x 106 tf/m2 e 8,0 x 

i 05 tf/m2
, respectivarnente. 0 carregamento vertical foi considerado 0 carregamento 

lateral e constitufdo por duas for9as uniformemente distribuidas: qx=0,72lf/m e 
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qy:0,96lf/m. J::t;:;at; Hm:rlS SaO adfllilil:laS apliCadaS llQ nn1ntn de nrriAn:.rll'<: ; 2,00) 

em rela<;ao ao ntAnnr esquerdo. pe-direito dos and ares e de 3,0 m e a estrutura e 

composta por 15 pavimentos, com todas as caracterfsticas constantes ao Iongo da altura. 

A planta baixa e definida se observar 

disipo,si~'ao dos estruturais e 

)/d1171/ 

·1 1 ·I Mt e 8> 0 

'Tr 

I 
\ 

Figura 7.32- Estrutura e carregamento para o Exemplo 05 

(medidas em cen!fmetros) (exemplo ex!raido de Xavier [38]) 

Apresenta-se a seguir os calculos preliminares dos parametres para a montagem 

do sistema de equa<;5es diferenciais de 3a. ordem para a analise do ediffcio pelo metoda 

continuo: 

a) CARACTERiSTICAS GEOMETRICAS DO NUCLEO 1 

a i ) Centro de gravidade 

, = 2(L5x0.2x0.75) =OJ?l e
1 

• _ n-l 

2xl.5x0.2+4x0.2 

a2) Memento de inercia em rela9ao ao eixo 0 1X1 
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1 
= 0.2x 

xl 

ll.5x 
+ l 12 

+0.2x 

a3) Momenta de 

3 0 7 (.032)'lo.2xL5' 0 =---+ x .-X . -l + .2xl.5x 
12 

a4) Ton;:ao 

' J = 0.307m
4 

Sendo o eixo 01X1 o eixo de simetria da se9ao transversal do nucleo 1, 

E para este de se~.;:ao !em-se: 

com 

logo, 

xDJ =-(0.519+0.32)=-0.839m 

aS) Momento Setorial de lnercia 1"'1 

a6) Momento de lnercia a Tor9aoJ, 

1 3 ( ) -2 4 J, =-X0.2 2xl.5+4 =1.86xl0 m 
3 
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A1 = 0.2(2xl.5 + 4) = 

Coordenadas 

XCGJ = 

a9) Memento Polar de lnercia em relagao ao eixo Global 0 

a 1 0) Coordenadas do Centro de Ton;:ao em relagao aos eixos Globais OXYZ 

Xcn = -2.249m 

Yen =0.24m 

b) CARACTERfSTICAS GEOMETRICAS DO NUCLEO 2 

b1) Centro de gravidade 

e: = 2(1.5x0.2x0.75) = 0.3?Sm 
- 2xl.5x0.2+3x0.2 

b2) Momento de inercia em relagao ao eixo 0 2X2 

J z = 0.2x3' +2l!L5x0.2' +0.2x1.5x1.5z]=l.802m4 
X 12 12 
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Momento 

3x0.2
3 

( )/0.2xl.5 3 
,-, 4 J, = +3x0.2x 0.375 I +0.2x1.5x0.375- =0.283m 

,_ 12 L 12 J 

Centro de Ton;:ao 

Sendo o simetria da sevao transversal nudeo2, 

Para este tipo de se9ao tem-se: 

com 

logo, 

xDl = (0.375 +0.562) = 0.937m 

b5) Memento Setorial de lnercia J wz 

b6) Momento de lnercia a ToryaoJ,
2 

l 3 ( ) -2 4 111 = -x0.2 2xl.5 + 3 = l.6xl0 m 
3 
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se<;:ao Tr<msversal 

A1 = 0.2(2xl.5 + 3) = l.2m 2 

b8) Coordenadas Centro de Gravidade em rela<;:ao aos eixos Globais 

X ccz = 3.395m 

b9) Momento Polar de lnercia em rela<;:ao ao eixo Global 0 

-(x' + -, CG2 ' 

\ 

)A,+ + 

= 15.997m4 

b1 0) Coordenadas do Centro de Ton;:ao em rela<;:ao aos eixos Globais OXYZ 

X en = 4.332m 

Yen = -0.26m 

c) NUCLEOS SEM CONTRAVENTAMENTO 

c1) Matrizes referentes ao nucleo i 

[I C 024 J 
[LEl]= 0 l 2.~49 

0 0 

[~]=[ : 0 0.241 
1 1.409 

0.24 1.409 4.739 J 

r·,~· 0 0 l 
[IJ= 0 6.936 0 xl06 

0 0 1.73 J 
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jo o o l 

[Kn]=i 0 0 0 Jxl03 

l 0 0 14.88 

referentes ao 2 

II 0 - l 

[LEol= l ~ 1 -4.3321 

0 1 J 

[L,]; r : 
0 ~OM 

1 -3.395 

-0.26 -3.395 13.331 
L 

10.566 0 

: ]x!O' l= 0 3.604 
' 

l 0 0 0.886 

[K,), [: 

0 

: ]x!O 0 

0 12.8 

c3) Montagem do sistema de equa96es diferenciais 

[J] = [LE,Y[JJLEJ)+ [LE2nJzl[LE2] 

11.18 0 

[J]=l ~ 10~54 ~ ]xl06 

105.4 

~ ~ ]xl03 

0 27.68 
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1 3.5 

[Lw ]=I 0 

lo.34 

qa = 0.72 

qb = 0.96 tf/m 

0 

3.5 

0.1275 

qc = 0.72 X .24-0.96 x 1.02 =- 0.80641fm/m 

Area da seyao transversal: 

AL = 0.2x0.3 = 0.06m
2 

Momenta de lnercia, JL: 

J = 0.2x0.3' =4.5xw-•m• 
L 12 

Parametro f: 

( 2.5)
3 

2.5 
!= + L498xl0-3m/if 

12x2xl06 x4.5xl0_. 0.06x8xl05 

Parametros w, e w2 

w, = -6.64m
2 

W 2 = 4.6875m 2 

Matriz [K~j 
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1 5137.522 

[K;]=I -534.601 

L -11576.265 

-534.601 -11576.265 

55.629 1204.606 

1204.606 26084.541 

Coordenadas da origem o 

X-= ,,vkm 
0 

=-1 

Calculo da matriz [L£] 

Calculo da matriz [KJ 

[ 

5137.522 -534.601 

[KJ= -534.601 55.629 

-20073.011 2088.7622 

- 20073.0111 

2088.7622 

78428.031 

Sistema de eguacoes diferenciais de terceira ordem 

[

1180000 0 0 llu"'l 0 10540000 0 v"' + 

o o l054ooooo e "· 

[ { 

3.5 0 

p(45-Z 0 3.5 

0.34 0.1275 

0.34] ([ 5137.522 
0.1275 - -534.601 

25.1785 l- 20073.01! 

( 
0.72! 

= (45-Z) 0.96 

-0.8064 
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E importante ressaltar que neste exemplo o carregamento axial vale p=O 

Utilizando-se o programa NEWTON, os deslocamentos em cada ponto 0, origem 

do sistema de coordenadas OXY adotado, foram calculados ao Iongo da altura Z, ao 

cada deslocamentos os mesmos calculados [38] para 

exemplo similar, para carga axiais nulas. 

o programa SAP2000® essa mesma do exemplo do 

dois nucleos sob carga lateral analisada, modelando-se a do 

arHHr-iln como membrana rfgida. 

Apresenta-se a seguir os graficos de deslocamentos e rotagao calculados pelo 

metodo continuo e usando o programa SAP2000®: 

IJESLOCAM B'I!TOS B!il X 
45 

42 

39 

36 

33 

30 

- 27 
.§. 
< 24 
a: 
:::> 21 ,_ 
..J 

< 18 

15 

12 

9 

6 

3 

0 

! // . 

/Jf ! 
I jj 

1/ ! r 

! /./ 
' 

: 
I i// i I 

A"/ I I 

// ! I 
I ff I I 

I j7 ' .~NEWTON I 
i j7 ! [~SAP I 
! j I I I 
I/ ! 

I 
I 

r I 
! 

I ! 

0 0,05 "[m] 0,1 0,15 

Figura 7.33- Deslocamentos x do ediffcio do exemplo 05 sob carga lateral 
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45 

42 

39 

36 

33 

30 

~ 27 
!: < 24 

"' :::> 21 
::.; 
< 18 

15 

12 

9 

6 

3 

0 

!lESLOCAMENTOS 8\11 Y 

' I I /V • 

' 
I 

' i V/ 
/v' 

1// ' 

• // 
// ' 

I 

!ij I 

I . ;/ 
• Jl, --NEWTON 

i ;/ i --SAP l 
Jl 

i/ • 

I I ' ' 

' 
0 0,02 v [m] 0,04 0,06 

Figura 7.34- Deslocamentos y do edificio do exemplo 05 sob carga lateral 

45 

42 

39 

36 

33 

30 

-27 
.§. 
< 24 

"' ~ 21 

< 18 

15 

12 

9 

6 

3 

0 

ROTAyOES EM TORNO DE Z 

I 
• !7 ' 

I I 
I / I 

I 
I ./ I 

! v ' ! 

I : j I 
i 

i .Y i 

/I I 
! 

i / 
' 

i 

' 
/ I I 

f ! ~--NEWTON H ./ ' 
•--SAP 

' ! 

11 I ' i I 
i/ I i I 

i • 
I I i 

• I I I 

0 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005 

e [rad] 

Figura 7.35- Rola<;oes do ediflcio do exemplo 5 sob carga lateral 
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Tensoes normais nos pontos esqueleto do nucleo: 

Para exemplificar o procedimento de como foram obtidas as tens6es normals 

quando se usa a tecnica do meio do continuo, num ponlo do esqueleto de um nucleo, 

mostra-se os calculos dessa tensao na para o 1 do nucleo 

nucleo 2 

Esse ponlo tem a seguinte area setorial: 

=-1 

lndica-se na Tab. 7.5 os valores dos deslocamentos do ponto 0, origem do 

sistema global, nas cotas 30 a 42m: 

Tabela 7.5- Deslocamentos do ponto 0 

ALTURA u!m] v[m] O[rad] 

30m 6,02E-02 2,66E-02 2,32E-03 

33m 0,067371 3,17E-02 0,00276 

36m 7,43E-02 3,61E-02 3,22E-03 

39m 8,09E-02 4,04E-02 3,69E-03 

42m 0,087323 , 4,30E-02 4,17E-03 

Transferindo estes deslocamentos para o ponto em estudo, os valores dos 

deslocamentos no ponto 1, nas dire96es dos eixos principals de inercia do nucleo 2 valem: 

Tabela 7.6- Deslocamentos do ponto 1 do nucleo 2 

ALTURA! u[m] v[m] e [rad] 

30m I 5,61 E-02 2,13E-02 2,32E-03 

33m 6,25E-O> 2,55E-O? 0,00276 

36m 6,86E-O> 2,88E-02 3,22E-03 

39m 7,44E-O> 3,21E-02 3,69E-03 

42m S,OOE-02 4,30E-02 4,17E-03 
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Seguindo o mesmo de calculo apresentado no 3, baseado 

em dilerent;:as finitas, obtemos as derivadas segunda dos deslocamentos do ponto 1 em 

relat;:ao a variavel Z, calculadas na cota Z=36m: 

Tabela - Derivadas segunda dos deslocamentos do ponlo 1 nucleo 2 

My= v" * E * Jx 

My = -6,21 E-05* 2E6 = -124,24 * Jx 

* E * 

Mx = -3, 19E-05* 2E6 = -63,8 

Calculo do Bimomento (8): 

B= E*Jw*8" 

B = 2E6 * i ,66E-06 = -3.32* Jw 

Portanto a tensao normal no ponto 1 do nucleo 2, vale: 

M M B 
cr '·' = 

1 
x x, +-j y, +1 w, 

y X W 

cr _
36 

= -l24,24Jx (-l,79)+ -63,8Jy (2,27)+ -3,32Jw (-l,47) 
'· Jx Jy Jw 

cr ,_
36 

= 222,3896-144,826 + 4,8804 = 82,444tf I m 2 

Do mesmo modo calculam-se as tensoes normals nos demais pontos de 

interesse. A Tabela 7.8 indica os valores das tensoes normals obtidas para os pontos do 

esqueleto dos dois nucleos, calculadas na cota Z=36m. 
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Tabela 7.8- Tabela tensoes do nucleo 1 e 2 na cota Z=36m 

Nucleo 1 Nucleo 2 

Pontos 
SAP [ff/m2

] NEWTON [ff/m
2

] SAP [ff/m2] NEWTON [tllm2
] 

1 I 

16,6856 12,30884 73,3854 82,4485 

2 
64,19934 72,12897 0,660345 0,731926 

3 I 
54,69138 49,36439 5,71257 i 6,247838 

4 
146,0567 133,8022 I 6,000115 6,80353 

A seguir e apresentada uma figura, com urn graJico em escala de cores, com os 

valores das tensoes normals nas paredes des nlicleos i e 2, entre os pavimentos de cota 

Z=33m a Z=39m. 

22-~-~ ____ -·--·· E+S 

Figura 7.36- Diagrama de tensoes normals (em kgf/m2) nas paredes dos nucleos. 

Resultados obtidos com o programa SAP2000® 

Apresentam-se a seguir dois graficos com os resultados de tensoes normais, 

calculadas pela tecnica do continuo e usando o programa SAP2000®, calculadas na cola 

Z=36m, correspondente ao 12° pavimento, em 4 pontes de cada nucleo, tornados ao Iongo 

do esqueleto. Os 8 pontes estao ilustrados na Fig. 7.30, numerados de 1 ate 4 em cada 

nucleo. 
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100~----------------------------------~ 
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Figura 7.37- Tensoes normais em pontos do esqueleto 
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TENSOES NORMAlS EM PONTOS DO 

ESQUELETO DO NUCLEO 2 

2 3 

PONTOS 00 NUclEO 2 

4 

nucleo 1.(Z=36m) 

4 

Figura 7.38- Tensoes normals em pontos do esqueleto do nucleo 2.(Z=36m) 

~,,e. 

'Pff,.§'· 
iJN!<:AM1' 

Para o ponto 1 do nucleo 2 a diferen<;:a entre as tensoes normais obtidas pela 

tecnica do continuo e usando o programa SAP2000® vale 12,35%, conforme expresso 

abaixo: 

dif =( 82
•
44 

-1)*100 = 12 35% 
73,38 ' 
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a) Forc;:a cortante 

Para o '"'"''''"'u'v 

formula apresentada no 

esfon;:o surge no 

5, transcrila abaixo: 

recorremos a 

onde, 

• ,e, ==:> distancia do centro de gravidade CG do nucleo i ate os eixos ox e 

• w, ==:> parametres associados aos empenamen!os, conforme: 

onde: 

• x,,y, =:>Correspondem distancia do centro de tors.:ao CT do 

nucleo i ate os eixos ox e oy ; 

• w, =:>Corresponde a area setorial no ponto de engaste do 

nucleo e o lintel. 

£' £ 
f = l2EJL +-A-LG-

onde, 

• J! ==:} Comprimento do lintel. 

De acordo com a geometria acima mostrada a expressao da cortante fica: 

vL =667,5567[(4,805)u' +(-o,sJv' +(-11,3275))'] 
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Observa-se nesta expressao que a forga cortante pode ser calculada em 

~.,~ 

~..arr. .. • 
UNJCIWII' 

das derivadas primeiras de cada deslocamento. A expressao da derivada primeira de 

deslocamentos, calculada por diferengas finitas, conforme Apendice C, e transcrita abaixo: 

u; = - 1
- [uee- Sue+ Bud- udd] 

. 12h 

deslocamentos 0, dois acima e 

Tabela 7.9- Tabela dos deslocamentos do ponto 0 

ALTURA u[m] v[m] !l!radl 
i 30m 6,02E-02 2,66E-02 2,32E-031 

I 33m 0,067371 3, 17E-02 I 0,00276 I 

36m 7.43E-02 3,61E-02 3,22E-03 

39m 8,09E-02 4,04E-02 3,69E-03 

42m 0,087323 4,30E-02 4,17E-03 

pon!os abaixo 

Os deslocamentos para o ponto no meio do lintel sao calculados a partir dos 

deslocamentos do ponto 0. Mostra-se na Tab. 7. i 0 os valores dos deslocamentos 

calculados no meio dos lintels localizados nas colas de 30m a 42m. 

Tabela 7.10- Tabela dos deslocamentos do centro do lintel 

AlTURA ufml vfml lllradl 

30m 6,26E-02 3,07E-02 2,32E-03 

33m 7,02E-O~ 3,66E-02 0,00276 

36m 7,75E-09 4,17E-02 3,22E-03 

39m 8,47E-02 4,69E-02 3,69E-03 

42m 9,16E-02 4,30E-02 4,17E-03 

Assim, as derivadas primeiras dos deslocamentos no meio do lintel localizado na 

cola Z=36m valem: 

Tabela 7.11 - Derivadas primeiras dos deslocamentos no meio do lintel da cota z=36m 
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~lr~ 
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Oeste modo o valor da cortante no ponto medio do lintel da cola Z=36m, calculado 

pela tecnica do meio continuo vale: 

v =5909ifl" 
L ' /m~ 

a 7.39, sao OS 

calculados nos lint.:. I<:: utiliizarldo o programa SAP2000®, 

A diferen<;a de valores da for9a cortante no meio do lintel da cola Z=36m, 

calculadas pela tecnica do continuo e pelo program a SAP2000® vale: 

5909 

5771 
= 39% 

Figura 7.39- Diagrama de forga cortante no Lintel (kgf) do exemplo 5 na cota Z=36m. 

Resultados obtidos com o programa SAP2000® 

b) Momento fletor no lintel 

0 momenta na extremidade do lintel, na jun<;(aO com a parede do nucleo, vale: 
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Para o lintel da cota Z=36m o momenta nas extremidades do lintel vale: 

? <; 

ML =5909*~ 
2 

M L = 7386, 25kgfm 

~,,~ 

~.:!P"· 
UNWAMP 

Mostra-se na Fig. 7.40 os um trecho da 

estrutura do exemplo 05, o lintel de cota Z=36m. 

Para o lintel da cota Z=36m, a diferenga de valores de memento fletor na 

extremidade do lintel Qungao com a parede), calculados pela tecnica do continuo e pelo 

programa SAP2000® vale: 

= 7386,25 lj' 
7213,79 

=2,39% 

Figura 7.40- Diagrama de Memento fletor nos Linteis (kgfm) para o exemplo 05 na cota 

z=36m. 

Resultados obtidos com o programa SAP2000® 

Eng Newton Damasio dos Santos 167 



Capitulo 8 

CONSIDERACOES FINAlS E CONCLUSOES 

a 

sob a a9ao de cargas laterais: formula9ao pelo "tecnica dos meios continuos" e obtenvao 

de resultados por "tecnicas discretas", atraves de elementos finitos. Neste ultimo caso, os 

exemplos foram analisados usando o programa SAP2000®, onde as vigas e pilares foram 

simulados como barras; as paredes, os nucleos foram simulados como elementos finitos 

de cascas e as lajes foram modeladas ora como cascas, ora como elementos de 

membrana rfgida. Mostrou-se, de forma sucinta, uma proposta defendida como tese de 

doutorado por SOUZA JUNIOR [33], onde os pilares e vigas foram modelados como 

barras, as lajes modeladas como placas e os nucleos estruturais foram modelados como 

elementos reticulares de barras, com o acrescimo da variavel empenamento em cada 

extremidade, levando em conta os bimomentos, alem dos esfor9os axiais, tor9ao e flexao. 

Como mencionado na lntrodu<;:ao, este trabalho nao teve qualquer pretensao de 

julgar as tecnicas utilizadas. Tem-se a consciencia que nao sao concorrentes- cada um 

tem os seus meritos e as suas deficiencias. 0 objetivo foi a compara9ao de resultados, 

obtidos com um e com outro. Cabe sempre ao engenheiro saber em que contexto esta 

concebendo a sua estrutura, podendo optar por um ou por outro. 

A tecnica do meio continuo exige e de facil aplica<;:ao, em especial em estruturas 

de formas e com carregamentos regulares.Os resultados obtidos sao bastante razoaveis 

face as simplifica<;:6es adotadas. Com as hip6teses normalmente utilizadas, as lajes sao 

admitidas como diafragmas rfgidos e o problema recai num sistema de equa<;:6es 
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nas variaveis u, 

transla<;ao v e rota<;ao e em cada 

Neste trabalho, a tecnica dos meios continuos foi aplicada para alguns dos casos 

mais comuns de associa<;ao tridimensional 

de porticos e abertos, associa<;ao de conlraventados 

lintels, e associagao tridimensional de porticos e paredes. Simulou-se a associagao 

de p6rticos, paredes e nucleos, esse paredes e 

uma de ton;:ao. Tomou-se como base este estudo a dissertagao de mestrado 

XAVIER [48]. equacionamento deduzido nao se a variagao de carregamento, 

de propriedades ffsicas e geometricas ao Iongo da altura. Uma conclusao do trabalho e 

que esta restri<;:ao adotada nao permite uma modelagem eficiente de muitas estruturas da 

pratica, pois quando estamos analisando estruturas de grande altura, normalmenle a 

deveria com a e exisie uma dos arquitetos 

e proje!istas de variar a geometria com a altura. 

A formula<;ao apresentada para a lecnica dos meios continuos foi deduzida com 

hip6teses de nao Jinearidade geometrica, levando em conta o momento fletor da carga 

axial produzido pela excentricidade devido a flexao. Adotou-se um sistema de 

coordenadas globais com um eixo vertical OZ. Em cada nivel de altura z, os 

deslocamentos calculados, para o ponto do eixo OZ foram u, v e e. A partir desses valores, 

com a hip6tese de que as lajes conferem aos andares um movimento de corpo rigido, 

obteve-se os deslocamen!os de cada ponto da estrutura. A partir desses deslocamentos e 

suas derivadas parciais em rela<;:ao a abscissa z, foram calculados os esfor<;os 

solicitantes. 

Neste trabalho, onde o objetivo foi a de compara<;ao de resultados obtidos pela 

tecnica do continuo com os resultados calculados por tecnicas denominadas "discretas", a 

modelagem com discretiza<;ao de elementos baseou-se no metodo dos elementos finitos, 

via processo dos deslocamentos e, de forma deliberada, optou-se pela utiliza<;ao do 

software SAP2000®, urn programa comercial consagrado, de grande confiabilidade, 

disponivel em muitos escrit6rios de projelo. 

Ressalte-se que programas da categoria do SAP2000® existem varios no 

mercado. A escolha foi motivada pela facilidade de acesso para fins academicos, de 

licen¥a do software SAP2000® djsponfvel na Faculdade de Engenharia Civil da Unicamp. 
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Pode-se deslacar como sendo uma grande vantagem uso metoda dos 

elementos finitos a possibilidade de acoplamento de elementos de natureza diferentes, 

podendo combinar as peculiaridades de comportamento dos elementos reticulares com o 

comportamento dos elementos de cascas ou membranas, simulando-se de maneira bem 

realista as estruturas tridimensionais de ediflcios altos. de programas como o 

SAP2000 ou similares terem embutidas ferramentas gra.ficas de edigao multo versateis 

sobremaneira a entrada de dados, sendo para a concepgao de 

estruturas. proje!ista pode edi!ar os dados elasticos e/ou geometricos facilmente, bem 

como modificar ou combinar varies carregamentos atuam na eslrutura. A safda de 

resultados no SAP2000® se da em forma de tabelas, diagramas, e graficos de cores, que 

podem ser exibidos com muita versatilidade na tela do computador ou impressa num 

dispositive de safda gra.fica como um plotter, por exemplo. 

na com o apenas 

comportamento linear do material e da estrutura. 

Os mesmos exemplos estudados pela tecnica dos meios continuos foram tambem 

analisados usando o programa SAP2000®. 

Os exemplos estudados comprovaram que a tecnica dos meios continuos, quando 

aplicada em estruturas de formas regulares simples, sob a agao de cargas laterais, 

tiveram resultados de deslocamentos e esfon;:os bern pr6ximos dos obtidos pela 

modelagem discreta, usando o metoda dos elementos finites, atraves do software 

SAP2000®. Para o estudo de formas mais complexas, outras associa<;oes tridimensionais 

de elementos precisarao ser estudadas e terem suas formula<;6es de esfor<;os deduzidas. 

Em exemplos cujos resultados nao foram mostrados no capitulo 7 - EXEMPLOS, 

onde alem das cargas laterals as estruturas tinham tambem cargas verticais de valores 

significativos, os resultados de esfor<;os apresentaram uma diferen<;a da ordem de 10% ou 

maior entre os dois metodos. 0 fato se explica pelo efeito da nao linearidade geometrica 

contida na formula<;ao pela tecnica do meio continuo, mas que nao foi levada em conta na 

simulagao linear estudada com o software SAP2000®. 

Foram apresen!ados 5 exemplos, que de forma didatica procuraram comparar 

resultados de deslocamentos, esfor9os ou tens6es, calculados pela tecnica dos meios 

con!lnuos e/ ou usando o metoda dos elementos finitos, via programa SAP2000®. 
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(parede simples) e 

estrutural, os resultados obtidos com a tecnica discrela e com o programa elaborado com 

a formula<;:ao da tecnica dos meios continuo foram quase identicos. 

Para a estrutura teste 03 os valores no 

ocorreu as simplificag6es 

e na base possuem 

adotadas para a 

algumas 

pilares dos porticos. Foram assumidos, mementos nulos na metade da dos pilares, 

em cada adotar o 

[23], que 

assumindo momenta 

pe direito dos andares. 

de coeficientes de rigidez a esforgo 

no terreo e no primeiro andar, a uma distancia 'onde he 0 

Na estrutura teste 04 (Associa<;:ao plana de portico e parede), apesar de ser uma 

estrutura simples e com carregamentos simples, os resultados principalmente nas 

nos e 

consequentemente nos esforQOS, Estas diferengas sao pequenas e nao teriam grandes 

influencias em um processo de pre-dimensionamento. 

Nos exemplos 2 e 3, onde se fez a analise isolada de um nucleo, os 

deslocamentos obtidos com os processes discrete e continuo sao bastante pr6ximos, 

apesar das pequenas diferen<;:as nas extremidades. 

No exemplo 4 foi feito um estudo de uma estrulura conslituida de associagoes de 

porticos e um nucleo, estrutura analisada por SOUSA JUNIOR [33]. As dificuldades de 

uma boa simulagao de tal estrutura pela tecnica do continuo proporcionaram eventuais 

aumentos nas diferengas de deslocamentos. 

No exemplo 5, analise de dois nucleos conectados por um lintel, o calculo dos 

esforgos pela tecnica do continuo foi extremamente ardua, devido a quantidade de fatores 

a serem calculados e pela nao automatizagao computacional de tais calculos. Neste 

exemplo as diferengas nos resultados entre as duas tecnicas, numa cota Z=36m, para o 

momento fletor na ligagao do lintel com o nucleo e para a fon;:a cortante na metade do 

lintel foram de 2,39%. 

Devido as caracterfsticas do programa SAP2000®, nas estruturas que continham 

nucleos, foram comparados resultados de tens6es normals, ao inves da comparagao de 

esforgos. 
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exr1erif!nd;:, adquirida com o uso da tecnica dos mAin<: 

seria muito proveitoso se trabalhos futures investissem numa maior automatiza9ao 

computacional da entrada e prepara9ao de dados, e uma eficiente obtenQao de esfor9os 

solicitantes, a partir dos resultados de deslocamentos e suas derivadas, quando da 

soluQao numerica 

ediffcios altos. 

sistema de equa96es 
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Apendice A 

Resumo Te6rico sobre Flexo-Tor~ao 

Para complementar o trabalho apresentamos uma breve abordagem da leoria de 

Flexo - Ton;,:ao lomando par base as referencias [21], [24] e [48]. Um bom entendimento 

do fenomeno da Flexo- Ton;:ao e imperioso para o desenvolvimento do trabalho. 

A 1. Hip6teses Fundamentais 

A 1.1 Geometria da Se{:ao 

Seja a barra de se9ao aberta de parede fina representada pela Fig. A 1. 

Figura A 1 - Pe9a de se9ao aberta de parede fina 
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As hip6teses normalmen!e utilizadas na literature (vide [21]) sobre as relat;:oes 

entre as medidas: espessura, comprimento e largura de uma pet;:a de se<;:ao delgada 

aberta, para serem aplicadas as equac;:oes do modelo ideal de Vlassov [45] sobre a teoria 

on de: 

Torcao sao: 

t 
-:SO,l 
d 

!: espessura da parade; 

d 
-::; 0,1 
I! 

uma dimensao caracterfstica da set;:ao transversal parede (largura, comprimento, 

diametro, ... ); 

t: dimensao na dire<;:ao eixo IOrlgltudl 

A de esqueleto e representada na Fig. A 1 como sendo aquela de divide a 

espessura t ao meio. 

A2 Tensoes de Cisalhamento 

A2.1 Tensoes de Cisalhamento devidas a ton;:ao livre (-ru) 

Para as tensoes de cisalhamento oriundas da torc;:ao livre, utilizamos a hip6tese 

simplificadora, que leva a resultados aceitaveis, confirmados experimentalmente, de que 

as tensoes se distribuem antimetricamente linear em relac;:ao a linha media, como se ve na 

FigA2. 

jr 
r-----t 
~---f 

! -----! 
! I t t 
l I r 

...! i 

Figura A2 - Distribuit;:ao de Ttt 
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onde: 

: Constante de Ton;:ao 

t: espessura 

Obtem;:ao do Centro de Cisalhamento 

(A2) 

0 centro de cisalhamento (C.C.) ou centro de tor9ao (C.T.) e um ponto do plano 

da se9ao transversal deve passar a de a9ao das cargas transversals para 

apet;:a submetida somente a esi'or\:os de flexao. 

Da Resistencia dos Materials, sabemos as tensoes de cisalhamento 

provocadas por fort;:as cortantes Vy e Vx podem ser expressas por: 

(A3) 

on de: 

t: espessura 

Jx e Jy: momentos de inercia a flexao 

Vx e Vy: for9a cortante na se9ao considerada 

Ms: momento est<itico no ponto do esqueleto onde se esta calculando a tensao cisalhante 

devido a flexao 

tvx e tvy: tensoes de cisalhamento 

Para determinarmos este centro de torQao consideraremos que a tensao de 

cisalhamento tv provocada pela for9a cortante V, se distribua uniformemente na 

espessura, conforme ilustrado na Fig. A3. 
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Figura A3 - Distribui9ao de 'rv 

Observamos que n e a distancia a tangente no da linha 

esqueleto onde se calcula as tensoes de cisalhamento -rv. 

Na Fig. A4 temos uma representa9ao de urn sistema de eixos XYZ, sendo X e Y 

eixos principals de inercia e Z urn eixo longitudinal passando pelos centres de gravidade 

(C.G.) das se96es transversals. 

~----~' zr-------~ 
) ) 

+-------,-·-! !-·-·-·
( 

1-----< ~-----1 
I..----~~ "J-· ___ __,J 

• CCouCT 
{Xcc.Ycc) 

y t 
;--------!-------- lF$1 
' . 

CG X 

'---------------- .s=s2 

Figura A4 - Sistema de Referencia 

Na linha do esqueleto adotamos uma ordenada s com origem Os a ser 

estabelecida convenientemente, sendo s = s1 e S= s2 as abscissas do infcio e do final da 

linha de esqueleto. A espessura de t pode variar com s e o elemento de area da se9ao e 
dado por: 
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dS =t· (A4) 

Vamos supor inicialmente um carregamento paralelo ao eixo Y. De (A 1) tem-se 

en tao: 

V= 

1= 

' 
= f ydS 

sl 

Se impusermos que o momenta de ton;:ao da resultante das tensoes Tvy devidas a 
Vy em relagao ao (C.C.) seja nulo, uma condigao que fomece a posigao do centro 

(A6) 

Substituindo-se (A3-a), (A4) e (A5) em (A6) temos: 

(A.7.a) 

Efetuando-se a integragao por partes e lembrando que o momenta estatico e nulo 

nos pontos extremos da segao, obtemos: 

(A.?.b) 

Fazendo a mesma analise supondo um carregamento paralelo ao eixo X, de 

maneira analoga chegamos a seguinte condigao para a posigao do (C.C.). 

(A8) 
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Area= n.ds 

2 

Figura A5 -Area setorial 

Definimos como area setorial a seguinte caracterlstica geometrica: 

ro= (A9) 

Na Fig. A5 o elemento de area setorial dro e o dobro da area do setor elementar 

com polo no (C.C.) e que compreende o arco elementar ds. A area setorial ro e entao 

escrita em fun9ao da ordenada s. 

Utilizando-se (A9), as condi96es (A7.b) e (A8) para o (C.C.) podem ser escritas 

como: 

JwydS=O e JroxdS =0 (A10) 

As integrais em (A 1 0) devem ser estendidas a toda a se9ao. As equa96es (A 1 0) 

independem da origem Os da coordenada s. De fa!o, a mudan9a de origem provocaria o 

acrescimo de uma constante na area setorial, a qual daria contribui9ao nula para integrais 

de (A 1 O), por ser nulo o momento estatico quando se considera a se<;:ao inteira. 

Tendo em vista facilitar outros calculos, escolhe-se a origem Os de maneira que a 

area setorial seja considerada principal, satisfazendo a condi9ao: 

fwdS=O (A 11) 
s 
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Caso se a area setorial m com origem arbitraria e se queira a area setorial 

m satisfazendo (A 1 i ), faz-se como segue: 

m=m+C 

em de 

A= area (M,Os,Q,k) 
ll =area (N,Os,Q,L) 
!l =area (cc,N,Qs) =area \CC,M,I.IS) 

ro/2 = area (cc,Q,Os) 

cc (Xcc,Ycc): centro de cisalhamen!o ou 
centro de lroj;iio 

Os (Xo,Yo): Origem da ooordenada s 
Q( X,Y) : ponto generico do esqueleto 

Figura A6 - Esquema para area setorial 

(A13) 

A Fig. A6 permite uma interpretac;:ao geometrica para a area setorial e, tambem, 

sendo facil a determinac;:ao de expressoes expllcitas para as coordenadas (Xcc, Y cc) do 

centro de torc;:ao. 

Na Fig. A6 temos que o ponto Q, de coordenadas (x, y), representa um ponto 

generico do esqueleto e Os, de coordenadas (Xo,Yo) e a origem da coordenada s. Pelos 

pontes C.C., Os e Q sao trac;:adas retas paralelas aos eixos principals de inercia X e Y. 

Sendo b. a area do triangulo C.C.,M,Os (ou C.C.,N,Os), tem-se que a area do quadrilatero 

C.C.,K,Q,L eo dobro da area do triangulo C.C.,Q,L podendo-se escrever: 

Area(C.C.,K,Q,L)=2Area(C.C.,Q,L) 

(A14) 

Eng Newton Damasio dos Santos 181 



Dissertagao de Mestrado- Faculdade de Engenharia Civil- Departamento de Estruturas 

A e B: areas hachuradas da Figura A.6. 

OO=A-B 5) 

Figura A7- Posiqao do C.C e do polo P 

Na Fig. A?, o centro de cisalhamento (C.C) tern coordenadas (Xcc,Ycc). Adotamos 

um ponlo P(Xp,Yp), escolhido arbitrariamente, o qual servira como polo provis6rio para a 

area setorial. Sendo OOp a area setorial com o polo provis6rio, P e considerando a 

propriedade (A 15) da area setorial aplicada a esquematizaqao da Fig. A?, escrevemos 

que: 

(A16) 

Ou, ajustando os termos convenientemente e utilizando (A 15): 

(A17) 

Subs!ituindo-se esta expressao de oo nas integrals de (AiO), obtemos: 
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J wydS = 

)' )J = 0 p y 

J y = ; J x = Jy e J ydS = J xdS = J xydS = 0 
s s s s s 

Resolvendo as expressoes obtidas nas coordenadas xcc e 

expressoes para as coordenadas do centro de cisalhamento: 

= + 

Ycc = )p -~ J wPxdS 
s 

A3 Deformac;ao da segao transversal 

18.a) 

(A18.b) 

obtemos as 

19.a) 

19b) 

Devemos supor que a se~tao transversal e indeformavel em seu plano, assim 

qualquer deslocamento que exista neste plano, sera considerado um deslocamento de 

corpo rfgido. Desse modo, em caso de empenamento, a linha do esqueleto mantem sua 

proje~tao no plano da seyii.o transversal 

A4 Torgao livre de pec;as de sec;ao aberta de pan:ldes delgadas 

Para a torgao livre ou torgao uniforme ou de SAINT-VENANT sera suposto que o 

centro de cisalhamento, ou de torgao, nao se desloca durante a torgao, assim o centro de 

torc;:ao e o centro de rotac;:ao no deslocamenlo por torgao. 

A4.1 Condigoes para a torgao livre 

Se numa pec;:a de segao constante em relagao ao seu eixo longitudinal (Z), o 

momenta de torgao for constante em relagao a seu eixo longitudinal (Z) e se os vfnculos 
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extremos desta pel{a 

de torl{ao livre. 

Desta forma, podemos destacar as seguintes condi<;:oes: 

§ Momento ton;;or M, constants em 

§ Se9ao constants em 

§ 

em se96es delgadas temos que 

nos casos de torQao livre a tensao tangencial de torQao (-r11l e dada por: 

t 

onde: 

M11 : momenta de tor<;:ao livre 

constante de tor<;:ao 

t: espessura 

1:,,: tensao de torgao livre 

A derivada do angulo de giro (8) e dada por: 

on de: 

8'= M" 
GJ, 

M11 : momento de tor<;:ao livre 

G: modulo de elasticidade transversal 

J,: constante de torgao 

No caso geral temos: 

J =.!.Jt'ds 
' 3 

' 
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a integra~tao se faz ao 

transversaL 

media ou do esqueleto da se<;:ao 

Se a se~tao transversal e formada por varios segmentos de espessuras diferentes, 

podemos escrever: 

on de: 

J =1. ~ dt' 
I 3~ 11 

comprimento da linha mA'Ii'"' para o segmento ida segao transversal 

t1: espessura 

i: ramos que formam o esqueleto 

A5 Deslocamentos 

/ 
/ 
' 

I; 
I 

Q' ,, 
\\, // 

a~~-Q. 

1', 

l\ 
' \ \ 

1--::' 
I / 
, _,, -TANGENTEAO 

ESOUELETO EM Q 

Figura AS -Analise de deslocamento. 

(A23) 

Denominamos w os deslocamentos na dire9ao Z e v os deslocamentos no plano 

da se9ao transversal, conforme ilustrado na Fig. A8. Na figura esta representado o 

deslocamento de um ponto gene rico Q do esqueleto devido a rota<;ao 8 da segao em torno 

do centro de cisalhamento (C.C.). 

Usando geometria de pequenos deslocamentos esta translagao Q Q' , no plano da 

se<;ao transversal vale: 
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QQ'= re 

onde: 

r: 

e: rotagao de torgao da sec;:ao em 

ton;:ao 

(A.24) 

de um eixo longitudinal que passa centro de 

Seja a projegao do deslocamento QQ' na diregao da tangente esqueleto. 

Esta projegao QQ" e tomada negativa devido as hip6teses de convengao de giro 8 

(positive no sentido anti-horario) para um observador olhando no sentido positive de Z) e 

da ordenada S (positiva quando o raio vetor gira no sentido horario). Da semelhanc;:a de 

-v n 
-=-
re r 

Ou seja, 

Assim 

-v=nEl 

Ae e e 

Derivando em relagao a Z, obtem-se: 

v'= -nel 

(A.25) 

(A.26) 

(A.27) 

(A.28) 

Seja y a distorgao de um elemento ds.dz situado no esqueleto. Da teoria da 

elasticidade podemos escrever: 
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aw 
y=-+ as az 

Como a tensao tangencial e suposta nula no esqueleto, pela 

que a 

(A.29) 

de Hooke, 

Sabendo que a distorgao y e 

(A28) em (A29), obtemos: 

no esquelelo e utilizando as expressoes acima 

= (A.30) 

Notamos que o deslocamento longitudinal we fungao s6 de s, ou seja w = w(s). 

lntegrando-se a expressao acima (A30) desde a origem Os de sate o ponte generico Q do 

""'"~utl!evu, obtem-se a 

w=O nds 

on de: 

' 
w= J nds: area setorial (co) 

Logo: 

w=wl3' 

(A.31) 

(A.32) 

Os deslocamentos w sao convencionados positives no sentido do eixo longitudinal 

z. 

A6 Tcm;:ao nao uniforme de barras de segao aberta de paredes delgadas 

Na se<;:ao anterior deste Apendice vimos como podemos tratar a tor<;:ao livre, ou 

uniforme, na qual admitimos que a se<;:6es das barras sao livres em rela<;:ao ao 

deslocamento longitudinal, portanto nao h8. vlnculos que impeyam estes deslocamentos. 

Eng Newton Damasio dos Santos 187 



UJssena<;:ao oe Mastrado- Faculdade de Engenharia Civil- Departamento de Estruturas ,;:::~, 

caso algumas segoes 

nao sao livres ao empenamento (deslocamento longitudinal) e o memento de torgao pede 

variar ao Iongo do comprimento da barra. 

Considerem-se somente as barras de segao constante em Z (eixo lor1gitudinaJ) 

assim a ocorrencia de flexo--torgac ou torgao nao uniforme dar-se-a nos casas em que o 

momenta de torgao variar ao Iongo do comprimenlo da barra ou quando houver vfnculos 

que impegam, parcial ou totalmente, os deslocamentos 

resume Iemos as seguintes condigoes: 

§ impedimenta parcial ou total dos desiocamentos longitudinais; 

§ Variagao do momento de ton;;ao. 

rotagao nao e constante como na ton;:ao 

A6.1 Tensao normal ou Flexo - Torgao 

da 

Sendo crz a tensa.o longitudinal e cz a deformagao longitudinal, utilizando-se da Lei 

de Hooke pode-se escrever: 

(A.33) 

onde: 

E: modulo de elasticidade longitudinal. 

Da teoria da elasticidade Iemos: 

(A.34) 

Substituindo na expressao (A33), temos a tensao normal de Flexo- Torgao: 

cr z = Ero$" (A.35) 
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A equagao (A35) nos a proporcionalidade 

atraves das areas setoriais, que as tens6es longitudinais nao tern fon;:a nem memento 

lletor resultante na sel(ao, sendo sua resultante urn novo esfor9o na sel(ao denominado 

Bimomento. 

B = f cr (A.36) 
s 

Utilizando-se equayao(A35) em (A36) lemos: 

B = E<j>" f w 
2 
dS (A.37) 

s 

A 
• 2 

J w dS que aparece em e denominada 
s 

lnercia (Jw). 

Podemos entao escrever o bimomento como sendo: 

B=EJ (j)" 
ill· 

(A.38) 

Substituindo a expressao do bimomento na expressao da tensao normal, 

encontraremos a expressao da tensao normal em fun9ao do bimomento: 

B 
cr = -w 

z J 
"' 

A6.2 Tensao tangencial de Flexo - Torc;ao 

(A.39) 

Consideremos o equilfbrio do elemento longitudinal de comprimento dz 

representado na Fig. A9. 
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A9-

Como indicado na Fig. A9, pela varia9ao da tensao normal entre se9oes distintas, 

pela do Pelo 

teorema de Cauchy tambem have1·a tensao 

tangencial e suposta uniforme na espessura e denominada tensiio tangencial de flexo

torfaO 

Na mesma Fig. A9 esta representada a resultante as tensoes crz por Rcr dada por: 

(A.40) 

Substituindo (A35) em (A40) temos: 

(A.41) 

Derivando em rela9ao a Z, temos: 

(A.42) 

Do equilfbrio longitudinal do elemento representado na Fig. A9 obtemos: 

Eng Newton Damasio dos Santos 190 



Substituindo (A42) em (A43) encontramos a expressao de 'ttt: 

E@"r s 

" = -'- jwdS 
ft t ,, 

' 

(A.44) 

Definindo s, = J rodS como Momenta Estatico Se!orial obtemos a seguinte 

expressao para a tensao tangencial de Flexo- Tor9ao: 

E0 '" S 
'T = ' w 

ft t 

A6.3 Memento de Flexo- Torc;ao 

0 momenlo tor9or total Mt numa dada se9ao sera a soma de duas parcelas: a 

parcela referente ou momento Mu de tor9ao livre ou de Saint-Venant e a parcela Mtt 

referente ao momento de Flexo- Ton;:ao. Oeste modo teremos: 

(A.46) 

Utilizando a representa9ao da Fig. A 10 que indica as tensoes 'rtt e a distancia n ao 

centro de cisalhamento (C.C.), podemos calcular o momento de Flexo- Tor9ao (Mtt) como 

segue: 

(A.47) 
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Figura A 10- Tensao T!t de flexo-ton;:ao 

Aplicando a equa~ao (A44) e a relac;:ao da area da se~ao, onde dS = t · ds, na 

expressao (A47), temos: 

(A.48) 

Efetuando a integra~ao por partes e utilizando as noc;:oes de area setorial, 

obtemos: 

S, 

M ft = -E$'" I (J) 

2 

dS (A.49) 
s, 

S, 

Sabendo que J w = I w 
2 
dS e uma caracterfstica da sec;:ao transversal denominada 

s, 

Momenta Setorial de lnercia, podemos escrever finalmente: 

(A.50) 

Substituindo (A50) na expressao (A43), da tensao tangencial de flexo-torc;:ao 

temos: 
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onde: 

t espessura 

Jw: momento setorial de inercia 

Sw: momenta estatico setorial 

Das express5es anteriores chegamos em: 

M ft = -B' 

Substituindo a equagao (A52) em (A51), chegamos em: 

B'S 
't =--"' 

ft t] 

"' 

A.7 Equac;:ao diferencial de Flexo- Tor~ao 

(A.52) 

(A.53) 

Utilizando-se das equagoes (A46), (A52) e (A21), obtemos a equagao diferencial 

de Flexo- Torgao em fungao da rotagao: 

EJ "'"-GJ "'= -M w'+' t'+' t (A. 54) 

De um outro modo podemos escrever a seguinte expressao: 

Mt = Gl,$'-B' (A. 55) 

Derivando a expressao (A55) acima em relagao a Z, temos: 
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M',= 

Utilizando a expressao do bimomento na expressao acima, temos: 

M' = GJ, B-B" 
' EJ 

w 

Caso geral 

Figura A 1 i - Elemento sujeito a toryao 

(A.56) 

Somente a titulo de exemplo, faremos analise de um elemento de comprimento dz 

como mostra a Fig. A i 1. Nele tambem estao representados os sentidos positives das 

cargas tor«;:oras M1 e m. Da Fig. A 11 obtemos que: 

M, +mdz = M, +dM, (A. 58) 

Resolvendo, temos: 

dM, 
--=m 

dz 
(A.59) 

Substituindo a expressao (A59) na (A57), obtemos: 
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=-m 

onde: 

o caso de m nulo, constante ou 

da equagao diferencial e dada por: 

C1 e C2: constantes a determinar, calculadas a partir das condigoes de contorno. 

A7 .2 Condigoes de contorno 

1. Na extremidade livre 

Se crz = 0, da equagao do bimomento, conclufmos que: 

B=O 

2. Na extremidade engastada 

(A.60.b) 

(A61) 

(A.61.b) 

Sendo o empenamento w (deslocamento longitudinal) nulo para qualquer 

ponto do esqueleto da segao engastada temos: 

<1>'=0 
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Substituindo em (A21 ), Iemos: 

=0 

(A.54) temos entao: 

Do bimomen!o (A.55) tiramos: 

= 

3. Na extremidade com distribui<;:ao conhecida de tens6es 

Nesse caso se utiliza a equa<;:ao do bimomento (A39) para a determina<;:ao de B 

4. Ex!remidades com cargas concentradas axiais 

No caso em que sejam aplicadas cargas axiais P; concentradas em pontos de 

area setorial (!);, 0 bimomento sera dado por: 
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APENDICE B 

DETERMINACAO DOS COEFICIENTES DE RIGIDEZ PARA OS 

PORTICOS E ASSOCIACOES PORTICOS/PAREDES. 

As dedu<;:6es que se seguem foram aproveitadas quase na sua totalidade das 

referemcias [13], [34] e [48]. 

B1 Portico isolado - coeficiente de rigidez a forga cortante- s1 

Nos porticos regulares sujeitos a carga lateral e vertical, supoe-se pr6ximas as 

rotaQ6es de todos os n6s da viga de urn andar e tambem as rotaQ6es de n6s consecutivos 

de uma mesma prumada de pilar. lsto equivale afirmar que os centros dos vaos das barras 

sao pontos de momentos nulos. 

Na Fig 81 notamos Ires n6s consecutivos A, 8 e C da viga e D, B e E do pilar, 

sendo 4> a distorQao do andar e a rotaQao do n6 B. 

0 

Figura 81 -Elastica de deforma<;;ao em torno de urn n6 de Portico. 
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barras como sendo a reJar-ao K = !.c._ e 
" ' I 

" ' 

considerando os mementos que as barras aplicam ao n6 B, positives se no senlido 

horario, valerao: 

= 1) 

Pelo equilibria do n6 B segue: 

(8.2) 

Admitindo que o momenta e nulo na meia altura de um andar, a for9a cortante Vs 

no meio do pilar BE e dada por: 

V = 2MBE 
B h 

(B.3) 

tem-se pelas equa96es (B.1) e (8.2) que: 

(B"4) 
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OS as ou a 
totalidade das barras que concorrem no n6 B, respectivamente. 

Podemos definir um coeficiente s8 como a contribuigao do pilar a rigidez do portico 

a fon;:a cortante. Esse coeficiente pode ser oblido da equagao 

12 
s =

B h 
(8.5) 

Se somarmos as contribuigoes dos pilares ao nfvel do andar considerado, 

calculadas atraves da equagao (8.5), obtemos o coeficiente de rigidez do portico a forga 

cortante expresso por: 

s = 12E "'[K ~ Kj 
f h f; p.n LK 

b.n 

on de: 

modulo de elasticidade longitudinal 

h: pe direito do andar 

K: relagao J/R do tramo da viga ou pilar considerado 

na: n6s do andar (0 somat6rio em na e estendido a todos os n6s do andar) 

pn: pilar acima do no 

vn: numero de vigas concorrentes no no 

bn: numero de barras concorrentes no no 

Kp.n: relagao J/t do pilar acima do no considerado 

(8.6) 

82 Associac;:ao de porticos e paredes ligados por lintels: coeficientes s de rigidez a 
forga cortante do portico e coeficientes de rigidez K1 e K2 ao giro da parede 
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na parede e distorgao $8 no portico) e o efeito de cisalhamento (rotagao <Ps na parede e 

distorgao <Ps no portico). 

e S cisalhamento 

82.1 Efeito da flexao - rota~?i!io - Coeficientes de rigidez s e 

82 encontramos a deformagao de um andar generico do paine!, 

correspondents ao giro <!Js da parede devido a flexao. 

A relagao do portico sobre a parede constitui-se de uma for9a vertical distribufda 

qv (posi!iva se compressao na parede) e de um momenta distribuidlo m aplicatdo ao 

vertical corlsicler;:tdo oo:;iti\•o no 

Expressamos este memento m como uma fungao de IJls atraves da equagao: 

{8.7) 

c E 

F 
r---- a1 b1 .!tl---,1 

2 2 

Figura 82 - Deformagao do paine! devida a ljl8 
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=Jv/£1 as relagoes 

respectivos comprimentos dos pi lares e das vigas que concorrem nos n6s A e B. 

Para os pilares que possuem diferentes relagoes Jp/£1, abaixo e acima do andar 

para a media destas relac;:oes. 

A da fon;:a cortante que os mementos Ms1 e no trecho de viga 

B-1, que une portico e parede, distribulda na altura de um andar, encontra-se o valor do 

carregamento 

face da parede. 

_MBI+MIB 
q,- ~h 

M1s a 

se supoe atuar ao 

(8.8) 

tambem possa ser considerado dis!ribuldo ao Iongo da altura da parede, por equilfbrio de 

momentos fletores em relagao ao eixo da parade podemos encontrar o memento 

distribufdo m: 

M b 
m =__j§_+q ..1. 

h ' 2 
(8.9) 

Vamos admitir que o n6 A e os seus n6s vizinhos sofram todos a mesma distor<;:ao 

de valor <!>s (positiva de sentido honirio). Vamos admitir que na prumada de pilares que 

contenham o n6s A, os n6s, superior e inferior ao n6 A, sofrem adicionalmente uma 

deformagao angular de valor a. Desse modo os momentos fletores que as barras 

deformadas aplicam ao n6 A e seus vizinhos valem: 

MAc =6EKP1($ 8 -a) 

MAD =6EKP1 ($ 8 -a) 

Pelo eguilfbrio dos mementos no n6 A temos: 
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(8.11) 

Da mesma maneira, os n6s da prumada que contem o B sofram 

contem B sofrem uma deforma<;ao angular b. Supondo que os mementos nos n6s sao 

nn·~itiiJns se sentido escrever: 

E pelo equilibria de momentos flelores no n6 B resulta: 

A solu<;ao do sistema formado pelas equa<;oes (B.11) e (B. i 3) fornece: 

onde 

w e !): sao parametres auxiliares usados para simplificar as expressoes 

Chamando 
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O = 4KV! +12Kp2 +4KV2 

2Kv1 

e 

podemos escrever: 

e 

(8.1 

(B.15.b) 

(B.16.a) 

(B.16.b) 

As forc;:as cortantes nos pilares que contem os n6s A e B sao dadas 

respectivamente, por: 

V = 2MAC 
A h 

e 

V 
_2M BE 

B-
h 

Ou, tendo em vista as equac;:oes (8.10), (8.12) e (8.14), 

V = l2EKp1 (l-ro 1... 
A h f'IB 

e 
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18), obtemos, os coeficientes de rigiljez dos 

pi lares a for<;:a cortante, expresses pelas seguintes expressoes: 

=VA = 12EKP, (l-w) 
<Pe h 

9.a) 

e 

(B.19.b) 

Assim o coeficiente de rigidez total s do portico a fon;:a cortante resulta da soma: 

(B.20.a) 

(B.20.b) 

0 memento M18 que a viga de ligao;:ao do portico com a parede aplica sabre esta 

ultima vale: 

(8.21) 

Usando as equa<;:5es (8.9), (8.8),(8.12.A) e (8.14), obtemos: 

(8.22) 

Comparando-se com as equa<;:oes (87) e (8.22) encontramos o valor do 

coeficiente de rigidez ao giro K1 da parede da associa<;:ao, quando se despreza o giro do 

cisalhamento: 

K
1 
= EKvz [4 + 213 + 

3
b, (2 + l3 + 5_)Jl (8.23) 

h a1 a, 
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B2.2 Coeficientes de rigidez devidos ao efeito da for~ra cortante 

Admitamos agora o efeito de uma rota<;:ao $s na parede juntamenle com uma 

distor<;:ao de mesmo valor nos pilares devido a deforma<;:ao por for<;:a cortante. 

8.3. 

E 

"" / 
D F ,____., ___ _ 

Figura 83 - Deformayao do painel devida a <l>s· 

Usando o mesmo raciocfnio do caso anterior (rota<;:ao de flexao), os mementos de 

extremidade na viga 8-1 produzem uma for<;:a cortante em I, que pela tecnica do meio 

continuo supoe-se distribufda na face da parede. Devido a essa for<;:a cortante distribuida 

e ao momento em I, tambem admitido distribufdo na altura do andar, sup6e-se a existencia 

de um momenta ms, uniformemente distribufdo pelo eixo da parede. Esse momenta ms 

pode ser escrito como: 

(8.24) 

Os pilares possuem uma distor<;:ao de valor <l>s· Repetindo calculo analogo ao que 

foi feito com as equa<;:6es (8.9) ate (8.14), admitindo deforma<;:6es iguais a a em !res n6s 

consecutivos do pilar que contem o n6 A e deforma<;:6es iguais a b em 3 n6s consecutivos 

da prumada com o n6 B encontramos, atraves do equilibria dos n6s A e 8, os seguintes 

valores para as rola<;:6es a e b dos respectivos n6s: 

a= we (B.25.a) 
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on de: 

ee 

com 

W = l2(Kp2 -Kp10)-2Kv 2 

2Kv1 -(l2Kp, +4K,,)3 

e 

f3 = l2KPJ -qJ(l2Kp2 -2K,2 ) 

2Kv1 -(12Kp2 +4K,2 +4K,1fp 

Calculando o momento para esse caso Iemos: 

(8.26.a) 

(B.26.b) 

1 

(8.27) 

A forga cortante distribufda qv na face da parede e momento distribufdo ms ao 

Iongo do eixo da parede podem ser calculados pela seguintes expressoes: 

(B.28.a) 

e 

M b 
m =__!!!_+q -' 

s h ' 2 
(B.28.b) 

Usando (B.28.a), (6.27), (B.26.a) e (8.26.b) em (B.28.b) encontramos: 
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as equag6es e (8.29) obtemos o coeficiente K2 de rigide,z 

ao giro da parede devido a giro <Ps devido ao efeito de cisalhamento no portico. 

coeficiente K2 vale: 

(8.30) 

on de: 

we 13: parametres auxiliares calculados com as equag6es (B.26.a) e (B.26.b) 

ri>rnP·tm auxiliar com a equa<;:ao 
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APENDICE C 

SOlUCAO NUMERICA DE EQUACOES DIFERENCIAIS 

Ci lntrodu~ao 

engenharia ser simulados modelos mztterml.!ticcJs 

que envolvem equaQ5es diferenciais: equat;:oes que envolvem uma funQao e algumas de 

suas derivadas. Uma equaQao diferencial que envolve derivadas de ordem ate n e 
chamada equarao diferencial de ordem n e pode ser escrita como abaixo: 

y<n1(x) = F(x, y(x),y'(x), y"(x),- · ·, yCn-lJ (x)) x c [a,b] (C.1) 

A solut;:ao e uma funt;:ao y=f(x) definida no intervale [a,b], com n derivadas, e que 

satisfaz a Eq. (C.1 ). 

Se a lunt;:ao e de uma unica variavel, como a explicitada em (C.1) lem-se uma 

equarao diferencial ordinaria. E o caso do edificio alto enrigecido por nucleos estruturais 

em estudo. Do contrario tem-se uma equarao diferencial parcial. 

Para que seja definida uma unica fungao y(x) e necessaria o fornecimento de 

dados adicionais a equagao diferencial. Os dados adicionais definem o tipo de problema: 

problema de valor inicia/ e problema de valor de contomo 

Num problema de valor inicial (PVI) a meta e a obtengao de uma fungao y(x) 

definida num domfnio [a,b], que alem de satisfazer a equagao diferencial que rege o 

problema, atenda tarnbem as condig6es pre-estabelecidas para o inicio do domfnio: 
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Nos problemas de valor de contorno (PVC) a equagao diferencial devera ser 

e sao pre-estabelecidos 

y(a) = 

As solugoes anallticas para as. equagoes diferenciais dos problemas de 

engenharia normalmente sao diffceis de serem obtidas. Na falta de solug6es analfticas, os 

metodos numericos podem ser utilizados. 

mais antigos metodos de aproxima9ao. 

primeiro passe de qualquer metoda destinado a solugao numerica de equagoes 

diferenciais e discretizar a regiao onde a solw;:ao e procurada. Define-se ma!ha como urn 

conjunto finito de pontos onde a fungao e definida. 

Seja x0 um ponto de referencia e h urn numero positive. A ma!ha de passo h 

associada a xo e o con junto de pontos definidos por: 

As aproximagoes de y(x) sao calculadas nos pontes da malha. 

C2 Serie de Taylor para furu;:oes y(x) 

A expansao em serie de Taylor de uma fungao y(x), que tern derivadas ate ordem 

n+ 1 em x e a seguinte: 

h2 h" h(n+l) 

y(x+h) = y(x)+hy'(x)+-y"(x)+· ··+-y1
"
1(x)+··· + y<n+JJ(~) 

2! n! (n+l)! 
(C.4) 
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onde ~ esta xe x+h. 

de y(X+h) pelos primeiros termos da serie de Taylor. 

C3 Metodo das diferen~as finitas 

n=1 na Eq. 

discretiza<;ao da derivada e de seu erro: 

, y(x+h)-y(x) hy"(~) 
y(x)= h 2 ~ 

a chamada avam;ada a 

(C.5) 

Tomando o passo como- h na Eq. (C.4) obtem-se a formula atrasada e seu erro: 

'( ) y(x)-y(x-h) h "(~) 
y X = +-y ~ 

h 2 
(C.6) 

Seguindo a mesma ideia, !ome-se n=2. A serie de Taylor para um passo +he para 

um passo - h sao as seguintes: 

(C.7) 

(C.8) 

Subtraindo a Eq. (C.8) de (C.7) obtem-se a chamada formula centrada para a 

discretiza<;ao da derivada e o seu erro: 

y '( x) = _,_Y-'-(x_+_h..:_)_--"-y-'-( x_-_h_:_) 

2h 

h2 
y'(~) 

3! 
(C.9) 

Ressalle-se o fato de que a formula centrada dada pela Eq. (C.9) fornece uma 

aproxima<;ao para a derivada na qual o erro e da ordem de If. As formulas adiantada e 
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mnmu,ra atrasada da aproxima9ao da derivada da 

erro de ordem 

conforme e 

E importante ressaltar que poder-se-ia chegar em outras expressoes da derivada 

primeira com erro de ordem li de uma fun<;:ao y(x) a 

Taylor. 

de manipula<;:6es da serie de 

A expressao para a derivada segunda pode ser obtida com o mesmo raciocfnio. 

e 

T ome-se n=3 na 

h4 
v(x +h)= v(x) + hy• '(x) +- y "(x) +- y "'(x) +- (t

1
) 

~ ~ 2 3! 4! • 

= 
h2 

'(x)+-y 
2 -

--y 
3! 

-;--

4! 

1 0) 

11) 

Somando membra a membra as Eqs. (C.i 0) e (C.11) e explicitando y"(x) !em-se: 

y"(x) = y(x+h)-2~~x)+ y(x-h) ~~ y''(~) (C.12) 

C3.1 y(x) ajustada por fum;ao polinomial 

A aplica<;:ao do metodo das dileren<;:as finitas a solu9ao de equa96es diferenciais 

pode ser encontrada em varias referencias que abordam este assunto. 

Em particular, o sistema de equa96es diferenciais geradas pelo tratamento 

continuo em edificios altos sob carga lateral pode ser resolvido numericamente usando o 

Metodo das Diferen9as Finitas. 

Na sua disserta9ao de mestrado XAVIER [48] escreveu urn programa de 

computador para resolver numericamente urn sistema de paineis pianos onde usou o 

metodo das diferen9as finitas para resolver o sistema de equa96es diferenciais. 

seguida, baseado em BARBOSA [1], escreveu urn outro programa mais geral, que trata de 

varios cases de associa96es. A leitura destas duas referencias nos facilitou o 

desenvolvimento de urn programa para a solu((ao numerica de urn sistema de equa<;:oes 
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nas variaveis u, v e 8 em recaem os varies 

associa<;:oes tridimensionais entre porticos/paredes/nucleos. 

Ao inves de usar o tratamento classico baseado na expansao em serie de Taylor, 

optou-se por aproximar a fun9ao urn polinomio de r. 

Por esta tecnica as derivadas da fum;:ao desconhecida f(z) sao aproximadas as 

derivadas a urn polinomio F(z) de grau r (r 2 ordem da equa9ao diferencial) que intercepta 

a em 0 das 

abscissas. 

estao ao '"1111
" 

aplica9ao metoclo ao problema edificio, as abscissas da fun<;:ao 

eixo vertical OZ. 

Segue-se neste desenvolvimento a mesma dedu<;:ao utilizada par Xavier [48]. 

Com o prop6sito de obtermos operadores com numeros simetricos de pontos, optamos 

ini\.min de interpola9ao quarto 

= Az4 +Bz3 +Cz2 +Dz+E 13) 

~_,_----T----r----~----~f(z) -
Fi FcJ 

'-2h ~-n :+h i+2h 

(-2h) (-h) (Q) (h) (2h> 

Figura Cl - Valores da fun9ao f(z) 

onde os valores nos pontos de interpola9ao (i-2h, i-h, i, i+h, i+2h) devem coincidir com os 

valores da fun9ao desconhecida f(z), que de acordo com a Figura C.1 valem: 

F(i- 2h) = F, 

F(i-h)= 

F(i) = F; 

F(i+h)= 
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+ = (C.14-e} 

Se passarmos um polinomio p(z) pelos cinco pontes de interpolayao e tomarmos a 

abscissa icomo resulta o sistema equa96es: 

-(2h)' -2h qiAliFeel 
0 0 0 0 

1 !I B I 

:Hjt) h" h 

(2h)
4 

(2h)
3 

(2h)
2 2h 

~ 

A soluc;:ao sistema linear 15) fomece os coeficientes do 

1 
A=--

4 
[Fee-4Fe+ 

24h 
-4Fd+Fdd] 

1 
B = --

3 
[-Fee+ 2Fe- 2Fd + Fdd] 

12h 

C = -
1
-, (-Fee+ 16Fe- 30Fi + 16Fd- Fdd) 

24h-

D =-
1
-[Fee-8Fe+8Fd + Fdd] 

l2h 

E=Fi 

15) 

(C.16.a) 

(C.16.b) 

(C.16.c) 

(C.16.d) 

(C.16.e) 

Como a funyao f(z) e aproximada pelo polinomio p(z) no intervale (-2h,2h), pode

se obter todas as derivadas de f(z) neste intervale. 

Para o ponte i as expressoes das derivadas sao denominadas diferenfas finitas 

centrals. Para os demais pontes recebem o nome de diferenfBS finitas assimetricas 

atrasadas ou adiantadas, conforme o ponto esteja a antes ou depois do ponlo central i. 

Desta maneira, as expressoes para as terceiras, segundas e primeiras derivadas 

de f(z) nos pontes em que z vale respectivamente zero, -h e h sao: 
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1. abscissa 

= =2C 

= (O)=D 

=F·(-h)=-24Ah+ 

F; =F. (-h)= 12Ah2 -6Bh + 2C 

F; = p' (-h)= --4Ah3 + 3Bh2
- 2Ch + D 

abscissa 

Fd. =F.(h)=24Ah+6B 

F; =F. (h)= 12Ah2 + 6Bh + 2C 

F~ = F(h)=4Ah
3 
+3Bh2 +2Ch+D 

Tendo em vista as expressoes (C.16), obtem-se: 

a) Diferenc;:as finitas centrais: 

" 1 [ J F, = Zh 3 -Fee+2Fe-2Fd+Fdd 

F,. =_!_,[-Fee+ l6Fe-30Fi+ 16Fd- Fdd] 
12h-

p' =-
1
-[Fee-8Fe+8Fd-Fdd] 

' 12h 

b) Diferenc;:as finitas assimetricas atrasadas 
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=-
1
-[-3Fee+ -12Fi+ -Fdd] 

2h
3 

F; =_!_,[-11Fee-20Fe+6Fi+4Fd-Fdd] 
12h-

1 
=-[-3Fee- + + 

Fd. = 2 ~ 3 [Fee-6Fe+l2Fi-10Fd+3Fdd] 

Fd. =-
1
-. [-Fee+4Fe+6Fi-20Fd+11Fdd] 

12h" 
0 

1 
= + + + 

(C.21) 

(C.22) 

Para a aplicagao no problema da associagao de paineis deve-se dividir a altura 

total em intervalos de espagamento li. Deve-se considerar 2 n6s fic!icios adicionais nas 

abscissas z=-28 e z=-8, sendo a base do ediffcio (z=O) o terceiro ponto da rede. No topo 

deve-se considerar um n6 adicional. No engastamento deve-se usar diferenga finita 

assimetrica atrasada. No topo deve-se usar diferenga finita assimetrica adiantada, e nos 

intervalos que estao ao Iongo da dimensao do ediffcio deve-se usar diferenga finita central. 

C4 Metodos de Runge-Kutta 

Os Metodos de Runge-Kutta sao os mais usados para os problemas de valor 

inicial. Tern a vantagem de nao necessitarem o calculo de derivadas, podendo ser usadas 

com alto grau de aproximagao. E concebido para a resolugao de equagao diferencial de 

primeira ordem, mas pode ser aplicado tambem a equag5es diferenciais de ordem n> i. 

Pode tambem ser aplicado a um sistema de equag5es diferenciais. 

0 texto que segue e uma adaptagao do conteudo das referencias (Metodos Numericos -

CUNHA[?]) e (Numerical Analysis- BURDEN[4]). 

0 metodo de Runge-Kutta mais utilizado e o de quarta ordem, devido a sua boa 

relagao custo-beneflcio, aliando simplicidade e eficiencia. Foi o escolhido para o 
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de um algorilmo para a resolw;:ao do sistema 

equa<;6es diferenciais 

tridimensional de ediffcios. 

terceira ordem em que recai o problema da analise 

Apenas para efeito didatico, serao apresentados antes os algorilmos para a 

ordem, e para uma equa<;ao diferencial de ordem para 

finalmente apresentar-se o algoritmo para um sistema de equa<;6es de ordem n. 

- Serie de Taylor para fun!ff6es 

0 desenvolvimento de fun<;6es f(x,y) em serie de Taylor permite uma aproxima<;ao com 

erro de quarta ordem com a expressao abaixo: 

y,+1 = +hf(x,, )+l[fx(x,, )+ (x,,y,)f(x,,y,J]+ 

h
3 

2 
3T[f"'(x,, yk) + 2f.ry(x,, y,)f(x,, y,) + fYY(x,, y,)f (x,, y,) + (C.23) 

fy (x,, y, )fx(x,, y,) + fy2
(x,, y,)f(x,, y,)] + O(h

4
) 

C4.2 - Metodos de Runge-Kutta para Equayiio diferencial de primeira ordem 

Seja a equagao diferencial de primeira ordem, com um valor inicial para a fungao: 

y'(x) = f(x, y) 

y(xo) =Yo 
(C.24) 

Usando a formula de diferengas finitas adiantada mostrada na Eq. (C.5) para 

discretizar a derivada primeira de y(x) no ponto xk de uma malha de passo h tem-se: 

(C.25) 
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A define o cor1hE)CIClo Metodo de Euler. A ideia do Metodlo de Euler 

aprimorada nos trabalhos Runge (1805) e Kutta (1901), para o caso de sistemas de 

equa96es diferenciais de primeira ordem. 

Metodo de Runge-Kutta de 2". ordem 

Os metodos Runge-Kutta 

(C.26} 

0 termo do lado direito Eq. (C.26) ser desenvolvido atraves da 

on de: 

para 

h' 
Yk+1 = y, + h[ (f:30 - f:31 ) f(x,, y,) ]+z-[ 2f:3[t f)x,, y,) + 2(:318 fY (x,, y,)] + 

~ [ 3f:31y 2 
fxx(x,, y,)+ 6[31y8 f,(xk' y,) + 3(:318 2 

f yy(x,, y,) ]+ O(h
4

) 

f 
= dj(x, y) . f = df(x) 

x dx ' Y dy 

o' f(x, y) 

dxdx 
f 

= d
2
f(x,y) 

"' dxdy 
!yy 

(C.27) 

Os quatro parametres a j3 1 132 y sao escolhidos igualando-se os termos ate 

segunda ordem de (C.27) com termos correspondentes da aproxima9ao por serie de 

Taylor, indicada em (C.23): 

Poder-se-ia entao adotar uma das seguintes solu96es: 
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1 
flo = !3, = 2 ; Y 

ou (C.28) 

flo = 0 !3, = 1 

Adotando a segunda solugao mostrada na 

o de ordem 

(C.28) urn algoritmo <>irnnlifiif'<>rin 

mr,.:;;tr·:o~rln na Fig. 

Runge-Kutta de segunda ordem: 

Dados: y0 , h e f(x, y) 

1: Para k =0,1,2,3, ... , fa~a 2 a 4 

2: m0 =hf(x,.y,) 

3: m, =hf(x, +h,y, + 

1 
14: y,+, = y, +z(mo +m,) 

Figura C2 - Algoritmo de Runge-Kutta de segunda ordem 

C4.2.2 Metodo de Runge-Kutta de 43
• ordem 

Para estabelecer uma formula de Runge-Kutta que coincida com a aproximavao da 

serie de Taylor de ordem h4 
faz-se uma generalizavao da Eq. (C.26) 

Yk+l = Yk + h[flof(x,, Yk) + !3, (x, +y ,h, Yk +1\h) + 

j32 (x, +y 2h,y, +0 2h)+ j33 (x, +y 3h,yk +0 3h)+· .. J 
(C.29) 

lgualando-se termo a termo nas Eq. (C.23) e (C.29) ate os termos em h
4 

encontram-se os valores dos parametres usados em (C.29), dando origem ao seguinte 

algoritmo para o metodo de Runge-Kutta de 4".ordem de uma equa9ao diferencial de 

primeira ordem: 
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I 

Runge-Kutta de 4a. ordem 

Dados y0 ;h ef(x. y) 

1: Para k=O, 1,2,3· · ·, fa~ a 2 ate 5 

2: =hf(x,,y,) 

3: 
2 

14: h m, 
+2,y, +2) 

' 
5: m, = 

h 

Figura C3 - Algoritmo de Runge-Kutta de quarta ordem 

-Sistemas de equagoes diferenciais de primeira ordem 

Um sistema de ordem m de equa<;oes diferenciais de primeira ordem em problemas 

de valor inicial pode ser expresso da seguinte forma: 

(C.30) 

para as t s b com as condi<;oes iniciais: 

(C.3i) 

Seja uma malha igualmente espa<;:ada de passo h, com (N+ 1) intervalos. 
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I 

Algoritmo de Runge-Kutta para sistema de equas;:oes 

Entrada: pontes de extremidade [a,b] 

numero de equayoes m 

numero de intervalos 

lsaidas: aproximayoes wJpara u; para (N+l) valores de t 

~~Passo 1: Faya h= (b~a) . 

Fap t=a 
1

1

Passo 2: Loopj = 1,2,-- .m 

Fa9a w 1 = ), i 

jPasso 3: Imprima (t. W 1.w2
•• • v.•,) 

Passe 4: Loop .i=L2,··· N Fas;a os passes 5-11 

Pas so 5: Loop j=l,2, ·· m calcule 

m 0 .;=fJ(t,wl'w2 , ··w,) 

Pas so 6: Loop j= 1 ,2. ·· m calcule 

h 1 1 1 
m1., = +2.w, +'2m 0 _1 ,w2 +zmo.:• ·· w, +-:;m 0 _,) 

Passe 7: Loop j=1,2. ·· m calcul.e - I 
m2.j = fj(t+%,wl +±ml.l,w2 +±mu, .. wm +±ml_m) 

Passo 8: Loop j=1,2, ·· m calcule 

m3.f = f;(t + h, »\ + ml.l' Wz + mz.2• .. w, + m-:..m) 

Passe 9: Loop j=1,2, ·· m calcule 

W 1 = w, + (m 0 .; + 2m1.J + 2m 2.J + m3.) 

Pas so 10: Fas;:a t =a+ ih 

Passo 11: Imprima (!,wpw2 , •• wm) 

Pas so 12 : fim 

Figura C4- Algoritmo de Runge-Kutta de 4• ordem para sistema de equag6es 

C4.4 - Equac;:oes diferenciais de ordem m 

Um problema de valor inicial geral e dito de ordem m quando e regido por uma 

equagao diferencial parcial de ordem m, podendo ser descrito da seguinte forma: 

(C.32) 

com condiq6es iniciais: 
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= = = 

m em (C.32) ser 

transformada num sistema de equagoes diferenciais de ordem, ""'ntr.rrn,o descrito 

em (C.30) e ). 

Faga u1 = y(t), u2 (t) = 

equagoes diferenciais de nnma•ir:> nrriorn· 

- dy----u, 
dt dt -

dy' 
== :;:;;:; 

dt 

du d Jm-Z) 

--"!:l = -"--y -
dt 

e 

du dy(m-1) 

_m =-"--
dt dt 

com condi96es iniciais: 

um de 

(C.34) 

(C.35) 

0 problema descrito por (C.34) e (C.35) pode ser resolvido usando o algoritmo 

mostrado na Fig. (C4). 

C5 - Problema do Ediflcio - Sistema de equc:u;oes diferenciais de ordem 3 nas 
variaveis u , v e e 

Seja o problema da analise tridimensional de ediffcios, regido por um sistema de 

equa96es diferenciais de ordem 3, nas variaveis u , v e e , com as seguintes condi<;6es de 

contomo: 
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I u(O) = 0 

l
1 

u'(O) = 0 

Uu(H) =0 

v(O) = 0 6 (0) = 0 

v'(O) = 0 6'(0) = 0 

v'(H)=O tlu(H)=O 

que rege o 

r u'l 
-z) 

I I 
-[KT]1 (= 

I ' 

on de: 

le" 
' J 

[J] e a matriz dos produtos de rigidez a flexao e de flexo-torc;:ao 

[LST] e a matriz de localizac;:ao 

[ q] e a matriz do carregamento 

p e a carga axial 

He a altura do ediffcio 

z e a abscissa vertical com origem na base 

Usando a matriz [Jr1
, inversa da matriz [J], pode-se reescrever (C.36) da seguinte 

forma: 

1::1 =-p(H- ,l[ Jj' [ LST]jJ[J]' [ KT]1:1-(H- d[J]' 1 ~ l 
1::1 = [JJ'[ -p(H-c)[IST]+[ KTI]!;:)-(H- c)[ Jj'! :: l 

(C.37) 

(C.38) 

De forma generica o sistema de equac;:oes diferenciais de (C.38) e do seguinte 

tipo: 
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r m f' 1 

I
I u1 = h u,u, 

m J ( ' n, 

l
V = 2 z,V,V,V) 

e" = f,(z,e.e',e') 

0 metoclo 

o algoritmo mostrado na Fig. 

equa96es forma vetorial. 

Sejam os vetores: 

r fx (u, u', u')) 
f(z,u)= j fy(v,v',v') 

[Jece.e',e') 

4a. nrrlom 

E interessante, entretanto, 

(C.39) 

ser 

as 

(C.40) 

(C.41) 

0 sistema de equac;:5es diferencias de ordem 3 mostrado em (C.38) pode ser 

reescrito como: 

{u"') = f(z, u) (C.42) 

Deve-se transformar o sistema de equa96es diferenciais de terceira ordem de 

(C.42) num sistema de equac;:5es diferenciais de primeira ordem. 

Para tal adotam-se as seguintes fun96es vetoriais: 

W '-u•- w 
1 - - 2 · w ·-····-w ' 2 -- ..... 3 

; w 3 '=f(z,w1,w2,w3) (C.43) 

Assim, o sistema de equa96es diferenciais de 3a. ordem se transforma no sistema 

de equac;:5es de primeira ordem, formado por 9 equag6es, uma vez que cada um dos 

vetores de (C.44) tem ordem 3x1: 
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vista as condh;:oes de do problema sao translagao 

nula na base, tangente a linha do esqueleto vertical na base, e momenta nulo no topo do 

ediHcio. Essas condig6es formam urn PVI, pais uma das 

condig6es de contorno esta no topo e nao na base, onde se adotou origem da abscissa z. 

A estrategia de solugao e a de se obter a solugao combinagao linear de 

soiU!;:oes particulares. Para o resultado da combinagao linear sera imposta a condi<;ao de 

momenta nulo no topo. Foi feito o seguinte: primeiramente, utilizando o algoritimo de 

de 4a indicado na Fig.C.3, encontra-se a no topo, para urn 

na 

a. 1) condicao inicial: 

u"J = ,={) 

a.2) solucao no topo com momenta nulo na base: 

em seguida, utilizando o algoritimo de Runge-Kutta de 4a ordem indicado na Fig.C.3, 

encontram-se solugoes de 3 problemas PVI, com: 

b. i) momenta unitario na base na diregao x 

b. i. i) condicao inicial 
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"I -w!z=O"""' u'J 

.2) solucao no topo como memento unitario na base na direcao x: 

b.2) memento unitario na base na dire9ao y 

u" = lr ~J1 ,={j 

0 

b.2.2) solucao no topo como momento unitario na base na direcao y: 

b.3) momento unitario na base na dire9ao e 

b.3.1) condicao inicial: 

u'J ::: 
""" 

b.3.2) solugao no topo como momento unitario na base na direcao e 
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Combinagao linear: 

) = u"( )],lor=' u"( + 

f3(u"( )HoJ=J u"( )l•"(O)=o) (u"{ )~IOl=J u"( 

Resolvendo a equagao vetorial dada em (C.45) encontram-se: os valores dos 

escalares a, 13 e y . 

ao da 

altura z. 
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