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RESUMO

Santos, N. D. — Estudo comparativo de igcnicas de defenminacéo de solicitacbes na associacio
tridimensional de painéis de contraventamento em edificios altos — Dissertacio de Mestrado, 236
p, Faculdade de Engenharia Civil da UNICAMP, Campinas (SP) Brasil, 2002.

O obietivo do trabalho fol realizar um estude comparativo enire dois modos de obiengdo de
deslocamentos e esforcos em edificios altos submetidos a cargas laterais: & “éonica do meio
eldstico continuc” e a "fécnica discreta’”, bassada no metodo dos elementos finitos.

Na técnica dos meios elasticos continuocs as equagdes foram deduzidas apenas para agdes
uniformes, sem variagio ao longo da aliura. As lajes foram admitidas como diafragmas rigidos e ©
problema de andlise com esta formulacgéo recaiu num sistema de equagdes diferenciais parciais de
ordem irés, nas variaveis deslocamentos u, v e #, respectivamente translac@o de diregio X,
translagfo de direcdo y e rotag8o, calculados ao longe de um eixo global vertical z. O sistema de
squacdbes diferencials fol resolvido numericamente, utilizando dois programas alternativos
elaborados pelo autor: o primeiro baseado no meétodo das diferencgas finitas e o outro baseado no
método de Runge-Kutia de quarta ordem. A partir dos desiccamentos no eixo gicbal, os
deslocamentos de qualguer pento foram calculados com cinematica de pequenos deslocamentos.
A pariir dos desloccamentos de um dado ponto, e de suas derivadas parciais, caiculadas por
diferencas finitas, foram obtidos os esforgos solicitantes.

Utilizou-se para as comparacdes pretendidas o software de elementos finitos SAP2000°,
que permite o acoplamento de elementos reticulares denominados FRAME, com dois nés de
exiremidade e seis graus de liberdade por nd, com slementos SHELL, usados para a modelagem
de cascas, placas efou membranas.

Foram apresentados alguns exemplos para associacbes simples de painéis pditicos e
painéis paredes, comparando-se os resultados obtidos pela teécnica dos meios continuos & pelo
programa SAP2000%, com resuliados bastante préximos.
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ABSTRACT

Santos, N. D. — Esiudo comparative de técnicas de determinacdo de soliciiacbes na associagdo
fridimensional de painsgis de coniraventamento em edificivs altos — MSc. Thasis, 236 p, Civil
Engineering College at UNICAMP, Campinas (SP) Brazil, 2002.

The goal of this work was o perform & comparative study betwesn two modes of
determination of displacements and siresses in fall buildings subjected to lateral loads: solutions
based on the “confinuous efasfic medium lechnigue” and the “discrate techrnigus”, solutions based
on the finite element methoed

The continuous technique the eguations were deduced only for uniform loads with no
variations along its heights. The slabs were assumed as being rigid diaphragms and the resuiting
problem for such analysis falls back to third order PDE problem on the displacements variables u, v
and 8 representing direction x translation, direction y translation and rotation respectively, obtained
along a global vertical axis z. The resulting system of differential equations was solved numerically,
using two alternative computational programs developed by the author: a first one based on finite
differences method and a second one based on the fourth order Runge-Kutia method. Relatively to
the dispiacements on the global axis, the displacement of any point is obtained with the smal
displacements kinematics methodology. From the displacements of a given point and its partial
derivatives (obtained with finite differences) the resulting siresses are obtained.

The structural analysis software SAP 2000° was used for the proposed comparisons. This
package provides the coupling of different shape elementis such as frame, shell, membrane, plate
and so on. Specifically for the current modeliing, two nodes FRAME elements, with six degrees of
freedom per node are combined with SHELL elements.

Examples were presented for the simple association of wall frames and wall panel and the
resuits obtained through the continuous technique were compared with those obtained with SAP

2000® package with very similar results.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

O continuo crescimento das populacBes das zonas urbanas tem gerado um
aumenio da densidade demografica das grandes e medias cidades, onde a falla de
espagco horizontal e a grande valorizag&o dos terrencs tém dado ensejo ac emprego cada
vez maior das construcdes verticalizadas.

Existem alguns parmetros medidos em termos de cusios de infra-estrutura
urbana que avaliam e justificam a necessidade das consirucbes em multiplos andares.
Eniretanto, ndo s80 apenas parametros dessa natureza técnica que as vezes dilam a
construcdo de grandes edificios. As vezes a propria vaidade ou personalidade de algum
governanie, acabam por serem fatores que determinaram alguns empreendimentos
marcantes.

Para se construir edificios altos um fafor extiremamente importante que deve ser
levado em conta € o efeilo do vento. Um verdadeiro desafio & engenharia € o modeio
estrutural a ser usade a fim de se representar o mais adeguadamente possivel a realidade
do comportamento estrutural, com as varias possibilidades de carregamentios
proporcionadas pela natureza.

O objetivo principal deste trabatho, que preiendemos defender como dissertaco
de mesirado junio ac curso de pds-graduacao em Engenharia Civil, area de Estruturas, da
Faculdade de Engenharia Civil da UNICAMP, € uma breve comparacac entre dois tipos de
analise que sfo usados para este tipo de estrutura: “Técnica do Meio Continuo” ou
“Método do Continuo” e o gue chamaremos de “Técnica Discreta”, baseada no méifodo
dos slementos finitos.

MN2o é obietivo do autor defender uma ou oulra tecnica, mas sim, desperiar ©

interesse para pesquisas fuluras. A primeira, adeguada para um pré — dimensionamento,

£ng Newton Damasio dos Santos i
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pela sua simplicidade de aplicagdo; a segunda, mais detalhads, indicada para a fase de
detalhamento, ou guando a geometria do andar tipo for bastanie complexa. A iécnica

discreta apresenta um cusio computacional mais elevado.

1.1 Objetivos do trabalho

Pretendemos fazer um estudo comparativo de formulacdes normalmente utilizadas
para a andlise estrutural da associagfo tridimensional de porticos e paredes de edificios
altos sob carga lateral. Deverao ser comparadoes resuliados oblidos por duas formulagfes

distinias:

s Técnica do meio conitinuoc - através da ulilizacdo de programas
compuiacionals elaborados pelo autor, neste trabalho denominados por
NEWTON, que proporcionam a solugio do sistema de equagdes diferenciais
parciais de lerceira ordem, que regem o problema airavés do meélodo de
diferencas finitas cu pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem.

s Técnica Discreta - através da utilizacdo do programa de elementos finitos
SAP2000%, com associacdo de eiementos FRAME para modelar vigas e
pilares e elementos do tipo SHELL para modeiar as paredes, nicleos
estruturais e lajes.

1.2 Técnica do meio continuo

Uma primeira formulago a ser apresentada deverd ser baseada na “técnica do
meio elastico continuo”. Por essa iécnica, para efeito do calculo estético, o conjunio de
vigas € substifuide por uma l8mina continua de rigidez equivalente, uniformemente
distribuida pela altura. Foram utilizados como referéncia ariigos recentes publicados em
revistas ou congressos e algumas disseriacfes de mesirade ou teses de doutorado
defendidas na EESC/USP. Uma &tima fonte de referéncia é a monografia da tese de livre
docéncia de MANCINI [15], onde aguele pesgquisador apresenia de forma basiante
didatica todo um legado sobre o assunto, mosirando 0s indmeros trabalhos que teve a

oportunidade de produzir ou orientar naquela instituicio.

3

Eng Newion Damasio dos Santos



g,
Dissertagdo de Mestrado —~ Facuidade de Engenharia Civil — Departamento de ESuturas oo

A analise de eslruturas tridimensionais pela técnica do meio confinuo pode ser
expressa por irés equagtes diferenciais nBo homogéneas de terceira ordem, cuja solucdo
fornece os deslocamenios da estrutura, indicados por v, v, e 8 em relacdo a um sistema
de eixos de referéneia global OXYZ. Para formular essas equactes diferenciais foram agui

estabelecidas algumas hipdteses:

- Os liniéis sfo engastados em suas exiremidades e nos pontos madios de seus

vacs o momento fletor 2 nulo;

- As lajes s&0 consideradas diafragmas na horizontal e de rigidez infinifa ao longo

de seu plano, ndo apresentado rigidez transversal alguma;

- Os ndcleos estruturais, ou simplesmente paredes de secBc aberta sfo

deformaveis por momento fletor e rigidos para esforgos cortanies;

- As seces permanecem planas depois de fietidas;

- Os nuciecs se comportam como barras de sec@o aberta de paredes delgadas
guando sujeitos a torgao, podendo-se, entdo, estudd-los atraves da tecria de
flexo-torgdo, considerando inclusive o efeito de bimomenio.

- As caracteristicas elasticas e geométricas dos elementos que compdem a

estrutura permanecem constantes ao longe de sua altura.

Para efeilo deste trabaiho, vamos classificar os edificios altos de acordo com os
elementos estruturais que os compdem, adotando hipdleses especificas e fazendo para
cada um deles o eguacionamenio adeguado.

Serao abordados 0s seguintes problemas;

- Painel Parede

- Painel Pértico

- Painel Geral

- Nucleos de secdoc aberia sem contraveniamento.

- Ndcleos de secio aberia contraventados por lintéis.

A formulagac para o3 casos estudados fol baseada fundamentalmente na
dissertacdo de mesitrado da engenheira Maria Angela P. XAVIER [48], defendida no
Departamenio de Engenharia de Estruturas da Escola de Engenharia de 880 Carlos, USP.

Eng Newton Damasio dos Sanios 3
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HBaseado na formula¢doe apresentada foram elaborados dois programas alternalivos, gue
pefmitemn encontrar os deslocamentos fundamentais u, v e 8 , em cada andar, numa
vertical ao longo do eixo global OZ adotado: o primeiro programa foi baseado no método
das diferencas finitas e ¢ segundo, mais eficiente, baseado no mélodo de Runge-Kulta de

guarta ordem.

1.2.1. Uma breve revisio bibliogréfica sobre g téonica do melo continuo

iUm edificio, por definicdo, conforme FRANCO [8], € uma construcdo que
apresenta pisos superposios. Por essa definicdo um prédio de vérios andares € um
edificio. Uma chaminé ou uma caixa d'4gua € denominada edificacdo e ndo edificio.
Segundo o referido autor, para a classificagdo de um prédio como edificio alio, esse
concelto de aliura é relativo: os problemas causados pela altura ditarBo ¢ enguadramento
de um edificio na calegoria de edificios altos. FRANCO [8] exemplifica que um edificio de
12 andares sera considerado alto se a sua esbeltez causar problemas de deslocamentos
laterais excessivos ou oscilacdes exageradas. Num local onde os edificios t&ém media de
20 andares um novo prédio de 35 andares seria considerado como edificio alio. Na cidade
de Nova York, onde existem muitos prédios acima de 50/60 andares, o prédic de 35
andares ndo seria um edificio alto.

O planejamenio e o projeto de um edificio alto, alem dos problemas urbanisticos e
arquitetdnicos, iraz consigo um desafio tecnoldgico importante no que diz respeito &
concepcao estrutural.

Nos edificios altos havera a necessidade de se prever uma estrutura eficiente para
fazer frente aos esforgos oriundos de acgbes laterais horizontals, tais como o vento, os
sismos, etc. No Brasil, ac conirario da maioria dos paises, ngo & usual a verificagdo e ©
dimensionamento de edificios levando em conta a atuacfo de sismos, uma vez que eles
sdo relativamenie raros, de baixa intensidade e o0s poucos efeitos conhacidos
normatmente acontecem em regifes néo densamente habitadas. Ao contrario dos sismos,
no entanto, os efeilos da acdo dos ventos s80 imporiantissimos & devem ser levados em
conta no calculo das solicitacbes da esirutura resistente de um edificio.

A concepgdo e criagBo de mecanismos capazes de absorver, de forma eficients,
as acbes horizontais t&m uma imporiéncia cada vez maior nos projetos estruturais de

edificios alics.
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Atualmente @ fregliente a tendéncia dos arquitetos e projetistas de subsitituirem as
antigas e rigidas paredes de alvenaria por paingis divisérios ou paredes de vedacio leves
gue néo contribuem para a rigidez do sisterna esirutural.O uso de acos e concrelos de alla
resisiéncia mecanica tem possibilitado que as estruluras se lomem cada vez mais
asbeltas e, portanto, mais sensiveis as agdes lalerais.

Conforme jé foi dito na Introduc8o, a modelagem de edificios altos tem sido feito
de duas mansiras distinias: técnicas discrelas, como a Analise Matricial de Estruturas,
Método dos Elementos Finitos e a téenica do meio elastico continuo.

O pais possui inumeros engenheiros de renome que se dedicaram ou se dedicam
2 andlise de edificios altos. Pode-se indicar o Dr. Mario Franco como um dos expoentes
desse conjunio de projetistas.

A iécnica do meio eldstico continuo, considerada uma otima abordagem para
andlise do comportamento de edificios, de cusios sensiveimenie menores gue as iecnicas
discreias, possibilitou a criacgo de uma frulifera linha de pesquisa no Deparfamento de
Estruiuras da Escola de Engenharia de S&c Carlos, onde inGmeros trabalhos de
dissertacdes e teses t&m sido desenvolvidos. Nessa escola o Prof. Dr. Miguet Carlos
STAMATOQO [34] fol o pesqguisador que no inicio da década de 1970 fez as primeiras
publicacdes sobre associagbes de painéis de contraventamento em edificios altos
calculados pela técnica do continuo. Essa linha de pesquisa encontrou seguidores na
EESC/USP, onde talvez as maiores expressdes sejam os professores Dr. Edie MANCINI e
Dr. Walter SAVASSI.

Utllizando como referéncia publicactes de FRANCO [8], STAMATO [34] e
MANCINI [15], apresentamos abaixe os sistemas esiruturais normalmente concebidos e

utilizados para a absorcéo das cargas laterais em edificios:

a) Alvenarias estruturais: em principio utilizadas para edificios de pequena altura

b) Périicos rigidos: usados por muito tempo como Unicos sistemas de
coniraventamento, tanto para estruturas metalicas como para esiruturas de concreto
armado. As acles laterais {(ex. vento) se distribuem para os diversos poérticos em
virtude da presenca das lajes.

c) Pilares paredes: 1#&m uso cada vez mais freqlente nos edificios altos, concentrando-
se na maioria das vezes nas caixas de escada e slevadores. Alribuem grande rigidez

ac sistema estrutural. Funcionam como vigas em balango engastadas na base.

Eng Newton Damasio dos Santos 3
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d} Associagtes enitre pdriicos e pilares parede: Constiluem um sistema bastanie
sficiente gue reduz bastanie os deslocamentos relativos enire andares.

e) Assoclagbes de pilares parede: Constiluem sistemas estruturals de
contraventamenio bastante eficientes. Muilo utilizados atuaimenie, possibilitando a
criacdo de nucleos rigidos dentro do edificio, complementados ou ndo por paredes
isoladas de contraventamento, com ou sem aberiuras.

fy Tubos: Pilares dispostos na periferia do edificio, excelo os de sustentacdo das
escadas e elevadores. OUs pilares possuem pequeno espagamento entre si, sendo
fravados rigidamente por vigas, que servem de peitoril @ apoio para caixiiharia.

g) Feixes de Tubos: quando as dimensbes do edificio s&o tais que resultariam vaos
internos muito grandes, utilizam-se nesse fipo de solugBo a concepcéo de feixes de
iubos, como foi 0 ¢aso das duas torres do World Trade Center em Nova York, que
foram derrubadas em acidentes aéreos, no ano de 2001,

h) Tubos estalados: Sistema estrutural em tubos acrescidos de sub-sistemas rigidos
frelicados (ou as vezes pdorticos) na parte superior, onde s80 ancorados elementos

estaiados normalmente servindo de suporie para a fachada.

Tomando por base o “Estado da Arie” apresentado por MANCINI [15], mostra-se a
seguir uma breve revisdo bibliogréfica sobre o emprego da técnica do meio continuc para
a analise de edificios altos, com énfase para os frabalhos desenvolvidos na EESC-USP.

Os primeiros trabalhos na EESC-USP sobre o assunto foram feitos por STAMATO
[34]. Seus trabalhos, datados de 1971, trataram iniciaimente de esiruturas planas
constituidas de pérticos e paredes. As paredes s80 suposias deformaveis por momenio
fletor e rigidas a forga cortante ¢ os pdériicos s@o deformaveis por cortante e rigides por
momento fletor,

Em 1972, MANCINI [13], analisou paredes elasticamente engastadas na base
utilizando a técnica do meio continuc e com algumas mudancas no equacionamento
simularam uma flexibilidade nas fundacdes.

Em 1973, MANCINI [14], em sua tese de doutorado, tratou de edificios alics sob
acdes do vento, os casos de aplicacdo da téenica do continuo. Fol introduzido o conceito
de painel geral: uma associacdo de painéis périicos e painéis paredes. Adolou-se nesses
primeiros frabalhos que os pilares dos pérlicos eram indeformaveis axiaimente.

Eng Newion Darnasio dos Santos 6



s,
{isseriagho de Mestrado — Faculdade de Engenharia Civil - Departaments de Estruturas —

Na pusca de se adequar cada vez mais o processo de calcule, outros frabalhos
foram publicados na seqléneia. RACHID [24], por exemplo, descreve o processc de
instabilidade de barras submelidas a torgdo, seguindo a fiecria de pecas longas,
desenvolvida por VLASSOV [45], acrescende confiancga e credibilidade, melhorando os
processos de caiculo.

Durante esie longo caminho a principal dificuidade era uma formulacio
matemalica que represeniasse os diversos casos analisados e a propria solucac do
sistema de equactes diferenciais.

SAVASSI [27], em 1875, utilizou o método dos elementos finitos, superando uma
das hipdieses adotadas até entfo: a restricdo de rigidez constante ac longo da altura da
estrutura, ou seja, a estrutura poderia variar sua rigidez ao longo da altura.

Em 1978 BARBOSA [1], em sua dissertacio de mesirado, desenvolveu um estudo
analisando nicleos de secBo aberia contraventados por lintéis e deduziu que a rigidez
desie nucleo & aumentada devido ao surgimenio de uma forga cortante, devido ao lintsl,
gue provoca o aparecimentc do bimomento, proporcionando ao nucleo a diminuicdo do
eleito da torcgo, aumentando assim, a rigidez das paredes.

CARVALHO [5], em 1982, fez o estudo dos efeitos que as forcas verlicais
provocam nas estruturas dos edificios allos, levandc em conta os efeitos de segunda
ordem, pois as cargas néo sdo baixas e os deslocamentos sao consideréveis, provocando
assim o surgimento de um momento, exigindo das estruturas uma maior rigidez.

Dentro da técnica do meio continuo surgiram caracterizacdes de estruturas como
tubulares, reticuladas, sob fundacdes flexiveis, elc., onde cada vez mais se constatou a
importancia de se levar em conta ¢ efeitlo de segunda crdem e as caracteristicas fisicas e
geométricas dos maleriais. Destacataram-se entre varics ftrabalhos analisados:
VASCONCELOS [44], XAVIER[48,49], RIBEIRO[25], SANTANA [26], MORI & RACHID
[21], entre muiios outros.

Na Faculdade de Engenharia Civil da UNICAMP, o Prof. Dr. José Luiz F. A. Serra
abordou a técnica do meio continuo e, sob sua orientagfo, devemos aqui destacar os
frabalhcs GOMES [9] e GUILIARDI [10], tratando edificios altos utilizando a iétodo do meio
continuo e técnicas discretas, baseada na andlise matricial, respectivamente.

A analise de edificios altos por técnicas discretos normalmente tem sido feita com
a utilizacao de programas de computador comerciais, dentre os guais poderfamos nos
referir aos programas SAP, COSMOS, ANSYS, NASTRAN, ADINA, entre os mais usados.

Eng Newion Damasio dos Santos 7
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Atualmente poderfamocs destacar programas que ja fazem o dimensionamento das
estruturas, como o CYPECAD, TGOS e SYSTRUT, entre cutros.

Uma dos maiores autoridades no campo dos edificios altos € o professor Brian
Sttaford Smith que dedica-se ao assunto hd mals de trés décadas. Segundo manuscrito de
SAVASSI [30], dentre as alividades profissionais ¢ professor Smith esteve envolvido com
o projeto, analise & comportamento de varios edificios esbeltos da cidade de Nova York,
trabalhando para “Rosenwasser/Grossman Consulting Engineers, PC, NYC”, empresa gue
sempre esleve na vanguarda do fratamento desse tipo de construcdo. O professor Sttaford
Smith sempre se dedicou 4 pesguisas baseadas na técnica do meio continuo, podendo
citar-se fraballhos relativamente recentes como STTAFORD SMITH [37,38]. Ainda
conforme [30], ha artigos recentes de pesquisadores na Escdcia, Coreéla do Sul, eic., onde
aparecem aprimoramentos diversos nas formulacdes pela téconica do meio continuo,
permitindo inferlr gue & mesma continua fendo interesse, se considerda de maneira

adequada.

1.3 Técnica Discrela

Com o uso do programa SAP 2000%, baseadc no método dos elementos finitos,
via processo dos desiocamentios, sera mostrada uma outra andlise do edificio, onde as
paredes serdo simuladas como constituidas de elementos finitos de cascas, ou
membranas rigidas, em estado plano de tensdo. Os pilares dos pérticos serao simulados
como elemenios de barras sujeifas a flex80, levando-se em conta as contribuices das
deformacbes por forgca cortanie & por forga normal. As vigas poderdac ou nao ser
consideradas rigidas axialmente. As lajes, por sua vez, também poderdo ser simuiadas
como diafragmas rigidos em seu plano, ou simuladas como elementos finitos de cascas.
Essa abordagem esté sendo chamada neste estudo como Técnica discreta.

A concepglo estrutural, nesse caso, depende das simplificacfes assumidas pelo
projetista. InGmeras possibilidades de combinagtes de elementos esiruturais normalmente
sdo utilizadas:

s Ha& cerca de 30/40 anos era comum analisar-se um edificioc como vigas €
pilares isolados. As vigas continuas ou de um uUnico tramo recebiam a agéo
das lajies. As agfes nos apoios das vigas atuavam como cargas axiais nos
pilares.

Eng Newton Damasio dos Santos 8
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+« Com a possibilidade de usc dos primelros computadores 0s modelos de
edificios foram um pouco mais sofisticados. Eram feitos célculos em
separado das lajes e passou-se a utilizar modelos estrulurais constituidos
por porticos, sob a acAo do carregamento das |ajes e das acdes laterais,

o Uma outra simulacac ainda simplificada, mas muito utilizada por projetistas
era a analise do andar tipo como grelhas, cujas acbes verlicais eram
usadas para o dimensionamento de pilares.

« A seguir, pela possibilidade de uso de computadores pessoais mais
poientes e de custos mais acessiveis, 0s projetistas de estruturas de
edificios passaram a criar modelos discretos como porticos tridimensionais,
incorporande o efeito das lajes como diafragmas, com funcdo de
compatibilizar os deslocamentos horizontals numa mesma cota.

« Nos edificios altos, para enrigecimento das estruturas é usual a utilizacao
de paredes e nucleos estruturais. Os nucleos estruturais sdo formados por
uma combinagio de pilares-parede formando uma secdo transversal
aberia ou semi-fechada. A simulaco dessas paredss e/ou nicleos como
elementos reticulados (vigas e pilares) foge bastante do comportamento
estrutural que se espera desses elementos. Assim, o uso de programas de
computador de porticos, com ou sem diafragmas para a analise de edificio
ndo é satisfatéria. E necessério que os programas, além dos elementos
reticulados, para simular vigas, pilares, poériicos, tenham uma melhor
‘capacidade de modelar as paredes e nicleos.

Uma possibilidade ¢ a confeccéo de programas onde se tenha incorporado
na biblioteca de elementos, um elemento reticulado que leva em conta o
efeito do empenamento. Por exemplo, SOUSA JUNIOR [33] em sua tese
de douiorado formulou e apresentcu um elemento de barra com dois nos
de extremidade, com 7 graus de liberdade por né: rés itransiagbes, trés
rotagdes e 0 empenamento, associados respectivamente a irés forgas, trés
momentos ¢ ao bimomento. Com a associacdo desse elemenio aguele
autor simulou ndcleo estrutural de edificios.

Uma oulra possibilidade € a utilizag@o de softwares de elementos finitos
gue permitam a associagdo de elemenios reticulados (barras) com

Eng Newion Damasio dog Santos g
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elementos finilos de superficie {cascas). Com a ulilizacio de programas
desta nalureza & possivel fazer simulacBes de edificios com o uso de
elementos de barras, para a simulacdo de vigas, pilares e poriicos, &
elementos de cascas para a simulacao de paredes, nucleos e das lajes. Ha
projetistas que utilizam elementos finitos de placas para simular as lajes,
embora esta escolna possa ser temeraria, pela falla de uma total
compatibilizaco de deslocamentos entre as lajes, paredes e nicleos. Uma
das grandes desvaniagens, alé recentemente, dos processos ditos
discrelos, baseados em elementos finltos, é o grande numero de
parametros de entrada de dados, para caraclerizar a estrutura & 08
carregamentos. Essa dificuldade, por sua vez, pslo menos para as
estruluras com poucas variagbes da geometria, tem sido aliviada pela
ncorporacas nos programas de andlise estrutural, de geradores de malha,
e editores graficos. O mesmo se diz da fase de pds-processamento: o gue
antes era feilo baseado em exiensas listagens, onde os usugrios tinham
que pesquisar os resuliados de seu inleresse, tem-se hoje a possibilidade
de uso de computagao grafica gue permile a expressao visual de esforcos,
tensdes, deslocamentos, eic.

Eng Newion Damasic dos Sanios 1y
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Capitulo 2

TECNICA DO MEIO CONTINUO

2. ASSOCIACOES PLANAS DE PAREDES E PORTICOS

2.1 Painel Parede

Denominamos como Painel Parede © painel pianc de segéc constante ao longo
da aliura H, deformavel predominantemente a acdo do momento fietor.

Consideramos neste tipo de estrutura um carregamento horizontal uniformemente
distribuido ao longo da aitura H, e uma carga gravitacional uniformemente distribuida ao
longo do eixo vertical gue passa pelo centro de gravidade de sua secao transversal.

Na Fig 2.1 s80 indicados a notac@o e os sentidos positivos para os esforgos e
deslocamentos. Um sisterna de referéncia Oxyz tem 0 eixo Oz vertical apontando para
cima e os eixos Ox e Oy nas diregdes dos eixos principais de inércia das secgbes
transversais. A origem O esta na projecdo do CG das secdes transversais.

Pelo equilibrio do elemento infinitesimal de altura dz (Fig 2.1b) temos:

M, -y 2.1)
az

O indice (w) origina-se do inglés “wall”, significando parede.

Eng Newton Damasio dos Santos 11
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Figura 2.1 — Painel Parede

Se desprezarmos a deformacaoe por forga cortante na parede, a equagdo da linha

elastica da parede pode ser expressa da seguinte forma:

M»‘! — w,int (22)

onde:

Uy : deslocamento da parede w na direcéo x
Mw.ine: momento fletor na parede w

EJy: produto de rigidez da parede w

Da combinacao das equacdes (2.1) e (2.2} e derivando-se uma vez em relagdo a z
obtemos a equaco da forca cortanie interna no painel:

onde:
Vyw.int: Torca cortante na parede w
Jjw: produto de rigidez Eudy

O momento fletor exierno em uma secdo genérica distanciada z da base do painel
é calculado levando-se em conta a agéo simulténea da horizontal q,, & da carga vertical
pw- O momento fletor € caiculade na posico deformada da parede, conforme Fig. 2.1¢,

levando em conta um efelto de segunda ordem. O momenio fletor na referida seclo vale:
Eng Newion Damasio dos Santos iz
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H ( w}z
4
fpﬁfa €)-u,]dE +q, : (2.4)
A primeira derivada da equacio (2.4) em relacdo a z fornece:
dmM ;
—— = —p el p (H -2+ p - g, (H - 2) 238)

A equacdo (2.5) expressa a forga corlante externa do painel parede. De acordo
com a equacho (2.1) e conforme a Fig. 2.1.¢, numa cota z temos que (2} = u,. Utilizando-

se deste valor na propria equacdo (2.5), oblemos:
Vyew = PAH = 2)1, + g (H ~2) (2.6)

O eqguilibrio da estrutura € mantido quando igualamos os esforgos internos aos
esforgos exiernos. Desta maneira a igualdade enire as equacdes (2.3) e (2.6) conduz &

— juoul = pH ~z)u, +q,(H -z) (2.7)
OU
joul+ p (H ~2)u, = -q,(H - z) (2.8)

Para obtermos a solugdo da eguacdo (2.8) existe a necessidade de serem
impostas 3 condi¢des de contorno:

a} Supondo engastamento da base da parede.

u (0)=0 (2.92a)
}=0 (2.9b)
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b) Supondo a auséncia de momento fletor indicado no topo da estrutura.
W {H)=0 (2.9¢)

2.2 Painal Pértico

Damos ¢ nome de Pdriico para os painéis planos com a caracteristica de serem
extremarnente rigidos 24 acdo de momento flelor e deformave! pela acgdo de forgas
cortantes,

Para esse tipo de estrulura iremos considerar um carregamento constituido de
uma agao horizontal g: uniformemente distribuida ao longo da altura H do painel pdriico e
de uma carga oz uniformemente distribuida e aplicada ao longo dos eixos verticais dos
pilares §” do painel poriico e reparlida enire eles de acordo com os coeficientes de
distribuicdo o,

Serdo considerados positivos os esforgos e 08 deslocamentos coincidentes com
aqueles definidos anteriormente na Fig. 2.1.b para ¢ Painel Parede.

As expressdes que se seguem, referente aos poérticos, possuiréo o indice inferior

“f’, que se origina do ingiés “frame”.

4. g Bt e z
L -, q?'
[ s v B
‘ i — :
1 % Lo 4
|t \ I i e e
— 1 - —
S— v % ; S—
I 4
g |
H W
— ] T |
. 3§ S T
e 1 $ |
I— — %
z u i{ — A
§ S . B — | A
o % FEETE FEVTTE = :
[s IR .
) M !

Figura 2.2 — Painel Périco
A equagdo da linha eléastica da Fig 2.2.b expressa-se conforme Stamato [34] por:

14 s

pone T Sl {2.10)

onde:
Vi forca cortante interna no painel périico

Eng Newton Damasic dos Santos 14
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s coeficiente de rigidez do painel portico & forga cortanie
ue deslocamento horizontal do painel poriico na direcio do seu plano

Para os painéis porlicos agui analisados teremos vigas e pilares de secbes
constantes, considerando assim, rigidez constante ao ongo da aliura, Desprezaremos as
variacbes locais que ocorrem na base devidas ao engastamento e no fopo pela auséneia
dos tramos superiores dos pllares, que conduzem a perturbacbes da soluclo e erros nos
resultados oblidos nas proximidades desses pontos. PROENCA [23], em sua dissertacio
de mestrade, levou em conia a influéneia da posicdo do ponto de inflex8o dos pilares na
regidc da base, indicando que esses pontos devem ser considerados & 0,4h da base, no
térreo e 0,4h entre a primeira e segundas lajes. A solucio indicada por PROENCA [23] fo
deixada para futuras implementactes.

No calculo de s uliliza-se entdo a expresséo (2.11), cuja deducdo enconira-se na
secéo B.1 do Apéndice B.

=—=% K 2t — 2.11
Sf h -~ n EKbJ ( }

onde:

E: moddulo de elasticidade longitudinal

h: pe direito do andar

K: relacdo J/¢ da viga ou pilar considerado, onde £ € o comprimentio do elemento.
Kon: relacéo J/¢ do pilar acima do né considerado

K,: relacdo J/¢ de uma viga que concorre no né considerado

Ko: relacaoe J/{ de uma barra (viga ou pilar) gue concorre no nd considerado

na: numero de nés do andar

v numero de vigas que concorrem no nd

bn: nimero de barras (vigas+pilares) gue concorrem no né

A forca cortante externa em uma secdo distante z da base do painel pdriico

(devida as cargas g e ), conforme indicado na Fig 2.2.¢, € dada por:

Vi =0, p (H =2, +q,(H ~z) (2.12)

Foext
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onge:

o =20y quinho de carga gravitacional absorvida pelo painel pértico
ng: acéo externa vertical uniformermente distribuida que atua no edificio
g acdo externa horizontal uniformemente distribuida

z: altura da secBo onde se esla efetuando o calculo do esforgo

H: aitura total do edificio

Na condiggo de squilibrio do painel pértico a forca cortante & exigido que os
esforcos internos igualem-se aos esforcos externos. Em vista disso e das equacbes (2.10)
e {2.12) podemos escrever a equacéo diferencial (2.13}, que rege ¢ equilibric do painal

poériico, onde o significado de cada grandeza envolvida j& foi explicado anteriormente:

[s, 0, p(H -2, =q,{H-z) (2.13)

2.3 Painel Geral

Podemos considerar que o Painel Geral é uma asscciacéo de Parede e Pértico,
sendo assim, um conjunto que apresenie uma deformabilidade tanto por momento flstor
como por forga cortante.

Este conjunto apresenta um comportamento que contribui favoravelmente para a
rigidez lateral, reduzindo assim, a disparidade entre os esforgos e deslocamenics da base
ao topo.

Os paingis podem se associar de irés maneiras diferentes, que sao:

- Associacéo de Parede e Pdrtico por barras biarticuladas.
- Associacac de Parede e Pdrtico por lintéis.

- Associagéo de Paredes por lintéis,

Para cada lipo de associagdo devemos considerar um  carregamenio
uniformemente distribuido na vertical e outro horizontal, na lateral da estrutura.

Vejamos agora com mais detalhes a formuiagéo diferencial de cada associacio e
consequentemente as expressdes destas associages:

Eng Mewton Damasio dos Santos S
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2.3.1 Associacao de parede g pdriico por barras bi-articuladas.

Conforme indicado na Fig 2.3, o painel geral ¢ formado pela associaco de Parede
g Périico unidos por barras bi-articuladas. Pela técnica do meio sldstico continus supomos
gue essas barras bi-articuladas estejam uniformemente distribuidas ao longo da altura H
do painel.

g P %3P w3

| inha sisstics
d2 conjunto

iy 1L EEC A NS SN A

3
o R [ gy J Tovmaewry - g sy
T | N

™.,
~.
N
N
“,
-
-
-,

o ’
(@ 3

Figura 2.3 — Associacdo de Painéis por barras bi-articuladas

O carregamento externo € constituido de uma carga lateral horizontal g,
uniformemente disiribuida ac longo da altura H do painel e de uma carga verlical ap,
uniformemente distribuida ao longo dos eixos verticais pelos centros de gravidade dos
pilares do pértico e da parede.

A rigidez infinita das barras de ligac&o (barras bi-arliculadas) garante a igualdade
dos deslocamentos entre a parede e o périico, ou seja, U = Uy Assim, podemos
considerar uma unica elastica para descrever o comportamento do conjunio.

A forca cortante interna na estrutura ¢ obtida pela soma das forcas cortantes

internas Vy i Na parede e Vi no portico, ou seia:

V.=V 4V (2.14)

it w.int Fint

Usando (2.3) e (2.10) em (2.14) temos:

Vig == j i+ 5,1 (2.15)
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onde:

Vi forca cortante interna na associacdo parede/portico ligados por barras bi-articuladas
u; deslocamento horizonal numa cota z

iw: produto de rigidez de flexfo da parede

s coeficiente de rigidez a forga cortante do pértico

Em uma cota z, ao longo da altura do painel, a forga cortante externa total devida
ao carregamento, considerando-se a estruiura em sua posicdo deformada, serd obtida
pela soma das forgas corianies na parede e no périico, provenientes dos quinhbes de

cargas exiernas absorvidas por estes elementos, ou seja:

Ve Voo + Vo (2.18)

onde:

Vex forga cortante externa na associacio parede/portico ¢ barras bl-articuladas
Vuex forca cortante externa na parede

Viex: forga corfante externa no porlico

A forca cortante externa na parede, calculada numa secao de cola zvale:

v

o =Ly p(H - z)u;, +V,. (2.17a)
onde:

oy quinh&o da carga veriical absorvido pela parede

p: valor da carga vertical uniformemente distribuida na estrutura

Vw.q: forga cortante exierna produzida na parede pela carga lateral g

Vw.ex: forca cortante externa na parede

A forga coriante exierna no périico, calculada numa secéo de cota z, vale:
Ve =0 p(H—2)u; +V,, (2.17b)
onde:

o: guinhio da carga vertical absorvido pelo portico

p: valor da carga vertical uniformemente distribulda na estrutura

Eng Newion Damasio dos Santos i8
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Vi forga cortante exierna produzida no portico pela carga lateral g

Vi e forca cortante externa no portico

Substituindo-se as equagtes (2.17a) e (2.17b) na squacio (2.18) e utilizando a

igualdade de deslocamentos numa measma cola z de parede e pdortico, resulia:

V., =0 plH ~u'+qg(H ~ 1) {2.18)
onde:
Vex: forga cortante externa na associagac parede/poriico com barras bi-articuladas

=0y £047 qUinh&o de carga vertical absorvido pela associacio em estudo

0 e g: cargas uniformemente distribuidas vertical e horizontal no edificio

Como a forga corlante proveniente das cargas exiernas, caiculada pela equacgéo
(2.18) &, em qualquer cota z, equilibrada pelas forgas cortantes internas, calculadas
conforme {2.15), & valida a seguinte equacio;

ju=s, —a p(H =l = —q(H - z) (2.19)
onde:
jw. produio de rigidez a flexao da parede
sy. coeficiente de rigidez 2 forga coriante do pértico
| 0=y 40 guinhao de carga vertical absorvido pela associacéo em esiudo
u: deslocamento horizontal numa cota z

p € g: cargas uniformemente distribuidas vertical e horizontal no edificio

Obtemos os deslocamentos resolvendo a equacgio diferencial (2.19) e utilizando
as seguintes condigbes de contorno:

a} Referentes ao engastamento da base.

#{0)=0 (2.20a)

W (0)=0 (2.20b)
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b} Auséncia de momenio fletor no fopo.

W(H)=0 (2.21)

Observamos que o painel obtido deforma-se tanto pela forga cortante quanio pelo

momento fletor; podemos, assim, escraver a equacio do painel geral, que € dada por:

ju s, ~o p(H ~ )l = ~g(H ~z) {(2.22)
onde:
ig = Jw: € 0 produto de rigidez a fiex&o do painel geral (associagao parede/ portico ¢/ barras
bi-articuladas)
s, = 8¢ € o coeficiente de rigidez 3 forga cortante do painel geral.

2.3.2 Associacio de parede e périico através de lintéis

Admitiremos que os lintéis sAo rigidos axiaimente garantindo a igualdade dos
deslocamentos horizontais da parede e do pértico (uy=uy), designados simplesmente u.

A reacédo do pdritico sobre a parede, através dos lintéis, consiste de um momenio
distribuido m;, aplicado ao longo do eixo vertical da parede e uma forga distribuida vertical
aplicada também sobre este eixo. O efeilo desta forca serd desprezado devido a

suposicdo de indeformabilidade axial da parede.

q e[ oy P 2Pt o
7 \ (- + /""*‘\x e
—_— | 1 E N ViV
e ;
— | l n v
u !
| dZ
S ; H
R, | : +
| H E)
S i lg i s—————
M Ei l! \___,/’Mw
5\2 | B 1
———
s X A 7 Frerrrias e rrrri
{=) {b)

Figura 2.4 — Associacio de Parsdes e Pdriicos por Linteis
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VHITRET

Na Fig. 2.4a vemos esla associacio Pdrtico e Parede & o carregamento, e na Fig.
2.4b é mostrado um slemento de parede de aliura dz.

A forca cortante interna na parede € dada por:
Vi == 1" +m, (2.23)

Definimos ¢g € ¢ como sendo o5 angulos de giro das segdes da parede
provocados pelos esforcos momento fletor e forca cortante, respectivamente, Conforme é

demonstrado no Apéndice B & possivel descrever o momento m, comoe sendo:

m = K0, + K9, (2.24)
onde:

¥y: coeficiente de rigidez ao giro devido a flexdo, calculado conforme (B23)

Ko: coeficientie de rigidsz ao giro devido aoc cisalhamento, calculado conforme (B30}

Se chamarmos de ¢, que é igual a ¢, o angulo total de giro, temos:
b=0,+0 (2.25)
E se adotarmos a expressdo aproximada,

3V,
0, =—"% (2.28)

AFE
obtemos:

3V,

w.int

m, =Ku'+(K,—K,) (2.27)

onde:

A: érea da secdo transversal da parede

E: médulo de elasticidade longitudinal

Vi forgca cortante interna na parede

K: coeliciente de rigidez ao giro devido & flex@o, calculado conforme (B23)

K,: coeficiente de rigidez ao giro devido ao cisalhamento, calculado conforme (B30)
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Substituindo a equacido (2.27) na eguacio {2.28), obtemos para forga cortante

interna na parede a expressao:

Vwiﬁi = mg&é{w‘&&a; {228}
H Y
onde:
3,
v om - K —-K, 2.29
r=1-——(K,~ k) (2:29)

A forga cortante no portico obedece & convencao positiva para os esforgos da

Figura 2.4b, e vaie:

Vi, =80 {2.30)

onde:
s coeficiente de rigidez do portico a forga cortante, calculado conforme (2.11)

A soma da equacio (2.28) e (2.30) conduz a equagdo da forga cortante interna
total, expressa por:

Vi = Jou” +5,1' (2.31)

1D

onde:
j, =2 (2.32) e s, =2, (2.33)
Y Y

A forca cortante externa tofal, numa sec¢éo de cota z pode ser expressa conforme

{2.18}, j& mostrada anteriormente:
V.= plH-z)u+qg(H -z} (2.34}
lgualandc a forgca coriante .externa com a forga cortante interna para que

tenhamos equilibrio, chegamos na equac8o diferencial de terceira ordem na variavel u,
dada em {2.35)}, onde o significado de cada termo ja foi explicado acima:
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ju” s, =0 p(H - )i =-g{H ~z) (2.35)

Esta expressfc é equivalenie & expressic encontrada quande utilizamos a
associacfo de périicos e paredes por barras bi-articuladas.

As condigbes de coniorno para resolvermos a equacéo diferencial (2.38), referente
& associac8o de parede e portico ligados por lintéis s3o as mesmas dadas em (2.20a),
(2.20b) e (2.21}.

2.3.3 Assosiacéo plana de paredes por lintgis

A associagé@o destes elementos € utilizada para resistir & cargas verlicais.
Admitimos gue o conjunic funciona como uma Unica parede de rigidez igual & soma das
rigidezes de cada parede. A Fig. 2.5 mostra a associagéo plana de duas paredes com
lintéis iguais e espacadas enire si de uma disténcia /. Consideramos posilivos 0s

sentidos dos esforgos e desiocamentos indicados nesta figura.
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Figura 2.5 — Associagao de Paredes por Lintgis

Admitimos neste estudo que os linidis sdo perfeitamente engastados nas paredes
e supomos que o0s ponios médios dos lintéis s8o pontos de momento nulo. Admitimos
também que o0s linigls sdo indeforméveis axiaimente. Pela iécnica do continuo
consideramos gque 0s lintdis s8o espacados uniformemente na aliura H. Assim, se
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seccionarmos 08 lintéls nos seus ponios medios, devemos considerar a froca de forgas
cortantes v distribuidas uniformemente espacadas aoc longo da altura H.

Denominamos respectivamente de Edys, Edwe © EJi 05 produios de rigidez da
parede 1, da parede 2 e dos lintéis. Da equacdo de equilibrio de momentos fletores de um
glemento generico, de allura dz, conforme mostrado na Fig. 2.5b, podemos enconirar a
forga conante interna na parede 1:

_aM

Vi = +V, ¢ (2.36)
: dz

onde:

Vi forga cortante interna na parede 1

M.+ momenio fletor interno na parede 1

vy: forga cortante uniformemente distribuida no meio do lintel

¢y disténcia do centro da parede 1 até o meio do lintel

Utilizando a equacac (2.3), podemos escraver:

Vit = St + V0 (2.37)

onde:
iwi: produto de rigidez EJ,,1 da parede 1

Da mesma maneira, do equilibrioc de momentos fletores no elemento genérico de
altura dz da parede 2, conforme indicado na Fig. 2.5¢, juntamenie com a equacéo (2.3),
podemos escrever:

Vi = —Juatt” +V,0, (2.38)
onde:

iwe: produto de rigidez Ed,, da parede 2

co: disténcia do centro da parede 2 até o meio do lintel

Obtemos a forga cortante interna da associagao plana de duas paredes somando-
se as forgas corlantes internas de cada elemento isolado. Desta forma, de acordo com a
equacao (2.37) e (2.38) temos:

Vo = I8 +V (e ) (2.39)
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onde
ig pode ser considerade o produto de rigidez equivalente da associag&o plana de duas

paredes, dado por:
jg = .}-wl + ..»?.w?, {2‘4Q}

Para se determinar a forga cortante v no lintel, imaginemos um lintel seccionado

no ponto de momento nulo {centro do vao}, de acordo com o indicado na Fig. 2.6

oH

v

Figura 2.6 — Deslocamentos dos centros dos vao dos Lintéis

Podemos dizer que o lintel seccionado deforma-se diferentemente, conforme

pertenca de uma ou da oulra parede, devido:

a) A deformacéio § de meio lintel, por flex&o e forga cortante (Fig. 2.6a);

b) As deformagdes 8 e 5, das paredes 1 e 2 por flex&io (Fig. 2.6b) e

c) A deformacdo da parede por forca normal. Desprezamos essa uUltima
deformacéo, conforme hipdtese anterior, de gue as paredes sejam
indeforméaveis axialmente. Se o edificic for bastante alto essa influéncia nao
serd pequena. Pretendemos levar em conta a deformacao axial das parecedes

em fuluras pesquisas.
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A equacio de compatibilidade para {ais deslocamentos seré;

-8, +6 =8, -9 (2.47)
onde:
e, /Y 2,
vl 'y | vt
8 = e 4 : (2.42)
3j, GA,
ondsa:
iv: produto de rigidez a flexg@o do lintel
3: modulo de elasticidade transversal do material do lintel
Ac area da sec8o transversal do lintel
4, : comprimento do lintel
v forca cortante no lintel, distribuida ao longo da altura
&, =’ (2.43.2)
8, =c,u (2.43.b)
Substituindo (2.42), (2.43a) e (2.43b) na equacao (2.41) temos:
3 : £ )
—cu + V"“h%i +V5h€‘“ :czu"w(yf“h“i *%VLML i (2.44)
247, 2GA, 24j, GA,

Explicitando v, em (2.44) chegamos a expressao (2.45), que da o vaior da forga

cortante nos lintéis, suposta uniformemente distribuida pela altura H:

= £ ! 2.45
YL (c}-}-cz}u ( )
onde:
2
PR Y (2.46)
g 3
h( 6o h
|12/, GA
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Se subsiituirmos a equacho (2.45) na equacdo (2.39) oblemos a expressio para a
forga cortante interna no painel formado pela associacdo de duas paredes:
Vi == 1t +5,4 (2.47)
onde:
Je =Jat ], produto de rigidez a flexao equivalente da associag8o de 2 paredes ligadas
por lintéls

sy cosficiente de rigidez & cortanie da associaciac@o de 2 paredes ligadas por lintéis

A forga cortanie exierna total, devido ao carregamento, sera obtida pela soma das
forgas cortante em cada parede, provenientes dos quinhdes de carga externa absorvida

por estes elementos, de acordo com a equacéo (2.6} valem:

4

wiext

=, p(H-)u+V,, (2.48.3}

14

w2.ext mﬁth p{H mz> H§+Vw2,q {2482}}
A soma dos esforgos cortanies Viiex, Ywzex nNas duas paredes, conforme

equagcbes (2.48a) e (2.48b), conduz a:

V. =0, p(H — 2u'+q(H ~ 2} (2.49)
onde:
Oy = Ol +0wz: QUINh80 de carga absorvido pela associacac
q: carregamento laieral
p: carregamento vertical

Em qualquer cota z, a forga cortante exierna & equilibrada pela forga corlanie
interna. Portanto, igualando-se (2.47) e {2.49), oblemos a equacao diferencial referente a

ao painel geral formado pela associagao de duas paredes ligadas por lintéis:
jou”=ls, e, p(H - )l = —g(H - 2) (2.50)

Nota-se novamenie a equivaléneia entre a equagdo (2.50) e a equacéo (2.22)
obtida para a associacdo de um portico com uma parede, ligada por barras bi-articuladas.

isto indica gue o painel analisado se comporia como um paine! geral gue apesar das
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paredes deformarem-se apenas a acdo do momento fletor, a estrutura resultante da
associacao destes elementos verticals ligados por liniéis torna-se um conjunto semelhante
a um portico e, sendo assim, sujeito a deformagdo também pela forga cortante.

As condigGes de contorno utilizadas para esse tipo de associagdo s80 as mesmas
expressas nas associaches anteriores.

E possivel generalizar a equacdc (2.50) para ¢ ndmero de n paredes, para m
lintéis. A Fig. 2.7 ilusira uma associacido de n paredes ligadas por lintéis.

f o ot - .
IR " TR Y - T "
Vs i H Yo h 5¥ W i H

Figura 2.7 — N Paredes unidas por Lintéis

Nesse caso 0s parametros de rigidez para o painel geral s8o fornecidos pelo
seguinte conjunto de equacgdes:

Jo= 2 im (2.51.a)
o=y o, (2.51.b)
e
m e, P
s, méz (Cji—i ) . (2.51.0)
=1 gi.z ; gi;i
+
12j,, GA,
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Capitulo 3

TECNICA DO MEIO CONTINUO

3. NUCLEOS

3.1 Ndcleo de secao aberia sem coniraveniamenio

Denominamos nucleo de segéo aberta a combinagdo de paredes planas ligadas
enire si, formande uma se¢lo transversal continua e aberta de uma espessura muito

menor que as outras dimensdes.

L

i ? -
R O :‘r‘l,/,'@J,-,’,J,‘J';:.’/)_.-,-_',-;

@ {6}
Figura 3.1 Nuacleo de seglo aberta sem contraventamento

Temos na Fig. 3.1 uma estrutura de secdo aberta de altura H, referenciada pelos

seguintes sistemas de eixo:
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a) Sistema Local — Com a origem em O na base da estrutura, coincidente com ©
centro de gravidade CG da secdo transversal. Os eixos Ox e Oy sdo sixos
principais de inércia, e o eixo Oz & vertical, apontando para cima.

b} Sistema Global — Com a origem O na base da estrutura, coincidente com 0 centro
de torggo CT da secdo transversal. Os eixos OX e OY est@o nas diregbes dos eixes
principais de inércia da sa¢do e o eixo OZ & vertical, com sentido positive da base
para o fopo.

Podemos considerar o carregamento constituide de:

a) acgbes gravitacionais p, uniformemente distribuidas ao longo do eixo Oz,
conforme indicado na Fig. 3.1a;

b} AcgOes horizonials uniformemente distribuidas, com componentes de
valores g, € g, nas direcbes dos eixos principals de inércia, aplicadas
segundo 08 eixos giobais OX e QY.

¢} Momento de torcdo m, uniformemente distribuido ao longo do eixo OZ ¢
positivo se de sentido horario para um observador olhando na direcdo
positiva do eixo.

Segundo hipdteses da teoria das barras de seco delgada, a secio transversal do
nucleo ndo se deforma em seu plano. Assim podemos garantir o comportamenic das lajes
como diafragmas. Devido a estas hipéteses, podemos dizer que o movimentc de qualquer
ponio da secdo transversal, numa dada ordenada z, fica caracterizado pelas seguintes
funcdes de z:

a} u -~ deslocamento do ceniro de torcdo na direcéo giobal do eixo OX;
b) v — deslocamento do centro de torgédo na diregdo global OY;

¢} 6 — girc da secdo, tendo como polo de roiacao o centro de forgao CT.

Os nucleos, devido & geometria da secio transversal, apresentam rigidez & flexéo
nas duas direcBes principais, além da rigidez a torcéo. Consideramos que esies elemenios
comportam-se a flexo simples como uma barra, ou melhor, como uma parede Unica.

Eng Newton Damasie dos Sanios 30



s,
o

Disseriacio de Mestrado ~ Faculdade de Engenharia Civil — Depantamento de EsrUluras e

As equactes que expressam as forgas corlanies intemnas, de acordo com a

equacio (2.3), s&o as seguintes:

Ve = —EJ u” (3.1.2)
onds:

V.m: forca cortante na direco do eixo principal de inéreia O

£, produto de rigidez a flex&o em tormo do eixo principal de inércia O,

Vow =—EJ v (310
onde:

Vi forca cortante na direggo do eixo principal de inercia 0,

EJe produto de rigidez & flexBo em torno do eixo principal de inércia O

De acordo com a teoria de Flexo — Torgdo (veja Apéndice A}, uma barra de segéo
delgada aberta, submetida & torcfo, tem seu comporiamento expresso aitraves da

seguinte equagao:

M{mM€+Mﬁ (3.2
onde:
M. Momento torgor fotal na secdo
M,: Momento de torco livre (Saini-Venant)

Mq: Momenio de flexo-torgéo

A parcela do momento torgor total, referente & torgao livie de Saint-Venant na

secdo transversal de cola z do nicleo, vale:

M,=GJ§' (3.3)
onde:
M,: Momenio de tor¢éo livre (Saint-Venant)
G: médulo de elasticidade transversal
Ji: constante de torgéo

8: rotacio da secéo, fungio da ordenada z
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A parcela do momento total denominada momenic de flexc-torgdo, pode ser
calculado conforme (3.4}

M, =-EJB" (3.4}
onde:
Mg Momento de flexo-torcgo
E: modulo de elasticidade longitudinal
Jw: momento de inércia de flexo - torgéo

8: rotacéo de torgdo da secio, funcio da ordenada z

Substituindo (3.3) e (3.4) em (3.2), resulta:

M, =-EJ] 8"+GJ 8 (3.5)

O momenic torgor € convencionado positive quando no sentido horario para um

observador olhando do fopo para a base, conforme indicada na Fig. 3.2:

Yo

Figura 3.2 —-Convencao de Mt e 0 positives

As equacdes (3.1a), (3.1b) e (3.5) correspondem, respectivamente, as forgas
cortantes internas nas diregbes OX e OY e ao momenio torgor interno fotal My, numa
secdo de ordenada z. Com a finalidade de homogeneizar a notagio adotada para 0s
esforgos o momento torcor tolal passa a ser denofado Vg Esses 3 esforcos internos,

para uma se¢ao de ordenada z, podem ser agrupados matricialmente, como segue:

W t=-lT o +lk, '} (3.6)
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onde:
(V’x,mil
{th }: g ‘V}'.in! f (3?}
ig\vémz_%
[EJ, 6 0
’ |
Ul=p 0 EI, 0| (3.8)
o 0 E,)
i’@ ¢ 0
[xf]m;@ 0 0| (3.9)
10 0 GJ,|
u” |
éi"’”}zﬂ (3.10)
u*l
{U”}WW’J (3.11)
6!

Em uma secac de cola z da estrutura, as forgas cortantes externas nas direcBes
OX e QY e o momenite de torcdo que se deve as cargas laterais g, levadas do CG para o
CT, s&o dados por:

Vx,q = Qx(H - Z) (3?28)
Via =8,(H ~2) (3.12.b)
V,, =-m(H-2z) (3.12.¢)

Devido a agao do carregamento, um elemento de area dA da secao transversal da
parede se deslocard, passando de uma posicdo A para uma posigao A’, conforme
ilustrado na Fig. 3.8. As translacOes desse elemento dA, em relacdo aos eixos giobais,
valem respeciivamente ua e v, . Podemos relacionar estes deslocamenios ua € va com os
deslocamentos u e v do centro de torgio nas diregdes OX & OY e com o giro 8 da segéo
em tornc do seu ceniro de torgAo. Esta relacBo pode ser expressa pslas seguintes

aquacdes:
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u, =u—{y,—yp (3.13.8)
v, =v+{x, ~x8 {3.13.b)

A

Figura 3.3 - Deslocamentos do centro de torgdo & do elemento de drea dA

Em uma cola genérica z do nudcieo, a forga normal gue atua na secio ransversal,

provenients de uma carga vertical e uniformemente distribuida p, é dada por:
F, = p(H -2) (3.14)

A sec8o transversal ficard submetida a tensdes normais ¢ € um elementoe de area

dA desta sec8o, tera uma forga normal elementar dFy, expressa por:

dF, = odA (3.15)

Pela equacdo (2.6), do capitulo anterior, observamos que a forga cortante externa
horizontal numa parede, proveniente de uma carga vertical, & obtida pelo produto da forca
axial gue solicita a se¢8o, pela derivada primeira do deslocamento na direcéo
considerada. Concluimos entdo, que um elemento de area dA do nicleo, gue se desioca
us na direcdo de OX e vp na diregdo de OY, as forcas cortantes elementares devido &
acao da carga vertical podem ser escritas como:

v, , = dFu, (3.16.2)

av,, =dF,v, (3.16.b)
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Substituindo-se (3.15) em (3.186), temos:

dv,, = -dAu, {(3.17.a)

v, =c -dAv) (3.17.b)

Vamos denotar dV,, o diferencial de momenic de lorgdo do carregamenio
externo, num elemento de area dA, em relacBo ao centro de torcdo CT. Obedecendo aos
sentidos positivos dos deslocamentos e dos carregamentos indicados pela Fig. 3.4, esse
diferencial de momenio de torgdo exierno vale:

CgVZ,p =0 ‘dAH'A {}’D - y>+6 ’dAvTA {Xz) - x) {3@8}

w

e A

2 I
= / !
= §U =0T |

Ik e

! iy 8
o

e
y |
R

=03 ®

Figura 3.4 — Deslocamentos do Ceniro de Torgéo e do elemento de area dA.

Se substituirmos a derivada primeira em relagdo a z, dos deslocamenios do
elemento de area A, calculados com (3.13a) ¢ (3.13b) nas equacdes (3.17) e (3.18) e
integrarmos as equacgtes resultantes na area A da secfo transversal, resulta:

V,, = [oli~(y, -0 k4 (3.19)
V,,=|oli—(x, —x0 A (3.20)
V., = fc{— [z%’—(}?g -yE ’E(yﬁ - y}—% {v’—{xﬂ, -x8 ’}(xa wx)jh:iA (3.21)

A

Como os sixos Ox e Ox sdo eixos principais de inéreia, valem as equagdes:

[
L
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f X dA = Jy f yzdzﬁi = Jx
& A
(3.22}
fydﬁ =0 fxa;iA =0
A A

A tensBo normal o € constante na drea A da seca0 transversal e de acordo com as

equacdes (3.14) e (3.15), valem:

o= Miﬁ (3.23)

Efetuando-se as operacbes de integragio indicadas nas equacdes (3.19) a (3.21)
e tendo em vista as equacbes (3.22) & (3.23), oblemos:

V., = p(H~2)(u~y,8" (3.24.2)
Ve, = pH —2)(v'-x,8") (3.24.b)
V., =p(H =2)(—u'y, +V'x, +i78") (3.24c)

onde:
Xp € yp: coordenadas do CT em relacdo ao CG

ip: denominado raio de giragao polar é definido como:

_2 z 2 Jz_é_‘fv
EDZJCDTyD"?- " -

(3.25)

As equagbes (3.12) e (3.24) correspondem as forgas corianies exiernas e
momento de torcdo, provenientes da agdo da carga lateral e da carga vertical
respectivamente.

A soma desses esforcos, nas direcGes X, Y e Z, conduz respectivamente as

eqguacdes das forgas corfanies externas e momento torgor externo totais:

V., =pH-D)u-y8+q.(H-2) (3.26.2)

V,,=pH =258 +q,(H~2) (3.26.b)
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Ve, = PH =0y, +Vx, +if8" ) ~m(h—2) (3.26.¢)

Exprimindo estas equagbes em forma matricial, temos:

Vt= o - 2L U+ H -2, } (3.27)
onde:
{Vx,eﬂ !
Ved= Vet (3.28)
‘{Vz,ex:j
1 g - yD-]
Ll=f 0 1 &, (3.29)
“Yp *p 5523 J
o
{Vq j= 1 4, f (3.30)
—Fit

U= {y’ (3.31)
e

Para que o equilibrio da estrutura seja mantido os esforcos internos devem ser
igualados acs esforgos externos, ou seja:

Vo t={V.ut (3.32)
Se substituirmos (3.6) e (3.27) na equacio (3.32), obtemos:
~ut+ & fu't= pH - ol Jut (7 -0, | (3.33)

O sistema de equacgbes diferenciais, representado em (3.33), expressa o
comportamento de uma parede de secdo aberia, sem contraventamenio, submetida a um
carregamento composto de cargas laterais, momenio de lorgc8o e carga verlical. tsia

equagcdo apos um rearranjo pode ser escrita na seguinte forma:

TXu+ (o - DIL 115, Mo b =~E - 2V, } (3.34)

L]
]
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A solugdo do sistema de equagdes diferencials (3.34), fornece os deslocamentos
u, v & 8 do centro de torcBo CT do nucieo, em relagdo ao sistema global OXYZ. As

condigbes de contorno necessarias para a solugao destas equacgdes diferenciais, sBo:

a) Supondo engastamento na base do nicles:

wl=o] (3.35.a)
ol=lo] (3.35.b)

by Suponde que no iopo do edificic ndo se tem momento de flexdo & nem

bimomentos aplicados:

) =1o] (3.36)

3.2 Nucieo de sec@o aberia contraventado por lintéis

Na Fig. 3.5 mostramos um ndcleo de secBo aberia contraventado por lintéis,
introduzidos aos niveis dos andares. Os sistemas de eixos de referéncias, indicados na
figura so os mesmos considerados na seclo 3.1, ou seja, eixos locais Oxyz e eixos
giobais OXYZ.

S i ———

Figura 3.5 — Nucleo de se¢do aberta contraventado por Lintéis

O carregamentio atuanie na estrutura, também serd igual ao utilizado na secao
3.1. Admitiremos gue os lintéis sejarn engastados nas faces exiernas das paredes onde

estéo ligados e que em seus ponios médios o momentio fletor seja nulo.
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Admitiremos também que o edificic tenha sec8o constante. Assim, os centros de
gravidade de todas as segbes transversais esi@c numa linha veriical, ¢ mesmo
acontecendo com o8 ceniros de torc&o das segdes transversais.

Conforme a técnica do meio eldstico continuo, os lintéis e os esforcos gue eles
transmitermn s&o suposios continuamente distribuidos ao longo da altura H.

Seccionando um lintel no seu ponio médio, onde o momento flefor 2 nulo, &
necessario a introdugéo de um par de forgas cortantes v, na direcdo z, para garaniir o
equilibric da sec8o. Pela hipdlese de indeformabilidade axial das paredes estas forgas v,
produzem o empenamenic dos pontos onde ¢ lintel encontra a parede,

Por hipdtese os esforgos cortantes dos lintéis ndo contribuem para o momento
fletor no nucleo, as equagdes que exprimem as forgas cortantes internas deduzidas na

secho anterior permanecem validas:

Ve =87 },n” {3.37.a)
Vi = =EJ V" {3.37.b}

A equagio de momento forgor para o nucleo contraventado por lintéis € diferents,
pelo aparecimento do momenio de flexo—torgdo dos linieis, denominado Mg Desta
maneira basta acrescentar na equagdo (3.5) o efeito provocado pele lintel. Oblemos

assim:

M, =-EJ8"+GIS+M (3.38)

Para a determinacéc do momento de flexo — torgédo consideremos um elemento
longitudinal dz do nuacleo seccionado nos pontos médios dos vao dos lintéis, conforme se

indica na Fig. 3.6.

Al K
3 . s
: | !
z TR
s i
3 ' &
4z 2 |
: : s
! : 4
i ‘ : !
Pl s :
- T @ & a8
! i i i
Ll B EEE Ll N e

Figura 3.8 — Forgas Cortantes nos Lintéis nos pontos de seccionamento.
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Seja V| a forga cortante concentrada que aparecem nos ponios 1 ¢ 2' de um lintel.
Distribuindo essa forga cortante pela altura f de um andar, encontramos a forga corlanie
distribuida v ao longo da altura de um andar. Os sentidos positives indicados estéo

mostrados na Fig. 3.8, Essa forga corlante distribuida vale:
T ok (3.39)

Estas forcas distribuidas v atuam na direco do eixe OZ das paredes e de acordo
com a ieoria de flexo~torg@o, produzem um acréscimo de bimomento dB no elemento

longitudinal dz. Esse acreéscimo de bimomento € dado por:
dB = vdzm, —vdzn, (3.40)

Pela teoria de flexo-torcdo sabemos que ¢ momento de flexo-torgio ¢ igual &
derivada do bimomento em relacdo a z, com sinal frocado, isto é:

=98

M o
AL dz

(3.41)

Substituindo-se a equacdo (3.40) na equacio (3.41), e tendo em vista a eguacao
(3.39), resuita:

14
My, = ”“'}f’(mz' ~0y ) (3.42)

Devido ao carregamento aplicado, a parede ficara submetida a flex8o nas duas
direcbes principais, alem da torgao.

Observa-se, porém, que a flexdo da parede nas diregdes OX e OY nao produzem
deslocamentos verticals relativos no ponto de seccionamento dos lintéis. Isto se deve ao
fato gue nas flexbes simples as segdes permanecem planas depois de fletidas e as agdes
dos momentos fletores produzem desiocamentos verticais nos pontos 1’ e 2’ na mesma
direcdo e sentido. Portanio, o deslocameanto vertical relativo do lintel & referente apenas da
acao de tor¢do no niicieo e da proépria flex&o dos liniéis.

Como na estrutura real os pontos 1° e 2’ sdo coincidentes, sera valida a seguinie

equacio de compatibilizaglo desles deslocamenios verticals.
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+38, {3.43)

W, +8, = w

PR

Os deslocamentos wy & wy s8¢0 denominados empenamenios e calculados

através das expressdes:

w,o = {3.44.a)
Wy = 0,8 (3.44.b)
onde:
Wy 8 Wyl empenamentos dos ponios 17 e 27 {na direcdo do eixo OF)
8 =8(z): rotac@o da sec¢lo em torno do centro de forgdo

®1 € e areas setoriais calculadas nos ponics 1 e 2

Na Fig. 3.7 procuramos mostrar 08 empenamentos provocados por um momento

torgor positivo.

Figura 3.7 — Deslocamento de um Linte! seccionado

Se considerarmos positivos os deslocamentos no sentido posilivo do eixo OZ, de
acordo com a Resisténcia dos Materiais, os deslocamentos &y e &», devidos a flexdo do

lintel, valem:

; 3
A ws»»-i‘o-} (3.45.3)
2| 12E7, GA, |

5 ——.__35:, EB + ¢ 1
*T2012E], GA, |

(3.45.b)
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onde:

&+ & 8y deslocamentos devidos a flex@o das metades do lintel
v: forca cortante distribuida devidas a um lintsl

¢, comprimento do lintel

Ju: momento de inércia de flex&o da secio transversal do lintel
Ay area da seclo transversal do lintel

E: médulo de elasticidade longitudinal

G: madule de elasticidade transversal

Substituindo-se as equacgdes (3.44a), (3.44b), (3.45a)} e (3.45b) na equacgio (3.43)

encontramos para a forga corlante concentrada Vi do lintel, na seguinte expressao:

(01~w2)
Vv, =- i 3.46
L E: E?; "]E! g- ff ‘] { }
o i
12E7, | | GA, |

Se substituirmos a equagaoc (3.468) na equagac (3.42) obtemos, para 0 momento
de flexo-torcéo, a expressio:

¥ ‘2
y, = Ore2) (3.47)
AL 3
_E_
ixszj GA,

Sabemos que para o tipo da segdc aqui analisada a diferenca enire as 4reas

setoriais w+ @ wy € igual ac dobro da area interna do esqueleto A;, ou seja:
®, —, =24 {3.48.a)

& se definirmos K, como uma constante de rigidez a torgao do lintel como segue:

K, = f i - : (3.48.b)
A 4 —
LZEJL Gﬁj

podemos reescrever a equaclo (3.47), como:
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Mg, = K5 (3.49)

A substituicBo da equacac (3.48) na eguagdo (3.38) nos conduz 2 seguinte

expressao para o momento lorcor interno total:

M, =~EJ8"+(GJ + K B {3.50)
ongde:
My momenio torcor intemeo tolal
Ji: constante de torgéo
Jw: momento setorial de inércia
K.: constanie de rigidez & torcéc do lintel
8 =06(z): rotacao da seclo em oo do ceniro de torcdo
£: modulo de elasticidade longitunial

G mddulo de elasticidade fransversal

As eguacgbes (3.37a), (3.37b) e (3.50) expressam as componenies x e y da forga
cortante e do momenio torgor total internos na estruiura. Agrupando estas equagbes de

forma mairicial podemos escrever:

Vo b=-lfo (& 1+ [k, Yot (3.51)
cnde:

Vx,im

Vb= Vi (3.52.2)
Vﬁ,im
Ely 0 0

7= 0 Emn o0 (3.52.b)
0 0 Eiw
00 0

x.]={0 0 o (3.52.¢)
0 0 6,
00 0

&,]=10 0 0 (3.52.d)
00 K
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]
vi= évf (3.52.2)

As forgas exdernas numa secio de cota z pode ser caiculadas exatamente como

na secac anterior, pois o carregamento aplicado na estrutura € o mesmo:

Voul=pla -2 Jut+ (8 - o)y, § (3.53)
onde:
[L1] € uma matriz dada em (3.29); {V4} vetor dado em (3.30)
e
. ]
‘ij‘ee?xf g
V 1= V, e & um vetor cujo significado é dado em (3.28)
Vi

e,m,

No equilibrio da estrutura teremos os esforcos externos iguais aos esforcos
internos. Desse modo, igualando (3.51) & (3.53), encontramos o sistema de equacgbes
diferenciais para ¢ nucleo contraventado por lintéis:

Vo b+ {p(d - 2L - (&, ]+ [, JHU t= (B - 2{vg} (3.54)

As condicdes de contornc s&c as mesmas fornecidas em (3.35a), (3.35b) e (3.36).
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Capitulo 4

TECNICA DO MEIC CONTINUO

4. ASSOCIACAO TRIDIMENSIONAL DE PAREDES E PORTICOS

Na Fig. 4.1, represeniam-se em plania uma estulura de edificio allo constituida
pela associacdo tridimensional de paredes, poriicos e molas de torgade, ligadas através das
lajes. Admitimos gue as lajes apresentam rigidez infinita em seu plano & nenhuma rigidez
transversal (perpendicular acs seus planos).

Figura 4.1 - Associac8o tridimensional em planta
{figura exiraida de Mancini[13])
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A estrutura sera referida a um sistema de eixos il — ortogonais OXYZ com a
origem O na base do edificio e OZ como o eixo vertical, com sentido positivo para cima.

Em cada elemento estrutural pértico(fy e/ou parede{w} iremos definir um sistema
de referéncia local, oxyiz, sendo 0z vertical, apontando para cima e op contido ne plano
do elemento estruiural, com origem o, na base do edificio.

No planoc vertical de cada parede ou pdrlico convencionamos um vetor unitario
horizontal, de componentes a e by, segundo os eixos OX e OY, respectivamente, e por ¢,
que & o momento desie versor em relacBo ao eixo OZ, convencionado positivo no sentido
horario,

No caso de existirem nuclecs de sec@o aberta, substiluiremos esles por duas
paredes planas equivalentes e por uma mola (m) que absorvera o esforge de torgéo.

As paredes pianas equivalentes ac nicleo s8&c independentes, sendo orientadas
segundo 0s eiXos principais de inércia da secao fransversal, ambas passando pelo ceniro
de torcao da sec¢éo. Essas paredes equivalentes possuem produtos de rigidez a flexBo EJ,
g BJd, em relacBo acs eixos principais de inércia OX e OY, respectivamente.

A mola de torg8o fera produto de rigidez GJ; para torgdo de Saint-Venant e Edy
para flexo-torgao.

A Fig. 4.2 ilustra a substituicao de um nucele de secéo delgada aberta por paredes
e mola equivalentes.

GH g Bdw

P
e=> T S 7 L X

ﬂﬂ

o=05 X

Figura 4.2 — Parede de secio aberta
As cargas aplicadas 3 estrutura constituem de:

a) carga g horizontal & uniformemenie distribuida ao longo da altura H da
estrutura. A posiclo desta carga € dada pelas componentes a & b do seu velor unitério,

Eng Newion Damasio dos Santos 45



pleng,
S

Dissertacio de Mesirado — Fasuldade de Engenharia Gl — Departamento de Estniuras e

segundo os eixos OX e OY, respectivamenie e pela componenie ¢ gue € o momenio desie
versor em relaclo ao eixo OZ, positivo no sentido horario.

b) Carga oip vertical e uniformemente distribuida ao longo do eixo vertical, que
passa pelo cenire de gravidade da secfo transversal de cada parede e de cada pilar dos
porticos.

Em relacdo ao sistema global de referéncias definiremos os deslocamentos dos

diafragmas genéricos alravés das seguinies funcbes de Z:

a) u=u{Z): desl. do ponio de cota Z, contido no eixo OZ, no sentido de OX;;
b} v=v({Z): desl. do ponito de cota Z, contido no eixo OZ, no sentide de QY
c) 0=6(Z): rolacdc dos ponios de cota Z, em torno do eixo OZ, positivo se for no

sentido horario.

As forcas cortantes internas nas direcOes dos eixos globais OX e OY e o momenio
em tomo do eixo OZ (positivo no sentido horédrio) s@o obtidos de acordo com [8], airavés

das equagdes:

Vx,im = _Z jwu:aw +2 jfu;yaf (41 a)
w 7

Vim ==, J4ub, + 3, ju7h, (4.1.b)
w 7

Vo = mz Jne, +Z jougc, +ZM§ (4.1.¢)
W F m

onde
8 giro na mola de torgao.
Uy deslocamento da parede w na direg@o do seu plano
ug. deslocamento do pdrtico f na direcdo do seu plano
jw: produto de rigidez da parede w
ji. produto de rigidez equivalente do pértico f
M momento de torgdo total na mola de torco m
e
Mt =~FEj B, "+GJ9,' (4.2)
onde:
Jw: momento setorial de inércia
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Ji: constante de torgdo do niclec

Os somatdrics devemn ser fellos sobre todas as paredes, périicos e molas de
torgdo do conjunio & os versores utilizados em (4.1a), (4.1b) e {4.1¢) t&m sinal.

(s deslocamenios U, Ur & 8, de cada painel e das molas 580 expressos am
funcao dos deslocamentos u, v e § do diafragma genérico, calculados para o ponto do

diafragma cortado pelo eixo global OZ:

u,=au+b v+ch {4.3.8)

u,=au+b.v+c8 (4.3.0)
J S £ f

8, =06 (4.3.c)

Se substituirmos as equacgdes (4.2) e (4.3a), (4.3b} & (4.3c) nas equacdes (4.1a},
{(4.1b) e (4.1c) resulta:

Vi = -—Z jlau”+b v +c 87)a, + Zsf (afu’+ b,V +c® ’i}- a, (4.4.8)
w 7

Vi ==3 julau”+b,5"+c,87)b, + 3 s, la,u+b,v4c,87) b, (4.4.b)
w 7

Vi ion =—Z jlan”+b v +c 0”)c, -z»ZSf (afu'+bfv'+ c9 ’)ff +E(— 787+ 87) (4.4.C)
W f L

As equacbes (4.4a), (4.4b) e (4.4¢) podem ser escritas em forma matricial:

mt X Jaa “Iab Jac u”? 0 Y 0 Saa Sczb Vac u'
A I U J,. V100 0 |+1S, S, S,.lHvE (45
V’mz,a ]ca Jcb Jcc + 2 jw eﬁ' 0 O z j,- L,Sca S::b Scc 9 ‘
onde:
Jgi"z = zngwkw (4‘6&)
S = ;ngfhf (4.8.0)
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com g e h representando qualguer uma das coordenadas a, be ¢

U sistemna de equacbes (4.5) pode ainda ser escrito na forma:

V=7 o7+ (k. 1+ [s)U’} (4.7)
onde:

[V, }: vetor das forgas cortantes internas

{U7}: vetor dos deslocamentos do diafragma genérico

] J J -]
aa ok ac H
U=V J i { (4.8.2)
%-jm jd? jcc+z.jw§
m -
6 ¢ O
k. l=l0 0 o (4.8.b)
00 3j |
Saa Sab ’Sczc
Isl=|s, S, S, (4.8.c)
Sm b Scc

As forcas cortanies externas na direcdo dos eixos OX e OY e 0 momento de
torcdo em torno do eixo OZ, de sentidos positives conforme indicado na Fig. 4.3, seréo
calculados considerando-se a acde das cargas verlicais e das cargas laterais atuantes na

astruiura.

4.1 Forcas coriantes exiernas devidas ac carregamento vertical p:

Os esforcos cortantes externos devidos & acao da carga vertical ser@o calcuiados
considerando-se separadamente as contribuicfes das paredes e dos périicos.
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Figura 4.3 - Convencao para 08 esforgos exdernos positivos

A determinaco destes esforgos pode ser encontrada em [48].

4.1.1 Forcas cortanies externas numa parede w devidas ao carregamento p:

Na Fig. 4.4a indica-se um elemenic de parede de area dA, cuja posicdo em
relacdo aos eixos globais OX e OY € dada pelas coordenadas (Xu € Yu).

ty ¥

Figura 4.4 — Elemento de parede

Numa certa cota Z, devido aos desiocamentos u, v & a rotagdo 0 do centro de
torc8o o elemento de parede dA sofre deslocamentos ua, va € 8a em relacdo ao sistema

global OXYZ, os quais podem ser descritos como:

u, =u+¥8 {(4.98)
v,=v—X 8 (4.9b)
8, =0 (4.9¢)
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¥

odAvA
X &7 SdAuA
dA
Yo
W‘“a-\‘s{ivg 8
¥ x

Figura 4.5 — Representagido das agbes exiernas num elemenio de parede dA

As forgas corianies elementares externas nas diregbes OX e QY, indicadas na Fig.
4.5, num elemenic de parede de area dA, que esla sob a aclo de uma carga verlical
uniformemente distribuida op, obedecendo ao mesmo raciocinio do item (3.3) e com base

nas eqguactes (3.16) e (3.17), podem ser expressocs por:

dv, =ocdAi, (4.10.a)

dv,  =0dAv, (4.10.6)

O momenio de forgdo elementar, de acordo com ¢ sentido positive indicado na

Fig. 4.5 pode ser dado por:

dV,, , =6 -dAulY, —c -dAV X, (4.11)

Se efetuarmos a derivada primeira de ua, va € 04 dados em (4.8.a), (4.9b), e
(4.9.c), em relagdo & £, e substituirmos esses valores nas equacgbes (4.10.a), (4.10.b} e
(4.11) e integrarmos na area da secao transversal da pareds, encontramos as seguintes

expresstes para a coniribuicdo do carregamento vertical p nas agdes numa parede w:

V,  =0,p(H-z)u'+Y.0') (4.12.a)
v, =, pH-z)0'+ X .87) (4.12.b)
Vwe,p =awp{H - Z{YCG“’"’XCG"/*"%@ ¥} {4.12.c)
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Exprimindo asias equactes (4.12) em forma matricial:

EVW:,F} 1 § YCG ‘{{H’jg
v, Twawp{ﬂ——z] 0 1 X[ (4.13)
i i ' a7
Vs ) Yoo X Yy jka J

Ou ainda, utilizando uma notacdo compacta:

., b=, plE -2, U} (4.14)
onde:;
v oo
1= L (4.15.2)
if‘*‘e‘;é
10 ¥, f
Z.l=10 1 ~X (4.15.b)
7
Yo X Va4 J
i
{Ur=1v {(4.15.0)
0

Para as paredes de se¢o aberta, permanecem validas as equagdes (4.14}, pois
no desenvolvimento do equacionamenio para paredes nao fizemos nenhuma restricao

guanto a forma da sec&o transversal. Portanio, se existem n paredes podemos escrever:

Wi j= PE =)L, 7 (4.16)

ondse

{VTPW} — & o vetor das forgas cortantes externas devidas as cargas verticais aplicadas no

conjunto de paredes.

I, ]= iaw{l@} (4.17)
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4.1.2 Forgas corlantes exiernas num pdriico T devidas ao carregamento veriical p:

De modo analoge ao feite para paredes obtemos as forgas cortantes que
aparecem nas trés direcBes globals devidas ao carregamento vertical p num pédriico plano
f. A carga vertical o do poriico plano distribui-se wp para cada pilar, conforme &
explicado anteriormente. Representamos na Fig. 4.6 um périico plano genérico, sendo x

y; as coordenadas do pilar j em relacio ao sistema de eixos global.

¥

X} £ ! aj ;E{H'Zﬁ;

¥i

[ ki X
Figura 4.6 - Forcas cortantes em um pilar de um périico genérico f
Devido as transiacbes u e v do diafragma nas diregdes OX e OY, aparecem no

pilar } em uma cota Z, forcas cortantes nas trés direcdes dos eixos globais. Os sentidos
positivos dos esforgos estao na Fig. 4.6. Estes esforgos podem ser expressos através das

equacdes:
Vs, =0,plH~2)u (4.18.a)
Vi, =a,p{H~-z)v (4.18.b)
Vo, =0, plH -2t - X ) (4.18.)

Se impusermos aos diafragmas uma rotac&o positiva 8, conforme & observado na

Fig. 4.7, o pilar j desloca-se nas diregdes OX & QY de:

aj Y,.6 = na direc@o de OX
b} —X.0 = na direcéo de OY

Lad
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¥
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Figura 4.7 — Deslocamentos devido ao giro §

isto conduz ao aparecimentc de forgas coriantes mostradas na Fig. 4.8, nas

direcdes desses deslocamentos. As forcas cortanies podem ser caiculadas a partir das

equacbes:
V. =op(H-2)rp’ (4.19.2)
i.p =, plH-2)X 8’ {4.19.b)

C momento de iorgdo proveniente das forcas cortanies f/__pj,x 2 ff__pj,y, de acordo

com o sentido positive indicado na Fig. 4.8, é dado por:

Va —a,p(H - )X + Y% p’ (4.19.¢)

A

X

. .
. of pz) A o
2L
¥j g

i
¥ Voig

Figura 4.8 — Forcas cortanies em um pilar de pdrtico genérico

X

Somando-se os efeitos das translagbes do diafragma com os desiocamentos de
corpo rigido referenies 2 excentricidade do pilar | em relacBo ao sistema global de
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referéncia, encontramos as forgas cortantes num pilar. Para um périico com n prumadas
temnos as seguintes expressdes para as forgas cortantes devidas ao carregamento vertical

p do conjunto de pdriicos:

=So plH ) + 170 (4.20.a)
J
Ea PlH -2+ X% (4.20.b)
Ea PlH =¥ - X v +d%7) (4.20.0)

onde:
i: indica que o somatdrio estende-se para todas as colunas dos pdrticos e

d =X, +v (4.21)

As equagses (4.20) em forma matricial podem ser expressas por:

1/&? . ,!— 1 G yj ur
Vo p=xopEH=) 0 1 =X, Y (4.22)
er@ } ! LYf - Xj d_; 6

ou, de forma compacta:

W, }=pH-2\L, fU} (4.23)

onde:
{v, I vetor das forgas cortantes devido a carga vertical do conjunto de pérticos.

)= 20, lz,,] (4.24)
7
com
1 0 7,
[L,.-.p]= o 1 -X (4.25)
Y, -X, dfj
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BMITANMP

A forga cortanie externa, devide as cargas verticals atuanies nos porticos e

paredes, é obtida somando-se as coniribuictes de cada painel, Desta forma, a2 soma das
equaches {4.16) e (4.23) conduz &

W, b= pH - 2IL, fUt+ p - 2lL, U}

{4.28)
ou
V, ot= p(H - 2L, U} (4.27)
onde
{Vp_w} & o vetor das forgas cortantes externas devido a carga vertical.
L ]=[0 ]+, ] (4.28)

4.2 Forgas cortantes externas devidas a acéo lateral ¢

As forcas cortantes externas, em uma cota Z, devido somente a carga lateral g,
sdo dadas por:

Vg =9(H = 2)a (4.29.a)
V,,=qH-2)b (4.29.D)
V,, =q(H ~2)e (4.29.¢)

onde:

a,b,c; versores que indicam a posicdo do carregamento g em relagdo ao sistema giobal
g. carga lateral

Em forma matricial podemos escrever:

W= -2,

(4.30)
onde:

{v. ..} vetor das forcas cortantes devido & carga lateral
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ga|

gb (4.31)
i

qc |

4,3 Forgas cortantes externas devidas ac carregamenio total:

Se somarmos as equagbes (4.27) e (4.30), obtemos a forga cortante exierna fotal

na estrutura, devido ao carregamento gravitacional p e ao carregamento lateral g

V.t=pH - DlL U+ (H -2, } (4.32)

onde:

o

{ ext

{vm}miv;m (4.33)

-

i
9
8 ext J

A condicgo de equilibrio exige que os esforgos internos igualem-se aos esforgos
externos. Deste modo a igualdade enire as equagdes (4.7) e (4.32), conduzem a:

~U o+ (& J+ SHu b= pla - oig Ju'b (2 - o, § (4.33)

Ou, agrupando os termos de (4.33) em uma forma mais conveniente, chega-se a0
sistema de equacbes diferenciais de terceira ordem para a associagéo tridimensional de
painéis planos.

THu™t+ (p(8 - 2L - (K J+ SN F=~H - ¥V, } (4.34)

As condigdes de contorno utilizadas séo:

a) Supondo engastamento na base da estrutura:

)= 1{o} (4.35.2)
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{vo}=1{o} (4.35.b)

Dissertacdo de Mestrado — Faculdads de Engenharia Ol — Departaments de Estruturas

ka0

sl

b) Supondo que nao exista momenio aplicado no topo da estrutura

U&= {0} (4.34.0)

=ti{Z) deslocamento de translacéo na direglo do eixo global OX;
v=v(Z) deslocamento de translaco na direcéc do eixo global Oy;
8=8(7) rotacdo do andar.
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Capituio 5

TECNICA DO MEIO CONTINUO

5. EDIFICIOS COM DOIS NUCLEOS

8.1 Nicleos sem contraventamenio

Na Fig. 5.1 representamos em planta, dois nucleos de seco delgada aberta,
ligados entre si através das lajes. A andlise desta esirutura é andloga & desenvolvida no
Capitulo 4, quando se considerou apenas um ndcleo de secio aberta, e semelhante
também, ao indicado em XAVIER [48]. A esirutura tem aliura fofal H e € definida

geometricamente através dos seguintes sistemas de gixos:

a) Sistema global de eixos OXYZ com origem na base do edificio. Os eixos OX e
QY séo eixos horizontais e OZ € o eixo verlical, orientado da base para © topo. A origem O
pode ser fomado numa posigao qualquer do plano da base e as orientagdes dos eixos OX
e QY s&o escolhidas arbitrariamente.

b) Sistema local de eixos oxyz em cada ndcleo, sendo ox & Oy 08 eIX0S$
horizontais paraleios aos eixos principais de inercia e 0,z 0 eixo orientado da base para ©
topo da estrutura. A origem o; do sistema & coincidente com ¢ centro de torcdo do ndcleo |
(i=1,2).
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Va n ke G

Figura 5.1 — Nucleos de se¢io aberta sem contraveniamenio

A localizacBo do centro de torgdo e do ceniro de gravidade de cada nicleo, em
relagBo aos eixos giobals é definida através das coordenadas (Xen,Yer) © (XeanYea),
respectivamente. Definiremos ainda ¢y, ¢, como as coordenadas da origem giobal e em
relacdc aos sistemas locais oxyz. O angulo gue ¢ eixo local ox forma com ¢ eixo global
OX sera denotado ¢; onde i=(1,2).

O carregamento ¢ constituido de carga lateral g uniformemente distribuida ac
longo da altura da estrutura, atuando em um planc n vertical. A posicio desta carga é
definida pelas componenies a e b do seu vetor unitario, segundo os eixos OX e OY, e pela
componente ¢ que é o momenio deste versor em relago ao eixo OZ, positivo no sentido
horario. Além desta carga lateral, atuam na estrutura cargas verticais op uniformemenie
distribuidas ac longo dos eixos verticais que passam pelos centros de gravidade do
ntcleo.

Em relacdo ao sistema global, os deslocamentos dos diafragmas ficam
caracterizados pelas seguintes funcdes de Z:

u — deslocamento de translagéo na direcdo do eixo OX;

v - deslocamente de translacdo na direc&o do eixo OY;

8 — rotacado em tormno do eixo OZ, positiva conforme sentide indicado na Fig. 5.1,
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No capituio anterior se observou que o nicleo de secdo aberla apresenta rigidez &
flexdo nas duas diregbes principais, além da rigidez 2 tforgdo. Pode-se, entfo, escrever,
para a estrutura em analise, que as forcas cortantes internas no nicleo |, positivas nos

sentidos indicados na Fig. 5.2, podem ser expressas de acordo com as equacgdes:

¥

Viﬁ*;,}f

G \; yéni,‘y

£
Vinte

Figura 5.2 — Convencao para as forgas corlantes internas positivas.

V, =—EJu (5.1.2)
V, =—EI¥ (5.1.b)
V, =—EJ,8/%+GJ 0] (5.1.¢)

Exprimindo-se as equacdes (5.1) na forma malricial, resuita:

v, (Efyl 0
V,t== 0 EJ, {5.2.a)
W) Lo o
ou de forma compacta:
vi=bui+lg ol (5.2.0)

onde:
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{Vi}: vetor das forgas cortantes internas na parede | nas direcbes de seus eixos

principais;

'E7, 0 0 ]
0 EI, 0 (5.3.9)
Lo 0 EL
;"@ 0 0]

K J=0 0 o (5.3.b)
0 0 GJ, |
giréi;}

{U:}Zi": {6.3.c)
L@;

Os deslocamentos dos nucleos nas diregBes dos seus respectivos sistemas de
aixos s&o escritos em funcéo dos deslocamentos das lajes nas direcfes dos sixos giobais
OXYZ, como:

u, =ucosd, +vsend, —c B (5.4.a)
v, = —useng, +vcos¢, + ¢ B {5.4.b}
0 =0 (5.4.c)

ou em forma matricial

u,| | coso, -—send, —c, |(u]
v, y=|-send, cos¢, ¢, Kv % (5.4.d)
8, 0 0 1 |l6]
ou ainda:
v l=l. vl (5.4.€)
onde:

{U}: vetor dos deslocamentos na cota Z, nas diregbes OXYZ
{Ui}: vetor dos deslocamentos na cola z, nas diregbes oxyz da parede |
Gy € Cy ¢ coordenadas do ponto O (origem do sistema global) em relacdo a oxyz
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~¢, = X C080, + 1 seng, (5.5.a)
—c, ==X send, + ¥ 080, (5.5.b)
=]
[ cosd, —send, —c, |
{ila J=|—seno, cost, e, | (5.6)
& G 1]
vyi 5 i |
: Y,
L j@f@ﬁ
B i
Vit :
T
0N Vi, X
¥
Yot g

Figura 5.3 — Rotagéo do vetor {V,} para {V. }

Uma vez determinadas as forgas cortantes internas {V,} em cada parede i, nas
direcdes do sistema local oixyz associado a parede i, através de uma rotac8o de eixos ¢
possivel determinar as forcas cortantes iniernas {&7 } na parede i, nas directes dos eixos
globais OXYZ. A Fig. 5.3 ilustra essa rotacdo de eixos.

As componenies do veto;{f/ ,-} gue contem os valores de forgas cortante na parede

i, expressos nas direcdes globais, sao dadas por:

Vi =V, coso, -V, send, (5.7.a8)
v, = V, sen¢, +V, cosd, {(5.7.b)
Ve, =V, (5.7.c)

As forgas cortantes internas Vyim ¢ Vym € 0 momento forgor total Vg no nucleo
s&o obtidos respectivamente por superposicdo das forcas cortantes nas diregdes OX e OY
& dos momentos em tormo do exo OZ, provenientes de cada um dos dois nucleos.
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5.1.1 Generalizac8o para n nicleos sem coniraventamento

Obedecendo-se os sentidos positivos dos esforgos indicados na Fig. 5.3 e

considerande uma estrutura constituida de n nicleos sem contraventamento, obiemos:

Vew = 37x, (5.8.3)

Vim = igi’! {5.8.bj
i=1

Va;m: zﬁ(“?}ff};&j _§7Y.-X(;TE +§}5,> {580)

i=]

Substituindo as equagdes (5.7) em (5.8} e tendo em visia as equagdes (5.6),

femos;
Vi = Z(& seng, +V, coso, (5.9.b)
Voun = i(—-%[c}., +V, c +V;I.) (5.9.c)
pe
onde:

Vi forga cortante interna na associagdo de nucieos na diregdo do eixo global OX
V.. forga cortante interna na associacdo de nucleos na direcao do eixo global OY

Ve in: momento torgor interno na associacdo de nicleos em torne do eixo global OZ

QOu em forma matricial:

fVX_‘mﬁ , lcos¢, —seno, 011V,
Vim t= 2, 5800, coso, OFV, (5.10.a)
Voue | 7 ey c, 1V,
ou ainda, de forma compacia:
7 T
Wut=YlL. 1 ¥} (5.10.b)
j=l
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onde,

{Vi}: velor das forgas cortantes internas da estrutura nas direges giobais.

{V}: vetor das forgas corlantes iniernas no ndcleo | nas direcdes dos seus sistemas locais
OXYZ

%;L j matriz de posicao do nlcleo |, dada pela equacio (5.6)

Substituindo as equacbes (5.3) e (5.4) na equagio {5.10) podemos escrever:

(b= 3 lee FU e Jod+ e Tl T2 Jo) (5.11.3)

ou definindo

Zﬁ:ﬂ Flo] L, Jo) (5.11.b)

P

= iﬂ%f iKTlELEE }{U ’}) (5.11.c)

f=]
resulia:

Val=-Ulo"}+ &, JU'd (8.12)
5.1.2 Forgas cortantes externas na associacédo de niicleos sem coniraventamento:

As forcas cortantes externas atuanies na estrutura, referidas ao sistema global
OXYZ, provenientes das cargas verticais p e da carga lateral g, séo obtidas seguindo
raciocinio analogo ao utilizado no Capituio 4.
5.1.2.1 Forgas coriantes exiernas devidas a cargas verticais p na associacio de
nicleos sem contraventamento

As forcas cortantes externas, numa cota Z, nas direcSes globals, devidas as
cargas verticais atuantes em cada nucleo, sdo obtidas utilizando-se como na equagéo
(416}, ou seja:
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v t=PH-DIL YU} (5.13)

pLext 3

onde,

{Vﬁam i1 vetor das forgas cortantes externas devido as cargas verticais nas paredes.

2, ]=Yalz] (5.14)
=
oom
{_ 10 Y, |
Ll=| 0 1 =X, (5.15)
i A
E YCG - XCG ;g% j;

lo;: momento polar de inéreia da parede | em relac8o a origem global C.
Ay drea da seclo transversal da parede |

5.1.2.2 Forcas cortanies externas devidas a agOes laterais g na associacio de

nicleos sem contraventamento

Devido a carga lateral g, as forgas cortantes externas, nas direcdes globais, em

uma cola Z, s&0 expressas pela equagio:
WV, = (H-ZWV, } (5.16)

onde,
{Vq,ex}: vetor das forgas cortantes externas devidas 4 carga lateral q
qa
-

As forcas cortantes exiernas totais atuantes na esitrutura, segundo as direcdes
OXYZ, sBo obtidas somando-se as equacdes (5.13) e (5.18), ou segja:
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Vb= ptH-DIL U+ (H -2, | (5.18)
onde,

A LExE

}——V

(E ) ;L (5.19)

JEXE J

Para que haja eguilibric da estrulura € necessario que 0§ esforcos internos,
expressos pela squacao (5.12) igualem-se aos esforcos exiernos, expressos pela equacao
{5.18). Logo:

-tk o= pE -2, Ju b (-2, )
ou, reagrupando:
U+ (o -2l -k Wut= - - 20, (5.20)

A solucdo do sistema de egquacdes diferenciais (5.20) € obtida através de

processos numericos, utilizando-se as seguintes condicdes de contomno:
a)Supondo engastamento na base da estrulura:

{U(0)} = {G} {(5.21.3)
{U(0)} = {0} (5.21.b)

b) Supondo que ndo existam bimomentos nem momentos fletores aplicados no
topo das paredes:

[ (H)} = {0} (5.21.0)
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5.2 Associacéo de dois ndcleos coniraventados por lintéis

’

Figura 5.4 — Nicleos confraventados por lintéis

A Fig. 5.4 represenia em planta um edificio de altura total H formado por dois
nicleos contraventados por lintéis, ac nivel dos andares, submetido a carga laleral g
uniformemente distribuida atuando em um plano vertical © e & cargas op uniformemente
distribuidas aplicadas ao longo dos eixos verticais que passam pelos centros de gravidade
de cada nucleo.

A estrutura sera referenciada aos seguintes sistemas de eixos:

a) Sistema global de eixos OXYZ com eixos horizontais OX e OY na base da
estrutura e OZ o eixo vertical. A posi¢do do centrc O e as diregbes de OX e OY séo
arbitrarias.

b) Sistema de eixos locais oxyzi em cada ndcieo, sendo 0O € Oy 0S eiX0s
principais de inércia & o eixo oz vertical. Posiciona-se a origem o; na base da estrutura,
coincidindo com o centro gravidade da secdo transversal do nuicleo i.

c) Sistema de eixos locais parelelo a oxyviz em cada nucleo, com origem nos

centros de torgdo de cada nucleo.

d) Sistema local oxyz com eixo ox na diregio dos lintéis, com oz sendo o eixo
vertical passando através dos pontos médios dos lintéis e oy um eixo plano horizontal

perpendicular ao eixo ox, conforme Fig. 5.4.

Eng Mewion Damasio dos Santos 58



g,
Dissertaco de Mestrado — Faculdade de Engenharia Ol — Depariamento de Estruluras

kT
GHisAaRE

A posicao do centro de gravidade ¢ do centro de torgdo do ndcleo |, em relacéo ao

sistema de global OXYZ, ficam definidas através das coordenadas (Koa, Yool € (Kem,

Yor), respectivamente. A posicdo da origem o, em reiagao a esie mesmo sislema de

eixos, fica definida através das coordenadas (Xo, Yo).

Supomos Gue 08 eiX0s 0X & ox formam com o eixo global OX os angulos ¢, e ¢,

respectivamente, conforme ilustrade na Fig. 5.5, o que equivale dizer que 0s eixos ox

formarm com O iX0 ox, um anguio B, gue vale:
6;‘ :'{p; _$
De acordo com a Fig. 5.5, definimos:

7 - comprimenio do lintel

7., e; - distincia do centro de gravidade do nicleo | até os eixos ox e oy, respectivamente.
7..e, - disténcia da crigem o {ponto médio dos lintéis) até os eiXos 0 & oy

%, y, - distancia do centro de torgdo CT, do nicleo | até os eixos oy € ox

“L

- ;Li”"ﬁ
£

Figura 5.5 — Coordenadas dos ponios CT: e CG;

Admitimos, conforme XAVIER [48], gue os liniéis s8o engastados nas faces das

paredes & que 0s ponios médios de seus vaos sdo pontos de momentos nulos.
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Figura 5.8 — Seccionamento de um elemento dz nos pontos médios dos lintéis.

Se considerarmos um corle ao longo dos ponios medios dos lintéis, observamos ¢
aparecimento de forcas corfantes V. de mesmo valor e sentidos opostos, produzindo
esforcos nas paredes 1 e 2.

Pela da tecnica do meio continuo consideraremos gue essas forgas cortanies v,
em um lintel s&c dislribuidas ao longo do pé direlto de um andar, de tal modo que
podemos considerar uma forca cortante distribuida vertical vi=V /h.

Definimos os seguintes deslocamentos da estrutura, em uma cota genérica Z:

a) Deslocamentos de translacdo u e v dos diafragmas nas direcbes globais
OX, QY e rotagao 6 destes elementos em torno do eixo OZ.

b} Deslocamentos de transiacéc u; e v; do cento de torcao CT,; do nlcleo i
(i=1,2) nas direcdes dos eixos principais o € oy; respectivamente, & giro 6; de toda a
secao transversal do nucleo | em torno do seu centro de torcao.

c) Deslocamentos de translacio das lajes, denominados de » e v, nas

direcbes ox e oy, respectivamente, e o giro § destes elementos em rela¢do ao eixo oz.

As forcas cortanies internas, qgue aituam em cada nudcieo isoladamente, séc
obtidas guando fazemos o equilibrio do momento flelor em forno dos eixos ox & G,
produzido pelos esforgos interncs no nucleo e no segmento de lintel ligado a ele, num

segmento de altura dz.
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Figura 5.7 — Elementos genéricos dos nicleos
Obedecendo-se aos sentidos positivos indicados na Fig. 5.7, temos:

a) Equilibrio de momentos em tomo do eixo local o4y; do ndcleo 1: Os
esforgos a considerar s&o os momentos Mys no nucleo 1, forcas cortanies internas
horizontais Vy; aplicadas no centro de gravidade do nicleo 1 na diregdo o:x; e forga
cortante vertical uniformemente distribuida na se¢dc média do lintel, de acordo com as
Fig. (5.7a):

V, =~EJ u+—=£, {(5.23.a)

onde:

V., forca cortante interna no nucleo 1, na direcdo do eixo local 01y

V. / h: forga cortante vertical distribuida aplicada no trecho de lintel ligado ao ntcleo 1
h: pé direito de um andar

Jyi: momento principal de inércia a flexao do nicleo 1 em tormo do eixo o4y,
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b} Equilibrio de momentos em iomo do eixo local oy do niciec 1. Os
esforcos a consigerar sa80 os momentos My no nuacleo 1, forgas corfantes inlemnas
horizontais Vyy aplicadas no centro de gravidade do nicleo 1 na direcdo 04y ¢ forga
cortante vertical Vi / h uniformemente distribuida na secéc média do lintel, de acordo com
as Fig. (6.7bx

vV, =-£J, V’”ﬁ%ez_ (5.23.b)

onde:

V11 forga cortante interna no ntcleo 1, na dire¢éo do eixo local 04y

Vi /h: forca cortante vertical distribuida aplicada no techo de lintel ligado ao nicleo 1
fi: pé direito de um andar

Jy1o momento principal de inércia a flexdo do ntcleo 1 am torno do eixo o4xy

c} Equilibric de momentos em torno do eixo local ogye do nucleo 20 Os
esforgos a considerar sao os momentos My no niclec 2, forgas cortantes internas
horizontais V., aplicadas no centro de gravidade do nicleo 2 na direcao oxx e forga
cortante vertical uniformemente distribuida na se¢&o média do lintel, de acordo com as
Fig. (6.7¢c):

v, =-EJ, u+ -k, (5.23.c)

onde:

Vyo: forga cortante interna no ndcleo 2, na direcao do eixo local 0%z

V. /h: forga cortante vertical distribuida aplicada no techo de lintel ligado ac nicleo 2
h: pé direito de um andar

Jy2: momento principai de inércia & flexao do nicleo 2 em torno do eixo ooy

d) Equitibric de momentos em torno do eixo local o.xp do nicleo 2: Os
esforcos a considerar s8o os momenios Me no nicleo 2, forgas cortantes internas
horizontais V,z aplicadas no centro de gravidade do nucleo 1 na diregdo ogve & forca
cortante veriical Vi/h uniformemente distribuida na secBo média do lintel, de acordo com
as Fig. (5.7d):
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v, =—EJ v+ %62 {5.23.d)

onde:

Vo forca cortante interna no nicleo 2, na diregao do eixo local ooy,

Vi /he forga cortante vertical distribuida aplicada no techo de lintel ligado ao nucleo 2
h: pé direifo de um andar

Jeo momento principal de inércia a flex@o do ndcleo 2 em tomoe do eixo oz,

As forgas cortantes distribuidas Vi/h gue agem ao longo dos pontos meédios dos
lintéis seccionados atuam axialmente sobre 08 nucleos 1 e 2, produzindo bimomentos.
Observamos nos elementos longitudinais de altura dz da estrutura, representados na Fig.
5.7, que o nucleo 1 fica submetido a fraglo e o nucleo 2 a compresséo.

Considerando gque na convengao adolada na teoria da flexo-torgdo os bimomentos
produzidos por forgas de tracao sac positivos e por forga de compressao séo negalivos,
conciuimos entdo que os acréscimos de bimomentos dB; em cada elemento diferencial dz,

produzidos pelas acdes dos lintéis, s&o dados por:

dB, = %— dz, (5.24.2)
VL
dB, =~ dzo, (5.24.0)

onde:
w4 € wo: areas setoriais nos pontos os lintéis foram seccionados;
Vi/h: forga cortante distribuida nos pontos médios 1 e 2 do lintel;

dB, e dB.: acréscimo infinitesimal de bimomentos devido a forga vertical no lintel.

O momento de flexo-torgdo & igual 4 derivada do bimomento em relacéo & z, com
sinal tfrocado. Em vista disto, as parcelas de momento de flexo-torgéo nos nicleos 1 e 2,
devidas a forga cortante nos lintéis seccionados podem ser calculadas a partir das

equactes (5.24a) e (5.24b). Temos entdo:

M, =L, (5.25.2)
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M, =0, (5.25.5)

O momento torgor tolal My em cada nlcieo | sera a soma do efeito do momenio de
torco livre de Saint-Venant devido ao carregamento no nicleo i, com o momento de flexo-
torcao devido a lorgao causada pelo carregamento no ndclec e mais uma parcela de
momento de flexc-torgdo advindo do bimomento causado pelas forcas axiais no nicleo |
(iguais a forgas cortantes distribuidas Vi/h nos pontos 1 e 2 dos lintéis), cujos valores s&o
dados pelas equactes (8.25.a) e (5.25.b).

Os momentos torgores tofais na associagdo de dois nucleos contraventados por
lintéis, entdo, podem ser escritos como:

M, =—EJ,87+GJ,p; ~Lw, (5.26.2)
Ee
M, =—FEJ, 07+ Gfﬁ;w%mz (5.26.)

kY]

X
EYE

Qe

Figura 5.8 — Momentos torcores e forgas cortantes nos nicleos, devidos & forga cortante

distribuida vertical VL/h nos lintéis, levados para os centros de torgdo dos ntcleos 1 e 2

Comparando-se as equacgdes (5.26.a) e (5.26b) e (5.23a), (5.23b), (5.23c} e
(5.23d) com as equagdes (5.1.a), (5.1.b) e (5.1.c) conciuimos que numa determinada cota
z os lintéis infroduzem nos ndclecs 1 e 2 forgas cortantes na direcdo dos eixos principais
de inércia ox e oyvi. O equivalente estatico a essas forgas, aplicados nos centros de
torcdo, sao forgas cortantes iguais, em direcdes paralelas 3 ox; e oy € momentos torgores
aplicados nos ceniros de tor¢cac de cada nucleo, conforme indicado na Fig. 5.8. Os valores

das forgas internas nos centros de torgao dos nlcleos valem:
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® Para o nucleo 1:
g, =%‘—£1 g, = w%’—q =] Go, = w%{x}l (5.27.8)
s Para o nucleo 2;
2, m%fz g, = %ez o G, = %‘—mz (5.27.0)

As forcas cortantes e momenios forcores indicados em (5.27.a) e (5.27.b), estéo
expressos em relacao as direcdes dos sistemas locais definidos nos centros de torgfo dos
nicleos i{i=1,2). Atraves de rotagbes de coordenadas de valores respectivamente iguais a
B para o nlcleo 1 e By para o nuclec 2, & possivel expressar ssses esforcos intermos

adicionais devidos ao lintel em relacdo 2 direcbes paralelas aos eixos do sistema local

OXYI .
Podemos escrever:
e Para o nicleo 1:
q, =g, cosp,—g, senB, (5.28.a)
q, =4, senf, +q, cosB, (5.28.5)
Gor = 4, (5.28.c)
® Para o nicleo 2:
q, =4, cosp,~g, senp, (5.28.4)
g, =4q,senB,+q, cosp, (5.28.¢)
o, = G, (5.28.1)
onde

4., 4, forcas cortantes em cada nicleo i, nas diregdes ox e oy, respectivamente,
devidas & forca cortante no lintel;
g,,. momento de torgor em relacdo ao centro de forcae CT; do ndcleo i, devido a forga

corianie no lintel,
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Para obtermos as forgas corlantes resultantes & ¢ momento forgor resulfante,
calculados em relaclo aos eixos oxyz, devidos ao esforgo corfanie nos lintéis, basta

somarmos as contribuicbes correspondentss dos nicleos 1 s 2, conforme equacbes
(5.28.a) até (5.28.1).

5 =Gy TG, (5.29.8)
g; =4, T4, (5.29.b)
g5 = %gx{ }?i + g\xk‘: - 2:’78, + ‘;‘;?rx }:2 - Ej}sz_—z + 21?8: (5 29{3}

onde:
g:, q; € gy forgas cortantes e momento torgor internos introduzidas na estrutura pelos
lintéis, expressos no sistema local oxyz.

%,,7,: distdncia do CT, do nucleo | até os eixos do sistema local oxyz.

As distancias (4.,e;) do centro de gravidade do nicleo i até os eixos 377,
conforme ilustra a Fig. 5.5, podem ser escritas em fungéo de (£, . ¢,), que s&o as distancias

da origem o em relagdo aos eixos oxyizi. As equacdes (5.30.a) até (5.30.d) mostram as

relacdes enire essas grandezas:

b = £, cos B, +e sen B, {5.30.a)
e =e cosf, — £ sen B, {5.30.b)
fy=4,c08B, —e,sen B, {5.30.c)
e = £,sen P, —e,cos 3, (56.30.d)

Substituindo-se as equacdes (5.28a) até (5.28.f) nas equacdes (5.29a) até (5.29.¢)
e levando-se em conta as expressdes (5.30.a) até (5.30.d) encontramos o0s valores das
forcas cortantes internas e momento torgor, introduzidos pelos lintéis na associacéo de 2

nucleos contraventados por linigis:
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onde:

(5.31.8)

(5.31.b)

(5.31.0)

O valor da forga cortante V| nos liniéis pode ser determinada compatibilizando os

deslocamentos dos pontos 1 e 2, na metade dos lintéis, onde 03 mesmos 40 seccionados

para efeito de célcuio.

Considerando o seccionamenio ao longo dos pontos madios dos lintéis, conforme

Fig. 5.7, se cada nucleo deformasse independentemente, existiia um deslocamento

vertical & esquerda e outro a direita do corte imaginério.

Para o lintel ligado ao nucleo 1, o deslocamento de translagéo vertical, numa cola

z, na exiremidade livre do lintet seccionado, considerado neste estudo como engastado

no nucleo, € a superposicio de efeitos devidos a:

1. deslocamento Aq eleito da deformacgdo do nlcleo 1

Esse deslocamento € composto de 3 parcelas:

1.1.translagdo para baixo devido a flex@o do nicleo 1 em torno do eixo o1y,

obtido pelo produto da rotacdo do nucleo 1 em tomo desse eixo, pela distancia 4, do

ponto o até o eixo.

1.2.translacdo para cima devido & fiexdo do ndcleo 1 em torno do eixo 01X,

obtido pelo produto da rotag@o do nicleo 1 em torno desse eixo, pela distancia ¢; do

ponto o até o eixo.

1.3.translacéo para baixo devido a torcdo do ndcleo 1, igual ao produto do

empenamento da secio considerada pela drea setorial @ no ponto o.
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2. deslocamentio &, efeiio da deformacdo do lintel

Esse deslocamento no ponto o é devido & deformagéo dos lintéis por

momento fletor e forga cortante.

Para ¢ lintel ligado ao ndcleo 2, ¢ deslocamento de translacio vertical, numa cota
z, na extremidade livre do lintel seccionado, considerado neste estudo como engastado no
nucleo, € a superposicio de efeilos devidos &:

1. desiocamento A, efeifo da deformacéao do nicleo 2
Esse deslocamento é composio de 3 parcelas:

1.1. translacdo para cima devido a flex8o do nicleo 2 em torno do eixe oy,
obtido pelo produio da rotacao do nucleo 2 em tormo desse eixo, pela distincia 4 do
ponto ¢ até o eixo.

1.2.translacao para cima devido a flex@o do nucieo 2 em torno do eixo 0%,

obtido pelo produto da rofacdo do nuclec 2 em torno desse eixo, pela distancia g; do

ponto ¢ até o eixo.

1.3. translagdo para cima devido a torgdo do nucies 2, igual ao produto do

empenamento da segao considerada pela area setorial w; no pontog .

2. deslocamento §; efeito da deformacéo do lintel

Esse deslocamento no ponto o é devido & deformagéc dos lintéis por
momento fletor e forga cortante.

Na Fig. 5.9 representamos o0s deslocamentos verlicais a esquerda do corle

imaginario, no ponio o do lintel ligado ac nucies 1, devido aos 4 efeilos mencionado.
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Vi
¥

e

5} Torgho o nGoleo | 4} DeformacBo do frdst
Figura 5.9 Desiocamenios do ponto ¢ dos linteis ligados ao nicleo 1

(s desloccamentos verticais no ponic de seccionamento dos lintéis, devido aos
efeitos dos nicleos e das deformacdes dos lintéis valem:

e efeito dos nicleos
A =—ul +vie +08 (5.32.a)
Ay =uh; +vie, +0 8 (5.32.b)

cnde:
8, e wy: rotagdo em torno do eixo 0z; e empenamentos da se¢do no ponto meédio do lintel
¢ e e distancia do ponio meédio do lintel aos eixos principais oixyiz;

u e vi': distorgdes, na cota z, em funcdo dos deslocamentos dos CGs dos nicleos
. efeito das deformacdes dos liniéis
Os deslocamentos & das exiremidades seccionadas dos lintéis, provocada pelas

deformacdes por forcas cortanies Vi, de acordo com a Resisiéncia dos Materiais, e

gxpiessa por
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Ve vl

= . (5.32.c}
24E], 2AG

onde:

E: modulo de elasticidade longitudinal
(G médulo de slasticidade transversal
Ay: area da secgio transversal do lintel
Ju momento de inércia a flex@o do lintal
¢: comprimento do lintal

v : forga cortante no lintel

No nicleo 1 esse deslocamento & é para cima e no nlcleo 2 esse desiocamenio &

para baixo.
Para salisfazer as condigdes de compatibilidade de deslocamento nos pontos a

esguerda e direila do corde |, € necessario gue:

A +5=A, -5 (5.33)

Substituindo as equagbes (5.32.a) e (5.32.b) na equacac (5.33), resulta:

~ul +vie, +0B +8 =ull, +vie, +©,8; -8 (5.34)

onde:
8 e wy: rotagdo em torno do eixo oiz; € empenamentos da secdo no ponto médio do lintel
4 e e distancia do ponto medio do lintel acs eixos principais oxyz;

U’ e v;": distorcbes, na cota z, em fun¢ao dos desiocamentos dos CGs dos nucleos

Os deslocamentos dos centros de forcdc dos nucleos, expressos pelas
componentes u, v e 6; em relacéo ao sistema local paralelo a oxyiz;, em cada nucleo
i(i=1,2), pcdem ser escritos em funcdo de deslocamentos segundo direcbes pararelas ao

sistema local colocado no lintel. Isso equivale a uma rotagdo de eixos de valor B
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u, =i cosP, +v sen 3, (5.35.a)
v, = i, sen B, + ¥, cos B, {5.35.}
6 =0, (5.35.c)

onds:

i ev, ; u ev,: deslocarr/ de translagdo dos CT, nas diregdes (9%, ey, ) e {ox, e 0y,)

é

Derivando-se uma vez as equactes (5.35), em relacdo a z, e substituindo as
equaches resullanies na equacio (5.34), considerando que ¢ indice / assume o valor 1

para os deslocamenios do nucles 1 e ¢ valor 2 para desiccamenios do nucleo 2, resuita:

~ (£, cos B, +¢sen B, )+ e cosB, — £, sen B, )+ wh+5 = 535
w4, cosP, e sen B, )+ {4, sen B, +e, 0088, J+w 8, -8 :

Substituindo valores de (5.30a) ate (5.30.d) na equacao (5.36) podemos escrever:
—i V8 +0,-0/+8 =574, + V-8, +0, -6, -8 (5.37)

Os deslocamentos de translac@o # e v, dos centros de torgdo dos ndcleos i(i=1,2),
nas diregdes paralelas aos eixos oxyz, podem ser escritos em funcdo dos deslocamentos

dos diafragmas referenciados ac sisterna oxyz . A rotagdo do diagrama tem o mesmo

valor, independente do sistema de referéncia. Assim podemos escrever:

® Para o niicleo 1:
I=u+50 (5.38.a)
V=7+X0 (5.38.b)
8, =0 (5.38.c)
e Para o nliclec 2
=i+ 70 {5.38.d)
T, =V -%,0 {5.38.e)
g, =8 (5.38.9)
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onds:

7 e ¥ translagdes do ponto madio o lintel nas direcdes de 7397 ;

i, ¢ 7, translagBes do CT; dos ndcleos i(i=1,2) nas direges de 0337 ;

§ .9, e6,: representacdes da rotagio do diafragma.

Substituindo o valor de §, calculado conforme (5.32.¢), levando em conta {(5.21) na

equacio (5.37) resulia:

B R i) L] (L ) (5.39)

onde:

&, e ©,: parametros associados aos empenamentos, calculados em (8.31).

C valor da forga coriante Vi no lintel, de acordo com a equacio (5.39), vale:

Vi :“}{@1 ﬁ'?zﬁ"f‘(—éz -8 —}“%“(ﬁﬂ _ﬁzﬁ’} (5.40.a)
onde:
s ¢
7 12E7, AG ( )

O valor de V| fornecido pela expressao (5.40), levado nas equaces (5.31) permite
calcular os valores das parcelas de esfoercos internos produzidos pelo lintel, expressos no

sistema de coordenadas oxyz

(z oL )[@ L +(E -5 + (@, -5,0 ] (5.41.a)
qy_(g ; (7, +7.0 + (2, -2 + (@ -7, F] (5.41.b)
4 = <@;+?}{(é AR SR A N (5.41.0)
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Em forma matricial as equactes (5.41) sBo representadas como:

E@El 1 E\zﬂi'é'?z) 0 o j—gf“{gz} (gz“gi} (@71“072)_;{@‘!
=gy 00 &ma) 0 E'gzgwgzi E.-2) (@)1
% ) L O 0 (@-@) L+h) B&-8) &-5,)87)
O
@=lko?
onde:
4 G 0o E?{w@% .-2) @-0
EKL}:k 7 0 {ezwez} 0 N ga'i"fz (z,-2) (@1"@3
o 0 @-o,)] L+%) @E-8) @ -
=
JQ’E
{g}mﬁ”y
%

k3 * B *

(5.42.2)

(5.42.b)

(5.42.0)

(5.42.d)

(5.42.¢)

(5.43)

Figura 5.10 —~ Coordenadas da origem O em relacdo a0s eixos o,x, v, z, € oz,

Eng Newton Damasio dos Santos %3



e
Dissertacho de Mestrade — Faculdade de Engenharia Civil — Departamenio de Estruluras .ol

Indicam-se na Fig. 5.10 as coordenadas da crigem global O em relacio aos eixos

e # #

e oxyz {0 sistema local de eixos, o, x, y, z, . @ paralelo ao sisterna de eixos oxyiz;,

w omo® %

0., ¥, Z;

i

com origem o, posicionadas na base da estrutura e coincidente com ¢ centro de torgéo do
ndcleo ). De acordo com as equacbes (5.5) estas coordenadas podem ser escriias em

funcao das coordenadas do CT; (Xer,Yor) e das coordenadas da origem o (Xo,Yo) em

relacio aos eixos globais, como;

—c,, =X, o8, + Y. send, (5.44.q)

—c, =X g send, + ¥, cosg, {5.44.b)
=

— ¢y = X c08¢, + ¥, seng, (5.44.0)

~cy =—X,sent, +¥; cosg, {5.44.4)

Os deslocamentos dos diafragmas, relativos aos eixos oxyz, so referenciados

aos eixos globais OXYZ através da seguinte expressio:

l=l: ) (5.45)

onde:

{U }: vetor dos deslocamentos dos diafragmas em relagio aos ixos oxyz.

{U}: vetor dos deslocamentos dos diafragmas em relacdo ac sistema giobal de eixos
OXYZ.

cosd send — c-
{I‘}E } =|- sengg cos® c- (5.46)
0 0 i

com cx e ¢y calcuiados através das equacgdes (5.44.C) e (5.44.d)
A eqguacBo matricial das forcas cortanies internas, escrita em relacdo ac sistema
giobal OXYZ, sem levar em conta o efeito dos fintéis, € dada, conforme a equagac (5.12),

por:
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Vo d=-lr o i+lx Jur (5.47.2)
onde:
3
[j}: {"{*E,}r{jz}}iigiéi'i‘ {ngr[jz]{{,&] (5.47.b)
& 1=1& )+ & (5.47.¢)
oom
o [eose, seng, —c
[Lflj: ~send, cosd, ¢, | (5.47.d)
0 0 1
- cos®, send, —c, |
{ngm ~send, ©os¢, ¢ (5.47.d1)
0 0 1]
E75, 0 0|
=1 0 EI_ © i (5.47.¢}
L0 0 E, ]
'E7, 0 0 ]
= 0 E/_ 0 (5.47 1)
0 0 EJ,
00 0
k.,l=10 0 © (5.47.9)
00 GJ,
00 0]
k. ]J=0 0 o | (5.47.h)
00 GJ,|

As coordenadas (cxi,Cyi) € {CXz.Cyp) da origem giobal, em relacdo aos eixos

* * ® & Ed * * *

0,%,¥,2, & 0,x,7,2,, respectivamente, s&o calculadas atraves das equagbes (5.44.3) e

(5.44.b).

O vetor {q.}, relativo aos lintéis, referenciado ao sistema global OXYZ, € expresso

DOF:
lg. =1k U} (5.48.2)
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onde:
3(@;1’,;:&
{Cfi}ﬂ j dy.1 {5.48.b)
(9o
& )=l Flx ] ] (5.48.2)

com L?fbé calculada conforme (8.42.3) e {LE] calculada conforme (5.48).
Cs esforgoes internos da estrutura nas diregdes globais sdo obtidos somando-se 08
esforgos oriundos dos nacleos e dos lintéis, dados palas equacles (5.47.a) e (5.48.a), ou

seja:

{Vﬂm t= {M;m }+ {gi.,} (5.49)

onde:

{v.. }: vetor dos esforgos internos oriundos do nicleo, conforme (5.47.a);

{g.}: vetor dos esforgos internos oriundos dos lintéis, conforme (5.48.a).

Os esforcos exiernos na esirulura, em uma cota Z, provenientes das cargas
verticais e da carga lateral, tomados em relac&o ao sistema global OXYZ, sao obtidos da
mesma maneira que na sec¢ao 5.1 deste capitulo, de acordo com as equagdes (5.13) e
(5.16). Assim, temos:

(g.a
{V,.}= p(H - D)L, fU 1+ (H -Z){ g (5.50.2)
lg<

onde:

p: carga vertical uniformemente distribuida;

g: carga lateral uniformemente distribuida atuando num piano vertical m;

H: altura total do edificio;

a,b: versores referentes a direc@o do plano  em relagdo aos eixos OX e OQY;
¢: disténcia do plano © 4 origem O do sistema global;

{Vex} — € 0 velor das forcas externas, numa cota Z, nas direcdes globais.

L, ]=a 1)+ lL,] (5.50.5)
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COm
3’” 1 0 ¥,
iL]=] o =X, (5.50.¢)
? SV
éycag -X <G ;%1 |
g S
{z,gzz 0 1 X, | (5.50.d)
3 .2, i E
LYCGE ~ X {/23 |
sendo:

lo,i momento de inércia polar da parede | em relago a origem O do sisterna global;
A area da seco transversal da parede |
(Xcei Yea): coordenadas dos centros de gravidade das paredes i em relacgo a OXYL.

O equilibrio da estrutura é mantido igualando-se os esforcos internos, calculados
conforme (5.49), com o3 esforgos exiernos, calculados conforme (5.50.a), resullande o©

seguinte sistema de equacdes diferenciais de terceira ordem:

o i+lpe - 2L, |- (&, J+ £, DU} =2 - 2) ZZ (5.51)
q.b

A resolucdo do sistema de equacdes diferenciais de terceira ordem mostrada em
(5.51) ¢ feita utilizando-se as seguintes condi¢des de contorno:

a) Supondo engastamenio na base dos nucleos na base do edificio temos:
{U(0); = {0} (5.52.a)
{0 = {0} (5.82.b)
b) Suponde nao existir bimomentos e momentos fletores aplicados no iopo
dos nucleos
{Ur(H)} = {0} (5.52.¢)
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Capitulo 6

TECNICA DISCRETA

Os processos discrelos ulilizam a técnica de subdividir g estrutura em elementos
mais simples, interligados entre si alravés dos nds.

A técnica mais adequada para o iralamento discreto do calcule de edificios € o
processo dos deslocamentos, onde a matriz de rigidez de cada elemento integranie da
estrutura tem que ser previamente determinada e contribuird para a formagao da mairiz de
rigidez global da estrutura. O “Método dos Elementos Finitos” € a ferramenta mais utilizada
para a aplicacdo computacional do processo dos deslocamentos.

Com © passar do tempo e 0 avango das técnicas compuiacionais, inumeros
modelos de elementos finitos foram sendo desenvolvidos e aperfeicados para que, da
meihor forma possivel, pudessem representar significamente o comporiamento dos
elementos estruturais que compde a estrutura como um todo.

Nac iremos descrever aqui como calcular estas matrizes de rigidez e nem ©
processo detalhado da utilizagdo pelo metodo dos elementos finitos.

6.1 Algumas propostas para a simulacdo discreta de edificios

Um dos trabaihos consultados, que trata da simulacio discreta de edificios alios,
que mais chamou a atencdo, foi a recente tese de doutorado defendida por SOUSA
JUNIOR [33]. Na sua tese aquele autor apresenta uma interessante reviséio bibliogréfica

para a andlise de edificios. Denire as referéncias citadas tém-se um levantamenio das
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teses e disseriagles desenvolvidas no Departamento de Engenharia de Esiruluras da
Escola de Engenharia de S50 Carlos, da USP.

No presente frabalho procuramos tomar contacto com boa parte das cbras citadas
por SOUSA JUNIOR [33], em especial as que trataram da simulacac discrela de edificios
— algumas nac foram possiveis de se conseguir, Das citactes, parte dos trabalhos qus
utilizaram técnicas discretas, adotam hipdieses de simulac8o em primeira ordem. SILVA
[25] desenvolveu um estudo considerando o efeito P-A. MORI [21] infroduziu a nao
linearidade geomelrica no estudo de estruiuras tridimensionals de edificios allos contendo
nicleos estruturais.

Na Faculdade de Engenharia Civil da Unicamp, os trabalhos que trataram da
andlise de edificios pela iécnica discreta foram os de YAGUI [48], SERRA [31] e
GUILARD[10L

§.1.1 Modelo estruturai proposto por Edgard Sousa Junior

Nas simulactes propostas por SOUSA JUNIOR [33], usando a técnica discreta, no
processo para analisar um edificio alto composto por iajes, nicleos estruturais, pilares e

vigas, foram adotados os seguintes elementos estruturais:

» Lajes — modeladas com elemenios finitos triangulares / quadrilaierais de
placas. Utilizou-se um elemento finito do tipo DKT para tal simulac&o.

» Vigas — elemenios de barras com nds de extremidade, com os graus de
liberdade do elemento de greiha, ou seja, trés graus de liberdade por n6: duas
rotacdes e uma translacao vertical.

¢ Pilares ~ elementos de barras dispostas na vertical, com dois nés de
extremidade, com & graus de liberdade por né: 3 translagbes e 3 rotagdes em
cada no

= Barras de nucleo — elementos de barras, dispostas na vertical, com dois nds de

extremidade, com 7 graus de liberdade por né: 3 translagdes, 3 rotagbes e
mais ¢ empenamento.

A Fig. 8.1, extraida de SQUSA JUNIOR [33], llusira os elementos estruturais
utilizados por aguele autor. O problema € analisado pelo Processo dos Deslocamenios.
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A matriz de rigidez global da estrutura € formada por contribuicZo das matrizes de
rigidez dos elementos. Como 0s pontos nodais dos diversos tipos de elementos nao tém
os mesmos graus de liberdade, foi necessario fazer um cuidadoso acoplamento enire 0s

elemenios, para compalibllizacdo dos deslocamentos correspondentes.
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¥
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o

elemento de pilar

elemento de placa clemento de macleo
Figura 6.1 — Elementos estruturais utilizados por Sousa Junior.
(figura extraida de SOUSA JUNIOR [33])

No texto de sua tese o autor mostra, de forma bastante didatica, as caracteristicas
dos acoplamentos efetuados. Os graus de liberdade dos pilares que coincidem com 08
graus de liberdade das vigas foram classificados como independentes. Os demais foram
classificados como dependentes e foram calculados a partir do movimenio das lajes.

O eiemento estrutural barra de nucleo foi dividido em duas partes: uma parte
chamada de “Perfil do Nucleo” e cuira de “Barra do Nacieo”. O Perfil do Nicleo &
constituido dos nés de placa que coincidem com o esgueleto da secéo transversal do
nicleo. A Barra de Nicleo é definida por dois ponios nodais tomados na interseccdo das
lajes superior e inferior em cada andar com um eixo vertical pelo centro de torgge da

seclo transversal do nidcleo. Us graus de liberdade das Barras de Nicleo gue coincidem
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com os graus de liberdade de vigas e os graus de liberdade referentes aos empenamentos
s80 ditos independentes e o8 demais 880 dependentes.

. Llemento
Perfii de ,
de pinca

nuclen

Barra de
micles

e Dilr

Figura 6.2 — Elementos Estruturais.
{figura extraida de SOUSA JUNIOR [33]

Os pontos nodais de um pavimento foram classificados por Sousa Junior em dois
tipos: externos e internos. Os pontos externos s8o pertencentes aos elementos de pilar ou
pertencentes também ao esqueieto do nucleo. Os demais s&c pontos internos. Foi feita
uma condensacao estalica, onde os elementos de viga e de placa sdo eliminados € as
suas respectivas rigidezes foram distribuidas pelos pontos nodais externos. Melhores
detathes podem ser encontrados na tese daquele autor.

Figura 6.3 — Condensacéc estatica dos elementos de placa e viga.
(figura exiraida de SOUSA JUNIOR [33]
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Com base na formulacao de sua proposta, usando técnicas de subestruturacao, o
autor elaborou um programa computacional para calcuio de deslocamentos em edificios
alios.

Para a validacBo dos resultados oblidos com o seu programa aquele aufor
comparou resultados calculados com o programa Ansys, e resultados anteriormente
obtidos por MATIAS JUNIOR [20] e por SILVA [32].

Na simulac@o, usando o programa Ansys, as vigas, pilares, lajes e paredes dos
nucleos, foram ulilizados os seguinies elementos finitos da bibiioteca intermna daguele

programa:

» Lales e paredes dos nucleos: elemento finito SHELLSS;

= Elemenios de barras: elemento finilo BEANMA4,

6.2 Modelo discreto utilizado nesta dissertagéo

Como comentado na Introducéo, no presente trabalho optou-se pela utilizagédo do
software comercial SAP2000% para a simulacdo discreta de edificios com ndcleos
estruturais.

A simulacao discreta dos edificios tridimensionais foi feita utilizando-se dois tipos
de elementos finitos disponiveis na biblioteca interna do programa SAP2000%:

« Elementos FRAME - utilizados para a simulacdo de vigas, pilares e périicos
¢« Elementos SHELL — utilizados para simulaco de paredes, nlcleos estruturais e
lajes. Esse tipo de elemento, no programa SAP2000° pode ser subdividido em trés

sub-tipos de elementos:

o Elemenios MEMBRANE - foram utilizados para a simula¢do da laje como
diafragma rigido, para efeito de comparac@o de resultados com os obtidos pela
técnica do meio continuo.

o Elementos PLATE — foram utilizados para a simulacéo da laje como placa, para
gfeito de comparacdo com outros autores.

o Elementos SHELL — foram utllizados para a simulac@o das paredes e nucleos e

para algumas simulagoes das laies
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Uma das grandes potenciafidades do software SAP2000% é a sua extrema
facilidade de uso, com inumeros recursos de edicdo grafica, que facilitam enormemente a
enirada de dados. Apresenta também saida de resuliados muito eficiente, em forma de

tabelas ou na forma grafica.
6.2.1 Os Elementos de Barra (FRAME) no programa SAP2000°

O elemento de barra € usado para simular o compoertamenio de vigas e colunas de
estruturas planas e tridimensionais.

Algumas estruturas que podem ser modeladas com este elemento incluem:

= Porticos ridimensionals;
¢« Trelicas tndimensionais;
e Barras Planas;

e Greihas Planas;

+ Trelicas Planas;

Um elemento do tipo FRAME & modelado como uma barra reta, conectada por
dois nds, um em cada extremidade. O carregamentc pode ser aplicado nos nés da
estrutura ou ao longo dos elementos do tipo FRAME. O programa pode incluir
automaticamente, a critério do usuario, o efeito do peso préprio. As cargas nos elementos
podem ser distribuidas, ou concentradas, num total de até quatro cargas concentradas por

elemento.
6.2.1.a - Conectlividade dos nés

Um elemento de barra é representado por uma linha que conecta dois nésie j. Os
dois nés ndo podem compartilhar da mesma localizacdo no espago. As exiremidades do
elemento barra (FRAME) s&o conectadas a pontos do espago denominados nds
(JOINTS).
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£.2.1.b -~ Graus de iiberdade

Cada né de extremidade de um elemenio FRAME lem seis graus de liberdade

associados: 3 translagbes e 3 rolaghes graus de |iberdade de rotacio.
6.2.1.c - Sistema de coordenadas locais

Cada elemenio de barra tem seu proprio sistema de coordenada local, onde se
definem propriedades da secio, cargas e onde sio fornecidos os resuifados. No slemento
s80 definidos irés eixos do sistema local: eixos 1, 2 e 3. O primeiro eixo € dirigido ao iongo
do comprimento do elemenio; com o0s dois outros eixos no plano perpendicular ao
elemento com uma orientacBo especifica. £ importante que se entenda a definiclo do
glemento e do sistema de coordenada iocal 1-2-3 e suas relagbes com o sisterna de
coordenadas global X-Y-Z. Ambos 0s sisternas de coordenadas sdo destros.

Na maioria das esiruturas a definicBo do sistema de coordenada local é
exiremarments simples.

Eixo local 1

Eixo local 1: sempre € o eixo longitudinal do elemento, na diregéo positiva que &

dirigida do né inicial 1 para o né final J.
Orientacao Padrao dos eixos locais 2e 3

A orientacdo padrao dos eixos locais 2 @ 3 é determinada pela relagdo entre 0 1

eixo local e o eixo de Z giobal. Para a situag@o padrdo temos as seguintes constatagbes:

e O planc local 1-2 é vertical;

o O eixo local 2 esta iniciaimente sempre na mesma direcéo do (+2) a menos gue ©
elemento seja vertical, no qual o eixo local 2 € levado para estar horizontal ac longo da
direcio giobal (+X)

e (O oixo local 3 & horizontal
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Figura 6.4 ~ Situac&o padrio do elemento do FRAME no SAP2000%
Esta situacdo padrdo pode ser modificada indicando um angulo de giro na peca.
Algumas das situactes s80 expostas na Fig. 6.5,

E considerado que um elemento é vertical se o seno do angulo entre o eixo local 1
g o eixo de Z é menor que 10°.

Y

Eixa j.acal 1 paralefe ao gixo Y
Eixuo Local 2 rotzcionade de %1% cem o Piano Z9

Eixa Local % nko & paraielo aos Elxps X ¥
Fixe Local 2 estz snecionado em 30° com ¢ plens 21

AZ A%
1A ﬁ
~ el
ang=30"
e 7
X / 3/73 ¥ X xg-ae}-k Y
2
ang=99° 17

Tixg Local 1 Paraleln ao Eixg +2

Eixa Local 1 paralede se eixo Z
Eixo Lotal Z rotacionado 90° com o Plang X-1

Eixo Local 2 esta rotzcionade 38° com o plano X1

Figura 6.5 Orientacbes para o sistema de do elemento FRAME

6.2.1.d - Propriedades da secio

Numa secao transversal de barra podem ser definidos conjunios de propriedades

geométricas que descrevermn ¢ corle fransversal de um ou mais elemenios de barra.
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Podem ser definidas secBes independentementes dos elemenios de barra, e nomeadas
aos elementos através da geometria e dos materiais.
S&o0 definidas propriedades da secdo com respeito ao sistema de coordenadas

iocais de um elemento de barra como segue:

s A direcdo 1 esta ao longe do eixo do elemento, correspondendo ao eixo normal &
sec¢ao e passa pela intersecdo dos dois eixos (2 e 3) planos & segao;
» As diregles 2 e 3 s8o paralelas ao plano da secfio. Normalmente a direcao 2 &

disposta ao longo da dimensao principal (altura) da secéo, e a diregde 3 ao longo de

sua dimensao secundéria {largura).

Tl Eige 3

Face Comprimida

Eixe 1

Face Comprimida

* Eixo 3

& Einp 3
Face Tracionada

tomento e Cortante Pesitives

Momento e Cortante Pasitives
na Plano 1 -3

no Plane 1-2

Figura 6.6 — Representacdo das direcdes e sentidos positivos dos esforcos
6.2.2 O Elemento de Casca
O elemento SHELL € usado para simular cascas, membranas e placas em

estruturas tridimensionais. Esie elemento pode ter uma formulag@o para trés ou qualro

nés, podendo combinar efeitos de membrana ou compoertamento de flexao de placas.
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O comportamento de membrana usa uma formulacdo isoparameétrica gue inciui
translacio no planc de rigidez e junitamente com um components de rigidez rotacional na
direcao normal ao plano do elemento.

O comportamento de flexao das placas inciul dois modos, fora do plano, placas
com componenies de rigidez rolacional & um componente de rigidez translacional na
direcao normal ac plano do elemento.

Por definicio do programa SAP2000%, para uma placa espessa & usada a
formulacgo de {(Mindlin/Reissner) que inclui os efeitos de deformacao por cisalhamento
transversal. Opcionalmente, € possivel escolher a formulagio para placas finas com teoria
de Kirchhoff, gue negligencia a deformac¢ao por cisalhamento transversal.

As estruturas que podem ser modeladas com estes elementos incluem:

+« (Cascas tidimensionais, como tanques e clpulas;
» Estruturas de placas, como lajes de piso;

# Membranas estruturais.

Para cada elemento de casca na estrutura, vocé pode escolher o modelo como
sendo membrana pura, placa pura ou o comporiamento de casca. Geralmenie €
recomendado gue vocé use o comportamentio de casca a menos que a estruytura inteira
seja plana.

Cada elemento de casca tem seu proprio sistema de coordenada local podendo
definir propriedades, materiais e cargas e saidas de resultados. Cada elementc pode ser
carregado por forgas gravitacionais ou agbes distribuidas em qualguer diregéo.

§.2.2.a — Conectividade

Cada elemenic de casca pode ter uma das formas seguinies, como mostrado na
Fig. 8.7:
e Quadrilatero, definida pelos quatro nés j4, o, i3, © ja;

e Triangular, definida pelos trés nds iy, . e s.
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Eixod 4 Eined

% Faoed

Eixo 2 %

Face 8 Superior
Face B Inferior

Face B: inferior
Face 8 Suparior

Faced SN\ -

g

Blemento de Uansca Guadsidters - 4 Nés Elemento de casca Triangular - 3 nds

Figura 8.7 - Elemento de casca, pontos de conex@o e definigfes de face.

A formulacdo guadrilatera normalmente € a mais precisa das duas. O elemento
trianguiar s6 e recomendado para transicBes. Para escolher as localizacdes dos nés dave

- se conhecer as seguintes condicdes de geometria:

- O Angulo interior a cada canto deve ser menor que 180°, Melhor resultado para ©
quadrilatero serg obtido quando estes angulos estdo préximos 90°, ou pelo menos
entre 45° a 135°.

- A melhor relacdo de malha geomeétrica {relacdo de aspecio} de uma malha de
elementos finitos para um elemento de casca pode ser definida fazendo-se as
seguintes consideracdes:

§ Para o tridngulo, € a relagao do lado mais longo e o menor lado.
§ Para o quadrilatero, é a relaglo da distdncia mais longa entre os pontos

centrais de lados oposios e a menor distancia entre dois pontos.

Sao obtidos melhores resultados para relacdes de aspecio proximas & unidade, ou
peio menos menores que quatro. A relacdo de aspecto n&o devera exceder dez. Para o
quadrilatero, se as quatro articulagbes nao forem co-pianares, uma pequena torgao
aparecera no elemento e sera considerada pelo programa SAP2000°.

G angulo entre a normal aos cantos fornecem uma nocéc do grau de torgao do
elemento ndo co-planar.A normal a um canto é a perpendicular aos dois lados que se
encontram no canto. Sao oblidos melhores resultados se o anguio maior entre qualguer

par de cantos é menor gue 30°. Este &ngulo ndo devera exceder 45°.
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Estas condiges normalmente podem ser conhecidas e meihoradas com o©

refinamento adegquado da malha.
6.2.2.b — Graus de liberdade

O uso do elemento SHELL sempre atfiva todos 05 seis graus de liberdade em cada
um dos nds dos elementos. Quande o elemento ¢ usado como uma membrana pura, é
necessario assegurar que sejam providas as resticfes aos apoios e aos graus de
liberdade para a normal e para as rotagbes de flexdo.

Quando o elemento SHELL € usado como uma placa pura, € necessario restringir
a liberdade de transiagdes no plano e a rotagéo sobre a normal.

O uso do comportamento de casca (membrana mais placa) & recomendado para

estruturas tridimensionais,
§.2.2.c - Sistema de coordenadas locais

Cada elemento de casca tem seu proprio sistema de coordenada local, onde séao
definidas as propriedades dos materiais, cargas e saida de resultados. Sao denotados os
eixos deste sistema local 1, 2 e 3. Os dois primeiros eixos no plano do elemento com uma
orientac@o que vocé especifica; o terceiro eixo é normal.

E importante que se entenda claramente a definico do sistema de coordenada
iocal 1-2-3 do elemento e sua relagdo para o sistema giobal de coordenada X-Y-Z. Ambos
os sistemas s&o sistemas de coordenadas destros. Deve-se definir sistemas locais para
simplificar a introducao de dados e a interpretacdo dos resultados.

Na maioria das estruturas a definicho do sistema de coordenada local é
extremamente simples e o programa possui uma orientacao padrdo para o elemento de

casca.

Eixo Normal 3

O eixo local 3 sempre é normal ao plane do slemento de casca. Esle eixo €

dirigido para o observador, guando o caminho j-ib-js aparece no sentide horaric. Para
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elementos quadriléteros, ¢ plano do elemenio € definido pelos vetores que conectam o8

pontos centrais dos dois pares de lados opostos.

Orientacao padriao

A orientacao padrio dos eixos locais 1 e 2 € determinada pela relaco enire © eixo

local 3 e o eixo global Z:

¢« (U plano local 3-2 é utilizado para ser veriical, comparado ao eixo de Z;

= O eixo local 2 é posto no mesmo sentido do eixo (+Z} a menos que o elemento esteja
na horizontal no qual o eixo local 2 esta na horizontal ac longo da diregéo de +Y
global;

« 1 sixo local sempre estd horizontal normalmente no plano de X-Y.

E considerado que o elemento esta na horizontal se o seno do angulo entre o eixo
local 3 & o eixo de Z € menor que 10°.

0O eixo local 2 faz 0 mesmo anguio com ¢ eixo vertical como o eixo local 3 faz com
o plano horizontal. Iste significa que o eixo local 2 aponta verticalmente para cima para

elementos verticais.
6.2.2.d - Coordenadas angulares

O elemento casca possui uma coordenada angulo, ang, que € usada para definir
orientacbes do elemento que difere da orientacio padrio. E o angulo pelo qual os eixos
locais 1 e 2 s&o girados sobre eixo local 3 positivo na orientagéo padrdo do programa
SAP2000. A rotacdo para um valor positivo de ang aparece como sendo horaria quando o
eixo local 3 esta aponiando para o observador.

Para elementos horizontais, ang € ¢ anguic enire 0 eixo local 2 e o eixo +Y
horizontal. Caso conirario, ang € o angulo entre o eixo local 2 e o planc vertical gue
contém o eixo locai 3. Veja Fig. 6.8 para exemples.

§.2.2.e — Propriedades de se¢éo
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Numa secac de casca tern um conjunto propriedades como material € geometrias
que descrevem a corie transversal de um ou mais elemenios de casca. S&o definidas

secdes independentiementes dos elemenios de casca e nomeadas aos elementos.

§.2.2.f — Tipo de se¢éo do elemento SHELL

Os tipos de secgbes podem ser especificados pelo tipe de pardmetro, que

determina o lipo de comportamento dos elementos de casca correspondentes:

- Tipo MEMBRANA: comporiamenic de membrana pura; sé podem ser
suportados as forgas no planc e o momeanto normal;

- Tipo PLACA: comporiamenic de placa pura; podem ser suporiado s¢ 0s
momentos fletores e a forga transversal;

- Tipo CASCA: comporiamento de casca, uma combinacao do comportamento
de membrana ¢ de placa; podem ser avaliadas todas as forgas e momentos
Geralmente é recomendado que vocé use o comportamentc de casca a

menos que a estrutura intsira seja plana e esteja adeguadamente contida.

1° Fila: ang = 45°
2° Fila: ang = 90°
3°Fia: ang = 8°
4° Fifar ang = -90°

Todos os elementostemo
Eixe 3 apontade paraforz
do glemenio estrutyural

X

Figura 6.8 - Elemento de casca, com a coordenada angular respeitando a onentacéo
nadrio.
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%ﬁ Eixe 2

\

£z forcas 2st@o por unidade
de compriments ne plang

1% "% Conents Transversal info mostradal

= \i‘;;; ‘\\ Forgas carantes transversais
b

as wnsdes sdo posidvas guands
saem do ponte 4z face pars o
\ espatader

H [E]
Tensfiss 2 Forgas na Membrana
Tensds Sij tem a5 mesmas defingdes das Forcas Fi

Figura 6.9 — Descrico e posicionamento de forgas e tensdes.

Eiva 2

Homentss esthe por unidade
de comprimente no plano

B

n KMamentos de Torgds v Flex3c nas Places

Figura 6.10 — Descricdo e posicionamento dos momenios.
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Capitulo 7

EXEMPLOS

Foram elaborados 4 programas de computador para auxiliar na analise de
adificios alios pela técnica do meio continuo.
Sao resumidas, a seguir, as squacdes diferenciais para cada estrutura analisada

nos capituios 2 ao 5, referentes "a técnia do meio continuo.
a) ASSOCIACOES PLANAS DE PAREDES E PORTICOS

e Painel Parede:
jaun+ pNH = 2)ul, =—q,(H - z)
e Painel Pértico:
[s, —o,p,(H-2, =q,(H-2z)
e Painel Geral:
- Associacdo de parede e portico por barras bi-articuladas.
ju"=1s, —o p(H = )’ = —q{H - z)
- Associacao da Parede e Périico através de lintéis
jou" s, —ot, p(H = ) =~q(H - 2)
- Associacao de paredes por lintéis

= ls, —o, p(H — D)W = —q(H - 2)
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b) NUCLEOS

+ Nicleo de seclo aberla sem contraventamento
iUt (p - 2L - (R, o= -t -2, )
= Nucleo de secBo aberta contraventado por lintéis

WU+ {pld - 2L - (& R R0 = (8 - 2fvg)
¢) ASSOCIACAO TRIDIMENSIONAL DE PAREDES E PORTICOS
UKo b (o8 - )L - (& 1+ [SDHU = ~(H -2,
d) EDIFICIOS COM DOIS NUCLEOS

¢ Nucieos sem contraveniamento
Vot (et - DL, - W=~ - 2, |
s Nucleos contraventados por lintéis

0™+ o - 20 - (&, J+ [, 0 =~ - 2] g

gb

As equacoes diferenciais indicadas acima, para os problemas classificados como
b), ¢) ou d), na verdade sao um sistemna de equagdes diferenciais de terceira ordem, nas
varidveis deslocamenios u, v e 6. Elas estao escrilas compactamente de forma matricial,
usando o vetor {U} para representar os deslocamentos:

{U}=1v
6
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Podemos generalizar fodas eslas equacfes em uma uUnica equacao diferencial

matricial global de terceira ordem, com a seguinte forma:

[T i+lclu =~ -V}

V.|
V1= { V. % valores das forgas externas nas direcdes x, v e valor do momenio extemno
J

(6]= pH - D)L, - (& 4K, ])
el [Ky] e [Kgl, matrizes variando para cada tipo de esirutura que estd sendo analisada,

de acordo com o indicado nos capitulos 2 a 5.

Deste modo foi elaborado um programa que resolvesse o sistema de equagdo

diferencial global, tornando possivel analisar as varias estruturas proposias.

¢« Newtoni- Programa para céiculo de caracteristicas geométricas em secdo
deigada aberta
O programa automatiza os célcuios de determinacdo das principais
caracteristicas geométricas de uma secfo delgada aberta composta de
trechos retos.
As grandezas calculadas pelo programa s&o as seguintes:

— Centro de gravidade;

- Momentos de inércia a flex&o em relaco a eixos cartesiancs x e v,
- Momentos principais de inércig;

~ Area setorial em relago a um polo qualquer;

— Centro de torcéo;

— Area setorial principal para todos os nés da secio;

- Momento setorial de inércia;

- Momento polar
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s Newtond - Programa para solucéo do sistema de equactes diferencials de
ferceira ordem pelo método das diferencas finitas.

O segundo programa foi elaborado para a solugBo de um sistema das
equaches diferenciais e oblencioe dos deslocamentos da estrutura, pelo
Método das Diferengas Finitas. Fol utilizado um esquema semelhante ao
utilizado por XAVIER [481
O programa calcula os deslocamentos ao longo da altura Z, segundo um
sistema global de eixos OXYZ adotado peio usuario. Com a hipdlese do
metode do meio eldslico continuo, em gue as lgjes sio consideradas
diafragmas rigidos em seus planos, sendo juntamente com os lintéis
consideradas uniformemente distribuidas ao longo da aliura. Uma vez
enconirados o8 deslocamentos u, v e 9, de ponios de coordenadas (0,0.4)
em relacdo ao sistemna global, podemos somar um deslocamento de corpo
rigido e encontrar deslocamentos em qualguer ouiro ponio de cola Z.

« Newton 3 - Programa para a sclucdo de sistema de equagdes diferenciais
de terceira ordem pelo método de Runge — Kuita de quarta ordem

Por sugestdc da banca examinadora do exame de gualificac8o fol elaborado

um programa para a solucdo do sistema de squacdes diferenciais de terceira

crdem usando o0 método de Runge — Kutta de quarta ordem. O programa

mostrou-se mais réapido do que o programa elaborado baseado em

diferencas finitas. A solugdo pareceu melhor aproximada pela natureza do

tratamento das condigdes de coniorno.

¢« Newtlon 4 ~ Programa para o calculo de deslocamentos e esforgos em
pontos da estrutura, a partir dos desiocamentos e Suas derivadas.
Baseado em geometlria dos pequenos deslocamentos, conhecido os
deslocamentos do né mesire e rotagao do piso do andar (considerado como
diafragma rigido) o programa calcuia os desiocamenios num dado ponto da
estrutura no painel périico ou parede Usando os desiocamentos de 5 ponios
sucessivos ao longo de uma linha vertical, ao longo dos andares, calcula as
derivadas dos deslocamentos no ponio em andlise, usandc uma
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aproximac@o por diferengas finitas. A parlir destes valores fol possivel

calcular os esforcos em um determinado ponto da estrulura.

Para o calculo de desiocamentos & esforcos pela técnica discreta, foi utiizado o
programa SAP2000%. As paredes e nicleos foram modelados como cascas finas e as
lajes foram modeladas com uma das seguintes hipteses: como membranas muito rigidas,
procurando simular os diafragmas utilizados na iécnica do continuo; como placas
£5pessas e como cascas.

Apresentam-se alguns exemplos para comparacio de resultados oblidos pelas
duas iecnicas, os quais foram comparados entre si e comparados tambéem com resultados
obtidos nas referéncias bibliograficas indicadas.

Nos resuitados apreseniados a indicagdo NEWTON refere-se aos valores obtidos

com a formutacéo deduzida pela técnica do continuo.
7.1 Estruturas Testes

7.1.1 Estrutura Teste 01

Este exemplo mostra a funcionalidade do programa elaborado para o célculo das
caracteristicas geométricas de um perfil delgado aberto. Admitamos que a unidade de

comprimento seja centimetro.

.
6//
5
La
1 2 3

Figura 7.1 Secéo delgada aberta.

Os dados geométricos gue caracterizam o perfil s&o fornecidos para o programa

através de um arquivoe ASCIH de entrada de dados. Os resultados podem ser mostrados
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diretamente na fela do computador ou também podem ser armazenados num arguivo de
saida em formato ASCH.

O perlil analisado tem todas as paredes com espessura =0.5cm. Os dados da
secio, cuja forma esta mostrada na Fig. 7.1, estéo na cdpia do arquivo de saida transcrita
abaixo. O programa néo faz conversdes de unidades. As respostas saem em unidades
compativels com o0s dados de entrada. Para 0 exemplo as dimensfes de comprimenio

estéo todas em centimetros,

Mumers de nosws 7

** Coordenadas dos nos do esqueleto

No Xglobal Yglobal
i 00.5600 6.0c0
2 48.000 00.C4a0
3 12.0060 $0.000
4 08.500 (6.000
£ 00.4500 G&.000C
& 08.000 12.000
7 12.000 15.000

Polo arbitraric F
x=08. 000
v=06.000

Crigem arbitraria 08
0$=04

** Dados dos ramos
Numere de Ramos= &

Ramo inicio Final £ L Cosgene X Cosseno vy
1 2.000 1.000 0.500 £8.000 ~01.000 $0.000
Z 2.000 3.000 0.500 04,000 01.000 00.800
3 4.000 2.000 0.500 06.00C 00.000 ~01.000
4 4.000 6.000 0.560 06.0G00 040,009 01.000
5 £.000 5,000 0.500 10.0006 -30.800 -00.600
& 6.000 7.00C 0.500 05.000 00,8080 00.500

Area Total= 01%.500

Constante de Toxgdo Jt
Jt= 001.825

** Coordenadas do Centro de gravidade

Xglobal=s §6.615 Yglobal= 05.885
*+ Momentos de inercia nos eixes centraig de inédrcia
IxpxpS= 504.98099 CosX= 00.57847 Cosy= -00.208641
IvpypS= 164.28103 CosX= 00.20841 Cos¥= 00.87847
** Ccoordenadas dos nos em relacsc aos Eixos Principais
Eixos Globails Eixgs principais
No Xglobal Yglobal Xprinc Yprinc
1 06.000 ¢0.000 ~05_258 ~-07.123
2 08.000 00.000 02.569 ~05.472
3 12.000 40.6080 06.483 -04.646
4 08.000 05.000 01.331 G0.3%%
5 08.000 06.000 -06.487 -01.283
5 08.00¢ 12.0030 0C.0%3 06.269
7 12.000 15,000 03.387 15.03%
** Djagrama de W em relagdc ao pdlo arbitraric P (08.000,06.000)
Ramo No Inicio Winicio WNo Final Wiinal
1 Qz 00.000600 01 48.00000
z Gz a0. 00080 03 ~24.00000
3 04 00.00000 B2 0000600
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4 g4 00.00000 08 00.00000
5 82 05.00008 G5 -48, 00000
& o8 00.00000 a7 24.008¢

** Cooprdenadas do Centro de Torgio
#Dieixes principais)s 020123
vRieixos principais)s 01.853

xDi{eixos cart
yH{eixes cart

xDieixos cartesianos globais)=z 05.03
vDH{eixos cartesianos globalsi= 07.0684

**% Diagrama de W oenm relaglc ao Tentro de Toredc D 5.034331026453868 T.06404357581409
Ramo No Inicio Winicio Mo Final Wiinal
i 0z -08.20588 a1 20.306£9
Z 0z -06.2058¢8 43 -34.46204
3 04 Q0.50000 G2 -G8, 20888
& 0d 00.00000 0e 0520586
5 06 06.20588 05 -38.4876%
5 03 0e.20588 Q7 28.08262
*¥ Diagrama de W PRINCIPAL
Corregdo C=0.43087
Ramo Mo Inicio Winicio e Final wWiinal
1 G2 ~0E. 63673 g% 4%. 87582
2 02 ~08 . 63873 03 ~34,82982%1
E o4 ~-00.43087 G2 -06.638673
4 04 -00.43087 06 05.77488
5 J6 05.7749%9 05 ~38,91852
6 a6 05.77498% 07 28.62175

Teste: IntegraliWprinc.da)= 0.0000%

*+ Momento de indreia Setorial
Jw= 7183.1.003%

7.1.2 Estrutura Teste (2

Parede isolada — material com médulo de elasticidade longitudinal E = 2,0 x 10°
tf/m?®. Parede com 60m de altura, seco retangular 1,5m x 0,2 m, com carregamento lateral
horizontal uniformemente distribuido g=0,4 #/m, conforme mostrado na Fig. 3.2. Nao se

levou em conta ¢ peso proprio.

a4 AT

I'/méﬂm

LTI
/

Figura 7.2 — Esguema de carregamento da parede
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As Fig. 7.3 a 7.5 indicam respectivamenie os resultados obtidos da transiacéo u,

em metros, e do momento fletor, em tim e forga cortante em 1, ao longo da parede.

DESLOCAMBTC
50
57
54 :
E
&
=
Z e GESIOC.
{edrico
i NEWTON
i
e SAF
2 3 4 5 &
ui{mj}

Figura 7.3 ~ Desiocamento de transiacdo da parede da Estrutura Teste 02

Verifica-se pela Fig. 7.3 que o0s resultado da translac@o obtidos com a equacao
diferencial deduzida para a flex&o da parede, conforme Capitulo 2, o resultado obtido com
o programa elaborados pelo autor e o resultado obtido pelo programa SAP2000° s@o
praticamente 0s mesmos.

Convem ressaitar agui que os deslocamenios na parede, para efeito de validacac
foram calculados pelo autor de duas maneiras: a primeira usando o0 programa de
diferencgas finitas e a segunda usando o programa baseado no Método de Runge — Kutta
de 4% ordem. Os resultados foram os mesmos, porém a segunda maneira obteve o
resultado de maneira mais rapida.

A partir dos deslocamentos e suas derivadas foram calculados os esforgos
solicitantes: momento fletor e forca cortante. Os resultados obtidos pelo autor, indicados
nos graficos como NEWTON, foram muito parecidos com os resultados obtidos com as
eqguactes diferenciais deduzidas no Capitulo 2.

As Figs. 7.4 e 7.5 ilustram os graficos de momento fleior e forga cortante para a
parede deste Exemplo Tesie 02, mostrando a coincidéncia de resultados.
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MOMENTO FLETOR

—o— MOMENTO TEORICG ™
e BACORAENTO NEANTON >_

o :
33 ;
30

Abtura (mj)

g %

g i o

2 \K\
0

o 200 400 500 800
Momenios (Hfm)

Figura 7.4 — Momento Fletor na parede da Estrutura Teste 02

FORCA CORTANTE

“+—CORTANTE
TEORICO
—8— CORTANTE NEWTON

H

Altura (m)

0 10 20 30
Cortanie (1h

Figura 7.5 — Forga Cortanie na parede da Estrutura Teste 02
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7.1.3 Estruturs Tesle 03

Pdrtico Plano - 20 pavimentos com pé-direito dos andares de 3,00 m. Os pilares
tern seclo 04x0.4m e as vigas tem secdo 0,2mx04m. O mdédulo de elasticidade
longitudinal vale £ = 2,0 x 10° it/m". O carregamento atuante ¢ lateral, constante ao longo
da aitura, valendo g=0,4 tf/m, conforme ilustrado na Fig. 7.6.

g=04 tffm
P
= e
4 2
L |
‘\\\R’M
Ty
i 4,80 m L

Figura 7.6 - Esquema de carregamento do portico.

Os resultados obtidos para o deslocamento lateral, ao longo dos andares, esiao
mostrados na Fig. 7.7. S8o mostrados resultados obtidos com a técnica do continuo, com
a hipdlese de existéncia de diafragma, e resultados calculados pela técnica discrela, com
o auxilio do programa SAP2000%.

Os valores da forga cortante ac longe da prumada de pilares esquerdo, onde atua
a acdo externa, obtidos através dos programas NEWTON (Método Continuo) e os
resultados obtidos com ¢ programa SAP2000® estao indicados na Fig. 7.8

Os resultados da forga cortante, obtidos pela iécnica do meio continuo, na regiae
pertc da base (abaixo de §,0m de altura) da estrutura diferem no exemplo cerca de 20%
dos valores obtidos pela técnica discreta. Explica-se esta diferenca pela adocéo, pela
adocao da hipdtese de momento fletor nuio no pilar na secéo ac meic da altura de cada
andar. £ sabido gue para os andares mais baixos, e para o andar de iopo ©

comportamento da estrutura difere desta hipdtese.
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DESLOCAMENTO
80 i ; S
57 - -
- (e
51
48 _ ¥
45 ?
42 4
a8 g/
36
£ 8 /i ¥
g% b —4— SAP 01
< ; | —s— TEORICO
o1 o e NEWTON
18 - s —— SAP (2 2
15 M —x— SAP 03 a
i2 : ‘ e AP D4 .
g —¢— SAP 05 N
6 —@— SAP 06 -
3 7 ; 1
Y 4 N — I
0 0,1 0,2 0.3 0,4 0,5 0.6
§ u (m)

Figura 7.7 — Deslocamento de translacdo ao longo da altura da Estrutura Teste 03

No grafico de deslocamento lateral indicado na Fig. 7.7 est8o apresentados os

resultados de varias modelagens descritas abaixo:

e Tedrico — equacdes diferenciais do método do continuo

o Newton — programas do autor, baseados no método do continuo

e SAP 01- elemento de pilar com coef. de area = 10 com o efeito da cortante;
® SAP 02- elemento de pilar com coef, de area = 1 com o efeito da cortante;

® SAP 03- elemento de pilar com coef. de area = 1 sem o efeito da cortante;

@ SAP 04- eilemenio de pilar com coef. de area = 10 sem o efeito da cortante;
® SAP 05- elemento de pilar com coef. de area = 1000 sem efeiio da cortante;

® Sap 06- elemento de pilar com coef. de area = 10000 sem efeiflo da corlante.
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Nota-se no grafico de deslocamento da Fig. 7.7, gue a escoiha do tipo de analise
deve ser criteriosa, infervindo al a experiéncia do projetista, pois, 0s resuitados de
deslocamentos diferem significativamente, dependendo das hipdteses adotadas. Percebe-
se que o efeito da forga cortante foi grande, e ndo foi considerado no modelo tedrico do
equacionamento desie trabalho pela técnica do continuo.

O efeito da forga cortante foi analisado sobre a prumada de pilares onde estd
sendo aplicado o carregamento, por isso o grafico da cortante apresenta variacéo linear de
resultados enire pavimenios. Caso o pilar analisado fosse o pilar da direita, sem
carregamento aplicado externamente, o grafico da forga cortante apresentar-se-ia
constante entre pavimentos, com um salio de um pavimento para ¢ outro, devido a forga
normal transmitida pelas vigas.

Para os pavimentos inferiores, foram corrigidos manuaimente os valores de forga
coriante encontrados, fazendo uma inferpolacdo dos resuitados a parlir dos valores

obtidos para os andares vizinhos.

l CORTANTE
P - . Fnd
L - {
i H
1 —&—CORTANTE SAP
| | e NEWTON r
29
E
g 30
2
% 27
24
- 2%
18
45
3.0
=
o0
fand
g g T
o |
il
? &4 T & .
-5 -1 -5 o |
Cortanis {1 ;

Figura 7.8 — Forgca Cortante numa prumada de pilares da Estrutura Teste 03.
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7.1.4 Estrutura Tesie 04

Associaca@o plana de parede e périico — a estrufura deste exemplo € a
associacio plana de uma parede e um portico ligados por lintéis bi-articulados, garantindo
a imposicdo de transiagbes iguais na parede e no portico em pontos de mesma allura. O
lintel tem sec8o 0,2mx0,4m, o carregamentio ¢ laleral vale ¢=0,4 /m, conforme indicado
na Fig. 7.9. Adotou-se no exemplo, para todos 0s elementos, um modulo de elasticidade £
= 2,0 x 10° tfn?.

O modelo fol analisado pela técnica do continuo, utilizando os programas
elaborados por Newton, e utilizando-se o programa SAP2006%. No modelo discreto foi
considerado um valor de coeficiente de area de 10000 para as barras de portico, para
tentar simular a nao contribuicdo da deformacio axial.

g=04 H/m .

N, PAREDE Ly PORTCO
=1 ]

=
— £
— 3
=1
— .
i L) Saaanal ba Y

laso | a0 | 400 |

Figura 7.9 — Esquema de carregamento lateral da Estrutura Teste 04

A Fig. 7.10 mostra o deslocamento horizontal, no plano da estrutura, ao longo da
altura. Os deslocamentos obtidos pela técnica do continus e pela técnica discrela, através
do programa SAP2000® foram muito parecidos para os andares intermediarios, tendo uma

pequena diferenga proximo ao topo e perto da base.
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Deslccamento horizonial

mgﬁura {m)

01 0.2 .3
Deslocamento {m)

Figura 7.10 — Deslocamento ac longo dos andares da Estrutura Teste 04

Para a obtencdo dos esforgos € necesséria a obtencao dos valores das derivadas
do deslocamento (U, u” e u™’).

A partir do vetor deslocamento u € possivel se conseguir os valores das
derivadas, através de uma aproximacio numeérica pelo método de diferencas finitas. Na
dissertacdo foi ajustado um polindmic de gquarto grau, utilizando o wvalor dos
deslocamentos em cinco pontos. O procedimento estd mostrado no Apéndice C.

Sejam as expressdes de diferencas finitas centrais deduzidas no Apéndice C

transcritas a seguir, onde h significa a altura de um andar:

F = ;;F [~ Fee+2Fe~2Fd + Fdd |
F = 12; [~ Fee +16Fe —30Fi +16Fd — Fdd|
F = [Fee~8Fe +8Fd~ Fdd]

12k

E possivel, por exemplo, encontrar o valor de u utilizando-se da terceira

expressdo mostrada acima. Deste modo, tem-se:
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i =i[aee~8ue+8ud~udd}
124
Para obter a primeira derivada na posigdc do 5° pavimento, s8o precisos oS
valores dos deslocamentos dos pavimentos 3° (use), 4° (ue), 6° {ud} & 7° {udd). Deste

modo fem-se:

N 2——%—-{543 — 8y, + 81, — 1ty |

12h

No topo da estrutura, utilizam-se as diferencas finitas adiante ou a direita. Na base
utifizam-se as expressdes de diferencas finitas airasadas ou a esquerda.

Apresenta-se na Fig. 7.11 um gréfico ilustrando a variacao da forca cortante no
pilar esquerdo do portico plano da associaco em estudo. Os sallos nos diagramas da
forca cortante, ao nivel de cada andar, se devem a forgca axial trocada entre parede ¢
podrtico plano, via lintel, e devido a forga normal nas vigas do pdriico plano.

Para o tragado deste grafico de forca cortante no pilar esquerdo do portico, no
caso dos resuliados obtidos pela técnica do continuo, fol necessario obter manuaimente
os resultados para ¢ primeirc andar de forma inferpolada, a partir dos resultados para 0s
andares superiores. No caso do grafico para a simulacdo airavés da técnica discreta,
usando o programa SAP2000% foi utilizada a consideracdo de desprezar o efeito da
contribuic&o da forca coriante nas barras de portico.

Eng Newicn Damasic dos Santos 119



e T,

Disseriacdo de Mestrado ~ Faculdade de Engenharia Civil — Departamento de Estruturas ol

CORTANTE PILAR PILAR ESQUERDO DO PORTICO

| & 8% i

1 E- 4~
: ——  —g— Cortante SAP 57
! g Cortante NEWTON | g
40
42
0
| 25
E %
:; a0
w o
= =
=7
: - 24

i — —

-8000 -6000 -4000 -2000 ¢
Cortante {kgf) '

Figura 7.11 - Forga Cortante para o pilar esquerdo da Estrutura Teste 04

A Fig. 7.12 mostra a variacdo da forga cortante na parede da associagdo plana em
estudo. Apesar do calculo ebtido com o programa SAP2000® ser elastico linear e o calculo
pela técnica do continuo ser feito a partir de uma formula¢io nio linear, os resultados

mostrados s80 bastante proximos.
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CORTANTE NA PAREDE
#-5C
va
—p— COFTANTE SAP
4 e COPTANTE NEWTON
fé‘ 29 d
© 304
< 24
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o3
5
;
o
; NV
2
0\ |
-5000 0 5060 10000 15000 20000 25000
Cortante {(kgf}

Figura 7.12 — Forca Cortante para a parede da Estrutura Teste 04

A Fig. 713 mostra a variagdo do momento fletor ac longo da parede da
associacéo plana. Verifica-se que o0s valores obtidos pelas duas simulagfes foram muito

préximos.
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Momenic Fletor na Parede

T
1
|
i
f

—— MOMENTO SAP

—g—- MOMENTO NEWTON  —

Altura {m}

€© 42 Oy

-28000 ¢ 25000 5000C 75000 100000C 125600 150000 175000

Momento (kgim)

Figura 7.13 — Grafico de Momento para a parede da Estrutura Teste 04
7.2 Exemplo 02 - Nucleo de secdo aberta e paredes delgadas ¢/ carga simétrica

Na Fig. 7.14 representa-se a planta de um edificio de 30 andares, formada por um
unico nicleo de secao aberta, de caracteristicas elastico-geomélricas constantes na
altura. Admile-se gue o pé direito de cada andar & 3,00 metros.

O edificio estd sujeito a uma carga lateral g=0,96 if/m aplicada ao longo de um
eixo vertical que passa pelo CG. Adotando-se um par de eixos cartesianos xy passando
pelo CG, a diregdo do carregamento lateral coincide com a do eixo y, e o sentido do

carregamento esta indicada na Fig. 3.14.
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Figura 7.14 — Edificio formado por nicleo de secfo aberia e paredes deigadas sujeito a
carga lateral q,=0,96 t#/m.

O edificio esta sujeito tambem a um carregamento vertical axial 7, uniformemente
distribuido, aplicado ao longo de um eixo que passa pelo centro de gravidade da se¢ao.

O objetive neste exemplo € variar o valor da carga P, até o valor da carga critica
de flambagem P

O material tem mdédulo de elasticidade £=2,0x70° t#/m?. O mdédulo de elasticidade
transversal vale G=0,8 x10° tf/n?.

Admite-se a existéncia de uma laje de piso em cada andar. Na modelagem pelo
meétodo do continuo essa laje € considerada um diafragma rigido. No caso da modelagem
discreta poderéd ser um diafragma modelado como membrana rigida ou casca espessa. As
paredes, na modelagem usando ¢ programa SAP2000%, foram consideradas cascas. No
exemplo € mostrade © resulfado discreto oblido com a modelagem das lajes como
membrana rigida, simulando diafragmas.

Este problema foi resolvido pela técnica do continuo na dissertagao de mestrado
de XAVIER [48].

Deduc@o das caracteristicas geométricas da secéo transversal do niucleo de secao

aberia e paredes deigadas da estrutura indicada na Fig. 7.14:
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A dedugdo gue se segue € dispensavel, uma vez gue as caracterisiicas

geometricas dessa seclo transversal poderiam ser obtidas através do primeirc programa
computacional elaborade pelo autor desta dissertagcdo. Transcreve-se de modo sucinto a

forma de obté-las, com a finalidade de dar confiabilidade ao programa.

Centro de gravidade;

Adcta-se um par de eixos arbitrarios, para efeilo de localizar o CG. Esses eixos
foram escolhidos no ponio de coordenadas (2.5;0) em relag8o ao canto inferior esquerdo
da sec¢ao transversal.

Como OY é eixo de simetlria da secdo transversal, temos:
Xea=0
Calculando a ordenada Yeog tem-se;

_ 3X0.25x5+2(5%0.25%5) + 2(0x1x0,25)

Yoo - = 2.94m
53025+ 2x5x0.25+2x1x0.25

Momenios de Inércia:

3 9-3 3
Jx= 2[9;:%‘1 +0.25%5(2.94-2.5) + }‘X{;;’D +0.25 ><1><2.942] + 22025 | 625 5(5 - 2.94)
Jx =15.32m*

3 3 3
F=2 _53.5.;(.),;.2,.5__+€).25><5(2.5)2 L OBXU 6 95sax2? [+ 222X5

12 ' 12

Jy =2028m"

Centro de torcio:

Sendo o eixo OY um eixo de simetria da se¢ao transversal:
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Kp=0

1
Y, =Y, - ?fsmpcds

ou
] 1
Y, =¥, =——[ 0, d5=d
¥
1 agi. .- 3 5
d=— {3 a+ 28 — {3~ 7
L 22 - ()
2
d=—2 -G““5X553><52><5+2x53—32(3><5w3)]=2.65m
2028 12
iogo,

Y, =2.65+2.06=4.7lm

Diagrama da area setorial; 6.525 / 6625
- [{ + ":"
,f /
:” ;f
'{ f’
l{ [j
/ /
/ = /
/ Lo /
/ 25i 7,\{
;:f 13525 /

Sa78

SETE |+ i“;3.525 §
Momento Setorial de Inércia, J,; L =
é»x 6.625%6.625%2.5+
J, =2x0.25x%] +—é{(2x6,625 ~5.875)x6.625 +(6.625+ 2x1x (- 5.875))x (- 5.875)]x5+}
+fé[(z><136525 +5.875)x13.525+(13.525+ 2% 5.875)x 5.875x1

J, =100.67m°
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Constante de torcao Ju

J = .éx@.zf x(3x5+2x1) = 8.85 X102’

Area da secio iransversal:

A=025x{(3x5+2x1)=425m

Haio de giracdo polar:

15.32+20.28 _

it =0+ (471 + e

30.55m*

Montagem das matrizes contendo os par@metros de rigidez do edificio formado por

um nicleo

Uma vez determinadas as posicdes do ceniro de gravidade CG e do centro de
iorgdo D do nucleo, adota-se um sistema de coordenadas global OXY com origem no
centro de tor¢é&o D.

A carga vertical é considerada aplicado num eixo passando no CG e a carga
lateral, e os seus momentos s&o transferidas para o ponto D (origem do sistema
giobal).No problema em guestao tem-se que o carregamento lateral seré representado por
um vetor g, de componentes 4y, Oy € Q.. A terceira componente representa ¢ momenio
distribuido que o carregamento causa em torne da origem do sistema globak:

q, O
g=1q,=1096
q. 0

Utilizando as equacgdes do Capituio 3, obtém-se para as matrizes:

s Matriz IJ] de produtos de rigidez a flexfo & & flexo — torcio:
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[4056 0 0
L 0 3064 0 |xi0°
0 0 20134

7]

it

s Matriz de rigidez & torcéo fivre, matriz Kyl

00 0]
k. =10 ¢ 0 x10?
[0 0 708

s Matriz Lyl de posicionamenio dos esiorcos exiernos provenienies da carga

vertical p
1 0 -4.:?1}
Ll=f o 1 0
471 © 30.55J

Sistema das equacdes diferenciais:

4056 0 0 o [ 1 o -4711f0 0 © u 0
0 3064 0 [x10 {vbep(o0-Z) 0 1 0 [+0 0 0 pa0 |[x{v|=(s%0-z)}{09
0 0 20134 8" -471 0 3055! ({0 O 708 8 0

Observa-se neste problema gue a equacio de equilibrio a forga cortante, na
direcdo Oy, & independente da equacao de equilibrio a forga cortante, na diregdo Oy e da
equacdo de equilibrio ac momento torgcor. O sistemma de equagbes pode ser desacoplado
em dois: o primeirc usando s6 a segunda equacgdo, e outro usando simultaneamente a
primeira e terceira equagdes.

Na procura da carga critica, considerando o problema de primeira espécie
(sistema homogéneo), foram executados dois calculos, sendo o primeiro por instabilidade
por flambagem tipo EULER ou flex&o pura no plano YZ, expresso pela segunda das
equacdes diferenciais do sistema, e o segundo célculo, de instabilidade lateral, isto ¢,
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flambagem por torgéo e flexao, expressos pelas duas equagdes resianies. A carga critica
para este tipo de estrutura € o menor dos dois valores obtidos.

A segunda equacao diferencial forneceu o valor para Py = 329,40 ff/m. A solugéo
simuitanea das outras duas equacdes do sistema homogéneo forneceu ¢ valor para Pey =
114,27 tim. Admitiu-se entdo, que a carga critica € o menor dos dois valores.

Esse exemplo fol oblido da referéncia XAVIER [38], que cobieve resultados
idénticos aos aqui obtidos.

O arquivo de solugao deste programa € exienso e inapropriado para ser mostrado
neste trabalho. Mostram-se os deslocamenics ocorridos no Ghimo pavimenio da estrutura,

DESLOCAMENTOS DA ESTRUTURA KO YLTIMO PAVIMENTO

r iU ¥ W

c G 0.256958224543293 ol
013 G 0.260958447187623 G
19 ol 0.263084397750724 o
is o 0.260342091005678 G
20 o 0. B73737831527353 o]
25 0 0.2782787457934¢88 0
35 G CG.EB257L8L750L04% o
33 s} 0.28782482€50282% G
40 g G.2%28B45351777¢684 J
45 Q 3.298045118858333 c
50 g 0.30343063297342¢ C
535 & G.3080132364582327 ol
50 0 0.214803874668071 ¢
85 0 0.3208144078808 o}
70 G 0.327057591946%06 Q
75 0 0.333547188794054 G
80 G 0.340298067385507 4
85 o 0.347326317339754 0
e 0 0.354649376592858 o
a5 @ C.362286177558451 0
100G 0 0.370257306413220 ol
108 C 0.3785851823082¢64 G
110 O 0.3872%94315904183 0
11L.27 ¢ 0.39505381201553 G

Esta estrutura foi analisada com o objetivo de comparacado de resultados entre a
simulacdo do nucleo pelo método do continuo, com resultados de desiocamentos
calculades pelos programas Newton (do autor desta dissertagdo) e a simulagdo do nacleo
usando elementos de cascas com o programa SAP2000%,

Os resultados de deslocamentos na diregdo do carregamento lateral aplicado
(direc@o y), para o casc de carga vertical nula (P=0 ff/m) podefn ser vistos no gréfico da
Fig. 7.15, onde se pode observar uma boa concordancia entre os resultados obtidos pelo
modelo continuo (programa Newton) e o modelo Discreto (SAP).
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DESLOCAMENTO

ALTURA fm]

0.0 1 vim] 02 2.3

Figura 7.15 — Deslocamento na direg8o v do niclec (p=0)

7.3 Exemplo 03 — Nicleo de secao aberta e paredes delgadas com carregamento ndo

simeélrico.

Estudou-se a mesma estrutura do exemplo 2, mudando apenas o carregamento, ¢
qual, para este Exemplo 03 foi considerado formado por duas cargas laterais de 0,96 #/m,
atuando bem no centro de gravidade do ndcleo, nas diregdes x e y, admitindo a nio

existéncia de carga vertical axial (p=0 ).

S BIEZEBMY wereeea

- gy ——

i
f YFo

I
\
Gy = 885 tm TO6 X ‘
|
4

G, = 5.95 fim

#
bl

i - I

H i
~ o=t =3 e=im =

Figura 7.18 — Nucleo sob atuag8o de cargas gy e gy. (p=0)
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l.evando o carregamento para a origem do sistema global, tomado no centro de
torcac CT do nucleo, tem-se que 0 velor g, que representa ¢ carregamenio lateral, é dado

por:

la.| (0,964 /m]
q34q},?t§0,96{f5m
| 14,944 tf m
(s resultados para este exemplo, oblidos usando o programa NEWTON, com a
formulaclc pela técnica do continuo, foram comparados com os resultados obiidos
através da utilizagéo do programa SAP2000%, fazendo uma simulacio das paredes do
nicles como casca € a laje como membrana rigida, simulando diafragma.

Deslocamento na direcéo x

o T i T
87 bt M . [ ]
81 o T W lal

W
~N

&2 | —

83 At : ]
60 T
27 ? T A
54 ;
51

48
45 4t B

ALTURA [m]

36 e ;
gg = | ]—#—SAP
27 i |~ NEWTON |
24 e ; LT —-;
21 +— ] N

18 4—
?5"' ! | H
12 4 i : I

i
|

DWHW

[ | 1 i i | ]
i 3 i

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
x [m]

Figura 7.17 Deslocamenios na dire¢&o x do ndcleo do exemplo 03
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Deslocamento na direcéo v

[#)]
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w
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B
[

5
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z
=
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Z
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Figura 7.18 Deslocamentos na direcéo y do nucleo do exempio 03
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Figura 7.19 Rotacdes do nicleo do exempio 03

Andlise de Tens8es Normais em pontos no esqgueleto do nicleo

Figura 7.20 — Pontos do nicleo onde foram analisadas as tensdes normais.

)
|

A
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Figura 7.21- Diagrama de tensdes normais num trecho de paredes do nuclec do exemplo
03, calculadas pelo programa SAP2000%

TENSOES NORMAIS NO NUCLEO em Z=42m (tf/m?)

450

460 PROG NEWTON
250 1 ESAP

300 -

VALORES EM MODULD

250

200

b 2 3 4 5 & 7
PONTOS DO NUCLEO

Figura 7.22 — Tensdes Normais nos pontos 1 até 7 das paredes, na cota Z=42m.
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400

TENSOES NORMAIS NO NUCLEO pf Z= 45m (H/m?)

BSAP
BIPROG NEWTON |

350

300

250 -

200

VALORES EM MODULO

i ' 2 3 : 4 5 & 7
PONTOS DO NUCLEO

Figura 7.23 - TensBes Normais nos ponios 1 até 7 das paredes, na cota Z=45m.

Foi possivel verificar na analise de tensdes que quanto maior a diferenca entre os
deslocamentos e giros do programa Newton para o programa SAP2000° maior serd a
diferenca entre as tensdes.

Existiu dificuldade na modelagem desta estrutura no SAP2000°. Para que se
pudesse realizar uma comparagic dos resultados entre o modelo continuo e o modelo
discreto foi necessario refinar bastante a malha de elementos finitos usada no programa
SAP2000® (modelo discreto).

Na base do nucleo, ocorre urna grande diferenca nos valores de fens@o normais
enire os dois métodos de caiculo, 0 gue se tornou impossivel a obtencdo de valores
confidveis ¢ dignos de comparacgao.

A geometria do ndcleo fambém é extremamente relevante. Foram feitos alguns
tesies, nfo mostrados na dissertacao, com outras formas de nucleo, e os resuftados foram
sensiveis a forma do nicleo.

Caso se tivessem cargas axiais aplicadas, haveria duas parcelas de tenséo
normal de fiexao: uma devido 2 flexdo e ouira devido ao efeito de Bi-momenio devide ac
empenamento causado pela carga axial. Para uma melhor compreensao de como se obter
as tensbes nos pontos do nlcleo, segue uma breve descricdo do processo de calculo

realizado no 42 programa.
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Quando se caiculam os deslocamentos pelo método do continuo, os mesmos s8o
cbiidos na origem do sistema gicbal OXYZ em cada cota Z. Desta forma, tem-se a
necessidade de se transportar estes deslocamentos para os pontos do ndclec onde se
deseja calcular a tensdo. isso & feilo com geomelria de pequenos deslocamentos,
admitindo rotac@o uUnica do diafragma no andar. Este procedimento esta explicado no

M

Capitulo 4. Para o calculo da tenséo normal o, foram consideradas trés parcelas: —x e

-‘?—y devido aos momentos na diregaoc x e vy, respectivamente e a parcela £w devido o

efeito da flexo ~ torcao. Teriamos entfo a seguinte expressio:

onde:

- Yie Xi: coordenadas em relag@o ao CG nos pontos considerados;

- B sendo o vaior do bimomento aiuante no nlcleo que depende direlamente de 87, veja
Apéndice A

- My e My valores dos momentos atuantes na parede gue dependem diretamente de u” e
v", veja Capitulo 2;

- Jy e Jx 880 os momento de inércia do nucleo;

— i corresponde ao valor da area setorial dos pontos considerados.

Desta forma, em uma rotina computacional, fica muito simples calcular os valores
de tensdo para varios pontes do nicleo.

Para exemplificar faremos ¢ calculo da tensio do ponto 4, devemos lembrar que
para esite calculo utllizaremos a expressdo de diferencas finitas centrais, transcritas

abaixo, para o calculo da segunda derivada dos deslocamentoes.

F = 12;2 [~ Fee +16Fe—30Fi +16Fd — Fdd)

onde,
h, & a distncia entre 03 pavimentos, neste exemplo vale 3,0m metros.
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Coordenadas Globais
K=0 e Y=2,06

Tabela 7.1 — Deslocamentos do ponto O e do ponlo 4.

Zim} | DESLOCAMENTO PONTC O | DESLOCAMENTO PONTO 4
U v G i i g

36 {fee) | 4,72E-02 | 6,25E-02 | 2,80E-02 | 1,05E-01 £.25E-02 2,80F-02

39 (18) |541E-02 | 7,16E-02 | 3,18E-02 | 1,20E-01, 7,16E-02 3,18E-02

42 (i) | 6,13E-02 | 8,12E-02 | 3,56E:02 | 1,35E-01] 8,12E-02 3,56E-02

45 {id) | 6,87E-02 | 9,10E-02 | 3,95E-02 | 1,50E-01) 9,10E-02 3,95E-02

48 (idd) | 0,0764 |0,1011354,35E-02 166E-01] 1,01E-01 4,35E-02

Tabela 7.2 — Derivada segundo dos deslocamentos do ponto 4

DERIVADA BEGUNDA
PONTC 4A42m
ui! vﬂ 8”
4,08E-05] 3,861E-05/ 8,58E-06

Calculo dos momenios
My=v""E * Jx
My = 3,61E-05 " 2E6 = 72,2 *Jx

Como a posicdo x do ponto 4 € zero ndo iremos calcular o valor do momento Mx
Calcuio do Bimomentc (B):
B= E*J, 0"

B =2E6"86,58E-06 = 13.16%Jy

Considerando os seguintes valores para ¢ ponto 4:
Ye=2.06ewdoponto 4 =0

Portanto a tens&o fica apenas em fung&o do momento My
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=0 +E’§§f§‘i* 2,06 +0 = 148,732t / m*
y

2,42

7.4 Exemplo 04 — Edificio retangular com pdriicos ¢ niicleo

Neste exemplo serd feita a analise e a comparaclo de resultados para uma
estruiura de edificios apresentada no trabalho de SQUSA JUNIOR [33]. Na referéncia em
questado o autor comparou 08 resuitados de sua tese de doutorado com resuliados obtidos
com o programa Ansys. O edificio tem 20 andares, de planta retangular, com 10 pilares no
contorno, vigas de borda e um nidcleo em forma de U. A Fig. 7.24 ilustra o edificio
analisado, mostrando as dimensdes da estrutura, dos pilares e do nuclec.

As vigas s&o0 iodas iguais, com dimensdes 20cmx80cm. Os pilares sio
retangulares com dimensdes 25cmx50cm. A disposicao dos pilares estéd mostrada na Fig.
7.24 O nucleo tem secglo transversal em forma de U, com paredes de 15 cm de
espessura. Os moédulos de elasticidade longitudina! e transversal valem 2,0 x 10° t/m® e
8,0 x 10° ti/m?, respectivamente. O pé direito dos andares & de 3,00 m.

il

L I Y ik
i@ & =+ o gl
25m 1,5m 20m -
E <
o\.
)
Y e
1 2 =
V1
L -
e —s 1= o
W HT
N Eal
4 E‘ 3 =
ol g
- 10
@ @ =, ® oL
i 500 m [ 5,60 m [ 5,00 m

Figura 7.24 — Disposicac geométrica da estrutura do exemplo 04
(exiraida de SOUSA JUNIOR [33])

O carregamento analisado por aquele autor era formado pelas sequintes acdes:
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s Acles verficais:
- Agdes veriicals uniformemente distribuidas aplicadas nas vigas de bordo em
cada andar: 2000 kgi/m
- Cargas aplicadas nos ponios 1, 2, 3 e 4, situados na secio fransversal do
niicles, em cada pavimento:
Ponte 1 - 7000 kgf
Ponto 2 - 18000 kof
Ponto 3 - 18000 kgf
Ponto 4 - 7000 kgf
¢ AcOes horizontais
- AcBes horizontais concentradas, aplicadas na dire¢o e sentido do eixo Y de
5100 kof, aplicadas no meio das vigas longitudinais a barlavento, lustradas
na Fig. 7.22 como Fy
e Carregamenio no Glimo pavimento:
- Carregamento vertical uniformemente distribuido ao longo das vigas de
bordo em cada andar: 1000 kgi/m
- Cargas aplicadas nos pontos 1, 2, 3 e 4 siluados na secéo transversal do

nucieo:

Ponto 1 - 3500 kgf
Ponto 2 - 8000 kgf
Ponto 3 - 9000 kgf
Ponto 4 - 3500 kgf
s Acles horizontais
- aplicadas na direcao e sentido do eixo Y de 2550 kgf na metade da viga
fongitudinal & barlavenio.

Na formulacfo utilizada nesta dissertacfo, para o tratamento de estruturas pelo
metodo continuo, umas das simplificagdes adotadas foi carregamento vertical
uniformemente distribuido ao longo da altura e carregamento lateral uniformemente
distribuido. Desse modo néo foi possivel adotar na modelagem pele método do continuo
deste exemplc um carregamento exatamente igual ac proposto por Sousa Junior. Assim

foi procurado adotar um carregamento equivaients.
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As agbes exiernas admilidas por Sousa Junior somam 150kgf de carga vertical por
andar tipo e uma carga horizontal F=5100kgf por andar tipe. Nos andares do topo fol
admitida a metade dessas agbes.

Para modelarmos fal estrutura pelo método continuo foi fella idealizacgo abaixo
descrita, onde se assumiu que 2/3 da carga de cada andar vai ser fransmitida aos pilares
e 1/3 vai ser transmitida ao nucleo. Esta situac8o é similar 2 proposta de distribuicgo de
cargas adotada por SOUSA JUNIOR [33%

1. carga vertical uniformemente distribuida de 2,5 #/m aplicada em cada pilar de
contorno;

2. carga vertical uniformemente distribuida de 12,5 ti/m aplicada no CG do nicleo

3. carga lateral horizontal uniformemente distribuida de 1275kgf/m, aplicadsa ao iongo
da altura, na dire¢ao vy, no centro da laje retangular de dimensdes 15m x 10m.

Conforme visto no Capitulo 4, um niclec pode ser substituido por duas paredes
planas equivalentes e por uma mola (m) que s6 absorvera o esforgo de torgéo. As paredes
planas equivalentes ao nucleo séo independentes, sendo orientadas segundo 0s eixos
principais de inércia da se¢do transversal, ambas passandc pelo centro de torgdo do
ntcleoc como pode ser observade na Fig. 7.25. Essas paredes equivalentes possuem

produtos de rigidez a flex&o EJ, e EJ, iguais ao produtos de rigidez do nicleo.

? B L LA e
= —
@ @ 7 ® @
2.50 m X = 4,30m ) .
i
o
| g
! "y
Y
Zsatim Fy= 1275 kgffm ~
%
55 — > ©f —
1 T ] O X \ﬁ}a Edw I
i
Elx = 914288 f m?
Ely= 377260 tf m? -
Gt = 5300 1 m? <
Edw = 1840000 o o 2
=

{0 = cmpanc pler de 23010m

' ® E, @® Ok

E [74T2 oy

! :
5,00 m i 5,00 m l 5,00 m

Figura 7.25 — Disposicéo da estrutura do exemplo 04 adotada para o modelo continuo
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Calculo dos parametros de rigidez dos porticos:

Momenio de inércia dos pilares:

0.25x0.5°

Jp = = 2604107 m”
12
£04%107 .
Kp =22 L ZO0XI0T o107
n 4
5%0.25° ‘
Jp=I2X0D 6 si0xi07m?
12
6.510x10™ ;
kp=2P 83100 | oreviom

A

Mormento de inércia das vigas:

_0.2x0.6°

Jv =3.60x107m*

-3
Kv = i;ﬁ :@mmxw“w

Cbedecendo aos sentido dos velores unitarios de cada painel, calculamos os
parametros a, b, ¢ e s¢ para os porticos componentes da associacéo.

O coeficiente de rigidez a forga cortante dos poérticos & calculado de acordo com a
squacio (B6) do Apéndice B:

V.72

- B 1
i & _}

Tabela 7.3 — coeficientes dos porticos

PAINEL & bf G =
i 0 1 7.5 48330121
i G 1 -7,5 4833,0121
IH 1 1 5 5448,9683
v 1 1 -5 5448 9883
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Compenentes do vetor de posicionamentic da carga iateral;

a=0 D=1 c=0

Caracteristicas geométricas do niicleo:

Os valores das caracteristicas geometricas da seg¢8o do nicleo foram calculados
dsandc o primeiro programa elaborado. As unidades s30 coerentes com as unidades de

forca e comprimento adotadas no exemplo.

EJx = 914286 tm? EJy =13377260 ffm®
GJt = 6300 tm? EJw = 1440000 Hm®*

Tabela 7.4 — coeficienies das Paredes Associadas

Paredes By by Ty fw
Associadas
em X 1 0 0 914286
emy ] I 4.3 3377260

Calculo das Matrizes:

As matrizes de rigidez a fiexao [J], matriz de rigidez a torcdo [Ky] e de rigidez &
forca cortanie [S] possuem 0s seguintes valores:

914286 0 0
7=l 0 3377260 14522218
0 14522218 63885537

00 0
K ]=l0 0 ©
0 0 6300

10898 0 0
[s]= 9666 0

0
0 0 894229
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Calcuio das matrizes de localizac8o dos pilares em relag8o ao sistema de eixos XYZ.

i 0 5
L,l=l0 1 75

|5 7.5 812

10 5 }
L.l=10 1 253

5 -2.5 31.25]

10 }
L,]=10 1

0 7.5 5625J

1 0 =5
L.]=l0 1 75
-5 7.5 8125
1 0 -5
(L,]=] 0 ~25 i
-5 -2.5 31.25]

A mairiz [ vale:

066 0 0
L]=| 0o o066 o
| 0 0 374963

Montagem do sistema de eqguacdes:

10 5]
Lo,l=10 1 25
5 2.5 31.23
10 5
L,l=l0 1 =73
5 ~75 81.25]
10 0 ]
Ll=l0 1 =75
0 -735 5625

't 0 -5
Lol=l 0 1 25
-5 25 31.25J

1 0 -5

Lool=1 0 1 =75

-5 —7.5 8125

Sendo a matriz [LG] dada pela matriz abaixo:
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!‘9242%

L0
10

' o @’I

.
{ﬁst;:i@ 1 -143
10 -143 4498

Podemos escrever o sistema como se segue:

o o w] "t o o] (10898 _J (2] (o]
3377260 14522218 T.,rf p(sa—z)ga 1 -1430- O 9666 s xj b ={60-7) ﬁams%
14522218 63885537 |[8"] | 10 -143 4458, | 0 0 894229‘ 3 L0

Y i _E L L ¥

A Fig. 7.26 mostra ¢s valores de deslocamentos na diregdo v, do ponto 0, do

centro geométrico da laje, calculados com o programa NEWTON, utilizando o método do

continuo, e valores correspondentes calculados pelo método discreto, usando o programa

SAP2000%, para varias situagbes distinias:

1.

SAP M-8J 10cm — uliizou-se um carregamento idéntico aco usado por Sousa
Junior, considerando a laje como membrana de espsssurall om;

SAP S-8J 10cm ~ ulilizou-se um carregamento idéntico ao utilizado por Sousa
Junior, considerando a laje como casca fina de espessura 10 cm.

SAP M-N 10 cm - utilizou-se um carregamento idéntico ao usado por NEWTON,
usando o programa para a técnica do meio continuo, e simulou-se a laje como
membrana rigida de espessura 10cm.

SAP S-N 10 em - utilizou-se um carregamento idéntico ac usado por Newion
usando ¢ programa pelo técnica do continuo, e simulou-se a laje como casca fina
de espessura 10cm.

ANSYS -~ imprimiu-se tambem os resultados obtidos por Sousa Junior usando o
programa ANSYS.
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DESLOCAMENTO EM Y

A
1‘.‘2 .
—wm‘—m%-w—u—ﬁmwés_«
&b
! 40
_ I
i < ; 3 : Y
£ | —e—PROGNEWTON
= -
L ok Ly
® | —8—SAPSN10cm

i ANSYS
3 SAP S-S0 10cm

—- ZAP M-S 100m

—e—SAPMNI0Om |

i
!

-0.25 -0.2 -G,15 4,1 -3,05 0

wEm} —

Figura 7.26 — Desilocamentos na diregao y para o edificio do exempio 04

Devido a quase simetria da estrutura e do carregamento em relacfo ac eixo v, 08
deslocamenios horizontais na diregdo x foram muito pequenos. A Fig. 7.27 mostra
resultados obtidos para tals deslocamentos. Vé-se que a maior diferenca no topo se da
enire NEWTON e SOUSA JUNIOR [33], com o modele de NEWTON se mosirandc mais
flexivel. Na Fig. 7.28 temos as rotagdes ac nivel das lajes de cada andar.
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DESLOCAMENTOEM X

S g g g

ALTURA [m)

SRR IIIINIY

e NEWTON

—@—SAP M 10om

e e

SAP M-N 10cm ||

H
H
i

§3

-0,0002 0 00002 00004 00005 00008 0,001
u [}

Figura 7.27 — Deslocamento na direcio x do edificio do exemplo 04

ROTACAQOEM Z

&
) 4

= 36
E
o F2--
£
28—
5
< 24
20
ha

N +8
\w*\ 12

| ~e—NEWTON ‘
| —&—saP M 10cm =

SAP M-N 10cm

g

-0,008 D007 5006 0005 0004 -0,003 -0,002 -0,001 o]

§ [rad}

Figura 7.28 — Rolagao em torno do eixo z do edificio do exemplo 04
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MNa modelagem pelo méatodo discreto deste exemplo, tambéem foram elaboradas

andlises considerando uma variacao das espessuras das lajes, e do tipo de anélise da laje

como membrana (M) rigida ou como casca (8). Utilizou-se para esta andlise amesma

estrutura da Fig. 7.25, sendo considerado apenas um carregamento lateral uniformemente

distribuido Fy = —1700 kgf/m. Os resultados obtidos s8c apreseniados nos gréficos a

seguir

Nas figuras 7.29 a 7.31 s&o mostrados graficos para deslocamentos de translacao

x, franslacéo v e rotacdo ¢ ao longo da altura, para a estrutura analisada com as seguinies

simulactes:

1.

M10 - Programa SAP2000, considerando a laje como uma membrana de 10 cm de
espessurg

M20 — Programa SAP2000, considerando a laje como uma membrana de 20 ¢m de
espessura

M50 — Programa SAP2000, considerando a laje como uma membrana de 50 cm de
espessura

§10 — Programa SAP2000, considerando a laje como uma casca de 50 cm de
espessura

S20 — Programa SAP2000, considerando a laje como uma casca de 20 cm de
espessura

850 — Programa SAP2000, considerando a laje como uma casca de 50 cm de
espessura

NEWTON — Programa pela técnica do meio continuo elaborade pelo autor
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DESLOCAMENTOEM X

ALTURA [m]

e W10
-~ g M20
1 Ms0
|l 520
T -®—350
ot e NEVWTON

-1,00E-05 -8,00E-08 -8,00E-06 -4,00B-06 -2,00E-08 O,00E+00
o [m]

Figura 7.29 — Deslocamento em x do edificio do Exemplo 04.

Variagao da espessura da laje e do modelo de simulacao
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DESLOCAMENTO EM Y

F1 2240 3 8 : &5
\?‘ a4 S 5 FE—
N 8k 52
\’ - &% H— et
: N
gk Y
AN
5 4
| E
- o
5
! : 2.
L5 z
T S VT
| i M20
M50
g 310
i S20
T~ @~ NEWTON
| | .,
-3,250 -0,200 8,150 «3,100 -0,050 .000
v fm]

Figura 7.30 — Deslocamentos y da Estrutura do Exempio 04,
Variag8o da espessura da laje e do modelo de simulagao
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B &
URGSEE

0,008

ROTACOES
68 ! ] -G8
56 o— 10
e MZ0
sz o
M50
4@ 610
44 —3e— S20
—@—- 850
40+ ~@~— NEWTON
. 35
E
m .
2 28 o
z o
L4 B
24 i
23
i85
12
s o
& 4§
| |
o § | | | | |
0,000 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005
8 [rad]

Figura 7.31— Rotac8o em torno do eixo z, com variacdo da espessura da laje

Variagao da espessura da laje e do modelo de simulacéo

7.5 Exemplo 05 — Estrutura constituida por dois nlicleos

Neste uitimo exemplo s&0 apresentados os resultados da analise de uma estrutura

formada pela associacio de dois nucleos sob carga lateral. Trata-se do caso particular de
um exempio analisado na referéncia XAVIER [48], onde os dois nlcleos estavam sob a

acéo da carga lateral e de cargas axiais passando pelos CG dos nicleos.

A estrutura € uma associacio de dois nicleos unidos por lintéis. Os lintéis tém

dimensdes 20x30 cm e as paredes dos nicleos tém espessura de 20 cm.
Os moédulos de elasticidade longitudinal e transversal s&o 2,0 x 10° t/m® e 8,0 x

10° t/m®, respectivamente. O carregamento vertical foi considerado nulo. O carregamenio

lateral é constituido por duas forcas uniformemente distribuidas: gx=0,72t'm e

Eng Newton Damasio dos Sanios
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qy=0,961/m. Essas forcas sdo admitidas aplicadas no ponto de ordenadas (2,75 ; 2,00
em relagdo ao canto inferior esquerdo. O pé-direito dos andares é de 3,0 m e a estrutura &
composta por 15 pavimentos, com todas as caracteristicas constantes ao longo da altura.
A planta baixa € definida conforme Fig 7.32, onde se pode observar mais detalhes da

disposic@o dos elementos estruturals e do carregamento lateral,

di el
P Mted>0
[ -\ eZ dz
i I i
g ¥: Iy ; 4& — —'“ "*“T R
o A ' Y% gy=0.96 THm !
j 0l 102 ve |l n
™ i
ol s [ g
N i xﬁi e %3 5 S % " ; : § o
o E © ce |l ixz cﬁj‘é %
28 | o, |
| |
~——‘k-m-—3i-~——m—€s ol m— 1&-——~—-—~—£2—-————-——
P ; E P2
150 | 1125 125 ! 150
p 5 7
173

Figura 7.32 - Estrutura e carregamento para o Exemplo 05
{medidas em centimetros) {(exemplo extraido de Xavier [38])

Apresenia-se a seguir o8 célculos preliminares dos parimetros para a montagem
do sistema de equacdes diferenciais de 3° ordem para a analise do edificio pelo método

continuo:

a) CARACTERISTICAS GEOMETRICAS DO NUCLEO 1

a1) Centro de gravidade

= 2{1.5%0.2x0.75)
b 2x1.5%0.2+4%0.2

=0.321m

a2) Momento de inercia em reiacdo ao eixo 04X,
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02x4°  [1.5x072°
= -2

Jo=
xi }2

+0.2x1.5% 22] =3.468m*

a3) Momento de inércia em relacBo ac eixo O.Y,

4%0.23 ] 2
J,= 222 +3%x0.2% {}32 i +G.2><i,5><{},4?;9”

ot

y.,.a

=0.307m"

l\.J

a4} Centro de Torgéo

Sendo o eixo 01X 0 eixo de simetria da seg8o transversal do nucleo 1,

Yo1 =0

E para esie tipo de seclo tem-se:

=X, 4,
com
Eb?. . ) 2 2
g =t L 02 LYXE 4 siom
7.4 3468 4
logo,

~{0.519+0.32) = —0.839m

a5) Momenioc Setorial de inéreia J,

J,, =0.865m°

a6) Momenio de inércia a TorcdoJ

I =§-><@_23(2><1.5+4)mL%xle“zm*‘*
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a7) Area da seco Transversal

A =02(2x1.5+4}=1.4m"

af) Coordenadas do Ceniro de Gravidade em relagao aos eixos Globais OXYZ

X oo = —1.409m

Yoo = 0.24m

a9) Momento Polar de Inércia em relagdc ao eixo Global O

2 2 Y. . ,
iy = (X&;z TV ATt jyi

1,, = 6.635m"

a10) Ceordenadas do Centro de Torgdo em relaglo aos eixos Globais OXYZ

Xop =—2.24%m

Yor =0.24m

b) CARACTERISTICAS GEOMETRICAS DO NUCLEQC 2

b1) Centro de gravidade

. 2(1.5x0.2%0.75)

g, = = (3.375m
T 2x15%x02+3x0.2

b2} Momento de inércia em relagdo ao eixo O

- e.?;zf . 2{1.5%.23

+ G,le.ﬁxl.ﬁz} =1.802m*
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g

b3) Momento de inércia em relacdo ao eixo O4Y

3
[02XL5® o 1 50,3752 | = 0.283m¢
12 |

3
Jop= 3:(;2 +3x0.2x(0.375)?

ye

g

b4} Centro de Torgéo
Sendo o eixo Gu.X; 0 eixo de simetria da secao transversal do nicleo 2,
Yoo =0

Para este tipo de se¢éo tem-se:
Xpy = Xy + d,

com

d, __ b 02 157x3

X = 0.562m
J, 4 1.802 4

logo,
xp, = (0.375+0.562)=0.937m

b5) Momento Setorial de Inércia 7,

gy, =0.443m°

b8) Momento de Inercia & Torgdo 7,

J, = %x&f (2%1.5+3)=1.6x107m*

Eng Newton Damasio dos Santos 153



Disseriaggo de Mestrado ~ Faculdade de Engenharia Civil - Departameanto de Estruturas %ﬁ
b7} Area da seclo Transversal

A =0202x1.5+3)=12m"

b8; Coordenadas do Centro de Gravidade em relacgio acs eixos Gilobais OXYZ

X cor = 3.395m

Yo = ~0.26m

b9) Momenio Polar de inércia em relacdo ao eixo Global O

» R
oz W(XEG:+Y5GE;‘%2 ERT

Iy, =15997m"

b10) Coordenadas do Centro de Torgao em relacfo aos sixos Globais OXYZ

X ey = 4.332m

Yop, =—0.26m

¢) NUCLEQS SEM CONTRAVENTAMENTO

¢1) Matrizes referentes ao niclec 1

1 0 024
L, ]=]0 1 2249
00 1

1 0 0247
Ll=| ¢ 1 1.409
10.24 1409 4.739

[0.614 0 0
=1 0 6936 0 x10°
0 0 173
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S,
i
GRS

F} o 0
K.l=l0 0 0 x10°
0 0 1488

c2) Matrizes referenies ao niclec 2

o -—@.26”’5
[Lm}ﬂ]ﬁ 1 ~4.332

o0 1 |

1 0 ~0.26
1= © 1 —3.395

-026 -3395 13331

-

0566 O 0
7,]=] 0 3604 0 [x10°
0 0 0.88

{1.18 0 0
0 1054 ¢ x10f
0 0 1054

=)
It
.
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como o4=2.5 € ce=1, resulia:

Fas 0 0.34 }

Lyl= 0 35 0.1275
1034 01275 25.1785

c4} Componenies do vetor de carga lateral em relacio ao sistema global

Qs = 0.72 tt/m
agp = 0.96 ti/m
Qe =0.72 % .24 - 0.96 x 1.02 = - 0.8064 tfm/m

¢85} Par@metros geométricos do lintel:
Area da secéo transversal;
A, =0.2x03=0.06m"

Momento de Inércia, Ji:

3
J, = 02X0.3 _ 4 5x107m*
12
Parametro f:
(2.5) 2.5

=1.498x107m/if

= +
s 12x2x10° x4 5107 0.06x8x10°

Parametros @, e @,

w, = —6.64m"

w, = 4.6875m*

Matriz [& L}
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| 5137.522  ~534.601 -11576.265
j -534.601 55629  1204.606 |
| —11576.265 1204.606 26084.541 |

K ]=

Coordenadas da origem o

X; = 1.7{}2??3

Y- =—1.76m

o

Célculo da matriz [L_]

10 -176]
L. ]=10 1 -102
0o 1

Célculo da matriz [k, |

=l J k)]
5137.522 —-534.601 -20073.011

[K,]=| —534.601 55629 20887622
~20073.011 2088.7622 78428.031

Sistema de equacodes diferenciais de terceira ordem

(1180000 0 0 (2
o 10540000 " SRV
0 0 105400000 | (8™

Ié*

33 G 0.34 (T 5137522 -534.601 —20073. 011 0 0 G ’]
p(45-~2 0 3.5 01275 |+ ; —534.601 55.629 2088.7622 g +10 0
0.34 0.1275 251785 | [—20073.011 2088.7622 78428.031 | ; G 0 27680

0.72
={45-2) 095
—~0.8064
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E importante ressaliar que neste exemplo o carregamento axial vale p=0

Ltilizando-se o programa NEWTON, os deslocamentos em cada ponto O, origem
do sistema de coordenadas OXY adotado, foram calculados ao longo da altura Z, a0 nivel
de cada laje. Estes deslocamentos foram os mesmos calculados por Xavier [38] para
exemplo similar, para carga axiais nulas.

Utilizando ¢ programa SAP2000% essa mesma estrutura do exemplo 05, do
edificio formado por dois nucleos sob carga lateral foi analisada, modelando-se a laje do
gdificio como membrana rigida.

Apresenia-se a seguir 0s graficos de deslccamentos e rolacao calculados pelo

método continuo e usando o programa SAP2000%:

. Das.ecmmm%;m}
39 ; i
% v

33 s

30 4 £
o Va
24
21
18
15 |
12

45

ALTURA [m]

S W oM W

i i
i {
P {

0.1 0,15

u fm]

Figura 7.33 — Deslocamentos x do edificio do exemplo 05 sob carga lateral
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DESLOCAMBNTOSEM ¥

- 77

———

ALTURA Im]

—— NENTON |

i SAF

[ B SV A o s I o

;
&
0 002 ymy G004 0,08

Figura 7.34 — Deslocamentos y do edificio do exemplo 05 sob carga lateral

ROTAGOES EM TORNG DE Z

. Wak

ALTURA [m)

—&— NEWTON
—&— SAP

o 0,601 0,002 0,003 0,004 0,005
& [rad]

Figura 7.35 — Rolacdes do edificic do exemplo 5 sob carga lateral
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Tensfes normais nos pontos do esqueleto do ndcleo:

Para exemplificar ¢ procedimento de como foram oblidas as tensbes normais
guando se usa a fecnica do meio do continuo, num ponio do esqueleto de um nicles,
mostira-se os calculos dessa tensfo na cota Z=36m, para ¢ ponto 1 do nidcieo 2:

O ponto 1 do ndcleo 2 tem as seguintes coordenadas globais OXY:

Ko = 2,27m
Yo =-1,79m

Esse ponio tem a seguinte drea setorial:

wi=-1,47

indica-se na Tab. 7.5 os valores dos deslocamentos do ponto O, origem do

sistema global, nas cotas 30 a 42m:

Tabeia 7.5 - Deslocamentos do ponto O

ALTURA ! wuim) vim] Glrad]
30m_  8,02E-02]2.66E-02 12,32E-03
33m 0,067371 | 3,17E-02 | 0.00278
36m [ 7.43E-02:3,81E-02 | 3,22E-03
39m 8,09E-02 1 4,04E-02 | 3,69E-03
42m  |0,08732314,30E-02 1 4,17E-03

Transferindo estes desiocamentos para ¢ ponio em esiudo, os valores dos
deslocamentos no ponto 1, nas direcdes dos eixos principais de inércia do nicleo 2 valem:

Tabela 7.6 — Deslocamentos do ponto 1 do nicleo 2

ALTURA ulmj vm? ¢ {rad]
30m 5861E-02 2,13E-02/2,32E-03
33m 8,25E-02 2,585E-02 0,00278
36m 8,86E-02 2,88E-02 3,22E-03
39m 7,44E-020 3,21E-02 3,69E-03
42m &,00E-02 4,30E-02 4,17E-03
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Seguindo o mesmoe procedimento de calculo apresentado no exemplo 3, baseado
em diferencas finitas, obtemos as derivadas segunda dos deslocamentos do ponto 1 em
relagéo a variavel Z, caiculadas na cota Z=36m:

Tabela 7.7 — Derivadas segunda dos deslocamenios do ponio 1 do nucleo 2

ALTURA u” ¥ &’
36m  |-319E-05-6,21E-05] 1,66E-08

Caloulo dos momentos principais de inércia;

My=v"* E * Jx
My = -6,21E-05* 2E6 = -124,24 *Jx

Mx=u""E"Jy
Mx = -3,19E-05" 2E6 = -63,8 *Jy

Calculc do Bimomaenio (B):

B= E"J,¢
B =2E6* 1,66E-06 = -3.32%Jy

Portanto a tensdo normal no ponto 1 do nicleo 2, vale:

M, ., B
G, = +—Ly +—w,
2, J, I
—124.04 -~ -
0. =BTy 90y ZO3BTY (5 07y L Z3BTIY 4 7y
’ Jx ¥ Jw

G 5 = 222,3896 144,826 + 4,8804 = 82,444¢f / m’

Do mesmo modo calculam-se as tensfes normais nos demais pontos de
interesse. A Tabela 7.8 indica os valores das tensdes normais obtidas para os pontos do

esqueleto dos dois ndcleos, calcuiadas na cota Z=36m.
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Tabela 7.8 — Tabela de tensdes do ndciec 1 e 2 na cota Z=38m

Nicleo 1 Nicieo 2
Ponios | gapriim® | NEWTON[ifm?] | SAP [i/m2] | NEWTON [i/m?]
! 16,6856 12,30884 73,3854 82,4485
e 64,19934 72,12897 0,660345 0,731926
3 54,59138 49,36439 571257 5,247838
4 146,0567 133,8022 6,000115 6,80353

A seguir & apresentada uma figura, com um grafico em escala de cores, com 08
valores das tensdes normais nas paredes dos nucleos 1 e 2, entre os pavimentos de cota
Z=33m & Z=39m.

Figura 7.36 — Diagrama de tensdes normais (em kgf/m2) nas paredes dos ndcleos.

Resultados obtidos com o programa SAP2000°

Apresentam-se a seguir dois graficos com os resultados de tensbes normais,
calculadas pela técnica do continuo e usandc o programa SAP2000%, calculadas na cota
Z=36m, correspondents ac 12° pavimento, em 4 ponios de cada nicleo, tomados ao longo
do esqueleto. Os 8 pontos estao ilustrados na Fig. 7.30, numerados de 1 até 4 em cada

nacleo.
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TENSOES NORMAIS NO ESQUELETO DO NUCLED 1

185G
£ 140
E SAP
& 420
2 B NEWTON
g 100
= 50
o 60
[AH
O A0
N
& 20
-

1 2 3 4
PONTOS DO NOCLEG 1

Figura 7.37 — Tensbdes normais em ponios do esqueleto do nicleo 1.(4=36m)

TENSOES NORMAIS EM PONTOS DO
ESQUELETO DO NUCLED 2

iw
<O

TENSOES EM MODULD [tHm?

1 2 3 4
PONTOS DO NUCLED 2

Figura 7.38 — TensBes normais em pontos do esguelsto do nucleo 2.(Z=36m)

Para ¢ ponto 1 do nicleo 2 a diferenca entre as tensBes normais oblidas pela
técnica do continuc e usando o programa SAP2000% vale 12,35%, conforme expresso
abaixo:

dif = %—1 *100=12,35%
73,38

*
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WG AP

Esforgos solicitantes nos lintéis:

a) Forga cortante

Para o caiculo do esforgo cortante que surge no meio do lintel recorremos 2
férmula apresentada no Capitulo 5, transcrita abaixo:

g\?l +?2}§’+(§2 ‘“%V* (fﬁ; “@tﬂzg@

onde,

s . = distAncia do centro de gravidade CG do nlcleo | até os eixos 0X e

0y
¢ (o, = paré@metros associados gos empenamentos, conforme:
o :zjs"_:”esxi —,

onde:

L]

x,,y, = Correspondem distancia do centro de torgao CT do

niclec i até os eixos 0X e OY ;

&

o, = Corresponde & area setorial no ponto de engaste do

nucleo e ¢ lintel,

¢ {=> Comprimento do lintel.
De acordo com a geometria acima mostrada a expresséo da cortante fica:

V, =667,5567](4.805 ) + (- 0.5, 7 + (- 11,32755"]
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Ubserva-se nesta expressio que a forga coriante pode ser caiculada em fungéo
das derivadas primeiras de cada deslocamento. A expressdo da derivada primeira de

deslocamentos, calculada por diferencas finitas, conforme Apéndice C, é tfranscrita abaixo:

u. x-—%——[ueew8ue+8udwwdcﬂ
C12A

(Os deslocamentos do ponto O, dois ponios acima e dois pontos abaixo do

pavimento com cota Z=36m & mosirado na Tab. 7.9:

Tabela 7.9 - Tabela dos deslocamentos do pontc O

ALTURA| uim] | viml | 8lrad]
30m | 6,02E-02 | 2,.86E-02 | 2,32E-03
33m | 0,067371) 3,175-02| 000276
36m | 7.43E-02 | 3,61E-02 | 3,22E-08
39m | 8,09E-02 | 4,04E-02 | 3,69E-03
42m | 0,087323 | 4,30E-02 | 4,17E-03

Os deslocamentos para ¢ ponto ne meio do lintel sfo calculados a partir dos
deslocamentos do ponto O. Mostra-se na Tab. 7.10 os valores dos deslocamenios
calculados no meio dos lintéis localizados nas cotas de 30m a 42m.

Tabela 7.10 — Tabela dos deslocamentos do centro do lintel

ALTURA | uy[m] vim] 8irad]
30m | 6,26E-02 3,07E-02( 2,32E-03
33m | 7,02E-02 3.66E-02 0,00276
36m | 7,75E-02 4,17E-02/3,22E-03
39m 8,47E-02| 4,69E-02 3,69E-03
42m 9,16E-02 4,30E-02 4,17E-03

Assim, as derivadas primeiras dos deslocamentos no meio do lintel localizado na

cota Z=36m valem:

Tabela 7.11 — Derivadas primeiras dos desiocamentos no meio do lintel da cota z=36m

ALTURA u’ v g
3&m 241E-03 1,96E-03 1,55E-04
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Desie modo o valor da cortania no ponto medio do lintel da cota z=38m, calculado

pela técnica do meio continuo vale:

Vv, =5909%/,

Apresenta-se a Fig. 7.39, onde sa&o mostrados os valores de forga cortanie
calculados nos lintéis utilizando o programa SAP2000%.

A diferenga de valores da forgca cortante no meio do lintel da cota Z=38m,
calculadas pela técnica do continuo e pelo programa SAP2000° vale:

(
dif =| @aﬂ*mé}m 2,39%
L5771

Figura 7.39 — Diagrama de forga cortante no Lintel (kgf) do exemplo 5 na cota Z=36m.
Resultados obtidos com o programa SAP2000%

0} Momento fletor no lintei

O momenio na exiremidade do lintel, na jungdo com a parede do nucieo, vale:
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£
M, xVLT}”

Para o lintel da cota Z=38m ¢ momenio nas extremidades do lintel vale:

2.3
M, =5909+22
2
M, =7386,25kgfm

Mostra-se na Fig. 7.40 os diagramas de momento nos linigis de um trecho da

estrutura do exemplo 05, incluindo o lintel de cota Z=36m.
Para ¢ lintel da cota Z=38m, a diferenca de valores de momento fletor na

extremidade do lintel (jungdo com a parede), calculados pela técnica do continuo e pelo

programa SAP2000° vale:
™
dif = {mml *100=2,39%
L 7213,79

Figura 7.40 ~ Diagrama de Momento fletor nos Lintéis (kgfm) para o exemplo 05 na cota
z=38m.
Resultados obtidos com o programa SAP2000%
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Capitulo 8

CONSIDERACOES FINAIS E CONCLUSOES

O trabalho tratou do estudo de duas abordagens para a analise de edificios alios
sob a acBo de cargas laterais: formulacdo pelo “fécnica dos meios continuos” e obtengio
de resuitados por “écnicas discretas”, através de elementos finitos. Neste dltimo caso, os
exemplios foram analisados usando o programa SAP2000%, onde as vigas & pilares foram
simulados como barras; as paredes, 0s nucleos foram simulados como elementos finitos
de cascas e as lajes foram modeladas ora como cascas, ora como elementos de
membrana rigida. Mostrou-se, de forma sucinia, uma proposta defendida como tese de
doutorado por SOUZA JUNIOR [33], onde os pilares e vigas foram modelados como
barras, as lajes modeladas como placas e os nucleos estruturais foram modelados como
elementos reticulares de barras, com o acréscimo da variavel empenamento em cada
extremidade, levando em conta os bimomentos, além dos esforgos axials, tor¢éo e flexao.

Como mencionado na introducéo, este trabalhe ndo teve qualquer preiensao de
julgar as técnicas utilizadas. Tem-se & consciéncia que ndc sdo concorrentes —~ cada um
tem os seus méritos e as suas deficiéncias. O objetivo foi a comparagao de resultados,
obtidos com um e com outro. Cabe sempre ao engenheiro saber em que contexto esta
concebendo a sua estrutura, podendo optar por um ou por outro.

A técnica do meio continuo exige € de facil aplicagdo, em especial em estruturas
de formas e com carregamentos reguiares.Os resultados obtidos s8¢ bastante razoaveis
face as simplificacbes adotadas. Com as hipéteses normalmente utilizadas, as lajes séo

admitidas como diafragmas rigidos e o problema recai num sistema de equacdes
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diferenciais parciais de terceira ordem, nas varidvels deslocamentos firanslacio u,
translacdo v e rotacfo § em cada nd, tomados ao longe da aliura do edificio.

Neste trabalho, a técnica dos meios continuos foi aplicada para alguns dos casos
mais comuns de associaco tridimensional de elemenios em edificios alios: associacio
plana de porticos e paredes, nucleos aberios, associacdo de nucleos contraventados por
linieis, e associacdo iridimensional de poriicos ¢ paredes. Simulou-se a associacdo
tridimensional de poriicos, paredes e nucleos, substituindo esse Gitimo por duas paredes e
uma mola de torcdo. Tomou-se como base para este estudo a disseriacfo de mestrado de
XAVIER [48]. No equacicnamento deduzido ndo se permilte a variagdo de carregamento,
de propriedades fisicas e geometricas ao longo da altura. Uma conclusao do trabalho é
que esta restricdo adotada ndo permite uma modelagem eficiente de muitas estruturas da
pratica, pois quando estamos analisando estruturas dge grande altura, normaimente a
carga lateral deveria variar com a altura, e existe uma tendéncia muito forte dos arguitetos
e projelistas de variar 2 geometria com a allura,

A formulacac apresentada para a técnica dos melos continuos foi deduzida com
hipoteses de ndo linearidade geomélrica, levando em conia o momento fietor da carga
axial produzido pela excentricidade devido & flex8o. Adotou-se um sistema de
coordenadas globais com um eixo vertical OZ. BEm cada nivel de altura z, 08
deslocamentos calculados, para ¢ ponto do eixo OZ foram u, v e 6. A partir desses valores,
com a hipolese de que as lajes conferem aos andares um movimento de cerpo rigido,
obleve-se 0s deslocamentos de cada ponto da estrutura, A partir desses desiocamenios e
suas derivadas parciais em relagdo a abscissa z, foram calculados os esforgos
solicitantes.

Neste trabalho, onde o objetivo foi a de comparacdo de resultados obtidos pela
técnica do continuo com os resultados caiculados por técnicas denominadas “discretas”’, a
modelagem com discretizac&o de elementos baseou-se no meiodo dos elementos finitos,
via processo dos desiocamentos e, de forma deliberada, optou-se pela utilizacge do
software SAP2000%, um programa comercial consagrado, de grande confiabilidade,
disponivel em muitos escritdrios de proieto.

Ressalie-se que programas da categoria do SAP2000% existem vérios no
mercado. A escolha foi motivada pela facilidade de acesso para fins académicos, de
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Pode-se destacar como sendo uma grande vantagem do uso do método dos
elementos finitos a possibilidade de acoplamenio de elementos de natureza diferentss,
podendo combinar as peculiaridades de comportamento dos elementos reticulares com o
comportamento dos elementos de cascas ou membranas, simulando-se de maneira bem
realisia as estruturas tridimensionais de edificios altos. O fato de programas como ©
SAP2000 ou similares terem embutidas ferramentas graficas de edigdo muito versateis
facilitam sobremaneira a enirada de dados, sendo muito Uil para a concepcio de
estruturas. O projetista pode editar os dados elasticos e/ou geomeétricos faciimente, bem
como modificar ou combinar varios carregamentos gue atuam na estrutura. A safda de
resultados no SAP2000% se da em forma de tabelas, diagramas, e graficos de cores, que
podem ser exibidos com muita versatilidade na tela do computador ou impresso num
dispositivo de safda grafica como um plotter, por exemplo.

Optou-se, na modelagem com o© programa SAP2000% utilizar apenas
comportamento linear do maierial e da estrutura.

Os mesmos exempios estudados pela técnica dos meios continuos foram também
analisados usando o programa SAP2000°.

Os exemplos estudados comprovaram gue a técnica dos meios continuos, quando
aplicada em estruturas de formas regulares simples, sob a acdo de cargas laterais,
tiveram resuitados de deslocamenios e esforgcos bem préximos dos obtidos pela
modelagem discreta, usando o méiodo dos elementos finitos, afravés do software
SAP2000°. Para o estudo de formas mais complexas, outras associagdes tridimensionais
de elementos precisarao ser estudadas e terem suas formulacdes de esforgos deduzidas.

Em exemplos cujos resuitados nao foram mostrades no capitulo 7 - EXEMPLOS,
onde além das cargas laterais as estruturas tinham também cargas verticais de valores
significativos, os resultados de esforgos apresentaram uma diferenca da ordem de 10% ou
maior entre os dois métodos. O fato se explica pelo efeito da néo linearidade geométrica
contida na formulagao pela técnica do meio continuo, mas que nao foi levada em conta na
simulagéo linear estudada com o software SAP2000°.

Foram apresentados 5 exempios, que de forma didatica procuraram comparar
resuliados de deslocamentos, esforgos ou tensbes, calculados pela técnica dos meios
continuos e/ ou usando o método dos elementos finitos, via programa SAP2000°.

Eng Newton Damasio dos Santos i71



Dissertagiio de Mesirado ~ Faculdade de Engenharia Civil - Departamento de Estruturas oo,

Na estrutura teste 02 (parede simples) e 03 {pdriico simples) devido a simplicidade
estrutural, os resultados obtidos com a técnica discreta e com ¢ programa elaborado com
a formulagéo da técnica dos meios continuo foram gquase idénticos.

Para a estrutura teste 03 os valores no fopo e na base possuem algumas
perturbagbes. isto ocorreu devido as simplificacbes adotadas para a formulacdo dos
pilares dos porticos. Foram assumidos, momentos nuios na metade da altura dos piiares,
em cada andar. Para ltrabathos fuluros recomends-se adotar ¢ guse j& foi feito por
PROENCA [23], gue deduziu valores de coeficienies de rigidez a esforgo cortanie
assumindo momento nuio, no t8rrec e no primeiro andar, a uma disténcia 0,4h,ondehé o
pée direito dos andares.

Na estrutura teste 04 (Associagdo plana de poértico e parede), apesar de ser uma
estrutura simples e com carregamenios simples, os resuliados principalimente nas
extremidades da estrulura liveram pegquenas diferengcas nos deslocamentos e
conseqientemente nos esforcos. Estas diferencas s8o pequenas e ndo feriam grandes
influéncias em um processo de pré-dimensionamento.

Nos exemplos 2 e 3, onde se fez a analise isolada de um ndcleo, 08
deslocamentos obtidos com 0s processos discreio e continuc s80 bastante préximos,
apesar das pequenas diferencas nas exiremidades.

No exempio 4 foi feito um estude de uma estruiura constituida de associacdes de
porticos € um nucleo, estrutura analisada por SOUSA JUNIOR [33]. As dificuidades de
uma boa simulacdo de tal estrutura pela técnica do continuo proporcionaram eventuais
aumentos nas diferencas de deslocamentos.

No exemplo 5, anadlise de dois nuclecs conectados por um lintel, o calculo dos
esforcos pela iécnica do continuo foi extremamente ardua, devido a quantidade de fatores
a serem calculados e pela ndo auiomatizacide computacional de tais caiculos. Neste
exemplo as diferencas nos resuitados entre as duas ecnicas, numa cota Z=36m, para o
momento fletor na ligacdo do lintel com o nucleo e para a forga cortante na metade do
lintel foram de 2,38%. ‘

Devide as caracteristicas do programa SAP2000°, nas estruturas que continham
nicleos, foram comparados resultados de tensGes normais, ao invés da comparagédo de

esforgos.
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Finalizando, da experiéneia adguirida com o uso da iécnica dos meios continuos
serla muito proveltoso se trabalhos futuros investissem numa maior automatizaco
computacional da entrada e preparac&o de dados, & uma eficiente obiencio de esforgos
solicitantes, a partir dos resullados de deslocamentos e suas derivadas, quando da
solug@o numérica do sistema de equacgbes diferenciais em que recal o problema dos

adificios altos.
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Apéndice A

Resumo Tedrico sobre Fiexo-Torcéo

Para complementar o trabalho apresentamos uma breve abordagem da ieoria de
Fiexo — Torgdo tomando por base as referéncias [21], [24] e [48]. Um bom entendimento

do fendmeno da Flexo — Torcao é imperioso para o desenvolvimento do trabalho.

A1, Hipdteses Fundamentais

A1.1 Geometria da Secdo

Seja a barra de segao aberia de parede fina representada pela Fig. At.

Figura A1 - Pega de se¢lo aberta de parede fina
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As hipdteses normalmente utilizadas na literalura (vide [21]) sobre as relagbes
entre as medidas: espessura, comprimento e largura de uma peca de secdo delgada
aberia, para serem aplicadas as equagdes do modelo ideal de Viassov [45] sobre a teoria

de Flexo - Torcao sao:

—=<0,1
d

A
L
[y

(A1)

e,
<‘§;!E}M

onde:

i espessura da pareds;

d: uma dimens8o caracteristica da sec@o fransversal parede (largura, comprimento,
diametro,...};

¢: dimensio na direcio do eixo longitudinal

A linha de esqueleto € representada na Fig. A1 como sendo aguela de divide a

espessura t ao meio.

A2 Tensdes de Cisalhamento

A2.1 Tensbes de Cisathamento devidas a torgao livre (ty)

Para as tensdes de cisalhamento oriundas da torgéo livre, ulilizamos a hipdtese
simplificadora, que leva a resultados aceitaveis, confirmados experimentalmente, de que
as tensdes se distribuem antimetricamente linear em relagéo 2 linha média, como se vé na
Fig A2,

e | =

N R | =

I i ; f LINHA; A EscUELETO
| =

L.,E ! =

it

Figura A2 — Distribuicdo de Ty
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v, =M, (A2)

onde:

My Momenio de Torgao Livre

Jy - Constante de Torg&o

1. espessura
A2.2 Obtencéo do Centro de Cisalhamenio

O centro de cisathamento (C.C.) ou centro de torcdo (C.T.) € um ponto do plano
da secio transversal por onde deve passar a linha de agfo das cargas ifransversais para
gue a peca estrutural fique submetida somente a esforgos de flex@o.

Da Resisténcia dos Materials, sabemos gue as tenstes de cisalhamenic

provocadas por forgas corlantes V, e V, podem ser expressas por:

V.M
fv}_ . TVX — Vst (AB)
o, o,

onde:

t: espessura

Jx & Jy: momentos de inércia 2 flexdo

Vy e V,: forga cortante na segdo considerada

Ms: momento estatico no ponto do esqueleio onde se esté calculando a tenséo cisalhanie
devido a flexao

Tux © Ty tensBes de cisalhamento

Para determinarmos este centro de iorgdo consideraremos que a iensdo de
cisalhamento 7, provocada pela forca cortante V, se distribua uniformemente na

espessura, conforme ilustrado na Fig. AS.
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esnusick

Figura A3 — Distribuicgo de Ty

Observamos que 11 € a distancia do {C.C.) & tangente no ponio da linha do
esqueleto onde se calcula as tensbes de cisathamenio 1v.

Na Fig. A4 temos uma representacio de um sistema de eixos XYZ, sendo X e Y
eixos principais de inércia e Z um eixo longiludinal passando pelos ceniros de gravidade
(C.G.) das se¢des transversais.

¥
U I — - o=t
!
t
1
Us I 1
L |
& f o
cCoucT | =] x
oo Yem) t
f
f
L
I
¥
!
b e o e _ipsz

Figura A4 — Sistema de Referéncia

Na linha do esqueletc adotamos uma ordenada s com origem O a ser
estabelecida convenientermente, sendc s = s1 e s= 5, as abscissas do inicic e do final da
linha de esqueleto. A espessura de t pode variar com s ¢ 0 elemento de area da secéo é
dado por:
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S =t-ds (Ad)

Yamos supor iniciaimente um carregamento paralelo ao eixo Y. De (A1} tem-se

entdo:
V=V, (Ab.a)
J=17, (A5.0)
Ms = § vdS (A5.)

xi

Se impusermos que ¢ momento de torgao da resultante das tensdes 1y, devidas &
Y, em relagd@o ao (C.C.) seja nuio, uma condigBo que fornece a posicdo do centro de

cisalhamento (C.C.) & dada pela seguinie expressio:

[r,dsn=0 (AB)

Substituindo-se (A3-a}, (A4) e (A5) em (AG) temos:

f[f ydS }‘ds =0 (A7.2)

EANA

Efetuando-se & integracdo por partes e lembrando que o momento estatico & nulo
nos pontos extremos da secio, obtemos:

L

T[j.nds}de =0 (A.7.b)

Fazendo a mesma analise supondo um carregamento paralelc ao eixo X, de
maneira analoga chegamos a seguinte condicdo para a posicgo do (C.C.).

]%U'nds}mﬂs =0 (A8)

sy
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Figura A5 — Area setorial

Definimos como drea seforial a seguinte caracteristica geométrica:

o = }nds (A9)

Na Fig. A5 o elemento de area selorial dw € 0 dobro da area do seior elementar
com polo no {C.C.) e que compreende o arco elementar ds. A area setorial @ € entao
escrita em funcaoc da ordenada s.

Utilizando-se (A9), as condigbes (A7.b} e (A8) para o (C.C.) podem ser escrilas

Como:

[wyds=0 e Joxds =0 (A10)

As integrais em (A10} devem ser estendidas a toda a segdo. As equagdes {(A10)
independem da origem O, da coordenada s. De fate, a mudanga de origem provocaria o
acréscimo de uma constanie na area setorial, a qual daria contribuicdo nula para integrais
de {(A10), por ser nulo o momenio estético quando se considera a secao inteira.

Tendo em vista facilitar outros caiculos, escolhe-se a origem O, de maneira que a
area setorial seja considerada principal, satisfazendo a condigao:

[wds =0 (A 11)
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Caso se tenha a 4rea setorial © com origem arbitraria e se queira a drea setorial

o satisfazendo (A11), faz-se como segue:
=0+ (A12)

Substituindo (A12) em (A11) encontra-se o valor de C;

C=-—[mds (A13)

7 > A= drea (M,0s.0.K)
/B / “’*"/ B = gres (4,08,0,L)

// / X A draa fon, N O8) = Sras (oo M, 03)
; &2 = area {oe..0s)

N G A oo (Aoe, Yoo | centro de cisalhamenio ou
ceniro de fogdo

Os {Xo,Yo} : Crigem da coordenada s
\ Q XY} ponto gendrico do esqusielo

o8 X

Figura A8 — Esquema para area setorial

A Fig. A6 permite uma interpretacdo geomélrica para a area setorial e, também,
sendo facil a determinagdo de expressdes explicitas para as coordenadas (Xcg, Yoo do
centro de torgéoc.

Na Fig. A6 temos que o ponto Q, de coordenadas (X, vy), representa um ponto
genérico do esqueleto e O, de coordenadas (xo,yo) € a origem da coordenada s. Pelos
pontos C.C., Os & Q s3o tracadas retas paralelas aos eixos principais de inércia X e Y.
Sendo A a area do trigngulo C.C.,M,O¢ (ou C.C..N,G;), tem-se que a area do quadrilatero
C.C.K,Q,L & o dobro da area do iriangulo C.C.,Q,L podendo-se escrever:

Area(C.C.K,Q,L)=2Area(C.C.,Q,L)

A+B+2A:2(%+B+A] (A14)
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onde:
A e B: areas hachuradas da Figura A.6.

Da iguaidade indica em (A.14) se tira:
w=A-B (A15)
T
il

S
v Os \\\\\\\

‘r'-;(ss

Yer'ip

Figura A7 — Posigéo do C.C e do poio P
Na Fig. A7, o centro de cisalhamento (C.C) tem coordenadas (Xcc, Ycc). Adotamos
um ponio P(Xp,Yp), escolhidc arbitrariamente, o qual servira como polo provisorio para a
area setorial. Sendo wp a area setorial com o polo provisdrio, P e considerando a

propriedade (A15) da area setorial aplicada a esguematizacdo da Fig. A7, escrevemos

que:
0, = A+{r=x yee = 3:)= Bly =y, oee = x,) (A16)
Ou, ajustando os termos convenientemente e ulilizando (A15):
0 =0, ~{x =3 lyee =3, )+ (5= 3o e —x,) (A17)

Substituindo-se esta expresso de  nas integrais de {A10), obtemos:
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[wyds = [@,ydS + (xe = x,)7, =0 (A.18.2)
[oyds = [o,xdS - (5, 3,07, =0 (A.18.D)

onde;

_{yzdS:Jx; [xds=y, e [yds = [xds = [xpds =0
3 Ay 5

5 5

Resolvendo as expressfes obtidas nas coordenadas oo & Yoo, Obigmos as

expressdes para as coordenadas do centro de cisalhamento:

fo =%, +§L [, yds (A.19.4)
x &

&

=y, - % fw,xds (A.19D)

¥ 5

Yoo

A3 Deformacgéo da secaoc transversal

Devemos supor que a secfo transversal é indeformavel em seu plano, assim
gualguer desiocamento que exista neste plano, sera considerado um deslocamenic de
corpo rigido. Desse modo, em caso de empenamento, a linha do esqueleto maniém sua

projecdo no plano da segao transversal

A4 Torcao livre de pecas de secio aberta de paredes delgadas

Para a torgao livre ou torgdo uniforme ou de SAINT-VENANT seréd suposto que o
centro de cisalhamento, ou de torcdo, néo se desioca duranie a torcdo, assim o centro de

torgao € o centro de rotacdo no deslocamente por torgao.

A4.1 Condicoes para a torgao livre

Se numa peca de secdo constante em relaggo ao seu eixo longitudinal (Z), o
momento de torgac for constante em relacao a seu eixo longitudinal {(Z) e se os vinculos
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exiremos desta peca nao impedem o desiocamento na direcao longitudinal, tem-se o caso
de torcao livre.

Desta forma, podemos destacar as seguintes condicbes:
5 Momente torgor M, constante em Z;
§ Secio constante em Z;

§  (Os vinculos ndo impedem deslocamento em Z.

Podemos retirar da Resisténcia dos Materiais que em secbes delgadas femos que

nos casos de torgdoe livre a tensdo tangencial de torgao (T,) é dada por:

P (A20)

onde:

My momento de torgéo livre
Ji. constante de forgéo

t: espessura

7y tensao de torgao livre

A derivada do a&ngulo de giro (9) € dada por:

e’m%é (A21)

H

onde:
My: momento de torgéo livre
G: moédulo de elasticidade transversal

Ji constante de tor¢ao

No caso geral temos:

g3
J ==[ra A22
=5l (A22)
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onde a integracao se faz ao longo da linha média ou linha do esgqueleto da secéo
transversal.
Se a sec¢lo transversal é formada por varios segmentos de espessuras diferentes,

podemos escrever:

J = %Ed;f (A23)

onde:
dir comprimento da linha média para o segmenic / da sec8o transversal
i espessura

i- ramos gue formam o esqueleto

A5 Deslocamentos

Lo TANGENTE AG
ESQUELETOEM G

Figura A8 — Analise de desiocamenio.

Denominamos w 0s deslocamentos na direcdo Z e v 0s deslocamentos no plano
da secao transversal, conforme ilustrado na Fig. AB. Na figura estad representado o©
deslocamento de um ponto genérico Q do esqueleto devido a rotacao 9 da segdo em tormno
do centro de cisalhamento (C.C.).

Usando geometria de pequenos deslocamentos esta translagdo GQ', no planc da

secao transversal vale:
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00 =8 (A.24)
onde:
r: raio vetor que uneé o centro de cisathamento com ¢ ponto generico (O do esqueleto
& rotagac de torgdo da secdo em torne de um eixo longitudinal que passa pelo ceniro de

torgao

Seja 00" a projecido do deslocamento 00" na direcdo da tangente do esqueleto.
Esta projecBo QQ" € lomada negativa devido as hipdteses de convencio de giro 8
{positivo no sentido anti-horario) para um cbservador oihando no sentido positivo de Z) e

da ordenada $ (positiva quando o raio vetor gira no sentido horario). Da semelhanca de
dos trigngulos (C.C, Ae Q) e (0,07 e O) tem-se:

03" _CCA

Qo' CCQ
Ou seja,
-V 7
— = — A.26
8 ( )
Assim
-y =nb {A.27}
Derivando em relacdo a Z, obtém-se:
vi=—nb’ (A.28)

Seja vy a distorgdo de um elemento ds.dz situado no esqueleto. Da teoria da

glasticidade podemos escrever:
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gw  dv
= 4

= A28
! ds oz { )

Como a tensioc tangencial é suposta nula no esqueleto, pela Lei de Hooke,
concluimos que a distorgaoe v também sera nula.

Sabendo gue a disiorcdo v € nula no esqueleto e utilizando as expressdes acima
{A28) em (A28}, obltemos:

9w =nB’ {A.30)
as

Notamos gue o deslocamento longitudinal w é fungdo s6 de s, ou seja w = w(s).
integrando-se a expressao acima {(A30) desde a origem Os de s até o ponto genérico G do

esqueleto, obtém-se a expressao abaixo:

w=8"[nds (A.31)

H

onde:

W= _[nds . area setorial (w)

55

Logo:
w=m8’ (A.32)

Os deslocamentos w s&o convencionados positivos no sentido do eixo iongitudinal

AB Torclo nao uniforme de barras de segdo aberia de paredes deigadas

Na secdo anterior deste Apéndice vimos como podemos tratar a torgc8o livre, ou
uniforme, na qual admitimos que a se¢bes das barras sao livres em relacdo ao

deslocamento longitudinal, portanto ndo ha vinculos gue impegam estes deslocamentos.
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No caso de torggo ndo uniforme ou Flexo — Torg8o ocorre que algumas secles
n2o so livres ao empenamento (desiocamento longitudinal) e o momento de torcdo pode
variar 2o longo do comprimenio da barra.

Congiderem-se somenie as barras de secao constante em Z {(eixo longitudinal},
assim a ccorréncia de flexo—torgdo ou torgdo ndo uniforme dar-se-4 nos €asos em que o
momento de torcao variar ao longo do comprimento da barra ou quando houver vinculos
que impegam, parcial ou tolalmenie, os desiocamentos longitudinais.

Em resumo temos as seguintes condigdes:

§ Impedimento parcial ou total dos deslocamentos longitudinais;
§ Variagdo do momento de torgao.

Na flexo-torgao supbe-se vélida a equacio w=w' sendo gue a derivada da

rotacao néo € constante como na forgéo livre,

A6.1 Tenséo normal ou Flexo - Torgéo

Sendo o, a tensio longitudinal e g; a deformacdo longitudinal, utilizando-se da Lei

de Hooke pode-se escrever:

G, =Ee, (A.33)
onde:
E: mddulo de elasticidade longitudinal.

Da teoria da elasticidade temos:

_ ow

£, = = {A.34)
Substituindo na expresszo (A33), temos a tens&o normal de Flexo — Torgao:
¢, =Enp" (A.35)
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A sguacio (A35) nos indica a proporcionalidade enire 6., ¢ w & podemaos concluir,
através das areas seforials, que as fensCes lengitudinais ndc tem forga nem momento

fletor resultanie na seclo, sendo sua resuliante um novo esforco na se¢ao denominado
Bimomenio.

Podemos assim, definir o bimomento como:

B=[omds (A.36)
)

Utilizando-se da equacdo(A35) em (A38) temos:

B=FE¢" j’ ®%dS (A.37)

A integral j”wzds que aparsce em [A.37) é denominada Momenito Selorial de
3

inéreia (Jo).

Podemos ent&o escrever o bimomento como sendo:
B=EJ " (A.38)

Substituindo a expressdo do bimomenio na expressidc da tens@o normal,
encontraremos a expressaoc da tens@o normal em fungio do bimomento:

B
;=0 (A.39)

AB.2 Tensdo tangencial de Flexo - Torgio

Consideremos © equilibrio do elemento iongitudinal de comprimenio dz
representado na Fig. AS.
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Figura AS — Analise de tensbes & equilfbrio de forgas longitutinals.

Como indicado na Fig. A9, pela variacdo da tensio normal entre secdes distintas,
concluimos pela existéncia de tensdo tangencia lao longo do comprimento dz. Pelo
teorema de Cauchy também haverd tensdo tangencial na secéo transversal. Essa tenséo
tangencial & suposta uniiorme na espessura € denominada ftensdo tangencial de flexo-
torcéo

Na mesma Fig. A9 esta represeniada & resultante as tensdes o, por B, dada por:

R =[c,dS (A.40)

H

Substituindo (A35) em (A40) temos:

g
R, = E¢" [wds (A.41)

i

Derivando em relacio a Z, temos:

dR,
dz

5
= E0" [wdsS (A.42)

Do equilibrio longitudinal do elemento representado na Fig. A2 obtemos:
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T,tdz = dR, {A43)
Substituindo (A42) em (A43) encontramos a expressac de

= 5?- [wds (A.44)

Definindo 5, =fwa’5 como Momenio Estatico Setorial oblemos a seguinte

5

expressdo para a tensao tangencial de Flexo - Torgdo:

B Eés)%??sw
7

T, (A.45)

AB.3 Momento de Flexo - Torgéo

O momentc torcor total My numa dada sec@o serd a soma de duas parcelas: a

parcela referente ou momento My de torgdo livie ou de Saint-Venant e a parcela My

referente ao momenio de Flexo — Tor¢ao. Desie modo teremos:
M, =M,+M, (A.46)

Utilizando a represeniacdo da Fig. A10 que indica as fensdes 14 e a distancia n ac
centrc de cisalhamento (C.C.), podemos calcular o momento de Flexo — Torgdo (Mg) como

segue:

dSn (A.47)

5
M, :j.zfr

Eng MNewton Damasio dos Santos 191



Dissertag8o de Mestrado — Faculdade de Engenharia Civil — Departamento de Estruiuras s

Pl

rf ; M
™~ o
:

[ i

o

Yl TorgEts &
aEguekem

Figura A10 — Tenséo tx de flexo-torcédo

Aplicando a equacao {Ad4} e a relacio da drea da secado, onde dS=r-ds, na
expressao (A47), temos:

s2f s Y

Mﬁzﬁ‘@”’f ;

L Jods jqu (A.48)

i

Efetuando a integrac@o por partes e utilizando as nogbes de area setorial,
obtemos:

5,
M, =-E" [w'ds (A.49)
A

1

A

Fooz ‘ T = .
Sabendo que J = f w dS € uma caracteristica da se¢do transversal denominada

s

1

Momento Selorial de Inércia, podemos escrever finaimente:

M, =~E] 9" (A.50)

Substituindo {AB0) na expressdo (A43), da tensdoc tangencial de flexo-torgéo

temos:
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Paiert g

A5 A5
T P - .
# t] ( }

o
onde:

My momento de flexo-torcéo

i espessura

Jo: momento setorial de inércia

S, momento estatico setorial

Das expressfes anteriores chegamos em:

M, =B (A.52)

Substituindo a equago (AS2) em (AS1), chegamos em:

A.7 Equacéo diferencial de Flexo ~ Torgao

Utilizando-se das equacBes (A48), (A52) e (A21), obtemos a equagao diferencial
de Flexo — Torgdo em funcdo da rotacéo:

EJ 0"-GJo'=~M, (A.54)

De um outro modo podemos escraver a seguinte expresséo:

Mt =Gl ¢'~B' (A.55)

Derivando a expressao (A55) acima em relacgdo a Z, temos:
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M' =Gl "-B" {A.56)
Utilizando a express&o do bimomento na expresséo acima, temos:
GJ
M =—~B~B" (A57)
EJ,

A7.1 Caso geral

e Mt

Figura A11 — Elemento sujeito & torco

Somente a titulo de exemplo, faremos analise de um elemento de comprimento dz

como mostra a Fig. A11. Nele também estac represeniados 0s sentidos positivos das

cargas torgoras M; e m. Da Fig. A11 obtemos que:

M, +mdz =M, +dM, {A.58)
Resolvendo, temos:
M

L= {(A.59)

—=m
tdz

Substituindo a expressado (A58) na (A57), obtemos:
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B"-K*B = —m (A.60.a)
onde:
K =S (A.60.b)
EJ

Para o caso de m nulo, constante ou variando linearmente em Z, a solugio geral

da equacéo diferencial ¢ dada por:
B =C senh({K.z)+C, cosh(K.z)+ m, (AB1)

onde:

o= e (A.81.D)
C1 e C2: constantes a determinar, calculadas a partir das condicdes de coniorno.
A7.2 Condicdes de coniorno

1. Na extremidade livre

Se o, = 0, da equacéo do bimomento, concluimos que:
B=0

2. Na extremidade engastada

Sendo o empenamento w {deslocamento longitudinal) nule para qualquer

ponto do esqueieto da secdo engastada temos:

¢'=0
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Substituindo em (A21), temos:

M :{}

&£

De (A.54) temos entao:

Do bimomenio (A.55) tiramos:

B'=~M,
3. Na extremidade com distribuic&o conhecida de tenstes
Nesse caso se uiiliza a equac8o do bimomento (A39) para a determinagio de B

4. Extremidades com cargas concentradas axiais

No casc em que sejam aplicadas cargas axiais P; concentradas em ponios de

area setorial w;, ¢ bimomento serd dado por:

B =Y Po,
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DETERMINACAO DOS COEFICIENTES DE RIGIDEZ PARA OS
PORTICOS E ASSOCIACOES PORTICOS/PAREDES.

As deducles que se seguem foram aproveitadas quase na sua iotalidade das
referéncias [13], [34] e [48].

B1 Pértico isolado ~ coeficiente de rigidez a forca cortante — s;

Nos pdrticos regulares sujeitos a carga lateral e verlical, supde-se préximas as
rotacdes de todos os noés da viga de um andar e também as rotagdes de nds consecutivos
de uma mesma prumada de pilar. Isto equivale afirmar que os centros dos vaocs das barras
s30 ponios de momenios nuios.

Na Fig B1 notamos trés nods consecutivos A, B e C da viga e D, B e E do pilar,

sendo ¢ a distor¢8o do andar e a rotacac do ns B,

|
|
!
!
i

14
Figura B1 - Elastica de deformac&o em tormo de um nd de Périico.

Eng Newion Darnasio dos Sanios 197



Dissertagao de Mestrado ~ Faculdade de Engenharia Civil — Departamento de Estruturas

el
FMICAME

Definindo os parmetros de rigidez das barras como sendo a relagde K, =

J, o
&

A
considerando os momenios que as barras aplicam ac né B, positivos se no sentido
horario, valerao:

M, =6EK (6 —a)

M ,, =6EK (6 —a)

M, =-6FK, a

M, =-6EK_a (B.1)

Peloc equilibrio do nd B segue:

o= K. +K, . (B.2)
K, +K +K. +K,

Admitindo gue o momento € nulo na meia altura de um andar, a forga cortanie Vg
no meio do pilar BE é dada por:

M
v, = (B.3)

tem-se pelas equagbes (B.1) e (B.2) que:

12E ZK

Vi=—Ks ‘i—gﬁi (B.4)
]
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onde os indices v e b nos somaldrios indicam serem estes estendidos s6 as vigas ou &
totalidade das barras que concorrem no né B, respectivamente.

Podemos definir um coeficiente sz como a coniribuic&o do pilar a rigidez do périico
a forca cortante. Esse coeficiente pode ser obtido da equacgio (B.4):

2K

5, = —EK, i? (B.5)
Fod

Se somarmos as contribuicbes dos pilares ao nivel do andar considerado,
caleuladas através da equagio (B.5), obtemos o coeficiente de rigidez do pdrtico 2 forca

cortanie expresso por

3K
s _ 128 K _Z
i Y
b

(B.8)

onde:

E£: moédulo de elasticidade iongitudinal

h: pe direito do andar

K: relacdo J/¢ do tramo da viga ou pilar considerado

na: nés do andar (O somatdrio em na € estendido a todos os nos do andar)
pn: pilar acima do nd

vn: numere de vigas concorrentes no né

bn: numero de barras concorrentes no nd

Kp.n: relac@o J/¢ do pilar acima do né considerado

B2 Associagdo de pdriicos e paredes ligados por lintéis: coeficientes s de rigidez 2
forca cortante do périico e coeficientes de rigidez K1 & K2 ao giro da parede
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O portice e a parede podem sofrer simuiltaneamente efeito de flexBo (rotagio (e
na parede e distorcdo ¢ no portico) e o efeito de cisalhamento (rotacido dg na parede ¢
distorgdo Qg no portico).

Os indices subscritos indicam : B flex&o (bending) e 8 cisathamento (shear).

B2.1 Efeito da flex&o - rotacéo ¢p - Coeficientes de rigidez s e K1

Na Fig. B2 encontramos a deformacidc de um andar genérico do paingl,
corresponagente ac girc ¢g da parede devido & flexao.

A relagdo do portico sobre a parede constitui-se de uma forca vertical distribuida
gy (positiva se produz compresséo na parede) e de um momento distribuido m aplicado ac
iongo do eixo vertical da parede, considerado positive no sentido anti-horario.

Expressamos este momento m como uma funcio de ¢g alravés da equagio:

m=KQ, (B.7)

2
Figura B2 — Defermacao do painel devida a ¢g
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Designamos Kpe=Jpds: e Ky =Jv/4 as relagBes entre os momentos de inércia e
respectivos comprimentos dos pilares e das vigas que concorrem nos nds A e B.

Para os pilares que possuem diferentes relacbes Jp/4, abaixo e acima do andar
considerado, iomamos para Kp; a media destas relacdes,

A partir da forga cortante que os momentos Mg, e Mz produzem no trecho de viga
B-I, gue une pdriico e parede, distribuida na altura de um andar, enconira-se ¢ valor do
carregamento distribuido ., que na técnica do meic continuo se supde atuar ao longo da

face da parede.

- My +M,

o (B.8)

4y

Admitindo que o momenio fletor Mig a viga de conex&o aplica sobre a parede
também possa ser considerado distribuido ac longo da aliura da parede, por equilibrio de
momentos fletores em relacdo ao eixo da parede podemos encontrar o momento

distribuido m:

m=teg % (8.9)

4

Vamos admitir que o nd A e 0s seus nos vizinhos sofram fodos a mesma distorcao
de valor ¢g (positiva de sentido horario). Vamos admitir que na prumada de pilares que
contenham © nos A, os noés, superior e Inferior ao nd A, sofrem adicionalmente uma
deformagdo angular de valor a. Desse modo os momentos fletores que as barras

deformadas aplicam ao né A e seus vizinhos valem:

M, =6EK (b, - a) (B.10.2)
M g =6EK (0, —a) (B.10.b)
M, =-4EK, a-2EK, b (B.10.c)

Pelo sequilibrio dos momenios no nd A temos:
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12K, +4K, ja+2K,b=12K 0,

(B.11)

Da mesma maneira, supomos que os nos da prumada gue contém o nods B sofram

distorgbes de valor ¢g (positiva de sentido horario). Adcionaimente 0s nds da prumada gue

contem B sofrem uma deformacéc angular b. Supondo que os momentos nos nNos sao

positivos se tiverem sentido horario, podemos escrever:

[ b
MBI = H_4EK.V237 - 2EKV2¢5 - 6EKV2L(§B _—1—}
2a,
MBA = -—4EK115 - EEKVIQ
M, =6EK,, (0, —b)

M gy = 6EK 5 (0, ~b)

E pelo equilibrio de momentos fletores no né B resulta:

2K, a+ (4K, +12K , +4K b = [izgm ) sz(i +§§>1_H®B

a4

A solucao do sisterma formado pelas equacdes (B.11) e (B.13) fornece:

a=wh,
b:&ba

onde

w e B: 380 parametros auxiliares usados para simplificar as expressdes

Chamando

(B.12.2)

(B.12.b)
(B.12.0)
(B.12.d)

(B.13)

{B.14.a)
(B.14.b)
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8 :éKHHZK'Pz-MKm sm
2K, 18.
I
12K, +4K,, Bsh
2K, 15,
podemos escrever:
[12(1*{},2 ~K.8)- Q;KV{HS%,H
[
v : {(B.16.a)
2K, -6(12K,, +4K,, )]
e
[ p \)
i\}'z‘Kﬁi —{P{izgpz _Zszii—%.? ij
{E i
& 5 {(B.18.b)

{ZKVI ‘“{P(lzﬁpz ""4KV1 +4sz)}

As forgas cortantes nos pilares que contém o0s ndés A e B sio dadas

respectivamente, por:

v, = M (B.17.2)
h

e

v, :3}%% | (B.17.6)

Ou, tendo em vista as equacgbes (B.10), (B.12) e (B.14),

v, J?%(}—m)% (B.18.3)
e
V, = 12EK -, 1-B W, (B.18.b)

h
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De acordo com as equacfes {B.18), oblemos, para 0s cosficientes de rigidez dos

pilares & forga corianie, expressas pelas seguinies expressdes:

v, 12EK,
A 1— B.19.a
=gy o) (B.19.9)
o

V. 12E
Sf*j’ti ;“(E—ﬁ) (B.19.b)

Assim o coeficiente de rigidez total s do portico a forga cortante resulta da soma:

§=5,+5 (8.20.a)
Sm%g"[gm@mm%ﬁ K?z@““g}} (B.20.b)

O momento Mg gue a viga de ligacdo do pdriico com a parede aplica sobre esta

gitima vale:

M, =4EK, 0, +2EK b+6K, 0, —;31— (B.21)

@,

Usando as equaces (B.9), (B.8),(B.12.A) e (B.14), obtemos:

mm%[aﬂuzg L P ] ]% (B.22)
h a a,

Comparando-se com as eguagdes (B7) e (B.22) encontramos o valor do
coeficiente de rigidez ac giro Ky da parede da associacdo, quando se despreza o giro do

cisalhamento:

K mf’%(ﬂz@ +§;bi(z+g+iﬁ (B.23)

i
1 al
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B2.2 Coeficientes de rigidez K, devidos ao efeiio da forga corlante

Admitamos agora o efeito de uma rotac8o ¢ na parede juntamenie com uma
distor¢do de mesmo valor nos pilares devido a deformacéo por forga cortants.

A forma deformada da associacio formada por périico & parede esta illustrada na
Figura B.3.

Figura B3 — Deformacao do painel devida a ¢..

Usando o mesmo raciocinio do caso anterior (rotacéo de flexao), os momentos de
extremidade na viga B-l produzem uma forca cortante em |, que pela técnica do meio
coniinuo supte-se distribuida na face da parede. Devido a essa forga cortanie distribuida
e ao momento em |, tambem admitido distribuido na altura do andar, supde-se a existéncia
de um momento mg, uniformermnente distribuido pelo eixo da parede. Esse momento ms

pode ser escrito como:
mg = K, b, (B.24)

Os pilares possuem uma distorcdo de valor ¢,. Repetindo célculo andlogo ao que
foi feito com as squactes (B.9) até (B.14), admitindo deformacdes iguais a a em irés nds
consecutives do pilar gue contem o no A e deformagtes iguais a b em 3 nods consecutivos
da prurmada com o nG B encontramos, através do equilibrio dos nés A e B, os seguintes

valoras para as rotactes a e b dos respectivos nos:

a=mn8 (B.25.a)
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b= po (B.25.b)
com

— 12{5{?2 N szg}_zgvz

W= (B.26.a)
2KV1 -—‘(325{};} +4Kﬂ}§
e
12K, —0ll2K,, - 2K
5 e Pl i‘?( P2 v2> (826?}}
2K, —{12K,, +4K , + 4K 1
onde:
§ e ¢: parémeilros auxiliares caiculares como nas equacdes (B.15).
Calculando o momento Mg para esse caso termos:
M, =4EK 0, +2EK b (B.27)

A forca cortante distribuida gv na face da parede e momenio distribuido ms ao
longo do eixo da parede podem ser calculados pela seguinies expressdes:

+ M

g, =—&—=% (B.28.2)
akh
e
M, b,
M B B.28.b

Usando (B.28.a), (B.27), (B.26.a) e {B.26.b) em (B.28.b) encontramos:

my = EI;" [4%»2{3{&??"-} ?&}05 (B.29)

2a, a,
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Se compararmos as equaces {B.24) e (B.28) obtemos o coeficiente K de rigidez

ao giro da parede devido a giro ¢, devide ao efeito de cisalhamento no pdrtico

O coeficiente Ko vale

" ;_’; B (B.30)

onde:
w e B: parédmetros guxiliares calculados com as equacdes (B.26.a) e (B.26.b)

9: parémetro auxiliar calculado com a equacae (B.15.a)
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APENDICE C

SOLUCAO NUMERICA DE EQUACOES DIFERENCIAIS

C1 Introducac

Muitos fenbmenos de engenharia podem ser simulados por modelos matematicos
gue envolvem equacbes diferenciais: equacfes que envolvem uma fungao e algumas de
suas derivadas. Uma equacdo diferencial que envolve derivadas de ordem até n &
chamada equacgdo diferencial de ordem n e pode ser escrita como abaixo:

Y)Y = Fx, y(0, Y2, Y (2, y" P (x))  xClab] (C.1)

A solucdo é uma funco y=f{x) definida no intervalo [a,b], com n derivadas, e que
satisfaz a Eq. (C.1).

Se a fungdo € de uma unica variavel, como a explicitada em (C.1) tem-se uma
equacédo diferencial ordinaria. E o caso do edificio alto enrigecido por niicleos estruturais
em estudo. Do contrario tem-se uma equacéo difsrencial parcial.

Para gue seja definida uma unica funclo y(x) é necesséario o fornecimento de
dados adicionais & equacéo diferencial. Os dados adicionais definem o tipo de probiema:
problema de valor inicial e problema de valor de contorno

Num problema de valor inicial {PVI) a meia € a oblencio de uma fungac y(x)
definida num dominio [a,b], que além de satisfazer a equacdo diferencial que rege ©

problema, atenda também as condigdes pre-estabelecidas para o inicio do dominio:
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)=y, Y=y Y@=y - " ay=y, (€.2)

Nos problemas de valor de contorno (PVC) a equacdo diferencial deverd ser
satisfeita num intervalo [a,b] e s8o pré-estabelecidos valores para yix) nos extremos do

infervalo:
vay=y, e yb)=y, (C.3)

As solucOes analilicas para as eguacgbes diferenciais dos problemas de
engenharia normalmente s&o dificeis de seram obtidas. Na falta de solugbes analiticas, os
meétodos numeéericos podem ser utilizados.

O desenvolvimento de funcdes em série de Taylor pode ser considerado a base
dos mais antigos métodos de aproximacgio.

O primeiro passo de qualguer metodo destinado a solugdo numérica de equacdes
diferenciais € discretizar a regifc onde a solucéo é procurada. Define-se malha como um
conjunto finitc de pontos onde a funcdo & definida.

Seja X, um ponto de referéncia e h um nuimero positivo. A malha de passo h

associada & X € 0 conjunto de pontos definidos por:
x, =xykth, i=12,-
As aproximacdes de y{x) s@o calculadas nes pontos da malha.

C2 Série de Taylor para funcgdes y(x}

A expansao em série de Tayior de uma funglo y(x), que tem derivadas até ordem

n+1em x & a seguinte:

2 7 (rel)

y(x+h) = y(x)+hy W+ y"(x)+'”+££—}’(”}(x)+'"+-‘———y(n+”(§) (C4)
21 n! (n+1)!

Eng Newion Damasio dos Santos 210



Disseriacis de Mestrado — Faculdade de Engenharia Civil — Departarnento de Estruturas e

onde £ estd entre x e x+h. O Gitimo termo da expressao representa o erro da aproximacao

de y{x+h) pelos n+7 primeiros termos da série de Taylor.

3 Método das diferencas finltas

Tomands n=7 na Eq. (C4) temos a chamada fdrmula avangada para a

discretizacao da derivada € de seu erro:

(x+hi—-vix) &
Y ;z .(X}_Ey“@) (C.5)

vi{x)

Tomando o passo como — hna Eq. (C.4) obiéem-se a formula alrasada e seu erro:

_Y®-yG-h)_k
h 2

¥(%) y'€) (C.6)

Seguindo a mesma idéia, tome-se n=2. A série de Taylor para um passo +h e para

um passo — h sdo as seguintes:

2 3

Y+ B = y(x)+hy *(x}%—-y"@e—% YPE) (C7)

kZ }23
y(x=h)=y(x)=hy'()+ =y "(X)w—,;; ¥ E,) (C.8)

Subtraindo a Eq. (C.8) de {C.7) obtém-se a chamada fdrmula centrada para a

discretiza¢do da derivada e o seu erro:

(x+hy—y(x~h) R
yi = 2N Ly (9

Ressalie-se o fato de que a fdrmula cenirada dada pela Eq. (C.9) fornece uma
aproximagao para a derivada na qual o erro é da ordem de . As fdrmulas adiantada e
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formula atrasada da aproximacao da derivada da fungdo, conforme Egs. (C.5) ¢ (C.8) tém
erro de ordem A1

E importante ressaltar que poder-se-ia chegar em outras expressdes da derivada
primeira com erro de ordem #° de uma funcao y(x) a partir de manipulagdes da série de
Taylor.
A expressio para a derivada segunda pode ser obtida com o mesmo raciocinio,

Tome-se n=3na Eq. (C.4):

e B AN
ity =yt hy @+ 5y @+ oy @+ yED (€10
e
' hz TR &3 B s }34 () i
y(x—hy=y{x)—hy (x}+--2j~y {X}”g’;y @)ﬁzﬁ &) {C.11

Somando membro a membro as Egs. (C.10) e (C.11) e explicitande y"{x) tem-se:

_ y(x+h)~2igx)+ y(x_k)m%yw(a) (C%Z)

¥ (x)

C3.1 y{x) ajustada por func@o polinomiai

A aplicagdo do método das diferencas finitas a solucdo de equacgdes diferenciais
pode ser enconirada em varias referéncias que abordam este assunto.

Em particular, o sistema de equagdes diferenciais geradas peio fratamento
continuo em edificios alios sob carga lateral pode ser resolvido numericamente usando ©
Método das Diferencas Finitas.

Na sua dissertacdo de mestrado XAVIER [48] escreveu um programa de
computador para resolver numericamente um sisiema de paingis planos onde usou o
meétodo das diferencas finitas para resolver o sistema de equactes diferenciais. Em
seguida, baseadc em BARBOSA [1], escreveu um outro programa mais geral, gue trata de
varios casos de associagbes. A leitura destas duas referéncias nos faciliiou o

desenvolvimenio de um programa para a solucdo numerica de um sistema de equacdes
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diferencias de terceira ordem, nas varidveis u, v e § em gue recaem 0s varios tipos de
associacbes tridimensionais entre porticos/paredes/nliclecs.

Ao inves de usar ¢ tratamento classico baseado na expansdc em série de Taylor,
optou-se por aproximar a funcao por um polindmio de grau r.

Por esia técnica as derivadas da funcao desconhecida f{z) s80 aproximadas as
derivadas a um polindmio F/z} de grau r {r = ordem da equacéo diferencial} que intercepia
a fungdo em 7+1 ponios, escolhidos igualmente distribuidos de h, sobre ¢ eixo das
abscigsas. Na aplicagdc do método ao problema do edificio, as abscissas da funcio f{z)
estao ao longo do eixo vertical O£

Segue-se neste desenvolvimento a mesma dedugao utilizada por Xavier [48].

Com © propésito de obtermos operadores com nlmeros simeétricos de ponios, optamos
pelo polindmio de interpolacio do quarto grau:

F(2)=Az"+B7 +(z* + D7+ E (C.13)

M e
/ \\E
e =] :

Fee Fe £ F o Foid
i=Zk i~ i ik +Fh
{=gh f=h> O {h (Zh?

Figura C1 — Valores da funcac f{z}

onde os valores nos ponlos de interpolacac (i-2h, i-h, i, i+h, i+2h) devem coincidir com 08

valores da funcio desconhecida f(z), que de acordo com a Figura C.1 valem:

F(i-2n)=F, (C.14-a)
F{i-h)=F, (C.14-b)
F@)=F (C.14-c)
F(i+h)=F, (C.14-d)
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F(i+2hy=F,, (C.14-e)

Se passarmos um polindmic p(z) pelos cinco ponios de interpolagédo e tomarmos a
abscissa do ponto i como origem, resulta o sistema de equaces:

ToRt R R =2k LA [ Fee

o - W o-h 1L B Fe

0 0 0 0 1/C|= Fi (C.15)
B u R h 1D Fd
QR (2R (2R 2k 1) E| | Fdd

A solucBo do sistema linear {C.15) formece os coeficientes do polindmio,

SXDIess0s DO

A=—rs |Fee—4Fe+6Fi—~4Fd + Fdd | (C.16.8)

B=—t |- Fee + 2Fe~2Fd + Fdd| - (C.16.b)
12k

C= 24;2 [~ Fee +16Fe —30Fi +16Fd — Fdd | (C.16.¢)

D mé—g{f*ee—szfﬁsmufdd} (C.16.d)

E=Fi (C.16.e}

Como a fungdo f(z) € aproximada peio polinémio p{z) no intervaio (-2h,2h), pode-
se obter todas as derivadas de {(z} neste intervalo.

Para o ponto § as expresstes das derivadas s&o denominadas diferencas finitas
centrais, Para os demais pontos recebem o nome de diferencas finitas assimeéiricas
alrasadas ou adiantadas, conforme o ponio esteja a antes ou depois do ponto central 7.

Desta maneira, as expressdes para as terceiras, segundas € primeiras derivadas

de f(z) nos pontos em que z vale respectivamente zero, -h e h s8o:
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1. derivadas no ponio de abscissa z=0

F =F(0)=6B
F =F(0y=2C
F =F(0)=D

2. derivadas no ponto ds abscissa z=-h

F =F (~h)=-24Ah+6B
F =F (-h)=124K"-6Bh+2C
F = F (-h)y=—4AK +3Bh*~2Ch+D

3. derivadas no ponto de abscissa z=+h

F]=F (h)y=24Ah+6B
F,=F (h)=12AR" +6BAh+2C
F,=F (hy=4AR +3BR* +2Ch+D

Tendo em vista as expressdes (C.16), obtém-se:

a) Diferencas finitas centrais:

F =

i —[—Fee+2Fe~2Fd + Fdd |
2h
1

F = [~Fee+16Fe~30Fi+16Fd - Fdd]

: z

F =m}~w{Fee—8Fe+8Fd—ch€}
12k

i

b} Diferencas finitas assimétricas atrasadas

(C.17)

(C.18)

(C.19)

(C.20)
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F = «ééfé—[m—BFeg +10Fe—12Fi+6Fd ~ Fdd]

&

F = };hz [~11Fee~20Fe+6Fi+4Fd— Fdd| (C.21)

F = éﬁ@?m —10Fe+18Fi—6Fd + Fdd |

c) Diferencas finitas assimétricas adiantadas

F = [ Fee—6Fe+12Fi~10Fd +3Fdd]
<o ’

F; ={-—§—;[er6+4?€ +6Fi—20Fd +11Fdd] (C.22)

& -

F, = ﬁg{wf’ee +6Fe~18Fi+10Fd +3Fdd)

Para a aplicacao no problema da associacdo de paineis deve-se dividir a aliura
total em intervalos de espacamento 8. Deve-se considerar 2 nés ficticios adicionals nas
abscissas z=-28 e z=-0, sendo a base do edificio (z=0) o terceiro ponto da rede. No topo
deve-se considerar um né adicional. No engastamento deve-se usar diferenca finita
assimétrica atrasada. No iopo deve-se usar diferenca finita assimétrica adiantada, e nos

intervalos que estio ao longo da dimenséo do edificio deve-se usar diferenca finita central.

C4 Métodos de Runge-Kutta

Os Métodos de Runge-Kuita s80 o3 mais usados para os problemas de valor
inicial. Tém a vantagem de n&0 necessitarem o calculo de derivadas, podendo ser usadas
com alto grau de aproximagéo. E concebido para a resolucéio de equagao diferencial de
primeira ordem, mas pode ser aplicado também a equacdes diferenciais de ordem n>1.
Pode tambem ser aplicado a um sistema de equacgdes diferenciais.

O texto que segue € uma adaptacioc do conteldo das referéncias (Méfodos Numéricos —
CUNHA[7]) e (Numerical Analysis — BURDEN[4]).
O método de Runge-Kutta mais ulilizado é o de quarta ordem, devido a sua boa

relacBo custo-beneficio, aliando simplicidade e eficiéncia. Foi o escolhido para ©
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desenvolvimento de um algoritmo computacional para a resolucdo do sistema de
equacbes diferenciais de terceira ordem em que recal ¢ problema da analise
tridimensicnal de edificios.

Apenas para efeito didatico, serdc apresentados antes 08 algoriimos para a
seguacio diferencial de primeira ordem, e para uma equacgéo diferencial de ordem 2, para

finalmente apresentar-se o algoritmo para um sistema de equacdes de ordem n.
£4.1 - Série de Taylor para funcdes fx.y)

O desenvolvimento de funcdes f{x,y) em sére de Taylor permiie uma aproximacic com
erro de guarta ordem com a expresséo abaixo:

B -
Ve T ¥ 'i“}if(xkryk>’*‘€€ﬂ(xk$Yk}+fy{xgvyk}f(xz;a}”;;}j”?‘

3

h 2
_g?{f.:x{xk* YoO+2 Gy ) v+ o (E v f (L v + (C.23)

£ G YO £ (0 )+ £ G 3 ) f (5, 301+ O)

4.2 — Métodos de Runge-Kuita para Equacéo diferencial de primeira ordem

Seja a equagao diferencial de primeira ordem, com um valor inicial para a funcgio:

y(x)=flx.y) (C.24)

¥{x) =y,

Usando a férmula de diferencas finitas adiantada mosirada na Eq. (C.5) para
discretizar a derivada primeira de ¥{x} nc ponto x; de uma maiha de passo h tem-se:

V(@) :_ch..ﬂ%:.}_{& = f(x,,%,) (C.25)

Eng Newton Damasic dos Santos 217



Disserlagio de Mestrado - Faculdade de Engenharia Civil — Departamento de Estruturas &;‘f

A Eq. (C.25) define o conhecido Método de Euler. A idéia do Mélodo de Euler Toi
aprimorada nos trabalhos de Runge (18085) e Kutta {1901), para ¢ caso de sistemas de
equacdes diferenciais de primeira ordem.

£4.2.1 Método de Runge-Kutta de 2°. ordem

Os metodos de Runge-Kutta de segunda ordem s&o definidos pela expressio:

P2 = B, F (53,0 + B (5 +7hy, +81) (C.26)

O ditimo termo do lado direite da Eq. (C.28) pode ser desenvolvido através da
série de Taylor para funcbes de duas variaveis. Levando esta expansio em (C.268) e
agrupandoe os termos de poténcias iguais de 71 tem-se!

3
Ve T ¥ +h[(§(}_31)f{xk’yk}}_é-%[zigﬁfx('xk>yk}+zﬁ}5f;{xk>yk}]+
(C.27}

B 4
=3Bl 30+ B8 £ (5,30 + 3BB £, (70 [+ O

onde:

_dfixy)
ox

_¥®
oy

_f
dxox

_fxy)
dxoy

_f(xy)

f X aya})

3 1 0 fa i s fo

Os quatro parametros o By Bz v s8o escolhidos igualando-se os termos até
segunda ordem de (C.27) com termos correspondentes da aproximacio por série de
Taylor, indicada em (C.23):

Poder-se-ia entao adotar uma das seguintes solucdes:
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1
8@:@13-; s Y:}‘ £ ’Szf{xks}’}c)
ou (C.28)
1 1
Bo=0 ;B =1 Y=g e 5=§f<x_pyk>

Adotando a segunda solugdo mostrada na Eg. (C.28) um algoritmo simplificado
para o Método de Runge-Kutta de segunda ordem estd mostrado na Fig. (C2):

Runge-Kutta de segunda ordem:
Dados: y,, 2 e fix, %)

1: Parak=0,1.23,..., facaZa4
2 my=hf (5. 9)

3 m=hf{x vhy, R

1
4 ya=n ‘:'E(mﬁ +

Figura C2 ~ Algoritmo de Runge-Kutta de segunda ordem
C4.2.2 Método de Runge-Kutla de 4°. ordem

Para estabelecer uma formula de Runge-Kutta que coincida com a aproximacao da
série de Taylor de ordem h* faz-se uma generalizacio da Eq. (C.26)

Ve =¥ +k[80f(xk’ ¥+ Bz, +Y, 0y, 8,8+ (C.29)
Bo(x, +Y, 7 v, +8,8)+ Py (x, +v kv, +8,8) +--]

igualando-se termo a termo nas Egq. (C.23) e (C.29) até os termos em K
gncontram-se os valores dos par@metros usados em (C.29), dando origem ao seguinte
algoritmo para o métede de Runge-Kutta de 4% ordem de uma equacio diferencial de

primeira ordemt.
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Runge-Eutta de 4a. ordem
Dados y,:h e f(x, y)

1:Para k=0,1,2,3---, fagca 2 até 5
2 my = (x5, 9,0

] 17,
3: = B {x, +—, v, -
ny = ki (x, L 2}

h 7
4 my=hf{x,+—.y, +
2 f{ﬁ'*z Vi 2}

¥

., #
Domy =k (x,, +"§'ﬁﬁ’< o)

(3

& Veu =W +é{m0+2ﬁ%+2m2+«ms}

Figura C3 — Algoritmo de Runge-Kufia de gquarta ordem

C4.3 — Sistemnas de equagdes diferenciais de primeira ordem

Um sistema de ordem i de equacdes diferenciais de primeira ordem em problemas

de valor inicial pode ser expresso da seguinte forma:

%:ﬁ(t,ul,um i, )
_‘%_-m Foltau iy ) (C.30)
%%zfm(z,ul,uz,-°',um)
para a <t <5 com as condigdes iniciais:
w@=h  m@=h ;- u (@)=, sy

Seja uma maiha igualmente espacada de passo h, com (N+1} intervaios.
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Algoritmo de Runge-Kutia para sistema de equagoes
Entrada : pontos de extremidade [a.b]

sumerpe 4e gguacoes m

gumero de intervaios

condigoss iniciais A, . &, .- LA

Saidas: aproximagoes w, para #; para (M+1) valores de t
{(b-a)

Passe 1: Faca h=

Faga t=2
Passo Z:Loop =12, .m
Fagaw, =4,

Passo 3: Imprima (1, w,w, 0w )
Passo 4: Loop i=1.2,--- N Faga os passos 5-11

Passe 3: Loop j=1.2,- m calcule

My o= FAL W, Wy W)
Passo 6: Loop j=1,2,-- m calcule
1 i

o~ FE A R R -
ml'_‘, = f}.{; LW w—-’—;mm,%z T‘;iﬁa_z,"' L ?ma_m}
s &

A Z

Passo 7: Loop i=1,2,- m czleule

mz:mf.(f-:w;kw,w As»}-«m wa-%i—m St W +—Ewm. 3
Wd i 2 H 2 1.1 3 2 1.2 m 2 im
Passe 8: Loop j=1,2,-- m calcule
My, = ATt Row oy Wy Ry, W, )

Passo 9: Loop j=1,2,- m calcule

wo=w, H{my T 2my o+ 2m, 4y )
Passo 10: Fagat=a +ih
Passo 11:imprima (I, w,, w,, W, }

Passo 12 : fim

Figura C4 — Algoritmo de Runge-Kutta de 4° ordem para sistema de equacbes
C4.4 — Equactes diferenciais de ordem m

Um problema de valor inicial geral € dito de ordem m quando é regido por uma

equagao diferencial parcial de ordem m, podendo ser descrito da seguinte forma:
Y= FEy YLy agi<h (C.32)

com condices iniclais:
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vay=x Y@=k - YN =2, (C.33)

A equacho diferencial parcial de ordem m descrita em (C.32) pode ser
fransformada num sistema de squaces diferenciais de primeira ordem, conforme descrilo
em (C.30) e (C.31}.

Faga (1) =y, w()=y(®), - eu ()=y"7@F). Isso produz um sistema de

equacles diferenciais de primeira ordem:

dn b _,
dr  dr -
du, _ 4
dr 4t
.34
dﬁm“i :d};{m—@ - ( )
dF dr ”’
£
du dy(mvl) 7 (m=1)
il o == t;Va e sy f,H N/ IUERRY 7.
= = Vo =S Yy )= fu,uy,n,)
com condigdes iniciais:
ulay=A su(ay=Ar ; - u {a)y=A, (C.35)

O problema descrito por (C.34) e (C.35) pode ser resolvido usando o algoritmo

mostrado na Fig. (C4).

C5 — Problema do Edificio — Sistema de eguacoes diferenciais de ordem 3 nas
variaveis u ,vef

Seja o problema da analise tridimensional de edificios, regide por um sistema de

equagdes diferenciais de ordem 3, nas varidveis « ,v e 8§ , com as seguinies condigbes de

conomo:
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!ﬁ wOy=0 vw0=0 8{0)=0
L u(0y=0  Y(0)=0 8/(0)=0
ta"(ﬁ’):(} V(Hy=0 8°(H)=0

O sistema de equacles diferenciais que rege 0 problema do edificio € o seguinte:

um’} (u/‘ l’ﬁf‘% gz
" 1+ pH - D[LST] v = [&T !’;’=-<H-z}4q.f§ (C.35)
{pyr ! E j

onde:

[J] é a matriz dos produtos de rigidez a flexao e de flexo-torcéo
[LET] € a matriz de localizac&o

[KT] é a matriz de rigidez & torgo ndo uniforme

[a] é a matriz do carregamento

p e a carga axial

H & a altura do edificio

7 & a abscissa vertical com origem na base

Usando a matriz [J]7, inversa da matriz [J], pode-se reescrever (C.36) da seguinte

forma:
’u,w‘ MJ’ H’ qx}
== pH - T ST L+ 0T (KT - -0 [0T g, (c37)
@”d 8’ 8’ s
u” u’ J%
W b=l - pH - LTI+ [TV - (H =[] g, (€.38)
‘@” 8’ !{513
De forma genérica o sistema de equacdes diferenciais de (C.38) € do seguinte
tipo:
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iriéf’z Filzuuu")

g

V= £ (2,990
L@”’:ﬁ(z,e,e’ﬁ")

{C.39)

A solucfo utilizando o método de Runge-Kutta de 4% ordem poderia ser feito
usando o algoritmo mostrado na Fig. (C.3). E interessante, entretanto, abordar as

equacdes de forma vetorial.
Sejam os seguintes vetores:

5‘{1{ {zgf i,?,ff,i rﬁm]
BE=y : u’:iy’ : E&”ﬂiv'y couT=ELY (C.40)
9 8’ 6" [& *”'{
Seja também o velor
FACKS'S
(C.41)

flz,u)= 1 £,

£B.87.87

O sistema de equagfes diferencias de ordem 3 mostrado em (C.38) pode ser
reescrito comao:

{Wy =z, u) (C.42)

Deve-se transformar ¢ sistema de equagbes diferenciais de terceira ordem de
(C.42) num sistema de equacbes diferenciais de primeira ordem.

Para ial adotam-se as seguintes funcdes vetoriais:
w/=u'=w, ; w,)=u"=w, ; w,=flz,wl,w2,w3) (C.43)
Assim, o sistema de equacdes diferenciais de 3° ordem se transforma no sistema

de equagbes de primeira ordem, formado por 9 equacdes, uma vez que cada um dos

vetores de {C.44) tem ordem 3x1:
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¢ Wd; = iﬁs
w, = u” ' {C.44)

w," =¥z, u)

Como j& fol visic as condigbes de contorno do problema do edificio s80 translagéo
nuia na base, tangsnte a linha do esqueleto vertical na base, e momente nulo no topo do
edificio. Essas condicBes nfo formam um problema de valor inicial PVI, pois uma das
condictes de contorno esta no topo e ndo na base, onde se adoiou origem da abscissa z.

A estrategia de scolucio € a de se obter a solugéo por combinacio linear de
solugBes particulares. Para o resultado da combinacao linear sera imposta a condigio de
momento nulo no topo. Foi feite o seguinte: primeiramente, ulilizando o algeritimo de
Runge-Kutta de 4° ordem indicado na Fig.C.3, encontra-se a solucBo no tope, para um

problema com momento nulo na base:

a.1)_condicdo inicial:

g’gtz=0= : uuimﬂg : u" z=0g

a.2) solucdo ne fopo com momento nulo na base:

em seguida, utilizando o algoritimo de Runge-Kutta de 4% ordem indicado na Fig.C.3,

enconiram-se solugdes de 3 problemas PVI, com:
b.1) momenio unitario na base na dire¢ao x

b.1.1) condic@o inicial
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gyt
AT

p1.2) solucao no topo como momento unitario na base na direcdo x;

U c—bu(G‘)E}

(
3] | |
L o |
d{b i_ﬁzm‘-!_?i’i u@}mif
E ‘ !
B 8]

(]

(.u

[an)

=H u aQ?-’J

b.2) momenio unitéric na base na diregio y

b.2.1) condico inicial;

b.2.2) solugéo no fopo come momento unitario na base na direcao y:

fg} U z=H.v'{G)=1}
L :uiszj = v]s:h’,v"(ﬂ):l
.
: 8 §Z=H,v"(0)m1

b.3) momento unitaric na base na direcdo 6

0.3.1} condigao inicial:

ur::*{): : “'

b.3.2) solucéo no topo como momento unitario na base na direcdo 8
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DRIGAKE

d, E Er?i } =l B (0
=<d, ?ﬂﬂkzﬁ = Vl-xg,emml
d3J 8 !;:H.@"{em j

Combinacioe linear:

N
i

u”{ jEur( piﬂ"ia}m%ﬂgw?{ haors ¥ o) *

B }jv<9}"w1 u™{ }iu"w}-—m) +y {u™( )p(a)"=1 u"{ Pguﬂqa}za)a

(C #5)

Resolvendc a equaclo vetorial dada em (C.45) enconiram-se ¢s valores dos

escajlares o, B ey .

Encontrados os valores de o, ey tem-se a solugdo para u, U’ e u” ao longo da

altura z.
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