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ReEsumo

Na presente dissertacdo s@o estudados problemas de estados planos. A
avaliacéo de fatores de intensidade de tensao em problemas com trincas ou do campo
de deslocamentos e de tensdes em meio continuo usando o Método dos Elementos de
Contorno € o principal objetivo deste estudo. Problemas elasticos em meio continuo séo
resolvidos com a equacdo integral de contorno de deslocamento e o Metodo dos
Elementos de Contorno Dual (DBEM) € aplicada para resolver os problemas de trinca
em analise de mecénica da fratura elastico linear que é baseada em ambas equactes
integrais de contorno, a de deslocamentos e a de forgas superficiais. Os parametros
das funcbes de forma sao definidos para as extremidades do elemento para elementos
de contorno. Elementos continuos e descontinuos podem ser usados no contorno e na
trinca. O ponto de carregamento € posicionado no interior do elemento tanto para
elementos continuos como para descontinuos. Os problemas com ou sem as trincas
internas, de borda e em forma de 'V’ sdo analisadas e mostradas com precisdo com a
formulagao presente. Os fatores de intensidade de tensdo s&o obtidos atraves do

método da extrapolacao de deslocamentos.

Palavras Chave: método dos elementos de contorno; Métodos dos elemenios de

contorno dual; mecanica da fratura elastica linear; equacdes hipersingulares; chapas.
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ABSTRACT

Plane problems are studied in this dissertation. The assessment of stress
intensity factors of crack problems or displacements and the stress fields in the
continuum media using the Boundary Eiement Method are the aim of this study.
Elastostatic problems in the continuum media are solved using the displacement
boundary integral equation and the Dual Boundary Element Method (DBEM) is applied
to solve the crack problems of the linear elastic fracture mechanics, which is based on
both the displacement and the tfraction boundary integral equations. The shape functions
parameters are defined at the ends of the boundary elements. Continuous and
discontinuous boundary elements can be used on the boundary or on the crack. The
collocation paoint is placed to the inside of continuous or discontinuous elements. The
plane problems without or with embedded, edge and kinked cracks are analyzed to
show the accuracy of the present formulation. The stress intensity factors are obtained

with the displacement extrapolation method.
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1 - INTRODUGAO

O estudo de problemas em corpos solicitados em regime elastico tem amplo
campo de aplicagbes dentro da engenharia e o estudo de problemas de corpos que
contém trinca tem despertado grande interesse a partir da metade do século XX. O
enfoque sobre problemas planos € o principal objetivo deste trabalho, tanto para os
problemas de elasticidade como para problemas de mecanica da fratura elastica linear.

A seguir sdo mencionados os contetidos sobre cada capitulo que se segue.

A revisao bibliografica sobre a aplicagao de problemas de elasticidade ac
método dos elementos de contorno e a revisao de problemas de fratura aplicados ao

método dos elementos de contorno dual estdo contidas no segundo capitulo.

A evolucao da teoria que é envolvida na analise de problema de elasticidade é
citada no terceiro capitulo, em que se evoluem as equagdes dos estados planos até as

solugdes fundamentais para deslocamentos e de for¢as superficiais.

No quarto capitulo sao apresentadas as bases do estudo de mecénica da
fratura elastico linear, onde s&o mostrados os modos de fratura a que uma trinca pode
ser solicitada, as hipdteses levantadas para o estudo, o calculo de tensdes nas

proximidades da ponta da trinca, o calculo de fatores de intensidade de tens&o para os



modos de trinca, as dimensdes de zona plastica a frente da trinca e todos os aspectos

envolvidos em fratura fragil.

A aplicacdo dos problemas de elasticidade ao método dos elementos de
contorno € mostrada no quinto capitulo, em que toda a estratégia de desenvolvimento
das equagcbes singulares e hipersingulares € mostrada com pontos de carregamento no
interior do elemento, além do desenvolvimento dos nicleos das equaces integrais

para tensdes.

O desenvolvimento de uma nova equagdo integral (equacdo de forcas
superficiais}) com o uso do método dos elementos de contorno dual e a evolucao de
equacgdes singulares € hipersingulares para elementos quadraticos com as fungdes que
tratam da parte singular da integral impropria estdo contidos no sexto capituio, em que
também & apresentado o calcuio de fatores de intensidade de tensdo através do

método da exirapolagéo de deslocamentos.

O sétimo capitulo & dedicado a exposicdo de exempios de problemas de
elasticidade e de problemas com trincas solicitadas nos modos | e I analisadas pela

mecanica da fratura elastica linear.

As conclustes sobre 0s exemplos analisados sao apresentadas no oitavo

capitulo, em que se menciona os aspectos observados nos exemplos na utilizacao do

método.



2 - REVISAO BIBLIOGRAFICA

As equacles integrais tém sido usadas com sucesso, desde o século XIX, no
tratamento de problemas de mecanica dos fluidos como alternativa a resolugéo de

equacbes diferenciais.

Betti [40] em 1872 foi o primeiro a estudar a teoria da elasticidade com
equacdes integrais relacionado forcas de superficie e deslocamentos aplicados no

contorno.

Em 1886, Somigliana apresentou a equacgido integral que estabelece uma
relacao entre forgcas e deslocamentos no contorno de um corpo e seus deslocamentos

internos. Esta relagao & conhecida como identidade de Somigliana.

Em 1903, Fredholm [41] aplicou equacdes integrais para formular os problemas
de valor de contorno e demonstrou a existéncia de solugbes. O advento de
computadores de alta velocidade de processamento permitiu implementacbes de

procedimentos numericos para a rapida solucao dos problemas de engenharia.



Para probiemas lineares as equacgdes integrais podem ser formuladas a partir

do teorema de Green, como apresentou Kellog [29] para problemas de potenciais em
1927.

Equacdes integrais de Fredhoim [41] foram aplicadas em problemas de
potencial. Kupradze [28] em 1965 introduziu equacdes integrais vetoriais, no contexto

da teoria da elasticidade.

Em 1963, Jawson [30] e Symm [31] apresentaram uma técnica numérica para
resolugao das equacgdes integrais de Fredholm. A técnica consistia em dividir o
contorno em uma série de segmentos (elementos), e as equagdes integrais de contorno
serao aplicadas a um numero particular de pontos (nos) pertencente ao contorno. Um
sistema de equacdes lineares é obtido e determinam-se as incdgnitas do problema.

Entre 1970 e 1977 Jawson [30] e Symm [31] aprimoraram sua técnica.

Hess e Smith em 1967 usaram uma técnica similar para o calculo do fluxo de
um problema potencial em torno de corpos arbitrarios. As integrais sobre cada elemento
eram calculadas por técnicas de quadratura, € os termos singulares por meio de

expanséo em series.

Em 1967, Rizzo [32] propds a diferenciacéo da identidade de Somigliana para
deslocamentos e, subseqlentemente a aplicacdo da lei de Hooke obteve através de
uma equacac integral de contorno tensdes no interior do corpo elastico, linear ¢
isotropico. Em 1969 Cruse derivou uma forma explicita desta representacao para

corpos elasticos tridimensionais.

Em 1977, Cruse [33] apresentou uma representag¢do bidimensional de tenséo,
semelhante a identidade de Somigliana e a denominou de identidade de Somigliana

para tensoes.



Os primeiros textos do Método dos Elementos de Contorno (MEC) foram
publicados por Brebbia [42] no fim da década de setenta e inicioc dos anos oitenta,

seguindo-se grande volume de trabalhos.

Nos primordios dos estudos de materiais, a primeira contribuicdo feita em
relagdo ao estudo da mecénica da fratura foi feita por Leonardo Da Vinci que mediu a
resisténcia de arames de ferro e percebeu que esta resisténcia variava inversamente
com o comprimento dos mesmos. A partir desses resultados concluiu que defeitos ou
trincas existentes no material controlavam sua resisténcia. A um arame mais longo
correspondia uma maior probabilidade de amostrar uma regido contendo esses

defeitos, por conseguinte, uma menor resisténcia.

Em 1913, Inglis [25] publicou uma analise matematica de tensdes para a
condigdo de uma placa finita com orificio eliptico central, modelando uma trinca como
uma abertura eliptica longa e estimando fatores de concentracao de tensdes. Introduziu

o conceito da singularidade na ponta da trinca.

Posteriormente em 1920 Griffith [23, 24] usou os trabalhos de Inglis [25] para a
partir das Leis da Termodinamica, formular um critério de energia capaz de prever se
uma trinca propagar-se-ia de maneira instavel em um material ideaimente fragil,
resultando em fatha. Valeu-se de uma metodologia de energia, abandonando a
abordagem de tensbes de Inglis [25], por ndo conseguir explicar fisicamente a
singularidade de tensdes na ponta da trinca. De acordo com Griffith, considerando-se
uma placa trincada de um dado material, se a taxa de variacao da energia elastica
armazenada nesta placa igualasse ou excedesse o trabatho necessario para produzir
uma superficie de fratura, entado o crescimento de trinca ocorreria. O modelo de Griffith
era capaz de prever corretamente a relagao quantitativa entre resisténcia do material e
tamanho de trinca em corpos de prova de vidro. No entanto quanto a materiais mais

ducteis, como 0s metais, nao era capaz de apresentar resultados satisfatérios.



Em 1948 e 1949, trabalhando separadamente, Irwin e Orowan, sugeriram
alteracdes no modelo original de Griffith, de forma a torna-lo aplicavel a metais. Foi
entdao definido o Modelo de Grifiith Generalizado, onde se admitia que o trabalho de
fratura, em um material genérico, seria ocasionado pela combinacéo de duas parcelas:
a primeira, devida a energia superficial, e outra, funcdo do escoamento e da
deformagao plastica ocorrendo ao redor da ponta da trinca, sendo que para materiais

metalicos a parceia da energia superficial é desprezivel [20].

Irwin e Kies em 1952 definiram o pardmetro G, (ha informacgdes de que G ser
devido ao nome Griffith) a partir do Método de Griffith Generalizado. Em 1957 Irwin [26]
utilizando-se do trabalho de Westgaard [27] propds uma abordagem de fratura baseada
no campo de tensbes na regido da ponta da trinca, conhecida como metodologia de K
{especula-se na literatura que a metodologia recebeu este nome de K devido ao nome
Kies), o fator de intensidade de tensao. lrwin [26] mostrou que a fratura ocorre quando

uma determinada distribuicao de tensdes a frente da ponta da trinca é atingida.

A aplicag@o da mecanica da fratura ao problema de fadiga em metais foi feita
por Paris e Erdogan em 1961, onde observaram que a taxa de crescimento de trinca
por fadiga estava relacionada com o intervalo de fatores de intensidade de tensao dos

carregamentos ciclicos [20].

Em 1968, Rice desenvoiveu a abordagem da integral J para a Mecénica da
fratura nao-linear (acredita-se que o nome integral J é devido ao nome James Rice)
[20]. Em que Rice demonstrou que o valor J & nulo quando a integral é aplicada a um
contorno fechado, e levando em conta um contorno artificial fechado ao redor da ponta
da trinca em gue o contorno & dividido em duas parcelas com sentidos de contorno
opostos, concluiu que como as parcelas do contorno artificial coincidem com as
superficies de trinca, o tensor de forgas de superficie e a diferencial em relagéo ao eixo
cartesiano perpendicular a trinca sao nulos e assim que J(I'y) = -J(I'z) o que significa

que o valor de J € independente do caminho quando considerado ao redor da ponta da



trinca. A integral J tem aplicacdo em mecanica da fratura elastico-plastica e também na

finear.

Para a modelagem de corpos com ftrincas em métodos numéricos como o
Método dos Elementos de Contorno, ha varios tipos de estratégias que podem ser
adotadas para discretizar a trinca matematica (trinca em que ambas as superficies de
trinca tem pontos em superficies opostas com mesmas coordenadas) como se vai

mostrar a seguir [21].

A simples apiicagéo do MEC para problemas de trinca leva a uma degeneragao
matematica se duas superficies de trinca sao consideradas coplanares [43]. Para
corpos de geometrias de trinca simétrica, a dificuldade da modelagem pode ser
superada pela imposicao da condicdo de contornoc de simetria e entdo se modela
somente uma superficie de trinca. Entretanto, para problemas em que nao ha geometria
com simetria de trinca outros caminhos foram explorados. Cruse e Van Buren [44]
analisaram a possibilidade de modelar a trinca com uma trinca eliptica, entretanto esta
modelagem requer muitos elementos para discretizar a ponta da trinca eliptica. Esta

analise é considerada pobre porque acarreta erros da ordem de quatorze por cento.

Snyder e Cruse [45] introduziram uma forma especial de solugdes fundamentais
para trincas em meio anisotrépico. A solugdo fundamental (funcéo de Green) contém a
forma exata da trinca livre de forcas superficiais em um meio infinito, entdo a
modelagem de superficies ndo é requerida. A técnica da fung&o de trinca de Green é
precisa, mas limitada a trincas retas bidimensionais. Para trinca que tenham uma parte
reta e outra inclinada as duas regides devem ser divididas em segmentos retos.
Entretanto este modelo € ineficiente quando se introduzem elementos no modelo, ou
seja, quando se refina a discretiza¢do na analise. O primeiro método aplicavel de
acordo com a presenca de duas superficies de trincas coplanares foi desenvolvido por
Blandford et af [34]. Esta aproximacéao, que tem por base a formulagdo em um dominio
multipio é geral e pode ser aplicada para problemas de trincas simétricos e anti-

simétricos em analise de configuracdo bidimensional e tridimensional. O método do



dominio multiplo ou sub-regides introduz contornos artificiais no corpo, que conectam a
trinca ao contorno, de modo que cada regido contenha a superficie de trinca. A principal
desvantagem deste método é que a infroducao de contornos artificiais n&o € a Gnica, e
dificulta a implementagdo em procedimento automatico. Em adigcdo ao dito
anteriormente, o método degenera quando um sistema algébrico grande é requerido.
Ignorando-se essas desvantagens, ¢ método das sub-regides pode ser usado

amplamente em problemas com trincas.

Mais recentemente, o Método dos Elementos de Contorno Dual (DBEM) tem
sido desenvolvido por Portela, Aliabadi € Rooke [18] para problemas de corpos com
trincas bidimensionais e por Mi e Aliabadi [35] para problemas de corpos com frincas
tridimensionais. Ele vem se mostrando um modelo geral, computacionaimente
eficiente, de se modelar problemas com trincas no MEC. Problemas com trincas
solicitadas em modo misto podem ser resolvidos com o DBEM, com apenas uma regido
singular, quando a equacéao integral de deslocamentos € aplicada em uma superficie de
trinca e a equagéao integral de forgas superficiais € aplicada na outra superficie de
trinca. I1sso € uma grande vantagem em relagdo ao uso de apenas da parte simétrica do
corpo para modelar 0 problema. No contexto da aplicacdo direta do MEC, as duas
equagdes integrais de contorno que se usam no método foram primeiramente
apresentadas por Watson [39], em formulacao baseada na equacao de deslocamento e
na derivada da equacdo de deslocamento em rela¢do a normal. Para problemas
tridimensionais na elasticidade a formulacdo do DBEM foi apresentada por Gray et
al.[36] Muitas outras contribuigbes foram feitas por Gray e Giles [37], Lutz [38], Hong e
Chen [16] no DBEM para varios tipos de aplicagbes do metodo para trincas.



3 - EsTADOS PLANOS DE TENSAO E DEFORMAGAQ

3.1 - Introducéo:

Neste capitulo sera inicialmente exposto um resumo sobre elasticidade, onde

serao apresentadas as bases para o estudo proposto.
3.2 - Hipoteses basicas:

Serédo usadas as seguintes hipoteses:

1) E valida a geometria de pequenos deslocamentos;

2) O estado deformado do corpo pode ser escriito em fungdo do estado
indeformado, ou seja, aproximagéo Lagrangiana;

3) O material que constitui o corpo é elastico linear, continuo, homogéneo e

isotropico.



3.3 — Equilibrio de um elemento infinitesimal:

As forgas que agem sobre um corpo sao classificadas em dois tipos: forcas de
volume e forcas de superficie. As forgas de volume agem no volume do corpo
(exemplo: gravidade), ja& as forcas superficiais agem sobre uma porcdo finita de
superficie que envolve o corpo (pressao entre dois corpos em contato). As forcas de
corpo serdo determinadas por unidade de volume e as forcas de superficie, serdo
determinadas por unidade de superficie. Na pratica as for¢cas aplicadas a um corpo nao

sdo pontuais, na realidade elas s&o distribuidas.

Sejam dois elementos infinitesimais em forma de cubo, onde sera analisado no
primeiro o equilibric devido as tensfes aplicadas nas suas faces, € no outro a
representagéo das forcas de corpo aplicadas ao corpo, ambos mostrados na figura 3.1,

em gue se representa o equilibrio das forgas aplicadas em um corpo.

Para representar as tensdes nas faces do elemento usou-se uma expansao em

séries de Taylor e considerou-se a seguir o primeiro termo da série [1].
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Figura 3.1 — Elemento infinitesimal em forma de cubo

o, e,
LF =0: ~o.dd ~-o,dd - cr:xa’xd}‘ +(o, + Mémﬁldx)dyd__ + (o, + 3 —d ) d, +

' ¥

oo,
F5d.)d,d, +b.ddd =0

+ (o, +

Os outros termos da seérie podem ser desenvolvidos analogamente nas outras

direcdes.
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O equilibrio resulta em:

(o]
[a})

a o, T,

T = kb= 0
- - ~ k
2, a, e,
do o o

X W, ¥ _
- o + +le¥~ = 0
&, 2, a.

=) ~

o oo Co

=Tt —E 4 b =0
a, & &

vt
et
E

Em notagéao indicial:

Admitindo-se que ndo haja binarios aplicados ao elemento infinitesimal,

fazendo-se o equilibrio chega-se:

Assim pode-se escrever a equagao de equilibrio da forma:

o, b =0 (i, =1, 2,3) (3.1)
As componentes do tensor de tensbes o estdo em equilibrio com as forgas
superficiais agindo em um elemento diferencial dI” da superficie com as seguintes

equacdes t; a seguir [1]:

L, =0, +0,0, +0 A,
I, =0,n, +0,.0n +0, 1,

[,=0,n, +0,,n,+0_n,

t,=0,.1, i, =1, 2,3) (3.2)
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Em que ny, Nz € n3 s8o os cossenos diretores da componente normal em relacéo

a0s eixos X,y € Z.

Figura 3.2 — Representacdo das componentes da forca superficial

3.4 — Nogoes sobre deformag¢ao em um corpo:

Seja um elemento infinitesimal linear em um corpo solido e cujas extremidades
na posicdo indeformada sdo representadas pelo ponto A de coordenadas x; e B de
coordenadas x;+dx;. Apos a deformacéo, a posigéo final ocupada por suas extremidades

sera notada por A’ nas coordenadas x;+u; e B’ nas coordenadas (x+dx)+(ui+du;).

B

ds

X

Figura 3.3 — Representacao de uma linha infinitesimal para o estudo de deformacgao
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Rela¢des entre o elemento deformado e indeformado, sao:

x,'=x, +u,
T — 7 . _ [ .
dx,'=dx, +du; =dx, +u, dx, =5,dx; +u, dx, =dx,'=(5, +u, )dx,

ds* = dx, .dx,
(ds')? = dx,'dx,'= (8, +u, ,)dx, (5, +u,, )dx,

A importancia do estudo do comprimento da linha infinitesimal na mecéanica dos
solidos, antes e depois da deformacgao, é a de prover a informacao necessaria para
computar as deformagdes no corpo. Para comecar o passo da determinagao do campo
de deformagdes em um corpo contendo a linha AB, seja a diferenga entre os quadrados

dos comprimentos da linha infinitesimal mostrada na figura 3.3 [1].

(ds')’ —ds® = (5, + u, ), +u, )dx dx, —dx,dx =

= (0, +u, )0y +u,; )dx,dx, — 5, dx,dx,
= 8,{(S +u, S, +u, dxdx, - dx dx |
= é‘y {[5115‘5_;1 + 5:&-“;.1 + 5ﬂ.u.’k +u,, .uj,]dxkcix, - dx, .a’x}

1 . Jl

Mas

3,0,0  dx,dx; =6 ,5 dx,dx, =8,dx,dx; =dx dx,
8,8, dx,dx; =0 u, deydx; =uy dx,dx,
6,0 u, de dx; =0,u, dx, dx; =u,, dx, dx,

S uu, dydy =u, u, dxdx,

=&, dx,dx = —dx jdx

E
(ds'y —-ds* = 2.¢,dv,dx,

1

SU = *2— {L[U -+ M_l',f + ukai.uk‘f}
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Neste estudo as deformacdes e os deslocamentos, além da rotagéo tendem a
zero. Assim, poderao ser desprezados os produtos das derivacdes das deformacdes e

as componentes do tensor de deformacdes poderdo ser expressas na forma a seguir:

€ = é—(ui,j + “,:,!) (33)

3.5 — Lei de Hooke:

Um corpo elastico € definido como um corpo que se deforma quando submetido
a uma forga e volta a posigao inicial quando esta forgca € removida. A lei de Hooke,
mostrada a seguir, exprime uma relacdo linear entre as componentes do tensor de

tensdes e deformacdes para um material elastico.

Gy =CrinCon (k,l, m,n=1,2, 3) (3.4)

Em que a matriz Cymp contém as constantes elasticas e no ¢aso tridimensional
a combinacgéo dos indices da matriz C leva a 81 constantes, isso se da tendo em vista
que os tensores de tensao e de deformacdo tém 9 componentes, respectivamente. Do
tensor de tensdes sabe-se que oy € igual a oy, portanto conclui-se que Cymy € igual a
Cxmn © gue 0 mesmo vale para o outro par de indices. Logo as constantes s&o
reduzidas para 36. Seguindo o raciocinio da mesma forma do gue foi dito na frase
anterior, outro fato € a informagéo que Cymy, € igual a Chng @ chega-se a 21 constantes
elasticas. Levando-se em consideragao a existéncia da funcéo densidade da energia de
deformacao e as propriedades de isotropia o numero de constantes é reduzida a 2

constantes elasticas.

O, = A8, ey +2u0, (il k=1,2,3) (3.5)
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Os dois simbolos gregos sd@o as constantes de Lamé (A e u) que tem relacao
com o modulo de elasticidade E e o coeficiente de Poisson v. O simbolo pu é tambem

notado como G e recebe o nome de moédulo transversal [1,3]. Valem as relacdes:

_uGir2m) 2

E ;Y e
A+ 204+ u
E/u ( ,u)E (3.6)
‘,% i Vi ’ ﬂ =y G i
(1-2v)(1+v) 2(1+v)

Usando-se (3.4) em (3.5) chega-se:
o, = VEé‘U-ekk . Eey.

T+ v)(1-2v) (1+v)
dk/c = ’%"é‘kk ‘em:' = /1(3)811” + 2/"[8?1}1
[8)7)
oy =GBA+21)e,,
Portanto:
enn = akk

3A+2u
Finalmente:
o

= A0 LD e 3.7

% U{3/’£+2y} Hey (3.7)
o Ao,
R (i,j, k=1,2,3) (3.8)

=
Y2 2u(3A+2u)
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3.6 — Equacdes de Navier:

Para o caso de material isotropico, o problema de elasticidade apresenta
solugao porque as 15 variaveis presentes sao relacionadas com as 15 equacdes, a

seguir:

1
e, = E(ui" Stug) (deformagéo — deslocamento)
o, = i5g€kk +2 e, (tensao — deformacgéo)
o, +b =0 (equilibrio)

Substituindo-se o valor das deformagdes na equacéo (3.5) por suas relagbes
com deslocamentos dados por (3.3), obtém-se as tensdes em fungdo dos
deslocamentos e substituindo-se estas na equacdo (3.1) tem-se as equagdes de

Navier. A esta equacdo € conhecida como equagdo de equilibrio em termos dos

deslocamentos.

(A6, .ey +2ue;), +b, =0

1
2/’!%(1’[1,} -+ uj,f ),j‘i"/’i'i‘(ukk + uk,k )3[+bi = 0

Sendo:

g +u, ) AU, ), +h, =0
(g A)u,  +b, =0

17



Sabendo-se que:

vE v 2E 2vu

A ey 02 20y - a2

E
At = v+ w(l1—2v) __H
(1-2v) (I-2v)
Portanto
y7i
H, (1»»~2v)' ath =0 (3.9)

3.7 — Estado Plano de Tensao:

Se o estado de tensbées em um corpo tem as componentes de tenséo o, 1 €
1., iguais a zero e este estado de tens&o € especificado apenas por oy, oy € 1y, entéo se
refere a este estado de estado plano de tensdes.Como foi dito as tensbes que
dependem da coordenada z sdo iguais a zero {o3=0), mas no estado plano de tensdo o

corpo ¢ livre para se contrair ou expandir na diregéo z [2,3].
o, = /'iéyrekk +2 e,

Para a dire¢ao 3:

o353, =0= ﬁ(en tey +€33)+2ﬂ833

0= i(en ‘I"ezz)”*“(}” +2ﬂ)933
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E finalimente:

= (Tr 200 (k=1.2) (3.10)

(eu + ezz): “”““““:““{L“”““ekk
(,1+2;£)

Note que e33 mostra que a componente de deformacgao fora do plano pode ser
determinada uma vez que as componentes de deformag&o no plano séo conhecidas.

Tendo em conta o uso da equacgao (3.10) na expressao (3.5) chega-se:

22 N
5, =5, Tél;e“ +2ue, (i, k=1,2) (3.11)

3.8 — Estado Plano de Deformagao:

Em um corpo que estd deformado elasticamente, pode-se considerar, por
exemplo, um eixo cartesiano z. Se todos os planos inicialmente normais ao eixo z
permanecerem normais ao eixo z depois da deformacdo e se todas as linhas de
deformacdo, inicialmente paralelas ao eixo z, permanecem paralelas depois da
deformacéo, é dito que o corpo esta em estado planc de deformagao [2,3].

U, :u,(x§,x2)

i=1,2
4y =0 ( )
eg :m(uigj.+uj,) (i,]=1,2)
e;=0
o, =2ue, +Ad e, =(2u+21)e, (3.12)
E a tensao fica:
A

Ty 5= e O, 3.13

33 2(#_}_/1) kk ( )
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A
Tz = ——e— O 3.13
? 2(u~+wft) H ( )

3.9 — Estado Plano de Tensao Generalizado:

Para a consideragdo apropriada do efeito da espessura no estado plano de
tenséo trabalha-se com o estado plano de tens&o generaiizado e os desiocamentos no
plano sao obtidos com o uso da equacdo a seguir, em gue os deslocamentos sac

integrados ao longo da espessura, e a equacao que descreve esse efeito é dada por:

1 h
u,(x.%,) = — J.u,(x],xz,%)dxj,
~f

Este efeito corresponde a muitiplicar pela espessura as constantes elasticas do

estado tridimensional e reduzindo-se ao estado bidimensional {3].

3.10 - Vetor de Galerkin:

Existem muitas aproximagbes existentes para desacoplar as equacgbes de
Navier. Geralmente o desacoplamento ¢ acompanhado por substituigées estratégicas
de algumas funcdes por componentes de deslocamento ou tens&o, a componente do
deslocamento u; € substituida na equacado (3.9) por uma expressao envolvendo um
outro vetor g de derivadas de segunda ordem e que sera chamado de vetor Galerkin.

Seja a relagao:

2up=c.g ;-8 (3.14)
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Substituindo em (3.9):

1

¢ 1 c 1
‘53&k‘58¢h=ﬂ+ttii§ ggiﬁ_lzghﬁﬂﬂ%bIZO

Co 4 e =0
2 gi}k}gj gk,l'(j,ii 2 2(1 — 20) 2(1 — ZU) ; =

Sabendo-se que guxi=0ikki=Okkji » @ constante ¢ pode ser agora determinada

fazendo a quantidade dentro do parénteses se igualar a zero e obtém-se.

WHL+ c 1
2 2(1-20) 2(1-20)

i)

Deduz-se que:

c—1=1-2v
c=2(1-v)
Logo:

2u, =201-v)g, , ~ g, ,

Arranjando os termos da equacgéo, chega-se:

(3.15)
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Com este valor particular usado para a constante ¢, as equacdes de Navier

(3.9) em termos do vetor Galerkin vém a ser:
bi
Zipy t— =0 (3.16)
7]
Na forma vetorial.
2 2 b
vi(viglt Z=0 (3.17)
J i

O operador mostrado nesta equagéo é chamado de operador biharménico,
quando as forgas de corpo séo iguais a zero na equacgao (3.17) é chamada de equacéo

biharmdnica [7].
3.11 —~ Solugao Fundamental de Chapas (Problema de Kelvin):

O problema de Kelvin na elasticidade tridimensional envolve a contribuicgo em
um meio elastico infinito, homogéneo e isotrépico de um dado ponto de carregamento.
A solugcdo fundamental € a solugdo que satisfaz as equagdes de deslocamentos

(Navier) e atendem as hipoteses de um carregamento singular em um meio infinito.

V2t v(v.u)xiﬁ (3.18)
1-2
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As equacgdes de Navier na forma vetorial (3.18) sédo de dificil resolugéo
analitica. Entretanto, e possivel mostrar o vetor deslocamento em termos de outro vetor

(Galerkin) tambem em notag¢ao vetorial:

2, 1
u=Vig 2(1wu)v(v_g) (3.19)

A substituicdo da equacgdo (3.19) em (3.18) leva a uma expressdo com
derivadas de quarta ordem [4].

Vig, =V (Vig, )= Iﬁl (3.20)

Admitindo-se que a forca unitaria € aplicada em um ponto p interno do corpo e
deseja-se monitorar os efeitos desta forga em outro ponto Q em qualquer posicao no

dominio. A solugéo deve satisfazer a duas condi¢des:

1) Todas as tensbes devem desaparecer gquando a distancia entre p e Q
tendem ao infinito.
2) As tensdes devem ser ‘singulares’ no proprio ponto p (isto €, tende ao infinito

assim como guando a distancia entre p e Q tende a zero).

Pode ser verificado que o vetor de Galerkin a seguir € a solugdo mais simples

da equacao (3.20) e satisfaz as duas condi¢des fisicas mencionadas [4].

g = W}wf”z(p,Q)ln{wwLw} (3.21)
8 r(p,

UNICAMP

23



Substituindo-se (3.21) na equacao de desiocamentos, chega-se:

1 4ol 5r(p,Q)5r(p,Q)}
u’WSWy(imu){(?) 401 [r(pjg)}aﬂ o ~ (3.22)

i 7 B

Derivando-se esta equacao chega-se a equacgao das forgas superficiais:

-1 (af’(p,Q)][( _20)5, +2 51‘(19 Q)ér(p, Q)}

[ =
T (R 7 ) (G xox,
(3.23)
-0 [0(p.0), _o(p.0),
w(i-or(po)| o, e
O r derivado em relagéo a normal dr/dn € dado por:
or _or Gx ar &y (3.24)

on oxon &y on

Em que as derivadas das coordenadas x e y em relagdo a normal, séo as

componentes unitarias nas diregbes x e y.

ox oy
Sme— L f = 3.25
R (5:25)
A derivada da distancia r(p, Q) é dada por:
ﬁf‘(p, Q) _ xQ - XF" ’ ar(pﬂ Q) _ yQ - Yz’—’ (326)

o r(p.0) o r(p.0)
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Ponto Campo

Normal unitaria n
Q(Xa.ya)

Solugéo de
dominio A
(area)

Figura 3.4 - Representagéo de um corpo bidimensional
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4 - MECANICA DA FRATURA ELASTICA LINEAR

4.1 - Introducéo:

Neste capitulo so vistas nog¢des sobre a teoria da Mecanica de Fratura Elastico
Linear (MFEL) que serdo usadas no desenvolver do capitulo da aplicacéc do Método

dos Elementos de Contorno a MFEL.

Apesar deste campo da engenharia ter experimentado grande avango nos
ultimos anos, os estudos das distribuicdes de tensdes e deformagdes proximas a ponta
da trinca encontram-se em desenvolvimento até os nossos dias [10]. Com a definicao
do fator de intensidade de tensdo "K", iIrwin [26] simplificou bastante o problema de
analise de tensdes nas vizinhangas de uma trinca, tendo-se em vista que, uma vez

determinado o valor de "K" essas tensdes sdo faciimente determinadas.
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4.2 - Modos de solicitacao da trincal, il e lil:

O valor de K depende basicamente do nivel de tens&o no corpo longe da trinca
e da geometria do espécime com trinca. A trinca pode ser solicitada de trés maneiras

independentes como mostra a Figura 4.1 [8].

Ay Ay

&

Modo I Modo H Modo 111

Figura 4.1 —~ Modos de aplicacao das cargas "F" - Modos de deformagéo da trinca

Modo | - Tensdo normal de tragao, ensaio Compact Tension.
Modo 1l - Tensao de cisalhamento na diregdo "x"

Modo lll - Tens&o de cisalhamento na dire¢éo "2"
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4.3 - Principios da Mecanica da Fratura Elastica Linear:

O comportamentc de uma estrutura em relagao a fratura depende de trés

fatores:

e Nivel de tenséo;
¢ Dimensao de defeito existente no material;

e Propriedades do material (tenacidade a fratura).

Griffith [23, 24] estabeleceu correlagcdes entre estes fatores para o vidro, em
1920. Mas Orowan, em 1945 e Irwin [26], em 1948, modificaram a teoria de Griffith,

estendendo-a para os materiais metalicos, criando a MFEL.

Griffith estabeleceu o critério de propagagao de uma ftrinca. Uma trinca se
propaga quando a diminui¢éo de energia de deformacao elastica armazenada no corpo

& maior do que a energia requerida para criar uma nova superficie da trinca no

corpo [9].

Irwin & Orowan sugeriram que a teoria de Griffith fosse modificada para ser
aplicada a fraturas frageis de metais, em gue o valor de energia superficial especifica
por unidade de area fosse substituida por uma quantidade critica de energia G,
energia esta capaz de criar uma area adicional da superficie da trinca. O valor de G';
era determinado para cada metal em um ensaio de fratura. O valor de G'; é a taxa de
liberacéo de energia de deformacao elastica critica ou forga de extensdo de trinca
critica [22].

A trinca se propaga quando a energia "G' " atinge o valor de "G'.", sendo este
valor uma propriedade intrinseca do material dentro de certos limites. lrwin verificou que
as tensdes junto a extremidade da trinca eram o produto da tens&o uniaxial nominal "o"

pela raiz quadrada da metade do comprimento da trinca.
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A partir do modelo de Irwin - Orowan, pode-se determinar a tensdo de fratura

(oF) expressdes (4.1} e (4.2).

i
o, = (E'G'L )2 para estado plano de tensoes 4.1
' x.

para estado plano de deformacao (4.2)

Em que E é o médulo de elasticidade longitudinal ou modulo de Young e “a” o

comprimento da trinca.

O fator de intensidade de tens@o "K" definido a partir de G' para uma trinca

elastica em uma chapa de largura infinita, solicitada em modo |, & dado por:

K, =yo~ra (y = f(a/w)) (4.3)

Em que ¢ é a tensdc nominal (longe da trinca), e y € um parametro
adimensional que depende da geometria da trinca e do corpo em fungdo da relagéo
alw, a & comprimento de trinca e w € a dimensdo da largura que esta solicitada
pelo carregamento (que nio seja a espessura do corpo no caso de a solicitacdo

ser do modo de trinca l).

A norma americana ASTM E 399 define o fator de intensidade de tensdo como a
magnitude de um campo de tensdes na ponta da trinca ideal (uma campo de tensbes
singular), tendo em conta um modo particular de trinca em um corpc homogéneo,

elastico linear.

O valor critico da taxa de dissipacdo de energia de deformagdo "G'." pode
relacionar-se com o fator de intensidade de tensao critico "K;” [10, 11], os valores de of

dados pelas expressoes (4.1) e (4.2) na expressao (4.3).
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Assim no estado plano de tensdes, tem-se:

,  EG
o, =

‘ z.a
K.=oc.Nma

No estado piano de tenséo K2 é igual a E.G',

G = K (4.4)

No estado plano de deformacges tem-se:

ol EG,
/ Jr.a.il —? }
EG', K’
1-v? ¢

No estado plano de tensao K. ¢ igual a of vna

G*:‘zj (1-0%) (4.5)

A mecanica da fratura elastica linear trata da analise de tensbes e deformacdes
em corpos com trincas, em situagbes onde a trinca se propaga de maneira instavel, ou
seja, em situagbes onde ocorre fratura fragil do ponto de vista macroscopico, o que
normalmente ocorre em materiais de alta resisténcia mecénica e em metais ccc

(estrutura cristalina cubica de corpo centrado) em baixas temperaturas.
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A mecénica da fratura elasto-plastica trata da anélise de tensbes e deformagées
em corpos com trincas, em situagdes onde ocorre propagac¢do da trinca de maneira

estavel, antes da fratura fragil final.

A propagacao da trinca com niveis de K, inferiores a Kic, s6 pode ser possivel

quando ha a ocorréncia de:

+ Carregamento ciclico (fadiga) — propagacéo estavel da trinca
s Corrosdo sob tensdo (fratura assistida pelo meio) - propagacgao estavel da trinca
¢ [rradiagao de néutrons

e Combinagao dos efeitos anteriores

K. - Fator de intensidade critica de tensdes no modo | e também é usual

chamar-se de tenacidade a fratura em estado plano de deformacgao.

Na pratica o K significa a resisténcia a propagacao de trinca, com condicGes

severas de triaxialidade de tensdes, em um meio neutro.
Para anélise da MFEL considera-se que um material tenaz absorve apreciavel

guantidade de energia durante o processo de fratura, além de apresentar grande area

sob a curva tensdo-deformacéo.
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4.4 - Distribuigcao de tensdes em um corpo de prova com trinca em
Modo I:

O calculo de tensdes feito em 1952 por Irwin em pontos "R” proximos a ponta

da frinca e usando ¢ fator de intensidade de tensdes K,, é dado por [8, 10]:

() elg (3]
g )'_Hsen(g}mg): (46)
] ( .fz-.r } °°S[-§j. seﬂ[iz’ij,co{ 0 J

w T T 0

i

X
~

K }.cos

SRR

(SRR

3]
=
~

>

o]

O‘,\’.X
o,
ij,
T

No estado plano de tensfes o, € nulo e no estado plano de defermacao.

[Py

o=l ~vlo 40, )= 0 (4.60)

No estado plano de deformagao g, € nulo e o,, € obtido a partir de o, e oyy.

o, =vlo, +0,) (4.6b)
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'Wv
yP

Figura 4.2 - Estado de tensdo em um ponto "R" definido por "r" e "0" estando este ponto

proximo da ponta da trinca, em uma trinca solicitada em modo |.

Os deslocamentos (u,v para o modo | de solicitagdo na MFEL) [8, 12] sdo dados

por:

21 £l 2.561‘12{%)

& g
| B+1-2.cos’| —
5 Ji cos (2]

(4.7)

em que F=4-4v em andlise de deformacgéo plana e ﬂz%:m?m estado plano de
+ 0

tensdes.
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4.5 - Distribuicao de tensdes nos modos Il e lll na M.F.E.L. :

Modo il

: {
o, =[ s ).sen(é),cos[g}cos(ﬁj (4.8)
- 2x.r 2 2 2

rtﬂ( K, ]_[msen(gﬂ (4.9)
v 2.7 2

Os deslocamentos (u,v,w para os modos Il e il na M.F.E.L.} [8, 12], sd0 dados:

Modo I

u = %.({;]E.sen(g}[ﬁ +1+ 2.cosz(-§ﬂ (4.10)
V= &(L)E{— cos[gﬂ{ﬁ -1~ 2.sen2(w€ﬂ
2G \ 2. 2 2
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em que f=4-~4v em analise de deformacéo plana e f :%:fi em estado planc de
+v

tensfes.

Modo il

1

W= z.gﬂ(iJz.sen(EJ (4.11)
G \ 27 P

4.6 - Dimensoes da zona plastica:

4.6.1 - Dimensodes da zona plastica em estado plano de tensio:

As equacgbes que fornecem a distribuicdo de tensbes na vizinhanca de uma
trinca apresentam uma singularidade quando "r" tende a zero, ou seja, junto a ponta da
trinca as tensdes tendem a infinito. Como os materiais usuais possuem resisténcia ao
escoamento finita, isto faz com que aparegca uma zona pidstica localizada. Esta
deformacéo localizada caracteriza a zona plastica. As dimensdes desta zona pléstica
dependem das tensdes na ponta da trinca e do comportamenio da material, sendo que
a aplicagao da MFEL s6 é valida quando a zona plastica é pequena comparada com o

tamanho do comprimento da trinca e da maior dimensao do espécime [10].

Isto sO e possivel quando a espessura do espécime (B) é relativamente grande
havendo triaxilidade de tenses no espécime, sendo que esta triaxilidade decorre da
"o n

restricdo a deformacéo na diregdo "z", ou seja, quando ha condi¢cdo de deformacao

plana em uma faixa relativamente grande no interior do espécime,
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A distribuigdo da tensdc no plano da trinca, 8 = 0, para 0 modo | e em

condigdes de estado plano de tensdo é a seguinte:

K, (4.12)

Os critérios de escoamento ou de resisténcia estabelecem que o material escoa

quando a tenséo equivalente "oeq" excede o limite de escoamento (cg).

Q critério de von Mises [13] estabelece que:

T =*j§-[(ﬁa ~0,) +(o,-0,) +(o, ~~~~cr3)2]IE (4.12a)

em que o1, o2 € o sao as tensdes principais.

Neste caso tem-se:

o, =0,=0,=0, = =g, (4.13)

O criterio de Tresca [13] estabelece que a "tensa@o equivalente" & dada por

o:-o3. Como neste caso ci=c:=0w € o3=0, este critério leva ao mesmo resultado

do critério de von Mises.

Rearranjando a Equacao (4.12a) obtém-se:

rer = L(&J (4.14)
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em que ry € o comprimento da zona plastica no plano da trinca (6 = 0, eixo x).

Subsegientemente tem-se:
R, =2r, = }w(&J (4.15)

Em que Ry &€ o comprimento (corrigido) da zona plastica no plano da trinca
(direcao x). ry € conhecido como correcdo da zona plastica de Irwin [14] ou zona plastica
ajustada [10]. A Figura 4.4 mostra um esquema da corre¢éo da zona plastica de lrwin,
sendo que o comprimento efetivo da trinca é considerado como o comprimento inicial
da trinca “a” mais o raio da zona piastica r, em que “a” € o comprimento da trinca inicial
medido a partir do ponto de aplicagdo da carga no caso de um corpo de prova

“Compact Tension”.

A 4

a

a + 1T, = Aeffetivo

> -
- >

Figura 4.3 - Esquema da corre¢do da zona plastica de lrwin, para o modo | no estado

plano de tensao.
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4.6.2 - Dimensoes da zona plastica em condi¢des de estado plano de

deformacao:

Em condi¢gbes de deformacao plana - a deformacao principal na direcao de z,
£, @ nula - ha triaxilidade de tensdes em uma faixa central no interior do espécime e
nas proximidades da ponta da trinca. Nessas condigdes, a distribuicdo de tenséo no

plano da trinca (eixo Xx), ou seja 0=0, as Equagdes (4.6), se transformam nas Equacgdes

(4.16) e (4.17).

Chx = Oy = ““'“"K}“—l (4 1 6)
(2m)5
e = V0w 4 a1) = v (4.17)
Q2w )

Pelos critérios de von Mises ou de Tresca obtém-se a Equacgéo (4.18).

(-2 o (4.18)

1

(2w )2

Rearranjando a Equacéo (4.18) obtém-se:

r = (-2 zmlm(ifiJ (4.19)

2r\ o

A equacaoc (4.19) estabelece que, em deformagdo plana, o comprimento da
zona plastica depende do coeficiente de Poisson (v). No estado piastico o coeficiente
de Poisson (v) € assumido como 1/2 para todos os metais e ligas; no elastico & uma
constante, dependendo do material, sendo que para muitos metais & da ordem de 1/3.
Se for substituido, na equacéo (4.19), v por zero se obtém condi¢des de tensédo plana

(Equacao (4.14)) e por 1/2 se obtém r, = 0.
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A zona plastica ajustada, em modo | no estado plano de deformacao, foi

estimada por McClintock e Irwin [46] como sendo:

_ L [(KY
v b ] (4.20)

A forma completa da zona plastica pode ser obtida variando o valor de 6 nas
Equacbes de o € oy de (4.6), de zero até 180°, e estabelecendo um critério de
escoamento. A Figura (4-5) mostra um esquema da forma da zona plastica, nas
proximidades da ponta da trinca modo |. Broek [14] fornece a forma da zona plastica

para os modos H e [ll.

tensdc plono

deformogdc  plong

a) b}
Figura 4.4 - Forma esquematica da zona plastica para modo |: a) critério de von Mises e

b) criterio de Tresca,
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4.6.3 - Fator de intensidade de tensio efetivo:

A correcao da zona plastica de Irwin, mostrada na Figura 4.4, mostra que o
comprimento efetivo da trinca € o comprimento da trinca somada ao raio da zona
plastica. O fator de intensidade de tensdes efetivo (Ker} € obtido pela substituicdo do
comprimento da trinca (a) pelo comprimento efetivo da trinca (aer) has expressdes do
fator de intensidade de tensdes (K), para a geometria considerada; a Equacao (4.21)

mostra a expressao geral que fornece o valor de K.

K, = Mag)o m (4.21)

Na Equacao (4.21) como a¢ € também considerado no caiculo do fator de
correcao geométrico (A (aef)), normalmente & necessario uma solugao iterativa para se

obter K. O procedimento normalmente utilizado € o seguinte:

1°. Calcula-se K na auséncia de correcao de plasticidade,

2°. Estima-se ag a partir da Equacao (4.22);

3°. Calcula-se Kgr com este valor inicial de ag

4°.Um novo as é calculado a partir da Equacado (4.22) e do K da 12 iteracao.

G, =a+r, (4.22)

O processo de iteragdo deve continuar até que haja uma convergéncia razoavel
de Ke (geralmente ndo mais de 3 ou 4 iteragdes). Em certos casos é possivel uma

solucéo exata ndo sendo necessario o procedimento iterativo.
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4.6.4 - Fator de restrigao plastica:

O raio da zona plastica em deformacéao plana € muito menor do que em tenséo
plana (equacgbes (4.15) e (4.20)). A tensao equivalente, segundo o critéric de von
Mises, suportada pelo material em condigbes de deformacéo plana é maior do que em
condigdes de tensdo plana. O fator de restrigdo plastica (f.r.p.) & definido com sendo a

relacdo entre a tensdo maxima (omax) € 0 limite de escoamento (o.).

Frp=0" (4.23)

e

No caso de deformacao plana, sendo as tensdes principais ¢z = noq € 63 = Mo

e adotando o critério de von Mises obtém-se:

(o1—-62) +(o2-03) +(o1-03) =20¢° (4.24)
1@ =nf + (1= mf + (- mF o} =20 (4.25)

Como o mas = o1, tem-se o fator de restrigdo plastica dado por:

(7 max (o3} 2 2
rp= =—=1qF - - -~ 4.26
A {[(1_n)~+(nmm)~+@_myj} 420
Desenvolvendo-se a equacgédo (4.26) obtém-se:
!
f.r.p.::[1—n—m+n2+mz—mn}2 (4.27)

Utilizando-se as Equacgdes (4.6) e (4.6a) e adotando 0 =0 obtém-se para estado
plano de tensdo n é iguala 1, m é igual a 0 e f.r.p. éigual a 1, e para estado plano de

deformacédo n é igual a 1, m & igual a 2v; v & igual a 1/3 (para materiais metélicos),
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obtém-se o f.r.p. é igual a 3. Assim, a tenséo equivalente (equagao (4.12a)) pode atingir
valores no plano 6=0 de o, (estado plano de iensdo) e 3c. (estado plano de
deformacao). A Figura 4.5 mostra esquematicamente as zonas plasticas em tensao

plana e deformacaoc plana.

Deformagio plana

Figura 4.5 - Esquema da comparacao da zona plastica em estado plano de tenséo e

deformacao.

Na pratica, o valor de f.r.p. € bem menor que 3, uma vez que o estado plano de
deformagdo ndo acontece na superficie do corpo de prova ou do componente

estrutural. Irwin [46] adotou esse argumento para justificar um valor de f.r.p. igual a

V22 para chegar na Equacéo (4.20).
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5 - METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

5.1 — Introduc¢io:

Tendo em conta a generalidade das condi¢des de vinculagio e carregamento
para um problema fisico, a obten¢ao da solugdo analitica para as equac¢tes de Navier
pode tornar-se muito trabalhosa ou até mesmo impossivel. Para este fim recorre-se a
técnicas numéricas e neste trabalho utiliza-se 0 método dos elementos de contorno
(MEC).

Neste capitulo serda apresentado a formulacdo do MEC para problemas
elastostaticos. A formulagéo aqui apresentada tem por base o teorema da reprocidade
de Betti, por apresentar uma maior semelhanca de notagdo com os problemas de

engenharia e, acredita-se que seja de mais facil compreensao para 0s engenheiros.
Outra técnica que pode ser usada para deduzir a formulacéo € a dos residuos

ponderados onde se observa a grande vantagem de se poder fazer o acoplamento do

MEC a outros métodos numericos.
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5.2 — Equacgao Integral de Chapas:

Considerando-se uma solugéo de dominio para um dado volume V, e uma
superficie suave, S, onde a fungéo, f, tem derivadas de primeira ordem com relagéo as
coordenadas cartesianas X,y e z, a integracéo, a seguir, faz a transformacao que leva

uma integral de volume a uma integral de superficie.

Em notagéo vetorial:

[vrav=]rnas (5.1)
Em notagéo indiciai:

L,—gf—dlf = L;:n,. ds (5.2)

Em que n e vetor normal unitario a superficie de contorno. A equacio
mencionada € conhecida como o teorema de Green [7], mas também é largamente

conhecida como o teorema da divergéncia (ou teorema de Gauss).

Uma forma usual do teorema da divergéncia pode ser obtida para relacionar
duas variaveis no volume, ¢ e L com derivacdes de primeira e segunda ordem com

relacdo ao volume V [4]:

[ (pv2a-2vip)av = L[qﬁ—i—f—z%f)ds (5.3)
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Em que d/on & a derivada das fungbes na diregdo do vetor normal. Esta
equacdo & usualmente chamada de segunda identidade de Green, e geralmente é

usada na formula¢éo de problema de Potencial.

O teorema da reprocidade (chamado também de teorema de Betti) estabelece
gue o trabalho feito pelas tensdes do estado (a) para deslocamentos do estado (b) é

igual ac trabalho das tensdes no estado (b) para deslocamentos no estado (a).

Considerando-se um corpo submetido a dois estados de tenséo e deformacgao
diferentes. Sejam os estados a e b onde se tem tensdes aplicadas (o3, ;™) e suas

respectivas deformagées (g; @, &™), aplicando-se o teorema de Betti, chega-se:

@, ) ey - [ - 6], ()
[0, da= | o,", " aq (5.4)

E mais conveniente escrever as deformagées em termos de deslocamentos.

(5) (a)
Ou, - Bu,
“1“! o, ou, O dﬁmif o, LT
240 " jox,  Ox 27907 1ok, oOx

g !

Tendo em vista a vantagem da convencdo de soma (usando-se indices

repetidos), pode-se escrever:

)
[ o O oy = [o,” o (5.5)
o 7 ox aon o

K /

Para fins deste desenvolvimento sera usado o membro esquerdc da equagdo
(5.5) e procedimento similar deve ser aplicado ao membro direito. Aplicando-se a regra

da cadeia ao membro esquerdo da equacao (5.5), chega-se:
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K

o ou"” e o0,
§ a,,{ O g0 = ___(G.U( )u’w)_ T ® o
a ! : S

ij 0 L ox ,

A equacao de equilibrio (3.1) pode ser usada para introduzir a forca de corpo b;,

no ultimo termo da equacéo anterior, resultando:

X

( )
{a} Cu (u b)
Joo F—da= j{ i( )}dgujb 4o
O teorema da divergéncia, equacao (5.2), pode agora ser aplicado ao primeiro

termo do membro direito da equacgao anterior e chega-se:

J‘Qo'y(”) ou” dQ '{ ( u“’})n_ldf“ +jﬁb,{”)u[{b)d§2

ox ;

Usando a definicao das forgas de superficie (3.2) pode-se eliminar a tenséo que

esta na integral de superficie.

)
j o, ou; P dO = j £ Vg + j b Mdcy
93 ax 0

J

Retornando a equacéo (5.5) e com procedimento analoga ao segundo membro

obtém-se a equagdo que relaciona integrais de superficie e volume [4],

[ 1% dr+ | 5 a0 = [ 1% dr + [ 5" do (5.6)
i Q T |93

Note-se que a equacao (5.6) contém, integrais de superficie e dominio, esta
equacdo pode ser fransformada em uma equacéo integral de contorno (EIC) se um

estado particular de carregamento for considerado [4].
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Recordando o problema da carga concentrada de Kelvin onde se define que
seria aplicado como uma forca de corpo em forma de uma fungio delta de Dirac. A
propriedade seletiva da fungdo delta de Dirac pode ser usada para determinar a

contribuicao vinda da integral de dominio contendo forgas de volume b, ou seja:

|2 wdr + J-Q@kA(p,Q)udew [ 1,00+ [ u, b,d0 (5.7)

Em que se notou o estado a por (*) e suprimiu-se a indicacéo do estado b (Q —

ponto campo; p — ponto de carregamento).

Usando-se as propriedades da fungdo delta de Dirac, pode-se escrever o

segundo termo da equacao anterior, tem-se:
[,8:8(p. Q)2 = (5.8)
Reorganizando a equagao (5.7) com o uso da equacéo (5.8), chega-se:
cutte(p)= [ 4 (p- Qe ()T + [, (p. 0¥, (QT + J_qu,k’*(p,g)m(g)da (5.9)

A equagdo integral de contorno (5.9) & conhecida como identidade de

Somigliana; onde se tem o estado (*) relacionado com a solugao fundamental.

Até este ponto o simbolo ¢k tem sido analisado para casos onde o ponio de

carregamento p da carga concentrada esta dentro ou fora do contorno I, neste caso.

cik vale zero quando p esta fora do contorno.

cik vale &y quando p esta dento do contorno.

As duas integrais de superficie ter@o valores tendendo a infinito guando o ponto
de carregamento se aproxima do contorno. As integrais serao divididas em duas partes
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onde uma refere-se a regido ao redor do ponto de carregamento e a outra contendo o

restante do contorno.

Iy = [t udl =tim {1 wdl s [ g wdrj= 10+ 19

Na figura 5.1 é mostrado o contorno acrescido de uma ‘bolha’ centrada em p, o
raio da bolha ¢ sera zero quando a aproximacao fica igual ao contorno (sem a
boltha) [7].

Figura 5.1 — Esquematizagéo do contorno com a ‘bolha’ de raio «.

O segundo termo da integral mostra a integracdo ao longo da superficie da
bolha, esta quebra da equacao em duas integrais de superficie, fazendo a superficie ao
redor da singularidade tendendo a zero é chamado de integral no sentido do valor

principal de Cauchy [7].
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Sabendo-se que n; é igual & x/s, pode-se substituir esta relacdo no segundo

termo da equacéo chegando-se a:

[k{.?) — M i{g”]uk —f-“““z“mmx,xkg“}uz}dr
475(1—"0) 1-2v

Na formulacao bidimensional:

Considerando o caso onde k=1.

X: = g. cOSH
X2 = €. S€nb
dl' = «.do

o = ~(1-2v)4n(1-v)

I,(z} =a r{u, + _—mgwm(ul cos® @ + u, cos G sen 9)}6!9 = a[;r + 2 fw]u; =
0 1-20 )

1-2p 2
_ JT1~~2U+Iul _ cmZ(in)u} _ ""(1“20)7172(3“““)% Zmlul
1-20 -2 4r(l-v) 1-20 2

Para o caso k=2:

(”1 cos fsen & + u,sen’ 6’)}0’6’ =

l-20v

2 ] I
=a n+ Sl PRt T
1-—202J" 27
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O contorno I” & o contorno original mais a botha. Quando o raio ¢ tende a zerc o

contorno da bolha também sera zero e retorna-se ao contorno original, chegando-se:

n *
[ = L‘t,k u,dl

23 1
I = _"2"“1'
. ! . .
J}% u db +u, ‘”'2““”1- = 'fru,k f,dl + _fﬁu,,( b, d2
1 . . .
Stp)== [ (0. O QW + [ (. QW (O + [ (p. OB (02 (5.10)
Para a parte suave do contorno ¢ simbolo cy valera 2, nos cantos ou em partes

irregulares do contorno ci, tera que se entrar com os valores de 61 e 02 na formulagao

em relagéo a 6.
cik=1/2.5y , p na parte suave do contorno.

Quando se tem um canto agudo tém-se as seguintes expressoes:

-1

P 4i=0)
€ :ﬁ{— Az(1-v)+2(1-v)8, - 6,)+ sen 26, ;sen 29{}
€22 = ﬂ{— 4z(1-v)+2(1-v)8, -6,)~ sen 20, ;Seﬁ 26’1} (5.11)

2 2
¢y =Cq =ﬁ{sen #, —sen 6’2}

50



Figura 5.2 — Esquematizagdo de uma 'bolha’ em um canto agudo.

5.3 — Implementagdao Numérica:

A implementacao numerica de problemas estaticos em regime elastico pode ser

dividida em estagios para maior conveniéncia.

Para resolver numericamente a equacao integral de contorno, este é dividido
em elementos e cada elemento € definido por pontos nodais. Partindo-se da idéia que
se tem N pontos nodais no contorno, a cada né sao associados quatro parametros, dois
deslocamentos (uy € uz) e duas forgas de superficie (t; e t). Qualguer problema com

uma solugdo unica tem metade das variaveis prescritas em todos os pontos nodais.
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Assim, quando o deslocamento (u; efou up) € conhecido a incognita € a forca de
superficie correspondente (t; e/ou 1;) respectivamente ou vice -versa. Pode-se ter
ambos deslocamentos conhecidos e/ou as forgcas de superficie incognitas ou vice-
versa. Por outro lado, na condicdo mista, o deslocamento em uma diregdo e a forca de
superficie em outra direcao sao conhecidos e tém-se os correspondentes parametros

associados como incognita.

Se com N nos existem 2N incégnitas, s8o necessarias 2N equacdes para
resolver o problema. Deste modo para cada nd de contorno associam-se duas
equacdes integrais onde a carga unitaria usada na solugao fundamental é colocada na

direcédo 1 para primeira equagéo e na direcao 2 para a segunda equacio.

Esta operagéo é repetida para N pontos no contorno de modo a obter-se 2N
equacbes. Portanto, finalizando com 2N equacgdes e 2N variaveis desconhecidas que

levam uma solugao tnica [4].

5.3.1 —Divisdao do Contorno em Elementos:

O contorno do dominio em questdao deve ser dividido em um nlUmero de
elementos conectados. Em cada elemento tanto a variagdo de geometria e como dos
parametros (deslocamentos e forgas) devem ser descritos. Essas variagdes podem ser
constantes, lineares, quadraticas, clbicas ou de ordem maior. E possivel permitir que a
variagdo de geometria seja diferente da variagdo das variaveis (Por exemplo, uma

discretizacao linear para geometria, mas com uma variacdo de deslocamentos

quadratica).

Neste trabalho s&o usadas aproximacbes lineares e quadraticas para
geometria, forcas de superficie e deslocamentos, e o0s elementos utilizados s&o

isoparametricos. Elementos isoparamétricos sao elementos gue usam a mesma ordem
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de variagcdo para geometrias e variaveis, ou seja, usam a mesma fungdo de

interpolagao.

No caso de elementos lineares cada elemento deve ter dois nés, um para cada
extremidade do elemento e os elementos quadraticos tém trés nés, sendo um no centro
do elemento e dois nas extremidades. A variavel intrinseca local & tem sua origem no
ponto médio do elemento e os valores —1 e +1 nas extremidades. Portanto, a geometria

de um elemento pode ser definida por coordenadas dos seus nés como a seguir [6]:

No caso de elementos lineares:

()= gmﬂxc =4, + ()

. (5.12a)
HE) =20 =)y + 6:(E)ys
No caso de elementos quadraticos:
x@):gym@hc:@@ka+m@kz+@@h; (5.12b)

ﬂﬂzga@k:¢GM+@@m+@@m

Iguaimente, porque os elementos sdo isoparamétricos, as mesmas funcodes de

forma sao usadas para a variacao de deslocamentos e de forgas superficiais.
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No caso de elementos lineares:

()= 2 .60, = AN, = 426N,

0, €= 306, ) =0, )+ 42, (5.13a)
()= 3 4.E00) = 4 ), + 406X,

©)=36.00,) =), + 8:,),

No caso de elementos quadraticos:

(€)= 246K ). = AN, + (e + 2N,
0 (6)= LA H ), = 40 )+, ), + 40N )
1(6)= LK), = A(EN) - AN + AN,
)= 2AH), = d(H) + 4N, Ao )

(5.13b)

As funcodes de interpolacéo usadas no caso linear tém as seguintes formas:

(5.14a)
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No caso quadratico as fungdes de interpolacao usadas séo:

_f51

h=s 2 2

¢ =(1+E)1-¢) (5.14b)
_J¢. 1

b= 2+

¢1 1I\

o1 1’
/—ﬁ\
. L b
g _— T
¢3
I I—> % S~——— £
I ~ |
I |
a) elemento linear b)elemento quadratico

Figura 5.3 ~ Fung&o de forma de um elemento iinear e de um elemento quadratico.

5.3.2 — Tipos de Elementos:

As interfaces entre elementos sdo chamadas de nds. De modo geral associam-
se os valores dos parametros incognitos aqueles que ocorram nos pontos onde se
situam os nds. Assim a continuidade do contorno definida pela existéncia de um né
entre cada elemento leva a continuidade dos parametros associados aos noés. Os

elementos que satisfazem esta condi¢8o sdo chamados de continuos.
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No entanto, para melhorar a performance da solugido numérica pode-se
associar dois valores para cada pardmetro nodal que existe em uma interface de
elementos. Logo, cada parametro estara associado a cada um dos elementos que
concorrem ao nd. Assim, permite-se descontinuidade dos parametros associados a um

no, mas a geometria permanece continua.

Os elementos que satisfazem esta condigdo sdo chamados de elementos
descontinuos neste trabalho. Sabe-se que existem outras técnicas para elementos

descontinuos [18], mas que néo foram usadas neste trabalho.

Os elementos que possuem continuidade dos parametros nodais em um

extremo e descontinuidade no outro sdo chamados de elementos mistos neste trabalho.

Para elementos quadraticos:

| 1 | 2 $ 3 $ P
T M 1 * - EE—
O @ & ®» 66 O
Legendas:
@ No duplo

= NO simples

Elemento Continuo

Para elementos lineares: Elemento Misto

Eiemento Descontinuo

1 2 3 r

@ O® @

Cha

Figura 5.4 — Tipos de elementos quadraticos e lineares.
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5.3.3 — Pontos de carregamehto:

Os pontos de carregamento (ou colocacdo) sao de contorno onde se escrevem

as equacdes integrais.

E freqlente, na literatura, serem utilizados os nés de contorno como pontos de
colocagdo. Como neste trabalho permitiu-se descontinuidade dos parametros nodais

em nos de elementos descontinuos, foram usados pontos internos ao elementoc como

pontos de carregamento.

Elementos lineares:

LA 3 VA WL
/7 k4 ST
\{\ ~
ke -
& K
- -
~
A 5
Y WY I S
Tl AT A

Elementos quadraticos:

WAl ety
* £
¥ )
4
¥ ¥
» L 4
S H
¥ ¥
L ] :I
7 ol e Sr AN Ll (
FATREV A FANMVA, S

Figura 5.5 — Esquema do posicionamento dos pontos de carregamento.
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5.3.4 - Posicionamento de eixos de coordenadas sobre o elemento

linear:

£m relacdo ao uso de coordenadas para o posicionamento espacial de nos dos
elementos s&o usados no MEC dois sistemas de coordenadas: um sistema global onde
as coordenadas sdo expressas em termos da coordenada I" e um sistema local com a
coordenada intrinseca £. Esses dois sistemas de coordenadas s&o relacionados com o

uso do Jacobiano como serad mostrado em item posterior.

No caso dos elementos lineares ao inves do uso de um sistema local £ que
possui a origem no ponto medio do elemento, substituido-se por um sistema T’ que tem
origem no ponto médio do elemento e evolui os valores do centro aos extremos dos
elementos, ndo tendo assim valores negativos e os limites de integracéo do elemento

sd0 relacionados pela distancia ‘a’.

Na figura, a seguir, € mostrado como & relacionado esse novo sistema local de

coordenadas e o sistema global de coordenadas I'.

Y

£
o~

ro,.r
a ! l-a 1o tramo: I = -r

! 2°tramo: I'=r

—rofp——

Figura 5.6 — Sistema de coordenadas em func&o de ‘a’ de elemento linear.
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5.3.5 - Integragao Numérica dos Nucleos:

As integractes desenvolvidas em elementos lineares ou quadraticos que nao

possuiam o ponto de carregamento foram feitas com a quadratura de Gauss-Legendre.

As integracdes ac longo do elemento contendo ponto de carregamento foram

feitas da seguinte forma:

Elementos Lineares — Foram deduzidas expressdes analiticas com as integrais
feitas, no sentido do valor principal de Cauchy e da parte finita da integral de
Hadamard.

Elementos Quadraticos —~ Foram deduzidas expressdes analiticas com o
método da subtracdo de singularidade para a integral imprdpria, no sentido do valor

principal de Cauchy e da parte finita da integral de Hadamard.

A escolha dos limites no sistema de coordenadas locais n&o é arbitraria a faixa
de -1 a +1 &€ a mesma usada na integracdo que usa a quadratura de Gauss padrao
(Gauss-Legendre) que foi utilizada neste trabalho. No caso de ter-se elemento
quadratico, usa-se a quadratura de Gauss logaritmico para se fazer a integragdo do
nicleo da equacdo de deslocamento, pois como esse nucleo apresenta uma
singularidade fraca ( In{(1/r) ) e que pode ser resolvida numericamente. A integracdo de
por¢ao regular dos nlcleos de integrais de contorno ao longo do elemento quadratico &
feita com o uso desse tipo de guadratura. No caso de elementos lineares calcula-se a

expresséo analitica, pois ndo ha grandes dificuldades quando se usa fungao de forma

linear.

O contorno esta agora dividido em elementos e uma integragao numerica ¢ feita

em todos nés para cada elemento usando o parametro de contorno I' e a coordenada

intrinseca &.

59



Para se efetuar a transformagéao da variavel de contorno I' para a coordenada

intrinseca &, a transformacao do Jacobiano J deve ser calculada como a seguir:

()= % ; \/[dX(cf)T J dy(é)T (5.15)

de L ds

No caso de elementos de contorno, com o objetivo de determinar os

componentes tangencial unitaria externa, é definido por:

vetor unitario s=-Sg +-—pg

Em que a magnitude do vetor s é dada por:

-] ]

de

Em que |s| & igual ao Jacobiano J(¢). Os componentes do vetor unitario

tangencial podem ser escritos como:

s o L (@)

TOJE)L ds ] 51
g o1 e |
rJEL ¢
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Seja o vetor unitario na diregédo z, e; (a normal ao plano bidimensional xy). O

vetor unitario normal &, portanto, igual ao produto vetorial dos vetores s e e, como a
seguir:

:jjfa[dé(f)} J(lg){djéf)} 0
0 0 1

s o

Portanto, os componentes da normal externa unitaria (para comprimento
unitario) sdo dados por:

)

VO 517
——. G |
"I ds ]

O diferencial das coordenadas x(&) e y(£) com relagéo a & sao dadas por:

Para elementos lineares:

(&) _dg(§) . d(§)

dg  d¢ T dg 7P

5.18
() _dp ),  dh) (5.18)
e de T de 7?
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Para elementos quadraticos:

Wg)_dple)  dple) | dbE)
i dg g "t odg
g)_dplé)  dp(e)  dg()

de A Vi Az My F de Y3

(5.18a)

As equacdes integrais de contorno podem agora ser escritas em termos de

coordenadas locais &, como a seguir:

Para elementos lineares:

(5.19a)

Para elementos quadraticos:

i cinloe SEUIEES Lo,

¥

WZZ( [ {U (i g f} g gﬂ¢ 6Y (§)d§J[ EQH

Em que M & o numero total de elementos. As integrais das equag¢des anteriores

podem ser colocadas em novas fungdes [H] e [G], como a seguir [4]:
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Para elementos lineares:

3o H%ﬂ
Para elementos quadraticos:
Pt Zt;.ﬁiiﬂ{ E'lﬂ iii[ alle

M 3
Z
mw=} gm W me )

Em que as matrizes [H] e [G] contém os nucleos dos integrais T; e Uj,
respectivamente. Note-se que o pardmetro Cy(P) contribui para os coeficientes da
diagonal da matriz [H] (quando P e igual a Q). A formulagido de matrizes [H] e [G] &
muito similar ao da formulacao de problemas de Potencial, exceto que cada coeficiente

de [H] e [G] € agora uma sub-matriz 2x2, como se segue:

-[H]n [H]u [H]m [H}M M[”]lv M[G]'H [G}zz [G]u {G]l-‘L "'-—[t]xw

[H ]23 [H ]12 [H }:3 [H ]24 [H]z [G]Zl [G]zz [G]za [G]24 [t }z (5 2 ,E)
[H]Ji [H]n [HLJ [H]z4 [”l = [Gls! [Glaz [GLB [G]34 [2‘13 .

[H ]4: [H ]42 [H ]43 [H ]44 [”L [G]:u [Glu [GLJ [GL4 [t]-z

Em que as sub-matrizes [H] e [G] s8o definidas, a seguir:

H, H _ (G, a,
[H]zj [H H} * {G]ﬁ_[(; G :J
i if

»x ¥

IR f’\,q;?s":g
UNICARY

SR YIRS CENTE
CEIRLIOTRUA Ok AL
TE

1
63 :
%




Note que os vetores [u] e [f] representam os deslocamentos e forcas nas

dire¢des x e y, nos pontos nodais:

Ao final do processo obtém-se duas matrizes 2N x 2N contendo as

sub-matrizes.
[# ][] = [G]] (5.22)

Em analise estatica em regime elastico ha um estado fisico, nomeado
movimento de corpo rigido (deslocamentos unitarios em todos os ndés em cada direcao).
Este movimento resulta em forgas iguais a zero, onde o lado direito da equacgao (5.19) é

igual a zero [4];
[H]u.]=0 (5.23)

Em que u; € uma constante de desiocamento arbitrario em qualquer direcao.
Portanto, a soma de todos os coeficientes em qualquer linha de [H] deve ser zero. Este
processo permite que 0s termos da diagonal de [H] possam ser determinados com a

soma de todos os outros coeficientes fora da diagonal, como a seguir:

[H], = —i[H],, Para i=1, 2, 3,...N (5.24)

s
JE

Em que i e ] 880 0s contadores de linhas e colunas, respectivamente, onde N é

o numero total de nés.
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Observando-se que este procedimento & feito quando ndc se utilizam
expressbes para a matriz C da equacéo (5.19), para atribuicao direta dos valores das

diagonais tende a posicédo do ponto de carregamento e a fungéo de forma.

5.3.6 ~Aplicacdo das Condi¢des de Contorno:

Posteriormente se calculam os coeficientes das matrizes [H] e [G], mas o
problema nao é Unico antes gque todas as condigdes de contorno sejam aplicadas. Em
um tipo problema de analise estatica em regime elastico, dois tipos de condi¢des de

contorno possiveis: Deslocamentos prescritos € Forgas superficiais prescritas.

Esquema de integragdo do nucleo de analise
bidimensional estatica em regime elastico

|
{ P & Q em elemenios diferentes ] { P e Q no mesmo elemento ]

| v

U= quadratura de Gauss padrac [ P=Q ’ [ P=Q ]
Ty= quadratura de Gauss padrao ¢ ¢

Para elementos lineares: Para elementos guadraticos:
U= Integracéo analitica U= quadratura de Gauss logaritmico
T,= Integragao analitica Ty= Integragio analitica

Figura 5.7 — Esquema de uma analise com o MEC para elementos lineares e

qguadraticos.
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Em um dado probiema, onde ha 2N equagdes, necessitam-se 2N valores
prescritos. Em outras palavras, cada né deve ter duas das quatro variaveis (uy, uy, iy, 1))

prescritas.

Para se resolver o sistema de equacgbes, as matrizes [H] e [G] devem ser
rearranjadas com todas as variaveis conhecidas no lado direito da equagéao e todas as
variaveis desconhecidas do lado esquerdo da equacgao que irdo resuitar no sistema de

equacgdes algebricas.
[4]x]=[B] (5.25)
Logo [B] agora contém os coeficientes conhecidos.

Em que [x] contém as variaveis desconhecidas (se deslocamentos ou forgas).
Portanto, os sistemas finais das equac¢des algébricas lineares podem ser escritos como

na equacao (5.25).

Este “entrelacamento” dos coeficientes [H] e [G] para acomodar as condigdes
de contorno é muito comum no MEC. Para demonstrar a multiplicagao das matrizes, se
for considerado um exemplo simplificado onde o né 2 e 4 tém deslocamentos prescritos
[UU]: e [UU]4 e onde 0s n6s 1 e 3 tém forcas prescritas [T 1]y e [TT]s, respectivamente

[4].

As matrizes [H] e [G] podem ser escritas a seguir:

I
':luu‘
(=]

T
]
La,

R
WM
N

|

|

oy
=

Lot

;

]

)
f —

i Wl [h e o) | (ol fok Tl loh o B | g
[H }31 [H ]32 [H ]33 [H ]34 {M]z = [G]3z [G}sz [G}xs [G]M : [TT]s .
H ] [H ] ] ] ]41 [G} ] ]44 ) {f }4

ES
=
S
s
)
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Os coeficientes da matriz [H] multiplicando os deslocamentos [UU]» e [UU]4 s&o
agora transferidos para o lado direito (com o sinal trocado), e no seu lugar
correspondente coeficiente [G] multiplicando [t e [t sdo colocados (com o sinal

trocado), como a seguir;

W[H]n - [G]iz [H]u - [G}m ’ “[“ ; ] W[G]n - [H]l;’ [G]w - [H]M T [TT]E
[H]zl - [G]zz [H]23 - [G]24 : [t]v [G]Zi . [H]m [G]ZB - [H}% . [UUL (527)
[H}sz - [G]av [H]ss - {G]34 ’ [”]3 - [G]Bl - {H ]32 [G]ss - [H]34 [TT]S
[H ]41 - {6]42 [H ]4 - [G}44 ’ [[]4 [G]-’H - [H ]42 [G]43 - [H ]44 v [UU ]4

As equagbes acima estdo agora prontas para serem resolvidas porque o lado

direito da equagao é completamente conhecido.

Embora o procedimento acima seja simplificado, este pode ser faciimente

aplicado a qualquer tamanho de malha.

Resolvido o sistema de equagbes lineares, separam-se os valores dos

deslocamentos e dos valores das forgcas superficiais em seus respectivos vetores.

5.3.7 - Resolucdo das Equacdes Algébricas:

A matriz solugéo [A] resultante da aplicagdo das condigées de contorno, ndo é
simétrica e gradualmente populada com coeficientes diferentes de zero. Por isso, a
escolha do método de solugdo implementado deve levar em conta metodos como
eliminagdo gaussiana, decomposigdo LU ou qualquer outra técnica direta (neste
trabalho foi adotada a decomposic&o LU). Deve ser notado que todas as propriedades
dos problemas de elastostatica resultam em condigbes de matrizes apropriadas e elas
somente virdo a ser mal condicionadas ou singulares se ha um engano em algum lugar

{como dois nds que tenham as mesmas coordenadas, por exemplo).
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5.4 — Determinagao das tensées nos pontos internos:

Uma equacao integral de contorno (EIC) similar @ equagéo para tensdes no
ponto p pode ser obtida pela diferenciagdo da equacéo integral de contorno (EIC) (5.9)
que exprime o deslocamento do ponto interno p e a substitui¢do na lei de Hooke como

se mostra a seguir [4].

s, (p)+ L{IZJUU 54, 6ng£p’Q)+ !:ETA, (p,Q)mgm oT (pag)}l ” (Q)df(Q)*

- 2u ax

J i (5.28)

m

1-20 7 Ox

1

) {Zyu s UL(p.0), {GU.A (».0), C‘U:k(p Q)}}t,,{(o)di“( )

i

Que pode ser expresso em termos de nucleos de terceira ordem Dy; e Sy;.
T (P)“i” I Skzj (P: Q)“k (Q)df(Q) = _LDA-(;‘ (p=Q)tk (Q)dF(Q) (5.29)

Em que os ntcieos séo definidos por.
1 1 or or or or Or or
D, (p.0)= sl = (1-20} 6, —+5, — 05, — [+ 2 mm | (5.30)
k (p Q) 475(1——0)(}’){:( U)( L R “ aka dx, Ox 5xk}

Skﬂ(P’Q)zzﬁa-—u) =

or or
[ Uéyézir(lmZU)ém]% (5.31)
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5.5 —~ Implementacdo Analitica:

A implementagéo analitica se vé necessaria a medida que se tém dois pontos
de contorno (o de carregamento e o de campo) no mesmo elemento e vem as mesmas
coordenadas, ou seja, coincidem (P=Q), € necessario se fratar da singuiaridade
langando-se mao de técnicas matematicas como o valor principal de Cauchy ou usa a
parte finita da integral de Hadammard e de outras simplificagdes estratégicas ao longo

do desenvolvimento das integrais singulares.

5.5.1 — Relagdes entre as coordenadas N e S em termos das diregdes
1e 2:

Neste trabalho foram usados nicieos em fungdo da coordenada tangencial do

elemento, e para se fazer a relagdo entre N e S usa-se o0 esquema abaixo.

Ny = 8o
0 Nz = -84

Figura 5.8 — Figura que mostra a relagédo entre coordenadas N e S.
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5.5.2 — Determinacao de deslocamentos e forgas de superficie no

contorno para Elementos Lineares:

Quando o ponto de carregamento esta sobre o elemento as integrais de
contorno com singularidade de ordem (1/r) estas se desenvolvem em termos do valor

principal de Cauchy, chegando-se:

1-2v |l~a K [-«a
ht'=- 1 -1 532
" 47:(}wu){ T } (5-32)
.’ =ﬁmligfm{£l;n£;ﬁ+1} (5.33)
S ) R

Para o ndcleo de funcéo logaritmica a expressao analitica, € escrita como:

K =ls,.s, - (3~ 40).5?. - a)ln(l ~a)+alna—1]
K,=(3-4v)s, {a J1-2.ina]-((~a)f 1 -2.In(7 - a)]}+ 20(2a-1)s,.s,

| I 1
=——{i/-a}K +—K, 5.34
g.(; SKG(IMU)I [( a) 1+ 4 _J ( )
L i ML 535
g, = SEG(I—U)Z{G'K’ 4.1(2} (5.35)

70



6.56.3 ~ Determinagcdo das Tensdes no Contorno para Elementos

Lineares:

Depois de aplicar o processo limitante do ponto de carregamento tendendo ao
contorno p—1", ou seja, quando P € I" a equagao integral de contorno para o tensor de

tensées fica:

~0,(P)= | D, (.0}, (©)ar (0)- [, 5., (P.Q)u,(0)ar (©) (5.36)

A equactes (5.36) é valida para contorno com tangente continua e o ponto de
carregamento em regido onde existe continuidade da fungdo derivada dos
deslocamentos. Nestes como os pontos de carregamento sdo internos ao elemento,

existe continuidade.

Onde a primeira integral com ordem (1/r) é definida como o valor principal de
Cauchy e a segunda integral de ordem (1/%) é definida como a parte finita da
integral [2,5]).

Os nucleos apresentados sao particularmente usados na solugéo de problemas
com trincas e também em outras aplicagdes na elasticidade e plasticidade. Como se
pretende tratar casos de corpos com fissura inicial em regime elastico seréd necessario o
usc de uma equac¢ao adicional. Para ¢ caso de elementos quadraticos a integracao
analitica se da em termos dos ntcleos fj e gy que serdo apresentados no proximo

capitulo.
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A formulacgao analitica para o nucleo singular Dy:

: ]
D' =iy - 2000 6 =05 ) 2, sklr__ In m——l} (5.37)
I {
Dkyz = m[(} _20)(5;1& 8 +§ S 5!-',-..5'!{, )+ Z'S-‘"SJ “Fy ]{%En 4 +1} (538)
A formulacgdo analitica para o nucleo hipersingutar Sy
2575, +8, -(257-5)
§'=125.8"-8 -25°5,-8,
28,7 -8, -128.87+S5
G a Il-a
S, = S'n—— ——— -1 5.39
2 a(l-o) { I-a a } (5:39)
S, = G .S'.{Inl —e. 4 -1} (5.40)
7 2x(l-o) a [-a
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6 - ANALISE DE PROBLEMAS COM TRINCAS PELO METODO DOS ELEMENTOS DE

CONTORNO DuAL

6.1 — Introducgéo:

Para problemas de elasticidade a equagéo integral de deslocamento pode ser
obtida atraves do teorema da reciprocidade de Betti, levando a identidade de
Somigliana. O teorema da reciprocidade estabelece que o trabalho feito pelas tenstes
do estado (a) para deslocamentos do estado (b) & igual ao trabalho das tensbes no

estado (b) para deslocamentos no estado (a).

0O método dos elementos de contorno (MEC) € um método muito bem sucedido
na analise de problemas de elastostatica em regime elastico linear em problemas em
gue o dominio ndo tenha grande degeneracdo de geometria. A degeneracao que se
apresenta nos exemplos deste trabalho sdo superficies internas ou superficies de borda
que nao tém area ou volume e através da qual o campo de deslocamentos &
descontinuo, este tipo de degeneracdo € definido como trinca matematica. Para
probiemas de trinca simétrica somente um lado da trinca necessita ser modelado e uma

formulacao singular do meétodo dos elementos de contorno pode ser empregada.

73



Entretanto, a solugdo geral para problemas com trincas ndo pode ser alcancada
somente com a aplicagdo direta das equacgdes integrais de deslocamento do MEC
porque a coincidéncia de superficies na trinca leva a um sistema de equaces singular.
A equagac para um noé colocado em uma das superficies sera idéntica a equacéo de

outro ndé com as mesmas coordenadas, mas na superficie oposta.

A base tedrica do método das duas equacgdes integrais de contorno {metodo
dual) foi apresentada pela primeira vez por Watson [39] e posteriormente por Hong e
Chen [16], em uma formulacdo geral que incorporava as equagdes integrais de
contorno para deslocamentos e forgas de superficie. Assim, 0 uso de equagdes
diferentes em cada superficie da trinca faz com que os ndés de trinca com as mesmas

coordenadas tenham equacdes distintas.

6.2 — As duas equacoes integrais de contorno:

As duas equacdes integrais de contorno, que sao base do método dos
elementos de contorno dual (DBEM), sdo as equacgdes de deslocamento e das forcas
de superficie. A representacdo da integral de contorno para os componentes de

deslocamentos u;, para um ponto interno Q, é dado por:
u(0)= [ U(Q.p),(p)ar (p)- | T, p)up)er (p) 6.1

em que i e j sdo as componentes Cartesianas; U; (Q, p) e T;(Q, p) representam as
solugdes fundamentais de deslocamentos e de forcas de superficie de Kelvin,

respectivamente.
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As expressbes das solugbes fundamentais (3.22 e 3.23) sdo novamente

mostradas a seguir:

o s L s Lerle.n)a{.p)
u, = 873’#(1—0){(3 4 )lnLr(Q,pJgg o, a, }

P N 24 (%Y s 5”(QP)3"(QP -2 1 Hop)  Hop)
= ]{“ BRaRr } - U),{Qp){ e }

.;' i

Em que a distancia entre Q" e p é indicada como r. Os pontos que estdo

assinalados com ( * ), significam que esta se tratando do ponto de carregamento.

Usando o processo mostrado no capitulo 5, item 5.5 chega-se a seguinte

equacao para um nd no contorno.
¢, (p)u (p)+ [ 7,00, p)us, (p)ar (p) = | U, (p'. P}, (P}l (p) (8.2)

A integral do nucleo T; (Q, p) na regido contendo p’ & representada pelo valor
principal de Cauchy e o coeficiente ¢; (p’) € dado por §/2 para um contorno suave no

ponto de colocacgéo p’ (§; e o delta de Kronecker).

As componentes de tensdo oj sdo obtidas pela diferenciacdo da equagdo (6.1)
guando os deslocamentos forem continuos no ponto onde é feita a diferenciacéo.
Aplicando-se a lei de Hooke apds as operagdes da diferenciacdo da equacdo (1)

chega-se:
)+ [ 8,0 p)u(p)ar(p) = [ D, (0. p)i.(p)dl(p) (6.3)

Na equagdo (6.3), Si(Q, p) e Dg(Q, p) sd@o combinacbes lineares das
derivadas do nucleo T; (Q', p) e U (Q', p) respectivamente, se r0 a equacéo integral &
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regular. Quando os pontos internos se aproximam do contorno, isto & se Q' - p’, a
distancia r tende a zero o nlcleo Sy; exibe uma hipersingularidade de ordem 1/r* e o
nicleo Dy exibe uma forte singularidade de ordem 1/r. Levando-se em conta a
continuidade das deformacdes e de forcas de superficie, os processos limites
conduzem a integrais impréprias na primeira € na segunda integral da equacgéo (6.3)
qguando o ponto de colocagdo é levado ao contorno. A equacgéo (8.3) passa a ser

escrita:
20,0+ |8, (0Pl (P)ar ()= [ D, (0. 2)1, () () 6.4)

em que a primeira integral da equacgéo (6.4) é representada pela parte finita da integral
de Hadammard, Portela et al [18]. Em um contorno suave, os componentes das forcas

de superficie t; sdo dados por:
1
S4 ) ] Sy phu ()t (0) = n () | Dy, (7 P)e (P)al(p) - (8.5)

n; representa a componente normal unitaria no contorno, em um ponto de

colocagéo p'.
6.3 — Estratégia de modelagem da trinca:

A estrategia de modelagem dos elementos de contorno neste frabalho é feita da
seguinte forma. Ao longo trinca foram usados elementos continuos e elementos mistos

concorrentes ao nd da trinca foram adotados porque na ponta da trinca foram usados

nos duplos.
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Quando trincas de borda s&o analisadas, os pontos de contorno que também

pertenciam a trinca tém nds duplos. Assim dois casos foram considerados:

a) Os elementos de contorno concorrentes a trinca eram descontinuos.

b) Os elementos de contorno concorrentes a trinca eram continuos.

Os elementos de contorno usados neste trabalho foram os isoparamétricos:
quadratico e linear. As fungbes de forma foram sempre referenciadas aos extremos do
elemento. Os pontos de colocagdo foram internamente aoc elemento quer fosse

elementos continuos, descontinuos ou mistos.

Qs isoparamétricos lineares tiveram pontos de colocagdo em 0 e —2/3 na

coordenada intrinseca, cujo comprimento variava de -1 até 1.

Nos elementos quadraticos os pontos de colocagao situaram-se a -2/3, 0, 2/3

na coordenada intrinseca, cujo comprimento variava de —1 até 1.

6.4 — Tratamento das partes finitas das integrais:

As integrais improprias sdo facilmente tratadas pelo classico metodo da
subtracao da singularidade. A equacéo integral impropria original é transformada em
uma soma de uma integral regular e uma integral singular. Sendo que esta ultima é
tratada analiticamente e na parte regular se usa quadratura de Gauss-Legendre para a

integracdc numérica, Portela ef al. [18]
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A parte finita da integral de primeira ordem da equacéo (6.2) pode ser expressa

como:

J. T(p's p)u,(p)dl (p)=uf-,f%(?d§ (6.6)

em que f % (£) € a fungdo regular, dada pelo o produto da solugdo fundamental, uma
funcdo de forma e o jacobiano de transformacdo de coordenadas, muitiplicadas pelo
termo (£-£). Com a ajuda do primeiro termo da expansao de Taylor da funcéo f ", no

ponto de colocagédo, chega-se:

+1 R 4] nf et +1
7€) 7 €)- 1) oo d
j‘ J !.dgmj J Ll dE+ ) (5}.J'-m—§, (6.7)
46-6 3 6-¢ 5676

Com a subtragdo da singularidade resulta na soma de duas integrais na
equacdo (6.7), portanto a primeira integral & regular e a segunda pode ser obtida

analiticamente, resultando em:

+1 d§ ~ {img,l
|l e (©.8)

No caso de elementos lineares este desenvolvimento leva aos mesmos
resultados obtidos com a integragdo mostrada no capitulo 5. Nos elementos quadraticos
este procedimento € necessario pelo uso de fungbes de forma, jacobino e derivada das

fungdes de forma.

A equacao de segunda ordem que trata de integral de parte finita € dada por:

[J PP (p)d(p)=u jjé“(j))z dE (6.9)
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Em que g%;(£) € a funcdo regular, é dado pelo o produto da solucao
fundamental, com a funcao de forma e o jacobiano da transformagao de coordenadas,
multiplicado pelo termo (£-£)°. O termo a direita da equagdo (6.9) pode ser
transformado com a ajuda do primeiro e do segundo termos da expanséo de Taylor da
funcéo densidade g"; , nas vizinhangas do ponto de carregamento [18]. Assim,

obtém-se:

| glé) 5m+jg;;;(§)—g:,;,-(f)wg;:;“(f).(éwf)

5 2 g+
| (6‘Z —& r) - (5 - égf)

» R (6.10)
+gl (&) j(f—f%_- +gi(&) Ig%

Em que g""" ; é a derivada de primeira ordem de g"i;. Do lado direito da
equacao (6.10) tem-se trés termos, sendo o primeiro termo a fungéo regular e o terceiro

termo é idéntico a equacao (6.8).

O segundo termo pode ser integrado analiticamente, portanto:

i[ dé I 1 6.11)

We-EP T 1eg 12

As equacdes (6.7) e (6.10) s@o respectivamente as equacdes de primeira e

segunda ordem da parte finita da integral.

Levando-se em consideracao um elemento quadratico continuo, com 0s noés

posicionados arbitrariamente nos pontos £ = -1, £ =0e & = +1.
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As funcgdes de forma de um elemento quadratico a sao dadas por:

Para este tipo de elemento a equacgao (6.6) pode ser escrita como:

7 b (2 () = uf.fj'Y;j.(f,x(f)).gbn(;‘).dé—‘m wa 6.12)

Te

Em que u" representa as componentes de deslocamento nos nds e J(&) é o

Jacobiano de ftransformacdo de coordenadas. No caso dos elementos retos o

Jacobiano é dado por J = /2, em que | € o comprimento do elemento e matriz h" & dada

por.

segulir:

. 1-2v0 |0 ~1“ﬂ(§l
’ _47r(1—u)[+1 ohg_f“’f (6.13)

A parte finita das integrais de primeira ordem sao integradas analiticamente a

N R PUIR | P | S

mflf~é"d§"2[§'(§ 1)1n|1+§7+2§ 2]

T“gj: dE=(1-&)i+&)n ]“&J“Z{ (6.14)
S5 -g I+ &

IR PRI | DR E-L B

J,cf—f'd‘f = 2[5.(<§+1)En e +2§+2]
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Para elemento quadratico a equacao (6.7) pode ser escrita como:

[84 & ), ()T (x) = 0. [, (D), (£)ai = 1y " (6.15)

em que a matriz h" é dada por:

\ G NEASN
h =-~————-——.S 6.16
22l=0) 1 J(g 2y ©19

a matriz S' é dado por:

2878, +8, -[s’-5)
§'=128.8"-S -{28°S,-5,
28°-8, -{25.87+5§,

em que s; € sp sdo as componentes da tangente ac elemento nas direcdes 1 e 2 das

coordenadas cartesianas.

segulir:

A parte finita das integrais de segunda ordem ¢ integrada analiticamente a

ATRRTRNEE RS

A&y P

g 5 I+§1_‘2J (6.17)
.f,(f &y - [5 =<

N U | P - N ]

w’f(é: 5)7 5 {( dj ) I'Fé:t 5,7_1
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Levando-se em consideragdo um elemento linear, com os néds posicionados
arbitrariamente nos pontos £ = -1 e £ = +1. As fung¢des de forma de um elemento linear

sdo dadas por:

1 .
g = 5(] —é')
, (6.18)
L = {1
¢ = S A1+)
A parte finita das integrais de primeira ordem s&o integradas analiticamente a
seguir:
+1
jﬁw;dg i1~ a)
Mggmé: a
. / (6.19)
J—Qz—;df =In—a
5E-< a

A parte finita das integrais de segunda ordem €& integrada analiticamente a

seguir:

I(é 5)

j(«: £y dg_fif(

em que ‘a’ e |-a’ sdo as distancias do ponto de carregamento e as extremidades do

(6.20)

elemento, sendo que ‘a’ é a distancia entre o n6 da extremidade esquerda do elemento
e o ponto de carregamento e 1" € o comprimento do elemento linear. Portanto I-a’ é a

distancia entre o n6 da extremidade direita do elemento e o ponto de carregamento.
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6.5 — Consideragoes de corpo rigido:

Quando um ponto de colocagéo € posto no no localizado em um elemento de
trinca ha dois elementos, em faces opostas, contendo o ponto de colocacgéo, porque
ambas as superficies de trinca sdo discretizadas. Isto significa que ao longo da trinca,
as partes finitas das integrais nas equacbes (6.2) e (6.5) sdo requisitadas duas vezes:
uma vez no elemento que contém o né de colocagdo e, de novo, no elemento oposto
que contém o nd que seja correspondente ao nd de colocagdo. Esta caracteristica
peculiar do DBEM (Dual Boundary Elements Method) pde restricdo no uso da condicao
de corpo rigido e deve-se avaliar indiretamente os componentes de diagonal para nés

de trinca [18].

6.6 — Calculo de fatores de intensidade de tensao:

Seja r e 6 um sistema de coordenadas polares, centrada na ponta da trinca, em
que 0=xn define a trinca. Considerando apenas o primeiro termo da expansdo de
Williams analogamente ao discutido em de Portela et al [18] o campo de

deslocamentos na superficie de frinca pode ser escrito como:

u2(9=z)—u2(5=—7z)=fiff,\[—”—~ (6.21)
7 27

em que p € o modulo transversal e x=3-4n; para o estado plano de deformacgéo n=v e
para o estado plano de tensao n=v/(1+v), onde v & coeficiente de Poisson. Este
processo de calculo de fatores de intensidade de tensdes tem o nome de extrapolagéo

de deslocamentos proximo a trinca.
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A constante K, é o fator de intensidade de tensao para modo de trinca |. O fator
de intensidade de tensdo pode ser obtido quando os deslocamentos nas superficies de

trinca sdo conhecidos através de uma soiugéo de elemento de contorno.

b, B
. -

E Elgmento Linear ¢

F D B
+ » ®,

G E C

Elemento Quadratco

Figura 6.1 — Elemento quadratico continuo e 0 elemento linear de ponta de trinca

O fator de intensidade de tensao K, para o elemento linear, em fungdo dos

deslocamentos nos nés D —E, é dado por:

A .JE.\/:’;E (6.22)

O fator de intensidade de tensao K; para o elemento quadratico, em fun¢ao dos

deslocamentos nosnés D—E e F— G ¢é dado por:

KD = —uf )£ 2.\/—’; (6.23)

K+1

- - o 7
K = (uf ~ul );ﬁw{\/i\/; (6.24)

No caso de elementos quadraticos, existem trés noés em cada elemento e um
deles esta na ponta da trinca. Assim, pode-se extrapolar os resultados para a ponta da

trinca usando os valores obtidos para os outros dois noés.
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Tendo em conta que esta extrapolagdo usaria resultados de dois elementos

lineares nao foi feita a extrapolagdo para a ponta da trinca com elementos lineares.

Por meio de extrapolagéo linear através dos nés D — E e F — G para a ponta
da trinca, os valores obtidos de fatores de intensidade de tensdes extrapolados para a

ponta da trinca sao dados por:

K, = [4fu? —uf)- V2 fuf —ug)];{—}—. = (6.25)

Para o caso em que se quer calcular os fatores de intensidade de tensdo no
modo |l tem-se as mesmas equagdes mencionadas acima, mas o0s deslocamentos nos

pontos D,E,.F e G estao relacionados com a direcdo 1.
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7 - CoRPOS PRE-FISSURADOS EM ANALISE PELA MECANICA DA FRATURA
ELASTICO-LINEAR EXEMPLOS DE PROBLEMAS CORPOS SOLICITADOS EM REGIME
ELASTICO E DE PROBLEMAS DE USANDC O METODO DOS ELEMENTOS DE
CONTORNO DuAL

7.1 — Introducao:

Neste capitulo ha exemplos de problemas em regime elastico analisados com
elementos lineares e quadraticos na discretizagdo do contorno, incluindo os tipos de

elementos que foram citados nos capitulos anteriores.

Também sao apresentados problemas de corpos com pré-fisssura (ou
pré-trinca) analisados pela Mecénica da Fratura Elastico-Linear, em que se usa
elementos lineares e quadraticos, e que a trinca matematica tem elementos nas
superficies de trinca (elementos de superficies opostas) com nés de contorno com
coordenadas que coincidem (ou seja, elementos co-planares, que no caso de

problemas bidimensionais s&o colineares).
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7.2 — Detalhamento do posicionamento de ponto de carregamento em

elementos lineares e quadraticos:

Na estratégia do posicionamento de ponto de carregamento nos elementos

lineares e quadraticos, tém-se duas situagdes que serdo apresentadas a seguir:

No caso dos elementos lineares a primeira situacdo que se analisa € a
seguinte, se o no final do elemento € continuo o ponto de carregamento € colocado na
distancia de 1/6 do tamanho do elemento (no sentido do né inicial para o né final). A
segunda situagdo é aguela que, se o no final do elemenio & descontinuo, sao
posicionados dois pontos de carregamento, o primeirc é colocado a disténcia de 1/6 do
tamanho do elemento, e o segundo a distancia de 5/6 do tamanho do elemento (tendo

em conta o sentido do né inicial para o né final).

-
ty—
——
X
) 4
—&-

5118

a) noé final simples b) né final duplo

Figura 7.1 — Detalhamento do posicionamento do ponto de carregamento em elementos

lineares.

No caso de elementos quadraticos a primeira situagao € guando o né inicial do
elemento € duplo, e necessita-se de trés posicoes de colocagdo do ponto de
carregamento dentro do elemento, em que o primeiro esta a distancia de 1/6 do
tamanho do elemento, o segundo é posicionado sobre o né central do elemento e ¢
terceiro esta a distdncia de 5/6 do tamanho do elemento. Na segunda situagdo o né
inicial do elemento é simples e neste as duas posigdes de ponto de carregamento sao

as posicdes do primeiro e terceiro pontos de carregamento da primeira situacao.
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a) nd inicial duplo b) no inicial simples

Figura 7.2 — Detathamento do posicionamento do ponto de carregamento em elementos

quadraticos.

7.3 — Exemplos de problemas de corpos solicitados em regime

elastico:

Neste item s&o mostrados exemplos de chapas, que estdo solicitadas nas
bordas da chapa e com restricdo aos deslocamentos (apoios) também aplicados as

bordas das chapas.

7.3.1 — Chapas solicitadas em estado plano de tensao:

As chapas a seguir estdo solicitadas no estado plano de tensao, que tem como
propriedade do material as seguintes constantes, E = 5 KN/m?, v =0,3 e as forcas

superficiais aplicadas no contorno, t = 2 KN/m?, com dimenséo 4 m x 4 m.

Para as quatro chapas usadas na analise foram usados 32 elementos de
contorno para elementos lineares e 16 elementos de contorno para elementos
quadraticos. E em ambos os casos foram usados 36 nds de contorno € 0s seguintes

tipos de elementos: elementos continuos ao longo do contorno e elementos mistos
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concorrendo as bordas das chapas. Para se caicular deslocamentos e tensbes no
dominio foram usados 9 pontos internos localizados de forma equidistante em todo o

dominio.

Sao apresentados valores em 1/4 da chapa, e a solugdo analitica foi obtida em
frabalho de Timoshenko [2]. Os nds de contorno e pontos internos, usados para analise

de deslocamentos e tensdes calculadas, sdo mostrados no esquema a seguir:

AY
Lihn
4 1m
£ 49 e —x
Tm
£ L —
2m
>)(
L
7 m 1m 1m

Figura 7.3 — Localizagdo dos pontos em que séo calculadas as tensbes e

deslocamentos.

% N

B -
i _y

Figura 7.4 — Representacdo da chapa com carregamento no eixo x.
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solugBo analitica elementos lineares elementos quadraticos
pontos Ux Uy Ux Uy Ux Uy

a 0.8000 £,0000 0,8000 0,0000 0,8000 0,0000
b 1,2000 £,0000 1,2000 0,0000 1,2000 0,0000
c 0,8000 -0,1200 0,8000 -0,1200 $,8000 -0,1200
d 1,2000 -3,1200 1,2000 -0,1200 1,2000 -0,1200
e 1,6000 0,0000 1,6000 0,0000 1,6000 0,0000
f 1,6000 -0,1200 1.6000 -0,1200 1,6000 -0,1200
g 1,6000 -3,2400 1,6000 -0,2400 1,6000 -0,2400
h 1,6000 -0,2400 1,6000 -0,2400 1,6000 -0,2400
i 1,2000 -0,2400 1,2000 -0,2400 1,2000 -0,2400
i 0,8000 -0,2400 0,8000 -0,2400 0,8000 -0,2400

Tabela 7.1 — Resultados de deslocamentos

na chapa carregada no eixo x.

solugdo analitica

elementos lineares

pontos sigma xx tau xy sigma yy sigma xx tau xy sigma yy
a 2,0000 0,0000 0,0000 2,0000 0,0000 0,0000
b 2.0000 0,0000 0,0000 2,0000 0.0000 0,0000
c 2,0000 0,0000 0.0000 2,0000 0,0000 0,0000
d 2,0000 0,0000 0,0000 2,0000 0,0000 0,0000

Tabela 7.2 - Resultados de tensdes na chapa para elementos lineares.

solugéo analitica

elementos quadraticos

ponios sigma xx tau xy sigma yy sigma xx tau xy sigma yy
a 2,0000 0,0000 06,0000 2,0000 0,0000 0,0000
b 2,0000 0.0000 0,0000 2,0000 0,0000 0,0000
o 2,0000 0,0000 0,0000 2,0000 0,0000 0.0000
d 2,0000 0,0000 0,0000 2,0000 0,0000 0,0000

Tabela 7.3 — Resultados de tensdes na chapa para elementos quadraticos.

90




G

4

4

4

Figura 7.5 — Representacao da chapa com carregamento no eixo x e y.

solucdo analitica

elementos lineares

pontos sigma xx tau xy sigma yy sigma xx tau xy sigma vy
a 0,0000 2,0000 0,0000 0,0000 2,0000 0,0000
b 06,0000 2,0000 £,0000 0,0000 2,0000 0,0000
c 0,0000 2,0000 £,0000 0,0000 2,0000 0,0000
d 0,0000 2,0000 $,0000 23,0000 2,0000 0,0000

Tabela 7.4 — Resultados de tensées na chapa com carregamento no eixo xy.

solugdo analitica

elementos quadraticos

pontos sigma xx tau xy sigma yy sigma xx tau xy sigma yy
a 0,0000 2,06060 0,0000 0,0000 2,0000 0,0000
b 0,0000 2,0000 0,0000 0,0000 2,0000 0,0000
c 0,0000 2,0000 0,0000 0,0000 2,0000 0,0000
d 0,0000 2,0000 0,0000 0,0000 2,0000 0,0000

Tabela 7.5 — Resultados de tensdes na chapa com carregamento no eixo xy.
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Figura 7.6 ~Chapa com carregamento no eixo X e restricdo em y.

solugdo analitica

elementos lineares

elementos guadraticos

pontos Ux Uy Ux Uy Ux Uy
a 0,7280 0,0000 0,7280 0,0000 0,7280 0,0000
b 1,0920 0,0000 1,0920 0,0000 1,0920 0,0000
c 0,7280 0,0000 0,7280 0,0000 0,7280 0.0000
d 1,0820 46,0000 1,06820 0,0000 1,0920 04,0000
& 1,4580 0,0000 1,4560 $,0000 1,4560 0,0000
f 1,4560 0,0000 1,4560 0,0000 1,4560 80,0000
g 1,4560 84,0000 1,4560 0,0000 1,4560 $,0000
h 1,4560 £,0000 1,4560 0,0000 1,4660 40,0000
i 1,08920 0.6000 1,0920 0.0000 1,0920 80,0600
i 0,7280 0,0000 40,7280 0,0000 0,7280 0,0000

Tabela 7.6 — Resultados de deslocamentos na chapa.
solucdo analitica elementos lineares

pontos sigma xx tau xy sigma yy sigma xx tau xy sigma yy
a 2,0000 0,0000 0,6000 2,0000 (,0000 0,6000
b 2,0000 $,0000 0,6000 2,0000 0.0000 0,8000
c 2,0000 0.0000 0,8000 2,0000 0.0000 0,8000
d 2,0000 0.0000 0,6000 2,0000 0,0000 0,6000

Tabela 7.7 - Resultados de tensdes na chapa para elementos lineares.
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selugdo analitica elementos quadraticos
pontos sigma xx tau xy sigma yy sigma xx tau xy sigma vy
a 2.0000 0,0000 0.6000 2,0000 0,0000 0,6000
b 2,0000 0,0000 0,6000 2,0000 0,0000 0,6000
c 2,0000 0.0000 0,6000 2,0000 0.0000 0,6000
d 2,0000 G,0000 0,8000 2,0000 0,0000 0,6000

Tabela 7.8 — Resultados de tensdes na chapa para elementos guadraticos.

13 ” FEN H

Os resultados de tenses obtidas para os pontos de “e” até ‘|’ tiveram os

[Eng ]

mesmos resultados que os pontos de “a” até “d” mostrados nas tabelas anteriores.

Foi analisado o usou da equacéo integral de forgas de superficie no contorno
para os trés casos de carregamento mosirados e os resultados obtidos tiveram erro de

ordem menor que 10°° para todos os resuitados de tensdes.

7.3.2 — Chapa solicitada em estado plano de deformacao:

A chapa infinita a seguir esta solicitada no estado plano de deformacgdo, que
tem como propriedade do material as seguintes constantes, k = 21 KN/m? v=01e as

forcas superficiais aplicadas no contorno, t = 15 KN/m?, com o raio do furo de 10 m.

Figura 7.7 — Esquema da chapa com um furo cilindrico.
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Figura 7.8 — Localizacdo dos pontos em que sao calculados as tensdes e os

deslocamentos.

Foram usados 24 elementos lineares de contorno, todos continuos e 24 pontos

internos (de dominio), os resultados representam 1/4 da discretizagéo do furo completo.

Tendo em conta a simetria radial do problema, foi necessario o uso de uma
nova localizacdo de ponto de carregamento em elemento linear de né final simples.
Neste caso em que é usado um elemento reto para a geometria, a localizacdo mais
estratégica sera no ponto central do elemento, foi o que apresentou os melhores
resultados. Nesta analise nao sdo apresentados resuitados de tensdes em nés de
contorno, porque os resultados obtidos sao baseados em fungbes de integrais
hipersingulares, o que impossibilita a obtengao de resultados nos extremos do elemento
por ndo haver continuidade da derivada da fungdo aproximadora de deslocamentos e
forcas nos extremos do elemento. A solugéo analitica foi aguela mostrada no trabalho
de Foltran [19] e os resultados de comparacao com o trabalho de Brebbia et al [6].
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portos solugdo analitica ref [6] elementos lineares
Ux Uy Ux Uy Ux Uy
a 0,0000 7,8571 0,0000 7,7353 0,0000 7.8793
b 5,5558 5,6558 5,4697 5,4697 55715 55715
C 7.8571 0,0000 7,7353 0,0000 7.8793 0,0000
d 68,5476 0,0000 6,4100 0,0000 6,4758 0,0000
e 5,2381 0,0000 51274 0,0000 5,1801 0,0000
f 3,9286 0,0000 3,8455 0,0000 3,8851 0,0000
g 46299 4,6299 4,5325 4,5325 4,5791 4,5791
h 3,7038 3,7039 3,6256 3,6256 3,6631 3,6629
i 27779 27779 2,7192 2,7192 2, 7472 27472
Tabela 7.9 — Resultados de deslocamentos na chapa com furo.
pontos solugéo analitica elementos lineares
sigma xx tau xy sigma yy sigma xx tau xy sigma yy
d -10,4167 0,0000 10,4167 -10,3268 0,0000 10,3184
e -6,6667 0,0000 6,6667 -6,54930 0,0000 6,5930
f -3,7500 0,0000 3,7500 -3,7085 0,0000 3,7085
g 0.0000 -10,41867 0,0000 -0,0042 -10,3226 -0,0042
h 0,0000 -6,6667 0,0000 0,0000 -6,5930 0,0000
i 0,0000 -3,7500 0,0000 0,0000 -3,7085 0,0000
Tabela 7.10 — Resultados de tensdes na chapa com furo.
pontos sclucdo analitica ref. [6]
sigma xx fau xy sigma yy sigma xx tau xy sigma yy
d -10,4167 0,0000 10,4167 -10,2220 0.0000 10,2136
e -6,6667 0,0000 68,6667 -6,5259 0.0000 86,5259
f -3,7500 0,0000 3,7500 -3,6707 0,0000 3,6707
g $,0000 -10,4167 0,0000 -0,0042 -10,2178 -0,0042
h 0,0000 65,6667 0,0000 0,0000 -6,5259 0,0000
i 0,0000 -3,7500 0,0000 0.0000 -3,8707 0,0000

Tabela 7.11 — Resultados de tensdes na chapa com furo.
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7.4 — Exemplos de problemas de corpos pré-fissurados analisados

pela Mecanica da Fratura Elastica Linear:

Neste item séo calculados os fatores de intensidade de tensdo para as chapas
com trincas solicitadas no modo | € no modo |l de fratura. Os tipos de trincas analisadas
neste trabalho, que s&o: de borda, interna (ou de dominio) e inclinadas, alem de se ter

também a combinagéo entre dois tipos em uma trinca.

7.4.1 - Corpo com trinca de borda:

Sao usados 64 elementos lineares na primeira analise e 32 elementos
quadraticos na segunda. Os resultados obtidos sdo para os casos em que hiw=05 ¢

cinco casos foram considerados a/w=0,2; 0,3; 0,4;: 0,5; 0.6.

S S

A
h
— |4
2, :
-t -1 '

Figura 7.9 — Esquema da chapa com trinca de borda.
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Na chapa foram ulilizados 4 elementos quadraticos ao longo da trinca ¢ a
discretizagao teve a seguinte razao: 0.4, 0,3; 0,2; 0,1; e no caso de elementos lineares
se manteve a proporgdo mas o dobro de elementos foram usados, sendo gue nos dois
casos 0 menor elemento fica na ponta da trinca. Foram avaliados trés tipos de
discretizacdo, em que na primeira sdo utilizados elementos descontinuos ao longo da
trinca e elementos descontinuos de contorno concorrendo a trinca. Na segunda
discretizagéo foram utilizados elementos mistos nos extremos da trinca e continuos ao
longo da trinca, conservando gue os dois elementos mistos de contorno foram mantidos
nos elementos da face concorrente a trinca. A terceira discretizacdo usou elementos
mistos nos extremos da trinca e continuos ao longo da trinca, sem o uso dos dois
elementos mistos de contorno. E necessario salientar que no contorno da chapa sao

usados elementos continuos e elementos mistos concorrendo as bordas da chapa.

ref. [18] resultados Ki (elementos lineares) ref.[15]
DE DE

a'w numerico | discretizagas 1 | discretizagio 2 | discretizacio 3 analitico
0,2 1,566 1,563 1,514 1,511 1,488
0.3 1,962 1,943 1,882 1,882 1,848
0,4 2,230 2,458 2,380 2,380 2,324
0,5 3,268 3,201 3,100 3,100 3,010
0,6 4,580 4,438 4,400 4 397 4,152

Tabela 7.12 ~ Resultados de fatores no modo | (Ki/tVn.a) na chapa, para elementos

lineares.

ref. [18] resultados Kl {(elementos quadraticos) ref.[15]
NUMErco discretizacio 1 | discretizacdo 2 | discretizacio 3 | analitico

alw DE DE-FG DE | DE-FG| DE | DE-FG| DE | DE-FG
02 1566 | 1618 | 1519 | 1582 | 1522 | 1,594 | 1,557 | 1631 | 1488
0.3 1962 | 2014 | 1959 | 2024 | 1,957 | 2035 | 1,957 | 2035 | 1,848
0,4 2230 | 2537 | 2495 | 2555 | 2503 | 2579 1 2496 | 2571 | 2324
05 3,268 | 32092 | 3268 | 3313 | 3,300 | 3,364 | 3,292 | 3,357 | 3,010
0,6 4580 | 4558 | 4586 | 4591 | 46751 4705 | 4671 4701 | 4,152

Tabela 7.13 — Resultados de fatores no modo | (Ki/tVr.a) na chapa, para elementos

guadraticos.
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7.4.2 — Corpo com trinca interna inclinada:

Para a chapa € analisado o caso em que h/w = 2 e 0 angulo de inclinacdo com
a horizontal 6 & 45°. S&0 usados 72 elementos lineares de contorno na primeira andlise
e 36 elementos quadraticos na segunda analise. Os elementos de trinca s&o
discretizados com as seguintes razdes: 0,25; 0,15; 0,1 para elementos quadraticos e

com elementos lineares se mantém a proporg¢éo, mas usa-se o dobro de elementos.

S S S

ty v y

Figura 7.10 — Esquema da chapa com trinca interna inclinada.

Em relacdo a chapa tem-se duas discretizagbes adotadas para analise, em que
a primeira discretizacdo usou-se elementos descontinuos ao longo da superficie da
trinca. Na segunda discretizacao foram usados elementos mistos nas extremidades da

trinca e elementos continuos ao longo da trinca.
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ref. {18] rasultados Kl ref.[17]
DE DE

numerico, elemenio linear elemento quadratico analitico
alw discretizagdo 1 discretizagdo 2 | discretizagéo 1 discretizagéo 2
0,2 0,531 0,530 0,513 0,531 0,528 0,518
0.3 0,554 0,553 0,535 0,555 0,551 0,541
0,4 0,688 0,586 0,567 0,588 0,885 0,572
0.5 0,632 0,628 0,608 0,832 0,628 0,612
0,6 0,686 0,682 0,660 0,688 0,684 0,661

Tabela 7.14 — Resultados de fatores no modo | (Ki/tVr.a) na chapa.

ref, [18] resultados Kii ref.]17]
DE DE
numeérico elemento linear elemento quadratico analitico
alw discretizagdo 1 | discretizagBo 2 | discretizagdo 1 | discretizacéo 2
0.2 0,519 0,519 0,502 0.519 0,516 0,507
0,3 0,528 0,528 0,511 0,528 0,525 0,516
0,4 0,541 0,541 0,524 0,541 0,538 0,529
0,5 0,558 0,558 0,540 0,588 0,554 0,546
0,6 0,579 0,579 0,561 0,579 0,576 0,567

Tabela 7.15 — Resultados de fatores no modo il (Ky/tvr.a) na chapa.

7.4.3 — Corpo com frinca interna em forma de “v”’:
P

A chapa tem uma trinca de geometria com duas inclinagdes, sendo que a parte
horizontal da trinca contém a ponta A da trinca e a parte inclinada da trinca, que tem
inclinacdo de 45° com a horizontal e contém a ponta B da trinca. Para a chapa, tem-se
a relagédo h/w = 2, e trés casos foram analisados: b/a= 0,2; 0,4; 0,6. Para a projegéo
horizontal da trinca tem-se a seguinte formula: 2c = a + V2b/2. Foram utilizados 96
elementos lineares de contorno na primeira analise e 48 elementos quadraticos na
segunda analise, sendo que foram utilizados 5 elementos na parte reta e 4 elemenios
na parte inclinada quadraticos foram usados em cada superficie de trinca e o dobro

para elementos lineares.
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Figura 7.11 — Esquema da chapa com trinca interna em forma de “v”.

As duas discretizacBes usadas ao longo da trinca na chapa, sdo as mesmas da

chapa anterior,

ref 18] resultados Kl em A ref.[17]
DE DE
elemento linear elemento quadrético
bfa nuMErico | discretizagao 1 | discretizagso 2 | discretizagdo 1 | discretizagiio 2 | analitico
0.2 1,021 1,021 0,988 1,021 1,015 0,995
0.4 1,018 1,018 0,985 1,018 1,012 0,990
0,6 1,017 1,017 0,983 1,016 1,011 0,986

Tabela 7.16 — Resultados de fatores no modo | (K/tVr.c) na chapa na ponta A.

ref. [18] resultados Kll em A ref. [17]
DE DE
elento linear elemento quadratico
b/a nuUmMErico | discretizagio 1 | discretizagho 2 | discretizacdo 1 | discretizagdo 2 | analitico
0.2 0,030 0,030 0,029 0,030 0,030 0,028
0.4 0,036 0,036 0,035 0,035 0,035 0,033
0,6 0,032 0,032 0,032 0,031 0,031 0,030

Tabela 7.17 — Resultados de fatores no modo I (Ky/tVr.c) na chapa na ponta A.
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ref. [18] resultados Kl em B ref. {17}
DE bE
elemento linear elemento quadratico
bia NUMErico| discretizacio 1 | discretizacio 2 | discretizagio 1 | discretizacgo 2 [analitico
0,2 0,634 0,628 0,636 (0,633 0,596 0,598
0.4 0,603 0,600 0,606 0,603 0,569 0,574
0,6 0,595 0,593 0,800 0,596 0,562 0,568

Tabela 7.18 — Resultados de fatores no modo | (K/tVr.c) na chapa na ponta B.

ref. [18] resultados Kil em B ref. [17]
DE DE
glemento linear elemento quadratico
bfa NUMErico| discretizagio 1 | discretizagio 2 | discretizagdo 1 | discretizagio 2 | analitico
0,2 0,589 0,586 0,590 0,589 0,656 0,557
04 0,637 0,635 0,639 0,639 0,606 0,607
06 0,659 0,656 0,661 0,660 0,628 0,627

Tabela 7.19 — Resultados de fatores no modo Il (Ky/tvn.c) na chapa na ponta B.
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8 - CONCLUSOES

Tendo em conta o uso de pontos de carregamento internos aos elementos, o
método dos elementos de contorno foi aplicado com sucesso na analise de problemas
em regime elastico, onde varios tipos de problemas foram analisados. Os resultados
obtidos em chapas quadradas e um furo em uma chapa infinita com pressao aplicada

no interior do furo resumiram as boas qualidades da técnica.

Na analise feita em chapas quadradas os resultados obtidos de deslocamentos
e de tensdo sdo iguais aos obtidos na solugéo analitica. As situagdes de carregamento
observadas nos exemplos: carregamentos no eixo x (tragao pura), carregamentos no
eixo x e y (cisalhamento puro) e carregamento no eixo x e restricdo no eixo y (efeito
Poisson), ilustram perfeitamente a eficiéncia da analise com elementos lineares e
quadraticos para os exemplos solicitados no estado plano de tenséo.

A chapa infinita &€ carregada no interior do furo. E os resultados obtidos de
deslocamentos e de tensdes nos pontos analisados s&o bastante proximos do resultado
analitico. Para poder se mostrar uma comparagéo com um meétodo numérico, foi feita a
comparagao entre o trabalho de Brebbia et a/ [6] e a solucdo analitica, e os resultados

obtidos na analise do presente trabalho com a estratégia de pontos de carregamento no
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interior de elemento. Observam-se resultados melhores do que aqueles obtidos em
Brebbia et al [6] com a estratégia de pontos de carregamento sobre os nés de contorno,
sendo assim a analise feita em problemas de estado plano de deformacao teve

resultados satisfatorios e a preciséo dos dados de saida d&o validade a analise.

Nos exemplos de chapas com trincas que séo carregadas com carga distribuida
nas bordas extremas da chapas foram analisados trés tipos de trincas: trinca de borda,

trinca interna inclinada e trinca interna com parte inclinada e com parte reta.

Trés tipos de discretizagdo foram adotadas na trinca de borda, em que na
primeira usa-se elementos descontinuos ao longo da trinca e elementos descontinuos
nos elementos na face concorrente a trinca na segunda discretizacdo foi usada a
mesma estratégia da primeira discretiza¢do, mas os elementos ao longe da trinca sao
continuos e finalmente na terceira discretizacdo sao usados elementos continuos ao
longo do contorno, mas néo ha o uso de elementos descontinuos na face concorrente a
trinca. Em todos os trés tipos de discretizacdo adotadas s&o usados elementos
continuos ao longo das faces de contorno com ¢ uso de elementos mistos nas bordas

da chapa e nos elementos na face concorrente a trinca da terceira discretizacgao.

Observou-se que o uso de elementos continuos quadraticos ou lineares com
pontos de carregamento internos levou a resultados comparaveis aqueles obtidos por

Portela et a/ [18]. Deve-se observar que [18] usou elementos descontinuos quadraticos.

Os resultados apresentados tiveram bom desempenho em comparagao aos
dados obtidos no trabalho de Portela et af [18] levando-se em consideragao os dados
apresentados em Civelek [13], em que neste trabalho se considera como a referéncia

principal de resultados.

Para os elementos lineares os resultados da discretizacdo com elementios

continuos sdo melhores que as outras discretizagdes. Ja no caso de elementos
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quadraticos a andlise feita apresenta melhores resultados com elementos

descontinuos.

Para a trinca interna inclinada, a situag@o de solicitacdo de trinca gque se
apresenta, & a de modo de trinca misto, ou seja, tem-se modos | e Il de trinca, portanto
os resultados obtidos sdo em relacéo a K, e K. Os resultados obtidos nas andlises séo
satisfatorios tanto para elementos lineares quanto para elementos quadraticos quando
comparados ao trabalho de Murakami [17] e de Portela ef al[18]. Na analise, os
resultados para o0s elementos quadraticos s@o otimos, com os dois tipos de
discretizagbes adotadas no exemplo, jA com o uso de elementos lineares a
discretizagdo com elementos descontinuos apresenta melhores resultados agueles com

elementos continuos.

Cumpre notar que as observacdes referentes aos dois casos foram rigorosas
porque o uso de elementos continuos lineares ou quadraticos apresentou resultados

muito proximos.

Na trinca em forma de v’ este comentario continua valido, porém de acordo
com K, e K; e usando as pontas A e B, chega-se a ligeira vantagem de um tipo de
discretizagdo, quando comparados ao trabalho de Murakami [17] e de Portela ef af [18].

Porém, cabe notar que o uso de elementos continuos permite menos avaliagao
do comportamento global dos deslocamentos e melhor qualidade quando se necessita
extrapolar os fatores de intensidade de tens&o para a ponta da trinca tendo em conta os

valores obtidos para deslocamento ao longo da superficie.

Assim, este trabalho sugere fortemente 0 uso de elemento continuo com a

estratégia aqui mostrada.
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