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RESUMO.

O presente trabalho estd divido em quatro partes.

Na primeira parte, utilizando o método dos elementos de contorno (MEC), se fez a anélise de
problemas bidimensionais com aproximacao linear. Foi considerada a possibilidade de se aplicar a
técnica de sub-regides para se levar em conta a diversidade de materiais, bem como a suavizagdo
do contorno por minimos quadrados para evitar a possiveis perturbacdes. Foi considerado a
possibilidade de colocacao de uma linha de carga no dominio.

Na segunda parte, utilizando o método dos elementos finitos (MEF), se fez a andlise linear de
porticos planos. Para este estudo foram utilizadas barras com dois nds e esses com trés graus de
liberdade.

Na terceira parte, a andlise eldstica linear de meios continuos (Estado Plano de Tensao
Generalizado) enrijecidos com elementos lineares (barras) é estudada fazendo-se um acoplamento
entre elementos modelados com o0 MEC e com o MEF. As fibras sdo modeladas pelo MEF com
elementos lineares de trés graus de liberdade por nd e quatro nds por barra. Os elementos planos
sio modelados pelo MEC com elementos isoparamétricos lineares no perimetro. E permitido o uso
de sub-regides com objetivo de generalizar o tratamento do meio eldstico.

Na quarta parte, utilizando o acoplamento MEF/MEF, se fez a andlise linear de pdrticos planos
sobre base eldstica. O acoplamento se da entre as barras do portico e as barras introduzidas como

enriquecedor no problema elastico bidimensional.
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Tendo em conta estes aspectos da formulacao desenvolvida, alguns exemplos sdo apresentados

para avaliacdo de seu desempenho nos problemas de engenharia.

Palavras-chave: Elementos de Contorno, Elementos Finitos, Minimos quadrados, Acoplamento

MEC/MEF.
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UNICAMP, Departamento de Estruturas.

ABSTRACT.

This paper is divided into four parts .

In the first part , using the boundary element method (BEM) , we did the analysis of two-
dimensional problems with linear approximation . We considered the possibility of applying the
technique of sub - regions to take into account different materials, as well as smoothing the contour
by least squares to avoid possible disturbances . We considered the possibility of placing a load
line in the field.

In the second part, the linear analysis for plane frames was carried out with the finite element
method (FEM). Bars with two nodes and three degrees of freedom were used in this study .

In the third part, the linear elastic analysis of continuous media (Generalized Plane Stress
problems) stiffened with one-dimensional elements (bars) is studied through between elements of
the BEM and the FEM. The fibers are modeled by FEM with three degrees of freedom linear
elements and using four-nodes. The plane domain is modeled with the BEM and using
isoparametric elements. The use of sub - regions in order to generalize the treatment of the elastic
medium is allowed.

In the fourth part , using the FEM / FEM coupling , a linear analysis of plane frames on elastic
foundation is carried out.

Some examples are presented to evaluate the formulation behavior engineering problems.
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Capitulo

1. INTRODUCAO.

1.1. REVISAO DA BIBLIOGRAFIA.

Na engenharia, os problemas fisicos sdo formulados através de um conjunto de equagdes
diferenciais onde, somente em alguns casos mais simples € possivel uma solucao analitica, caso
contrario, sao utilizados os métodos numéricos.

Entre os varios métodos numéricos, empregados na resoluc@o de problemas de engenharia,
devemos citar o método dos elementos finitos e o método dos elementos de contorno , como
0s principais.

O método dos elementos finitos (MEF), inicialmente proposto nos trabalhos de ARGYRIS
(1960), ADINI e CLOUGH (1961), MELOSH (1961) e outros, tem como idéia basica a divisao
do dominio do problema em um numero finito de sub-dominios, denominados de elementos
finitos, que sdo interligados através de pontos nodais.

Para cada elemento, € possivel definir de maneira aproximada as varidveis do problema e
escrevé-las como combinacgdes lineares das funcdes de interpolacdo multiplicadas por
parametros incégnitos. O comportamento de cada elemento € analisado de forma isolada através
de uma relagdo causa-efeito entre deslocamentos nodais e tensdes ou forcas e, posteriormente,
o comportamento global € estruturado de tal forma que se tenha um sistema de equacgdes
algébricas com coeficientes de rigidez ou flexibilidade. Com a defini¢do das condi¢des de
contorno e do carregamento da estrutura, o sistema de equacgdes € resolvido e as incdgnitas

basicas do problema sdo determinadas.



Atualmente, o MEF encontra-se em um estdgio bastante avancado, constituindo-se no
método numérico mais utilizado para solu¢do dos mais variados problemas de engenharia de
forma que, tem se mostrado como uma boa opg¢ao de célculo, principalmente nos problemas
com dominios finitos, ndo-homogénios, anisotrépicos e, também, no estudo do comportamento
ndo-linear.

O método dos elementos de contorno (MEC), inicialmente, foi conhecido como método das
equacdes integrais de contorno, pois os problemas eram resolvidos através de equagdes integrais
sobre o contorno do dominio. Posteriormente, BREBBIA (1978a e 1978b) tratou o método das
equagoes integrais de contorno de uma maneira mais conveniente, denominando-o método dos
elementos de contorno.

Na evolu¢do do MEC, encontram-se os chamados métodos indiretos onde as varidveis
envolvidas ndo sdo as variaveis fisicas do problema e, os métodos diretos nos quais a formulacao
€ desenvolvida considerando-se as varidveis reais do problema.

Em uma determinada estrutura, as equacdes integrais de contorno sdo transformadas em
equacgoes algébricas. O contorno do dominio é discretizado em uma série de elementos de
contorno e, 0 dominio em sub-dominios, nos quais sdo admitidas fun¢des de interpolagdo, tanto
para a geometria do elemento quanto para as varidveis envolvidas.

Os pontos de colocacdo sdo escolhidos em ndmero suficiente para se obter um sistema de
equacgdes determinado. Definindo-se o carregamento e as condi¢des de contorno da estrutura, o
sistema de equagdes € resolvido e as varidveis do contorno determinadas. A anélise de qualquer
ponto no interior do dominio € feita em funcao dos valores das varidveis, obtidos para os pontos

do contorno.



De acordo com TELLES e BREBBIA (1979, 1980a e 1980b), € possivel estudar o
comportamento nao-linear das estruturas através do MEC e resolver problemas elasto-plasticos
e visco-plasticos, empregando-se tensdes ou deformagdes iniciais.

VENTURINI (1982 e 1984) e VENTURINI e BREBBIA (1983 e 1984), utilizaram o MEC
para resolver problemas geotécnicos, considerando o comportamento pléstico, visco-plastico e
materiais rochosos sem resisténcia a tracao e, também, com descontinuidades.

O MEC se apresenta como uma boa opcao de cédlculo em problemas de dominios infinitos,
semi-infinitos e regides de grande concentracao de tensdes, entretanto, sua utilizagcdo na anélise
de problemas de engenharia ficaria restrita se ndo permitisse a combinacdo entre partes de
diferentes naturezas, tendo muitas vezes também que serem tratados por métodos numéricos
diferentes.

A idéia da combinacdao do método dos elementos de contorno e o método dos elementos
finitos parece ter sido utilizados, inicialmente, em 1972 por McDONALD e WEXLER, para
andlise de problemas na area de engenharia elétrica e em 1974 por CHEN e MEI em mecanica
dos fluidos.

Os trabalhos de ZIENKIEWICZ et al (1977), SHAW e FALBY (1977) e de OSIAS et al
(1977), foram os primeiros a tratar s6lidos onde uma parte € analisada via elementos de contorno
e o restante do dominio € discretizado e analisado pelo método dos elementos finitos.

BREBBIA e GEORGIOU (1980) analisaram problemas bidimensionais através da
combina¢do MEC-MEF. O programa desenvolvido combina elementos de contorno constantes
com elementos finitos quadréticos e, embora esta combinagdo nao seja totalmente compativel,

foram obtidos bons resultados.



WOOD e CREED (1982) estudaram a interacdo solo-estrutura apresentando resultados da
analise de uma plataforma “off-shore” apoiada em fundacao composta por estacas.

MITSUI (1985) apresentou um esquema de combinagdo MEC-MEF utilizando-o no estudo
de problemas elasto-dinamicos bidimensionais.

BEER (1985 e 1986) analisou problemas geomecanicos de dominio infinito, modelando-se
as regides de comportamento pldstico através do método dos elementos finitos e as regides de
comportamento eldstico através do método dos elementos de contorno.

KOBAYASHI e MORI (1986), DANGLA (1988), ESTORFF e KAUSEL (1989),
estudaram problemas de interac@o solo-estrutura onde fizeram uma andlise estética e dindmica
para os casos bidimensional e tridimensional.

ZAILU e JIGUANG (1987) mostraram que a combinagdo MEC-MEF € vantajosa em
relacdo ao MEF, no estudo de tensdes em vigas de alma esbelta e estruturas celulares compostas
de placas finas na regido onde existe grande gradiente de tensdo.

CEN e DU (1987) aplicaram a combinagdo MEC-MEF em problemas com dominios de
formas geométricas complexas.

RAMALHO e VENTURINI (1990) e RAMALHO (1990), analisaram no caso estatico,
estruturas interagindo com o meio continuo onde o solo € modelado pelo MEC e, uma sapata
rigida € utilizada como artificio para determinar as constantes de mola dos vinculos da estrutura
global que € tratada pelo MEF.

CODA (1993) apresentou uma formulacao tridimensional dindmica transiente para a anélise
especifica da ligacdo estrutura-solo, onde a estrutura (casca, barra) ¢ modelada pelo MEF e o

solo, admitindo-se comportamento eléstico linear, € modelado pelo MEC.



FERRO e VENTURINI (1991 e 1992) e FERRO (1993) aplicaram a combinacdo MEC-
MEF para analisar a interacdo entre estacas e o solo. As estacas sao consideradas como
elementos de barras e modeladas pelo método dos elementos finitos e, o solo como um dominio
infinito, tridimensional, homogéneo eldstico linear é tratado pelo método dos elementos de
contorno. Com isto, resulta um sélido infinito tridimensional enrijecido.

FOLTRAN (1999) estuda problemas planos em regime eldstico e elasto-plastico pelo
método dos elementos de contorno, onde ele propde o uso de expressdes analiticas para as
integrais sobre o contorno para elementos isoparamétricos lineares. Inclui também expressoes
analiticas para o tratamento de carregamentos de dominio com células lineares.

LEITE, CODA e VENTURINI (2003) apresentam um estudo bidimensional de sélidos
refor¢cados com barras usando o método dos elementos de contorno. Estes reforcos feitos por
fibras sdo feitos com sub-regides onde € realizada uma redugdo dos graus de liberdade do
contorno através de uma aproximacdo linear de deslocamento da secdo transversal do
enrijecedor. Fazendo a integracdo da solucdo fundamental de Kelvin de forma totalmente
analitica, tanto para as integrais singulares como para as nao singulares.

FERNANDES e VENTURINI (2002) e FERNANDES (2003), também aplica a técnica de
reducdo de graus de liberdade no acoplamento MEC-MEC, para problemas em placas.

De forma semelhante, LOVON (2003), MACIEL (2003) obtiveram a integracao
totalmente analitica da solu¢io fundamental de Kelvin, LOVON (2003) empregando-as para
andlise de erro em modelos auto-adaptativos e MACIEL (2003) utilizando também de forma
analitica as equacdes dos gradientes de tensdo para estudo de problemas de fissuras.

BOTTA e VENTURINI (2003) desenvolve o acoplamento MEC-MEF em chapas,

estudando problemas de contato, na interface entre o dominio e o enrijecedor, e ainda para



minimizar perturbacdes indesejaveis nos resultados nesta interface € aplicada a técnica de
suavizacdo do contorno com minimos quadrados. Este trabalho ainda trata de problemas de
localizagao.

BOTTA (2003) estuda o acoplamento MEC/MEF para modelar o meio continuo com fibras.
Para isso o autor utiliza uma técnica com minimos quadrados para reduzir o nimero de equacgdes
do problema, geradas a mais do que o nimero de incégnitas em funcdo da adog¢do de diferentes
aproximacdes polinomiais para aproximar deslocamentos e for¢as nas fibras. O autor
desenvolve uma formulacio ndo-linear com o método dos elementos de contorno para anélise
numérica de s6lidos danificados, considerando-se o fendmeno da localiza¢do de deformagdes.

WUTZOW (2003) aplica a formulacao linear do MEC para meios elésticos enrijecidos. O
método do acoplamento entre 0 meio continuo e o enrijecedor € abordado de duas maneiras: A
primeira utilizando sub-regides e a segunda, condensando as varidveis de contorno para a linha
central do enrijecedor, que juntamente com a integracdo analitica dos termos da equacgdo
Somigliana apresentam segundo o autor, bons resultados, eliminando perturbacdes em
enrijecedores finos. O autor ainda apresenta a técnica de suavizacdo por meio de minimos
quadrados como alternativa para melhorar oscilacdes de forcas ocorridas na superficie de
contato.

FERNANDES (2003) apresenta uma formulagcdo do MEC, onde considera vigas como
sendo uma variacdo da espessura da placa. Os enrijecedores, neste caso as vigas, sao
apresentadas por seus eixos médios, a fim de reduzir o nimero de graus de liberdade do
problema.

ALMEIDA (2003) e RIBEIRO (2005) utilizam a solu¢do fundamental de Kelvin, para a

modelagem do solo tridimensionalmente pelo MEC. A superestrutura ¢ modelada pelo MEF,



sendo composta por elementos planos e reticulares com seis graus de liberdade por n6. A fim
de evitar recalques diferenciais significativos, o autor aborda a importancia em considerar a
superficie de deslocamento nulo ou nio.

WAIDEMAM (2007) propde uma formulacao do MEC, com campos de tensdes iniciais,
consistindo assim em uma alternativa a forma cldssica de tratamento de problemas desse género,
que € por sub-regides, para a andlise de placas enrijecidas, considerando-se ndo-linearidades
fisica e geométrica.

De forma semelhante AZEVEDO (2007) apresenta uma formulacao alternativa do MEC o
com campos de tensdes iniciais. O autor propde a inclusdo de dominios anisotropicos em
meios isotropicos, ou ainda, o estudo de dominios completamente anisotrépicos.

RIBEIRO (2009) apresenta um estudo do acoplamento solo-estrutura, onde o macico €
considerado ndo-homogénio, ampliando a técnica proposta por VENTURINI (1992). O autor
emprega a solucdo de Kelvin e uma técnica alternativa que € baseada no relacionamento das
solugdes fundamentais de deslocamento dos diferentes dominios, permitido que sejam
analisados com um unico s6lido sem a necessidade de equacgdes de equilibrio e compatibilidade.
O acoplamento MEC/MEF ¢ feito transformando as cargas de superficie do MEC em
carregamentos nodais reativos no MEF.

KZAM (2009) utiliza o MEC para andlise de problemas da mecanica da fratura. O autor
propde a utilizagdo de elementos de contorno curvos de qualquer ordem, através dos polindmios
de Lagrange. Destaca-se ainda a técnica de subtragdo de singularidades para utiliza¢do de pontos
fonte sobre o contorno do problema.

ROCHA (2009) realiza o acoplamento MEC/MEF para o estudo de meios eldsticos

bidimensionais enrijecidos considerando modelo de aderéncia no contato € um estudo sobre



erros de integracdo numérica. O autor utiliza os minimos quadrados para tentar melhorar a
qualidade das respostas, mas segundo o autor, esta técnica ndo € suficiente para suavizar as
oscilagdes de forca de superficie nos extremos dos elementos acoplados.

SILVA (2010) desenvolve uma formulacao alternativa para o acoplamento MEC/MEEF para
andlise ndo linear geométrica de estruturas reticuladas ligadas a meios continuos bidimensionais
heterogéneos, aplicado a problemas de interacdo solo-estrutura. O autor utiliza uma
generalizagdo do grau de aproximagao dos elementos através dos
polindmios de Lagrange, o que permite a utilizacio de elementos curvos de alta ordem e utiliza
ainda a técnica dos minimos quadrados para reduzir as oscilacdes de forcas de
superficie no contato.

O método dos elementos finitos € o0 método dos elementos de contorno sdo duas técnicas
numéricas amplamente difundidas e de grande aplicacio em problemas relevantes da
engenharia. A principal vantagem de combinacio MEC-MEEF € a possibilidade de se utilizar o
método mais apropriado para cada sub-estrutura. Uma desvantagem que se destaca sdo as
dificuldades encontradas no tratamento do sistema de equacdes, onde do MEF resulta uma
matriz simétrica e do MEC uma matriz cheia e ndo simétrica.

As equagdes sdo escritas para cada uma das duas sub-estruturas e o acoplamento é executado
impondo-se o equilibrio das forcas de superficie e a compatibilidade dos deslocamentos nos
pontos de interface MEC-MEF.

Dois procedimentos podem ser utilizados para montar o sistema de equagdes. O primeiro
consiste em tratar a regido do MEC como elemento finito transformando-se adequadamente as
matrizes, sendo o sistema de equacdes montado para o MEF. No segundo, o MEF ¢ tratado

como um elemento de contorno manipulando-se as matrizes de modo a serem implementadas



no sistema de equacdes montado para o MEC. A utilizacdo de outro procedimento depende

basicamente de qual sub-estrutura, MEF ou MEC € predominante.

1.2. OBJETIVOS DESTE TRABALHO.

Este trabalho tem como objetivo principal utilizar a combinagdo MEC-MEF para se
determinar os esforcos solicitantes em um portico plano, apoiado sobre um meio continuo e
elastico, considerando a anélise linear.

Entretanto outros objetivos foram estabelecidos. O primeiro foi desenvolver um programa
orientado a objeto que pudesse auxiliar a na entrada e saida de dados e com isto tornar a
utilizagdo do método dos Elementos de Contorno e Método dos elementos finitos mais
amigdveis. O segundo foi desenvolver uma rotina para se fazer a discretiza¢do do contorno para
aplicacdo dos elementos de contorno. O terceiro foi o desenvolvimento de uma rotina para
solucdo de sub-regides. O quarto e ultimo foi o desenvolvimento de uma rotina para resolver
dominio enrijecido com barras, aplicando a técnica dos minimos quadrados para se evitar

possiveis perturbacoes.

1.3. JUSTIFICATIVA.

Nas ultimas décadas a andlise estrutural vem sofrendo indmeras modificagdes. Os
projetistas passaram a automatizar os cdlculos e paralelamente o meio cientifico e académico
vem tentando entender cada vez melhor o comportamento das estruturas.

As estruturas de concreto armado ou de aco sao dimensionadas até hoje, com raras excegoes,
sobre apoios indeslocaveis, este modelo de cdlculo € um modelo simplificado, e ndo representa

arealidade, pois, o solo, base de apoio, é deslocavel. O deslocamento do apoio pode afetar toda



a estrutura, sendo assim, a andlise solo-estrutura torna-se cada vez mais importante e necessaria,

principalmente em grandes obras e em solos heterogéneos.

1.4. METODOLOGIA DE TRABALHO.

Para a realizacdo deste trabalho fez-se um programa de computador utilizando as linguagens
DELPHI® e FORTRAN®.

Com o intuito de tornar a utilizacdo mais amigavel fez-se um pré e um pds- processamento
em DELPHI®. Este programa além de contar com uma tela que faz o gerenciamento de tudo,
possui um moddulo de desenho assistido por computador, ou seja, utiliza um médulo semelhante
a0 AUTOCAD® para fazer a entrada de dados e fazer a visualizagdo dos resultados.

Todas as informacdes utilizadas no programa feitas em DELPHI® foram gravadas ou lidas
a partir de bancos de dados ou de arquivo de documentos ndo formatados — txt. Para o caso
particular do modulo grafico, os dados sdo gravados e lidos a partir de um arquivo de
documentos ndo formatados que contém informacdes como coordenadas dos nds, incidéncias e
caracteristicas fisicas das barras.

Além do gerenciamento e do médulo grafico o programa permite manipular e visualizar os
dados em forma de tabelas e de forma grafica, onde todas as informacdes podem ser impressas.

Fez-se um gerador de malha em FORTRAN® para facilitar a discretizacdo das pecas.
Apesar de que para os métodos dos elementos de contorno haver a necessidade de discretiza¢io
apenas do contorno, o gerador faz a discretizacdo do dominio para que se possa fazer os graficos

em forma de iso-valores.
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Para o processamento foi utilizado a linguagem FORTRAN®, por se tratar de uma
linguagem matemdtica, este processamento faz a leitura da entrada de dados e grava as respostas
em um arquivo de documentos ndo formatado — txt e resolve:

e Problemas elésticos bidimensional utilizando o método dos elementos de contorno com
ou sem sub-regides, bem como a utilizacdo sub-elementos para melhorar a solucdo de
integracdo numérica;

e Problemas elésticos bidimensional utilizando o método dos elementos de contorno mais

minimos quadrados. As equacdes extras podem ser geradas a partir da colocacao do ponto

fonte em cima da barra ou fora dela;

e Problemas elésticos bidimensional utilizando o método dos elementos de contorno com
o uso de enrijecedores de barras com trés graus de liberdade por né e quatro nés por
barra;

e Andlise de pdrtico plano considerando andlise linear em conjunto ou ndo com os itens
anteriores.

Fez-se também um programa, em MATHCAD®, que se encontra no anexo A que faz a
deducdo das fun¢des de forma e das matrizes de rigidez e de carregamento para um ndmero

qualquer de pontos sobre a barra de Portico ou Treliga.
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Capitulo

2. TEORIA DA ELASTICIDADE. 2

Neste capitulo serdo apresentados alguns dos conceitos basicos da teoria da elasticidade,
baseados em TIMOSHENKO & GOODIER (1980). Estes conceitos servirdo para uma melhor

compreensdo deste trabalho.

2.1 ELEMENTOS DE ALGEBRA.
2.1.1. Notacao Indicial.

Foi introduzida por Einstein para denotar grandezas em espagos de dimensoes superior a 3.

A notacdo indicial € bastante util quando se quer escrever grandes equacdes de forma
compacta € uma notagdo vantajosa e frequentemente encontrada, sendo assim, ela serd bastante
utilizada neste trabalho.

a) Definicdo.

Um conjunto de varidveis X, y, z € geralmente denotado por x; (i = 1, 2, 3), um sistema de
notacdes utilizando indices e definido como notag@o indicial. O intervalo do indice deve ser
sempre fornecido.

b) Somatorio.
Considere a equagao geral do plano:
ax+by+cz+d=0 (2.1

Podemos escrever em notacdo indicial a Equacido (2.1), ficando:

a X+ arxo+azxz3=-d (2.2)
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Escrevendo a Equacdo (2.2) de forma compacta, temos:

Liaix =—d =

Ou simplesmente a Equacao (2.3) fica:

a;xj=-d 2.4)

A repeti¢do de um indice num termo representard um somatdrio com respeito a este indice
num intervalo de variac@o. Este indice por se repetir € chamado de indice mudo ou repetido.
Quando o indice aparece somente uma vez como € o caso do j da Equacgdo (2.5) é chamado

de livre e indica o nimero de equacoes.

G= aini (2.5

¢) Diferenciacdo.
As operacoes de diferenciagdo também podem ser representadas por notacdo indicial. A

virgula acompanhada por indices representa a derivada com relagdo as coordenadas referidas a

estes:
ofi _
ox; fij (2.6)
0%f;
—Jl — Ff . 2.
axjaxk f;"]k ( 7
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2.1.2. Delta de Kronecker.

O delta de Kronecker € um operador linear denominado por §;; , onde:

jo

lsei=j
0;; = 2.8
Y |0sei #]j (:8)

Para o espaco bidimensional os indices i e j variam de 1 a 2 e para o espaco tridimensional

dela3.

2.2. INTRODUCAO.

Para as defini¢cdes aqui apresentadas serdo consideradas verdadeiras todas as seguintes
suposicoes:

e Considera-se o material eldstico-linear.

e Considera-se pequenos deslocamentos e rotacoes.

e Admite-se material homogéneo, continuo e isotrépico.

Analisar uma estrutura com as caracteristicas descritas acima, em qualquer um de seus
infinitos pontos, representa verificar através dos fundamentos fisicos, os campos de
deslocamentos, tensdes e deformacdes, para um dado condicionamento externo de
carregamento e de vinculagc@o no seu contorno.

O problema eldstico, portanto, fica formulado mediante equagdes diferenciais e algébricas,
descritas a seguir:

e 3 equagdes de equilibrio;

e Orelagdes deformacao-deslocamento;

e Orelagdes tensdo-deformacao.
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Equacdes estas que envolvem varidveis independentes X, y, z que sdo:

e 6 componentes de tensao;
e 6 componentes de deformacao;

e 3 componentes de deslocamento.

As varidveis com suas componentes para um problema tridimensional que satisfaz as

suposicdes acima sao:

e Deslocamento:

Em notacdo indicial:

u = U; (l = 1,3)

e Forca de massa ou volumétrica:

Em notagdo indicial:
b=b;(i=13)
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e Forga de superficie:

Em notagdo indicial:

P=P (i=13)

e Deformacao:

(¢ Yo Pz
x 2 2
- Vyx Vyz
|
Yox  Vay
\ 2 2 €z )

Em notagdo indicial:

§=€”(l=1,3,]=1,3)

e Tensao:
o, T, T,
O = Tyx (Ty Z'yz
sz 2y GZ
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Em notagao indicial:
g=o0;(i=13;j=13)
Os problemas da teoria da elasticidade se dividem basicamente em dois planos:
) Os problemas de estado plano de tensdes;
) Os problemas de estado plano de deformacdes;
O estado plano de tensdo € caracterizado por elementos em forma de chapas planas, com
uma das dimensdes do corpo for muito menor que as outras duas, com carregamentos constantes

no seu plano, entdo se supdem que as tensdes ao longo da terceira direcdo s@o nulas;

O, =Tyxz =Ty; =0 (2.9

E o estado plano de deformagdes € caracterizado por elementos que possuem a sua dimensao
no eixo z, muito maior que no plano x-y. As cargas sdo paralelas ao plano x-y e ndo variam no
eixo z, entdo se supdem que todas as secdes transversais estdo com as mesmas condi¢des, sendo
assim pode-se considerar que os deslocamentos e, portanto, as deformacgdes na direcdo de z

serdo nulas.

€ = Vxz = Vyz = 0 (2.10)
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2.3. EQUACOES DE EQUILIBRIO (Navier).

FIGURA 2.1 — Elemento infinitesimal.

Se tais condi¢des abaixo forem satisfeitas, o elemento da FIGURA 2.1 esta em equilibrio

em qualquer um de seus pontos.

De acordo com a FIGURA 2.1 temos:

0
60‘x+ Txy+5’)%+bx=o
Ox 0z
or oo or
4+ —+—=2+Db =0
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Em notacdo indicial:

0, b =0 (i,j=13) (2.14)

Onde:

0ijj - Sao tensoOes internas;

b; - Sdo forgas externas por unidade de volume;

FIGURA 2.2 — Forgas de superficie.

De acordo com a FIGURA 2.2 temos as condi¢des de contorno dadas pela Férmula de

Cauchy:

P, = o1 (2.15)

20



Onde:

Oji - Sao tensdes internas;

P; - Séo forgas externas por unidade de superficie;
nj- Sao os co-senos diretores;

Considerando também, o equilibrio de momentos:

Gij - Gji ’ Txy - Tyx > Tyz zy 7x Xz

2.4 RELACOES ENTRE DEFORMACAO E DESLOCAMENTO.

(2.16)

A deformacio € a variacdo dos deslocamentos em relacdo ao espaco cartesiano, descricao

Lagrangeana, assim:

Gux
Ex™ ox
ou
Y
gy - ay
auz
EZ = aZ
— au}c au}’
Yo =5y T ax
B Ouy +%
& 0z 0Oy
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Ve =%t
0z Oox (2.22)
E pela notacao indicial:
1 8ui ﬁuj
i A +
To2{ox, Oox
(2.23)
1
81] = E(Ltl.’j +1/tjl)
(2.24)

2.5 LEI DE HOOKE GENERALIZADA.

Na teoria da Elasticidade a relacdo linear entre tensdo e deformacdo é chamada de lei de

Hooke Generalizada.

Para materiais isotrépicos a relacio € dada por:

O, = Cijkl Eu (2.25)

Onde Cjjiq € um tensor de quarta ordem, contendo as propriedades eldsticas do material.

Podemos simplificar o tensor Cjji reduzindo-o a apenas duas constantes com as suposigdes
feitas jJd@ mencionadas. Em geral as constantes sdo:

E — Médulo de elasticidade longitudinal;

v - Coeficiente de Poisson;

Assim pode se escrever a relacio tensdo deformagdo como sendo:
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(2.26)
Onde:
P 2Gv
1-2v
(2.27)
E
G =
2(1+v)
(2.28)

As expressoes (2.27) e (2.28) sdao as chamadas Constantes de Lame, e sdo validas para estado
plano de deformacdo e tridimensionais, para problemas planos de tensdo serd mostrado adiante.

Podemos colocar a deformagdo em funcdo da tensdo invertendo a expressao (2.26) que
resulta na expressao (2.29) abaixo:

g. = ! (0' Y o 5)
i A~ i 7 YkYi
2G 1+v (2.29)

2.6. EQUACOES DE NAVIER.
A Equacdo (2.30) representa a equacao diferencial em tensdes, que pode ser escrita em

func¢do dos deslocamentos, também conhecida como Equacdo de Navier.

1

—u‘..+u...+ﬁ20
(i—2n)" M TG

ihj=1.3 (2.30)
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Capitulo

3. METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO. 3

Neste capitulo serdo apresentados conceitos e formulacdes sobre o método dos elementos

de contorno encontrados em BREBBIA(1978) e FOLTRAN(1999).

3.1. GENERALIDADES.

O método dos elementos de contorno € um método numérico, assim como o método dos
elementos finitos, utilizado para resolver equagdes integrais. Pode ser obtido de vérias formas,
como por exemplo, através do teorema da reciprocidade de Betti ou através do método dos
residuos ponderados. Neste trabalho utilizard do teorema da reciprocidade de Betti.

O MEC possui vantagens e desvantagens em relacio aos outros métodos. Como vantagem
pode citar: Melhor solu¢do para problemas infinitos, eficiéncia comprovada em zonas de
concentracdo de tensdes, menor trabalho computacional, menor nimero de equacdes a serem
resolvidas e simplificagdo dos dados de entrada. Como desvantagens tém uma matriz cheia e
ndo simétrica e exige solu¢do de integrais singulares.

Seja um estado de equilibrio sob a acdo de cargas ou deslocamentos:

XY

FIGURA 3.1 — Corpo em equilibrio.
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As condi¢des de contorno para o problema da FIGURA 3.1 podem ser:
e Condig¢des de contorno essenciais: Estas condi¢des equivalem no problema eldstico aos

deslocamentos.

u=1u 3.1

e Condig¢Oes de contorno naturais: equivalem as forcas de superficie:

P=P (3.2)

Considerando uma regido exterior a regiao da FIGURA 3.1, ela também estd em equilibrio.

FIGURA 3.2 — Regido em equilibrio.

Aplicando a Lei de Hooke Generalizada nos dominios da FIGURA 3.2 temos:

oy = Chéu

(3.3)

%y = Ciuu (3.4
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Multiplicando a Equacdo (3.3) por s}*j:

Oijgij = Cijklgklgij = 5k1 ((:klijglj)

(3.5)
Sabe-se que:
Cijkl = Cklij (3.6)
Substituindo a Equacdo (3.6) e Equacgdo (3.4) na Equacao (3.5), chegamos:
0,&; =&y (Cklijgij): €uOu 3.7)
A partir da Equacao (3.7) podemos escrever:
0,6,dQ= [ 0,5,dQ

Podemos escrever a Equacgao (3.8) em termos de deslocamentos fazendo a substitui¢ao das

deformacdes pela expressao (2.24).

fQ, O'{kj.ui,j dQ = fQ crij.u;j dq) 3.9

Integrando por partes ambos dos lados da Equacao (3.9) e utilizando a equacdo de equilibrio

(2.24) juntamente com a equac¢do de Cauchy (2.15), chega-se na expressao:

[ bludx+ [ pludr = bujd+ [ pu;dr (3.10)
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A Equacgdo (3.10) corresponde ao segundo Teorema de Betti.
Se considerarmos b* como forcas concentrada aplicadas em um ponto s em cada uma das
direcdes, temos:

b; = &6(s,q) 0k, 3.11)

&(s, q) é a fungdo Delta de Dirac representada por:

6(s,q) =0 ses+q

5(s,q) = wses =g 12
Substituindo a Equacdo (3.11) em (3.10) obtemos:
u;(s) = [.uj; (s,@)P;(q)dr(q) — [P} (s, @)u;(@)dT (q) + [, ui; (s,q)b;(q)d2(q)

(3.13)

A Equagdo (3.13) é conhecida como Identidade Somigliana para deslocamentos e permite

calcular os deslocamentos nos pontos internos a partir dos valores obtidos para o contorno.

3.2. SOLUCOES FUNDAMENTALIS.
Em um corpo deformével com dominio Q e um contorno I, para um ponto qualquer S, as

equagdes de equilibrio em fun¢do dos deslocamentos € representada por:

k G %
Gugjj+—-uj;; +6(s,q)P =0 (3.14)

Existem solugdes diferentes que podem ser empregadas, que variam tanto em relagdo a

regido como as condi¢cdes de contorno. Neste trabalho serd utilizada somente a solucdo
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fundamental de Kelvin que corresponde a acdo no ponto “q” (ponto campo) devido a uma

(193]
S

aplicagdo de uma carga unitaria no ponto “s” (ponto fonte ).

3.2.1. Solucio fundamental de Kelvin.

Admite-se de acordo com a FIGURA 3.3 um dominio Q* e um contorno I'*

‘-=(S -Q)

r*—> o0
X2

FIGURA 3.3 — Solucdes fundamentais.

Resolvendo a Equacdo (3.14) e admitindo estado plano de deformacio, obtém-se a seguinte

solug@o fundamental para os deslocamentos:

* 1

Ui = smea—v) [-3 —4v)In(R)6;; + R;R | (3.15)
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Utilizando as relagdes da teoria da elasticidade ja4 apresentadas chega-se a solucdo
fundamental para a deformacio (Equacdo (3.16) ), para a tensdo ( Equacdo (3.17) ) e para as

forcas de superficie (Equacao (3.18)):

" -1
€ijk = graamyyn |1 2 Ricdyy + R y8u)=R B+ 2R (R R ]
(3.16)
_ -1
ik = mmmn |1 = 2Ry + R;8u) =R 8 + 2R iRj R ]
(3.17)
i -1
my=gg;§K1—ZWU%&f+RWV‘Rmﬂ+ZR£”Rd
(3.18)

Onde:

e R ¢ adistancia do ponto fonte (s) até o ponto campo (q);

or _orox ordy

—_ = 4+ —
on 0Oxon Oyon

b )

Para estado plano de tensdo basta substituir, nas equagdes anteriores o v por um valor

v

aparente V= —
1+v

3.2.2. Equacio integral de contorno.

Quando o ponto fonte estd sobre o contorno ocorre uma singularidade do tipo 1/,« como

pode observado nas Equagdes (3.17) e (3.18).
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Com o intuito de eliminar a singularidade utiliza-se de um artificio que soma ao contorno
um semicirculo de raio infinitesimal € de acordo com a FIGURA 3.4, fazendo com que o ponto

fique interno.

°q

X24 ——L

FIGURA 3.4 — Ponto de carga s no contorno.

Sendo assim € possivel resolver a equacdo integral (Equacao (3.13)) fazendo:
w(s) = lim [ (5, )P (@)dr(@) —lim f. P (5, @) (@)dr(@) +

lim [, ui; (s, 4)b;(q)d(q) (3.19)

Resolvendo adequadamente os limites da expressao (3.19) encontramos a Somagliana para

pontos de contorno:
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() = | i (5,) P(@)r - fr Py D w@dr+ [ UG . 0b: (@40
9]

T
Os coeficientes de “c” podem ser expressos Matricialmente por:
_[05 0 . )
° ¢ =| 0 o 5] - Para pontos no contorno sem angulosidade;
_0 0 .
°* =] 0 0] - Para pontos fora do dominio;
* (= (1) 2] - Para pontos internos;
o cos(2y )sin(ar) sin(2y )sin(c)
l2r 4n(l-v) 4z(1-v)
sin(27/)sin(a) a cos(27)sin(a)
4r(1-v) 27 4r(1-v) - Para contornos com angulosidades;
¥ =
b
g
s
I

FIGURA 3.5 — Angulos do ponto s pertencente ao contorno com angulosidades.

(3.20)

Tendo em conta a solugdo de problemas planos, a solu¢do para carga unitdria em dominio

planos, andloga a de Kelvin, LOVE (1984) para problemas tridimensionais.
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O vetor de forgas de dominio b; pode ser empregado para tratar o efeito de uma linha de

cargas (fj) , sendo assim a Equacdo (3.20) pode ser escrita:

cij(SIuy = [ uj; Pdl — [ Pjwdl + [ f; uj;drf (3.21)

3.3. EQUACOES ALGEBRICAS.

As equagdes integrais descritas anteriormente, apresentam solucdes analiticas ndo muito
simples de se resolver, tornando-se recomendavel um procedimento numérico. Neste item as
equacdes integrais se transformaram em um sistema linear de equagdes algébricas.
Teoricamente € possivel escrever-se infinitas equagdes algébricas em pontos dentro e fora do
dominio.

De acordo com a FIGURA 3.6 podemos discretizar o contorno em segmentos de retas onde

se precisa saber apenas a coordenada inicial e final da barra.

FIGURA 3.6 — Discretizagdo do Elemento de Contorno.

Na discretizagdo do contorno I' , sdo utilizados pontos simples e pontos duplos, FIGURA
3.7 (a) e (b) . Quando o ponto pertence a dois elementos consecutivos ¢ denominado ponto

simples, caso contrério sdo considerados pontos duplos.
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Os pontos duplos possuem a mesma posi¢cdo geométrica, porém, pertencem a elementos de

contorno diferentes, e permitem considerar descontinuidade de forcas de superficie.

L4

K

- Elemento
—> Elemento

> né K> no

FIGURA 3.7. (a) — Elementos com nés continuos , (b) Elementos com nés descontinuos

Admite-se uma funcdo aproximadora linear, de acordo com a FIGURA 3.8, para definir a

geometria dos elementos de contorno.

ol

FIGURA 3.8 - Funcdes aproximadoras lineares.

As coordenadas de um ponto qualquer Q, FIGURA 3.9 , pertencente ao contorno, sao

escritas em termos de fungdes aproximadoras e de valores nodais.
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X;(@) = dm(@X™ = o1 (@)X + P2 (@)X (3.22)

Onde:
j — Direcao dos eixos;
m — ponto utilizado na aproximacao;

k — nimero do elemento considerado;

Com as devidas aproximacdes das varidveis, a equacao integral dos deslocamentos de um

determinado ponto (s) do contorno (Equacdo 3.21), € discretizada da seguinte forma,

cijuy = X2 Jp wijpidl — X35 [, pijwdl + X525 [ wi; f;dT (3.23)

Onde u e p sdo expressos em fungdes aproximadoras:

uf = U (3.24)
pf = PP (3.25)

O indice k representa o elemento, m o nd, j a direcio da componente e @,, a fungio
aproximadora.
Neste trabalho serd adotado tanto para os deslocamentos quanto para as forcas uma

aproximacao linear, sendo assim @,, fica expresso por:

Om = [01 O] (3.26)
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Onde @, e @, serao:

P, = = (3.27)

13

@, = (3.28)

Substituindo as Equagdes (3.24) e (3.25), em (3.23):
ey = = N5 (J, PidmdDy) U + X35 (J, UbmdDy) PP+ SN (f, Ujbmd ) £

(3.29)

As integrais que aparecem na Equagdo (3.29) podem ser resolvidas numericamente ou

analiticamente, na sequencia sao mostradas as formulagdes dos dois procedimentos:

3.4.INTEGRAIS COM RELACAO AOS ELEMENTOS DE CONTORNO.
3.4.1. Integrando numericamente: Deslocamentos-[ H],[ G ]e[S].
Para o ponto (s) ndo pertencente ao elemento de contorno I'e que estd sendo integrado,

FIGURA (3.9), utiliza-se um procedimento numérico no calculo das integrais.
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[ xi{s} , xa(s]]

dTa(Q) = U2 €& (Q)

X1

FIGURA 3.9 — Elemento de integracao com aproximacao linear.

Sendo assim as integrais da Equacgdo (3.29) sdo expressas por:

Gy = [ wdl = ﬁ J. [-B = 4)In(R)8;; + R;R j]dr (3.30)
Gij = 1o * S~ B — ) In(Rig)8u + RR j]wig) (3.31)
Hjj = J. p"dl (3.32)
Hyj = s fp 5[ = 20)(Rady + Rjmi = Riny) + 2R R;Ry |dr

(3.33)
Hyj = s Tlg {é[u —2v)(R, 8 + Rm; — Rymj) + 2R,l-RjRn]wig}

(3.34)

Para se determinar a matriz S, o elemento de contorno I'c passa a ser a linha de carga no

interior do dominio, explicitada por:

Sy = wdr = L ) Jr [-B = 4v)In(R)6; + R;R ;]dT (3.35)

8mG(1—-v

37



Os indices ‘1’ e ‘j° representam respectivamente o sentido da for¢a no ponto S e o sentido
da reacdo no ponto Q.

Para um dominio 2D os indices i e j podem variar,

Variando os indices temos:

Gll GlZ

G =[G21 Gzz] (3.36)
Hll H12

H = ;21 sz] (3.37)
511 512

o e (3.38)

3.4.2. Integrando analiticamente: Deslocamentos - [ H],[G]e[S ].
De acordo com FOLTRAN (1999) quando o ponto pertence ao elemento, as integrais

devem ser avaliadas em termos do valor principal de Cauchy. Esta situacdo esta representada

na FIGURA 3.10:

FIGURA 3.10 - Ponto de colocagdo pertencente ao elemento.
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A formulacdo para esta situa¢ao da matriz h é:

hi, = _4n1(12:)L [bl ( ) L] (3-39)
hi = 4n1(12:)L[ aln () ] (3.40)

As equagdes Equacdes (3.39) e Equacao (3.40) podem ser utilizadas para calcular a
matriz h tanto para nés continuos quanto para nds descontinuos.
Quando o ponto estd sobre o né inicial ( a=0 )ou final ( b=0 ) a formulagdo € utilizada

para nds continuos, sendo assim substituindo a=0 na Equacao (3.39) ,

hl, = 41(1—2” [b In(b) — L] (3.41)
1-2v

h?, = ~ iy (3.42)

Substituindo b = 0 na Equacao (3.40) ,

1-2v

h%z = —m (3.43)

2 1-2v
hiz = — oy lain(@) — L] (3.44)

(13 )’

Para valores de e “b” diferentes de zero a formulagdo € utilizada para n6s descontinuos.

Trocando o sentido da forca no ponto S as equagdes anteriores podem ser expressas:
1 _ 1
hz1 = —hy; (3.45)

h3, = —hi, (346)
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Para as matrizes G;; e S; j » tanto para nés continuos quanto para nos descontinuos

i
temos

Gl = gy (Tl = 853 = 4v) [In(a®*2e0p%) — L (2 + b )|} (3.47)
GE = 1o (1 o {rl 12— 6,;,(3— 4v) [ln(bb2+2abaa) ~L (g + a)]} (3.48)
Sk = mm o —— {112 — 5,3 — 4v) |In(a®’+292p?) — L (£ + )|} (3.49)
St = 1om (1 o ——{r12 - 5,3 — 4v) |In(b**+292a%) — L ( + a)|} (3.50)

O indice sobrescrito de G, H e S representam a func¢ao aproximadora e os indices ‘i’ e

‘> representam respectivamente o sentido da forca no ponto S e o sentido da reacdo no ponto

3.4.2.1. Mudanca de varidvel.

Passando as incognitas ‘a’ e ‘b’ das expressdes analiticas anteriores para a varidvel

adimensional ¢ e condensando temos:

FIGURA 3.11 — Mudanga de varidvel.
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Adotando-se uma aproximacao linear para ¢ ,
E=ax+b
Parax=0- ¢ =-1
Parax=L-¢=1

{—1=O*a+b
1=Lx*xa+b

Resolvendo o sistema de Equagdes (3.52) obtém-se:

E=%x—1

Fazendo x = a e substituindo na Equagdo (3.53),

§="-1

Colocando a Equacio (3.54) em fung¢do de ¢ temos:

L
a = E (f + 1)
Para a variavel ‘b’ fazemos:

b=L—-—a

Substituindo a Equagdo (3.55) na Equagao (3.56) obtém-se:

b=2(1-¢)
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Substituindo as Equagdes (3.57) e (3.55) nas Equagdes (3.39) e (3.40), temos para nds

descontinuos:
1 1-2v 1o 1-§)

hiz = 4m(1-v) [1 2 (1-=¢)n ((1+€))] (3.58)
2 _ 1-2v _ 1 (1-¢)

hi, = am(1- v)[ 1 (1 +&)n ((1+¢’))] (3.59)

Generalizando as Equagdes (3.56) e (3.57) temos:

= (= D)o (D™ =2 (14 (—1)™8) In (2] (3.60)

4m(1-v) (1+$)

Onde m representa a fun¢do aproximadora.
Substituindo as Equagdes (3.57) e (3.55) nas Equagdes (3.47), (3.48), temos para nds

continuos e descontinuos:
1L . Fat
b= e {rir; — 6,3 - 4) 5] (3.61)
Onde Fat é dado,
Fat = 1*In(0,5) + = (¢ = D2 In(L(1 - §)) + £ (26 - €2 + 3)In(L(A + ) +
+£¢-2) (3.62)

Simplificando as Expressoes (3.61) e (3.62) temos:

1 _ L
Gij T 16mu(1-v) {T,lr,] - 61](3 - 4V)Fat} (3.63)

Fat =1n(0,5) + 0,25(§ — 1)?In(L(1 — §)) + 0,25(3 + 2§ — &) In(L(1 + &) +

n (5;2) (3.64)
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2 L
Gij = —161_[#(1_1/) {T"lT'J — 5”(3 — 4V)Fat}

Fat = 2 [121n(0,5) +2 (6 + D2 In(L(1 +©)) — = (€2 + 26 = 3) In(L(1 - ©)) —

-2 +2)]

Simplificando as expressoes (3.65) e (3.66) obtém-se:

2 _ L
G = Tommay {rir; — 6;;(3 — 4v)Fat}

Fat =1n(0,5) + 0,25(§ + 1)?In(L(1 + &) — 0,25(¢% + 2§ —3)In(L(1 - &)) —

_ ¢+2)
2

Condensando as Equacdes (3.41), (3.42), (3.43), (3.44):

Fazendo b = L na Equacdo (3.37), obtém-se para o ponto no né inicial:

1 _ 1-2v _
hi, = am(1—)L (L In(L) — L)
11 1-2v
hlh = = =2 (in(L) + (—1))
21 _ 1-2v
h12 - 4 (1-v)
Fazendo a = L na Equacio (3.38), obtém-se para o ponto no no final:
12 __ _ 1-2v
hiz = 41 (1-v)
1-2v
hf = — 2 (L) — 1)

43

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)



Generalizando as Equagdes (3.70) e (3.71) :

A" = (=1 = )G * In(L) + (= 1)) (225) (3.72)

4t(1-v)
3.4.2.2 . Formulacdo condensada.

e Formulacdo final para a matriz H: N6s continuos:

1-2v
4t(1-v)

R = (=1 = ) (s ) (Bmn IN(L) + (—1)2) (3.73)

e Formulacdo final para a matriz H: N6s descontinuos:

hp = G =0 () (D™ =2+ D™ ) in (55) 6w

4 (1-v)

e Formulacdo final para a matriz G: Nds continuos e descontinuos:

L
GZ]n = 16mp(1-v) {r.lr,] - 61] (3 - 4V)Fat} (3.75)

Fat =1n(0,5) + 0,25((—1)™ & — 1)?[In(L) + In(1 — (-1)™1&)] + 0,25[3 +

2D = {(D™ P + In(1 + (D™ O]+ 0,5[(-1)" 7§ = 2]

(3.76)
e Formulacdo final para a matriz S: NGs continuos e descontinuos:
m — L
ST = Tema T {rirj — 6;;(3 — 4v)Fat} (3.77)

Os indices m e n representam respectivamente a fun¢io aproximadora e o no.
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Para cada elemento é gerado um conjunto de matrizes e vetores que somados fica,
considerando o ponto fora:

[C]{U}=[H]{U} +[G] {P} +[S] {f} (3.78)

Caso o corpo tenha movimento de copo rigido as forcas resultantes serdo nulas, neste

caso a matriz [H] possui uma propriedade bastante util:
[H]{I} = {0} (3.79)
Sendo {I} um vetor deslocamento de corpo rigido para todos 0s nés.

Impondo as condi¢cdes de contorno, o sistema de Equagdes (3.78) sera dado pela

expressao:

[Alix }={B} (3.80)

3.4.3. Deslocamentos dos pontos internos- Matrizes | H’ | ,[ G’ | e[S’ ]:
Impondo [ C ] igual a zero na Equacio (3.73),

(U} =-[H" ] {U} +[G'] {P} +[ST{f} (3.81)

3.4.4 . Tensoes nos pontos internos — Matrizes[ D ]e [ E |:

0;j(8) = = J. Eiji(s,@) w dU + [ Dij(s,q) py dr + [ Dijic (s, q) fy dr

(3.82)
Onde:
2G
Eijk = m {ZR,n [(1 - 2U)6U R,k+ U(6ik R,j+ 6ij,i) - 4'R,l' R,j le] +
20(niR, ;4 iR )R+ (1 — 2.0) (20K Ry R, j+ 18u + Mi8jie) — (1 — 4. 0,64}
(3.83)
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Dijk = {(1 - 2. U)((Sik R,j+ 5ij,l'— 51']' R:k) + 2R, R’j R’k}

4(1-v) R

(3.84)

3.5. SUB-REGIOES.
A técnica das sub-regides € bastante util quando se tem um corpo formado por mais de um

material.

FIGURA 3.12 — Sub-regides.

~ ﬁ
/
0y

- fx T2

FIGURA 3.13 — Duas sub-regides.
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Podemos formular o Método dos Elementos de Contorno para cada regido em separado de
acordo com a FIGURA 3.13.

Analisando o dominio {); de acordo com a FIGURA 3.14, temos:

FIGURA 3.14 — Sub-regido ().

{u}!

3.85
{u} (5:8)

{p}l}

J=ler @{,

(e
Onde,

{u}! e {p}* sdo deslocamento e forca de superficie respectivamente.

Analisando a regido (), de acordo com a FIGURA 3.15, chegamos:

I't
£y

.,.!

'
-
-

FIGURA 3.15 - Sub-regido Q.
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2 2
iy wi{)= e w1}

Impondo a condi¢do de compatibilidade:

Wi = (Wi = {u

Impondo a condi¢ao de equilibrio:

{p}t = -} =}

Substituindo as expressoes (3.87) e (3.88) na expressio (3.85):

{u}!
[([H]* [H]; —[G1i]14{u}; ¢ = [G]'{p}!
{p}

Substituindo as expressoes (3.87) e (3.88) na expressao (3.85):

{u}?
[H]? [H]} +[GIF]4 () ¢ = [G]*{p}?
{r}

Colocando as expressoes (3.88) e (3.89) em um s sistema:

{u}!
[[HP [H];  —[Gli [0]] {ul; =[[G]1 [0]]{{19}1}
[0l [HI} [GIf [H]? {p}é [0] [G]*1{p}?
{u}
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Capitulo

4. METODO DOS ELEMENTOS FINITOS 4

Neste capitulo serdo apresentados conceitos e formulagdes dos Métodos dos Elementos
Finitos.

4.1. GENERALIDADES.

De acordo com ASSAN (1999) o método dos elementos finitos surgiu em detrimento da
dificuldade de aplicacdo e problemas dos métodos de Rayleigh-Rits, Galerkin, Diferencas
finitas e outros.

O método dos elementos finitos € baseado no método de Rayleigh-Rits com a divisdo do
dominio de integracdo em um ndmero finito de elementos chamados de Elementos finitos. Para
cada elemento é montado um funcional IT que somado a todos os elementos resulta em um
funcional para todo o dominio.

szn:l'[,.

4.1

Para cada elemento i adota-se uma func¢@o aproximadora v, esta funcdo € uma combinagdo
linear de outras fun¢des que chamamos de funcdo de forma e de varidveis referidas aos nds,

ficando com a forma:

m
v=2 a9,
j=l1

4.2)
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Substituindo Equagao (4.2) na Equacao (4.1), o funcional fica expresso por:

f{e, )= 2110, )

4.3)

A condicdo de estacionariedade gera como no método de Rayleigh-Ritz, um sistema de

equacdes algébricas lineares:

é'H(aj):ié'Hi(aj): TZO
i=1 i=1 j=1 j (44)

~

4.2. ELEMENTOS FINITOS UNIDIMENSIONALIS.

Elementos unidimensionais sao representados pelos seus eixos, sdo elementos que possuem
uma dimensdao muito maior que as outras duas, pode-se citar como exemplo vigas, trelicas,
porticos planos e espaciais e grelhas.

Em geral um elemento é composto por uma barra com dois nds, apesar de que neste trabalho,
considera-se dois tipos de elemento. O primeiro € um elemento finito com dois nds por barra e
trés graus de liberdade por né utilizado no pértico plano e o segundo um elemento com quatro
nés por barra e trés graus de liberdade por né utilizados no enrijecedor.

A consideracdo de barra com quatro n6s foi utilizada para satisfazer a equacao diferencial
em fun¢do dos deslocamentos. Uma vez que foi considerada uma aproximacao linear para os
carregamentos nada mais natural que adotar para os deslocamentos axiais uma aproximacao de

quarto grau e para os deslocamentos transversais e giros uma aproximacao de sétimo grau.
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Para a barra de trelica as incdgnitas sd@o os deslocamentos horizontais u; e u, para barras

com dois nés ou uy, U,, Uz, Uy, com quatro nés conforme mostra a FIGURA 4.1 (a) e (b)

respectivamente.
— — —> — > —» —»
i, u, u, u, u, u,
[ ] L & ®
I | I | | |
I 1 [ I | |
[ /3 /3 /3
"

FIGURA 4.1 — (a) Elemento finito para Trelica com dois n6s. (b) Elemento finito para trelica com
quatro nés.
As vigas possuem duas translacdes v, e v, e duas rotagdes 8, e 6, para barra com dois nés

e quatro translacdes v;-, v,-, V3 € V4 € quatro rotagdes 0;-, 0,-, 05 e 0,4 para barra com quatro

n6s conforme mostra a FIGURA 4.2 (a) e (b) respectivamente.

-62 [ o

v v \J] Vv, \4 \4

i ool el e el
v s 2, 4 i

b X *

FIGURA 4.2 — (a) Elemento finito de vigas com dois nés. (b) Elemento finito de vigas com quatro
nos.

Para os pdrticos planos temos a soma das incégnitas das vigas e das trelicas, conforme
FIGURA 4.3 (a) e (b).
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FIGURA 4.3 — (a) Elemento finito de pértico com dois nés. (b) Elemento finito de pdrtico com quatro

nos.

4.3 ELEMENTOS FINITOS PARA PORTICO PLANO.

4.3.1 Funcoes aproximadoras para os deslocamentos.

4.3.1.1 Deslocamentos devido ao carregamento axial a barra considerando dois nés por

barra.

Para os deslocamentos horizontais FIGURA 4.1 (a) adota-se uma fun¢do aproximadora

linear.

u(x) = puy + Pou,

Adotando uma funcao linear para 64

¢, =ax+b
P (x=0)=1
¢p1(x=1)=0

Resolvendo o sistema de Equagdes (4.7) obtém-se:

¢1=—%x+1
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Passando a expressao (4.8) para a variavel adimensional &:
§=1 49
=7 4.9)

¢, =—+1 (4.10)

Adotando uma fungao linear para 0,

¢,=ax+b 4.11)
P x=1=1 4.12)
¢3(x=1)=0 '

Resolvendo o sistema de Equagdes (4.12) obtém-se:

b, =1 (4.13)

Passando a expressao (4.13) para a varidvel adimensional &:
§=2 4.14
=1 (4.14)

$r =¢ (4.15)

Da Equacdo (4.5) podemos obter a funcdo aproximadora (4.16) para deslocamentos

horizontais:
u=u(1—&)+u,é (4.16)
Sendo:
PU=1—¢ .17)
(I)g — E (4.18)
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Escrevendo Matricialmente:

w® = ¢, (4.19)

4.3.1.2 Deslocamentos devido ao carregamento axial a barra considerando quatro nés por
barra.
Para os deslocamentos horizontais adota-se uma funcdo aproximadora de terceiro grau

FIGURA 4.1 (b).

u(x) = pruy + Puy + Gz + Pauy (4.20)

Realizando o mesmo procedimento que no item 4.3.1.1 chegamos a func¢do aproximadora
Equacao (4.21):
u(x) = (F8 +98 ==+ Dy + (58 =282+ 90)u, + (28 + 1862 — 29z +
CE -2+ uy
4.21)
4.3.1.3 Deslocamentos Devido ao Carregamento Perpendicular a Barra considerando dois
nos por barra.

Considerando um elemento finito com os pardmetros nodais de acordo com a FIGURA 4.4,

ou seja, um elemento finito de viga.
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1 V2

FIGURA 4.4 — Deslocamentos e esforcos nodais.

Os deslocamentos transversais devem ser representados, por um polindmio do 3° grau:

w(x) = p1wy + d0; + P3wr + Pu6;

Adotando uma funcdo aproximadora para ¢ :

¢, =Ax®>+Bx*+Cx+ D

¢r(x=1)=1
¢p1(x=1)=0
¢ (x=1)=0
¢1(x=1)=0

Resolvendo o sistema de Equacdes (4.25) obtém-se:

_2 .3 _3 2
¢1—L—3x —L—zx +1

Passando a Equagdo (4.26) para a varidvel adimensional ¢:
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x
S; == (4.27)

¢$1=1-—38%+2¢3 (4.28)

Adotando uma func¢do aproximadora para ¢,-:

¢, = Ax3+Bx>+Cx+D (4.29)
$,(x=1)=0 (4.30)
Pi(x=L)=0 '
¢ G=1=1 431)
¢p2(x=L)=0 '

Resolvendo o sistema de Equagdes (4.30) e (4.31) obtém-se:

_ 1 .3 _2 2
=7 x°—Tx%+x (4.32)

Passando a equacdo 4.32 para a varidvel adimensional ¢:

X
&= - (4.33)

¢, = LE3 —2LE2 + L& (4.34)

Adotando uma func¢do aproximadora para ¢3-:

¢3 =Ax3+Bx>+Cx+D (4.35)
Py(x=1)=0 (4.36)
p3(x=1)=1 '
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9 (4.37)
5 (x=1)=0
3 2
¢; = = x2 — = x3 (4.38)
Passando a Equacao (4.38) para a varidvel adimensional ¢:
§f=12 4.39
=7 (4.39)
¢P5 = 382 — 283 (4.40)
Adotando uma fung¢do aproximadora para 6,-:
¢y =Ax>+Bx*+Cx+D (4.41)
¢, (x=1)=0
421 (4.42)
¢, (x=L)=0
¢y (x=1)=0
5 (4.43)
o, (x=L)=1
Resolvendo o sistema de Equagdes (4.42) e Equacdo (4.43) obtém-se:
1 .3_1_2
Gy = ZX X (4.44)
Passando a Equacio (4.44) para a varidvel adimensional &:
&= al 4.45
=7 (4.45)
py = LE° — LE? (4.46)
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Da Equagdo (4.22) podemos obter a funcdo aproximadora para os deslocamentos:

v=(1-3&+28 W, +(e—28 + & )0, + (3> =28 W, +(&* — &2 )0,

(4.47)
Sendo:
¢y =1-38%+2¢3
¢y =¢—282+¢°
¢y =¢—282+¢8°
¢y =§—282+¢8°
Escrevendo de forma matricial temos:
U1
v(@) ={p7 ¢ o5 ¢i} 5; (4.48)
6,

4.3.1.4 Deslocamentos Devido ao Carregamento Perpendicular a Barra considerando quatro

nés por barra.

Seja um elemento de barra com modulo de Elasticidade E , drea A e Inercia I de acordo com

a FIGURA 4.3 (b).
Admite-se variacao de sétimo grau para o deslocamento transversal ao eixo da barra, assim

a funcao aproximadora pode ser escrita,

w(x) = G1wy + h201 + P3wy + G0, + Psws + b3 + Prwy + Pgly

(4.49)
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4.3.2. Matriz de rigidez do elemento finito.

( 891 7 3483 6 2709 5 2115 4 1691 3 291 2 A
—_ — . + . - . + . _—.E" +1
4 4 2 2 4 4
81 _ 7 6 261_ .5 4 193_ 3 2
—.L& —8I.L.E + —- L& —108L-§ + —-L& — 11L& + L§
4 2 4
2187 7 3645 6 8991 5 4 3
(1) £ -2 T 12158 + 243E
9, 4 2 4
729 7 2673 .6 3807 5 2619 .4 3 2
D3 —.LE - — L& + —-LE - — L& +216LE —-27.LE
Dy 4 4 4 4
{ > =
Ds 2187 .7 8019 6 5589 5 3645 4 2187 3 243 2
£+ E— E+ £ — £ +—&
D¢ 4 4 2 2 4 4
@ 729 7 1215 6 1539 _ 5 4 5133 27_ 2
—.L§ - —L§& + — L& —459L¢ + —-L.& — —.L
\Dg/ 4 ¢ 2 ¢ 2 ¢ g 4 ¢ 2 ¢
-891 7 1377 .6 3231 .5 4 3 2
£+ £ — £+ 4508 — 119E + 12:€
4 2
81 7 243 6 279 5 153 _ 4 3 2
—L¢ - —.L§ + —-LE ——L& + 10L& —LE
\ 4 4 4 4

(4.50)

A energia total potencial € representada por um funcional de acordo com Equagdo (4.1).

Este funcional € a soma da energia de deformacao mais a energia de cargas externas de acordo

com a expressao abaixo:

N=U+4§

Onde:
U — Energia de Deformacao;

6 - Energia de Cargas Externas;
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De acordo com ASSAN (1999) a energia de deformacdo para um pdrtico plano pode ser
representada:

1

1 1" 1,1 ' 1 1
= mfo EI(v'")2dé +Zf0 EA(u")?d¢ — L [ qyvd§ — L [ qyudé

(4.52)

Onde a primeira integral € relativa a energia de deformagdo considerando uma viga, a
segunda integral € relativa a energia de deformacdo da barra de trelica, a terceira integral e
referente a energia de carga externa devido ao carregamento constante e perpendicular a barra
e a ultima integral é referente a energia de cargas externas devido ao carregamento constante e

horizontal.

4.3.2.1. — Matriz de Rigidez do elemento com dois nos.
Calculando a derivada segunda das Equacdes (4.16) e (4.47) e substituindo na expressao
(4.52), integrando e derivando o funcional em relacdo a cada varidvel e igualando a zero

chegamos a um sistema de equacdes que podem ser representado por:

[k[{u} = {F} (4.53)

Onde [k]é a matriz de rigidez do elemento expressa por:
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EZ—A 0 0 —EA 0 0
12EI  6EI —12EI 6EI
0 3 2 3 2
I I l I
6EI  4EI —6EI 2EI
R e L
k=|_ g EA
— 0 0 - 0 0
—12EI —6EI 12EI  6EI
O 3 2 O 3 2
I I l I
6EI 2EI —6EI 4AEI
0 2 D 0 2 D
i l I I

L . (4.54)

E {Fe} é o vetor de cargas nodais equivalentes.

4.3.2.2 — Matriz de Rigidez do Elemento com quatro nés por barra.
Fazendo o procedimento andlogo ao item anterior, calculando a derivada segunda das

Equacdes (4.21) e (4.50) e substituindo na expressdo (4.52) chega-se a matriz de rigidez,

Onde os valores de K1, K2, K3 e k4 podem ser expressos por:

[ 37EA
10L

0

0

—189EA
40L

0 —189EA
40L
4539E] 2517EI
70 2817
2517EI 6157EI
2812 385L
54FA
0 P—
5L
—2187EI —10935FEI 0
161} 30817
12393E1  148959EI
5617 6160L
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0 0
—2187EI  12393EI
160} 5617
—10935EI  148959E1
3081 6160L
0 0
177147EI  6561EI
1540} 4417
6561EI  45198EI
441* 385L

(4.55)
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[ 27EA

20L

| —297EA

40L

[ 27EA
20L

| —13EA

40L

[ 54EA
5L

| —189EA

40L

—13EA

0 0
40L
—10935EI 729EI
281° 717
—6561E1 4131EI
15417 385L
0 0 27FA
20L
—767637El  164025EI
123217 61617
—164025EI  490617EI 0
61617 6160L
0 0 —297EA
40L
—10935EI —6561EI
281 15417
729EI 4131EI
71* 385L
27EA
0 -
20L
—13575EI  —165El
1120 1417
165EI 6893EI
1417 6160L
0 0 —189EA
40L
177147EI  —6561EI
154 447
—6561EI  45198EI
4412 385L
37EA
0 -
10L
—2187EI —12393El
161} 5617
10935EI  148959FE]
308L° 6160L
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0
—13575EI  165EI
1120 1417
—165EI  6893EI
1412 6160L
0
—10935EI  6561EI
281} 15417
—729EI  4131EI
in 385L |
0 0
—767637EI —164025EI
12321} 6161*
164025EI  490617EI
6161° 6160L
0 0
—10935EI —729EI
281 707
6561EI 4131EI
15417 385L
0
—2187EI  10935EI
161} 308L°
—12393EI  148959E1
5617 6160L
0 0
4539EI  —2517FEI
70 2817
—2517EI  6157EI
2812 385L

(4.57)
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4.3.3 Vetor de carga nodal.
O vetor de carga nodal { F } explicitado na Equacéo (4.53) pode ser composto de um vetor

de cargas nodais equivalentes {Fe} mais vetor de esfor¢o aplicado diretamente sobre o né {Fn}.

{F} = {Fe} + {Fn} (4.60)

Utilizando uma variacao linear para os carregamentos o vetor { Fe } pode ser escrito,
4.3.3.1. Barras com dois nos.

a) Forcas de superficie aplicadas na direcdo de x:

Px(&) = (1 = Op1x + EP2x 4.61)

Considerando uma aproximacao linear para o deslocamento e substituindo a Equacao (4.61)

na quarta integral da Equacao (4.52) e resolvendo obtemos:

L, L
{Fe}y = [LZ LZ] {Z;ﬂ (4.62)

b) Forcas de superficie aplicadas na direcdo de y:

py({) =1- f)ply + EPZy (4.63)

Considerando uma variagdo ctbica para os deslocamentos e substituindo a Equacgao (4.63)

na Expressao (4.52) e integrando chega-se:

0,35.L 0,15.L

1,5.L2/30 L2/30 p

_ 1y

Fely =1 o015,  035.L {pZy} (4.64)
_J2 — 2
| L/30 1'S'L/30J
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Matricialmente para o carregamento nas duas direcdes é:

0 0,35.L 0 0,15.L .
1,5.12 12 1x
0 /30 0 /30| p1y
Fe}=1 | L p
/ 0 / 0 2x
6 3 Py
0 0,15.L 0 0,35.L Y
_J2 _ 2
0 Y0 0 RERATY

4.3.3.2. Barras com quatro nés.

= [6f]{p}

(4.65)
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