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RESUMO. 

 

O presente trabalho está divido em quatro partes.  

Na primeira parte, utilizando o método dos elementos de contorno (MEC), se fez a análise de 

problemas bidimensionais com aproximação linear. Foi considerada a possibilidade de se aplicar a 

técnica de sub-regiões para se levar em conta a diversidade de materiais, bem como a suavização 

do contorno por mínimos quadrados para evitar a possíveis perturbações. Foi considerado a 

possibilidade de colocação de uma linha de carga no domínio.   

Na segunda parte, utilizando o método dos elementos finitos (MEF), se fez a análise linear de 

pórticos planos. Para este estudo foram utilizadas barras com dois nós e esses com três graus de 

liberdade. 

Na terceira parte, a análise elástica linear de meios contínuos (Estado Plano de Tensão 

Generalizado) enrijecidos com elementos lineares (barras) é estudada fazendo-se um acoplamento 

entre elementos modelados com o MEC e com o MEF. As fibras são modeladas pelo MEF com 

elementos lineares de três graus de liberdade por nó e quatro nós por barra. Os elementos planos 

são modelados pelo MEC com elementos isoparamétricos lineares no perímetro. É permitido o uso 

de sub-regiões com objetivo de generalizar o tratamento do meio elástico.  

Na quarta parte, utilizando o acoplamento MEF/MEF, se fez a análise linear de pórticos planos 

sobre base elástica. O acoplamento se dá entre as barras do pórtico e as barras introduzidas como 

enriquecedor no problema elástico bidimensional. 
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Tendo em conta estes aspectos da formulação desenvolvida, alguns exemplos são apresentados 

para avaliação de seu desempenho nos problemas de engenharia. 
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Atualmente, o MEF encontra-se em um estágio bastante avançado, constituindo-se no 

método numérico mais utilizado para solução dos mais variados problemas de engenharia de 

forma que, tem se mostrado como uma boa opção de cálculo, principalmente nos problemas 

com domínios finitos, não-homogênios, anisotrópicos e, também, no estudo do comportamento 

não-linear. 

O método dos elementos de contorno (MEC), inicialmente, foi conhecido como método das 

equações integrais de contorno, pois os problemas eram resolvidos através de equações integrais 

sobre o contorno do domínio. Posteriormente, BREBBIA (1978a e 1978b) tratou o método das 

equações integrais de contorno de uma maneira mais conveniente, denominando-o método dos 

elementos de contorno. 

Na evolução do MEC, encontram-se os chamados métodos indiretos onde as variáveis 

envolvidas não são as variáveis físicas do problema e, os métodos diretos nos quais a formulação 

é desenvolvida considerando-se as variáveis reais do problema. 

Em uma determinada estrutura, as equações integrais de contorno são transformadas em 

equações algébricas. O contorno do domínio é discretizado em uma série de elementos de 

contorno e, o domínio em sub-domínios, nos quais são admitidas funções de interpolação, tanto 

para a geometria do elemento quanto para as variáveis envolvidas.  

Os pontos de colocação são escolhidos em número suficiente para se obter um sistema de 

equações determinado. Definindo-se o carregamento e as condições de contorno da estrutura, o 

sistema de equações é resolvido e as variáveis do contorno determinadas. A análise de qualquer 

ponto no interior do domínio é feita em função dos valores das variáveis, obtidos para os pontos 

do contorno. 
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De acordo com TELLES e BREBBIA (1979, 1980a e 1980b), é possível estudar o 

comportamento não-linear das estruturas através do MEC e resolver problemas elasto-plásticos 

e visco-plásticos, empregando-se tensões ou deformações iniciais. 

VENTURINI (1982 e 1984) e VENTURINI e BREBBIA (1983 e 1984), utilizaram o MEC 

para resolver problemas geotécnicos, considerando o comportamento plástico, visco-plástico e 

materiais rochosos sem resistência à tração e, também, com descontinuidades. 

O MEC se apresenta como uma boa opção de cálculo em problemas de domínios infinitos, 

semi-infinitos e regiões de grande concentração de tensões, entretanto, sua utilização na análise 

de problemas de engenharia ficaria restrita se não permitisse a combinação entre partes de 

diferentes naturezas, tendo muitas vezes também que serem tratados por métodos numéricos 

diferentes.  

A idéia da combinação do método dos elementos de contorno e o método dos elementos 

finitos parece ter sido utilizados, inicialmente, em 1972 por McDONALD e WEXLER, para 

análise de problemas na área de engenharia elétrica e em 1974 por CHEN e MEI em mecânica 

dos fluidos. 

Os trabalhos de ZIENKIEWICZ et al (1977), SHAW e FALBY (1977) e de OSIAS et al 

(1977), foram os primeiros a tratar sólidos onde uma parte é analisada via elementos de contorno 

e o restante do domínio é discretizado e analisado pelo método dos elementos finitos. 

BREBBIA e GEORGIOU (1980) analisaram problemas bidimensionais através da 

combinação MEC-MEF. O programa desenvolvido combina elementos de contorno constantes 

com elementos finitos quadráticos e, embora esta combinação não seja totalmente compatível, 

foram obtidos bons resultados. 
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WOOD e CREED (1982) estudaram a interação solo-estrutura apresentando resultados da 

análise de uma plataforma “off-shore” apoiada em fundação composta por estacas. 

MITSUI (1985) apresentou um esquema de combinação MEC-MEF utilizando-o no estudo 

de problemas elasto-dinâmicos bidimensionais.  

BEER (1985 e 1986) analisou problemas geomecânicos de domínio infinito, modelando-se 

as regiões de comportamento plástico através do método dos elementos finitos e as regiões de 

comportamento elástico através do método dos elementos de contorno. 

KOBAYASHI e MORI (1986), DANGLA (1988), ESTORFF e KAUSEL (1989), 

estudaram problemas de interação solo-estrutura onde fizeram uma análise estática e dinâmica 

para os casos bidimensional e tridimensional. 

ZAILU e JIGUANG (1987) mostraram que a combinação MEC-MEF é vantajosa em 

relação ao MEF, no estudo de tensões em vigas de alma esbelta e estruturas celulares compostas 

de placas finas na região onde existe grande gradiente de tensão. 

CEN e DU (1987) aplicaram a combinação MEC-MEF em problemas com domínios de 

formas geométricas complexas. 

RAMALHO e VENTURINI (1990) e RAMALHO (1990), analisaram no caso estático, 

estruturas interagindo com o meio contínuo onde o solo é modelado pelo MEC e, uma sapata 

rígida é utilizada como artifício para determinar as constantes de mola dos vínculos da estrutura 

global que é tratada pelo MEF. 

CODA (1993) apresentou uma formulação tridimensional dinâmica transiente para a análise 

específica da ligação estrutura-solo, onde a estrutura (casca, barra) é modelada pelo MEF e o 

solo, admitindo-se comportamento elástico linear, é modelado pelo MEC.  
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FERRO e VENTURINI (1991 e 1992) e FERRO (1993) aplicaram a combinação MEC-

MEF para analisar a interação entre estacas e o solo. As estacas são consideradas como 

elementos de barras e modeladas pelo método dos elementos finitos e, o solo como um domínio 

infinito, tridimensional, homogêneo elástico linear é tratado pelo método dos elementos de 

contorno. Com isto, resulta um sólido infinito tridimensional enrijecido. 

FOLTRAN (1999) estuda problemas planos em regime elástico e elasto-plástico pelo 

método dos elementos de contorno, onde ele propõe o uso de expressões analíticas para as 

integrais sobre o contorno para elementos isoparamétricos lineares. Inclui também expressões 

analíticas para o tratamento de carregamentos de domínio com células lineares. 

       LEITE, CODA e VENTURINI (2003) apresentam um estudo bidimensional de sólidos 

reforçados com barras usando o método dos elementos de contorno. Estes reforços feitos por 

fibras são feitos com sub-regiões onde é realizada uma redução dos graus de liberdade do 

contorno através de uma aproximação linear de deslocamento da seção transversal do 

enrijecedor. Fazendo a integração da solução fundamental de Kelvin de forma totalmente 

analítica, tanto para as integrais singulares como para as não singulares. 

       FERNANDES e VENTURINI (2002) e FERNANDES (2003), também aplica a técnica de 

redução de graus de liberdade no acoplamento MEC-MEC, para problemas em placas. 

        De forma semelhante, LOVÓN (2003), MACIEL (2003) obtiveram a integração 

totalmente analítica da solução fundamental de Kelvin, LOVÓN (2003) empregando-as para 

análise de erro em modelos auto-adaptativos e MACIEL (2003) utilizando também de forma 

analítica as equações dos gradientes de tensão para estudo de problemas de fissuras. 

        BOTTA e VENTURINI (2003) desenvolve o acoplamento MEC-MEF em chapas, 

estudando problemas de contato, na interface entre o domínio e o enrijecedor, e ainda para 
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minimizar perturbações indesejáveis nos resultados nesta interface é aplicada à técnica de 

suavização do contorno com mínimos quadrados. Este trabalho ainda trata de problemas de 

localização. 

BOTTA (2003) estuda o acoplamento MEC/MEF para modelar o meio contínuo com fibras. 

Para isso o autor utiliza uma técnica com mínimos quadrados para reduzir o número de equações 

do problema, geradas a mais do que o número de incógnitas em função da adoção de diferentes 

aproximações polinomiais para aproximar deslocamentos e forças nas fibras. O autor 

desenvolve uma formulação não-linear com o método dos elementos de contorno para análise 

numérica de sólidos danificados, considerando-se o fenômeno da localização de deformações.  

WUTZOW (2003) aplica a formulação linear do MEC para meios elásticos enrijecidos. O 

método do acoplamento entre o meio contínuo e o enrijecedor é abordado de duas maneiras: A 

primeira utilizando sub-regiões e a segunda, condensando as variáveis de contorno para a linha 

central do enrijecedor, que juntamente com a integração analítica dos termos da equação 

Somigliana apresentam segundo o autor, bons resultados, eliminando perturbações em 

enrijecedores finos. O autor ainda apresenta a técnica de suavização por meio de mínimos 

quadrados como alternativa para melhorar oscilações de forças ocorridas na superfície de 

contato.  

FERNANDES (2003) apresenta uma formulação do MEC, onde considera vigas como 

sendo uma variação da espessura da placa. Os enrijecedores, neste caso as vigas, são 

apresentadas por seus eixos médios, a fim de reduzir o número de graus de liberdade do 

problema.  

ALMEIDA (2003) e RIBEIRO (2005) utilizam a solução fundamental de Kelvin, para a 

modelagem do solo tridimensionalmente pelo MEC. A superestrutura é modelada pelo MEF, 
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sendo composta por elementos planos e reticulares com seis graus de liberdade por nó.  A fim 

de evitar recalques diferenciais significativos, o autor aborda a importância em considerar a 

superfície de deslocamento nulo ou não. 

WAIDEMAM (2007) propõe uma formulação do MEC, com campos de tensões iniciais, 

consistindo assim em uma alternativa à forma clássica de tratamento de problemas desse gênero, 

que é por sub-regiões, para a análise de placas enrijecidas, considerando-se não-linearidades 

física e geométrica. 

De forma semelhante AZEVEDO (2007) apresenta uma formulação alternativa do MEC o 

com campos de tensões iniciais. O autor propõe a inclusão de domínios anisotrópicos em  

meios isotrópicos, ou ainda, o estudo de domínios completamente anisotrópicos.  

RIBEIRO (2009) apresenta um estudo do acoplamento solo-estrutura, onde o maciço é 

considerado não-homogênio, ampliando a técnica proposta por VENTURINI (1992). O autor 

emprega a solução de Kelvin e uma técnica alternativa que é baseada no relacionamento das 

soluções fundamentais de deslocamento dos diferentes domínios, permitido que sejam 

analisados com um único sólido sem a necessidade de equações de equilíbrio e compatibilidade. 

O acoplamento MEC/MEF é feito transformando as cargas de superfície do MEC em 

carregamentos nodais reativos no MEF. 

KZAM (2009) utiliza o MEC para análise de problemas da mecânica da fratura. O autor 

propõe a utilização de elementos de contorno curvos de qualquer ordem, através dos polinômios 

de Lagrange. Destaca-se ainda a técnica de subtração de singularidades para utilização de pontos 

fonte sobre o contorno do problema.  

ROCHA (2009) realiza o acoplamento MEC/MEF para o estudo de meios elásticos 

bidimensionais enrijecidos considerando modelo de aderência no contato e um estudo sobre 
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erros de integração numérica. O autor utiliza os mínimos quadrados para tentar melhorar a 

qualidade das respostas, mas segundo o autor, esta técnica não é suficiente para suavizar as 

oscilações de força de superfície nos extremos dos elementos acoplados. 

SILVA (2010) desenvolve uma formulação alternativa para o acoplamento MEC/MEF para 

análise não linear geométrica de estruturas reticuladas ligadas a meios contínuos bidimensionais 

heterogêneos, aplicado a problemas de interação solo-estrutura. O autor utiliza uma 

generalização do grau de aproximação dos elementos através dos  

polinômios de Lagrange, o que permite a utilização de elementos curvos de alta ordem e utiliza 

ainda a técnica dos mínimos quadrados para reduzir as oscilações de forças de  

superfície no contato.  

O método dos elementos finitos e o método dos elementos de contorno são duas técnicas 

numéricas amplamente difundidas e de grande aplicação em problemas relevantes da 

engenharia. A principal vantagem de combinação MEC-MEF é a possibilidade de se utilizar o 

método mais apropriado para cada sub-estrutura. Uma desvantagem que se destaca são as 

dificuldades encontradas no tratamento do sistema de equações, onde do MEF resulta uma 

matriz simétrica e do MEC uma matriz cheia e não simétrica. 

As equações são escritas para cada uma das duas sub-estruturas e o acoplamento é executado 

impondo-se o equilíbrio das forças de superfície e a compatibilidade dos deslocamentos nos 

pontos de interface MEC-MEF. 

Dois procedimentos podem ser utilizados para montar o sistema de equações. O primeiro 

consiste em tratar a região do MEC como elemento finito transformando-se adequadamente as 

matrizes, sendo o sistema de equações montado para o MEF. No segundo, o MEF é tratado 

como um elemento de contorno manipulando-se as matrizes de modo a serem implementadas 
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no sistema de equações montado para o MEC. A utilização de outro procedimento depende 

basicamente de qual sub-estrutura, MEF ou MEC é predominante. 

 

1.2.  OBJETIVOS DESTE TRABALHO. 

Este trabalho tem como objetivo principal utilizar a combinação MEC-MEF para se 

determinar os esforços solicitantes em um pórtico plano, apoiado sobre um meio continuo e 

elástico, considerando a análise linear.  

Entretanto outros objetivos foram estabelecidos. O primeiro foi desenvolver um programa 

orientado a objeto que pudesse auxiliar a na entrada e saída de dados e com isto tornar a 

utilização do método dos Elementos de Contorno e Método dos elementos finitos mais 

amigáveis. O segundo foi desenvolver uma rotina para se fazer a discretização do contorno para 

aplicação dos elementos de contorno. O terceiro foi o desenvolvimento de uma rotina para 

solução de sub-regiões. O quarto e último foi o desenvolvimento de uma rotina para resolver 

domínio enrijecido com barras, aplicando a técnica dos mínimos quadrados para se evitar 

possíveis perturbações.   

 

1.3.  JUSTIFICATIVA. 

Nas últimas décadas a análise estrutural vem sofrendo inúmeras modificações.  Os 

projetistas passaram a automatizar os cálculos e paralelamente o meio cientifico e acadêmico 

vem tentando entender cada vez melhor o comportamento das estruturas. 

As estruturas de concreto armado ou de aço são dimensionadas até hoje, com raras exceções, 

sobre apoios indeslocáveis, este modelo de cálculo é um modelo simplificado, e não representa 

a realidade, pois, o solo, base de apoio, é deslocável. O deslocamento do apoio pode afetar toda 
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a estrutura, sendo assim, a análise solo-estrutura torna-se cada vez mais importante e necessária, 

principalmente em grandes obras e em solos heterogêneos.   

 

1.4.  METODOLOGIA DE TRABALHO. 

Para a realização deste trabalho fez-se um programa de computador utilizando as linguagens 

DELPHI® e FORTRAN®.  

Com o intuito de tornar a utilização mais amigável fez-se um pré e um pós- processamento 

em DELPHI®. Este programa além de contar com uma tela que faz o gerenciamento de tudo, 

possui um módulo de desenho assistido por computador, ou seja, utiliza um módulo semelhante 

ao AUTOCAD® para fazer a entrada de dados e fazer a visualização dos resultados.  

Todas as informações utilizadas no programa feitas em DELPHI® foram gravadas ou lidas 

a partir de bancos de dados ou de arquivo de documentos não formatados – txt.  Para o caso 

particular do modulo gráfico, os dados são gravados e lidos a partir de um arquivo de 

documentos não formatados que contém informações como coordenadas dos nós, incidências e 

características físicas das barras.  

Além do gerenciamento e do módulo gráfico o programa permite manipular e visualizar os 

dados em forma de tabelas e de forma gráfica, onde todas as informações podem ser impressas. 

Fez-se um gerador de malha em FORTRAN® para facilitar a discretização das peças. 

Apesar de que para os métodos dos elementos de contorno haver a necessidade de discretização 

apenas do contorno, o gerador faz a discretização do domínio para que se possa fazer os gráficos 

em forma de iso-valores. 
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Para o processamento foi utilizado à linguagem FORTRAN®, por se tratar de uma 

linguagem matemática, este processamento faz a leitura da entrada de dados e grava as respostas 

em um arquivo de documentos não formatado – txt e resolve:  

  Problemas elásticos bidimensional utilizando o método dos elementos de contorno com 

ou sem sub-regiões, bem como a utilização sub-elementos para melhorar a solução de 

integração numérica; 

 Problemas elásticos bidimensional utilizando o método dos elementos de contorno mais 

mínimos quadrados. As equações extras podem ser geradas a partir da colocação do ponto 

fonte em cima da barra ou fora dela; 

 Problemas elásticos bidimensional utilizando o método dos elementos de contorno com 

o uso de enrijecedores de barras com três graus de liberdade por nó e quatro nós por 

barra;  

 Análise de pórtico plano considerando análise linear em conjunto ou não com os itens 

anteriores. 

Fez-se também um programa, em MATHCAD®, que se encontra no anexo A que faz a 

dedução das funções de forma e das matrizes de rigidez e de carregamento para um número 

qualquer de pontos sobre a barra de Pórtico ou Treliça. 
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Escrevendo a Equação (2.2) de forma compacta, temos: ∑ ai xi = −d3i=1                                                                                                                 (2.3) 

 

Ou simplesmente a Equação (2.3) fica: 

a i xi = -d                                                                                                                             (2.4) 

 

A repetição de um índice num termo representará um somatório com respeito a este índice 

num intervalo de variação. Este índice por se repetir é chamado de índice mudo ou repetido. 

Quando o índice aparece somente uma vez como é o caso do j da Equação (2.5) é chamado 

de livre e indica o número de equações. G = aijxi                                                                                                                          (2.5)  

 

c) Diferenciação. 

As operações de diferenciação também podem ser representadas por notação indicial. A 

vírgula acompanhada por índices representa a derivada com relação às coordenadas referidas a 

estes: 𝜕𝑓𝑖𝜕𝑥𝑗 = 𝑓𝑖,𝑗                                                                                                                           (2.6) 

𝜕2𝑓𝑖𝜕𝑥𝑗 𝜕𝑥𝑘 = 𝑓𝑖,𝑗𝑘                                                                                                     (2.7) 
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2.1.2. Delta de Kronecker. 

O delta de Kronecker é um operador linear denominado por 𝛿𝑖𝑗 , onde: 

𝛿𝑖𝑗 = {  1 𝑠𝑒 𝑖 = 𝑗0 𝑠𝑒 𝑖 ≠ 𝑗                                                                                                               (2.8) 

 

Para o espaço bidimensional os índices i e j variam de 1 a 2 e para o espaço tridimensional 

de 1 a 3. 

 

2.2. INTRODUÇÃO. 

Para as definições aqui apresentadas serão consideradas verdadeiras todas as seguintes 

suposições: 

 Considera-se o material elástico-linear. 

 Considera-se pequenos deslocamentos e rotações. 

 Admite-se material homogêneo, contínuo e isotrópico. 

Analisar uma estrutura com as características descritas acima, em qualquer um de seus 

infinitos pontos, representa verificar através dos fundamentos físicos, os campos de 

deslocamentos, tensões e deformações, para um dado condicionamento externo de 

carregamento e de vinculação no seu contorno. 

O problema elástico, portanto, fica formulado mediante equações diferenciais e algébricas, 

descritas a seguir: 

 3 equações de equilíbrio; 

 6 relações deformação-deslocamento; 

 6 relações tensão-deformação. 
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Equações estas que envolvem variáveis independentes x, y, z que são: 

 6 componentes de tensão; 

 6 componentes de deformação; 

 3 componentes de deslocamento. 

 

As variáveis com suas componentes para um problema tridimensional que satisfaz as 

suposições acima são: 

 

 Deslocamento: 

 

Em notação indicial: 

      𝑢̅ = 𝑢𝑖  (𝑖 = 1,3) 
 

 Força de massa ou volumétrica: 

 

 

Em notação indicial: 

 𝑏̅ = 𝑏𝑖  (𝑖 = 1,3) 
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 Força de superfície: 

 

 

Em notação indicial: 

      𝑃̅ = 𝑃𝑖  (𝑖 = 1,3) 
 

 Deformação: 

𝜀̅ = {  
  𝜀𝑥 𝛾𝑥𝑦2 𝛾𝑥𝑧2𝛾𝑦𝑥2 𝜀𝑦 𝛾𝑦𝑧2𝛾𝑧𝑥2 𝛾𝑧𝑦2 𝜀𝑧 }  

  
 

          

Em notação indicial: 

     𝜀̅ = 𝜀𝑖𝑗  (𝑖 = 1,3 ; 𝑗 = 1,3) 
 

 Tensão: 
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    Em notação indicial: 

 𝜎̅ = 𝜎𝑖𝑗  (𝑖 = 1,3 ; 𝑗 = 1,3) 
Os problemas da teoria da elasticidade se dividem basicamente em dois planos: 

      Os problemas de estado plano de tensões; 

       Os problemas de estado plano de deformações; 

O estado plano de tensão é caracterizado por elementos em forma de chapas planas, com 

uma das dimensões do corpo for muito menor que as outras duas, com carregamentos constantes 

no seu plano, então se supõem que as tensões ao longo da terceira direção são nulas; 𝜎𝑧 = 𝜏𝑥𝑧 = 𝜏𝑦𝑧 = 0                                                                                                           (2.9) 

 

E o estado plano de deformações é caracterizado por elementos que possuem a sua dimensão 

no eixo z, muito maior que no plano x-y. As cargas são paralelas ao plano x-y e não variam no 

eixo z, então se supõem que todas as seções transversais estão com as mesmas condições, sendo 

assim pode-se considerar que os deslocamentos e, portanto, as deformações na direção de z 

serão nulas. 𝜀𝑧 = 𝛾𝑥𝑧 = 𝛾𝑦𝑧 = 0                                                                                      (2.10) 
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As condições de contorno para o problema da FIGURA 3.1 podem ser: 

 Condições de contorno essenciais: Estas condições equivalem no problema elástico aos 

deslocamentos. 𝑢 = 𝑢̅                                                                                                                                  (3.1) 

 

 Condições de contorno naturais: equivalem as forças de superfície: P = P̅                                                                                                                                  (3.2) 

 

Considerando uma região exterior a região da FIGURA 3.1, ela também está em equilíbrio. 

 

 

FIGURA 3.2 – Região em equilíbrio. 

 

Aplicando a Lei de Hooke Generalizada nos domínios da FIGURA 3.2 temos: 

                                                                                                                        (3.3) 

                                                                                                                        (3.4) 

 

 

klijklij C  

**
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𝑐𝑖𝑗𝑢𝑖(𝑠) = ∫ 𝑢𝑖𝑗∗ (𝑠, 𝑞)Γ 𝑃𝑗(𝑞)𝑑Γ − ∫ 𝑃𝑖𝑗∗ (𝑠, 𝑞)Γ 𝑢𝑗(𝑞)𝑑Γ + ∫ 𝑈𝑖𝑗∗Ω (𝑠, 𝑞)𝑏𝑖 (𝑞)𝑑Ω 

                                                                                                                                        (3.20) 

Os coeficientes de “c” podem ser expressos Matricialmente por: 

 𝑐𝑖𝑗 = [0.5 00 0.5]   - Para pontos no contorno sem angulosidade; 

 𝑐𝑖𝑗 = [0 00 0]         - Para pontos fora do domínio; 

 𝑐𝑖𝑗 = [1 00 1]         - Para pontos internos; 

  - Para contornos com angulosidades;      

               

 

FIGURA 3.5 – Ângulos do ponto s pertencente ao contorno com angulosidades. 

 

Tendo em conta a solução de problemas planos, a solução para carga unitária em domínio 

planos, análoga à de Kelvin, LOVE (1984) para problemas tridimensionais. 
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O vetor de forças de domínio 𝑏𝑗 pode ser empregado para tratar o efeito de uma linha de 

cargas (fj) , sendo assim a Equação (3.20)  pode ser escrita: 

𝑐𝑖𝑗(𝑠)𝑢𝑖 = ∫ 𝑢𝑖𝑗∗Γ 𝑃𝑗𝑑Γ − ∫ 𝑃𝑖𝑗∗Γ 𝑢𝑗𝑑Γ + ∫ 𝑓𝑗Γf 𝑢𝑖𝑗∗ 𝑑Γf                                                (3.21)                             

                                                                                                                            

3.3.  EQUAÇÕES ALGÉBRICAS. 

As equações integrais descritas anteriormente, apresentam soluções analíticas não muito 

simples de se resolver, tornando-se recomendável um procedimento numérico.  Neste item as 

equações integrais se transformaram em um sistema linear de equações algébricas. 

Teoricamente é possível escrever-se infinitas equações algébricas em pontos dentro e fora do 

domínio. 

De acordo com a FIGURA 3.6 podemos discretizar o contorno em segmentos de retas onde 

se precisa saber apenas a coordenada inicial e final da barra. 

 

FIGURA 3.6 – Discretização do Elemento de Contorno. 

 

Na discretização do contorno Γ , são utilizados pontos simples e pontos duplos, FIGURA 

3.7 (a) e (b) . Quando o ponto pertence a dois elementos consecutivos é denominado ponto 

simples, caso contrário são considerados pontos duplos.  
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Os pontos duplos possuem a mesma posição geométrica, porém, pertencem a elementos de 

contorno diferentes, e permitem considerar descontinuidade de forças de superfície.  

 
 

FIGURA 3.7. (a) – Elementos com nós contínuos , (b) Elementos com nós descontínuos 

 

Admite-se uma função aproximadora linear, de acordo com a FIGURA 3.8,  para definir a 

geometria dos elementos de contorno. 

 

FIGURA 3.8 - Funções aproximadoras lineares. 

 

As coordenadas de um ponto qualquer Q, FIGURA 3.9 , pertencente ao contorno, são 

escritas em termos de funções aproximadoras e de valores nodais. 
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𝑋𝐽(𝑞) = 𝜙𝑚(𝑞)𝑋𝐽𝐾,𝑚 = 𝜙1(𝑞)𝑋𝐽𝐾,1 + 𝜙2(𝑞)𝑋𝐽𝐾,2                                                            (3.22) 

 

Onde: 

j – Direção dos eixos; 

m – ponto utilizado na aproximação; 

k – número do elemento considerado; 

 

Com as devidas aproximações das variáveis, a equação integral dos deslocamentos de um 

determinado ponto (s) do contorno (Equação 3.21), é discretizada da seguinte forma, 𝑐𝑖𝑗𝑢𝑗 = ∑ ∫ 𝑢𝑖𝑗∗Γ𝑗 𝑝𝑗𝑑Γ − ∑ ∫ 𝑝𝑖𝑗∗Γ𝑗 𝑢𝑗𝑑Γ𝑁𝐸𝑗=1 + ∑ ∫ 𝑢𝑖𝑗∗Γ𝑗 𝑓𝑗𝑑Γ𝑁𝐸𝑗=1𝑁𝐸𝑗=1                                  (3.23) 

  

Onde u e p são expressos em funções aproximadoras: 𝑢𝑗𝑘 = 𝜙𝑚𝑈𝑗𝑘𝑚                                                                                                                      (3.24)                                                      𝑝𝑗𝑘 = 𝜙𝑚𝑃𝑗𝑘𝑚                                                                                                                     (3.25) 

 

O índice k representa o elemento, m o nó, j a direção da componente e ∅𝑚 a função 

aproximadora. 

Neste trabalho será adotado tanto para os deslocamentos quanto para as forças uma 

aproximação linear, sendo assim ∅𝑚 fica expresso por: ∅𝑚 = [∅1 ∅2]                                                                                                               (3.26) 
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Os indices ‘i’ e ‘j’  representam respectivamente o sentido da força no ponto S e o sentido 

da reação no ponto Q. 

Para um dominio 2D os índices i e j podem variar, 𝑖 = 1,2; 𝑗 = 1,2; 

Variando os índices temos: 

𝐺 = [𝐺11 𝐺12𝐺21 𝐺22]                                                                                                                   (3.36) 

𝐻 = [𝐻11 𝐻12𝐻21 𝐻22]                                                                                                                  (3.37) 

 

𝑆 = [𝑆11 𝑆12𝑆21 𝑆22]                                                                                                                   (3.38) 

 

3.4.2. Integrando analiticamente: Deslocamentos - [ H ] , [ G ] e [ S ]. 

De acordo com FOLTRAN (1999) quando o ponto pertence ao elemento, as integrais 

devem ser avaliadas em termos do valor principal de Cauchy. Esta situação está representada 

na FIGURA 3.10: 

 

FIGURA 3.10 - Ponto de colocação pertencente ao elemento. 
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A formulação para esta situação da matriz h é: ℎ121 = − 1−2𝜈4𝜋(1−𝜈)𝐿 [𝑏 𝑙𝑛 (𝑏𝑎) − 𝐿]                                                                                             (3.39) 

ℎ122 = − 1−2𝜈4𝜋(1−𝜈)𝐿 [𝑎 𝑙𝑛 (𝑏𝑎) + 𝐿]                                                                                             (3.40) 

 

As equações Equações (3.39) e Equação (3.40) podem ser utilizadas para calcular a 

matriz h tanto para nós contínuos quanto para nós descontinuos. 

Quando o ponto está sobre o nó inicial ( a=0 )ou final ( b=0 ) a formulação é utilizada 

para nós contínuos, sendo assim substituindo a=0 na Equação (3.39) , 

 ℎ121 = − 1−2𝜈4𝜋(1−𝜈)𝐿 [𝑏 𝑙𝑛(𝑏) − 𝐿]                                                                                        (3.41) 

ℎ122 = − 1−2𝜈4𝜋(1−𝜈)                                                                                                                       (3.42) 

 

Substituindo b = 0 na Equação (3.40) , ℎ121 = − 1−2𝜈4𝜋(1−𝜈)                                                                                                                       (3.43) 

ℎ122 = − 1−2𝜈4𝜋(1−𝜈)𝐿 [𝑎 𝑙𝑛(𝑎) − 𝐿]                                                                                        (3.44) 

Para valores de “a” e “b” diferentes de zero a formulação é utilizada para nós descontínuos. 

Trocando o sentido da força no ponto S as equações anteriores podem ser expressas: ℎ211 = −ℎ121                                                                                                                                (3.45)                                 ℎ212 = −ℎ122                                                                                                                             (3.46) 
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Para as matrizes  𝐺𝑖𝑗   e 𝑆𝑖𝑗  , tanto para nós contínuos quanto para nós descontínuos 

temos, 𝐺𝑖𝑗1 = 116𝜋𝜇(1−𝜈)𝐿 {𝑟,𝑖𝑟,𝑗𝐿2 − 𝛿𝑖𝑗(3 − 4𝜈) [ln(𝑎𝑎2+2𝑎𝑏𝑏𝑏) − 𝐿 (𝐿2+ 𝑏)]}                              (3.47) 

𝐺𝑖𝑗2 = 116𝜋𝜇(1−𝜈)𝐿 {𝑟,𝑖𝑟,𝑗𝐿2 − 𝛿𝑖𝑗(3 − 4𝜈) [ln(𝑏𝑏2+2𝑎𝑏𝑎𝑎) − 𝐿 (𝐿2+ 𝑎)]}                              (3.48) 

𝑆𝑖𝑗1 = 116𝜋𝜇(1−𝜈)𝐿 {𝑟,𝑖𝑟,𝑗𝐿2 − 𝛿𝑖𝑗(3 − 4𝜈) [ln(𝑎𝑎2+2𝑎𝑏𝑏𝑏) − 𝐿 (𝐿2+ 𝑏)]}                              (3.49) 

𝑆𝑖𝑗2 = 116𝜋𝜇(1−𝜈)𝐿 {𝑟,𝑖𝑟,𝑗𝐿2 − 𝛿𝑖𝑗(3 − 4𝜈) [ln(𝑏𝑏2+2𝑎𝑏𝑎𝑎) − 𝐿 (𝐿2+ 𝑎)]}                              (3.50) 

 

O índice sobrescrito de G , H e S representam a função aproximadora e os indices ‘i’ e 

‘j’  representam respectivamente o sentido da força no ponto S e o sentido da reação no ponto 

Q. 

3.4.2.1. Mudança de variável.  

Passando as incógnitas ‘a’ e ‘b’ das expressões analíticas anteriores para a variável 

adimensional 𝜉 e condensando temos: 

 

Γ 



n  

ξ = -1 ξ = +1 

L/2 L/2 

 

FIGURA 3.11 – Mudança de variável. 
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Adotando-se uma aproximação linear para 𝜉 , 𝜉 = 𝑎𝑥 + 𝑏                                                                                                                               (3.51) 𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑥 = 0 → 𝜉 = −1 𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑥 = 𝐿 → 𝜉 = 1 {−1 = 0 ∗ 𝑎 + 𝑏   1 = 𝐿 ∗ 𝑎 + 𝑏                                                                                                                     (3.52) 

 

Resolvendo o sistema de Equações (3.52) obtêm-se: 𝜉 = 2𝐿 𝑥 − 1                                                                                                                                (3.53) 

 

Fazendo  𝑥 = 𝑎 e substituindo na Equação (3.53), 𝜉 = 2𝑎𝐿 − 1                                                                                                                            (3.54) 

 

Colocando a Equação (3.54) em função de 𝜉 temos:   𝑎 = 𝐿2 (𝜉 + 1)                                                                                                                      (3.55) 

Para a variável ‘b’ fazemos: 𝑏 = 𝐿 − 𝑎                                                                                                                                (3.56) 

 

Substituindo a Equação (3.55) na Equação (3.56) obtêm-se:  𝑏 = 𝐿2 (1 − 𝜉)                                                                                                                       (3.57) 
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Substituindo as Equações (3.57) e (3.55) nas Equações (3.39) e (3.40), temos para nós 

descontinuos: ℎ121 = − 1−2𝜈4𝜋(1−𝜈) [1 − 12 (1 − 𝜉) 𝑙𝑛 ((1−𝜉)(1+𝜉))]                                                                        (3.58) 

ℎ122 = − 1−2𝜈4𝜋(1−𝜈) [−1 − 12 (1 + 𝜉) 𝑙𝑛 ((1−𝜉)(1+𝜉))]                                                                     (3.59) 

Generalizando as Equações (3.56) e (3.57) temos: ℎ𝑖𝑗𝑚 = (𝑗 − 𝑖) 1−2𝜈4𝜋(1−𝜈) [(−1)𝑚 − 12 (1 + (−1)𝑚𝜉) 𝑙𝑛 ((1−𝜉)(1+𝜉))]                            (3.60) 

 

Onde 𝑚 representa a função aproximadora. 

Substituindo as Equações (3.57) e (3.55) nas Equações (3.47), (3.48), temos para nós 

contínuos e descontinuos: 𝐺𝑖𝑗1 = 𝐿16𝜋𝜇(1−𝜈) {𝑟,𝑖𝑟,𝑗 − 𝛿𝑖𝑗(3 − 4𝜈) 𝐹𝑎𝑡𝐿2 }                                                                    (3.61) 

 

Onde 𝐹𝑎𝑡 é dado, 𝐹𝑎𝑡 = 𝐿2 ln(0,5) + 𝐿24 (𝜉 − 1)2 ln(𝐿(1 − 𝜉)) + 𝐿24 (2𝜉 − 𝜉2 + 3) ln(𝐿(1 + 𝜉)) +              + 𝐿22 (𝜉 − 2)                                                                                                                 (3.62) 

Simplificando as Expressões (3.61) e (3.62) temos: 𝐺𝑖𝑗1 = 𝐿16𝜋𝜇(1−𝜈) {𝑟,𝑖𝑟,𝑗 − 𝛿𝑖𝑗(3 − 4𝜈)𝐹𝑎𝑡}                                                                  (3.63) 

𝐹𝑎𝑡 = ln(0,5) + 0,25(𝜉 − 1)2 ln(𝐿(1 − 𝜉)) + 0,25(3 + 2𝜉 − 𝜉2) ln(𝐿(1 + 𝜉)) +              + (𝜉−2)2                                                                                                                          (3.64) 
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 𝐺𝑖𝑗2 = 𝐿16𝜋𝜇(1−𝜈) {𝑟,𝑖𝑟,𝑗 − 𝛿𝑖𝑗(3 − 4𝜈)𝐹𝑎𝑡}                                                         (3.65) 

𝐹𝑎𝑡 = 1𝐿2 [𝐿2 ∗ 𝑙𝑛(0,5) + 𝐿24 (𝜉 + 1)2 ln(𝐿(1 + 𝜉)) − 𝐿24 (𝜉2 + 2𝜉 − 3) ln(𝐿(1 − 𝜉)) −             − 𝐿22 (𝜉 + 2)]                                                                                                                 (3.66) 

 

Simplificando as expressões (3.65) e (3.66) obtêm-se: 𝐺𝑖𝑗2 = 𝐿16𝜋𝜇(1−𝜈) {𝑟,𝑖𝑟,𝑗 − 𝛿𝑖𝑗(3 − 4𝜈)𝐹𝑎𝑡}                                                          (3.67)                     

𝐹𝑎𝑡 = ln(0,5) + 0,25(𝜉 + 1)2 ln(𝐿(1 + 𝜉)) − 0,25(𝜉2 + 2𝜉 − 3) ln(𝐿(1 − 𝜉)) −             − (𝜉+2)2                                                                                                                             (3.68) 

 

Condensando as Equações (3.41), (3.42), (3.43), (3.44): 

Fazendo b = L na Equação (3.37), obtêm-se para o ponto no nó inicial: ℎ121 = − 1−2𝜈4𝜋(1−𝜈)𝐿 (𝐿 𝑙𝑛(𝐿) − 𝐿)                                                                                        (3.69) 

{ ℎ1211 = − 1−2𝜈4𝜋(1−𝜈) (𝑙𝑛(𝐿) + (−1))ℎ1221 = − 1−2𝜈4𝜋(1−𝜈)                                                                                                                        (3.70) 

 

Fazendo a = L na Equação (3.38), obtêm-se para o ponto no nó final: 

{ℎ1212 = − 1−2𝜈4𝜋(1−𝜈)                                                           ℎ1222 = − 1−2𝜈4𝜋(1−𝜈)   (𝑙𝑛(𝐿) − 1)                                                                                      (3.71) 
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Generalizando as Equações (3.70) e (3.71) :  ℎ𝑖𝑗𝑚𝑛 = (−1)𝑛(𝑖 − 𝑗)(𝛿𝑚𝑛 ∗ ln(𝐿) + (−1)𝛿𝑚𝑛) ( 1−2𝜈4𝜋(1−𝜈))                                     (3.72) 

3.4.2.2 . Formulação condensada. 

 Formulação final para a matriz H: Nós contínuos: ℎ𝑖𝑗𝑚𝑛 = (−1)𝑛(𝑖 − 𝑗) ( 1−2𝜈4𝜋(1−𝜈)) (𝛿𝑚𝑛 ln(𝐿) + (−1)𝛿𝑚𝑛)                                       (3.73) 

 

 Formulação final para a matriz H: Nós descontínuos: ℎ𝑖𝑗𝑚 = (𝑗 − 𝑖) ( 1−2𝜈4𝜋(1−𝜈)) ((−1)𝑚−1 − 12 (1 + (−1)𝑚 ∗ 𝜉)) 𝑙𝑛 (1−𝜉1+𝜉)  (3.74) 

 

 Formulação final para a matriz G: Nós contínuos e descontínuos: 𝐺𝑖𝑗𝑚 = 𝐿16𝜋𝜇(1−𝜈) {𝑟,𝑖𝑟,𝑗 − 𝛿𝑖𝑗(3 − 4𝜈)𝐹𝑎𝑡}                                                                (3.75) 

 𝐹𝑎𝑡 = ln(0,5) + 0,25((−1)𝑚−1𝜉 − 1)2[𝑙𝑛(𝐿) + 𝑙𝑛(1 − (−1)𝑚−1𝜉)] + 0,25[3 + 2(−1)𝑚−1𝜉 − {(−1)𝑚−1𝜉}2][𝑙𝑛(𝐿) + 𝑙𝑛(1 + (−1)𝑚−1𝜉)] + 0,5[(−1)𝑚−1𝜉 − 2]                                                                                 
                                                                                                                                              (3.76)                                

                          

 Formulação final para a matriz S: Nós contínuos e descontínuos: 𝑆𝑖𝑗𝑚 = 𝐿16𝜋𝜇(1−𝜈) {𝑟,𝑖𝑟,𝑗 − 𝛿𝑖𝑗(3 − 4𝜈)𝐹𝑎𝑡}                                                                   (3.77) 

                   

Os índices 𝑚 e 𝑛 representam respectivamente a função aproximadora e o nó. 
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Substituindo Equação (4.2) na Equação (4.1), o funcional fica expresso por: 

                                                                                                           (4.3) 

 

A condição de estacionariedade gera como no método de Rayleigh-Ritz, um sistema de 

equações algébricas lineares: 

                                                                       (4.4) 

                                       

4.2.  ELEMENTOS FINITOS UNIDIMENSIONAIS. 

Elementos unidimensionais são representados pelos seus eixos, são elementos que possuem 

uma dimensão muito maior que as outras duas, pode-se citar como exemplo vigas, treliças, 

pórticos planos e espaciais e grelhas. 

Em geral um elemento é composto por uma barra com dois nós, apesar de que neste trabalho, 

considera-se dois tipos de elemento. O primeiro é um elemento finito com dois nós por barra e 

três graus de liberdade por nó utilizado no pórtico plano e o segundo um elemento com quatro 

nós por barra e três graus de liberdade por nó utilizados no enrijecedor. 

A consideração de barra com quatro nós foi utilizada para satisfazer a equação diferencial 

em função dos deslocamentos. Uma vez que foi considerada uma aproximação linear para os 

carregamentos nada mais natural que adotar para os deslocamentos axiais uma aproximação de 

quarto grau e para os deslocamentos transversais e giros uma aproximação de sétimo grau. 
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Para a barra de treliça as incógnitas são os deslocamentos horizontais u1 e u2 para barras 

com dois nós ou u1, u2, u3, u4, com quatro nós conforme mostra a FIGURA 4.1 (a) e (b) 

respectivamente. 

 

  

FIGURA 4.1 – (a) Elemento finito para Treliça com dois nós. (b) Elemento finito para treliça com 
quatro nós. 

 

As vigas possuem duas translações v1 e v2 e duas rotações θ1 e θ2 para barra com dois nós 

e quatro translações v1· , v2· , v3 e v4 e quatro rotações θ1· , θ2· , θ3 e θ4 para barra com quatro 

nós conforme mostra a FIGURA 4.2 (a) e (b) respectivamente. 

 

 

FIGURA 4.2 – (a) Elemento finito de vigas com dois nós. (b) Elemento finito de vigas com quatro 
nós. 

 

Para os pórticos planos temos a soma das incógnitas das vigas e das treliças, conforme 

FIGURA 4.3 (a) e (b). 
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FIGURA 4.3  – (a) Elemento finito de pórtico com dois nós. (b) Elemento finito de pórtico com quatro 

nós. 

 

4.3 ELEMENTOS FINITOS PARA PÓRTICO PLANO. 

4.3.1 Funções aproximadoras para os deslocamentos. 

4.3.1.1 Deslocamentos devido ao carregamento axial a barra considerando dois nós por 

barra. 

Para os deslocamentos horizontais FIGURA 4.1 (a) adota-se uma função aproximadora 

linear. 

      𝑢(𝑥) = 𝜙1𝑢1 + 𝜙2𝑢2                                                                                                         (4.5) 

 

Adotando uma função linear para θ1 

       𝜙1 = 𝑎𝑥+ 𝑏                                                                                                              (4.6) 

     { 𝜙11(𝑥 = 0) = 1𝜙12(𝑥 = 𝐿) = 0                                                                                                                            (4.7) 

 

Resolvendo o sistema de Equações (4.7) obtêm-se: 

    𝜙1 = − 1𝐿𝑥+ 1                                                                                                             (4.8) 
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Passando a expressão (4.8) para a variável adimensional ξ: 
      𝜉 = 𝑥𝐿                                                                                                                                         (4.9) 

      𝜙1 = −𝜉+1                                                                                                              (4.10) 

 

Adotando uma função linear para θ2 

      𝜙2 = 𝑎𝑥+ 𝑏                                                                                                (4.11) 

     {𝜙21(𝑥 = 1) = 1𝜙22(𝑥 = 𝐿) = 0                                                                                                                         (4.12) 

Resolvendo o sistema de Equações (4.12) obtêm-se: 

      𝜙2 = 1𝐿𝑥                                                                                                                  (4.13) 

 

Passando a expressão (4.13) para a variável adimensional ξ: 
     𝜉 = 𝑥𝐿                                                                                                                                      (4.14) 

      𝜙2 = 𝜉                                                                                                                    (4.15) 

                                                                                                  

Da Equação (4.5) podemos obter a função aproximadora (4.16) para deslocamentos 

horizontais: 

                                                                                               (4.16) 

Sendo: 

     ϕ1u = 1 − ξ                                                                                                                   (4.17) 

     ϕ2u = ξ                                                                                                                                (4.18) 

   21 1 uuu 
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Escrevendo Matricialmente: 

      𝑢(𝜉) = {𝜙1𝑢 𝜙2𝑢} {𝑢1𝑢2}                                                                                                  (4.19) 

 

4.3.1.2  Deslocamentos devido ao carregamento axial a barra considerando quatro nós por 

barra. 

Para os deslocamentos horizontais adota-se uma função aproximadora de terceiro grau 

FIGURA 4.1 (b). 

  𝑢(𝑥) = 𝜙1𝑢1 + 𝜙2𝑢2 + 𝜙3𝑢3 + 𝜙4𝑢4                                                                    (4.20) 

 

Realizando o mesmo procedimento que no item 4.3.1.1 chegamos a função aproximadora  

Equação (4.21): 

  𝑢(𝑥) = (−92 𝜉3 + 9𝜉2 − 112 𝜉 + 1)𝑢1 + (272 𝜉3 − 452 𝜉2 + 9𝜉)𝑢2 + (−272 𝜉3 + 18𝜉2 − 92 𝜉)𝑢3 +(92 𝜉3 − 92 𝜉2 + 𝜉)𝑢4                                                                                                                

                                                                                                                                              (4.21) 

4.3.1.3 Deslocamentos Devido ao Carregamento Perpendicular a Barra considerando dois 

nós por barra. 

Considerando um elemento finito com os parâmetros nodais de acordo com a FIGURA 4.4, 

ou seja, um elemento finito de viga. 
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FIGURA 4.4 – Deslocamentos e esforços nodais. 

 

Os deslocamentos transversais devem ser representados, por um polinômio do 3º grau: 

      𝑤(𝑥) = 𝜙1𝑤1 + 𝜙2𝜃𝑖 + 𝜙3𝑤𝑓 + 𝜙4𝜃𝑓                                                                         (4.22) 

 

Adotando uma função aproximadora para 𝜙1 : 

      𝜙1 = 𝐴𝑥3 + 𝐵𝑥2 + 𝐶𝑥 + 𝐷                                                                                          (4.23) 

     {𝜙11(𝑥 = 1) = 1𝜙12(𝑥 = 𝐿) = 0                                                                                                                         (4.24) 

     {𝜙11′(𝑥 = 1) = 0𝜙12′(𝑥 = 𝐿) = 0                                                                                                                         (4.25) 

 

Resolvendo o sistema de Equações (4.25) obtêm-se: 

       𝜙1 = 2𝐿3  𝑥3 − 3𝐿2  𝑥2 + 1                                                                                      (4.26) 

 

Passando a Equação (4.26) para a variável adimensional  𝜉: 
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      𝜉 = 𝑥𝐿                                                                                                                           (4.27) 

      𝜙1 = 1 − 3𝜉2 + 2𝜉3                                                                                                      (4.28) 

 

Adotando uma função aproximadora para 𝜙2· : 

      𝜙2 = 𝐴𝑥3 + 𝐵𝑥2 + 𝐶𝑥 + 𝐷                                                                                   (4.29) 

     {𝜙21(𝑥 = 1) = 0𝜙22(𝑥 = 𝐿) = 0                                                                                                                         (4.30) 

     {𝜙21′(𝑥 = 1) = 1𝜙22′(𝑥 = 𝐿) = 0                                                                                                                         (4.31) 

 

Resolvendo o sistema de Equações (4.30) e (4.31) obtêm-se: 

       𝜙2 = 1𝐿2  𝑥3 − 2𝐿  𝑥2 + 𝑥                                                                                       (4.32) 

 

Passando a equação 4.32 para a variável adimensional  𝜉: 

     𝜉 = 𝑥𝐿                                                                                                                         (4.33) 

      𝜙2 = 𝐿𝜉3 − 2𝐿𝜉2 + 𝐿𝜉                                                                                           (4.34) 

 

Adotando uma função aproximadora para 𝜙3· :       𝜙3 = 𝐴𝑥3 + 𝐵𝑥2 + 𝐶𝑥 + 𝐷                                                                                   (4.35) 

     {𝜙31(𝑥 = 1) = 0𝜙32(𝑥 = 𝐿) = 1                                                                                                                         (4.36) 
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     {𝜙31′(𝑥 = 1) = 0𝜙32′(𝑥 = 𝐿) = 0                                                                                                                         (4.37) 

     𝜙3 = 3𝐿2   𝑥2 − 2𝐿3   𝑥3                                                                                           (4.38) 

 

Passando a Equação (4.38) para a variável adimensional  𝜉: 

   𝜉 = 𝑥𝐿                                                                                                                      (4.39) 

     𝜙3 = 3𝜉2 − 2𝜉3                                                                                                   (4.40) 

Adotando uma função aproximadora para 𝜃4· : 

     𝜙4 = 𝐴𝑥3 + 𝐵𝑥2 + 𝐶𝑥 + 𝐷                                                                                 (4.41) 

     {𝜙41(𝑥 = 1) = 0𝜙42(𝑥 = 𝐿) = 0                                                                                                                         (4.42) 

     {𝜙41′(𝑥 = 1) = 0𝜙42′(𝑥 = 𝐿) = 1                                                                                                                         (4.43) 

 

Resolvendo o sistema de Equações (4.42) e Equação (4.43)  obtêm-se: 

     𝜙4 = 1𝐿2  𝑥3 − 1𝐿  𝑥2                                                                                                  (4.44) 

 

Passando a Equação (4.44) para a variável adimensional  𝜉: 

     𝜉 = 𝑥𝐿                                                                                                                            (4.45) 

    𝜙4 = 𝐿𝜉3 − 𝐿𝜉2                                                                                                          (4.46) 
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Da Equação (4.22) podemos obter a função aproximadora para os deslocamentos:

                                        

                                                                                                                                        (4.47) 

 

Sendo: 𝜙1𝑣 = 1 − 3𝜉2 + 2𝜉3  𝜙2𝑣 = 𝜉 − 2𝜉2 + 𝜉3  𝜙3𝑣 = 𝜉 − 2𝜉2 + 𝜉3  𝜙4𝑣 = 𝜉 − 2𝜉2 + 𝜉3  

Escrevendo de forma matricial temos: 

𝑣(𝜉) = {𝜙1𝑣 𝜙2𝑣 𝜙3𝑣 𝜙4𝑣} {𝑣1𝜃1𝑣2𝜃2}                                                                                 (4.48) 

 

4.3.1.4 Deslocamentos Devido ao Carregamento Perpendicular a Barra considerando quatro 

nós por barra. 

Seja um elemento de barra com modulo de Elasticidade E , área A e Inercia I de acordo com 

a FIGURA.4.3 (b). 

Admite-se variação de sétimo grau para o deslocamento transversal ao eixo da barra, assim 

a função aproximadora pode ser escrita, 

 𝑤(𝑥) = 𝜙1𝑤1 + 𝜙2𝜃1 + 𝜙3𝑤2 + 𝜙4𝜃2 + 𝜙5𝑤3 + 𝜙6𝜃3 + 𝜙7𝑤4 + 𝜙8𝜃4                                                                                           
                                                                                                                                              (4.49)     
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De acordo com ASSAN (1999) a energia de deformação para um pórtico plano pode ser 

representada: Π =  12.𝐿3 ∫ 𝐸𝐼(𝑣′′)2𝑑𝜉 + 1𝐿 ∫ 𝐸𝐴(𝑢′)2𝑑𝜉10 − 𝐿10 ∫ 𝑞𝑦𝑣𝑑𝜉 − 𝐿 ∫ 𝑞𝑥𝑢𝑑𝜉1010       

                                                                                                                                        (4.52) 

 

Onde a primeira integral é relativa à energia de deformação considerando uma viga, a 

segunda integral é relativa à energia de deformação da barra de treliça, a terceira integral e 

referente à energia de carga externa devido ao carregamento constante e perpendicular a barra 

e a última integral é referente à energia de cargas externas devido ao carregamento constante e 

horizontal. 

 

4.3.2.1. – Matriz de Rigidez do elemento com dois nós. 

Calculando a derivada segunda das Equações (4.16) e (4.47) e substituindo na expressão 

(4.52), integrando e derivando o funcional em relação a cada variável e igualando a zero 

chegamos a um sistema de equações que podem ser representado por: [𝑘]{𝑢} = {𝐹}                                                                                                                  (4.53) 

 

Onde [𝑘]é a matriz de rigidez do elemento expressa por: 

 



61 
 

                                                         (4.54) 

E {𝐹𝑒} é o vetor de cargas nodais equivalentes. 

 

4.3.2.2 – Matriz de Rigidez do Elemento com quatro nós por barra. 

Fazendo o procedimento análogo ao item anterior, calculando a derivada segunda das 

Equações (4.21) e (4.50) e substituindo na expressão (4.52) chega-se a matriz de rigidez, 

𝐻𝑓 =  [𝐾1 𝐾2𝐾3 𝐾4]                                                                                                                                             (4.55) 

 

Onde os valores de K1 , K2 , K3 e k4   podem ser expressos por: 

















































L

EI

L

EI

L

EI

L

EI
L

EI

L

EI

L

EI

L

EI
L

EA

L

EA
L

EI

L

EI

L

EI

L

EI
L

EI

L

EI

L

EI

L

EI
L

EA

L

EA

K

385

45198

44

6561
0

6160

148959

56

12393
0

44

6561

154

177147
0

308

10935

16

2187
0

00
5

54
00

40

189
6160

148959

308

10935
0

385

6157

28

2517
0

56

12393

16

2187
0

28

2517

7

4539
0

00
40

189
00

10

37

22

2323

22

2323

1

                                                       

                                                                                                                                        (4.56) 
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4.3.3 Vetor de carga nodal. 

O vetor de carga nodal  { F } explicitado na Equação (4.53) pode ser composto de um vetor 

de cargas nodais equivalentes {Fe} mais vetor de esforço aplicado diretamente sobre o nó {Fn}.        {𝐹} = {𝐹𝑒} + {𝐹𝑛}                                                                                                     (4.60) 

 

Utilizando uma variação linear para os carregamentos o vetor { Fe } pode ser escrito, 

4.3.3.1.  Barras com dois nós. 

a) Forças de superfície aplicadas na direção de x: 𝑝𝑥(𝜉) = (1 − 𝜉)𝑝1𝑥 +  𝜉𝑝2𝑥                                                                                      (4.61) 

 

Considerando uma aproximação linear para o deslocamento e substituindo a Equação (4.61) 

na quarta integral da Equação (4.52) e resolvendo obtemos: 

{𝐹𝑒}𝑥 = [𝐿 3⁄ 𝐿 6⁄𝐿 6⁄ 𝐿 3⁄ ] {𝑝1𝑥𝑝2𝑥}                                                                                         (4.62) 

 

b) Forças de superfície aplicadas na direção de y: 𝑝𝑦(𝜉) = (1 − 𝜉)𝑝1𝑦 +  𝜉𝑝2𝑦                                                                                     (4.63) 

 

Considerando uma variação cúbica para os deslocamentos e substituindo a Equação (4.63) 

na Expressão (4.52) e integrando chega-se: 

{𝐹𝑒}𝑦 = [  
  0,35. 𝐿        0,15. 𝐿1,5. 𝐿2 30⁄             𝐿2 30⁄0,15. 𝐿      0,35. 𝐿−𝐿2 30⁄        −1,5. 𝐿2 30⁄ ]  

  {𝑝1𝑦𝑝2𝑦}                                                                    (4.64) 
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Matricialmente para o carregamento nas duas direções é: 

{𝐹𝑒} =  
[  
   
   𝐿 3⁄                     0           𝐿 6⁄              00             0,35. 𝐿       0       0,15. 𝐿0          1,5. 𝐿2 30⁄           0               𝐿2 30⁄𝐿 6⁄                0              𝐿 3⁄                00           0,15. 𝐿       0        0,35. 𝐿0             −𝐿2 30⁄          0      −1,5. 𝐿2 30⁄ ]  

   
   {𝑝1𝑥𝑝1𝑦𝑝2𝑥𝑝1𝑦} =  [𝐺𝑓]{𝑝}                      (4.65) 

 

4.3.3.2.  Barras com quatro nós. 

Adotando-se uma variação de sétimo grau para o deslocamento e realizando o mesmo 

processo do item anterior, temos: 

{𝐹𝑒} = [𝐺𝑓]{𝑝1𝑥𝑝1𝑦𝑝2𝑥𝑝1𝑦} =   [𝐺𝑓]{𝑝}                                                                                            (4.66) 

 

 Onde, Gf transposto é, 
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                                                                                                                                                                   (4.67) 

 

4.4 MATRIZ DE ROTAÇÃO. 

Para que se possa utilizar a barras inclinadas precisa-se fazer a rotação da matriz de rigidez 

e do vetor de forças nodais, para o sistema global, de acordo com as FIGURAS 4.5, 4.6 e 4.7. 
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FIGURA 4.5 – Carregamento em relação aos eixos x’1 e x’2. 

 

 

FIGURA 4.6 – Coordenadas no sistema local. 
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FIGURA 4.7 – Coordenadas no sistema global. 

 

a) Matriz de Rotação :  

A matriz de rotação [β] é obtida facilmente: 

𝛽 =
[  
   
cos (𝛼) sin(𝛼)−sin(𝛼) cos (𝛼) 0            00             0         0      00      00              00              0 1            00 cos (𝛼)       0    0sin(𝛼)    0   0               00               0   0 −sin(𝛼)0          0 cos(𝛼)   00   1]  

                                                 (4.68) 

 

 

b)  Matriz de Rigidez segundo os eixos x1 o x2 

Para se transformar um vetor {u} orientado segundo um sistema de eixos x1  o x2 para um 

vetor {u′} orientado segundo um sistema de eixos x’1  o x’2  precisamos: 

     {𝑢′} =  [𝛽] ∗ {𝑢}                                                                                                                (4.69) 

 

Para se rotacionar um tensor de segunda ordem é um pouco mais complexo que rotacionar 

um ponto ou até mesmo tensor de primeira ordem (vetor). 
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Seja a expressão (4.70) em um sistema de eixos x1 o x2. 

      [𝑘] ∗ {𝑢} = {𝐹}                                                                                                                (4.70) 

  

      A Equação (4.70) em um sistema x’10 x’2 fica:       [𝑘′] ∗ {𝑢′} = {𝐹′}                                                                                                               (4.71)    

                                                    

      A relação entre u e u’ é:        {𝑢′} = [𝛽] ∗ {𝑢}                                                                                                                 (4.72) 

       

       A relação entre F e F’ pode ser expressa por: 

      {𝐹′} = [𝛽] ∗ {𝐹}                                                                                                             (4.73) 

 

      Substituindo a Equação (4.72) e a Equação (4.73), na Equação (4.71) temos: 

      [𝑘′] ∗ [𝛽] ∗ {𝑢} = [𝛽] ∗ {𝐹}                                                                                             (4.74) 

       

      Multiplicando a Equação (4.74) por [𝛽]𝑇 temos:        [𝛽]𝑇 ∗ [𝑘′] ∗ [𝛽] ∗ {𝑢} = [𝛽]𝑇 ∗ [𝛽] ∗ {𝐹}                                                                       (4.75) 

 

      Comparando as equações 4.75 e 4.70 conclui-se que: 

      [𝑘] = [𝛽]𝑇 ∗ [𝑘′] ∗ [𝛽]                                                                                                    (4.76) 

                                                                     

c)  Vetor de forças nodais segundo os eixos x1 o x2: 
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Considerando a matriz   [𝐺𝑓′]  em ralação ao sistema x’1 o x’2  e a matriz de rotação (4.68)  

a matriz de forças nodais [𝐺𝑓] segundo os eixos x1 o x2  fica explicitada por: 

       [𝐺𝑓] = [𝛽]𝑇 ∗ [𝐺𝑓′]                                                                                                        (4.77) 

 
 
4.5 ESFORÇOS SOLICITANTES NAS BARRAS DO PÓRTICO PLANO. 

Calculados os deslocamentos podemos facilmente determinar os esforços solicitantes. 

 
     a) Esforço normal. 

A normal pode ser obtida derivando-se a expressão (4.16): 

     𝑁(𝜉) = 𝑑𝑢𝑑𝜉  =  −1𝐿 . 𝜉𝑢1 + 1.𝐿 𝑢2                                                                                           (4.78) 

     Onde: 0 ≤ ξ ≤ 1 

 

    b) Esforço de cortante e Momento fletor. 

O momento fletor é a derivada segunda dos deslocamentos, sendo assim derivando duas 

vezes a Equação (4.47), 

     𝑀(𝜉) = 𝑑2𝑢𝑑𝜉2  = 12𝜉−6𝐿2 𝑣1 + 6𝜉−4𝐿  𝜃1 + 6−12𝜉𝐿2  𝑣2 + 6𝜉−2𝐿  𝜃2                             (4.79) 

     A cortante é a derivada terceira do deslocamento, sendo assim temos: 

     𝑉(𝜉) = 𝑑3𝑢𝑑𝜉3  = 12.𝐿2  𝑣1 + 6𝐿  𝜃1 + −12𝐿2  𝑣2 + 6𝐿  𝜃2                                                   (4.80) 

     Onde: 0 ≤ ξ ≤ 1 
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5.2. SISTEMA DETERMINADO 

Segundo RUGGIERO (1996) o método dos mínimos quadrados consiste em escolher c1 e 

c2 de tal forma que a soma dos quadrados dos desvios seja mínima. ∑ (𝑑𝑘)2 =𝑚𝑘=1 ∑ (𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥))2𝑚𝑘=1                                                                      (5.1)                        

Utilizando cálculo diferencial, sabemos que, para obter um ponto de mínimo de f (c1, c2,..., 

cn) temos de, inicialmente, encontrar seus pontos críticos, ou seja, os (c1, c2,..., cn) tais que: 

𝑑𝑓𝑑𝑐𝑗 = 0 , 𝑗 = 1, 2 , … , 𝑛                                                                                         (5.2)              

Derivando a Equação (5.1) de acordo com a Equação (5.2) chegamos ao sistema linear: 
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5.3. SISTEMA SOBREDERMINADO. 

 

Os sistemas lineares sobredeterminados Ax=B , onde o número de equações é maior que o 

número de incógnitas, não tem solução. 

Nestes casos o que se faz é calcular b̅ como sendo a projeção de B sobre a Im(A) na norma 

2 e então toma-se como solução do sistema Ax=B, a solução única do sistema Ax = b̅ . 

O vetor b̅ , projeção de B sobre Im(A) na norma 2 é o vetor b̅ = Ax̅. 
Chamando de r(x) = Ax-B de resíduo em x, acha-se a solução de x̅ de resíduo mínimo. Para 

achar esta solução é o mesmo que encontrar x que minimize: 
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𝑓(𝑥) = 12 ‖𝑥‖22 = 12 ‖𝐴𝑥 − 𝐵‖22                                                                                  (5.3) 

 

Do cálculo diferencial e integral, sabemos que, se min (f(x) = f(𝑥̅), então: 

 
𝑑𝑓(𝑥̅)𝑑𝑥𝑖 = 0 , 𝑖 = 1, 2 , … , 𝑛                                                                        (5.4) 

Resolvendo a Equação (5.3) de acordo com a Equação (5.4) temos que a solução de 𝑥̅ 

será: 𝐴𝑇𝐴 𝑥 = 𝐴𝑇𝐵                                                                                                         (5.5) 

Verifique que a Equação (5.5) é exatamente o sistema normal a ser resolvido para 

encontrar a solução que melhor aproxima a tabela no sentido dos mínimos quadrados.  

 

5.4. SISTEMAS SUBDETEMINADOS. 

 

Para os sistemas subdeterminados, onde o número de equações é menor que o número de 

incógnitas, a solução é semelhante ao sobredeterminados.  

Como este sistema possui infinitas soluções o vetor solução do sistema Ax=B é aquele que 

possui dentre todos os vetores de x uma norma euclidiana mínima e pode ser representado 

pela expressão (5.6). 𝑥 = 𝐴𝑇 ∗ 𝑌                                                                                                                          (5.6) 

Onde o X é dado pela expressão (5.7). 𝐴 ∗ 𝐴𝑇 ∗ 𝑌 = 𝐵                                                                                                                    (5.7) 
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FIGURA 6.2 – Corpo elástico enrijecido. 

 

A barra rígida, como já foi dito, é modelada pelo método dos elementos finitos e o corpo 

elástico contínuo pelo método dos elementos de contorno.  

 

6.3.  ACOPLAMENTO MEC-MEF. 

A consideração de um domínio plano enrijecido com uma barra é feita através de uma 

imposição de compatibilidade de deslocamento e equilíbrio de forças, ou seja:          𝑈𝑐 − 𝑈𝑓 = 0 𝑓𝑐 + 𝑓𝑓  = 0                                                                                                                     (6.1) 

 

Onde 𝑈𝑐  e  𝑓𝑐  são respectivamente os deslocamentos e as forças distribuídas que aparecem 

nas equações do elemento de contorno e 𝑈𝑓  e  𝑓𝑓 São respectivamente os deslocamentos e as 

forças da barra enrijecedora. As forças que aparecem no domínio plano tem sinal oposto as 

forças da barra, agindo assim como forças de reação. Para o problema discretizado a Equação 

(6.1) fica: 

 



75 
 

{ 𝑓𝑐}  =  -{𝑓𝑓} = { f } { 𝑈𝑐 }  = {𝑈𝑓} = { u }                                                                                                               (6.2) 

 

Para o problema tratado, ou seja, elemento plano enrijecido com fibras, a reação das fibras 

sobre a matriz equivale a uma linha de carga de acordo com a FIGURA 6.3. 

 

FIGURA 6.3. Esquema onde é visualizado a linha de carga e a barra rígida. 

 

O sistema de equações é composto pelas equações algébricas de deslocamentos do método 

dos elementos de contorno escritas para os pontos do contorno Equação (6.3), pelas equações 

algébricas de deslocamentos do método dos elementos de contorno escritas para os pontos 

internos de interface Equação (6.4) e pelas equações de deslocamentos dos métodos dos 

elementos finitos da barra enrijecedora Equação(6.5) , como segue: 
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[𝐻𝑐]{𝑈𝑐} = [𝐺𝑐]{𝑃𝑐} + [𝑆]{𝑓𝐼}                                                                                              (6.3) {𝑈𝐼} = −[𝐻𝑐]{𝑈𝑐} + [𝐺𝑐]{𝑃𝑐} + [𝑆]{𝑓𝐼}                                                                               (6.4)  [𝐻𝑓]{𝑈𝐼} = −[𝐺𝑓]{𝑓𝐼}                                                                                                             (6.5) 

 

Nas Equações(6.3), Eq.(6.4) e Eq.(6.5) os índices sobrescritos “𝑐”, “𝑓” e “𝐼” representam 

respectivamente contorno, barra enrijecedora e interface. As matrizes 𝐻𝑐, 𝐺𝑐 e 𝑆 representam 

as matrizes de influência de integração, a matriz 𝐻𝑓 é a matriz de rigidez da barra e 𝐺𝑓  a matriz 

que se multiplicada pelo vetor de forças distribuídas 𝑓, fornece o vetor de cargas nodais. 

Na FIGURA 6.4 está mostrado o esquema de colocação dos pontos internos, para realizar a 

compatibilidade de deslocamentos no acoplamento e que de modo diferente de BOTTA (2003) 

os pontos das extremidades não são deslocados para o interior.  

 

FIGURA 6.4. Nós internos para deslocamentos no MEC. 
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6.3.1. Regularização pela Técnica dos Mínimos Quadrados 

Observando o sistema de equações a ser resolvido as variáveis incógnitas são: 𝑈𝑐 , 𝑃𝑐 , 𝑈𝐼  
e 𝑓 , observa-se no entanto que existem mais variáveis 𝑈𝐼  do que forças 𝑓 ,onde a causa disto 

é a adoção de diferentes graus para os polinômios aproximadores. 

O número de número de variáveis de cada vetor é: {𝑓} = 2 × (𝑛𝑏𝑎𝑟 + 1) {𝑈} = 3 × (3 × 𝑛𝑏𝑎𝑟) + 1 

Onde, 𝑛𝑏𝑎𝑟 é o número de barras de elemento finito. 

Para que o problema possa ter solução, aplica-se a técnica dos mínimos quadrados. Como o 

número de equações é maior que o número de incógnitas é necessário reduzi-las a um número 

conveniente para que o sistema seja resolvível.  

A técnica dos mínimos quadrados consiste em reduzir no número de equações e 

minimizando os erros. Para tanto, neste trabalho, bastou multiplicar a Equação (6.4) pela matriz [𝑆] Transposta que ficou de acordo com a Equação(6.6) abaixo. [𝑆𝑇]{𝑈𝐼} = −[𝑆𝑇][𝐻𝐶]{𝑈𝑐} + [𝑆𝑇][𝐺𝑐]{𝑃𝑐} + [𝑆𝑇][𝑆]{𝑓𝐼}                                           (6.6) 

 

Para o caso de haver mais de uma barra enrijcedora, a matriz [𝑆𝑇]  será multiplicada pelo 

vetor {𝑈𝐼}  considerando todos os nós da interface, mesmo que as barras não sejam continuas. 

As Equações (6.3) , Eq.(6.5) e  Eq (6.6)  podem ser escritas de forma matricial, ficando: 
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                                                                         (6.7) 

 

6.4.  ACOPLAMENTO PÓRTICO PLANO COM O ENRIJECEDOR 
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Resolvendo-se uma estrutura reticulada pelo método dos elementos finitos. Obtém-se a 

seguinte equação, 

[kp] {up} = {Fp}                                                                                                                      (6.8) 

 

Onde: 

[kp] é a matriz de Rigidez do pórtico planto, [up]  é o vetor deslocamentos e {FP} o vetor de 

forças nodais. 

Seja um elemento de barra com módulo de deformação longitudinal de material E, área da 

seção transversal A, comprimento L e momento de inércia I, com sistemas de coordenadas 

indicadas na FIGURA 6.5 e 6.6. 

  

                                          FIGURA 6.5.  Sistema de coordenadas locais 
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.   

FIGURA 6.6 – Sistema de coordenas globais 

 

Admite-se para o pórtico uma variação linear para os deslocamentos. Assim a matriz de 

rigidez é dada da seguinte forma, 

                                                             (6.9) 

O vetor de forças nodais pode ser constituído de um carregamento aplicado diretamente nos 

nós { f n } e, de um carregamento nodal equivalente { f e  } , devido as forças de superfícies 

aplicadas ao longo do elemento. 

{ Fp } = { fn } + { fe }                                                                                                      (6.10) 

 

Admite-se aproximação linear para as forças de superfície. Sendo assim o esquema de 

coordenadas e o esquema de forças de superfície são mostrados na FIGURA. 6.7, 
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FIGURA.6.7 – Esquema de coordenadas para forças de superfície 

Incorporando o sistema de Equação (6.8) no sistema de Equação (6.7) chegamos ao sistema, 

[  
   𝐻𝐶 −𝑆𝑆𝑇 . 𝐻𝐶 −𝑆𝑇 . 𝑆 0        0                   0𝑆𝑖𝑇       𝑆𝑖𝑃𝑇                00         𝐺𝑖𝑓00         𝐺𝑖𝑃𝑓0

𝐻𝑖𝑓      0                    0    0    0 (𝐻𝑖𝑓 + 𝐾𝑖𝑃)     0            0               𝐾𝑃]  
   . {  
  𝑈𝐶𝑓𝑈𝑖𝑈𝑈𝑃𝑖𝑃}  

  = [   
 𝐺𝐶𝑆𝑇𝐺𝐶000 ]   

 . {𝑝𝑐} + {  
  000𝐹𝑖𝑃𝐹𝑃}  

  
   

                                                                                                                                                

                                                                                                                                  (6.11) 

Onde: 

Os índices ‘c’, ‘i’, ‘T’, ‘f’, ‘P’, ‘iP’ significam respectivamente, contorno, interno, 

transposto, finito, pórtico, interface com o pórtico. 

Resolvendo o sistema (6.11) chega-se aos deslocamentos no enrijecedor e no pórtico, bem 

como as forças no enrijecedor.  
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7.1.2.  Gerenciador de programas. 

Foi criado um gerenciador, ou seja, um programa principal, que pudesse fazer o controle de 

todas as rotinas de cálculo.  Este gerenciador é responsável por acionar o programa gráfico, o 

programa gerador de malha, organizar em forma de tabelas e fazer a impressão dos dados de 

entrada e saída de acordo com as FIGURAS 7.2, 7.3 , 7.4 e 7.5.  A comunicação entre o 

gerenciador e as rotinas de cálculo é feita através de arquivos de documentos não formatados – 

txt, ou seja, o gerenciador gera os arquivos que serão a entrada de dados do processamento, 

aciona o programa de cálculo, espera o processamento e faz a leitura dos arquivos contendo as 

respostas gravando-as em um banco de dados.  

 

FIGURA 7.2– Tela do gerenciador com a paleta de comando contendo: Arquivo, configurações, dados 

do contorno, dados do pórtico, desenhar, calcular, resultados e impressão. 
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FIGURA 7.3 – Tela de impressão de dados. 

 

 

FIGURA 7.4  – Tela com os dados de resposta obtidos no contorno. 
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FIGURA 7.5  – Resposta do Pórtico Linear. 

 

 

7.1.3.  Sistema gráfico. 

Denominado de “REISCAD” o programa permite fazer o desenho da estrutura em duas 

dimensões de acordo com a FIGURA 7.5. Este programa interpreta as linhas como sendo barras 

de pórtico ou como barras de contorno e os pontos como sendo nós da estrutura. As propriedades 

dos nós  são: coordenadas, vinculação e forças e as propriedades das barras são: área, inércia, 

módulo de elasticidade, incidência e  forças. O programa permite ainda mostrar a numeração 

dos nós e das barras que serão utilizadas no processamento da estrutura.  

O “REISCAD” está vinculado ao gerenciador, mas é um programa independente, sua 

entrada e saída de dados são através de arquivos-txt, portanto ele pode ser utilizado juntamente 

com outros programas que fazem o processamento de estruturas através dos métodos dos 

elementos finitos ou dos métodos dos elementos de contorno. 
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FIGURA 7.6 – Tela do programa gráfico . 

 

O programa gráfico também é capaz mostrar, em forma de cores, os valores de tensões e 

deslocamentos no domínio e no contorno analisado pelo método dos elementos de contorno de 

acordo com a FIGURA 7.7. 
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FIGURA 7.7 – Tela de apresentação das respostas em forma de cores. 

7.2.  PROCESSAMENTO. 

7.2.1.  Fortran® 

Surgida em 1956 a linguagem Fortran (FORmula TRANslation) foi a primeira linguagem 

de programação em alto nível a ser proposta. Muito difundida no meio técnico e científico esta 

linguagem vem sofrendo melhorias até hoje.   

 

7.2.2.  Rotinas De Processamento. 

O processamento está dividido em dois programas. Um corresponde ao gerador de malha 

chamado de “Malha” e o outro ao cálculo utilizando o método dos elementos de contorno e 

método dos elementos finitos Chamado de “calsoles”. 
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7.2.2.1. Calsoles.  

O programa  “calsoles”  e composto de um programa principal e vinte oito sub-rotinas. 

  Solest.F90  - Programa principal 

 Ajdrmod.F90 -  Módulo que contém algumas sub-rotinas matemática e de operação 

com arquivos entre elas estão a que verifica o tamanho de arquivos, manipula matriz, 

calcula o delta de cronesker e calcula distância de um ponto a uma reta. 

 Sub_angulo.F90 – Determina o ângulo das barras do pórtico plano. 

 Sub_bloc_no_Total.F90 -  Calcula o número de nós por barras e o número de blocos de 

barras. 

 Sub_cal_interno.F90  - Sub-Rotina que calcula os deslocamentos e as tensões nos 

pontos internos. 

 Sub_comprimeto.F90 – Calcula o comprimento das barras do pórtico plano. 

 Sub_continuidade.F90 – Verifica a continuidade de um grupo de barras. 

 Sub_discreta_barra.F90 – Discretiza a barra do enrijecedor. 

 Sub_Elastico.F90 – Gerencia o processo através do MEC. 

 Sub_engasta_perfeito.F90 – Calcula o coeficiente de Engastamento perfeito para o 

pórtico plano. 

 Sub_esfocos_lin.F90 – Determina os esforços solicitantes para o pórtico plano. 

 Sub_forcas.F90 – Determina os esforços nodais para o pórtico plano. 

 Sub_hgs_barra.F90 -  Sub-Rotina que calcula, a matriz H, a matriz G e a Matriz S para 

os pontos de interface entre o domínio e o enrijecedor.  

 Sub_impre.F90  - Sub-Rotina que faz a gravação dos resultados em arquivos. 

  Sub_integ.F90  -  Sub-Rotina que faz a integração numérica e analítica dos elementos 

de contorno considerando nós descontínuos e contínuos. 

  Sub_integ_pint  - Sub-Rotina que calcula a integral numérica para as tensões e 

deslocamentos nos pontos internos. 

 Sub_mat_cinetica.F90 – Calcula as matrizes cinemáticas do pórtico plano. 

  Sub_matg_math.F90  -  Sub-Rotina que calcula as matriz G , H e S referente ao 

contorno. 

 Sub_matr_rigidez.F90 – Calcula a matriz de rigidez para o pórtico plano. 
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GRÁFICO 8.1.  Deslocamentos na direção do eixo x da barra.  

 

A solução numérica é completada pelos resultados apresentados no GRÁFICO 8.2,  onde 

as forças de interface são exibidos, em conjunto com a solução obtida por BOTTA (2003). 

 

GRÁFICO 8.2. Forças na direção do eixo x, de superfície nas barras. 
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8.2. VIGA ENGASTADA SUBMETIDA A UMA CARGA DISTRIBUÍDA NA FACE 
SUPERIOR REFORÇADA COM UM ENRIJECEDOR EM SUA FACE 
INFERIOR. 

Este exemplo mostra a capacidade da formulação na análise de tensões ao longo da 

interface fibra-matriz. Na FIGURA 8.2, uma viga biengastada está sendo solicitada na face 

superior por um carregamento uniformemente distribuído. Uma barra enrijecedora foi colocada 

na parte inferior reforçando a viga.  

Os dados geométricos e físicos da estrutura bem como as condições de contorno estão 

apresentados na FIGURA. 8.2. 

 
FIGURA 8.2. Dimensões e condições de contorno impostos no segundo exemplo. 

 

Foi considerado 160 elementos finitos para representar o elemento enrijecedor e 120 

elementos lineares para aproximar o contorno do domínio. 

Os resultados obtidos são mostrados nos GRÁFICO 8.3, GRÁFICO 8.4, GRÁFICO 8.5, 

GRÁFICO 8.6 e GRÁFICO 8.7 em conjunto com a solução obtida por WUTZOW(2003). 
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GRÁFICO 8.3. Deslocamentos na direção do eixo x. 

 

 

GRÁFICO 8.4. Deslocamentos na direção do eixo y.  
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GRÁFICO 8.5. Forças de superfície na direção do eixo x.  

 
 

 

GRÁFICO 8.6. Forças de superfície na direção do eixo y.  
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A estrutura reticulada colocada dentro do domínio foi discretizada em cinquenta 

elementos e a parte fora do domínio em quatro elementos. 

 

FIGURA 8.3 – Barra parcialmente imersa em um domínio semi-infinito. 

 

O resultado pode ser observado nos gráficos a seguir: 

 

GRÁFICO. 8.8 – Gráfico deslocamento na direção x 
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GRÁFICO 8.9 – Gráfico de Rotação. 

 

GRÁFICO 8.10 – Força em x no Enrijecedor 
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GRÁFICO 8.11 – Força em y no Enrijecedor 

 

Com estes resultados mostra-se que o procedimento utilizado neste trabalho, é adequado 

para solução de problemas desta natureza. 
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lin 0

col 0

mata
lin col posi NN( )

k 1 NN gl n



 tipo 1 tipo 3( ) posi NN( )

k 1 0if

mata
lin col 0 tipo 1 tipo 3( ) posi NN( )

k 1 0 n NN glif

mata
lin col 1 tipo 1 tipo 3( ) posi NN( )

k 1 0 n NN glif

col col 1

n 1 NN glfor

gl1 NN gl 1

gl1 NN gl( ) tipo 2if

col 0

lin lin 1( ) tipo 2 tipo 3( ) tipo 1 tipo 3( )if

mata
lin col( )

gl1 n 1( )

L






posi NN( )
k 1 gl1 n







 tipo 2 tipo 3( ) posi NN( )
k 1 0if

mata
lin col 0 tipo 2 tipo 3( ) posi NN( )

k 1 0 n gl1if

mata
lin col

gl1 n 1( )

L
 tipo 2 tipo 3( ) posi NN( )

k 1 0 n gl1if

col col 1

n 1 NN glfor

lin lin 1

k 1 NNfor

x lsolve mata matb( )

fi
cont

0

gl NN 1

m

x
m 0 

gl NN m 1
















cont cont 1

i 1 NN glfor

fi

 *
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Para que o intervalo seja de [-1,1] precisamos fazer uma mudança de variável na equação 

B1: ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =𝑏𝑎 𝐽 ∫ 𝑔(𝜉) 𝑑𝜉1−1                                                                                       B.2 

O fator J é o jacobiano da transformação, que pode ser encontrado por: 

|𝑥 𝜉 1𝑎 −1 1𝑏 1 1| = 0 

Onde resulta: 𝑥 =  𝑏−𝑎2 𝜉 + 𝑏+𝑎2                                                                                                        B.3 

Derivando B3 temos: 𝑑𝑥 =  𝑏−𝑎2  𝑑𝜉                                                                                                               B.4 

Substituindo B4 e B3 em B2 :  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =𝑏
𝑎 𝑏 − 𝑎2 ∫ 𝑔(𝜉) 𝑑𝜉1

−1  

B.1.2 – Determinação da Tabela de Gauss-Legendre 

Os valores de w e 𝜉 são encontrados resolvendo um sistema não linear do Tipo: 

{  
  
  𝑤1(𝜉1)0  +  𝑤2(𝜉2)0  + ⋯+ 𝑤𝑛 ∗ (𝜉𝑛)0  = ∫ (𝜉1)0𝑑𝜉1

−1  
𝑤1(𝜉1)1 + 𝑤2(𝜉2)1  + ⋯+ 𝑤𝑛(𝜉𝑛)1       =   ∫ (𝜉1)1𝑑𝜉1

−1  ⋮           +      ⋮           +⋯+           ⋮           =        ⋮                 𝑤1(𝜉1)𝑚 + 𝑤2(𝜉2)𝑚  + ⋯+ 𝑤𝑛(𝜉𝑛)𝑚  = ∫ (𝜉1)1𝑑𝜉1
−1

 

Onde: 

n – é o número de Pontos de Gauss 

m = 2n-1  


