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RESUMO

Esse trabalho foi inspirado principalmente em obras projetadas por Heinz Isler e Félix Candela, e
apresenta uma contribui¢ao ao pré-processamento e geragdo computacional de cascas otimizadas
de formas livres e cascas de formas analiticas. Sao abordados dois modelos de concepgao de
estruturas para cobertura: as cascas de formas livres, geradas a partir da simulagdo computacional
de modelos fisicos experimentais em que as superficies médias ndo podem ser descritas por meio
de fungdes matematicas; e as definidas por formas analiticas ou geométricas, em que as
superficies médias podem ser determinadas por fungdes analiticas através de modelos de geracdo
por processos de translagdo ou revolugdo. O objetivo principal € a concep¢do de estruturas em
cascas em concreto por meio de modelo computacional de geracdo otimizada de formas com a
aplicacdo do Método dos Elementos Finitos e técnicas de programacdo matemdtica, com a
proposi¢cdo de metodologias computacionais de pré-processamento para geragdo da malha inicial
de elementos finitos e a posterior obtencdo de estruturas em cascas de formas livres e analiticas.
S@o propostos modelos para geracdo de malhas de estruturas em cascas de formas livres com
projecdes poligonais regulares e quadrilateras com arestas retas e/ou parabdlicas. As malhas
planas que constituem membranas finas e flexiveis, através da acdo do peso proprio da membrana
ou da aplicacdo de pressdo sobre as superficies com quaisquer configuracdes de apoios, sao
utilizadas para geracdo de cascas de formas livres por meio de um programa computacional
desenvolvido por Vizotto (1993), e que também podem ser geradas por meio do software
ANSYS. A geracdo das formas analiticas tridimensionais das estruturas em cascas € realizada
através de curvas diretrizes e geratrizes a partir das malhas planas. Variando-se alguns
parametros obtém-se composi¢des de paraboloides hiperbdlicos, paraboloides elipticos, cilindros
parabdlicos, etc. Apds a geracdo das formas tridimensionais, sdo realizadas andlises estruturais de
algumas estruturas em cascas de concreto armado observando os estados de tens@o das estruturas.

Diversas estruturas sao geradas e os resultados obtidos apresentados.

Palavras Chave: Estruturas em Cascas, Cascas de Formas Livres, Cascas de Formas Analiticas,

Malhas para Elementos Finitos.
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ABSTRACT

This work was mainly inspired in structures designed by Heinz Isler and Félix Candela, and it
presents a contribution to preprocessing and computational generation of optimized free-form
shells and the analytical shells. Two models of conceptions of roofs structures are discussed: the
free-form shells, generated by computational simulation of the experimental physical models, and
the structures defined by analytical functions. The middle surfaces of the first model cannot be
determined by analytical equations. On the second model, however, they can be generated by
translational and revolution processes. The main objective is the conception of concrete shell
structures using a computational model to generate optimized shapes with the application of the
Finite Element Method and mathematical programming techniques. Computational
methodologies for the generation of the finite elements initial mesh and the obtention of the free-
form shells and analytical shells structures are proposed. Models are proposed for the meshing of
the free-form shells structures with either regular polygonal projections or quadrilateral with
straight and / or parabolic edges. Properties of thin and flexible membranes are attributed to the
planar meshes with any support configuration. Free form shells are generated using a software
developed by Vizotto (1993) which is able to generate free-form shells by applying pressure on
the surfaces or by the action of the membrane’s own weight. Free form shells can also be
generated using the software ANSYS. As a result, the three-dimensional shapes of the shells are
obtained. From the plane meshes obtained the three-dimensional shapes of the analytical form
shells are determined through guidelines and generatrices curves. By varying some parameters
compositions of hyperbolic paraboloids, elliptic paraboloids, cylinders parabolic, etc, are
obtained. After the generation of three-dimensional shapes, structural analyses of some reinforced
concrete shell structures are performed and the tension states of the structures are observed.

Several structures are generated and the results obtained are presented.

Keywords: Shell Structures, Finite Element Meshes, Free-Form Shells, Analytical Form Shells.
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1 INTRODUCAO

Estruturas em cascas destacam-se por suas formas diferenciadas dentre os projetos de
engenharia. Quando utilizadas como coberturas, tém a propriedade de vencer grandes vaos com
pequenas espessuras e consumo reduzido de materiais.

As primeiras estruturas em cascas utilizadas como coberturas foram abdbodas com
grandes espessuras construidas baseadas na experi€ncia dos projetistas e no empirismo. A
descoberta do concreto armado possibilitou aos projetistas a elaboracdo de obras mais ousadas e
mais leves.

Félix Candela nos anos 1940 consolida a aplicagdo das formas analiticas como os
paraboloides hiperbdlicos. Na década de 1950 o engenheiro suico Heinz Isler introduziu o
conceito de cascas de formas livres que eram concebidas através de analogias fisicas com
modelos reduzidos. Esses tipos de estruturas apresentam geometrias complexas € ndo podem ser
descritas por fun¢des analiticas.

Para as andlises estruturais em que as solucdes analiticas sdo mais complexas, podem ser
utilizados métodos numéricos, como o Método dos Elementos Finitos. Os métodos numéricos
aliados a evolucdo dos computadores e softwares possibilitam aos projetistas as andlises de

estruturas com formas geométricas complexas por meio de modelos computacionais mais atuais.

1.1 Justificativa

O presente trabalho tem o objetivo de proporcionar uma conexao entre a concepgao e a
andlise das estruturas em cascas de formas analiticas e livres através de softwares de pré-
processamento. Estas ferramentas visam facilitar a transicdo entre a concep¢do, a andlise

estrutural e o projeto final destas estruturas (Figura 1.1).
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Figura 1.1: Etapas simplificadas de evoluc¢io de um projeto de engenharia civil.

Apesar das superficies médias das estruturas em cascas de formas analiticas serem
determinadas por expressdes matemdticas, a geracdo computacional dessas estruturas para
posterior andlise numérica é uma tarefa que demanda tempo e um bom conhecimento dos
softwares geradores de malhas. Com isso € interessante o desenvolvimento de um software de
pré-processamento, capaz de gerar a malha de elementos finitos da forma tridimensional da
estrutura a partir de poucas informacdes, a fim de agilizar o processo e sem exigir que o usudrio
tenha um grande conhecimento em softwares.

As estruturas em cascas de formas livres ndo tém suas superficies médias regidas por
expressoes matematicas. A superficie média dessas estruturas é determinada por analogias fisicas
(ISLER, 1994). Com o software desenvolvido por Vizotto (1993) € possivel obter
automaticamente as formas tridimensionais dessas estruturas a partir de uma membrana de malha
plana com qualquer configuracio de apoio através do peso proprio ou por aplicagdo de pressao na

superficie. Entretanto, é necessdria a geracdo da malha plana para posterior obten¢do da forma

tridimensional. Com isso, justifica-se o desenvolvimento de um software gerador de malhas



planas, que aliado com o programa computacional desenvolvido pelo orientador, é capaz de gerar
automaticamente estruturas em cascas de formas livres.

Fundamentado na revisdo bibliografica, apresentam-se algoritmos de geracdo de malhas
adaptados para estruturas em cascas a fim de desenvolver programas computacionais de pré-

processamento para automatizar a geracao dessas estruturas.

1.2 Objetivos

O objetivo do trabalho € apresentar a metodologia desenvolvida para a geracdo automética
de malhas planas de elementos finitos de plantas poligonais regulares e também de plantas
quadrilateras com arestas retas e/ou parabolicas, assim como os processos de geracao das formas
tridimensionais de estruturas em cascas. Trata-se de uma contribuicdo para a concepciao de
estruturas em cascas de formas livres e analiticas, através do desenvolvimento de programas
computacionais de pré-processamento.

Pretende-se apresentar o processo de geracdo de cascas de formas livres, inspiradas nas
obras de Heinz Isler (1994, 1995) com base no modelo computacional desenvolvido por Vizotto
(1993), além da concepc¢do de cascas de formas analiticas, inspiradas principalmente, nas obras
de Félix Candela, apresentadas em trabalhos de Garlock (2011), Draper (2008), e Billington
(2010) entre outros.

1.3 Metodologia

Sao abordados dois tipos de estruturas para coberturas: as cascas de formas livres, geradas
a partir da simulagdo computacional de modelos fisicos experimentais, e as definidas por formas
analiticas. As superficies médias das cascas de formas livres geralmente ndo podem ser descritas
por meio de expressdes matemdticas; ja as formas analiticas podem ser determinadas por
expressoes matematicas através modelos de geragcdo por processos de translagdo ou revolucao.

Propde-se um modelo para geragdo de malhas de elementos finitos para estruturas em

cascas com quaisquer projecoes poligonais regulares, com o desenvolvimento de ferramentas



computacionais de pré-processamento para a concepg¢do de estruturas em cascas de formas livres
e analiticas de translacao.

Para a concep¢ao de formas livres, a partir das malhas planas com propriedades de
membranas finas e flexiveis, sdo processadas por meio de um programa computacional
desenvolvido por Vizotto (1993), com resultados que também pode ser obtidos pelo software
ANSYS (2010), para geracdo de formas livres e obter as formas tridimensionais das cascas
através da aplicagcdo do peso préprio ou de pressao sobre superficie da membrana com quaisquer
configuracdes de apoios.

Para a concepcdo de formas analiticas, sdo geradas estruturas com projecdes em planta
poligonais regulares com quaisquer numeros de lados. A partir das malhas planas obtidas no pré-
processamento, também € possivel conceber, através de curvas diretrizes e geratrizes, as formas
tridimensionais de estruturas em cascas apoiadas nos vértices dos poligonos. Com a variacao de
alguns parametros € possivel obter composicdes de paraboloides hiperbdlicos, paraboloides
elipticos, cilindros parabdlicos, etc.

ApOs a geracdo das formas tridimensionais, sdo apresentadas as andlises estruturais de
algumas estruturas em cascas de concreto armado, observando-se o comportamento estrutural das
diversas cascas. Diversas formas sdo geradas para confirmacio dos resultados obtidos.

Para a concep¢do das formas tridimensionais, esse trabalho pode ser dividido em duas
fases. A primeira fase € referente ao desenvolvimento de programas computacionais para geracao
de malhas planas de elementos finitos triangulares para superficies planas de plantas poligonais
regulares, e também de plantas quadrildteras com arestas retas e/ou parabdlicas. Sao apresentados
os conceitos utilizados para o desenvolvimento de dois programas em linguagem C de
programacgao:

a) Programa computacional para geragdo de malhas de elementos finitos triangulares

para plantas quadrildteras com composicdes de arestas parabdlicas e/ou retas;

b) Programa computacional para geracdo de malhas de elementos finitos triangulares

para plantas poligonais regulares.

A segunda fase consiste na obtencdo das formas tridimensionais das estruturas em cascas

dividida em dois grupos:



a) Geracdo computacional de estruturas em cascas de formas livres para todos os tipos de
malhas planas geradas, com variagdes de vinculagdes utilizando o programa
desenvolvido por Vizotto (1993) e o software ANSYS;

b) Geracdo computacional de estruturas em cascas de formas analiticas com o

desenvolvimento de um programa computacional apropriado.

Tanto as malhas planas quanto as malhas tridimensionais das estruturas em cascas livres
ou analiticas podem ser visualizadas com o software AutoCAD facilitando o desenvolvimento
dos projetos arquitetonicos das cascas.

Apoés a geracdo das formas tridimensionais das estruturas, sdo realizadas comparacdes
com as formas geradas com malhas obtidas por meio do software GID 10.0.4(2010).

Por fim sdo realizadas andlises estruturais para verificacio do comportamento de
diferentes cascas de concreto para coberturas obtidas com as formas geradas com os modelos
apresentados. Todo esse desenvolvimento visa facilitar o pré-processamento e geracao
computacional dessas estruturas aos pesquisadores e profissionais atuantes nessa darea da

engenharia.

1.4 Organizacao da Dissertacao

Um pequeno historico sobre estruturas em cascas € apresentado no Capitulo 2 mostrando
a evolucdo dessas estruturas relacionada ao surgimento do concreto armado. Nesse mesmo
capitulo € apresentada a classificacdo das estruturas em cascas e o método de andlise relacionado
com o regime de membrana.

No Capitulo 3 sdo apresentados conceitos bdsicos sobre a aplicacdo do Método dos
Elementos Finitos, e em seguida sio apresentadas algumas metodologias para geracdo automdtica
de malhas de elementos finitos para malhas planas bidimensionais.

Com base nos conceitos expostos no Capitulo 3 sobre a geracdo de malhas bidimensionais
de elementos finitos, no Capitulo 4 sdao apresentadas formulacdes para geracdo automaética de
malhas planas para plantas de quadrildteras com arestas retas e/ou parabdlicas e de plantas

poligonais regulares.



No Capitulo 5 sdo desenvolvidas formulacdes analiticas para geracdo das formas
tridimensionais das malhas planas do Capitulo 4, assim como a obteng¢do das formas
tridimensionais das estruturas em cascas de formas livres por analogias fisicas obtidas
computacionalmente com o auxilio do programa desenvolvido por Vizotto (1993), e também pelo
software ANSYS. Nesse mesmo capitulo sdo realizadas comparacdes entre estruturas obtidas
com as malhas geradas pelos softwares desenvolvido nesse trabalho e malhas geradas com o GID
10.0.4.

No Capitulo 6 sdo apresentadas andlises estruturais utilizando o software ANSYS para
algumas das estruturas em cascas geradas. E no Capitulo 7 sdo apresentadas as conclusdes do
trabalho e sugestdes para pesquisas futuras. As referéncias utilizadas nesse trabalho podem ser

verificadas ap0s a capitulo 7.



2 ESTRUTURAS EM CASCAS

A evolucdo das estruturas em cascas nos projetos de engenharia estd ligada ao
desenvolvimento de novas metodologias e materiais, € ao avanco dos processos de andlise dessas
estruturas.

O desenvolvimento do concreto armado foi fundamental para a evolugdo das estruturas em
cascas finas e mais leves. A capacidade do concreto de ser moldado praticamente em qualquer
forma levou projetistas a explorar esse potencial projetando estruturas com formas mais

complexas.

2.1 Breve Historico Sobre Estruturas em Cascas de Concreto Armado

Conforme Gioncu (1974), as primeiras estruturas para coberturas de superficies curvas,
construidas na Mesopotamia, eram de tijolos e tinham formas cilindricas ou semiesféricas para
plantas circulares. O aperfeicoamento dos projetos se dava de forma empirica pelo processo de
tentativa e erro. E nesse contexto foi construida a mais representativa obra em melhores
condi¢cOes de preservagdo até a atualidade, o Pantedo em Roma (Figura 2.1), concluida em 126
d.C., com 43,20 m de diametro e espessura variando de 6,00 m na base a 1,00 m no topo. A
constru¢cdo dessa ctpula apenas foi possivel devido a experiéncia adquirida nas construcdes de
cupulas menores.

Segundo Gavin (2012), as cupulas eram empregadas principalmente como coberturas de
templos religiosos. Entre 532 e 537 d.C. foi construida em Istambul a igreja de Santa Sofia
(Figura 2.2), com ctpula de 28,00 m de diametro.

Segundo Brandao (2005), no final da idade média as constru¢cdes em concreto tiveram um
declinio. De acordo com Gavin (2012), as estruturas em cascas ressurgem no renascimento com
os domos em alvenaria, com exemplos como o domo de Florengca, com 39,00 m de diametro,
construido entre 1420 e 1436; e o domo da Basilica de Sao Pedro mostrado na Figura 2.3, com

49,00 m de diametro, cuja construcdo iniciou-se em 1506 e teve supervisao de Michelangelo.



Figura 2.1: Pantedo em Roma.!

Figura 2.2: Igreja de Santa Sofia.?

! Imagem extraida de http://historiadaarte.pbworks.com/w/page/18413911/Pante%C3%A30 em 18/11/2012
2 Imagem extraida de: http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Aya_sofya.jpgem 18/11/2012
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Figura 2.4: Pal4cio Taj Mahal.*

3 Imagem extraida de http://www.panoramio.com/photo/56613361 em 06/03/2013.
4 Imagem extraida de http://www.islamicity.com/culture/taj/default.htmem 18/11/2012.
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De 1630 a 1650 foi construido na India o paldcio Taj Mahal, com uma ctdpula central com
21,30 m de didmetro e acabamento em médrmore branco, conforme ilustra a Figura 2.4.

De acordo com Pedreschi (2008), o surgimento do concreto armado no inicio do século XX
abriu grandes possibilidades para o desenvolvimento das estruturas em cascas finas.

Em 1905 o engenheiro romeno Gogu Constantinescu construiu uma das primeiras cipulas
de concreto armado, a mesquita de Constantza, na Roménia, mostrada na Figura 2.5 (GIONCU,
1974).

Com a possibilidade de explorar novas formas proporcionadas pelo concreto armado, as
cipulas e domos deixaram de ser exclusividade entre as estruturas em cascas para cobertura.
Segundo Salinas (2007), Giorgio Baroni construiu os primeiros paraboloides hiperbolicos em
1934.

Também em 1934, Eduardo Torroja construiu a primeira casca com projecdo poligonal, o
mercado de Algeciras (Figura 2.6). Na Franca, em 1957, foi construido o saldo de exibi¢do do
Centro Nacional de Industria e Tecnologia, uma enorme estrutura em casca com Pprojecao
triangular e dupla curvatura, que pode ser visualizada na Figura 2.7. (POPOV, 1991).

Vale ressaltar nesse mesmo periodo as obras de Luigi Nervi, como o Palazetto (Figura 2.8),

construido para as Olimpiadas em Roma (LESLIE, 2003).

Figura 2.5: Mesquita de Constantza.

5 Imagem extraida de http://www.panoramio.com/photo/65535487em 27/02/2013.
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6

Figura 2.7: Centro Nacional de Inddstria e Tecnologia (CNIT)’.

% Imagem extraida de http://www.monolithic.com/stories/the-history-of-thin-shells-and-monolithic-domes/photos/7
em 18/11/2012.
7 Imagem extraida de http://www.cristinamello.com.br/?p=5276 em 18/112012
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Figura 2.8: Palazetto dello Sport, construido para as Olimpiadas de 1960 em Roma.

Nas décadas de 1930 e 1940 projetistas, como Félix Candela, destacaram-se pelos seus
projetos de estruturas em cascas baseadas em modelos matemadticos, como paraboloides
hiperbdlicos e formas cOnicas e cilindricas. Uma das obras mais marcantes desse projetista € o

restaurante em Los Manantiales, em Xochimilco, conforme Figura 2.9.

Figura 2.9: Restaurante Los Manantiales. 3

8 Imagem extraida de http://www.architecture-balar.com/2012/06/los-manantiales-xochimilco-mexico.html em
06/03/2013.
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O pesquisador e engenheiro suico Heinz Isler na década de 1950 desenvolveu métodos para
geracdo de cascas de formas livres através de analogias fisicas com modelos reduzidos com
6timo comportamento estrutural (ISLER, 1994). Um grande niimero de estruturas em cascas com
diversas formas foram geradas e construidas na Europa, principalmente na Suica, Franca e
Alemanha entre 1954 e 1991. A Figura 2.10 apresenta uma das estruturas concebidas por Isler
por analogia de membrana pénsil invertida com proje¢do irregular. A Figura 2.11 apresenta uma

estrutura com proje¢do retangular muito utilizada por Isler como cobertura de centros esportivos.

Figura 2.11: Briihl Sports Center na Suica.
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No Brasil, o profissional com maior reconhecimento na drea de projetos de estruturas em
cascas foi o arquiteto Oscar Niemeyer que projetou diversas obras como a Igreja Sdo Francisco
de Assis da Pampulha em Belo Horizonte (1943) (Figura 2.12), Congresso Nacional (1958), o
Memorial da América Latina (1989) (Figura 2.13), o Museu de Arte Contemporanea (MAC) de
Niter6i (1996), o Prédio do Museu Nacional de Brasilia (2006), etc.

Figura 2.12: Igreja Sdo Francisco de Assis’.

Figura 2.13: Memorial da América Latina'®.

9 Extraida de http://horizontebelo1.blogspot.com.br/2008/12/regio-da-pampulha.html
!9 Tmagem extraida de http://cantinhodacher.blogspot.com.br/2012/11/memorial-da-america-latina-sao-paulo.html

14


http://horizontebelo1.blogspot.com.br/2008/12/regio-da-pampulha.html

No inicio da década de 1990, com a aplicacdo do Método dos Elementos Finitos aliada a
programacdo matemdtica possibilitou a Vizotto (1993) o desenvolvimento de um programa de
geracdo cascas de formas livres. Teixeira (1999) utilizou o programa computacional
desenvolvido por Vizotto (1993) para geracdo e construcdo de cascas tipo sanduiche, com
modelos ensaiados comprovando a capacidade resistente e a predominadncia de esforcos de
membrana nas estruturas em cascas de formas livres.

A Figura 2.14 apresenta estruturas em cascas de formas livres geradas computacionalmente
utilizando o modelo desenvolvido por Vizotto (1993). A Figura 2.14 (a) apresenta uma estrutura
em casca com projecdo triangular (VIEIRA, 2003). Em (b) tem-se uma estrutura em casca com
projecao retangular (VIZOTTO, 2009). Na Figura 2.14 (c) € apresentada uma estrutura em casca
com projecao pentagonal (FIDALGO, 2012).

Figura 2.14: Estruturas em cascas de formas livres geradas computacionalmente pelo modelo
desenvolvido por Vizotto (1993).

Vieira (2003) apresentou uma abrangente revisdo sobre os processos construtivos das
estruturas em cascas finas em seu trabalho de mestrado orientado por Vizotto.

Atualmente as estruturas em cascas sdo utilizadas para coberturas, reservatdrios, tuneis,
silos, fundacOes, sendo arquitetonicamente elegantes e estruturalmente eficientes, € vém

despertando a atencdo de pesquisadores e projetistas.
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2.2 Classificaciao das Estruturas em Cascas

A classificagdo das estruturas em cascas segundo Isler (1989) abrange trés grupos: as cascas
geométricas, estruturais e esculturais.

As cascas geométricas sdo estruturas tridimensionais cujas superficies podem ser definidas
por equacdes matemdticas que descrevem suas superficies curvas no espaco.

As cascas estruturais sdo estruturas tridimensionais que apresentam bom comportamento
estrutural. Isler utilizava analogias fisicas com modelos reduzidos para a geracdo de suas formas
(VIZOTTO, 1993). Essas analogias fisicas, segundo Vizotto (1999), estdo relacionadas a um
estado de tensoes pré-definido de acordo com a Teoria de Membrana para cascas, e a partir deste,
€ determinada a superficie média da estrutura em casca.

As cascas esculturais sdo estruturas cujas formas sao definidas de maneira arbitraria, como
obras de arte. Podem ser concebidas a partir de reprodugdo de formas da natureza, ou esculpidas
livremente. Cascas geométricas e estruturais também podem ser esculturais quando empregadas
como elementos estéticos.

De acordo com Billington (1982) as cascas podem ser classificadas através da curvatura
gaussiana determinada pelo inverso das curvaturas principais. As cascas sdo sincldsticas quando
apresentam as duas curvaturas na mesma direcdo e consequentemente, curvatura Gaussiana
positiva. Nesse grupo, enquadram-se as cascas esféricas e os paraboloides elipticos. Quando a
curvatura de Gauss € negativa, ou seja, curvaturas em sentidos opostos, as cascas sao
denominadas anticldsticas, ¢ € o caso dos paraboloides hiperbdlicos. H4 ainda as cascas que
apresentam apenas uma familia de curvas como as cascas cilindricas, com curvatura gaussiana

nula.

2.2.1 Estruturas em Cascas de Formas Livres

Popov (1991) definiu as cascas de formas livres como sendo aquelas que tém suas
geometrias selecionadas de forma arbitrdria com o objetivo de proporcionar uma obra com

estética diferenciada para reduzir a acdo da carga de peso préprio das estruturas convencionais.
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Expressdes analiticas ndo podem ser usadas para definir geometricamente as cascas de
formas livres. As superficies médias das estruturas em cascas de formas livres sdo obtidas através
de um estado de tensdes predefinido que equilibra os carregamentos atuantes na estrutura de
acordo com a Teoria de Membrana para cascas.

Os métodos experimentais utilizados por Heinz Isler para geracao de cascas de formas livres
sdo apresentados de forma sucinta como:

a) Membranas pneumadticas: uma membrana eldstica é presa pelas bordas e inflada com ar
comprimido;

b) Membranas pénseis invertidas: define-se uma forma geométrica plana em tecido em que
sdo fixados os pontos onde serdo os apoios (Figura 2.15 a), aplica-se uma mistura que
pode ser do tipo resina ou gel congelante, deixando a membrana se deformar livremente
até atingir a forma desejada (Figura 2.15-b). Essa configuracdao deformada da membrana
apresenta apenas esfor¢os de tracdo sob acdo do peso proprio; ao inverter-se a forma,
obtém-se a forma final da estrutura em casca sujeita a apenas esfor¢os de compressao sob
o mesmo carregamento (Figura 2.15-c) dificultando assim o aparecimento e/ou abertura
de fissuras;

¢) Membranas fluidas: aplicacdo de espuma expansiva sobre a planta do modelo reduzido
para o qual a cobertura serd projetada, definindo a forma final da casca que se deseja
construir.

Segundo Billington (1982), Heinz Isler considerava o método das membranas pénseis
invertidas como o melhor dentre os métodos por ele empregados, pois as estruturas geradas a
partir deste modelo fisico dispensam elementos de borda e é possivel criar estruturas com formas
diferenciadas com projecdes irregulares quaisquer.

Inspirado principalmente nos métodos de membrana pénsil invertida e membranas
pneumaticas, Vizotto (1993) desenvolveu um modelo computacional de geragdo otimizada de
estruturas baseado no Método dos Elementos Finitos e programacao matematica para geracao de
estruturas em cascas de formas livres através simulagdo computacional de analogias fisicas como
os modelos experimentais de Isler. Como inspiracdo para esse trabalho para a concepc¢ao das
estruturas em cascas de formas livres, as principais obras de Heinz Isler sdo apresentadas na Tab.

2.2.1.1.
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Figura 2.15: Esquema de geracdo computacional de estruturas em cascas de formas livres por
analogia ao método de membrana pénsil invertida.

Tab. 2.2.1.1. Obras de Heinz Isler em ordem cronoldgica'!.

Ano Obra Local
1954 Gold- und Silberscheideanstalt Alemanha
1960 Coop Distribution Center Suica
1961 Wyss Garden Center Suica
1963 Centro Coop Suica
1964 Migros Supermarket Suica
1966 Truffaut Plaisir Franca
1967 Church of the Holy Spirit Suica
1968 Deitingen Service Station Suica
1970 Sicli Company Building Suica
1971 Richard Bozon Sports Center - Swimming Pool Franca
1972 Hotel Splendide Royal - Swimming Pool Suica
1973 Blaser Swisslube AG Suica
1973 Biirgi Garden Center Suica
1974 EcoleNationale de Skiet d'Alpinisme (ENSA) Franga
1975 Café-Restaurant Wiesentalstrasse Suica
1977 Truffaut Villeparisis Franca
1977 Aichtal Outdoor Theater Alemanha
1978 Diidingen Sports Center - Tennis Hall Suica
1978 Heimberg Swimming Pool Suica
1978 Heimberg Tennis Hall Suica

! Retiradas de http://en.structurae.de/persons/data/index.cfm?id=d000017 em agosto de 2011.
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1978 Tennishalle Grenchen AG Suica

1980 HausBalz Alemanha
1981 BadiBrugg Suica
1982 Briihl Sports Center Suica
1983 La Téne Tennis Center Suica
1987 Swiss Air Force Museum Suica
1990 Theater unter den Kuppeln Alemanha
1991 Norwich Sports Village Hotel Inglaterra

2.2.2 Estruturas em Cascas de Formas Analiticas

As estruturas em cascas de formas analiticas ou cascas geométricas sdo as estruturas cujas
superficies sdo descritas por formulacdes analiticas. As formas tridimensionais dessas estruturas
podem ser obtidas por revolugdo ou por translacdo, ou pela combinagdo das mesmas.

As cascas de revolucdo tém uma superficie média gerada por meio de rotagdo de uma curva
por movimento de revolugdo. Esta superficie pode ser gerada pela rotacdo de uma curva plana em
torno de um eixo de revolucdo. As cascas de translacdo sdo geradas por uma curva que se desloca
sobre outra curva, mantendo-se constante o angulo entre elas e o angulo com o plano vertical.

Com exemplo de estruturas em cascas de formas analiticas ou geométricas podem ser
citadas as cipulas, as cascas cilindricas, os paraboloides hiperbdlicos e elipticos, etc.

As cupulas semiesféricas sdo geradas por revolucdo. A teoria de membrana para essas
estruturas apresentada em 1886 por Johann Schwendler € considerada adequada e de aplicacio
satisfatoria até hoje (BILLINGTON, 1982).

As cascas cilindricas podem ser geradas tanto por revolu¢do quanto por translacdo. Essas
estruturas podem ser utilizadas, dentre diversas aplicacdes, como coberturas e reservatorios para
diversos materiais, como fluidos e graos. Segundo Billington (1982), as cascas cilindricas para
cobertura (Figura 2.16) com unica curvatura surgiram para cobrir dreas retangulares como
correspondentes as cuipulas que cobrem dreas circulares. Algumas aplicagdes e consideragdes

para dimensionamento podem ser vistas em Reissner (1941) e Reissner (1959).
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Figura 2.16: Cobertura em casca cilindrica multipla'?.

Os paraboloides hiperbdlicos utilizados como coberturas sdo gerados por translagao,
também podem ser facilmente gerados através de segmentos de retas.

Os paraboloides hiperbdlicos podem apresentar trés formas diferentes: Umbrella shell
(guarda-chuva) (Figura 2.17-a); paraboloides hiperbdlicos com bordas retas gerados com

segmentos de retas (Figura 2.17-b); e paraboloides hiperbdlicos com bordas curvas (Figura 2.17-

).

Figura 2.17: Tipos de paraboloides hiperbdlicos utilizados como estrutura em casca: a) Umbrella
shell. b) Bordas retas. ¢) Bordas curvas.

12 Imagem obtida em http://www.ketchum.org/milopix/milo02-475x800.jpg em 06/03/2013.
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Atribui-se a Aimond a primeira apari¢do dessa forma para estruturas em cascas em 1933
(BILLINGTON, 1982). Entretanto, o maior projetista desse tipo de estrutura foi o arquiteto
espanhol Félix Candela. Em 1951, ele projetou sua primeira estrutura em casca paraboloide
hiperbdlica; em 1954 foi convidado para falar na Primeira Conferéncia Americana de Cascas
Finas. Em 1963, o livro “Candela, the Shell Builder”, confirmou-o como um dos melhores
projetistas e conhecedores de estruturas em cascas de concreto armado do mundo.

As formas analiticas que serdo concebidas e pesquisadas nesse trabalho foram inspiradas
nas obras de Félix Candela, e algumas de suas principais obras obtidas de La Conquista de la

Esbeltez (2010) sdo apresentadas cronologicamente na Tab. 2.2.2.1.

Tab. 2.2.2.1: Principais obras de Félix Candela.

Ano Obra

1951 Pavilhdo de Raios Cosmicos, na Cidade do México.

1953 Igreja de Nossa Senhora da Medalha Milagrosa, na Cidade do México.
Fébrica Celestino Fernandez, Colonia Vallejo, México.

1955 Bolsa de Valores, Cidade do México, México.

Capela de Nossa Senhora da Soledad em Coyoacén , Cidade do México.
Mercado de Coyoacén.
1956 Coreto, Santa Fé (Distrito Federal).
Capela de San Antonio de lasHuertas, Tacuba, Cidade do México.
O Clube Jacaranda, Acapulco, México.

1957 Estacdes de San Lazaro.
Los Manantiales Restaurante em Xochimilco, Cidade do México.
1958 Convento de Sdo Vicente de Paulo.
1959 Igreja de S@o José Obreiro, Monterey.
Capela de Sao Vicente de Paulo, em Coyoacan, Cidade do México.
1960 Capela de Santa Monica, San Lorenzo de Xochimancas, México.
1962 Igreja de Nossa Senhora de Guadalupe, em Madrid, Espanha.
1966 Par6quia do Senhor do Campo Florido, Cidade do México.
1967 Estacdo de metroCandelaria.
1968 Palacio de los Deportes (México) para a Olimpiada XIX na Cidade do México.
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2.3 Cascas Finas e Regime de Membrana

Kirchhoff apresenta em 1850 hipodteses sobre a distribuicao de tensdes e desenvolveu a
teoria das placas. Aron iniciou os estudos tedricos e derivou as equagdes de energia potencial
adaptando-as para as cascas. Esses estudos serviram de base para que Love desenvolvesse as
equacdes de equilibrio das cascas. Esses trabalhos deram origem a Teoria das Cascas Finas.

Segundo Vizotto (1993), para estudar as estruturas em cascas pode-se utilizar a Teoria da
Elasticidade da qual se deriva a teoria das cascas finas. Entre outros autores, Chapelle (2003)
descreve de forma bem simplificada as cascas como estruturas tridimensionais com uma
dimensao (a espessura) bem menor em relacio as outras duas. Muitos autores associam a relacao
entre espessura e raio de curvatura da casca para considerar a casca fina. Para Billington (1982)
essa relacdo deve estar entre 1/1000 e 1/20. Segundo Vieira (2003), Novozhilov (1970), foi o
primeiro a definir a relacdo limite entre espessura e raio de curvatura 1/20 para se considerar as
cascas como finas.

O comportamento estrutural ideal das cascas finas é obtido quando efeitos de flexdo sdo
despreziveis, esse comportamento € caracterizado como regime de membrana. Na teoria de
membrana, o equilibrio estitico das cascas € obtido apenas com esforcos contidos no plano
tangente em cada ponto da superficie média. Com a hipétese de regime de membrana a analise é
simplificada, entretanto devem-se atender algumas condi¢cdes de geometria, carregamento e
apoio. Segundo Billington (1982), a estrutura deve ter uma superficie suave e continua e sem
variagOes bruscas de espessura; carregamentos continuos ou suavemente varidveis; a vinculagio
dos apoios deve garantir o deslocamento na dire¢cdo normal a superficie média da casca; as
solicitacbes de borda devem estar contidas no plano tangente da superficie média da casca.
Segundo Zagottis (1973), quando as condi¢des do regime de membrana niao forem atendidas,
existem duas situagdes possiveis associados a curvatura de Gauss (Kg). A primeira situagdo
refere-se as cascas com Kg = 0, nesse caso existem pequenas regides onde os momentos fletores
e torcores sdo importantes e devem ser analisados pela teoria da flexdo de cascas ao invés da
teoria de membrana. A segunda situacdo diz respeito as cascas com Kg < 0, para esse caso

existem grandes zonas de perturbacdo do regime de membrana tornando a teoria de membrana

nao adequada para descrever o comportamento da estrutura.
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3 GERACAO AUTOMATICA DE MALHAS DE ELEMENTOS FINITOS

O Meétodo dos Elementos Finitos (MEF) é uma excelente ferramenta proporcionada pelo
avanco dos computadores para a resolu¢do de problemas estruturais na drea de engenharia.
Primeiramente € necessdrio discretizar a estrutura a ser analisada em elementos denominados
elementos finitos. Esse processo denomina-se geragdo de malhas.

A maior complexidade decorrente das formas de estruturas em cascas inevitavelmente leva

a uma maior complexidade de geracdo das malhas que descrevem o comportamento da estrutura.

3.1 Método dos Elementos Finitos (MEF)

O Método dos Elementos Finitos surgiu como uma possibilidade de resolucdo de problemas
de elasticidade baseados em métodos aproximados de Rayleigh-Ritz e Galerkin.

No método de Rayleigh-Ritz, a funcdo suposta exata que minimiza um determinado
funcional € substituida por uma combinagdo linear de fungdes mais simples linearmente
independentes. Cada uma dessas funcOes mais simples devem ser admissiveis, ou seja, devem
satisfazer as condicOes de compatibilidade e as condi¢des essenciais de contorno (COOK et al,
1989). Substituindo as fun¢des no funcional, e minimizando-o e com auxilio das condicdes de
contorno, obtém-se os parametros a serem determinados. A convergéncia do método € verificada
comparando o funcional de duas funcdes aproximadoras consecutivas.

O método de Galerkin é um caso particular de residuos ponderados. O método dos residuos
ponderados utiliza diretamente a equagdo diferencial do problema, ndo necessitando de um
funcional a ser minimizado. O método consiste em substituir no sistema de equacdes diferenciais,
funcdes aproximadoras que satisfagcam as condi¢des de contorno do problema. Como resultado da
aproximacao, surgem residuos que sdao ponderados por fun¢des ponderadoras. O produto entre a
funcdo residual e cada func¢do ponderadora deve ser nulo no dominio de integracdo. Desse modo
as constantes procuradas sdo determinadas pela resolucdo de um sistema linear (COOK et al,
1989).

Segundo Becker (1981) o MEF prevé a divisdo do dominio de integragdo em pequenos
elementos finitos, tornando o meio continuo em discreto para aproximac¢ao da solug¢do do sistema

de equacdes diferenciais do problema em estudo.
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Assan (1999) introduz de forma didética os conceitos basicos da formulacdo do MEF. Esse
método numérico de aproximacao da solucao de sistemas de equagdes diferenciais define fungdes
admissiveis no dominio de cada elemento finito e obtém-se um funcional para cada elemento, o
funcional para todo o dominio é obtido somando-se os funcionais dos elementos. A resolugdo da
minimizacao do funcional resulta em um sistema de equagdes e os parametros da resolugdo desse
sistema, sdo parametros nodais dos elementos, e podem ser deslocamentos ou forgas internas
dependendo da formulagao.

Segundo Cupta e Meek (1996), podem ser considerados cinco grupos de trabalhos no
desenvolvimento do MEF: Courant (1942); Argyris (1954); Turner et al (1956); Clough (1989),
que foi o primeiro a utilizar o termo elemento finito; e Zienkieeicz (1965) . Em seu trabalho
Cupta e Meek (1996), analisaram a contribui¢ao da cada autor para o desenvolvimento do MEF.

De forma simplificada Bittencourt (2010) apresenta os passos para andlise estdtica pelo
método dos deslocamentos de uma estrutura pelo MEF. O primeiro passo é determinar a matriz
de rigidez da estrutura em funcio das coordenadas nodais; propriedades geométricas; e materiais
que constituem a estrutura. Com informagdes referentes as a¢des que atuam na estrutura, € obtido
o vetor de carregamentos global. Ao final, obtém-se um sistema de equacdes onde as incognitas
sdo os deslocamentos nodais.

Virios tipos de elementos finitos foram formulados e desenvolvidos para diversos
programas para andlise computacional de estruturas, como os elementos lineares para estruturas
reticuladas de pérticos planos e/ou espaciais, de chapa, de placa, de cascas e elementos de
sélidos.

Entre os principais softwares de andlise de estruturas pelo Método dos Elementos Finitos
disponiveis no mercado, destaca-se 0 ANSYS pela sua vasta biblioteca de elementos e opg¢des de
andlise. Bittencourt (2010) apresenta exemplos de aplicacdo desse programa possibilitando um
contato inicial com simula¢do numérica computacional de problemas estruturais.

Nesse trabalho, o ANSYS ¢€ utilizado para andlise de estruturas em casca com malhas de
elementos finitos triangulares com polindmio interpolador linear (trés pontos nodais) e para a
geracdo das formas tridimensionais das estruturas em cascas através da andlise ndo linear
geométrica de uma membrana fina e flexivel. Utiliza-se o elemento SHELL41 para
processamento das membranas, € o elemento SHELL63 para anélise das estruturas em cascas de
concreto.
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3.2 Geracao de Malhas

A geragdo de malha para aplicacdo do Método dos Elementos Finitos (MEF) € realizada
pela decomposi¢cdo do dominio em subdominios para aproximacdo da solucdo de problemas
regidos por sistemas de equacdes diferenciais.

Segundo Sakamoto (2007) e Batista (2005), as primeiras andlises com o MEF eram
realizadas com malhas geradas de modo nio automatizado, sendo apenas a partir dos avangos dos
computadores que se comecou a discretizar automaticamente dominios mais complexos.

Segundo Gongalves (2007) as malhas podem ser agrupadas em malhas ortogonais
estruturadas e malhas ndo ortogonais, sendo que estas podem ser estruturadas ou ndo
estruturadas.

Malhas ortogonais, segundo Marques (2005), sdo aquelas em que um segmento de reta que
une os centros geométricos de dois elementos vizinhos seja perpendicular a aresta em comum.

As malhas estruturadas sdo caracterizadas por seus nds internos possuirem nimero
constante de elementos adjacentes e seguirem uma sequéncia definida de geracdo, enquanto as
malhas ndo-estruturadas possuem nds internos com ndmero de elementos adjacentes varidvel
(BATISTA, 2005).

Segundo Thompson (1985), os principais métodos de geracdo de malhas sdo por
interpolagdo algébrica ou método direto, e por solucido de um sistema de equagdes diferenciais ou
método indireto. Em geometrias muito complexas, os métodos indiretos podem exigir mais
esforco computacional para a geracdo da malha, que é a prépria resolucdo do problema pelo
MEF.

Segundo Gongalves (2004) os métodos diretos algébricos geram a malha no dominio
baseados em alguns algoritmicos algébricos definidos, que podem ser subdivididos em geracao
de malhas por transformacdo de coordenadas; mapeamentos isoparamétricos; mapeamentos
transfinitos; e decomposi¢cdo do dominio entre outros.

O mapeamento isoparamétrico consiste em obter os valores das coordenadas dos pontos do
dominio a partir de valores especificados no contorno através do uso de funcdes de interpolagao.

Gordon (1973) define mapeamentos transfinitos como sendo a combinagdo de interpolacdo
linear de Lagrange em duas direcdes concorrentes obtendo uma quantidade infinita de pontos.
Esse método estabelece sistemas de coordenadas curvilineas definidas pelo contorno do dominio,
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sendo capaz de modelar o contorno de superficies com precisdao da geometria. A funcdo
interpoladora para a coordenada r(§) é dada pela Equacdo 3.2.1, e os parametros referentes a

interpola¢do podem ser visualizados na Figura 3.1.

r(€) = (1 - %) r + (%) Ty (3.2.1)

r

r oo -'
i =g

Figura 3.1: Esquema genérico de interpolacdo linear entre dois pontos ou duas curvas.

As coordenadas dos pontos nodais do dominio no mapeamento transfinito sdo determinadas
por interpolagdo com o auxilio de projetores. Haber (1981) define projetor como o operador
linear que mapeia uma superficie real em uma superficie aproximada.

Em Thompson (1985) pode-se encontrar a formulagdo e o algoritmo do projetor bilinear,
que € ideal para mapear dominios quadrangulares com contornos curvos dos quatro lados. A
malha gerada com esse método apresenta elementos finitos quadrilateros, para obter elementos
finitos triangulares, basta tracar uma diagonal dividindo um elemento quadrildtero em dois
triangulares.

De acordo com Haber (1981), quando se pretende mapear elementos triangulares, pode-se
utilizar o mapeamento transfinito trilinear. Para isso o dominio precisa ser limitado por trés
curvas, como o caso de dominios triangulares. A malha gerada com esse método apresenta
elementos finitos triangulares.

Segundo Gongalves (2004) quando o dominio que se deseja discretizar é delimitado por
curvas em apenas duas faces, pode se utilizar o projetor lofting que permite modelar de forma
exata as duas curvas que delimitam o dominio com aproximacao linear das outras faces.

O projetor lofting efetua interpolacdo entre duas curvas do contorno do dominio conforme

Figura 3.2 e sua expressao € dada pela Equacao 3.2.2:
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Plofting = lpi = (1 - v)lpl(u) + v l/)n(U) (3-2-2)

pra0<u<1le0<v<1,ondeu éuma varidvel paramétrica normalizada ao longo de y; e

Y, € v é uma varidvel normalizada que vale zero em ¥, € um em ,,.

(0,1) =

T 1 T
T
| 1
R
S A
{ ‘ T =
T —
T
00 Tt
) ‘\L\_l_ll ) ‘7_(//

Figura 3.2: Esquema genérico de interpolacao linear entre dois pontos ou duas curvas.

Os métodos de decomposi¢do do dominio sdo alternativas para os casos de dominios muito
complexos, ou quando deseja-se variar drasticamente a densidade dos elementos ao longo do
dominio. Os principais métodos de geracdo de malha por decomposicio do dominio sdo: Arvore
Quaterndria (QuadTree); Avanco de Fronteira; ou Triangulagdo de Delaunay (SAKAMOTO,
2007).

O método QuadTree desenvolvido por Mark Shephard e Rensselaer, baseia-se na
decomposicdo do espaco em quadrados acompanhados da fronteira do dominio com divisdes
recursivas até que se atinja boa aproximacdo conforme ilustra Figura 3.3. Os quadrados que

interceptam a fronteira sdo substituidos por um poligono escolhido e depois triangulado
juntamente como os demais quadrados.

Figura 3.3: Malha QuadTree pra um dominio irregular'>.

13", Extraido de (http://www.staff.ncl.ac.uk/giuhua.liang/Research/grid_generation.html).
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O avanco de fronteira concebido por S. H. Lo em 1985 surgiu para a geracdo de malhas de
dominios bidimensionais arbitrarios. De acordo com Lo (1985) o funcionamento do método
baseia-se em subdividir a fronteira do dominio com nds organizados no sentido anti-horério e
inserir pontos no interior da fronteira formando uma nova fronteira com os nds organizados no
sentido hordrio. Procede-se a triangulacdo dessa regido e avanca-se para regides ainda ndo
trianguladas.

A triangulacdo de Delaunay baseia-se no critério de circulo vazio. Para um conjunto de
pontos no plano, a triangulacdo de Delaunay € a triangulacdo cujo circuncirculo dos triangulos
ndo possui nenhum dos pontos do conjunto em seu interior (Figura 3.4). Segundo Machado
(2008), a triangulacdo de Delaunay é destaque na comunidade de geometria computacional por

apresentar resultados tedricos que asseguram a qualidade e organiza¢ao da malha gerada.

Figura 3.4: Esquema da triangulacdo de Delaunay.

Ha ainda as malhas adaptativas que sdo geradas e analisadas paralelamente e refinadas nas
regides necessdrias do dominio. A aproximacdo do Método dos Elementos Finitos ¢ melhor
quanto maior for o refinamento da malha, entretanto esse refinamento uniforme do dominio
aumenta os graus de liberdade do problema. Entre outros, Rylo (2002) estuda processos auto
adaptativos para minimizac¢do de erros do método através da alteracdo do grau do polindmio

interpolador e/ou do tamanho do elemento finito, buscando a relagdo 6tima para cada elemento.
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4 GERACAO COMPUTACIONAL DAS MALHAS PLANAS

Nesse trabalho sdo utilizados os processos diretos de geracdo de malhas combinados com
transformacao de coordenadas.

Para dominios quadrildteros € utilizado mapeamento transfinito bilinear adaptado. Isto é, ao
invés de utilizar o projetor bilinear, € utilizado o projetor lofting para interpolar linearmente entre
pares de curvas da fronteira do dominio independentemente, obtendo-se equacdes de curvas. Em
seguida determinam-se as coordenadas nodais de todos os pontos nodais do dominio através da
interseccdo das curvas.

Para as plantas poligonais, decompde-se o dominio poligonal em tridngulos iguais, e
procede a geracdo da malha para apenas um tridngulo. Para isso € apresentado um método, onde
as coordenadas nodais sdo obtidas através da interseccdo de retas paralelas as arestas do
tridangulo. A malha final obtida para esse tridngulo com o método proposto, € semelhante a malha
obtida com a utilizacdo de projetor trilinear, a diferenca € que, segundo Gordon (1982), com o
projetor trilinear, as coordenadas de cada ponto nodal sdo determinadas diretamente com a
interpolagdo das trés curvas que delimitam o dominio.

Para suavizar os vértices dos poligonos ou das plantas quadrildteras, os pontos nodais dessa
regido sao submetidos a transformagdo de coordenadas.

Esse capitulo destina-se a apresentacdo da geracdo das malhas de elementos finitos
triangulares para plantas geométricas poligonais regulares. Sao geradas algumas configuracdes de
malhas para plantas retangulares, plantas poligonais regulares, e plantas de quatro lados com
arestas retas e/ou parabodlicas utilizando métodos de interpolacdo algébrica aliados a
transformacao de coordenadas.

Sao apresentados dois programas computacionais desenvolvidos em linguagem de
programacdo C que se destinam a geracdo automdtica das malhas planas para plantas
quadrildteras com arestas retas e/ou curvas e plantas poligonais regulares. Os algoritmos
utilizados sdo descritos nas respectivas se¢oes desse capitulo.

Os programas computacionais desenvolvidos geram automaticamente, a partir de poucos
dados de entrada, as coordenadas nodais; incidéncia nodal dos elementos; pontos nodais com

condi¢des de contorno. Atribui propriedades aos materiais de todos os elementos e geram
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arquivos compativeis para andlises com o software desenvolvido por Vizotto (1993), e também
com software comercial ANSYS. Além disso, sdo gerados arquivos para visualizacdo no
AutoCAD das malhas e arquivos compativeis com Microsoft EXCEL com dados de geracdo da

malha e coordenadas nodais.

4.1 Plantas Poligonais Regulares

Para qualquer poligono regular € apresentado o desenvolvimento de um software capaz de

gerar malhas de elementos finitos a partir de apenas um algoritmo de geragdo.

Figura 4.1: Padrao geométrico triangular presente em qualquer poligono regular.

A procura por um padrdo geométrico presente em qualquer poligono levou a exploracdo da
simetria em torno de um ponto central. Conforme mostrado na Figura 4.1, fixa-se a origem do
sistema de coordenadas no ponto A (0,0) no centro do poligono. Um préximo ponto é obtido na
extremidade do seguimento de reta R, B (R, 0), onde R € o raio externo do poligono, ou seja, o
raio da circunferéncia que circunscreve o poligono. A aresta formada pelo seguimento que liga a
origem a um dos vértices do poligono contido no eixo x, AB, é submetida a uma rotacdo por um
angulo 6 no sentido anti-hordrio a partir da origem de forma a determinar mais um ponto,
C(R cosO R sind). O angulo @ pode ser expresso em fung¢do do nimero de lados conforme a

Equagao 4.1.1:

g =228 4.1.1)



onde N € o nimero de lados do poligono.

De acordo com a Figura 4.1 € possivel observar que o tridangulo ABC repete-se N vezes
submetido a uma rotagdo de i X & em torno do ponto central (A),com i =1,---,(N — 1). Desse
modo basta determinar a malha de elementos finitos apenas para o triangulo ABC e extrapolar
esta para todo o dominio.

Para a geracdo de malhas com dominios triangulares, podem-se utilizar, entre outros
métodos, 0 mapeamento transfinito bilinear e/ou trilinear. As malhas geradas com mapeamento
transfinito trilinear, geram elementos mais uniformes (Figura 4.2), por isso, esse trabalho

apresenta um método inspirado na malha gerada por esse tipo de mapeamento.

(®)

Figura 4.2: Mapeamento transfinito a) bilinear e b) trilinear.

Os dados de entrada para o software com relacdo a geracdo da geometria sdo:
a) N: Numero de lados do poligono;
b) R: Raio da circunferéncia que circunscreve a planta;
¢) N,:Nimero de divisdes da malha (divisdes do segmento AB);

d)  R.f: Raio efetivo para suavizagdo dos vértices dos poligonos.

31



4.1.1 Calculo das Coordenadas Nodais

As coordenadas nodais para o dominio triangular qualquer sdo obtidas pela intersec¢do das
retas paralelas as fronteiras com espagamentos uniformes dentro do dominio. Desse modo,
conhecendo-se a geometria da planta e o espacamento desejado entre as retas, podem-se
determinar as equagdes das retas e, consequentemente, as coordenadas nodais de todos os pontos.

A Figura 4.3 apresenta todas as varidveis necessdrias para determinacdo das equagdes das

retas utilizadas para a discretizacdo do dominio.
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Figura 4.3: Identificacdo de varidveis para a determinacdo das equagdes das retas para a
discretiza¢do do dominio.

Os espagamentos entre as retas 7y € 1, apresentados na Figura 4.3 podem ser determinados

respectivamente pelas Equacoes 4.1.1.1 e 4.1.1.2.

=

R

N (4.1.1.1)
r

1, =1, sinf (4.1.1.2)

Para facilitar o equacionamento, cada grupo de retas serd tratado isoladamente. As retas

paralelas ao segmento AC receberam o nome de retas y1;(x) (Figura 4.4); as retas paralelas ao

segmento BC receberam o nome de retas y2;(x) (Figura 4.5); e as retas paralelas a segmento AB
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receberam o nome de retas y3,(x) (Figura 4.6). As equagdes das retas podem ser determinadas

em fung@o de ry, ry e B de acordo com as Equagdes 4.1.1.3,4.1.1.4 e 4.1.1.6.

v

retas

¥,

(o]

“y

Figura 4.4: Representagdo das retas yq,(x).

coml<i<N,+1.

i-1

y1;(x) =tanf x —ertane

j=1

(4.1.1.3)

retas

%, (®)

“y

Figura 4.5: Representagio das retas y,, (x).

33



i-1
y2;(x) = —tana x +er tan (4.1.1.4)
j=1
coml<i<N,+1,onde a é ametade do angulo suplementar do angulo 8 calculado com a

Equacgao 4.1.1.5.

m—0
a= (4.1.1.5)
2
vh C
n retas
%K)
/,\@ é/ N
A B x-;
R |
Figura 4.6: Representagio das retas ys, (x).
i-1
y3;(x) = zry (4.1.1.6)
j=1

coml<i<N,+1.
Combinando-se as Equacdes (4.1.1.3 a 4.1.1.5) podem-se determinar as coordenadas de
todos os pontos nodais do dominio triangular através da intersec¢do das retas. A Figura 4.7

apresenta as coordenadas nodais dos pontos do referido dominio triangular.
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Figura 4.7: Representacao das coordenadas nodais para o dominio triangular.

Cada ponto nodal P no dominio triangular tem um ponto correspondente P* em outro
dominio triangular submetido a uma rotagdo com o angulo 0, expressa pelas Equacgdes 4.1.1.7 e

4.1.1.8.

j
xX; = (\/xl-_lz + yi_lz) cos| oy + Z 0 (4.2.1.7)

k=1

J
yi = (\/ xi_lz + Yi—12) sin @, + Z 0 (4118)

k=1

onde 1 <j <N —1e @y é o angulo formado entre o eixo x e o segmento de reta OP conforme

ilustra a Figura 4.8. Este angulo € determinado pela Equacdo 4.1.1.9:

¢y = tan™! (—YH) (4.1.1.9)

Xi—1
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Figura 4.8: Representa¢do da rotacdo para a determinagdo das coordenadas nodais de todo o

dominio da planta poligonal.

Fazendo as operacdes das Equacdes (4.1.1.7) e (4.1.1.8) para todos os pontos do dominio

triangular (N-1) vezes, podem-se determinar as coordenadas nodais de todos os pontos nodais

desejados do dominio poligonal, as coordenadas sdo armazenadas na matriz Coordyoesxz]- Onde

1

z

¢ igua

de colunas

-

z.

inio e o ndmero

de pontos nodais de todo o dom

7

2

de linhas € o ndmero

7

O numero

a dois, para as coordenadas x e y. Exemplos de poligonos com pontos nodais gerados sio

apresentados na Figura 4.9.

24
p e

Figura 4.9: Representacio das coordenadas nodais de todo o dominio poligonal para poligonos de

trés a seis lados.
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4.1.2 Numeraciao Nodal

A numeracdo nodal € feita acompanhando a sequéncia do cdlculo de coordenadas nodais,

sendo realizada do centro para a aresta de baixo para cima conforme ilustra a Figura 4.10.

Algumas varidveis importantes para proceder com a numeracio nodal sdo apresentadas e

determinadas a seguir:

a)

b)

d)

So : Nimero referente ao ponto nodal na extremidade da primeira aresta do dominio

triangular determinado pela Equagdo 4.1.2.1.

So =N, +1 (4.1.2.1)

S1 : Ndmero referente ao ultimo ponto nodal a ser numerado no primeiro dominio
triangular. Essa varidvel pode ser calculada como a soma dos (N, + 1) termos de uma
progressao aritmética de ordem 1 com primeiro termo Sy = N, + 1, e ultimo termo
igual a 1. De outra maneira cada reta do tipo y3,(x) apresentada na segdo anterior
possui quantidades varidveis de pontos nodais comecando em (N, + 1), parai = 1; e

terminando em 1, para i = (N, + 1). Com isso pode-se escrever a Equacgao 4.1.2.1:

N, + 2
51: T2

(N +1) (4.1.2.1)

N,t: Quantidade de pontos nodais pertencentes a cada dominio triangular. Cada
dominio apresenta uma aresta em comum com o dominio anterior, dessa maneira Nyt

pode ser determinado pela Equacgdo 4.1.2.2.

NOS: Numero total de pontos nodais da planta poligonal determinado pela Equagdo

4.1.2.3.

NOS = N(N,t) + 1 (4.1.2.3)
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Figura 4.10: Sequéncia de numerac¢do nodal para o primeiro dominio triangular.

A numeracao nodal de cada dominio € armazenada em submatrizes triangulares Noi[s XS0l
de numeracdo nodal para posterior montagem da matriz global de numera¢do nodal NOG[N(S )%Sol
e determinacdo das incidéncias nodais dos elementos.

Cada linha da matriz NOi[soxso] ¢ preenchida pelo nimero referente aos pontos nodais
pertencentes as reta do tipo y3;(x). Desse modo essa matriz € uma matriz triangular superior.

Cada dominio triangular apresenta uma aresta em comum com o dominio anterior. Com
isso, a primeira linha da matriz N0i+1[soxso] repete a primeira coluna da matriz NOi[sost]- A

Figura 4.11 ilustra a sequencia de numeracdo e a interagdo entre dominios triangulares

subsequentes.

JAVAVAVAY
& AAVAVAVAVA
JAVAVAYAVAY

I+1 = Spr Sy

Figura 4.11: Esquema genérico de numeracao nodal para todo o dominio poligonal.
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Para a dltima submatriz de numeracao nodal, NON[S oxS,]> além do dominio referente a ela
possuir uma aresta em comum com o dominio anterior, também possui uma aresta comum ao
primeiro dominio. Com isso a primeira linha da matriz NoN[SOXs ,] Tepete a primeira coluna da
matriz NON_l[soxso] e a primeira coluna de NoN[SOXsO] ¢ igual 4 primeira linha da primeira
matriz No'[s s, -

Para facilitar o entendimento, toma-se uma planta pentagonal (N=5) com quatro divisdes da
malha (N, = 4). A Figura 4.12 apresenta a numeragcdo nodal na planta e as submatrizes de
numeracao nodal.

A matriz geral de numeragdo nodal NOG[N(SO)XSO] ¢ formada pela composicdo das

submatrizes conforme a Equacdo 4.1.2.4:

(4.1.2.4)

No¢[k,j] = No® [k, jlparal <j < Sy +1—i
NoC[k,jl=0paraj>Sy+1—i

onde0<qg<Nek=gXxSy+i,coml<i<s§,.

1
6
No' 10
[S0xSo] )
15
1
16
NO%(syxsq) |2
23
25
1
3 26
No%(5yxsy)  [30
33
35
1
36
40!
No*isoxsel g
45
1

N0 (s4xso)

Figura 4.12: Exemplificacdo de numeracdo nodal dos dominios triangulares para uma planta
pentagonal com quatro divisdes da malha.
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4.1.3 Incidéncia Nodal dos Elementos

A incidéncia nodal dos elementos é obtida diretamente da matriz global de numeracio
nodal NOG[N(SO)XSO] e € armazenada na matriz INCDyejx3;- O nimero total de elementos da

planta poligonal pode ser determinado pela Equagao 4.1.3.1:

Nel =N, x N, x N (4.1.3.1)

Os elementos sao numerados seguindo a ordem de numeracao nodal conforme apresentado
na Figura 4.13. A determinacdo das incidéncias nodais € realizada simultaneamente coma a
numeracao nodal. Cada elemento possui trés pontos nodais, um para cada vértice, organizados no
sentido anti-hordario. Um esquema genérico para determinacdo das incidéncias nodais para o

primeiro dominio triangular pode ser observado na Figura 4.14.

44 36| 35 q 2 4 6
1 3 5 7
43| 42 24 33
65 T T \y
47 41) 40 * 66 73 78
45| 45 51y 30

ey

Figura 4.13: Exemplificacdo da sequéncia de numeracao nodal para uma planta pentagonal e
quatro divisdes da malha.
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Figura 4.14: Sequéncia de numerac¢do dos elementos e determinacdo das incidéncias nodais.

A incidéncia nodal dos elementos é obtida para pares de elementos, com excecdo para o
ultimo elemento de cada dupla de linhas das submatrizes de numeragdo nodal, isso porque entre
duas linhas das submatrizes ha sempre um nimero impar de elementos.

As Equagdes 4.1.3.2 e 4.1.3.3 permitem determinar a incidéncia nodal dos elementos de
todo o dominio poligonal:

INCD[k,1] = No%[(q X Sy + i), /]
INCD[k,2] = No“[(q X Sy +1),(j + 1] (4.1.3.2)
INCD[k,3] = No[(q X Sy + i + 1),/]

com0<g<N; 1<i<N,;1<j<(S;—i)el<k<Nel

INCD[k + 1,1] = No“[(qg X Sp + i), (j + 1)]
INCD[k + 1,2] = No®[(g x So +i+1),(j+ 1)] (4.1.3.3)
INCD[k +1,3] = No“[(qg X So + i + 1),j]

com0<qg<N;1<i<N;1<j<(So—(i+1))el<k<Nel

O termo q € utilizado como multiplicador de S, para variar de submatriz em submatriz
dentro da matriz global NOG[N(SO)XSO]’ pois cada uma das N submatriz NOi[SoxSO] apresenta S,

linhas, e dessa forma pode-se, a partir de um algoritmo genérico para o primeiro dominio

triangular, determinar as incidéncias nodais de todo o dominio poligonal.
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4.1.4 Aplicacao de Restricoes e Ajustes Finais

Para impor deslocamentos a pontos especificos da malha, localizam-se os pontos desejados
na matriz global de numeracdo nodal NOG[N(so)st]- O software desenvolvido permite aplicar
restri¢des automaticamente a pontos nodais localizados nos vértices ou a todo o contorno da
planta poligonal.

Em um dos arquivos de saida do software é possivel identificar por arestas numeradas no
sentido anti-hordrio, todos os pontos nodais localizados no contorno da planta. Desse modo o
usudrio pode aplicar restrigdes a qualquer ponto do contorno sem grande esforco. A Figura 4.15

apresenta um exemplo de identificacdo das arestas para uma planta heptagonal.
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Figura 4.15: Exemplificacdo do sentido de identificacdo das arestas da planta poligonal.

Da maneira como cada submatriz foi montada, sua diagonal secundéria, contém todos os
pontos contidos no contorno de cada dominio triangular (ver exemplo na Figura 4.12). Com isso
os pontos nodais das bordas da planta podem ser facilmente identificados.

A Equacdo (4.1.4.1) apresenta a identificacdo das diagonais das submatrizes na matriz
global.

NoC[(gx Sy +1),(Sy+1—1)] (4.1.4.1)

Com relacdo aos vértices da planta poligonal regular, o software permite suaviza-los

automaticamente, a fim de que a forma livre posteriormente gerada, seja esteticamente
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satisfatoria e o estado de tensdes da estrutura ndo sofra alteragdes significativas que podem ser

evidenciadas com a presenca do vértice do poligono. A Figura 4.16 apresenta as possiveis

inconformidades estéticas e/ou estruturais que podem ocorrer nas estruturas em cascas de formas

livres simplesmente apoiadas nos vértices, geradas a partir de plantas poligonais sem suavizacao

dos vértices.

Figura 4.16: Identificacdo de inconformidades estéticas e estruturais na estrutura em casca de

forma livre gerada sem suavizacdo dos vértices.

A suavizagdo € obtida através da transformacdo de coordenadas dos pontos nodais

localizados proximos aos vértices. Esses pontos nodais sdo identificados na matriz de numeracao

global. As novas coordenadas sdo limitadas por um novo raio, o raio efetivo (Rqf) menor que o

raio da circunferéncia que circunscreve a planta poligonal.

O processo de suavizacdo nodal € realizado apenas para o primeiro dominio triangular,

visto que o restante da planta € obtido a partir deste. O processo segue 0s seguintes passos:

1.

Identificam-se os pontos nodais do primeiro dominio triangular através da matriz de
numeragao nodal No[i, j];

Obtém-se as coordenadas nodais do ponto na matriz de coordenadas
Coord[Noli,j], 1];

Calcula-se o comprimento do vetor 7;, que o ponto nodal forma com a origem do

sistema de coordenadas com a Equacdo 4.1.4.2;

7_‘)1' = ’xiz + in (4142)

Se 7; < R,f, ndo hd nada a fazer;
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(4.1.4.3)

lo ¢; formado entre o eixo x as antigas coordenadas
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6. Calculam-se as novas coordenadas a partir das coordenadas polares R, € ¢;.

7. Faz-se Ry = R.y — (6,)1y € volta ao passo 1.
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Na Figura 4.19 podem-se visualizar as coordenadas nodais de alguns pol
do dos vértices.
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4.1.5 Malhas Planas Geradas

As imagens a seguir (Figura 4.20 a Figura 4.23) ilustram os resultados obtidos com as
malhas geradas ja com o tratamento dos vértices para diversas plantas poligonais.

Quanto maior o nimero de lados do poligono, mais as plantas se aproximam de uma planta
circular, entretanto, com manipulacdo adequada dos dados de entrada do programa
computacional, podem-se obter plantas circulares a partir de plantas poligonais. A Figura 4.23,

por exemplo, apresenta uma planta circular obtida a partir de uma planta hexagonal.

Figura 4.20: Malha para planta triangular e quadrilétera.

Figura 4.21: Malha para planta pentagonal e hexagonal.
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Figura 4.22: Malha para planta heptagonal e octogonal.

Figura 4.23: Malha para planta circular.

4.2 Plantas Quadrilateras

Para as malhas com dominios quadrildteros, utiliza-se o projetor lofting para interpolar
entre duas curvas do contorno. Pode-se reescrever a equagao 3.2.2 e adaptando para as varidveis

desse trabalho como:

yi=yit+ v —y1) (4.2.1)
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Como v vale zero em y; e um em yy:

i
= — 4.2.2
v= (42.2)
com,0<i<n,onden=Ny+1
Substituindo em (4.2.1) tem-se:
 (Yn — W1
yi=yi+i(7—=) (4.2.3)
Analogamente na outra direcdo pode-se escrever:
 (Xm — X1
xi = x + j () (4.2.4)

onde m = Nx + 1.
Com isso, basta determinar as equacdes Xi, X, Y1 € Yo em funcdo dos parimetros de

entrada do programa para determinar as curvas x; € y; genérica entre as fronteiras do dominio.

P y, (X) P,
v TT——

%(x)
X

Figura 4.24: Dominio contido entre duas curvas y;(x) e ¥, (x).

A Figura 4.24 apresenta um dominio contido entre duas fun¢des. Os dados de entrada

referentes a geometria para a geragdo da malha sdo:

a) L,: Dimensao paralela ao eixo x;

b) L,: Dimenséo paralela ao eixo y;

¢) N,: Numero de divisdes da malha na dire¢cd@o paralela ao eixo x;

d) N,: Nimero de divisdes da malha para a direcao paralela ao eixo y;
e) fx: parametro de geracdo das pardbolas nas arestas paralelas a Ly;
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f) fy: parametro de geracdo das pardbolas nas arestas paralelas a Lx.

Para gerar malhas de plantas retangulares, basta adotar fx = fy = 0. Com apenas esses
dados de entrada € possivel determinar automaticamente as coordenadas de todos os pontos
nodais. O programa computacional desenvolvido possibilita a montagem de trés configuracdes

diferentes de malhas variando a incidéncia nodal dos elementos.

4.2.1 Calculo das Coordenadas Nodais

Adotou-se a origem do sistema de coordenadas no centro da planta de modo a utilizar a
simetria para facilitar a geracdo da malha. A Figura 4.25 apresenta a origem do sistema de

coordenadas, assim como os demais parametros para geracao das malhas.

vk

8
fx i
'
)
) _ n
Lx/2 Lx/2 {

Figura 4.25: Representacdo do dominio retangular com arestas parabdlicas.

E importante definir outras varidveis calculadas a partir dos dados de entrada. Essas
varidveis sdo o espacamento entre as curvas que serdo interpoladas no dominio. Esse
espacamento varia entre a aresta e o centro em fun¢do do comprimento da aresta, e da distancia

da pardbola a projecdo retangular da aresta.

Nesse trabalho, adotou-se que quando a pardbola estd dentro da projecao retangular, o valor

de fx e/ou fy é positivo, e negativo caso contrario.
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As Equagdes 4.2.1.1 e 4.2.1.2 permitem calcular o espacamento entre as curvas nas arestas
e no centro da planta para a direcdo x (Figura 4.26), a fim de determinar os coeficientes da
expressdo x;(y) da Equagdo 4.2.1.3. Essas expressdes sdo determinadas apenas para metade

esquerda da planta devido a simetria.

dxe dxe dxe
-
X
dxe ‘ dxe ‘ dxe L
Figura 4.26: Interpolagdo linear na direcao x.
dx, = ———F——— = 4.2.1.1
Xc Nx Nx ( )
L L
(3 =n(3) x-arx ts
Xe = N, = TN, (4.2.1.2)
% (y) = ax;y* + byjy + cx; (4.2.1.3)

As condi¢des de contorno para determinacdo dos coeficientes da expressdo (4.2.1.3) sdo

apresentadas nas Equacdes 4.2.1.4 a 4.2.1.6:

s/ AS A 4.2.1.4
i 0 ( )
j-1
. (_ L_y) _ _Lx Z dx (4.2.1.5)
J 2 2 o €
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j—1
Lx
x;(0) = -5 + fx+ Z dx, (4.2.1.6)
k=1

com,1 <j<m/2.

Substituindo as Equacdes 4.2.1.4 a 4.2.1.6 em 4.2.1.3 e sua derivada, apés manipulagao

matemadtica, podem-se determinar os coeficientes c, It b, ;€ ax japresentado nas expressoes

4.2.1.7,4.2.1.8 ¢ 4.2.1.9 respectivamente.
j-1
Lx
oy = =+ fx + Z dx, (4.2.1.7)
k=1

b, =0 (4.2.1.8)

a,. = (4.2.1.9)

com,1 <j<m/2

A medida que a curva x;(y) se aproxima do centro da planta, isto €, quanto mais j se

aproxima de m/2, Ay tende a zero e mais suave se torna a curva.
Pode-se demonstrar que a Equagdo 4.2.1.3 apds a substituicao dos coeficientes Cx > bxje
Ay € o projetor lofting da Equacdo 4.2.4. De acordo com as expressoes 4.2.1.7 a 4.2.1.9, quando

fx = 0, entdo resta apenas Cx j» desse modo, x; pode ser representado pela Equagdo (4.2.1.10).
j-1

Lx Lx
xj=——+ dx, = - + (j — 1)dx, (4.2.1.10)

2
k=1
e dx. pode ser escrito com a expressao 4.2.1.11, como:
Lx

d
Xc N,

(4.2.1.11)

Ao tomar fx = 0, as curvas da fronteira do dominio x; e x,, sdo retas dadas genericamente

pela Equagdo 4.2.1.10 com j = 0 e j = m. Em outras palavras, as arestas do dominio na direcao

- L L ~ ~
y sdo retas, onde x; = — 7x e Xy = 7x A Equacgdo 4.2.1.12 apresenta a subtracdo entre x,,, de x;:
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Xm — X1 = Lx (4.2.1.12)
Chamando (j — 1) de ¢ e substituindo tem-se a Equacdo 4.2.1.13:

Xm — xl)

xj=x1+€( N,

(4.2.1.13)

Desse modo, pode ser constatado que a Equacdo 4.2.1.13 € idéntica a equacdo 4.2.4 de
interpolacdo referente ao projetor lofting. O mesmo pode ser realizado para verificar a expressao
de y;.

As coordenadas obtidas substituindo as expressdes 4.2.1.7 a 4.2.1.9 em 4.2.1.3 para os
pontos nodais da metade esquerda da planta sdo armazenadas em uma matriz Xjyxn) € em
seguida espelhadas em torno do eixo y para determinagdo das coordenadas de todos os pontos

nodais da planta. Esse processo € genericamente representado pela expressao 4.2.1.14:

X[m—1i,j] = —X[i,j] (4.2.1.14)

coml<i<m/2el<j<n.
Para a direcdo y, procede-se da mesma forma que na outra dire¢do para determinacdo dos
coeficientes da y;(x) da Equagdo 4.2.1.17 para a metade inferior da planta. As Equagdes 4.2.1.15

e 4.2.1.16 apresenta o calculo do espagamento entre as curvas na extremidade e no centro das

arestas respectivamente conforme ilustra a Figura 4.27.

|

- — —

| 26

(J'}’n'
(ler:

dye

d'yn'
dye

(len'

dye
dl)r’n:
>

(Jl}’n'

|
| u oEs
AN /4

Figura 4.27: Interpolagdo linear na dire¢do y.
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dy, = N, (4.2.1.15)
Ly — 2
dy. = =2y (4.2.1.16)
Ny
yi(x) = ay x* + by, x + ¢y, (4.2.1.17)

As condi¢des de contorno para determinagdo dos coeficientes da expressao (4.2.1.17) sdo

apresentadas nas equacdes 4.2.1.18 a 4.2.1.20:

dy;(0)
o (4.2.1.18)
Vi ( x) A z dy, (4.2.1.19)
L i
yi(0) = — 7y +fy+ Z dy, (4.2.1.20)

com,2 <i<n/2.

Aplicando-se as condi¢cdes de contorno e depois de algumas manipulagdes algébricas

podem-se determinar os coeficientes apresentado nas expressoes 4.2.1.21 a 4.2.1.23:

L
Cy, = —7)] +fy+ Z dy. (4.2.1.21)
by =0 (4.2.1.22)
e ()
a, (4.2.1.23)

com,1<i<n/2

Da mesma maneira que para a direcdo X, obt€ém-se as coordenadas y para os pontos da

metade da planta, armazena-se estes dados em uma matriz Yj,xm] € espelha-se as coordenadas em
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torno do eixo x para o restante dos pontos nodais da planta. Genericamente o espelhamento pode

ser expresso pela Equacdo 4.2.1.24:

Yin—1ij]=-YI[ij] (4.2.1.24)
coml<i<n/2el<j<m.
Combinando-se Yjxj; com X[jxi obtém-se as coordenadas (X,y) de todos os pontos nodais

da planta. Essas coordenadas sdo armazenadas em uma matriz Coordyosx2j- O nimero de linhas

da matriz € igual ao nimero de pontos nodais (Nos) da malha; e o ndmero de colunas € igual a
dois, uma para armazenar as coordenadas x e outra para as coordenadas y. O nimero de pontos

nodais da estrutura pode ser determinado com a Equacdo 4.2.1.25:

Nos =mXn (4.2.1.25)

4.2.2 Incidéncia Nodal dos Elementos

Ligando-se por retas os pontos nodais para os quais se determinou as coordenadas de modo
horizontal e verticalmente, obtém-se malha de elementos quadrildteros, apresentada na Figura

4.28.

i
X

Figura 4.28: Malha de elementos quadrilateros.
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Para malhas de elementos triangulares, basta dividir cada elemento quadrildtero em dois
outros elementos triangulares iguais. O programa computacional desenvolvido permite a geracao
de trés tipos diferentes de malhas estruturadas:

a) Tipo 1: Malha de elementos triangulares estruturada ndo simétrica com origem do sistema
de coordenadas no vértice inferior esquerdo da planta retangular (Figura 4.29-a);

b) Tipo 2: Malha de elementos triangulares estruturada simétrica com origem do sistema de
coordenada no centro da planta com dois elementos para cada vértice da planta (ver
Figura 4.29- b);

c) Tipo 3: Malha de elementos triangulares estruturada simétrica com origem do sistema de
coordenada no centro da planta com apenas um elemento para cada ponto nodal do vértice

da planta conforme (Figura 4.29- c).

(a) (b) (€)

Figura 4.29: Possibilidades para geracdo de malhas.
Os trés tipos de malha seguem a mesma sequéncia de numeracdo nodal. A diferenca entre

elas estd em como a incidéncia nodal dos elementos é determinada. A Figura 4.30 apresenta de

maneira genérica a numera¢do nodal da malha.
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Figura 4.30: Representacdo genérica da numeracao nodal.

Independente do tipo de malha, os pontos nodais dos elementos sdo identificados no sentido
anti-hordrio. A numeracdo nodal € realizada da esquerda para direita, de baixo para cima na
planta e € armazenada em uma matriz NO[pypy). A incidéncia nodal dos elementos € obtida aos

pares diretamente da matriz de numerac¢ao nodal de acordo com o tipo de malha desejado.

As malhas do Tipo 1 s@o mais simples exigindo apena um algoritmo de determinagdo das
incidéncias nodais dos elementos de todo o dominio. A numeragdo dos elementos procede-se da
esquerda para direita, de baixo para cima na planta da mesma maneira que a numeragdo nodal.

O esquema de incidéncia nodal das malhas do Tipo 1, também denominadas nesse trabalho

de “MALHA 1” pode ser observado na Figura 4.31.

No'i Noi jn

Figura 4.31: Esquema de incidéncia nodal e numeragao dos elementos para as malhas do Tipo 1
ou (MALHA 1).
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A incidéncia nodal dos elementos € armazenada em uma matriz INCDyex3)- Para os

elementos ENjy e ENy,; apresentados na Figura 4.31, genericamente a incidéncia nodal para
MALHA i serd determinada pelas Equacdes 4.2.2.1 € 4.2.2.2:

INCD[k,1] = Nol[i, ]
INCD[k,2] = No[i,j + 1] (4.2.2.1)
INCD(k,3) = No[i + 1,/ + 1]

INCD[k + 1,1] = Nol[i, j]
INCD[k +1,2] = No[i + 1,j + 1] (4.2.2.2)
INCD[k + 1,3] = No[i + 1,/]

coml<k<Nel;1<i<n;1<j<m,onde:
m=Nx+1 € o nimero de colunas da matriz NOnxm),
n=Ny+1 € o nimero de linhas da matriz NO,xm]3

Nel € o nimero de elementos da malha calculado com a expressao 4.2.2.3:
Nel =2(m xn) (4.2.2.3)

As malhas do Tipo 2 e Tipo 3 sdo constituidas de combinacdes dos dois tipos de malhas
cujas incidéncias nodais foram obtidas de diferentes maneiras. Para facilitar a identificacdo,
chama-se a malha apresentada na Figura 4.31 como malha inicial (MALHA 1) e a apresentada na
Figura 4.32, como malha modificada (MALHA ii). Existem quadrantes nos quais as diagonais
dos elementos sdo invertidas (MALHA ii) em relacdo as diagonais dos elementos da malha
inicial (MALHA 1). A Figura 4.32 apresenta a nova configuragdo de elementos. Essa nova

configuracdo € apenas a forma espelhada da configuragdo inicial.

NoO%ij Noj j+1

Figura 4.32: Representacdo genérica de elementos com diagonais invertidas ou MALHA ii.
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Genericamente, para incidéncia nodal da MALHA ii tem-se a expressoes 4.2.2.4 € 4.2.2.5:

INCD[k, 1] = Nol[i, ]
INCD[k,2] = No[i,j + 1] (4.2.2.4)
INCD[k,3] = No[i + 1, /]

INCD[k + 1,1] = No[i,j + 1]
INCD[k +1,2] =No[i+ 1,j + 1] (4.2.2.5)

INCD[k + 1,3] = No[i + 1,]
Para determinar a incidéncia nodal dos elementos das malhas simétricas, basta utilizar as
equagoes 4.2.2.1; 4.2.2.2; 4.2.2.4 e 4.2.2.5 por quadrantes da planta, isto é, alterando o intervalo
de 1 e j conforme o quadrante em questdo. A Figura 4.33 identifica os quadrantes adotados e sua

localizag@o na planta.

QUADRANTE QUADRANTE
il iv

QUADRANTE QUADRANTE
i ii

Figura 4.33: Localizagdo dos quadrantes na planta.

A Figura 4.34 apresenta a combinacdo de malhas por quadrantes para a geracao das malha

de todo o dominio da planta.

MALHA i1 MALHA i MALHA 1 MALHA i1

Y
'

MALHA i MALHA ii MALHA i MALHA i

(@) (b)

Figura 4.34: Composi¢do das malhas para gera¢do das malhas simétricas: a) Malha Tipo 2. b)
Malha Tipo 3.
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4.2.3 Aplicacao de Restricoes e Ajustes Finais

Diretamente da matriz Noppxmy,; de numerag@o nodal € possivel identificar todos os pontos

nodais da fronteira do dominio possibilitando a aplicacdo automadtica de restricdes de
deslocamentos nos pontos desejados. O software permite restringir os deslocamentos de duas
arestas paralelas ou de apenas alguns pontos igualmente espacados nas arestas paralelas. O
software permite ainda, aplicar restricdes apenas aos pontos nodais dos vértices. Essa dltima
op¢ao € valida apenas para as malhas simétricas Tipo 2 e 3, pois € utilizada a dupla simetria da
planta para proceder os ajustes.

Quando se opta por restringir os deslocamentos apenas dos pontos nodais dos vértices da
planta, o software desenvolvido permite arredondar automaticamente os vértices de forma a
garantir que as formas livres posteriormente geradas com essas malhas ndo tenham mudancas
bruscas de curvatura nas duas dire¢des e nem sofram interferéncias estéticas nas regides dos
apoios.

Os vértices sdo arredondados por um processo de transformacdo de coordenadas na qual
se contraem os pontos nodais proximos aos vértices em duas etapas, conforme ilustra a Figura
4.35. Primeiramente contraem-se os pontos nodais pertencentes a fronteira do dominio (Figura

4.35 a) e em seguida os pontos nodais subsequentes (Figura 4.35 b).

Figura 4.35: Suavizagdo dos vértices para as malhas simétricas do Tipo 2.
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Como a origem do sistema de coordenadas esta localizado no centro da planta, basta fazer
a suavizagdo para apenas um dos vértices e espelhar as novas coordenadas para os demais
vértices. Para que isso seja possivel, os nimeros de divisdes da malha nas duas dire¢Oes
(N, e Ny) devem ser pares.

Os valores de Ax e Ay apresentados na Figura 4.35 s@o proporcionais ao espacamento da
malha nas respectivas dire¢des. O coeficiente f que multiplica 4x e 4y mantem a proporcdo da
contracio desejada.

Para proceder a suavizacdo dos vértices, o software identifica automaticamente os pontos
nodais dos vértices da planta. Na posicdo referente a esses pontos na matriz de coordenadas
Coordygsxz) aplica-se a transformagdo de coordenadas.

A transformacdo € realizada apenas para quatro pontos nodais por vértice de forma a
manter o nimero de elementos da malha. A Tab.4.2.3.1 apresenta a posicao dos pontos na matriz

de numeragdo nodal Noyxm)-

Tab.4.2.3.1: Posi¢do na matriz de numeracio nodal No dos pontos nodais localizados préximos
aos vértices da planta e que t€m suas coordenadas transformadas.

Vértice 1 Vértice 2 Vértice 3 Vértice 4
No[2, 1] No[1l, m-1] No[n-1, 1] No[n, m-1]
Nol1, 1] Nol[1, m] No|n, 1] No[n, m]
No[1, 2] No[2, m] No|n, 2] No[n-1, m]
No[2, 2] No[2, m-1] No|n-1, 2] No[n-1, m-1]

Genericamente, a transformacgao de coordenadas € dada pela Equacdo 4.2.3.1:

{Coord[No[i, j1,1] = Coord|Nol[i,j]] + 6x

Coord[Noli,j],2] = Coord[No[i,j]] + &y (4.2.3.1)

com i e j identificados de acordo com o vértice na Tab.4.2.3.1. O valor de § pode ser +A ou £f4

de acordo com o ponto nodal e sua localiza¢do conforme Figura 4.35.
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Para a malha do Tipo 3, a suavizacdo dos vértices poderia levar a geracdo de elementos
com angulos muito pequenos ou até com drea nula nessa regido. A fim de evitar esse problema, o
programa inverte automaticamente as diagonais dos elementos dos vértices. A Figura 4.36

apresenta os vértices suavizados para malha do tipo 2 e 3.

(a) (b)

Figura 4.36: Vértices suavizados: (a) para malha tipo 2 e (b) tipo 3.

Nas figuras que se seguem, podem ser visualizadas as malhas com e sem suavizagdo dos

vértices para as malhas do Tipo 2 (Figura 4.37) e as malhas do Tipo 3 (Figura 4.38).

Figura 4.37: Malhas estruturadas simétricas do Tipo 2, antes e apds a suavizagdo dos vértices da
planta.
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Figura 4.38: Malhas estruturadas simétricas do Tipo 3, antes e apds a suavizagdo dos vértices da
planta.

4.2.4 Malhas Planas Geradas

Podem-se combinar os tipos de arestas opostas para gerar diversas configuracdes de

plantas. Alguns exemplos de malhas sdo apresentados nas Figura 4.39 a Figura 4.42.

Figura 4.39: Malha gerada com lados descritos por pardbolas com concavidades opostas.
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Figura 4.40: Malha gerada lados descritos por pardbolas com mesmo sentido de concavidades
internas a projecao retangular.

Figura 4.41: Malha gerada com duas arestas descrita por pardbolas e duas arestas retas com
vértices suavizados.
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Figura 4.42: Malha gerada com arestas descritas por pardbolas externas a projecao retangular.
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5 GERACAO DE FORMAS TRIDIMENSIONAIS DE ESTRUTURAS EM
CASCAS

5.1 Estruturas em Cascas de Formas Analiticas

As estruturas em cascas de formas analiticas abordadas nesse trabalho sdo geradas por
translacdo de uma curva geratriz sobre outra curva (diretriz). Tanto as curvas diretrizes quanto as
geratrizes podem ser representadas por quaisquer fungdes matematicas. Nesse trabalho optou-se
por utilizar segmentos de retas como curvas diretrizes e geratrizes para as plantas quadrildteras

com arestas retas e/ou parabdlicas, e pardbolas para as plantas poligonais.

5.1.1 Formas Geradas com Segmentos de Retas

A partir da composicdo de segmentos de retas € possivel gerar superficies curvas como 0s
paraboloides hiperbdlicos. Sdo geradas as formas tridimensionais para esse tipo de estrutura para

plantas retangulares com arestas retas e /ou parabdlicas.

Lx/2

Figura 5.1:Superficie curva gerada pela composi¢cao de segmentos de retas.

A metodologia adotada para geracdo das formas tridimensionais € determinar as equagoes
das retas diretrizes no centro da planta z.,(x;), € na aresta da planta z,,(x;) (ver Figura 5.1 e
Figura 5.2) em func¢do das coordenadas (x;) ja4 determinadas no plano. Posteriormente

65



determinam-se as retas geratrizes Z;(y;) que dependem das equagdes Zc(X;) € Zqx(X;). Desse
modo Z; € fungdo de (x;y;). As coordenadas (x;,y;) sdo obtidas da matriz de coordenadas
nodais da malha no plano apresentadas nas secdes anteriores. A incidéncia nodal dos elementos
nao se altera (¢ a mesma determinada no plano). As coordenadas z fora do plano sdo
determinadas apenas para um quadrante e depois espelhadas para os demais quadrantes.

Os dados de entrada do software, quanto a geometria, para geracdo das formas
tridimensionais, além dos dados para geracdo da malha no plano apresentados em secdes
anteriores sao:

a) H.: Altura no centro da estrutura;

b) H.: Altura no centro da projecdo das arestas da estrutura.

Figura 5.2: Representacao das retas diretrizes.

As equacdes em funcdo de (x;) para a extremidade e o centro da planta podem ser

determinadas respectivamente pelas expressoes 5.1.1.1 e 5.1.1.2:

H
Zex(x) = H, — | T | x; (5.1.1.1)
2
H,—H
Zex () = Ho + | —0— | x; (5.1.1.2)
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. N ~ . ~ . -
coml<i< (?x + 1), onde Lx e Ly sao as dimensdes em planta e N, e o nimero de divisdes da

malha na direcdo x.

As expressdes Z;(x;, ;) podem ser escritas como:

Zex(Xi) = Zex ()
Zj(xi' yj) = Zcx(xi) + = Iy = yj (5.1.1.3)

2

coml<i<(Z+1)el<j<(R+1)

5.1.2 Formas Curvas de Translacao Para Plantas Poligonais Regulares

E apresentada a formulag@o para determinagdo das malhas tridimensionais das estruturas
em cascas geométricas para plantas poligonais regulares. Através de um pequeno tratamento das
coordenadas no plano (x, y) é possivel determinar a superficie média da estrutura em casca

utilizando-se pardbolas em direcdes concorrentes.

Figura 5.3: Esquema da mudancga de base das coordenadas (x,y) para determinacdo das
coordenadas z.
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As coordenadas z; de cada ponto nodal sdo calculadas apenas para o primeiro dominio
triangular (triAngulo ABC) da Figura 5.3.

Um novo sistema de coordenadas é adotado de modo a simplificar a determinacdo das
coordenadas fora do plano. Um dos eixos no novo sistema de coordenadas passa pelo vértice A
do tridngulo ABC e pelo ponto médio do segmento de reta BC, e o segundo eixo perpendicular a
este. As coordenadas do novo sistema (x’,y") podem ser calculadas em func¢do das coordenadas

(x,y) e a matriz de rotacdo Mg, conforme a transformacao linear da Equagdo 5.1.2.1:

{x", ¥} = [Mpocl{x, y}" (5.1.2.1)

onde a matriz de rotacdo € expressa pela Equacdo 5.1.2.2:

cos(g) Sin(g) (5.1.2.2)
~sin(2) cos (9)

Mgy =

Processando as operacoes, tem-se:

= weos(g) +sin(3)
x'= xcos(5)+ysin(7

; ; (5.1.2.3)
y' = —xsin (E) + y cos (E)

V4

Figura 5.4: Sistemas de eixos locais.
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Conhecendo-se as coordenadas (x',y"), é possivel determinar as coordenadas z;(x’,y").
Para efeito de simplificacdo, primeiramente é determinada z(x') de forma independente e
posteriormente z(y") que depende de z(x"). A Figura 5.5 apresenta o corte B-B da Figura 5.3 que
mostra a fungdo z(x") e alguns pardmetros que serdo utilizados para sua determinagéo.

O parametro H. € a altura da estrutura no centro da casca, enquanto H, € altura da
estrutura na extremidade da casca no ponto médio do segmento BC. A fun¢io z(x’) pode ser
qualquer fungdo, mas para esse trabalho escolheu-se uma fun¢do quadritica conforme Equacio
5.1.2.4:

z(x')=ax?+bx' +c (5.1.2.4)

As constantes a,b,e cs@o determinadas a partir de pontos conhecidos da curva

apresentados nas Equagdes 5.1.2.5 e 5.1.2.6:

z(0) = H, (5.1.2.5)
z(dy) = H, (5.1.2.6)
d; = R cos (g) (5.1.2.7)

Para a casca ndo apresentar variacdes bruscas de curvatura no centro € recomendavel que

a primeira derivada de z;(x") no centro da casa (x’ = 0) seja nula conforme Equagdo 5.1.2.8.

dz(0)
dx’ 0

que sdo apresentados nas Equagdes 5.1.2.9 a 5.1.2.11.

(5.1.2.8)

Desse modo, ha informacdes suficientes para determinacdo dos coeficientes da equacio

c=H, (5.1.2.9)
b=0 (5.1.2.10)
H,—H
a=—— (5.1.2.11)
d
1
H,—H
z(x") = ed —x'2 + H, (5.1.2.12)
1
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Note-se que a concavidade da equacdo (5.1.2.12) pode ser invertida ou até se anular em
funcéo dos valores de H, e H, (Figura 5.5). Com isso, e sabendo que z(y') também é uma funcéo
quadratica, pode-se gerar:

a) Paraboloides hiperbdlicos: para (H, — H.) > 0;
b) Cilindros parabdlicos: para (H, — H.) = 0;
c¢) Paraboloides elipticos: para (H, — H,) < 0.

z

He

di=R cos (8/2) x'

CORTEB-B

Figura 5.5: Corte B-B representando a funcao z(x').

Para determinar z(y') que, assim como z(x'), também é uma fun¢do do segundo grau,
apenas uma funcdo do tipo z(y') = ay’? + by’ + ¢, deixaria a regido do apoio com uma variag¢io
brusca da curvatura além de ser uma regido de concentracdo de tensdes. Para minimizar esses
problemas optou-se por descrever a fungdo z(y') como uma composi¢ao de outras trés fungdes,
71(¥'); z,(y")e z3(y") (Equagdes 5.1.2.13 a 5.1.2.15).

Do mesmo modo que adotado para as cascas de formas livres, podem-se escolher os
comprimentos dos apoios localizados nos vértices do poligono. Para isso basta designar quantos
pontos nodais devem ser afixados pelo software. Conhecendo o niumero de pontos nodais fixos
por apoio, pode-se determinar o parametro d; mostrado na Figura 5.6. Esse parimetro determina
os pontos (P;) e(P,) nos quais se ddo a intersec¢do entre as fungdes

7,(y") ez,(y"), e z,(y") e z3(y') respectivamente.

As equacdes podem ser escritas genericamente por:

z1(y") =ay? + by +¢ (5.1.2.13)
2(y") = axy”? + by’ + ¢, (5.1.2.14)
z3(y') = azy"? + b3y’ +c3 (5.1.2.15)
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| =R sin (0/2) d:=R sin (8/2) |

CORTE A-A

Figura 5.6: Corte A-A representando a funcao z(y'").

O valor de d; pode ser determinado em funcido do nimero de pontos fixos por apoio, pela

expressao 5.1.2.16:

_Wnf-1) n
37 2 sina

(5.1.2.16)

onde ry € obtido da equagdo (4.1.1.2), Nnf € o nimero de pontos nodais fixos por apoio e a €

obtido pela equagdo (4.1.1.5).
Observando a Figura 5.6,d, pode ser expresso em funcdo de d, e d; pela Equacgio

5.1.2.17:
onde:
0
d, = Rsin (E) (5.1.2.18)

As condi¢des de contorno para determinacdo das constantes das Equacdes 5.1.2.13 a

5.1.2.15 s@o apresentadas nas Equagdes 5.1.2.19 a 5.1.2.26.

z1(—dy) =0 (5.1.2.19)
dzi(=d;) _

—ay =0 (5.1.2.20)
z,(0) = z(x") (5.1.2.21)
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dz, (,0) —0
dy

(5.1.2.22)

Para os pontos P;e P,utilizados para garantir a continuidade e suavidade da superficie,

tem-se:

Z,(—dy) = z1(—d,)

dz, dz,

ay (—dy) = ay (—dy)

z3(—d,) = z,(—d,)

dZ3 le

ay (—dy) = ay (—d4)
De (5.1.2.20):

_2a1 X dz + b1 = O g b1 == 2a1d2

De (5.1.2.19):

ai(—dy)? + by(=dy) + ¢, =0 > ¢y = bydy, — ayd5
Substituindo (5.1.2.27) em (5.1.2.28):

(S 2a1d22 - ald% - = ald%

De (5.1.2.21):

c, = z(x")
De (5.1.2.22):

b, =0
De (5.1.2.24):

2a2 (_d4) + b2 = Zal(_d4) + bl

Substituindo (5.1.2.27) € (5.1.2.30) em (5.1.2.31) e reescrevendo tem-se:
d;

_2a2d4 = —2a1d4 + 2a1d2 i a, = aq (1 - d_>

4

De (5.1.2.23):
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(5.1.2.23)

(5.1.2.24)

(5.1.2.25)

(5.1.2.26)

(5.1.2.27)

(5.1.2.28)

(5.1.2.28)

(5.1.2.30)

(5.1.2.31)

(5.1.2.32)

(5.1.2.33)



al(_d4)2 + bl(_d4) + C1 = az(_d4)2 + bz (_d4) + C2 (51234‘)

Substituindo (5.1.2.27), (5.1.2.29), (5.1.2.30), (5.1.2.31) e (5.1.2.32) em (5.1.2.34) e
reescrevendo:

2 2 dz 2 !
a;d,* —ds2a.d, +a1d5 =a, (1 — 7 d; + z(x") (5.1.2.35)
4
z(x")
dy? = 2d,dy + df — (1 - 32 d,?

4

a; = (5.1.2.36)

Por simetria tem-se que:

C1 = C3 (51237)
a1 = a3 (51238)

Com os coeficientes determinados é possivel obter as equacgdes z;(y'); z, (¥ )e z3(y'). E

finalmente a equacdo, z(x’, y")pode ser expressa como:

z(x',y') = z,(y") para y' < —d,
z(x',y") = z,(y) para —d, < y' < d, (5.1.2.40)
z(x',y') = z3(y') para y' > d,

Para verificar a modelagem computacional das func¢des z(x") e z(y’), foram elaborados
graficos para reproduzi-las. Foram adotados os seguintes pardmetros para o exemplo: N =
5; Nr = 20; R =1000 cm; H, = 500 cm; H. = 280 cm; Nnf = 7.

A Figura 5.7 apresenta o grafico para z(x") paray’ = 0, ou seja, a curva de z(x") sobre o

eixo x'. A Figura 5.8 apresenta z(x',y’) para x' = d;.
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Figura 5.7: Coordenadas verticais em funcdo de x’ para y’=0.
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Figura 5.8: Coordenadas verticais em fungdo de y’ e x’=d1.

Computacionalmente as coordenadas verticais expressas por z(x',y’) sdo determinadas
apos o célculo das coordenadas no plano (X,y) seguindo a mesma ordem de calculo que a
descrita para a determinacio das coordenadas no plano. A ordem de calculo das coordenadas
z(x',y") é a seguinte:

1. Obtém-se (x;,y;) da malha plana;

2. Aplica-se a rotacdo para mudanca de base das coordenadas através da expressao

(5.1.2.3);

3. Calculam-se os parametros dq, d,, dse dy;

4. Calcula-se z(x") pela expressao (5.1.2.12);

5. Calculam-se os coeficientes para determinagéo de z; (y'); z,(y")e z5(y');

6. Calcula-se z(x', y") através de (5.1.2.40).
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A incidéncia nodal dos elementos ndo se altera, ¢ a mesma determinada para a projecao
no plano, desse modo basta definir as caracteristicas do material e a espessura da casca para se
obter os arquivos de pré-processamento do software para visualiza¢do e andlise da estrutura em

softwares especificos.

5.1.3 Formas Analiticas Geradas

Variando-se alguns parametros, sdo geradas malhas de elementos finitos para estruturas
em cascas como Umbrella Shell, e outras formas de paraboloides hiperbdlicos. Os resultados
obtidos sdo apresentados nas figuras a seguir.

Para a geracdo das estruturas em cascas conforme ilustra a Figura 5.9, bastam estipular as
dimensdes da projecdo retangular da estrutura e fornecer ao programa H, = 0e H. < 0 (ver
Figura 5.1).

Caso os dados de entrada do programa sejam escolhidos com H, = 0 e H. > 0, obtém-se
as estruturas mostradas na Figura 5.10. Esse tipo de estrutura é a Umbrella Shell invertida e pode

ser empregada como elemento de fundacao.

Figura 5.9: Umbrella Shell.
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Figura 5.10: Casca para aplicagdo em fundacdo (Umbrella Shell invertida).

Outra opg¢do é adotar H, = Hc > 0. Com isso, a malha obtida pelo programa
desenvolvido apresentard a aparéncia de paraboloide hiperbdlico como a apresentada na Figura
5.11. Pode-se ainda utilizar H, # Hc e obter as formas apresentadas na Figura 5.12 H, > Hc e
H. < Hc.

O programa desenvolvido possibilita ainda, a introducdo de arestas parabdlicas na planta
quadrildtera, com isso podem-se obter formas ndo convencionais, conforme pode ser observado

na Figura 5.13.

Figura 5.11: Estrutura em casca com paraboloides hiperbdlicos gerada com segmentos de retas e
alturas no centro da aresta e no centro da planta iguais.
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Figura 5.12: Paraboloides hiperbdlicos com arestas retas e alturas diferentes no centro das arestas
e no centro da planta.

Figura 5.13: Paraboloides hiperbdlicos com planta quadrildtera e arestas parabdlicas e alturas no
centro da planta e no centro das arestas diferentes.
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Com as plantas poligonais podem ser gerados trés tipos de estrutura em casca de forma
analitica: paraboloides hiperbdlicos; paraboloides elipticos e cilindros parabdlicos. As figuras a
seguir ilustram as formas obtidas para alguns poligonos.

A Figura 5.14 apresenta a estrutura em casca com planta triangular circunscrita em um
raio de 850 cm, com 30 divisdes radiais resultando em 1396 pontos nodais e 2700 elementos. Na
Figura 5.14 (b) encontra-se uma estrutura em casca composta por paraboloides elipticos com
altura no centro da casca de 450 cm e no centro das arestas de 300 cm. Em (c) pode-se visualizar
uma estrutura em casca composta por cilindros parabdlicos com 300 cm de altura. J4 em (d)
encontra-se uma estrutura em casca composta por paraboloides hiperbdlicos com 300 cm de

altura no centro e 450 cm de altura nas arestas da casca.

1472.2

Figura 5.14: Estrutura em casca geométrica de planta triangular (cm).
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(b)

V. 2\

()

(a) (d)

Figura 5.15: Estrutura em casca geométrica com planta quadrildtera (cm).

A Figura 5.15 mostra a estrutura em casca com planta quadrildtera circunscrita em um
raio de 1000 cm, com 30 divisdes radiais resultando em 1861pontos nodais e 3600 elementos. Em
(b) estd uma estrutura em casca composta por paraboloides elipticos com altura no centro da
casca de 450 cm e no centro das arestas de 300 cm. Em (c) uma estrutura em casca composta por
cilindros parabdlicos com 350 cm de altura. E em (d) uma estrutura em casca composta por
paraboloides hiperbdlicos com 300 cm de altura no centro e 450 cm de altura nas arestas da

casca.

3451

1116.8

345.1

(a) (d)

Figura 5.16: Estrutura em casca geométrica com planta pentagonal (cm).
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Na Figura 5.16, pode-se visualizar a estrutura em casca com planta pentagonal
circunscrita em um raio de 950 cm, com 30 divisdes radiais resultando em 2326 pontos nodais e
4500 elementos. Em (b) trata-se de uma estrutura em casca composta por paraboloides elipticos
com altura no centro da casca de 450 cm e no centro das arestas de 300 cm. Em (¢) uma estrutura
em casca composta por cilindros parabdlicos com 350 cm de altura. E em (d) estrutura em casca
composta por paraboloides hiperbélicos com 300 cm de altura no centro e 500 cm de altura nas
arestas da casca.

A Figura 5.17 apresenta a estrutura em casca com planta hexagonal circunscrita em um
raio de 1200 cm, com 30 divisdes radiais resultando em 2791 pontos nodais e 5400 elementos.
Na Figura 5.17 (b) estd uma estrutura em casca composta por paraboloides elipticos com altura
no centro da casca de 500 cm e no centro das arestas de 300 cm. Em (¢) uma estrutura em casca
composta por cilindros parabdlicos com 500 cm de altura. Em (d) uma estrutura em casca
composta por paraboloides hiperbdlicos com 300 cm de altura no centro e 600 cm de altura nas

arestas da casca.

(a) (d)

Figura 5.17: Estrutura em casca geométrica com planta hexagonal (cm).
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848.1 1057.5 470.6

241.4

676.3

1084.7

(d)

241.4

(a)

Figura 5.18: Estrutura em casca geométrica com planta heptagonal (cm).

351.5 848.5 848.5 351.5

(d)

Figura 5.19: Estrutura em casca geométrica com planta octogonal (cm).
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Uma planta de heptagonal circunscrita em um raio de 1250 cm, com 30 divisdes radiais
resultando em 3256 pontos nodais e 6300 elementos, é apresentada na Figura 5.18. Em (b) a
estrutura em casca composta por paraboloides elipticos com altura no centro da casca de 600 cm
e no centro das arestas de 300 cm. Em (c) uma estrutura em casca composta por cilindros
parabdlicos com 500 cm de altura. E em (d) uma estrutura em casca composta por paraboloides
hiperbolicos com 300 cm de altura no centro e 600 cm de altura nas arestas da casca.

A Figura 5.19 apresenta uma estrutura com planta octogonal circunscrita em um raio de
1200 cm, com 24 divisdes radiais resultando em 2401pontos nodais e 46080 elementos. Em (b)
encontra-se uma estrutura em casca composta por paraboloides elipticos com altura no centro da
casca de 500 cm e no centro das arestas de 300 cm. Em (c) uma estrutura em casca composta por
cilindros parabdlicos com 500 cm de altura. E em (d) uma estrutura em casca composta por
paraboloides hiperbdlicos com 300 cm de altura no centro e 600 cm de altura nas arestas da

casca.

5.2 Estruturas em Cascas de Formas Livres

A geracdo das formas tridimensionais de estruturas em cascas de formas livres consiste
em um processo de geracdo otimizada por meio de andlise ndo linear de uma membrana plana,
fina e flexivel, em que € determinado o estado de minima energia potencial total da membrana
submetida ao peso proprio ou a uma pressao uniformemente distribuida que caracteriza a
configuragdo de equilibrio da estrutura.

Neste trabalho a geracdo das formas por meio da otimizacdo da membrana foi realizada
utilizando o programa desenvolvido por Vizotto (1993) e pelo software ANSYS conforme

esquema da Figura 5.20.
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PRE-PROCESSAMENTO
(GERACAO DE MALHAS PLANAS)

ou
AhALlE NAG LINERE ANALISE NAO LINEAR
DA MEMBRANA
i DA MEMBRANA COM O
O SRTL WA R SOFTWARE ANSYS
VIZOTTO (1993)
) 4
SOMA DOS
ESTRUTURA € DESLOCAMENTOS COM
EM CASCA DE AS COORDENADAS NO
i PLANO
FORMA LIVRE

Figura 5.20: Esquema de geracdo das estruturas em cascas de formas livres.

Conforme ilustra a Figura 5.20, a geracdo da estrutura em casca de forma livre através do
software desenvolvido por Vizotto (1993) é automdtica enquanto que a utilizagdo do ANSYS
implica na realizacdo de uma etapa para somar os deslocamentos obtidos do relatério apds o
processamento do ANSYS com as coordenadas da malha no plano.

5.2.1 Modelo Computacional Desenvolvido por Vizotto

A geracdo de cascas de formas otimizadas envolve um tratamento matematico envolvendo
o método dos elementos finitos e técnicas de programacdo matemdtica. No modelo
computacional para a geracido de formas livres de estruturas em cascas, desenvolvido por Vizotto
(1993), € assumido que o material a ser utilizado possui uma relacdo tensdo-deformacdo linear,
com a seguinte equacao constitutiva:

6=Ds (5.2.1.1)

sendo que para o estado plano de tensdo os vetores 6 e € € a matriz D , sdo:

o' =|o, o, o (5.2.1.2)

Yy

g =le, e, &, (5.2.13)



1 v 0

D:LZV 1 0 (5.2.1.4)
(I-v%)
00 (I-v)

Ap6s a configuracdo das caracteristicas do material a ser utilizado, é definido o tipo de
elemento compativel com o comportamento adotado. Assim, o elemento finito escolhido foi o
triangular plano CST (Constant Strain Triangle), no qual sdo consideradas as hipdteses de tensdo
e deformacgdo constantes. O elemento foi modificado para permitir deslocamentos ortogonais ao
seu plano, deixando o elemento com nove graus de liberdade, sendo trés deslocamentos por ponto
nodal nos vértices do tridngulo.

As fungOes aproximadoras para os deslocamentos no elemento finito sdo:
ux(x,y) =aux + Pry+ 71
uy(x,y) = ax + B2y + 72 (5.2.1.5)
uz(x,y) = o3x + B3y + V3

sendo as constantes ak, fx € Yk, com (k=1, 2, 3) escritas em funcdo das coordenadas iniciais e
deslocamentos nodais:

Ok = C11Uk + C12 Uk+3 + C13 Uk+6
Bk = c21uk + €22 Uk+3 + €23 U6 (5.2.1.6)
Yk = C31Uk + C32 Uk+3 + C33 Uk+6
com as constantes cij (i=1, 2, 3; j=1, 2, 3) apresentadas na Tab. 5.2.1.

Tab. 5.2.1: Constantes para as expressdes Qk, Sk € Yk (k=1, 2, 3)

cii=(02-y3)0 c2=(3-y1)0 ci3=(1-y)0
c21=(x3-x2) 0 c2=(x1-x3)90 c3=(2-x1)90
c13 = (x2y3 - x3y2) O €23 = (X3y1 - X1y3) O €33 = (X1y2 - X2y1) O

O =1/[(x1y2 + x2y3 + x3y1) - (X1y3 + X2)1 + X3)2)]
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Considerando o estado plano de tensodes, as componentes de deformacgdo sdo baseadas na
definicio de deformagdo quadritica de Green, em que grandes deslocamentos e grandes

deformagdes sdo considerados de modo exato:
_(8ux) 1{(%)2 (auyf (auﬂ
€, = +— +H = +
olox ) 2|\ ox Ox ox
€ :(auyj_'_l (auxj +(auyJ +(auzj (5217)
7olay ) 2|\ oy oy ay
A5 S RS )
€., =— + + + — |+ == ==
¥l oy dx ox \ oy ox \ oy ox N\ oy

Definindo V como um elemento de volume indeformado, e considerando o elemento com

espessura constante, a energia potencial de deformacao m(u) pode ser escrita como:

m(u) =%L (Gts)dV:%J.V (e'Dg) dV:%V(atDa) (5.2.1.10)

Considerando o Principio da Minima Energia Potencial Total, as posicdes de equilibrio
estavel correspondem aos pontos de minimo local da funcio de energia potencial total. Aplicando
técnicas de programacdo matemdtica para otimizacdo de funcdes ndo lineares, € possivel
determinar os pontos de minimo destas fungdes. As expressdes a seguir apresentam o calculo do
gradiente e da matriz Hessiana necessarios para a determinagdo dos pontos referente as condig¢oes

de equilibrio da membrana.

Gmy = 2 —vot| & (52.1.11)
au. au.
2 t 2
Hem =9 ][ 2 |p| & |, o 28 (5.2.1.12)
2u,0u. du, )\ au, du,0u.

O programa computacional desenvolvido por Vizotto (1993) permite a geracdo de
estruturas em cascas de formas livres com quaisquer configuracdes de apoio e carregamento. E
possivel aplicar a acdo do peso proprio, ou pressdo sobre a membrana e/ou ainda, aplicar cargas
concentradas em pontos especificos. E necessdrio um arquivo de entrada com a malha de

elementos finitos triangulares com as restricdes aos pontos de apoio e o carregamento aplicado.
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Como resultado do processamento € possivel obter automaticamente a forma tridimensional da
estrutura.
O software desenvolvido nesse trabalho gera um arquivo com a malha plana de elementos

finitos para posterior geragdao da forma tridimensional da estrutura em casca.

5.2.2 Estruturas em Cascas de Formas Livres Geradas

Variando-se o tipo de planta, a localizacdo dos apoios e a densidade ou pressdo sobre a
membrana, pode-se obter diversos tipos de estruturas em cascas de forma livre. Alguns dos
resultados obtidos sdo apresentados a seguir.

A Figura 5.21 apresenta a estrutura obtida com uma planta triangular circunscrita em uma
circunferéncia de raio de 1250 cm com vértices suavizados por uma circunferéncia de raio 1050
cm. Com 1999 pontos nodais € 3888 elementos. A forma tridimensional da estrutura € gerada
com o programa desenvolvido por Vizotto (1993), considerando-se 9 pontos nodais fixos por
vértice. A estrutura em casca com planta triangular apresenta altura méxima no centro de 404 cm

e 348 cm no centro das aberturas laterais entre os apoios nos vértices.

Figura 5.21: Estrutura em casca de forma livre com planta triangular (cm).
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A Figura 5.22 apresenta a estrutura com planta quadrilatera circunscrita em uma
circunferéncia de raio de 1200 cm com vértices suavizados por uma circunferéncia de raio 1140
cm. Com 3281 pontos nodais e 6400 elementos. A forma tridimensional da estrutura é gerada
com o programa desenvolvido por Vizotto (1993), considerando-se 5 pontos nodais fixos por
vértice. A estrutura em casca com planta quadrildtera apresenta altura mdxima no centro de 500
cm e 362 cm no centro das aberturas laterais.

Na Figura 5.23 pode-se visualizar uma estrutura com planta pentagonal circunscrita em
uma circunferéncia de raio de 1200 cm com vértices suavizados por uma circunferéncia de raio
1150 cm. Com 3151 pontos nodais e 6125 elementos. A forma tridimensional da estrutura é
gerada com o programa desenvolvido por Vizotto (1993), considerando-se 5 pontos nodais fixos
por vértice. A estrutura em casca com planta pentagonal apresenta altura maxima no centro de

493 cm e 291 cm no centro das aberturas laterais.

Figura 5.22: Estrutura em casca de forma livre com planta quadrada (cm).
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Figura 5.23: Estrutura em casca de forma livre com planta pentagonal (cm).

A Figura 5.24 apresenta uma estrutura com planta hexagonal circunscrita em uma
circunferéncia de raio de 1200 cm com vértices suavizados por uma circunferéncia de raio 1150
cm. Com 4921 pontos nodais e 9600 elementos. A forma tridimensional da estrutura é gerada
com o programa desenvolvido por Vizotto (1993), considerando-se 7 pontos nodais fixos por
vértice. A estrutura em casca com planta hexagonal apresenta altura mdxima no centro de 598 cm

e 291 cm no centro das aberturas laterais.

)
\‘}/ 1013.3

Figura 5.24: Estrutura em casca de forma livre com planta hexagonal (cm).
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Figura 5.25: Estrutura em casca de forma livre com planta heptagonal (cm).

A Figura 5.24 apresenta a estrutura com planta heptagonal circunscrita em uma
circunferéncia de raio de 1200 cm com vértices suavizados por uma circunferéncia de raio 1180
cm. Com 5741 pontos nodais e 11200 elementos. A forma tridimensional da estrutura é gerada
com o programa desenvolvido por Vizotto (1993), considerando-se 5 pontos nodais fixos por
vértice. A estrutura em casca com planta heptagonal apresenta altura maxima no centro de 675
cm e 297 cm no centro das aberturas laterais.

Na Figura 5.26 pode-se observar uma estrutura com planta octogonal circunscrita em uma
circunferéncia de raio de 1200 cm com vértices suavizados por uma circunferéncia de raio 1180
cm. Com 5329 pontos nodais e 10368 elementos. A forma tridimensional da estrutura € gerada
com o programa desenvolvido por Vizotto (1993), considerando-se 5 pontos nodais fixos por
vértice. A estrutura em casca com planta octogonal apresenta altura maxima no centro de 609 cm

e 230 cm no centro das aberturas laterais.
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Figura 5.26: Estrutura em casca de forma livre com planta octogonal (cm).

A Figura 5.27 apresenta uma estrutura com planta circular de raio 1200 cm, gerada a
partir de um hexdgono circunscrito em uma circunferéncia de raio 2400 cm. Com 2977 pontos
nodais e 5766 elementos. A forma tridimensional da estrutura é gerada com o programa
desenvolvido por Vizotto (1993), considerando-se todos os pontos da fronteira fixos. A estrutura

em casca apresenta altura maxima no centro de 522 cm.

Figura 5.27: Estrutura em casca de forma livre com planta circular (cm).
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Na Figura 5.28 € apresentada uma estrutura com planta retangular (1200 cm x 800 cm)
com vértices suavizados resultando em vaos de 7 e 11 metros nas arestas menores € maiores
respectivamente. Com 1617 pontos nodais e 3072 elementos. A forma tridimensional da estrutura
¢ gerada com o programa desenvolvido por Vizotto (1993), considerando-se 5 pontos nodais
fixos por apoio. A estrutura em casca com planta retangular apresenta altura maxima de 3.16 m
no centro da estrutura. No centro do maior vao lateral, a altura é de 280 cm e 160 cm no centro do

menor vao lateral.

700
800

1100

1200

Figura 5.28: Estrutura em casca de forma livre com planta retangular (cm).

A Figura 5.29 apresenta uma estrutura com planta quadrildtera com arestas parabdlicas,
com 2501 pontos nodais e 4800 elementos e sua respectiva forma tridimensional gerada

considerando 5 pontos nodais fixos em cada vértice.
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Figura 5.29: Estrutura em casca de forma livre com planta quadrildtera e arestas parabdlicas (cm).

Na Figura 5.30 pode se observar uma estrutura com planta quadrilatera com duas arestas
parabdlicas e as outras duas retas, com 2501 pontos nodais e 4800 elementos e sua respectiva

forma tridimensional gerada considerando 5 pontos nodais fixos em cada vértice.

1000

Figura 5.30: Estrutura em casca de forma livre com planta quadrildtera e duas arestas parabdlicas
(cm).
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Figura 5.31: Planta retangular e apoios intermedidrios (cm).

Figura 5.32: Estrutura em casca de forma livre com apoios intermediarios.
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A Figura 5.31 apresenta uma planta retangular (3050 cm x 1800 cm) com apoios
intermedidrios nas maiores arestas espacados eixo a eixo de 10 metros. Com 8979 pontos nodais
e 17568 elementos. A forma tridimensional da estrutura apresentada na Figura 5.32, é gerada
considerando-se 3 pontos nodais fixos por apoio, apresenta altura maxima de 464 cm. No centro
do maior vao lateral, a altura € de 418 cm e 216 cm no centro do menor vao lateral.

Com a mesma planta retangular (3050 cm x 1800 cm) os dois apoios intermedidrios foram
mantidos em uma das maiores arestas espagados eixo a eixo de 10 cm e na aresta oposta colocou-

se apenas um apoio intermedidrio no centro da aresta.

1000 10040 1000

50 950 50 250 50 250 50

1800

a0 1450 5{)[ [ 1450 a0

1500 15040
3050

Figura 5.33: Planta retangular e apoios intermedidrios ndo simétricos (cm).

A Figura 5.34 apresenta a forma tridimensional da estrutura gerada considerando-se 3
pontos nodais fixos por apoio, apresenta altura maxima de 5.04 metros. No centro das aberturas
laterais menores, a altura € de 211 cm e 369 cm no centro das aberturas laterais da aresta oposta.

As aberturas das arestas perpendiculares apresentam altura de 428 cm.
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Figura 5.34: Estrutura em casca de forma livre com apoios intermedidrios ndo simétricos (cm).

5.2.3 Geracao das Formas Tridimensionais com o Software ANSYS

O programa computacional desenvolvido nesse trabalho possibilita também o pré-
processamento para a geracao das formas tridimensionais das estruturas em cascas de forma livre
por meio do ANSYS.

Para geracdo das formas das estruturas em cascas através da simulacio de membranas
finas e flexiveis com o software ANSYS, utiliza-se o elemento SHELL41 considerando o
comportamento do material de acordo com a elasticidade linear e a andlise ndo-linear geométrica
em que ocorrem grandes deslocamentos e grandes deformacdes.

O elemento SHELLA41 possui trés graus de liberdade por ponto nodal, sendo as
translacdes nas trés direcdes. H4 a possibilidade de utiliza¢dao de elemento finito quadrilatero ou

triangular, conforme ilustra a Figura 5.35.
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Opcéo Triangular

Figura 5.35: Elemento SHELLA41.

O software desenvolvido nesse trabalho gera a malha plana de elementos finitos com
propriedades de membrana fina e flexivel. Essas informacdes sdo armazenadas em um arquivo
compativel com a entrada para o software ANSYS. Para obtencao das formas finais das estruturas
em cascas € necessario somar os deslocamentos dos pontos nodais da membrana deformada com
as coordenadas iniciais da membrana no plano horizontal.

Trabalhos de Vizotto (1999) e Fidalgo (2012), entre outros, comparam as formas das
estruturas obtidas com o modelo computacional de Vizotto (1993) e 0 ANSYS e concluiram que

sao idénticas.

5.2.4 Validacao das Malhas Através da Comparacao das Formas Livres Geradas

Para verificacdo dos programas computacionais geradores de malhas, optou-se pela
comparacao das formas livres geradas com as malhas obtidas a partir dos softwares desenvolvido
nesse trabalho e as obtidas através do GID 10.0.4.

A versao do software GID 10.0.4 utilizada tem a limitacdo de mil pontos nodais por isso,
as comparagdes a serem realizadas devem conter em torno de mil pontos nodais.

As formas tridimensionais sdo obtidas tanto com o programa desenvolvido por Vizotto

(1993) quanto por meio do ANSYS.
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a) Planta triangular.

Com uma planta triangular circunscrita em uma circunferéncia de raio 1200 cm e com
vértices suavizados com raio de 1100 cm conforme ilustra a Figura 5.36, foram geradas malhas
com o programa desenvolvido nesse trabalho e com o GID 10.0.4. Ambas as malhas apresentam
trinta e um pontos nodais nas arestas. As formas das estruturas em cascas foram obtidas pela

simulacdo computacional da membrana com o programa desenvolvido por Vizotto (1993).

Figura 5.36: Dominio triangular (cm).

(@) (b)

Figura 5.37: Malhas planas geradas: (a) SABINO e (b) GID 10.0.4.
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A malha gerada com o programa desse trabalho apresenta 1396 pontos nodais e 2700
elementos, enquanto a malha gerada com o GID 10.0.4 apresentam 858 pontos nodais e 1624

elementos.

(a) (b)

Figura 5.38: Superficies médias das estruturas em cascas de formas livres: (a) SABINO e (b) GID
10.0.4.

Apods a simulacdo computacional de analogias fisica com o programa desenvolvido por
Vizotto (1993), obtém-se a forma tridimensional da estrutura em casca de forma livre. Plotando
os deslocamentos verticais da membrana em uma das arestas da planta para as duas malhas,

pode-se constatar que sdo idénticos.

Um..x‘AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAN..
5 6 7 8

9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 3

=8~z SABINO [cm] =—#=Uz.GID [cm] —&—erro

Figura 5.39: Comparacio entre as formas tridimensionais: SABINO x GID 10.0.4 (cm).

b) Planta quadrildtera com arestas curvas.

A fim de verificar o programa desenvolvido para geracdo de malhas planas de plantas

quadrilateras com arestas reta e/ou parabdlicas, adotou-se uma planta com arestas parabdlicas
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contida em um retangulo (900x840)cm? conforme ilustra Figura 5.40. Os parametros para a
geracdo computacional desse dominio através do programa desenvolvido nesse trabalho foram:

Lx =900 cm; Ly = 840 cm; fx = 150 cm; e fy = 120 cm.

800

Figura 5.40: Dominio quadrildtero com arestas parabdlicas (cm).

(a)

(b)

Figura 5.41: Malha plana para planta quadrildtera e arestas parabdlicas: (a) SABINO e (b) GID
10.0.4.

A malha gerada com o programa desse trabalho apresentam1023 pontos nodais e 1920

elementos. A malha gerada com o GID 10.0.4 apresenta 736 pontos nodais e 1333 elementos. As

malhas podem ser visualizadas Figura 5.41.
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A malha da Figura 5.41(a) apresenta variagdo suave do tamanho dos elementos. J4 a
malha gerada com o GID 10.0.4, apresenta elementos menores proximos aos vértices da planta,
elementos maiores proximos as arestas € uma maior homogeneidade dos elementos nas regides

centrais da planta conforme da Figura 5.41(b).

(a) (b)

Figura 5.42: Superficies médias das estruturas em cascas de formas livres: (a) SABINO e (b) GID
10.0.4.

Conforme ilustra a Figura 5.42, as formas tridimensionais das estruturas em cascas
geradas com o modelo computacional proposto por Vizotto (1993) sdo muito parecidas, o grafico
da posicdo vertical dos pontos nodais de uma das arestas confirma que a diferenca entre as

formas tridimensionais das cascas € praticamente nula.

0.00 = L
01 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

== Uz-SABINO [cm] == UZ-GID [cm] erro

Figura 5.43 Comparacdo entre as formas tridimensionais: SABINO x GID10.0.4 (cm).

c) Planta pentagonal.

Com o dominio apresentado na Figura 5.44, gerou-se a malha no GID 10.0.4 mantendo-se

o mesmo numero de pontos nodais nas arestas em relacio a malha gerada com o software

desenvolvido nesse trabalho de forma a manter um fator de comparacdo. A malha gerada pelo
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gerador de malhas desenvolvido nesse trabalho apresenta 856 pontos nodais e 1620 elementos

triangulares.

139631

7928

133176

Figura 5.44: Planta poligonal pentagonal circunscrita em um raio de 750 cm com vértices
suavizados por circunferéncia de raio 725 cm.

A malha gerada com o GID 10.0.4 apresenta 969 pontos nodais e 1846 elementos. Tanto a
malha da Figura 5.45 (a) gerada pelo software desenvolvido nesse trabalho, quanto a malha da
Figura 5.45 (b) gerada com o GID 10.0.4 apresentam 19 pontos nodais ema cada aresta. Esses

pontos nodais sao identificados para comparagdo das coordenadas verticais Uz apds geracdo das

formas tridimensionais.

(a) (b)

Figura 5.45: Malhas planas geradas: (a) SABINO e (b) GID 10.0.4.
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Conforme o algoritmo apresentado para a geracdo da malha da Figura 5.45 (a), pode-se
notar simetria radial com praticamente todos os elementos idénticos. Ja a malha gerada a partir do
GID 10.0.4 apresentada na Figura 5.45 (b) ndo apresenta simetria e possui alguns elementos
proximos as arestas com formas diferentes em relagdo a grande maioria dos elementos situados
no centro da planta.

Para a planta pentagonal optou-se por gerar as formas tridimensionais através da
simula¢do computacional de analogias fisicas com o software ANSYS. Visualmente, a partir da
Figura 5.46, pode-se constatar que as formas tridimensionais das estruturas em cascas obtidas sdo

muito parecidas.

(a) (b)

Figura 5.46: Estruturas em cascas obtidas a partir da malha gerada com o software desenvolvido
(a) SABINO e com o software GID 10.0.4 (b).

Para quantificar os resultados foi elaborado um grafico comparativo para uma das arestas
que € apresentado na Figura 5.47. Com isso pode-se verificar que o erro entre as os deslocamento

da membrana para as duas malhas € desprezivel.

250.0
225.0
200.0
175.0
150.0
125.0
100.0

75.0

f L =
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

= Uz-SABINO [cm] =#=Uz-GID [cm] Erro

Figura 5.47: Comparacdo entre as formas tridimensionais: SABINO x GID10.0.4 (cm).
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6 ANALISE NUMERICA DE ESTRUTURAS EM CASCAS DE
CONCRETO

As andlises numéricas foram realizadas com o software ANSYS utilizando o elemento de
casca SHELL63. Este elemento finito pode ser adotado para cascas sob flexdo e em regime de
membrana, e apresenta seis graus de liberdade por ponto nodal, sendo trés translacdes e trés
rotagdes referentes ao sistema de eixos no espago. E possivel utilizar o elemento quadrildtero ou

triangular, conforme ilustra a Figura 6.1.

I

Opcdo Triangular

Figura 6.1: ANSYS: Elemento para casca SHELL63.

As caracteristicas elasticas dos materiais constituintes da estrutura em concreto foram
adotadas para as analises das estruturas de acordo com a NBR 6118/2007:

a) fuo = 25 MPa;

b) y_c=25kN/m3;

¢) E = 0,85 x 5600,/f, = 0,85 x 5600v25 = 23800 MPa;
d v=2020
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6.1 Analise Numérica de uma Estrutura em Casca de Forma Livre com Projecao

Heptagonal Submetida ao Peso Préprio

Para a obten¢do da forma final da casca, a espessura para alguns modelos foi variada para
se estabelecer o regime de membrana para a estrutura, ou seja, o estado em que as tensdes
perpendiculares ao plano sdo despreziveis ou nulas, e o equilibrio pode ser obtido por meio dos
esforcos contidos somente no plano tangente a superficie média da casca. Baseado em estudos
apresentados por Fidalgo (2012), para a casca de forma livre com planta pentagonal, optou-se por

adotar espessura linearmente varidvel ao longo da altura para otimizar a forma da estrutura.
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Figura 6.2: Planta heptagonal para estrutura em casca de forma livre (cm).
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# 852 l-l?l * 8352 #

Figura 6.3: Vista lateral da estrutura com as principais dimensdes (cm).

Figura 6.4: Malha de elementos finitos para andlise da estrutura.

A andlise numérica da estrutura de concreto com a geometria da casca de forma livre
obtida por meio da membrana sob a a¢do do peso préprio foi realizada considerando um modelo
adotado dentre quatro op¢des conforme apresentados na Tab. 6.1.1. Dentre os quatro modelos
que apresentaram bom comportamento estrutural, o modelo 4 (espessura na base de 35 cm e no
topo de 7,5 cm) € o que apresentou melhores resultados de acordo com o regime de membrana.
Foi adotada a espessura minima de 7,5 cm no topo da casca por questdes construtivas. As tensoes
que agem na estrutura sio praticamente todas de compressao e em valores muito menores que a
resisténcia a compressdo do concreto. Entretanto recomenda-se a utilizacao de duas camadas de

armadura construtiva na estrutura.
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Tab. 6.1.1: Modelos de estruturas em cascas de formas livres de planta heptagonal.

Modelo Espessura na base Espessura no topo Tensao S11 Flecha
(m) (m) maxima (MPa) maxima (m)
1 0,40 0,12 0,029 0,259E-3
2 0,30 0,10 0,051 0,306E-3
3 0,30 0,08 0,030 0,263E-3
4 0,35 0,075 0,010 0,216E-3

A Figura 6.5, Figura 6.6 e Figura 6.7 apresentam as tensdes na superficie média da casca
(S11, S22 e S33). De acordo com as figuras, nota-se que as tensdes no plano da estrutura sio
predominantemente de compressdo, com valores muito inferiores a resisténcia a compressao do
concreto. Os deslocamentos nodais na direcao vertical podem ser observados na Figura 6.8.

Observando a representacdo vetorial das tensdes principais (Figura 6.9 e Figura 6.10) da
estrutura, nota-se que as tensdes sempre apresentam trajetérias para os apoios, e aumentam de

intensidade na base.

NODAL. SCLUTICH AN
STEF=1 I -

SUB =1

TIME=1

51 {AVE)

MIDDLE

IMX =.216E-03
SMN =-.0018439
SMX =.010405

—.00184% -B74E-03 -003587 -goeaz -00s043
—.4B88E-03 -ooz2as -004558 -007EBZ2 010405

EDER HEPTAGONAL ESPESSURA VARIAVEL 35-7.5

Figura 6.5: Tensoes principais S11 para a superficie média da estrutura em casca de concreto
armado de planta heptagonal com espessura varidvel de 0,35 m na base e 0,075 m no topo
submetida ao peso préprio (MPa).
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HODAL SCOLUTICH AN

STER=1
SUB =1
TIME=1
32 (BVE)
MIDDLE
DMX =.216E-03
SMIT =-. 206498
SMX =-.101E-03

—.20€488 —.160€32 —.1147€€ —.0€89 -.023034
-.1B35€5 —.137€59 —.081833 —.0459€7 -.101E-03

EDER HEPTAGCONAL ESPESSURA VARIAVEL 35-7.5

Figura 6.6: Tensoes principais S22 para a superficie média da estrutura em casca de concreto
armado de planta heptagonal com espessura varidvel de 0,35 m na base e 0,075 m no topo
submetida ao peso préprio (MPa).

HODAL SOLUTICHN AN

e fd -.413734 -.312163 —-.210544 —-.10831%
—.454807 —.382382 —.281357 -.153731 —.058108
EDER HEPTAGONAL ESPESSURA VARIAVEL 35-7.5

Figura 6.7: Tensdes principais S33 para a superficie média da estrutura em casca de concreto
armado de planta heptagonal com espessura varidvel de 0,35 m na base e 0,075 m no topo
submetida ao peso préprio (MPa).
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STER=1

SUB =1

TIME=1

Uz

MIDDLE

R5¥3=0

DMX =.216E-03
SMN =-.215E-03

-.215E-03 -.167E-03 -.113E-03 —.T15E-04 -.23BE-04
-.151E-08 -.143E-03 —.354E-04 -.477E-02
EDER HEPTAGONAL ESPESSURA VARIAVEL 35-7.5

Figura 6.8: Deslocamento verticais da superficie média da estrutura com espessura varidvel ao
longo da altura com de 0,35m na base e 0,075m no topo devidos ao peso proprio (m).

Figura 6.9: Representacdo vetorial das tensdes principais da superficie média da estrutura (vista
lateral).
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Figura 6.10: Representacao vetorial das tensoes principais da superficie média da estrutura (vista
superior).

6.2 Analise Numérica de uma Estrutura em Casca de Forma Livre com Projecao
Retangular Submetida ao Peso Proprio com Apoios Pontuais ao Longo das
Bordas

Esse tipo de estrutura com planta retangular apoiada em pontos intermedidrios das
maiores arestas € ideal para ser empregada como cobertura de centros poliesportivos. A Figura
6.11 apresenta a estrutura com projecdo em planta de (3050 cm x 1800 cm) com apoios
intermedidrios ao longo das maiores arestas, espacados de 10 metros entre eixos, com altura
maxima de 464 centimetros no centro da estrutura. No centro do maior vao, a altura € de 418
centimetros, e 216 centimetros no centro do menor vao. Variou-se a espessura da estrutura de 20
centimetros na base a 12 centimetros no topo.

Os deslocamentos nodais na direcdo vertical da estrutura podem ser visualizados na
Figura 6.12 com valores inferiores a 0,07 centimetros. As tensdes S11 apresentadas na Figura
6.13 sdo despreziveis para praticamente toda a superficie da estrutura. As figuras Figura 6.14 e

Figura 6.15 indicam a predominancia de esforcos de compressao.
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A Figura 6.16 mostra a representacdo vetorial das tensdes principais com concentracio de
tensdes apenas nas regides dos apoios, conformando o bom comportamento estrutural da casca de

forma livre.

Figura 6.11: Malha da estrutura em casca de forma livre com apoios intermedidrios.
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Figura 6.12: Deslocamentos nodais na direcao vertical (m).
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Figura 6.13: Tensdo Principal S11 (MPA).
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6.3 Analise Numérica de Estruturas em Cascas de Formas Analiticas com Projecoes

Heptagonais Submetidas ao Peso Proprio

As estruturas analisadas possuem as mesmas dimensdes em planta da estrutura de forma
livre com projecdo heptagonal ja apresentada no item 6.1. Foram analisadas estruturas composta
por paraboloides hiperbdlicos, paraboloides elipticos e cilindros parabdlicos. Os resultados

obtidos da andlise numérica estdo apresentados nos itens 6.3.1; 6.3.2; 6.3.3 dessa se¢do.

6.3.1 Estrutura em Casca de Forma Analitica Composta por Paraboloides

Hiperbdlicos

Para a estrutura em casca de forma analitica composta por paraboloides hiperbdlicos com
projecao heptagonal submetida ao peso préprio adotou-se a altura maxima nas arestas da
estrutura de seis metros e trés metros no centro da casca conforme apresentado na Figura 6.17. A
espessura da casca adotada foi de 35 centimetros na base e 8 centimetros no topo, essa variagao

pode ser visualizada na malha da Figura 6.18.

Figura 6.17: Forma tridimensional da estrutura em casca com proje¢do heptagonal composta por
paraboloides hiperbdlicos (m).
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Figura 6.18: Malha da estrutura em casca composta por paraboloides hiperbdlicos.

Os resultados para as tensdes principais e deslocamentos sdo apresentados nas Figuras
6.13 a 6.18. A Figura 6.19 mostra que os deslocamentos nodais verticais da estrutura ndo passam
de 3.31 milimetros. De acordo com a Figura 6.20, as tensdes perpendiculares ao plano S11
apresentam valores baixos na maior parte da estrutura. Porém em algumas regides sdo da mesma
ordem de grandeza das demais tensOes principais S22 e S33, desse modo o efeito da flexdo nao
pode ser negligenciado e deve ser levado em conta na andlise e dimensionamento da estrutura.

Verificando a representacdo vetorial das tensdes na estrutura (Figura 6.23 e Figura 6.24),
observa-se a concentracdo de tensOes nos vales entre dois paraboloides, com aparecimento,
proximo a regido dos apoios, de tensdes perpendiculares ao plano caracterizando flexao.
Entretanto, para a maior parte da superficie da estrutura as tensdes S11 sdo bem préximas de zero

e as demais tensdes sdo de compressao.
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Figura 6.19: Deslocamentos nodais na dire¢do vertical (m).
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Figura 6.20: Tensao principal S11 na superficie média (MPa).
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6.3.2 Estrutura em Casca de Forma Analitica Composta por Paraboloides Elipticos

Para a estrutura em casca de forma analitica composta por paraboloides elipticos com
projecdo heptagonal submetida ao peso proprio foi adotada altura maxima nas aberturas laterais
de trés metros e seis metros no centro da estrutura. Variou-se a espessura linearmente de 35
centimetros na base e 8 centimetros no topo da estrutura. A malha para andlise numérica é

apresentada na Figura 6.25.

Figura 6.25: Malha para estrutura em casca composta por paraboloides elipticos.

O deslocamento nodal na direcdo vertical no centro da estrutura é 0,203 centimetros no
sentido oposto ao da gravidade (Figura 6.26). Isso se deve ao fato das regides entre paraboloides
elipticos consecutivos, que sdo como arcos, se deformem devido a flexdo e transmitem as tensoes
aos apoios e a extremidade superior da estrutura. Como os apoios sdo fixos, a extremidade
superior da estrutura se desloca para cima.

Devido a deformacdo da estrutura, a flexdo € mais acentuada que para a casca em
paraboloides hiperbolicos, com valores de S11 proximos de 0,80 MPa (Figura 6.27) contra o
maximo de 0,21 MPa da estrutura anterior.

Comparando os valores das tensdes principais, verifica-se que na superficie média as
tensdoes S11 apresentam valores proximos das tensdes S22 (Figura 6.28) e S33 (Figura 6.29).
Com isso os efeitos de flexdo devem ser obrigatoriamente considerados no dimensionamento da
estrutura. De acordo com a Figura 6.30 e Figura 6.31, pode-se observar que ha concentracdo de

tensdes no encontro dos paraboloides elipticos e nas regides dos apoios.
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Figura 6.26: Deslocamentos nodais na direcao vertical (m).
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Figura 6.31: Representacdo vetorial das tensdes principais (vista lateral).

6.3.3 Estrutura em Casca de Forma Analitica Composta por Cilindros Parabdlicos

Para a estrutura em casca de forma analitica composta por cilindros parabdlicos com
projecdo heptagonal submetida ao peso proprio optou-se por analisar a estrutura com 450
centimetros de altura no centro e nas bordas laterais entre os apoios e espessura vardvel de 35

centimetros na base e 8 centimetros no topo (Figura 6.32).
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Figura 6.32: Malha da estrutura composta por cilindros parabdlicos.

Com a andlise numérica dessa estrutura constatou-se 0 bom comportamento estrutural.
Ocorre o mesmo fendmeno descrito na casca com composicdes de paraboloides elipticos de um
pequeno deslocamento no centro da casca para cima (oposto a acdo da gravidade), entretanto os
valores sdo bem pequenos. Assim, se observa tensdes de tracdo apenas nas regides dos apoios,

com predominancia de esfor¢os de compressdo na maior parte da casca.
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Figura 6.33: Deslocamentos nodas na dire¢do vertical (m).
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7 CONCLUSOES

Esse trabalho apresenta formulacdes para pré-processamento e geracdo de estruturas em
cascas de formas livres e analiticas de plantas poligonais regulares. Conforme apresentado, hi
uma divisdo dos resultados em duas fases. A primeira fase € a obten¢do da malha plana de
elementos finitos para plantas poligonais quaisquer, e também de plantas quadrildteras com
arestas retas e/ou parabdlicas. A segunda fase diz respeito a obtencdo das formas tridimensionais
das estruturas em cascas de formas livres ou analiticas com o emprego das malhas planas
inicialmente geradas.

Em relacdo as superficies planas, foram apresentadas as formulacOes necessdrias ao
desenvolvimento das malhas de elementos finitos abordando o calculo das coordenadas nodais,
montagem da matriz de incidéncia nodal dos elementos e ajustes finais das malhas nas regides
dos apoios.

Para as plantas poligonais regulares foram desenvolvidas formulagdes para determinacdo
das coordenadas nodais explorando a simetria em torno do ponto central do poligono. Foi
mostrado que, ao dividir um poligono regular qualquer em dominios triangulares, é suficiente
determinar as coordenadas nodais apenas para um dominio triangular e as coordenadas dos
demais pontos nodais dos outros dominios podem ser obtidas a partir do dominio inicial.

Mostrou-se também que, com apenas um algoritmo, € possivel gerar as malhas de
elementos finitos para qualquer poligono regular e aplicando a técnica apresentada para
suavizacao dos vértices, podem-se obter malhas para plantas circulares.

Para as plantas quadrilateras de arestas retas e/ou parabolicas, apresentou-se um processo
de geracdo de malhas baseado no processo de mapeamento transfinito com projetores lofting.
Assim, € possivel a geracdo de diversas estruturas com diferentes combinacdes de bordas retas
e/ou parabdlicas.

A segunda fase contemplou a geracdo de formas tridimensionais de estruturas em cascas
de forma livre e analiticas, e posterior andlise estrutural das formas geradas por meio do software

ANSYS.
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Para as estruturas em cascas de formas analiticas foram apresentadas formulacdes para a
determinagdo das coordenadas espaciais em funcdo das coordenadas no plano para geragcdo de
dois tipos de estrutura em casca de forma analitica.

Com o auxilio de retas diretrizes e geratrizes, foi possivel determinar a superficie média
de estruturas em forma de paraboloides hiperbdlicos para as plantas quadrildteras com arestas
retas e/ou parabdlicas.

Através de pardbolas diretrizes e geratrizes, mostrou-se a formulagdo para obtengdo das
formas tridimensionais das estruturas para as plantas poligonais. Nesse processo foram obtidas
estruturas formadas por paraboloides hiperbdlicos, paraboloides elipticos e cilindros parabdlicos.

Também foram geradas estruturas em cascas de formas livres, através da simulacio
computacional de analogias fisicas utilizando o programa computacional desenvolvido por
Vizotto (1993) e o ANSYS. Variando-se o tipo de planta, a posi¢cdo e nimero de apoios, € a
densidade da membrana (ou pressdo), foi possivel gerar um grande nimero de estruturas em
cascas de formas livres. As imagens apresentadas comprovam os resultados obtidos.

ApOs a apresentacdo da geracdo das formas tridimensionais das estruturas em cascas de
formas livres foi possivel, através da comparacdo entre as formas espaciais obtidas com as
malhas planas desenvolvida nesse trabalho e as malhas geradas com o GID 10.0.4, confirmar a
empregabilidade das malhas planas desenvolvidas. Verificou-se a semelhanca entre as formas
tridimensionais geradas a partir das duas malhas planas.

Com as formas tridimensionais geradas, foram realizadas as andlises numéricas para
verificar o comportamento estrutural das cascas utilizando o software ANSYS. Todas as
estruturas em cascas de formas livres e de formas analiticas apresentaram bom comportamento
estrutural, entretanto as de formas livres tiveram resultados das tensOes principais um pouco
melhores.

Esse trabalho apresentou uma contribui¢ao na geracio e pré-processamento de estruturas
em cascas de formas livres e analiticas com a finalidade de facilitar a geracdo e andlise
computacional dessas estruturas.

Os programas desenvolvidos nesse trabalho geram as malhas de elementos finitos em
arquivos neutros e necessita de outro software para visualizacdo das mesmas e deste modo, nao

permite a alteracdo de dados geométricos da malha apds a geracdo. Para trabalho futuros, seria
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interessante o desenvolvimento de interface grifica e mecanismos interativos de pos-
processamento das malhas planas de elementos finitos.

Para as estruturas em cascas de formas analiticas e plantas poligonais, esse trabalho
apresentou a formulacdo para a determinacdo da forma tridimensional a partir de pardbolas
diretrizes e geratrizes, para trabalhos futuros, seria interessante a utilizagdo de outras curvas, em
substituicdo as pardbolas e posterior comparacdo do estado de tensdes e deformacdes das
estruturas em cascas obtidas.

Para as estruturas em cascas de forma livre, foram apresentados apenas uma pequena
amostra de formas geradas, diversas configuragdes de apoios podem ser utilizadas para a
obtencdo de formas diferentes das apresentadas. Com isso fica em aberto para futuros trabalhos a
exploracdo de novas formas tridimensionais de estruturas em cascas de formas livres.

Ainda sobre as estruturas em cascas de formas livres, esse trabalho propds a integracdo
entre o pré-processamento das malhas e a geracdo da forma tridimensional com o programa
desenvolvido por Vizotto (1993). Com isso abre-se a possibilidade da geracdo de um sistema que
integre os programas de pré-processamento e geracdo da forma tridimensional explorando as

ferramentas de interface grafica disponiveis em diversas linguagens de programacao.
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