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Resumo

Uma estratégia hp adaptaiiva & implementada com base em um pardmetro de erro es-
timado localinente. A anidlise do padrio de refinamentc em cada elemento é feito aresta a
aresta, 0 que torna o métedo possivel para qualguer tipo de elemento independente de sua
dimensao.

Métodos hp adaptativos sfo desenvelvidos a mais de uma década [12], sendo a escolha
do padrac de refinamento feita, inicialmente, com base no conhecimento da solucio e de sua
seqiidncia Otima de refinamento.

A estratégla proposta é implementada no ambiente de programacio cientifica PZ [10]. As
seguintes contribuigdes foram feitas ao ambiente PZ:

s Implementacdo de uma estratégia para identificacio de elementos de referéncia para a
particdo da malha

e Implementacio de uma esiratégia para obtengdo de paiches, baseada nos elementos de
referéncia

s Implementacao de clones de um patch e através deste clone, o clone uniformemente
refinado e processado

e Transferéncia de solucdo entre malhas. Um método para calcular a matriz de transferén-
cia entre malhas é implementada baseada em uma projecio L? do espago de interpolagio
da malha grossa no espaco da malha fina.,

e Uma classe para implementar a andlise uni-dimensional de elementos, escolhendo o
padrao hp 6timo para cada elemento.

Estas classes foram usadas para a implementacao da estratégia hp adaptativa baseada na
analise de arestas. Os resultados mostram que esta estratégia conduz a malhas com taxas de
convergéncia exponencial, mesmo para problemas com singularidades.

Exemplos de validagao sao mostrados ao final do trabalho.



Abstract

An adaptive strategy is presented which uses an automatically generated local paich to
estimate the error and implements a refinement criterium based on regularity analysis of one
dimensional problems along the edges of the elements.

hp-Adaptive methods have been available for more than one decade [12]. Thus far, the
choice of h, p or Ap-refinement has been based on the a-priori knowledge of the regularity of
the solution and their corresponding optimal sequence of refinement pattern [8].

The proposed strategy is implemented within the object oriented environment PZ [10]
for the development of scientific software. The following capabilities of the PZ environment
were either used or added -

e Implements a strategy to obtain reference elements for mesh partition
e Implements & strategy to obtain a patch based on one reference element

e Implements a patch clone an over this clone the uniformly refined paich is obtained an
precessed.

s Transfer of solution between meshes. A method for computing a transfer matrix be-
tween meshes is implemented based on the L? projection of the interpolation space of
the coarse mesh onto the fine mesh

e A class which implements a one dimensional optimal Ap refinement analysis based on
the comparaison of all possible refinement patterns.

These interfaces are used to implement and edge-based adaptive Ap-refinement strategy. The
results show that the adaptive strategy is able to produce hp refined meshes with exponential
convergence rates, even for singular problems.

Several examples show the generality and aplicability of the strategy for different simu-
lations.
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Capitulo 1

Introducao

Esse trabalho propde o desenvolvimento e implementacio de métodos para auto-adaptabilidade
em malhas de elementos finitos bi e tri-dimensionais, a ser implementade no ambiente de
programacao de elementos finitos PZ, o qual j4 tem um grande nimero de métodos imple-
mentados pelo grupo de pesquisa do Orientador (ver {11, 4, 13, 9, 14, 15, 10}).

O método dos elementos finitos, assim como todo método numérico, necessita de uma
discretizacdo inicial do espaco de aproximacéo, sendo isto feito através de dois parametros
basicos:

s a ordem polinomial do espaco de funcOes teste (parmetro p};

# discretizagdo do dominio onde serd feita a aproximagdo por elementos finitos (pardme-
tros h);

No caso do método dos elementos finitos, demonstra-se que a qualidade da aproximacio
melhora com um refinamento uniforme do espaco de aproximactes conforme proposicio deste
trabalho.

O contraponto é que o refinamento uniforme no dominio implica no aumento do niimerc
de graus de liberdade do problema.

A dimensdo do sistema a ser resolvido esté relacionada diretamente ao custo computacio-
nal envolvido no processo, podendo este custo ser entendido como a quantidade de memdria
utilizada, bem como o custo decorrido do tempo de utilizacdo de equipamentc computacional.

Assim, h& uma relacao qualidade da aproximacio versus performance, cujo equaciona-
mento representa um dos problemas praticos dos profissionais que se utilizam de ferramentas
numeéricas.

A auto-adaptabilidade, na forma agui abordada, visa a obtenc@o de uma malha cuja
relacdo erro de aproximacao versus nimero de graus de liberdade é otimizada, de modo a
indicar a malha de elementos finitos com discretizacio e espaco de funcoes teste cujo erro
& minimo para aquele nimero de graus de liberdade. Ainda que nio seja um dos objetivos

11



12 CAPITULO 1. INTRODUCAC

iniciais deste projeto, a questao de performance é um parAmetro fundamental em qualquer
problema de anélise numérica ¢ esta deverd ser pricrizada em trabalhos futuros.

A metodologia utilizada consiste na estimacio de um parfmetro representativo do erro
da aproximacdo para indicar onde é necessério a adaptacido da malha. Para a obtencio desse
resultado sdo seguidos os seguintes passos:

Dada umea solugdo inicial € uma solucao obtida de um espacgo de aproximacio refinado
(parfimetros A e p), calcular a diferenca entre estas duas solucles em cada elemento,
sendo esse valor considerado a estimativa do erro;

fa—

2. Com ¢ erro obtido determinar quais elementos apresentam maior erro e desta forma,
identificar onde o refinamento é necessério;

3. A analise dos elementos & feita aresta a aresta, buscando dentre as possiveis combinacfes
de refinamento desta aresta, com um nfimerc de graus de liberdade pré determinado,
qual agquela que mais se aproxima da solucdc proveniente do refinamento uniforme
hp da aresta. Esta metodologia fol apresentada em [8] e seus resultados mostraram
eficazes para espacos unidimensionais, levando a uma taxa de convergéncia 6tima para
o parfmetro £ e quase Otima para o parametro p.

4, Os parametros hp, obtidos anteriormente da analise unidimensional, sdo aplicados na
malha original levando a malha adaptada.

Um aspecto a ser destacado nessa metodologia é o fato de se trabalhar com a comparacio
de dois espacos de aproximacao hierarquicos, e desta forma independe do tipo de problema,
do tipo de elemento utilizado, do nimero de dimensdes etc.

Esta generalizagdo do método € muito importante sob o aspecto de implementacio, uma
vez que © objetivo do trabalho é a implementagio desta técnica em um ambiente de progra-
macio de elementos finitos orientado a objetos, o PZ [10].

Qutro aspecto a ser destacado é o desenvolvimento de métodos para a estimacao do erro
da aproximag¢do localmente.

Como mencionado anteriormente, a qualidade da aproximacio é medida através da sua
comparagao com uma aproximacao proveniente de uma malha com espaco de aproximacio
enriquecido.

No caso dos métodos utilizados como base para este desenvolvimento, o método estava
inserido em uma metodologia Multigrid, onde a utilizacio de malhas refinadas e nao refinadas
¢ comum para a resoclucdo do sistema de equacdes.

As principais contribuicDes deste trabalho sao:

1. Implementacio de classes para a subestruturacio de malhas de elementos finitos. Du-
rante a fase de estudo do ambiente de programacgo de elementos finitos PZ (ver [10]),
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foi implementado um cddigo de subestruturagdo de malhas. A utilizacio da subestru-
turagao abre caminho para a implementacao de métodos paralelos, pois os problemas
de acoplamento de sub-dominios aos dominios é um dos problemas tratados pela su-
bestruturacéo.

[ -]

Estudo e documentacio do c6digo auto-adaptativo implementado em [8). Também
foi implementado uma classe matricial no ambiente PZ para tratar com matrizes do
tipo bloco sobreposto. Esta matriz servird de base para a implementacao de um pré-
condicionador baseado em blocos sobrepostos. Acredita-se que este pré-condicionador
ira melhorar a performance do selver multigrid, no qual estd implementada a metodo-
logia auto-adaptativa estudada.

3. Implementacio de uma metodologia para particionar um dominio, com base nos ele-
mentos particionados gerar um pafch de elementos, sendo este pafch utilizado como
base para a c¢ria¢do de uma malha. Esta metodologia possibilita a implementacao de
um estimador de erros local.

4. Adaptacdo do cédige auto-adaptativo implementado em [8] para a utilizacdo do esti-
mador de erros local citado no ftem anterior. Esta abordagem mostrou gue o tempo
para a obtengdo de uma malha adaptada é sensivelmente reduzido com a utilizacdo do
estimador de erros local.

(Qualificacdo do cédigo para exemplos que apresentam singularidades. Comparacio
dos resultados obtidos com o estimador de erro local com os resuliados obtidos com o
estimador global.

[}

A organizacao do trabalho consiste da divisdo do assunto em quatro conjuntos:

1. Revisao Bibliografica, Método dos Elementos Finitos e Métodos Auto-adaptativos: con-
siste na descricdo da teoria no qual o trabalho estd envolvido, incluindo a descricdo de
metodologias e ferramentas que sdo utilizadas no desenvolvimento do trabalho. Isto é
feito nos Capitulos 2,3 e 4;

2. Descricgo da Metodologia Base: Capitulo 5, onde é feita a descricao dos aspectos
tedricos e da implementacio desta metodologia em um ambiente multigrid. Esta des-
criggo detalhada faz-se necessaria em funcio de, através da utilizacdo de programacio
orientada a objetos, varias classes j& implementadas estarem sendo utilizadas nestes
trabalho;

3. Descricdo da Metodologia Adotada: Implementacio desta no Ambiente PZ e Testes
de Validagio: descricio da metodologia desenvolvida e implementada neste trabalho,
sendo realizada no Capitulo 6;
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4.

CAPITULO 1. INTRODUCAOQ

Extensbes e Conclusfes: Realizada nos Capitulos 7 e 8, onde é realizada a analise do
trabalho e de seus resultados, indicando as suas possiveis extenses.

Assuntos estudados durante o trabalho, cujos vinculos ndo sio dirstamente relacionados ao
trabalho sfo apresentados na forma de anexos. Os anexos estdo organizados da seguinte
forma:

b

. Estimador de erros de Zienkiewicz e Zhu [26]: dada a importéncia deste estimador de

erros e a sua ampla utilizacao, este estimador de erros é descrito no Apéndice A;

Implementacio de Matriz Bloco Sobreposto: de modo a melhorar a performance do
solver multigrid, no codigo auto-adaptativo utilizado como base para o desenvolvimento
do trabalho, foil implementada uma matriz composta por blocos sobrepostos. Esta
matriz servird de base para a implementacio de um pré-condicionador do tipo bloco
sobreposto, o qual deverd melhorar a performance deste cddige. Os conhecimentos
utilizados nesta implementacio sfo documentados no Apéndice B;

Reimplementagao de Mudanga de Coordenadas no PZ: aqui é descrita a primeira abor-
dagem ao ambiente PZ, onde as funcbes de mudanga de coordenadas foram reimple-
mentadas, incluindo o sistema de coordenadas polar e o sistema cilindrico ac PZ. Esta
implementacio é descrita no Apéndice C;

. Subestruturacao: a implementacdo de métodos de subesiruturacdc no ambiente PZ

serviu para o aluno se ambientar a alguns conjuntos de classes do PZ de grande impor-
tancia ao desenvolvimento do trabalho, destacando-se as classes de malhas, elementos e
matrizes. Os conceitos de estruturacdo das malhas e elementos e nos foram estudados.
(s conceitos e a implementacdo do codigo so descritos no Apéndice D.



Capitulo 2

Revisao Bibliografica

Todo trabalho de pesquisa necessita de uma revisfo bibliogréfica, de modo a mostrar o
estado da arte no assunto de interesse, servindo também para verificar, dentre as diversas
possibilidades de implementag@o, se resultados de cutros trabalhos podem ser aproveitados
neste.

Com a revisdo bibliografica, tem-se, além do ganho conceitual, uma melhor visdo do
caminho a seguir, em funcao das experiéncias relatadas por outros autores.

A revisdo bibliografica neste trabalho consistiu de :

e estudo da bibliografia especifica aos assuntos relativos ao tema do trabalho e

e estudo de ferramentas necessarias ao desenvolvimento do trabalho.

A seguir sdo descritos os itens constantes da revisdo bibliografica.

2.1 Revisao Bibliografica Especifica para o Desenvolvi-
mento do Trabalho

Os principais tOpicos necessarios ao desenvolvimento do trabalho sio, na seqiiéncia:

1. Ferramentas Necessarias ao Desenvolvimento do Trabalho;

B2

Método dos Elementos Finitos;
Estimadores de Erro;

Adaptabilidade e

=W

[y

Critérios para auto-adaptabilidade, baseados em andlise de estimativas de erro.

A descrigao destes topicos, dada sua importancia é feita em {tens & parte.

13



18 CAPITULO 2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1.1 Ferramentas Necessarias ao Desenvolvimento do Trabalho

As principais ferramentas necessarias para o desenvolvimento deste projeto sio softwares,
destacando-se ¢ sistema operacional Linuz, os compiladores GNU-gec, editores Latez e o
software de visualizacdo de resultados Open DX, todos de dominio piblico e com documen-
tacdo disponivel para estudo.

Além dos programas especificos, faz-se necessirio destacar a utilizacao da filosofia de
Orientacac a Objetos e a UML (Unified Modelling Language), as quais sdo descritas abaixo.

Programacgdo Orientada a Objetos

Essa filosofia de programacao difere da programacfo procedural, comum em outros tipos de
linguagens cientificas tal como pascal, por seu comportamento nao ser ditado pela seqiiéncia
do cédigo e sim pelo comportamento dos objetos componentes do programa.

As principals vantagens da programagcao orlentada a objetos estdo relacionadas ao geren-
ciamento do codigo e & sua reutilizacgao.

A programacéao orientada a objetos apresenta as seguintes caracteristicas:

e encapsulamento;
e heranca / derivagao;

e polimorfismo.

O encapsulamento consiste em cada objeto apresentar uma série de dados e fungbes, cujo
acesso € controlado, sendo somente permitido o acesso aos dados e fungdes publicas. Desse
modo, acesso e modificacdo dos dados do objeto podem ser controlados sendo permitido
apenas em determinadas fungdes, tornando o codigo assim mais seguro.

Com relacdo & heranca e derivacgao, essa filosofia de programacio permite que sejam
criadas classes derivadas de outras j& existentes, tendo as classes derivadas a heranca de todas
as caracteristicas da classe mae, podendo ser implementados apenas os métodos especificos
e aqueles cujo comportamento na classe derivada é diferente do comportamento previsto na
classe mae. Assim, o trabalho de implementacdo é reduzido.

A linguagem de programacao utilizada é C++, com bibliotecas ANSI dos pacotes Linux,
de dominio publico.

O orientador possuir um conjunto de bibliotecas de elementos finitos desenvolvidos em
C+-+, ambiente esse utilizado como base para o desenvolvimento do trabalho. © aluno ja
possui experiéncia nessa linguagem, experiéncia essa adquirida em dois trabalhos de iniciagio
cientifica [23, 22].



2.1, REVISAC BIBLIOGRAFICA ESPECIFICA PARA O DESENVOLVIMENTO DO TRAB.

UML - Unified Modeling Language

A UML consiste da tentativa de criar uma linguagem para modelar desde ¢ planejamento
até a execucgdo do cédigo.
Este tipo de representacao do cddigo & muito 4til sob os seguintes aspectos:

s independe da linguagem de programacdo a utilizar;

e todo o cbdigo pode ser planejado através de uma série de diagramas que podem des-
crever ¢ comportamento global de um cédigo, os comportamentos de objetos e a im-
plementacao de métodos propriamente dita;

e induz ao desenvolvimento da documentagio previamente 3 implementacio do ¢ddigo, o
que em grande parte dos casos conduz & identificacfo de problemas de implementacio
antes que estes oCorram;

@ os diagramas UML representam o comportamento de programas orientados a sbjetos
de melhor maneira que os fuxogramas tradicionais.

No caso deste trabalho, o estudo de UML foi superficial, sendo utilizados os diagramas
de classes para a representacac de cddigos implementados. Os diagramas de uso, Utels ao
planejamento de cbdigos, nao foram estudados a fundo.

O nao aprofundamento por parte do aluno nesta poderosa ferramenta se deve ao fato de
estarmos, até o momento, implementando componentes em um ambiente ji extenso e com
planejamento ja realizado pelo orientador, ndo existindo questdes de planejamento global de
softwares, 0 que ocorreria caso se procurasse desenvolver tudo sem a utilizacdo de orientacio
a objetos.

As classes foram geradas diretamente através da implementacio de codigos, sendo fei-
tas analises do comportamento de objetos segundo pardmetros matemaéticos, sendo para tal
analise utilizado o software Mathematice da Wolfram (Mathematica 4 © Wolfram Research -
informacdes: hitp://www.wolfram.com).

2.1.2 Ambientacac aos Trabalhos ja Desenvolvidos

Como esse projeto estd inserido dentro de uma linha de pesquisa [11], que j& possul uma
série de resultados implementados, os resultados desse trabalho deverao estender dqueles ja
apresentados, possuindo estrutura e documentacao padrio, de tal modo que esse possa ser,
futuramente, utilizado como base de implementacao de outras técnicas.

Assim é fundamental a introducio do aluno ac ambiente, possibilitando o desenvolvimento
do trabalho.

Issa etapa iniciou-se pelo estudo do ambiente PZ e, de modo a familiarizar ¢ aluno com
o ambiente. Como tarefa inicial implementou-se no ambiente PZ classes para transformacio

de coordenadas, sendo implementadas classes para coordenadas cilindricas e cartesianas.
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Também para a ambientacio, todas as classes implementadas pelo aluno foram docu-
mentadas, utilizando um pacote especifico, o Dozygen {Doxygen(©1987-2002 by Dimitri Van
Heesch), adotado na documentacao do ambiente PZ. Desta forma, a documentagio do codigo
gerado tem o mesmo padraoc de documentagio do cddigo jé implementado.

Ambiente PZ

O ambiente PZ conta com grande tempo de desenvolvimento & possul um extenso nimero de
funcoes,

O conhecimento da filosofia utilizada e dos métodos existentes é fundamental para o enten-
dimento de como a técnica de refinamento deve ser implementada, que tipo de caracteristicas
deve possuir, quais dados de entrada deverdo ser previstos e como apresentar os resultados.

Desse modo, concomitantemente com a revisdo bibliografica, realizou-se um estudo da
documentacio do PZ.

O estudo do ambiente PZ foi feito em duas etapas:

e Reimplementacao das classes de sistemas de coordenadas;

e Implementacdo de subestruturacdo.

Na reimplementaco do sistema de coordenadas foram estudados aspectos basicos da progra-
macao orientada a objetos, incluindo um estudo superficial das classes matriciais e classes de
malhas. O resultado desse estudo é apresentado anexo.

J4 a implementac@o de subestruturacdo serviu como um estudo mais profundo do ambi-
ente ¢ das classes de maior interesse ao desenvolvimento do projeto.

Pode-se destacar os seguintes aspectos diretamente ligados ao projeto:

s estudo da divisao de insténcias em geoméiricas e computacionais;

s estudo da estrutura de nés geométricos e suas respectivas conectividades computacio-
nais;

e ostudo de elementos geométricos e computacionais,

e estudo de malhas geométricas e computacionais;

e introdugdo acs conceitos de nds internos e externos;

e estudo de reducdo estatica de nds internos sobre nés externos e

e operacio inversa, dada uma solu¢do nos nds externos como repassar esta aos nos inter-
108;
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Estes assuntos sdo de extrema importancia para o trabalho, uma vez gue pretende-se fazer
a anélise de erro em subdominios, obtidos através da criacdo de malbas de poiches de ele-
mentos, sendo agui estudado e implementado toda a manipulagfo de estruturas de blocos de
conectividades e de solucdes, o referenciamento de uma malha filha para uma malha pal, ete.

O estudo realizado para a implementacio das classes de subestruturagdo estd anexo.

A documentacio do ambiente PZ, bem como alguns artigos relacionados ao seu desenvolvi-
mento podem ser encontrados no seguinte endereco internet: hitp://labmec. fec.unicamp.
br/ pz.



Capitulo 3

Método dos Elementos Finitos - MEF

Diversos problemas de engenharia podem ser modelados matematicamente através de equa-
¢Bes diferencials.

A busca da solucfo para equacdes diferenciais por métodos analiticos &, em alguns casos,
extremamente trabalhoss e, em boa parte dos casos, algo invidvel, sendo utilizados métodos
numéricos para aproximar a solugao.

Existem diversos métodos para aproximar a soluglo de equagdes diferenciais tais como:

e Método das Diferencas Finitas;
e Método dos Elementos Finitos;

¢ Método dos Elementos de Contorno, ete.

O ambiente PZ, desenvolvido pelo grupo de pesquisa do Orientador, tem implementadas
classes que permitem a aproximacio de problemas 1D, 2D e 3D através da utilizagdo do
MEF e, com base neste ambiente, descrito em artigos tais como [11] que & desenvolvido esse
trabalho.

Um dos problemas do MEF que é abordado neste trabalho, € que a qualidade da aproxima-
cao depende da discretizacdo utilizada e da ordem dos polinémios aproximadores utilizados,
podendo os resultados gerados nao representar, de forma satisfatoria, a realidade.

Para melhorar os resultados pode-se refinar a malha ou aumentar a ordem polinomial das
fungbes testes utilizadas, existindo diversas formas de implementacao desta adaptabilidade,
sendo comuns as tipo: r, i, p e combinagdes dessas [19].

A escolha do método de adaptacio é importante, pois a elevag@o excessiva da ordem de
interpolagdo das fungdes de forma pode gerar instabilidade numérica e, conseqiientemente,
apresentar resultados insatisfatérios.

Este trabalho busca o desenvolvimento de métodos genéricos, onde a auto-adaptabilidade
& governada por um parémetro de erro estimado através da comparacio das aproximacoes
de duas malhas com graus de refinamento hp distintos.

21
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Assim, para a introdugdo dos conceitos relativos ao método dos elementos finitos serd
utilizado um problema modelo: a equagao de Laplace em trés dimensdes. Ressalta-se que o
método nao é aplicédvel a apenas este problema.

3.1 O Método dos Elementos Finitos

O MEF é uma metodologia para aproximacio de problemas diferenciais de valor de contorno.
Tal metodologia consiste nos seguintes passos:

e dado a formulacio diferencial do problema obter a formulagio fraca do problema;
& aplicacdo do método de Galerkin para o espago de funcdes adotado;
s resolucio do sistema algébrico;

e anilise da solucdo obtida.

Para descrever esta metodologia é utilizado um problema modelo, a expressio de Laplace,
sendo desenvolvidas todas as etapas consideradas acima.

3.1.1 Problema Modelo - Equacao de Laplace

Consideremos um dominio 2 em R3, submetido a duas condigdes de contorno (CDC) em suas
faces:

o I'n: Condicdo de contorno de Dirichiet, onde o valor da variavel de estado é fixada;

e ['»: Condicdo de contorno de Neumann, onde o valor da funcdo fluxo no contorno é
fixada;

Este problema consiste em encontrar uma funcio u(z.y, 2}, (z,y, 2} € { tal que:

~Au=fV(r,y,z) €0
u=uP V¥V (z,y,2) €Tp (3.1)
%ﬁm =g 14 (m,y,z) QFN

onde:

2 2 2 .
o Au=%%+ %%+ 531 Laplaciano;

1¥0i adotado um sistema de coordenadas cartesiano apenas para a representacdo da expressao. A adogido
de outros sistemas de coordenadas apenas alteraria a representacio da expresso.

O Ambiente PZ, onde os métodos estdo sendo implementados contempla o8 sistemas de coordenadas
Cartesiano, Cilindrico e Esférico,
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Bu _ By, o Bu. o Bu. 7. oo . :
® 5= gEne + Sy + 5in indica a normal ac contorno de (1

e [= flz,u,2), (z,y,2) € funclo definida para todo o dominio.

e u” = wuy(z,y, 2), {1,y 2) € Tp: condicdo de contorno Dirichlet, onde ug é o valor fixado
para a varidvel de estado nesta regido do contorno;

e g=g{z,y, z), (z,y,2) € Ix.: condigio de contornc Neumann, onde g{r, vy, 2} & o fluxo
imposto naguela regifc do contorno;

®

Q=TpUTly, TpNTxy=0.

3.1.2 Formulagaoc Fraca

Por simplicidade, inicialmente, serd aqui mostrada 2 metodologia para a obtencdo da formu-
lacho fraca para o caso da CDC Dirichlet homogénea, ou seja: ug{x,y, 2) =0Y{z,y,2) € T'p.

Desta forma, sendo v = v{z, ¥, z) uma funcio teste utilizada, esta se anulard no contorno
I'p, ou seja:

vz, y,2) =0Y (z,y,2) € I'p (3.2)

Multiplicando-se a expresséo (5.1) pela funcgio teste v e integrando o resultado sobre todo
o dominio 2, temos:

j;—[suij;ffu (3.3)

Considerando que a funcao teste v é continua, pode-se integrar por partes o lado esquerdo
da expressao acima, tendo como resultado:

LVuVU - ?ﬁ’b = )/g;f v (3.4)

Ty O

onde V denota o gradiente da funcao.

Observe gue a integral no contorno ficou reduzida apenas ao trecho onde é aplicada a
CDC Neumann pela simplificacdio adotada de que a fungfo v € nula na regido do contorno
onde esta aplicada a CDC Dirichlet (homogénea).

Desta forma, o problema inicial passa a ser representado agora pelo seguinte problema
equivalente:

Encontraru(z,y,2) € HY{Q), tal que

JaVuVv=[r gv+ [ fv (3.5)
para toda funclo testew, tal quev = 0emI'p

g, 7y € Nz indicam 08 vetores unitdrios normais as superficies de contorno.
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Para que ocorra a equivaléncia entre a formulacio fraca e a formulacio forte ha a neces-
sidade de algumas defini¢fes extras a saber:

1. A fungdo teste adotada deve pertencer ao espaco de fungdes feste admissiveis, sendo
este espaco definido como:

V = {v(z,, 2)v(e, 3, 2) = 0V (3,5,2) € Tp,v € H(Q)) (3.6)

5

2. As funcbes f e g devem ser quadrado integravel (o quadrado da funcic deve ser inte-
gravel) em ( e 'y respectivamente.

Outro aspecto importante a ser destacado € a possibilidade de representar a formulacéo fraca
através de um termo bilinear e um termo linear conforme mostrado abaixo:

blu,v) = [, VuVu

2 assim: S
blu,v) = I(v)

Essa representagdo mostrar-se-a 4til quando do estudo de convergéncia de estimadores de
erro, onde a esta fungao serd acrescido um termo de residuo.

CDC Dirichlet Nao Homogénea

Neste caso teremos que up ¥ 0 e assumindo que a funcio up admita a “translacio” g,
definida em todo o dominio {2 e satisfazendo todas as condigbes de regularidade impostas
para a solugo, temos que g devera estar contida dentro do espaco de Sobolev H*(Q).

Desta forma, com a aplicacdo de Uy & formulacio fraca obtida para o caso homogéneo
teriamos:

Encontraru(z,y,z) € g+ V, tal que
b{u,v) = {v) (3.8)
para toda funcio testev €V

gnde:

Y+ V = {ﬁg + U, U E V} (39)

Desta forma, tendo-se uma fungao %y que satisfaca as condi¢des impostas acima, temos que
a funcéo resultante u independe desta extenso, 0 que torna possivel a seguinte substituicdo
de varidveis: ¥ = %Up +w, com w € V e satisfazendo todas as condictes de continuidade
impostas a v. Com isto, a formulagdo variacional pode ser reescrita da seguinte forma:
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Encontrarw{z,y,z} €V, 1al que
blw,v) = (v} — b{Ty, v) (3.10)
para toda fungdo testev € V

Ressalta-se que, desta forma, pode-se calcular a funcio tp que satisfaz a condigfo de
extensdo e entdo, definindo-se 1 [,,,g = [{v) — BTy, v}, como sendo a parte linear modificada,
podemos substituir na expressdo acima e voltar a ter o mesmo padrao de expressio que aquele
encontrado para as CDC homogéneas.

3.1.3 Método de Galerkin

Considerando gue ja temos a formulacgéo fraca para o problema. ¢ método de Galerkin consiste
na restricdo do espaco de fungdes teste V', utilizando um espago V3 C V), espaco este composto
por uma base de dimensdo finita. Assim o problema a ser resolvido passa a ser:

Encontraru(z,y, 2) € Ug + V3, tal que
b{un, vn) = {vz) (3.11)
para toda funcio testev, € V),

Com relagéo 4 base de funcdes utilizada, esta pode ser representada por:

Vi = {emt i=1,2,.... Ny (3.12)

onde Ny = dim(V}) indica a dimensdo do espago de aproximagio.
Dentro deste espaco, procura-se a solugao para o problema sob a forma da seguinte com-
binacao linear:

Ny
Up = LhiChiy (313)
2=l
Os coeficientes ap;, a serem determinados, s&o denominados graus de liberdade (d.o.f).
Substituindo a expressido acima na formulacdo fraca do problema e, ainda, adotando como
funcdes teste a mesma base de fungbes utilizada para representar 1, ou seja v = ey j =
1,2,..., Ny, chegaremos & seguinte representacido do problema:

Encontrarag; ¢ = 1,2, ..., Ny, tal que

Bt ani(enss ens)) = Lens) (3.14)
jml.z.]\fh

O meétodo de Galerkin consiste na utilizacdo do espaco de fungdes de interpolacao e,
através de manipulacdo da formulacio variacional, transforma-la numa expressio algébrica.
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Em principio, a aproximacao depende somente do subespago adotado V},, independendo
da base de fungdes escolhida ey;. Na pratica, a escolha da base de funcgoes afeta o condiciona-
mento do sistema final, implicando diretamente sobre os erros de arredondamento, os quais
podem ser significativos [6, 7].

Para finalizar, para ¢ problema em questao, pode-se realizar algumas mudancas de notagao
conforme segue:

e Definindo-se a matriz de rigidez global 5;; como sendo:
S = blegeq) = j{; Ve, Ve; {3.15)
e O vetor de carga modificado L7 serd dado por:
L7 = Ife;) — blily, &5) = jQ fes -+ fr e A Vi Ve, (3.16)
s O vetor de carga original L; é dado por:

L; = l(e;) :/Qfej-'rf?‘v g€ (3.17)

E asstm o problema pode ser escrito da forma usual:

Encontrar apit=12..., Ny, tal que
S omi Sy = Ly (3.18)
F=1,2,... Ny

Este sistema pode ser representado por [S] = [a] = [L], ou seja, um sistema linear com
intimeras técnicas de resolucdo.

O Método dos Elementos Finitos - MEF

O MEF é um caso especial do método de Galerkin, onde uma sisternitica para construgao
da base de funcdes a ser utilizada no método de Galerkin é definida. No caso deste trabalho
especifico, esta sistematica é utilizada para modificacdo da base de funcoes.

Essa construgao leva em consideracio a particdo do dominio €2 em subdominios, formando
uma malha, sendo cada subdominio denominado elemento finito e, para cada um destes ele-
mentos sao introduzidas funcdes de forma @;. Estas funcfes de forma tem como caracteristica
principal o fato de seu valor nos nés da malha assumir um valor binério, sendo 1 no no para
o qual a funcio foi definida e um conjunto de zeros para os outros nés da malha.
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3.2 Definicoes

Antes de prosseguir com a discussiao do método dos elementos finitos e entrar no campo da
anéalise da qualidade da aproximacéo, faz-se necessario introduzir algumas notacdes que serdo
utilizadas na segiiéncia.

3.2.1 Precisao da Aproximacao

O MEF fornece a funcio que mais se aproxima da funcio procurada®, dentro do subespago
V, escolhido. Entretanto, a escolha do subespaco mais adequado depende de varidvels poucas
vezes conhecidas na pratica.

Caso o subespaco escolhido V, nio seja adequado, a funcdo encontrada ndo apresentaréd
uma precisio satisfatdria, necessitando entfo esses resultados de uma anédlise para verificar
€558, Precisac.

Para todo subespaco escolhido, a restricdo do espaco de funcdes teste implica na insergio
de um erro. O erro da aproximagio é dado por:

e{z) = ulz) —up(x) (3.19)

onde:
e{z): erro da aproximagio no ponto z* ;
u{z): valor da func¢do u(real) calculada no ponto z;
up(z): valor da funcio u,(aproximada) calculada no ponto z.

3.2.2 Aspectos Relacionados ao Subespaco de Aproximacao Vj

A escolha do subespaco V}, em programas que se utilizam do MEF é determinada pela malha
de elementos finitos n&o sendo alterads durante ¢ processo de cilculo.

Isto pode ser verificado pelo fato deste subespago ser determinado pela discretizagao utili-
zada, representada pela malha de elementos finitos, sendo considerados tanto o “tamanho” do
elemento, como também a localizagfo de seus nds (pontos onde o problema serd discretizado).

O outro pardmetro gue influencia a escolha do subespago € a base de funcéoc a ser utilizada,
sendc esta pré definida para cada tipo de elemento que o programa contempla. Um tipo
comum de base utilizada é a base polinomial.

Como j& mencionado anteriormente, a precisdo da aproximagao esté ligada diretamente ao
subespago Vi, adotado, assim quando se quer melhorar esta aproximacio existe a necessidade
de se adaptar o subespaco de aproximacao.

Em termos de definigio, os pardmetros que influenciam a aproximagcio sio:

*Quando o erro ¢ medido pela norma de energia.
4z deve ser entendido com um ponto, com nimero de coordenadas compativel com a dimensfio do problema
¢ com o sistema de coordenadas adotado.



28 CAPITULO 3. METODOQ DOS ELEMENTOS FINITOS - MEF

# h: parhmetro relacionado & discretizagho da malha, normalmente associado ao “tama-
nho” do elemento;

e r: pardmetrc relacionado & disposicdo dos nos dos elementos na malha;

e p: parametro relacionado & ordem dos polindmios, de cada elemento, utilizados como
base para 0 espago V.

Dimensao e forma de um elemento

Tanto dimensdo como forma do elemento sdo pardmetros que influenciam a aproximacao.
Entretanto, para definir estes parametros, devemos ter em mente que diversos tipos de
elementos finitos podem ser utilizados, sendo necessério assim uma padronizacio da nomen-
clatura utilizada. Aqui serd adotada a definicio dada em [1].
Assim, define-se:

s hp = maz{h}, hi = supgyer iz —yl, sendo A; a maxima distncia entre os nos do
elemento &, distincia esta tomada dois a dois. Desta forma este parédmetro indica o
didmetro do circulo circunscrito ao elemento;

e p;: indica o didmetro de um circulo inscrito ao elemento &;

® K = %f—: indice que indica a forma do elemento, definido como a regularidade do
elemento .

3.2.3 Adaptabilidade e refinamento

Como mencionado acima, no case da aproximacao encontrada nao ser aceitavel, deve-se en-
riquecer o espaco de aproximacdo. O resultadeo do enriquecimento do espago de aproximacio
é denominado espago, ou malha, adaptado(a).

Assim, a adaptabilidade consiste no enriquecimento do espaco de funcbes V},, onde este
enriquecimento poder ser feito através do refinamento dos parfmetros A, r, p, ou ainda a
combinagao de destes.

O refinamento f consiste na redugdio do tamanho dos elementos componentes da malha,
enguanto o refinamento p consiste na elevacio da ordem dos polinémios da base de fun-
coes teste. O refinamento Ap, objeto deste trabalho, consiste no refinamento destes dois
parametros para a mesma maiha.

N3o serd tratado do refinamento » neste trabalho. O refinamento r consiste no posicio-
namento 6timo dos nés gue definem a malha de elementos finitos.
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Auto - adaptabilidade e Estimacao de
Erros

Os estudos aqui realizados tem uma dnica motivag@o: desenvolver métodos que tornem au-
tomaéatica a aproximacdo de soluches para problemas de valor de contorno, com preciséo
adequada, mesmo em caso onde as fungdes & aproximar nao sdo conhecidas,

Para tal, a ferramenta utilizada é a adaptabilidade de espacos de aproximacao e de funcoes
para o método dos elementos finitos, tendo como parmetro de anélise um erro estimado
através da diferenca entre duas aproximacdes, sendo uma proveniente de uma malha com um
refinamento hp gualguer e outra desta mesma malha refinada uniformemente em hp.

4.1 Adaptabilidade

A melhoria do espaco de aproximacdes, quando se tem o conhecimento prévie do padréo da
solugdo, é relativamente facil. Entretanto, quando esse padrao de solug@o nac é conhecido,
esta escolha torna-se dificil.

A busca de formas de melhoria do espago de aproximactes de maneira automética esté
intrinsicamente ligada a obtencio de um parfmetro que indique os pardmetros de refinamento
que aumentem a qualidade da solugdo. O parAmetro que indica a qualidade da aproximacao
é 0 erro.

Entretanto, o erro real s6 pode ser obtido quando se tem o conhecimento prévio da solucdo
do problema o que ndo € o caso pratico, sendo assim necessario uma estimativa de erro.

A obtencdo desta estimativa de erro é, de certo modo, o cerne de qualquer método auto-
adaptativo, sendo a descricdo de todos os aspectos envolvidos em sua obtengzo descritos na
segiiéncia.

25
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4.2 Estimadores de Erro

Para a analise de uma aproximacdo gerada por meio de uma metodologia de elementos
finitos ha a necessidade de se ter um parfmetro para verificar sua qualidade, sendo o errc o
parametro que melhor expressa essa qualidade.

Caso se conhecesse o resultado analitico de um problema. o céleulo do erro seria simples,
bastando escolher o tipo de norma. Como a obtencio da solugdo analitica é algo que se tem
apenas para os probiemas utilizados na validaggo de codigoes, sendo na pratica, algo inviavel
para & maioria dos problemas nos quais sio utilizados métodos numéricos, os métodos auto-
adaptativos utilizam-se de uma abordagem na qual o erro da aproximacio é estimado.

A teoria de elementos finitos mostra que o errc tende a zero & medida que a dimenséo
do espago de interpolacdo é enriquecido (refinado) de maneira adequada, ver [21], ou seja a
solucdo aproximada tende 4 solucfo real, quanto maior for o refinamento adotado.

Diversos parametros podem ser utilizados na estimacio do erro, tais como comparacdo
entre aproximaches para diferentes espacos, comparagdo enire o gradiente calculado e um
gradiente estimado, analise de derivadas, dentre outros. Entretanto, cuidado especial deve
ser tomado na escolha do parmetro para estimar o erro em cada caso, pois caso a curva de
erro estimado ndo aproxime de maneira adequada a curva de erro real, pode-se ter resultados
falsos, uma vez que a convergéncia do estimador de erros para zero ndo necessariamente
indica que o erro real também esta tendendo a zero (ver {1]).

Assim, a escolha de um estimador de erros deve ser precedida de algumas analises, con-
forme descrito na seqgiiéncia, de modo a garantir que o resultado final realmente aproxime a
solucio.

4.3 Aspectos Teoéricos dos Estimadores de Erro

Para se estimar o erro parte-se do principio de que quanto maior o enriquecimento de um
espaco de aproximacoes, meihor serd o resultado.

Assim, caso se compare o resultado obtide da utilizagio de um espaco de interpolagéo
com parametros hg e pg, com aqueles obtidos através de um espago enriquecido A,-P,, onde
hn<hg © Dy >po, poderiamos calcular o erro entre as duas aproximacoes sabendo que a tltima
& de melhor qualidade que a primeira.

Os estimadores de errc podem ser baseados em dois grupos: a priori e g posterior: [1].

Os estimadores de erro do tipo a priori representam um desafio para pesquisadores que
se utilizam de analise numérica, sendo baseados em estimativas, como o valor da segunda
derivada da funcdo procurada por exemplo, sendo para tal necessirio o conhecimento das
funcdes envolvidas no problema bem como de seu comportamento. Entretanto, no casc de
aplicacbes de malor complexidade, onde as funcdes analisadas ndo sao conhecidas, esse tipo
de estimador ndo se mostra interessante.
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Os estimadores de errc do tipo ¢ posteriori tem seu desenvolvimento relativamente re-
cente, tendo como primeiro trabalho de destaque [2], onde o estimador de erro basela-se nas
aproximacoOes da norma de energia do erro em cada elemento K da malha,

O uso da formulacfo de energia complementar para a obtencdo a posteriort do erre fol
feita por [5]. Entretanto, uma vez que seu método era baseado no computo global da solugéo,
este tornava-se muitc onerosc em termos de fempo de processamento. Este problema foi
contornado por Ladevéze e Leguillon [18] que realizaram os calculos baseados na energia
complementar de cada elemento, além do uso do conceito de dados de equilibrio de contorno.

Diversos trabalhos foram feitos utilizando diversos tipos de estimadores de erro, destacando-
se 0 de Zienkiewicz e Zhu [26], cujo estimador de erro, baseado na obtencéo da diferenca entre
o gradiente de uma solugao suavizada e o gradiente calculado originalmente, mostrou-se efi-
caz, tornando-o muito popular.

4.4 Aspectos Matemaéaticos dos Estimadores de Erro

A qualidade de um estimador de erro, para uma solucdo de elementos finitos, esté ligada 2
malha, considerando como malha ndo apenas 4 particio dos elementos, mas também o espago
de interpolacgao adotado.

Recorrendo as notagdes definidas anteriormente, temos;

e(z) = ulz) — us(z) (4.1)

onde:

u{z): solugdo exata no ponto (z);

up{x): solugdo numeérica {aproximada) no ponto {z).

Entretanto, ndo nos interessa apenas o erro em determinados pontos e sim no dominio
analisado. Para tal é inserido o conceito da funcie norma.

A funcdo norma é uma fungao que realiza 0 mapeamento de uma funclo para um nimero
real. As principais normas utilizadas no estudo de estimadores de erro sao:

e norma de energia |le|® = a{u — uz, u — u,), com a: forma bilinear;
e norma Lo [le]l® = folu— unl? daz;

e norma Lo : jef] = sup{lu(z) —up(z}}, (z} € 2}.

4.4.1 Propriedades dos Estimadores de Erros

Para analisar as caracteristicas bésicas de estimadores de erro do tipo o posteriors, recorre-se
a formula¢io fraca do problema modelo, mostrado anteriormente na equacdo (3.5).
Utilizando o subespago V), tem-se:
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Blup,vs) = L{vg) Vo, € V}, (4.2}

Desta forma, conforme {1}, a funclo erro, apresentada em (4.1), pertence ao espaco Ve
satisfaz:

Ble,v) = Blu,v) — Bluy, v) = L{v) — Blup,v)Vo e V (4.3)

Ainda, dada a condicio de ortogonalidade do erro para projecBes de Galerkin (ver [1]},
tem-se que:

Ele.uy) = 0Vu, € V), (4.4)

A
Levando-se em consideracBo as expressbes (4.3) e (4.4}, integrando-se a primeira por

partes, em cada elemento:

Nz = [ (roddz + 4 (v Bid 4.:
A(V@Vz)d:@ ji;( vidz = fﬁﬁ(@‘?eiknk)ds 4.5)

o,
<

sendo:
e: funcho erro procurada;
v: funcio teste ou peso;
r: fungdo residual ou residuo r = f + Awu;
7it: vetor normal & face do elemento;
k: elemento em anélise.
Resolvendo esta equagdo, considerando condictes de continuidade das funcdes e de suas

integrais, teremos:

lell < Culirll ey + C2 1Rl Lyany (4.6
onde:
~ Ve,

Cy, Co: constantes que dependem da malha, principalmente do tamanho do elemenio (hg);

Caso a aproximacido do Huxo no contorno (g — R}, represente uma boa aproxima¢do ao
fluxo real, temos que a expressac acima fornece o limite superior para o erro em fungdo do
residuo.

Ainda, definindo-se:

e 7 como a estimativa de erro em cada elemento £.
e 7: como a estimativa de erro na malha de elementos finitos.

A estimativa de erro na malha pode ser obtido através da seguinte expressio:

7= /Z rs (4.7)
; ke P
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onde P ¢ a partigio adotada e & um determinado elemento da particéo.
Para que um estimador de erros seja utilizdvel este deve respeitar a seguinte propriedade:

el T 48
Crllell £ 2 Cofle]] (4.8)
ou seja, a estimativa do erro deve convergir para zero & mesma taxa gue o erro real converge.

A gualidade de um estimador de erros & medida através do indice de efetividade, dado
pela relagdo:

_
= Tel (4.9)

Dada a importancia do estimador de erros de Zienkiewicz e Zhu [26] este é descrito nos
anexos do trabalho.



Capitulo 5

Método Base - Modelo Demkowicz e
Yevioo

O modelo auto-adaptativo que serve de base para o modelo que serd implementado neste
trabalho fol inicialmente proposto por Demkowicz, Rachowicz e Devloo em {8].

O método utiliza-se de um estimador de erros baseado na diferencga das aproximacdes entre
duas malhas, sendo com esta estimativa de erro definidos os elementos com erro significativo
e que necessitam de refinamento.

A anélise do padrao hp de refinamento & feita através da analise de cada aresta do ele-

mento, conforme metodologia criada pelo Prof. Demkowicz (ver [8]).

Esse modelo foi validado e estd sendo incorporado em ambientes auto-adaptativos, tais
como o 2Dhp90 e 3Dhp90 do TICAM - The University of Texas at Austin (ver [6, 7). No
ambiente P7, esta técnica fol implementada pelo Prof. Devioo, com utilizagio de analise
mautigrid.

Esquematicamente o método & mostrado na Figura {5.1), onde dada uma malha unifor-
memente refinada hp e a matha ndo refinada, é feity a estimativa do erro em cada elemento.
Os elementos com erro “relevante” sdo selecionados para a analise do padrio de refinamento
hp. Tendo-se o padrao 6timo de refinamento de cada elemento, este padrao é imposto na
malha néo refinada, obtendo-se desta forma a malha adaptada.

Sendo este processo realizado de maneira recursiva, até que algum critério de parada
relacionado ao erro seja satisfeito, chega-se a malha adaptada com padrdo hp requerido para
obter a solugcao com a precisio estipulada.

Com relagdo aos resultados, o método apresentou taxas de convergéncia exponencial,
conforme a teoria de elementos finitos preconiza, justificando assim a sua utilizagic neste
trabalho.
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Figura 5.1: Método Auto-adaptativo Base
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5.1 Aspectos Tedricos

Existermn trabalbos publicados com diversos tipos de estimador de erro, conforme pode ser
observado em [20], [26] e [3], dentre cutros.

O estimador de erro implementado para este método consiste no cilculo da diferenca da
solugio de duas malhas com espagos de interpolagao hierdrquicos e distintos.

O valor estimado para o erro é calculado elemento a elemento, como sendo a diferenca
entre o valor do gradiente da solucio na malha fina e o valor do gradiente da solu¢do na
malha grossa.

(O wvalor do gradiente é facilmente obtido para cada elemento, sendo de fato necessario
para os calculos da aproximacao.

5.1.1 Estimador para diferenca entre malhas

No caso implementadeo, onde o célculo do erro é feito através da diferenca dos resultados
entre duas malhas hierdrquicas, prova-se a convergéncia do estimador de erro para ¢ caso uni-
dimensional. Esta demonstracdo para malhas unidimensionais é feita em {8] e reproduzido
abaixo. Dado o seguinte problema modelo:

uw EUp +V (, 1)
blu,v) =l{v)Vv € V >
onde:

V C HY0,1): espaco de funcBes teste;

tp € HY0,1): condicdo de contorno de Dirichlet;

b{u,v), [(v): formas bilinear e linear dos termos da equagdo diferencial do problema de
valor de contorno, podendo ser escritas da seguinte forma:

{ blu,v) = fHau'v' + by + cuv)dr + Fu(l)v{l)
Uv) = fg(fv)dz + gu{l)
com a(z}, b(z), ¢(z), f(z) e 5 satisfazendo as condicdes de regularidade necessarias.

Dada uma malha s — p com ¢ seu respectivo espaco Vi, C V a soluclo aproximada pelo
método de Galerkin sera:

(5-2)

Upp € Up + Vhp (5 3)
b(uh;ﬁ: Uhp) - Z(Uhp) Vvhp € Vhp
Temos, para este caso, que o estimador de erros converge, sendo limitado por:
Eiu - uhplELm <C. vi?ei/' “u - (QD - Uﬁp)gle (54)

com C > 0, sendo uma constante que depende do espacgo de interpolagéo (ver {8, péag.

4]).
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5.1.2 Determinacac do Padraoc de Refinamento dos Elementos
Anslise Uni-dimensional

A técnica implementada, apresentada em [8], consiste na minimiza¢do da projecio do erro
de interpolacBo, devido ao refinamento Ap em cada aresta do elemento.

O método tem come primeiro passo o calculo do interpolante uy ,, onde n denota a ordem
do interpolante, sendo este obtido através da diferenca entre uma solugio proveniente da
malha uniformemente refinada, u & p+1: © @ Solugdo da malha original, up .

Tendo o interpolante calculado, o passo seguinte é a projecao da diferenca entre a solugédo
da malha refinada e do interpolante no espago das funcbes teste das arestas dos elementos
da malha, Vy{e) , e dada que a solugdo nos nds externos é igual para a malha refinada e a
nio refinada Uk pa1 ™ u? , = 0 para estes nos,

Desta forma, o problema passa a ser encontrar a combinacio hp gue minimiza a diferenca
entre o interpolante e a projecao da sclugdo obtida do refinamento Ap no interior da malha.

Observe que por trabalbar apenas com espacos de fungdes e com projegtes de espacos,
esta metodologia pode ser aplicada a uma série de elementos, independente de sua topologia.

O objetive do método & definir um refinamento, com parfmetros Ap, com ntmero de graus
de liberdade menor que 0 nGmero de graus de liberdade da solucdo uniformemente refinada
hp, com resultados proximos a esta, ou seja minimizando esse erro.

As combinacbes nas quais seréd procurada a combinacio hp Stimas sdo todas as combina-
ches possivels de Dhere re Dcre 7, sendo estas as ordens dos subelementos da aresta analisada,

tais gue:

[}
(%2
et

p}{ref —'Lp%(ref =pg + 1 ( .

Também ¢ analisado ¢ erro obtido devido ao refinamento p, sendo:

Piref = Pr + 1 (5.6)

O erro entre a aproximacio fornecida u e a aproximagio calculada % no elemento K,
utilizando ¢ refinamento com ntmero de graus de liberdade menor seré:

B

el = [ (uc = Tz 5.

W
=J
N

A minimizacdo desse erro, que representa um “residuc” pode ser aproximada por:

e H(—Ap A L R = [y o (¥ —u).dQ = 0% € H}
B(=4,) =0 (5.8)

Han =0 | = et (elB)da - v =0

Algebricamente:



5.1. ASPECTOS TEQRICOS 39

Figura 5.2: Definigio do Padric Otimo de Refinamento para um Elemento
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A combinagdo de refinamento Ap que apresentar o menor erro para cada aresta serd
retornada em termos dos pardmetros de refinamento hp para o subelemento 1 e Ap para o
subelemento 2, ou ainda um refinamento exclusivamente p.

Esquematicamente, ¢ processc é demonstrado na Figura (5.2},
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Dois pontos sfo destacados em [8] a respeito deste modelo de definicio do padrio de
refinamento:

1. Esta projecio do erro interpolado leva a padrdes de convergéncia b 6timos e a padroes
p proximos ao ofimo. Assim, sus minimizacao em todos os elementos deve conduzir a
uma malha préxima & malha 6tima;

9. A estimativa de erro ndo necessariamente necessita ser calculada globalmente, podendo
isto ser feito localmente, elemento a elemento. E neste aspecto que este trabalho se
apobia.

O aspecto da possibilidade de calculo do erro e dos padrdes de refinamento localmente &
interessantes sob ¢ aspecto da possibilidade de paralelizacio do método.

Determinacio do padrao de refinamento para o elemento

A técnica descrita anteriormente mostra como cbter os padrdes de refinamento 6timos para
cada aresta, sendo necessdrio compatibilizar estes resultados dentro de cada elemento e de
seus vizinhos.

A analise do elemento é feita em cada nb, sendo necessirias as seguintes consideragdes:

e Caso qualquer aresta que contribua para o né requeira refinamento h em seu padrio
4timo, o refinamento £ é adotado, passando-se entdo 4 anélise do padrio de refinamento
p em cada subelemento. Caso ndo exista refinamento s nos padrfes de refinamento
6timos é entdo adotado ¢ refinamento p uniforme, com p igual ac maior refinamento p
de todos as arestas;

® No caso de refinamento hp definem-se os padrdes pi, e p%, levando-se em consideragio
as combinacoes nas arestas cujo erro de aproximacao é maior e levando em consideracio
o namerc maximo de graus de liberdade admissivel para o elemento refinado (ver 5.5,
pag. 38).

Tendo-se refinado os elementos, a malha obtida é considerada como a malha adaptada.

5.2 Implementacac do Estimador de Erros e da Auto -
Adaptabilidade

O estimador de erros proposto, consistindo da diferenca entre os resultados de duas malhas,
estd implementado em conjunto com métodos multigrid, onde a diferenca entre os resultados
de uma malha grossa e uma malha uniformemente refinada {4 e p) & utilizada como estimativa
de erro para a definicdo dos parametros de refinamento.

No cédigo so implementados os seguintes passos:
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1. Calcular a matriz de transformacio da solucdo da malha grossa para a malha refinada;

2. De posse da informacio de refinamento entre as duas malhas & feito o calculo do erro,
elemento a elemento, obtendo ¢ erre na malha como sendo o somatéric do erro dos
elementos.

O refinamento Ap, conforme ilustrado na Figura (5.3), ¢ feito baseado em uma anélise unidi-
mensional, aresta a aresta, em busca de qual combinagao de ordens p e refinamentos 7, em
um determinado elemento, melhor aproxima uma solugdo obtida através de um refinamento
uniforme Ap, com um nimero de graus de liberdade menor que esta.

Um aspecto ressaltado é a necessidade de ter-se uma soluciio relativa & malha unifor-
memente refinada em Ap. Apesar de parecer um contra-senso, quando inserido em uma
metodologia muliigrid, torna-se razodvel, pois nesse método os refinamentos sfo feitos de
modo a minimizar as baixas fregiliéncias do erro, enquanto ¢ “desrefinamento” serve para
reduzir as altas freqiiéncias do erro.

Na versdo atual ndo hé classe especifica para o calculo do erro ou pars a adaptabilidade
tendo estes sido implementados como métodos da Classe TPZMGAnalysis, conforme seré
posteriormente descrito.

5.2.1 Classe TPZMGAnalysis

Esta classe, derivada da classe TPZAnalysis, realiza os procedimentos necessarios para o
calculo da solucéo, dado um objeto do tipo malba computacional {maiores detalhes sobre a
estrutura do ambiente PZ ver [10]).

A estrutura da classe é baseada em um vetor de malhas computacionais, relativas aos
ciclos multigrid. Dessa forma, sdo acrescidos métodos para o gerenciamento desse vetor e
também a manipulacdo do referenciamento entre uma determinada malha computacional e
a malha geométrica.

Destaca-se que durante o processo, existe wma Gnica malha geométrica, sendo esta refe-
renciada pelas malhas computacionais refinadas. A Figura (5.4) ilustra um exemplo desse
referenciamento.

Esse gerenciamento das referéncias da malha geométrica também é feito dentro da classe
TPZMGAnalysis.

(Os métodos implementados nesta classe sdo descritos na segiiéncia.

void AppendMesh (TPZCompMesh *mesh)

Adiciona um ponteirc para uma malha computacional *mesh ao vetor de ponteiros para
malhas computacionais.

Esse método é utilizado para acrescentar uma nova malha ao cicle multigrid.
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Figura 5.3: Esquema de funcionamento do método auto-adaptavel baseado no estimador de

erros proposto
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Figura 5.4: Referenciamento de malhas
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TPZCompMesh* PopMesh()

Retira o Gltimo ponteiro para malha computacional do vetor de ponteiros para malhas com-
putacionais, sendo também removidos o solver e ¢ pré-condicionador associados.

TPZCompMesh* UniformlyRefineMesh (TPZCompMesh *mesh)

Realiza um refinamento uniforme hp em uma malha criada a partir de *mesh, retornando
a malha refinada, a qual serd utilizada para o calculo do erro e definicao dos parametros
hp, 6timos, 0s quals minimizam o erro com um nlmero de graus de liberdade menor que o
proveniente do refinamento uniforme.

No método multigrid este método pode ser utilizado para a obtencio da malha para uma
primeira iteragao, onde os pardmetros hp ainda ndo sio conhecidos.

virtual void Solve ()

Utiliza o objeto fSolve para aplicar um procedimento de solucdo, que pode ser um método
direto {Gauss, LU, LDLT etc) ou um método iterativo, preferivel nos métodos multigrid,
onde uma solugao pode ser utilizada como pré-condicionador da préxima iteracio.

TPZCompMesh* RefinementPattern (TPZCompMesh *fine, TPZCompMesh *co-
arse, REAL &totalerror, REAL &totaltruerror, TPZVec<REAL> &effect)

Retorna: uma malha refinada com parimetros Ap 6timos e com nlmero de graus de liberdade
menor que fine, o erro total da aproximacio, caso exista uma solugio de comparacio (solugio
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exata) também & calculado o erro real da aproximacéo - fotaltruerror e a efetividade do erro
estimado effect.

MNesta funcio sio realizades as chamadas de maneira ordenada para: calculo do erro entre
as aproximacdes, verificagdo dos elementos & refinar, definiclo dos paradmetros de refinamento
e criagio da malha refinada. A seql@ncia de opera¢les € descrita abaixo:

1. Calcular o erro entre as aproximactes de fine e coarse: isto & feito através do método
MeshError (fine,coarse ervec, fEzoct truervec), sendo o erro nos elementos retornado no
vetor de erros ervec;

Atribuir & solugio de coarse o vetor ervec;

Ordenar os elementos em funcéo do erro;

Calcular o erro total na malha;

Caso se tenha a solugdo exata, o valor do erro real pode ser calculado, tornando possivel
o caleulo do indice de efetividade do erro - effect;

ot

8. Definicdo dos elementos que serdo refinados: para o vetor de elementos, ordenado pelo
erro, & feito o somatério da solugdo, que no caso contém o erro da aproximacio, até
que se atinja 65% do erro total, sendo os elementos computados até entdo aqueles que
necessitam refinamento. O nimero 65% foi escolhido apés alguns testes, com base na
experiéncia do orientador e também do Prof. Leszek Demkowicz, autor da teoria de
refinamento unidimensional.

7. Para os elementos selecionados acima, obtém-se seus elementos geométricos corres-
pondentes, define-se a ordem de interpolacdo p desejada como sendo a ordem atual
menos um. Cria-se um objeto do tipo TPZ0OneDRef, 0 qual analisa arestas em busca
das ordens de refinamento 6timas, conforme sera descrito posteriormente, e realiza-se
a chamada para o método AnalyseElement, o qual, para cada elemento, analisard os
requisitos de refinamento de suas arestas e verificard qual o refinamento 6timo a ser
utilizado no elemento;

8. Com os parametros de refinamento especificos para cada elemento, estes sdo passa-
dos para método CreateCompMesh, o qual retornard a malha computacional refinada
segundo os pardmetros hp passados.

void MeshError (TPZCompMesh *fine, TPZCompMesh *coarse, TPZVec<REAL>
&ervec, void (F*I){TPZVec<REAL> &loc, TPZVec<REAL> &val, TPZFMatrix
&deriv),TPZVec<REAL> &truervec)

Este método calcula a diferenca entre duas aproximacbes e caso seja fornecida a solucio
exata, calcula também o erro real da aproximacao.
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Os parametros do método sio:

Para

fine:

(W3]

fine: malha refinada;
coarse: malha com ordem de refinamento menor que fine;
ervec: vetor contendo o erro entre as aproximacdes em cada elemento;

void (*f)(loc,val,deriv): funcdo que pode conter a solugdo analitica para o problema,
sendo passado em loc, o ponto, em wal o valor da funcdo e em deriv o valor de sua
derivada;

truervec: vetor contendo o erro real da aproximacéo. S6 é calculado caso (*f) nfo seja
nulo;

o calculo do erro sdo feitos os seguintes procedimentos para cada elemento da malha

. Verifica-se se o elemento é proveniente de um espaco interpolado (TPZInterpolatedEle-

ment);

Procura-se na malha coarse o elemento que contenha o elemento interpolado identifi-
cado acima e o respectivo elemento geométrico associado a este;

. A definicdo do nivel de refinamento é feita através de procedimento recursivo de ob-

tencao do elemento pai do elemento fine, até que este seja igual ao elemento coarse
associado, fato que ird ocorrer pelo refinamento ser hierdrquico. Tendo-se o elemento
pai de fine, correspondente ao elemento coarse, é possivel a identificacdo do elemento
geométrico correspondente a este.

Com os elementos geométricos, identificados acima, é possivel calcular a transformacao
entre estes elementos geométricos e seus respectivos elementos mestres - pardmetro
dimensao.

Os valores de dimensao s&o passados como parametro para classe TPZTransform, a
qual serd descrita posteriormente, de tal forma que o objeto gerado possa calcular a
transformacdo entre os elementos mestres associados aos elementos fine e coarse.

Com o objeto transformacdo calculado acima, é possivel aplicar essa transformacao
aos pontos de integracdo do elemento da malha fine, de tal forma a levar esses ao
mesmo espaco do elemento coarse, e assim tornar possivel o célculo da diferencga da
aproximacao entre os dois elementos.

O calculo do erro no elemento é feito através do método ElementError, descrito na
seqiiéncia.
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REAL ElementError (TPZInterpolatedElement *fine, TPZInterpolatedElement
*coarse, TPZTransform &tr, void (*f)(TPZVec<REAL> &loc, TPZVec<REAL>
&val, TPZFMatrix &deriv),REAL &truerror)

Neste método é calculado o erro entre a aproximacéo de dois elementos interpolados, um
relativo & malha fine e outro proveniente da malha coarse, com a transformacio entre estes
passada através do objeto ¢r. Caso tenha-se também a solugio exata (*f) o erro real da
aproximacao é retornado em fruerror.

O procedimento para o calculo é o seguinte:

1. As solucbes passadas em cada elemento s@o transformadas, como o realizado em pés
processamento normal, nas funcdes de forma e respectivo gradiente relacionados ao
elemento.

2. Com as fung¢des calculadas, estas sao rotacionadas de tal forma que seus eixos coincidam,
sendo os valores da solucao recalculados em relacdo a esses eixos. Para o célculo da
solucdo é utilizada uma regra de integracdo de ordem 20 (20 pontos de integragio).
Isso & feito pelo fato da precisfo desse calculo poder interferir no valor do erro.

3. Com os valores das solucdes referenciando aos mesmos eixos, torna-se possivel calcular
o erro, o qual pode ser obtido através da norma Ls, ou através da semi-norma do erro
(diferenca entre os valores dos gradientes das solugdes).

void AnalyseElement (TPZOneDRef &f, TPZInterpolatedElement *cint, TPZS-
tack<TPZGeoEl *> &subels, TPZStack<int> &porders):

Neste método s@o realizados os célculos e chamadas necessarias & definicdo dos pardmetros
de refinamento h—p. Para tal, so dados um objeto do tipo TPZOneDRef - f e um elemento
computacional - cint.

O resultado da anélise serd retornado em subels - refinamento A e porders - refinamento
D

A anélise consiste em:

e Obter os seguintes dados de cini: elemento geométrico associado, subelementos asso-
ciados, nimero de nés, nimero de arestas, solucdo U nos noés etc;

e Para cada aresta:

— obter a lista de sub elementos associados ao lado,

— calcular a dimensdo destes (serd igual para todos, pois estes sdo provenientes de
um refinamento uniforme)

— obter os dados dos blocos associados aos nés para possibilitar a obtencao da solugao
U a estes associados,
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— realizar a anélise unidimensional com base em f - BestPattern, passando como
parédmetro a matriz com a soluc¢do nos blocos dos nés associados aos subelementos
de cint, os identificadores dos nds destes subelementos, a ordem p atual destes
subelementos e a dimensao dos subelementos - delz. Conforme serd descrito pos-
teriormente, serdo retornados os pardmetros p; e ps O0timos ou a necessidade de
refinamento p (p; = —1), sem refinamento h;

— criar um objeto de padrao de refinamento - TPZRefPattern e inserir os resultados
da anélise unidimensional nele;

— inserir o padréo de refinamento deste lado em um vetor, o qual conterd os padroes
de refinamento de cada aresta do elemento;

e Com o vetor de padrdes de refinamento para todas as arestas do elemento, este é
passado como pardmetro para o método DeduceRefPattern, o qual analisard todos os
parametros e definird o padréo de refinamento do elemento.

void DeduceRefPattern (TPZVec<TPZRefPattern> &refpat, TPZVec<int> &cor-
nerids, TPZVec<int> &porders, int originalp)

Esse método calcula as ordens de interpolagdo p para todos os subelementos, sendo aqui feita
a analise dos dados provenientes do estudo unidimensional de cada aresta, transformando
estas informacoes em padrdes de refinamento para o elemento.

Os parametros de entrada so:

e refpat: vetor contendo os padrdes de refinamento para cada aresta do elemento;

e cornerids: vetor contendo os identificadores dos nés, os quais estao referenciados dentro
dos objetos de padrao de refinamento;

e porders: retornard o vetor contendo as ordens de refinamento p de cada aresta do
elemento;

e originalp: ordem de refinamento p original do elemento, proveniente do refinamento
unidimensional;

As operagdes aqui realizadas, com notacdo ilustrada na Figura (5.5) s@o as seguintes:

e Calcula-se o erro total no elemento, como sendo a soma dos erros obtidos através do
refinamento 6timo de suas arestas;

e Os componentes do vetor de padrdes de refinamento, com erros da ordem de 1072 do
erro total sdo desprezados;
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Figura 5.5: Deducao do padrdo de refinamento em um no
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e Verifica-se a necessidade de refinamento kA em qualquer um dos pontos analisados.
Caso isso ocorra em pelo menos um ponto, serd realizado refinamento h. Caso nao
seja necessario o refinamento A, o refinamento p serd uniforme, com p igual ao maior
refinamento p constante no vetor de padroes de refinamento;

e No caso de necessidade de refinamento h, os nés de canto sdo ordenados em funcdo do
erro 6timo obtido quando da analise unidimensional;

e Em seguida, novamente sdo desprezados nés com erro pouco significativo em relacdo
ao erro total do elemento;

e Para cada no, verifica-se se este corresponde a um dos nés do padrdo de refinamento e,
em caso afirmativo, verifica-se se a ordem A a ser adotada é a relativa ao subelemento
1 h; ou relativa ao subelemento 2 hy;

e A ordem p é redefinida como sendo a ordem original - originalp, dividida por 2 e
acrescida de um, de modo a compatibilizar o nimero de graus de liberdade anterior e
novo.

void Sort (TPZVec<REAL> &vec, TPZVec<int> &perm) e void HeapSort
(TPZVec<REAL> &sol, TPZVec<int> &perm)

Meétodos de ordenacao de componentes de vetores, utilizados para ordenar lados de elementos
em termos de sua ordem de refinamento ou de seu erro;
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Figura 5.6: Transformacéo linear de espagos
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TPZCompMesh* CreateCompMesh (TPZCompMesh *mesh, TPZVec<TPZGeoEl
*> &gelstack, TPZVec<int> &porders)

Retorna uma malha computacional criada através de uma dada malha computacional *mesh,
do vetor de elementos geométricos que devem ser refinados gelstack e de um vetor de ordem
de refinamento p porders, relativo a cada elemento passado em gelstack.

Com os elementos de gelstack e com as ordens de refinamento, é possivel a criacao dos
elementos computacionais através do método CreateCompFEl Os elementos criados sdo inse-
ridos, com a devida ordem de refinamento, em uma malha computacional a qual referencia
mesh.

5.2.2 Classe TPZTransform

Implementa a transformacao linear de espagos R, para R,, com n < 3.

As operacOes feitas dentro da classe consistem na definicdo da operagdo de mapeamento,
a qual consiste na aplicagdo de uma translacdo somada a uma rotagdo, conforme mostrado
na Figura (5.6).

A rotagio é definida através da matriz fMult enquanto a translacdo é definida pela matriz
fSum. A matriz é armazenada em fStore tendo dimensdes fCol e fRow.
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5.2.3 Classe TPZTransfer

Implementa a transferéncia de solucdes e residuos entre espacos “hierarquicos”, sendo acumu-
ladas as transformagoes realizadas a cada refinamento da malha, possibilitando o célculo da
matriz de transformacao.

5.2.4 Classe TPZMGSolver

Implementa a seqiiéncia de operacoes do método multigrid, incluindo ciclos multigrid, arma-
zenamento da matriz de transferéncia, vetor de malhas e malha grossa inicial.

5.2.5 Classe TPZOneDRef

Essa classe tem por objetivo definir o melhor refinamento hAp em um elemento linear. Esse
elemento linear, no caso do ambiente PZ, inclui arestas de elementos bi-dimensionais e tri-
dimensionais.

O processo consiste em: dada a solucdo em elementos uniformemente refinados hp, de
ordem 7 + 1, verificar qual o refinamento do elemento pai, de ordem n, que melhor aproxima
a solucdo uniformemente refinada.

Para tal, os par&metros que devem ser fornecidos & classe sio:

e Solucdo U nos elementos refinados, provenientes do elemento em anélise, apds este
sofrer um refinamento uniforme hp;

e Ordem das funcdes de forma dos elementos pequenos p; e p;

e Dimensdo do elemento refinado A,, com a qual serd possivel calcular a transformacéo
entre elementos refinados e ndo refinados;

Com estas informagdes é possivel determinar as fun¢des de forma dos elementos, bem como
as transformacOes entre elementos refinados e o elemento n&o refinado, sendo possivel a
transferéncia da solucao fornecida nos subelementos para o elemento pai.

A Figura (5.7) ilustra a forma de utilizacdo desta classe, sendo seus métodos descritos na
seqliéncia.

Construtor: TPZOneDRef (int nstate)

No construtor sdo criadas todas as matrizes K (matriz de rigidez sem considerar os nés com
restricoes), F' (vetor de carga), U (solugdo procurada) e M (matriz auxiliar), dos elementos
refinados e dos elementos grandes, considerando um tamanho fixo, sendo definida como ordem
maéaxima de interpolag@o 10. Esse valor foi escolhido com base na préatica, uma vez que ordens
de interpolagdo muito elevadas podem causar grandes oscilacbes entre os noés, afetando a
estabilidade numérica do cédigo.
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Figura 5.7: Interface da Classe TPZOneDRef
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A matriz M tem a funcdo de armazenar os valores relativos & solucdo, incluindo os nos
com restrigao.

O parametro nstate indica o niimero de varidveis de estado que terd o vetor solucao.

Feito o dimensionamento desses vetores, estes j& sdo inicializados pelo método Integrate-
Matrices().

void IntegrateMatrices()

No ambiente PZ, os aspectos geométricos e computacionais de malhas e elementos sdo sepa-
rados. Desta forma, dada a ordem de refinamento de cada elemento, que no caso é fixo, e
também as funcgdes de forma, que sdo calculadas com respeito ao elemento mestre em termos
de bases hierarquicas, é possivel a montagem das matrizes de rigidez dos elementos refinados
e do elemento ndo refinado.

Assim, sdo feitos os seguintes célculos:

FMS,S; = /ﬁ_wsi_.;bsj_.dﬁl (5.12)
1
FMSB = [ tety,.d8h (5.13)
1
FMS,B = /STwsi_.wbj_.dfzz (5.14)
2
MBB = 5. W .dO) 5,
f Sz, et A (5.15)
FfKS,S, = /Q~ ARV o (5.16)
1
fKSB-——/ W dQ 5.17
14 = Q'vl‘si".bj.‘ 1 ( : )
FKS,B = ]H;b;i,gbg,j,dﬁz, (5.18)
2
B= D) 5.
fKB /§1+52 zr/}bi. ij. dQ (D 19)

As funcoes v, e Yp,s80 as funcgdes de forma dos elementos refinados e do elemento
nio refinado, respectivamente, sendo seu calculo realizado através do método TPZShape-
Linear::ShapelD(int ptz, int order, TPZMatriz phi, TPZMatriz dphi, int id), onde ptx é o
ponto onde se quer calcular a func¢do, order indica a ordem com a qual devem ser criadas
as funcoes de forma, pht é a matriz onde serdo armazenados os valores da funcdo pht e dphi
serd a matriz onde serdo armazenados os valores calculados para a derivada de phi. A Figura
(5.8) ilustra a notagdo utilizada.
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Figura 5.8: Notacao para as funcbes de forma
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REAL BestPattern (TPZFMatrix &U, TPZVec<int> &id, int &pl, int &p2, int
&hpl, int &hp2, REAL &hperror, REAL delx)

Este método é o Unico método publico, além do construtor, da classe e faz a chamada de
todas as funcdes necessarias & obtencdo dos parAmetros A — p 6timos.
Os parametros de entrada s&o:

e [: matriz com os resultados obtidos através do refinamento uniforme h — p;

e id: vetor com os identificadores dos nés, utilizado para a correcio das funcdes de forma.
Isso é necessario em funcdo da implementacio atual considerar que uma fungdo inicia-se
no né de identificador menor e termina no né de identificador maior;

e pl e p2: ordens dos polinémios dos subelementos 1 e 2, obtidos ap6s o refinamento
uniforme;

e hpl e hp2: ordens dos polinémios para os subelementos 1 e 2 os quais minimizam o
erro e o nimero de graus de liberdade;

e hperror: retornard o erro correspondente aos parametros A — p 6timos calculados;

e delr: dimensdo geométrica dos subelementos. Esse valor é necessario para o célculo
das transformagdes entre subelementos e elemento néo refinado (calculo do Jacobiano
da transformagéo linear).

Com estes dados e com os valores das matrizes calculadas quando da criagdo do objeto, serao
realizadas as seguintes operacoes:
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e Verificacdo das funcgoes de forma dos elementos - método TransformU;
e Transporte da solucdo dos subelementos para o elemento nio refinado - método LoadU;
e Nova verificacao das funcbes de forma - TransformU;

e Céalculo do ntimero de graus de liberdade numdof, sendo adotado o valor do elemento
de maior namero de graus de liberdade decrescido de um, pois buscamos uma solugdo
com um numero de graus de liberdade menor do que a solugdo uniformemente refinada;

e Define-se ordem P, =1e P, = numdof + 1 — Py;
e Calcula-se o erro desta primeira aproximacao - besterror ;

e Varia-se pi;de 2 até numdof — 1, com py = numdof + 1 — P, e para cada combinacdo
calcula-se o erro - método Error(int p1, int p2). Caso o erro obtido em uma determinada
iteracdo seja menor que besterror, esse é redefinido com o novo valor e P, = p; e
P, = py. Ao final de todas as iteragles ter-se-4 a melhor combinacio A — p e 0 menor
erro possivel;

e A ultima verificacdo que é feita é a nao utilizacdo do refinamento %, e o calculo do erro
- método Error(int pb). Caso o erro obtido seja menor, a ordem p; calculada é definida
como 6tima e retornada em hp; sendo hp, definido como -1, de modo a identificar a
nao utilizacdo do refinamento A;

Os métodos citados acima sao descritos na seqiiéncia.

TransformU(TPZFMatrix &U, TPZVec<int> &id, int pl, int p2)

O método TPZOneDRef::TransformU(TPZFMatriz &U, TPZVec<int> &id, int p1, int p2)
realiza uma compatibilizacdo das fungdes de forma de ordem impar. Isso acontece pelo fato
destas fungdes poderem satisfazer as condigdes necessarias para uma fungdo de forma de duas
maneiras distintas, ou sendo céncava ou convexa no trecho entre o né inicial e o primeiro né
intermediério.

A convenc¢do adotada no PZ é que a funcdo sempre deve ser orientada do né de menor
identificador para o né de maior identificador, conforme mostrado na Figura (5.9).

LoadU (TPZFMatrix &U, int pl, int p2, REAL delx)

Neste método, a solucdo U, proveniente do refinamento uniforme A — p, é passada para
os elementos refinados da classe, considerando que os elementos refinados terdo ordem de
refinamento pp = p; + P2 — 2, onde p; e p; sd0 as ordens das funcgdes de forma dos elementos
provenientes do refinamento uniforme. O pardmetro delr representa a menor dimensdo dos
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Figura 5.9: Convencdo para funcdes de ordem impar
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elementos refinados, sendo utilizada para o cédlculo da transformacdo entre os elementos
refinados e o elemento nao refinado.

Com a transformacdo calculada, aplica-se o Jacobiano da transformacdo as matrizes de
rigidez j4 calculadas e tem-se a matriz de rigidez dos elementos refinados em termos do espago
do elemento ndo refinado.

Através de um poés-processamento normal, dada a solucao no elemento refinado, é possivel
encontrar-se a solucdo no elemento nao refinado.

Outro procedimento feito é tornar nula a solugéo nos noés extremos (n6 0 e n6 2), de modo
a possibilitar a solucao de um problema tendo como malha os dois elementos refinados. Desta
forma, considera-se que o erro nesses pontos serd nulo, sendo considerado o erro relativo ao
restante do dominio. Os procedimentos sio ilustrados na Figura (5.10).

void BuildStiffness (int pl, int p2, TPZFMatrix &stiff)

Esse método calcula a matriz de rigidez, com base nas ordens de refinamento p; e po, retor-
nando a matriz gerada em stiff.

Os valores da matriz sdo aqueles calculados no método IntegrateMatrices(), entretanto,
por motivo de consideracdo de condigbes de contorno Dirichlet homogéneas, os nds de extre-
midade da malha, onde a resposta é fixada em zero, ndo sdo considerados quando da alocacdo
da matriz stiff.

IMPLEMENTACAO DO ESTIMADOR DE ERROS E DA AUTO - ADAPTABILIDADE 5!
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Figura 5.10: LoadU - transferéncia de blocos
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REAL Error (int pl, int p2)

Este método retorna o erro minimo que pode ser obtido utilizando-se ordens de refinamento
p; € pe nos subelementos.
Para tal é realizada a seguinte seqiiéncia de operagoes:

1. Gera-se uma matriz de rigidez stiff - método BuildStiffness(p1,p2,stiff), tendo como
parametros p; € po;

2. Gera-se o vetor de residuos rhs, tendo o cuidado de utilizar a mesma estrutura de
alocacéo de blocos utilizado na geracdo da matriz de rigidez;

3. Calcula-se a solugdo do problema stif f % u,.; = rhs. Para tal utiliza-se um solver do
tipo LDLT, sendo o resultado retornado na matriz rhs;

4. E calculada a diferenca entre a solugdo inicial e a solucio aqui calculada Ay = u — Upef;

5. O erro é entdo calculado através de (77), substituindo Au e lembrando que : Kj; =
> 2 ¥it; , corresponde a matriz de rigidez global, temos:

erro = Z Z Au.K.Au

L)

REAL Error(int pb)

Este método calcula o menor erro que pode ser obtido sem a utilizacdo de refinamento A,
com um refinamento geral p,, sendo realizadas as seguintes operagses:
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1. Gera-se um vetor de residuos rhs, de ordem p, — 1, com base no vetor de residuos
original (obtido do elemento uniformemente refinado A — p);

2. Gera-se uma matriz de rigidez para o elemento nfo refinado. Como ja existe uma ma-
triz de rigidez calculada para os elementos refinados, esta é aproveitada, sendo sob ela
aplicada a transformacdo adequada (aplicacdo do Jacobiano)

stif f = —— % FKSS
Az

3. Calcula-se a projecao da solugao do elemento refinado no elemento néo refinado, sendo
essa considerada sua solugdo para o trecho de sobreposi¢ao com o elemento refinado.

4. Resolve-se o sistema gerado stif f * upes = rhss;

o

. Ajustam-se os blocos de matrizes, de tal forma a se chegar ao padrdo utilizado pelo
ambiente PZ, onde os blocos dos nds com restrigdo nao sdo considerados durante esse
calculo, pois seus resultados sdo conhecidos e nulos;

6. Calcula-se Au = u — Upgs ;

=1

Da mesma forma que descrito no método anterior, o erro & dado por:

erro=>_ > AuK.Au
i g

struct TPZRefPattern { int fId[3]; int fp[2]; int fh[2]; REAL fhError; REAL
fError; }

Esta ¢ uma estrutura de armazenamento de informacges de refinamento unidimensional,
sendo considerado sempre que a estrutura consiste de um elemento refinado uniformemente
em h — p, tendo assim dois subelementos gerados. Seus objetos armazenam as seguintes
informacgoes:

e fId[3]: armazena os identificadores dos nés iniciais e finais dos subelementos;
e fp[2]: armazena a ordem de refinamento p para cada um dos subelementos;
e fh[2]: armazena a ordem de refinamento h para cada um dos subelementos;

e fhError: armazena o menor erro obtido através de refinamento h podendo ter ou néo
refinamento p:

e fError: menor erro obtido entre fhError e o erro obtido por refinamento p simples:
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Figura 5.11: Problema de Laplace
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5.3 Resultados obtidos

Para a validacdo deste modelo foi utilizado o problema de Laplace, com dados indicados
na Figura (5.11), onde as condigdes de contorno séo colocadas como sendo o gradiente da
solucdo. O problema é dado por:

Au=0z€Q (5.20)
As condicgbes de contorno aplicadas sao tais que %% corresponde a solugdo exata:
3 . /1 T .
u(r,8) = °+/rsin (-3— (9 + 5)) (5.21)

Esta solucdo analitica possibilita o cdlculo do erro real em cada elemento e desta forma
verificar o indice de efetividade do estimador de erros implementado.

O método multigrid implementado no ambiente PZ apresentou para este modelo a taxa
de convergéncia apresentada na Figura (5.12).

A efetividade obtida é mostrada na Figura (5.13), apresentando um configuracio assin-
totica. No caso do modelo implementado esta efetividade chegou a aproximadamente 80%
para 1500 equagbes. Dadas as restrigdes de equipamento (disponibilidade de memoria), o
problema modelo foi adaptado em 25 passos sendo as verificagoes feitas até 1600 equagdes.

O tempo de processamento acumulado (tempo contado a partir do inicio do programa),
para cada passo do processo é apresentado na Figura (5.14), sendo o nimero de equagdes
representado na abscissa igual ao nimero de equagdes da malha original a ser adaptada, ou
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Figura 5.12: Convergéncia do Erro - Modelo de Estimacao Global
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Figura 5.14: Tempo de Processamento - Modelo de Estimacao Global
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seja & representado o tempo necessario para a obtencdo da malha adaptada para uma malha
com aquele namero de graus de liberdade. O equipamento utilizado neste teste foi um PC
DUAL Athlon 1.2 GHz, com 1.0 GB de memoéria RAM padrdo DDR (233MHz).

As malhas obtidas nos passos adaptativos sdo apresentadas na Figura (5.15), onde sdo
apresentadas as malhas ap6s 2, 5 e 10 passos adaptativos.
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Figura 5.15: Malhas adaptadas apés 2, 6 e 10 passos adaptativos - Escala de cores indica
ordem de refinamento p
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Capitulo 6

Estimador de Erro através de Sub-malhas

Conforme descrito anteriormente, a metodologia base para o trabalho é aquela implementada
em [8] e j& implementada no ambiente PZ.

A diferenca entre a metodologia ja4 implementada e a metodologia aqui proposta consiste
na forma da obtencdo da solucgfo refinada para estimacg8o de erro e obtencdo do padrdo de
refinamento do elemento.

O método consiste na utilizacdo de espagos reduzidos para o refinamento uniforme da
malha e posterior aproximacao do resultado local.

A obtencdo do erro na aproximacao e analise do padrao de refinamento é feita localmente,
sendo para tal a malha dividida em um conjunto de elementos, a partir de agora denomi-
nados “elementos de referéncia do patch”, os quais formam uma parti¢do da malha, ou seja,
o conjunto resultante da unido destes elementos é a propria malha, enquanto o conjunto
interseccio destes elementos é um conjunto vazio.

A partir destes elementos é formado um patch de elementos, os quais servirdao de base
para a criacao de uma malha clone. Esta malha clone tem solucgéo inicial igual & solucao da
malha original.

Da mesma forma que para a metodologia proposta anteriormente, a malha clone sofre um
refinamento hp uniforme sendo sua solugdo utilizada como valor de referéncia para estimar
o erro nos elementos associados ao elemento de referéncia da malha clone.

Este gerenciamento de elementos de referéncia para o patch, patches de elementos, malhas
clone, malhas clone refinadas etc é, com certeza, a contribuicdo tecnolégica deste trabalho
sendo descrita em pormenores na seqiiéncia. O funcionamento do método é mostrado de
maneira esquematica na Figura (6.1).

Em primeiro lugar sdo abordados os aspectos relacionados ao estimador de erros utilizando
um subespaco, ao invés do espago de aproximagoes do problema.

Na seqiiéncia sdo descritos os aspectos envolvidos na escolha dos elementos de referéncia
para o patch, a formacao dos patches, a criagdo das malhas clone e seu refinamento, a obtencéo
do erro e com base neste a escolha do padrao de refinamento dos elementos e a adaptacéo da
malha original.

63
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Figura 6.1: Estimador de Erros - Obtencdo Local
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Na secao posterior sao enfatizados os aspectos relativos & implementagdo, descrevendo-se
as classes implementadas bem como suas varidveis, métodos e fungdes.

Para finalizar sdo mostrados os exemplos utilizados na validac¢io do c6digo, os resultados
obtidos e comentarios a respeito destes.

6.1 Estimador de Erros Baseado em Subespacos

Quando se considera a utilizacdo de subdominios para obtencdo de um estimador de erros,
o primeiro fato que deve ser atentado é que nfo estard sendo levado em consideracdo o erro
devido ao restante da malha, ou seja, estara se desprezando o erro por acoplamento. A parte
desprezada do erro serd maior quanto menor for o subespago utilizado em relagdo ao espago
do dominio do problema.

De fato, no caso de utilizagdo do menor subespaco possivel, que seria a anéalise elemento a
elemento, ndo hé garantias tedricas para que o estimador venha a convergir para o erro real,
ver [1].

Intuitivamente, quanto maior o subdominio considerado, mais o resultado se aproximaré
do resultado apresentado na equacgdo (4.8), onde a convergéncia é demonstrada.

Assim, um problema a ser estudado futuramente serd a definicdo de qual dimensio de
subespaco utilizar, de modo a compatibilizar a convergéncia do método com o custo compu-
tacional gerado pela resolugdo de um subespaco refinado.

6.1.1 Subespacgo proposto - Definicao do patch de elementos

Diversas metodologias podem ser adotadas na escolha, sendo aqui definido como critério
bésico a necessidade dos elementos de referéncia para a formacgdo dos patches formarem uma
particdo da malha conforme j& mencionado.

De maneira a facilitar o entendimento deste estudo, faz-se necesséria a defini¢do de alguns
termos que serao utilizados de agora em diante:

e Elemento de Referéncia do Patch: consiste de um elemento geométrico da malha ori-
ginal, tendo como caracteristica especial o fato de ser o maior elemento ancestral a ter
vizinhos. O elemento de referéncia pode ou n&o ter sido refinado, tendo subelemen-
tos!. A forma de escolha dos elementos de referéncia sera descrita adiante com maiores
detalhes;

10s elementos no ambiente PZ tem duas representacdes: uma geométrica e outra computacional. Os
elementos geométricos guardam referéncias para seus subelementos e também para o seu elemento pai. Estas
caracteristicas tornam possivel a identificacio de toda a “genealogia” de um elemento necesséaria as operagbes
descritas. Maiores detalhes podem ser encontrados em [10].
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e Paich: é um conjunto de elementos formado pelo elemento de referéncia do patch ao
centro, e por todos os elementos vizinhos ligados a ele diretamente, ou cujos nés sofram
contribuicdo do elemento de referéncia ou de um de seus subelementos.

A forma de obtencdo dos elementos de referéncia do patch, aqui adotada, é a seguinte:

Algorithm 1 Obtencao dos Elementos de Referéncia dos Patches

1. Definir uma lista vazia de Elementos de Referéncia do Paich - Stack <Elementos>
ElRefPatch

2. Para todos os elementos da malha original (malha a ser adaptada)

(a) Criar uma lista de elementos ancestrais ao elemento, inserindo o elemento anali-
sado na lista

(b) Inserir todos os ancestrais do elemento na lista de ancestrais, de tal forma que
o elemento analisado seja o primeiro da lista e o elemento ancestral mais antigo,
proveniente da malha original, seja o Gltimo

(c) Percorrer a lista de elementos ancestrais do final para o inicio e caso o elemento
analisado tenha vizinhos com nivel de refinamento igual ao seu, este elemento sera
definido como elemento de referéncia do patch, para o elemento analisado

(d) Verificar se o elemento definido anteriormente j& estd na lista de elementos de
referéncia do patch, em caso afirmativo passar para o proximo elemento da malha
original, em caso negativo, inserir o elemento na lista

Tendo-se os elementos de referéncia para os patches, o passo seguinte é, para cada patch,
identificar os elementos vizinhos ao seu elemento de referéncia, ou cujos nés contribuam para
o elemento de referéncia do patch ou de algum de seus subelementos.

Como exemplo, analisando a malha mostrada na Figura (6.2), temos:

| Nivel Denominagdo |
0 A: Al,Az,Ag, (A4)
1 B: Bl, Bg, Bg, (34)
2 C: 01,02,03,(04)
3 D Dl,Dz,D3,D4

Os elementos de nivel “0” sdo os elementos da malha original, sendo um desses elementos
Ay refinado, dando origem aos elementos de nivel “1” - elementos B;, dentre os quais o
elemento B, foi refinado , e assim sucessivamente. Caso fossemos montar o “patch” de alguns
elementos selecionados, teriamos:
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Figura 6.2: Ordem de Refinamento
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6.2 Implementacao do Estimador de Erros Local

Ressalta-se que o conhecimento do funcionamento do ambiente PZ é de extrema importéncia
para o entendimento dos métodos aqui implementados, principalmente naqueles relativos a
estrutura de malhas e elementos.

Como exemplo fundamental estd o caso de malhas geométricas e computacionais.

No ambiente PZ uma malha geométrica referencia a apenas uma malha computacional,
podendo, entretanto, varias malhas computacionais referenciarem a mesma malha geométrica.

Este dado é fundamental na implementacgao é feita na seqiiéncia, pois este gerenciamento
de apontadores é utilizado constantemente para a obtengdo de informagdes corretas, tais
como: indices de elementos, elementos vizinhos etc.

Para a implementa¢io da metodologia proposta decidiu-se pela adogdo da estrutura de
classes proposta na Figura (6.3).

Sao implementadas trés classes:

e TPZAdaptMesh: classe responsavel pelo gerenciamento do processo adaptativo;
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Figura 6.3: Estrutura de Classes para Implementacdo da Estimacao de Erro Localmente
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e TPZGeoCloneMesh: implementa uma malha geométrica a partir de um patch de ele-
mentos de referéncia. A cada elemento desta classe corresponde um elemento da malha
geométrica original. As referéncias & malha original sdo definidas e armazenadas nos
objetos desta classe;

e TPZCompCloneMesh: implementa uma malha computacional, a partir da malha clone
geométrica - TPZGeoCloneMesh. Além dos elementos deste objeto ter a mesma solugdo
que os seus elementos de referéncia na malha computacional, também sio implemen-
tadas condicOes de contorno nos bordos da malha onde, na malha original, existiam
elementos vizinhos;

Além destas novas classes implementadas, também foi necessrio a implementacgéo de algu-
mas fungGes na classe TPZCompMesh, de modo a possibilitar a obtencio dos elementos de
referéncia para o clone copiar os materiais da malha e também a criacdo de uma copia de
uma malha computacional.

Funcoes de classes ja implementadas foram atualizadas, de modo a atender os requisitos
destas novas classes implementadas.

A justificativa pela adog@o desta estrutura é tornar possivel a implementacido da meto-
dologia descrita anteriormente, tendo por base as ferramentas que o ambiente PZ oferece.

Assim, fazendo um paralelo com a metodologia proposta, o objetivo é, através de um
conjunto de elementos, que forme uma parti¢do da malha, criar para cada um destes elementos
um patch, formado pelo préprio elemento mais seus vizinhos. Este patch seria equivalente a
malha coarse, no método base.

Seguindo a metodologia proposta, sobre este patch serd realizado um refinamento hp
uniforme para entao tomar esta solu¢édo como a solucdo de referéncia no calculo do erro.
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A obtencao dos elementos de referéncia e dos patches através de fungbes incrementadas
a classe TPZCompMesh tem objetivo claro: obter os patches que servem de base para o
método.

J4 a criagao das trés classes propostas estd relacionado 4 estrutura do ambiente PZ onde
os elementos e malhas no PZ tem sua implementacfo dividida em dois conjuntos bésicos:

e geométricos: implementam os aspectos relacionados & topologia de malhas e elementos;
e computacional: implementa os aspectos e fungdes algébricas sobre estes elementos.

Todos os métodos de resolucdo do PZ estdo ligados ao fornecimento de uma malha, con-
tendo todas as suas informacdes, tais como dados de materiais, topologia e conectividade dos
elementos e n6s além das condicbes de contorno.

Assim, a intencdo das implementacdo das classes TPZGeoCloneMesh ¢ TPZCompClo-
neMesh é transformar o patch de elementos selecionados em uma nova malha, malha esta
com caracteristicas idénticas a malha original, excetuando-se que para os nds, arestas e faces
limites desta malha serdo impostas condicoes de contorno do tipo Dirichlet, com valor da
varidvel de estado imposta como sendo o valor da solucao originais nestes elementos.

J4 a classe TPZAdaptMesh faz o gerenciamento do processo adaptativo, conforme serd
descrito na seqiiéncia.

A descrigdo dos métodos implementados foi dividida em termos de classes, sendo para
cada classes descritos as variaveis, func¢oes e métodos da classes. A forma de apresentacdo
das classes é feita de tal forma a apresentar os métodos da interface com o usuério para a sua
implementac@o, ou seja, a apresentagdo é feita das classes e funcdes de alto nivel (interface
com o usuario) para as classes e fungdes de baixo nivel (implementagéo).

6.2.1 Classe TPZAdaptMesh

Esta classe é responséavel pelo gerenciamento do processo adaptativo. A interface da classe é
simples, sendo necessario para a obtencdo da malha adaptada seguir os seguintes passos:

1. Criar um objeto: isto é simples, pois o construtor padrao da classe néo requer argumento
algum, assim isto é feito da seguinte forma: TPZAdaptMesh adapt; No caso, adapt foi
o objeto criado.

2. Definir a malha computacional sobre a qual quer se obter a malha adaptada. Isto é
feito através da funcio void TPZAdaptMesh::SetCompMesh(TPZCompMesh *mesh);
Aqui a malha mesh foi passada para a funcdo como a malha a ser adaptada.

3. Requerer o cdlculo da malha adaptada: isto é feito através da funcdo TPZCompMesh*
TPZAdaptMesh::GetAdaptMesh(REAL &error, REAL & truerror, TPZVec<REAL>
Eervec, void(*f)(TPZVec<REAL> &loc, TPZVec<REAL> Eval, TPZFMatriz éde-
riv), TPZVec<REAL> &truervec, TPZVec<REAL> &effect), sendo devolvida pela
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funcdo, além da malha adaptada, informacgGes relativas ao erro estimado e ao erro real,
caso se tenha a solucdo analitica para o problema analisado. Observe que, conforme
seré descrito na segiiéncia, todos os paradmetros passados para a fungdo sao pardmetros
que retornardo informacoes.

Estas trés linhas que sao necessirias para a obtencdo da malha adaptada pode ser vista como
um exemplo de utilizacdo da orientacao a objetos para esconder a complexidade de cédigos,
complexidade esta que é melhor descrita na seqgiiéncia, com a descri¢do da classe.

Variaveis / Atributos

e TPZCompMesh *fReference: armazena a malha de referéncia, ou seja, a malha sobre
a qual estd se querendo obter a malha adaptada;

e TPZStack < TPZGeoEl * > fGeoRef: armazena a lista de ponteiros para os elementos
de referéncia dos patches, sendo estes ponteiros referidos 4 malha de referéncia;

e TPZStack < TPZGeoEl * > fPatch: armazena os patches de todos os elementos sob a
forma de uma lista continua, como em um armazenamento de matriz skyline;

e TPZStack < int > fPatchinder: armazena os indices de inicio dos elementos de cada
patch em fPatch.

e TPZStack < REAL > fElementError: armazena o erro em cada elemento da malha
original, apés o seu célculo;

e TPZStack<TPZCompCloneMesh *> fCloneMesh: lista com as malhas computacionais
relativas a cada patch;

e TPZStack <TPZCompMesh *> fFineCloneMesh: lista com as malhas computacionais
uniformemente refinadas em hp;

Funcoes e Métodos

void SetCompMesh(TPZCompMesh * mesh)

Define a malha sobre a qual est4 sendo feito o processo adaptativo, inicializando todas as
estruturas de dados.

TPZCompMesh * GetAdaptedMesh(REAL &error, REAL &truerror, TPZVec<REAL>
&ervec, void (*f)(TPZVec<REAL> &loc, TPZVec<REAL > &val, TPZF Matriz &deriv), TPZ-
Vec<REAL> &truervec, TPZVec<REAL> &effect)

Os parametros informados ao método sdo:

e error: ird retornar o erro estimado para malha, com a utilizacdo dos padrdes de refi-
namento calculados;
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e truerror: iré retornar o erro real devido a utilizacdo do padrao de refinamento caso se
disponibilize uma funcéo com a solucdo analitica para o problema em questdo.

e ervec: neste vetor serd retornado o erro estimado para cada elemento da malha original;

e (*f)(loc,val,deriv): esta funcgfo indica a solugdo analitica para o problema, caso esta
ndo seja conhecida basta ser passado um nulo (0);

e truervec: caso se tenha a solucdo analitica, este vetor retornard o erro real em cada
elemento;

e cffect: vetor que retornard a efetividade do estimador de erros em cada elemento, caso
tenha sido informada a solugéo analitica.

Este método € o responsével pela execugio do processo adaptativo. Aqui sfo realizadas as
seguintes tarefas:

1. Obtencao da lista de elementos de referéncia para o patch na malha original: isto é
feito através da funcdo void GetReferenceElements(), a descri¢io desta fungdo é feita
posteriormente;

2. Obtencao dos patches relativos aos elementos de referéncia encontrados. Isto é feito
através da funcdo void BuidReferencePatch();

3. Criacao das malhas clone. Os patches obtidos anteriormente sfo utilizados na criagdo de
malhas clone. Sao criadas na seqiiéncia a malha clone geométrica, sendo esta utilizada
na criacao da malha clone computacional. Somente sio armazenadas como variaveis da
classe as malhas clone computacionais, pois estas guardam referéncias para as malhas
clone geométricas. A funcgdo responsavel por estas operagdes é void CreateClones();

4. Para cada malha clone:

(a) cria-se uma malha uniformemente refinada, através da fungdo TPZCompMesh
* TPZCompCloneMesh::UnifomlyRefineMesh(), funcao esta da classe TPZComp-
CloneMesh que retorna uma malha proveniente do refinamento uniforme da malha
analisada. A descricdo desta classe, bem como da fungéo sera feita posteriormente;

(b) calcula-se o erro entre a solugdo da malha uniformemente refinada e da malha
clone original. Isto é feito através da fungdo TPZCompMesh * TPZCompClo-
neMesh::MeshError (TPZCompMesh *fine, TPZVec<REAL> & erro, void (*f),
TPZVec<REAL> &truervec). Funcdo esta que calcula o erro apenas no elemento
de referéncia do clone e em seus filhos. Caso se tenha a funcdo analitica, o erro
real também seré calculado.



72 CAPITULO 6. ESTIMADOR DE ERRO ATRAVES DE SUB-MALHAS

5. Apés ter se calculado o erro, devido ao refinamento uniforme, em todas as malhas
clone, teremos que o vetor de erros - fElementError, estard completamente preenchido,
tendo sido completada a estimativa de erro local. Ressalta-se novamente que o vetor de
erros tem sua indexacao relativa aos elementos da malha original, sendo na execugao
do método procurado o indice deste vetor ao qual corresponde o erro calculado através
dos clones.

A partir deste ponto, a implementacao base foi adaptada, de modo a operar também
com as malhas clone aqui implementadas.

6. Da mesma forma que no método base, o vetor de erros é ordenado, sendo entdo definidos
os elementos com erro significativo que terdao o seu padrio de refinamento hp analisado.
A definicdo dos elementos significativos seguiu o mesmo raciocinio feito no método base,
ou seja, sdo analisados os padroes dos elementos de maior erro, de tal forma que sejam
analisados elementos cuja soma total do erro seja de, no minimo, 65% do erro total
estimado.

7. Tendo o erro minimo para anélise, definido acima, o préximo passo é a anélise do padréo
de refinamento de cada elemento, isto é feito através da utilizacdo das malhas clone, em
funcdo de termos a solu¢do uniformemente refinada para estas malhas, armazenadas
em fFineCloneMesh. O célculo do padrdo de refinamento é feito através do método
void TPZCompCloneMesh::ApplyRefPattern(REAL minerror, TPZVec<REAL> error
, TPZCompMesh &fine, TPZStack<TPZGeoEl *> gelstack, TPZStack<int> &porder).
O método serd melhor descrito posteriormente, bastando atentar para o fato de que
no método serdo preenchidos os padrGes de refinamento de cada elemento da malha
original, através das listas gelstack e porder, as quais contém os elementos geométricos
e ordem de polindmio que deverao conter a malha adaptada;

8. Com os padroes de refinamento hp definidos, a funcdo TPZCompMesh * TPZAdapt-
Mesh:: CreateCompMesh (fReference,gelstack,porder), ir4 se encarregar de definir a
malha adaptada baseada na malha original e nos padrfes de refinamento anteriormente
calculados.

O diagrama de seqiiéncia da Figura (6.4) mostra, simplificadamente, o método.

void GetReferenceElements()

Neste método sdo obtidos os elementos de referéncia para os patches e, tendo-se estes
sdo redimensionados os vetores para as malhas clone e para as malhas clone uniformemente
refinadas.

Basicamente o método realiza a chamada da fungdo TPZCompMesh::GetRefPatches (TPZS-
tack<TPZGeoEl *> gelref) sobre a malha de referéncia - fReference, passando como argu-
mento para a funcdo o vetor de elementos de referéncia para os patches - fGeoRef.

Dentro desta funcao, a qual serd descrita posteriormente, sdo realizadas todas as operacoes
para a obtencao deste vetor.
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Figura 6.4: Método GetAdatptedMesh
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void BuildReferencePatch()

Aqui sdo obtidos os patches, com base nos elementos de referéncia calculados anterior-
mente.

O processo aqui utilizado consiste em criar uma malha computacional, cujos elementos
computacionais so criados a partir do vetor de elementos de referéncia para o patch. Com
isto, teremos uma malha apenas com os elementos de referéncia.

No ambiente PZ, cada elemento é capaz de obter a lista de seus vizinhos, isto é possivel
devido a utilizacdo de grafos de elementos para nés e vice-versa. Resumidamente, o elemento
sabe quais sfo seus nds e, através do grafo de noés para elementos, os ndés sabem a quais
elementos ele pertence.

Desta forma, criando-se esta malha auxiliar é possivel obter os paiches de cada elemento
da lista de elementos de referéncia.

O processo acima descrito é implementado da seguinte forma:

1. Cria-se uma malha computacional auxiliar, com base na malha geométrica associada a
malha computacional de referéncia - fReference;

2. Desassocia-se a malha geométrica da malha computacional de referéncia e a associa &
malha computacional auxiliar;

3. Criam-se elementos computacionais na malha auxiliar, com base nos elementos de re-
feréncia para o patch;

4. Obtém-se o grafo de nos para elementos da malha - método void TPZCompMesh::GetNod ToElGrap
(TPZVec<int> n2elgraph, TPZVec<int> n2elgraphid, TPZStack <int> elgraph, TPZS-
tack<int>elgraphindez). Todos os argumentos listados sdo argumentos que retornam
valores, ndo sendo necessario nenhum célculo prévio;

5. Tendo-se os grafos de nds para elementos, o passo seguinte é a obtencgado do patch de cada
elemento, sendo isto implementado na funcéo void TPZCompMesh::GetElementPatch(TPZ Vec<in
n2elgraph, TPZVec<int> n2elgraphid, TPZStack <int> elgraph, TPZStack<int>elgraphindez,int
elindex, TPZStack <int> patchelindex), onde séo passados os dados dos grafos, obtidos
no passo anterior, o indice do elemento cujo patch deseja-se obter e uma lista onde
serdo retornados os elementos componentes do patch.

6. Os elementos obtidos anteriormente sdo incluidos na lista de patches - fPatch. Preenche-
se no vetor fPatchindez o indice de inicio dos elementos do préximo patch a ser veri-
ficado. Apods percorrer todos os elementos de referéncia do patch, teremos a lista dos
elementos de cada patch.

7. Remove-se da malha auxiliar a referéncia para a malha geométrica e redefine-se esta
referéncia para a malha computacional de referéncia - fReference.
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Figura 6.5: BuildReferencePatch
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O método é ilustrado pelo diagrama da Figura (6.5).

void CreateClones()

Com base nos patches, obtidos anteriormente, sdo criadas as respectivas malhas clone.

Como ja mencionado anteriormente, uma malha no PZ tem uma representagdo geométrica
e uma computacional, sendo a segunda gerada com base na primeira.

Desta forma o primeiro passo € a criacao da malha clone geométrica -~ TPZGeoClone-
Mesh(TPZGeoMesh *gmesh), sendo passado como argumento para a classe a malha geomé-
trica relativa a malha de referéncia (TPZGeoMesh * gmesh = fReference->Reference()). Os
aspectos envolvidos na criacdo desta malha serdo abordados posteriormente.

Apos a criacdo do objeto malha clone geométrica, ha a necessidade de se informar quais sdo
os seus elementos, sendo isto feito através do método void TPZGeoCCloneMesh::SetElements(TPZStack
<TPZGeoEl *> patch, TPZGeoFEl *refgel). Os argumentos passados ao método s&o o patch
e o elemento de referéncia a que a malha referencia.

De maneira bésica, a informacao relativa ao elemento de referéncia servirg para indicar
em quais elementos deve ser calculado o erro, pois os elementos vizinhos a este também estdo
contidos em algum patch, na condicao de elementos de referéncia ou filhos deste, devendo seu
erro ser calculado naquela malha clone.

Tendo a malha clone geométrica, o passo seguinte é a criagdo de um objeto malha clone
computacional, sendo esta criacdo feita através do construtor TPZCompCloneMesh:: TPZ-
CompCloneMesh (TPZGeoCloneMesh *gmesh, TPZCompMesh *refmesh), sendo gmesh o
ponteiro para a malha clone geométrica e refmesh o ponteiro para a malha computacional de
referéncia.

Sobre o objeto malha clone computacional é executado TPZCompCloneMesh::AutoBuild(),
método cujas responsavel pela “montagem” propriamente dita da malha, pela transferéncia
da solugdo da malha original para a malha clone e também pela criacio das condigdes de con-
torno nas bordas da malha clone nas quais existem elementos na malha original. Este método,
fundamental no processo, tem sua descricdo pormenorizada realizada posteriormente.

Com a malha clone computacional criada e tendo todas as suas caracteristicas ja definidas,
o passo seguinte é a insercao desta malha no vetor de malhas clone - fCloneMesh.

void Sort(TPZVec<REAL> Evec, TPZVec<int> &perm)

Este método é um simples ordenador, de modo a ordenar de maneira decrescente o vetor
de erros - vec, fornecendo os indices de permutacdo - perm.

TPZCompMesh* CreateCompMesh (TPZCompMesh *mesh, TPZVec<TPZGeoEl *> Egels-
tack, TPZ Vec<int> &porders)

Esta funcdo tem por objetivo criar uma malha adaptada, a qual serd retornada pela
funcgdo, com base em uma malha original e nos vetores de elementos geométricos, os quais
indicam o refinamento A ou ndo, e o refinamento p de cada elemento geométrico indicado.

Simplificadamente, o0 método copia o vetor de materiais da malha original e utiliza a
sua malha geométrica de referéncia para criar uma nova malha computacional, sendo nesta
definido o vetor de materiais igual ao vetor da malha original - mesh. Note que antes da



6.2. IMPLEMENTACAO DO ESTIMADOR DE ERROS LOCAL 7

criacdo da nova malha computacional, a malha geométrica tem sua referéncia para a malha
computacional anulada. Isto é feito para que a malha geométrica referencie a malha adaptada,
ap6s sua criagao.

O passo seguinte é a criagao dos elementos computacionais da malha com base nos ele-
mentos geométricos - gelstack e na ordem dos polinémios - porders.

TPZCompMesh

Como ja descrito anteriormente, esta classe ja estava implementada, sendo aqui descritos os
métodos adicionados & classe. A documentacdo completa desta classe pode ser consultada
no endereco internet: http://labmec.fec.unicamp.br/ pz.

void GetRefPatches(TPZStack<TPZGeoEl *> &grpatch) - Identificagio dos Elementos
de Referéncia para o Paich

Este método é responsavel pela identificacdo de todos os elementos que servirdo de ele-
mentos de referéncia para a criacdo de patches.

Argumentos

e TPZStack<TPZGeoEl *> &grpatch: referéncia para lista de ponteiros para elementos
geométricos. Esta lista serd preenchida durante a execugdo do método

Operagoes

Conforme descrito anteriormente, no algoritmo 2d, sendo aqui mostrado como as opera-
¢Oes anteriormente descritas sdo implementadas.

Para facilitar a visualizacao do texto, foi inserido o diagrama de seqiiéncia, mostrado
na Figura (6.6), o qual mostra a seqiiéncia de operacdes para a obtencdo do elemento de
referéncia de cada elemento da malha computacional.

Assim, o processo na malha computacional, consiste em percorrer todos os elementos
computacionais e chamar o método void TPZCompFE!::GetRefElPatch(TPZGeoEl *ref).

Neste método, temos:

e Atributos:

— TPZGeoEl * ref: retorna um ponteiro para o elemento geométrico identificado
como sendo o elemento de referéncia para o elemento dado;

e Operagdes: conforme descrito na metodologia, o método consiste em:

— preenchimento de uma lista de ancestrais do elemento de referéncia do elemento
computacional analisado. A obtencdo do ancestral de um elemento geométrico é
feita através da utilizacdo da funcio TPZGeoEl * Father();
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Figura 6.6: Obtencao do Elementos de Referéncia do Patch
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— percorrer a lista de ancestrais indo do altimo elemento inserido (elemento da malha
inicial, antes de qualquer refinamento), para o elemento de referéncia do elemento
computacional analisado. Para cada elemento desta lista:

x obter a lista de vizinhos de mesma ordem do elemento em anélise,
* caso a lista de vizinhos nao seja nula este serd o elemento de referéncia.

Tendo o elemento de referéncia do elemento, o proximo passo é verificar se este ja consta da
lista de elementos geométricos, passada como pardmetro para o método. Em caso negativo
o elemento obtido é inserido na lista.

Desta forma, apds todos os elementos da malha computacional terem sido percorridos, a
lista de elementos passada como parémetro conterd a lista dos elementos de referéncia para
a criacdo de patches.

void GetElementPatch( TPZ Vec<int> nodtoelgraph, TPZ Vec<int> nodtoelgraphindez, TPZS-
tack<int> &elgraph, TPZVec<int> Eelgraphindez,int elind , TPZStack<int> &patch)

Este método é o responsével pela identificacdo do patch de um dado elemento.

Os argumentos s80 0s seguintes:

e nodtoelgraph & nodetoelgraphidez: grafo de nés para elementos;
e clegraph & elgraphindex: grafo de elementos para nos;

e elind: indice no vetor de elementos da malha, indicando o elemento sobre o qual se
quer o patch;

e patch: lista na qual serd devolvida a lista de elementos componentes do paich;

Este método consiste em: dados os grafos de nés para elementos e de elementos para nds,
obter para cada no do elemento a lista de elementos conectados a este nd, sendo estes inseridos
na lista do patch, caso ainda nio estejam nela.

TPZCompMesh * Clone()

Este método cria uma cépia da malha sobre a qual a funcio é aplicada.

As operacOes necessarias sio:

1. Copiar o vetor de materiais;

2. Remover a referéncia da malha geométrica de referéncia (a malha a ser criada necessita
desta referéncia durante sua criagéo);

3. Criar uma cdpia de todos os elementos computacionais e definir a ordem de refinamento
p da copia igual ao do elemento original;

4. Remover a referéncia da malha criada e redefinir a referéncia para a malha de referéncia;



80 CAPITULO 6. ESTIMADOR DE ERRO ATRAVES DE SUB-MALHAS

5. Copiar a solucdo da malha de referéncia para a cépia, bloco a bloco.

Ao final do processo ter-se-4 uma cépia da malha atual devendo ser ressaltado que neste
ponto malha geométrica estd referenciando a malha original.

6.2.2 Malha Clone Geomeétrica

Esta classe é responsével pela representacdo de uma malha geométrica baseada em um patch
de elementos de uma malha de referencia.

A principal caracteristica de um objeto desta classe é o mapeamento de seus elementos
e nbs para os elementos e ndés da malha geométrica de referéncia e também, um elemento
geométrico de referéncia, sendo neste elemento e em seus filhos aplicadas as operagdes de
interesse no processo adaptativo.

A implementacao baseou-se na derivacdo da classe TPZGeoMesh, sendo acrescidas varié-
veis e funcgdes conforme serd descrito na seqiiéncia.

Variaveis / Atributos

e TPZGeoMesh *fGeoReference: malha geométrica de referéncia;

e TPZAVLMap <int,int> fMapNodes: mapeia os indices dos nés no vetor de nés da
malha original para os indices dos nés da malha clone;

e TPZAVLMap <TPZGeoEl *, TPZGeoEl *> fMapElements: mapeia os ponteiros dos
elementos geométricos da malha de referéncia para os ponteiros dos elementos geomé-
tricos da malha clone;

e TPZStack<TPZGeoEl *> fReferenceElement: faz o mapeamento de elementos inverso,
ou seja, dado do indice do elemento geométrico na malha clone é retornado o indice do
elemento geométrico na malha original;

e TPZStack<TPZGeoEl *> fPatchReferenceElements: neste vetor sio armazenados o
elemento geométrico de referéncia para a malha e também os seus filhos;

e TPZStack<TPZGeoEl *> fPatchElements: sio armazenados os ponteiros para os ele-
mentos fornecidos no patch;

e TPZGeoEl* fGeoElRef: armazena o elemento da malha clone referente ao elemento de
referéncia do patch;
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Funcoes e Métodos

TPZGeoClone:: TPZGeoCloneMesh(TPZGeoMesh *mesh)

Construtor da classe. Cria um objeto malha clone geométrica com base em uma malha
geométrica de referéncia (fGeoReference=mesh);

virtual “TPZGeoCloneMesh()

Destrutor simples.

void SetElements(TPZStack<TPZGeoEl *> &patch, TPZGeoFl *ref)

Neste método é que ocorre a criagao de todos os componentes da malha, sendo passados
como pardmetros:

e patch: paich de elementos da malha de referéncia que comporédo a malha

e ref: elemento geométrico de referéncia do patch fornecido;
Com base nestas duas informacoes serdo realizadas as seguintes operagoes:

1. Criagao do clone do elemento de referéncia do patch: realizado através da funcdo int
CloneElement(TPZGeoEl *orggel), a qual retorna o indice do elemento criado. A des-
cricao desta fungdo sera feita posteriormente;

2. Definicdo do elemento de referéncia da malha clone, sendo este o resultado da fungéo
acima, ou seja: fGeoElRef=fMapFElmentsforggelf;

3. Para todos os elementos do patch:

(a) Verificar se o elemento j& consta da lista de elementos clonados ou se é nulo, em
caso afirmativo passa para o proéximo elemento e em caso negativo continua-se,

(b) Adicionar o elemento do patch & lista de elementos fPatchElements ,

(c) Procura-se o elemento pai referente & malha inicial do elemento de patch, isto é
feito através da utilizacdo da fun¢do TPZGeoEl*::Father(), sobre o elemento, de
maneira recursiva, até que a funcdo retorne nulo, o que indicard que o elemento
ndo tem pai e, desta forma, é um elemento da malha original;

(d) Clona-se o elemento pai da malha original, fun¢do int CloneElement(TPZGeoEl
*orggel);

(e) Verifica-se a necessidade de adicionar condicdes de contorno ao elemento. Isso
ocorre caso o elemento seja um elemento de bordo da malha clone e na malha

original este elemento apresente elementos vizinhos. Isto é feito através do método
void TPZGeoCloneMesh::AddBoundaryConditionElements(TPZGeoEl *el).
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Figura 6.7: SetElements
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Nos itens 3.(b) e 3.(c), destaca-se o fato de que a malha geométrica de clone tem sempre
os elementos relativos & malha inicial em sua composicio, entretanto, apenas o elemento
que realmente faz parte do patch é inserido no vetor de elementos do patch, vetor este cujos
elementos sao aqueles passiveis de qualquer operacio nesta malha.

O diagrama de seqiiéncia da Figura (6.7) ilustra a implementacgio deste codigo.

int CloneElement(TPZGeoEl *orggel)

Esta funcao realiza as operacOes necessarias & clonagem de um elemento geométrico,
preenchendo de maneira adequada as varidveis de mapeamento da classe.

O argumento da classe é um ponteiro para o elemento geométrico da malha original -
orggel.

As operacoes realizadas dentro desta funcéo sdo as seguintes:

1. Verificar se o elemento orggel ja foi clonado, sendo isto feito através da funcio int
TPZGeoCloneMesh::HasElement(TPZGeoEl * orggel). Esta funcdo verifica se o pon-
teiro orggel j& consta da lista de elementos mapeados.

Caso o elemento j4 conste da lista de elementos mapeados a funcio retorna o indice do
elemento clonado no vetor de elementos da malha clone.
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2. Em caso de necessidade de clonar o elemento, o primeiro passo é descobrir ¢ tipo de
elemento que est4 sendo analisado. Isto é feito através da funcio TPZGeoEl * TPZ-
GeoCloneMesh::InitializeClone( TPZGeoEl* orgel). Esta funcdo retornard um ponteiro
para o tipo correto de elemento geométrico, sendo sua descricdo feita posteriormente.

3. Tendo-se o tipo de elemento passa-se a verificar se os nds do elemento j& foram clonados.
Em caso afirmativo basta obter o indice do né através do mapeamento entre os nés da
malha original e os nés da malha clone - fMapNodes[orgnodindez]. Em caso negativo,
é chamada a funcdo int TPZGeoCloneMesh::CloneNode(int orgnodeindez). A funcdo
CloneNode seré descrita posteriormente.

Tendo-se os indices dos nés clonados, define-se esta informacéo no elemento através do
método void TPZGeoFl::SetNodelndez(int id, int nodeindex);

4. Preenche-se as listas de mapeamento de elementos da malha original para a malha clone
e vice-versa.

5. Percorre-se todos os lados do elemento clonado e ajustam-se os dados de vizinhanga de
cada lado do elemento clonado - void TPZGeoElSide::SetConnectivity (fMapElements
[neighbour. Element()]).

6. Percorre-se a lista de todos os subelementos do elemento original e para cada um destes
elementos é chamada a fungdo CloneElement(subel), sendo para o elemento resultante
da clonagem feitas as seguintes operacoes:

(a) void TPZGeoEl::SetSubElement(TPZGeoEl *sonofclonegel) - definir o elemento
clonado como um subelemento do elemento em anélise;

(b) void TPZGeoEl::SetFather(TPZGeoEl *clonegel) - definir o elemento em anélise
como elemento pai do subelemento clonado

7. Ao final do processo é retornado o indice do elemento clonado no vetor de elementos
computacionais da malha clone.

De modo a facilitar a visualizagio da funcio, seu diagrama de seqiiéncia é mostrado na Figura
(6.8).

int HasElement(TPZGeoEl *el)

Esta funcéo serve para verificar se o elemento passado como argumento da funcédo - e,
que pertence a malha original, ja foi clonado ou nao.

A verificagdo ¢ feita através de uma busca com arvore biniria, com a utilizacdo de itera-
dores, proprios de funcées de mapeamento.

TPZGeoEl * InitializeClone(TPZGeoEl* orgel)

O objetivo desta funcdo é obter o tipo de elemento correspondente a orgel. Isto é feito
através da criagdo de ponteiros para os diversos tipos de elementos componentes do PZ, sendo
retornado o primeiro ponteiro ndo nulo obtido.
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Figura 6.8: CloneElement
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Figura 6.9: CloneNode
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Isto pode ser feito devido & forma como é gerenciada a derivacdo na linguagem C++, no
caso de tentar-se criar um ponteiro para um objeto derivado de uma classe , passando como
argumento desta operacdo um objeto, também derivado da mesma classe, ndo coincidente ao
tipo de objeto que esta se tentando criar, obtém-se um ponteiro nulo, pois os dados de uma
classe e outra nao sdo condizentes, de modo a possibilitar tal operagao.

Sendo descoberto o tipo de elemento ja é feita a inicializacdo dos indices de nés do
elemento.

int CloneNode(int nodindez)

Da mesma forma que para a funcdo CloneFElement, aqui sdo criados novos nds, sendo
preenchidos as varidveis de mapeamento entre os nés da malha clone e da malha original.

Um aspecto a ser destacado é que os identificadores dos nés - Nodelds, tem seu valor
copiado da malha original para a malha clone.

Com isto garante-se que a orientacdo das funcbes de forma na malha clone é a mesma
da malha original, o que implica, dentre outros aspectos, que os blocos da solu¢do da malha
original coincide com os blocos da malha clone.

Esta funcdo é mostrada através do diagrama de seqiiéncia da Figura (6.9).

HasNode(int nodeindez)

Da mesma forma que para a a funcdo HasFElement, aqui é feita a verificacdo se um dado
nd ja consta da lista de nés da malha clonado, sendo isto feito através de uma busca com
arvore binéria.

TPZGeoEl* ReferenceElement(int i)

Retorna o elemento de referéncia do elemento ¢ caso este exista. Observe que o elemento
i pode ser objeto de um refinamento de um elemento qualquer, neste caso o elemento de
referéncia é o elemento ancestral definido quando da criacdo da malha.

void Print (ostream & out)
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Imprime as variaveis da classe no dispositivo indicado por out.

int Indez(TPZGeoEl *gel)

Retorna o indice do elemento, passado através de gel, no vetor de elementos da malha
clone. Este método implica em uma busca linear.

TPZGeoEl * GetMeshReferenceElement()

Retorna o elemento de referéncia do patch - fGeoElRef.

int IsPatchSon(TPZGeoEl *gel)

Funcfo que retorna zero caso o elemento informado ou qualquer um de seus ancestrais
nao conste da lista de elementos do patch original ou um em caso afirmativo.

Como destacado anteriormente, nem todos os elementos da malha clone sdo elementos
passados inicialmente na lista do patch. Esta funcdo visa justamente esta verificacdo.

static int main()

Funcdo com rotinas e testes de depuracdo do c6digo implementado.

6.2.3 Malha Clone Computacional

Esta classe é responsével pela representacdo de uma malha computacional, baseada em um
patch de elementos de uma malha de referéncia dado através de uma malha clone geométrica
- TPZGeoCloneMesh.

A principal caracteristica de um objeto desta classe é o mapeamento de seus elementos e
noés para os elementos e nés da malha computacional de referéncia e também, a representacao
do patch através de uma malha. Sobre esta malha é transferida a soluc@o da malha original
e nos contornos desta malha, onde na malha original existiam elementos, sdo colocadas
condigdes de contorno, de modo a fixar a solugdo original.

A implementacdo baseou-se na derivacao da classe TPZCompMesh, sendo acrescidas va-
ridveis e funcoes conforme serd descrito na seqiiéncia.

Variaveis / Atributos

o TPZCompMesh * fCloneReference: malha computacional de referéncia / original;

e TPZAVLMap <int,int> fMapConnects: mapeia as conectividades da malha original
para a malha clone;

e TPZStack <int> fOriginalConnects: realiza o mapeamento inverso, ou seja dado o
indice do elemento da malha clone é retornado o elemento da malha de referéncia.

Funcoes e Métodos

TPZCompCloneMesh (TPZGeoCloneMesh * gr, TPZCompMesh * cmesh)
Construtor da classe. Cria um objeto do tipo malha clone computacional sendo para tal
passados os seguintes parametros:
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e gr - malha clone geométrica que traz informacdes do paich de elementos a ser clonado,
bem como informacoes relativas ao elemento de referéncia do paich;

e cmesh: malha computacional original a qual serd utilizada para a obtencao de dados
de materiais, solu¢do e condicdes de contorno.

As operacoes realizadas no construtor sdo as seguintes:

1. Definir a malha geométrica associada: como esta é uma classe derivada de TPZComp-
Mesh, é informado a malha geométrica necessaria a criacao de um objeto TPZComp-
Mesh, ou seja : TPZCompMesh(gr);

2. Definir a malha computacional de referéncia como sendo a malha fornecida: fCloneRe-
ference = cmesh;

3. Copiar o vetor de materiais da malha original para a malha clone.

~TPZCompCloneMesh()

Destrutor padrao.

virtual void AutoBuild()

Esta funcao é responsével pela montagem da malha computacional tendo por base a malha
geométrica e o vetor de materiais. Nesta redefinicdo, sdo também realizadas as seguintes
operagoes:

1. Criacao dos elementos computacionais a partir da lista de elementos componentes do
patch, dada pela malha clone geométrica. Para tal, para cada elemento da malha clone
geométrica é chamada a funcdo int TPZGeoCloneMesh::IsPatchSon(TPZGeoEl *gel),

j& descrita.

2. Criacdo dos elementos computacionais para os elementos geométricos componentes do
patch. Isto é feito através da fungido TPZCompEl * TPZGeoEl::Create CompEl(TPZCompl.
&mesh, int &indez), sendo o primeiro argumento da funcdo correspondente a malha
onde serd criado o elemento computacional, aqui foi passada a malha atual - *this. O
segundo argumento retornaré o indice, no vetor de elementos computacionais da malha,
do elemento criado.

3. O passo seguinte é o mapeamento das conectividades do elemento computacional cri-
ado. Para tal inicialmente é verificado a existéncia da conectividade do elemento de
referéncia na varidvel de mapeamento, sendo isto realizado através da funcio int TPZ-
CompCloneMesh::HasConnect(int orgconindezr). Caso essa conectividade ainda ndo
faca parte da lista de conectividades mapeada, esta é entdo mapeada.
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4. Tendo-se as conectividades mapeadas, para cada lado do elemento de referéncia, obtém-
se a ordem p de refinamento do lado e utiliza esta ordem p para refinar o lado do
elemento da malha clone.

5. Remove-se 0s nds ndo conectados a elementos - void TPZCompMesh::CleanUp UnnconnectedNodes

6. Inicializa-se a estrutura de dados para a solugio;

-~

Verifica-se a necessidade de criacdo de condigbes de contorno, incluindo as condicoes
de bordo da malha clone, devido ao recorte do patch em relacdo a malha original. Isto
é feito no método void TPZCompCloneMesh::CreateCloneBC(), o qual sera descrito
posteriormente.

8. Criam-se os elementos computacionais relativos as condicbes de contorno.
9. Cria-se a estrutura de blocos da malha - método void TPZCompMesh::Initialize Block().

10. Copiar a solucdo da malha de referéncia para a malha clone. Isto é feito através da
coépia da solucdo bloco a bloco. Sendo obtido, para cada conectividade mapeada, a
posicdo e tamanho do bloco associado, sendo este bloco copiado para a posigédo correta
na malha clone.

Ao final do processo temos uma malha computacional com as caracteristicas procuradas,
ou seja constituida apenas pelos elementos do patch, com solugdo igual & solugdo da malha
original e tendo seus contornos fixados com a solugdo da malha original. Este método é
ilustrado pela Figura (6.10).

int HasConnect(int cnid)

Esta funcéo verifica se um dado indice de uma conectividade na malha de referéncia ja
consta da lista de conectividades mapeadas.

void CreateCloneBC()

Este método é responsével pela criagdo das condi¢Ges de contorno nos bordos da ma-
lha clone, onde na malha original existem elementos. Estas condicbes de contorno visam
transmitir & malha clone a contribuicdo dos elementos que ndo compoem o patch.

A condicéo de contorno adotada é uma condigdo de Dirichlet, com valor da solucdo fixado
igual a solucdo para os nés de interface na malha original.

Para ser iniciado o processo é necessario que todos os elementos da malha clone e suas
respectivas conectividades estejam j& definidas, incluindo a definicdo das referéncias para a
malha original.

O cerne do método é verificar o nimero de elementos ligados a cada conectividade na
malha original e na malha clone. Caso o nimero de conectividades na malha clone seja
menor que na malha original isto indicard que esta conectividade é de bordo e desta forma
deve-se identificar os elementos que contribuem na malha original e ndo contribuem na malha



6.2. IMPLEMENTACAO DO ESTIMADOR DE ERROS LOCAL &9

Figura 6.10: AutoBuild
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clone. A solucdo deste elementos é entdo utilizada como condicao de contorno para esta
conectividade.
A implementacao desta operacdo é feita da seguinte forma:

1.

2.

(s

Cria-se um material do tipo condicdo de contorno, o qual é inserido na malha. O valor
da condigdo de contorno sera fixada posteriormente.

Para cada elemento percorrer todos os lados do elemento e para cada lado:

(2) Obter o lado em andlise - TPZGeoElSide side(int elindez, ins sideid);
(b) Obter a conectividade ligada ao lado - int TPZGeoElSide::Connectlndez();

(c) Identificar o nimero de elementos ligados a esta conectividade na malha clone,
sendo isto feito através da utilizacdo do vetor de conectividades da malha para
obter o objeto connect, e sobre este objeto é aplicada a funcdo NEIConnected();

(d) Com o indice da conectividade na malha clone obtém-se o indice da conectividade
na malha de referéncia - int orgconid = fOriginalConnects [ cloneconnectid;

(e) Com o indice da conectividade na malha original é obtido o0 nimero de elementos
conectados, da mesma forma que aquilo feito na malha clone;

(f) Verificar a existéncia de elementos dependentes da conectividade analisada - func¢éo
int TPZConnect::HasDependency();

Caso o namero de conectividades e de restricoes seja igual no elemento da malha clone e
no elemento da malha original, esta conectividade nao necessita imposicao de condicOes
de contorno.

Em caso negativo, ou seja conectividades ou restricbes em desacordo, hé a necessidade
de criacdo de um elemento condi¢do de contorno - fungdo TPZCompEl * TPZGeoFEl::
CreateBCCompEl (int sideid, int type, TPZCompMesh &mesh), sendo a funcdo execu-
tado sobre o elemento geométrico associado ao elemento computacional em andlise e o
parametros sao o lado do elemento no qual serd criada a condicao de contorno, o tipo
de condicdo, que no caso por ser uma condi¢do de malha clone foi convencionado seu
tipo como sendo igual a -1000 e a malha computacional clone.

O elemento condicdo de contorno criado tem ainda sua ordem p compatibilizada, de
modo a este elemento nao restringir os elementos da malha clone.

Tendo sido percorridos todos os lados de todos os elementos as condigdes de contorno
estardo todas ajustadas.
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Figura 6.11: CreateCloneBC
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O diagrama de seqiiéncia da Figura (6.11) ilustra o método.

TPZCompMesh * UniformlyRefineMesh()

Este método retorna uma malha uniformemente refinada em hp, tendo por base a malha
clone atual.

A implementacao do cédigo global ja contemplava uma funcao de refinamento uniforme,
servindo esta de base para a implementacao aqui realizada.

As operagOes realizadas neste método sdo as seguintes:

1. Criauma cépia da malha atual através da funcdo TPZCompMesh * TPZCompMesh::Clone().
A implementacdo desta fungdo j4 foi feita anteriormente.

2. Remove-se a referéncia da malha geométrica da malha clone e passa-se para a malha
copia. Isto é feito através da funclo woid TPZGeoMesh::ResetReference(), na malha
geométrica e na malha copia é feita a chamada void TPZCompMesh::LoadReferences().

3. Para cada elemento da malha cépia:

(a) Obter a ordem de refinamento p do elemento em analise. Isto é feito a partir
da utilizagdo da funcao int TPZInterpolatedElement::PreferredSide Order(int side),
sendo passado como argumento o maior lado do elemento. Isto é feito pelo fato
de no ambiente PZ, a numeracao dos lados comeca pelas conectividades, passando
para as arestas, faces e por ltimo o volume, sendo a ordem do elemento em si a
ordem do seu maior lado, volume no caso de um sélido por exemplo.

(b) Realizar o refinamento do elemento através do método void TPZCompEl::Divide(TPZCompE.
*el, TPZ Vec<int> 8subelindez, int interpolatesolution), sendo passados como ar-
gumentos para esta funcdo o elemento a refinar, um vetor que retorna os indices
dos subelementos criados e o Gltimo pardmetro é uma chave para indicar se a
solucao do elemento original deve ou nao ser interpolada para os subelementos -

0 ndo interpola e 1 interpola.

(c) Refinar os subelementos em p, utilizando a ordem obtida anteriormente somando-
se um. Isto é feito através do método void TPZInterpolatedElement::PRefine(int
porder).

(d) Executar o método void TPZCompMesh::EzpandSolution(), de modo a compatibi-
lizar o solucgéo interpolada inicialmente com o novo nimero de graus de liberdade
devido ao refinamento p.

As operacdes descritas acima sdo ilustradas no diagrama de seqiiéncia da Figura (6.12).
void MeshError(TPZCompMesh *fine, TPZVec<REAL> &ervec, void(*f)(TPZVec<REAL>
&loc, TPZVec<REAL> Eval, TPZFMatriz &deriv), TPZVec<REAL> &truervec)
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Este método ja estava implementado para o célculo através do método global, tendo sido
aqui adaptado, de modo a calcular o erro apenas nos elementos relativos ao elemento de
referéncia do patch e em seus filhos.

Os pardmetros passados para o método sdo os seguintes:

e fine: malha computacional uniformemente refinada em Ap. Esta malha é obtida através
da utilizacdo do método void TPZCloneCompMesh::UniformlyRefineMesh(), descrito
anteriormente.

e ervec: deve ser passado o vetor de erros relativo 4 malha de referéncia, ou seja o nimero
de elementos e a indexacdo deste vetor devem corresponder ao vetor de elementos
computacionais da malha original.

e f: solucdo analitica para o problema, caso esta seja conhecida.

e truervec: seréd retornado o vetor de erro real, caso tenha sido fornecida a solugdo ana-
litica. As consideracdes feitas para ervec também sio validas para este caso.

As operagOes realizadas, conforme descrito para o método global e aqui adaptadas, sdo as
seguintes:

1.

Criar um objeto andlise e resolver a malha fina. Nesta implementagido especifica foi
utilizado uma anélise do tipo Skyline.

. Obter a referéncia para a malha clone geométrica. Esta malha sera utilizada para se

obter as referéncias para a malha a ser adaptada.

Para cada elemento computacional componente da malha fina:

(a)
(b)
(c)

Verifica-se se o elemento é proveniente de um espaco interpolado (TPZInterpola-
tedElement);

Identifica-se o elemento geométrico associado ao elemento computacional em ana-
lise;

Verifica-se se o elemento geométrico identificado é o elemento de referéncia da
malha clone geométrica ou um filho deste. Isto é feito através da funcdo int

TPZCompCloneMesh::IsFather(TPZGeoEl *gel). Em caso negativo passa-se para
proximo elemento computacional. em caso positivo continua-se a analise.

A definicdo do nivel de refinamento é feita através de procedimento recursivo de
obtencao do elemento pai do elemento da malha fina, até que este seja igual ao ele-
mento da malha clone associado, fato que ocorre pelo refinamento ser hierarquico.
Tendo-se o elemento pai do elemento da malha fina, correspondente ao elemento
da malha clone, é possivel a identificacdo do elemento geométrico correspondente
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a este e assim, como descrito anteriormente, para a andlise global, calcular a trans-
formagcao entre os elementos mestre associados, possibilitando a transformacao dos
espacos necesséaria ao calculo da diferenca da solucgio, a qual é realizada na funcgio
REAL TPZCompCloneMesh::ElementError(TPZInterpolatedElement *fine, TP-
ZInterpolatedElement *coarse, TPZTransform Etr, void (*f)(TPZVec<REAL>
&loc, TPZVec<REAL> &ual, TPZFMatriz &deriv), REAL Etruerror), sendo esta
funcdo inteiramente aproveitada do cddigo global.

(e) Tendo o erro calculado para o elemento, o passo seguinte ¢ identificar a qual
elemento da malha original corresponde o erro calculado. Isto é feito através
da funcdo int TPZCompCloneMesh::GetOriginal ElementIndex(int clonelindez), a
qual serd descrita posteriormente.

(f) O erro calculado é entdo somado ao elemento correspondente no vetor de erros.
Caso tenha sido fornecida a funcio analitica o erro real sera adicionado ao elemento
correspondente do vetor de erros real.

4. Tendo se percorridos todos os elementos da malha fina teremos calculados os erros de
todos os elementos relacionados ao elemento de referéncia do patch ao qual a malha
clone referencia.

A implementacdo do método é ilustrada pelo diagrama de seqiiéncia apresentado na Figura
(6.13).

REAL ElementError (TPZInterpolatedElement *fine, TPZInterpolatedElement *coarse,
TPZTransform &tr, void (*f)(TPZVec<REAL> &loc, TPZVec<REAL> &val, TPZFMatriz
&deriv),REAL &truerror)

Conforme mencionado anteriormente, este método foi inteiramente aproveitado da im-
plementacdo do método global, ndo sendo necessirio nenhuma compatibilizacdo para sua
insercdo nesta classe.

A descricdo do método pode ser encontrada no item relativo a implementacao do método
global.

int GetOriginalElementIndez(int elindez)

Esta funcao retorna o indice do elemento associado ao elemento dado como argumento, na
malha de referéncia. Caso o elemento fornecido, através do seu indice no vetor de elementos
da malha clone, ndo tenha elemento associado na malha de referéncia, a funcdo retornard
(-1).

As operacgOes necessarias a obtencao deste indice sdo as seguintes:

1. Obter a malha clone geométrica associada & malha clone corrente. Isto é feito através
da utilizacdo de um cast para a malha clone geométrica na funcdo TPZGeoMesh *
TPZCompMesh::Reference(). Isto pode ser feito pelo fato de obrigatoriamente esta
malha ter como malha geométrica associada uma malha do tipo clone geométrico.
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Figura 6.14: GetOriginalElementIndez
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O passo seguinte é obter o elemento geométrico associado ao elemento do qual se deseja
obter o elemento de referéncia associado. Isto é feito através da funcdo TPZGeoEl *
::TPZCompkEl Reference(), aplicada ao elemento computacional analisado.

Tendo o elemento geométrico da malha clone, utilizamos a fun¢do TPZGeoEl * TPZ-
GeoCloneMesh::ReferenceElement(TPZGeoEl * clonegel), para obter o elemento geo-
métrico associado na malha geométrica de referéncia associada.

Com o elemento geométrico da malha original, tendo que a malha geométrica referencia
a malha computacional de referéncia, basta aplicar a funcdo TPZCompEl * TPZGe-
oEl::Reference() sob o elemento geométrico da malha original para obter um ponteiro
para o elemento computacional associado.

Sobre o elemento computacional obtido no passo anterior é aplicada a funcao int TPZ-
CompEl::Indez(), a qual retorna o indice do elemento dado na malha a que ele pertence,
no caso a malha computacional de referéncia.

Em caso de falha em qualquer ponto do método, é retornado -1, para indicar que nao
h4 elemento computacional associado ao elemento dado.

O diagrama de seqiiéncia da Figura (6.14) mostra a implementagdo deste método.
TPZInterpolatedElement *TPZCompCloneMesh::GetOriginalElement(TPZCompEl *el)
Este método utiliza o método anterior para a obtencdo do elemento associado, acrescen-
tando ao anterior o fato de utilizar o indice devolvido por aquele para a obtencao do ponteiro
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para o elemento. Isso é feito simplesmente acessando o vetor de elementos da malha original,
ou seja: fCloneReference->ElementVec()[orgindez].

void ApplyRefPattern(REAL minerror, TPZVec<REAL> &error, TPZCompMesh *fine,
TPZStack<TPZGeoEl *> &gelstack, TPZStack<int> &porder)

Este método é o método que gerencia o processo de adaptagdo dos elementos dentro desta
classe.

Os parametros passados para o método sao os seguintes:

e minerror: é fornecido um erro de corte, erro minimo que o elemento deve apresentar
para mostrar necessaria a anélise de seu padrao de refinamento;

e error: corresponde ao vetor de erros, relativo aos elementos da malha original, calculado
anteriormente através do método void TPZCompCloneMesh::MeshError(...);

e fine: corresponde & malha clone uniformemente refinada, obtida anteriormente através
da fungdo TPZCompMesh* TPZCompCloneMesh::UniformlyRefineMesh();

e gelstack: esta lista de elementos contém a lista de elementos geométricos refinados
em h. Caso a posicdo esteja nula indicard a existéncia de refinamento p puro para o
elemento;

e porder: contém a lista de ordens de refinamento p para cada elemento correspondente
de gelstask;

As operacdes aqui realizadas sao as seguintes:

1. Obtém-se a malha clone geométrica associada a malha clone, sendo isto feito através
da funcido TPZGeoMesh* TPZCompMesh::Reference(), sendo feito o cast para a malha
clone geométrica, conforme j& descrito.

2. Retiram-se as referéncias da malha clone geométrica da malha clone e as carregam na
malha fina, ou seja geoclonemesh->ResetReference() e fine->LoadReferences().

3. Para todos os elementos da malha clone refinada:

(a) Verificar se o elemento faz parte do elemento de referéncia do patch. Isto é feito
através da funcdo int TPZCompCloneMesh::IsFather(TPZGeoEl*). Em caso ne-
gativo passa-se para o proximo elemento e em caso afirmativo continua-se a anélise;

(b) Obtém-se o indice do elemento computacional associado ao elemento analisado.
Para tal é utilizada a funcéo int TPZCompCloneMesh::GetOriginalElementIndex(int
cloneindez).
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(c) Tendo-se o indice do elemento na malha original verifica-se qual o erro associado a
este elemento no vetor de erros error. Caso o erro associado ao elemento seja menor
que o erro minimo de anélise insere-se o proprio elemento geométrico na lista de
gelstack e a ordem ¢é definida como sendo a mesma do elemento original, passando-
se entdo para a analise do préximo elemento. Em caso contrario continua-se a
andlise.

(d) Aplica-se o método void TPZCompCloneMesh::AnalyseElement(TPZOneDRef &f,
TPZInterpolatedElement *cint, TPZStack<TPZGeoEl *> & gelstack, TPZStack
<int> &porder). Esta funcdo ja estava implementada para o método global, ja
estando descrita.

O diagrama de seqiiéncia da Figura (6.15) ilustra o método.

void AnalyseElement (TPZOneDRef &f, T PZInterpoZatedElemem *cint, TPZStack<TPZGeo.
*> 8subels, TPZStack<int> &porders)

Este método também foi inteiramente aproveitado da implementagdo do método glo-
bal, estando sua descricdo j& realizada na secdo relativa & implementacdo do método glo-
bal. Apenas uma adaptacao foi feita ao método que € a insercao dos pardmetros de refi-
namento Ap na posicdo relativa ao elemento de referéncia do elemento analisado, ou seja,
obtém-se o indice do elemento da malha original através da funcdo int TPZCompClone-
Mesh::GetOriginalElementIndez(int cloneindez) , ja descrita.

void TPZCompCloneMesh::DeduceRefPattern(TPZVec< TPZRefPattern> &refpat, TPZ-
Vec<int> &cornerids, TPZVec<int> &porders, int originalp)

Utilizou-se a mesma implementacao realizada para o modelo global. A descrigdo deste
método pode ser encontrada na secdo relativa a esta implementacéo.

int IsFather(TPZGeoEl *el)

Esta funcao verifica se um dado elemento é o elemento de referéncia do patch ou um de
seus filhos, caso em que a func¢do retornara 1. Em caso contréario a funcio retornaré 0.

O argumento da funcgdo é o elemento geométrico, relativo a malha clone.

As operagdes realizadas pelo método séo as seguintes:

1. Verifica se o elemento informado corresponde ao elemento de referéncia do patch. Em
caso afirmativo retorna 1 e sai da funcgéo.

2. Caso contréario substitui-se o elemento dado pelo seu pai - fun¢ao TPZGeoEl * TPZGe-
oEl::Father(), caso este exista, e verifica-se se este elemento corresponde ao elemento
de referéncia do patch.

3. O passo 2 é repetido até que se encontre um ancestral do elemento que corresponda
ao elemento de referéncia, ou que se obtenha pai nulo, o que implicard que todos os
ancestrais do elemento foram analisados e nenhum deles corresponde ao elemento de
referéncia do patch.
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Figura 6.15: ApplyRefPattern

HETHES TAE E8T §5 B GHEReErehee
TPZG h TPZC TPZCompEL TPZCest TPZGOMBE] [ TTPZlompMesh
t ‘

T T
i i
. i

TR
__(% Tp2CompTIaReMesh

0%}!1 ;

1 AppiyRefPattern{REAL TPZVec<REAL> & TPZCompMash 7,

2: RaseiReferanca(ivoid :

. !
[ BT reference(:TPZGeoMalsh ©
1
i

1.2r Load References(ivoid

i
| U

1.4 tesu=MReferensenint

‘f)géﬁlu-a(;_:i <#ElementsOi+e),

for rep

5.1 nElements(kint

3
|
i
i
{
i
I
Element¥ec(iTPZAg mChunkverior<TPICompEl ...

i
i
i
{
I
|
i
gL
: gel:=ReferenceQiTPAGROE! * i

4: isFather(gelXxint
if(tisFather(gel)

1-'(5)..5.6: anelindex.=index(kiht

T

|

1

i

|

1

i

i

i

T

H

F5.7: MElements(eint !
if(anelindex < € | anehnkex - NEIemen(sd)

T

i

I

|

[ENPOUN - U ——

1.5.8,1: Reference(RTPLGpokl »

1.5.8.2: FatherC:TPZGeok] » !

{
{
i
I
I
i
i
1
!
i
i
i
i
i
i
!
i
H
i
!
i
t
|
i
{
1
|
1
1
i
!
|
i
i
i
!
{
1
|
|

D T e B S N e s B i S T T T Rr IO ———

T
l
i
1
!
i
i
i
i
i
H
t
i
1
i
!
!
i
!
!
1
1
!
l
|
i
t
1
{
i
i
1
!
i
i
{
i
t
|
{
1
l
1
i
i
i
t
4
i
1
1
!
i
i
i
t
i
i
i
{
|
H
|
1
i
i
I
|
i
i

e e e e e e ““"'__"""_"_""'__‘"“"'““Ek""""_""-""_“_‘""—"'"‘“‘""'“""""'“'"”"“"”"‘““‘"“‘—"“"—"'

] i U
1.5.8.3; Reference(xTPZCOmpE! * ! o
t T
3.5.8.4: anellndex—.-lnde:{O:im i, U
t i 1 .
| i 1
1 i |
Jind ""0*‘!0' 1K} f_ lind |
ifcurarror »= minerron § i !
1 1 i
; "5.10.1: ElememvecOﬂiPzAdmchunkvecte%<TPZCom... :
1 ifGcint) i I 1
2 i i i
3.10.2.1: ElementVecO:TPZAd mChunkVediar<TPzCa... !
if(ElementveeOlp | ! !
1 1 H
I i i
i i i
$5.10.3: Ana!yseElemet}t(fn, cint, ge!suck{ porderkv.. }
” 1 ! i
1.5.11.1: EF VetQ: THZAG mC! ATPZCO Mo |
H ] T
1 ! i
! i ]
i i (
i i i |
{ i t {
i i { i
! i i !
i i I !



6.2. IMPLEMENTACAO DO ESTIMADOR DE ERROS LOCAL 101

Figura 6.16: IsFather
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A implementacdo desse método é mostrada na Figura (6.16).
void Print(ostream &out)
Imprime as varigveis da classe.
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Resultados Obtidos - Testes de Validacao

Os testes de implementacao do c6digo gerado consistiram da utilizagdo de malhas simples,
tais como um quadriladtero uniformemente refinado em A. Com estas malhas foi possivel
depurar os resultados intermediarios.

Os testes de validacao realizados s@o descritos na seqiiéncia.

7.1 Problema de Laplace para Placa em L

Como primeiro teste de validagdo foi utilizado o mesmo modelo apresentado na Figura (5.11) e
também utilizado em [6]. Os elementos utilizados também foram quadrilaterais e as condigdes
de contorno impostas sao iguais ao gradiente da solucio analitica nos bordos, da mesma forma
que para o modelo implementado na validagdo do modelo global.

Este modelo, utilizando a técnica local aqui implementada, tem seus resultados apresen-
tados na seqiiéncia, sendo na Figura (7.1) apresentado na seqiiéncia o erro estimado junto
a ao erro real, a efetividade do estimador de erros e o tempo de processamento. Nestes
graficos é possivel visualizar a convergéncia do erro estimado, a sua efetividade, ou seja,
com qual qualidade que este aproxima o erro real um parimetro muito importante e que
viabiliza a utilizacdo do método que é o custo computacional, medido através do tempo de
processamento.

Na Figura (7.2) é mostrada a malha obtida em 2, 5 e 10 passos adaptativos, enquanto na
Figura (7.3) é mostrado o detalhe do L para 10 passos.

Conforme pode ser verificado na Figura (7.1), o estimador de erros converge com taxa
similar & taxa de convergéncia do erro real, sendo o padrio de convergéncia quadratico, da
mesma forma que o valor obtido pelo método de estimacdo global. A efetividade apresentada
também mostrou-se adequada, oscilando entre 80% e 88%, ndo existindo tal oscilagdo no
modelo global, entretanto a efetividade deste tende a 80%. Ja o tempo de processamento
mostrou-se muito menor que o tempo de processamento para o método global.

Isto j& era de se esperar, uma vez que o numero de equagdes de todas sub-malhas é

103



104 CAPITULO 7. RESULTADOS OBTIDOS - TESTES DE VALIDACAO

aproximadamente igual, dependendo de suas vizinhancas e da ordem p de seus elementos.
J4& para o processo global este aumento de tempo mostra-se exponencial, uma vez que a
cada refinamento o nimero de equagtes é aumentado pelo quadrado do nimero de graus de
liberdade acrescidos.
A Figura (7.2) demonstra, qualitativamente, que o processo de refinamento concentra-se
na regido de singularidade do problema, sendo mostrado na Figura (7.3) a concentracdo de
elementos de alta ordem p na regido do L.

7.2 Comparacao: Modelo Global vs. Modelo Local

Para facilitar esta comparacdo, foi feito um exemplo no qual os modelos global e local sdo
utilizados para adaptar a mesma malha.

O procedimento consiste em se tendo uma malha, obter a malha através do método
de estimacdo de erro local, sendo armazenados os dados de erro efetividade e tempo para
esta anélise. Em seguida obtém-se a malha adaptada pelo método global, sendo também
armazenados os dados de erro, efetividade e tempo.

Os resultados desta comparac¢do sdo mostrados nos graficos da Figura (7.4).

Observe que ambos os modelos conduziram a indices de efetividade acima de 80%, po-
dendo ser verificado como grande vantagem do modelo local o fato de seu tempo de obtencao
das malhas adaptadas ser muito menor que o tempo obtido pelo modelo global.

A curva de tempo do modelo local apresentou-se com o perfil de um polinémio quadratico,
com gradiente baixo, podendo ser em alguns trechos aproximada por uma reta. Este perfil
pode ser explicado pelo fato de um patch, de acordo com a estratégia adotada, ter sempre um
numero pequeno de elementos em relacdo a malha global, sendo o crescimento do tempo de
obtencado da malha pelo método local decorrente do aumento do refinamento p dos elementos
e pelo aumento do niimero de paiches. Isto justificaria o aumento praticamente linear do
tempo, para o nimero de equagdes testadas.

Ja o modelo global tem seu grafico de tempo com perfil exponencial, sendo isto facilmente
justificavel pelo niimero de equacdes aumentar pelo quadrado do nimero de graus de liberdade
acrescido a malha.

Com relacdo aos dados de efetividade, observa-se uma grande oscilacdo do indice de
efetividade nos resultados para o modelo local. Conjectura-se que esta oscilacdo deve-se ao
fato da malha utilizada como malha de referéncia em cada passo ser a malha adaptada pelo
método global no passo anterior. De certo modo o padrdo de refinamento indicado pelo
método global pode diferir daquele identificado pelo método local. O gréfico de efetividade
calculado sobre malhas obtidas com o método local mostrou-se muito mais comportado. (ver
Figura (7.1)).

sto & valido apss alguns passos de refinamento, pois nos passos iniciais, cada patch pode ter até o nimero
de elementos total da malha. Neste caso é 16gico que este terd um tempo de obtencio da malha adaptada
maior.
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Figura 7.1: Resultados para a malha quadrilateral
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Figura 7.2: Malhas obtidas (2, 5 e 10 passos adaptativos) - Escala de cores indica a ordem
de refinamento p
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Figura 7.3: Detalhe da malha adaptada (passo adaptativo = 10) - Escala de cores indica
ordem de refinamento p
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Figura 7.4: Comparagdo dos Modelo Global e Local
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Figura 7.5: Malha de elementos triangulares utilizada
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7.3 Verificacao da Utilizacao de Elementos Triangulares

Para verificar a confiabilidade do método, o mesmo modelo utilizado acima foi analisado com
a utilizagdo de elementos Triangulares. A malha utilizada é mostrada na Figura (7.5).

Os resultados sdo mostrados na Figura (7.6), sendo destacado o fato do nimero de equa-
¢Oes alcangadas ser menor pelo fato do refinamento no canto do L ter levado alguns elementos
a ter uma deformacao tal, a ponto de causar instabilidade numeérica durante a resolugio do
problema. A Figura (7.7) mostra a malha ap6s 2, 5 e 10 passos adaptativos respectivamente.
A Figura (7.8) mostra um detalhe da regifo do L.

Conforme pode ser verificado, o padrao de convergéncia é similar ao obtido para os ele-
mentos quadréticos (para o mesmo numero de equagdes), sendo a efetividade proxima a 85%
também para este caso. O tempo de processamento foi compativel com os resultados obtidos
para a malha de elementos quadrilaterais.

Com relacao as malhas adaptadas, pode-se também verificar a concentracdo de elementos
na regiao do ponto de descontinuidade que é o canto do L.

Conforme pode ser observado nos resultados, o método auto-adaptativo conduziu & malhas
com erro decrescente, entretanto, dado o nlimero méaximo de equacbes nao ter sido razoével,
algo proximo a 1000 equagdes, nao ha meios de concluir algo sobre as taxas de convergéncia
e de efetividade.
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Figura 7.6:
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Figura 7.7: Malha Triangular Adaptada (2, 5 e 10 passos adaptativos) - Escala de core
indica a ordem de refinamento p
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Figura 7.8: Detalhe da regifio do L (passo adaptativo = 10) - Escala de cores indica a ordem
de refinamento p




Capitulo 8

Conclusao

Implementou-se um método auto-adaptativo hAp baseado em uma estimativa de erro local. A
técnica foi testada e validada para modelos bi-dimensionais. Modelos tri-dimensionais foram
testados, mas nao validados.

O erro estimado localmente, através do modelo implementado, teve um indice de efe-
tividade similar ao erro estimado por um modelo local, tendo como vantagem o tempo de
processamento, que no caso do modelo analisado, enquanto o modelo global tem uma curva
de tempo exponencial, o modelo global tem um perfil proximo ao linear.

Ainda como detalhe adicional, caso a anéalise local seja paralelizada, este aumento de
tempo serd muito menor em relacdo ao obtido até agora.

Estes resultados promissores mostram que esta técnica ainda pode ser muito explorada,
principalmente nos aspectos relativos a anélise de desempenho, paralelizacdo de tarefas e
estudo de implementacdo de outros tipos de estimadores de erro utilizando esta abordagem
local.

Com relagao & extensdo deste método para problemas tri-dimensionais, durante os testes
com o método, foram utilizadas funcées cuja validagdo ndo havia sido feita anteriormente.

Desta forma, verificou-se uma inconsisténcia de dados em alguns padrdes de refinamento
especificos. Esta inconsisténcia estd sendo analisada e t80 logo esteja validado o trecho de
coédigo utilizado, voltar-se-4 a validacdo do método para problemas tri-dimensionais.

Acredita-se que com este cédigo validado o funcionamento do c6digo auto-adaptativo sera
imediato, uma vez que para o modelo tri-dimensional utilizado, chegava-se a sete passos de
refinamento, com a estrutura das malha clone corretas. Neste passo era realizado um padréo
de refinamento hp cuja implementagio apresentou problema.

De modo a validar o modelo tri-dimensional serd utilizado o problema modelo adotado
em [7].

Ressalta-se que a estrutura do método estd implementada e mostra-se promissora em
termos de utilizag@o pratica, pois a reducdo do custo computacional para a obtencdo de uma
malha adaptada foi sensivel.
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8.1 Extensoes

Conforme ja mencionado, as principais extensdes do trabalho estdo ligadas & melhora de
seu desempenho, haja vista que este aspecto ndo foi analisado com muita profundidade no
presente trabalho.

Outra extensdo natural é a paralelizacdo do c6digo, sendo um cédigo destes de extrema
utilidade para resolucao de grandes problemas de engenharia, e que requerem adaptatividade,
tais como problemas de mecénica dos fluidos computacional, onde a anéalise de problemas
a0 longo do tempo requerem um grande esfor¢o computacional para a obtencdo de malhas
adequadas.

Um aspecto nao destacado anteriormente, més que também pode ser estudado é a ob-
tencdo de um padrao que conduza ao erro menor que o admissivel diretamente pela anéalise
local, isso é dito pelo modelo atual funcionar da seguinte forma: dada uma malha com solucio
conhecida, isolam-se paiches de elementos, refinam-se estes patches uniformemente em hp e
faz se a anéalise do padrao de refinamento dos elementos com erro considerével. Os elementos
analisados tem o seu padrao de refinamento estudado e o padrdo adotado € aquele com um
numero de equagdes menor que o nimero de equagdes dado pelo refinamento uniforme e cujo
erro & minimo para este nimero de equagdes.

Observe que este padrdo é adotado independentemente do erro. Assim, algo a ser anali-
sado, através do padrao de refinamento obtido, caso o erro ainda seja consideravel, realizar
um novo passo de refinamento neste patch localmente, antes de transferir o padrao de solucdo,
sendo isto feito de maneira recursiva até que o erro obtido para os elementos componentes
do patch seja menor que um limite aceitavel.

De fato isto pode levar a um refinamento excessivo em alguns casos mads, por outro lado,
pode reduzir sensivelmente o nimero de passos de adaptatividade e ainda reduzir considera-
velmente o tempo de anélise.
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ANEXOS




Apéndice A

Estimadores Baseados em Valores
Suavizados - Estimador de Erros de
Zienkiewickz-Zhu (Patch Recovery
Technique)

No célculo de elementos finitos, o resultado da anélise é a obtencéo da fungdo que representa
a varidvel de estado. Entretanto, normalmente, também procura-se pela distribuicido das
funcoes de fluxo ao longo do dominio. Assim, no caso da elasticidade, os engenheiros de
estruturas estdo preocupados em obter as tensGes atuantes no corpo, pois partindo-se destas
¢é possivel realizar o dimensionamento.

Dessa forma, existe a necessidade de realizar o pés-processamento dos valores obtidos
para encontrar o gradiente da funcdo analisada. Aqui surge um novo porém, normalmente
a funcdo que representa o gradiente é descontinua entre as bordas dos elementos, tornando-
se necessario para sua representagdo, suavizéd-la, de modo a torné-la continua ao longo do
dominio.

A suavizagdo pode ser feita de diversas formas, entretanto, foi demonstrado por Zlamal
[27, 28] que no centréide do elemento, a fun¢do gradiente apresenta a propriedade de super-
convergéncia, ou seja, neste ponto a funcao gradiente convergird mais rapidamente para seu
valor real. Tal fato pode ser visualizado, em uma dimenséao, na Figura (A.1), onde é mostrado
que para a funcao variével de estado, os nos dos elementos apresentam a propriedade de super-
convergéncia, enquanto sua aproximacao para a funcao gradiente é pobre, fato contréario ao
que ocorre no centro do elemento.
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Figura A.1: Super-convergéncia do Gradiente
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A.1 Processo de Calculo

Para mostrar o processo de calculo do erro através desse método, tomemos o seguinte pro-
blema modelo:

~Vu+cu=f,

com as seguintes condi¢des de contorno:

X—gemIyeu=0emTp

O erro, em termos da norma de energia, serd dado por:

lel? = fo |Vu — Vux|® dz, sendo:

Vu: Gradiente da funcdo u real;

Vux: Gradiente da fun¢do ux calculada numericamente no elemento K;

Como, em geral, nao temos o valor da funcio gradiente real, substituiremos o seu valor pelo
valor da funcdo suavizada que, caso seja adequadamente escolhida, conforme serd descrito
adiante, representard uma aproximacao melhor do que aquela calculada isoladamente no
elemento.

Dessa forma teremos que o erro estimado, associado ao elemento K sera:

n% = ”G’X(ux) - u&“zda:, sendo:

Gx(ux): Gradiente da fungdo ux suavizada;

ul.: Primeira derivada da funcdo ux calculada numericamente no elemento K;

Como hé a necessidade do p6s processamento da solugdo, esse processo agrega um custo
computacional muito pequeno ao processo, fornecendo bons resultados.

O processo pode ser resumido entdo nas seguintes etapas:

e executar o pés-processamento dos resultados de modo a obter o gradiente da solugdo
em cada elemento;

e suavizar a funcdo gradiente ao longo do dominio;
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e calcular a norma do erro através do somatério, em todos os elementos, da diferenca
entre o valor suavizado e o valor inicial.

O diferencial que pode ser agregado nesse processo é a forma de suavizar a funcdo gradiente.
Como pode ser visto em [1], os operadores de suavizagdo devem, essencialmente respeitar
as seguintes condicoes:

e Condigao de Consisténcia: a func¢io utilizada para suavizacdo deve conduzir aos valores
reais da funcdo, quando as condi¢des forem favoraveis (malha de dimensdo adequada).
Como exemplo, caso utilizemos a média entre os valores dos gradientes calculados nos
nés de um elemento de barra, quanto mais reduzirmos o tamanho do elemento, mais
proximo ficard o valor suavizado do valor real;

e Condicao de Obtencéo: a obtencao do valor suavizado n@o deve implicar em custos
computacionais adicionais;

e Facilidade de Manipulacdo: a funcdo deve ser facilmente manipulavel, possibilitando
que as fungdes obtidas sejam facilmente integréaveis.

A.2 Operador de Zienkiewicz-Zhu

O operador de suavizacao de Zienkiewicz-Zhu consiste nas seguintes etapas para o calculo do
valor suavizado em um determinado né:

1. Selecionar o né onde se quer determinar o valor suavizado;
2. Identificar quais elementos tem esse nd na sua lista de conectividades;

3. Para cada elemento identificado, calcular o valor do gradiente no seu centréide, como
sendo a média dos valores nos seus nés;

4. Com o valor no centréide de todos os elementos, é ajustada uma fun¢do, por minimos
quadrados a todos esses nos.

5. Através da funcd@o ajustada é calculado o valor suavizado no né selecionado em 1.

Assim, com o valor suavizado é possivel obter-se a estimativa do erro, conforme descrito
anteriormente.



Apéndice B

Implementacao de Matriz Bloco
Sobreposto

Como parte dos esforgos para a generalizacdo do ambiente PZ e como parte dos esforcos
para possibilitar a criagao de cédigos passiveis de paralelizacdo, estd inserida o aumento do
numero de classes algébricas, incluindo a implementacdo da classe para tratamento de uma
matriz através de blocos que podem apresentar sobreposigéo.

A vantagem da utilizagdo desse tipo de matriz é que além de agregar a possibilidade de
acesso direto ao bloco elementar, proveniente da matriz bloco diagonal j& implementada, essa
classe, quando utilizada como pré-condicionador ji agregara uma sobreposicao da solucao dos
elementos em cada conectividade, o que esperamos ser um pré-condicionador com eficiéncia
melhor do que a apresentada quando do uso de pré-condicionador baseado em bloco diagonal,
cuja solucdo nao prevé esta sobreposicao.

B.1 Fundamento Algébrico

Dada uma matriz [K], pode-se mostrar que essa pode ser obtida pelo somatério de suas sub
matrizes, ou seja:

K =K, (B.1)

Da mesma forma, com esta abordagem, o produto matriz vetor K.u, pode ser escrito
como o somatorio do produto dos sub blocos com o sub vetor correspondente, ou seja:

Kou= T K{ ;s (B.2)
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Figura B.1: malha exemplo
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B.1.1 Operacao de Multiplicagao

Dados os blocos componentes da matriz, incluindo seus indices de localizagdo na matriz global
e o vetor u global, a operacdo de multiplicagdo:

Ku=f

sers realizada da seguinte forma:

Algorithm 2 Multiplicacao através da utilizacdo de blocos sobrepostos

1. Fornecer os blocos K. componentes da matriz K, o vetor u e seus respectivos indices.
2. Decompor o vetor u em blocos u,, correspondentes aos blocos dados (Scatter).

3. Calcular a multiplicacdo dos sub-blocos:

Ke-ue = fe

4. Com os sub vetores f. é montado o vetor f (Gather)

Para o melhor entendimento da operacdo esta pode ser acompanhada através da seqiiéncia
abaixo, considerando a malha da Figura (B.1), onde é representada uma malha simples
com dois elementos, sendo as conectividades do elemento 0 = {0,1,2,3} e do elemento
1={1,4,2}.

Abaixo é mostrado como seria feito, de maneira esquematica, as operacoes Gather, dado
um vetor u = {ug,u1,Us, U3, us} por conectividade e a operagdo Scatter, dado um vetor
f={f0 2 2, f2, fa, fi, f2} por bloco. Os indices superescritos indicam o elemento e os
subescritos o nimero de seqiiéncia do dado dentro do elemento.
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[ w=uo | [ f§ ]
Ug ud = uy 0 fo=1¢
U1 up = Uz 3 fi=R+1
ug | = Scatter = | uj = uz Y | = Gather = | fo=f0+ f}
us ug = U1 0 fs=13
e up = ug 1 fa=fi

L uy=uz | | fy ]

B.2 Interface

Para a utilizacao desta classe, ha a necessidade do conhecimento do ntimero de blocos. Tendo
este é possivel a inicializacdo da matriz, onde os elementos de todos os blocos serdo nulos. A
Figura (B.2) mostra, de modo esquematico, a inicializa¢do de um objeto desta classe.

No caso de insercao de dados, essa pode ser feita via o método AddBlock, ou por intermédio
do método AddKell que em dltima instancia utiliza também o método AddBlock. A Figura
(B.3) mostra esquematicamente esta seqiiéncia.

Ja o calculo da multiplicacdo, o qual utiliza os métodos Scatter e Gather, € mostrado de
modo esquemético na Figura (B.4).

B.3 Implementacao

A matriz bloco diagonal foi implementada através da derivacao da classe TPZBlockDiagonal,
que j& apresenta todas as funcionalidades de armazenamento, acesso a dados e operacoes
matriciais bésicas.

Os membros desta classe sdo:

e TPZBlockDiagonal fStoreMatriz: objeto que armazena os blocos da matriz;
e fBlockPos: vetor com a posi¢do na matriz do primeiro elemento do bloco;

e fInitialized: contém o nimero de blocos da matriz.

Construtores, Destrutores e Métodos de Inicializagéo
TPZOverlapBlock()
Cria um objeto com todos parametros nulos.
TPZOverlapBlock(TPZVec<int> blocksize, int rows)
Aloca espaco em memoria para receber a quantidade de blocos componentes do vetor
blocksize, sendo o tamanho de cada bloco indicado nos elementos componentes do vetor.
TPZOverlapBlock(TPZOverlapBlock &ovlbl)
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Figura B.2: Inicializac2o de dados
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Figura B.3: Inicializacdo dos blocos
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Figura B.4: Multiplicagio
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Cria uma cépia de uma matriz bloco sobreposto passada como pardmetro.

~TPZQwverlapBlock()

Destrutor simples, ndo existem objetos alocados dinamicamente para apagar da memoria,
ndo sendo assim esta funcdo utilizada.

Initialize(TPZ Vec<int> blocksize)

Através da dimensdo do vetor identifica o nimero de blocos a ser criado, onde cada bloco
terd a dimensao especificada pelos elementos de blocksize.

Métodos Virtuais

virtual REAL s(int row, int col)

Verifica se existe elemento da matriz em uma posi¢éo (4,7) = (row, col)

int Dim()

Retorna a dimensdo da matriz (considera-se que a matriz é quadrada).

int Zero()

Define como zero todos os elementos da matriz.

void Transpose(TPZMatriz &T)

Retorna em T a matriz transposta do atual objeto.

int Decompose_ LU()

Utiliza a fatoragdo LU para o calculo da matriz triangular superior.

virtual int Substitution(TPZMatriz &B)

Realiza a retrosubstituicdo para a obtencao da solugdo do problema A.x = b, onde A ja
¢ uma matriz triangular superior.

void AddKel(TPZFMatriz &mat, TPZVec<int> &sourceindez, TPZVec<int> &destina-
tionindez)

Realiza a insercao de uma matriz relativa a matriz de rigidez de um elemento, com
restricdes, em mat, cujos indices do elemento estdo em sourceindez e os indices relativos &
matriz global estdo em destinationindexz.

Com estes dados cria-se um bloco com os elementos referenciados, sendo este bloco entao
passado ao método AddKel descrito abaixo.

void AddKel(TPZFMatriz &mat, TPZVec<int> &destination)

Esse método calcula o indice do bloco e passa esse indice e os pardmetros de entrada para
o método AddBlock realizar a insercao do bloco na matriz.

Métodos Especificos

void AddBlock(int id, TPZVec<int> &pos, TPZFMatriz &block)

Dado o indice identificador do bloco - id, o vetor com a posicdo de cada elemento do bloco
- pos, em uma “matriz global” e o bloco block este é armazenado em fStoreMatriz.

void GetBlock(ind id, TPZFMatriz &block)

Retorna em block o bloco de indice id.

void Scatter(TPZFMatriz &uin, TPZFMatriz Euot, int stride)

Esse método cria um vetor de carga, que pode ter “stride” varidveis de estado, baseado em
indices dos blocos através de um vetor com “ stride” variaveis de estado baseado em indices



128 APENDICE B. IMPLEMENTACAO DE MATRIZ BLOCO SOBREPOSTO

de conectividades.

void Gather(TPZFMatriz &fin, TPZFMatriz &fot, int stride)

Consiste na operacao inversa de Scatter, onde dado um vetor baseado em indices de blocos,
este é condensado em um vetor baseado em indices de conectividades, onde as contribuigoes
de todos os blocos para uma conectividade sdo levados em conta.

void MultAdd(TPZFMatriz z, y, 2, REAL alpha, beta, int opt, stride)

Realiza o seguinte calculo:

z = alpha.z + beta.y.(opt. f StoreMatriz)

O procedimento para realizacdo do cédlculo é o representado no algoritmo descrito acima,
onde é feita a operacao Scaiter em z, possibilitando a multiplicacio bloco a bloco e posterior
operacdo Gather para condensacgao do resultado.



Apéndice C

Reimplementacao de Mudanca de
Coordenadas no PZ

O sistema previamente implementado no PZ estava capacitado a realizar transformacao de
coordenadas entre sistemas cilindricos e cartesianos com mesma origem e eixos z coincidentes.

Aqui propés-se a tornar essas alteracOes genéricas, aumentando a gama de possibilida-
des de mudanca de coordenadas dentro do ambiente PZ, possibilitando a implementacéo de
sistemas de coordenadas cilindricos, com origem e eixos néo coincidentes com os eixos de refe-
réncia do sistema de coordenadas global e também implementacgao do sistema de coordenadas
esféricas.

C.1 Desenvolvimento Tedrico

A generalizacdo dos métodos existentes implica na abstragdo seguinte: considerando que a
estrutura existente est4 vinculada & um sistema de coordenadas com origem {x=0,y=0,z=0},
podemos considerar que tal origem refere-se a um sistema de coordenadas local, que por sua
vez serd o resultado de um conjunto de rotacdo e translagdo do sistema de referéncia global.
Assim, a partir do sistema denominado local, pode ser realizado um mapeamento através
de um tensor composto por um tensor Translagdo [T] e um tensor rotagdo [R].
O tensor rotagao, dadas as rotacoes em torno de cada eixo, pode ser escrito da seguinte

formas:
R = B.C.D, onde:

cosyy senyy 0 cosd 0 send 1 0 0
B=| —senyy cosy 0 |,C= 0 1 0 |,D=|0 cos¢ seng
0 0 1 —senfl 0 cosf 0 —sen¢ coso

onde:
1): rotacdo em torno do eixo z;
g: rotacao em torno do eixo y;
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¢: rotacdo em torno do eixo z;

O determinante do Jacobiano serd nesse caso sempre igual a 1, pois essa transformacéo
nao implica em deformagdo do elemento.

Feita a translagdo e a rotacdo de um sistema cartesiano, conforme mostrado, a trans-
formacdo para coordenadas cilindricas ou esféricas consiste simplesmente na aplicacio do
Jacobiano da transformacio sobre o sistema anterior.

Assim, para o caso de coordenadas cilindricas teriamos:

z =7 % cos(f);

y = r * sen(f);

z =2z

cos§ —rxsenf 0
J=| senf rxcosd 0 | edet(J)=r
0 0 1
Assim, podemos realizar a transformacio de coordenadas:

dz.dy.dz = det(J).dr.df.dz
Procedimento anélogo pode ser feito para o sistema esférico ou qualquer outro sistema.

C.2 Implementacao no PZ

No ambiente atual, todas as transformagdes sdo feitas na classe responséavel pelo mapeamento
geométrico do elemento. No decorrer do trabalho verificou-se que tal tarefa deveria ser
realizada na Classe TPZCosys.

Assim, s80 desenvolvidas as seguintes implementacées na classe TPZCosys:

e implementacdo de método para o célculo do jacobiano de cada transformacéo;
e implementacao de métodos para mapeamento translacio;
e implementacao de métodos para mapeamento rotacao;

e implementacdo de método para transformacg@o de coordenadas do sistema atual em
cartesianas e vice-versa;

C.2.1 Mapeamento Translacao

O Mapeamento translagdo consiste na mudanca da origem do sistema de coordenadas para
um outro ponto dado. Os eixos do sistema local obtido serdo paralelos aos eixos do sistema
global.

Em termos numéricos, a integral de uma funcdo no novo sistema de coordenadas sera
dada pela integral da func@o em relacdo as coordenadas locais, acrescida da parcela relativa
a regido entre o sistema local e o sistema global.
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C.2.2 Mapeamento Rotagao

O mapeamento rotagdo consiste na mudanca de coordenadas a partir de rotagdes nos eixos do
sistema de coordenadas de referéncia. Essa rotacdo, nesse trabalho serd representada através
dos angulos de Euler (¢, 8, ¢), representando o giro dado nos eixos x, y e z respectivamente.

Dados os angulos de Euler, através do tensor mostrado em C.1, temos o mapeamento
do sistema de coordenadas global para o sistema de coordenadas local. A obtencdo da
transformacao inversa, para esse caso, € simples, pois o tensor rotacdo tem a propriedade de
que seu inverso € igual ao seu transposto.

Com os dados do tensor também é possivel o calculo do Jacobiano da transformacéo e de
seu determinante cujo valor é sempre igual a 1.

C.3 Implementagao de Transformacao de Coordenadas
Cartesianas para Cilindricas e Vice-Versa

Tais métodos encontram-se implementados na classe TPZCylin, tendo sido implementado um
método para o célculo do jacobiano da transformacio e o calculo de seu determinante.

Também foi implementado um ponteiro para o sistema de coordenadas de referéncia, para
essa transformacao, de modo a possibilitar a mudanca de coordenadas inversa.

C.3.1 Documentacao do Cédigo Gerado

A documentacdo do cédigo gerado pode ser encontrada no endereco http://labmec.fec.
unicamp.br/ pz/doxygen/class_TPZCosys.html.

Toda a documentacgao gerada nesse trabalho foi gerada através do programa Dozygen, que
identifica determinados caracteres no cédigo e os interpreta como notas de documentacao,
tornando possivel a geracdo da documentacdo em diversos formatos tais como: latez, rich
text format, html e man.

Acoplado ao Dozygen esta sendo utilizado o médulo DOT, da AT&T, que cria diagramas
de interconexdo entre classes, mostrando os pardmetros passados entre as classes conectadas.



Apéndice D
Subestruturacao

Esse trabalho insere-se no desenvolvimento do ambiente de programacéo orientada a objetos
PZ [16], para a resolugdo de problemas de valor de contorno através do método dos elementos
finitos.

A implementacao da subestruturacdo no PZ tem os seguintes objetivos principais:

1. Possibilitar a resolugdo de submalhas através da utilizacao de processamento paralelo;

2. Aumentar a flexibilidade para a anélise.

A utilizacao de subestruturagdo para a resolucdo de problemas de elementos finitos é intuitiva
e de implementacdo relativamente simples, dado que o procedimento consiste no envio de
uma subestrutura para cada processador, sendo ao final da resolucdo de cada subestrutura,
enviada a préxima subestrutura da fila, até que todas tenham sido resolvidas, sendo entdo
necessario apenas a remontagem do sistema global.

No caso de utilizagao de processamento paralelo, a solu¢do de problemas com grande
namero de equagoes é feita em menos tempo, viabilizando assim o uso do método.

Dado o custo computacional para o gerenciamento das submalhas e do processamento, a
adocao dessa abordagem em problemas de menor porte ndo se mostrara interessante.

Desse modo, a implementacdo de procedimentos de subestruturacdo confidveis, represen-
tam um grande salto na busca de um ambiente computacional de elementos finitos com uso
pratico, o qual pode apresentar resultados rapidos e confidveis para problemas reais, de alta
complexidade.

Outro aspecto interessante da subestruturacdo é a possibilidade da utilizacdo de diferentes
métodos de analise para cada sub-malha, podendo em um determinado trecho ser utilizada a
resolucdo do sistema através de métodos com eficiéncia comprovada para aquele tipo especifico
de matriz, utilizando os métodos convencionais, tais como LU, apenas nas regides do dominio
onde for necessario o uso de métodos genéricos.
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Figura D.1: Exemplo de Subestruturagio
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D.1 Visao de algebra linear

Para a utilizacdo da subestruturacdo ha a necessidade de se encontrar um sistema linear de
equagoes, equivalente ao sistema original, no qual o nimero de equacgdes € menor estando
a contribuicdo dos elementos internos do subdominio expresso através dos noés de interface
entre o subdominio e a malha inicial.

Para o melhor entendimento, consideremos a primeira malha representada na Figura (D.1,
pag. 134), com 9 elementos e 12 nés.

Considerando, por simplicidade, que cada né tem apenas um grau de liberdade, a matriz
de rigidez e o vetor de carga dessa malha podem ser representados pelo sistema da Equagéo
(D.1) (pag.135).
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koo koi koa2 kosz kos kos kos Koy kos koo Kogo Ko ag
kio kg ko kiz kg ks ke ki kig ke ki Kkin a
koo kop koo o koz kos Koy kag  ker kosg koo koo Koan as
kso ks1 kso kss kss kss ksg ksr ksg kso ksio ksn as
kao ks kao kaz kas Kis kg kar ks kao  kazo ke a4
kso ksy  ksp o ks3z ksa kss kse ks7 kss Kkso ksio ks o 9| =
kso keyi keg kes kes kes kes ke kes keo ke Kear ag
kro kiy kra krs kra kis kg kin kg kre  krio ki az
kso ksy ks2 ks3z kss kes ksg ksr kss ksg Ksio ks ag
koo ko1 koo kos kos kos kos kot kos kso koo Ko g
koo kg k2 Koz ks ks Kwos Koz ks Kkos koo Ko ao
ko kup kup kus kug kus Fus kugz kus ke ko kuaau ay
S (D.1)

Considerando que os elementos de 4 a 8 formam agora uma sub-malha, temos que seu
sistema de equacdes €& aquele mostrado em D.2.

[ koo koa ko2 kos koz Koz Kos Koz ag Up
]fl,o kl,l k1,2 k1,3 kl,z kl,g kl,a ]‘51,'7‘ a1 Uy
kQ,Q kQ}l kg’g k273 ]{323‘4 kQ’g kg’g k2’=f a9 U9
kg,o kgyl k’g,g kg’g kS,Z k3}§ k3,§ k3,7 a3z i Uz
k3o kzy kip kiz kiz kiz kiz kiw “lag | T | ug (D2)
, \ , , , 5 REE NET 1 1
ks,o k5,1 ks o k’s‘,s k‘s’,?f k.‘a‘;'s‘ ks—,g 57 ag ug
k6,0 k€,1 ks,z k’s‘,3 ké‘j:f ké,‘g kﬁ 57 ag g
L k7o kzy ksp kig kiz ke krp ker ]l Lor ]l | ur

O trago sobrescrito ao indice do elemento indica que este sofrerd contribuicdo da sub-
malha.
Ja a sub-malha ter o sistema mostrado abaixo.

kaa  kas  kas ki kas ko ka0 kst | [ ag ] [ we ]
k_s_’- k_ﬁ k§z§. k'&',_,z ké’g ké’g k§,10 ké,u a’_l"_)_ u§_
koa kos kes keyr kes Kso ke hken ag ug
kra ks kre ki kzs kpe kpwo ko) @) ) w (D.3)
ksa kss ksg Kksz kss kso ksio Kksi as usg
koa kos kos koz kos koo koio Ko ag Ug
kioa ks ke kioz Kog Kiog k10 Kkioa: a1o Uto
| kg kus kus kugz kug ke Ko ki | Lol LU

De modo similar aquilo que ocorre na malha pai, a sub-malha tem elementos que contribuem
também na malha pai. Esses elementos foram caracterizados com um trago subscrito no
indice do né de interface.

Ug
Uy
Uz
Usg
Ug

Us
Uy
Ug
Ug
U0
Ui
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Para que o método mostre-se utilizavel, devemos demonstrar que:

1. H4 uma forma de expressar a contribui¢io dos nés internos da sub-malha nos seus nos
externos;

2o

Os resultados para os dois sistemas sdo iguais;

3. Que dados os resultados dos nos de interface é possivel obter-se os resultados nos nés
internos da sub-malha.

Todos esses requisitos sao preenchidos através do conceito de redugdo estatica.

O sistema de equagdes utilizado na reducdo estatica é mostrado no algoritmo (3) (péag.
136), onde as conectividades internas sio representadas pelo indice “” e as conectividades
onde os graus de liberdade interno serao condensados através do indice “¢” .

Algorithm 3 Matrizes Reduzidas
Kcé ch UC - FC

A partir do sistema inicial, a condensagéo dos graus de liberdade [U;] sobre os graus de
liberdade [U,] é definida conforme o algoritmo (4) (pag. 136).

Algorithm 4 Processo de Condensacao Estatica
[Kilyeq = [Ked] = [Kei] . [Ky] ™ . [Kil
[felyea = [fe] = [Ba] - [Ku] - [fi]

Assim, o sistema reduzido torna-se aquele apresentado na equacdo (5) (pag. 136).

Algorithm 5 Sistema condensado
{ch]red . [UC} = [fc]red

D.2 Visao de elementos finitos

Quando coloca-se o termo sub-malha, deve ficar claro que o dominio em estudo estéd sendo
dividido e, de modo a compatibilizar as equacgbes do subdominio as equacoes do dominio
global hé a necessidade de se inserir o conceito de “né interno”.

Em uma sub-malha podem ser encontrados nés, ou conectividades, com as seguintes
caracteristicas:
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e n6 externo: um né é considerado externo quando suas conectividades apresentarem
elementos de objetos malha, ou sub-malha, distintos. Dessa forma, esse né teré, no
minimo, um indice para a sub-malha analisada e um indice para a malha pai;

e nd dependente: um né dependente tem como caracteristica que suas equacoes estao
vinculadas ao sistema de equacOes da malha pai. Assim, nfo é necessario que o elemento
esteja locado na interface da sub-malha para ele comportar-se como né externo. De
fato, a menos que seja feita chamada especifica para tornar os nés internos, todos as
conectividades de uma sub-malha continuardo externos apo6s a sua criagdo, pois eles
guardarao as referéncias para as equacOes da malha pai de onde esta sub-malha foi
criada;

e n6 interno: pode se dizer que um determinado né é interno, quando todas as suas
conectividades pertencem ao mesmo objeto malha e quando suas equagdes nao estao
referenciadas pelo sistema de equagdes da malha pai.

De modo a facilitar o entendimento desses conceitos, seguindo a seqiiéncia da Figura (D.2,
pag 138), temos:

e No passo (0), inicia-se pela discretizagdo do dominio, gerando a malha inicial (root
mesh);

e Em (1), é criada uma sub-malha. Quando da criacao da sub-malha, sdo indicados quais
os elementos da malha pai que constituem a sub-malha, sendo esses transferidos para
o novo sub-dominio. Entretanto, nesse ponto, as conectividades da sub-malha ainda
tem referéncias para o sistema de equactes da malha pai e, dessa forma, ainda sdo nos
dependentes ou externos;

e Seguindo para (2), é executado a chamada para tornar todos os nés sem dependéncias
externas ou nos limitrofes em nés internos. Tal procedimento serd detalhado posterior-
mente. Ao final da execucdo do procedimento, os nos que s6 possuem dependéncias de
elementos da malha sdo transformados em nés internos;

e Feito isso, conforme pode ser visto no passo (3), a malha pai passa a ser constituida
por um grande elemento, em substituicdo aos antigos elementos, que passaram a fazer
parte da sub-malha vista em (4).

Com essa abordagem torna-se possivel que a malha pal veja a sub-malha como um de seus
elementos enquanto a sub-malha apresenta internamente caracteristicas de malha.

Com isso, todas as operagdes que envolvam a manipulacdo das equacdes dos sistemas de
malhas e submalhas devem ser adaptadas, de modo que a malha pal receba através dos noés
externos toda a contribuicao dos nés internos da sub-malha.
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Figura D.2: Conceito de n6 Interno



D.3. DESCRICAO ORIENTADA PARA OBJETOS DOS CONCEITOS DE SUBESTRUTUR:

Para realizar tal procedimento é feito a condensacdo estatica sobre os nés externos, de tal
forma que a contribuicdo dos nés internos seja informada & malha pai através desses noés.

Por outro lado, todas as informagGes que sio passadas da malha pai para a sub-malha
precisam ser redistribuidas para os nés internos da sub-malha.

D.3 Descricao orientada para objetos dos conceitos de
subestruturacao

D.3.1 Reducgao estatica de equacoes

A implementacio da redugéo estatica dos nos internos sobre os externos € feito no PZ através
da Classe TPZMatRed.

A implementacdo realizada por Devloo e Mandujano [25], para sistemas de equagdes
quadrados simétricos ou néo, consiste na divisdo das equagdes em dois conjuntos: um com as
equacoes relativas as conectividades internas e outro relativo as externas. Também o vetor
de carga é dividido em uma parte relativa ‘as equacdes internas e outro relativa as equacoes
das conexoes externas.

No inicio da operacdo, os objetos desta classe comportam-se como objetos do tipo TPZ-
Matrix, passando, ap6s a reducdo do conjunto de equagbes internas sobre as externas, para
um comportamento de matriz cheia condensada.

Assim, objetos dessa classe tem como principais caracteristicas a existéncia de quatro
matrizes onde, com excecdo da matriz [K;], que é um ponteiro para um objeto do tipo
TPZMatrix, as outras matrizes sdo ponteiros para objetos do tipo TPZFMatrix (matriz
cheia).

Utilizando a metodologia descrita em 4, chegamos ao final do processo com as matri-
zes [Ki), .y € |fil,eq armazenadas nas proprias matrizes [Kj] e [f;], iniciais, sendo também
armazenados os valores de [Ky]™" . [f;] em [fi] e, em [K;.], os valores de [Kyu]™". [Kic] [24].

Assim, o sistema reduzido torna-se aquele apresentado na equacao abaixo:

[KCC]red : [UC] = [fc]'red

D.3.2 Conceito de sub-malhas

Sob o aspecto de comportamento interno, uma sub-malha deve ter as mesmas caracteristicas
da malha, ou seja elementos, nés, conectividades, materiais, etc., além de ter uma malha
“pai” e métodos que possibilitem a insercdo e remocdo de elementos e conectividades, a
identificagdo da sua hierarquia etc.

Pelo aspecto da analise da malha pai, uma sub-malha deve ter comportamento de um
elemento, pois nesse caso seu comportamento serd de um “super-elemento”, com matriz de
rigidez e conectividades com os elementos vizinhos.
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O ambiente PZ ja tem implementadas classes de malha computacional, elementos com-
putacionais, conectividades etc., sendo a classe gerada compativel com os métodos ja imple-
mentados.

Utilizando a filosofia de programacio orientada a objetos, tal problema & um caso tipico de
derivacdo, pois ja estdo implementadas as classes que servirdo de base para o desenvolvimento.

D.4 Implementacao da subestruturacao

D.4.1 Uma classe matricial para redugao estatica

Conforme ja mencionado, os nds internos da sub-malha contribuem na matriz de rigidez
global através dos seus nos externos.
Para tal, é necessério realizar a condensacio estatica dos nés internos nos externos.
Como ja demonstrado, tal processo é feito no PZ através dos objetos da classe TPZMa-
tRed, sendo esta derivada das classes matriciais do PZ, TPZMatriz e TPZFMatriz.

Classes matriciais

As classes matriciais no PZ sao todas derivadas da Classe TPZMatriz, na qual estdo definidas
as caracteristicas bésicas de objetos matriciais, sendo de fato uma classe abstrata, pois néo
siao implementados em seu escopo todas as fungdes, sendo algumas definidas exclusivamente
nas suas classes derivadas.

Assim, a classe TPZMatriz define apenas o comportamento que ter&o os objetos matriciais
do PZ.

J& a classe TPZFMatriz, derivada da classe TPZMatriz, implementa o comportamento
de matrizes cheias, sendo um grande nimero de operacdes matriciais implementados nessa
classe.

Interface da classe matricial TPZMatRed

Para mostrar a forma como foi implementada essa classe serdo utilizados os diagramas de
seqiiéncia que mostram o fluxo de operacoes realizadas em cada funcéo, com descricdo pos-
terior dos diagramas.

Construtores

Existem dois construtores para essa classe, ndo sendo passado argumento para o construtor
vazio. Assim € inicializado como um objeto vazio derivado de TPZMatriz, com suas matrizes
e vetores também inicializados nulos (ver fig. D.3).

A outra forma de criar um objeto dessa classe é através da seguinte chamada:
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Figura D.3: Construtor da Classe TPZMatRed
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sgonstrucior=G TPZMatRed

TPZMatRed(intdim, intdim00)

onde sdo passadas as dimensoes do sistema inicial da sub-malha - dim - e a dimensédo sob
a qual este serd reduzido estaticamente - dim00. Nessa inicializacdo, o objeto derivado de
TPZMatrix é inicializado como uma matriz quadrada de dimensao “dim”.

Destrutores

Todos os ponteiros para os vetores e matrizes da classes sdo removidos da memoria.
O diagrama da Figura (D.4, pag. 142) mostra a seqiiéncia de operagdes realizadas no
destrutor da classe.

Definicao dos Parametros

Como pode ser identificado, apés criado o objeto TPZMatRed, esse s6 tem a definicdo de
suas dimensoes, sendo necessario definir os elementos componentes de vetores e matrizes. Os
procedimentos para definicdo de dados sdo apresentados na seqiiéncia.

O método PutVal(int r, int ¢, REAL value) indica o valor value que ocupard a posicdo
coluna ¢ e linha r.

O diagrama de seqiiéncia desse método é apresentado na Figura (D.5, pag. 143).

O método SetK00 define a matriz [koo], que devera ser utilizada na condensagdo estatica.
A Figura (D.6, pag. 143) apresenta o diagrama de seqiiéncia desse método.



142 APENDICE D. SUBESTRUTURACAO

Figura D.4: Destrutor da Classe TPZMatRed
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Figura D.5: Definicdo de Dados - PutVal
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Figura D.7: Definicdo de Dados - SetF
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O método SetF define o vetor de carga que serd considerado na reducdo estatica. O
diagrama do método é mostrado na Figura (D.7, pag. 144).

Realizagdo dos Célculos

Definidos as matrizes e vetores sob os quais serdo realizadas as operacdes passa-se a efetivar
a reducdo estatica, para tal sdo definidas as seguintes funcdes.

Em primeiro lugar, pode-se definir o tipo de analise que sera feita, podendo-se optar pelos
seguintes tipos de andlise:

e LU: decomposicao padrio, a qual mostra-se uma forma robusta, pois pode ser utilizada
para a resolugdo de todo o tipo de sistema linear;

e Cholesky: apresenta uma performance melhor que a LU, em termos de custo de proces-
samento, entretanto s6 tem resultados garantidos caso seja aplicado a sistemas definidos
positivos;

e Frontal: no caso de sistemas de grande porte apresenta uma performance melhor que
os anteriores, pois reduz a utilizagdo de memoria, procurando-se armazenar os dados
completamente no cache do processador e, conseqiientemente, reduzindo o tempo de
processamento. Entretanto, para sistemas menores, essa abordagem no é satisfatéria,
pois o gerenciamento do processo para determinacdo da frente do sistema pode gerar
um custo representativo.
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Figura D.8: Calculo - SetDecomposeType
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e Métodos Paralelos: o PZ j& tem implantados os métodos de anélise descritos acima,
para a utilizacdo de processamento paralelo com meméria compartilhada, entretanto,
a restricao nesse caso é que se tenha um sistema multiprocessado.

A Figura (D.8, pag. 145) mostra o diagrama de seqiiéncia da fungio de escolha do tipo de
analise - SetDecomposeType().

O método F1Red() calcula e devolve um ponteiro para o vetor de carga condensado.

A implementacdo basica do método consiste nos seguintes blocos:

e Verificacdo da consisténcia dos dados: verifica se existe a dimensio a que serd reduzido
estaticamente o sistema ou se o vetor de carga ja foi reduzido. Caso qualquer um
desses requisitos seja satisfeito, serd apenas retornado um ponteiro para o vetor de
carga reduzido existente;

e O bloco seguinte faz a verificacdo se a matriz de rigidez ja foi reduzida, caso contrério
o método de redugdo é ativado;

e Por fim sao feitas as operagoes para a redugéo do vetor de carga.

A Figura (D.9, pag. 146) mostra o diagrama de seqiiéncia da funcdo F11Red().

Da mesma forma que para o método FI11Red(), o procedimento para o célculo da matriz
de rigidez condensada também passa pela verificacdo da consisténcia dos dados para posterior
realizacdo dos calculos. O diagrama do método K11Red() é mostrado na Figura (147, pag.
147).
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Figura D.9: Célculo - F1Red
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Figura D.10: Calculo - K11Red
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Figura D.11: Célculo - UL()
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O diagrama da Figura (D.11, pag. 148) mostra o calculo de U1.
A seqiiéncia de operacoes para o calculo de UGlobal é apresentada na Figura (D.12, pag.
149).

Meétodos Acessérios

Esses métodos sao aqueles definidos como puramente virtuais na classe pai - TPZMatriz,
além de métodos internos recorrentes.
Dentre esses métodos destacam-se:

e Zero(): preenche todas as varidveis matriz e vetor do objeto com zero, além de redefinir
todas as varidveis booleanas de modo a refletir que o objeto foi zerado;

e Redim(int dim00, int dim): como a classe tem um construtor vazio, h4 a necessidade de
que um método possibilite a definicdo posterior das dimensées das matrizes e vetores
componentes do objeto. Esse procedimento é mostrado no diagrama de seqiiéncia do
método, mostrado na Figura (D.13, pag. 150);

e Substitution (TPZMatriz *B): método utilizado durante a resolu¢do do sistema. Sua
implementagdo é mostrada na Figura (D.14, pag. 151).
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Figura D.12: Célculo - UGlobal
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e Print(char * name, ostream &out, MatrizOQutPutFormat form): definigbes para impres-
sdo dos dados da classe, tais como nome do objeto - name, local de impressdo - out e

padrao de impressao - form;

e Error (char *msg, char *msg2): gerenciador de erros.

D.4.2 Uma sub-malha como derivacao dupla

Como j& descrito anteriormente, a sub-malha precisa ter ora comportamento de malha e ora

comportamento de elemento.

Dessa forma, seus métodos derivados precisam ser adaptados de modo a compatibilizar
tal situacdo e poder ter o comportamento correto em cada momento que os objetos da classe

sdo acessados.

Atribuicoes da classe TPZCompMesh

A classe TPZCompMesh contém informagbes sobre os elementos e nds computacionais da
malha, bem como de suas condigdes de contorno . E neste objeto que ocorre o calculo

discreto dos elementos finitos.
As principais caracteristicas dos objetos desta classe sdo:

e Acesso & malha discreta;

e Acesso aos dados do sistema de equagdes, tais como:
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Figura D.13: Métodos Acessérios - Redim
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Figura D.14: Métodos Acessérios - Substitution
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— largura da banda,

— numero de equagoes;

Renumeracdo dos nés, através dos algoritmos Metis ([17]) ou Sloan;

Calculo das dimensdes dos blocos dos sistema de equacdes;

Montagem do sistema de equacdes globais e do vetor de carga;

Distribui¢do do vetor solucdo sobre os graus de liberdade (LoadSolution);

No ambiente PZ uma malha é implementada através de duas entidades: uma malha ge-
ométrica e uma malha computacional, estando a malha geométrica com as caracteristicas
topolégicas e a malha computacional com as informagGes necessarias a solugdo de um pro-
blema.

Desta forma, a malha computacional pode ser composta por apenas um conjunto de
elementos mestres, onde cada elemento mestre representa um determinado tipo, ou conjunto,
de elementos, tals como triangulares, quadraticos, bi-quadraticos etc.

Assim, o cédlculo da matriz de rigidez de uma malha reduz-se ao cilculo da matriz de
rigidez de um conjunto de elementos mestres e o célculo do jacobiano de mapeamento entre
cada elemento geométrico e seu respectivo elemento mestre.

Tal forma de abordagem, além de ser interessante sob o aspecto de encapsulamento em
programacao orientada a objetos, facilita outras abordagens, tais como aquelas relativas &
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mudanca de sistemas de coordenadas, onde o mapeamento também ¢ feito através de um
Jacobiano.

Qutro aspecto interessante é a possibilidade de uma mesma malha geométrica poder
ser referenciada por mais de uma malha computacional, possibilitando que malhas, com
diferentes graus de refinamento, possam ter a mesma malha geométrica de referéncia. Isso
facilita a adaptatividade h.

Atribuicoes da classe TPZCompEl

Esta classe define as caracteristicas basicas de um elemento computacional, sendo uma classe
abstrata, ou seja, parte de seus métodos sao implementados apenas nas suas classes derivadas.
As principais caracteristicas dos objetos derivados desta classes so:

e Definicdo da ordem de interpolacdo e célculo da funcdo de forma do elemento e do
jacobiano de transformac&o para o elemento mestre, possibilitando o calculo do valor
da funcdo de forma em um dado ponto paramétrico;

Definicdo da regra de integracdo, sendo o valor padrdo adotado como sendo a regra
suficiente para integracao do quadrado da funcdo de forma,;

Calculo da matriz de rigidez do elemento;

Aplicacao de condicoes de contorno sobre a matriz de rigidez;

Projecéo do fluxo associado 2 lei de conservacdo sobre o espago de interpolacio;

Calculo do erro, através da implementacgio do estimador de Zienkiewicz e Zhu.

Comportamento da sub-malha como malha

Dadas as caracteristicas requeridas pelos objetos sub-malha, aqui propostos, hé a necessidade
que esses tenham um comportamento dibio. Quando analisados do ponto de vista da malha
pai, eles devem comportar-se como um elemento computacional dessa malha.

J4 quando iniciamos qualquer operacdo interna & submalha, esta deve apresentar um
comportamento de malha.

Assim, as caracteristicas de um objeto malha sdo implementados da seguinte forma:

e Acesso aos dados do sistema de equagdes:
— largura da banda: é calculada a largura da banda da sub-malha, com o mesmo

procedimento utilizado pela malha pai, sem necessidade de qualquer reimplemen-
tagao,
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Figura D.15: Dimensao da sub-malha

— numero de equagdes: como o numero de equagoes é obtido através das dimensoes
dos blocos dos elementos que constituem a malha, o procedimento para o célculo
do ntmero de equagdes nio é alterado em relacdo a definicdo virtual da classe pai;

e Renumeracdo dos nés: sao utilizados os procedimentos virtuais da classe pai, os quais
acessam 0s algoritmos Metis;

e Montagem do sistema de equagdes da sub-malha e do vetor de carga da sub-malha:
também sdo utilizados os procedimentos ja definidos na classe pai;

e Distribuicdo do vetor solugdo sobre os graus de liberdade (LoadSolution): como a sub-
malha pode ter nés internos, cuja consideracido no sistema global de equactes é feito
através da condensacgdo estatica dos noés internos sobre os nos externos da sub-malha,
ha a necessidade de quando do processo inverso, definir um procedimento para a dis-
tribuicdo do vetor de carga dos nés externos sobre os nés internos, tal procedimento é
feito através do método LoadSolution.

Comportamento da sub-malha como elemento

Quando uma malha tem submalhas em sua estrutura, essas devem comportar-se como ele-
mentos, disponibilizando todas as informacGes inerentes a objetos desse tipo.

A principal informac@o que deve ser disponibilizada por um elemento é a sua matriz de
rigidez, pois essa leva em consideracdo as caracteristicas de materiais e disposigdo de nés
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dentro da sub malha.

A Figura (D.16, pag. 155) apresenta o diagrama de seqgiiéncia da criagido da matriz de
rigidez da sub-malha.

A montagem da matriz de rigidez da sub-malha consiste em dois grupos de procedimentos

1. Criacdo da matriz de rigidez da sub-malha, considerando nés internos e externos;

2. Alocacdo da matriz de rigidez da sub-malha na matriz de rigidez da malha pai.

A criacdo da matriz de rigidez da sub-malha é feita da mesma forma que para qualquer
malha, ou seja é feito de modo recursivo a montagem da matriz de rigidez de cada elemento
e, na seqiiéncia, é feita a contribuicao da rigidez do elemento na matriz da sub-malha. Da
mesma forma pode ser feito a montagem do vetor de carga da sub-malha.

Com a matriz da sub-malha montada é necessério fazer a contribuicdo desta na matriz
da malha pai, sendo entao necessirio realizar o procedimento de reducgéo estatica dos nods
internos sob os nés externos, seguindo a metodologia j& descrita.

Dessa forma, realizando este procedimento de maneira recursiva, pode-se calcular a matriz
de rigidez e o vetor de carga de uma malha com véarios niveis de submalhas.

Transferéncia de um né da malha pai para uma sub-malha

A transferéncia de n6s da malha pai para a sub-malha envolve a utilizagdo de algumas fungdes
conforme descrito a seguir.

Funcdo de Transferéncia de Nos da Malha Pai para a Sub-malha - GetFromSuperMesh (int
superind, TPZCompMesh *supermesh)

Essa funcfo realiza a transferéncia de um n6 da malha pai para a sub-malha, realizando
as seguintes tarefas:

e identificacio da malha ancestral comum: toda a sub-malha tem uma malha pai e,
extrapolando o conceito, a malha inicial é a ancestral comum, pois a comunicagdo
entre duas submalhas deve ser feita através da malha pai comum as duas;

e em seguida os dados do né que se deseja transferir sdo copiados;
e ¢ criada uma nova conectividade na malha para a qual se deseja transferir os nés;

e os dados do nd copiado s@o passados para o n6 criado.

Os métodos acessérios para a obtencao da malha ancestral comum - CommonMesh, para
alocacdo de um novo né - Allocate NewConnection, dentre outros, sdo descritos a seguir.

Malha Ancestral / Pai - FatherMesh()

Toda sub-malha deve armazenar um ponteiro para a malha da qual esta é derivada. Esse
ponteiro é retornado pela funcdo FatherMesh().
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Figura D.16: Montagem da Matriz de Rigidez da Sub-malha - CalceStiff
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Figura D.17: Sub-malha - GetFromSuperMesh
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Figura D.18: Malha Pai - FatherMesh ()
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O diagrama de seqiiéncia desse método é mostrado na Figura (D.18, pag. 157).

Identificacdo da Malha Ancestral Comum - CommonMesh (TPZCompMesh *mesh)

Esse método, procura entre as malhas ancestrais do objeto mesh e do objeto corrente
qual é a malha ancestral comum a ambas em nivel mais baixo. Esse processo é mostrado no
diagrama de seqiiéncia da Figura (D.19, pag. 158).

Criagdo dos N6s na Sub-malha - AllocateNewConnect()

Conforme j& mencionado anteriormente, um né pertencente a uma sub-malha é visivel
para a malha pai caso ele ndo seja um né interno.

Dessa forma, a passagem de um né da malha pai para a malha filha ndo é uma simples
transferéncia.

Assim, em um primeiro momento é criada uma nova conectividade na sub-malha, para
a qual serdo passados ponteiros da conectividade da malha pai, tais como indices e dados
relativos ao seu bloco. Tal procedimento é feito através do método AllocateNewConnection(),
derivado da sub-malha, cujo diagrama de seqiiéncia, onde é mostrado o fluxo de operacdes
executadas no escopo do método é mostrado na Figura (D.20, pag. 159).

Basicamente, o diagrama citado mostra que, na alocagdo de uma nova conectividade sao
feitas as seguintes operagoes:

e Determinacdo do nimero de seqiiéncia do bloco do novo né, de modo a alocar correta-
mente as informagcdes na matriz de rigidez;

e Alocacdo de mais uma posi¢do no vetor de nés e do nimero de equacdes da matriz de
rigidez.
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Figura D.19: Identificacdo da Malha Ancestral Comum - CommonMesh
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Figura D.20: Diagrama de seqiiéncia para a alocacdo de uma nova conectividade.
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Transferéncia de um elemento de uma malha pai para para uma sub-malha

A transferéncia de elementos entre a malha pai e sub-malha ¢ feita através do método Trans-
ferElement(TPZCompMesh *mesh, int elindez), cujo diagrama de seqiiéncia é mostrado na
Figura (D.21, pag. 161).

De fato esse método utiliza outros dois métodos privados:

e TransferElementFrom(TPZCompMesh *mesh, int elindez);
e TransferElementTo(TPZCompMesh *mesh, int elindez).

Assim, o procedimento bésico é o seguinte: utilizando-se o método TransferElementTo(...),
o elemento designado é transferido do objeto atual para a malha ancestral comum, sendo
dessa transferido para a sub-malha designada através da utilizacdo do método TransferEle-
mentFrom(...).

Cada um desses dois métodos tem procedimentos especiais, de modo que apds a transfe-
réncia ndo ocorram problemas com a estrutura das submalhas.

Dada a complexidade de cada um desses métodos eles sao descritos separadamente na
segiiéncia.

TransferElementFrom(TPZCompMesh *mesh, int elindex)

Esse método transfere o elemento elindez, para o objeto da malha mesh especificada,
sendo realizadas as seguintes operacoes:

e verificacdo da consisténcia da transferéncia
Foi convencionado, durante a implementacao, que os elementos podem ser transferidos
de uma malha filha para uma ancestral e vice versa. Assim, torna-se possivel ter o
controle sobre a consisténcia dos dados dos blocos dos nés de cada elemento.
Dessa forma, nesse primeiro momento verifica-se se mesh é ancestral do objeto, caso
nao seja o0 processo é terminado com uma mensagem de erro.

e Sendo mesh ancestral do objeto, o elemento é transferido recursivamente para a malha
pai até que essa seja a propria mesh;

e O processo de transferéncia de um elemento para a sua malha pai consiste nos seguintes
passos:

e Determinacdo do niimero de nés do elemento e, para todos os nés, aplica-se rotina para
tornar os noés internos externos. Nesse processo, sdo alocadas conectividades para os
noés internos em mesh e definidos os seus indices, garantindo que todas as informacoes
daquele n6 serdo alocadas de maneira correta na estrutura de mesh;

e Com as conectividades alocadas em mesh é criado um novo elemento, com a mesma
estrutura que se encontrava na sub-malha, sendo definido o seu indice;
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Figura D.21: Transferéncia de Elementos - TransferElement
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e O elemento na sub-malha é retirado da lista de elementos, sendo feita a reordenacio
dessa lista.

A Figura (D.22, pag. 163) mostra a seqiiéncia de operagdes descritas acima.
TransferElementTo(TPZCompMesh *mesh, int elindex)
Esse método transfere o elemento elindez, do objeto para a malha mesh especificada,
sendo realizadas as seguintes operacoes:

e verificacdo da consisténcia da transferéncia: da mesma forma que para o método Trans-
ferElementFrom, é verificado se as malhas envolvidas tem a relagfo filha - ancestral.

e Sendo mesh descendente do objeto, o elemento é transferido recursivamente para a
malha filha até que essa seja a propria mesh ;

e O processo de transferéncia de um elemento para a sua malha filha consiste nos seguintes
passos:

e Determinagdo do ntimero de nés do elemento e, para todos os nés, aplica-se rotina para
tornar os noés internos. Nesse processo, é utilizado o método MakeAllInternal,

e Com as conectividades externas e internas alocadas é criado um novo elemento.

A Figura (D.23, pag. 164) mostra a seqiiéncia de operacdes descritas acima.

D.5 Testes de qualificagao

Durante esta implementacao foram realizados testes, de modo a verificar a eficidcia dos mé-
todos implementados.

De maneira geral, cada método foi testado isoladamente durante a implementacao, sendo
ao final da implementacao de um conjunto de tarefas, com funcdo de modelar um determinado
comportamento do objeto, foram feitos testes de integracdo que consistiam na comparagdo
dos resultados obtidos na resolucao de problemas com e sem a utilizacdo dos métodos aqui
implementados.

Abaixo sdo descritos os principais testes realizados.

D.5.1 Transferéncia de nés da malha computacional

O teste aqui realizado consiste na verificacao da eficicia da transferéncia de noés entre malhas
ancestrais e malhas filhas, sendo utilizados os métodos descritos acima.
Foram feitas as seguintes operacoes:

e transferéncia de nés da malha pai para sub-malha;
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Figura D.22: TransferElementFrom
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e transferéncia de nds de sub-malha para malha ancestral;

e transferéncia de nés entre submalhas com ancestral comum.

Em todos os testes os resultados mostraram-se satisfatorios, pois nao afetaram a matriz de
rigidez global, modificando as matrizes das submalhas.

D.5.2 Transferéncia de elementos entre malhas

O passo seguinte foi a transferéncia de elementos entre submalhas.
O procedimento utilizado é aquele descrito anteriormente, sendo feitos os testes similares
aos realizados para os nos.

D.5.3 Resolugao de um problema de elementos finitos

A idéia adotada para a verificacdo da consisténcia dos métodos implementados é que uma
mesma malha com ou sem subestruturacao deve apresentar os mesmos resultados de calculo.
Os dados do problema sdo os seguintes:

e Caracteristicas do material hiperelastico sdo as seguintes: E = 10" 5 e v=0.25;

Secdo quadrada de 1,0 m de lado;

Comprimento de 10 m;

Condicoes de contorno: engaste em uma extremidade e giro de 90° na outra extremidade
( sendo esse valor total aplicado em 6 passos);

Malha composta por 10 elementos, sendo 1 elemento a cada 1 m de comprimento;

Os procedimentos realizados foram os seguintes:
e geracao da malha;
e aplicacao das condigdes de contorno;
e transformacao dos elementos em submalhas;

e passagem de todos os elementos intermediarios (com excegdo dos dois elementos extre-
mos) para a primeira sub-malha;

o chamada da funcao MakeAlllnternal, de modo a transformar todas as conectividades
possiveis em submalhas;

~ . . . o
e Resolucdo em 6 passos, sendo a cada passo incrementado o giro na extremidade de % .
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Figura D.24: Problema de Validagio

Esse problema, cuja resolucgdo ja se tinha sem a utilizagfo de subestruturagfo, foi comparado
com o resultado obtido, sendo que esses apresentaram erros numeéricos na sétima casa decimal.
A malha subestruturada apresentou resultados iguais (o erro obtido foi devido a preci-
sfo numérica - erros de truncagem) aos resultados de referéncia, mesmo quando utilizados
procedimentos de resolugdo em paralelo.
A Figura (D.24) mostra o resultado da anélise.

D.5.4 Conclusao

Com a implementacao da classe de subestruturacio de malhas e dos métodos acima descritos,
criam-se perspectivas de novas abordagens para a resolugdo de problemas através do método
dos elementos finitos, utilizando procedimentos adaptativos e computacio paralela.

Tais abordagens podem vir a reduzir o custo computacional da resolu¢do de problemas
usuais, além de viabilizar a resolucdo, com precis&o aceitivel, de problemas complexos, cuja
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resolucdo é inviabilizada devido aos requisitos de hardware para que o processamento seja
feito no tempo disponivel.
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