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RESUMO 

Marins Neto, J. - Analise do deslizamento entre a~o e concreto. Campinas, 

Faculdade de Engenharia Civil, Universidade Estadual de Campinas, 2002. 156 pag. 

Dissertagao (Mestrado). 

Neste trabalho sao apresentados aspectos da interagao entre o ago e o concreto, 

para estruturas de concreto armado, oom particular interesse no mecanisme de 

deslizamento que ooorre na interface entre esses dois materiais. Foram desenvolvidos 

modelos oomputacionais (programas oomputacionais), que podem simular o 

oomportamento aderencia-deslizamento entre a armadura de ago e o ooncreto, para 

analise de estruturas de ooncreto armada submetidas ao ensaio de tragao simetrica e 

de viga simetrica submetida a flexao. 0 metodo dos elementos finites e utilizado para 

prever o oomportamento de estruturas de ooncreto armado baseado nas propriedades 

do ooncreto, da armadura de ago, e da relagao ago-ooncreto na interface. As rigidezes 

dos modelos, de e!emento finite, usados para simular a deterioragao progressiva da 

aderencia entre o ago e o ooncreto sao baseadas em estagio da relagao entre a tensao 

de aderencia local e o deslizamento relative da barra, para urn processo incremental de 

cargas. 

Exemplos numerioos oomparando a distribuigao da tensao de aderemcia, a 

tensao e a deformagao ao Iongo da barra de ago, obtidos oom os programas e com 

valores provides de outros autores sao apresentados, mostrando muito bons resultados. 

Palavras-chave: tensao de aderemcia, aderencia-deslizamento, elemento finite, 

modelagem oomputacional, ooncreto armado. 



ABSTRACT 

Marins Neto, J.- Analysis of slip between still and concrete. Campinas, Faculty of 

Civil Engineering, State University of Campinas, 2002. 156 pages. Dissertation (Master). 

this work aspects interaction between steel and concrete, for reinforced 

concrete structures, with particular interest in the mechanism of slip that occurs in the 

interface between these two materials are presented. Computational models 

(computational programs) that can simulate the bond-slip behavior between reinforcing 

steel and concrete for analysis of the reinforced concrete structures subjected to 

symmetric uniaxial tension (transfer test) and for symmetric beam subjected to bending, 

were developed. The finite element method is used to predict the behavior of reinforced 

concrete structures based on the properties of the concrete, of the reinforcing steel, and 

in the relationship of the steel-concrete interface. The stiffnesses of the finite element 

models used to simulate the progressive deterioration of bond between the steel and the 

concrete are based on the stages of relationship between the local bond stress and the 

relative slip of the bar, for incremental load process. 

Numerical examples comparing the bond stress distribution, stress and strain 

along steel bar, obtained with the computational programs and with values provided by 

other authors, are presented, showing very good agreements among them. 

Keywords: bond stress, bond-slip, finite element, computational modeling, reinforced 

concrete. 



CAPiTULO 1 

INTRODU{:AO 

1.1 GENERAUDADES 

0 comportamento global de estruturas, ou sistemas estruturais de concreto 

armado, submetidos a carregamentos ou outras a<;:oes extemas, esta associado aos 

efeitos e consequencias dessas ac;:Oes no comportamento interno dessas estruturas, 

atraves da resposta dada pelo trabalho conjunto do a<;:o e do concreto endurecido no 

complexo estado de tensao e deforma<;:ao em que sao submetidos. 

A necessidade da associa<;:§o desses dois materiais, a<;:o e concreto, deve-se ao 

fato que a resistencia a compressao do concreto endurecido e alta, porem sua 

resistencia a tra<;:ao e da ordem de 10% da resistencia a compressao. Assim, a 

disposi<;:ao de armaduras de a<;:o no interior de elementos de concreto, 

convenientemente posicionadas, aumenta a capacidade de resistencia a tra<;:ao, alem 

de absorverem tensoes de cisalhamento provocadas por esfor<;:os cortantes ou 

mementos de tor<;:ao, podendo, ainda, auxiliar o concreto a resistir as tensoes de 

compressao. 



ANALISE 00 DESUZAMEI\ITO ENTRE ACO E CONCRETO CAPITULO 1 

A associagao desses dois materiais, de naturezas diferentes, e possfvel gra<;:as a 

ooincidencia de duas propriedades ffsicas essenciais: 

Aderem::ia: impede o deslocamento entre a armadura e o concreto e transmite 

os esforcos internes de urn para outro material, sendo, ela, a propriedade 

fundamental para o trabalho conjunto; 

Dilata~ao termica: o ace e o concreto sofrem dilata((Oes termicas, sem que 

provoquem deslocamentos recfprooos entre os dois materiais, o que destruiria a 

aderencia, tornando impassive! o trabalho oonjunto. 

Das propriedades apresentadas acima, apenas a aderencia sera abordada no 

deoorrer do presente trabalho. 

A seguir, temos urn resumo cronol6gico dos fatos mais importantes do infcio da 

utilizagao do concreto armado, CARVALHO (1997): 

1824: J. Aspdin (frances) desenvolve o cimento Portland; 

1855: J. L. Lambot (frances) constr6i urn barco com argamassa de cimento 

refor<;:ada com ferro; 

1861: J. Monier (frances) constr6i urn vaso de flores de concreto com armadura 

dearame; 

1861: F. Coignet (frances) publica os princfpios basioos para as constru((Oes em 

concreto armado; 

1867: J. Monier obtem uma patente para seus vasos. Nos anos seguintes obtem 

outras para tubos, placas, etc; 

1867: F. Coignet apresenta na Exposigao lnternacional de Paris, vigas e tubos 

de concreto armado; 

1873: W. E. Ward (americano) constr6i uma casa de concreto armado, o Ward's 

Castle; 

2 
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HISS: Dohring, de Berlim, obtem uma patente segundo a qual e possivel 

aumentar a resistencia das places e pequenas vigas por meio de protensao da 

armadura; 

1900: infcio do desenvo!vimento da teoria do concreto armado, por Koenen. 

Posteriormente, Morsch desenvolve a teoria iniciada por Koenen, com base em 

numerosos ensaios, e os conceitos desenvolvidos constituiram-se, ao Iongo de 

decadas, e em quase todo o mundo, nos fundamentos da teoria do Concreto 

Armado. Esses conceitos, em seus prindpios fundamentals, sao validos ate hoje; 

1904: sao publicadas, na Alemanha, as "lnstru¢es provis6rias para prepara~o, 

execu~o e ensaios de constrUI;:oes de Concreto Armado". 

1.2 TRANSMISSAO DE ESFORCOS ENTRE 0 ACO E 0 CONCRETO 

0 trabalho associado das armaduras de aye e do concreto se faz por 

transmissao de esforyes internes, de urn para outro material, atraves de tensoes 

cisalhantes paralelas a barra de aye na interface com o concreto. Essa transferencia de 

tensoes, tensoes de aderencia, modifica o comportamento e a distribui~o da tensao da 

barra de aye ao Iongo de seu comprimento. 

A aderencia serve para ancorar as armaduras e, ainda, para impedir o 

escorregamento dessas armaduras nos segmentos entre fissuras, limitando a abertura 

dessas fissuras. 

A transferemcia de tensoes de aderencia para as barras lisas envolve dois 

elementos: 

Adesao entre o a!(o e o concreto: forc;:as na interface, entre os dois materiais, 

provocadas pelo efeito de colagem que a nata de cimento provoca na superffcie 

do aye, sendo de natureza flsico-quimica; 
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Resistencia por atrito: for9<' de contato entre os dois materiais que se manifesta 

ap6s a ruptura da adesao, quando h3 tendencia ao deslocamento relativo entre a 

barra de a9o e o concreto. 

No caso de barras com nervuras (Figura 1.2.1), ap6s a ruptura da adesao, as 

saliencies se intertravam no concreto, constituindo um terceiro elemento resistente ao 

escorregamento da barra. 

a. 

concreto-

nervuras 

Figura 1.2.1- Distribui~o das for9C's nas nervuras decorrentes da forc;:a de arrancamento 

aplicada na barra. 

A tensao de aderencia entre o a90 e o concreto pode ser medida por diversos 

tipos de ensaios que possibilitam encontrar valores medios dessa tensao. Entre os 

principais ensaios efetuados nos laborat6rios de pesquisas podemos destacar, 

BARBOSA (1998): 
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Ensaio de arram::amento (pull-out test): 

Consiste da extra98o, por tra98o, de uma barra ancorada dentro de um bloco de 

concreto apoiado sobre uma plataforma (prensa), onde se mede seu 

escorregamento (Figura 1.2.2). 

concreto -1' ----.-b-m-----,1 Rt apo;o 

I <-. - <l-- <l-- i ~ 
ago-!-----:-----:---;----'__... F 

I <l-- <J-. - <l-- I 

~~~~ '----------'' ~ 

:/1 

Figura 1.2.2- Ensaio de arrancamento. 

Ensaio de descolamento por compressao: 

Consiste da extra98o, por compressao, de uma barra ancorada dentro de um 

bloco de concreto apoiado sobre uma plataforma (prensa) (Figura 1.2.3). 

apoio 

-concreto 

Figura 1.2.3- Ensaio de deslocamento por compressao. 
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Ensaio de tirante (tracao simetrica): 

Consiste de um ensaio onde se aplicam duas for9<3s contrarias de tra~o nas 

extremidades de uma barra de ai{O ancorada dentro de um 

(Figura 1 

4 
•' ' • . .. 

·" .. ·1- concreto • < 

f 
4 

~ 

' 4 
~ 

: 

. ' . ' ' < 

F--1 • • I--F .. 
~ ' <4 

"" I ' 
4 

• ago 
I .a.., 

' « 
I 4 

·d 

Figura 1.:1!.4- Ensaio de tirante (trayao simetrica). 

Ensaio de tracao em vigas: 

de concreto 

Consiste de urn ensaio onde se solicita, por flexao, uma viga que tem, em sua 

parte inferior, uma armadura. Apesar deste ensaio ser mais oneroso que o 

ensaio de arrancamento, permite considerar a influencia das fissuras de flexao 

sobre a adenencia (Figura 1.2.5). 

F 

Figura 1.2.5- Ensaio de trayao em vigas. 
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A Figura 1.2.6 mostra curvas da tensao de aderemcia x deslizamento da barra: 

tensao de 
aderencia 

2 

1 

desiizamento 

Figura 1.2.6- Diagramas da tensao media de aderemcia em funcao deslizamento da barra. 

barras lisas, (2) barras oom sali€mcias (fonte: PFEil(191l5)). 

A tensao media de aderencia (1.1) pode ser encontrada pelo equilfbrio de for<_;:as 

conforrne a Figura 1.2. 7: 

(1.1) 

F 

t 
barra 

Figura 1.2.7- Obtencao da tensao media de aderencia pelo equilibria de foryas. 
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A tensao de aderencia (1.4) tambem pode ser enoontrada, analiticamente, 

considerando-se urn elemento infinitesimal (Figura 1.2.8), efetuando o equilibria de 

for90s atuantes na berra de a;;:o e no concreto: 

(1 3) 

(1.4) 

1 1 
r r 

dx TbT TTb 

1 1 
1 r l 

Figura 1.2.8- Obten<;:ao da tensao de aderencia pelo equilibrio de for90s a partir de um 

elemento infinitesimal. 
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1.3 FATORES QUE AFETAM A ADERENCIA ENTRE 0 ACO E 0 CONCRETO 

comportamento da tensao de aderencia entre o ago e o concreto pode ser 

afetado pelas diversas caracterlsticas e propriedades dos materiais que constituem o 

concreto armado e tambem pelo hist6rico do carregamento ao qual a estrutura esta 

submetida. 

Abaixo, temos alguns elementos que influenciam a aderencia: 

a) resistencia a compressao do concreto; 

limite de escoamento do aco; 

c) diametro das barras de ago; 

d) espacamento entre as barras; 

e) cobrimento de concreto ao redor das barras de ace; 

f) forrnas e dimensoes das nervuras das barras; 

g) angulo de inclinacao das faces das nervuras e de seu eixo em re!acao ao 

corpo da barra; 

h) espacamento entre nervuras das barras; 

i) tratamento superficial do a<;:o; 

j) tipo e tamanho dos agregados que constituem o concreto; 

k) condi({Oes de mistura e moldagem dos elementos de concreto arrnado; 

I) plasticidade; 

m) cura do concreto; 

n) natureza e tempo de aplicacao do carregamento; 

o) distribui({iao e tipos de micro fissuras e fissuras ao Iongo da estrutura. 
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1.4 OBJETIVO DO TRABALHO 

interesse no mecanisme de deslizamento que ocorre na interface entre os dois 

materials. 0 objetivo e o desenvolvimento de programas de compu!ador capazes de 

simular, forma mais realista, o comportamento de estruturas de concreto armada 

submetidas ao ensaio de tra~o simetrica e de viga simetrica submetida a flexao, 

considerando o efeito do deslizamento entre a armadura de a!(O e o concreto. A 

modelagem computacional e feita em linguagem Pascal avangado, no ambiente Delphi. 

0 metoda dos elementos finitos e utilizado para modelar 0 comportamento do 8!(0, do 

concreto e da deteriora~o progressive aderencia na interface entre os dais 

materials, a partir de urn processo incremental de cargas. Os elementos finites 

utilizados na interface utilizam curvas que relacionam a tensao de aderencia x 

deslizamento para a obten~o da rigidez na interface. 

Exemplos numericos sao analisados para ilustrar e validar a eficiencia dos 

programas desenvolvidos. 
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CAPITULO 2 

HISTORICO DO FENOMENO DE ADERENCIA 

2.1 GENERALIDADES 

Os sistemas estruturais em concreto armada e os elementos que os constituem 

podem, sob ar;Qes extemas, apresentar esforgos acompanhados par deformar;Qes. 0 

comportamento dessas estruturas sempre foi pouco ou mal conhecido, onde a busca do 

conhecimento, atraves de estudos e am~lises praticas, quase sempre originou a 

elabora~o de teorias que procuravam representar o comportamento real das 

estruturas. Com a rapida evolu~o e expansao dos computadores, as teorias e 

formular;Qes, conhecidas h8 tempo, passaram a ser aperfeic;:oadas, e novas teorias 

foram difundidas. Atraves de algum metoda de resolu~o numerica esses modelos 

te6ricos comec;:aram a ser adaptados e implementados em programas de computador 

para simularem o comportamento das estruturas de concreto armada. Os recursos e as 

facilidades para a analise de estruturas utilizando ferramentas computacionais vern 

trazendo resultados cada vez mais precisos e realistas. 
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2.2 ESTUDO DO FENOMENO DE ADERENCIA 

0 interesse em se conhecer o complexo mecanisme da aderencia, ou a qu,eo1•a 

da aderencia, entre o ago e o concreto nas estruturas, vern, a partir da decade de 40, 

crescendo substancialmente. Atraves de analises te6ricas e/ou ensaios pn:lticos, 

pesquisadores tern tido como interesse a explicagao desse fenomeno para que, 

conceituada de fonma mais realista, permits o desenvolvimento de metodos e modelos 

que serao aplicados na analise comportamental e no calculo de estruturas. 

WATSTEIN (1941) an<llisclu a distribuigao da tensao de aderencia, ao Iongo 

barras de a9o, a partir do ensaio de arrancamento (pull-out test). Com o auxmo de 

extensometros mecanicos, mediu o alongamento e a tensao na barra da parte 

encravada no cilindro de concreto. 

MYLREA (1948), atraves do ensaio e da analise da resistencia ao arrancamento 

de barras encravadas no concreto, e de trechos de barras ancoradas em vigas simples 

submetidas a flexao, apresentou um estudo da distribuigao e progressao da tensao de 

aderencia e da diminuigao da seguran98 causada pela falha na aderencia. 

McHENRY (1948) descreveu um metodo de ensaio laboratorial para medir a 

distribuigao da tensao ao Iongo de barras de ago, em elementos de concreto anmado, 

obtida com o auxflio de medidores eletricos. Os resultados da distribuigao da tensao ao 

Iongo das barras de ago de vigas, antes e depois da sua fissuragao, puderam ser 

comparados com resultados computados por metodos convencionais. 

CLARK (1949) comparou e correlacionou os dados da resistencia ao 

deslizamento do ago em relagao ao concreto, obtidos a partir de varios ensaios feitos 

em vigas submetidas a flexao e a partir de ensaios de arrancamento, variando, por 

exemplo, a resistencia do concreto e o comprimento e diametro das barras ancoradas 

no interior do concreto. 
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MAINS (1951) mediu a distribui98o da tensao de aderencia ao Iongo da barra de 

ac;:o a partir de ensaios de arrancamento (pull-out test) e de vigas biapoiadas 

submetidas a carregamentos concantrados. Uti!izou extens6metros eletricos para medir 

a deforrna98o especifica do ac;:o e do concreto. Foram evidenciados os efeitos das 

fissuras, nas vigas, sobre a magnitude e a distribui98o da tensao de aderencia na barra 

de c:u;:o. 

FERGUSON (1954) investigou o espa<;amento minima, entre as barras de ac;:o, 

necesserio para uma perfeita transmissao das tensoes cisalhantes entre o ac;:o e o 

concreto, atraves de ensaios de arrancamento excentrico. 

BROMS (1965) desenvolveu urn metodo para a analise da largura e 

espa<;amento de fissuras de elementos de concreto armada, considerando a relagao da 

aderencia entre o ac;:o e o concreto. A validade do metodo foi verificada atraves de 

dados obtidos por ensaios experimentais. 

PERRY (1966) analisou a distribui98o da tensao de aderencia ao Iongo de barras 

de ac;:o a partir de tres ensaios diferentes: ensaio de uma viga biapoiada submetida a 

carregamentos concantrados em dois pontos diferentes com uma fissura no meio do 

vao (Figura 2.2.1 .a); ensaio de uma viga biapoiada com as barras de ac;:o principais 

posicionadas somente nas extremidades, com ancoragem livre no centro, submetida a 

carregamentos concentrados em dois pontes diferentes (Figura 2.2. 1 .b); ensaio de 

arrancamento, pull-out test, (Figura 2.2. 1.c). Com os resultados dos ensaios, verificou a 

inf!uencia da distribuigao do momento f!etor, ao Iongo do elemento, na rela98o entre a 

tensao de aderencia e o deslizamento ao Iongo da barra de ac;:o. 
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IF IF 'F IF 

• t ' ' I !-----fissura ' 
' 

a) 

c) 

Figura 2.2.1- Representa;;:ao dos ensaios analisados. 

FERGUSON (1966) discutiu a natureza da falha na aden3ncia entre o ac;:o e o 

concreto e a sua influencia no fendilhamento do concreto, destacando a importancia, na 

resistencia da aderencia, da largura da viga e do espagamento das barras de ac;:o na 

segao transversal. 

ABELES (1966), utilizando uma camada de material foto sensfvel (metoda da 

foto-tensao) colocada na superflcie de vigas com diferentes caracterfsticas, ensaiadas 

em laborat6rio, observou a distribuigao da tensao e da propagagao das fissuras para 

diversos ciclos de carregamento. 

NGO (1967) utilizou o metoda dos elementos finitos para a construgao de um 

modelo numerico, para estudar o comportamento de vigas de concreto armada 

considerando os efeitos das tensoes de aderencia. Para a representagao da rigidez da 

aderencia entre as barras de ac;:o e o concreto, foi desenvolvido e apresentado um 

elemento finito de ligagao adimensional (bond link), colocado entre os elementos finitos 

que representam o concreto e os elementos finites que representam as barras de ac;:o. 
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LUTZ (1967) examinou a agao das forc;as de aderencia, associadas ao 

deslizamento e a fissuragao, em barras com diversas propriedades superficiais. Foi 

discutida a mecanica do deslizamento de barras nervuradas, onde a aderencia e 
fonmada tres ccmponentes: adesao qufmica, fricgao e interagao mecanica entre o 

ago e o concreto. 

BRESLER (1968) investigou a contribuigao hist6ria do carregamento e do 

meio ambiente na deterioragao de estruturas de concreto armado a partir de ensaios de 

arrancamento submetidos a ciclos de carregamento e descarregamento. Este estudo foi 

baseado no efeito acumulativo de diversos d<mos: fissuragao, redugao da rigidez, etc, 

"'"r'rl" verificadas as suas inftuencias na transferencia 

concreto. 

tensao oagoeo 

NILSON (1968), utilizando o metoda dos elementos finites e o elemento de 

ligagao apresentado par NGO (1967), desenvolveu modelos anallticos de 

representagao de amostras de concreto armada submetidas a ensaio de arrancamento 

excentrico. A rigidez dos elementos de ligagao, utilizada nos calculos, foi obtida a partir 

do desenvolvimento de uma fungao polinomial de terceiro grau que relaciona a tensao 

de ader€mcia com o deslizamento entre a barra de ago e o ccncreto. Para o 

desenvolvimento dessa equagao foram utilizados os resultados experimentais obtidos 

par BRESLER (1968). 

PERRY (1969), atraves de ensaios de arrancameto excentrico submetidos a 

cargas repetidas estaticas e dinamicas, determinou o efeito dessas repeti<;Qes na 

distribuigao da tensao de aderencia ao Iongo de barras de ago. Teve como variaveis: a 

resistencia do concreto, numero de repeti<;Qes das cargas e o nivel das cargas 

aplicadas. 
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GOTO ('1971) mostrou, atraves de ensaios, a forma98o e o comportamento das 

fissuras de aderencia no concreto ao redor da barra, decorrentes das fortes pressoes 

atuantes na frente das nervuras, devido aos meoanismos de transferencia de tensoes e 

aderencia. 

MIRZA (1979), a partir de amostras prismaticas ensaiadas com tensao axial de 

arrancamento aplicada nas extremidades barra inserida no concreto (Figura 2.2.2), 

estudou o comportamento entre a tensao de aderencia e o deslizamento entre o a9o e o 

concreto, sob influencia da varia98o do diametro das barras, da resistencia a 

compressao do concreto e do carregamento, entre outros, obtendo, com isso, uma 

rela98o empirice a tensao aderencia e o deslizamento ser utilizada na 

modelagem de um elemento 

F.,. r---:---------r ----.....,- ----- ---
I 

""F 

Figura 2.2.2- Representa9f!o do ensaio realizado nas amostras prismaticas. 

TASSIOS (1981) apresentou um modelo que pode ser incrementado em 

programas computacionais para a analise da tensao e defonma98o de elementos de 

concreto armado. 0 desenvolvimento conceitual e feito a partir do estudo analitico das 

relay5es entre a tensao de aderencia local e o deslizamento local ao Iongo de uma 

barra, assumindo leis nao-lineares locais com diferentes estagios do comportamento 

global da interface, e em algumas expressoes empiricas das propriedades dos 

materials. Na tabe!a 2.2.1 temos algumas das equay5es utilizadas no desenvolvimento 

do modelo. 
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Tal:leia 2.2.1- Rela<;()es basicas entre os materials a partir de um elemento infinitesimal. 

a~o a~ e concreto I deslizamento local j 

d ~ = 4.T,.dx da = A..das I d ( ) d I 
~s t/J c Ac l S = Ss- lfc . X I 

SOMAYAJI (1981) propos um modele analftico para investigat;:ao do 

comportamento das fissuras, e do efeito do enrijecimento a trat;:ao (tension-stiffening), 

em elementos de concreto armado submetidos a tensao uniaxial, a ser usado com o 

metodo dos elementos finites ou com metodo, baseado no desenvolvimento 

te6rico e diferenciat;:ao de equa<;Oes de equilibria e em express5es representatives das 

propriedades do concreto e do ago. A validade dos resultados, obtidos por esse modelo, 

foi justificada com a comparat;:ao dos resultados obtidos por ensaio pratico. 

TASSIOS (1984) apresentou uma investigat;:ao experimental, baseada no 

metoda "Moire", para a visualizagao da tensao de aderencia desenvolvida para algum 

ponto da interface ago-concreto, depois de um deslocamento local espedfico. As 

amostras experimentais consistem em uma barra de ago vinculada a blocos de concreto 

submetidos a carregamento lateral de compressao, e ao arrancamento dessa barra. 

JIANG (1984), atraves de investiga¢es analiticas e experimentais, apresentou 

um modelo experimental utilizado para medir a aderencia local e o deslizamento local, 

observar as fissuras secundarias e observar a distribuigao da tensao no concreto ao 

redor da barra de a<;o. 

YANKELEVSKY (1985), fundamentado em equa¢es de equilfbrio das forc;:as 

atuantes na interface entre a barra e o concreto, para um elemento infinitesimal, e na 

relagao local entre a tensao de aderencia e o deslizamento, propos um elemento finito 

unidimensional para consideragao da tensao de aderencia e o deslizamento na 

interface ago-concreto. Na Figura 2.2.3 temos os quatro estagios em que foi dividido o 
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comportamento do fenomeno de aderencia a partir da rela98o tensao de aderencia x 

deslizamento: 1- contato inicial entre o a90 e o concreto em que o deslizamento entre os 

dois materials tern urn correspondents aumento da tensao de aderencia ate o limite · 

II- da quebra da aderencia onde o deslizamento entre os dois materiais ocorre 

sem urn acrescimo da tensao de aderencia; h8 uma redu98o da tensao de aderencia 

ate chegar a uma tensao ultima onde a transferencia de tensao, provocada palo 

deslizamento entre os dois materials, passa a ser dada tambem por fricq§o (estagio 

Abaixo, temos as equac;Oes basicas utilizadas para o desenvolvimento do 

modele para uma barra em regime elastica-linear: 

T(X) = C5 .¢.dc;(X) 

4.dx 

tensao de 
aderencia 

I 
/I 

II 

8 
(x) = dS(x) 

s dx 

Ill 

IV 

~ deslizamento 

Figura 2.2.3- Relayao local da tensao de aderimcia x deslizamento. 
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KEMP (1986) apresentou criterios para considerar a tensao de aderencia entre o 

a90 e o concreto sob condi¢es de carregamento ultimo e de servi90. Os criterios foram 

baseados em pesquisas experimentais e em estudos sobre a influencia, no 

comportamento da aderencia, de diversos fatores: comprimento e espagamento das 

barras de a90 encravadas no concreto, estribos, cobrimento de concreto e a interacao 

entre o cisalhamento e a flexao. 

KEUSER (1987) investigou a influencia na qualidade dos resultados obtidos na 

analise de tensao de aderencia entre o a90 e o concreto, com o metodo dos elementos 

finites, atraves da variacao do tipo de funcao de deslizamento, da densidade dos 

elementos da e da relacao entre a tensao de aderencia e o deslizamento 

utilizados na implementacao desses elementos. 

YANG (1988), atraves da resoluc;8o te6rica das equa¢es diferenciais referentes 

a distribuic;8o da tensao de aderencia e do deslizamento do a90 em relac;8o ao 

concreto, e na analise das caracterfsticas desses materiais, apresentou procedimentos 

e forrnula¢es para 0 calculo da tensao de aderencia, deslizamento, deforrnac;ao dos 

materiais e largura das fissuras, para urn elemento de concreto arrnado, comparando 

com resultados experimentais obtidos na literatura. 

ALLWOOD (1989) descreveu urn metodo baseado em elementos finites para a 

analise de vigas biapoiadas de concreto armado onde o ago e o concreto sao 

analisados separadamente (Figura 2.2.4) e as forgas de interface, entre eles, sao 

consideradas usando urn metoda interativo de convergencia, o qual traz soluy6es 

conjuntas. 0 concreto e representado por elementos quadrilateros com oito n6s e o a90 

por elementos de barra com dois n6s. 

forr;a no concreto 

forr;a no ar;o 

= carregamento aplicado no concreto + forr;as de interface 

= carregamento aplicado no a90 - forr;as de interface 
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Figura Represen!ayao da viga desmembrada - armadura e ooncreto. 

RUSSO (1990) apresentou uma solugao analftica de sistemas de equa9(ies 

diferenciais governadas pelo comportamento da ancoragem da banra de aco sob 

excitagao generalizada. A solugao usa um modelo bilinear do aco e assume uma 

relagao local da tensao de aderencia x deslizamento expressa por fungao exponencial 

monomial ou por fungao linear. 

GAJER (1990), baseado na fissuragao em banda e na energia de fraturamento, 

com auxf!io do metodo dos elementos finitos, apresentou uma teoria capaz de 

considerar o processo do amolecimento ao esforco (strain-softening), na tragao e 

compressao, em estruturas de concreto anrnado. 

CHAN (1992) propos um modelo analitico para analisar fissures em elementos 

tracionados de concreto armado a partir de fun9(ies de distribuigao nao uniforme da 

tensao de aderencia e das relagoes entre o esforco e a tensao, propostas por outros 

autores, sendo considerada do tipo geometrica a fungao que rege a tensao de 

aderencia (Figura 2.2.5). 
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Figura 2.2.5- Distribui,.ao da !ensao de aderencia ao Iongo da bema. 

DUCATTI (1993) estudou a aderEmcia entre o concreto de alto desempenho e a 

armadura atraves da realiza<;:ao de ensaios de arrancamento. Entre os objetivos visados 

destacaram-se: determina<;:ao da curva de comportamento de aderencia e a 

compara<;:ao dos parametres obtidos para estas curvas com os regulamentados por 

normas intemacionais de concreto comum; quantifica<;:ao de diversos parametres sobre 

a rela<;:ao tensao de aderencia e deslizamento, e o desenvolvimento de urn ensaio de 

arrancamento capaz de eliminar o efeito do confinamento do concreto circunvizinho a 
barra de arrancamento. 

YAO (1993) apresentou detalhes de uma abordagem utilizada para prever a 

distribui<;:ao discreta de fissuras na analise do concreto armada pelo metodo dos 

elementos finitos, sendo utilizados, para o concreto e para a interface ac;o-concreto, 

diferentes criterios para o inicio das fissuras. A distribui<;:ao e a progressao das fissures 

sao simuladas a partir do controle do deslocamento, da abertura e da energia de 

fraturamento dos elementos da malha, baseando-se em analises e abordagens tratadas 

por outros pesquisadores. 
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ROSA (1994) apresentou uma analise comparative das varias curvas de 

aderencia x deslizamento entre o ago e o concreto, proposta na literature, quando 

aplicadas ao metoda dos elementos finites. Foi analisado o desempenho quanta ao 

tempo de procassamento, numero de interagi5es necessaries, facilidade de utiliza~o e 

precisao dos resultados obtidos quando comparados com os resultados de ensaio. 

KWAK (1995) apresentou uma formula~o. para implementa~o em programas 

computacionais, da modelagem de elementos de concreto armado onde os efeitos da 

aderencia e do deslizamento, na interface entre o ago e o concreto, sao considerados a 

partir do desenvolvimento do modelo analitico das barras de ago. Resultados analfticos 

e experimentais sao comparados estabelecendo uma validade do modelo proposto. 

UIJL (1996), considerando uma barra de ago encravada em um cilindro de 

concreto, desenvolveu um modelo baseado na capacidade de confinamento do 

concreto ao redor da barra (Figura 2.2.6), sendo descrita a rela~o entre o 

deslocamento radial e a tensao de compressao radial na interface dos dois materiais. A 

aderencia entre a barra e o concreto e descrita em tres estagios diferentes (Figura 

2.2.7): estagio I- o contato inicial entre o ago eo concreto e mantido pela adesao eo 

entrelagamento da cimenta~o na superficie do ago. Nesse estagio e assumido um 

comportamento elastica da aderencia, onde a tensao tem pequenos valores; estagio II -

inicia a quebra da aderencia, onde a aderencia e principalmente governada pelo apoio 

das saliencies da barra no concreto. A concentra~o das forgas na frente das saliencias 

causa a forma~o de um cone formado pelas fissures, iniciado na crista dessas 

saliencies; estagio m - as fissures alcangam a superffcie externa e a tensao de 

ader€mcia e reduzida repentinamente. 0 mecanisme de transferencia da tensao e dado, 

agora, tambem pela fri~o. 
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Figura ""·"··"- Propaga9Bo das fissuras. 

ten sao 

1, 2 3 

propagayao das 
fissuras 

barra de ago 
confinada 

(estagios) 

deslizamento 

Figura 2.2.7- Estagios decorrentes da propagagao das fissuras. 

CAPiTULO 2 

ALLWOOD (1996) expos a abordagem do usa de um modelo nao-linear da 

relagao aderencia x deslizamento em conjunto com urn metoda para incorporagao da 

rigidez da aderencia, em elemento finito, para a analise de estruturas de concreto 

armado, sendo considerada a pressao radiale a friogao entre o a<;o eo concreto. 
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YANKELEVSKY (1997) apresentou o desenvolvimento de elementos finitos 

bidimensionais, que representam o comportamento da interface entre o a90 e o 

concreto, para estruturas submetidas a ensaio de trayao. A rigidez dos elementos 

incorpora parametres do a90, do concreto e da relayao entre a tensao de aderencia x 

deslizamento. 

MANFREDI (1991'1) apresentou urn modelo para analise de vigas continuas de 

concreto armado (Figura 2.2.8) que inclui, em sua formulayao, a relayao tensao de 

aderemcia x deslizamento, introduzida no desenvolvimento da matriz de rigidez utilizada 

no metodo. Esse metodo leva em conta os detalhes dos modelos dos materials e as 

suas intera¢es, e o comportamento nao-linear das vigas de concreto armada 

considerando a largura das fissuras e o efeito da tensao de enrijecimento. 

l ! Ill! IIIII 1 
Figura 2.2.8- Modelo da viga de concreto armada. 

BARBOSA (1998) fez estudo experimental e numerico sobre estruturas de 

concreto de alto desempenho armadas com a90 de elevado limite elastico. Entre os 

principais objetivos destacaram-se: quantificayao de alguns parametres influentes na 

relayao tensao de aderencia e deslizamento, dentre eles a posiyao das barras tendo em 

vista o lanc;:amento do concreto e, o comportamento de vigas fletidas influenciadas 

pelas ceracterfsticas mecanicas dos materiais que constituem o concreto armado de 

elevado desempenho. 
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DESIR {1998) propos um modelo numerico para simular o comportamento do 

fenomeno da aderencia entre o a<;:o e o concreto utilizando leis constitutivas baseadas 

nos conceitos da termodinamica classica, o qual considera a interface como sendo uma 

superflcie de descontinuidade. Este modelo numerico foi incorporado na formula~o de 

um elemento finito que representa tanto o a<;:o quanto o concreto, onde cada material 

tern um comportamento proprio definido por uma lei constitutive separada. 

SHEHATA (1999) verificou a influencia da aderencia entre o a<;:o eo concreto na 

capacidade de rota~o de vigas biapoiadas de concreto de alta resistencia e de 

resistencia normal. Dependendo do grupo, foram ensaiadas vigas que possufam 

varia~o diametros das barras principais, a diferentes tensoes de 

aderencia entre o concreto e o a<;:o para a mesma varia~o da tensao no a<;:o e, 

portanto, diferentes valores de deslizamento. Os resultados obtidos com os ensaios 

praticos da capacidade de rota~o foram comparados com resultados obtidos atraves 

de equac;:Qes te6ricas propostas na literatura. 

OLIVEIRA (2000) apresentou um modele para representa~o de vigas de 

concreto armada, em elementos finites, levando em conta as relac;:Qes constitutivas dos 

materiais e as intera¢es entre eles, de acordo como "CEB-FIP mode CODE 1990". A 

fun~o de deslizamento foi considerada como continua para eliminar sub-divisoes no 

procedimento do elemento finite, e os resultados, que descrevem a tensao de aderencia 

na interface entre o ago e o concreto e as tensoes ao Iongo do a<;:o e do concreto, foram 

tambem apresentados como continuos. 

MONTI (2000) apresentou um modelo em elementos finitos para vigas de 

concreto armada considerando o deslizamento entre a barra de a<;:o e o concreto 

circunvizinho. 0 modele pressupoe a conserva~o plana da se~o e as tensoes no a<;:o 

sao computadas como sendo a soma de duas contribuic;:Qes: a deforrna~o da barra e o 

deslizamento da ancoragem. 
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ZUO (2000), estudando a relac;:§o entre as diferentes caracterlsticas do concreto 

armada em vigas e a tensao de aderencia entre o a~ e concreto, para poder chegar a 

urn modele numerico mais realista dessa tensao, ap6s ensaiar 64 vigas de concreto 

armada com diferentes propriedades, propos uma equac;:§o para o comprimento de 

ancoragem de barras de al(o em vigas, onde esse comprimento depende da tensao de 

aderencia. 

ELMORSI (2000) mostra uma modelagem, pelo metoda dos elementos finites, da 

junt;:ao entre viga e pilar de concreto armado considerando os efeitos da aderencia e do 

deslizamento da ancoragem das barras de a9o e da deformat;:ao por cisalhamento do 

painel na regiao junc;:§o. capacidade do mc,dello em a deteriorat;:ao da 

aderencia e o eventual arrancamento das barras de ancoragem, sob carregamentos 

cfclicos, sao demonstrados atraves de comparat;:Des feitas com outros resultados 

anallticos e exparimentais. 

SPACONE (2000) discutiu a importancia da modelagem da aderencia e do 

deslizamento no comportamento de estruturas de concreto armado sob carregamento 

estatico e dinamico, apresentando formulat;:Oes para implementat;:ao em modeios de 

elementos finitos, considerando o fenomeno aderencia e deslizamento na analise 

dessas estruturas. 

KWAK (2001) desenvolveu urn modelo analitico o qual simuia o comportamento 

da aderencia x deslizamento entre a armadura de a~ e o concreto. A resoluc;:§o do 

modele e feita a partir da determinac;:§o das condi<;:Qes de contorno das extremidades da 

barra de a~. e por meio de equat;:Oes baseadas no equilfbrio de cada n6 dos 

elementos em que a barra foi dividida e nas condit;:Oes de compatibilidade entre o a~ e 

o concreto; sao determinadas as deforma¢es do a~ pela tecnica de substituic;:§o do 

primeiro elemento ate 0 ultimo elemento da barra. 

26 



ANAliSE DO OESliZAMENTO EIIITRE A(fO E CONCRETO CAPiTULO:! 

SALARi (2001) apresentou duas formulac;Oes gerais, para elementos 

unidimensionais, considerando as efeitos da aderencia e do deslizamento na interface 

entre o a90 e a concreto. Essas formulac;Oes sao derivadas equilibria e 

compatibilidade de equac;Oes diferenciais baseadas no equilibria de deslacemento e no 

equilibria de for98s. 

A primeira formulayaa e feita para urn elementa finite baseado no deslocamento, 

sendo expresso em termos dos deslocamentos nodais atraves de interpolayao de 

funyaes apropriadas aos deslocamentos. A segunda formulayao e baseada no equilibria 

de for98s dos elementos, atraves de procedimentos iterativos. 
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CAPiTUL03 

MODELAGEM NUMERICA 

3.1 INTRODUCAO 

As propriedades, os modelos e os metodos de resolu9So numerica, que 

representam o comportamento e as caracterlsticas do a90 e do concreto e as 

intera<;Oes e influemcias que um material pode exercer sobre o outro, serao 

apresentados a seguir. 

3.2 0 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS 

A complexidade de modelos matematicos em representar o comportamento de 

muitos materiais e estruturas levou a cria<;ao de varios metodos que possibilitaram 

resolver inumeros problemas. Entre esses metodos destaca-se o metodo dos 

elementos finites (MEF) por apresentar uma boa precisao e ser de facil manuseio. 

A seguir sera demonstrado, de fonma simplificada, como se desenvolve a matriz 

de rigidez e o vetor de cargas para os elementos finites em geral. Uma demonstragao 

mais detalhada, desse desenvolvimento, e matrizes de rigidez de varios elementos 

poderao ser encontradas em ASSAN (1999). 



ANALISE DO DESUZAI\IIENTO ENTRE A(iO E CONCRETO CAPITULO 3 

3.2.1 DESENVOLVIMENTO DA MATRIZ DE RIGIDEZ 

0 metodo dos elementos finitos preve a divisao do domfnio, continuo, em um 

numero finite de pequenas regioes (elementos finitos), tomando o meio continuo (Figura 

3.2.1.1) em discrete (Figura 3.2.1.2). A matriz de rigidez de cada elemento finite (Figura 

3.2.1.3) pode ser determinada usando o principio do trabalho virtual. 

meio continuo 

Figura 3.2.1.1- Viga isostatica- meio continuo. 

meio discreto 

3 4 5 6 

7 8 9 10 

Figura 3.2.1.2- Viga isostatica- meio discrete, divisao em elementos finites (malha). 

Figura 3.2.1.3- Elemento finito. 
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A seguir, temos alguns passos simplificados aplicados no desenvolvimento da 

formula<;§o do metoda dos elementos finites: 

a) definir os deslocamentos internos v em fun<;ao de deslocamentos nodais r, 

em qualquer ponto dentro do elemento, atraves de fungaes de fonma, 

adequadas ao oomportamento real do elemento continuo: 

{v} = [<p] {r} 

b) estabelecer uma rela98o defonma98o-deslocamento: 

c) estabelecer uma rela98o tensao-deforma98o apropriada: 

{a}= [Dj {s} 

d) substituir a equa~o (3.2) na (3.3): 

{cr} = [D] [B] {r} 

(3.1) 

(3.3) 

(3.4) 

e) trabalho virtual externo obtido atraves da imposi98o arbitraria de um 

deslocamento nodal virtual r : 
(3.5) 

f) trabalho virtual interne: 

W; = J {&}' {o-}dv (3.6) 

g) da equa<;ao (3.2): 

{.?}' = {r}' (B ]' (3.7) 
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h) substituindo (3.7) em (3.6): 

= {rr (f[a]' {o-}dv) (3.8) 

i) substituindo (3.4) em (3.8): 

= {r}' (f[B )' [D J[B }dv ){r} (3.9) 

j) igualando w. e lt1lf : 

{f} = (f[aJ [DJ[B}dv ){r} (3.1 0) 

(3.11) 

onde a matriz de rigidez e dada por: 

[k] = f[BJ[D}[B}dv (3.12) 

A partir da defini<;:ao da matriz de rigidez [k] de cada elemento finito, nas 

coordenadas locais, e obtida a matriz de rigidez global [K] da estrutura somando a 

rigidez de cada elemento nas coordenadas globais. 

Abaixo, temos a rela<;:ao do vetor {R} (esfon;:os nodais externos conhecidos) com 

a matriz de rigidez global [K] e os deslocamentos nodais globais {g} (a ser encontrado 

com a resolu<;:ao do sistema): 

{R} = [K] {g} (3.13) 

Ap6s serem encontrados os deslocamentos nodais global, obtemos da equac;:ao 

(3.14) as tensoes em cada elemento: 

{cr} = [D] [B] {g} (3.14) 
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3.2.2 ELEMENTO FINITO BIDIMENSIONAL 

elementos finites bidimensionais eficientes e o elemento retangular que 

aqui sera denominado como LSR (Linear Strain Rectangle). Este elemento e composto 

por 8 nos, com 2 graus de liberdade por n6 (2 transla96es) (Figura 3.2.2.1 ). 

y 

jv v v 
Lu Lu Lu 

4 ! • 31 7 
iV !v 
! 

8f LSR s+ 
\v ' v !V 

jLu Lu 
• 

ILu • X 
1 5 2 

Figura 3.2.2.1- Elemento finite retangular (LSR). 

Seja {u} o vetor que contem as fun¢es aproximadoras das componentes dos 

deslocamentos para cada n6 {inc6gnitas nodais): 

{u} = { u, v }1 (3.15) 

Para este elemento as fun¢es aproximadoras !em varia<;ao quadratica sobre os 

lados, cujo sistema de referencia esta localizado no n61, sendo dadas por: 

(3.16) 

(3.17) 
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Considerando o vetor das inc6gnitas nodais como sendo {d}, podemos escrever 

{u} na forma matricial: 

on de, 

Fazendo, 

obtemos, 

{u} = [~].{d} 

y 2 xy x 2y xy2 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 1 x y x 2 y 2 xy 

0 0 1 
2 ~.{d} 

xy J 

0 0 0 

000000 0 

0 1 x y x 2 y 2 xy x 2 y 

(3.18) 

(3.19) 

(3.21) 

Para um elemento com largura L e altura H (Figura 3.2.2.2) podemos escrever, 

na forma matricial (3.22), os deslocamentos nodais considerando as func;:5es 

aproximadoras, como se segue. 

4 7 3 

t 
8/// 6Hl 

1>--L--'--'/ /'---4-L_L_L_-L.4_j 
1 5 

L 

Figura 3.2.2.2- Dimensoes dos elementos finites. 
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f u, l r1 0 0 0 0 ol r d, 

0 1 0 0 0 

~f U2 i 1 0 L 0 0 

(2 - 0 
1 0 h 0 

0 1., dto ~ 
1 · -I · (3.22) 

. I . i 
l I I I , .I . 

0 0 0 0 0 
d

8 
J '~: J l ~ 1 0 0 0 0 d,. 

= {d} (3.23) 

onde, 

(3.24) 

A matriz de rigidez [k] de cada elemento finito, destacada em (3.12), pode ser 

obtida, para o caso em que nao se tem explicitada a matriz [8], fazendo: 

(3.25) 

onde, (\)I] e em fun<;:ao de operadores diferenciais e a matriz [A] e obtida de (3.22). 

Assim, obtemos: 

[k] =[A-'Jf \f/1DI/'O'v[K'] (3.26) 
v 

34 



ANALISE 00 DE!!L!ZAMENTO ENTRE ACO E CONCRETO 

Ap6s a integrac,:ao de f lf/Dlf(Jv obtemos os seguintes coeficientes matriciais: 
v 

iz,2 = LHQ, 

l21 = L 
2
H

2
01/2 

l212 = LH
2
Qz 

l2,1s = L2
H

2
0zl2 

bs = L2
HQ:;/2 

bJO = LHO, 

b,1s = L 
2
H

2
Qsf2 

14,6 = L2
H

2
Q,I2 

14,11 = L2
H0z 

14,15 = l 4
HOz/2 

Iss= L
2
H

2
Q:;/2 

ls1o = LH
2
0o 

ls1s = 2L
2
H

3
Q:;/3 

Is 7 = L2H
3
Q,I3+L 

4
HQ:;I4 

16,11 = LH
2
0z/2 

2 2 
16,14 = l H (Q z+Q s)/4 

h 1 = 4L 
3
H

3
Q 1/9+L 

5
HQ :;15 

1?,11 = L2
H

2
0z/2 

17,14 = L
3
H

2
(2Q z+Os)/6 

18,8 = LH50 115+4l
3
H

3
Q :;/9 

ls12 = 2L
3
H

2
Q:;/3 

ls,15 = L3
H

3
(Q2+40s)l9 

ho12 = L2
H0s 

ho,1s = LH'Os/3 

111,14 = L2
H01/2 

l12 12 = 4L 
3
HQsf3 

l121s = L
2
H'0:;13 

hs.1s = L3
H'01/3 

!,415 = L 
4
HQ 114+L 

2
H

3
0 :;13 

l1s1s = L 
4
H

2
Q 1/4+L

2
H'Q :;14 

onde, 

Q = E.e 
' 1-v' 

hA = L2
HQ1 lz,s = LH

2
Q,I2 

b.s = LH
3
Q,I3 l2,11 = LHQ, 

lz.1• = L2
HQ,I2 lz,1s = L

3
HQ,I3 

b,s= LHOs b,s= LH
2
Qs 

b,7 = L3
HQ:;/3 b.s = L2

H
2
0:;12 

b.12 = L2
HOs h.1• = LH

2
0:;12 

b,16 = LH
3
Q:;/3 1.,. = 4L 

3
H01/3 

l4,7 = 2L 
3
H

2
01/3 14,8 = L2

H
3
01/3 

14,13 = L 
2
H

2
0, 14,14 = 2L

3
HQz/3 

l4,1s = 2L
3
H

2
Qz/3 ls.s = 4LH

3
Q:;I3 

ls,7 = L 
3
H

2
Qs/3 ls,s = 2L

2
H

3
Q:;I3 

Is, 12 = L 
2
H

2
0, ls,14 = 2LH

3
Qsf3 

ls.1s = LH
2
Q:;/2 ls,s = (LH

3
01+ L

3
HOs)l3 

ls,s = LH
4
01/4+ L 

3
H

2
Qs/3 ls,1o = L2

HQ:;/2 

ls,12 = 2L3HQ:;/3 16,13 = 2LH
3
Qz/3 

16,15 = L3
H

2
(0z+20s)l6 16,16 = L2

H
3
(2Q z+Os)/6 

h,s = L2
H

4
Q 114+L 

4
H

2
Q:;I4 lz,1o = L 

3
HQ:;/3 

17,12 = L 
4
HQ:;/2 17,13 = 2L

2
H

3
Qz/3 

17,15 = L
4
H

2
(0z+Os)l4 lz.1s = l

3
H

3
(4Q z+Q 3)19 

ls,1o = l 2
H

2
Q:;I2 Is, 11 = LH

3
Qz/3 

ls,13 = LH'Oz/2 ls,14 = L
2
H'(Oz+2Q3)16 

Is, is= L
2
H'(Qz+Q3)14 ho.10 = LHQ, 

ho,14 = LH
2
Q:;I2 ho.1s = L

2
H

2
Qsf2 

l11,11 = LH01 l11,13 = LH
2
'01 

hu5 = L
3
H01/3 I, us= l

2
H

2
0112 

hz.1• = L2
H

2
Qsf2 hz.1s = 2L

3
H

2
Q:;I3 

l1s,1s = 4LH'01!3 113,14 = L
2
H

2
Q,!2 

hs,1s = 2L "H"o113 1,.,,. = (L "Ho,+ LH'Oo)/3 

1,4,16 = L
3
H

2
Q ,13+LH

4
Qsf4 h5,1s = l

5
HO 115+4L

3
H

3
Q:;i9 

hs,1s = 4L "rfo 1/9+LH
5
Q :;15 

Q, = v.Q, 
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sen do, 

E - modulo de elasticidade; 

v - ooeficiente de Poisson; 

e - espessura do elemento. 

CAPiTULOJ 

Com isso, podemos obter os valores de [k] que somados, nas coordenadas 

globais, constituirao a matriz de rigidez global da estrutura oonforme (3.13). 

Para a obten!f8o das deformag5es e das tensoes nos 

primeiramente isolamos 

substitufmos em (3.21): 

{d} = [Ar1 {r} 

{u} = [~] fAr1 
{r} 

Sendo: 

au 
sx=-

ox 

av 
Sy = -:;­

oy 

au av 
y"'f= -+­

oy ax 

da expressao (3.23) dos deslooamentos nodais e 

(3.27) 

(3.28) 

- deforma!f8o no eixo (x) 

- deforma!f8o no eixo (y) 

- distor!f8o 
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temos, 

1:-f.r~ 
l 

01 
i3 i{ul 
ay · vf (3.29) 

I , l Lr,. J a a 
ay oXJ 

{s} = [p] {u} (3.30) 

Substituindo (3.28) em (3.30) obtemos a deformac;§o: 

{s} J ::) = [pj [I;] [Ar
1 

{r} 

1rxy 
(3.31) 

A tensao e obtida de: 

(3.32) 
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3.3 A ARMADURA PELO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS 

metodo dos elementos finitos podemos representar a armadura de ace. das 

estruturas de concreto armado, de tres formas diferentes. A. S.C. (1982): 

Representa!fio Distribuida: 

A rigidez da armadura de ace e distribuida no elemento de concreto, sendo 

usada uma rela~o constitutiva que combina as caracterlsticas do ace e do concreto. 

Para este caso e assumida uma perfeita aderencia entre os dois materiais e o a9o 

assume uma orienta~o particular conforme a i=i"""' 

y 

Figura 3.3.1- Representayao distribuida da armadura. 

Representa~ao Embutida: 

Esta representa~o e utilizada considerando a armadura de ace como membro 

axial ligado ao elemento de concreto isoparametrico, tal que os deslocamentos da 

armadura sao consistentes com os dos elementos, assumindo perfeita aderemcia entre 

os dois materiais (Figura 3.3.2). 
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y 

I t 

f 

~ 
i I I s 

I • / 

armadura 
I 

L---------x 

Figura 3.3.2- Representat;ao embu!ida da armadura. 

Representa!(ao Discrete~: 

A armadura, na representayao discreta (Figura 3.3.3}, pode ser oonsiderada 

oomo sendo oomposta por elementos unidimensionais, devido as pr6prias 

caracterfsticas de barra da anmadura, tendo dois graus de liberdade por n6, ou, 

tambem, oomo elementos de viga, assumindo capacidade de resistir aos esfor90s 

axiais, oortantes e tambem mementos, podendo ter tres graus de liberdade por n6. A 

vantagem desse tipo de representayao e que se pode oonsiderar os deslocamentos 

relatives entre a anmadura e o ooncreto, atraves da sobreposiyao de n6s dos elementos 

do a90 e do ooncreto, sendo oonectados por elementos finites especiais na interface. 

I 
I 

I I 
i I I 

I 

I 
I i 
I i 

I I 
I 

i I 
i I 
i I 

I I 
I 

Figura 3.3.3- Representat;ao discreta da armadura. 
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Para a modelagem de uma mesma estrutura, por exemplo uma viga, podemos 

combinar os elementos unidimensionais com os elementos de viga (bidimensionais), 

sobrepondo-os em uma malha bidimensional de elementos de concreto (Figura 3.3A), 

onde os elementos de viga representam a armadura principal e os elementos 

unidimensionais representam os estribos. 0 mesmo elemento finite que e utilizado para 

representar o concreto pode ser utilizado para representar o ayo, com as respectivas 

caracteristicas a serem assumidas na modelagem. 

i ' 

I 
' I I ' ! I 

I l 
i 

I 
I 

I 

i 
• 

~ .. 

t 
I i 

I 
I 

I 
I 
i 

I 

I 1 1 /bidimensional IT concreto . 

.4 a. 

' 

:.-
unidimensional 
la((O 

bidimensional 
ago 

Figura 3.3.4- Elementos de representa<;ao da armadura. 

A representa98o realfstica do deslizamento entre o ayo eo concreto (aderencia) 

se faz necessaria nas regioes de grandes tensoes na interface entre os dois materials, 

nas proximidades de fissuras ou nas regioes de ancoragem das barras de ayo, pois 

pode ocorrer o deslocamento relative da arrnadura em rela98o ao concreto. 

Assim, a analise de estruturas de concreto armado, atraves da modelagem 

numerica pelo metodo dos elementos finites, podera ser profundamente influenciada 

pelas propriedades da interface entre o ayo e o concreto, podendo levar a resultados 

que nao condizem com a realidade de funcionamento da estrutura como, por exemplo, 

a forma<;ao e distribui98o de fissuras. 
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Na Figura 3.3.5, ensaio de tra<;ao, e assumida perfeita aderencia entre o ago e o 

concreto, assim as deformay5es espedficas longitudinais no concreto terao urn valor 

maximo na face externa, ja que sao identicas a deformagao especffica do a<;o nesta 

face e naquelas da barra exposta. 

Porem, pode ocorrer deslizamento da berra na face aliviando urn pouco a tra<;ao 

no concreto; com isso, as fissuras surgirao a urna certa distancia das faces onde a 

tragao e suficiente para as suas forma¢es (Figura 3.3.6). 

concreto 

\ 
fissura gao 

Figura 3.3.5- Fissurayao - aderencia perfeita. 

~c=:=j! =1=1=t===+=1=1= f==l ==1--l 
I 1 t I 

' 
ns5uragao 

Figura 3.3.6- Fissurayao- deslocamento relative. 
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3.4 RELACOES ENTRE A TENSAO DE ADERENCIA E 0 DESUZAMENTO 

0 fenomeno da aderemcia entre o at;:o e o ooncreto e extremamente oomplexo, 

onde numerosas investiga9(les praticas sao realizadas na busca de uma lei que 

exprima a evolu~o da tensao de aderencia em fun~o do deslizamento (S). 

Um caminho simples para estudar essa evolu~o e relacionar, a partir de ensaios 

de arrancamento ou de tirante (tra~o simetrica), o esfort;:o total aplicado na barra ao 

deslizamento medido a partir de uma face da amostra. Essa rela~o enoontrada e 
utilizada para a modelagem em elementos finitos, sendo necessario desenvolver uma 

rela~o entre a tensao de aderencia local e o deslizamento local ao Iongo da interface 

entre os dois materials. 

A tensao de aderencia local pode ser calculada a partir da varia~o da tensao do 

at;:o ao Iongo da barra atraves da deforrna~o especffica. Extensometros eletrioos sao 

oolocados em um centro ooo da barra serrada longitudinalmente, sendo reconstruida 

por solda, posteriorrnente. Assim, a tensao de aderencia local e calculada como a 

varia~o da tensao axial na barra por unidade de comprimento, dividida pelo perimetro 

da barra. 

0 deslizamento local pode ser deterrninado em posi9(les especificas ao Iongo da 

interface, sendo baseado na diferen<;:a entre o deslocamento do at;:o e do concreto em 

cada posi~o. 0 deslocamento do at;:o e encontrado por integra~o numerica de suas 

deforrnacoes especfficas, lidas pelos extensometros intemos. 0 deslocamento do 

concreto e determinado a partir de medidores especiais de deforma~o especifica de 

resistencia eletrica, embutidos a uma pequena distancia da interface entre o at;:o e o 

concreto, espa<;:ados ao Iongo da interface. 

Os resultados obtidos por BRESLER (1968), em suas investiga9(les 

experimentais sobre as deforma¢es do at;:o e do concreto, foram utilizados por 

NILSON (1968) na forrnula~o de uma lei te6rica correlacionando a tensao de 

aden!'incia eo deslizamento, chegando a um polinomio de terceiro grau (Figura 3.4.1): 
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onde a tensao aderencia e dada em "psi" e o deslizamento em 

!ensiio de 
aderencia 

psi 

800 

600 

400 

200 

200 400 soo 800 deslizamento 

10
6

in 

Figura 3.4.1- Curva tensao de aderencia x deslizamento, NILSON (1968). 

CAPITULO 3 

Em MIRZA (1979) e apresentado urn polinomio de quarta ordem, como se segue 

abaixo, baseado nos resultados experimentais de 62 amostras de concreto armado, 

onde se incluem, nos ensaios, varia9()es nos nlveis de carregamento, na espessura de 

cobrimento do concreto e na resistencia de compressao do concreto (Figura 3.4.2): 

onde a tensao de aderencia e dada em "psi" eo deslizamento em "in". 
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lensao de 
aderencia 

psi 

SOil 

600 

400 

20!J 

1200 1 S!l!l deslizamen!o 

in 

Figura 3.4.2- Curva tensao de aderencia x deslizamento, MIRZA (1979). 

CAPITUlO 3 

A Figura 3.4.3 mostra a curva apresentada por YANKELEVSKY (1985) 

representada por quatro estagios: 

lensiio de 
aderencia 

I 
' 

II 

Ill 

IV 

deslizamento 

Figura 3.4.3- Curva tensao de ader€mcia x deslizamenio, YANKELEVSKY (1985). 
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Outras curvas, referentes as formula<;Oes das rela<;Oes entre a tensao de 

aderencia eo deslizamento, podem ser encontradas em TASSIOS (1981) e SOMAYAJ! 

981). 

Entre as inumeras leis que exprimem a dependencia da tensiiio de aderencia 

pelo deslizamento, podemos classificar, quanto a forma geometrica, os tipos de suas 

curvas, existentes na literature, em: 

Poligonat representadas per segmentos de retas caracterizando os estagios da 

relagiiio tensao de aderencia x deslizamento, ex: YANKELEVSKY (1985). 

Polinomial: representadas por um polinomio definido pelo grau de interpolagiiio 

dos resultados obtidos nos ensaios, ex: NILSON (1968), MIRZA (1979). 

Exponencial: representadas pela variagiiio da tensao de aderencia em fungiiio 

exponencial do deslizamento ao Iongo da barra, ex: SOMAYAJI (1981). 

Mista: combinagiiio das outras formas apresentadas. 

A analise de estruturas de concreto armado, utilizando a representagiiio discreta 

da armadura atraves da modelagem numerica pelo metodo dos elementos finites, 

podera ser influenciada pelo tipo de curva utilizada na representagiiio do modelo, por 

esta definir a rigidez da interface entre o a90 e o concreto. 
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3.5 MODELAGEM DA ADERENCIA ENTRE 0 ACO E 0 CONCRETO 

Os elementos finites sao utilizados para representar o a~tC, o concreto e a 

aderencia entre as barras de altO e o concreto. 

A seguir, serao apresentados elementos finitos que podem ser utilizados para a 

modelagem da aderencia. 

3.5.1 MODELAGEM DA ADERENCIA PELO ELEMENTO DE LIGACAO PROPOSTO 

POR NGO (1967) 

0 elemento finito proposto por NGO (1967) (Figura 3.5.1.1), chamado de 

elemento de liga~o, e constituido de duas "molas" perpendiculares, que representam 

as rigidezes de interface, conectando os nos i e j. 

y 

Figura 3.5.1.1- Elemento de liga~o, NGO (1967). 

A uti!iza~o desse elemento na modelagem nao interfere na geometria da 

estrutura por nao ter dimensoes ffsicas, sendo composto por n6s duplos, onde somente 
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as suas propriedades mecanicas sao importantes, podendo ser orientado por urn 

angulo arbitrario e com o eixo horizontal ao que se pretende trabalhar. 

0 elemento de ligagao pode ser utilizado para conectar elementos de ago e de 

concreto, conectar elementos de aco e de aco ou de concreto e de concreto, sendo 

necessaria definir a rigidez de interface para cada caso. Nas estruturas de concreto 

armado, esses elementos sao utilizados para simular o fenOmeno da aderencia x 

deslizamento entre o aco e o concreto, transmitindo os esforcos de cisalhamento e 

normal entre os dois materials. 

A relac§o constitutiva entre a tensao - deformac§o, dos elementos de ligac§o, e 
dada por: 

{a}= [C].{e} (3.33) 

(3.34) 

onde, eh e ev sao deforma¢es relativas aos deslocamentos entre os nos i e j (Figura 

3.5.1.2). 

Figura 3.5.1.2- Elemento de ligac;:ao, deslocamentos nodais. 
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A seguir, temos a relagao entre a deformat;:ao e os deslocamentos (3.35), a partir 

da matriz de transformagao dos deslocamentos [M]: 

{c:} :::: [Mj (3.35) 

r u,j 

Jsh}=[-c -s c ;Jb) (3.36) 
lsv S -c -s 

onde: 

c = cos 9, s = sen 9; 

u1 e u2 , v1 e v2 sao deslocamentos dos n6s e j nas dire9i)es H e 

respectivamente. 

Abaixo, temos a relagao entre os esfon;:os e os deslocamentos (Figura 3.5.1.3): 

{f} = [k] {r} (3.11) 

Figura 3.5.1.3- Elemento de ligayao, forcas nodais. 
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Assim, temos como matriz de rigidez: 

(3.37) 

-s c sl 

-c -s cj (3.38) 

A de Rigidez e dada abaixo: 

k c 2 +k s 2 
h v khsc-kvsc -k c2 -k s 2 

h v -k.sc+kvsc 

[K]= 
k"sc-kvsc k s 2 +k c2 -k.sc+kvsc -ks 2 -kc2 

h v h v (3.39) 
-kc2 -ks 2 

-k"sc+kvsc k c 2 +k s 2 
k.sc-kvsc h v h v 

-khSC+kvSC -k s 2 -k c 2 
h v k.sc- kvsc k s 2 +k c2 

h v 

A forma de manipula9fio dessa matriz de rigidez e semelhante a qualquer outra 

matriz de rigidez de elementos finites. Assim, somando a matriz de rigidez de cada 

elemento de liga9fio obtemos a rigidez total na interface. 

Para as estruturas de concreto anmado o valor da rigidez ao deslizamento vertical 

kv refere-se a forya de transferencia vertical (normal) entre a barra de ago e o concreto. 

Para as estruturas em geral, considera-se urn valor alto para essa rigidez, ja que na 

conexao nodal, entre o ago e o concreto, o deslizamento vertical e praticamente 

desprezlvel. 

0 valor da rigidez ao deslizamento horizontal kh refere-se a rigidez de 

cisalhamento na interface, podendo ser obtida a partir das relag5es entre a tensao de 

aderencia e o deslizamento na interface entre o ago e o concreto. 

Um valor grande da rigidez, "tendendo ao infinite", signifies grande aderencia ou 

contato perfeito, e um valor nulo signifies nenhuma aderencia ou deslizamento livre. 
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Para obtermos o valor da rigidez ao deslizamento entre a barra de a<;:o e o 

concreto, determinamos a derivada da fungao da curva da tensao de ader€mcia em 

fungao do respective deslizamento. Assim, considerando como exemplo a curva 

apresentada por NILSON (1968), temos a inclinagao da cuMl da tensao de aderencia x 

deslizamento (3.40) (Figura 3.5. 1.4): 

dr 
onde, a tensao de aderencia e dada em "psi", o deslizamento em "in" e __i2_ e dada 

dS(x) 

lb 
em~. 

m 

lensao de 
aderencia 

psi 

800 

600 

400 

200 

inclina~ao 

I 

l 
200 400 600 BOO deslizamenlo 

10
6
in 

Figura 3.5.1.4- lnclinayao da curva tensao de aderencia x deslizamento. 
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I~ 
b 

h 

Figural.5.1.5- Se~o transversal de um elemento de concreto armado. 

Agora, a expressao (3.40) e multiplicada pela area de influencia superficial de 

oontato entre os materiais: 

Area de influencia superficial= m.Jr.db.L 
2 

(3.41) 

onde m e o numero de barras na se<;:ao e db e o diametro da barra (Figura 3.5.1.5), L e 
a distancia de influencia dos elementos de liga<;:ao (Figura 3.5.1.6) e o fator 2, no 

denominador, apareca quando sao usados elementos de liga<;:ao no topo e na base das 

barras (Figura 3.5.1. 7). Esta area pode ser dividida, por exemplo, pela largura b da 

se<;:ao transversal do eiemento de ooncreto arrnado, quando estamos trabalhando por 

unidade de oomprimento, pela se<;:ao modificada, na modelagem dos elementos finites. 

Abaixo, temos a rigidez ao deslizamento horizontal: 

{3.42) 
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I L 
concreto I, 

I I 

III - 1±1 interface 

el.i el.j el.k a<;o 

Figura 3.5.1.6- Area de influencia dos elementos de ligao;:So. 

elemen!o de 
liga~;ao 

---<--... ~ 

I 

J-:::: 
~- modificado 

"'- cobrimenlo 

eiemenlo de 
liga~;ao 

Figura 3.5.1.7- Elemento de ligayao: tope e base das barras de at;e. 

A Figura 3.5.1.8 mostra uma seyao de um elemento de concreto armada 

contendo m barras de a90 de diametro db, distribuldas dentro de uma seyao de largura 

b. Por convenilencia essas barras circulares foram transfonmadas em barras quadradas 

de mesma area. Como, pelo metodo dos elementos finitos, a representayao e baseada 

em uma fatia unitaria da largura (b), do elemento de concreto, entao e considerada uma 

frayao referente a soma das larguras das barras na seyao modificada. No nivel das 

barras de a90 a largura do concreto e considerada subtraindo a largura das barras. 
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b 1 

11 
m barras 

/\ 
~5=11 II 

2 I I 
~,lit 
-2-

h 

~5-

-2--11 
1-m~Ji! 

2b 

IC ~5 
II 2 
I I 

m~Ji! 
2b 

Figura 3.5.1.8- Seyao modiflcada (unitana) de urn elemento de concreto armado. 

3.5.2 MODELAGEM DA ADERENCIA PELO ELEMENTO DE INTERFACE 

0 elemento de interface (Figura 3.5.2.1) tern o mesmo principia de 

funcionamento que o elemento de liga9§o. A diferenc;a reside no fato de que o elemento 

de ligac;8o descreve o comportamento da aderencia x deslizamento entre o ac;o e o 

concreto apenas nos pontos nodais ao Iongo da interface, sendo necessaria celcular a 

sua area de influencia. 

y 

Figura 3.5.2.1- Elemento de Interface. 
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Para o elemento de interfaoe, que e constituido de nos que se sobrepoem tendo 

altura nula, o comportamento da aderencia x deslizamento se da ao Iongo do seu 

comprimento que define a sua area de influencia. 

desenvolvimento da rela~o constitutive, para um elemento de interfaoe linear 

constituido por dois pares de n6s que se sobrepoem (Figura 3.5.2.2), sera apresentado 

a seguir. 

----:/--~ )-7---;/~"---7'--~5+---7"·77--7---;~ --;;;-Kh "'X(u) 

1 I 2 
I ;_ . 

Figura 3.5.2.2- Elemento de lnterfaoe linear. 

Seja {u} o vetor que contem as funy5es das componentes dos deslocamentos 

relatives para cada n6: 

(3.43) 

Considerando u e v os deslocamentos nodais nos eixos x e y, respectivamente, 

temos para o nivel inferior do elemento: 

0 

1
_ 2x 

L 

t+ 2x 
L 

0 

(3.44) 
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Para o nfvel superior do elemento, temos: 

0 1- 2x 
L (3.45) 

1+ 2x 0 
L 

2x 2x 
Fazendo A =1-- e B =1 +-, temos para o vetor{u}: 

L L 

ru 1 
I 1 I 

I v, ' 

lu 
2 

e} 1 f_A 0 -8 0 8 0 A 

~}· 
\(2 

{u} = v = 2 l 0 -A 0 -8 0 8 0 
(3.46) 

u3 

v3 

u. 

v. 

1 
{u} = - [Hl {r} (3.47) 

2 

A energia de deforma<;:ao e dada por: 

(3.48) 

(3.49) 

onde, a matriz de rigidez [k] e dada por: 

[kJ = [HJ[cJH] (3.50) 
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r-: 0 l 
-A 

-B 0 

0 -B jkH OJ[-A 0 -B 0 B 0 A ol 
[k] = AJ B 0 lo kv 0 -A 0 -B 0 B 0 

0 B 

B 0 

LO A 

Para: 

2 u2 

( 2xJ2 4 B = J 1+- dx=-L 
-u 2 L 3 

temos a matriz de rigidez [k] para o sistema de coordenada local: 

r 2kh 0 kh 0 -2kh 0 -kh 0 

I 0 2kv 0 kv 0 -2k 0 -k 

I 
v v 

kh 0 2kh 0 -kh 0 -2kh 0 

L 0 kh 0 2kv 0 -k 0 -k 
[k] =-

v v 
(3.52) 

6 -2kh 0 -kh 0 2kh 0 kh 0 

0 -2k v 0 -k v 0 2kv 0 kv 

l-:h 
0 -2k 0 kh 0 2kh 0 h 

-k 0 -k 0 kv 0 2kh v v 
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Para passar a matriz de rigidez [k] do sistema de coordenada local para o 

sistema de coordenada global (Figura 3.5.2.3) fazemos: · 

Figura 3.5.2.3- Elemento de Interface linear no sistema de ooordenada global. 

(3.53) 

{x} = [mj {X} (3.54) 

onde, s = sen e e c = cos e. 

Para o elemento (oito graus de liberdade), temos como matriz parcial de 

mudan<;:a de coordenadas: 

0 

[m} 

0 

0 

0 0 

0 0 

[m} 0 

0 [m] 

(3.55) 
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Fazendo, 

[D] = [H][M] 

CAPiTULO 3 

(3.56) 

onde [H] e obtldo de (3.47), e multiplicando por (3.52), obtemos a matriz de rigidez para 

o sistema de ooordenada global: 

[K] = [0]1 [k] [D] (3.57) 

A matriz de rigidez para o elemento de interface de seis nos (Figura 3.5.2.1 ), na 

coordenada local, e apresentada a seguir: 

4kh 0 -kh 0 2kh 0 -4kh 0 kh 0 -2kh 0 

4kv 0 -kv 0 2kv 0 -4kv 0 kv 0 -2kv 

4kh 0 2kh 0 kh 0 -4kh 0 -2kh 0 

4kv 0 2kv 0 kv 0 -4kv 0 -2kv 

L 16kh 0 -2kh 0 -2kh 0 -16kh 0 

[k]=- 16kv 0 -2kv 0 -2kv 0 -16kv 
30 

4kh 0 -kh 0 2kh 0 

4ky 0 -kv 0 2kv 

s i m e t. 4kh 0 2kh 0 

4kv 0 2kv 

16kh 0 

16kv 

0 valor da rigidez ao deslizamento vertical kv refere-se a for93 de transferencia 

vertical (normal), entre a barra de ac;:o e o ooncreto, como ja definido para os elementos 

de ligac;:8o. 

0 valor da rigidez ao deslizamento horizontal kh, referente a rigidez de 

cisalhamento na interface, e obtido da mesma forma que obtivemos para o elemento de 

ligac;:8o, porem, oomo nesse elemento ja se define nas propriedades de sua matriz de 
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rigidez o seu comprimento de influencia, nao precisamos multiplicar a area de influencia 

superficial pela distancia de infiuencia, como e feito para o elemento de liga~o. 

Area de influencia superficial= m.;r.db 
2b 

(3.58) 

onde m e o numero de barras na se~o, db e o diametro da barre, o fator 2, no 

denominador, aparece quando sao usados elementos de liga~o no topo e na base das 

barras e b e a largura da se~o transversal do elemento de concreto armado. 

Multiplicando pela area de influencia superficial de contato os 
dS(x) 

materiais obtemos kh: 

(3.59) 
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3.5.3 MODELAGEM DA ADERENCIA PELO MODELO PROPOSTO POR 

YANKELEVSKY (1985) 

No trabalho de YANKELEVSKY (1985), que aqui sera descrito, e proposta uma 

solugao exata das equa9(les diferenciais de equilfbrio para cada zona da relagao linear 

da tensao de aderencia x deslizamento, onde as propriedades do a9o e da interface sao 

incorporadas a matriz de rigidez de um elemento finito unidimensional, para simular o 

deslizamento relativo entre o a9o e o concreto. A rigidez do concreto foi idealizada 

como sendo muito alta, nao sendo levada em conta. 

3.5.3.1 DESCRICAO DO MODELO 

0 modele apresentado por YANKELEVSKY (1985), (Figura 3.5.3.1.1), considera 

um elemento finite de barra de diametro D, area de segao transversal As e comprimento 

L. 

Figura 3.5.3.1.1- Arranjo do elemento finito. 

0 elemento pressupoe um comportamento entre o aye e o concreto 

representado pelos deslizamentos nodais. A formulayao matematica e fundamentada 

em equa¢es de equilfbrio das foryas atuantes na interface entre a barra e o concreto 

{Figura 3.5.3.1.2), e na relagao local entre a tensao de aderemcia eo deslizamento. 
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'tx 
.c_ """'- ""'-- ""'-- ""'--

Tx 
~ 

Tx+dTx.dx 
~ "" ~ 

J 
I 

'tx 
dx ' 

I dx 
l• 

Figura 3.5.3.1.2- Equilibria das for~s atuantes na interface. 

A seguir, temos a equa~o de equilibria da tensao de aderencia na interfaos ago 

r(x).1r.D.dx + T(x)- T(x) dT(x)dx = 0 
dx 

r(x)=-1-. dT(x} 
1r.D dx 

sendo T(x) a for9e1 axial no ago. 

(3.60) 

(3.61) 

Para urn comportamento elastico linear, a equat;:ao (3.61) pode ser escrita como: 

r(x)= E.D de{x) 
4 dx 

(3.62) 

onde E e 0 modulo de elasticidade do ago e B(X) a deforma~o axial da barra. 

lgnorando a deforrna~o do concreto comparada com a do ago, a rela~o entre a 

deforrna~o e o deslizamento S(x) e obtida: 

dS(x) s(x) 
dx 
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Substituindo em (3.62) a equagao (3.63), obtemos: 

(3.64) 

A lei local da tensao de aderencia x deslizamento pode ser descrita por uma 

relagao linear de cada parte da Figura 3.5.3.1.3. 

r(x) = a.S(x)+b 

tensiio de 
aderem:ia 

1:1 

II 

Ill 

IV 

S3 deslizamento 

Figura 3.5.3.1.3- Relayao local da tensao de aderencia x deslizamento. 

(3.64a) 

A partir da equagao (3.64) e (3.64a) obtemos a fungao deslizamento S(x) para os 

diferentes trechos (estagios) da lei local da tensao de aderencia x desiizamento, onde 

temos urn coeficiente a com sinal diferente, o qual afeta a solugao da equagao, sendo 

considerada quatro situa9(>es. 0 estagio I refere-se ao contato inicial entre o ac;:o e o 

concreto mantido pela adesao ate iniciar a perda da aderencia, onde ela passa a ser, 

principalmente, governada pelo apoio das saliencies da barra no concreto (estagio II). 

No estagio Ill a tensao de aderencia se reduz, onde o mecanisme de transferencia da 

tensao e dado tambem pela fricgao. No estagio IV a aderencia se da pela fricgao. Os 

limites para cada situagao (estagio) sao obtidos a partir de ensaios praticos. 
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CASO 1: 

onde: 

Para este ceso a solw;:ao da equa98o (3.64a) sera: 

As constantes C1 e C2 sao determinadas pelas condi¢es de contorno. 

Substituindo a equa98o (3.65) em (3.63), temos: 

CAPiTULO:! 

(3.66) 

(3.67) 

Considerando um elemento finite de comprimento L e assumindo as condi¢es 

de contorno, temos: 

S(O) = S, 

S(L) = Sj 

(3.68a) 

(3.68b) 

0 deslizamento positive coincide com a dire98o positiva de x. Com essas 

condi¢es sao determinadas as constantes C1 e C2. 

(3.69a) 

(3.69b) 
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Substituindo as equa96es (3.69a) e (3.69b) na equa~o (3.65) e (3.67), n6s 

obtemos as varias condi96es de deslizamento e deforma~o ao Iongo do elemento: 

(3.70a) 

(3.70b) 

As for9<2s nas extremidades sao: 

(3.71a) 

(3.71b) 

onde A e a area da se~o transversal da barra. 

Abaixo, temos a matriz de rigidez escrita a partir dessas equa¢es: 

(3.72) 

sendo: 

K' - K' - a,.E.A 
11

-
22

- tanh(a,.L) 

K' _ K' _ _ a 1 .E.A 
12 

-
21 

- senh(a,.L) 
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CASO 2: 

Para este caso a soluyao da equayao (3.64a) sera: 

As constantes C3 e C4 sao determinadas pelas oondig5es de oontorno. 

Substituindo a equayao (3.73) em (3.63), temos: 

CAPiTULO:! 

(3.73) 

Considerando um elemento finito de oomprimento L e assumindo as oondig5es 

de contorno, temos: 

S(O) = Si 

S(L) = Sj 

(3.75a) 

(3.75b) 

0 deslizamento positivo ooincide com a direyao positive de x. Com essas 

oondig5es sao determinadas as oonstantes C3 e C4. 

-Si 2.ry 
c3 =-'---'---.L 

L ED 

c.= si 

(3.76a) 

(3.76b) 
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Idem ao caso anterior, temos: 

2.-ry 
-.L 
E.D 

sj -s, 
IS·= + 

1 L E.D 

As foryas nas extremidades sao: 

P = E.A(s -S 
I L f J 

P=-(S.-S 
1 L ; , 

Jr.D:c Y 

--'--.L 
2 

Abaixo, temos a matriz de rigidez escrita a partir dessas equa9(ies: 

sendo: 

2 2 E.A 
K11 =K22 =-­

L 

K
2 2 E.A 
12 =K21 =---

L 
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CASO 3: 

Para este caso tem-se com solw;:ao: 

a =~4.K2 
2 E.D 

r -r 
sendo K = Y " 

' 
2 

S -S 
3 2 

Abaixo, temos a matriz de rigidez escrita a partir dessas equa<;:(ies: 

sendo: 

Ks - Ks - a2.E.A 
11 - 22 - tg(a

2
.L) 

K3 - K3 -- az.E.A 
12 - 21 - sen(az.L) 

p_3 = ps = a2.r1 .E.A .tg(a2.LJ' 
J I K 2 

2 

CAS04: 

CAPITULO 3 

(3.80) 

(3.81) 

(3.82) 

Similar ao caso 2, onde a tensao de aderencia e 'tu (tensao de aderencia ultima). 
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3.5.4 MODEl.AGEM DA ADERENCIA PELO MODELO PROPOSTO POR 

YANKELEVSKY (1997) 

No trabalho de YANKELEVSKY (1997), que aqui sera descrito, sao 

consideradas as propriedades reais do concreto. As equa9()es de equillbrio sao 

apresentadas como rela9oes entre as for98s axiais e o correspondente deslocamento 

axial das extremidades de um elemento finito bidimensional, em que sua matriz de 

rigidez incorpora parametres do a90, do concreto e da lei de aderencia x deslizamento. 

3.5.4.1 DESCRICAO DO MODELO 

0 modelo apresentado por YANKELEVSKY (1997) considera um elemento de 

concreto cilindrico, com comprimento H, diametro extemo D e diametro interno d, e area 

da se9i!io transversal Ac. Este cilindro de concreto tern, em seu interior, uma barra de 

a90 de diametro de area de se9i!io transversal As (Figura 3.5.4.1.1). 

0 I 0 l 
d +------------- barradea~o--+ D 

0 concreto I 
~ j 
L I 

H I 
-, 

Figura 3.5.4.1.1- Arranjo do elemento apresentado. 

0 elemento composto assume um comportamento representado atraves de um 

modelo unidimensional, onde a deforma9i!io do concreto pode ser considerada a partir 

da coordenada radial. A formula9i!io matematica e focada em um elemento finite tfpico 
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de comprimento 

direito. 

sendo definido por um n6 i no !ado esquerdo e um n6 j no lado 

A 3.5.4.1.2.a mostra o elemento flnito e a a<;:§o des forc;:as nesse 

elemento. A Figura 3.5.4.1.2.b mostra os deslocamentos, os quais sao afetados pela 

rela<;:§o aderencia x deslizamento na interface da berra de ago- concreto. 

concreto 

HUc(x) ~Uc(x)+dUc(x) 

I I I I 
interface -_i:..p:) 

oarra 
i-

T T+dT 
-j i a yo Us(x) 

interface -
F+dF F 

concreto 

concreto I: X -1- dx -I _J 
~~dx .I 

L 

a) b) 

Figura 3.5.4.1.2- a) Ayao das for<;:as no elemento finito- b) Deslocamento no elemento. 

ago: 

A seguir temos, respectivamente, as equagoes de equilfbrio para o concreto e o 

dF(x) 

dx 
-r(x).Z: 

dT(x) = r(x).L 
dx 

(3.83) 

(3.84) 
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sendo: 

T(x) - for;;:a axial no a;o; 

F{x) - for;;:a axial no elemento de concreto; 

:2: - peri metro da barra por unidade de comprimento. 

A rela~o entre o deslocamento da barra e concreto, para uma posi~o e: 

(3.85) 

As rela9()es cinematicas para o concreto e o a;o sao, respectivamente: 

dU;;x) = c:c(x) (3.86) 

dU c(x) "'- dS(x) c.(x) 
dx ' dx 

(3.87) 

Para um material de concreto elastica-linear com modulo de elasticidade Ec. 

podemos escrever a equa~o (3.83) como: 

{3.88) 

Derivando a equa~o (3.86) e substituindo-a na equa~o (3.88), temos: 

(3.89) 
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Agora, trabalhando a equa<;:ao {3.84) e a equa<;:ao (3.87), temos a tensao 

tangencial em fun<;:ao dos deslocamentos relatives entre concreto e ac;o: 

E r2(1 2s., 
r(x)= sA.jdUcx,+d (x)l 

2:: L dx
2 

dx
2 J 

lgualando as equagoes (3.89) e (3.90), obtemos: 

0 

na qual a rela<;:§o entre os campos de deslocamentos e apresentada a seguir: 

or.de: 

n.w d2S(x) 

1+ n.w dx 2 

n = Es - propor<;:ao entre os m6dulos de elasticidade; 
Ec 

w = As - propor<;:ao entre as areas na se<;:ao transversal. 
A, 

(3.90) 

) 

(3.92) 

A lei local da tensao de aderencia x deslizamento pode ser, aproximadamente, 

descrita por uma rela<;:§o linear de cada parte da Figura 3.5.4.1.3. 

r(x)=a.S{x)+b (3.93) 
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tensao de 
aderenda 

I 
I 

/ 
II 

IV 

Figura 3.5.4.1.3- Rela~o local da tensao de aderencia x deslizamento. 

Substituindo as equag6es (3.92) e (3.93) na equa!(8o (3.90), temos: 

E.As 1 d
2
S(x) S( ) b 

--. 
2 

=a. x + 
I 1 +n.w dx 

CAPiTULO 3 

(3.94) 

A equayao (3.94) e uma equayao diferencial de segunda ordem cuja solu!(8o 

fomece a funyao deslizamento S(x). Para os diferentes ramos da lei local da tensao de 

aderencia x deslizamento temos um coeficiente a com sinal diferente, o qual afeta a 

soluyao da equa!(8o (3.94). 

Sao consideradas quatro situag6es (1, II, Ill e IV), determinadas nos casas 1, 2, 3 

e 4, vistas na Figura 3.5.4. i .3. 
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CASO 1: 

Para este caso a solu~o da equa~o (3.94) sera: 

(3.95) 

onde: 

I
I.E.a. (1 + n.[iJ) 

a1= 
. V Es.As 

(3.95a) 

As constantes o, e 0 2 sao determinadas pelas condig5es de contomo do 

elemento tinito de comprimento 

S(O) = S; 

S(L) = Sj 

(3.96a) 

(3.96b) 

0 deslizamento positivo coincide com a dire~o positiva de x. Com essas 

condig5es sao determinadas as constantes o, e D2. 

S-S .. e-at.L b 1-e-at.L 
D, = J ' +-. -,----:-:---, 

2.senh(a1 .L) a 2.senh(a1.L) 
(3.97a) 

b 1-e"1.L 

a· 2.senh(a
1
.L) 

(3.97b) 

Substituindo a equa~o (3.95) na equa~o (3.92), obtemos: 

(3.98) 
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Assim, o deslocamento no concreto sera: 

(3.99) 

As constantes F1 e F2 sao determinadas atraves das seguintes condi¢es de 

contorno: 

= 

n.ur 

1+ n.ur 

Da equat;:ao (3.99) obtemos: 

( ) n.ur [D a,.x D -a,.x] F. sc x =- .a,. 1.e - 2 .e + 1 
1+ n.ur 

(3.1 OOa) 

1 

(3.101a) 

(3.101b) 

(3.102) 

Agora, substituimos as equa¢es (3.97a), (3.97b) e (3.101a) na equat;:ao (3.102) 

e resolvemos para as duas condi¢es relacionadas ao concreto (3.100a) e (3.100b): 

U -U 
sc(O) = J L ' a n.w {s.[-1-- 1 l-s[-1

--
1 

]+G1} (3.103a) 
'·1 + n.~V , ' a,.L tanh(a,.L) J 1 a,.L senh(a, .L) 

Gt- b [ 1 1 J 
- a· senh( a

1
.L) tanh( a1.L} 
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a,. n.w fs,[-1
--

1 J-sj[-1-- 1 ]+G2~ (3.103b) 
1 + n.w l a 1.L senh(a1 L) a,.L tanh(a,.L) J 

82 _ b [ 1 1 ] 
- a· tanh( a1.L) senh( a

1
.L) 

Analogamente para o ago utilizamos as equa<;(Oes 

(3.101a) e (3.102): 

(3.95), (3.97a), (3.97b), 

(3.104a) 

uj -U, n.m {s[ 1 1 1 J s [ 1 1 1 J 84} c:L- a, .-+- - .-+- + 
s< ) - L · 1 + n.m ' a,.L n.m · senh(a,.L) 1 a,L n.m · tanh(a,L) 

(3.104b} 

84 = b .-1 ·[ 1 1 l 
a n.m senh( a1.L) tanh( a1.L) J 

A Figura 3.5.4.1.4 mostra for93s aplicadas nos nos oorrespondentes ao ago (Fs) 

e ao ooncreto (Fe) e os respectivos deslocamentos (Us) e (Uc). 

(Uc) i (Uc) j 

I • · I I · • I 
(Fc)i---

(fs)i---• 

f--1 :~_)_! ~----'L"--------1•1• (~) j vi 

Figura 3.5.4.1.4- Fon;:as nodais em um elemen!o finito. 
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Para efeito de diferencia~o. os deslocamentos no a90 e no concreto serao 

renomeados: 

Us(O) = W; = 

= = 

A partir das equa9()es (3.103) e (3.104) obtemos as f01'98S nodais utilizando as 

seguintes rela9()es: 

As fOr98S nodais sao dadas pelas expressoes: 

b.Fc(L)=(!J.F.)i = E •. A. (tJ.Ui -AU;)+ a,.n.w E •. A •. {(b.U; -!J.W;)[-1-
L 1+n.m a,L 

-(!J.W -W )[ 1 1 l} 
1 1 a1.L tanh(a1.L) J 

-(t.wj -tJ.uJ[-1-+ 1 ]} 
a1.L n.ar.senh(a1.L) 
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F) Es.As( u) a,.n.wE {( )[ 1 1 ] M=s(L)=(L'> s i=--C.Ui-1'1,- . s·As. t.W,-t.U, --+ -
L 1+n.w a,.L n.w.senh(a1 .L) 

- !.1W -!.1U -+ } ( 1 1 ] 
1 1 L n.w.tanh(a,.L) 

(3.106d} 

Abaixo, temos a matriz de rigidez escrita a partir dessas equaglies: 

rAF,), l rK~ K{2 K,'3 K,'. 
AW, l 

(c.FJ, =I K21 K~2 K;3 K~. c.u, 
(3.107) 

. (c.Fs )i r , K~, Ki2 K~3 K' . c.w 
34 

J ' 

l(c.FJjJ l K4, t.U I 
- j J 

sendo: 

K' _ K' _ R n.m 1 
[ 

l 

11- 33-P1· + 
a 1 .L tanh(a1.L)j 

1 1 [ 1 1 ] K 22 = K 44 = fi1. +--,-----
n.m.a,.L tanh( a 1.L) 

1 1 1 1 l'1 1 Jl 
K,2 = K2, = K34 = K43 = {i,. a1.L- tanh(a,.L) 

[ 

l 
1 1 1 1 1 1 

KZ3 =KS2 =K14 =K41 =fi,. ---+ J 
a 1 .L senh( a,.L) 

1 1 [ n.m 1 ] K13 = K 3, = -fi1. --+----
a1.L senh( a,.L) 

1 1 [ 1 1 J K2• = K•2 = -fi,. ---+ 
n.m.a, senh( a,.L) 

on de: 
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CAS02: 

Para este caso a soluo;:8o da equao;:ao (3.94) sera: 

(3.108) 

Abaixo, temos a matriz de rigidez escrita a partir do desenvolvimento dessa 

equao;:8o: 

sendo: 

onde: 

r (c.F$ )i K,2, 0 

\ (M,), 
0 K~2 

(c.F.)j 
= 

K;, 0 

(c.FJj 0 Ki2 

K;, = K~ = /32 

2 2 1 
K22 = K44 = /32.­

n.flJ 

K,~ = K~, = -/32 

2 2 1 
K24 = K42 = -/32.­

n.flJ 

J3 
- es.As 

2-
L 

K;3 0 Ll~ 

0 K~4 c.ui 
(3.109) 

K~3 0 c.wj 

0 K2 
44 

c.uj 
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CASO 3: 

Para este caso tem-se com solu~o da equa~o (3.94): 

(3.11 0) 

(3.111) 

Abaixo temos a matriz de rigidez desenvolvida para este caso: 

(D.F. )i K,3, K{2 K{3 K;. Ll.Wi 

(L!.Fc}i K~, K3 K~3 K~. L!.Ui 22 
(3.112) 

(D.F.)j 
= 

Ki, K3 Ki3 K;, D.W 
32 } 

(L!.FJj Ki, K!2 K!3 K3 
44 

L!.U j 

sendo: 

3 3 [ n.lil 1 l K,, = K33 = fl3· --+----
a2.L tanh(a2 .L} J 

3 3 [ 1 1 ] K22 = K44 = fl3· +-----
n.lil.a2.L tanh(a2 .L) 

3 s K3 Ks [ 1 1 l 
K,2 = K2, = 34 = 43 = fls· --- J 

a 2 .L tanh(a2 .L) 
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r 

K
3 _ K3 _ J i 
24 - 42 --P3·L· 

nm.a2 

1 l 
+ ' 

senh(a2 L)j 

on de: 

CAS04: 

Similar ao caso 2, onde a tensao de aderencia e tu (tensao de aderencia ultima). 

80 



CAPiTUL04 

IMPLEMENTAt;AO COMPUTACIONAL 

4.1 INTRODUCAO 

Neste capitulo serao apresentados os procedimentos necessaries para 

incorporar os modelos numericos, descritos no capitulo anterior, nas modelagens pelos 

programas computacionais de estruturas de concreto armado considerando os efeitos 

do fen6meno da aderencia. As modelagens sao feitas para: simula<;§o de estrutura 

submetida ao ensaio de tirante (tra<;ao simetrica) e viga simetrica biapoiada submetida 

a flexao, considerando ou nao a fissura<;ao do concreto. 

Os programas foram desenvolvidos no ambiente Delphi 5.0, em linguagem 

Pascal avam;:ado. Assim, a capacidade e o tempo de processamento das estruturas 

dependem principalmente da capecidade do computador que esta sendo utilizado para 

o processamento dessas estruturas. 
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4.2 ENSAIO DE TIRANTE (TRACAO SIMETRICA) 

Consiste de um ensaio onde se ap!icam duas for9<'1S contrarias de tra~o nas 

extremidades de uma barra de a<;:o ancorada dentro de um bloco de concreto (Figura 

4.2.1). 

concreto-

Figura 4.2.1- Ensaio de tiranle. 

Para a modelagem desse ensaio foram desenvolvidos tres programas com 

diferentes simulac;:Oes numericas da aderencia entre o ac;:o e o concreto. A seguir, sera 

apresentada cada uma das implementa«;:5es numericas. 

4.2.1 SIMULACAO NUMERICA 1: ELEMENTO DE INTERFACE 

Nesta implementa~o e utilizado, para a configura~o da malha que representa o 

concreto, o elemento finito bidimensional retangular com oito nos (LSR), visto no 

capitulo 3. A armadura e representada pela forma discreta, sendo modelada pelo 

mesmo tipo de elemento finito do concreto (LSR). Para a modelagem da aderencia e 

utilizado o elemento de interface de seis nos. A curva a ser utilizada para a obten~o 

do valor da rigidez ao desiizamento kh, pode ser definida externamente pelo usuario, 

tendo como opc;:Oes as curvas polinomiais de NILSON (1968) e MIRZA (1979) e a curva 

poligonal de YANKELEVSKY (1985). Ja para a rigidez normal kv e adotado urn valor 

alto (ordem de 1015
) que nao venha a causar incompatibilidades numericas na 

resolu~o dos sistemas. Para ganhar em capacidade e tempo de processamento, e 

modelado apenas um quarto da estrutura, ja que ela tern comportamento simetrico. 
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A seguir (Figura 4.2.1.1 ), e apresentado o fluxograma de processamento do 

programs: 

PROGRAMA 
Simula!(ao 1 

... 
Entrada dos Daclos 

+ 
Leil:ura dos Dados 

I 
t 

Gerae;;ao das 

I Malhas 

+ + ' 

r+ Elemento 

I 
Rigidez Local Rigidez Local Rigidez Local 

Concreto Concreto Ac;o interface 

Elemento I I 
r+ Barra de Ar;o 

Matriz Rigidez 

4 Elemento Global 
Interface 

• , 
.... Condicoes ,...- Solucao do 

deContomo Sistema 
'--- 1--

~ '+ Cargas 
1--

Nod a is Solu!(iio Incremental 
deCargas 

• 
Soluc;ao Final 
Deslocamento 

~ ~ 
lmpressao lmpressao 

dos Resultados dos Resultados 
Finais Graficos 

Figura 4.2.1.1- Fluxograma do programa: simula<;ao numerics 1. 
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Como dados de entrada temos: 

Geometricos: diametro externo do concreto, diametro da barra de a90, 

comprimento referente a metade da amostra; 

Caracteristicas dos materials: modulo de elasticidade do a90, mOdulo 

eiasticidade do concreto, coeficiente de Poisson do ac;:o, cooficiente de Poisson 

do concreto; 

Elementos finites: numero de elemento finites na horizontal, numero de 

elemento finitos na vertical. Nesta etapa, ha a geracao dos elementos e 

concreto, do a90 e da interface. 

Carregamento: forc;:a de tracao aplicada na barra, numero de incrementos do 

sistema. 0 numero de incrementos consiste no numero de resolucao que devera 

ter o sistema para chegar-se ao valor total da carga; 

Curva tensao de aderem:ia x deslizamento: escolha do tipo de curva e entrada 

de suas caracteristicas, quando necessaria. 

A partir da leitura dos dados temos: 

Montagem do vetor de carregamento: o vetor e montado considerando a 

divisao, em partes iguais, da forc;:a pelo numero de itera9(Ses; 

Condi~oes de contorno: as restri¢es nodais sao definidas intemamente palo 

programa a partir das condi¢es de dupla simetria desse tipo de estrutura; 

Montagem da matriz de rigidez global: a matriz de rigidez global e feita pela 

soma das matrizes locais de todos os elementos: concreto, a90 e interface. 
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Como caracterlstica do tipo de elemento finito que e utilizado para gerar as 

malhas de concreto e ace, temos uma transformagao das se\(Ces circulares em 

retangulares, feita internamente pelo programa, permanecendo as mesmas areas nas 

se\(Ces modificadas (Figura 4.2.1.2), para serem implementadas nos elementos. E 

utilizada apenas uma linha de elementos de interface ligando o at;;o ao concreto, ja que 

apenas urn quarto da estrutura esta sendo simulado. 

I 

DJit I 

DJit 
-2-

_I '----H-_j 

O.,Jit 
-2-

concreto-

concreto 
modificado 

Figura 4.2.1.2- Transformayao da seyao circular em retangular. 

Depois de definidos os sistemas de equa\(Ces a partir da matriz de rigidez global, 

dos vetores de carregamento e restri\(Ces nodais, o proximo passo e a resolugao 

desses sistemas que e feita pelo metodo de Cholesky, tendo oomo respostas OS 

deslocamentos nodais. Para a primeira iteragao o deslizamento entre o ace e o 

ooncreto e admitido oomo sendo nulo para definir a rigidez ao deslizamento na 

interface. Esse passo e repedido ate chegar ao numero de incrementos de carga 

definido inicialmente, oom os deslocamentos nodais sendo somados para cada carga. 

Como respostas finais teremos os deslocamentos nodais, os deslizamentos ao Iongo da 

barra de ace, as tensoes de aderencia ao Iongo da barra, as deforma\(Ces e as tensoes 

no ooncreto e as deforma\(Ces e as tensoes na barra de ace. 
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4.2.2 SIMULACAO NUMERICA 2: ELEMENTO DE YANKELEVSKY (1985) 

Nesta implementa9§o sao utilizados os elementos finites desenvolvidos a partir 

da formula9§o da matriz de rigidez proposta por YANKELEVSKY (1985) para 

simula9§o de ensaios de tra9§o considerando os efeitos da aderencia entre o ago e o 

concreto, visto no capitulo 3. Esses elementos unidimensionais tern como caracterlstica 

a representa9§o da interface, considerando as caracteristicas do ago e da interface 

entre o ago e o concreto, porem, nao levam em considera9§o as caracterfsticas diretas 

dos elementos de concreto. Como na simula9§o anterior, para ganhar em capacidade e 

tempo de processamento, e modelada apenas metade da estrutura, ja que ela tern 

comportamento simetrico. Para um dos estagios 4.2.2.1) a rela9§o tensao 

de aderencia x deslizamento tern uma lei que a rege, descrita no item 3.5.3. i. 

lensiio de 
aderencla 

IV 

deslizamenlo 

Figura 4.2.2.1- Relayao local da tensao de aderemcia x deslizamento. 

Para a resolu9§o do problema esta sendo adotado um metoda incremental de 

carregamento. A interface e dividida em elementos finitos e, para a primeira solu9§o 

tensao x deslizamento, atribuem-se a todos os elementos as propriedades do estagio I. 

Verifica-se se todos os elementos estao dentro desse estagio, se confinmado, e obtida 

uma solu9§o final, pois sao compativeis as propriedades do estagio I com a tensao e o 

deslizamento apresentados. Caso algum elemento tenha o seu deslizamento superior a 

S1, detenmina-se o estagio correspondente a ser utilizado no proximo incremento. 
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A seguir (Figura 4.2.2.2), e apresentado o fluxograma de processamento do 

programa: 

PROGRAI\IIA 

Simulacao 2 

• Entrada dos Dados 

• Leitura dos Dados 

t 
I Geracao da r 
I Mallia I Rigidez Local I 

Elementos 1 

Matriz Rigide:z 
Condi~oes 

~ - Global 
de Contorno 

-

4 Cargas 
Nod a is 

-
Solu~ao do 

Sistema 

~ 
Solu~ao Incremental 

deCargas 

I 

+ 
Solu~ao Final 
Deslocamento 

I 

~ ~ 
lmpressao lmpressao 

dos Resultados dos Resultados 
Finais Graficos 

Figura 4.2.2.2- Fluxograma do programs: simulacao numerica 2. 
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Como dados de entrada temos: 

Geometricos: diametro da barra de ago, comprimento referente a metade da 

amostra; 

Caracteristicas do material: modulo de elasticidade do ago; 

Elementos finitos: numero de elemento finltos na horizontal. Nesta etapa, ha a 

gerac;ao dos elementos e nos da interface. 

Carregamento: for9<' de trac;ao apliCE1da na 

sistema; 

Cui'Va tensao de aderem:ia x deslizamento: deslizamentos limites, tensao de 

aderemcia limite e tensao de aderencia ultima. 

A partir da leitura dos dados temos: 

Montagem do vetor de carregamento: o vetor e montado considerando a 

divisao da for9<' pelo numero de incrementos; 

Condi!foes de contomo: as restriy6es nodais sao definidas pelo programa a 

partir das condic;:Oes de simetria desse tipo de estrutura; 

Montagem da matri:z de rigidez global: a matriz de rigidez global e feita pela 

soma das matrizes locais. 

Utilizando o processo incremental de carregamento, sao obtidos, a partir da 

relac;ao local da tensao de aderencia x deslizamento, os deslocamentos e 

deslizamentos nodais, a deformac;ao ao Iongo da barra de ago e a tensao de ader€mcia 

entre o ago e o concreto ao Iongo da amostra ensaiada. 
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4.2.3 SIMULA<;AO NUMERICA 3: ELEMENTO DE YANKELEVSKY (1997) 

Nesta implementa~o sao utilizados OS elementos finites propostos por 

YANKELEVSKY (1997) para simula~o de ensaios de tra~o considerando os efeitos 

da aderencia entre o a9o e o concreto, visto no capitulo 3. Esses elementos 

bidimensionais tem como caracterfstica a representa~o da interface entre o aye e o 

concreto, incorporando em suas matrizes de rigidez parametres do aye, do concreto e 

da lei de aderencia x deslizamento. 

Como nas simula96es anteriores, e modelada apenas metade da estrutura, ja 

que ela tem comportamento simetrico. 

Para a modelagem e utilizada a mesma curva apresentada em 

YANKELEVSKY (1985), onde para cada uma das zonas {estagios) a rela~o tensao de 

aderencia x deslizamento tem uma lei que a rege. 

Para a resolu~o do problema esta sendo adotado um metodo incremental. A 

interface, entre a barra de aye e o concreto, e dividida em elementos finites (Figura 

4.2.3.1 ). Para a primeira solu~o tensao x deslizamento atribuem-se a todos os 

elementos as propriedades do estagio I. Verifica-se se todos os elementos estao dentro 

desse estagio, se confirmado e obtida uma solu~o final. Caso algum elemento tenha o 

seu deslizamento superior a St, determina-se o estagio correspondents a ser utilizado 

no proximo incremento. 

I !Uc)j [ I"(UC)J,I 
(Fc)i ___ ,..1;;8:!:;,:1-------------.!!?JP?;i {J'l)j 

f" 

Cl';;)i ---.. ·1 &~~:1--------------l!!a &7.1 (Fs)j 

If-:~_i_l --=-l --~J (~i.[ 

Figura 4.2.3.1- Configura;;:ao dos elementos finites. 
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A seguir (Figura 4.2.3.2), e apresentado o fluxograma de processamento do 

programa: 

~ Condi«;oes r--
1"" de Contorno 

Cargas 
Nod a is 

PROGRAMA 
Simuia~tiio 3 

Entrada dos Dados 

• Leitura dos Dados 

I 
Rigidez local 

Elementos 

Mamz Rigidez 
Global 

• 

' 
Solu«;io do 

Sistema 

Solu«;io Incremental 
de Cargas 

I 

Solu!;io Final 
Deslocamento 

I 

lmpressao 
dos Resultados 

Fin a is 

lmpressao 
dos Resultados 

Graficos 

Figura 4.2.3.2- Fluxograma do programa: simula~o numerica 3. 
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Como dados de entrada temos: 

Geometricos: diametro extemo do ooncreto, diametro da barra 

oomprimento referente a metade da amostra; 

CAPiTUlO.!! 

a~to e 

Caracteristicas dos materials: modulo de elasticidade do a~ e modulo de 

elasticidade do ooncreto; 

Elementos finitos: numero de elemento finitos na horizontal. Nesta etapa, ha a 

gera<;ao dos elementos e nos da interface. 

Carregamento: for!fa de tra<;ao aplicada na barra e numero de incrementos do 

sistema; 

Curva tensao de aderencia x deslizamento: desiizamentos limites, tensao de 

aderencia limite e tensao de aderencia ultima. 

A partir da leitura dos dados temos: 

Montagem do vetor de carregamento: o vetor e montado considerando a 

divisao da forga pelo numero de incrementos; 

Condicoes de contomo: as restric;:Oes nodais sao definidas pelo programa a 

partir das oondiyees de simetria desse tipo de estrutura; 

Montagem da matriz de rigidez global: a matriz de rigidez global e feita pela 

soma das matrizes locals de todos os elementos de interface. 

Como respostas finais teremos os deslocamentos nodais, os deslizamentos entre 

a barra de a~ e o ooncreto, as tensoes de aderencia ao Iongo da barra, as 

deforrnac;:Oes no ooncreto e as deforrnayees na barra de a~. 
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4.3 VIGA SIMETRICA BIAPOIADA 

Trata-se de uma viga de concreto armado com as barras de aye localizadas na 

parte inferior, tendo como caracterfstica as simetrias de apoio e carregamento (Figura 

4.3.1). 

F F 

~ rtl i ' 

I 
I 

~barra de a~o I I 

I ' I 
A A 

Figura 4.3.1- Viga biapoiada simetrica. 

Para a modelagem dessa estrutura tem-se como op98o a consideragao ou nao 

da fissuragao do concreto. A seguir, sera apresentada a implementagao numerica do 

programa desenvolvido. 

4.3.1 SIMULACAO SEM FISSURACAO DO CONCRETO 

Para a configuragao da malha que representa o concreto e utilizado o elemento 

finite LSR, visto no capitulo 3. A arrnadura e representada pela forma discreta, sendo 

modelada pelo mesmo tipo de elemento finito do concreto. Para a modelagem da 

aderencia e utilizado 0 elemento de interface de seis n6s que e compativel com 0 

elemento LSR. 

A curva a ser utilizada para a obtengao do valor de rigidez ao deslizamento kh 

pode ser definida externamente pelo usuario, tendo como op«;::es as curvas polinomiais 

de NILSON (1968) e MIRZA (1919} e a curva poligonal de YANKELEVSKY (1985). 

Para a rigidez normal kv e adotado urn valor alto (ordem de 1015
). 
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Considerando o oomportamento simetrico, e modelada apenas metade da 

estrutura (Figura 4.3.1.1). 

F 

i 

I 

I 

.&. 

Figura 4.3.1 Consideravao da simetria. 

I i I 

i I 
I I 
I I ' 
I I 
' 

I>Kl 
I 

: 
I 

I 

I 
I 

' 

Usando o oonceito da segao modificada a viga e oonvertida em uma viga oom 

largura unitaria, oom redugao do volume de ooncreto no nlvel das barras de ayo (Figura 

4.3.1.2). Assim, a viga tridimensional e transformada em uma viga bidimensional no 

modele analltioo. 

b 

h 7\'"' 
'4, • • 

h 

dbJi< =· 2 I I 
dbJi< 

2 

b 

• 

Figura 4.3.1.2- Transformavao da largura da viga. 
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A seguir (Figura 4.3.1.3), e apresentado o fluxograma de processamento do 

programa: 

PROGRAMA 
s! Fissurar;ao 

... 
Entrada dos Dados 

... 
Leitura dos Dados 

I 
~ 

- Geracao das 
~ 

Maihas 
~ ... 

~ 
Elemento Rigidez Local Rigidez Local Rigidez local 
Concreto Concreto Ar;o interface 

Elemento I I 
~ Barra de Ace 

Matriz Rigidez 

4o Elemento Global 
Interface 

~ .. 

~ 
Condi!;oes :__ Solu!;liodo 

deContorno Sistema 
- -

~ 4- Cargas r-
Nod a is Solu!;ao incremental 

deCargas 

I 

• 
Solu!;iiO Final 
Deslocamento 

~ ~ 
lmpressao lmpressao 

dos Resultados dos Resultados 

Finais Graficos 

Figura 4.3.1.3- Fluxograma do program<!: viga biapoiada sem fissura. 
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Os elementos de a90 sao conectados aos elementos de concreto por dois nlveis 

de elementos de interface (Figura 4.3.1.4), localizados no topo e na base dos elementos 

de a9Q, exceto no final da barra e no meio da viga onde o a90 e conectado diretamente 

ao concreto por causa da ancoragem na extremidade da barra, e da simetria no meio 

da viga. Alem dessa ancoragem pontual na extremidade da barra pode ser utilizada 

uma rigidez maior dos elementos de interface perto dessa extremidade, para simular 

uma regiao de maior aderencia devido a ancoragem. Essa rigidez pode ser definida 

extemamente no programa. 

elemento de 
interface -concreto 

concreto 
- modificado 

"'- cobrimento 

elemento de 
interface 

Figura 4.3.1.4- Conexao entre a barra de a90 e o concreto. 

Como dados de entrada temos: 

Caracteristicas da viga: Altura da viga, largura da viga, comprimento referents a 

metade da viga, diametro da barra de a90, numero de barras, cobrimento da 

capa de concreto e distancia do apoio ate a face da viga; 

Caracteristices dos materiais: mOdulo de elasticidade do a90, modulo de 

elasticidade do concreto, coeficiente de Poisson do a90 e coeficiente de Poisson 

do concreto; 
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Elementos finitos: numero de elemento finites na horizontal, numero de 

elemento finitos na vertical. Nesta etapa, ha a gera98o dos elementos e n6s do 

concreto, do a~ e da interface. 

Carregamento: numero de nos canregados referente a metade da estrutura, nos 

de ap!ica98o, cenregamento e numero de incrementos do sistema; 

Restri!f5es nodais: numero total de nos restritos referente a metade da 

estrutura, n6s restritos e eixo restrito. A restri98o deve ser feita nos nos 

localizados pr6ximos da linha neutra da viga, devido ao efeito de rota98o; 

Curva tensao de aderencia x deslizamento: escolha do tipo de curva, e 

entrada de suas caracterlsticas, quando necessaria. 

A partir da leitura dos dados temos: 

Montagem do vetor de carregamento: o vetor e montado considerando a 

divisao da fOf98 pelo numero de incrementos; 

Condi~toes de contomo: as restrig6es nodais sao definidas pelo programa a 

partir das condiQ5es de simetria desse tipo de estrutura; 

Montagem da matri:z de rigide:z global: a matriz de rigidez global e feita pela 

soma das matrizes locais de todos os elementos: concreto, a~ e interface. 

A resolu98o do sistema segue o metodo incrementaL Como respostas finais 

teremos os deslocamentos nodais, os deslizamentos ao Iongo da banra de a~, as 

tensoes de aderencia ao Iongo da barra, as defonrnag6es e as tensoes no concreto e as 

defonrnag6es e as tensoes no a~. 
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4.3.2 SIMULACAO COM FISSURACAO DO CONCRETO 

modelagem da viga considerando a fissura;;:§o, primeiramente, segue os 

mesmos passes da modelagem anterior, sendo as fissuras modeladas ap6s a defini;;:§o 

de todos os parametres a serem considerados. A modelagem (discreta) se da atraves 

da oolocayao arbitraria, no concreto, das fissuras que tem seu tamanho ja definido. 

Essas fissuras sao verticais e seguem as faces dos elementos finites, sendo impostas 

atraves da separa;;:§o nodal desses elementos, pela atribui;;:§o de novas nos 

sobrepostos aos nos onde passarao as fissures (Figura 4.3.2.1). Essa separa;;:§o se da 

entre os elementos de concreto que sao faces das fissuras e tambem entre os nos dos 

elementos de interface 

4.3.2.2). 

estao ligados aos nos por onde passam as fissuras (Figura 

Abaixo temos um exemplo da modelagem das fissuras atraves da separa;;:§o 

nodal dos elementos de concreto, sendo a abertura o igual a zero. 

6 

9 

14 

17 

22 

25 

1 

elementos 

2 \ 3 
\ 

7 

10 11 

15 
18 19 

23 
26 27 

4 5 

12 

20 

28 

8 

13 

6 

9 

16 ~ 14 

21 

24 

29 

17 

22 

25 

1 

elementos 

2 \ 3 
\ 

7 

10 11 

15 30 
18 19 31 

23 32 
26 

4 

12 

20 

28 

5 

8 

13 

16 

21 

24 

27 33 

~~ 29 

fissura 0 n6s sobrepostos 

Figura 4.3.2.1- Sobreposiyao de nos para a modelagem das fissuras. 
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fissura 

" -concreto 

concreto 

,;:;]"""'~;;;;:~~j- m OC!ificado 
'" "'- coi:Jrimento 

e!emento de 
interface 

conc~eto 

Figura 4.3.2.2- Separayao entre os elementos de concreto e de interface. 

Como dados de entrada para modelagem das fissuras temos: 

CAPiTUlO <I 

Caracteristicas das fissuras: Numero de linhas de fissuras e definigao dos 

elementos de concreto onde as fissuras iniciam e terminam. 

Os passes de resolugao sao iguais aos da nao consideragao das fissuras. Como 

respostas finais teremos os deslocamentos nodais, os deslizamentos ao Iongo da barra 

de ago, as tensoes de aderencia ao Iongo da barra, as deforma!fOes e as tensoes no 

concreto e as deforma!fOes e as tensoes no ago. 
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A seguir (Figura 4.3.2.3), e apresentado o fluxograma de processamento do 

programa: 

PROGRAMA 
cl Fissurac;io 

... 
Entrada dos Dados 

• leitura dos Dados 

I 

• 
- Gera~;ilo das ~ Gera~odas 

Malhas 1 Fissuras 

Elemento 
~ 

Concreto • ~ • Rigidez local Rigidez local Rigidez local 

r+ 
Elemento Concreto A~;o Interface 

Barra deAyo 
l I 

~ 
Elemento 
Interface Matriz Rigidez 

Global 

lr 

... Condic;oes - Soluc;ilo do 
deContorno Sistema 

'-- - • ... Cargas 
Nod a is 

r-- Solu~ao Incremental 
de Cargas 

.... 
Solu~ao Final 
Deslocamento 

• • lmpressao lmpressao 
dos Resultados dos Resultados 

Finais Graficos 

Figura 4.3.2.3- Fluxograma do programa: viga biapoiada oom fissurat;ao. 
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CAPITUL05 

APRESENTACAO DOS PROGRAMAS 

5.1 INTRODUCAO 

Neste capitulo serao apresentados os quatro programas computacionais 

desenvolvidos para modelar estruturas de concreto armado, considerando os efeitos da 

ader€mcia entre o a90 e o concreto. Os programas foram separados em dois grupos de 

acordo com o tipo de simulagao realizada. Assim, temos: 

I • Modelagem de estrutura submetida ao ensaio de tracao simetrica: 

Programa ENSATS1: elemento de interface, simula98o numerica 1 (item 4.2.1); 

Programa ENSATS2: elemento de YANKELEVSKY (1985), simula98o numerica 

2 (item 4.2.2); 

Programa ENSATS3: elemento de YANKELEVSKY {1997), simula98o numerica 

3 (item 4.2.3). 

II • Modelagem de viga simetrica biapoiada submetida a flexao, 

considerando ou nao a fissuracao do concreto: 

Programa ENSAVS, (item 4.3); 
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5.2 ENSATS 1: ENSAIO DE TRACAO SIMETRICA 1 

uu•vu executavel desse programa e designado por Ensats1.exe. 

1 - Executar o programa Ensats1.exe: 

A Figura 1 mostra a tela inicial. 

Figura 5.2.1- Tela inicial (Ensa!s1). 
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2 - Em Sistema clicar em lniciar para comec;armos a en!rar com os dados: 

Na Figura temos a entrada dados. 

Figura 5.2.2- Tela entrada de dados (Ensats1). 

Conforme o mouse caminha sobre os campos de entrada de dados, uma caixa 

de dialogo explicative e ativada ao lado da tela. 

1 



ANALISE DO OESLIZAMENTO ENTRE ACO E CONCRETO 

3 - Como dados de entrada, temos: 

Dimensoes da Amostra 

d - diametro da barra de a~o; 

D - diametro do cilindro de concreto; 

- comprimento referente a metade da amostra. 

Elementos Finitos 

h - numero de elementos finites na horizontal; 

v - numero de elementos finites na verticaL 

Carregamento 

F - forga de tra;;ao aplicada na barra de a;;o; 

lnteragoes - incrementos para resolw;:ao da estrutura< 

Curva Tensao de Aderencia x Deslizamento 

Constanta de Rigidez 

Kv- rigidez vertical do elemento de interface. 

Materia is 

Ea - modulo de elasticidade do 

Pa - coeficiente de Poisson do a.;;:o; 

Ec- modulo de elasticidade do concreto; 

Pc- coeficiente de Poisson do concreto. 

A gera<;:ao dos n6s e dos elementos e feita intemamente pelo programa. 

1 
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4 - Processamento da estrutura: 

5 - Apresentacao 

A Figura 5.2.3 mostra a tela de resultados" 

Figura 5.2.3- Tela resultados (Ensals1)0 
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6 - Os resultados poderao ser apresentados em forma de gn3ficos, Para isso tem que 

ser selecionado o resultado desejado e clicar em < Desenhar >, Esses graficos poderao 

ser ampliados em uma outra tela (Figura 5.2.4), sendo visualizados com mais detalhes. 

Figura 5.2.4- Tela grafico (Ensats1 ), 

7-Os dados de entrada poderao ser gravados em arquivos (*.dat, *.txt) e os resultados 

. I* t) em arqUivos, .rs . 

1 
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5.3 ENSATS 2: ENSAIO DE TRACAO SIMETRICA 2 

1 - Executar o programa Ensats2.exe: 

A Figura 5.3.1 mostra a tela iniciaL 

Figura 5.3.1- Tela inicial (Ensats2). 
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2 - Em Sistema clicar em lniciar. 

A Figura 5.3.2 mostra a tela entrada dados. 

Figura 5.3.2- Tela entrada de dados (Ensats2). 

Conforme o mouse caminha sobre os campos de entrada de dados, uma caixa 

de dialogo explicative e ativada ao lado da tela. 
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3- Como dados de entrada, Iemos: 

Dimensoes da Amostrn 

d - diametro da de a<;o; 

- comprimento referente a metade amostra. 

Numero de Elementos Finitos 

h - numero de elementos finites na horizontal. 

Carregamento 

F-

interacoes- incrementos para resoluc§o da estrutura. 

Tensao de Aderencia x Deslizamento 

S 1 - desiizamento limite, estagio 1; 

S2- deslizamento limite, estagio 2; 

S3 - deslizamento limite, estagio 3; 

'Y- tensao de aderencia limite; 

tu - tensao de aderencia ultima. 

Materia is 

Ea - modulo de elasticidade do a;;:o; 

CAPITUL05 

gera<;:ao dos nose dos elementos e feita inlernamente pelo programa. 

4 - Processamento da estrutura: 
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5 - Apresentat;ao dos resultados: 

Figura 5, temos a tela de apresenta<;:ao dos resultados, 

Figura 5.3.3- tela resultados (Ensats2), 
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6 - Os resultados poderao ser apresentados em forma de graficos. Para isso tern que 

ser selecionado o resultado desejado e < Desenhar >. Esses graficos poderao ser 

ampliados em uma outra tela (Figura sendo visualizados com mais detalhes. 

Figura 5.3.4- Tela grafico (Ensats2). 
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5.4 ENSATS 3: ENSAIO DE TRACAO SIMETRICA 3 

Ensats3.exe. 

1 - Executar o programa Ensats3.exe: 

A Figura 1 mostra a tela inicial. 

Figura 5.4.1- Tela inicial (Ensats3). 
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2- Para iniciar o sistema entramos em: 

Na 5.4.2 temos a tela de entrada dados. 

Figura 5.4.2- Tela entrada de dados (Ensats3). 
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3 - Como dados de entrada, para este programa, temos: 

Dimensoos da Amostra 

d - diametro da berra ago; 

D - diametro do cilindro de concreto; 

- comprimento referente a metade amostra. 

Niimero de Elementos Finitos 

h - numero de elementos finitos na horizontaL 

Carregamento 

F - de tra<;ao aplicada na barra de 

lnteragoes - incrementos para resolu<;ao da estrutura. 

Tensao de Aderencia x Deslizamento 

S 1 - deslizamento limite, estagio 1; 

S2 - deslizamento limite, estagio 2; 

S3 - deslizamento limite, estagio 3; 

"ty- tensao de aderencia limite; 

1:u - tensao de aderencia ultima. 

Materia is 

Ea - modulo de elasticidade do ago; 

Ec- modulo de elasticidade do concreto. 

geragao dos nos e dos elementos e feita intemamente pelo programa. 

113 



ANALISE DO DESUZ~ENTO ENTRE ECOIIICRETO 

4 - Processamento da estrutura: 

5 - Apresentagao dos resultados: 

Na Figura temos a tela de resultados. 

Figura 5.4.3- Tela resultados (Ensats3). 
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6 - Como os programas anteriores, os resultados poderao ser apresentados em forma 

de graficos. Esses graficos poderao ser ampliados em uma outra tela (Figura 5.4.4) 

sendo visualizados com mais detalhes. 

Figura 5.4.4- Tela gnafico (Ensats3). 
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5.5 ENSAVS: ENSAIO DE VIGA SIMETRICA 

arquivo executavel desse programa e designado por Ensavs.exe. 

1 - Executar o programa Ensevs.exe: 

A Figura 5.5. 1 mostra a tela inicial. 

Figura 5.5.1- Tela inicial (Ensavs). 
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2 - Em Sistema clicar em lniciar para come<;;:armos a entrar com os dados: 

A Figura mostra a tela de entrada de dados. 

Figura 5.5.2- Tela entrada de dados (Ensavs). 

Conforms o mouse caminha sobre os campos de entrada de dados, uma caixa 

de dialogo explicativa e ativada ao !ado da tela. 
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3 - Como dados de entrada, temos: 

Dimensoes da Viga 

L/2 - comprimento referente a metade viga; 

h - altura total da viga; 

b - largura da viga; 

e- disUmcia do apoio da viga; 

c- cobrimento da barra de ago. 

Nlimero de Elementos Finitos 

Barras de Aco 

Qde - numero de barras de aco; 

~ - diametro das barras de ago. 

Restrh;oes Nodais 

Num. Nos - numero total de n6s restritos; 

N6 - numero do n6 restrito; 

CRx- restrigao nodal no eixo x; 

CRy- restrigao nodal no eixo y; 

0 - livre, 1 - impedido. 

CAPiTUL05 

A restrigao devera ser colocada, preferencialmente, proxima a linha neutra. 

Carga Com:entrada 

Num. Nos- numero total de n6s carregados; 

N6 - numero do n6 carregado; 

X - carregamento no eixo x; 

- carregamento no eixo y; 

lnteragoes- incrementos para resolugao da estrutura 
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Curva Tensao de Aderencia. x Deslizamento · 

Ancoragem I Rigidez 

Materials 

Ea - modulo elasticidade do ago; 

Pa - coeficiente de Poisson 

Ec- modulo de elasticidade do concreto; 

Pc- coeficiente de Poisson do concreto. 

ooclena ser 

Fissuracao 

- defini,_;:ao do numero de lin has de fissuras; 

CAPiTULO 5 

a concreto. 

- definigao dos elementos finites do concreto por onde passam as fissuras. 

A gera,_;:ao dos n6s e dos elementos e feita internamente pelo programa. 

4 - Processamento da estrutura: 

5 - Apresentagao dos resultados: 
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A Figura 5.5.3 mostra a tela de resultados. 

Figura 5.5.3- Tela resultados (Ensavs). 

6 - Como os programas anteriores, os resultados poderao ser apresentados em forma 

de graficos. Esses graficos poderao ser ampliados em uma outra tela (Figura 5.5.4) 

sendo visualizados com mais detalhes. 
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A seguir (Figura 5.5.4) vemos a tela de representagao dos gn3ficos: 

Figura 5.5.4- Tela gn3fico (Ensavs). 

7-Os dados de entrada poderao ser gravados em arquivos (*.dat, *.txt) e os resultados 

em arquivos (*.rst). 
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Na Figura 5.5.5 temos a tela de modelagem das fissuras: 

Figura 5.5.5- Tela de modelagem das fissuras (Ensavs). 



CAPiTULO 6 

EXEMPLOS NUMERICOS 

6.1 INTRODUCAO 

Neste capitulo serao apresentados resultados numericos, atraves de exemplos 

comparativos, calculados palos programas desenvolvidos neste trabalho e tambem 

obtidos na literature. apresenta<;:ao dos resultados se dara, principalmente, atraves de 

graficos onde teremos a distribui<;:ao do deslizamento entre a berra de a<;:o e o concreto, 

a distribui<;:ao da tensao de aderencia na interface a<;:o-concreto, a distribui<;:ao da 

deforma<;:ao e da tensao ao Iongo da barra de ayo e a distribuiyao da deforma<;:ao ao 

Iongo do concreto. 

Primeiro serao apresentados os exemplos numericos para a modelagem de 

estruturas submetidas ao ensaio de tra<;:ao simetrica e, depois, para a modelagem de 

vigas simetricas sem e com fissures. 



CAPiTULOS 

6.2 APRESENTAI;AO DOS EXEMPLOS PARA 0 ENSAIO DE TRACAO SIMETRICA 

Nestes exemplos serao analisados resultados obtidos com os programas 

Ensats1 (elemento de interface), Ensats2 (elemento de YANKELEVSKY (1985)) e 

Ensats3 (elemento de YANKELEVSKY (1997)) e tambem com resultados apresentados 

em YANKELEVSKY (1997) e KWAK ). 

Abaixo (Figura 6.2. 1) temos a conformacao geometrica do ensaio de tracao 

simetrica e a origem das coordenas. utilizados nestes exemplos: 

F D 

Figura 6.2.1- Conforma<;:ao geometrica do ensaio de tra<;:ao simetrica. 

6.2.1 EXEMPLO NUMERICO 1 

Para este exemplo temos, considerando a simetria da amostra, a distribuiyao do 

deslizamento e da tensao de aderencia entre o aco e o concreto e a distribuigao da 

deformacao na barra de aco e no concreto. 

Como caracteristicas ffsicas e geometricas, utilizadas neste exemplo, temos: 

Diametro da barra de aco 

Diametro externo da amostra 

Comprimento total da amostra 

Modulo de elasticidade do al(o 

Modulo de elasticidade do concreto 
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- d = 1cm; 

- D = 20 em; 

-L=100cm; 

- Ea = 2100000 Kgf/cm2
; 

- Ec = 300000 Kgf/cm2
; 
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Ensats1: elementos finitos - h = 20 elementos, v = 5 elementos; 

Ensats2: elementos finitos - h = 1 0 elementos; 

Ensats3: elementos - h = 10 elementos. 

Os parametres da relacao tensao de adereneia x deslizamento sao: 

Tensao de aderencia limite = 100 Kgf/cm2
; 

Tensao de aderencia ultima 

Deslizamentos limites: 

- 1:u = 1 Kgf/cm2
; 

- S1 = 0,01 em (estagio I); 

- Sz = 0,1 em (estagio II); 

- S3 = 0,5 em (estagio 

Forgas de tragao aplieadas nas extremidades da barra: 

F = 1 000 Kgf, F = 3000 Kgf, F = 5000 F = 7000 

* CARREGAMENTO 1: F = 1000 Kgf 

Deslizamento entre o aco e o concreto 

5,00E-03 ' 

4,00E-03 

0 

c 3,00E-03 

~ 
.~ 
~ 2,00E-03 
"0 

1 OOE-03 .i 
' ' 

--Ensatsi 

~Ensats2 

-+·Ensa!s3 

O,OOE+OO l-----~----------===:"::::=-=~=-•4'-~-.---~a----~• 
0 10 20 30 40 50 

disti'mcia da amostra 

Figura Distribuic;:ao do deslizamento entre o avo e o concreto (F = 1 Kgf). 
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Tensao de aderencia entre o a.;;o eo concreto 

50 ' --Ensats1 

45 -»-- Ensats2 

40 
--,&-- Ensats3 

35 
Yankelevsky (1997) 

0 
30 " 

''" "' 25 c c 
.m 

20 

15 

10 

5 ' 

0 

0 10 20 30 40 50 

dislancia da amostra 

Figura 6.2.1.2- Distribuivao da tensao de aderencia entre o a90 eo concreto (F=1000 Kgf). 

Figura 

?,OOE-04 1 

6,00E-04 

Deforma~tao no a~to 

-+-Ensats1 

_.,__Ensats2 

~-+- Ensats3 

5,00E-04 ; 
~~ Yankelevsky (1997) 

0 

'"' iif 4,00E-04 1 

~ 
~ 3,00E-04 
D 

2,00E-04 , 

1 ,OOE-04 

O,OOE+OO ~· -~~---. --='!:=="'iii>::=:::;""l'~~ll==F=*=~ 
0 10 20 30 40 50 

distancia da amostra 

.3- Distribuivao da deformavao no <lifO (F=1 ooo Kgf). 
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As curvas apresentadas na Figura 6.2:1.1 possuem uma distribuigao coincidente 

do deslizamento entre o a9o e o concreto, para os tres programas. Esse tipo de 

distribuigao nao foi apresentado por YANKELEVSKY (1997). distribuivao das cur;~as 

da tensao de aderencia, apresentadas na Figura 6.2.1.2, caminham de forma 

semelhante, tanto para as curvas obtidas pelos tres programas, quanta para a curva 

apresentada por YANKELEVSKY (1997). As curvas da deformavao no a<;o. 

apresentadas na 6.2.1 tambem caminham de forma semelhante com uma 

pequena diferen<;a para a curva obtida pelo programa Ensats2, o qual nao considera, 

na modelagem do ensaio, as caracterfsticas do concreto. 

Para esse carregamento, a fun9ao entre a tensao de aderencia e o deslocamento 

0 

tensao de aderencia x 

deslizamento limite (St) da curva. 

" CARREGAMENTO 2: F = 3000 Kgf 

o deslizamento ainda 

Deslizamento entre o a(fo e o concreto 

Figura 

1 ,40E-02 

1,20E-02 

1 ,OOE-02 • 
0 

c 
"' 8 OOE-03 • E , 
ro 

.r::! 
-;;; 6, OOE-03 • 

"' '0 

4,00E-03 

2,00E-03 • 

~Ensatsi 

......,._ Ensats2 

·--•·· Ensats3 

0, OOE+OO -·-~-- ·~----~-- :::_=:=:":::::c=s'===~,~~•>·-·--···'·' ..n 

0 10 20 30 40 50 

distancia da amostra 

Distribui.yao desiizamento entre o ~o e o concreto (F=3000 Kgf). 
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0 

'"' <f) 

c 
~ 

Tensao de aderencia entre o a<;o eo concreto 

120 

100 

80 

40 

20 

0 

0 10 20 30 

...-Ensats1 

_.,_Ensats2 

Ensats3 

~ Yankelevsky (1997) 

40 50 

distancia da amostra 

Figura 6.2.1.5- Dis!ribui<;:ao da iensao de aderencia entre o a90 eo concreto (F=3000 Kgf)_ 

2,00E-03 -

1,80E-03 

1,60E-03 

1 ,40E-03 

0 
1 ,20E-03 '"' <> 

"' § 1 ,OOE-03 

.£' 
S,OOE-04 " "' "' 6,00E-04 

4,00E-04 

2,00E-04 

O,OOE+OO -' ---

0 

Deforma.;ao no a<;o 

10 20 30 

distancia amostra 

--Ensatsi 

--Ensats2 

Ensats3 

-·-M-·· Yankelevsky (1997) 

40 50 

Figura 6.2.1.6- Distribui<;:ao da deformat;:ao no <190 (F=3000 Kgf)_ 
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As curvas apresentadas na Figura 6.2. 1.4 possuem uma distribuil;:ao coincidente 

do deslizamento entre o ago e o concreto, para os tres programas. A distribuigao das 

curves da tensao de aderencia, apresentadas na Figura 6.2. 1 .5, e das curvas da 

deformagao no ago, apresentadas na Figura 621 .6, caminham de forma semelhante, 

tanto para as curvas obtidas pelos tres programas, quanta para as curvas apresentadas 

YANKELEVSKY (1997). 

Para esse carregamento, a fun':(ao entre a tensao de aderencia e o deslocamento 

relative, entre o a9o e o concreto, passa a se encontrar, no infcio da barra, no est3gio II 

da curva poligonal da relagao tensao de aderencia x deslizamento, onde o deslizamento 

e superior ao deslizamento limite (S1) e inferior ao deslizamento limite (S2) da curva. 

" CARREGAMENTO F = 5000 Kgf 

Deslizamento entre o aco e o concreto 

3,00E-02 

2,50E-02 

0 2,00E-02 -c 
<J) 

E 
1,50E-02 · "' .!>! 

Vi 

"' "0 1 ,OOE-02 ; 

5,00E-03 

O,OOE+OO 

0 10 20 30 

distiincia da amostra 

-+-Ensa!s! 

~Ensats2 

·--r· Ensa!s3 

40 50 

Figura 6.2.1 Distribuiyao deslizamento entre o '"90 eo concreto (F=5000 Kgf). 
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0 

'"' if) 

c 
2l 

Tensao de aderencia entre o a!(o eo concreto 

120 
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80 

60 

40 

20 
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0 10 20 30 

-+-Ensats1 

-+-Ensats2 

Ensats3 

Yankelevsky (1997) 

40 50 

distancia da amostra 

CAPiTULO! 

Figura 6.2.1.8- Distribuic;:ao da tensao de aden§ncia entre o ac;o eo concreto (F=5000 Kgf). 

3 50E-03 • 
' i 

3,00E-03 

2,50E-03 

0 

'"' 2,00E-03 j "' ro 
E 

1 ,50E-03 j 
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~ 
-o 

i,OOE-03 

5,00E-04 ~ 

O,OOE+OO -.-

0 

Deforma~ao no a~o 

10 

-+-Ensats1 

-l1>--Ensats2 

~Ensats3 

--Yankelevsky (1997) 

20 30 

distancia da amostra 

40 50 

Figura 6.2.1.9- Distribuicao da deformacao no aco (F=5000 Kgf). 
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As curvas apresentadas na Figura 6.2.1. 7 possuem uma distribui~o coincidente 

do deslizamento entre o ago e o concreto, para os tres programas. A distribuigao das 

curvas da tensao de aderencia, apresentadas na Figurs 6.2.1.8, e das curves da 

deforma~o no a9o, apresentadas na Figura 6.2.1 caminham de forma semelhante, 

tanto para as curvas obtidas pelos tres programas, quanto para as curvas apresentadas 

YANKELEVSKY 

Para esse carregamento, como no carregamento a entre a 

tensao de aderencia e o deslocamento relative, entre o ago e o concreto, passe a se 

encontrar, no infcio da barra, no estagio II da curva poligonal da relagao tensao de 

aderencia x deslizamento, onde o deslizamento e superior ao deslizamento limite (81) e 

curv;:l. 

" CARREGAMENTO 4: F = 7000 Kgf 

Figura 

S,OOE-02 , 

4,50E-02 

4,00E-02 j 

3,50E-02 

B 
c 3 OOE-02 c 
<J) • 

~ 2.50E-02 i 
.b! . 

]l 2,00E-02 
'0 

1,50E-02 J 

1 ,OOE-02 i 

S,OOE-03 -

Deslizamento entre o aco e o concreto 

-..-Ensatsi 

------ Ensals2 

--+-- Ensats3 
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Figura .11- Distribuicao da tensao de aderencia entre o a;;:o eo concreto (F=7000 Kgf). 
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Figura 6.2.1.12- Distribuiyao da deformacao no al(O (F=7000 Kgf). 
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As curves apresentadas na Figura 6.2.1.1 0 possuem uma distribui~o 

coincidente do deslizamento entre o a90 e o concreto, para os tres programas. A 

distribui.,;:ao das curvas da tensao de aderencia, apresentadas na Figura 6.2.1.11, e das 

curvas da deforma~o no ai(O, apresentadas na Figura 1.12, caminham de forma 

semelhante, tanto para as curvas obtidas pelos tres programas, quanto para as curvas 

apresentadas por YANKELEVSKY 997). 

Para esse carregamento, uma regiao maior da barra passe a a funr;:ao, entre 

a tensao de aderencia e o deslecamente relative, localizada no intervale, da curva 

poligenal da rela.yao tensae de aderencia x deslizamento, correspondente ao estagio II. 

Abaixo (Figura 1.13) temos a distribui~o da deforma~o no concreto, para os 

., DEFORMACAO NO CONCRETO: ENSATS 3 
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Figura 1'1.2.1.13- Distribui(fiio da deformalfao no concreto (Ensats3). 
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6.2.2 EXEMPLO NUMERICO 2 

A seguir, serao apresentados gn3ficos, obtidos em KWAK (2001), onde ele 

compara, atraves da distribui<;ao da tensao no at;o, resultados obtidos por ele com 

resultados te6ricos e experimentais obtidos por outros pesquisadores, para o ensaio de 

arrancamento (pull-out test) (Figura 6.2.2. 1 ). Neste ensaio, a forga de tra<;ao e aplicada 

em apenas uma das extremidades da barra onde a extremidade fica Sera 

possfvel, com isso, observer as distribuit;oes da tensao no aco, para esse tipo de 

ensaio, com as distribuit;:oes obtidas pelos tres programas de ensaio de tra<;ao simetrica 

(Figura 6.2. 1). Tambem foram feitas algumas modificagoes particulares no programa 

libera<;ao das restrit;oes da extremidade da 

barra de aco, no eixo de simetria, configurando, assim, o ensaio de arrancamento, onde 

esse programa modificado sera chamado de Ensats1 (Modificado), sendo utilizado, 

apenas nesse exemplo, para ser mais uma fonte de compara<;ao das distribuig6es da 

tensao no at;:o. 0 comprimento, para a compara<;ao da distribui<;iio da tensao no ai:fo, da 

amostra do ensaio de trat;:ao simetrica corresponde a metade do seu comprimento total. 

Figura 6.2.2.1- Conforma9§o geometrica do ensaio de arrancamento apresentado por 

KWAK (2001). 
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Como caracterlsticas ffsicas e geometricas utilizadas neste exemplo, temos: 

Diametro da barra de ago 

Comprimento total da amostra 

Comprimento total da amostra 

Modulo de elasticidade do a.yo 

'"U'YU\V de elasticidade do concreto 

Ensats 1: elementos finitos 

Ensats2: elementos finites 

Ensats3: Pl<>mP·ntr'"' 

Ensats 1 (Modificado ): elementos finitn.;: 

- d = 1 

- L = 50 in (travao simetrica): 

= 25 in (arrancamento); 

- Ea = 30000000 psi; 

= 4500000 psi; 

- h = 1 0 elementos, v = 5 elementos; 

- h = 1 0 elementos; 

- h = 1 0 ~>l"'m"•nlr1<: · 

- h = 10 elementos, v = 5 elementos. 

Os parametres da rela.yao tensao de aderencia x deslizamento sao: 

Tensao de aderencia limite 

Tensao de aderencia ultima 

Deslizamentos limites: 

- T.y = 2350 psi; 

- 1:u = 1500 psi; 

- S1 = 0,02756 in (estagio I); 

- S2 = 0,07874 in (estagio II); 

- S3 = 0,2756 in (estagio Ill). 

Para a forga de tra.yao (F), aplicada nas extremidades da barra de a.yo, temos: 

F = 157081b e F = 471231b. 
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"CARREGAMENTO 1: F= 15708/b 
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Figura 6.2.2.2- Dislribuigao da tensao no a;;:o (F=i 5708 lb), 

" CARREGAMENTO 2: F = 47123 fb 
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Figurali.2.2.3- Distribuit;;ao da tensao no a;;:o (F=471231b), 
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As curvas apresentadas na Figura 6.2.2.2 e Figura 6.2.2.3 (Viwathanatepa, 

Experimental e KWAK (2001)), para o ensaio de arrancamento, mostram que as 

distribuigoes da tensao no <~<;:o caem para zero na extremidade da berra, devido ao 

deslizamento e transferencia tensao para o concreto. mesmo ocorre com as 

curvas obtidas pelo programa Ensats1 (Modificado), que caminham pr6ximas das 

curvas experimentais apresentadas em KWAK (2001 ). As curvas obtidas com os 

nrr,nr::~m'"'" Ensats1, Ensats2 e Ensats3, para o ensaio de tra.;:ao simetrica, possuem 

distribui96es coincidentes entre alas, onde a tensao no ago, no meio da amostra, 

apresenta um certo valor, ja que a barra !em o deslizamento impedido no centro devido 

as caracterfsticas simetricas. 
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6.3 APRESENTACAO DOS EXEMPLOS PARA 0 ENSAIO DE VIGA SIMETRICA 

Nestes exemplos serao oomparados resultados obtidos com o programs Ensavs 

(viga simetrica- elemento de interface), considerando ou nao a fissura93o do concreto, 

com resultados apresentados em NGO (1967). 

Abaixo (Figura 6.3. 1) temos a conforma;;:ao geometrica da viga simetrica utilizada 

nestes examples: 

hi 

l~==============~~~c 
~ L ~ 

Figura 6.3.1- Conformat;:ao geometrica da viga simetrica. 

6.3.1 EXEMPLO NUMERICO 1 

b 

Para este exemplo temos, considerando a simetria da viga, a distribui;;:ao da 

tensao de aderencia ao Iongo da interface ace-concreto e a distribui;;:ao da deforma;;:ao 

na barra de a!(o. Serao comparados, para o mesmo exemplo, os resultados obtidos com 

o programa Ensavs utilizando cada uma das tres curvas da rela!(ao tensao de aderencia 

x deslizamento, curvas polinomiais de NILSON (1968) e MIRZA (1979) e a curva 

poligonal de YANKELEVSKY (1985), para a obten93o da rigidez ao deslizamento na 

interface. A viga esta sendo considerada sem fissures. 
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Como caracterfsticas fisicas e geometrices utilizadas neste exemplo, temos: 

Comprimento total da 

Largura da viga 

Altura da viga 

Distancia 

Cobrimento 

DistEmcia entre as cargas 

Numero de barras de a9o 

Diametro das barras de a9o 

elasticidade a9o 

de elasticidade concreto 

Malha: elementos finites 

N6 de apoio 

N6 carregado 

- L = 162 in; 

- b = 12 

- h = 22 in; 

- e = 9 

- c = 2.5 

-a= 48 in; 

- 2 barras; 

- d = U25 in; 

- Ea = 30000000 psi; 

- Ec = 3000000 psi; 

- h = 19 elementos, v = 5 elementos; 

-n6121; 

- n6 27. 

Os parametres da relagao tensao de aderencia x deslizamento, para a curve 

poligonal, sao: 

temos: 

Tensao de aden§ncia limite 

Tensao de aderencia ultima 

Deslizamentos limites: 

- cy = 654 psi; 

- 1:u = 430 psi; 

= 0,0003 in (estagio I); 

- S2 = 0,0006 in (estagio II); 

- S3 = o,oooa in (estagio Ill). 

Para o carregamento concentrado (F), aplicado a cada 1/3 do vao des apoios, 

F=1 e F = 3000 
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e CARREGAMENTO 1: F"' 1000 fb 
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Figura 6.3.1 Distribuigao da tensao de aderencia entre o a<;:o eo concreto (F=1000 lb), 
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As distribui96es da tensao de aderencia, apresentadas na Figura 6.3. 1.1, 

caminham de forma semelhante para as tres curvas. A diferen<;a que ocorre, entre elas, 

se refere aos limites, que sao fixos, das rela96es entre a tensao de aderencia x 

deslizamento, dados pelas formula96es dos diferentes polinomios, das curves de 

NILSON 968) e MIRZA (1979). Para a curva poligonal ha uma maior flexibilidade 

desses 

As curvas da tensao de aderencia e deforma9ao no a9o, obtidas com o 

programa Ensavs, sao semelhantes as curvas apresentadas em NGO (1967). 

Abaixo (Figura 6.3. 1 .3), temos o deslocamento vertical, no centro do vao da viga, 

apresentado por NGO (1967), para este exemplo. 

0,1 

0,09 

0,08 

B 0,07 
c 
~ 0,06 

ro 0,05 
g 
u; 
ill 
'0 ~:~~ I I 0,02 

0,01 

0 ~~~ ---~~ ~~-~~ 

Ngo (1967) Ensavs 

Figura 6.3.1.3- Deslocamento vertical no centro do vao da viga (sem fissura9ao). 
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" CARREGAMENTO 2: F = 3000 lb 
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Figura 6.3.1.4- Distribuic;:ao da tensao de aderencia entre o ac;:o eo concreto (F=3000 lb). 
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6.3.2 EXEMPLO NUMERICO 2 

Para este exemplo temos, considerando a mesma viga do exemplo anterior e a 

sua simetria, a distribuicao da tensao de aderencia ao Iongo da interface a<;o-concreto, 

para tres casos de vigas com fissura<;ao vertical. 

Figura 

Abaixo (Figura 6.3.2. 1 ), (Figura 6.3.2.2} e 

69 in 

~§ 
:']B 

~==============~~~ 

Viga com uma fissura. 

69 in 

331n 

Figura 6.3.2.2- Viga com duas fissuras. 

69 in 

41 in 

! 7 in 

com tres fissuras. 

6.3 2.3), 0 
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Tensao de aderencia entre o a~o e o concreto 
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Figura 6.3.2.4- Distribui<;ao da tensao ader€moia entre o a<;:o eo concreto (1 fissura)" 
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Tensao de aderencia entre o aJ!fo eo concreto 
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Figura 6.3.:!.6- Distribui<;:ao da tensao aderencia entre o a90 eo concreto (3 fissuras)_ 

As cur,.,as da tensao de aderencia (Figura 6_3_2A), (Figura 6,3.2_5), (Figura 

6.326), obtidas com o programa Ensavs, considerando fissuras, sao semelhantes as 

curvas apresentadas em NGO (19t!7)_ 

Abaixo (Figura 6.327), temos o deslocamento vertical, no centro do vao da viga, 

apresentado por NGO (1967), para a viga com uma fissura_ 
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CONSIDERAl;OES FINAlS 

A introdw;:ao dos efeitos da interac;ao entre o ac;o e o concreto, na analise de 

estruturas de concreto armado, se mostra de grande importancia quando se quer uma 

modelagem mais realists do funcionamento dessas estruturas. Os modelos numericos 

apresentados, para a modelagem da aderencia, possibilitaram a incrementac;ao de tal 

fenomeno nos programas desenvolvidos nesta disserta<;ao. Procurou-se, com isso, 

oferecer ferramentas para a analise de estruturas de concreto armado submetidas ao 

ensaio de trac;ao simetrica, tambem conhecido como ensaio de tirante, e tambem de 

vigas fletidas de concreto armada, podendo ser considerada a fissurat;ao discrete do 

concreto. 

A representa<;:ao do comportamento dos materiais, ac;o e concreto, e as suas 

intera!(Oes, foram desenvolvidas a partir do Metodo dos Elementos Finites. Os 

programas desenvolvidos para o primeiro ensaio, citado acima, utilizam modelos de 

elementos finites, para a modelagem da aderencia, distintos entre si. Esses elementos 

utilizam a relavao da tensao de aderencia x des!izamento para compor os estagios da 

rigidez ao deslizamento, a partir de urn processo incremental de carregamento. 0 

mesmo ocorre para a rigidez do elemento de interface utilizado no ensaio de viga. 

A comparac;ao entre os valores obtidos pelos programas desenvolvidos para o 

ensaio de trac;:ao simetrica, para os mesmos exemplos, mostrou uma relevante 
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concordancia na distribuit;:Bo da tensao de aderencia na interface a9<)-concreto, 

caracterizando a eficacia dos tres diferentes modelos utilizados nas modelagens. Esses 

mesmos exemplos quando comparados com dados te6ricos e experimentais, 

apresentados na literatura, mostraram ser de grande confiabilidade e eficiencia. 

Os resultados apresentados pelo programa desenvolvido para a analise de 

simetrica mostraram-se de grande confiabilidade e coerencia com os resultados 

apresentados por NGO (1967}, que utiliza elementos de ligat;:ao para a modelagem da 

interface entre o a90 e o concreto. Para essa mesma modelagem foram comparados 

resultados obtidos atraves do uso de diferentes curvas da tensao de aderencia x 

deslizamento, mostrando as suas influencias na rigidez da interface entre o ac;o e o 

concreto, devido a diferenga dos limites da tensao de aderencia e do deslizamento. 

Para as curvas comparadas temos a curva poligonal como a de melhor flexibilidade, ja 

que os seus limites sao definidos extemamente ao programa. 

A produt;:Bo e disseminagao bibliografica se mostram de grande importancia, 

quando se trata da aderencia entre o ac;o e o concreto, devido ao complexo fen6meno 

da interagao entre esses dois materiais. lnumeras investiga¢es praticas sao realizadas 

para procurar englobar, cada vez mais, os mais diversos tipos de estruturas que tern o 

seu comportamento influenciado pela falha da aderencia entre o ac;o e o concreto. 0 

presente trabalho apresentou a modelagem para dois tipos de estruturas diferentes. 

Como sugestoes, as modelagens poderiam ser adaptadas para outros tipos de 

estruturas como, por exemplo, para pilares, porticos ou lajes. As fissuras na viga, que 

foram tratadas como discretas com tamanhos definidos, poderiam ser definidas atraves 

do modelo de fissuragao discreta coesiva, onde, a variagao dos valores da aderencia 

aye-concreto e das tensoes nos dois materiais modifica a extensao das fissuras, sendo 

consideradas, tambem, as nao linearidades geometricas e dos materiais. 
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