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RESUMO

CASSIANO, Jeferson. Analise dindimica de placas laminadas de materiais compdsitos pelo
Método dos Elementos Finitos. Campinas, Faculdade de Engenharia Civil, Universidade

Estadual de Campinas, 2000. Dissertagio de Mestrado.- Faculdade de Engenharia Civil,
Universidade Estadual de Campinas, 2000.

Este trabalho tem como objetivo contribuir na analise de placas de compositos pois tais
materiais tem sendo utilizados em larga escala na engenharia. A andlise feita neste trabalho ¢ a
dinamica, complementando anterior abordagem estatica. O processo numérico utilizado para tal é
o Método dos Elementos Finitos, processo ja bastante consagrado na engenharia para resolugao

de equagdes diferenciais lineares.

Palavras-chave: dindmica; compdsito; elementos finitos,

xvii



ABSTRACT

This work has as objective to contribute in the analysis of boards of composites
therefore such materials he is being used in wide scale in engineering. The analysis made in this
work is the dynamics, complementing previous static boarding. The used numerical process for

such is the Method of the Finite Elements, process already sufficiently consecrated in engineering
for resolution of linear distinguishing equations.

Key-words: Dynamic; Composite; Finite Elemenits.

xviii



1 Introducio

1 Objetivos

Este trabalho visa abordar a questio da aplicacio de métodos numéricos (em particular o
Método dos Elementos Finitos) na resolugfio de problemas de Dinamica. O problema em questio
¢ a analise dinfmica de placas laminadas de compésito utilizando o Método dos Elementos
Finitos, dando continuidade a trabalho anterior {Tépia, 1998). No presente texto apresentamos os
aspectos matematicos do problema. Esta abordagem ¢ dividida em trés mddulos: Sistemas
Continuos, Sistemas Discretos e Aplicacio do MEF. Apresentamos, inicialmente, os sistemas

continuos € discretos em separado e, em seguida, transformamos problemas continuos em

discretos utilizando o MEF.

Apbés a etapa de modelagem do problema com a apresentagio dos respectivos
algoritmos, o passo seguinte é a implementagdo de tais algoritmos no programa LAMIST
(programa desenvolvido em linguagem FORTRAN) ¢ testar alguns exemplos.

2 Etapas

Nesta primeira etapa, procurou-se realizar o desenvolvimento matematico do problema
visando a sua posterior implementag@o algoritmica. Foram analizados casos genéricos inclusive
cobrindo abordagens que ndo serdo analizadas neste programa (como por exemplo a solugéo de

sistemas com amortecimento C qualquer) pois estes podem ser objeto de analise futura em outros

planos de pesquisa.

Em principio, serd abordado o caso de sistemas sem amortecimento pois perde-se a

simetria das matrizes além de dobrar a dimens3o destas tornando a resolucio do autoproblema



muito mais dispendiosa. Para evitar as consequencias anteriormente descritas a matriz de
amortecimento costuma ser proposta por outras vias (costuma-se considerar C como combinacio
linear das matrizes de rigidez K e de massa M, pois pode-se transforma-le em um problema
matematico analogo nio - amortecido). Também sera analizado o caso de vibragdes livres (que

recaem em problemas de autovalor € autovetor). Para vibragSes forcadas requer-se ainda uma

integrag@o no tempo.

Na chamada analise modal os modelos costumam ter a massa concentrada em posigdes
discretas. Ao contrario de tal abordagem, aqui trabalhamos com o conceito da massa distribuida

ao longo de todo o ¢lemento na modelagem da matriz de massa.

Em suma, aplicamos ¢ MEF ao Principio de Hamilton e, dele, encontramos expressdes
para as matrizes de rigidez, massa e o vetor de esforcos definindo assim o sistema linear. Dada a
dificuldade de determinar a matriz de amortecimento a partir deste procedimento, tal caso nao
sera contemplado na rotina a ser desenvolvida. Este tema podera servir a trabalhos futuros. O
sistema linear resultante serd resolvido por desacoplamento das equagdes (vide capitulo 3) e

resolucio numérica das equacdes escalares resultantes (no caso de vibragdes forgadas).



2 Revisdo Bibliografica

1 Introducio

Qs estudos de Dindmica vém acompanhando a Histéria da Humanidade desde os
primordios atraves da resolugio de problemas praticos do cotidiano. A partir do século XVI, a
Dinamica passou por um grande salto de desenvolvimento com Galileu entre outros. Neste
periodo, Newton enunciou as principais Leis da Mecénica cuja linguagem € caracterizada pela

descrico vetorial desta tltima (Mecanica Vetorial).

Seguiu-se, a partir de entdo, um grande esforco intelectual no sentido de formular
escalarmente a Mecanica (Mecénica Analitica). Neste sentido foram bastante explorados os
conceitos de trabalho e energia. Deste esfor¢o surgiram resultados bastante gerais como o
Principio de D’Alembert {ou Principio dos Trabalhos Virtuais), Principio de Hamilton ¢ a
abordagem variacional da Mecanica (Equacdes de Euler-Lagrange). Paralelamente a este
desenvolvimento, avangavam os estudos das propriedades mecanicas dos materiais (sdlidos e
fluidos) e suas relagdes constitutivas (propriedades reoldgicas). Dentre as propriedades reoldgicas
podemos citar como exemplo a Lei da Viscosidade de Newton para fluidos (ditos fluidos
newtonianos) € a Lei de Hooke que admite a relacio de linearidade entre os campos tensoriais de
tensio e deformacdo para sélidos. A unifo do problema dindmico com os modelos de
comportamento reolégico dos materiais solidos formam a Dinémica dos sélidos reais. No século
XX, foram desenvolvidas ferramentas numéricas que permitiram uma maior abordagem de tais
problemas discretizando o continuo, dentre as quais os Elementos Finitos e os de Contorno. Do
ponto de vista de desenvolvimento de novos materiais, tem-se procurado combinar materiais
diferentes de forma a explorar as melhores caracteristicas de cada constituinte no conjunto. A tais

materials compostos da-se o nome de compositos. O ambito atual de estudos € como tais

materiais comportam-se estaticamente e dinamicamente.



2. Revisdo de Publicacdes

Dentre as publicagles sobre modelamento numérico de comportamento estatico de
placas de laminados compositos temos o trabalho de Tapias (1998) que, para fazer a analise
estatica, utilizou o Método dos Elementos Finitos onde fez uso de elementos triangulares de 7 nés
e 31 graus de liberdade pois tal elemento mostrou-se eficiente para placas espessas, previnindo
efeitos como o travamento ao cisalhamento. A. K. Ghosh / 8. S. Dey (1992) ¢ S. C. Panda / R.
Natarajan (1979), como Tapia, fizeram a analise estatica de placas de compésito por elementos
finitos. Reddy, J. N. (1984) tambeém formula o problema de placa laminada de material

composito via elementos finitos. Ja Cardelli (2001), para o mesmo problema, utilizou ¢ Meétodo

dos Elementos de Contorno.

K. L. Lo e outros (1977} estudaram algumas propostas de solugfo tedrica para placas
homogéneas ¢ laminadas, comparando os resultados obtidos pelos modelos adotados (soluciio
exata, modelo de Reissner-Mindlin ¢ um modelo onde sfo desprezados os termos acima de
terceira ordem). Vale ressaltar aqui que o modelo de Reissner-Mindlin foi predominantemente
utilizado nos outros trabalhos estudados. O trabalho de J. N. Reddy trata, também do estudo dos

modelos adotados as placas (como o de Reissner-Mindlin).

Guadalupe (1993) aborda, de forma basica, a questdo da andlise dindmica nos porticos
de edificios dando uma maior énfase ao efeito de vibragdo transmitido a partir da base
(fendbmenos sismicos). Palermo Jr. e Klatke (2000) procuraram determinar as menores
frequéncias em vigas (elementos unidimensionais). Cordovil, A. G. D. P. (1991) utilizou

superposicio modal para analisar colunas de perfuragio, fazendo uso do Método dos Elementos

Finitos para a obtengio das matrizes.

Kosmatka (1992) fez a abordagem din&mica (vibragdes forcadas nio amortecidas) de
placas laminadas de compésito por elementos finitos utilizando, inicialmente, elementos
triangulares de 13 nos (34 gaus de liberdade ao todo); numa segunda etapa, aplicando técnica de

condensacio (ou redugfo) de Guyan, transformou o elemento em um elemento triangular de 6



nos (5 graus de liberdade por nd). O artigo de A. Chate ¢ K. Mikinen (1994) também versou
sobre a analise dinamica usando elementos triangulares de 6 n6s ¢ 5 graus de liberdade por no. Ja
Y. Xiang e outros {1993} discute a mesma abordagem utilizando coordenadas cilindricas para
placas com o formato de setores anulares. Bruch, Y. A. (1973) também abordou o problema livre
nio amortecido de placas. Palermo Jr. e Simdes R. (2001) abordaram o problema de vibracio

livre niio amortecida através do Método dos Elementos de Contorno.

O trabalho de M. Ohga e T. Shigematsu (1988) consiste em resolver sistemas lineares
massa — mola — amortecimento utilizando integragdo direta no tempo. J&4 A. T. Jones / J. E. Grant
(1973) ¢ E. L. Wilson / J. Penzien (1972) abordam a solu¢io a partir da diagonalizagdo de

sistemas. Qian, G. L., Hoa, S. V. e Xiao, X. (1998) aborda o modelamento via elementos finitos

do problema livre amortecido de placas laminadas.



3 Dinamica de Sistemas Continuos

1 Modelagem de Sistema Continuo

1.1 Equacio de Equilibrio Dinimico

Dado um dominio {2 como abaixo, destacamos um sub- dominio B. Na figura 1-1, tem-

i

b: for¢a de campo por unidade de volume;

n: vetor normal 4 B (contorno de B);

Ty forga superficial por unidade de éarea;
T,=Tn

T: tensor de tensdes(2° ordem).

Figara (3-1): Dominio sob ac#o de forgas externas

A resultante das forgas de superficie atuantes em B é dada por:

Fouperticie= | TndA4 (3-1).
a8

A resuitante das forgas de campo € dada por:

Feampo = [bdV (3-2).
B



No dominio, uma posi¢iio Iy de um certo ponto PeB, num instante t qualquer, € mapeado como

sendo a posicio de translagdo deste ponto pelo desiocamento de corpo rigido mais o
deslocamento de deformagfo u:

r=ry+u (3-3).
Aplicando a 22 Lei de Newton e substituindo (3-1) e (3-2), temos:

2u d*n
= ITnd4d+ \bdV =m — 3-4).
ot 4 -[ dar’ G-

B

Foupersicie + Fcampo =m

No caso presente, apesar do campo de deslocamentos alterar o volume (e, portanto, a massa

especifica), serd desconsiderado tal efeito, postulando que:

dp
L =9 3-5),
g (3-5)

sendo p a densidade (massa especifica) do material. Caso quiséssemos levar tal hipotese em

consideraciio, a aplicacdo da Lei de Newton deveria ser de acordo com o original, ou seja, a

somatoria das forcas ignal a taxa de variagdo do momentum.

Retomando a expressfio (3-1), aplicamos o Teorema da Divergéncia ao lado direito da
igualdade, como segue:

[Tnda= [divT)dv (3-6).
o8 B
Substituindo (3-6) em (3-4), tem-se:

2
[av(Tyav + fpay = mé——? G-7).
j H dt



Sabendo que:
m= [pdV (3-8).

B

Considerando B suficientemente pequeno a ponto de se poder desprezar a variagdo de u com a

posicio r e substituindo (3-8), pode-se escrever:

) d2 2
de(T)dm éfde= Bj p—é—z—;dV = é[div(T)dV-%- ;W . Bj p (;:‘ dv =0

ou

[[dz'v('r)a-b - p(f{j?ﬂdf/mﬁ (3-9)

como dV é qualquer, para que a integral seja nula ¢ necessario que o integrando seja nulo, o que

resulta em:

d’u
dr*

div (T)+b =p (3-10).

Esta é a equaclo diferencial genérica de equilibrio dindmico de corpos so6lidos deformaveis.
Como as forcas de campo externas sdo dados dos problemas usuais, nossas incognitas séo o
campo de tensdes ¢ de deslocamentos. Como temos duas incégnitas, € necessario uma nova

equacio que relacione o campo de deslocamento com o de tensdes.



1.2 Reologia

A Reologia ¢ um sub — ramo da Mecénica de Meios Continuos que estuda modelos
matematicos de relacbes entre esforcos internos e deslocamentos. Antes de discutirmos tais

relacdes € necessdrio introduzirmos algumas definicGes.

1.2.1 Fun¢ies de Mapeamentos

Dado um dominio B, apés uma franslago com deslocamento, define-se funcio de
mapeamento como sendo uma correspondéncia dos pontos entre o dominio indeformado e o

deformado como segue:

Figura (3-2): mapeamento.

Para o caso particular de translac@io de corpo rigido, a fungdo de mapeamento sera da

forma:

fphH=p+e (3-11),

sendo ¢ uma constante. Na Andlise Real, a funcgio f é diferencidvel em p se tivermos:

f(p+u,t) = f(p,t) + Tu + o(n,t) (3-12)

sendo T um operador linear e o(u,t) um residuo tal que:



. o(u,z) _ i
E!%ésgg—_l[uﬂ 0 (3-13).

Nestas condicdes, o operador linear T € definido como a diferenciagfio de f e € dado por:

T=Df (3-14).

Fazendo u = ae onde *a’ ¢ um escalar arbitrario € e € um vetor unitario, substituimos em (3-12):
f(p+ae,t) = f(p) + aDf e + o(ae,t) (3-15).

O termo Df e é denominado de derivada direcional de f na direcfio de u ¢ o operador lincar Df é

denominado gradiente de f ou:

Df = grad f = Vf (3-16)
sendo V o operador vetorial “nabla”.

O volume do sé6lido deformado ¢ dado por:

V = [det(V £)av (3-17).

1.2.2 Decomposicio Espectral e Tensor de Deformacio Infinitesimal

Definiremos aqui o conceito de tensor de deformacfo infinitesimal a partir da funcfo de

mapeamento f e da decomposi¢do espectral de seu gradiente (do mapeamento).

10



Teorema: Vf = RU = VR onde R é o tensor de rotagio (R" = R") ¢ R ¢ U sio tensores

simétricos. Este € o teorema da decomposicgio ou fatoragio espectral de V1.

Os chamados tensores de Cauchy — Green sfio definidos como:

C=(VO'Vi=U" (3-18)

B = Vi(Vf)' = V* (3-19).

O tensor de deformac@o de Saint Venant — Green, por sua vez, ¢ definido como:

E= —;— (C-1) (3-20)

sendo I o tensor identidade.
No caso de pequenos deslocamentos, pode-se aproximar f por:

f~p+upt) (3-21)
(sendo p uma translac8o finita € @ um deslocamento infinitesimal) e onde conclui-se que:

Vi~I+ Vu (3-22).
Substituindo (3-22) em (3-18), o tensor de Cauchy — Green fica como segue:

C~I+Vu+(Ve)+(Vu)Vu (3-23).

Desprezando a parcela quadratica (Vu)'Vu e substituindo em (3-20), ficamos com:
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E m-% [Vu + (Vu)'] (3-24)

que € denominado tensor de deformag#o infinitesimal. Salvo meng3o em contrério, € a este tensor

que nos referiremos no presente texto.

Observagio: todos os tensores mencionados acima sdo de segunda ordem.

1.3 Relacdes Constitativas

Sao ditas relagSes constitutivas as relagfes matemaéticas entre o tensor de tensdes T e o

de deformagdes E. No regime eléstico linear a relagio utilizada ¢ T como um operador linear

aplicado a E, ou:
T.=T(E)=CE (3-25),

sendo C denominado tensor constitutivo que € de quarta ordem. Para o comportamento viscoso, o

tensor de tensdes € uma operacio linear sob a derivada da deformagio no tempo, ou seja:

T.=SE (3-26).

Neste desenvolvimento utilizaremos o modelo do chamado solido padrio que pode ser,

esquematicamente, representado por:
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Figura (3-3): Representacio grafica do modelo de sélido padrfio.

sendo Cy o tensor constitutivo instantaneamente apés a aplicagfio da carga; num tempo muito
grande, o tensor constitutivo final serd uma combinagfio em série entre C € Co (Co); S € o tensor
referente ao efeito viscoso. Salientamos aqui que este ndo € o Unico modelo reoldgico existente.
Foi escolhido apenas por sua simplicidade matematica e por sua coeréncia nos resultados. Temos
também os modelos de Maxwell que consistem em uma mola em série com um pistiio (este
modelo ¢ ineficiente no momento em que prevé um aumento ilimitado de deformagfo para uma
dada tensfo constante) ¢ o de Kelvin que trata-se de uma mola em paralelo com um pistdo (este

modelo ¢ falho na medida que preve uma tensfio infinita instantinea no ato da aplicacéio da

carga).
Considerando que a tenséo total ¢ a soma das tenstes viscosas(T,) e elasticas(T.):
T=T.+T, (3-27)
sendo que:
T = GoE. (3-28)

sendo E. o tensor de deformacdes elésticas,

Te= C(E - Ee) (3-29)

sendo E o tensor de deformacdes total; e

T,=S(E -~ Eo (3-30)
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sendo E ¢ E . as derivadas temporais dos tensores de deformacio. Multiplicamos (3-28) por Cy

e substituindo o resultado em (3-29) e (3-30)( expressio de E. em funcio de T e Cp).
Substitutindo tudo em (3-27),tem-se: '

T=CE-CCy'T +SE’-8C, ' T (3-31)
sendo que:

C=(C.'-Cy)’ (3-32)

sendo C um tensor constitutivo equivalente.
2 O Sistema e suas Condicdes Iniciais e de Contorno

2.1 Sintese do Problema

Note que a equagdo (3-9) relaciona o campo de tensSes T com o campo de
deslocamentos u. Expressbes como, por exemplo, (3-24) definem o campo de deformagdes E a
partir do campo u ¢ uma relag@o constitutiva como (3-25) relaciona os tensores T ¢ E (note que
pode-se mudar 0s modelos a serem adotados nas relages). Portanto, sendo conhecidas as a¢fes

externas, as caracteristicas do meio {p, Cs, C» ¢ S) e as condi¢des de contorno do problema, este

¢ possivel de solugdo (T, E, u).
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2.2 Condicoes Iniciais

Definimos como condigdes iniciais os campos conhecidos (no dominio) em um dado
instante de tempo ty. No casc analisado, s3io conhecidos os campos de deslocamentos e o de

velocidades:

u(r, to) = ug(r) e w’{r, tg) = Wy(r) (3-33),

sendo r o vetor — posicio.

2.3 Condicoes de Contorno

S0 chamadas condigdes de contorno os parAmetros conhecidos ac longo do contorno do

dominio em questio. Temos trés tipos de condi¢des de contorno:

a) Condicdio de Dirichlet: quando em uma dada sub-regiio do contorno
sabemos o valor da funcfio (no nosso caso o valor do campo u);

b) Condi¢do de Newmann: quando em uma dada sub-regiio do contorno
sabemos o valor do fluxo da fun¢o (no caso, o campo de tensGes T);

¢) Condigio Mista: quando ¢é conhecida uma combinaggo linear entre a funcio

e o fluxo.

Neste problema, os vinculos determinam as condi¢des de Dirichlet pois nestas regides ¢
conhecido o campo de deslocamento u. As superficies ndo vinculadas determinam as condigdes
de Newmann pois la é conhecido o campo de tensdes T. No caso de termos a ocorréncia de um

vinculo eldstico, teremos uma condigcdio de contorno mista pois, mesmo ndo conhecendou e T,

tem-se uma relacio entre eles.
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3 O Principio de Hamilton

A formulaciio de Hamilton para sistemas continuos € similar ao caso discreto, ou seja:
5[ (L+w, Yt=0 (3-34)

sendo L = T — U a Lagrangeana, T a energia cinética, U a energia potencial e Wy, o trabalho das

forcas nfio — conservativas. A energia cinética ¢ dada por:

_ L fdrY )
T= 2;‘;;((#] av (3-35)

sendo p a massa especifica, r o vetor deslocamento e V o volume considerado. A energia

potencial é:

U

il

B | e

~

T-EdV (3-36)

sendo T o tensor de tensdes ¢ E o de deformacdes.

4 Conclusio

Devido a similaridade da formula¢go de Hamilton para sistemas continuos e discretos,

devemos encontrar expressdes alternativas para T e U através de Elementos Finitos anélogas aos

modelos discretos da forma a seguir:
1 = 1 . 1 1
“—"E(x Mx) e U=§(xKx) (3-37),
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definindo assim matrizes de rigidez K (ja obtida por TAPIA, 1998) e massa M.




4 Método dos Elementos Finitos

1 Introducio

O Método dos Elementos Finitos consiste em uma técnica de resolugiio numeérica de
equagdes diferenciais em dominios finitos contidos em espagos Euclideanos n-dimensionais. A

razdo de tal nome ¢ devido ao fato de dividir-se o dominio em questio em sub-dominios menores.

1.1 Definicao dos Elementos

Seja o dominio (2 < E”. Definimos um némero finito ‘m’ de pontosr; € Q (i=1,..., m)
que por sua vez definem uma aproximacéo Q’ sobre Q de forma que r; € Q’. Tais pontos s3o
chamados de nds globais. A diferenca entre Q ¢ Q’ corresponde ao erro de aproximacio de Q.

Definem-se, entdo, um numero fimito ‘p’ de subdominios desconexos ; (i = 1,...,p) ditos

elementos finitos, de forma que:

QN = O Vo1 o= j
. A reunifio Q* = ], Q. ¢é dita regifio desconectada. Para cada elemento €); associa-se um

nimero finito ‘k’ de pontos r e Q) (j=1,..., k) que sdo ditos nds locais.

O préximo passo ¢ mapear Q* sobre {2°, ou seja, fazendo uma correspondencia entre os

nos de um dado subdominio Q; € £2°. A isso déa-se 0 nome de conexfo (Loula & Galedo, 1976).

1.2 Aproximacio da Solugido

Seja uma funcio f: 2 — V que queremos aproximar. Seja £ : €’ — V uma funcgo que

deve aproximar f. Cada um dos elementos ; é dominio de funces locais f; de formaque £, f ¢



W (i = 1,...,.p), onde W = H (ou R™: espago de Hilbert). Cada uma das fungdes locais f; é
aproximada por fungdes £* € V {onde V € um subespago finito de fungdes de dimenséo k), onde
V ¢é previamente definido através de uma base o = [¢y, @2, ..., ¢x]; geralmente utiliza-se do

espago das fungdes polinomiais pela simplicidade deste ¢ pelo fato de ele ser denso em H. Para

determinar as func¢des £* aphcam-se os chamados métodos de aproximaco.

2 Métodos de Aproximacio

2.1 Métodos Residuais

Sao chamados métodos residuais todos os critérios de aproximac#o que sdo expressos

sob a forma:
[wa(r)ae =0 (4-1)
i
sendo que
r=T{f*)-g , O)=0r=0 (4-2)
e

w € chamada fungdo peso.

A definicio de @ ¢ w da origem aos varios métodos residuais dentre os quais temos

Galerkin e Minimos Quadrados dentre outros (LOULA e GALEAO, 1976).
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2.2 Métodos Variacionais

Os métodos variacionais trabalham o problema variacional correspondente ao problema

de valor de contorne,

Seja A um operador linear sob H, simétrico e positivo definido; ent3o, existe o seguinte
funcional:

ID=<AD,f>-2<g 1> (4-3),

cujo valor estacionario € alcancado pela fungio f que satisfaz o problema de valor de contorno. A
solugdo do problema ¢ dada pela resolucio da equagio de Euler - Lagrange (e as condi¢bes de
contormo associadas correspondente ao funcional acima), e, por isso mesmo, corresponde ao

proprioP. V. C..

Estes metodos operam diretamente com o funcional ao invés das equacgdes diferenciais
(como fazem os métodos residuais) e, por consequéncia, sdo chamados de métodos diretos. Entre

tais métodos destacamos, como exemplo, o de Raylegh — Ritz onde substitui-se f* no funcional e

impde-se que o gradiente deste (em V) seja nulo.

3 Aplicaciio do Método dos Elementos Finitos ao Problema Dindmico

O Método dos Elementos Finitos, do ponto de vista matematico, ¢ uma técnica de
resolugio numérica de equagBes diferenciais lineares. O primeiro passo neste sentido € a
transformacdo da equacdo diferencial (formulagfio forte) em uma equacio integral (formulagéo
fraca ou variacional). Dentre os métodos que fazem tal conversfio, podemos citar o dos Residuos

Ponderados que utiliza da imposicfio de condic3o de ortogonalidade. Para os casos onde podemos
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ter um funcional associado ao problema, podemos utilizar o0 método de Rayleigh — Ritz que tem

por metodologia a busca de valores dos parametros que minimizam o funcional associado.

Neste trabalho o funcional adotado é dado pelo Principio de Hamilton ¢ a Lagrangeana,

dada pela diferenca entre a energia cinética e a potencial (vide apéndice). Sabemos que a energia

cinética T é dada por:

T3 fwrdn (4-4)

sendo m a massa e % a velocidade. A energia potencial, por sua vez, € dada por :

V= ?12— (T-E)dv (4-5)

sendo T o tensor das tensGes e definido a partir da expressfio da forga resultante F sobre uma

superficie ¢ E € o tensor de deformac@o infinitesimal de deformacgo:
F= j TndA (4-6)
A

sendo n um vetor unitario normal 4 superficie e A a superficie onde procede-se a integragio. E €

dado por :
E= %[Vn + (Vi) @7

sendo u o vetor deslocamento. Como trabalhamos com a hipotese de linearidade fisica, a relagéo

constitutiva entre T e E € dada por:
T=DE (4-8)
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sendo D o tensor constitutivo ¢ € funcdo apenas do material. N3o entraremos em detelhes do
procedimento para a obtengio da matriz de rigidez a partir da expressdo da energia potencial
acima pois tal aspecto foge ao escopo deste texto € ja foi objeto de estudo de trabalhos
anteriores, inclusive do trabatho de analise (esttica) de placas (TAPIA, 1998) a qual o presente

trabalho pretende complementar com a implementaciio da analise dindmica.

O trabalho das agSes externas ¢ dado por:
We=[(f-u)av (4-9)

sendo f a forga por unidade de volume. A determinagfio da acBio externa f a partir de (4-9)

também 34 foi objeto de estudo de TAPIA (1998) e, portanto, nio sera apresentada aqui.
Sabendo que :
dm=pdv

podemos substituir em (4-4), ficando entéo:

T=

}?: [ o)y av (4-10).

Adotando a base do subespaco vetorial das funcBes de aproximacgdo [yi], adotamos que:

u =X (i) (4-11)
sendo % ; = ui(t) as componentes da fungdo aproximadora da solug#o na base acima definida e yy;

= y(r). Elevando ao quadrado, ficamos com:

(@ = 3Ny i, = 0 (W) @-12)

i=l =1
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sendo ¥ = [WiWlnxn © @ = [#;]nx:. Substituindo (4-12) em (4-10), ficamos com:

T= %Jp[a.(qm)]d - %[a.( j‘ pwdv}ﬁ} %[@(Ma)] (4-13)
sendo M:

M= jp\ydv (4-14).

¥

A expressdo (4-13) tem o formato andlogo ao da energia potencial, que € dado por:

V= é-—[u (Ku)] (4-15)

sendo K a matriz de rigidez e u = u(t} o vetor de deslocamentos com relacdo as coordenadas
locais. Os termos entre colchetes de (4-13) e de (4-15) é a forma quadratica de M ¢ K
respectivamente. Como M ¢ fungio de parametros ligados & inércia ao movimento, esta matriz €
denominada matriz de massa. Por (4-12) podemos verificar que M ¢ simétrica ¢ da propria
definicio de energia cinética sabemos que esta jamais pode assumir valores negativos;

concluimos, entdo, que a forma quadratica de M deve sempre ser positiva, o que resulta em M ser
positiva definida.

3.1 Formulac¢do do Elemento

Neste trabalho, o elemento a ser utilizado na discretizagio é um elemento do tipo plano

triangular onde os graus de liberdade sfio deslocamentos de translagdio no plano do elemento ¢
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normal a ele (sistema de coordenadas ortonormal) e rotacfio em torno dos eixos paralelos a
superficie plana.

Figura (4-1): Sistema de coordenadas espaciais para os deslocamentos.

Tais deslocamentos sfo justificados pelo desenvolvimento abaixo relativo ao
cisalhamento.

Desenvolvendo a fungfio de estado u em série de Taylor em torno de z = 0 e

desprezando os termos de segunda ordem em diante, temos:

u=ug+zV(k.u)z=0) (4-16)

sendo k o versor na direcdo de z.

Admitindo que:

H1
<

<

(4-17)

n
{
o)

]

@2 g),,]z% R

este resultado fica

conhecido por Teoria de Deformacéo de Cisalhamento de Primeira Ordem (Reissner/ Mindlin),
segundo K. H. Lo, R. M. Christensen e E. M. Wu (1977); A. Chate e K. Makinen (1994); A. K.
Ghosh e 8. S. Dey (1992); 1. N. Reddy (1984} e Tapia (1998). Por tal teoria, os nds sfo passiveis
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de até 5 graus de liberdade. Como na expressio da energia cinética esta presente o quadrado da
norma da velocidade, temos:

(4 = (10 + 2[uo. V(k . W] + [V(k . w)]’ (4-18).
Definindo um novo vetor de desiocamentos como segue:

&' = [uo vo W B¢ 6y (4-19),

podemos escrever (4-18) como uma forma quadratica em 8:

1 0 0 0 =z
0 1 0 -z 07,

8'A = [ug Vo wo8,60,]]0 0 1 0 0w (4-20)
0 -z 0 22 08,
z 0 0 0 22"_9).“

Note que A ¢ func@o apenas de z. Admitindo que cada laminado de composito tenha

massa especifica uniforme, temos:

1 . . ko, . oA .
T= -1- j.,oude =— I,O(% ‘ALY = }. j 2& 6‘[pA]6dsz = _.1_.. Iﬁz{fhpAdzjiﬁdA (4-21)
2 1 2 v 2 i3 2 h 3
k . '
I = E pAdz = Z[ 2 f’“ Adz} (n: mimero de laminas) (4-22).
2 i=t d
I 2 g2
by —h 0 0 0 u
1 g2 2
hm —_ h[ 0 hi "hm 0
o 2
Iy = Z Pi 0 0 By —h 0 0 (4-23).
=1 212 33
0 hi —h, 0 R -k 0
2 g2 2 3 .
Mm{m O 0 0 i+t - hf
- 3|




No caso presente, estamos trabalhando com elementos triangulares de 7 nés onde temos
um no central com um grau de liberdade (deslocamentc wy) e os outros 5 graus de liberdade (ug,

Vo, Wo, 8x € 8y). Segundo KOSMATKA, 1992, a0 mapearmos um elemento triangular genérico

por um elemento isoparamétrico, temos:

x = HX (4-24),
sendo:
Ho=[Ci(2C-1) Ga(2Co-1) Ga(20s-1) 40152 4003 40:G] (4-25),
X=[X; X» X3 X4 X5 X¢] (vetor das coordenadas x locais) (4-26)
e
Gi+G+E=1 (4-27).

Ainda segundo KOSMATKA, 1992, através de processos de condensaciio estatica pode-
se mostrar que:

w=H;W*+H;0, + H2®y (4-28)
sendo

WH'={W,; W, W5 Wi Ws Wg W3] (4-29)

(o né 13 é remanescente do elemento original de 13 nods anterior & condensacfo estatica),

O =[O B2 Oz Ory Ors O] (4-30),
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@ytz[eyl ®y2 ®y3 ®y4 ®y5 '®y6]

(4-31)

(os vetores anteriores referem-se a deslocamentos dos nos do elemento em coordenadas locais),

A A YA S | I EYA WA R I A PR3
JebsG-)ra -0l |Gk -g)vad -4
. S0 -0) b6, -¢) |36l -a)rad o)
| Seale-a) | TN
266656 -¢2) 266, ¢,)
O eck-a) | | setl-6)
L 66206, -3 + )26 + D+ 4,66, 4]
S66¢, =266, ~D)+3¢2¢, +65)=5616, (¢, +D)+£,6¢, +1)]
i =| 56506 =266, D+ 3626+ )5 4666 + D+ 6,62, +1]

§1C2(12§1 —8'3“12;2)
4’3":2(1242 “84‘12‘;’3)
4;?3(12‘:1 “”8'5'12;3)
i 27616565

sendo

a=X3~-Xp, 2=X1-Xs, 23=X—-X;, b1=Y3-Y,, ;=Y - Yieb: =Y, -,

Pelo que foi visto acima, podemos dizer que:

5 = H*A*

sendo
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(H, 0 0 0 0]
0o H, 0 0 0
H*=10 0 H, H H, (4-35),
6 0 0 H, 0
0 0 0 o0 H,
A¥ =0 V' W* 8, 0,7 (4-36)
sendo
U'={U; U; Us Uy Us Ug (4-37)
e
Vi=[V, V2 V3 V; Vs Vgl (4-38).

A expressio da energia cinética fica como segue abaixo:

i

T= 8’138‘62’/1:%!,&*‘H*‘IQH*A*dA=5A*‘l:jH*‘IQH*dA}A*zéA*‘MA* (4-39),
A A

1
2

M= [H*IH*d4 (matriz de massa do problema) (4-40).
A

O préximo passo € resolver a integral numericamente fazendo uso da quadratura Gaussiana.

3.1.1 Quadratura Gaussiana

A quadratura Gaussiana é um método de integragio numérica que, como a maioria,

baseia-se em interpolago polinomial do integrando, o que resulta em expressdes do tipo:

[ G~ £ w, (4-41)

=i

28



sendo a € x; £ b e w; o peso associado. A defini¢do dos pontos de interpolagdo e dos pesos
definem cada um dos métodos de integracfio numérica. Na quadratura Gaussiana os pontos de
interpolagdo sdo as raizes dos polindmios utilizados na integracio. No caso do polindmio
interpolador ser de grau n, a integragfio sera exata para polindmios de ordem 2n + 1. Ao aplicara

quadratura costuma-se mapear os elementos por um elemento denominado mestre com a devida

mudanga para coordenadas admensicnais.

&
A

(o,u\ (x131) Q.

T =r >
DN T =¢ AN
0.0) \ e

(1,0) l »X (X2,¥2)

r=&yed=(¢L5)

Figura (4-2): Exemplo de mapeamento de elemento mestre a um elemento genérico.

X3,Y3)

Pode-se provar que:
Jiaa - j t(C)lac,ds, (4-42)

sendo J a matriz Jacobiana. A quadratura devera ser aplicada ao elemento mestre:

I 1()Ildg.ds, = Z L1, ), (4-43).

Segundo Kosmatka, 1992, a matriz Jacobiana para este caso pode ser expressa por :
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o x by Wy

. |96 0g, 0g, o,
=08 5 S (4-44),

0, 0¢, 05, o¢,

4 Conclusio

A modelagem por Elementos Finitos ¢ o gancho entre o problema continuo e o discreto
onde definem-se as matrizes (rigidez ¢ massa) e o vetor de cargas. Procuramos esclarecer esta

modelagem corn este capitulo adicional.
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5 Exemplos

1 Introducic

Alguns exemplos presentes em KOSMATKA, 1992, PALERMO JR. & SIMOES, 2001
e BRUCH, 1973 foram executados para fins de comparacio com os resultados destes. Neste

capitulo estdo expostos os exemplos tratados neste trabalho.

2 Exemplo 1

Este exemplo foi extraido de KOSMATKA,1992. Consiste de uma placa triangular de

aco engastada em uma das bordas e livre no resto conforme a figura (2-1):

Figura (5-1): Placa do exemplo I



Dados do material:

E=3x 107 Psi;
G =12 x 10° Psi;
v = 0,2750;

o = 0,283 Ib/in’;
h= 0,061 in.

Este exemplo foi testado com as seguintes discretizagGes:

n=1 n=2 n=4

Figura (5-2): Discretizactes da placa

3 Exemplo IT

Este exemplo, como ¢ anterior, foi extraido de KOSMATKA, 1992, Trata-se de uma

placa retangular laminada (composta de 20 laminas) engastada em uma das bordas e livre no

resto como disposto na figura abaixo:
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Figura (5-3): Placa do exemplo I

Dados do material (grafite/ epoxi):

E; = 22,43 x 10° Psi;
Er = 1,45 x 10° Psi;
Gir=9.17x 10° Psi;
vir = 0,250;

vrr = 0,400;
p=0,05781 Ib/in’;

h = 0,005 in.

A discretizag@o proposta apresenta-se na figura (3-2):

Figura (5-4): DiscretizacGes do exemplo I paran=1en=2
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Figura (3-5): Discretizagfio paran =4

4 Exemplo I

Este exemplo foi extraido de PALERMO & SIMOES, 2001. Trata-se de uma placa
quadrada de 2m de lado com todos os lados apoiados onde foi aproveitada a propriedade de dupla
simetria na primeira discretizagfio apresentada na figura (4-1). Suas caracteristicas sfo:

E=2,05x 10"Pg;

G = 78.846.153.846,2 Pa;

v=0,3;
p=7.850 kg/m3;
h=0,06 m.

As discretizagOes adotadas nas simulaces feitas via LAMIST sfo as seguintes:

Figura (5-6): Discretiza¢des do exemplo 111
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5 Exemplo IV

Este exemplo foi extraido de BRUCH, 1973. Trata-se de uma placa quadrada de 5,0m

de lado simplesmente apoiada. Suas caracteristicas sfo:
E=2,1x 10°tfm®;
G = 889.830,508475 tf/m’;

v=0,18;
p = 0,245 ts* /m";
h=0,1 m.

A discretizacfo adotada € ilustrada na figura (5-1):

Figura (5-7): Discretizacdo do exemplo IV

6 Conclusio

A selecdo de tais exemplos atende a objetivos especificos. O primeiro exemplo, extraido
de KOSMATKA, 1992, serve para ilustrar o impacto do refinamento da discretizagfio nos
resultados (teste de convergencia). O segundo, também extraido de KOSMATKA, 1992, testa o
desenpenho para o caso de placas com mais de uma ldmina. O terceiro exemplo, extraido de
PALERMO JR. & SIMOES, 2001, objetiva-se a aplicacio da metodologia a exemplos abordados
sobre outra otica (elementos de contorno) e confrontar os resultados do LAMIST com os do
trabatho citado acima e tedricos. Uma observagdo que deve ser feita € a de que a simulagdo feita
neste ultimo exemplo por PALERMO JR. & KLAFKE, 2000 dividia a viga em oito elementos

justificando-se assim a forma de discretizagio proposta no presente trabalho.
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6 Resultados

1 Introducio

S3o apresentados aqui os resuitados dos exemplos citados no capitulo anterior
confrontados com os obtidos pelas fontes dos exemplos (KOSMATKA, 1992, PALERMO JR. &
SIMOES, 2001 ¢ BRUCH, 1973). Szo comparados os valores das menores frequéncias naturais.

2 Resultado [

Abaixo esté a tabela (7-1) com os valores das seis primeiras frequéncias naturais em Hz

obtidas juntamente com os valores de KOSMATKA, 1994:

n=I] n=2

n=4 experimental
113926 3925692 37,53 37,73361 36,8 37,76558 34,5
21173,8 174,865 153,5 154,2863 143,3 1442575 136
313509 353,1779 231,8  232,7049 200,7 201,2431 190
413408 3.436,292 440,1 4425095 356,0 357,7286 325
5]---—- 7.111,934 B856,1  859,5098 509,5 511,6886 441
6 |- 10.443,77 1.039,0 1.044,519 677,0 680,3211 578

Tabela (6-1): Valores das frequéncias naturais (Hz) do exemplo L

Para cada “n” s3o apresentadas duas colunas. Nas colunas 2 esquerda sfo apresentados

os valores de KOSMATKA, 1994 ¢ a direita, os valores obtidos no presente trabatho. Os valores

experimentais foram extraidos de KOSMATKA, 1994.



3 Resultado I

Os resultados das frequéncias naturais em Hz para ¢ segundo exemplo de
KOSMATKA, 1992 para n = 1 estdo na tabela (7-2) abaixo (Kosmatka, LAMIST e

experimental):

KOSMATKA, 1992 LAMIST  Experimental

1 70,60 73,02848 69

2 279,7 258,7326 270
3 4379 455,6538 427
4 952.8 896,7102 890
5 1.227.2 1.275,509 1.155
6 1.614,4 1.549,618 1.426
7 1.787 1.806,920 e
8 2.016,9 1.924,532 1.738

Tabela (6-2): Frequéncias Naturais do exemplo II para n = 1 segundo Kosmatka, LAMIST e

experimental.

Os resultados experimentais sdo extraidos de KOSMATKA, 1994,
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KOSMATKA, 1992 LAMIST  Experimental

[~ B« WLV N N -

70,15
272,4
434,7
898,9

1.202,1

1.387,5

1.739,6

1.770,3

72,84673 69
252,4146 270
453,6366 427
847,5839 890
1.247,686 1.155
1.332,4%4 1.426
1.713,925 -
1.760,135 1.738

Tabela {6-3): Frequéncias Naturais do exemplo II para n = 2 segundo Kosmatka, LAMIST ¢

experimental.

KOSMATKA, 1992 LAMIST  Experimental

00 3 O W B W by e

70,0
271,35
433.8
888,3

1.196,5
1.370,9
1.730,3
1.737,1

86,41910 69
335,1345 270
399,3535 427
838,7531 890
1.242,617 1.155
1.318,919 1.426
1.686,388 -
1.749,94 1.738

Tabela (6-4): Frequéncias Naturais do exemplo II para n = 4 segundo Kosmatka, LAMIST ¢

experimental.
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4 Resultado II1

Bste exemplo foi extraido de PALERMO JR. & SIMOES, 2001. Os resultados da
primeira discretizagdio (figura (4-1)) sfo apresentados na tabela (7-5) ¢ da segunda na (7-6) (todas

as frequéncias deste exemplo estéio expressas em rad/s):

PALERMOJR.  Frequéncias tecricas ~ LAMIST
1 459,02 457,88 457,1267
2 1.153,90 1.144,70 2.293,855
3 1.153,90 1.144,70 2.310,276
4 1.855,13 1.831,52 4.427,774
5 2.329,40 2.28940 0 e
6 2.320,40 2.289,40 U
7 3.038,84 297622 e
8 3.038,88 297622 e
9 14.000,24 3.891,98 0 e
10 | 4.000,25 3.891,98
11 ]4.238,08 4.120,92 e

Tabela (6-5): Resultados da 1° discretizagio do exemplo III entre LAMIST, Palermo Jr. e tedrico

Os resultados de PALERMO JR. & SIMOES, 2001 referem-se & discretizacio de 512

células.
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PALERMO JR.  Frequéncias teoricas  LAMIST
1 459,02 457.88 458,0980
2 1.153,90 1.144,70 1.170,787
3 1.153,90 1.14470 1.170,787
4 1.855,13 1.831,52 1.824,126
5 2.329,40 2.289,40 2.497,433
6 2.320,40 2.289,40 2.570,597
7 3.038,84 2.976,22 3.337,126
8 3.038,88 2.976,22 3.337,127
S 4.000,24 3.891,98 4.641,352
10 | 4.000,25 3.891,98 4.641,356
11 14.238,08 4.120,92 4.891,581

Tabela (6-6): Resultados da 2° discretizagiio do exemplo I entre LAMIST, Palermo Jr. e tedrico

5 Resultado IV

Na tabela (7-7) sdo apresentadas as frequéncias naturais (em rad/s) obtidas por BRUCH,

1973 com uma malha de 8 x 8 células, os valores teéricos apresentados pelo mesmo e os valores
obtidos via LAMIST:

BRUCH  Teorico  LAMIST
66,875 67,838 68,00992
167,135 169,597 174,6101
262,653 271,355  272,0893
4 331,54 339,194  375,1330

Wk

Tabela (6-7): Frequéncias naturais obtidas por BRUCH, LAMIST e teoricas
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6 Conclusio

Os resultados evidenciam um bom desempenho do elemento quando confrontado com
outros resultados. Os testes mostram, porém, que os resultados divergem a partir de um certo
refinamento da malha. Tal ocorrencia deve-se ao aumento do erro numérico a ponto de tornar-se

preponderante sobre o erro tedrico de aproximagio do MEF.

41



7 Conclusdes e Propostas de Trabalho

Pelo observado nos resultados (capitulo 7), o elemento obteve um bom desempenho.
Seus resultados sfo bastante préximos dos valores tedricos de frequéncias naturais obtidos em
outros trabalhos. Com o aumento das frequéncias, o0 erro vai aumentando. A razio dos valores
niio coincidirem com os de KOSMATKA,1992 devem-se ao tipo de integraciio adotado além de

erros de precisdo computacional.

A grande dificuldade neste trabalho {que levou a um excessivo consumo de tempo) foi a
alteracio de codigo de um programa original (LAMIST). Tal opglo mostrou-se extremamente
contraproducente. O cédigo néo estava estruturado o que tornava dificil a compreensio do que
havia sido implementado. Isto acabou por gerar muitas idas e vindas no trabalho. O grande
“gargalo” do trabalho foi a confeccdio do codigo. Muita coisa referente ao que ja estava

implementado acabou por ser alterada,

Uma forma de evitar os problemas descritos acima seria através da mudanga de
paradigma. A adogfio da filosofia da Orientacdo a Objetos ¢ de grande valia para projetos
executados a muitas mios como € o caso. Além de disciplinar o processo de programacio,
encapsula o que jd estd implementado poupando o programador de precisar entender médulos
pré-existentes. A sugestdo nao consiste de migrar de uma linguagem estruturada (no caso o

FORTRAN) para uma Orientada a Objetos mas apenas mudar a filosofia de programacio

(mantendo a mesma linguagem).
Com relacdo a propostas de trabalhos futuros poderia citar:

1) implementagiio da matriz de amortecimento proposta por QIAN, 1998;

2) otimizar a solug@o do autoproblema com vista a aumentar a velocidade de execugio;

3) tratar o problema nao-homogéneo no dominio do tempo via integracio neste ( vide
solugBes completas no capitulo 3);

4) 1mplementar a analise dindmica (incluindo os itens (1), (2) € (3)) as cascas.



Pensando nesta continuidade muitos dos modelos matematicos necessarios (como ©
tratamento se sistemas ndo-homogéneos amortecidos) foram apresentados no presente trabalho. O
passo seguinte seria a formulacic da matriz de amortecimento C via capacidade de

amortecimento especifica (QLIAN, 1998) para o elemento proposto.
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Apéndice

Sistemas Dindmicos Discretos

1 Modelagem Matematica de Sistemas Dinamicos Discretos

Observacdo: no presente texto, salvo mengdo em contrario, as fungdes em negrito
referem-se a tensores de primeira e segunda ordens (vetores e matrizes respectivamente); as
outras, a escalares (tensores de ordem zero) e a expressdo sistemas dindmicos discretos referem-

se a0 espago POIs Neste texto o sistema é continuo no tempo.

Os meétodos classicos de andlise de sistemas dindmicos discretos consistem em
determinar as equacles que modelam o sistema (y = y(t)) através de relacBes diferenciais

incluindo suas condi¢Bes iniciais (yo = y(to), Y¢= ¥ oto),.., Y2 o= yo¥(ty)). Dizemos que um

sistema dinamico € discreto se o nimero de variaveis que definem o estado € finito.

Usualmente, os métodos empregados sdo baseados nos chamados métodos variacionais
(EquagBes de Euler-Lagrange) para a determinacio das equagdes diferenciais de estado. Dado um
problema, define-se uma base o = [y1,...,¥j...,¥m] para o espago de estados (j=I....,n n:dimens&o

do espago de estados). Aplica-se, entdo, o Principio de Hamilton de forma que tenhamos uma

expressio do tipo:

s{(L+w, =0 1)

sendo o campo escalar L = L(Y }¥' = (¥1,-.,¥is.-»¥m)) conhecido como Lagrangeano, Wy = Q3y é

o trabalho das forgas ndo-conservativas e a integral & aplicada a todo o dominio Q, Q' =



(Q1,-,Qi>.-,Qm) € Q = Q(t) ¢ a chamada forga generalizada e (8y)' = (8y1,..., 8¥i-.., Sym). Com 2

formulagio de Hamilton, pode-se a aplicar as Equacdes de Lagrange dadas a seguir:

3 d™ (e
-1y _ .
j=0{( D a7 (W - Qi i1=1,..m (2)
L gen
o-n ¢ Ty
e YT g 3.

Aplicando as equagdes acima, chega-se em algo do tipo:

&) = : () ; e
YO =gy ¥y Q) eliyo=¥t), ¥V olto) - ¥ =y"(t) 4

sendo c.i. as condicOes iniciais.

Existe uma propriedade dos sistemas de equagbes diferenciais que estabelece que
qualquer sistema onde seja possivel isolar a derivada de maior ordem pode ser transformado em
um sistema de primeira ordem. A utilidade de tal procedimento € a de padronizar o formato do
sistema para facilitar o emprego de um eventual método de resoluciio numérica (por exemplo o

método de Runge-Kutta que € empregado em pacotes computacionais como 0 MATLAB). Eo
que ¢ feito a seguir.
Fazendo :
y=gt x, u)e x(to) =X (5)

ficamos com

dx
g; =f (t, x,u)

c.1.: X(to) = X (6)

48



sendo esta denominada equacfo de estado.

Em sistemas dindmicos, a chamada funcfo de saida (u é a fun¢io de entrada) geralmente
pode ser obtida por outros metodos de acordo com o tipo de sistema que estd sendo utilizado
(note que foi usado um método variacional como exemplo para a obtengéio da equacio de estado

devido 4 sua generalidade de aplicaciio). A funcfo de saida ¢ dada por:

y =gt x, u) (7).
As equacdes (6) e (7) sio chamadas equacfes na forma de estado.

Como exemplo, no caso de sistemas dinamicos estruturais, que € o abordado neste
trabalho, a funcfo de entrada € dada pelo vetor de agdes externas, a funcio de saida ¢ o vetor de
esforgos solicitantes (cuja expressdo pode ser obtida a partir da 2% Lei de Newton) e o estado sdo

os deslocamentos (cuja expresséio pode ser obtida pelas equacdes de Lagrange).

1.1 Discussio Sobre Estabilidade de Sistemas

O préximo passo € determinarmos a condig@o estacionaria, ou seja, determinarmos o(s)

valor(es) de X. = X para o qual verifica-se a expressio abaixo:
f(t, X, m) =0 Vte IR (8).
E importante também definirmos a(s) regifio(Ses) do espago W para o qual seus pontos

interiores, escolhidos como condicBio imicial, geram soluces que convergem para um dado

equilibrio (ou seja, um subdominio de W para cada ponto estacionario Xe).

Determinado(s) este(s) valor(es), deve-se analisar a estabilidade do sisterna na(s)

vizinhanca(s) deste(s) ponto(s). Uma possibilidade para proceder a essa analise ¢ provocar um
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pequeno deslocamento arbitririo em relagfio a sua condicfo estaciondria e verificar o efeito

resultante ;

1) equilibrio instavel : as trajetorias, em W, divergem de x. com o aumento
de t, ou seja, a solugio tende a afastar-se deste equilibrio;

2) equilibrio indiferente : o sistema permanece em regime estacionario na

nova condi¢@o imposta;
3) equilibrio estavel : as trajetdrias, em W, convergem para x. com o
aumento de t, ou seja, a solugio tende a retornar ao equilibrio.

O exemplo anterior € bastante elucidativo do ponto de vista fisico, porém é pouco
operaciol matematicamente. Um meétodo bastante consagrado para analisar a estabilidade de
sistemas ¢ o chamado Segundo Método de Liapunov, que permite-nos investigar a estabilidade
sem a necessidade de solucionarmos a equacio (em geral, a solucio de equacBes nio-lineares é

muito dificil).

Defini¢do: Dizemos que uma fungfo escalar invariante no tempo F(x) € positiva -

definida em um dominic Q (0eQ) se :
Fx)>0 eV({0)=0 VxeQex=0 %)
uma fungio ¥(t, X) é positiva — definida em Q se existir 7(x), como definida acima tal que :
Mt,x)=V(x)e F{t,0)=0 Vizt (10).
Uma fungdo V(i, X) € definida negativa se -V(t, x) for positiva-definida.

Com as defini¢des acima, podemos enunciar o Teorema da Estabilidade Principal de

Liapunov.
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Teorema: Dado um sistema cuja equacio de estado seja dada por:

%= f(t, %) (1)

sendo

f(t, 0)=0 Vitreal (12}, se
existir uma funcac escalar F{t, x) tal que:

1) ¥(t, x) ¢ definida positiva;
)V (t, 3) é definida negativa

entdio o equilibrio na origem ¢ uniforme e assintoticamente estavel (OGATA, 1996).

No caso do sistema ser conservativo, as trajetrias nfo convergem para o ponto

estacionario, mas descrevem trajetorias fechadas em W.

Pode ocorrer também de sistemas dinmicos apresentarem comportamento caodtico. Tal
comportamento consiste em o sistema ser extremamente sensivel as suas condi¢Ses iniciais de tal
forma que as regides de convergéncia no espago de estados confundem-se a tal ponto de compor

uma geometria de natureza fractal. Fractais sZio entidades geométricas cuja definigio mais aceita é

a de que suas dimensdes, dadas pela formula:

d= —10g5 (I}.) (13)
sendo n ¢ o numero de particdes ¢ E € a escala sdo superiores as suas dimensdes topologicas e
inferiores as dimensdes euclideanas do espago em que estio imersos. Como sistemas cadticos sdo
muito sensiveis as condi¢des iniciais, os resultados gerados por processos numéricos tém pouco
significado fisico devido as incertezas associadas ao sistema e 4 sua solugio e, neste caso, faz-se

uma abordagem de natureza topoldgica do sistema, procurando classifica-lo em algum grupo de

sisternas que tenham comportamento qualitativo semelhante.

1.2 Linearizacio de Sistemas
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Supondo que a andlise feita tenha concluido que o sistema ¢ estavel em um dado
dominio do espago W, o passo seguinte € estudar o comportamento da solugfio nas vizinhancas da
condi¢@io estacionaria. Admitinde ser £ de classe C' na vizinhanca do ponto estaciondrio em

questdo, pode-se expandi-la em série de Taylor até os termos de primeira ordem em x:
£t x,u)~f(t, X0, u)+{ grad:[£(t,xo,u)]}(x-x0)=[ gradx[£(t, xo.w) | |{(x-X0)=A{x-X0) (14).

Expandindo os termos restantes em relagdo a u em torno de uy = 0, temos:

~[grady[f(t, o, w)l]xo ~ -[gradf(t, x5, 0)]I%o - [gradu[gradilf(t, Xo. 0)]]xo]]u =
= -[gradu[gradx{f(ts Xo, O)]]X{}]]u = Bu (13).

Substituindo (14) e (15), temos a funcgfo linearizada:

f(t,x,n) = A(t) x(t) + B(t) u(t) (16),
portanto:
ix; = Ax+ Bu
dt
condicdes iniciais: X(to) = Xo .

Podemos utilizar procedimento andlogo para a funcéo de saida, tendo entdo:
y=Cx+Du (18).

Nesta abordagem, incorporamos referéncias a OGATA (1996), porém optando por
formular as expressdes apenas através de matrizes quadradas e colunas (vetores), ao contrario

deste que trabalha com matrizes retangulares. Através da representagéo de diagrama de blocos no

dominio do tempo, temos:

1 s ; [ _P! - %




u(® +x(t) x(t) +

+ + vy

Figura (1): Diagrama de blocos representando o sistema linearizadc acima no dominio

do tempo.

Ternos, entfo, um sistema linear ndo-homogéneo onde u é dita fungfio de entrada , y € a

fungio de saida e x € a fungHo de estado. Temos:

a4 _dB _dC_dD _, (19),
ar dr dt dt

dizemos que o sistema ¢ invariante no tempo. Supondo ser este o caso presente, podemos resolver

o sistema com o auxilio da Transformada de Laplace.

1.3 Transformada de Laplace

As transformadas de fun¢des sfo definidas da seguinte forma:
@)= Lf ($)k(s,1)dt =F(s) (20)

sendo a fungdo k(s,t) chamada de nicleo da transformada, f(t) ¢ uma funcdo real na varidvel t e

F(s) é uma fun¢@o complexa na variavel s.

No caso de termos:

k(s;ty=e™ (21),
e, definirmos o dominio de integragdo de 0 até +oo, esta transformada € conhecida por

Transformada de Laplace representada por L[f{t)]:

LIf(t)] = f f(H)e ™ dt (22).

53



A Transformada de Laplace possui uma série de propriedades que iremos destacando
conforme necessidade oportuna. Como aplicacfo imediata da Transformada, temos a resolugdo de
sistemas lineares. A Transformada de Laplace permite transformarmos um sistema linear (de
equacdes diferenciais) em um sistema linear algébrico. Tal método de resolug@o é possivel devido

a duas propriedades: a linearidade da transformada e a diferenciacio real.

a)Teorema: dados uma funcéo f(t) e uma constante escalar ‘a’ , temos:

Llaf(D)] = aL[f(®)] (23) e
dados fi(t) e £(t), temos:
L[fi(t) + £(0)] = LIH(H)] + L[f(1)] (24).
Prova:
Liaf ()] = f af()e ™ dt =a [ f()e ™ dt = aL[f(1)] (25).

Pode-se provar que o teorema acima também ¢ valido para uma matriz constante ao

invés de um escalar

LI, () + 0] = [0 +£,@)e™de = [ I, (0™ + L, (0)e™ 1t =

(26).
= f f.(edt + ffz (t)e™dt = LIf, ()] + LIL, ()]
b)Teorema: dada uma funcéo f(t), temos:
LIf (] =s L{FD)] - K0) 7.

Prova:
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daf (1) af(t) o df(r) -5t st
— = dt =dv = = - 2
L[ - } 2= ~ Sodi=dv=v=i)  u=e Sdu=-se (8)

:"L[é%} et + s ff{r)e'“drﬁl..{dgt)} Lit]-£00) @9).

Estas propriedades da Transformada de Laplace sfio muito teis para a resolucdo de

sistemas dindmicos lineares.

1.4 Resoluciio de Sistemas Dindmicos Lineares com Coeficientes Constantes

1.4.1 Resolucio por Transformada de Laplace

Arbitrando to = 0 ¢ aplicando a Transformada em (17), temos:

L{x]=L[Ax+Bu] = s L{x] - xo= A L[x] + B L{u] = s LIx] - A L[x] = xo+ BL[u] =
(s1-A)L[x]=x0+B L[u] (30).

Chamando L[x] = X(s): fun¢io de entrada no chamado dominio de Laplace, xo + BL[u]
= R(s): func¢fo de saida (no dominio de Laplace), e multiplicando toda a sentenca por G(s) = (sl-

-A)" denominada fun¢fio de transferéncia, temos:
X(s)= GG)R(s) = L[x]=(sI-A)" [xo+B L[u]] (1.

O diagrama de blocos que representa o problema no dominio da frequéncia é

apresentado a seguir:
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P(s)
U(s) + +E(s) X(s) +
- + Y(s)

Figura (2): Diagrama de blocos representando o sistema no dominio da frequéncia.

Aqui, a perturbagio P(s) = x¢ surge devido as condi¢des iniciais do problema e E(s) =
(BU +P) - AX é o erro.

No casc de procedermos a uma abordagem no chamado dominio da frequéncia, o
problema estd resolvido, pois tratd-lo este neste dominio equivale a tratd-lo no dominio de
Laplace, fazendo a variavel s igual 2 oj onde o ¢ a frequéncia naturai e *j° € a unidade imaginaria.
Neste caso temos a Transformada de Fourier (muito utilizada em Andlise de Sinais pois
desconsidera o efeito do transitorio). Note que a resolucio do problema acima, na varidvel ‘s’,
corresponde & resolugfio de um sistema linear algébrico. No passado, era usual o tratamento dos
problemas no dominio da frequéncia pela sua simplicidade matemética j&4 que a grande
dificuldade do meétodo € a volta ao dominio real. Na teoria moderna, tem-se explorado mais a
abordagem no dominio real pois com os recursos computacionais disponiveis na atualidade,
tornou-s¢ mais facil o caminho de volta. A seguir faremos o caminho de volta; antes, porém,
devemos apresentar o chamado Teorema da Convolugfo que serd de grande valia para para este
procedimento. Nas figuras (1) e (2), o sistema foi representado através de diagramas de blocos
com finalidade ilustrativa (tal representagdo € comum na Analise de Sinais e em Teoria de

Controle, apesar de nfio ser o caso). Para apresentarmos tal teorema ¢é necessario inicialmente

definirmos o chamado produto de convolugio.

Definigio: dadas duas funcdes {(t) e G(t) (matrizes), define-se o produto de convolugio:

h() = GO)* £(t) = _[(;(z-)f(r ~2)dr (32).
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A seguir ¢ apresentado oTeorema da Convolugio.
Teorema: dadas trés funcdes (1), G(t) ¢ h(t), se:
B()= GO*ft) < H(s)=G(s) F(s) (33)

ou seja, a convolugio no dominio do tempo ¢ equivalente ao produto algébrico no dominio de

Laplace.
Prova:
Sejam f, g e h = G*f:
)= [1@edt e GE= [Gie™dn (34)
GOFE) = [Ge™mdn [1(&)eds = [ Gndn [ 1(&)edg @35),

fazendo & =t - 1, tem-se:

GOF®) = [Gdn[1@-me™di= e [Gte-mdnii= Lifo*g0)] =

=L[h(t)] = H(s) (36).
Aplicando o teorema da convolugfo em (31), tem-se:

x=L[(sI- A [xg + B L[u]]] = L[(sI - A)'xo + (sI — AY'B L[u]]=
= L(sI-A) %o + L[(sI - AY'B L{u]] (37).

Para a primeira parcela da expressio (31), é necessario que determinemos a
Transformada inversa de Laplace. Pode-se provar que a expressio entre colchetes é a

transformada de e*'.
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Prova:
L[eAt]m fem‘e—szdt - fe{A_sE)rdt — {(A "-SI)_] B(A-SI)E =(A— Sf)“l Y } S i > ! Aamax ! (38)

Amix . maior dos autovalores de A. A funglio exponencial para matrizes € definida a partir da série

de Maclaurin:

M= (iM“j (39).

n!
Para a segunda parcela de (1-14), aplicamos o teorema da convolugdo, ficando, entdo:
x(t)=e*xo+ [e*OBu(r)dr =e*[x+ [e* Bu(r)dr] (40).

Esta ¢ a solugdo completa do sistema linearizado e invariante no tempo nas vizinhangas

de um equilibrio estavel.

1.4.2 Resolucio por Equacdes Desacopladas

O problema dinamico a ser resolvido frequentemente aparece na seguinte forma:
Ax+Bx=g 41).

Sabemos que a solucfo geral deste tipo de sistema € a soma da solugfio geral do sistema

homogéneo com uma solucdo particular do sistema nio — homogéneo.
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1.4.2.1 Solucfio do sistema homogéneo

Seja a equagdo diferencial homogénea associada a (41):

Ax +Bx=0 (42),
assumindo: x=xpe = x = -Axpe™ (43).
Substituindo {43) em (42), tem-se:
(-AA+B)xoe™ =0 (44).
Como e+ 0 Vt, temos:
(-AA+B)x =0 (45).

A equagdo (45) é um sistema homogéneo. Como nfo convém a solucdo trivial x; = 0, para o

sistema admitir outras solugGes € necessario que:

det(-A A + B) =0 (46).

A equagBio anterior exprime na forma matricial o polindmio caracteristico do chamado problema

generalizado de autovalor e autovetor, que € escrito na forma:

AAX= Bxg 7.

Resolvendo inicialmente (46) determinando todas as raizes e substituindo cada uma em (47),
determina-se o autovetor correspondente. Pode-se provar que para sistemas holonémicos (que
corresponde ao caso presente) sempre teremos como solugdo um conjunto de autovetores que

compdem uma base para o espago de estados (mesmo havendo multiplicidade de autovalores).
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No caso de sistemas ndo — holonémicos, a base é obtida a partir da matriz de autovalores na

chamada forma de Jordan, forma esta que foge aos objetivos deste texto.
A solugio do sistema homogéneo fica:
xp =Ty (48)
sendo T a matriz de transformacgfio para a base diagonalizada (cada coluna corresponde a um

- At x . .
autovetor) € ¥ = [c; €”i|nq onde c; sdo as constantes a serem determinadas pelas condigBes

iniciais.

1.4.2.2 Solucio do Sistema Completo

Para encontrarmos a solug3o particular, inicialmente multiplicamos (17) por A™":
x+A'Bx=A'g (49).
Assumindo x =T y e substituindo em (49):
Ty+A'BTy=Ag (50).

Multiplicando por T™:
y+T'A'BTy=T"'A'g (51).

£ facil observar que T é a matriz de diagonalizagdo de A™'B. Sendo assim, (51) pode ser escrita

Como!

Y+Ay=h (52)
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sendo A a matriz diagonal (dos autovalores) ¢ h ¢ tal que:

(AT)h=¢g (33).

A equagio (52) estd desacoplada de forma que as equagBes escalares correspondentes sdo da

forma:
¥, + Aiyi=h (i=1,..,n) (54).
Pode-se mostrar que as solucdes das n equacdes desacopladas {54) sdo:
yi=e | [netdr+c,| (55).
Como ¥ = [yilax1, € sabendo que:

Ty=x (56),

determina-se x e as condi¢des iniciais permitem encontrar as constantes c;.

1.5 Resolucédo de Sistemas Lineares Genéricos

Supondo que em (17) A ¢ B nfio mais sfo constantes e sim funcSes de t. Rearranjando

(17) e multiplicando tudo por uma fungdio p tem-se:

dx
— - Ax=uB
p o P nBu (37).

Assumindo que:
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—=—-pA=u=e¢e A (58)

tem-se que:

d

:;;[e—j M‘x} I jf’e‘5 “Buds + ¢ (59).

Impondo a condi¢@o inicial a (59):

= e_UML’“ X, —[ j“e“f ’“”Budr} (60).

t=ty

A soluciio do problema de valor inicial (17) é:
N { je“f * Buds + e’"uM’Lw X, - [ | e ”‘"‘Budr] ] (61).
ity

Esta solucdo é uma generalizagdo da solucbes anteriores supde os coeficientes como
funcoes.

2 Sistemas Mecanicos
2.1 Principio de Hamilton para Sistemas Mecanicos Discretos

Sabemos que, para um sistema onde nfo hé perda de massa, a Segunda Lei de Newton é

dada pela seguinte expressio:

62



F;, =m; a; (62)

sendo F; a forca resultante externa, ‘m;’ € a massa do corpo ‘1’ e a;, a aceleragfo a que este €
submetido. Aplicando deslocamentos virtuais infinitesimais a cada um dos corpos do sistema, o

trabalho resultante serd dado por:
O W =ZX(F;— miai) “or = Z(F —miE) ér;=10 (63).
A expressio (63) € conhecida por Principio de D’ Alembert ou Principio dos Trabalhos Virtuais.

Sabemos que:

%(t,.-ér,.)mfi-am i 8F; (64) e

6(-—151"i'1"i)=—;-(81",-‘1'-5+ Fi"dF)=F; &F; (65).
Fazendo com que:

miis o= mi L) g £ 8Ei=m L () -mid( ~ £ D= L @i ory) -
dt dt 2 dt

s(Lmv?) = & (miti 6r)-0Ti= W =34 (i or)- T=2.L (mk; 6r)-5T  (66)
2 dt dt dt

sendo 8T referente & energia cinética.
Sabemos que o trabalho total realizado ¢ dado por:

SW = 5Wpe - 8U (67)
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sendo 8Wy,. o trabalho das forgas ndio — conservativas ¢ 8U ¢é a variagdo da energia potencial do
sistema. Substituindo (67) em (66), tem-se:

SWie - 8U = Eg_ (myf; 8r;) - 5T = 8T - 8U + W = =L (my¥; 1) =
‘ dt

d

= 5('1‘.U)+6Wnc: =Z E; (my 1" ory) (68).

Quando aplicamos um deslocamento virtual, geramos trajetorias virtuais genéricas cujas
restricdes impomos ao seu contorno, ou seja, os pontos inicial e final de todas as trajetérias

virtuais devem coincidir com os respectivos pontos inicial e final da trajetdria real em analise, ou

seja:

STi(ts) = Sriltg) = 0 (69).

Integrando (68) no tempo, temos:

[or-v)+om, ]dt-fZ——(—’fz—‘—r‘————d [ [Z(mr S, ]dzm{Z(m,.f,..ﬁf,.)K (70)

pelas condicdes de contorno impostas em (69), podemos verificar que o termo da direita €

identicamente nulo. Rearranjando o termo da direita da igualdade, tem-se:
[lor-v)+sw =5 T-U+w, Jr=0 71).

Comparando (71) com (1), observamos que a expressio da Lagrangeana € dada por:
L=T-U (72).

Em sistemas dinamicos discretos linearizados T e U podem ser expressos na forma quadratica da

seguinte forma:
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1
T= E(x’th’) e U= -}5 (x'Kx) (73)

sendo x o vetor dos graus de liberdade, M e K s#o respectivamente as matrizes de massa e rigidez

cujas explicagdes mais detalhadas seguem nas proximas segdes.

2.2. Modelos Fisicos em Sistemas Mecénicos

Os modelos dindmicos lineares geralmente s3o idealizados como analogias a sistemas
massa — amortecedor — mola. Nestes modelos, consideramos massas pontuais nos nods ¢ estes
ligados entre si por combinacBes de molas ¢ amortecedores. Cada elemento (massa, mola ou

amortecedor) simboliza um determinado fendmeno fisico presente na dindmica de sistemas

mecanicos que sio definidos a seguir:

2.2.1 Massa

E a grandeza utilizada para quantificar o efeito de segunda ordem (inércia) do sistema ao
movimento. Em deslocamentos de translagio, a grandeza associada ¢ um escalar também

denominado massa (m). Ja em rota¢des, a grandeza associada é o chamado tensor de inércia (1)

que é fungdo de ‘m’ e das dimensdes geométricas do corpo.

2.2.2 Amortecimento
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O amortecimento € o mecanismo que dissipa energia do sistema, convertendo-o para

formas como calor ou ondas. Existem varios tipos de amortecimento:

2.2.2.1 Amortecimentos dependentes da velocidade

Tais amortecimentos ocorrem em deslocamentos em meios fluidos. Temos trés tipos

possiveis apresentados a seguir.

2.2.2.1.1 Amortecimento viscoso

Este tipo de amortecimento baseia-se na dissipagio de energia devido ao escoamento de

um fluido newtoniano, valendo a relacio:

£y =—u (74)

sendo t; a tens3o de cisalhamento no plano ‘5’ na diregdo de ‘1’ p € o coeficiente de viscosidade

cinematica, X; ¢ uma coordenada normal ao plano ‘j’. Supondo que a velocidade varie linearmente
com a altura da lamina fluida, (74) fica:

T =-(ux v (75).

Se multiplicarmos toda a expressdo por uma area qualquer contida no plano ‘j’,teremos entéo:

Fi=-(Apx)vi=-cv; (76).
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Note que o moédulo da forca € diretamente proporcional a velocidade. A constante de

proporcionalidade ‘¢’ ¢ denominada coeficiente de amortecimento viscoso:

F=-cv=-cr {77).

Lssiipss sy

v ¥

>

7
Wz

Figura (3): Efeito da viscosidade na interface de superficies.

ij

2.2.2.1.2 Amortecimento de arraste

No caso anterior fizemos uma simplificagio ao considerar a variacio da velocidade
linear em relagfo a coordenada normal 4 superficie em questdo. Tal hipdtese ndo €, em geral,
verdadeira pois, para lidarmos com a dindmica de escoamento de fluidos de forma rigorosa,
deveriamos resolver o sistema de equagdes diferenciais nfo-lineares que regem a Mecénica dos
Fluidos e, determinados o campo de pressGes e o campo de velocidades, integrar o tensor no
contorno sélido e, assim, determinar a forga atuante. Através de métodos que fogem aos objetivos

do presente texto, pode-se provar que a forca de arrasto ¢ dada por:
F= 2 cophe vi= ¥ (78),
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ou seja, o modulo de forga € diretamente proporcional ao quadrado do mdédulo da velocidade,

sendo ¢4 0 chamado coeficiente de arrasto, p a massa especifica do fluido e A, a projecéo plana

da area frontal.

2.2.2.1.3 Amortecimento de Coulomb {(atrito seco)

O amortecimento de Coulomb € o atrito presente entre superficies secas deslizando entre

si, e & regido pela seguinte lei:

F = pginN (79),

sendo g © coeficiente de atrito dindmico e N ¢ a forga normal a superficie de contato. A forca
de atrito sempre atua no sentido contrario ao da velocidade. Este atrito deve-se, em nivel
microscépico, ao contato entre as duas superficies que, por serem irregulares, t8m uma area de
contato efetiva extremamente reduzida, o que leva a altissimos valores de tensfo provocando
soldagem a frio nas regides de contato além da abrasfio. A for¢a é a necessaria para quebrar tais

ligagdes e vencer os obstaculos das irregularidades superficiais.

2.2.2.2 Amortecimento Histerético (Amortecimento Estrutural ou Interno)

Geralmente, o modelo de comportamento conservativo (elastico) do material € uma
simplificagdo matematica do modelo fisico real onde, para deformagdes de qualquer magnitude,
ocorre dissipagdo de energia. Este fendmeno € denominado histerese. Em situacdes estaticas, tal
efeito pode ser desprezado, porém no caso de comportamento dindmico do material, esta variavel
toma grande importancia. Um exemplo de material onde a histerese é uma variavel fundamental

para efeito de controle s3o os chamados materiais com memoria de forma.
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Figura (4): Alsa histerética na deformacio. A 4rea hachurada corresponde 3 energia

dissipada na deformagcio.

A histerese estd intimamente ligada a um modelo nfio conservativo de comportamento
dos materiais denominado viscoelasticidade, onde o regime de deformacéo € uma combinagio de

regime eldstico com regime de escoamento viscoso:
dx

F=kx+c— (80).
dt

Aos dispositivos de dissipagéo de energia, costuma-se associar wna grandeza denominada fator

de perda, que ¢ definido da seguinte forma:

= AE /(2rUmax) (81),

sendo AE ¢ a energia dissipada € Unsx € 2 maxima energia potencial.

2.2.3 Rigidez
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O conceito de rigidez esta intimamente ligado a idéia de elasticidade linear do material,

onde os esforgos guardam uma relagdo de proporcionalidade com os deslocamentos obtidos:

F=kx (82).

2.3 Sistemas Mecéinicos Lineares

Os sistemas lineares de ordem zero s3o da forma:
Ku=f (83),

sendo f € a funcdo de entrada, u € a fungio de estado e Kléa funcio de transferéncia do sistema.
Nestes sistemas, a resposta a um sinal de entrada ¢ instantinea. Tais sistemas surgem como
resultado da aplicagiio de alguns tipos de métodos numéricos que transformam problemas de
valores de contorno lineares (independentes do tempo) em problemas do tipo (83), como, por
exemplo, o método dos elementos finitos, das diferengas finitas ou dos valores de contorno; da

prépria modelagem de um sistema linear independente do tempo ou da linearizag@o de um

sistema nfo — linear (também independente do tempo).

Em sistemas mecénicos, este tipo de equacgfio esta associado a problemas de corpos
deformaveis em regime elastico — linear e onde sfo despresados os efeitos de segunda ordem, em

condi¢bes estaticas. Neste caso, u € o vetor dos deslocamentos, f ¢ o vetor das acdes ¢ K ¢

denominada matriz de rigidez do sistema.
Sistemas lineares de ordem um sfo do tipo:

CX +mef (84)a
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sendo que a primeira parcela da esquerda confere um “amortecimento” no tempo para o sinal de
saida em relac@o ao de entrada (efeito de primeira ordem), ou seja, surge um transitorio no tempo.
Ainda citando os sistemas mecénicos, este comportamento corresponde a fluéncia, presente nos

modelos reoldgicos da viscoelasticidade. Neste caso, a matriz C € chamada de amortecimento.

A forma mais geral de exprimirmos matematicamente um sistema de segunda ordem por

um sistema linear € a seguinte:

d*x  _dx

M-—r+C—+Kx=f
dat’ dt

(85),
onde temos a presenga de efeito de segunda ordem no primeiro mondmio do lado esquerdo da

igualdade. No caso de sistemas mecénicos, tal efeito € a inércia do sistema. Por este raciocinio, a

matriz M é chamada de matriz de massa do sistema.
As condic¢des iniciais sdo do tipo:
cl:x(to)=x%xg e X (i) = X (86).
Neste trabalho, as matrizes de rigidez ¢ de massa s3o obtidas via Método dos Elementos
Finitos. A matriz de amortecimento, como néo pode ser obtida por este método, pode ser montada
a partir de dispositivo mecinico equivalente as matrizes de massa e rigidez obtidas (que gere o

mesmo tipo de matrizes) ¢ serdo feitas combinagdes de amortecedores com as molas do

dispositivo segundo os modelos reologicos para simular o modelo viscoelastico.

3 Discussio sebre a Causalidade de Sistemas Dinfdmicos
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Uma propriedade fundamental em todos os sistemas dindmicos classicos é serem

causais.

Definimos um evento como causal quando a causa do evento precede seu efeito. No caso
de sistemas dinimicos como os que estfo em estudo isso € traduzido pelo fato de um dado sinal

de saida sempre ser precedido pelo correspondente sinal de entrada obrigatoriamente.

4 Conclus@o

Com a aplicactio do MEF ao modelo continuo através do Principio de Hamilton, caimos
em problemas do tipo descrito aqui, e seus processos de resolucio podem, entdo, ser aplicados. A
discussio sobre sistemas ndo-lineares justifica-se na medida em que se procura situar o probiema
em um contexto mais amplo pois poderiam-se propor problemas em que as equagdes dinarnicas

resultantes englobassem os de ndo — linearidades geométricas, e seria necessario estudar uma

forma coerente de abordagem.

A discussiio prolongada do amortecimento € pertinente pois, pelo fate da aplicagéo do
Principio de Hamilton a sistemas dissipativos ser de grande dificuldade matematica, esta
transfere-se aos métodos numéricos que fazem uso de tal principio, em particular o MEF, levando
a varias propostas de expressio para C (por exemplo a feita por QUIAN et al, 1998). Uma opgéo
interessante seria que esta fosse obtida a partir de analogias fisicas com sistemas discretos (€

comum propor C como combinagiio linear de M e K o que justifica-se apenas por facilitar os

calculos).

e A

72



