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RESUMO 

CASSIANO, Jeferson. Amilise dinamica de placas laminadas de materiais compositos pelo 

Metodo dos Elementos Finitos. Campinas, Faculdade de Engenharia Civil, Universidade 

Estadual de Campinas, 2000. Dissertao;;ao de Mestrado.- Faculdade de Engenharia Civil, 

Universidade Estadual de Campinas, 2000. 

Este trabalho tem como objetivo contribuir na analise de placas de composites pois tais 

materiais tern sendo utilizados em larga escala na engenharia. A analise feita neste trabalho e a 

dinfunica, complementando anterior abordagem estatica. 0 processo numerico utilizado para tal e 

o Metodo dos Elementos Finites, processo ja bastante consagrado na engenharia para resolu<;ao 

de equa<;5es diferenciais lineares. 

Palavras-chave: dinfun.ica; composite; elementos finites. 
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ABSTRACT 

This work has as objective to contribute in the analysis of boards of composites 

therefore such materials he is being used in wide scale in engineering. The analysis made in this 

work is the dynamics, complementing previous static boarding. The used numerical process for 

such is the Method of the Finite Elements, process already sufficiently consecrated in engineering 

for resolution oflinear distinguishing equations. 

Key-words: Dynamic; Composite; Finite Elements. 
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1 Introduc;ao 

1 Objetivos 

Este trabalho visa abordar a questao da aplicayao de metodos numencos (em particular o 

Metodo dos Elementos Finitos) na resoluvao de problemas de Dinfunica. 0 problema em questao 

e a amilise dinfunica de placas larninadas de composite utilizando o Metodo dos Elementos 

Finitos, dando continuidade a trabalho anterior (Tapia, 1998). No presente texto apresentarnos os 

aspectos matematicos do problema. Esta abordagem e dividida em tres m6dulos: Sistemas 

Continuos, Sistemas Discretos e Aplicayao do MEF. Apresentamos, inicialmente, os sistemas 

continuos e discretos em separado e, em seguida, transfonnamos problemas continuos em 

discretos utilizando o MEF. 

Ap6s a etapa de modelagem do problema com a apresenta9ao dos respectivos 

algoritrnos, o passo segninte e a implementayao de tais algoritrnos no programa LAMIST 

(programa desenvolvido em linguagem FORTRAN) e testar alguns exemplos. 

2 Etapas 

Nesta primeira etapa, procurou-se realizar o desenvolvimento matematico do problema 

visando a sua posterior implementayao algoritrnica. Foram analizados casos genericos inclusive 

cobrindo abordagens que nao serao analizadas neste programa (como por exemplo a soluvao de 

sistemas com amortecimento C qualquer) pois estes podem ser objeto de analise futura em outros 

pianos de pesquisa. 

Em principio, sera abordado o caso de sistemas sem amortecimento pois perde-se a 

simetria das matrizes alem de dobrar a dimensao destas tornando a resolw;:ao do autoproblema 



muito ma1s dispendiosa. Para evitar as consequencias anteriormente descritas a matriz de 

arnortecimento costuma ser proposta por outras vias (costuma-se considerar C como combina<;ao 

linear das matrizes de rigidez K e de massa M, pois pode-se transforma-lo em urn problema 

matematico analogo nao - arnortecido). Tarnbem sera analizado o caso de vibra<;oes livres (que 

recaem em problemas de autovalor e autovetor). Para vibra9oes for<;adas requer-se ainda uma 

integra<;ao no tempo. 

Na charnada analise modal os modelos costumarn ter a massa concentrada em posi<;oes 

discretas. Ao contrfuio de tal abordagem, aqui trabalhamos com o conceito da massa distribuida 

ao longo de todo o elemento na modelagem da matriz de massa. 

Em suma, aplicamos o MEF ao Principia de Hamilton e, dele, encontramos expressoes 

para as matrizes de rigidez, massa e o vetor de esfor<;os definindo assim o sistema linear. Dada a 

dificuldade de determinar a matriz de arnortecimento a partir deste procedimento, tal caso nao 

sera contemplado na rotina a ser desenvolvida. Este tema podera servir a trabalhos futuros. 0 

sistema linear resultante sera resolvido por desacoplamento das equa<;oes (vide capitulo 3) e 

resolu<;ao numerica das equa<;oes escalares resultantes (no caso de vibra<;6es for<;adas). 

2 



2 Revisao Bibliognifica 

1 Introdlll;ao 

Os estudos de Dinfunica vern acompanhando a Hist6ria da Hurnanidade desde os 

prim6rdios atraves da resoluy1lo de problemas pniticos do cotidiano. A partir do seculo XVI, a 

Din1lmica passou per urn grande salto de desenvolvimento com Galileu entre outros. Neste 

periodo, Newton enunciou as principais Leis da Mecfutica cuja linguagem e caracterizada pela 

descriy1l0 vetorial desta ultima (Mecfutica v etorial). 

Seguiu-se, a partir de entao, urn grande esfor<;:o intelectual no sentido de formular 

escalarmente a Mecanica (Mecftnica Analitica). Neste sentido foram bastante explorados os 

conceitos de trabalho e energia. Deste esfor<;:o surgiram resultados bastante gerais como o 

Principia de D'Alembert (ou Principia des Trabalhos Virtuais), Principia de Hamilton e a 

abordagem variacional da Mecftnica (Equayoes de Euler-Lagrange). Paralelamente a este 

desenvolvimento, avan<;:avam os estudos das propriedades mec§nicas des materiais (s6lidos e 

fluidos) e suas rela<;:oes constitutivas (propriedades reol6gicas). Dentre as propriedades reol6gicas 

podemos citar como exemplo a Lei da Viscosidade de Newton para fluidos (ditos fluidos 

newtonianos) e a Lei de Hooke que admite a rel~ao de linearidade entre os campos tensoriais de 

tensao e deform~ao para s6lidos. A uniao do problema din1lmico com os modelos de 

comportamento reol6gico des materiais s6lidos formam a Dinfunica des s6lidos reais. No seculo 

XX, foram desenvolvidas ferramentas nurnericas que permitiram urna maier abordagem de tais 

problemas discretizando o continuo, dentre as quais os Elementos Finites e os de Contomo. Do 

ponte de vista de desenvolvimento de novos materiais, tem-se procurado combinar materiais 

diferentes de forma a explorar as melhores caracteristicas de cada constituinte no conjunto. A tais 

materiais compostos da-se o nome de composites. 0 ambito atual de estudos e como tais 

materiais comportam-se estaticamente e dinamicamente. 



2. Revisiio de Publica~oes 

Dentre as publicay5es sobre modelamento numerico de comportamento estatico de 

placas de laminados compositos temos o trabalho de Tapias (1998) que, para fazer a analise 

estatica, utilizou o Metodo dos Elementos Finitos onde fez uso de elementos triangulares de 7 nos 

e 31 graus de liberdade pois tal elemento mostrou-se eficiente para placas espessas, previnindo 

efeitos como o travamento ao cisalhamento. A. K. Ghosh IS. S. Dey (1992) e S.C. Panda I R. 

Natarajan (1979), como Tapia, fizeram a analise estatica de placas de composito por elementos 

finitos. Reddy, J. N. (1984) tambem formula o problema de placa laminada de material 

composito via elementos frnitos. Ja Cardelli (2001), para o mesmo problema, utilizou o Metodo 

dos Elementos de Contorno. 

K. L. Lo e outros (1977) estudaram algumas propostas de solw;:iio teorica para placas 

homogeneas e laminadas, comparando os resultados obtidos pelos modelos adotados (solu<;:ao 

exata, modelo de Reissner-Mindlin e urn modelo onde sao desprezados os termos acima de 

terceira ordem). Vale ressaltar aqui que o modelo de Reissner-Mindlin foi predominantemente 

utilizado nos outros trabalhos estudados. 0 trabalho de J. N. Reddy trata, tambem do estudo dos 

modelos adotados as placas (como ode Reissner-Mindlin). 

Guadalupe (1993) aborda, de forma bitsica, a questao da analise dinfunica nos porticos 

de edificios dando uma maior enfase ao efeito de vibra<;:iio transmitido a partir da base 

(fenomenos sismicos). Palermo Jr. e Klafke (2000) procuraram determinar as menores 

frequencias em vigas (elementos unidimensionais). Cordovil, A. G. D. P. (1991) utilizou 

superposi<;:ao modal para analisar colunas de perfura<;:iio, fazendo uso do Metodo dos Elementos 

Finitos para a obten<;:iio das matrizes. 

Kosmatka (1992) fez a abordagem dinfunica (vibra<;:5es for<;:adas nao amortecidas) de 

placas laminadas de composito por elementos finitos utilizando, inicialmente, elementos 

triangulares de 13 nos (34 gaus de liberdade ao todo ); numa segunda etapa, aplicando tecnica de 

condensac;:ao ( ou reduc;:ao) de Guyan, transformou o elemento em urn elemento triangular de 6 
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nos (5 graus de liberdade porno). 0 artigo de A. Chate e K. Makinen (1994) tarnbem versou 

sobre a analise dinfunica usando elementos triangulares de 6 nos e 5 graus de liberdade porno. J a 

Y. Xiang e outros (1993) discute a mesma abordagem utilizando coordenadas cilindricas para 

placas como formato de setores anulares. Bruch, Y. A. (1973) tambem abordou o problema livre 

nao amortecido de placas. Palermo Jr. e Simoes R. (2001) abordaram o problema de vibras:ao 

livre nao amortecida atraves do Metodo dos Elementos de Contomo. 

0 trabalho de M. Ohga e T. Shigematsu (1988) consiste em resolver sistemas lineares 

massa- mola- amortecimento utilizando integra9ao direta no tempo. Ja A. T. Jones I J. E. Grant 

(1973) e E. L. Wilson I J. Penzien (1972) abordam a solu9ao a partir da diagonaliza9ao de 

sistemas. Qian, G. L., Hoa, S. V. e Xiao, X. (1998) aborda o modelamento via elementos finites 

do problema livre amortecido de placas laminadas. 

5 



3 Dinamica de Sistemas Continuos 

1 Modelagem de Sistema Continuo 

1.1 Equa~iio de Equilibrio Dinamico 

Dado urn dominio Q como abaixo, destacamos urn sub- dominio B. Na figura 1-1, tern-

se: 

n 

oB 

b~ 

b: fowa de campo por unidade de volume; 

n: vetor normal a oB ( contomo de B); 

T .: fors;a superficial por unidade de area; 

T.=Tn 

B T: tensor de tensoes(z!" ordem). 

Figura (3-1): Dominio sob as;ao de fors;as extemas 

A resultante das fors;as de superficie atuantes em B e dada por: 

F superficie = J TndA 
as 

A resultante das fors;as de campo e dada por: 

Fcampo = JbdV 
B 

(3-1). 

(3-2). 



No dominio, uma posi9ao ro de urn certo ponto PeB, num instante t qualquer, e mapeado como 

sendo a posiyao de translayao deste ponto pelo deslocamento de corpo rigido mais o 

deslocamento de deforma<;ao u: 

r = ro+u (3-3). 

Aplicando a 2!! Lei de Newton e substituindo (3-1) e (3-2), temos: 

8 2u d 2u 
F superficie + F campo = m -

2
- => J TndA + J bdV = m -

2
-

ot oB B dt 
(3-4). 

No caso presente, apesar do campo de deslocamentos alterar o volume (e, portanto, a massa 

especifica), sera desconsiderado tal efeito, postulando que: 

dp =0 
dt 

(3-5), 

sendo p a densidade (massa especifica) do material. Caso quisessemos levar tal hip6tese em 

considerayao, a aplicayao da Lei de Newton deveria ser de acordo com o original, ou seja, a 

somat6ria das foryas igual it taxa de varia9ao do momentum. 

Retomando a expressao (3-1), aplicamos o Teorema da Divergencia ao lado direito da 

igualdade, como segue: 

fTndA = Jdiv(T)dV (3-6). 
oB B 

Substituindo (3-6) em (3-4), tem-se: 

Jdiv(T)dV + JbdV=m d': 
B B dt 

(3-7). 
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Sabendo que: 

m=JJXtv (3-8). 
B 

Considerando B suficientemente pequeno a ponto de se poder desprezar a varia9ao de u com a 

posi9ao r e substituindo (3-8), pode-se escrever: 

d 2
u d 2u 

Jdiv(T)dV + JbdV= fp-
2 

dV:::} Jdiv(T)dV + JbdV- fp-
2 

dV=O 
B B B dt B B B dt 

ou 

(3-9) 

como dV e qualquer, para que a integral seja nula e necessario que o integrando seja nulo, o que 

resulta em: 

(3-10). 

Esta e a equa91io diferencial generica de equilibrio dinamico de corpos s6lidos deformaveis. 

Como as for9as de campo extemas sao dados dos problemas usuais, nossas incognitas sao o 

campo de tensoes e de deslocamentos. Como temos duas incognitas, e necessario uma nova 

equa91io que relacione o campo de deslocamento com o de tensoes. 

8 



1.2 Reologia 

A Reologia e urn sub - ramo da Mecfurica de Meios Continuos que estuda modelos 

matematicos de relac;:oes entre esforc;:os intemos e deslocamentos. Antes de discutirmos tais 

relac;:oes e necessario introduzirmos algumas definic;:oes. 

1.2.1 Fun~oes de Mapeamentos 

Dado urn dominio B, ap6s urna translac;:ao com deslocamento, define-se func;:ao de 

mapeamento como sendo urna correspondencia dos pontos entre o dominio indeformado e o 

deformado como segue: 

f 

Figura (3-2): mapeamento. 

Para o caso particular de translac;:ao de corpo rigido, a func;:ao de mapeamento sera da 

forma: 

f(p,t) = p + c (3-11), 

sendo c uma constante. Na Anaiise Real, a func;:ao f e diferenciavel em p se tivermos: 

f(p+u,t) = f(p,t) + Tu + o(u,t) (3-12) 

sendo Turn operador linear e o(u,t) urn residuo tal que: 

9 



lim o(u,t) = 0 

ll•ll=o llnll 

Nestas condi<;oes, o operador linear T e definido como a diferencia<;iio de f e e dado por: 

T=Df 

(3-13). 

(3-14). 

Fazendo u = ae onde 'a' e urn escalar arbitrfuio e e e urn vetorunitfuio, substituimos em (3-12): 

f(p+ae,t) = f(p) + aDf e + o(ae,t) (3-15). 

0 terrno Df e e denominado de derivada direcional de f na dire<;ao de u e o operador linear Df e 

denominado gradiente de f ou: 

Df = grad f = 'Vf (3-16) 

sendo 'ii' o operador vetorial "nabla". 

0 volume do solido deforrnado e dado por: 

v = f det('ii' f)dv (3-17). 

B 

1.2.2 Decomposi~iio Espectral e Tensor de Deforma~ao Infinitesimal 

Definiremos aqui o conceito de tensor de deforrnavilo infinitesimal a partir da fun<;ilo de 

mapeamento f e da decomposivilo espectral de seu gradiente (do mapeamento ). 
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Teorema: V'f = RU = VR onde R e o tensor de rota9ao (R"
1 = R1

) e R e U sao tensores 

simetricos. Este e o teorema da decomposi9ao ou fatora9ao espectral de V'f. 

Os chamados tensores de Cauchy- Green sao definidos como: 

e 

B = V'f(Vf)' = V2 

0 tensor de deformayao de Saint Venant- Green, por sua vez, e definido como: 

sendo I o tensor identidade. 

1 
E= -(C-I) 

2 

No caso de pequenos des1ocamentos, pode-se aproximar f por: 

f"' p + u(p,t) 

(sendo puma transla9ao finita e u urn deslocamento infinitesimal) e onde conclui-se que: 

V'f"' I + V'u 

Substituindo (3-22) em (3-18), o tensor de Cauchy- Green fica como segue: 

C "'I + V'u + (V'u)' + (Vu)'Vu 

Desprezando a parce1a quadnitica (Vu)'Vu e substituindo em (3-20), ficamos com: 

11 

(3-18) 

(3-19). 

(3-20) 

(3-21) 

(3-22). 

(3-23). 



1 
E ,_ [V'u + (V'u)'] 

2 
(3-24) 

que e denominado tensor de deformas;ao infinitesimal. Salvo mens;ao em contrfu'io, e a este tensor 

que nos referiremos no presente texto. 

Observas;ao: todos os tensores mencionados acima sao de segunda ordem. 

1.3 Rela~,:oes Constitutivas 

Sao ditas relas;oes constitutivas as relas;oes matemiiticas entre o tensor de tensoes T e o 

de deformas;oes E. No regime elastico linear a relas;ao utilizada e T como urn operador linear 

aplicado a E, ou: 

Te=T(E)=CE (3-25), 

sendo C denominado tensor constitutivo que e de quarta ordem. Para o comportamento viscoso, o 

tensor de tensoes e uma operas;ao linear sob a derivada da deformas;ao no tempo, ou seja: 

(3-26). 

Neste desenvolvimento utilizaremos o modelo do chamado solido padrao que pode ser, 

esquematicamente, representado por: 
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c 

0 

s 

Figura (3-3): Representavao gnifica do modelo de solido padrao. 

sendo Co o tensor constitutivo instantaneamente ap6s a aplicavao da carga; nurn tempo muito 

grande, o tensor constitutivo final sera urna combinavao em serie entre C e Co (C,); S e o tensor 

referente ao efeito viscoso. Salientamos aqui que este nao e o Uni.co modelo reol6gico existente. 

Foi escolhido apenas por sua simplicidade matematica e por sua coerencia nos resultados. Temos 

tambem os mode los de Maxwell que consistem em urna mola em serie com urn pistao ( este 

modelo e ineficiente no momento em que preve urn aurnento ilimitado de deformayao para urna 

dada tensao constante) e o de Kelvin que trata-se de urna mola em paralelo com urn pistao ( este 

modelo e falho na medida que preve uma tensao infinita instantanea no ato da aplicayao da 

carga). 

Considerando que a tensao total e a soma das tensoes viscosas(Tv) e elisticas(T.): 

(3-27) 

sendo que: 

T =CoEe (3-28) 

sendo Ee o tensor de deforma9oes elisticas, 

Te= C(E-Ee) (3-29) 

sendo E o tensor de deforma9oes total; e 

(3-30) 
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sendo E e E e as derivadas temporais dos tensores de deformayilo. Multiplicamos (3-28) por C0-
1 

e substituindo o resultado em (3-29) e (3-30)( expressilo de Ee em func;:ilo de T e C0). 

Substitutindo tudo em (3-27),tem-se: 

(3-31) 

sendo que: 

(3-32) 

sendo C urn tensor constitutive equivalente. 

2 0 Sistema e suas Condic;:oes Iniciais e de Contorno 

2.1 Sintese do Problema 

Note que a equac;:ilo (3-9) relaciona o campo de tensoes T com o campo de 

deslocamentos u. Expressoes como, por exemplo, (3-24) definem o campo de deformac;:oes E a 

partir do campo u e uma relac;:ilo constitutiva como (3-25) relaciona os tensores T e E (note que 

pode-se mudar os modelos a serem adotados nas relac;:oes). Portanto, sendo conhecidas as ac;:oes 

externas, as caracteristicas do meio (p, Co, C., e S) e as condiyoes de contorno do problema, este 

e possivel de soluc;:ilo (T, E, u ). 
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2.2 Condic;oes Iniciais 

Definimos como condiyoes iniciais os campos conhecidos (no dominio) em urn dado 

instante de tempo to. No caso analisado, sao conhecidos os campos de deslocamentos e o de 

velocidades: 

u(r, to)= uo(r) e u'(r, to)= u'o(r) (3-33), 

sendo r o vetor- posi9ao. 

2.3 Condic;oes de Contorno 

Sao chamadas condi96es de contomo os parfu:netros conhecidos ao Iongo do contomo do 

dominio em questao. Temos tres tipos de condi96es de contomo: 

a) Condi9ao de Dirichlet: quando em uma dada sub-regiao do contomo 

sabemos o valor da fun9ao (no nosso caso o valor do campo u); 

b) Condi9ao de Newmann: quando em uma dada sub-regiao do contomo 

sabemos o valor do fluxo da fun9ao (no caso, o campo de tensoes T); 

c) Condi9ao Mista: quando e conhecida uma combina9ao linear entre a fun9ao 

eo fluxo. 

Neste problema, os vinculos determinam as condi96es de Dirichlet pois nestas regioes e 

conhecido o campo de deslocamento u. As superficies nao vinculadas determinam as condi96es 

de Newmann pois hie conhecido o campo de tensoes T. No caso de termos a ocorrencia de urn 

vinculo eliistico, teremos uma condi9ao de contomo rnista pois, mesmo nao conhecendo u e T, 

tem-se urna relayao entre eles. 
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3 0 Principio de Hamilton 

A formula((ilo de Hamilton para sistemas continuos e similar ao caso discreto, ou seja: 

oJ (L+W"Jdt=O 
0 

(3-34) 

sendo L = T- U a Lagrangeana, T a energia cinetica, U a energia potencial e Wnc o trabalho das 

for9as nilo - conservativas. A energia cinetica e dada por: 

1 (dr)' T=- fp- dV 
2 v dt 

(3-35) 

sendo p a massa especifica, r o vetor deslocamento e V o volume considerado. A energia 

potencial e: 

(3-36) 

sendo T o tensor de tensoes e E o de deforma96es. 

4 Conclusao 

Devido a similaridade da formula.;ilo de Hamilton para sistemas continuos e discretos, 

devemos encontrar expressoes altemativas para T e U atraves de Elementos Finitos analogas aos 

modelos discretos da forma a seguir: 

T= .!.(x'Mx) e U= .!.(x'Kx) 
2 2 

(3-37), 
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definindo assim matrizes de rigidez K G a obtida por TAPIA, 1998) e massa M. 



4 Metodo dos Elementos Finitos 

1 Introduylio 

0 Metodo dos Elementos Finites consiste em urna tecnica de resoluyao nurnerica de 

equayoes diferenciais em dominies finites contidos em espayos Euclideanos n-dimensionais. A 

razao de tal nome e devido ao fato de dividir-se o dominic em questao em sub-dominies menores. 

1.1 Definiylio dos Elementos 

Seja o dominic Q c En. Definimos urn nillnero finite 'm' de pontes r; e Q ( i = 1, ... , m) 

que por sua vez definem urna aproximayao Q' sobre Q de forma que r; e Q'. Tais pontes sao 

chamados de nos globais. A diferenya entre Q e Q' corresponde ao erro de aproximayao de Q. 

Definem-se, entao, urn nillnero finite 'p' de subdominios desconexos Q; (i = l, ... ,p) ditos 

elementos finites, de forma que: 

'i i * j 

. A reuniao Q* = Uf=1 Q,e dita regiao desconectada. Para cada elemento Q; assoc1a-se urn 

nUJ:nero finite 'k' de pontes r? E Q; (j = !, ... , k) que sao ditos nos [ocais. 

0 proximo passo e mapear Q* sobre Q', ou seja, fazendo urna correspondencia entre os 

nos de urn dado subdominio Q; e Q'. A isso dii-se o nome de conexao (Loula & Galeao, 1976). 

1.2 Aproximac;iio da Soluc;iio 

Seja urna funyao f: Q ~ V que queremos aproximar. Seja r*: Q' ~ V urna funylio que 

deve aproximar f. Cada urn dos elementos Q; e dominic de funyoes locals fi de forma que f;, f E 



w (i = l, ... ,p), onde W c H (ou R"': espa9o de Hilbert). Cada uma das fun9oes locais fi e 

aproximada por funyoes fi* e V (onde V e um subespayo finito de fun9oes de dimensao k), onde 

v e previamente definido atraves de uma base a = [ (jl], <pz, ..• , <jlk]; geralmente utiliza-se do 

espas:o das fun9oes polinomiais pela simplicidade deste e pelo fato de ele ser denso em H. Para 

determinar as fun90es fi* apJicam-se OS chamados metodos de aproximayao. 

2 Metodos de Aproxima9iio 

2.1 Metodos Residuais 

Sao chamados metodos residuais todos os criterios de aproximayao que sao expressos 

sob a forma: 

J w<I>(r )d~l= 0 (4-1) 

n 

sendo que 

r = T(f*)- g , <I>(r) = 0 <=> r = 0 (4-2) 

e 

w e chamada funyao peso. 

A defini9ao de <I> e w dii origem aos viirios metodos residuais dentre os quais temos 

Galerkin e Minimos Quadrados dentre outros (LOULA e GALEAO, 1976). 

19 



2.2 Metodos V ariacionais 

Os metodos variacionais trabalham o problema variacional correspondente ao problema 

de valor de contomo. 

Seja A urn operador linear sob H, simetrico e positive definido; entao, existe o seguinte 

funcional: 

I( f)=< A( f), f>- 2 < g, f> (4-3), 

cujo valor estacion:lrio e alcan<;ado pela fun<;ao f que satisfaz o problema de valor de contomo. A 

solu<;ao do problema e dada pela resolu<;ao da equas;ao de Euler- Lagrange (e as condi<;oes de 

contomo associadas correspondente ao funcional acima), e, por isso mesmo, corresponde ao 

proprio P. V. C .. 

Estes metodos operam diretamente com o funcional ao inves das equa<;oes diferenciais 

(como fazem os metodos residuais) e, por consequencia, sao chamados de metodos diretos. Entre 

tais metodos destacamos, como exemplo, o de Raylegh- Ritz onde substitui-se f* no funcional e 

impoe-se que o gradiente deste (em V) seja nulo. 

3 Aplica«;lio do Metodo dos Elementos Finitos ao Problema Dinamico 

0 Metodo dos Elementos Finitos, do ponto de vista matemiitico, e uma tecnica de 

resolus:ao numerica de equa<;oes diferenciais lineares. 0 primeiro passo neste sentido e a 

transforma<;ao da equas:ao diferencial (formulas:ao forte) em uma equas:ao integral (formulas:ao 

fraca ou variacional). Dentre os metodos que fazem tal conversao, podemos citar o dos Residues 

Ponderados que utiliza da imposi<;ao de condi<;ao de ortogonalidade. Para os casos onde podemos 
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ter urn funcional associado ao problema, podemos utilizar o metodo de Rayleigh - Ritz que tern 

por metodologia a busca de valores dos parfunetros que minimizam o funcional associado. 

Neste trabalho o funcional adotado e dado pelo Principia de Hamilton e a Lagrangeana, 

dada pela diferen9a entre a energia cinetica e a potencial (vide apendice). Sabemos que a energia 

cinetica T e dada por: 

T = ~ J<u) 2 
dm (4-4) 

m 

sendo m a massa e li. a velocidade. A energia potencial, por sua vez, e dada por : 

V= ~ J(T·E)dv (4-5) 
v 

sendo T o tensor das tensoes e definido a partir da expressao da for9a resultante F sobre uma 

superficie e E e o tensor de deforma91i.o infinitesimal de deforma91i.o: 

F= fTndA (4-6) 

A 

sendo n urn vetor unitario normal it superficie e A a superficie onde procede-se a integrac;:ao. E e 

dadopor: 

1 
E = - [Vu + (Vu)'J 

2 
(4-7) 

sendo u o vetor deslocamento. Como trabalhamos com a hipotese de linearidade fisica, a relac;:iio 

constitutiva entre T e E e dada por: 

T=DE (4-8) 
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sendo D o tensor constitutive e e func;ao apenas do material. Nao entraremos em detelhes do 

procedimento para a obtenc;ao da matriz de rigidez a partir da expressao da energia potencial 

acima pois tal aspecto foge ao escopo deste texto e ja foi objeto de estudo de trabalhos 

anteriores, inclusive do trabalho de analise (estatica) de placas (TAPIA, 1998) a qual o presente 

trabalho pretende complementar com a implementac;ao da analise dinfunica. 

0 trabalho das as:oes extemas e dado por: 

We= J(f·u)dv (4-9) 
v 

sendo fa forc;a por unidade de volume. A determinac;ao da as:ao extema fa partir de (4-9) 

tarnbemja foi objeto de estudo de TAPIA (1998) e, portanto, nao sera apresentada aqui. 

Sabendo que : 

dm=pdv 

podemos substituir em (4-4), ficando entao: 

T = .!. fp(u) 2 dv 
2 v 

(4-10). 

Adotando a base do subespac;o vetorial das func;oes de aproximac;ao [ \jl;], adotarnos que: 

u "' 2: ( u i \jl;) (4-11) 

sendo u; = u ;(t) as componentes da func;ao aproximadora da soluc;ao na base acima definida e \jl; 

= \jl;(r). E1evando ao quadrado, ficarnos com: 

(4-12) 

22 



sendo '¥ = [\fli\jlj]nxn e li = [u;]nxl· Substituindo (4-12) em (4-10), ficamos com: 

sendoM: 

M= fp'I'dv 

A expressao ( 4-13) tern o formate amilogo ao da energia potencial, que e dado por: 

1 
V = - [u "(Ku)] 

2 

(4-13) 

(4-14). 

(4-15) 

sendo K a matriz de rigidez e u = u(t) o vetor de deslocamentos com rela<;iio as coordenadas 

locais. Os termos entre colchetes de (4-13) e de (4-15) e a forma quadratica de M e K 

respectivamente. Como M e fun<;iio de parfunetros ligados a inercia ao movimento, esta matriz e 

denominada matriz de massa. Por (4-12) podemos verificar que M e simetrica e da propria 

defini<;iio de energia cinetica sabemos que esta jamais pode assumir valores negativos; 

concluimos, entao, que a forma quadratica de M deve sempre ser positiva, o que resulta em M ser 

positiva definida. 

3.1 Formulayiio do Elemento 

Neste trabalho, o elemento a ser utilizado na discretiza<;iio e urn elemento do tipo plano 

triangular onde os graus de liberdade sao deslocamentos de transla<;iio no plano do elemento e 
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normal a ele (sistema de coordenadas ortononnal) e rota9ao em tomo dos eixos paralelos a 

superficie plana. 

z 

y 

Figura (4-1): Sistema de coordenadas espaciais para os deslocamentos. 

Tais deslocamentos sao justificados pelo desenvolvimento abaixo relativo ao 

cisalhamento. 

Desenvolvendo a fun9ao de estado u em serie de Taylor ern tomo de z = 0 e 

desprezando os tennos de segunda ordem em diante, temos: 

u "' uo + zV(k. u)(z = 0) (4-16) 

sendo k o versor na dire9iio de z. 

Admitindo que: 

(4-17) 

este resultado fica 

conhecido por Teoria de Defonna9ao de Cisalhamento de Prirneira Ordern (Reissner/ Mindlin), 

segundo K. H. Lo, R. M. Christensen e E. M. Wu (1977); A. Chate e K. Makinen (1994); A. K. 

Ghosh e s. s. Dey (1992); J. N. Reddy (1984) e Tapia (1998). Portal teoria, OS nos sao passiveis 
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de ate 5 graus de liberdade. Como na expressao da energia cinetica esta presente o quadrado da 

norma da velocidade, temos: 

(u i = (u oi + 2[uo. V'(k. u)] + [V'(k. u)]
2 

(4-18). 

Definindo urn novo vetor de deslocamentos como segue: 

( 4-19), 

podemos escrever ( 4-18) como uma forma quadratica em 6 : 

1 0 0 0 z Uo 

0 1 0 -z 0 Vo 

6 'A 6= [u o vo woBxBy] 0 0 1 0 0 Wo (4-20) 

0 -z 0 z' 0 ex 
z 0 0 0 z' ey 

Note que A e funs:ao apenas de z. Admitindo que cada laminado de comp6sito tenha 

massa especifica uniforme, temos: 

(4-21) 

Io = ~ p Adz = t [p, t' Adz J (n: nillnero de laminas) (4-22). 

hi+I -hi 0 0 0 
h/'+1- h: 

2 

0 hi+! -h, 0 
hi2- hi:l 

0 
" 2 

Io = 2>, 0 0 hi+! -h, 0 0 (4-23). 
i:=l 

hi2 -hi!l hi:l- hi3 
0 0 0 

2 3 
hi:J- h;z 

0 0 0 
h:+l- h? 

2 3 
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No caso presente, estamos trabalhando com elementos triangulares de 7 nos onde temos 

um no central com um grau de liberdade (deslocamento wo) e os outros 5 graus de liberdade (uo, 

v0, w0, ex e 8y)· Segundo KOSMATKA, 1992, ao mapearmos um elemento triangular generico 

porum elemento isoparametrico, temos: 

sendo: 

e 

x=HX q 

X= [XI Xz X3 X4 Xs X6] (vetor das coordenadas x locais) 

(4-24), 

(4-25), 

(4-26) 

(4-27). 

Ainda segundo KOSMATKA, 1992, atraves de processes de condensas:ao estatica pode

se mostrar que: 

(4-28) 

sen do 

W*' =[WI Wz W3 W4 Ws W6 W13] (4-29) 

( 0 no 13 e remanescente do elemento original de 13 nos anterior a condensas:ao estatica), 

(4-30), 
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(4-31) 

( os veto res anteriores referern-se a deslocarnentos dos nos do elernento ern coordenadas locais ), 

sendo 

H t,-

H t-
3 -

~s, [a,s3 (?, - sJ+ a,?,(?, - sJ] 

~?,[a,?,(?, -?,)+a,?,(s2 -?J] 

~s 3 [a,?,(s 3 -?,)+a,?,(?, -?3)] 

2 
3a,?,?,(?, -?,) 

2 
3a,?,?,(?, -?,) 

2 

3a,?,?3(s3 -sJ 

.!..s-,(3?, -2X3s, -1)+3?,'(?, +?,)-.!..s-Js-,(3?, +1)+?,(3?, +1)] 
2 2 

.!..s-,(3?, -2X3s, -1)+3si(s-, +s-J-.!..s-,[?,(3?, +1)+?,(3?, +1)] 
2 2 

.!..s-,(3?, -2X3s, -1)+3?,'(?, +?,)-.!..s-,[?,(3?, +1)+?,(3?, +1)] 
2 2 

?,?,(12?, -8+12?,) 

?,?,(12?, -8+12?,) 

?,?,(12?, -8+12?,) 

27?,?,?, 

(4-32) 

Pelo que foi visto acirna, podernos dizer que: 

8 =H*D.* (4-34) 

sen do 
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H• 0 0 0 

1J 0 H• 0 0 

H*= 0 0 H, H, . (4-35), 

0 0 0 H• ;.J 0 0 0 0 

1':.*' = [U' v' W*1 Elx
1 

Ely'] (4-36) 

sen do 

u' = [U1 Uz U3 U4 Us U6] (4-37) 

e 

(4-38). 

A expressao da energia cim\tica fica como segue abaixo: 

(matriz de massa do problema) ( 4-40). 

0 proximo passo e resolver a integral numericamente fazendo uso da quadratura Gaussiana. 

3.1.1 Quadratura Gaussiana 

A quadratura Gaussiana e urn metodo de integras;ao numerica que, como a maioria, 

baseia-se em interpolas;ao polinomial do integrando, o que resulta em expressoes do tipo: 

r J(x)dx ~ tJ(x;}w; 
i=l 

(4-41) 
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sendo a ~ Xi ~ b e Wi o peso associado. A defini<;iio dos pontos de interpola<;iio e dos pesos 

definem cada urn dos metodos de integra<yiio nurnerica. Na quadratura Gaussiana OS pontos de 

interpola<;iio sao as raizes dos polin6rnios utilizados na integra<;ao. No caso do polinomio 

interpolador ser de grau n, a integra<yiio sera exata para polinomios de ordem 2n + l. Ao aplicar a 

quadratura costurna-se mapear os elementos por urn elemento denominado mestre com a devida 

mudan<ya para coordenadas admensionais. 

"""""------- T,(i;) = r 

T,"1(r) =I;--------->,,-

(O,O)L.-___ _,__..t;l 

(l,o) 

r
1 

= (x, y) e 1;1 
=(I;~, /;2) 

Figura (4-2): Exemplo de mapearnento de elemento mestre a urn elemento generico. 

Pode-se provar que: 

Jr(r)dn = f ~r(~;)Jidsldsz 
Qe nm 

sendo J a matriz Jacobiana. A quadratura devera ser aplicada ao elemento mestre: 

Segundo Kosmatka, 1992, a matriz Jacobiana para este caso pode ser expressa por : 
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OX ox _2:_ _ _2:_ -----

J= 
o{;, o{;, 8{;, o{;, 

(4-44). 
OX Ox 8y_8y 
-----
8{;2 8{;, o{;, 8{;, 

4 Conclusiio 

A modelagem por Elementos Finitos e o gancho entre o problema continuo e o discreto 

onde definem-se as matrizes (rigidez e massa) e o vetor de cargas. Procuramos esclarecer esta 

modelagem com este capitulo adicional. 
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5Exemplos 

1 Introdu~ao 

Alguns exemplos presentes em KOSMATKA, 1992, PALERMO JR. & SIMOES, 2001 

e BRUCH, 1973 foram executados para fins de compara91io com os resultados destes. Neste 

capitulo estao expostos os exemplos tratados neste trabalho. 

2 Exemplo I 

Este exemplo foi extraido de KOSMATKA,1992. Consiste de uma placa triangular de 

a9o engastada em uma das bordas e livre no resto conforme a figura (2-1 ): 

r 
1o" I 

~ -------------· 

1~ ... 1 
10" 

Figura (5-1): Placa do exemplo I 



Dados do material: 

E = 3 x 107 Psi; 

G = 12 x 106 Psi; 

v = 0,2750; 

p = 0,283 lb/in3
; 

h = 0,061 in. 

Este exemplo foi testado com as seguintes discretizas:oes: 

Figura (5-2): Discretiza9oes da placa 

3 Exemplo II 

Este exemplo, como o anterior, foi extraido de KOSMATKA, 1992. Trata-se de uma 

placa retangular laminada (composta de 20 laminas) engastada em uma das bordas e livre no 

resto como disposto na figura abaixo: 

32 



a--------------------pi 3" 

1---------------------' 
'~ ~ 

9" 

Figura (5-3): Placa do exemplo II 

Dados do material (grafite/ epoxi): 

EL = 22,43 x 10
6 

Psi; 

ET = 1,45 x 10
6 

Psi; 

GLT = 9,17 x 10
5 

Psi; 

VLT = 0,250; 

Vrr = 0,400; 

p = 0,05781 lb/in
3

; 

h = 0,005 in. 

A discretizavao proposta apresenta-se na figura (3-2): 

n=2 

n=1 

Figura (5-4): Discretizavoes do exemplo II para n = 1 e n =2 
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Figura (5-5): Discretizayao para n = 4 

4 Exemplo III 

Este exemplo foi extraido de PALERMO & SIM6ES, 2001. Trata-se de uma placa 

quadrada de 2m de !ado com todos os !ados apoiados onde foi aproveitada a propriedade de dupla 

simetria na primeira discretizayao apresentada na figura ( 4-1 ). Suas caracteristicas sao: 

E = 2 05 x l011Pa· , , 

G = 78.846.153.846,2 Pa; 

v = 0,3; 

p = 7.850 kg/m
3

; 

h=0,06m. 

Figura (5-6): Discretizayoes do exemplo III 
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5ExemploiV 

Este exemplo foi extraido de BRUCH, 1973. Trata-se de uma placa quadrada de S,Om 

de lado simplesmente apoiada. Suas caracteristicas sao: 

E = 2 1 x 10
6
tfi'm

2
• 

' ' 
G = 889.830,508475 tf/m

2
; 

v = 0,18; 

p = 0,245 ts
2 

/m
4

; 

h=O,l m. 

6 Conclusiio 

Figura (5-7): Discretiza<;ao do exemplo IV 

A sele<;ao de tais exemplos atende a objetivos especificos. 0 primeiro exemplo, extraido 

de KOSMATKA, 1992, serve para ilustrar o impacto do refmamento da discretiza<;ao nos 

resultados (teste de convergencia). 0 segundo, tambem extraido de KOSMATKA, 1992, testa o 

desenpenho para o caso de placas com mais de uma lamina. 0 terceiro exemplo, extraido de 

pALERMO JR. & SIMOES, 2001, objetiva-se a aplica9ao da metodologia a exemplos abordados 

sobre outra 6tica (elementos de contomo) e confrontar os resultados do LAMIST com os do 

trabalho citado acima e te6ricos. Uma observa9ao que deve ser feita e a de que a sirnula<;ao feita 

neste ultimo exemplo por PALERMO JR. & KLAFKE, 2000 dividia a viga em oito elementos 

justificando-se assim a forma de discretiza9ao proposta no presente trabalho. 
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6 Resultados 

1 Introdu.;ao 

Sao apresentados aqui os resultados dos exemplos citados no capitulo anterior 

confrontados com os obtidos pelas fontes dos exemplos (KOSMATKA, 1992, PALERMO JR. & 

SIMOES, 2001 e BRUCH, 1973). Sao comparados os valores das menores frequencias naturais. 

2 Resultado I 

Abaixo esta a tabela (7 -1) com os val ores das seis primeiras frequencias naturais em Hz 

obtidas juntamente com os valores de KOSMATKA, 1994: 

n=l n=2 n=4 experimental 

1 39,26 39,25692 37,53 37,73361 36,8 37,76558 34,5 

2 173,8 174,865 153,5 154,2863 143,3 144,2575 136 

3 350,9 353,1779 231,8 232,7049 200,7 201,2431 190 

4 3.408 3.436,292 440,1 442,5095 356,0 357,7286 325 

5 7.111,934 856,1 859,5098 509,5 511,6886 441 

6 10.443,77 1.039,0 1.044,519 677,0 680,3211 578 

Tabela (6-1): Valores das frequencias naturais (Hz) do exemplo I. 

Para cada "n" sao apresentadas duas colunas. Nas colunas a esquerda sao apresentados 

os valores de KOSMATKA, 1994 e a direita, os valores obtidos no presente trabalho. Os valores 

experimentais foram extraidos de KOSMATKA, 1994. 



3 Resultado II 

Os resultados das frequencias naturais em Hz para o segundo exemplo de 

KOSMATKA, 1992 para n = 1 estao na tabela (7-2) abaixo (Kosmatka, LAMIST e 

experimental): 

KOSMATKA, 1992 LAMJST Experimental 

1 70,60 73,02848 69 

2 279,7 258,7326 270 

3 437,9 455,6538 427 

4 952,8 896,7102 890 

5 1.227,2 1.275,509 1.155 

6 1.614,4 1.549,618 1.426 

7 1.787 1.806,920 

8 2.016,9 1.924,532 1.738 

Tabela (6-2): Frequencias Naturais do exemplo II para n = 1 segundo Kosmatka, LAMlST e 

experimental. 

Os resultados experimentais sao extraidos de KOSMATKA, 1994. 
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KOSMATKA, 1992 LAMIST Experimental 

1 70,15 72,84673 69 

2 272,4 252,4146 270 

3 434,7 453,6366 427 

4 898,9 847,5839 890 

5 1.202,1 1.247,686 1.155 

6 1.387,5 1.332,494 1.426 

7 1.739,6 1.713,925 

8 1.770,3 1.760,135 1.738 

Tabela (6-3): Frequencias Naturais do exemplo ll para n = 2 segundo Kosmatka, LAMIST e 

experimental. 

KOSMATKA, 1992 LAMIST Experimental 

1 70,0 86,41910 69 

2 271,5 335,1345 270 

3 433,8 399,3535 427 

4 888,3 838,7531 890 

5 1.196,5 1.242,617 1.155 

6 1.370,9 1.318,919 1.426 

7 1.730,3 1.686,388 

8 1.737,1 1.749,94 1.738 

Tabela (6-4): Frequencias Naturais do exemplo ll para n = 4 segundo Kosmatka, LAMIST e 

experimental. 
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4 Resultado III 

Este exemplo foi extraido de PALERMO JR. & SIMOES, 2001. Os resultados da 

primeira discretizayao (figura (4-1)) sao apresentados na tabela (7-5) e da segunda na (7-6) (todas 

as :frequencias deste exemplo estao expressas em radls): 

PALERMO JR. Frequencias te6ricas LAMIST 

1 459,02 457,88 457,1267 

2 1.153,90 1.144,70 2.293,855 

3 1.153,90 1.144,70 2.310,276 

4 1.855,13 1.831,52 4.427,774 

5 2.329,40 2.289,40 -----------

6 2.320,40 2.289,40 -----------

7 3.038,84 2.976,22 -----------

8 3.038,88 2.976,22 -----------

9 4.000,24 3.891,98 -----------
10 4.000,25 3.891,98 -----------

11 4.238,08 4.120,92 -----------

Tabela (6-5): Resultados da 12 discretizayao do exemplo Ill entre LAMIST, Palermo Jr. e te6rico 

Os resultados de PALERMO JR. & SIMOES, 2001 referem-se a discretizayao de 512 

celulas. 
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PALERMO JR. Frequencias te6ricas LAMIST 

1 459,02 457,88 458,0980 

2 1.153,90 1.144,70 1.170,787 

3 1.153,90 1.144,70 1.170,787 

4 1.855,13 1.831,52 1.824,126 

5 2.329,40 2.289,40 2.497,433 

6 2.320,40 2.289,40 2.570,597 

7 3.038,84 2.976,22 3.337,126 

8 3.038,88 2.976,22 3.337,127 

9 4.000,24 3.891,98 4.641,352 

10 4.000,25 3.891,98 4.641,356 

11 4.238,08 4.120,92 4.891,581 

Tabela (6-6): Resultados da 22 discretizas:ao do exemplo ill entre LAMIST, Palermo Jr. e te6rico 

5 Resultado IV 

Na tabela (7-7) sao apresentadas as frequencias naturais (em radls) obtidas por BRUCH, 

1973 com uma malha de 8 x 8 celulas, os valores te6ricos apresentados pelo mesmo e os valores 

obtidos via LAMIST: 

BRUCH Te6rico LAMIST 

1 66,875 67,838 68,00992 

2 167,135 169,597 174,6101 

3 262,653 271,355 272,0895 

4 331,54 339,194 375,1330 

Tabela (6-7): Frequencias naturais obtidas por BRUCH, LAMIST e te6ricas 
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6 Conclusio 

Os resultados evidenciarn urn born desempenho do elemento quando confrontado com 

outros resultados. Os testes mostrarn, porem, que os resultados divergem a partir de urn certo 

refinarnento da malha. Tal ocorrencia deve-se ao aumento do erro nurnerico a ponto de tomar-se 

preponderante sobre o erro te6rico de aproximavao do MEF. 

41 



7 Conclusoes e Propostas de Trabalho 

Pelo observado nos resultados (capitulo 7), o elemento obteve um born desempenho. 

Seus resultados sao bastante pr6ximos dos valores te6ricos de frequencias naturals obtidos em 

outros trabalhos. Com o aumento das :frequencias, o erro vai aumentando. A razao dos valores 

nao coincidirem com os de KOSMATKA,l992 devem-se ao tipo de integra9ao adotado alem de 

erros de precisao computacional. 

A grande dificuldade neste trabalho (que levou a um excessive consumo de tempo) foi a 

altera<;ao de c6digo de um programa original (LAMIST). Tal op9ao mostrou-se extremamente 

contraproducente. 0 c6digo nao estava estruturado o que tomava dificil a compreensao do que 

havia sido implementado. Isto acabou por gerar muitas idas e vindas no trabalho. 0 grande 

"gargalo" do trabalho foi a confec9ao do c6digo. Muita coisa referente ao que j a estava 

implementado acabou por ser alterada. 

Uma forma de evitar os problemas descritos acuna sena atraves da mudan9a de 

paradigma. A adoyaO da filosofia da OrientayaO a Objetos e de grande valia para projetos 

executados a muitas maos como e o caso. Alem de disciplinar o processo de programa91io, 

encapsula o que ja esta implementado poupando o programador de precisar entender m6dulos 

pre-existentes. A sugestao nao consiste de migrar de uma linguagem estruturada (no caso o 

FORTRAN) para uma Orientada a Objetos mas apenas mudar a filosofia de programa9ao 

(mantendo a mesma linguagem). 

Com relayao a propostas de trabalhos futuros poderia citar: 

1) implementa91io da matriz de amortecimento proposta por QIAN, 1998; 

2) otimizar a solu91io do autoproblema com vista a aumentar a velocidade de execu91io; 

3) tratar o problema nao-homogeneo no dominic do tempo via integra9ao neste ( vide 

solu9oes completas no capitulo 3); 

4) implementar a analise dinamica (incluindo os itens (1), (2) e (3)) as cascas. 



Pensando nesta continuidade muitos dos modelos matematicos necessanos (como o 

tratamento se sistemas niio-homogeneos amortecidos) foram apresentados no presente trabalho. 0 

passo seguinte seria a formulaviio da matriz de amortecimento C via capacidade de 

amortecimento especifica (QIAN, 1998) para o elemento proposto. 
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Apendice 

Sistemas Dinamicos Discretos 

1 Modelagem Matematica de Sistemas Dinamicos Discretos 

Observa<;:ao: no presente texto, salvo men<;:ao em contrfuio, as fun<;:5es em negrito 

referem-se a tensores de primeira e segnnda ordens (vetores e matrizes respectivamente); as 

outras, a escalares (tensores de ordem zero) e a expressao sistemas dinamicos discretos referem

se ao espa<;:o pois neste texto o sistema e continuo no tempo. 

Os metodos classicos de analise de sistemas dinamicos discretos consistem em 

determinar as equa<;:5es que modelarn o sistema (y = y(t)) atraves de rela9oes diferenciais 

incluindo suas condi9oes iuiciais (yo = y(to), y'o= y'o(to), ... , y<p-I)o= Yo(p\to)). Dizemos que urn 

sistema dinftmico e discreto se 0 nfunero de variaveis que definem 0 estado e fiuito. 

Usualmente, os metodos empregados sao baseados nos chamados metodos variacionais 

(Equa9oes de Euler-Lagrange) para a determina9ao das equa9oes diferenciais de estado. Dado urn 

problema, define-se urna base a= [y~, ... ,yj, ... ,ym] para o espa90 de estados G=l, ... ,n n:dimensao 

do espa9o de estados). Aplica-se, entao, o Principio de Hamilton de forma que tenhamos urna 

expressao do tipo: 

o l (L + w., )dt = 0 

' 
(1) 

sendo o campo escalar L = L(y )(y
1 = (y~, ... ,yj, ... ,ym)) conhecido como Lagrangeano, Wnc = Q'oy e 

0 trabalho das for<;:as nao-conservativas e a integral e aplicada a todo 0 dominio Q, Q1 = 



(Ql.···,Qb···,Qm) e Q = Q(t) e a chamada for9a generalizada e (oy)' = (oy~, ... , oyj, ... , oym)· Com a 

formula9ao de Hamilton, pode-se a aplicar as Equa91'ies de Lagrange dadas a seguir: 

i = 1, ... ,m (2) 

sen do 

d(p-j) 
(p-j) - Y; 

Y; - dt<p-j) (3). 

Aplicando as equa9oes acima, chega-se em algo do tipo: 

(p)- ( ' (p+1) Q) y - g t, y, y , ... , y ' . . - ('·) , , ('·) (p-1)- (p-1)( ) c.1.. Yo- Y "' , Y o=y o "' , ... , Yo - Y to (4) 

sendo c.i. as condi9oes iniciais. 

Existe uma propriedade dos sistemas de equa91'ies diferenciais que estabelece que 

qualquer sistema onde seja possivel isolar a derivada de maior ordem pode ser transformado em 

urn sistema de primeira ordem. A utilidade de tal procedimento e a de padronizar o formato do 

sistema para facilitar o emprego de urn eventual metodo de resolu9ao numerica (por exemplo o 

metodo de Runge-Kutta que e empregado em pacotes computacionais como o MATLAB). Eo 

que e feito a seguir. 

Fazendo: 

y = g(t, x, u) e x(to) = Xo (5) 

ficamoscom 

dx =f(t xu) 
dt ' ' 

c.i.: x(to) = Xo (6) 
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sendo esta denominada equayao de estado. 

Em sistemas dinfu:nicos, a chamada fun9ao de saida (u e a fun9ao de entrada) geralmente 

pode ser obtida por outros metodos de acordo com o tipo de sistema que esta sendo utilizado 

(note que foi usado urn metodo variacional como exemplo para a obtenyao da equayao de estado 

devido a sua generalidade de aplicayaO ). A funyaO de saida e dada por: 

y = g(t, x, u) (7). 

As equa9oes (6) e (7) sao chamadas equa9oes na forma de estado. 

Como exemplo, no caso de sistemas dinfunicos estruturais, que e o abordado neste 

trabalho, a fun9ao de entrada e dada pelo vetor de a9oes extemas, a fun9ao de saida e o vetor de 

esfor((OS solicitantes ( cuja expressao pode ser obtida a partir da 22. Lei de Newton) e o estado sao 

os deslocamentos (cuja expressao pode ser obtida pelas equa9oes de Lagrange). 

1.1 Discussao Sobre Estabilidade de Sistemas 

0 proximo passo e determinarmos a condi9ao estacionaria, ou seja, determinarmos o(s) 

valor(es) de Xe = x para o qual verifica-se a expressao abaixo: 

f(t, Xe, u) = 0 'v't E IR (8). 

E importante tambem definirmos a(s) regiao(oes) do espayo W para o qual seus pontos 

interiores, escolhidos como condi91io inicial, geram soluyoes que convergem para urn dado 

equilibria ( ou seja, urn subdorninio deW para cada ponto estacionario Xe). 

Determinado(s) este(s) valor(es), deve-se analisar a estabilidade do sistema na(s) 

vizinhan9a(s) deste(s) ponto(s). Uma possibilidade para proceder a essa analise e provocar urn 
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pequeno deslocamento arbitnlrio em rela((ao a sua condi((ao estacionaria e verificar o efeito 

resultante : 

1) equilibrio inst{!Vel : as trajet6rias, em W, divergem de x., com o aumento 

de t, ou seja, a solu((ao tende a afastar-se deste equillbrio; 

2) equilibrio indiferente : o sistema permanece em regime estacionario na 

nova condi((ao imposta; 

3) equillbrio estavel : as trajet6rias, em W, convergem para x., com o 

aumento de t, ou seja, a solu((ao tende a retomar ao equillbrio. 

0 exemplo anterior e bastante elucidativo do ponto de vista fisico, porem e pouco 

operaciol matematicamente. Urn metodo bastante consagrado para analisar a estabilidade de 

sistemas e o chamado Segundo Metodo de Liapunov, que permite-nos investigar a estabilidade 

sem a necessidade de solucionarmos a equa((ao (em geral, a soluvao de equa((oes nao-lineares e 

muito dificil). 

Definivao: Dizemos que uma fun((ao escalar invariante no tempo V(x) e positiva -

definida em urn dominio Q (OeQ) se: 

V(x) > 0 e V(O) = 0 \i xeQ ex,: 0 (9); 

uma fun9ao V(t, x) e positiva- definida em Q se existir V(x), como definida acima tal que : 

V(t, x) > V(x) e V(t, 0) = 0 \i t ;:: to (10). 

Uma fun((aO V(t, x) e definida negativa se -V(t, x) for positiva-definida. 

Com as defini((oes acima, podemos enunciar o Teorema da Estabilidade Principal de 

Liapunov. 
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sen do 

Teorema: Dado urn sistema cuja equayao de estado seja dada por: 

i= f(t, x) 

f(t, 0) = 0 

existir uma funyao escalar V(t, x) tal que: 

1) V(t, x) e definida positiva; 

2) v (t, x) e definida negativa 

'<I t real 

entao o equilibrio na origem e uniforme e assintoticamente estavel (OGATA, 1996). 

(11) 

(12), se 

No caso do sistema ser conservative, as trajet6rias nao convergem para o ponto 

estacionario, mas descrevem trajet6rias fechadas em W. 

Pode ocorrer tambem de sistemas dinfunicos apresentarem comportamento ca6tico. Tal 

comportamento consiste em o sistema ser extremamente sensivel as suas condiy5es iniciais de tal 

forma que as regi5es de convergencia no espayo de estados confundem-se a tal ponto de compor 

uma geometria de natureza fractal. Fractals sao entidades geometricas cuja defini9ao mais aceita e 

a de que suas dimensoes, dadas pela formula: 

d =-logE (n) (13) 

sendo n e o nillnero de partiy5es e E e a escala sao superiores as suas dimensoes topol6gicas e 

inferiores as dimens5es euclideanas do espayo em que estao imersos. Como sistemas ca6ticos sao 

muito sensiveis as condi9oes iniciais, os resultados gerados por processes numericos tern pouco 

significado fisico devido as incertezas associadas ao sistema e a sua soluyao e, neste caso, faz-se 

uma abordagem de natureza topol6gica do sistema, procurando classifica-lo em algum grupo de 

sistemas que tenham comportamento qualitative semelhante. 

1.2 Lineariza~ao de Sistemas 
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Supondo que a analise feita tenha concluido que o sistema e estavel em urn dado 

dominic do espas;o W, o passo seguinte e estudar o comportamento da solus;ao nas vizinhans;as da 

condis;ao estacionliria. Admitindo ser f de classe C1 
na vizinhans;a do ponto estacionario ern 

questao, pode-se expandi-la em serie de Taylor ate os termos de prirneira ordem em x: 

f(t,x,u)~(t,xo,u)+[gradx[f(t,xo,u)]](x-xo)=[gradx[f(t,xo,u)]](x-xo)=A(x-xo) (14). 

Expandindo os termos restantes em relas;ao au em tomo de u0 = 0, temos: 

-[gradx[f(t, xo, u)]]xo ~ -[gradx[f(t, xo, O)]]xo - [grad.[grad,[f(t, xo, O)]]xo]]u = 

= -[grad.[grad,[f(t, Xo, O)]]xo]]u = Bu (15). 

Substituindo (14) e (IS), temos a funs;ao linearizada: 

portanto: 

f(t,x,u) = A(t) x(t) + B(t) u(t) 

dx =Ax+Bu 
dt 

condis;oes iniciais: x(to) = xo 

Podernos utilizar procedimento ana!ogo para a funs;ao de saida, tendo entao: 

y=Cx+Du 

(16), 

(17). 

(18). 

Nesta abordagem, incorporamos referencias a OGATA (1996), porem optando por 

formular as expressoes apenas atraves de matrizes quadradas e colunas (vetores), ao contrario 

deste que trabalha com matrizes retangulares. Atraves da representas;ao de diagrama de blocos no 

dominic do tempo, temos: 

D 

Ldt 



u(t) + x'(t) x(t) + 

+ + y(t) 

Figura (1): Diagrama de blocos representando o sistema linearizado acima no dominio 

do tempo. 

Temos, entao, um sistema linear nao-homogeneo onde u e dita funs;ao de entrada , y e a 

funs;ao de saida ex e a funs;ao de estado. Temos: 

dA = dB = dC = dD = O 
dt dt dt dt 

(19), 

dizemos que o sistema e invariante no tempo. Supondo ser este o caso presente, podemos resolver 

o sistema com o auxilio da Transformada de Laplace. 

1.3 Transformada de Laplace 

As transformadas de funs;oes sao definidas da seguinte forma: 

T[f(t)] = i f(t)k(s,t)dt = F(s) (20) 

sendo a funs;ao k(s,t) chamada de nucleo da transformada, f(t) e uma funs;ao real na variave1 t e 

F(s) e uma funs;ao complexa na variavel s. 

No caso de termos: 

k(s,t) = e·" (21), 

e, definirmos o dominio de integras;ao de 0 ate +oo, esta transformada e conhecida por 

Transformada de Laplace representada por L[f(t)]: 

L[f(t)] = f f(t)e-" dt 
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A Transformada de Laplace possui urna serie de propriedades que iremos destacando 

conforme necessidade oportuna. Como aplicac;:ao imediata da Transformada, temos a resoluc;:ao de 

sistemas lineares. A Transformada de Laplace permite transformarmos urn sistema linear (de 

equac;:oes diferenciais) em urn sistema linear algebrico. Tal metodo de resoluc;:ao e possivel devido 

a duas propriedades: a linearidade da transformada e a diferenciac;:ao real. 

a)Teorema: dados urna func;:ao f(t) e urna constante escalar 'a', temos: 

L[af(t)] = aL[f(t)] (23) e 

dados f1(t) e fz(t), temos: 

L[f1(t) + fz(t)] = L[f1(t)] + L[fz(t)] (24). 

Prova: 

L[af(t)] = r af(t)e-" dt =a r f(t)e-" dt = aL[f(t)] (25). 

Pode-se provar que o teorema acima tambem e valido para urna matriz constante ao 

inves de urn escalar 

L[f,(t)+f,(t)] = r[f,(t)+f,(t)V"dt = r[fl(t)e-" +f,(t)e-"]dt = 

= f f, (tV" dt + f f 2 (t)e-" dt = L[fJt)] + L[f2 (t)] 

b)Teorema: dada urna func;:ao f(t), temos: 

L[f'(t)] = s L[f(t)]- f(O) 

Prova: 
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L[df(t)] = r df(t) e-" dt df(t) dt = dv => v = f(t) u = e-" => du = -se-" (28) 
dt dt dt 

=> L[ d~~)] = [e-"f(t) 1 + s r f(t)e-" dt => L[ d~~)] = sL(f(t)]- f(O) (29). 

Estas propriedades da Transformada de Laplace sao muito uteis para a resolus:ao de 

sistemas dinamicos lineares. 

1.4 Resolu9iio de Sistemas Dinamicos Lineares com Coeficientes Constantes 

1.4.1 Resolu9iio por Transformada de Laplace 

Arbitrando to= 0 e aplicando a Transformada em (17), temos: 

L[i]= L[Ax + Bu] => s L[x]- xo =A L[x] + B L[u] => s L[x]- A L[x] = xo+ BL[u] => 

(sl- A) L[x] = xo + B L[u] (30). 

Chamando L[x] = X(s): funs:ao de entrada no chamado dominio de Laplace, Xo + BL[u] 

= R(s): funs:ao de saida (no dominio de Laplace), e multiplicando toda a sentens:a por G(s) = (si

-Ar1 denorninada funs:ao de transferencia, temos: 

X(s) = G(s) R(s) => L[x] = (sl- Ar1 [x0 + B L[u]] (31 ). 

0 diagrama de blocos que representa 0 problema no dominio da frequencia e 

apresentado a seguir: 
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P(s) 

U(s) + + E(s) X(s) + 

+ Y(s) 

Figura (2): Diagrama de blocos representando o sistema no dominio da frequencia. 

Aqui, a perturbas:ao P( s) = xo surge devido as condis:oes iniciais do problema e E( s) = 

(BU + P) - AX eo erro. 

No caso de procedermos a urna abordagem no chamado dominio da frequencia, o 

problema esta resolvido, pois trata-lo este neste dominio equivale a trata-lo no dominio de 

Laplace, fazendo a variavel s igual a roj onde ro e a frequencia natural e 'j' e a unidade imaginaria. 

Neste caso temos a Transformada de Fourier (muito utilizada em Analise de Sinais pois 

desconsidera o efeito do transitorio). Note que a resoluc;:ao do problema acima, na variavel 's', 

corresponde a resolus:ao de urn sistema linear algebrico. No passado, era usual o tratamento dos 

problemas no dominio da frequencia pela sua simplicidade matematica ja que a grande 

dificuldade do metodo e a volta ao dominio real. Na teoria modema, tem-se explorado mais a 

abordagem no dominio real pois com os recursos computacionais disponiveis na atualidade, 

tomou-se mais facil o carninho de volta. A seguir faremos o caminho de volta; antes, porem, 

devemos apresentar o chamado Teorema da Convoluc;:ao que sera de grande valia para para este 

procedimento. Nas figuras (1) e (2), o sistema foi representado atraves de diagramas de blocos 

com finalidade ilustrativa (tal representas:ao e comum na Analise de Sinais e em Teoria de 

Controle, apesar de nao ser o caso ). Para apresentarmos tal teorema e necessario inicialmente 

definirmos o chamado produto de convolus:ao. 

Definis:ao: dadas duas funs:oes f(t) e G(t) (matrizes), define-se o produto de convolus:ao: 

h(t) = G(t)* f(t) = l G(r)f(t- r)dr (32). 
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A seguir e apresentado oTeorema da Convolus;ao. 

Teorema: dadas tres funs;oes f(t), G(t) e h(t), se: 

h(t) = G(t)* f(t) <=> H(s) = G(s) F(s) (33) 

ou seja, a convolus;ao no dominio do tempo e equivalente ao produto algebrico no dominio de 

Laplace. 

Prova: 

Sejam f, g e h = G*f: 

F(s)= fc(q)e-'"dq e G(s)= fG(17)e-'"d17 (34) 

G(s)F(s) = f G(17)e-'"d17 f f(qV"'dq = f G(77)d17 f f(4'V'«'•"Jdq (35), 

fazendo ~ = t- T), tem-se: 

G(s)F(s) = r G(77)d77 r f(t -17)e-" dt = r e-" I G(77)f(t -77)dTJdt = L[f(t)*g(t)] = 

=L[h(t)] = H(s) (36). 

Aplicando o teorema da convolus;ao em (31 ), tem-se: 

x= L"
1
[(sl- Af

1 
[Xo + B L[u]]] = L"1[(sl- Af

1
Xo + (sl- Af

1
B L[u]]= 

= L"1[(si-Af
1
)xo + L"

1
[(sl- Ar1

B L[u]] (37). 

Para a primeira parcela da expressao (31 ), e necessaria que determinemos a 

Transformada inversa de Laplace. Pode-se provar que a expressao entre colchetes e a 

transformada de eAt. 
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Prova: 

A.max : maior dos autovalores de A. A fun91io exponencial para matrizes e definida a partir da serie 

de Maclaurin: 

(39). 

Para a segunda parcela de (1-14), aplicamos o teorema da convolu91io, ficando, entao: 

(40). 

Esta e a solu91io completa do sistema linearizado e invariante no tempo nas vizinhan9as 

de urn equilibrio estavel. 

1.4.2 Resolu~ao por Equa~oes Desacopladas 

0 problema din1imico a ser resolvido frequentemente aparece na seguinte forma: 

Ai+Bx=g (41). 

Sabemos que a solu91io geral deste tipo de sistema e a soma da solu91io geral do sistema 

homogeneo com uma solu91io particular do sistema nao - homogeneo. 
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1.4.2.1 Solu~iio do sistema homogeneo 

Seja a equayao diferencial homogenea associada a (41): 

Ai +Bx=O (42), 

assurnindo: (43). 

Substituindo ( 43) em ( 42), tem-se: 

(-A. A+ B) :xo e·l.t = 0 (44). 

Como e·l.t * 0 \it, temos: 

(-A.A+B):xo=O (45). 

A equayao ( 45) e urn sistema homogeneo. Como nao convem a soluyao trivial :xo = 0, para o 

sistema admitir outras soluyoes e necessaria que: 

det(-A. A+ B)= 0 (46). 

A equayao anterior exprime na forma matricial o polinomio caracteristico do chamado problema 

generalizado de autovalor e autovetor, que e escrito na forma: 

(47). 

Resolvendo inicialmente ( 46) determinando todas as raizes e substituindo cada urna em ( 4 7), 

determina-se o autovetor correspondente. Pode-se provar que para sistemas holonomicos (que 

corresponde ao caso presente) sempre teremos como soluyao urn conjunto de autovetores que 

compoem urna base para o espa9o de estados (mesmo havendo multiplicidade de autovalores). 
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No caso de sistemas nao - holonomicos, a base e obtida a partir da matriz de autovalores na 

chamada forma de Jordan, forma esta que foge aos objetivos deste texto. 

A soluc;ao do sistema homogeneo fica: 

(48) 

sendo T a matriz de transformas;ao para a base diagonalizada (cada coluna corresponde a urn 

autovetor) e \jf = [ c; e·\']nxl onde c; sao as constantes a serem determinadas pelas condis;oes 

iniciais. 

1.4.2.2 Solu<;iio do Sistema Completo 

Para encontrarrnos a solu<;i'lo particular, inicialmente multiplicamos (17) por A-
1
: 

(49). 

Assumindo x = T y e substituindo em (49): 

(50). 

Multiplicando por T"
1

: 

(51). 

:E facil observar que Tea matriz de diagonalizas;ao de A"
1
B. Sendo assim, (51) pode ser escrita 

como: 

y+Ay=h (52) 
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sendo A a matriz diagonal ( dos autovalores) e h e tal que: 

(AT)h=g (53). 

A equa9ao (52) esta desacoplada de forma que as equa9oes escalares correspondentes sao da 

forma: 

(i = l, ... ,n) (54). 

Pode-se mostrar que as solu9oes das n equas:oes desacopladas (54) sao: 

(55). 

Como y = [Yi]nxb e sabendo que: 

Ty=x (56), 

determina-se x e as condi9oes iniciais perrnitem encontrar as constantes Cj. 

1.5 Resolu~;ao de Sistemas Lineares Genericos 

Supondo que em (17) A e B nao mais sao constantes e sim fun9oes de t. Rearranjando 

(17) e multiplicando tudo por uma fun9ao J.l tem-se: 

(57). 

Assumindo que: 
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(58) 

tem-se que: 

d ( -JAdt ) -JAdt -JAdt J -JAdt 
dt e x = e Bu => e x = e Budt + c (59). 

Impondo a condi9ao inicial a (59): 

(60). 

A soluyao do problema de valor inicial (17) e: 

(61). 

Esta solu91io e uma generaliza91io da soluyoes anteriores supoe os coeficientes como 

fun9oes. 

2 Sistemas Mecanicos 

2.1 Principio de Hamilton para Sistemas Mecanicos Discretos 

Sabemos que, para urn sistema onde nao hii perda de massa, a Segunda Lei de Newton e 

dada pel a seguinte expressao: 
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F; =m; a; (62) 

sendo F; a forva resultante extema, 'm;' e a massa do corpo 'i' e a;, a acelera91io a que este e 

submetido. Aplicando deslocamentos virtuais infinitesimais a cada urn dos corpos do sistema, o 

trabalho resultante sera dado por: 

o W = Z:(F; - m;a;) · or; = l:(F; - m; r ;) · or; = 0 (63). 

A expressao (63) e conhecida por Principio de D' Alembert ou Principia dos Trabalhos Virtuais. 

Sabemos que: 

:!._(r -or.)=r·· ·or+ r ·or dt 1 1 1 1 1 1 
(64) e 

(65). 

Fazendo com que: 

m; r; · or; = m; :!.._ (i: i · or;) - m; r i · or i = m; :!.._ c r i · or;) - m; oc ..!_ I r i !2
) = :!.._ (m; r i · or;) -

dt dt 2 dt 

o( ..!_ m;v;2
) = :!.._ (m; r; · or;)-oT; ::::> oW= 2: :!.._ (m; r; · or;) - l:oT; = 2: :!.._ (m; r; · or;) - oT (66) 

2 & & & 

sendo oT referente a energia cinetica. 

Sabemos que o trabalho total realizado e dado por: 

oW=oWnc- oU (67) 
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sendo oW nc o trabalho das fors:as nao - conservativas e oU e a varias:ao da energia potencial do 

sistema. Substituindo (67) em (66), tem-se: 

oW nc - oU = I:!!_ (m;i"; . or;) - oT => oT - oU + oWnc = I:!!_ (m;:i·;. or;) 
dt dt 

=> o(T-U)+8Wnc= =2::!__ (m;i"; ·Or;) 
dt 

(68). 

Quando aplicamos um deslocamento virtual, geramos trajet6rias virtuais genericas CUJas 

restris:oes impomos ao seu contomo, ou seja, os pontes inicial e final de todas as trajet6rias 

virtuais devem coincidir com os respectivos pontes inicial e final da trajet6ria real em analise, ou 

or;(tA) = or;(tB) = 0 (69). 

Integrando (68) no tempo, temos: 

pelas condis:oes de contomo impostas em (69), podemos verificar que o termo da direita e 

identicamente nulo. Rearranjando o termo da direita da igualdade, tem-se: 

J'[o(T -U)+ o w.Jtt = o J'(r -u + w.Jdt = o 
A A 

(71). 

Comparando (71) com (1), observamos que a expressao da Lagrangeana e dada por: 

L=T-U (72). 

Em sistemas dinfunicos discretos linearizados T e U podem ser expresses na forma quadratica da 

segninte forma: 
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1 1 
T = - (x''Mx') e U = - (x'K:x) 

2 2 
(73) 

sendo x o vetor dos graus de liberdade, M e K sao respectivamente as matrizes de massa e rigidez 

cujas explicas;oes mais detalhadas seguern nas pr6ximas ses;oes. 

2.2. Modelos Fisicos em Sistemas Mecanicos 

Os modelos dinfunicos lineares geralmente sao idealizados como analogias a sistemas 

massa - amortecedor - mola. Nestes modelos, consideramos massas pontuais nos nos e estes 

ligados entre si por combinas;oes de molas e amortecedores. Cada elemento (massa, mola ou 

amortecedor) simboliza urn determinado fenomeno fisico presente na dinamica de sistemas 

med!nicos que sao definidos a seguir: 

2.2.1 Massa 

:E a grandeza utilizada para quantificar o efeito de segunda ordem (inercia) do sistema ao 

movimento. Em deslocamentos de translas:ao, a grandeza associada e urn escalar tambem 

denominado massa (m). Ja em rotas;oes, a grandeza associada eo chamado tensor de inercia (I) 

que e funs:ao de 'm' e das dimensoes geometricas do corpo. 

2.2.2 Amortecimento 
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0 amortecimento e o mecanismo que dissipa energia do sistema, convertendo-o para 

formas como calor ou ondas. Existem varios tipos de amortecimento: 

2.2.2.1 Amortecimentos dependentes da velocidade 

Tais amortecimentos ocorrem em deslocamentos em meios fluidos. Temos tres tipos 

possiveis apresentados a seguir. 

2.2.2.1.1 Amortecimento viscoso 

Este tipo de amortecimento baseia-se na dissipayao de energia devido ao escoamento de 

urn fluido newtoniano, valendo a relal):ao: 

(74) 

sendo 't:ij a tensao de cisalhamento no plano 'j' na direl):ao de 'i', J.L eo coeficiente de viscosidade 

cinematica, Xj e uma coordenada normal ao plano 'j '. Supondo que a velocidade varie linearmente 

com a altura da lamina fluida, (7 4) fica: 

(75). 

Se multiplicarmos toda a expressao por uma area qualquer contida no plano 'j ',teremos entao: 

(76). 
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Note que o modulo da fors;a e diretamente proporcional it velocidade. A constante de 

proporcionalidade 'c' e denominada coeficiente de amortecimento viscoso: 

F=-cv=-c r (77). 

v 

Figura (3): Efeito da viscosidade na interface de superficies. 

2.2.2.1.2 Amortecimento de arraste 

No caso anterior fizemos uma simplificayao ao considerar a varias;ao da velocidade 

linear em relas;ao it coordenada normal it superficie em questao. Tal hipotese nao e, em geral, 

verdadeira pois, para lidarmos com a dinfunica de escoamento de fluidos de forma rigorosa, 

deveriamos resolver o sistema de equas;oes diferenciais nao-lineares que regem a Mecarnca dos 

Fluidos e, determinados o campo de pressoes e o campo de velocidades, integrar o tensor no 

contomo solido e, assim, determinar a fors;a atuante. Atraves de metodos que fogem aos objetivos 

do presente texto, pode-se provar que a fors;a de arrasto e dada por: 

1 
F = - CdPA.i ..,l= Cad..,? 

2 
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ou seja, 0 modulo de forya e diretamente proporcional ao quadrado do modulo da velocidade, 

sendo cd o chamado coeficiente de arrasto, p a massa especifica do fluido e A.! a projec;:ao plana 

da area frontal. 

2.2.2.1.3 Amortecimento de Coulomb (atrito seco) 

0 amortecimento de Coulomb e o atrito presente entre superficies secas deslizando entre 

si, e e regido pela seguinte lei: 

F = 1-ldinN (79), 

sendo 1-ldin o coeficiente de atrito dinfunico e N e a for<;:a normal a superficie de contato. A for<;:a 

de atrito sempre atua no sentido contrario ao da velocidade. Este atrito deve-se, em nivel 

microsc6pico, ao contato entre as duas superficies que, por serem irregulares, tern uma area de 

contato efetiva extremamente reduzida, o que leva a altissimos valores de tensao provocando 

soldagem a frio nas regioes de contato alem da abrasao. A for<;:a e a necessaria para quebrar tais 

liga.yoes e veneer os obstaculos das irregularidades superficiais. 

2.2.2.2 Amortecimento Histen\tico (Amortecimento Estrutural ou Interno) 

Geralmente, o modelo de comportamento conservative ( elastico) do material e uma 

simplifica.yao matematica do modelo fisico real onde, para deforma<;:oes de qualquer magnitude, 

ocorre dissipa.yao de energia. Este fenomeno e denominado histerese. Em situa.yoes estaticas, tal 

efeito pode ser desprezado, porem no caso de comportamento dinamico do material, esta variavel 

toma grande importancia. Urn exemplo de material onde a histerese e uma variavel fundamental 

para efeito de controle sao os chamados materiais com memoria de forma. 
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F 

X 

Figura (4): Alsa histeretica na deforma91io. A area hachurada corresponde a energia 

dissipada na deforma91i0. 

A histerese esta intimamente ligada a urn modelo nao conservativo de comportamento 

dos materiais denominado viscoelasticidade, onde o regime de deforma91io e urna combina91io de 

regime ehistico com regime de escoamento viscoso: 

dx 
F=kx+c

dt 
(80). 

Aos dispositivos de dissipa91i0 de energia, costurna-se associar urna grandeza denominada fator 

de perda, que e definido da seguinte forma: 

11= Lili /(21tUmax) (81), 

sendo Lili e a energia dissipada e Umax e a maxima energia potencial. 

2.2.3 Rigidez 
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0 conceito de rigidez esta intimamente ligado a ideia de elasticidade linear do material, 

onde os esforc;os guardam urna rela<yao de proporcionalidade com os deslocamentos obtidos: 

F=kx (82). 

2.3 Sistemas Mecanicos Lineares 

Os sistemas lineares de ordem zero sao da forma: 

Kn=f (83), 

sendo f e a fun<;ao de entrada, u e a func;ao de estado e K 1 
e a fun<;ao de transferencia do sistema. 

Nestes sistemas, a resposta a urn sinal de entrada e instantanea. Tais sistemas surgem como 

resultado da aplica<yao de alguns tipos de metodos nurnericos que transformam problemas de 

valores de contorno lineares (independentes do tempo) em problemas do tipo (83), como, por 

exemplo, o metodo dos elementos fmitos, das diferen<;as fmitas ou dos valores de contorno; da 

propria rnodelagem de urn sistema linear independente do tempo ou da lineariza<;ao de urn 

sistema nao - linear (tambem independente do tempo). 

Ern sistemas mecfmicos, este tipo de equa<;iio esta associado a problemas de corpos 

deform:iveis em regime ellistico - linear e onde sao despresados os efeitos de segunda ordem, em 

condi<;oes estaticas. Neste caso, u e o vetor dos deslocamentos, f e o vetor das ac;oes e K e 

denominada matriz de rigidez do sistema. 

Sistemas lineares de ordem urn sao do tipo: 

Ci +Kx=f (84), 
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sendo que a primeira parcela da esquerda confere urn "amortecimento" no tempo para o sinal de 

saida em rela91io ao de entrada ( efeito de primeira ordem), ou seja, surge urn transit6rio no tempo. 

Ainda citando os sistemas mecfuricos, este comportamento corresponde a fluencia, presente nos 

modelos reol6gicos da viscoelasticidade. Neste caso, a matriz C e chamada de amortecimento. 

A forma mais geral de exprimirrnos matematicamente urn sistema de segunda ordem por 

urn sistema linear e a seguinte: 

d 2x dx 
M-+C-+Kx=f 

dt
2 

dt 

(85), 

onde temos a presen9a de efeito de segunda ordem no primeiro monomio do !ado esquerdo da 

igualdade. No caso de sistemas mecfuricos, tal efeito e a inercia do sistema. Por este raciocinio, a 

matriz M e chamada de matriz de massa do sistema. 

As condi96es iniciais sao do tipo: 

c.i.: x(to) = Xo e x (to)= i:o (86). 

Neste trabalho, as matrizes de rigidez e de massa sao obtidas via Metodo dos Elementos 

Finitos. A matriz de amortecimento, como nao pode ser obtida por este metodo, pode ser montada 

a partir de dispositivo mecfurico equivalente as matrizes de massa e rigidez obtidas (que gere o 

mesmo tipo de matrizes) e serao feitas combina96es de amortecedores com as molas do 

dispositivo segundo os modelos reol6gicos para simular o modelo viscoellistico. 

3 Discussao sobre a Causalidade de Sistemas Diniimicos 
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Uma propriedade fundamental em todos os sistemas dinfunicos chissicos e serem 

causru.s. 

Definimos urn evento como causal quando a causa do evento precede seu efeito. No caso 

de sistemas dinfunicos como os que estao em estudo isso e traduzido pelo fato de urn dado sinal 

de saida sempre ser precedido pelo correspondente sinal de entrada obrigatoriamente. 

4 Conclusiio 

Com a aplicac;:ao do MEF ao modelo continuo atraves do Principio de Hamilton, caimos 

em problemas do tipo descrito aqui, e seus processos de resoluc;:ao podem, entao, ser aplicados. A 

discussao sobre sistemas nao-lineares justifica-se na medida em que se procura situar o problema 

em urn contexto mais amplo pois poderiam-se propor problemas em que as equac;:oes dinfunicas 

resultantes englobassem os de nao - linearidades geometricas, e seria necessario estudar urna 

forma coerente de abordagem. 

A discussao prolongada do amortecimento e pertinente pois, pelo fato da aplicayao do 

Principio de Hrunilton a sistemas dissipativos ser de grande dificuldade matematica, esta 

transfere-se aos metodos nurnericos que fazem uso de tal principio, em particular o MEF, levando 

a vanas propostas de expressao para C (por exemplo a feita por QUIAN et al, 1998). Uma opc;:ao 

interessante seria que esta fosse obtida a partir de analogias fisicas com sistemas discretos ( e 

comurn propor C como combinac;:ao linear de M e K o que justifica-se apenas por facilitar os 

calculos). 
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