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Resumo 

Neste trabalho sao apresentadas analises de estruturas metalicas planas 

constitu idas de barras deformaveis por flexao, por fon;:a cortante e por fon:;:a axial. 

Nestas analises e considerado o efeito de nao-linearidade fisica em sistemas nao

conservativos. Urn programa computacional foi desenvolvido, em teoria dos pequenos 

deslocamen!os, para possibilitar a determinagao do comportamento global da estrutura. 

A tecnica empregada foi a matricial, utilizando fungoes de rigidez. Esta tecnica 

possibilita analises considerando a nao-linearidade fisica de barras, com pouco esfon;:o 

computacional. Para a resolu<;:ao dos sistemas nao-lineares foi adotado o metodo 

de Newton-Raphson. 0 processo incremental de cargas 

adotado para possibilitar o acompanhamento das deformagoes nas barras da estrutura 

nos carregamentos, descarregamentos e carregamentos reversos, de acordo com a 

analise solicitada; sendo que para as estruturas sujeitas a carregamentos reverses foi 

considerado o efeito Bauschinger no sistema. No carregamento incremental da 

estrutura as barras seguem o comportamento elastica ou elasto-plastico dependendo 

do estado de tens6es. No descarregamento as barras seguem somente o 

comportamento elastica fazendo com que apare<;:a um residua plastico de deforma<;:ao. 

Desta forma, o sistema pode ser considerado nao-conservativo aproximando-se do 

comportamento reaL 0 regime elasto-plastico foi considerado para barras axialmente 

solicitadas, predominantemente, utilizando curvas de flambagem do CRC14 (Column 

Research Council) e da AISC-LRFD1 (Load and Resistance Factor Design). Sao 

apresentados exemplos numericos comparando os tipos de analises nos regimes 

elastica e elasto-plastico. 

Palavras-chaves: Nao-linearidade, Plasticidade, Fun<;:6es de Rigidez, Estruturas 

Metalicas. 



Capitulo 1 

1 ntroduvao 

1.1 Considera~toes Gerais 

Urn projeto de engenharia estrutural envoive, geralmente, dois estagios: a 

definigao dos esforgos internos que atuam no material que compoe a estrutura e a 

determinagao da resposta que este material apresentara. 0 primeiro estagio envolve 

uma analise das tensoes atuantes e o segundo o conhecimento das propriedades 

fisicas e geometricas dos materiais. Uma relagao linear entre tensao e deformagao 

forma a base da teoria da elasticidade linear, a qual tern sido largamente utilizada nos 

projetos estruturais da atualidade. As tensoes atuantes na estrutura devem ser menores 

que as tensoes admitidas no material que a compoe, que sao determinadas como 

sendo apenas uma parcela da resistencia de escoamento do material. Urn projeto 

seguro nem sempre e desenvolvido baseado numa analise estrutural adequada e num 

conhecimento total das propriedades dos materiais envolvidos, mas nas experiencias 

de decadas. 

Uma estrutura possui, na realidade, urn estado de tensoes extremamente 

complexo. Varias tensoes secundarias surgem nos processes de fabricagao, transporte 

e montagem. A combinagao da tensao inicial desconhecida, tens6es secundarias e da 
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concentra<;ao e da redistribui<;ao das tensoes devida as descontinuidades da estrutura, 

faz com que um calculo, baseado na teoria da elasticidade, torne-se imprecise. A teoria 

da plasticidade representa uma extensao necessaria da teoria da elasticidade e e 
concebida corn a analise de tensoes e deforma96es da estrutura nos regimes elastica e 

plastico. Ela fornece uma estimativa mais realista da capacidade portante da estrutura e 

urn melhor entendimento das respostas dos elementos estruturais quando subrnetidos a 

esfon;:os externos. A teoria da plasticidade ocupa-se dois aspectos importantes: 

a) a determina<;ao de relagoes tensao-deformagao para materials elasto-plasticos 

nao viscosos (sem a influencia do tempo), tanto nos casos de encruamento como nos 

de amolecimento (CHEN & HAN6
); 

b)o procedimento geral de solw;:ao de estruturas em regime elasto-plastico sob 

efeito de cargas ou deslocamentos impastos. Estes procedimentos utilizam 

normalmente processes numericos, pelo carater nao-linear das respostas em regimes 

plasticos (CHEN & HAN6
). 

Em estruturas reticuladas, as barras que estao solicitadas a um nivel de tensao 

inferior ao limite de proporcionalidade obedecem a lei de Hooke. Entretanto, durante a 

analise de uma estrutura reticulada, existirao barras que estarao solicitadas acima do 

limite de proporcionalidade do material. A consideragao deste efeito na analise se torna 

importante para poder representar o real comportamento da estrutura. 

Quando as barras de uma estrutura alcangam um certo estagio de solicitagao, 

acima do limite de proporcionalidade do material, pontos da segao transversal come<;:am 

a plastificar, e a inclusao dos efeitos de nao-linearidade fisica na analise, propicia a 

representagao do comportamento de uma estrutura reticulada de forma mais precisa. 

No dimensionamento das estruturas somente a variagao dos carregamentos e 

considerada. Entretanto, se a maior parte dos carregamentos forem completamente 

removidos da estrutura e reaplicados em intervalos freqUentes, pode ser mostrado, na 

teoria, que um diferente modo de colapso pode ocorrer. lsto e caracterizado pela perda 

de estabilidade, pois sob aplicac;:oes repetidas de uma determinada seqUencia de 
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carregamentos, um incremento de deformagao plastica pode aparecer durante cada 

ciclo de carregamento. Se o deslocamento de uma viga ou pilar continuar 

indefinidamente ap6s clclos de carregamentos, a estrutura e considerada instavel do 

ponto de vista dos deslocamentos (BEEDLE3
). Com a consideragao das deformagoes 

plasticas (permanentes), provenientes de carregamentos e descarregamentos, a 

estrutura transforma-se num sistema nao-conservativo aproximando-se, ainda mais, do 

comportamento real. 

1.2 Estado da arte 

1 Flambagem elastica de barras flexao 

A equagao de Euler para flambagem de barras elasticas por flexao e uma das 

formulas da engenharia que hoje e ainda muito utilizada. Esta equagao e suas 

modificagoes realizadas por Engesser, Considere e Shanley, para o comportamento 

inelastico, fomece a base da hist6ria da analise de instabilidade das estruturas. E 

importante mencionar que o estudo da instabilidade vem se desenvolvendo por mais de 

257 anos, desde o seu inicio realizado por Euler. 

Robert Hooke, em 1678, verificou que o deslocamento de um corpo elastica era 

proporcional ao carregamento que provocava este deslocamento. Este nao podia saber 

que mais tarde esta relagao proveria a base para o desenvolvimento da teoria da 

flambagem elastica. Hooke afirmou que esta relagao, chamada hoje de lei de Hooke, 

poderia ser aplicada a " ... todos os corpos elasticos, seja metal, madeira, pedras, ( ... ), 

vidro, e coisas parecidas." (TIMOSHENK033
). Suas dedugoes foram obtidas atraves de 

experimentos realizados. 

Jacob Bernoulli estudou o deslocamento e a curvatura de uma viga retangular 

(TIMOSHENK033
). Em 1705, este afirmou, baseando-se na lei de Hooke, que a 

curvatura de qualquer ponto em uma viga fletida era proporcional ao momenta 



4 

resistente desenvolvido ao Iongo do comprimento desta. Esta afirma<;:ao foi usada por 

outros matematicos incluindo Euler em suas considerac;oes sabre curvas elasticas. 

e professor de Euler, alem de 

matematico era urn experimentador e suas experiencias forneciam novos problemas 

matematicos a Euler. Daniel sugeriu a Euler que aplicasse o calculo variacional para 

obter as equar;:oes das curvas elasticas {TIMOSHENK033
). Assim, baseado na 

sugestao de Daniel Bernoulli e na teoria de seu irmao Jacob Bernoulli de que a 

curvatura de uma barra elastica em urn dado ponto e proporcional ao momenta 

resistente atuando neste ponto, Euler apresentou a formula para a flambagem de barras 

que leva hoje o seu nome. A carga de Euler e a carga critica para a qual uma barra 

esbelta elastica pode suportar urn carregamento axial em uma na 

eminencia da flexao. 

Euler baseou sua formula na hip6tese de que o mornento de rigidez em 

qualquer ponto da barra era igual a "Ek 2/p ", sendo que "Ek 2
", segundo ele, deveria ser 

determinado atraves de muitos experimentos e "p" definido como o raio de curvatura da 

barra fletida (TIMOSHENK033
). Euler teve ideias err6neas a respeito da relac;ao entre a 

forma geometrica da segao transversal e "Ek 2
". Mais tarde, em tratado publicado em 

1759, Euler disse "Parece que o momento de rigidez e proporcional ao quadrado da 

espessura, ou mesmo, ao cubo; desta forma, pode-se dizer que se a barra for cilindrica, 

seu momenta de resistencia sera proporcional a terceira potencia, ou possivelmente a 
quarta potencia do diametro da base." (JOHNSTON13

). Euler demonstrou, desta forma, 

que nao conhecia o conceito de momenta de inercia da segao transversal, das 

distribuigoes das tensoes e da localizac;ao do eixo neutro de uma barra fletida. E 

importante ressaltar que Christian Huygens foi o primeiro a estabelecer o conceito de 

momento de inercia (TIMOSHENK033
). 

Assim, a forga necessaria para fletir uma barra, de acordo com Euler, e dada 

por: 
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(1.1) 

sendo para Euler "E" como uma propriedade elastica e "k 2
" como uma propriedade 

dimensional da barra. Segundo TH0RLIMANN32
, esta nao foi apenas a primeira 

solu<;:ao te6rica para urn problema de instabilidade, mas tambem a primeira solu<;:ao de 

urn problema de autovalores. 

Apesar de referenciar a carga crltica de Euler como a de uma barra bi

articulada, na realidade, Euler, em seu trabalho, estudou uma barra engastada em uma 

extremidade e livre na outra (TIMOSHENK033
). A transi<;:ao de "Ek2

" para "EI" requer a 

aplica<;:ao da de Hooke em 

tens5es internas de urn membra fletido. 

Huygens, Beeckman e Hooke verificaram que em uma viga (engastada em uma 

extremidade e livre na outra) fletida, as fibras superiores mais afastadas da linha neutra 

estavam estendidas, enquanto que as fibras inferiores mais afastadas da linha neutra 

estavam encurtadas (TIMOSHENK033
). Mariote, em 1680, realizou experimentos em 

vigas. Resultados publicados posteriormente a sua morte, em 1686, confirmaram as 

observa<;:6es mencionadas anteriormente pelos pesquisadores (TIMOSHENK033
). 

Leibniz publicou em 1684 a primeira analise de tens6es nas fibras interiores de 

uma viga carregada. Baseado na hip6tese de que as tens6es variam linearmente na 

se<;:ao transversal, ele concluiu que o momenta de flexao e proporcional ao momenta de 

inercia da se<;:ao transversal (TIMOSHENK033
). 

Jacob Bernoulli descobriu atraves de experimentos que existia uma rela<;:ao 

linear entre o alongamento e a tensao produzida pela for<;:a. Parent mostrou em 1713 a 

correta distribui<;:ao de tensoes para uma viga retangular fletida. Em 1773, 39 anos 

depois de Euler ter divulgado sua formula para prever a capacidade de uma barra 

comprimida, Coulomb aplicou corretamente a lei de Hooke e as equa<;:6es de equilibria 

da estatica, desenvolvendo a expressao que relaciona o momenta devido a flexao com 



6 

as tensoes normals em uma viga retangular fletida (TIMOSHENK033
). 0 efeito das 

deformagoes por cisalhamento foram negligenciadas por este. Uma teoria mais geral da 

elasticidade foi desenvolvida somente mais tarde por Navier e Saint-Venant 

Embora a formula de Euler seja hoje em dia universalmente conhecida, 

servindo como base para o dimensionamento de barras esbeltas de a<;:o, ela foi 

bastante criticada no inicio de 1800 porque nao conseguia prever, com precisao, a 

capacidade de resistencia a compressao dos materials utilizados naquela epoca 

(JOHNSTON
13

). 

Em 1840, E. Hodgkinson realizou testes em barras esbeltas de ferro. Apos a 

analise destes resultados, Todhunter e Pearson deram credito ao trabalho de Euler. Em 

1905, Johnson, Bryan e Turneaure publicaram o 

recomendaram a formula de Euler precedida por uma constante de modificagao que foi 

obtida atraves de experimentos. Estava estabelecida a teoria de Euler (JONHSTON13
). 

1.2.2 Flambagem inelastica de bamu; por flexiio 

Apesar de Euler ser considerado o pai da flambagem elastica, ele mesmo 

imp6s um limite para a aplicagao de sua formula, demonstrando, desta forma, o 

entendimento do comportamento da flambagem inelastica. Em um dos seus trabalhos 

Euler disse: "para comegar, eu gostaria de indicar que este memento de rigidez nao 

esta apenas limitado a corpos elaslicos ... " (VAN DEN BROEK34
). Quando Euler utilizava 

a expressao memento de rigidez, ele estava se referindo ao termo que e hoje conhecido 

como rigidez "EI" (no campo elastica). Sua declaragao a respeito do comportamento 

inelastico demonstrou sua intuitiva compreensao do processo de flam bag em. 

Progresso, alem das declaragoes de Euler, somente foi possivel apos a 

descoberta das relagoes entre tensao-deformagao, curvatura e momenta de flexao no 

campo inelastico. Em 1889, Engesser sugeriu que a capacidade resistente de uma 

barra no campo inelastico poderia ser obtida pela simples substituigao do modulo de 

elasticidade elastico "E" pelo modulo de elasticidade tangente "Et" (CHEN & LUI7
). 
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Assim, para uma barra bi-articulada nas extremidades, a carga crltica para uma barra 

no campo inelastico pode ser obtida pela seguinte equagao: 

(1.2) 

sendo "Et" definido como o modulo tangente do material obtido diagrama tensao-

deformagao para cada tensao particular no campo inelastico; "I" o momenta de inercia 

da barra e "L" o comprimento da barra. A expressao acima e conhecida como "formula 

do modulo tangente". 

Paralelamente ao trabalho de Engesser, Considere, em 1889, com base no 

trabalho de Euler, realizou uma serie de 32 ensaios em barras. Como resultado, sugeriu 

que a flambagem ocorre acima do limite de proporcionalidade do modulo efetivo "Ee1t. 

Ele declarou que o modulo efetivo teria urn valor numerico entre o modulo elastico e o 

modulo tangente (JOHNSTON
13

). 

Jasinski, em 1895, trouxe o trabalho de Considere para Engesser. No mesmo 

ano Engesser publicou a formula correta e geral do modulo reduzido, cujo valor 

numerico tambem deveria estar contido entre os de "Et" e "E". Entretanto, este declarou 

que o modulo reduzido nao dependia somente de "Et" e "E", mas tambem da forma 

geometrica da sec;ao transversal. Em 1910, Theodor von Karman obteve expressoes 

para o modulo reduzido para barras de sec;ao transversal retangular e perfls "H" 

(JOHNSTON 13
). A equac;ao para carga crltica, utilizando o conceito de modulo reduzido 

para uma barra bi-articulada, e dada por: 

(1.3) 

(1.4) 
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sendo, "le" a inercia relativa a parte da sec;:ao transversal tracionada com relagao ao 

memento fletor provocado na bifurcagao, descarregamento; "ld" a inercia relativa a parte 

da sec;:ao transversal comprimida com relac;:ao ao momenta fletor provocado na 

bifurcac;:ao, carregamento; e, "I" e a inercia da sec;:ao transversal. "le'' e estao 

relacionados com a posic;:ao da linha neutra. E, = f(E,E) e definido como modulo 

reduzido. Nas equac;:oes (1.3) e (1 e assumido que a barra pode estar em 

tanto na posi!;;ao em que ela se encontra (perfeitamente reta) ou em uma configurac;:ao 

ligeiramente fletida. 

Pela necessidade da utilizac;:ao dos dois modulos de elasticidade "E" e "Et", o 

modulo reduzido "Er'' tambem e chamado de duplo modulo. Por mais de 35 anos houve 

modulo tangente ou duplo na equac;:ao de 

Euler. E importante ressaltar que para varios ensaios feitos em laborat6rio, foram 

obtidos resultados em que as barras flambaram e atingiram o colapso com cargas 

ligeiramente acima das cargas previstas pelo modulo tangente. Muitos pesquisadores, 

atraves de ensaios realizados, chegaram a afirmar que a formula de Engesser, que 

utilizava o conceito do modulo tangente, estava em concordancia com os resultados 

obtidos. 

Em 1946, SHANLEY29 conciliou a controversia entre as teorias do modulo 

tangente e duplo modulo. Ele mostrou que era possivel para uma barra fletir com urn 

aumento da carga axial com urn carregamento previsto atraves do modulo de 

elasticidade tangente. Desta forma, dada uma imperfeic;:ao infinitesimal para provocar 

flexao na barra, a carga proposta pela teoria do duplo modulo nao poderia jamais ser 

encontrada. Urn ano ap6s a divulga9ao do seu conceito em 1946, Shanley validou sua 

teoria atraves da analise de urn modelo de flambagem com duas barras rigidas. Em 

uma carta publicada juntamente com o artigo de Shanley de 1947, von Karman 

redefiniu o conceito de carregamento critico tangente, tendo como suporte o conceito 

de SHANLEY29
, dizendo: 

"0 carregamento critico tangente e o menor valor da carga axial para o qual a 

bifurcac;:ao do equilfbrio pode ocorrer, apesar da transic;:ao para a posic;:ao fletida 

requerer ou nao urn aumento do carregamento axial". 
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Dessa forma, von Karman definiu o conceito de carregamento critico tangente. 

Shanley, 57 anos mais tarde, acrescentou o conceito de carregamento critico de 

bifurca<;:ao. Duberg e Wilder aplicaram o conceito Shanley a uma se<;:ao "H" 

idealizada. Eles assumiram urn material com uma curva tensao-deforma<;:ao nao-linear 

desenvolvida por Ramberg e Osgood. Esta curva fornece a rela<;:ao tensao-deformagao 

para o campo inelastico a qual e expressa atraves de uma simples expressao. Eles 

analisaram o comportamento inelastico ao Iongo de todo o comprimento da barra, e 

confirmaram o conceito de Shanley, melhorando a defini<;:ao: 

"Se o comportamento de uma barra perfeitamente reta for considerado como o 

comportamento de uma barra fletida quando sua imperfei<;:ao desaparece, 

entao o carregamento critico tangente e o carregamento critico da barra, ou seja, o 

carregamento para o qual a flexao se inicia" (JOHNSTON 13
). 

Duberg e Wilder (JOHNSTON 13
) mostraram que se uma barra estiver suportada 

lateralmente para permanecer perfeitamente reta, acima do carregamento do modulo 

tangente e abaixo do modulo reduzido, e ocorrer a retirada do suporte lateral a barra 

comegara a fletir para urn pequeno aumento de carregamento. Por outro lado, se a 

barra estiver suportada lateralmente, acima do carregamento do modulo reduzido, a 

retirada do suporte lateral fara com que ocorra o colapso, uma vez que a barra nao 

suportara nenhum acrescimo de carregamento. JOHNSTON12 analisou urn modelo de 

flambagem similar ao utilizado por Shanley. E em varios estagios, acima do 

carregamento do modulo tangente, a distribuigao das tens6es previstas intuitivamente 

por Shanley foram determinadas quantitativamente, e entao, o maximo carregamento 

foi determinado. Malvick e Lee, mais tarde, divulgaram resultados de estudos de 

flambagem inelastica realizados ao Iongo de uma barra retangular bi-articulada. Em 

1967, Batterman desenvolveu urn programa de computador para determiner o maximo 

carregamento para barras de aluminio de sec;:ao transversal "H" com abas de areas 

finitas, fletidas em torno do eixo de maior e menor inercia (JOHNSTON 13
). Em ambos 

os eixos de flexao foram determinados os maximos carregamentos, tanto para a 

configuragao perfeitamente reta quanta para barras com curvatures iniciais. 
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A definic;:ao de Engesser-Shanley para a carga critica e hoje, geralmente, aceita 

para barras constituidas por materials que apresentam uma relac;:ao tensao-deformac;:ao 

nao-linear. Dentro certos limites, uma modiflcagao do mesmo procedimento e 
aplicavel para barras estruturais de ac;:o. 

A teoria da plasticidade 

Ha seculos, egipcios, romanos e gregos executavam obras cujas dimensoes e 

durabilidade impressionam ate hoje, mas foi apenas em 1594 com Galilee que o estudo 

da resistencia dos materials teve seu primeiro grande impulse no aspecto te6rico, com a 

publica<;:ao tratado de mecanica intitulado "Della Scienza Meccaniche". A 

crescenta complexidade das obras e a dificuldade em se produzir modelos adequados 

para ensaio, impulsionou decisivamente o desenvolvimento de modelos matematicos 

capazes de descrever a geometria, as deformac;:oes e os esforc;:os nas estruturas. 

Com o avan<;:o dos trabalhos experimentais e da teoria das estruturas, os 

ensaios de laborat6rio tornaram-se mais sofisticados e as tecnicas matematicas 

ganharam corpo, permitindo avaliar de modo melhor o comportamento de urn numero 

cada vez maior de estruturas. Urn exemplo deste fato diz respeito a plasticidade. Em 

1868, Tresca apresentou resultados experimentais sabre o comportamento plastico de 

metais submetidos a grande pressoes. Neste trabalho ele propos a primeira condic;:ao 

de escoamento, ou seja, o estado em que o material escoava quando a tensao maxima 

atingia um valor critico. Estes resultados logo despertaram o interesse de outro grande 

estudioso da epoca. Em 1870 Saint-Venant introduziu as relac;:oes constitutivas para 

materials perfeitamente plasticos no plano de tens5es, baseado em tres suposic;:oes 

(CHEN & HAN6
): 

• o volume do material perrnanece inalterado durante a deformac;:ao plastica; 

• a direc;:ao das deformac;:oes principals coincide com a direc;:ao das tensoes 

principals; 
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• a maxima tensao de cisalhamento em cada ponto e igual a uma constante 

especifica. 

lniciava-se, assim, o estudo de urn campo totalmente novo da resistencia dos 

materials: a plasticidade. Ainda no mesmo ano, Levy estendeu as equa<;:oes gerais de 

Saint-Venant para tres dimensoes. 

Em 1886 urn notavel trabalho sobre estudos experimentais das propriedades 

medinicas do ferro e do a<;:o foi apresentado em uma publica<;:ao em Munique. 0 titulo 

deste trabalho foi: "Varia<;:oes do limite elastica e da resistencia do ferro e do a<;:o devido 

a esforc;;os de tra<;:ao e de compressao, por aquecimento e resfriamento e por 

carregamento repetido freqOentemente". 0 autor foi Johann Bauschinger, professor de 

Mecanica Aplicada e Estatica Grafica da Universidade de Munique (MUGHRABI 19
). 

Uma das descobertas descritas em seu trabalho mereceu a atenc;;ao da 

comunidade cientlfica do mundo inteiro e ficou conhecido, desde entao, como efeito 

Bauschinger. A explora<;:ao cientifica do efeito Bauschinger em termos das propriedades 

mecanicas e microestruturas continua sendo muito intensa nos dias de hoje. 

Dentre as contribui<;:oes de Bauschinger estao o aperfei<;:oamento de tecnicas 

de ensaios de materials, o desenvolvimento de instrumentos de medi<;:oes altamente 

senslveis, tal como o extens6metro de espelho. 0 uso da maquina de ensaios mais 

desenvolvida da epoca e a aplica<;:ao de novas tecnicas de medi<;:oes permitiram que 

Bauschinger realizasse urn grande numero de ensaios precisos em diferentes tipos de 

materials, tais como: metais, madeiras, cimentos e rochas. Outra importante maquina 

de ensaios usada freqOentemente por Bauschinger foi a maquina para ensaios de 

fadiga que foi desenvolvida por outro pioneiro de ensaios de materials, August Wohler 

(MUGHRABI19
). A comunidade cientffica reconheceu Johann Bauschinger como uma 

das principals personalidades da epoca e acompanhou seus esfor<;:os para a 

padroniza<;:ao dos metodos de ensaios de materials. 

Outra importante contribui<;:ao ao estudo da resistencia dos materials foi dada 

por Alberto Castigliano que, em 1873, formulou o teorema que leva o seu nome. A 
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generaliza<;:ao do teorema de Castigliano, feita em 1889 por Engesser, eliminou a 

limita<;:ao de sua aplica<;:ao a casas em que a rela<;:ao entre for<;:as externas aplicadas e 

deslocamentos e linear. A no<;:ao da energia complementar introduzida por Engesser 

permitiu tratar problemas cuja relagao 

era nao-linear. 

Um trabalho escrito em 1909 

forgas externas aplicadas e deslocamentos 

Leonard Bairstow, com o titulo: "0 limite 

elastica do ferro e do a<;:o sob variagao ciclica de tensoes", abordou a Teoria da Fadiga, 

ou seja, o colapso devido a repetigao de tensoes. De acordo com esta teoria, barras 

submetidas a tensoes repetitivas iniciam o processo de fadiga quando as tensoes 

aplicadas em cada ciclo sao tao grandes que a barra nao se comporta mais 

elasticamente. percebeu que ap6s um determinado de 

repetigoes o ferro e o a<;:o sao capazes de se ajustarem as variagoes de tens6es, 

aplicadas ciclicamente. Quando este ajuste e completo, a barra torna-se perfeitamente 

elastica atraves do ciclo complete e o processo de fadiga e interrompido. A capacidade 

de ajusle e limitada, e se o nivel de tens5es do ciclos for suficientemente grande, a 

barra torna-se inelastica e o encruamento come<;:a a atuar durante cad a ciclo (ABEL 2). 

Urna generalizagao similar aos resultados de Levy foi atribuida a von Mises, 

que em uma marcante publica<;:ao em 1913 determinou o criteria de escoamento a 

pequenas press5es que e conhecido nos dias de hoje como a teoria do "J2", ou 

condic;:ao de escoamento da tensao de cisalhamento octaedrica (CHEN & HAN6
). 

Em 1924 Prandtl estendeu as equa<;:5es de Saint-Venant, Levy e von Mises 

para o problema plano, incluindo a componente el<3stica da deforma<;:ao. Reuss, em 

1930, conduziu estes estudos para tres dimens5es. Em 1928 von Mises generalizou 

seu trabalho inicial para um solido perfeitamente plastico, no intuito de incluir uma 

fun<;:ao de escoamento geral e discutir a rela<;:ao que o incremento de deforma<;:ao 

plastica tinha com a suave superficie de escoamento. Dessa forma este conceito foi 

introduzido considerando a fun<;:ao de escoamento como um potencial pl<3stico na 

relac;:ao tensao-deformagao incremental da teoria da fluencia. A regra de fluencia 
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associada a condi<;:ao de escoamento de Tresca, em regimes singulares, foi discutida 

por Reuss em 1932 e 1933 (CHEN & HAN6
). 

Ainda em 1928, Prandtl tentou formular as rela<;:oes gerais para o 

comportamento do encruamento. Melan, em 1938, generalizou os ja conhecidos 

conceitos da plasticidade perfeita e forneceu relac;;oes incrementais para o encruamento 

de s61idos com superficies de escoamento suaves. Alem disso, no mesmo ano, Melan 

discutiu teoremas de unicidade para problemas elasto-plastico incrementais (CHEN & 

HAN6
). 

Ap6s os anos 40 observou-se um intenso desenvolvimento dos conceitos 

basicos e fundamentals da como e conhecida atualmente Teoria Classica da 

Plasticidade dos Metals. Independents trabalho de Melan, em 1949, Prager, numa 

relevante publicac;;ao, determinou uma regra geral para as relac;;oes constitutivas 

plasticas de encruamento de materials com superficies de escoamento suaves. A 

func;;ao de escoamento (tambem conhecida com func;;ao de carregamento) e as 

condic;;oes de carregamento e descarregamento foram precisamente formuladas. Outras 

condic;;oes, como a condic;;ao de continuidade (proxima ao carregamento nulo), condic;;ao 

de consist€mcia (para carregamento no estado plastico ), condic;;oes de unicidade e 

condic;;oes de irreversibilidade de deformac;;5es plasticas foram formuladas e discutidas. 

Observou-se tambem a dificuldade para a determinac;;ao do limite de proporcionalidade 

na relac;;ao tensao-deformac;;ao do ac;;o. Em 1958 Prager estendeu estas regras gerais 

para incluir efeitos termicos (deformac;;ao plastica nao-isotermica), assumindo uma 

mudanc;;a na superficie de escoamento de acordo com a variac;;ao da temperatura 

(CHEN & HAN6
). 

Urn importante conceito de encruamento, denominado Postulado de 

Estabilidade dos Materials, foi proposto por Drucker em 1951 e estendido em outras 

publicac;;oes. No seu conceito, as relac;;oes tensao-deformac;;ao plasticas junta mente com 

outros aspectos fundamentais relacionados ao assunto sao tratados de maneira (mica. 

Drucker, em 1959, acrescentou ao seu postulado os fenomenos dependentes do 

tempo, tal como a viscoelasticidade linear. Baseado em seu postulado, a unicidade de 
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s61idos perfeitamente plastico, e com encruamento, foi provada e varios teoremas foram 

formulados (CHEN & HAN6
). 

Postulados baseados em hip6teses e fun<;6es, equivalentes as rela<;oes de 

plasticidade ja desenvolvidas, foram mostrados por em 1948 e complementados por 

Bishop e Hill em 1951 em estudos sobre agregados cristalinos (CHEN & HAN6
). 

Tambem em 1951 Polakowski associou a magnitude do efeito Bauschinger com 

a quantidade de carbona, baseado em resultados de testes realizados em diferentes 

a<;os carbone (DODD & RESTREPO-POSADA9
). 

Formula<;6es precisas de dois fundamentals teoremas de analises limites 

hec:idcls como teoremas do superior e do apresentadas 

em duas publicagoes de Drucker, Greenberg e Prager em 1951 e 1952 para um 

material elasto-plastico perfeito (ou ideal), e por Hill, na mesma epoca, a respeito de 

material rlgido-plastico perfeito. 

Uma generalizac;ao alem das relac;oes tensao-deformac;ao plastica para 

superficies simples de escoamento, ou seja, a presenc;a de descontinuidades na 

direc;ao do vetor normal a superflcie de escoamento, bem como os teoremas de 

unicidade e variacional para tais casos, se devem a Kolter que os publicou em 1953. 

Ele introduziu o uso de mais de uma func;ao de escoamento na relac;ao tensao

deformac;ao, onde cada incremento de deformac;ao plastica receberia a contribuic;ao da 

superficie de escoamento correspondente. Este conceito foi estendido por Sanders, em 

1955, que tambem propos um mecanisme para a formulac;ao das superficies de 

escoamentos subseqOentes. Ainda em 1953, Koiter mostrou que a entao conhecida 

teoria do deslizamento plastico era um tipo particular da teoria da fluencia, com uma 

condic;ao de escoamento singular composta por infinitos e independentes pianos de 

func;oes de escoamento. Em 1961 Ilyushin deu sua contribuic;ao a teoria da plasticidade 

atraves do trabalho nao-negativo em um ciclo de deformac;oes, conhecido como 

postulado de Ilyushin para estabilidade dos materiais (CHEN & HAN6
). 
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Uma analise realista da resposta dos materials sob carregamentos reverses 

simetricos, assimetricos ou rand6micos no regime plastico e urn assunto muito 

complexo da teoria da plasticidade. Na segunda metade do sEkulo passado alguns 

modelos foram desenvolvidos com o objetivo de descrever a resposta da estrutura 

devida a essas condi<;:6es de carregamentos. Em urn desses modelos, em 1967, Mroz 

propos o modelo de superficies multiplas, no qual ele aproximava a curva de tensao

deforma<;:ao nao-linear para varios segmentos lineares. Em 1975, Dafalias e Popov 

propuseram urn modele de superficie dupla, utilizando as variaveis internas plasticas. 

Como o proprio nome diz, este modele utiliza somente duas superficies de escoamento 

e define uma variagao continua do modulo plastico entre estas duas superficies. Em 

1977, Chaboche desenvolveu o rnodelo de encruamento nao-linear cinematico, cujos 

estudos foram iniciados em 1966 e Frederick. Este modelo deduzido a 

partir das equag6es constitutivas nao-lineares, da variavel do encruamento cinematico 

(KHAN & HUANG15
). 

1.2.4 0 comportamento ciclico das estruturas 

Em 1971 POPOV & PINKNEY22 observaram que quando uma estrutura recebia 

carregamentos cfclicos (tal como terremotos), ela estaria sujeita a consideraveis ag6es 

inelasticas e repetidas, principalmente nas ligag6es. Este fato os motivou a estudar o 

comportamento das barras e ligag6es metalicas submetidas a carregamentos repetidos 

e reverses. Algum tempo depois, em 1986, POPOV et al21 conduziram uma serie de 

experimentos para verificar os criterios de projetos que deveriam ser utilizados nas 

ligag6es das estruturas sob extremas condig6es sismicas. Dessa forma, concluiram que 

as ligac;6es deveriam receber uma atengao especial, tal como: o uso de enrijecedores e 

urn cuidadoso controle de qualidade no processo de soldagem. 

Em 1994 KNIGHT & SANTHAKUMAR16 analisaram o comportamento de perfis 

cantoneiras simples submetidos a carregamentos reverses e ciclicos, onde observaram 

que o grau de degradac;ao da rigidez das cantoneiras, devido a carregamentos 

reversos, dependia do tipo de transferencia de esforgos aos quais o perfil era 

submetido, ou seja, atraves do centro de cisalharnento ou atraves de chapas de ligagao. 
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No mesmo ana & LEE17 estudaram a flambagem local de barra sob carregamentos 

ciclicos, concluindo que a influencia da flambagem local no comportamento de flexao 

simples para carregamentos unidirecionais e ciclicos e pequena. Por outro lado, quando 

ocorre a flexao composta, a influencia da flambagem local e grande. 

SHEN et al30 e MAMAGHANI et al18
, em 1995, demonstraram o comportamento 

das estruturas de ago sob carregamentos ciclicos nao proporcionais, atraves de 

estudos anallticos e experimentais. Algumas caracteristicas importantes do ago doce no 

regime plastico foram demonstradas nos experimentos. Ja nos estudos te6ricos se deu 

o desenvolvimento de um novo modele multiaxial de superficie de escoamento dupla. 

2001 SOH et al 31 realizaram ensaios numericos 

liga<;:oes de barras de a<;:o tubulares sob carregamentos 

e experimentais em 

Do ponto de vista da 

energia, observaram que a liga<;:ao dissipou multo mais energia na compressao do que 

na tra<;:ao, devido a ocorrencia de flambagem local das barras, uma vez que as liga<;:Oes 

dissipam a maior parte da energia aplicada na estrutura. 

1.3 Proposta do trabalho 

0 objetivo deste trabalho e o desenvolvimento de urn programa computacional 

capaz de realizar analises de estruturas metalicas reticuladas planas, considerando a 

nao-linearidade fisica em sistemas nao-conservativos. Este programa e baseado na 

teoria dos pequenos deslocamentos e e aplicada a tecnica matricial utilizando fun<;:6es 

de rigidez. Tambem sao interpretados os modelos analiticos, da teoria da plasticidade, 

capazes de retratar o comportamento uniaxial do a<;:o no carregamento, 

descarregamento, recarregamento e carregamento reverso das estruturas, de acordo 

com a analise solicitada. No carregamento da estrutura as barras seguem o 

comportamento elastica ou elasto-plastico dependendo do estado de tens6es. No 

descarregamento da estrutura as barras seguem somente o comportamento elastica. 

Desta forma, o sistema pode ser considerado nao-conservativo aproximando-se do 

comportamento real. 0 regime elasto-plastico e considerado para barras 

predominantemente solicitadas axialmente, utilizando-se as curvas de flambagem do 



CRC14 (Column Research Council) e da LRFD1 (Load and Resistance Factor Design). 

Para a resolu<;:ao dos sistemas nao-lineares, que uma analise nao-linear gerara, e 

utilizado o processo incremental-iterative de Newton-Raphson, que vern sendo 

empregado em diversos programas e fornecendo bons resultados. 

Por firn, atraves de exemplos nurnericos, serao analisadas as respostas 

fomecidas pelo programa, das estruturas metalicas devidas a carregamentos ciclicos. 



Capitulo 2 

Estudo da lnelasticidade das Barras 

2.1 lntroduc;:ao 

Em algumas barras, nas quais o material permanece totalmente elastico e 

obedecendo a lei de Hooke, a flambagem ocorre somente por uma tensao com uma 

intensidade inferior ao limite de proporcionalidade da rela9ao tensao-deforma9ao do 

material. A instabilidade ocorre quando for atingida a carga de Euler. Mas para muitas 

barras isso nao e realidade, pols a flambagem e causada por uma tensao com 

intensidade superior ao limite de proporcionalidade. Este tipo de flambagem e 
conhecido como flambagem no regime inelastico. Para barras que flambam 

inelasticamente, algumas das fibras da se9ao transversal apresentam plastifica9ao 

antes da flambagem ocorrer. Como resultado, somente as fibras que permanecem 

elasticas sao capazes de resistir a for9a adicional aplicada. 

Desde que apenas uma parte da se9ao transversal seja capaz de resistir a 
for9a axial e a flambagem, o modulo de elasticidade elastica "E" deve ser trocado por 

um modulo de elasticidade efetivo "Eet" para descrever o comportamento da estrutura 

no regime inelastico. 
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Para retratar o comportamento de barras no regime inelastico serao abordados, 

neste capitulo, alguns fenomenos causadores da nao-linearidade fisica. 

2.2 Modulo de elasticidade tangente 

0 modulo de elasticidade !angente e u!ilizado para a capacidade 

portante de uma pe<;:a estrutural de a<;:o devido ao efeito de nao-linearidade flsica do 

material. Sua determina<;:ao e feita atraves das curvas de tensao-deforma<;:ao. Estas 

curvas podem ser obtidas atraves de dois metodos: experimental e numerico. Pelo 

metodo experimental, a curva tensao-deforma<;:ao e obtida atraves de ensaios de 

corpos-de-prova de pequenos comprimentos e pequenas esbeltezes. 0 aparecimento 

a presenya das tens6es residuals e das 

imperfei<;:6es geometricas na barra. Caso nao houvesse a presen9a desses efeitos, o 

material apresentaria o comportamento elasto-plastico perfeito. Ja no metodo numerico, 

a determinayao da curva tensao-deforma<;:ao e feita atraves de um modele matematico, 

assumindo uma distribui<;:ao de tensoes residuals na se<;:ao transversal da barra e uma 

dada imperfei<;:ao geometrica. Determinada a curva de tensao-deforma<;:ao do material, 

e possivel entao encontrar o modulo de elasticidade tangente. 

A seguir, serao apresentadas algumas curvas de flambagem, utilizadas por 

normas ou especifica<;:6es, que serao utilizadas neste trabalho para se determiner a 

redu<;:ao da capacidade portante de uma barra, ou seja, a obten<;:ao do modulo 

tangente. 

2.2. 1 Curva proposta pelo "Column Research Council- CRC" 

Baseado no estudo de colunas idealizadas com distribui<;:ao linear e parabolica 

das tensoes residuals, bem como em ensaios experimentais, em perfis laminados 

utilizados em estruturas metalicas, as recomenda<;:oes do CRC14 
- Column Research 

Council - na primeira e Segunda edigao do seu guia propoem, para representar o 

comportamento da barra no regime inelastico, a seguinte curva parabolica: 
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sendo, "acr" a tensao critica na barra, "fy" a tensao de escoamento do material, o 

comprimento efetivo de flambagem e "r" o raio de giragao da segao transversal da 

barra. 

Entretanto, a flambagem das barras no regime elastica sera representada pela 

formula de Euler. 0 ponto limite entre o comportamento no regime elastica e inelastico 

sera encontrado quando cr
0

, = 0,5fY (CHEN & LUf). Para obter uma transigao suave da 

hiperbole de Euler para a parabola, dada pelas recomendag5es do CRC14
, 

representando o comportamento inelastico, a constante "B" da equar;:ao 1) devera ser 

tomada como f/ /4rc
2
E. A esbeltez correspondents a crc, = 0,5fY e denominada de "C0", 

sendo: 

(2.2) 

Substituindo o valor de "8" na equa<;:ao (2.1) e lembrando que o valor de "Cc" 

dado pela equa<;:ao (2.2) eo ponto limite entre o comportamento elastica e inelastico da 

barra, pode-se obter: 

fy [1 (KL/r )
2

] KL <C 

2C 
2 - c 

r 
(2.3) (Jcr = c 

rc 2E KL >C 

(KL/rf r c 

Com o prop6sito de compara<;:ao, a equa<;:ao (2.3) pode ser rescrita em fun<;:ao 

dos seguintes termos adimensionais, "crc,/fY" e "'Ac" como: 
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(2.4) 

sendo, "'Ac" urn parametro de esbeltez dado por lc = ou = 

Utilizando a teoria do modulo tangente, pode-se dizer que crcr = e pode-se 
cr Euier E 

encontrar, fazendo-se as devidas transformagoes algebricas, a equagao (2.4) como: 

(2.5) 

Nota-se que o modulo de elasticidade permanece constante ate a tensao atingir 

a metade da tensao de plastificagao do material caracterizando o regime elastica. A 

partir deste ponto 0 modulo de elasticidade e reduzido gradativamente, atraves da 

substituir;:ao do modulo elastica pelo modulo tangente, caracterizando o comportamento 

do regime inelastico. Quando toda a ser;:ao transversal da barra estiver plastificada, o 

modulo de elasticidade tangente neste ponto sera aproximadamente nulo. 

2.2.2 Curva proposta pel a "AISC Load and Resistance Factor Design- LRFD" 

Nas especificar;:oes da LRFD
1 

a resistencia de calculo a uma solicitar;:ao de 

compressao simples e dada pelas seguintes expressoes: 

(2.6) 

Esta curva considera as tensoes residuals e imperfeir;:oes geometricas, sendo 

que "I.e" ja foi definido anteriormen!e. Como pode-se observar, quando a barra 
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encontra-se no regime elastica a carga critica de Euler e reduzida por um fator de 

seguranga constante de 0,877. Pode-se encontrar uma relagao entre as expressoes 

dad as pela LRFD1
, no regime elastico e no regime inelastico, para encontrarmos uma 

curva que relacione o modulo de elasticidade tangente com o modulo de elasticidade 

elastico, "E,/E ",como: 

• 2 

0,658'"' 
= < 

E 0,877/!c/ 

A equagao (2.7) pode ser expressa em fun({ao de "ajfy ",como: 

r a ( aj\ 
E, -t-2,7243-lni-
E - fy l fy 

1 : 

(J > 0,39fy 

(J :0: 0,39fy 

(2.8) 

Nota-se que o modulo de elasticidade dado pelas especifica({oes da LRFD 1 

permanece constante ate a tensao atingir 0,39 da tensao de escoamento (regime 

elastica) e que a partir deste ponte 0 modulo de elasticidade e reduzido gradativamente 

atraves do modulo tangente (regime inelastico), ate praticamente zero. Na expressao 

fornecida pela LRFD
1 

o regime inelastico se da a uma tensao inferior ao dado pelo 

CRC14
, uma vez que as especifica({oes da LRFD1 levam em consideragao, alem das 

tens6es residuals, o acrescimo de tensao devido a flexao causada pelas imperfeigoes 

geometricas (CALLEJAS et al4 ). 

2.3 lamina~rao a frio e encruamento 

Quando uma barra de a<;:o sofre uma deforma<;:ao alem de EY = fY jE, relativa ao 

primeiro escoamento, e e descarregada na sequencia, um recarregamento fara com 

que ela apresente uma relagao tensao-deforma<;:ao diferente daquela observada 

durante o carregamento inicial. Os carregamentos e os descarregamentos que ocorrem 

no regime elastica nao apresentam deforma<;:6es residuals; entretanto, um 
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carregamento inicial alem do ponto de escoamento, tal como o ponto "A" da figura 2.1, 

resulta em urn descarregamento com uma deformayao no ponto "8". Surgindo, dessa 

forma, um trecho permanente "08". A ductilidade do material e reduzida da deformac;:ao 

"OF' para a deformac;:ao "BF". 0 recarregamento se comporta como se a origem da 

relar;:ao tensao-deformar;:ao fosse no ponto "B"; a regiao plastica original de 

encruamento e tambem reduzida (SALMON & JOHNSON26
). 

Tensao 

Rela980 tens§o..;:Jeformay§o 
elasto-pl<§stica perfeita c 

Resistencia 

a trar;:ao 

[ I 

17~~----?-~:~~ I 

I 
Acrescimo do / 

lnclina<;ao 
eiastica 

I 

escoamento 

/ devido ao I 
encruamento j 

I 
I 

E 

~f---"<1-------t---' 0 '-J- ____ _;:_.F '-.....l..Deformat;ao 

h--1--- Trecho p!8stico -+---Encruamento ---1 

I Tcecho elastco 

Defonna<;ao 
permanente 

Figura 2.1 - Efeitos do encruamento alem do limite elastica. 

Quando a barra e descarregada novamente, ate atingir o ponto "C", o 

descarregamento segue a linha tracejada ate o ponto "D"; ou seja, a origem para o novo 

carregamento passa a ser, agora, o ponto "0". 0 comprimento da linha "CD" e maior, 

indicando que o ponto de escoamento sofreu um acrescimo. Este acrescimo da tensao 

de escoamento e devido ao efeito do encruamento. 0 processo de carregamento alem 

do limite elastica altera o valor da ductilidade disponfvel; quando feito a uma 

temperatura ambiente, e conhecido como laminac;:ao a frio. 

De acordo com SALMON & JOHNSON26
, quando uma estrutura e composta por 

chapas laminadas a frio, a temperatura ambiente, ocorrem deformac;:oes plasticas nas 

dobras. A laminac;:ao a frio na fase de encruamento aumenta a resistencia ao 
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escoamento nos locais de dobras. Existem especifica<;:6es de projetos que permitem 

que este efeito seja levado em conta. 

Carregamento ciclico 

Varias hip6teses tem sido elaboradas a respeito de carregamentos ciclicos, nos 

quais a carga ultima e independente da sequencia em que os varios carregamentos sao 

aplicados na estrutura. Dessa forma, e suposto que um certo grau de varia<;:ao na 

magnitude dos diferentes carregamentos pode ser tolerado enquanto o numero de 

ciclos nao se aproximar dos valores associados com a fadiga da estrutura, no caso do 

projeto em questao ser controlado por um limite de utiliza<;:ao e nao por um limite de 

resistencia plastica (BEEDLE3
). 

A importancia da consideragao da fadiga ou do carregamento ciclico no calculo 

de vigas na fase plastica e observada nos testes de fadiga conduzidos por W. M. Wilson 

e seus associados. Existem fundamentos que permitem que boa parte dos projetistas 

considerem que qualquer estrutura sera submetida a 100.000 ciclos de cargas ou 

menos em sua vida uti!. Ciclos cujos carregamentos variam de zero a um valor maximo 

de tensao. Neste sentido, vigas metalicas fabricadas com sec;:oes transversals 

uniformes e com soldas continues possuem resistencia a fadiga e tensoes superiores 

ao ponto de escoamento inicial do material. Por outro lado, vigas construidas com 

enrijecedores intermitentes (dispostos nos pontos de concentrac;:ao de tensoes) 

possuem uma menor resistencia a fadiga do que as vigas com sec;:oes transversals 

constantes. De acordo com Beedle "qualquer perfil laminado sem liga<;<oes ou flanges 

possuira uma resistencia a fadiga maior do que qualquer outro perfil com enrijecedores, 

ou do que um perfil com um modulo de resistencia elastica igual ou um pouco maior". 

Dessa forma, a aplicac;:ao do dimensionamento no regime plastico e mais apropriada 

para vigas e pilares com sec;:oes uniformes, uma vez que tais elementos possuem uma 

melhor resistencia a fadiga (BEEDLE3
). 

A incerteza da ocorrencia da fadiga em liga<;<6es articuladas, tais como as 

utilizadas em estruturas aporticadas, representa uma limitac;:ao no dimensionamento 
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nos regimes elastica e plastico, sendo, dessa forma, necessaria a realizac;:ao de mais 

testes de fadiga destas ligac;:oes. As ligagoes de estruturas aporticadas do tipo 

retangular quase sempre incluem soldas de filete na regiao de memento maximo. 0 

colapso fadiga em tal ligac;:ao se dara, provavelmente, ap6s 1000 ciclos de 

carregamentos. A falta de informac;:oes mais precisas faz com que o dimensionamento 

das estruturas no regime plastico seja limitado a poucas repetic;:oes dos maiores 

carregamentos. 

No dimensionamento das estruturas somente a variac;:ao dos carregamentos e 
considerada. Entretanto, se a maior parte dos carregamentos forem completamente 

removidos da estrutura e reaplicados em intervalos freqOentes, pode ser mostrado, na 

teoria, que um diferente modo de colapso pode ocorrer. lsto e caracterizado pela """'"~ 

de estabilidade, pols sob aplica<;:6es repetidas de uma determinada sequencia de 

carregamentos, um incremento de deforma<;:ao plastica pode aparecer durante cada 

ciclo de carregamento. Se o deslocamento de uma viga ou pilar continuer 

indefinidamente ap6s ciclos de carregamentos a estrutura e considerada instavel do 

ponto de vista dos deslocamentos. 

De acordo com BEEDLE3
, a perda de estabilidade por deformac;:ao progressive 

e caracterizada pelo comportamento representado pela linha P > Ps na figura 2.2. Se o 

carregamento for variavel, repetido e maior que a carga estabilizadora "Ps", entao os 

deslocamentos tenderao a aumentar a cada ciclo. Por outro lado, se o carregamento 

variavel for igual ou menor que "P5 ", entao, ap6s ciclos de carregamentos, os 

deslocamentos se estabilizarao num valor maximo constante e o comportamento se 

tornara elastico. A trajet6ria P < P5 representa esta situac;:ao. 
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Figura 2.2 - Represen!a9ao grafica da estabilidade dos deslocamentos. 
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caso de uma situa~ao rara de carregamentos, outros metodos sao utilizados 

para a determina~ao da carga "Ps" e o dimensionamento pode ser modificado 

conseqOentemente. Entretanto, esta modifica<;ao nao sera necessaria na maioria dos 

casos. Em primeiro Iugar, a propor<;ao entre as cargas variaveis e permanentes deve 

ser grande para que "Ps" seja significantemente menor que "Pu", e esta situa<;ao e 
bastante incomum. Em segundo Iugar, o fator de seguran<;a das cargas e composto por 

varios outros fatores que proporcionam um aumento na magnitude do carregamento 

(tais como: varia<;oes nas dimensoes e propriedades fisicas do material, erros de 

fabrica<;ao e montagem etc.). Altera<;oes nas cargas variaveis, somente, nao sao 

capazes de consumir todo o valor do coeficiente de seguranga e, dessa forma, a carga 

permanente mais a carga variavel jamais alcangariam "P5 ". Neste caso, o colapso da 

estrutura e acompanhado por um aviso de que a perda de estabilidade esta iminente. 

lsto implica que e apropriada uma diminuigao do fator de seguranga das cargas tanto 

em "Ps'' quanta em "Pu"· 

0 dimensionamento no regime plastico e aconselhavel para estruturas com 

carregamento estatico. Para tais casas o problema da repetigao do carregamento pode 

ser desprezado. Quando a magnitude total do carregamento principal for passive! de 

variagoes, a carga ultima pode ser modificada de acordo com analises de estabilidade 

(BEEDLE3
). 
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2.5 0 efeito Bauschinger 

1 lntrodm;iio 

A anisotropia dos cristais simples em relagao as propriedades fisicas e 

mecanicas e bern conhecida e pode ser encontrada em alguns materials na 

Porem, a anisotropia pode ser introduzida, principal mente em policristais por soldagem, 

forjamento, laminagao ou de qualquer outra forma e esta anisotropia influencian3 no 

projeto que fara uso destes materials. Alem das propriedades adquiridas pelos cristais 

simples ou pelos policristais, uma anisotropia ainda maior pode ser introduzida por uma 

deformar;:ao plastica e este fen6meno e conhecido como efeito Bauschinger ''"''-''-'-

Apesar dos estudos de Bauschinger terem sido baseados na redugao da 

resistencia ao escoamento, devido a inversao do carregamento ap6s uma deformagao 

plastica, o efeito e mais complexo e envolve nao somente a resistencia ao escoamento 

reverso inicial, mas, tambem, os subsequentes obtidos da relagao tensao-deformagao. 

2.5.2 Caracteristicas do efeito Bauschinger 

A preocupa<;:ao entre 1873 e 1886 com a varia<;:ao do limite elastica alem do 

trecho elastica inicial, explica porque Bauschinger nao mencionou, em seu trabalho, 

nenhuma observa<;:ao a respeito da influencia da deforma<;:ao plastica na curva tensao

deforma<;:ao do material, restringindo suas declara<;:6es simplesmente ao efeito da 

redu<;:ao do limite de escoamento devido ao carregamento reverse. ABEL 3 resumiu os 

resultados de Bauschinger da seguinte mane ira: 

a) a deforma<;:ao plastica au menta o limite elastica na mesma dire<;:ao da 

deforma<;:ao inicial; 

b) a deforma<;:ao plastica diminui o limite elastica na diregao contra ria da 

deforma<;:ao inicial. Se a magnitude da deforma<;:ao plastica for aplicada, o limite elastica 

na diregao contraria pode ser reduzido a zero; 
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c) o tempo entre os ciclos das deforma<;:6es plasticas nao influencia na magnitude 

do limite elastica; 

d) deformac;:ao reversa 0 elastica, deformac;:oes em direc;:oes 

alternadas reduzem cada vez mais o limite elastica e sua magnitude nunca ultrapassara 

o valor original do limite elastica. 

Observa-se que as descobertas de Bauschinger abordaram somente uma parte 

dos fenornenos envolvidos e que o comportamento direcional na relac;:ao tensao

deformac;:ao e mais complexa do que ele imaginava. Em func;:ao destas complexidades, 

varias diferentes caracteristicas foram utilizadas por diversos autores para descrever o 

efeito Bauschinger. ABEL 
3 

cita, em seu trabalho, as descric;:oes dos seguin!es 

pesquisadores: 

• Cottrell: "Se uma barra for altamente deformada em uma direc;:ao e depois 

recarregada na direc;:ao contraria, ela escoara nesta direc;:ao a uma tensao reduzida. 

Este e o efeito Bauschinger" . 

• Buckley e Entwistle: "Efeito Bauschinger e medido pela deformac;:ao de 

Bauschinger ("fl")" . 

• Van Bueren: "Originalmente observado em policristais e posteriormente 

encontrado, tambem, em cristais simples, o efeito Bauschinger indica uma certa 

dependencia da tensao de escoamento e da magnitude do encruamento no hist6rico 

das deformac;:oes do metal" . 

• Dieter: "A redugao da tensao de escoamento quando a deformagao em uma 

diregao e seguida por uma deformagao na diregao oposta e chamada de efeito 

Bauschinger" . 

• McClintock e Argon: "Efeito Bauschinger envolve nao somente urn escoamento 

previo, mas tambem apresenta urn amolecimento permanente". 

Algumas destas caracteristicas mencionadas estao ilustradas na figura 2.3. 
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Deforma<;ao 

Figura 2.3 - Caracterislicas do Efeilo Bauschinger. 

onde "cry'' e a tensao de escoamento inicial, "crp" a tensao maxima alcanc;ada, "crR" a 

tensao de escoamento reverse, "t:J.crp" o amolecimento permanente, "sp" a deformac;ao 

inicial, "sR" a deformac;ao reverse e "[l" e a deformac;:ao de Bauschinger. Cabe ressaltar 

que quando ocorrer urn carregamento reverso completo teremos [l = ER. 

Urn trabalho escrito em 1909 por Leonard Bairstow, com o titulo: "0 limite 

elastica do ferro e do ac;o sob variac;ao ciclica de tensoes", abordou a teoria da fadiga, 

ou seja, o colapso devido a repetic;ao de tensoes. De acordo com esta teoria, barras 

submetidas a tensoes repetitivas iniciam o processo de fadiga quando as tensoes 

aplicadas em cada ciclo sao tao grandes que a barra nao se comporta mais 

elastica mente (ABEL 
3

). 

Bairstow tambem percebeu que, ap6s urn determinado numero de repetic;oes, o 

ferro e o ago sao capazes de se ajustarem as variac;:oes de tensoes, aplicadas 

ciclicamente. Quando este ajuste e completo, a barra torna-se perfeitamente elastica 

atraves do ciclo completo eo processo de fadiga e interrornpido (ABEL3
). 
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A capacidade de ajuste e limitada, e se os niveis de tensoes do ciclo forem 

suficientemente grandes, a barra torna-se inelastica e o encruamento comega a atuar 

durante cada ciclo. 

2.5.3 Causas do efeito Bauschinger 

Em recentes estudos sobre o efeito Bauschinger, descobriu-se que tensoes 

internas e consideraveis tensoes residuals desenvolvem-se devido a uma deformac;:ao 

nao-homogemea das fibras individuals do material, a qual acreditava-se ser a principal 

causa do fenomeno. Orowan, por outro !ado, propos uma explicagao alternativa 

baseada na anisotropia das forgas direcionais, responsaveis pelos deslocamentos, 

devido as deformac;:oes plasticas. sequencia segue-se a descrigao dos dois 

metodos. 

Metoda das tensoes lntemas 

Este metodo e baseado nos estudos de Heyn que, em 19i 8, desenvolveu uma 

teoria para explicar a redugao da tensao de escoamento observada em carregamentos 

reversos (ABEL 
3

). 

Tres hip6teses foram utilizadas por Heyn: 

a)O material e composto por pequenos volumes de elementos, cada qual com 

sua curva de tensao-deformagao ideal, ou seja, a resposta elastica e mudada a cada 

deformagao plastica a um nivel de tensao constante; 

b) Cada um dos varios volumes de elementos possui seu proprio limite elastica; 

c) 0 valor absoluto do limite elastica de cada volume de elemento e independente 

da diregao da deformagao, ou seja, e o mesmo na tragao e na compressao. 

Com estas hip6teses a teoria a respeito do metoda estabelece que: 
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• Existe uma curvatura na transi~tao 

curva de tensao-deforma9ao inicial; 

regime elastica para o regime plastico na 

• deforma~tao elastica e homogenea e uniforme na se~tao carregada; 

• Durante a deforma~tao plastica, a distribui~tao de tensao nao e uniforme; 

• Ap6s o descarregamento, surgem as tensoes residuals que sao responsaveis 

pelo efeito de redu9ao do escoamento sob carregamento reverso. 

Metoda proposto par Orowan 

Observando ensaios realizados em estudos, que: 

"considerando o baixo valor amolecimento permanente do cobra, somente a 

inversao de tensoes nao seria a causadora do efeito Bauschinger". Orowan sugeriu que 

deveria existir urn outro mecanisme que tambem contribuiria, que seria uma resistencia 

direcional dos deslocamentos (ABEL 3). 

0 modelo sugere que os deslocamentos tem que transpor os obstaculos 

impastos pelas varias resistencias e estes obstaculos nao estao distribuidos 

uniformemente no material. Dessa forma, os deslocamentos que ocorrem devidos as 

tensoes aplicadas tendem a percorrer areas onde a resistencia direcional e menor, 

sendo interrompidos nas regi6es onde os obstaculos sao mais densos e fortes. Quando 

os deslocamentos sao bloqueados encontram uma resistencia direcional maior na 

dire~tao avante do que na dire~tao reversa. Por isso, quando a deforma<;:ao e invertida, e 

mais facil para os deslocamentos reverses se moverem atraves de uma regiao de alta 

resistencia situ ada no sentido contra rio ao dos deslocamentos iniciais (ABEL 3). 

Orowan deu a Deak a tarefa de encontrar uma descri<;:ao quantitativa da curva 

reversa de tensao-deforma<;:ao e identificar a causa do efeito Bauschinger. Em seguida, 

analisando os resultados obtidos por Deak, Orowan chegou as seguintes conclus6es: 

a) urn corpo-de-prova descarregado e deformado plasticamente deve ser aquecido 

a varias temperatures enquanto 0 progresso das deforma<;:6es e monitorado; 
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b) o corpo-de-prova deve ser deformado na dire<;ao avante e reversa para a 

obten<;ao das curvas tensao-deforma<;ao, nas quais sera observado o efeito do 

aquecimento. 

Orowan argumentou que se o efeito Bauschinger e causado uma 

anisotropia das fon;:as direcionais responsaveis palos deslocamentos, nenhuma 

deforma<;ao deve ser esperada durante o aquecimento de urn corpo-de-prova com 

deformayao plastica, uma vez que nao existem for9as atuando na condi<;ao 

descarregada. Por outro lado, o desaparecimento do efeito Bauschinger pode ser 

esperado somente apos o aquecimento a uma temperatura na qual a recristaliza<;ao ou, 

no minima, urn grande deslocamento na estrutura ocorrer, resultando no 

desaparecimento da 

A influi!mcia do efeito Bauschinger na flambagem de barras metalicas 

0 comportamento de flambagem das barras e normalmente analisado 

considerando a teoria de Euler. Para urn dado parametro de esbeltez /~; > 1~ 9 , ou seja, 

para uma dada geometria e condi<;6es de vincula<;ao, e esperado que a flambagem 

ocorra sea carga de flambagem, "Per", dada por: 

(2.9) 

for alcan<;ada. Onde "A" e a se<;ao transversal da barra, "E" e o modulo de elasticidade 

longitudinal, "A-9" o valor limite do para metro de esbeltez proposto por Tetmajer e "Rc 1" a 

tensao de flambagem (SCHOLTES et al27
). 0 parametro de esbeltez considera a 

influencia do modo de flambagem e as caracteristicas geometricas da barra no 

comportamento de flambagem. De acordo com a equa<;ao (2.9), a (mica propriedade 

fisica que influencia na carga de flambagem eo modulo de elasticidade longitudinal "E". 

Valores de "E" determinados em testes de tra<;ao sao normalmente utilizados para 

avaliar o comportamento dos materials quanto a flambagem. Por outro lado, tern sido 

mostrado em varios ensaios experimentais que, ap6s uma deforma<;ao plastica, os 
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materials metalicos exibem urn comportamento de deformagao completamente diferente 

quando a diregao da deformagao e mudada (efeito Bauschinger). Estudos minuciosos 

mostraram que ap6s a inversao da diregao do carregamento ocorre urn comportamento 

nao-linear da relagao tensao-deformagao durante o descarregamento, devendo-se a 

uma transigao continua da deformagao elastica para a deformagao elasto-plastica. 

testes de compressao ap6s deformag6es iniciais de tragao, urn comportamento 

puramente elastico nunca e observado. Consequentemente, o formato de curva tensao

deformagao no do carregamento de compressao nao pode ser descrito pelo 

modulo de elasticidade longitudinal. Entretanto, o modulo secante "Es". como ilustrado 

na figura 2.4, pode ser determinado. 0 valor de "Es'' sera sempre menor que "E" e pode 

ser considerado como sendo urn parametro caracteristico de Bauschinger. Segundo 

SCHOLTES et al27
, e esperado que o efeito Bauschinger influencie no r.mnnt1rt::.montn 

de flam bag em dos materia is com deformagao inicial. 

Tensao cr f 

Figura 2.4 - Gn3flco tensao-deformayao. 

No grafico tensao-deformagao da figura 2.4 a curva ( 1) corresponde ao 

carregamento de compressao agindo isoladamente, enquanto que a curva (2) 

corresponde ao carregamento de tragao com uma compressao subseqOente. Estao 
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definidos, tambem, o modulo de elasticidade longitudinal "E", o modulo secante "Es" eo 

modulo tangente "Et" em urn ponto "P". 

Na figura 2.5 sao mostrados os resultados de ensaios experimentais, obtidos 

por SCHOLTES et al27
, em graficos de fon;:a de compressao-encurtamento para barras 

de ago carbo no no estado virgem e com deformac;:ao plastica de 1 ,8%. 

Compressao (NJ 

ol 

Encurtamento (mm) 

Figura 2.5- Grafico fon;a de compressao-encurtamento. 

A barra de ac;:o no estado virgem mostra uma relac;:ao linear entre a forc;:a de 

compressao e o encurtamento ate atingir a carga critica "P cr" (que na figura 2.5 e 

representada por "Fe") onde a flambagem, indicada por uma descontinuidade abrupta, 

ocorre repentinamente. Por outro lado, a barra de ac;:o com uma deformac;:ao plastica de 

s0 = 1 ,8% mostra uma relac;:ao nao-linear entre forc;:a de compressao e encurtamento 

sob carregamentos relativamente pequenos e tambem flexao continua, a qual se inicia 

em "F0". Obtem-se uma carga critica "Fe" muito menor, que ocorre em torno de 40% da 

carga cri!ica da barra sem deforrnac;:ao plastica. Como se observa, a flambagem para 

barras com deformac;:ao plastica nao ocorre repentinamente. 
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De acordo com os dados experimentais, observa-se o comportamento nao

linear das deforma<;:oes devido a carregamento de compressao em barras com 

deforma<;:ao plastica, ou seja, o efeito Bauschinger propriamente dito. Neste sentido, a 

inclinat;:ao da curva tensao-deforma;;:ao, referente a compressao, ver figura 2.4, deve 

ser levada em considera;;:ao. 

Para se analisar os resultados experimentais de uma forma mais os 

efeitos de deforma<;:ao plastica e flexao no comportamento de flambagem devem ser 

levados em considera<;:ao. 

Se uma barra submetida a esfor<;:os de compressao atingir o momenta de 

plastifica<;:ao antes da tensao de flambagem "Rc 1", um novo valor de "R/' deve ser 

estimado. Neste sentido, a equagao (2.9) nao pode ser aplicada. Entretanto, a flexao da 

barra pode, teoricamente, ser levada em considera<;:ao se "Et" for usado na equa<;:ao 

(2.9) ao inves de "E". Dessa forma tem-se: 

(2.1 0) 

0 valor de "Et" pode ser obtido a partir da inclina<;:ao da curva tensao

deforma<;:ao referente a compressao no ponto de tensao correspondente a for<;:a "F0". 

SCHOLTES et al27 concluiram que: "a influencia da deforma;;:ao plastica no 

comportamento de flambagem e quantitativamente atribuida a deforma<;:ao 

caracteristica da barra de a<;:o devido ao efeito Bauschinger". 

2.5.5 A influencia do carbona sobre o efeito Bauschinger 

Em 1951, Polakowski associou a magnitude do efeito Bauschinger com a 

quantidade de carbona, baseado em resultados de testes realizados em diferentes a<;:os 

carbona. Ar:;os com uma baixa quantidade de carbona mostraram urn efeito 

Bauschinger mais acentuado do que em a<;:os com alta quantidade de carbona. Bate e 

Wilson, em 1986, mostraram que para ar:;os com variaveis teores de carbona, o efeito 
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Bauschinger mostrou urn comportamento similar ao observado por Polakowski (DODD 

& RESTREPO-POSADA9
). 

A magnitude do efeito Bauschinger nao depende da curva tensao-deformac;ao 

referente ao carregamento unidirecional. Alem disso, a curva unidirecional e 

abandonada quando ocorrem deformac;oes reversas ap6s o inicio do encruamento 

(DODD & RESTREPO-POSADA9
). 

quantidade de carbona e uma importante variavel afeta a magnitude do 

efeito Bauschinger; de acordo com o seu acrescimo a curva de Bauschinger torna-se 

mais suave e distancia-se cada vez rnais do rnodelo bi-linear. 



Capitulo 3 

Modelos Flsicos Nao-lineares para o Estrutural 

3.1 lntrodw;;ao 

0 estudo da nao-linearidade fisica e caracterizado pel a rela<;:ao nao-linear entre 

tensao e deformagao, decorrente da modifica<;:ao das propriedades fisicas do material 

estrutural. Dessa forma, neste capitulo, sera considerado o efeito da nao-linearidade 

flsica na analise de estruturas metalicas planas, cujo comportamento segue os 

preceitos da teoria da plasticidade. 

3.2 Comportamento uniaxial do ac;ro 

Segundo CHEN & HAN6
, o estudo de problemas unidimensionais na 

plasticidade estrutural e representado pela condi<;:ao uniaxial de tensoes. Podendo ser 

urn ensaio de tra<;:ao simples onde, em termos de tensoes principals, cr1 > 0 e crz = cr3 = 

0, ou urn ensaio de compressao simples, onde cr1 = crz = 0 e cr3 < 0, nao se esquecendo 

da conven<;:ao: cr1 > cr2 > cr3. Em fun<;:ao das diversas tensoes aplicadas na barra, 

podem-se calcular as respectivas deformagoes e obter o diagrama de tensao

deforma<;:ao, no qual as tensoes axiais principais "cr1" (ou "cr3") sao analisadas em 
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fungao das deformagoes axiais principais "s1" (ou ''s3"), proporcionando a representagao 

do comportamento elastico e plastico do material. 

1 Carregamento unidirecional 

Supondo-se que uma barra de ago seja submetida a urn esfon;:o de tragao 

crescents, o comportamento tipico material pode ser descrito pela figura 3.1. 

cr 1 -------------------- A1 

vo ------ Ac 

Figura 3.1 - Relat;ao tensao-deformat;ao elasto-plastica: carregamento. 

A figura 3.1 mostra que ate o nivel de tensao "a0", correspondente ao trecho 

"00-A0", a rela<;ao tensao-deforma<;ao e linear, valendo, portanto, a Lei de Hooke 

(a= Er; ), que caracteriza o regime elastica linear. Uma vez ultrapassada a tensao "cro", 

o material inicia o processo de plastificagao com o surgimento de deformagoes 

permanentes, o modulo de elasticidade longitudinal come<;a a modificar-se e com isso a 

inclinagao da curva tensao-deformagao, dada pelo trecho "Ao-A1", come<;a a diminuir 

progressivamente. Devido a este comportamento o nivel de tensao "cr0" e conhecido 

como limite de proporcionalidade. 
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3.2.2 Descarregamento e recarregamento 

Supondo-se que a mesma barra ja descrita anteriormente seja agora 

descarregada, existem dois caminhos exequiveis, que estao indicados na 

Figura 3.2 - Rela9i'io tensao-deforma9i'io elasto-plastica: descarregamento. 

A primeira possibilidade esta indicada no trecho "Oo-Ao" da figura 3.2, onde a 

tensao inicial aplicada nao ultrapassou o valor de "cr0" e o descarregamento segue o 

caminho inverso do carregamento inicial. A outra possibilidade esta indicada no trecho 

"A1-01", onde a tensao aplicada ja ultrapassou o valor de "cr0". 0 descarregamento se 

da, de maneira elastica, pela reta "A1-01", que e aproximadamente paralela a reta "00-

A0". Neste caso, havendo urn descarregamento completo, a barra ficara com uma 

deforma<;:ao residual permanente, ou seja, uma deforma<;:ao plastica representada pelo 

trecho "Oo-01", e recuperar a deforma<;:ao elastica representada pelo trecho "01-s1". 

Uma vez completado o descarregamento, pode-se carregar a barra novamente, 

conforme ilustra a figura 3.3. 
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vo ------ Ao 

Figura 3.3 - Rela<;:ao tensao-deforma<;:ao elasto-plastica: recarregamento. 

A figura 3.3 mostra que o recarregamento segue o caminho inverso do 

descarregamento, ou seja, as tens6es se relacionam com as deformagoes de maneira 

elastica (trecho "01-A1"). 0 ponto "A,'' e chamado de tensao de escoamento 

subsequente e alem dele irao aparecer novas deformagoes plasticas, uma vez que as 

tens6es voltam a se relacionar com as deformac;:oes atraves da curva original, nao

linear "A0-A2", como se o descarregamento eo recarregamento nunca tivessem ocorrido 

(CHEN & ZHANG8
). 

Segundo CHEN & HAN6
, em boa parte dos materiais, ap6s o ponto inicial de 

escoamento, a relac;:ao tensao-deformagao expressa-se atraves de uma curva 

crescente, apesar da inclinac;:ao diminuir. lsto leva a urn crescimento do modulo da 

tensao de escoamento subsequente, de acordo com as deformac;:oes. 0 efeito de urn 

material apresentar tensoes superiores ap6s a deformac;:ao plastica e chamado de 

encruamento. 

De acordo com RUBERT25
, a deformac;:ao permanente resultante esta 

associada a energia dissipada ao Iongo do processo de carga e descarga, ver figura 

3.4. 



VA ---------------- ------"7 A 

Carregamento 

Energia 

Acumulada 

Energia 
Dissipada 

VA c----------------L-----, A 

0 

Descarregamento 

Energia 
Recuperada 

Figura 3.4 -Cicio de carregamen!o e descarregamento na fase plastica. 

cr 

Go ------

Energia 

Acumulada 

Carregamento 

cr 

i 

cro ~----- --1 

Energia 
Recuperada 

Descarregamento 

Figura 3.5- Cicio de carregamento e descarregamento na fase elastica. 
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No caso uniaxial, pode-se calcular a energia dissipada determinando a area 

delimitada pelas curvas de carregamento e descarregamento. Evidentemente, se urn 
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sistema esta solicitado apenas na sua fase elastica, a area correspondente e nula, o 

que significa nao haver dissipac;:ao de energia, como e mostrado na figura 3.5. 

Carregamento reverso 

Retomando-se o caso do descarregamento dado pela figura 3.2, pode-se supor 

ap6s o descarregamento completo, dado pelo trecho , haja uma inversao do 

carregamento aplicado, de tal forma que a barra comec;:a a ser comprimida. Neste caso, 

a relac;:ao tensao-deformac;:ao e mostrada pela figura 3.6. 

cr 
I 

cro ----- 7'\o 

Figura 3.6 - Relac;:ao tensao-deformac;:ao elasto-plas!ica: carregamenlo reverse. 

A principio, o comportamento do material e o mesmo tanto na trac;:ao como na 

compressao, de tal forma que a relac;:ao tensao-deformac;:ao seja a mesma para os dois 

casas. Entretanto, pelo fato da barra ter iniciado a plastificac;:ao anteriormente, a tensao 

de escoamento para o carregamento reverso e modificada, de modo que o modulo da 

nova ten sao de escoamento "I crzl" seja menor que a tensao de escoamento inicial "I cro I" 

e muito menor que a tensao de escoamento subsequente "I cr1 I", ou seja, I cr2 l < l cr0 I < 

I cr1 I. Este fen6meno e o chamado efeito Bauschinger e a partir deste ponto o 

comportamento do material e mantido conforme a descric;:ao anterior. 
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Segundo CHEN5
, devido a natureza do processo, a deformagao plastica e urn 

processo de anisotropia. 0 efeito Bauschinger e urn caso particular de anisotropia 

direcional induzida por uma deformagao plastica, ja que uma deformagao plastica inicial 

em uma diregao reduz a tensao de escoamento na diregao oposta durante o 

carregamento reverso subsequente. Este fenomeno corresponde a interagao e aos 

efeitos transversals entre as tens6es de escoamento em diferentes direg6es no caso de 

tens6es multiaxiais. A consideragao do efeito Bauschinger e muito importante em 

problemas multidimensionais envolvendo complexos hist6ricos de tens6es com 

significantes mudangas nas direg6es dos carregamentos, tais como as tens6es 

reversas e condig6es de carregamentos ciclicos. 

Observa-se que as deformag6es nao sao somente fungoes das mas 

depend em do hist6rico do carregamento (CHEN & HAN6
). 

Por outro lado, nao se fez mengao ao efeito do tempo nas deformag6es, ou 

seja, esta se assumindo nao viscosidade ou independencia do tempo. Esta se 

considerando que o material esteja a temperatura ambiente e sob carregamenio 

estatico. 0 efeito do tempo torna-se muito importante em carregamentos dinamicos 

(CHEN & HAN6
). 

3.3 Modelos elasto-plasticos unidimensionais para elementos estruturais de ago 

Para a solugao de urn problema elasto-plastico unidimensional, deve-se 

idealizar o comportamento do material atraves da utilizagao de modelos matematicos 

que permitam a simulagao da relagao tensao-deformagao real. 

Dentre os varios modelos disponiveis para este tipo de estudo destacam-se o 

modelo elasto-plastico perfeito e o modelo elasto-plastico com encruamento linear 

(CHEN5
), que serao vistas na sequencia. 
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3.3. 1 Modelo elasto-p!astico perfeito 

A figura 3.7 ilustra a relac;;ao tensao-deformac;;ao do ac;;o atraves do modelo 

elasto-plastico perfeito. 

G 

i 

Go -------,------

E 

Figura 3.7- Modelo elasto-plastico perfeito. 

Neste modelo, quando a tensao atuante atingir a tensao de escoamento "cr0", o 

elemento estrutural perde a capacidade de absorver um acrescimo de tensao e a 

deformac;;ao fica indefinida. Ou seja, o efeito do encruamento e desprezado. Tal modelo 

pode ser expresso pelas seguintes relac;;oes: 

cr 
E=- =:> cr<cr0 E 

(3. i) 

cr 
E=-0 +a =:> cr=cr0 

E 
(3.2) 

onde "E" e o modulo de elasticidade longitudinal do material e "a" e um escalar positivo. 

Para o ac;;o estrutural, este modelo e largamente utilizado. 
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3.3.2 Modelo elasto-pliflstico com encruamento linear 

Neste modelo, a curva continua e aproximada por duas retas, substituindo a 

suave transigao das curvas por uma descontinuidade abrupta no ponto de tensao "cr0". 

primeira reta tem como inclina<;:ao o modulo de elasticidade "E". A segunda reta 

representa a agao do encruamento e tem como inclinagao o modulo de elasticidade 

tangente "Et", cujo valor e menor do que "E" (CHEN5
). 

A figura 3.8 ilustra a relagao tensao-deformagao do ago atraves do modelo 

elasto-pl<3stico com encruamento linear. 

l 

cro f------

_E, 
1 

E 

1 

0 

Figura 3.8 - Modelo elasto-plastico com encruamento linear. 

Tal modelo pode ser expressado pelas seguintes relagoes: 

cr 
s=- => cr:Scr0 

E 
(3.3) 

(3.4) 

varios outros modelos foram construidos baseados neste, que pode ser chamado, 

tambem, de bi-linear. 
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3.3.3 Modelo elasto-pli?Jstico com encruamento exponencial 

A figura 3.9 ilustra a relagao tensao-deformagao do ago atraves do modelo 

elasto-plastico com encruamento exponencial. 

cr 

Vo !----- a=kc:m 

; 
I 

I 
I 
) 

0 

I 

; 
; 

; 

/ 

Figura 3.9 - Modelo elaslo-plastico com encruamento exponencial. 

0 encruamento da maioria dos materials se comporta de maneira nao-linear. 

Dessa forma, uma simples expressao exponencial pode ser empregada: 

(3.5) 

(3.6) 

onde "k" e "m" sao constantes do material determinadas experimentalmente. Neste 

modelo, a relagao tensao-deformagao e dividida em duas partes: uma expressao linear 

para o trecho elastica e uma exponencial para o trecho plastico. Observe que as 

constantes do material, "k" e "m" nao sao independentes, pois a curva tensao-

deformagao deve ser continua em cr = o-0 , ou seja, a condigao cr0 = k(cro/Et deve ser 

satisfeita (CHEN
5

). 
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3.3.4 Modelo de Ramberg-Osgood 

A figura 3.1 0 ilustra a relac;:ao tensao-deformac;:ao do ac;:o atraves do modelo de 

Ram berg-Osgood. 

cr 

l 

IE 
b --1:-------- I 

I I 
I I 

J I I 

I : I 

I 

0 a 

Figura 3.10- Modelo de Ramberg-Osgood. 

Segundo CHEN5
, neste modelo, uma expressao suavemente nao-linear e 

empregada para representar por completo a relac;:ao tensao-deformac;:ao: 

(3.7) 

onde "a", "b" e "t" sao constantes do material determinadas experimentalmente. Neste 

modele, a definic;:ao do ponto de escoamento nao e clara e a inclinac;:ao inicial da curva 

e dada pelo valor do modulo de elasticidade longitudinal "E" quando a tensao for nula, 

cr = 0, e decresce unidirecionalmente de acordo com o aumento do carregamento. 

3.4 Modelos com encruamento linear para carregamentos ciclicos 

Os limites elasticos de um material mudam de acordo com a ocorrencia dos 

carregamentos. A tensao de escoamento subsequente superior e inferior ou as 
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fronteiras do regime eli3stico, sao func;:6es do hist6rico de tensoes. Mas as tensoes de 

escoamento subseqOentes nao sao afetadas pela parcela do hist6rico de tensoes 

referentes as deforma<_;:oes elasticas. Consequentemente as tensoes de escoamento 

subsequentes dependem somente da parcela do hist6rico de tensoes referentes as 

deforma<_;:oes pl<3sticas. Este hist6rico do carregamento plastico sera gravado 

adequadamente para expresser o estado atual do material. A questao seria como 

determinar esta dependencia funcional, que as tensoes de escoamento tern do hist6rico 

dos carregamentos plasticos, de uma maneira simples e reallstica. Esta e, realmente, 

uma tarefa ardua nas formula<_;:oes da plasticidade. Varios modelos foram propostos 

para descrever estas relac;;oes e sao conhecidos como modelos de encruamento 

(CHEN5
). 

Alguns modelos de encruamento frequentemente utilizados em aplicac;;oes 

praticas serao descritos na sequencia. Para simplificar, serao considerados modelos 

com encruamento elasto-linear e com tensoes de escoamento, tanto na trac;;ao quanto 

na compressao, numericamente iguais a "cr0". 

3.4. 1 Modelo lsotr6pico 

A figura 3.11 ilustra o modelo com encruamento linear isotr6pico atraves do 

gn3fico tensao-deforma<;:ao do ac;;o. 

Ci 

l 

cr, 

CJmax 

I 
l 0 

Cimax 

Figura 3.11 - Modelo com encruamento linear isotr6pico. 
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Neste modelo a tensao de escoamento do material e dada pela maxima tensao 

calculada, devendo ser sempre maior ou igual a "cr0". Esse valor permanecera 

constante, tanto para a tragao como para a compressao, ate que urn valor maior de 

tensao seja obtido. mecanismo e mostrado pela figura 3.11, onde uma barra 

submetida a urn esfon;:o de tragao tern como tensao atuante o valor "cr{. Como "cr1" e 

maior que "cro", tal valor passa a ser o novo valor da tensao de escoamento. Efetuando

se uma inversao de carregamento, a tensao de escoamento na compressao e dada por 

a2 = -crmax = cr1. Aumentando-se a compressao na barra a mesma comega a escoar ate 

atingir o ponto "A3", com tensao "cr3". Como "I cr3 l" e maior que "cr1", o valor de "cr3" passa 

a ser a nova tensao de escoamento do material, e assim sucessivamente. Dessa forma, 

a tensao de escoamento subsequente "crsub" e dada pela seguinte equagao: 

I , , I 
()sub I = ICJ max (3.8) 

Este modelo negligencia a ocorrencia do efeito Bauschinger. 

3.4.2 Modelo lndependente 

A figura 3.12 ilustra o modelo com encruamento linear independente atraves do 

grafico tensao-deformagao do ago. 

cr 1 -----------------

Gmax,t 

0 

Figura 3.12- Modelo com encruamento linear independente. 
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Neste modelo a tensao de escoamento do material e dada pela maxima tensao 

calculada para o caso da trac;:ao e da compressao, de tal forma que o valor da tensao 

de escoamento na tragao "crmax/ independa do valor da tensao de escoamento na 

compressao "crmax,c"· figura 3.12 mostra tal mecanisme onde, ap6s o descarregamento 

e a inversao do carregamento, a tensao de escoamento inicial na compressao e dada 

por cr2 = -cro, passando posteriormente para crsub,c = crmax,c. enquanto que crsub,t = crmax,t 

permanece inalterada. Analiticamente, a tensao de escoamento e dada 

lcr sub,c I = icr max,c I (3.9) 

I 1_1 I lcr sub,t I - lcr max,t 1 

Neste modelo, quando a barra e submetida a urn carregamento reverse ap6s a 

agao do encruamento no sentido oposto, esta barra comporta-se como se nunca tivesse 

sido carregada. 

3.4.3 Modelo Cinematico 

A figura 3.13 ilustra o modelo com encruamento linear cinematico atraves do 

gn3fico tensao-deformagao do ac;:o. 

G 

I 

Figura 3.13 - Modelo com encruamento linear cinematico. 
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Neste modele a diferen<;:a entre a tensao de escoamento para carregamentos 

de tra<;:ao e de compressao e mantida constante com valor igual ao dobro da tensao de 

escoamento "cro". Tal mecanisme e mostrado pel a figura 3.13, on de o valor da ten sao 

escoamento referente ao ponto e dado por I cr2l = l2cro - cr1 I. Dessa forma, a 

equa<;:ao que rege tal modelo e dada por: 

cr sub,t + jcr sub,c) = 2cr o 11) 

onde "crsub.t" e "crsub.c" sao as tens6es de escoamento para a tra<;:ao e para a 

compressao, respectivamente. 

Cabe ressaltar que este modelo reproduz de forma simplificada o efeito 

Bauschinger, uma vez que o centro elastico e movido ao Iongo da reta "B-B". 

Altemativamente, pode-se expresser tal modelo pela seguinte equa<;:ao: 

(3.12) 

onde "1JI" e a fun<;:ao que representa a trajet6ria do centro elastico, sendo 1JI = 0 para 

cr = 0. 



Capitulo 4 

Analise de Estruturas Reticuladas 

4.1 lntrodu!fao 

Uma analise de estruturas tern o objetivo de compreender o comportamento 

das estruturas quando sujeitas a carregamentos externos. Existem varies tipos de 

analises para retratar este comportamento. Estas analises podem ser realizadas tendo 

como hip6tese pequenos deslocamentos com o equilibria da estrutura feito na posi<;ao 

indeslocada (teoria de primeira ordem) e na posi<;ao deslocada (teoria de segunda 

ordem). Na teoria de segunda ordem apresentam-se fatores que influenciam o 

comportamento das estruturas devido as for<;as axiais, interferindo na rigidez da 

estrutura. 

4.2 Procedimentos utilizados na analise nao-linear geometrica 

A instabilidade de uma estrutura reticulada e ocasionada pela degrada<;ao de 

sua capacidade portante. Os efeitos da nao-linearidade fisica e da nao-linearidade 

geometrica sao uns dos principais ocasionadores da perda da capacidade portante de 

uma estrutura reticulada. A degenera<;ao geometrica da estrutura e ocasionada a 

medida que o carregamento e aplicado, e esta passa da posi<;ao indeslocada para a 
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deslocada. Para se levar em conta o efeito da nao-linearidade geometrica sera 

empregado o metoda das fun<;:6es de estabilidade, tambem conhecido como fun<;:6es de 

rigidez. 

As hip6teses assumidas na analise nao-linear geometrica de porticos 

sao apresentadas a seguir: 

• Os elementos de barra sao considerados perfeitamente retos; 

• As for<;:as axiais sao aplicadas ao Iongo do eixo centroidal das barras; 

• 0 material obedece a lei de Hooke, ou seja, as tens6es sao proporcionais as 

deformac;:oes; 

• As se<;:oes permanecem planas ap6s a deformagao; 

• A estrutura do portico e considerada constituida de elementos de barra 

deformaveis por flexao, fon;:a axial e fon;:a cortante em seu plano; 

• 0 desenvolvimento matricial e feito com base no processo dos deslocamentos; 

• As ag6es sao aplicadas apenas no plano do portico; 

• A nao-linearidade geometrica e levada em considera<;:ao atraves da influencia 

da for<;:a axial nos elementos de barra; 

• 0 desenvolvimento matricial e baseado na teoria dos pequenos deslocamentos. 

A matriz de rigidez do elemento de barra sera obtida fazendo o equilibria desta 

na posi<;:ao deformada e deslocada, o que caracteriza considerar os efeitos de segunda 

ordem nas barras. Baseado no que foi dito, e possivel atraves das condi<;:6es de 

equilibria da barra determinar os diferentes tipos de equa<;:6es diferenciais que regem 

os problemas. Dependendo do tipo do esfor<;:o axial presente na barra, diferentes 

equa<;:6es diferenciais serao obtidas. A solu<;:ao destas fornecem os coeficientes de 
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rigidez que serao utilizados para se fazer a analise nao-linear. Estes coeficientes 

tambem sao denominados de func;:oes de rigidez ou func;:6es de estabilidade. 

matriz rigidez de barra para a analise de porticos pianos com fun<;:6es de 

rigidez sao apresentadas por CHEN & LUI7 e GERE & WEAVER11
. Esta matriz e capaz 

de considerar as deforma<;:6es nos elementos de barra atraves da interac;:ao entre forc;:as 

axiais e flexao somente. YAGUI35
, SERRA28 e REQUENA23 apresentaram matrizes com 

novas func;;oes de rigidez capazes de levar em considera<;:ao simultaneamente as 

deforma<;:5es par fon;:a axial, for<;:a cortante e flexao. Desta forma, as func;;oes 

apresentadas par eles sao capazes de levar em considerac;:ao os efeitos da nao

linearidade geometrica de forma mais completa. 

A de rigidez do elemento de barra sera obtida em func;:ao de suas 

coordenadas locais apresentadas na figura 4.1. 

j4 

6 ,~ 5 s, 0 0 s, 0 0 

r- 0 s2 ss 0 -S2 ss 

L i 0 ss s4 0 -Ss Ss 
Ks = 

X -S, 0 0 s, 0 0 
' y 2 
]_~ 0 -S2 -Ss 0 s2 -Ss 

'-i 3 

1! 0 ss Ss 0 -Ss s4 

Figura 4.1 - Matriz de rigidez da barra com fungoes de rigidez. 

Na tabela 4.1 sao mostrados os coeficientes de rigidez que serao calculados 

conforme a condic;:ao de influencia da forc;:a cortante ou sob a variac;:ao da forc;:a axial. 

As deduc;:6es dos coeficientes de rigidez "S1', "S2", "S3", "S4" e "S5" sao 

apresentadas no Anexo A. 
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Tabela 4.1 - Fun<;:oes de rigidez de berra de porticos pianos. 

I S\P' Compressao (P<O) I (P=O) I Tragao (P>O) I 
I I 

I S1 
EA EA 

I 
EA 

- -. . L L L I i • I 

i I El(a, Y s," sen s, 12EI I El(a2)2 s1

3 
senhs, I I S21 

L3 1+2g 
I ' 

I i L3 - L3 I 
I ( ) 

6EI 

I S31 
1 I 

I I 
' L2 (1 + 2g) L2@ I ! L2~' I ·C i 

i I Eh::, (sen s, - a,s, coss,) I 2E1(2+g) I EIE, (a 2s, cosh s, - senh s,) 
I S4' 

I 

I 

L~c L(1 + 2g) I L~, 
I 

Els, (a1s, - sens1 ) 2E1(1-g) i Els,(senhs1 -a2s,) 
S5 I 

L~c L(1 + 2g) L~, 

I ~c = 2- 2coss,- a1s1 sens, 6cEI ~~ =2-2cosh + a2E 1 senh s, 
I 

g= GAL2 I ' c!PI I 
a =1--'-' s1 = al cP I 

' GA a2 =1+- i 

I IPI 
GA I 

a-·--

a=~ (a~EI) I 
- ~ (a,EI) 

4.3 Procedimentos utilizados na analise nao-linear fisica 

A analise nao-linear fisica do material proposta neste trabalho e baseada no 

fato da rigidez a flexao da segao transversal da barra se reduzir gradualmente da 

rigidez elastica (fase em que as tensoes na barra sao inferiores ao limite de 

proporcionalidade) para a rigidez inelastica (fase acima do limite de proporcionalidade 

do material em que parte da segao transversal esta plastificada) ate praticamente zero 

(quando a segao transversal esta completamente plastificada). 

As hip6teses assumidas na analise nao-linear fisica de porticos pianos sao 

apresentadas a seguir: 
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• 0 sistema e considerado nao-conservativo, ou seja, ocorre a dissipac;:ao de 

energia no sistema; 

• A curva tensao-deformac;:ao e considerada elasto-plastica, ou seja, ate o 

de proporcionalidade do material a relac;:ao tensao-deformac;:ao e linear, ap6s este limite, 

a relac;:ao torna-se nao-linear; 

• A relac;:ao tensao-deformac;:ao e igual tanto na trac;:ao quanta na compressao; 

• A tensao de plastificac;:ao do material e igual a "fy" (limite de escoamento do ac;:o 

utilizado ); 

• Sera considerado que a reduc;:ao da capacidade portante da barra, devida ao 

efeito de nao-linearidade fisica do material, seja provocada pelas tensoes normals de 

compressao ou trac;:ao e pelas tensoes normais de flexao. 

Conforme rnencionado, existem algumas formas de se fazer a reduc;:ao da 

rigidez a flexao da barra. Neste trabalho, serao utilizados OS procedimentos propostos 

pela AISC-LRFD
1 

e pelo CRC
14 

que serao descritos na sequencia. 

0 procedimento de reduc;:ao da rigidez, proposta pela CRC (GALAMBOS10
), 

considera os seguintes casas: barras que durante a analise estejam com tensao inferior 

a "0,50fy'' sao consideradas trabalhando no regime elastica; barras com tensao acima 

de "0,50fv" sao consideradas no regime inelastico e barras com tensao igual ou superior 

a "fy" sao consideradas plastificadas. Desta forma, utiliza-se como criteria de 

plastificac;:ao da se<;ao a tensao de escoamento "fy" do a<;o utilizado. Assim, o modulo 

tangente na analise pode ser determinado da seguinte forma: 

cr 
-:::; 0,50 => E, = E 
fy 

cr 
->0,50 
fy 

(4.1) 

(4.2) 
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5!_ >_ 1,00 E 0 => t = 
fy 

(4.3) 

sendo "cr" a tensao atuante na barra; "fy" a tensao de escoamento do material; "E" o 

modulo de elasticidade longitudinal elastica do material e "Et" o modulo tangente do 

material. E importante ressaltar que este procedimento leva em consideragao apenas 

os efeitos de tens6es residuals no campo inelastico. 

A tensao atuante na barra e determinada pela expressao tradicional da 

resistencia dos materials, dada por: 

p M 
G=-+-

A W 
(4.4) 

sendo, "P" o esforgo axial presente na segao transversal da barra, "M" o memento fletor 

atuante na segao, "A" a area da segao transversal da barra e "W" o modulo elastico 

resistente da barra. 

0 procedimento de redugao da rigidez, proposta pela AISC-LRFD1
, considera 

os seguintes casos: barras que durante a analise estejam com tensao inferior a "0,39fy" 

sao consideradas no regime elastica; barras com tensao acima de "0,39fy" sao 

consideradas no regime inelastico e barras com tensao igual ou superior a "fy" sao 

consideradas plastificadas. Da mesma forma que no procedimento anterior, utiliza-se 

como criterio de plastificagao da segao a tensao de escoamento "fy'' do ago utilizado. 

Assim, o modulo tangente na analise pode ser determinado da seguinte forma: 

G 
->0,39 
fy 

=> -· = -2,7243-Ln -I E. G (crl 
E fy f,) 

(4.5) 

(4.6) 
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(4.7) 

sendo "cr" a tensao axial atuante na barra; " a tensao de escoamento do material; "E" 

o modulo de elasticidade longitudinal elastica do material e "Et" o modulo tangente do 

material. E importante ressaltar que o procedimenlo para a analise nao-linear leva em 

consideravao os efeitos de tensoes residuals e imperfeic;:oes geometricas no campo 

inelastico. 

Nesta norma a tensao atuante na barra e determinada apenas pela tensao 

p 
a= 

A 
(4.8) 

sendo "P" o esforc;:o axial presente na sec;:ao transversal da barra e "A" a area da sec;:ao 

transversal da barra. 

Para se introduzir o efeito de nao-linearidade fisica do material na analise de 

porticos pianos, torna-se necessaria modificar a matriz de rigidez do elemento 

prismatico de barra plano apresentado na analise nao-linear geometrica. Esta 

modificac;:ao e feita substituindo o modulo de elasticidade elastica "E" pelo modulo 

tangente "Et". Com a introduc;:ao do modulo tangente na matriz de rigidez do elemento, e 

possivel representar o cornportamento elastica e inelastico das barras. A matriz 

modificada e apresentada na tabela 4.2. 
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Tabela 4.2- Fungoes de rigidez de barra como modulo de elasiicidade iangente. 

S\PI 

S3 

I S5 
I 

Compressao (P<O) 

E,A 
L 

E,l(a,)
2
z/ senz, 

L3$c 

E,la,s/(1-cosz,) 

L2$c 

E,ls,(sens, -a 1s 1 coss 1 ) 

L<jlc 

E,h::1 (a1£ 1 - seng1 ) 

L<Jlc 

<ilc = 2-2cos -a1z1 sens, 

ciPI 
a =1--'-· 

1 
GA 

I IPI 
a= 1~--c 

~ (a,E,I) 

. 
i 

I 

(P=O) 

~ 
L 

12E,I 

L3 (1+2g) 

6E,I 

2E,1(2+g) 

L(1 + 2g) 

2E,1(1 g) 
L(1 + 2g) 

6cE,I 
g= GAL2 

s1 =al 

4.4 Resoluc;;ao de sistemas nao-lineares 

Trar,;ao (P>O) 

E,la 2s/(coshz 1 -1) 
L2<jl, 

E,ls, (a 2s1 cosh z, - senh s,) 

L<jl, 

E,IE,(senhz, -a 2s 1 ) 

L<jl, 

1 <jl, = 2- 2coshs, + a2s 1 senhs1 

I 

cP 
a2 =1+-

GA 

I P 

a= V (a
2
E,I) 

Uma vez bem fundamentados os estudos te6ricos acerca do comportamento 

nao-linear das estruturas, um problema de natureza pratica surge: as estruturas que 

manifestam comportamento nao-linear originam sistemas de equa<;:6es tambem nao

lineares cuja solu<;:ao s6 e passive! com a aplica<;:ao de procedimentos incrementais

iterativos (RUBERT25
). 

Tradicionais tecnicas numericas, e a correspondents estrategia computacional, 

encontram aplica<;:ao na solu<;:ao de problemas de nao-linearidade fisica, tanto em 

estruturas complexas formadas por elementos pianos ou tridimensionais, como em 

estruturas de barras, em geral compondo sistemas mais simples. 
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A estrategia de solw;:ao numerica de problemas que envolvem nao-linearidades 

e concebida, tradicionalmente, segundo algoritmos que combinam duas etapas 

sucessivas. A primeira, que leva a uma aproximagao para o vetor incognito de 

deslocamentos, emprega a matriz de rigidez global da estrutura, atualizada, e o vetor 

das cargas nodais equivalentes calculado para um determinado nivel de carga; a 

segunda, consiste na determinagao das forgas residuals que deverao ser reduzidas por 

um procedimento iterative. 

Segundo PAixA020
, a base do processo incremental e a divisao da carga total 

aplicada em varios incrementos menores. Se o incremento for suficientemente 

pequeno, e possfvel que o comportamento da estrutura se aproxime do linear ao Iongo 

de cada incremento. Usualmente estes incrementos de carga apresentam a mesma 

magnitude, sendo esta a forma utilizada neste trabalho, uma vez que a utilizagao de 

incrementos de tamanhos variados requereria um conhecimento previo do 

comportamento da estrutura para que se pudesse atribuir incrementos menores nas 

faixas em que se tenha um maior desvio da condigao linear. 

Num processo incremental-iterative de resolugao de sistemas de equag6es nao

lineares se busca uma condigao de equilibria entre o carregamento externo e as forgas 

internas atuantes na estrutura, que e verificado atraves de urn criteria de energia. Neste 

trabalho foi implementado o tradicional metodo incremental-iterativo de Newton

Raphson. 

No metodo incremental-iterative de Newton-Raphson aqui utilizado, a matriz de 

rigidez da estrutura e montada a cada itera<;:ao e posteriormente resolve-se urn sistema 

de equa<;:6es lineares com a nova matriz. 

Dessa forma, para urn incremento aplicam-se as forgas "F' para uma dada 

rigidez estrutural inicial "K0" e, resolvendo-se o sistema de equag6es, obtem-se os 

deslocamentos "Do" e, em fun<;:ao destes, os respectivos esforgos internos. Em fun<;:ao 

dos esforgos internos, especificamente dos esfor<;:os axiais, atualiza-se a matriz de 

rigidez "K1", processa-se a estrutura novamente, agora aplicando-se "Do" em "K1" e 

calculando-se "Fo" . Se "F0" for diferente de "F" significa que existe um reslduo nao nulo 
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"Ro", que e determinado fazendo-se a diferenga de forga "F-Fo". Aplica-se o reslduo "Ro" 

na estrutura ja deformada e calcula-se o acrescimo dos deslocamentos "t.D1". Na 

sequencia, faz-se uma corregao nos deslocamentos onde se obtem "D{. Calculam-se 

os novas esforgos internes e procede-se a uma nova atualizagao na de rigidez 

"K2", obtendo-se, dessa forma, o valor de . A representagao grafica desse 

procedimento e dada pela figura 4.2. Repete-se esta sistematica ate se atingir a 

igualdade entre as forgas internas e externas. Portanto, quando o residua for 

suficienternente pequeno admite-se que houve o equilibria estrutural. 

Fori"' (F) A 

Fe---------,--

Do D, 
: LID, • 

Deslocamento (0) 

Figura 4.2 - ltera<;:ao de Newton-Raphson para um incremento de carga. 

Para que os resfduos de forgas possam ser considerados suficientemente 

pequenos, adota-se urn criteria de parada para o processo iterative, segundo 

RUBERT25
, que consiste na seguinte expressao: 

(4.9) 
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onde "n" eo numero de iterar;;oes para o incremento analisado,"IIF-Fnll" e "IIFII" 

correspond em as normas Euclidianas do vetor de residuos e do vetor de for9as nodais 

aplicadas respectivamente. 0 valor de "t" e a precisao desejada. 

Uma vez encontrada a posir;;ao final de equilibria para urn determinado nivel de 

carregamento, estes valores serao conservados para que possam ser somados aqueles 

a serem obtidos nos incrementos seguintes. 



Capitulo 5 

Exemplos 

5.1 lntrodw;ao 

Serao apresentados cinco exemplos numericos calculados pelo programa 

desenvolvido neste trabalho. Serao estudados os valores dos deslocamentos e os 

graficos de tensao-deformac;:ao para varios tipos de analises. 

5.2 Exemplo numerico 1 

Este exemplo, analisado por RODRIGUES24
, e composto por uma trelic;:a 

metalica de banzos paralelos, cujos apoios estao situados nas extremidades do banzo 

inferior, conforme ilustra a figura 5.1. 

A trelic;:a e solicitada por uma carga concentrada de 60 kN no n6 3, de cima para 

baixo. Com este carregamento foram feitas analises considerando os comportamentos: 

elasto-linear, nao-linear geometrico e nao-linear fisico, que por sua vez, utilizou o 

diagrama tensao-deformac;:ao do tipo bi-linear. 
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200cm 

y 

X 

200 em 200 em 

Figura 5.1 - Treli<;:a metalica de banzos paralelos. 

As caracteristicas 

treli<;a sao: 

e geometricas de todos os elementos 

E = 2 i 000,0 kN/ cm2 
E, = 5000,0 kN/cm2 ' 2 crY= 24,0 kN;cm 

Os valores dos deslocamentos verticals do n6 3, para os diferentes tipos de 

am'tlises, sao apresentados na tabela 5. i e comparados com os valores obtidos por 

RODRIGUES
24

. 

Tabela 5.1 - Deslocamentos verticals do n6 3. 

Comportamento 
Deslocamentos verticals do n6 3 (em) I Varia~o 

Programa do Autor RODRIGUES24 (%) 

Elasto-linear I -2,902 -2,902 0 

Nao-linear geometrico -2,916 -2,922 0,21 

Nao-linear fisico -6,585 -6,611 0,39 

5.3 Exemplo numerico 2 

Neste exemplo, figura 5.2, uma barra metalica, com uma extremidade 

engastada e a outra livre, foi submetida a varios ciclos de carregamentos (na tra<;ao), 
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e Seu comportamento considerando 

os efeitos nao-linearidade fisica em sistemas nao-conservativos. As redw;oes da 

capacidade portante da barra foram feitas utilizando as curvas de flambagem propostas 

pelo e 

X 2 

500 em -
Figura 52 - Viga metalica em balan<;o. 

A 1 1=50,0 E = 20500,0 = 

Os valores do limite de proporcionalidade para a viga metalica sao: 

Para o CRC => G 0 = 12,5 kN/cm 2 

Para o AISC-LRFD => G 0 = 9,75 kN/cm 2 

1 o ciclo de carregamento 

Neste ciclo a barra e submetida a carregamentos e descarregamentos, cujos 

valores e os respectivos deslocamentos estao dispostos na tabela 5.2 e na figura 5.3. 

Tabela 5.2- Deslocamentos horizontals do n6 2: 1° ciclo. 

so!icitayao 
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a recupera sua ap6s os 

descarregamentos, indicandc a se manteve no regime elastica que. sua 

vez, e palo lmr1nrt:o~rnPintn linear da figure 

100 

8 

80 _; 

60 -

A 

~~LRFD 

-CRC 

0 

o_oo 0.05 tUO 0.15 0.20 025 

Desloc.:unento (em) 

5.3- Relayilo fon;:a-deslocamento: 1 o ciclo. 

Para este ciclo de carregamento e para os ciclos seguintes trabalhou-se com 50 

incrementos de carga e uma tolerancia dos residues de carga da ordem de 1 o-4 

2 o ciclo de carregamento 

Neste ciclo a barre e submetida a carregamentos e descarregamentos similares 

aos do 1 o ciclo. Mas oeste ciclo o recarregamento uma maier inlensidade 

fazendo com que a rela((§o fon;:a-deslocamento se tome nao-linear. como e observado 

na tabela 5.3 e na figura 5.4. 
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Tabela 5.3- Daslocamantos horizontals do n6 2: 2° ciclo. 

Natureza da 

soiicitayao 

0,122 

A-0 

0-D 

D-0,081 

250 

B D 
200 _' 

DU 

100 

Linear 

50 j 
--LRFD 

--CRC 

0.00 0.10 0_20 0.30 040 ()_)() 0.60 

Desim:mnento (em) 

Figura 5.4 Relayiio fon;a-deslocamento: 2° ciclo. 

3 o ciclo de carregamento 

Neste ciclo a barra e submetida a varios carregamentos e descarregamentos. 

Os recarregamentos sao sempre crescentes e a relac;:ao forc;:a-deslocamento se 

comporta linearmente ate que a tensao anterior seja alcanc;:ada. A partir dai obedece 

uma relac;:ao nao-linear de acordo com a curve utilizada 
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Natureza da 
solidta;ao 

250 

200 -~ 

150 J 

50 

0.00 

Tabela 5A- Deslocamentos horizontals do no 2: 3c ciclo. 

Deslocamentos horizontais do n6 2 

E 

Linear 

--LRFD 

--CRC 

O.W 020 0.30 ()4() 0.60 0.70 0.80 0.9( 

Deslocamento (em) 

Figura 5.5 - Relagao for<;;a-deslooamento: 3° ciclo. 

4 o cicfo de carregamento 

Neste ciclo a barra e carregada e descarregada uma unica vez, mostrando que 

0 deslocamento para carga sera igual ao do anterior para a mesma 
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Tabela 5,5- Deslocamentos horizontals do n6 2: 4' ciclo, 

250 

200 ~ 
A 8 

50 -

100 ~ 

Linear 

:50 
-LRFD 

-CRC 

0.00 0.10 0.20 0.30 040 0.50 0.6C 

Deslocan1~:..':nto (em) 

Figura 5,6 - Relagiio fon;:a-deslocamento: 4' ciclo, 

5.4 Exemplo numerico 3 

Neste exemplo, figura um portico plano, constitufdo por 3 perfis de a<;o com 

as mesmas caracteristicas fisicas e geometricas, foi oarregado com duas cargas 

concentradas de 50 kN nos nos 2 e 3, que por sua vez foram constantes durante a 

analise, E um momento concentrado no sentido anti-horario foi aplicado no no 3 de 

intensidade variaveL 0 portico sofreu carregamentos, descarregamentos e 

recarregamentos no seu plano, Os oarregamentos foram aplicados em 50 incrementos 

cargas, 
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50 kN "C ' " I Ov Ki\1 

j 

2 ! 3 

iOO em 

y 

X 

100 em 4 

Figura 5~ 7 - POrtico piano< 

I= 35,0 cm 4 E = 20500,0 kN/cm 2 =25,0 

Para a analise dos resultados obtidos serao analisados os valores dos giros 

apresentados pelo n6 3 durante o carregamento do portico e os giros permanentes 

ap6s os descarregamentos, sendo estes devidos a ocorrencia das deformayoes 

plasticas, Os resultados obtidos estao dispostos na labela 5,6 e nas figuras 5,8 e 5,9, 

Tabela 5,6, Giro do n6 3 no sentido anli,horario, 

Natureza da 
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Figura 5.8 - Deforma£;6es !o!ais no carregamenio. 
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Neste exemplo, 10, a mesma barra metalica da figura subme!ida 

reversos representados 

X 2 p p 

500 em 

Figura 5.10- Viga metanca sob carregamento reverse. 

sao: 

A= 10,0 I= E = 20500,0 = 25,0 

18 simulaqao 

Nesta simular;ao a barra e tracionada por um esforr;o axial de 120 kN e na 

sequencia sofre uma inversao de carregamento, representada por uma compressao de 

145 kN e logo depois e descarregada. Os resultados obtidos estao dispostos na tabela 

5.7 e na figura 5.11. 

Tabela 5.7- Deslocamentos horizontals do n6 2: 1' simula>;:ao. 

Natureza da 
so!icitagao 



A 

100 

50 

-0,50 ~0,40 -0,30 -0,20 0,10 GAO 

-50 

-100 --

B 

Ces!ocamento (em) 

Figura 5.11 - Relayiio for<;:a-deslocamen!o: 1' simula<;:iio. 

22 simulaqao 

Nesta simula<;:ao os carregamentos sao os mesmos da 1• simula<;:ao, s6 que 

desta vez tem a sequencia invertida, ou seja, primeiro ocorre a compressao e depois a 

tra<;:ao, seguidos tambem de um descarregamento. Cabe ressallar que neslas duas 

simula<;:oes foi ulilizada somenle a curva de flambagem proposta pela AISC-LRFD1
. Os 

resultados oblidos estao dispostos na labela 5.8 e na figura 5. i 2. 

Tabela 5.8- Deslocamentos horizontals do n6 2: 2' simula<;:ao. 

Natureza da P 

soJicitaQao 



~ 
m 
0< 

B 

100 < 

50 

& -0,50 -OAO -0,30 0,10 0.20 0,30 OAO 0,50 0,60 

<100 

Desiocamerrt:o {em) 

5< 12 - Relagao forga-deslocamento: 2a simulayiio< 

De acordo com os resultados ob!idos nes!as duas simulaq6es de 

carregamentos, observa-se que o material apresenta redw;:oes significativas no seu 

limite de proporcionalidade "cr0'< Este fenomeno se da devido a ocorrencia do efeito 

Bauschinger, ou seja, a resposta de um material submetido a um de!erminado esforqo 

!em uma dependencia dire!a do esfor<;o aplicado anteriormente no sentido oposto< 

3
5 

simulaqao 

Nesta simulaqao a barre e tracionada por um esfor<;o axial de 178 kN e na 

sequencia sofre uma inversao de carregamento, representada par uma compressao de 

40 e logo depois e descarregada< Com estas sequencias de cargas comparou-se a 

resposta da estrutura ora com a consideraqao do efeito Bauschinger na inversao 

esfor<;os, ora sem a consideraqao de tal efeito no sistema< 

dispos!os na tabela 5<9 e na figure 5< 1 

resultados obtidos estao 



Natureza da 
so!icitayao 

-0,20 

200 

150 

100 

0,20 0.30 0.40 

B -Com efeito Bauschinger 

- Sem efeito Bauschinger 

DeslocafT'lento (em) 

Figura 5.13 - Rela<;ilo for9a-deslocamento: 38 simulayiio. 
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A 

0.50 

Comparando-se os desenvolvimenlos das curvas, figura 5. i 3, e os dados da 

tabela 5.9 observa-se que quando consideramos o efeito Bauschinger a rela<;:ao tensao

deformayao torna-se nao-linear logo no inicio da compressao, uma vez que o limite de 

proporcionalidade "cro" e -1,75 kN/cm
2 

Com isso. obteve-se um valor final de 

deslocamenlo maier do que quando nao se considerou tal efeito, pais nesla oulra 

situa<;:ao a tensao final nao ultrapassa o limite de proporcionalidade, ou seja, a rela9ao 

tensao-deformayao comporta-se linearmenle. 



bU 

Nesta simula<;:ao a berra e submetida a esfor<;:os axiais com val ores 1% acima 

pelas normes 

alten1ando-;;e entre tra<;:ao e comrlressi3o, na laiJ:saclo o comportaman!o 

proporcionalidade do nas analises, 

palo e pale n''""''-'-l 

dispostos nas tabeias 5_ 10 a 11 na figure 1 

Tabeia 5_10- Redu9ao do limite de proporcionaiidade: CRC, 

l'f de lnvers6es 
de carregamento 

Tabela 5,11 - Redu<;:ao do limite de proporcionalidade: AISC-LRFD, 

de invers6es P v ao 

de carregamento (kN) {kN/cm2
} (kN/cm2

) % 

as curves 



81 

120 ~ ~ 

60 
w 

"' " ~ 
0 40 -CRC " 

--LRFD 

20 

0 j - ----------~----------- -----------

0 2 3 4 5 

NUrnero de inversOes de carregarnentos 

Figura 5~ 14- Gratico: reduyiio de cr0 X n' de invers6es de carregamento~ 

Analisando-se a figura 5~ 14, observa-se que as curvas propostas pel a AISC

LRFD1 e pelo CRC
14 apresentam o mesmo grau de sensibilidade as a9(ies de 

carregamentos reversos, uma vez que as curvas da figura 5~ 14 praticamente se 

sobrepoem e nas duas siluat;6es a barra plastificou na 53 inversao de carga. 

5.6 Exemplo numerico 5 

Este exemplo, figura 5~ 15, e composlo par uma lrelit;a metalica, bi-apoiada e 

com 8 metros de vao entre apoios~ A lrelit;a e submetida as at;6es de ventos de suct;ao 

e de pressao, que sao representados por fon;:as verticais concentradas no n6 As 

a<;5es externas sao aplicadas em duas simulat;6es de carregamento~ Na 1• simula<;ao a 

treli((8 sofre a agao de um venlo de pressao de i 0 kN, seguido de um venlo de suc<;ao 

de 13 kN e na sequencia um descarregamento~ Na 2• simulat;ao a mesma carga 

ventos e aplicada na estrutura, que desta vez a ocorrencia se da em ordem 



ou o vente de e o seguidos 

um descarregamento associado. Nestas duas simula<;oes foi utilizada somente a curva 

de flambagem proposta pel a SC-LRFD 1 . 

i3 kN f 
' 

10 kN' 
7 

6 ~ 8 

y 

I 
X 

2 3 

200 em 200cm 200 em 200 em 

As caracterlsticas ffsicas e geometricas de todos os elementos 

trelit;;a sao: 

A=1,0om 2 E = 20500,0 kN/ om 2 

' 
= 25,0 kN cm 2 

200 em 

oomp6em a 

A labela 5.12 mostra os resultados des deslooamentos do n6 3 e as figures 5.16 

e 5.17 as configura<;:6es deformadas finals das duas simula<;:6es realizadas. Para tra<;:ar 

as deformadas das figures 5.16 e 5.17 os valores dos deslocamentos foram 

aumentados proporcionalmente, para tornar possivel sua visualiza<;:ao. 

Tabela 5.12- Deslocamenlos verticals do n6 3. 

Simula<;6es 

1
8 

simu!ag8o 

2
8 

simuiac;ao 
~--~--~~~-+--~~ 



Configuravao inicia! 

Configuragao deformada 

Figura 5.16- Configura<;ao deformada da treli<;a: 1' simulac;:ao. 

Configuragao inicial 

Configuragao deformada 

Figura 5.17- Configurac;:ao deformada da treliga: 2' simulagao. 
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Comparando-se as figuras 5.16 e 5.17 nota-se que a configuragao final da 

treliga depende da ordem de ocorrencia dos carregamentos, ou seja, os mesmos 

conjuntos de cargas resultaram em configuragoes finais diferentes, devido a agao do 

efeito Bauschinger. 



Capitulo 6 

ConsideraQ6es Finais 

A introdu<;:ao do efeito da nao-linearidade fisica permite que se analise o 

comportamento das estruturas de uma forma mais completa. 0 processo apresentado 

possibilitou o desenvolvimento de um programa computacional capaz de determinar os 

deslocamentos de estruturas reticuladas planas, considerando os efeitos da nao

linearidade ffsica e da nao-linearidade geometrica em sistemas nao-conservativos. Ao 

se considerar estes efeitos nas diversas anc~lises estruturais, verificou-se que tais 

efeitos podem modificar os resultados dos esfor<;:os e dos deslocamentos das barras 

das estruturas, quando comparados com a analise no regime elasto-linear. 

0 trabalho desenvolvido foi baseado no metodo dos deslocamentos com o 

auxilio da tecnica matricial e utilizando-se as fun<;:oes de rigidez (estabilidade). Este 

processo possui a facilidade de nao necessitar de subdivisoes dos elementos de barra, 

como no metoda dos elementos finitos. 

Para a resolu<;:ao dos sistemas nao-lineares presentes nas analises o programa 

desenvolvido utilizou o processo incremental-iterative de Newton-Raphson. Neste 

processo, a cada itera<;:ao, uma nova matriz de rigidez era montada e posteriormente 

resolvia-se um sistema de equa<;:oes lineares, utilizando-se desta vez a resolu<;:ao de 

Cholesky. 
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A utilizagao de um processo incremental de cargas possibilitou o 

acompanhamento das deformagoes nas barras das estruturas em todas as situag6es de 

carregamentos. 0 numero de subdivisoes das cargas totais variou de acordo com a 

estrutura analisada. Em alguns exemplos numericos trabalhou-se com 30 incrementos 

de cargas, ja em outros os valores dos deslocamentos s6 se estabilizaram em torno de 

60 incrementos de cargas. 

Como criteria de parada utilizou-se uma !oler2mcia dos residues de cargas da 

ordem de 104
, urna vez que o uso de tolerancias menores apresentava, praticamente, 

os mesmos resultados. 

No Exemplo numerico 1 observou-se que os resultados obtidos via 

comportamento linear e nao-linear apresentaram, entre si, diferem;:as 

despreziveis. Por outro lado, quando se considerou a nao-linearidade fisica, os valores 

dos deslocamentos tiveram um aumento significative em relagao a analise linear, 

demonstrando a importancia de se considerar tal efeito. 

Nos Exemplos numericos 2 e 3, analisando-se os diversos ciclos de 

carregamentos, observou-se que quando a barra ultrapassa o limite de 

proporcionalidade, devido a urn determinado carregamento, e logo em seguida sofre um 

descarregamento, tal barra apresenta deformac;:oes plasticas permanentes. Se a 

mesma barra for recarregada, sem inversao de esforc;:os, a relagao forga-deslocamento 

permanece linear ate que a intensidade do maier carregamento seja alcanc;:ada. A partir 

dai a relagao torna-se nao-linear e passa a obedecer, novamente, a curva utilizada na 

analise. 

Nos Exemplos numericos 4 e 5 analisaram-se as respostas das estruturas sob 

a ac;:ao de carregamentos reverses, considerando a atuagao do efeito Bauschinger no 

sistema. Com isso, o material apresentou redugoes significativas no seu limite de 

proporcionalidade "cro", a medida que as estruturas sofriam inversi'ies de 

carregamentos. Concluiu-se, tambem, que a configurac;:ao final de uma estrutura 

submetida a carregamentos reverses depende da ordem de ocorrencia das cargas, 

desde que estas cargas ultrapassem os limites de proporcionalidade do material. 
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Outro fato observado nos exemplos foi que a utilizagao da curva proposta pela 

AISC-LRFD1 fornece valores de deslocamentos maiores do que os obtidos quando 

utiliza-se a curva do CRC14
. Dessa forma, a utilizavao da curva da AISC-LRFD1 para a 

consideragao da nao-linearidade fisica no calculo de estruturas metalicas nos conduz a 

resultados mais conservatives e com um maior grau de seguran9a. 

Como nao se pode prever quando os efeitos nao-lineares serao relevantes, e 
necessaria que se processe todas as alternativas de analise para que se possa avaliar 

o comportamento da estrutura de forma precisa. Desse modo, a considera<;ao das 

deforma96es plasticas faz com que as analises se aproximem, ainda mais, do 

comportamento real da estrutura. 

Como sugestao para estudos futuros, visando uma melhor compreensao do real 

comportamento das estruturas metalicas e como complemento da teoria aqui abordada, 

pode-se citar: a influencia do efeito Bauschinger na instabilidade das estruturas, bem 

como a utilizavao de curvas de flambagem mais especlficas e as propostas pela teoria 

da elasticidade que permitam retratar a nao-linearidade fisica de uma forma mais 

precisa. Outra abordagem interessante seria a analisar a influencia que todos efeitos 

nao-lineares, seja atuando isoladamente ou em conjunto, tern no dimensionamento de 

estruturas metalicas sujeitas a carregamentos ciclicos. 



AnexoA 

Fungoes de Rigidez 

Nesta parte do trabalho, sera apresentada a dedw;:ao destes coeficientes de 

rigidez apresentados por YAGUI35
, SERRA28 e REQUENA23

. A matriz de rigidez do 

elemento de barra sera obtida em fum;ao de suas coordenadas locais apresentadas na 

figura A.1. 

Considere a barra mostrada na figura A.1. E admitido que esta esteja 

totalmente engastada em ambas as extremidades denominadas de "j" e "k". As 

rigidezes da barra serao determinadas tendo como base o conjunto de eixos ortogonais 

orientados com o eixo da barra conforme apresentado na figura A.1. 0 comprimento da 

barra sera denominado de "L", a area da se<;:ao transversal de "A" e o momento de 

inercia da se<;ao transversal no plano "xy" de "1". 

y' 

' 
2 .:J 

/ 4 -------------------+-
(';~ v 

__ x 

l 

L 

Figura A. i - Sistema de coordenadas locals para barra. 
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Os coeficientes de rigidez da barra bi-engastada apresentados na figura A.2 

sao os esfon;:os resultantes sobre a barra pelas restri<;:6es quando sao impastos a cada 

extremidade da barra deslocamentos unitarios independentes de transla<;:6es e giros. 

Estes deslocamentos unitarios sao considerados como produzidos urn de cada vez 

enquanto todos os outros deslocamentos de extremidade se mantem nulos. Os 

deslocamentos unitarios sao considerados positives nas direg6es de "x", "y" e "z". Os 

sentidos positives das translagoes e rota<;oes em cada extremidade sao apresentados 

na figura A.2. 

S1 

(1) 

sz! !s2 

1Is1 ~ !-sz -szl __--sYs/1 T1 
-s0 

_J._ 

s~ 
(2) (5) 

s~ 
I-ss sst j-ss 

-yt s~ ~4 S5 -
(3) (6) 

Figura A.2 - Estados de deslocamentos: transla<;ao unitaria horizontal nas dire<;6es ( 1) e ( 4 ); 

transla<;ao unitaria vertical nas direg6es (2) e (5) e giro unitario nas dire<;6es (3) e (6). 

Para determinar a matriz de rigidez de barra de porticos pianos sao dados 

deslocamentos unitarios nas dire<;:6es das coordenadas apresentadas na figura A.2. 

Devido aos deslocamentos impastos nas coordenadas 'T, "2", "3", "4", "5" e "6" surgem 

a<;:6es de extremidade necessarias para manter o equilibria da barra na posi<;:ao 

deformada. Desta forma, e possivel obter uma matriz que relaciona os deslocamentos 

"D" com os esfor<;os "F". Esta matriz e da ordem de 6 x 6 onde cada coluna representa 

as a<;:6es de extremidade originadas devido aos deslocamentos unitarios impastos na 
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barra. Esta matriz e apresentada na figura A3. Os valores nao nulos sao designados 

por "S1", "S2", "S3", "S4" e "S5". Devido ao teorema da reciprocidade, e possivel 

mostrar que esta matriz e simetrica conforme apresentada na figura A.3. 

0 0 -S, 0 0 l 

I rDl1 s, s, 0 -S, s, ID2; 
s, s, 0 -S, 

s~ iJg:l 0 0 s, 0 

-S, -S, 0 s, -S lD5 3 J D6j s, s, 0 -S, s4 

Figura A.3 - Matriz de rigidez da barra com fungoes de rigidez. 

0 coeficiente "S1" cujo valor e a rigidez axial da barra e afetado pela presenga 

do esfon;:o normal "P" ao Iongo da barra. Entretanto, como o efeito de encurtamento da 

barra e desprezado, a rigidez axial e obtida conforme apresentado no metoda dos 

deslocamentos onde o efeito de segunda ordem nao e levado em consideragao. Assim, 

tem-se que S11 =- S41 = S1. 

Adotando a nota<;i:io tradicional para as caracteristicas geometricas da se<;i:io e 

propriedades elasticas do material, chega-se em: 

S1= EA 
L 

(A.1) 

Fazendo a somat6ria dos mementos no n6 inicial da barra, aplicada no estado 

de deslocamento da figura A.2(2), admitindo que haja um esfor<;o "P" de tra<;ao na 

barra, obtem-se: 

S3 + S3 - S2L + P = 0 

52
= 2S3+P 

L 

(A.2) 

(A.3) 



92 

Para o estado de deslocamento da figura A.2(3), obtem-se: 

84 + 85 - 83L = 0 (A.4) 

85=S3L-84 

Conforme verificado atraves de (A.3) e (A.5), para a montagem da matriz de 

rigidez e necessaria apenas o calculo dos coeficientes "S1", "83" e "S4". 

0 esfon;:o normal "P" afeta o valor dos coeficientes "83" e "84". Desta forma, o 

valor do momenta fletor e sua derivada tambem serao afetados. A distor<;ao "y" definida 

pela diferem;:a entre o se<;ao transversal e a inclina9ao "8" da 

independe do valor e sentido de "P", ou seja: 

8ubstituindo a equa<;ao (A.7) em (A.6), tem-se: 

' " cQ Y='!'+-
GA 

. M 
Derivando y e lembrando que ~· =- El , resulta em: 

y"=- M +_£_(dO) 
El GA dx 

elastica 

(A.6) 

(A.7) 

(A.8) 

(A.9) 

sendo "P" a for<;a axial no elemento de barra; "A" a area da se<;ao transversal; "I" o 

memento de inercia em rela<;ao ao eixo z; "G" o modulo de elasticidade transversal; "E" 
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o modulo de elasticidade longitudinal; "c" o coeficiente de forma; e o comprimento da 

barra. 

a) Determinat;:ao dos coeficientes de rigidez para o caso de esfon;:o axial zero 

(P=O) 

Utilizando a condit;:ao 

A.2(3), obtem-se: 

equilibria de momenta em uma posi<;ao "x" na figura 

M=S4-S3x 

0=-= 
dx 

dQ =0 
dx 

Substituindo a equayao (A.11) em (A.8 ), resulta: 

y'=~-cS3 
GA 

Substituindo a equac;:ao (A.1 0) e (A.12) em (A.9), tem-se: 

.. (S4- S3x) S4 S3 
Y=- =--+-X 

El El El 

(A.1 O) 

(A.11) 

(A.12) 

(A.13) 

(A.14) 

Aplicando as condic;:oes de contorno na equa<;:ao (A.14) para x = 0 e x = L, 

chega-se em: 
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(A.15) 

S4 S3L 
=--+-

(L) El El 
16) 

Derivando duas vezes a equat;:ao (A.14 ), obtem-se: 

y~v =0 (A.17) 

A solw;:ao geral da equat;:ao diferencial (A.1 de quarta ordem e dada por: 

18) 

Fazendo-se a primeira e segunda derivada da solu9ao geral da equa9ao 

diferencial: 

(A.19) 

y"=6C 1x+2C 2 
(A.20) 

Aplicando as condi96es de contorno em (A.20) para x = 0 ex= L, resulta em: 

(A.21) 

y"ILJ = 6C,L + 2C 2 (A.22) 

Comparando a equa9ao (A.21) com (A.15), obtem-se: 



84 
C 2 =- 2EI 

6CL+2C =-84+S3L 
' 

2 El 
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(A.23) 

Substituindo o valor de "C 2 " obtido na equa<;:ao (A.23) na (A.24) e fazendo as 

devidas simplifica<;:6es, o valor de "C," fica dado por: 

83 
= 

6EI 

Aplicando as condi<;:6es de contorno em (A.18), para x = 0 ex= resulta em: 

c4 = o (A.26) 

Aplicando as condi<;:6es de contorno na equa<;:ao (A.13) e (A.19) para x = 0 e 

lembrando que $j = 1 no n6 inicial da barra, obtem-se: 

(A.28) 

(A.29) 

lgualando a equa<;:ao (A.28) com (A.29),resulta em: 
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C =i- cS3 
3 

GA 
(A.30) 

Aplicando as condi<;;oes de contorno na equa;;:ao 1 e (A.1 para x = L e 

lembrando que (h = 0 no n6 final da barra, obtem-se: 

, cS3 
y (L)=- GA ) 

(A.32) 

lgualando a equagao )com resulta em: 

(A.33) 

As equa;;:6es (A.23), (A.25), (A.26), (A.27), (A.30) e (A.33) formam um sistema 

de seis equa<;;6es e seis incognitas, sendo as incognitas "C1", "C2", "C3", "C/, "S3" e 

"S4". Fazendo a elimina;;:ao das quatro primeiras incognitas, chamando g = 12cEI/GAL2 

e !' = 1/(1 +g), chega-se em: 

El' 
S4 =-(4+g) 

L 

(A.34) 

(A.35) 

0 valor de "S2" dado pela equa<;;ao (A.3) pode ser obtido substituindo o valor de 

"S3" dado por (A.34) fazendo P=O, portanto: 

12EI' 
82= (A.36) 
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Para obter o valor de "S5", substitui-se em (A5) o valor de "S3" e "S4" dado por 

(A.34) e (A.35). Ao se fazer as devidas simplificac,:6es, pode-se chegar: 

El' 
85=-(2-g) 

L 

b) Determina<;ao dos coeficientes de rigidez para caso de esfor<;o axial de compressao 

(P < 0) 

Fazendo-se o equilibria de momentos em uma posic,:ao "x" da barra para o caso 

mostrado na figura A.2(3) e levando em considera<;ao a atua<;ao de uma forga nnr•cn<>l 

"P" compressao, obtem-se: 

M= S4-S3x+Py 

Q = dM =-S3+Py' 
dx 

Substituindo a equac;:ao (A.29) em (A.3), resulta: 

(A.38) 

(A.39) 

(A.40) 

(A.41) 

Fazendo a, = 1 - cP/GA e agrupando os termos semelhantes na equac;:ao 

(A.41 ), chega-se em: 

y'= __!_(~ _ cS31 
a, GA; 

(A.42) 
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Substituindo as equa96es (A.38) e (A.40) em (A.9), tem-se: 

S4 83 
--+-X-

cP , 
+-y 

GA 
(A.43) 

lembrando que a1 = 1 - cP/GA e agrupando os termos semelhanles na 

equa<;:ao (A.43), tem-se: 

y" = -
1
-( -S4 + S3x- Py) 

a,EI 

e fazendo a 2 = P/a,EI, obtem-se: 

rP 
a-'-

- Va,EI 

(A.44) 

(A.45) 

A equa<;:ao diferencial de quarto grau para o caso de "P" de compressao !em 

como solu<;:ao geral a seguinte expressao: 

(A.46) 

Fazendo-se a primeira e segunda derivada da solw;:ao geral da equa<;:ao 

diferencial: 

y'= aC, cosax-aC 2 sen ax+ C3 (A.47) 

(A.48) 
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Aplicando as condi;;:oes de contorno na equa;;:ao (A.44) para x = 0 e x = L e 

Jernbrando que para o dois casos y = 0, obtern-se: 

y",01 = -
1
-(-84) 

'· aEI 
1 

1 
ILl= aEI(-S4+S3L) 

1 

Aplicando as condi;;:oes de contorno em (A.48) para x = 0 ex = L, resulta: 

Comparando a (A.49) com a (A. 51), obtem-se o seguinte valor para "C2": 

C _ S4 
2

- a
1
Eia 2 

Lembrando que a2 = P/a1EI e substituindo em "C2", tem-se: 

S4 
C2=

P 

lgualando a equa;;:ao (A.50) com (A.52), obtem-se: 

1 
-(-84 + S3L) = -a

2
(C,senaL +C2 casaL) 

a 1EI 

(A.49) 

(A. 50) 

) 

(A. 52) 

(A. 53) 

(A.54) 

(A. 55) 
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Substituindo o valor de "C2" obtido em (A. 54) na (A.55), lembrando que 

r/ = P/a1EI e fazendo as devidas simplifica<;:6es, o valor de "C1" fica dado por: 

-S3L + 84(1- cosaL) 
C1=----~~------~ 

PsenaL 

Aplicando as condi<;:6es de contomo em (A.46) para x = 0 ex= tem-se: 

C2 + C4 = o (A.57) 

Aplicando as condic;6es de contorno na equac;ao (A.42) e para x = 0 e 

lembrando que <Pj = 1 no n6 inicial da barra, obtem-se: 

, _ __!_(1- cS3) 
y (o)- a GA 

1 

(A. 59) 

(A.60) 

lgualando a equa<;:ao (A.59) com (A.60), resulta: 

aC + C = __!_(1 °83
) 1 3 

a GA 1 

(A.61) 

Aplicando as condi<;:6es de contorno nas equa<;:6es (A.42) e (A.47) para x = L e 

lembrando que <Pk= 0 no n6 final da barra, obtem-se: 

(A.62) 



y'(LJ = aC, cosaL -aC 2 senaL + C3 

lgualando a equac;:ao (A.62) com (A.63), tem-se: 

cS3 
aC, cosaL- aC2senaL + C3 = --

a,GA 
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(A.63) 

(A.64) 

As equac;:oes (A. 54), (A.56), (A. 57), (A.58), (A.61) e (A.64) formam um sistema 

de seis equac;:oes e seis incognitas, sendo as incognitas "C1', "C2", "C3", "C/, "S3" e 

"S4". Fazendo a eliminac;:ao das quatro primeiras incognitas, chega-se em: 

( ) ( 
Psenal 

1-cosaL S4-aL 1-cosaL) S3 = --
a, 

a (1- casaL) S4 + (senaL aL J S3 = PsenaL 
a1 / a1 

(A.66) 

Resolvendo o sistema apresentado acima por substituic;:ao e utilizando a 

igualdade P = a2a1EI, chega-se aos valores de "S3" e "S4" apresentados a seguir: 

83 
= a

2
a1EI senaL 

( 2senaL - a,aL - a,al cos al) 

84
= aEI(senaL-a1aLcosaL) 

(2- 2cosaL- a,aLsenaL) 

(A.67) 

(A.68) 

Para facilitar a programac;:ao e conveniente que o denominador das equac;:oes 

(A.67) e (A.68) se tornem iguais. Multiplica-se o numerador e o denominador de (A.67) 

por "(1-cosaL)" e fazendo as devidas simplifica<;:6es, chega-se em: 
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83 
= , o:

2
a1EI (1 coso:L) , 

(2- 2coso:L- a1alsen aLJ 

Atraves das condic;oes de dado pela equac;ao (A.3), 

e compressao, pode-se escrever: 

82 
= 2S3-P 

L 

(A.69) 

Substituindo o valor de "S3" dado pela equac;ao (A.69) e fazendo as devidas 

multiplicac;6es e simplifica<;6es, obtem-se: 

a 3 (a, )2 Eisen al 
82 

(2- 2coso:L -a,alsenal) 
(A.70) 

Atraves das condic;oes de equilibria dado pela equa<;ao (A.5), pode-se fazer: 

S5 = S3L-S4 

Substituindo o valor de "S3" e "S4" dado pelas equa<;oes (A.69) e (A.68) e 

fazendo as devidas simplifica<;6es, chega-se em: 

85 
= aEI (aa,L- senal) 

(2- 2cosal- a1alsenal) 
(A.71) 

c) Determina<;ao dos coeficientes de rigidez para o esfon;o axial de tra<;ao (P > 0) 

Fazendo-se o equilibria de momentos em uma posi<;ao "x" da barra para o caso 

mostrado na figura A.2(3) e levando em considera<;ao a atua<;ao de uma fon;a normal 

"P" de tra<;ao, obtem-se: 



M = S4-S3x-Py 

Q = dM = -S3-Py' 
dx 

dQ 
= 

dx 

Substituindo a equa<;ao (A.73) em (A.8), resulta em: 

$ + _::__(_83 _ Py') = dJ _ cS3 _ cP y' 
GA ' . 
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(A.72) 

(A.73) 

Fazendo a2 = 1 + cP/GA e agrupando os termos semelhantes na equa<;;:ao 

(A.75), chega-se em: 

y'=-1 ($- cS3) 
a 2 GA 

(A.76) 

Substituindo as equa<;6es (A.72) e (A.74) em (A.9), tem-se: 

y"= _ (S4- S3x-Py) +_::__(-Py") = _ S4 + S3 x+ Py _ cP y" 
El GA El El El GA 

(A.77) 

Lembrando que a2 = 1 + cP/GA e agrupando os termos semelhantes na 

equa<;ao (A.77), chega-se em: 

1 
y"= -(-S4+S3x+Py) 

a2EI 

Derivando duas vezes a equa<;;:ao (A.78) e fazendo o.2 = P/a2EI, obtem-se: 

(A.78) 
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rp 
a=/-

V a 2EI 

A equa<;:ao diferencial de quarto grau para o caso de "P" de tra<;:ao tern como 

solu<;:ao geral a seguinte expressao: 

Fazendo-se a primeira e segunda derivada da solu<;:ao 

diferencial, obtem-se: 

y'= aC1 coshax+aC 2 senhax+ C3 

y"= a 2 (C, senhax + C2 cosh ax) 

(A.80) 

da equa<;:ao 

(A.81) 

(A.82) 

Aplicando as condic,;oes de contorno na equac,;ao (A.78) para x = 0 e x = L, 

lembrando que para o dois casas y = 0, obtem-se: 

y"(O) = -
1
-(-84) 

a2EI 
(A.83) 

(A.84) 

Aplicando as condic,;oes de contorno na equa<;:ao (A.82) para x = 0 e x = L, 

resulta em: 

.. 2c 
Y co1 =a 2 (A.85) 



lgualando a equat;:ao (A.83) com (A.85), chega-se em: 

Lembrando r:i = P/a2EI e substituindo em "C/ , tem-se: 

S4 
C2=--p 

lgualando a equat;:ao (A.84) com (A.86), tem-se: 

1 
-(-84 + S3L) = a 2 (C,senhal + C2 coshal) 
a2EI 
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(A.86) 

(A.87) 

(A.88) 

(A.89) 

Substituindo o valor de "C2" obtido na equa<;ao (A.88) em (A.89), lembrando que 

a2 = P/a2EI e fazendo as devidas simplifica<;6es, o valor de "C{ fica dado por: 

S3L + S4( cosh al -1) 
C,=------~------~ 

Psenhal 

Aplicando as condi<;oes de contomo em (A.80) para x = 0 ex= L, tem-se: 

C,senhaL+C 2 coshaL+C 3L+C 4 =0 

(A.90) 

(A.91) 

(A.92) 

Aplicando as condi<;6es de contorno nas equa<;6es (A. 76) e (A.81) para x = 0 

Jembrando que <Pi = 1 no n6 inicial da barra, obtem-se: 
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, _ _1_lr 1_ cS3)1 
y 10>- a GA 

2 

1 ( cS3j\ aC, +C3 =- 1--
a2 GA 

Aplicando as condig6es de contorno nas equagoes 

lembrando que ;!lk = 0 no final da barra, obtem-se: 

y'1L) = aC, coshal + aC 2 senhal + C3 

lgualando a equagao (A96) com (A.97), resulta em: 

cS3 
aC, coshal + aC2senhaL + C3 = --

a2GA 

(A.93) 

(A.95) 

e ) para x = L 

(A.96) 

(A.97) 

(A.98) 

As equagoes (A88), (A.90), (A.91 ), (A.92), (A95) e (3.98) formam um sistema 

de seis equagoes e seis incognitas, sendo as incognitas "C(, "C2", "C3", "C/, "83" e 

"S4". Fazendo a elimina<;ao das quatro primeiras incognitas, chega-se em: 

Psenhal 
2a (coshal-1) 84-al (cosha.L-1) S3 = ---

az 
(A.99) 
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a (cosh aL -1) 84 + (aL- senhaL) 83 = PsenhaL 
a2 a2 

(A.1 00) 

Resolvendo o sistema apresentado acima por substitui<;<ao e utilizando a 

igualdade a
2
a2EI, chega-se aos valores de "83" e "84" apresentados a seguir: 

83 
= a 

2
a2EI senhal 

(a 2aL- 2senhal + a2alcoshal) 

84 
= aEI (a2aLcoshaL- senhaL) 

(2- 2coshaL + a2alsenhaL) 

1 ) 

(A.1 02) 

Para facilitar a programa<;<ao, e conveniente que o denominador das equa<;<6es 

(A.1 01) e (A.1 02) se tornem iguais. Para tanto, multiplica-se o numerador e o 

denominador da equagao (A.1 01) por "( coshal-1 )" e fazendo as devidas simplificag6es, 

chega-se em: 

83 
= a

2
a2EI (coshaL -1) 

(2- 2coshal + a2aLsenhaL) 
(A.1 03) 

Atraves das condig6es de equilibria dado pela equagao (A.3) e lembrando que 

"P" e de tragao, pode-se escrever: 

82
= 2S3+P 

L 

Substituindo o valor de "83" dado pela equagao (A 1 03) e fazendo as devidas 

multiplicag6es e simplificag6es, obtem-se: 

82 
_ a 3 (a 2 )

2 EI senhal 

- (2- 2coshal + a 2alsenhal) 
(A.1 04) 
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Atraves das condi<;:oes de equilibria dado pela equa<;:ao (A.5), pode-se fazer: 

S5=83L-S4 

Substituindo o valor "83" e "84" dado pelas equa<;:oes 1 03) e (A.1 02) e 

fazendo as devidas multiplica<;:oes e simplifica<;:oes, obtem-se: 

85 
= aEI (senhaL- a2aL) 

(2- 2coshaL + a2aLsenhaL) 
(A.1 05) 

Para facilitar a utiliza<;:ao das matrizes, e mostrado a seguir um esquema de 

m::.tri7 de rigidez do elemento barra com seus termos representados por fatores que 

podem ser alterados conforme a condi<;:ao de influencia da fon;:a cortante ou sob a 

varia<;:ao da for;;;a axial, como mostra a tabela A.1. 

Tabela A.1 - Fum;oes de rigidez de barra de porticos pianos. 

8\P 
I 

Compressao (P<O) (P=O) Trayao (P>O) 

81 1 

EA EA EA 
- - -

I L L L 
I 

El(a,)
2
st

3 
senst 12EI El(a 2 )

2
s/ senhst 

82 
L3<J>c L

3
(1+2g) L3<j>, I I 

Ela.
1
c/(1- COSEt) 6EI Ela 2s/(coshst -1) 

83 I 

L2<J>c I L
2(1 + 2g) L2<j>, 

841 

Elzt(senzt -a,zt cosst) 2E1(2+g) Elst (a 2Et cosh st - senh z,) 

L<J>c L(1+ 2g) I L<j>, 

851 

Elzt (a,zt - senst) i 2E1(1- g) Elct(senhs1 -a 2st) 

L<J>c 
I 

L(1 + 2g) L<j>, 

I .Pc =2-2cosst -a,st senc1 6cEI <j>, =2-2coshzt +a 2stsenhst 

I 
c!PI 

g 
GAL2 I 

a =1--
I 

st =aL cP 
' GA a2 =1+-

I GA 'pi 
I a= 

_1_1 I p 

a= Y (a
2
EI) 



Anexo B 

Fluxograma Resumido 

Neste Anexo e apresentado, de forma resumida, o fluxograma utilizado para a 

programagao computacional do calculo de estruturas metalicas planas em sistemas 

nao-conservativos. 

• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 

• 

( lnicio 

Numero de barras 
Numero de n6s 
Coordenadas dos n6s 
Caracteristicas fisicas e geometricas das barras 
Condigoes de vinculag6es externas 
Numero de incrementos de cargas 
Tolerancia para convergencia dos residuos de cargas 
Tipo de curva de flambagem 
Dados dos carregamentos, recarregamentos e 
descarregamentos 
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Montagem das matrizes de rigidez dos 

elementos em regime elasto-linear (E = cte) 

I 

Montagem da matriz de rigidez do sistema [KE]; 

~ 
Montag em do vetor das a<;;oes combinadas {AT}; 

dos deslocamentos totais {DT}; do 
sistema, referente ao carregamento corrente 
(Cholesky + Processo de Newton-Raphson) 

Soma dos deslocamentos plasticos 
(permanentes) aos deslocamentos totais, 

referente ao carregamento corrente 
{DT}; = {DT}, + {DP}, -1 

• Calculo dos deslocamentos elasticos {DE}; do 
sistema, referente ao carregamento corrente 

(Cholesky) 

I Calculo dos deslocamentos plasticos {DP}; do 

I sistema, referente ao carregamento corrente 
{DP}; = {DT}; - {DE}; 

2 



,-------P 

Calculo de Sim 

um novo cro 

Fim das Sim 
recargas? >-------------, 

I 

Nao[ 

E reverse? 
ou 

{AT}> {AT};-1 

'-------------1[ {DT}; = {DP}; -1 + {DE}; 
{DP}; = {DP}; -1 

• Deslocamentos totais a cada ciclo de carregamento 
• Deslocamentos plasticos a cada ciclo de carregamento 
• Valores dos limites de proporcionalidade a cada ciclo 
• Reac;:oes de apoio finais 
• Esforc;:os finais nas barras 
• Numero de iterac;:oes necessaries para a convergencia 

dos residues de carga 

Fim 
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Abstract 

this work, analyses of steel plane framed structures, consisting of deformable 

frames by bending, shear and axial load are presented. In these analyses the effect of 

material nonlinearity nonconservative systems are considered. According to the 

theory of small displacements, a computational program was developed to make 

possible the determination the global structure behavior. The employed technique 

was the matrix method, using stiffness functions. This technique makes possible 

analyses considering the material nonlinearity of frames with little computational effort. 

For the nonlinear systems resolution the Newton-Raphson incremental-iterative method 

was adopted. The incremental load process was adopted to make possible the 

accompaniment of the deformations in the frames the structure the loading, 

unloading, and reverse loading, in accordance with the requested analysis. In the 

structures submited to reverse loading, the acting of Bauschinger effect in the system 

was considered. In the incremental loading of the structure the frames follow the elastic 

or elastic-plastic behavior depending on the stress state. During the unloading of the 

structure the frames only follow the elastic behavior. Thus, the system can be 

considered nonconservative coming close to the real behavior. The elastic-plastic 

behavior was considered mainly for frames under axial loading using the column curve 

of CRC14 (Column Research Council) and the column curve of AISC-LRFD1 (Load and 

Resistance Factor Design). Numerical examples are presented comparing the types of 

analyses, in elastic and elastic-plastic behavior of the frames. 

Keywords: Nonlinearity, Plasticity, Stiffness Functions, Steel Structures. 



Apendice 

Processo lncremental-iterativo de Newton-Raphson 

Neste Apendice e apresentado, na forma de fluxograma, o processo 

incremental-iterative de Newton-Raphson utilizado para a resolw;:ao de sistemas nao

lineares. Serao descritos os procedimentos principals, onde: 

{A} - vetor a9ao global da estrutura 

{D} - vetor deslocamento global para urn (mico incremento de carga 

{D}atual - vetor deslocamento global atualizado para urn (mico incremento de carga 

{d} - vetor deslocamento local para urn (mico incremento de carga 

{F} - vetor a9ao global para urn unico incremento de carga 

{F}atual - vetor a9ao global atualizado para urn unico incremento de carga 

INC - incremento de carga 

[K] - matriz de rigidez global 

[K]atual - matriz de rigidez global atualizada 

P - carga axial da barra 

{R} - vetor dos residuos de cargas 

TOL - tolerancia adotada 

{LI.D} - vetor dos acrescimos dos deslocamentos devido aos residuos de cargas 



Dados de entrada I 

~ 
I Vetor ac;:oes {A} 
' 

Dividir o vetor ac;:oes em vetores incrementais 

{A}--? {F} 

Sim 
( Fim )---< 

1.-------------~~ 

Fim dos 

incrementos? 

INC= 1? 

Sim[ 

' 
Montagem da matriz de rigidez [K] (elasto-linear) I 

Resoluc;:ao do sistema de equac;:6es 
{F} = [K] {D} 

3~----------~------------~ 

Determinac;:ao dos esfon;:os internos 

{D}--? {d}--? P 



0 

l Atualizagao da matriz 

[KJ --+ [K]atual 

Resolw;:ao do sistema de equag6es 

{F}atual = [K]atual {D} 

' Calculo do Residua de cargas 

{R} = {F} - {F}atual 

0 

jj{R}jj < TOL >-S_im __ ___j 

jj{F}jj-

Nao ~ 

Resolugao do sistema de equag6es 

{R} = [K]atual {L~D} 

Acumular os deslocamentos 

{D}atual = {D} + {LiD} 

' Atualizar o vetor ag6es 

{F}atual = {R} 


