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Resumo

Neste trabalho s8o apresentadas analises de estruturas metdlicas planas
constituidas de barras deformaveis por flexdo, por forca cortante e por forca axial.
Nestas analises € considerado o efeilo de ndo-linearidade fisica em sistemas nio-
conservativos. Um programa computacional foi desenvolvido, em teoria dos peguencs
deslocamentos, para possibilitar a determinac&o do comportamento giobal da estrutura.
A técnica empregada foi a matricial, utilizando funcdes de rigidez. Esta técnica
possibilita analises considerando a ndo-linearidade fisica de barras, com pouco esforgo
computacional. Para a resolucdo dos sistemas ndo-lineares foi adotado o metedo
incremental-iterativo de Newion-Raphson. O processo incremental de cargas foi
adotado para possibilitar o acompanhamentc das deformacdes nas barras da estrutura
nos carregamentos, descarregamentos e carregamentos reversos, de acordo com a
analise solicitada; sendo que para as estruturas sujeitas a carregamentos reversos foi
considerado o efeito Bauschinger no sistema. No carregamento incremental da
estrutura as barras seguem o comportamento elastico ou elasto-plastico dependendo
do estado de tensCes. No descarregamento as barras seguem somente o
comportamento elastico fazendo com que aparega um residuo piastico de deformagéo.
Desta forma, o sistema pode ser considerado ndo-conservativo aproximando-se do
comportamento real. O regime elasto-plastico foi considerado para barras axialmente
solicitadas, predominantemente, utilizando curvas de flambagem do CRC™ {Column
Research Council) e da AISC-LRFD" (Load and Resistance Factor Design). Sao
apresentados exemplos numericos comparandce o0s tipos de analises nos regimes

elastico e elasto-plastico.

Palavras-chaves: N&o-linearidade, Plasticidade, Fun¢bes de Rigidez, Estruiuras

Metalicas.



Capitulo 1

infroducéo

4.1 Consideragdes Gerais

Um projeto de engenharia estrutural envoive, geralmente, dois estagios: a
definicdo dos esforgos infernos que atuam no material que compde a estrutura e a
determinacdo da resposta que este material apresentara. O primeiro estagio envolve
uma analise das tensdes atuantes e o segundo o conhecimento das propriedades
fisicas e geoméiricas dos materiais. Uma relagdo linear entre tenséo e deformacao
forma a base da teoria da elasticidade linear, a qual tem sido largamente utilizada nos
projetos estruturais da atualidade. As tensdes atuantes na estrutura devem ser menores
que as tensfes admitidas no material que a compde, que sdo determinadas como
sendo apenas uma parcela da resisiéncia de escoamento do material. Um projeto
seguro nem sempre € desenvolvido baseado numa anélise estrutural adequada e num
conhecimento fotal das propriedades dos materiais envolvidos, mas nas experiéncias

de décadas.

Uma estrutura possui, na realidade, um estado de tensdes extremamente
complexo. Varias tensdes secundarias surgem nos processos de fabricacao, transporte

e montagem. A combinagao da tens8o inicial desconhecida, tensdes secundarias e da



concentracdo e da redistribuicdo das tensbes devida as descontinuidades da estrutura,
faz com gue um calculo, baseado na teoria da elasticidade, torne-se impreciso. A teoria
da plasticidade representa uma exiens30 necessaria da tecria da elasticidade e ¢
conocebida com a andlise de tensbes e deformaces da estrutura nos regimes eléstico e
plastico. Ela fornece uma estimativa mais realista da capacidade portante da estrutura e
um melhor entendimento das respostas dos elementos estruturais quando submetidos a

esforcos externos. A tecria da plasticidade ocupa-se de dois aspectos importantes:

a)a determinacéo de relacdes tensdo-deformacdc para materiais elasto-plasticos
nao viscosos (sem a influéncia do tempo), tanto nos casos de encruamento como nos
de amolecimento (CHEN & HAN®);

byo procedimento geral de solugdo de estruturas em regime elasio-plastico sob
efeito de cargas ou deslocamentios impostos. Esies procedimentos utilizam
normalmenie processos numéricos, pelo carater ndo-linear das respostas em regimes
plasticos (CHEN & HAN®),

Em estruturas reticuladas, as barras que est&o solicitadas a um nivel de tenséo
inferior ao limite de proporcionalidade obedecem a lei de Hooke. Entretanto, durante a
andlise de uma estrutura reticulada, existir8o barras que estardo solicitadas acima do
limite de proporcionalidade do material. A consideracdo deste efeito na analise se torma

importante para poder representar o real comportamento da estrutura.

Quandc as barras de uma estrutura alcangam um certo estagio de solicitagao,
acima do limite de proporcionalidade do material, pontos da secéo transversal comecam
a plastificar, e a inclusdo dos efeitos de nio-linearidade fisica na analise, propicia a

representacdo do comportamento de uma estrutura reticulada de forma mais precisa.

No dimensionamento das estruturas somente a variacdo dos carregamentos &
considerada. Entretanto, se a maior parte dos carregamentos forem completamente
removidos da estrutura e reaplicados em intervalos freqliientes, pode ser mostrado, na
teoria, que um diferente modo de colapsc pode ocorrer. Isto & caracterizado pela perda

de estabilidade, pois sob aplicacBes repetidas de uma determinada segliéncia de



carregamentos, um incremento de deformacio plastica pode aparecer duranie cada
ciclo de carregamentc. Se o© deslocamento de uma viga ou pilar continuar
indefinidamente apds ciclos de carregamentos, a estrutura é considerada instavel do
ponto de vista dos deslocamentos (BEEDLE®). Com a consideragdio das deformactes
pigsticas (permanentes), provenienies de carregamenios e descarregamenios, a
estrutura transforma-se num sistema nao-conservative aproximando-se, ainda mais, do

comportamento real.

1.2 Estado da arte

1.2.1 Flambagem elastica de barras por fiexdo

A equacgao de Euler para flambagem de barras elasticas por flex8o é uma das
férmulas da engenharia que hoje € ainda muito ufilizada. Esta equago e suas
modificacbes realizadas por Engesser, Considére e Shanley, para o comportamento
inelastico, fornece a base da histéria da analise de instabilidade das estruturas. E
importante mencionar gue o estudo da instabilidade vem se desenvolvendo por mais de

257 anos, desde o seu inicio realizado por Euler.

Robert Hooke, em 1678, verificou que o deslocamento de um corpo elastico era
proporcional ao carregamento que provocava este deslocamento. Este n&o podia saber
gue mais tarde esta relacdc proveria a base para o desenvolvimento da teoria da
flambagem elastica. Hooke afirmou que esta relagdo, chamada hoje de lei de Hooke,
poderia ser aplicada a “...todos os corpos elasticos, seja metal, madeira, pedras, (...},
vidro, e coisas parecidas.” (TIMOSHENKO®). Suas deducdes foram obtidas através de
experimentos realizados.

Jacob Bernoulli estudou o deslocamento e a curvatura de uma viga retangular
(TIMOSHENKO®). Em 1705, este afirmou, baseando-se na lei de Hooke, que a

curvatura de qualquer ponto em uma viga fletida era proporcional ao momento



resistente desenvolvido ac longo do comprimento desta. Esta afirmacéo fol usada por

outros matematicos incluindo Euler em suas consideracdes sobre curvas elasticas.

Daniel Bermoulli, sobrinho de Jacob Bermoulli e professor de Euler, além de
matematico era um experimentador e suas experiéncias forneciam noves problemas
matematicos a Euler. Daniel sugeriu a Euler que aplicasse o calculo variacional para
obter as equacBes das curvas elasticas (TIMOSHENKO™). Assim, baseado na
sugestdo de Daniel Bernoulll e na teoria de seu irmdo Jacob Bernoulli de que g
curvatura de uma barra elastica em um dado ponto & proporcional ac momento
resistente atuando neste ponto, Euler apresentou a férmula para a flambagem de barras
que leva hoje o seu nome. A carga de Euler € a carga critica para a qual uma barra
esbelta elastica pode suportar um carregamenio axial em uma configuragdo na

eminéncia da flexdo.

Euler baseou sua formula na hipétese de que o momento de rigidez em

gualquer ponto da barra era igual 2 “Ek?/p”, sendo que “Ek?”, segundo ele, deveria ser

determinado através de muitos experimentos e “p” definido como o raio de curvatura da
barra fletida (TIMOSHENKG®). Euler teve idéias erréneas a respeito da relacio entre a
forma geométrica da sego transversal e “Ek®”. Mais tarde, em tratado publicade em
17598, Euler disse “Parece que o momento de rigidez e proporcional ac quadrado da
espessura, ou mesmo, ao cubo; desta forma, pode-se dizer que se a barra for cilindrica,
seu momento de resisténcia sera proporcional a terceira poténcia, ou possivelmente a
quarta poténcia do didmetro da base.” {(JOHNSTON'"). Euler demonstrou, desta forma,
que ndo conhecia ¢ conceito de momenio de inércia da sec¢8o transversal, das
distribuigdes das tensdes e da localizagio do eixo neutro de uma barra fletida. E
importante ressaltar que Christian Huygens foi o primeiro a estabelecer o conceito de
momento de inércia (TIMOSHENKO®).

Assim, a forga necessaria para fletir uma barra, de acordo com Euler, € dada

por:



n?Ek?
PEuler ZT— (11)

cendo para Euler "E” como uma propriedade elastica e “k*” como uma propriedade
dimensional da barra. Segundo THURLIMANN®?, esta naoc fol apenas a primeira
soluglo tedrica para um problema de instabilidade, mas também a primeira solugéo de

um problema de aufovalores.

Apesar de referenciar a carga critica de Euler como a de uma barra bi-

articulada, na realidade, Euler, em seu trabalho, estudou uma barra engastada em uma

extremidade e livre na outra {TIMOSHENKO®). A transicéio de “Ek?2” para “E!” requer a
aplicac8o da lei de Mooke em conjunio com a corrente avaliac8o das distribuigbes das

tensbes internas de um membro fletide.

Huygens, Beeckman e Hooke verificaram gue em uma viga (engastada em uma
exiremidade e livre na outra) fletida, as fibras superiores mais afastadas da linha neutra
estavam estendidas, enquanto que as fibras inferiores mais afastadas da linha neutra
estavam encurtadas (TIMOSHENKO®). Mariote, em 1680, realizou experimentos em
vigas. Resultados publicados posteriormente & sua morte, em 1686, confirmaram as

observagfes mencionadas anteriormente pelos pesquisadores {TIMOSHENKO®),

L_eibniz publicou em 1684 a primeira analise de tensbes nas fibras interiores de
uma viga carregada. Baseado na hipdtese de que as tensfes variam linearmente na
secao transversal, ele concluiu que 0 momento de flex@o € proporcional ac momento de
inércia da segao transversal (TIMOSHENKO®).

Jacob Bernoulli descobriu através de experimentos que existia uma relagédo
linear entre o alongamento € a tens&o produzida pela forga. Parent mostrou em 1713 a
correta distribuicdo de tensGes para uma viga retangular fletida. Em 1773, 39 anos
depois de Euler ter divulgado sua formula para prever a capacidade de uma barra
comprimida, Coulomb aplicou corretamente a lei de Hooke e as equagdes de equilibrio

da estatica, desenvolvendo a expressac que relaciona o momento devido 2 flexdo com



as tensBes normais em uma viga retangular fletida (TIMOSHENKO®). O efeito das
deformacdes por cisalhamento foram negligenciadas por este. Uma teoria mais geral da

elasticidade foi desenvelvida somente mais tarde por Navier e Saint-Venant.

Embora a formula de Euler seja hoje em dia universaimente conhecida,
servindo como base para ¢ dimensionamento de barras esbellas de aco, ela fof
bastante criticada no inicic de 1800 porque nfo conseguia prever, COm precisao, a
capacidade de resisténcia & compressdo dos maleriais ulilizados naquela época
(JOHNSTON™).

Em 1840, E. Hodgkinson realizou testes em barras esbeltas de ferro. Apds a
analise destes resultados, Todhunter & Pearson deram crédito ao frabalho de Euler. Em
1808, Johnson, Bryan e Turneaure publicaram o livro "Modern Framed Structures” onde
recomendaram a formula de Euler precedida por uma constante de modificac&o gue fol
obtida através de experimentos. Estava estabelecida a teoria de Euler (JONHSTON™).

1.2.2 Flambagem ineléstica de barras por flexdo

Apesar de Euler ser considerado o pai da flambagem elastica, ele mesmo
impbs um limite para a aplicago de sua formula, demonstrando, desta forma, o
entendimento do comportamento da flambagem ineiastica. Em um dos seus trabalhos
Euler disse: “para comecar, eu gostaria de indicar que este momento de rigidez néo
esta apenas limitado a corpos elasticos...” (VAN DEN BROEK*). Quando Euler utilizava
a expressdo momento de rigidez, ele estava se referindo ao termo gue € hoje conhecido
como rigidez “El” (no campo elastico). Sua deciaracdo a respeito do comportamento

inelastico demonstrou sua intuitiva compreenséo do processo de flambagem.

Progresso, além das declaragbes de Euler, somente foi possivel apds a
descoberia das relacfes entre tenséo-deformacgao, curvatura e momento de flexdo no
campo inelastico. Em 1889, Engesser sugeriu que a capacidade resistente de uma
barra no campo inelastico poderia ser obtida pela simpies substituicdo do mddulo de
elasticidade elastico “E” pelo médulo de elasticidade tangente “E;” (CHEN & LUI").



Assim, para uma barra bi-articulada nas extremidades, a carga critica para uma barra

no campo inelastico pode ser obtida pela seguinte equacéo:

Z
n k.l
P = th (1.2)
sendo “E{ definido como © modulo tangente do material obtido do diagrama tensac-
deformacic para cada tensdc particular no campe inelastico; *I" o momento de inércia
da barra e “L” o comprimento da barra. A expressac acima é conhecida como “formula
do modulo tangente”.

Paraielamente ao irabalho de Engesser, Considere, em 1880, com base no
trabatho de kuler, realizou uma série de 32 ensaios em barras. Como resultado, sugeriu
gue a flambagem ocorre acima do limite de proporcionalidade do modulo efetivo "Eex”.
Ele declarou que o modulo efetivo teria um valor numerico enire o modulo elastico e o
modulo tangente {JOHNSTON™).

Jasinski, em 1895, trouxe o trabalho de Considére para Engesser. No mesmo
ano Engesser publicou a formula correta e geral do module reduzido, cujo valor
numérico também deveria estar contido entre os de “E.” e “E”. Entretanto, este declarou
que o modulo reduzido ndo dependia somente de “E{" e “E”, mas também da forma
geométrica da secdo transversal. Em 1910, Theodor von Karman obteve expressdes
para o modulo reduzido para barras de segdo transversal retangular e perfis "H”
(JOHNSTON'®). A equacéo para carga critica, utilizando © conceito de modulo reduzido
para uma barra bi-articulada, € dada por:

P, =—X (1.3}

E =E2+E2 (1.4)



sendo, “I" a inercia relativa a parie da se¢do transversal tracionada com relacdo ao
momento fletor provocado na bifurcacéo, descarregamento; “lg" a inércia relativa a parte
da secdo transversal comprimida com relacdo ao momente fletor provocado na
bifurcacdo, carregamento; e, 'I" € a inercia da secado tfransversal. “l" e "Iy estdo
relacionados com a posiglo da linha neutra. E, =f(E,E) é definido como médulo

reduzido. Nas equacgdes (1.3) e (1.4) é assumido gue a barra pode estar em equilibrio
tanto na posicdo em que ela se encontra {perfeitaments reta) ou em uma configuracéo

ligeiramente fletida.

Pela necessidade da utiliza¢gc dos dois médulos de elasticidade “E” e “E{, ©
modulo reduzide “E;” também é chamado de duplo mddulo. Por mais de 35 anos houve
controvérsias sobre a aplicag@o do médulo tangente ou dupio mddulo na equagio de
culer. E importante ressaltar que para varios ensaios feitos em laboratério, foram
obtidos resultados em gue as barras flambaram e atingiram o colapso com cargas
ligeiramente acima das cargas previstas pelo modulo tangente. Muitos pesquisadores,
através de ensaios realizados, chegaram a afirmar que a formula de Engesser, que
utilizava o conceito do modulo tangentie, estava em concordéancia com os resultados
obtidos.

Em 1946, SHANLEY?® conciliou a controvérsia entre as teorias do médulo
tangente e duplo médulo. Ele mostrou que era possivel para uma barra fletir com um
aumento da carga axial com um carregamento previsio através do modulo de
elasticidade fangente. Desta forma, dada uma imperfeicdo infinitesimal para provocar
flexdo na barra, a carga proposta pela teoria do duplo médulo ndo poderia jamais ser
encontrada. Um ano apos a divulgagéo do seu conceito em 1946, Shanley validou sua
teoria atraves da analise de um modelo de flambagem com duas barras rigidas. Em
uma carfa publicada juntamente com o artigo de Shanley de 1947, von Karman
redefiniu o conceito de carregamento critico tangente, tendo como suporte o conceito
de SHANLEY®, dizendo:

“O carregamento critico tangente € o menor valor da carga axial para o qual a
bifurcacdo do equilibrio pode ocorrer, apesar da transigdo para a posicdo fletida

requerer ou ndo um aumento do carregamento axial”.



Dessa forma, von Karman definiu o conceito de carregamento critico tangente.
Shanley, 57 anos mais tarde, acresceniou o conceito de carregamento critico de
bifurcacdo. Duberg e Wilder aplicaram o conceitc de Shanley a uma secdo “H
idealizada. Eles assumiram um material com uma curva tensio-deformacio nio-linear
desenvolvida por Ramberg e Osgood. Esta curva fornece a relacdo tensfo-deformacéo
para © campeo inelastico a qual &€ expressa através de uma simples expresséo. Eles
analisaram ¢ comporfamento inelastico ac longo de fodo o comprimento da barra, &
confirmaram o conceito de Shaniey, melhorando a definigao:

*Se o comportamento de uma barra perfeitamente reta for considerado como ¢
comportamento iimite de uma barra fletida quande sua imperfeig8o inicial desaparece,
ent&o o carregamento critico tangente é o carregamento critico da barra, ou seja, ©

carregamento para o qual a flexdo se inicia” (JOHNSTON'™),

Duberg e Wilder (JOHNSTON"™) mostraram que se uma barra estiver suportada
lateralmente para permanecer perfeitamente reta, acima do carregamento do modulo
tangente e abaixo do moédulo reduzido, e ocorrer a retirada do suporte lateral a barra
comecard a fletir para um pequeno aumento de carregamento. Por outro lado, se a
barra estiver suporiada lateralmente, acima do carregamento do mddulo reduzido, a
retirada do suporte lateral fara com gue ocorra ¢ colapso, uma vez gue a barra naoc
suportara nenhum acréscimo de carregamento. JOHNSTON'? analisou um modelo de
flambagem similar ac ulilizado por Shanley. E em varios estagios, acima do
carregamento do modulo tangente, a distribuicdo das tensdes previstas intuitivamente
por Shanley foram determinadas guantitativamente, e entdo, ¢ maximo carregamento
foi determinado. Malvick e Lee, mais tarde, divulgaram resultados de estudos de
flambagem inelastica realizados ao longo de uma barra retangular bi-articulada. Em
1967, Batterman desenvolveu um programa de computador para determinar o maximo
carregamento para barras de aluminio de sec¢do fransversal “H” com abas de areas
finitas, fletidas em torno do eixo de maior e menor inércia (JOHNSTON'). Em ambos
os eixos de flexdo foram determinados os maximos carregamentos, tanio para a

configuracdo perfeitamente reta quanto para barras com curvaturas iniciais.
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A definigdo de Engesser-Shanley para a carga crifica é hoje, geralmente, aceita
para barras constituidas por materiais que apresentam uma relagfo tensdo-deformacéo
ndo-linear. Dentro de certos limites, uma modificacdo do mesmo procedimenio &

aplicavel para barras estruturais de ago.
1.2.3 A feoria da piasticidade

Hé sécuios, egipcios, romanos e gregos executavam obras cujas dimensbes e
durabiiidade impressionam até hoje, mas foi apenas em 1594 com Galileo que © estudo
da resisténcia dos materiais teve seu primeirc grande impulsc no aspecto tedricc, com a
publicacdo do fratado de meclnica intilulado "Della Scienza Le Meccaniche”. A
crescente complexidade das obras ¢ a dificuldade em se produzir modelos adequados
para ensalo, impulsionou decisivamente o desenvolvimenio de modelos matematicos

capazes de descrever a geometria, as deformacgbes e 0s esforgos nas estruiuras.

Com o avango dos irabalhos experimentais e da tecria das estruturas, os
ensaios de laboratéric tormaram-se mais sofisticados e as técnicas matematicas
ganharam corpo, permitindo avaliar de modo melhor o comportamento de um namero
cada vez maior de estruturas. Um exemplo deste fato diz respeito a plasticidade. Em
1868, Tresca apresentou resultados experimentais sobre ¢ comportamento plastico de
metais submetidos a grande pressdes. Neste trabalho ele propds a primeira condicdo
de escoamenio, ou seja, o estado em gue o material escoava quando a tensdo maxima
atingia um valor critico. Estes resultados logo despertaram o interesse de outro grande
estudioso da epoca. Em 1870 Saint-Venant introduziu as relagdes constitutivas para
materiais perfeitamente plasticos no plano de tensbes, baseadc em {rés suposicdes
(CHEN & HAN®):

+ 0 volume do material permanece inalterado durante a deformacgéo piastica;

. a direcdo das deformacgfes principais coincide com a diregdo das tensdes

principais;
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» a maxima tensdo de cisalhamenic em cada ponio & igual a uma constante

especifica.

Iniciava-se, assim, o estudo de um campo totaimente novo da resisténcia dos
materiais: a plasticidade. Ainda no mesmo ano, Levy estendeu as equacbes gerais de

Saint-Venant para trés dimensfes.

Em 1886 um notavel trabalho sobre estudos experimentais das propriedades
mecanicas do ferrc e do ago foi apresentado em uma publicacdc em Munique. O titule
deste trabalho foi: "Variac8es do limite elastico e da resisténcia do ferro e do age devido
a esforcos de tracdo e de compressdo, por aquecimento e resfriamenio e por
carregamento repetido freglientemente”. O auter foi Johann Bauschinger, professor de
Mecanica Aplicada e Estatica Grafica da Universidade de Munique (MUGHRABI™).

Uma das descobertas descritas em seu trabalho mereceu & atengdo da
comunidade cientifica do mundo inteirc e ficou conhecido, desde entdo, come efeito
Bauschinger. A exploracgédo cientifica do efeito Bauschinger em termos das propriedades

mecéanicas e microestruturas continua sendo muito intensa nos dias de hoje.

Dentre as contribuicdes de Bauschinger estdc o aperfeicoamento de técnicas
de ensaios de materiais, o desenvolvimento de instrumentos de medi¢Oes altamente
sensiveis, tal como 0 extensdmeiro de espelho. O uso da maquina de ensaios mais
desenvolvida da época e a aplicagdo de novas técnicas de medigbes permitiram que
Bauschinger realizasse um grande nimero de ensaios precisos em diferentes tipos de
materiais, tais como: metais, madeiras, cimentos e rochas. Outra importante maquina
de ensaios usada freqlentemente por Bauschinger foi a maquina para ensaiocs de
fadiga que foi desenvolvida por outro pioneiro de ensaios de materiais, August Wohler
(MUGHRABiﬁg), A comunidade cientifica reconheceu Johann Bauschinger como uma
das principais personalidades da época e acompanhou seus esforcos para a

padroniza¢ao dos métodos de ensaios de materiais.

Qutra importante contribuicdo ao estudo da resisténcia dos materiais foi dada

por Alberto Castigliano que, em 1873, formulou o teorema que leva ¢ seu nome. A
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generalizag@o do teorema de Castiglianoc, feita em 1888 por Engesser, eliminou a
limitag8o de sua aplicagdo a casos em que a relagdo entre forgas externas aplicadas e
deslocamentos é linear. A nocdo da energia complementar infroduzida por Engesser
permitiu fratar problemas cuja relagdo entre forgas externas aplicadas e deslocamentos

ara ngo-linear.

Um trabaiho escrito em 1909 por Leonard Bairstow, com o titulo: O limite
elastico do ferro e do ago sob variacdo ciclica de tensbes”, abordou a Teoria da Fadiga,
ou seja, o colapso devido a repeticdo de tensSes. De acordo com esta teoria, barras
submetidas a tensdes repetitivas iniciam o processo de fadiga quando as iensdes
aplicadas em cada ciclo sdo t8o grandes que a barra n8o se comporia mais
elasticamenie. Balrstow também percebeu gque apss um delerminado namero de
repeticies o ferro e 0 ago s&c capazes de se ajustarem as variacdes de tensdes,
aplicadas ciclicamente. Quando este ajuste € completo, a barra torna-se perfeilamente
elastica através do ciclo completo e 0 processo de fadiga € interrompido. A capacidade
de ajuste € limitada, e se ¢ nivel de tensdes do ciclos for suficientemente grande, a

barra torna-se inelastica e o encruamento comega a atuar durante cada cicio (ABEL?).

Uma generalizacdo similar aos resultados de Levy foi atribuida a von Mises,
gue em uma marcante publicacdo em 1813 determinou o critéric de escoamento a
pequenas pressbes que € conhecido nos dias de hoje como a teoria do “Jy", ou
condicdo de escoamento da tensao de cisalhamento octaedrica (CHEN & HAN®).

Em 1924 Prandtl estendeu as equagbes de Saint-Venant, Levy e von Mises
para ¢ problema plano, incluindo a componente elastica da deformagdo. Reuss, em
1930, conduziu estes estudos para trés dimensdes. Em 1928 von Mises generalizou
seu trabalho inicial para um soélido perfeitamente plastico, no intuito de incluir uma
funcdo de escoamento geral e discutir a relagdo que o incremento de deformagéo
plastica tinha com a suave superficie de escoamento. Dessa forma este conceito fol
introduzido considerando & fungdo de escoamento como um potencial plastico na

relagdo tensdo-deformacéo incremental da teoria da fluéncia. A regra de fluéncia
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associada & condicdo de escoamento de Tresca, em regimes singulares, foi discutida
por Reuss em 1932 e 1933 (CHEN & HAN®).

Ainda em 1828, Prandll teniou formular as relagBes gerais para ©
comportamento do encruamento. Melan, em 1938, generalizou 0% j& conhecidos
conceitos da plasticidade perfeita e forneceu relagdes incrementais para o encruamento
de sélidos com superficies de escoamentc suaves. Além disso, no mesmo ano, Melan
discutiu teoremas de unicidade para problemas elasto-plastico incrementais (CHEN &
HAN®).

Apbs os anos 40 observou-se um intenso desenvolvimenio dos conceitos
basicos e fundamentais da como € conhecida ztuaimente Teoria Classica da
P%asﬁcidadé dos Metais. Independente do trabalho de Melan, em 1849, Prager, numa
relevante publicag8o, determinou uma regra geral para as relagfes constitutivas
plasticas de encruamentc de materiais com superficies de escoamento suaves. A
funcdo de escoamento (também conhecida com funcdo de carregamento) e as
condigbes de carregamento e descarregamento foram precisamente formuladas. Outras
condigdes, como a condi¢do de continuidade (préxima ao carregamento nuio), condigdo
de consisténcia (para carregamento no estado plastico), condigbes de unicidade e
condicOes de irreversibilidade de deformacdes plasticas foram formuladas e discutidas.
Observou-se também a dificuldade para a determinac@o do limite de proporcionalidade
na relacdo tensdo-deformacdo do aco. Em 1958 Prager estendeu estas regras gerais
para incluir efeitos térmicos (deformacdc plastica ndo-isotérmica), assumindo uma
mudanga na superficie de escoamento de acordo com a variagdo da temperatura
(CHEN & HANP).

Um importante conceito de encruamenio, denominadc Postulado de
Estabilidade dos Materiais, foi proposto por Drucker em 1951 e estendido em outras
publicagbes. No seu conceito, as relagdes tensdo-deformacéo plasticas juntamente com
outros aspectos fundamentais relacionados ao assunio sdo tratados de maneira dnica.
Drucker, em 1858, acrescentou ao seu postulado os fendmenos dependentes do

tempo, tal como a viscoelasticidade linear. Baseado em seu postulade, a unicidade de
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solidos perfeitamente plastice, e com encruamento, foi provada e varios tecremas foram
formulados (CHEN & HAN®).

Postulados baseados em hipdieses e funcgdes, equivalenies as relagbes de
plasticidade ja desenvolvidas, foram mostrados por Hill em 1948 e complementados por
Bishop e Hill em 1951 em estudos sobre agregados cristalinos (CHEN & HANS).

Também em 1851 Polakowski associou a magnitude do efeito Bauschinger com
a quantidade de carbono, baseado em resultados de testes realizados em diferentes
acos carbono (DODD & RESTREPO-POSADA®).

Formulacdes precisas de dois fundamentais teoremas de analises limiles
{conhecidos como feoremas do limite superior e do limite inferior) foram apresentadas
em duas publicacfes de Drucker, Greenberg e Prager em 1951 e 1852 para um
material elasto-plastico perfeilo {ou ideal), & por Hill, na mesma época, a respeiio de
material rigido-plastico perfeito.

Uma generalizacdo além das relagdes tensdo-deformacdo plastica para
superficies simples de escoamento, ou seja, a presenga de descontinuidades na
direcdo do vetor normal a superficie de escoamento, bem como os teoremas de
unicidade e variacional para tais casos, se devem a Koiter que 0s publicou em 1853,
Ele introduziu o uso de mais de uma fungdo de escoamentc na relagdo itensio-
deformacdo, onde cada incremento de deformacao plastica receberia a contribuicdo da
superficie de esccamento correspondente. Este conceito foi estendido por Sanders, em
1955, que fambem prop6s um mecanismo para a formulagdo das superficies de
escoamentos subseqilientes. Ainda em 1953, Koiter mostrou que a entdo conhecida
teoria do deslizamento plastico era um tipo particular da teoria da fluéncia, com uma
condigdo de escoamento singular composta por infinitos e independentes planos de
fungdes de escoamento. Em 1961 liyushin deu sua contribuigdo a teoria da plasticidade
através do trabathc ndo-negativo em um ciclo de deformacgbes, conhecido como

postulado de llyushin para estabilidade dos materiais (CHEN & HAN®),



15

Uma analise realista da resposta dos materiais sob carregamenios reversos
simétricos, assimétricos ou randbmicos no regime plastico € um assuntoe muito
complexo da teoria da plasticidade. Na segunda metade do século passado alguns
modelos foram desenvolvidos com o objetivo de descrever a resposta da estrutura
devida a essas condicbes de carregamentos. Em um desses modelos, em 1867, Mroz
propds o modelo de superficies multiplas, no qual ele aproximava a curva de tensfo-
deformacdo nédo-linear para varios segmentos lineares. Em 1975, Dafalias e Popov
propuseram um modelo de superficie dupla, utilizando as varidvels internas plasticas.
Como o préoprio nome diz, este modelo utiliza somente duas superficies de escoamenio
e define uma variagdo continua do mdédulo piastico entre estas duas superficies. Em
1977, Chaboche desenvolveu o modelo de encruamenio ndo-linear cinematico, cujos
astudos foram iniciados em 1966 por Armstrong e Frederick. Este modelo foi deduzido 2
partir das equacdes constitutivas ndo-lineares, da variavel do encruamento cinematico
(KHAN & HUANG™).

1.2.4 O comportamento ciclico das estruturas

Em 1971 POPOV & PINKNEY# observaram que quando uma estrutura recebia
carregamentos ciclicos (tal como terremotos), ela estaria sujeita a consideraveis agbes
inelasticas e repetidas, principaimente nas ligagfes. Este fato os motivou a estudar ¢
comportamento das barras e ligagbes metalicas submetidas a carregamentos repetidos

e reversos. Algum tempo depois, em 1986, POPQV et al?’

conduziram uma série de
experimentos para verificar os critérios de projetos que deveriam ser utllizados nas
ligacdes das estruturas sob extremas condigdes sismicas. Dessa forma, concluiram que
as ligacbes deveriam receber uma atencao especial, tal como: o uso de enrijecedores e

um cuidadoso controle de gualidade no processo de soldagem.

Em 1994 KNIGHT & SANTHAKUMAR' analisaram o comportamento de perfis
cantoneiras simples submetidos a carregamentos reversos e ciclicos, onde observaram
que o grau de degradacdo da rigidez das cantoneiras, devido a carregamentos
reversos, dependia do tipo de transferéncia de esforgos aos quais o perfil era
submetido, ou seja, através do centro de cisalhamenio ou através de chapas de ligacédo.
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No mesmo ano LEE & LEE" estudaram a flambagem local de barra sob carregamentos
ciclicos, concluindo que a influéncia da flambagem [ocal no comporiamenio de flexdo
simples para carregamentos unidirecionais e ciclicos € pequena. Por outro lado, quando

ocorre a flex80 composta, a influéncia da flambagem local é grande.

SHEN et ai®” e MAMAGHANI et ai™®, em 1995, demonstraram o comportamento
das estruturas de acc sob carregamentos ciclicos n2c proporcionais, alravées de
estudos analiticos e experimentais. Algumas caracteristicas importantes do ago doce no
regime plastico foram demonstradas nos experimentos. Ja nos estudos tedricos se deu

o desenvolvimento de um novo modelo muitiaxial de superficie de escoamento dupla.

Em 2001 SOH et al®' realizaram ensaios numéricos e experimentais em
ligacBes de barras de aco tubulares sob carregamentos ciclices. Do ponio de vista da
energia, observaram que a ligagdo dissipou muito mais energia na compresséo do gue
na tracdoc, devido a ocorréncia de flambagem local das barras, uma vez que as ligagbes

dissipam a maior parte da energia aplicada na estrutura.

1.3 Proposta do trabalho

O objetive deste trabaiho € o desenvolvimentc de um programa computacional
capaz de realizar anélises de estruturas metdlicas reticuladas planas, considerando a
ndo-linearidade fisica em sistemas nao-conservativos. Este programa & baseado na
teoria dos pequenos deslocamentos e é aplicada a técnica matricial utilizando funcdes
de rigidez. Também s&o interpretados os modelos analiticos, da teoria da plasticidade,
capazes de retratar o comportamento uniaxial do ac¢c no carregamento,
descarregamento, recarregamento e carregamento reverso das estruturas, de acordo
com a2 analise solicitada. No carregamento da estrutura as barras seguem o
comportamento elastico ou elasto-plastico dependendo do estado de tensdes. No
descarregamento da estrutura as barras seguem somente ¢ comportamento elastico.
Desta forma, o sistema pode ser considerado ndo-conservalivo aproximando-se do
comportamentc real. O regime elasto-plastico € considerado para barras

predominantemente solicitadas axiaimente, utilizando-se as curvas de flambagem do
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CRC™ (Column Research Council) e da LRFD' (Load and Resistance Factor Design).
Para a resolugdo dos sistemas nic-lineares, que uma analise ndo-linear gerara, €
utilizade © processo incremental-iterative de Newton-Raphson, gue vem sendo

empregado em diversos programas e fornecendo bons resuitados.

Por fim, atravées de exemplos numéricos, serfo analisadas as respostas

fornecidas pelo programa, das estruturas metalicas devidas a carregamentos ciclicos.



Capitulo 2

Estudo da Inelasticidade das Barras

2.1 Introducéo

Em aigumas Darras, nas quais ¢ material permanece fotaimente elastico e
obedecendo a lei de Hooke, a flambagem ocorre somente por uma tens&o com uma
intensidade inferior ao limite de proporcionalidade da relagdo tensdo-deformacio do
material. A instabilidade ocorre quando for atingida a carga de Euler. Mas para muitas
barras isso ndo € realidade, pois a flambagem é causada por uma tensdo com
intensidade superior ao limite de proporcionalidade. Este tipo de flambagem é
conhecido como flambagem no regime inelastico. Para barras que flambam
inelasticamente, algumas das fibras da secéo transversal apresentam plastificacéo
antes da flambagem ocorrer. Como resultado, somente as fibras que permanecem
elasticas s8o capazes de resistir a forga adicional aplicada.

Desde que apenas uma parte da secdo transversal seja capaz de resistir a
forca axial ¢ a flambagem, o mddulo de elasticidade elastico “E” deve ser trocado por
um médulo de elasticidade efetive “Ee” para descrever ¢ comportamento da estrutura

no regime inelastico.
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Para retratar o comporiamento de barras no regime ineldstico ser&o sbordados,

neste capitulo, alguns fendmenos causadores da ndo-linearidade fisica.

2.2 Miodulo de elasticidade tangents

O moédulo de elasticidade tangente é utilizado para reduzir a capacidade
portante de uma pecga estrutural de aco devido ao efeilo de nio-linearidade fisica do
material. Sua determinacgéo & feita através das curvas de tensdo-deformacfo. Estas
curvas podem ser obtidas através de dois métodos: experimental e numérico. Pelo
método experimental, a curva tensdo-deformacio € obtida através de ensaios de
corpos-de-prova de peguenocs comprimentos & pequenas esbeliezes. O aparecimentio
do trecho ndo-linear € um fendmenc atribuido a presenga das tensdes residuais e das
imperfeicBes geomélricas na barra. Caso ndc houvesse a presenca desses efeilos, o
material apresentaria o comportamenio elasto-piastico perfeito. Ja no método numerico,
a determinacdo da curva tensdo-deformaco é feita através de um modelo matematico,
assumindo uma distribuigdo de tensdes residuais na segso transversal da barra e uma
dada imperfeicdo geométrica. Determinada a curva de tensdo-deformacio do material,

é possivel entdo encontrar o modulo de elasticidade tangente.

A seguir, ser8o apresentadas algumas curvas de flambagem, utilizadas por
normas ou especificacbes, que seréo utilizadas neste trabalho para se determinar a
reducdo da capacidade portante de uma barra, ou seja, a obtencdo do mdduio
tangente.

2.2.1 Curva proposta pelo “Column Research Councilf - CRC”

Baseado no estudo de colunas idealizadas com distribuicdo linear e parabdlica
das tensbes residuais, bem como em ensaios experimentais, em perfis laminados
utilizados em estruturas metalicas, as recomendacées do CRC™ - Column Research
Council - na primeira e Segunda edic8o do seu guia propdem, para representar o

comportamento da barra no regime inelastico, a seguinte curva parabdlica:
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sendo, "o, a tens8o critica na barra, )" a tensfo de escoamento do material, "KL o
comprimento efetivo de flambagem e v ¢ raio de girac8o da secfo fransversal da

bharra.

Entretanto, a flambagem das barras no regime elastico sera representada pela

formula de Euler. O ponto limite entre ¢ comportamento no regime elastico e inelastico

sera encontrado quando o, =0,5f, (CHEN & LUI"). Para obter uma transicdo suave da

hipérbole de Euler para a pardbola, dada pelas recomendagdes do CRC™,

representando o comportamento inelastico, a constante "B” da equacgio (2.1) devera ser
tomada como ff /fﬂ;an . A esbeltez correspondente a ¢ =051, e denominada de "C.",

sendo:

(2.2)

Substituindo o valor de "B” na equacgdo (2.1) e lembrando que o valor de “C.”
dado pela equacdo (2.2) é o ponto fimite entre o comportamento elastico e inelastico da
barra, pode-se obter:
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Com o propésito de comparacgio, a equagédo (2.3) pode ser rescrita em fungéo

dos seguintes termos adimensionais, “o /f, " e A" como:
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sendo, “A.” um pardmetro de esbeltez dado por 2., ={KL/r}/f, /2*E ou &, = /f /o, -

e ) . .. . E,
Utilizando a teoria do mddulo tangente, pode-se dizer que S . PN pode-se

Euler

encontrar, fazendo-se as devidas transformacdes algébricas, a equacio (2.4) como:

(2.5)
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Nota-se que 0 modulo de elasticidade permanece constante até a tenséo alinglr
a metade da tensfo de plastificacio do material caracterizando o regime elastico. A
partir deste ponto o modulo de elasticidade é reduzido gradativamente, afravés da
substituicdc do modulo elastico pelo modulo tangente, caracterizando o comportamento
do regime inelastico. Quando toda a sec¢do transversal da barra estiver plastificada, o
modulo de elasticidade tangente neste ponto sera aproximadamente nuio.

2.2.2 Curva proposta pela “AlSC Load and Resistance Factor Design - LRFD”

Nas especificactes da LRFD' a resisténcia de calculo a uma solicitacgo de
compressao simples € dada pelas seguintes expressdes:

0658 ; A, <15

CSt:r _
= 0,877 L 15 (2.6)

Y n 2

Ao

Esta curva considera as tensbes residuais e imperfeigSes geométricas, sendo

que ‘A ja foi definido anteriormente. Como pode-se observar, quandc a barra
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encontra-se no regime elastico a carga critica de Euler & reduzida por um falor de
seguranca constante de 0,877. Pode-se encontrar uma relacéo enire as expressdes
dadas pela LRFD', no regime elastico e no regime inelastico, para encontrarmos uma

curva gue relacione o modulo de elasticidade tangente com o modulo de elasticidade

elastico, “E, /E”, como:

B 08%* .5 2.7)
E 0877/,

A eguacéo (2.7) pode ser expressa em funcdo de © G/f ¥, COMo:

( s (o)

—272432m 2| . 5>0,39f
f&’ fy ’

1 o <0,39f,

(2.8)

Nota-se gue o médulo de elasticidade dado pelas especificacdes da LRFD'
permanece constanie até a tensdo atingir 0,39 da tens8o de escoamento (regime
eiastico) e que a partir deste ponto o modulo de eiasticidade € reduzido gradativamente
através do modulo tangente (regime inelastico), até praticamente zero. Na expresséo
fornecida pela LRFD’ o regime inelastico se da a uma tensdo inferior ao dado pelo
CRC™, uma vez que as especificacdes da LRFD' levam em consideragéio, além das
tensdes residuais, ¢ acrescimo de tensfo devido a flexo causada pelas imperfeicbes
geométricas (CALLEJAS et al*).

2.3 Laminacéo a frio e encruamento

Quando uma barra de ago sofre uma deformacéo além de £, =1, /E, relativa ao

primeiro escoamento, e e descarregada na segliéncia, um recarregamento fara com
que ela apresente uma relacdo tensfo-deformacdo diferente daquela observada
durante o carregamento inicial. Os carregamentos e os descarregamentos que ocorrem

no regime elastico n8c apresentam deformacgbes residuals; entretanto, um
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carregamento inicial aiém do ponto de escoamento, tal como o ponte “A” da figura 2.1,
resulta em um descarregamento com uma deformacdc no ponto “B”. Surgindo, dessa
forma, um frecho permanente “0OB”. A ductilidade do material é reduzida da deformacéo
“OF" para a deformacéo "BF”. O recarregamento se comporta como se a origem da
relacdo tensBo-deformacdc fosse no ponto “B", a regido plastica original de
encruamento é também reduzida (SALMON & JOHNSON®®,

Resisténcia
& tragdo
Tensdo

Relagéo lensio-deformagio
elasto-plastica pereita

Tenséo de
raptura

4

| /
/ ! :,\;?éscéma do

inclinagdo i{ escgamen&o
eiéstiaaga ’; devido ao f
encriamenio i'!
/ !
/ /
° . 2 "f £ Deformagéo
Ay Trecho plastico o ERCHIBMENTO ................_.é
Trecho elastico

| N——
Deformagao
permanente

Figura 2.1 - Efeltos do encruarnento além do limite elastico.

Quando a barra € descarregada novamente, até atingir o ponto "C”, o©
descarregamento segue & linha tracejada até o ponto “D”; ou seja, a origem para o novo
carregamento passa a ser, agora, o ponito “D”. O comprimentc da linha *CD” € maior,
indicando gue o ponto de escoamento sofreu um acréscimo. Este acréscimo da tenséo
de escoamento é devido ao efeito do encruamento. O processo de carregamento além
do limite elastico altera o valor da ductilidade disponivel; quando feito a uma

temperatura ambiente, € conhecido como laminagéo a frio.

De acordo com SALMON & JOHNSON®, quando uma estrutura é composta por
chapas laminadas a frio, & temperatura ambiente, ocorrem deformaces plasticas nas

dobras. A laminag8o a Trio na fase de encruamenio aumenia a resisténcia ac
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escoamento nos locais de dobras. Existem especificacfes de proietos que permitern

gue este efeito seja levado em conta.

2.4 Carregamento ciclico

Varias hipdteses 1ém sido elaboradas a respeito de carregamentos ciclicos, nos
qguais a carga ultima & independente da seqiiéncia em que os varios carregamenios séo
aplicados na estrutura. Dessa forma, € suposto que um certo grau de variacao na
magnitude dos diferentes carregamenios pode ser tolerado enquanto o nimero de
ciclos nac se aproximar dos valores associados com a fadiga da estrutura, no caso do
projeto em questdo ser controlado por um limite de utilizacdo e ndo por um limite de
resisténcia plastica (BEEDLE®).

A importancia da consideracéo da fadiga ou do carregamento ciclico no calculo
de vigas na fase plastica é observada nos testes de fadiga conduzidos por W. M. Wilson
e seus associados. Existem fundamentos que permitem que boa parte dos projetistas
considerem gue qualquer estrutura sera submetida a 100.000 ciclos de cargas ou
menos em sua vida 0til. Ciclos cujos carregamentos variam de zero a um valor maximo
de tensdo. Neste sentido, vigas metalicas fabricadas com sec¢les transversais
uniformes e com soldas continuas possuem resisténcia a fadiga e tensdes superiores
ac ponio de escoamento inicial do material. Por outro lado, vigas construidas com
enrijecedores intermitentes (dispostos nos pontos de concentracdo de tensdes)
possuem uma menor resisténcia a fadiga do que as vigas com segles transversais
constantes. De acordo com Beedle “qualquer perdfil laminado sem ligagbes ou flanges
possuird uma resisténcia a fadiga maior do que qualquer outro perfil com enrijecedores,
ou do que um perfil com um modulo de resisténcia elastica igual ou um pouco maior’.
Dessa forma, a aplicagdo do dimensionamento no regime plastico € mais apropriada
para vigas e pilares com segdes uniformes, uma vez que iais elementos possuem uma
melhor resisténcia a fadiga (BEEDLE?®).

A incerteza da ocorréncia da fadiga em ligagbes articuladas, tais como as

utilizadas em estruturas aporticadas, representa uma limitacdo no dimensicnamento
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nos regimes elastico e plastico, sende, dessa forma, necessaria a realizacio de mais
testes de fadiga destas ligacOes. As ligacbes de estruiuras aporticadas do tipo
retangular quase sempre incluem soldas de filete na regido de momento maximo. O
colapso por fadiga em tal ligac8c se dara, provavelmente, apds 1000 ciclos de
carregamentos. A falta de informacdes mais precisas faz com que o dimensionamento
das estruturas no regime plastico seja limiladc a poucas repeticBes dos maiores

carregamentos.

No dimensionamento das estruiuras somente a variagdo dos carregamentos &
considerada. Entretanto, se a maior parte dos carregamentos forem completamente
removidos da estrutura e reaplicados em intervalos freqlientes, pode ser mostrado, na
teoria, gus um diferente modo de colapso pode ocorrer. isto é caracterizado pela perda
de estabilidade, pois sob aplicagbes repetidas de uma determinada segiéncia de
carregamentos, um incrementc de deformac8o plastica pode aparecer duranie cada
ciclo de carregamenio. Se o deslocamento de uma viga ou pilar continuar
indefinidamente ap0s ciclos de carregamentos a estruiura é considerada instavel do

ponto de vista dos deslocamentos.

De acordo com BEEDLE?®, a perda de estabilidade por deformacéo progressiva
é caracterizada pelo comportamento representado pela linha P > P na figura 2.2. Se o
carregamento for varidvel, repetido e maior que a carga estabilizadora "P.”, entdo os
deslocamenios tenderdc a aumentar a cada ciclo. Por outro lado, se o carregamento
variavel for igual ou menor que “Ps”, ent8o, apds ciclos de carregamentos, 0s
deslocamentos se estabilizardo num valor maximo constanie e o comportamento se

tornara elastico. A trajetoria P < P representa esla situagio.



27

Nimero de ciclos 13

P=ph
‘Estdvel”

P By womemma]

AL PR

“instével”

e,
B

Deslocamentos

Figura 2.2 - Representag&o grafica da estabilidade dos deslocamentos.

Ng caso de uma situacio rara de carregamentos, outros métodos sdo utilizados
para a determinacdo da carga “Ps” e o dimensionamentc pode ser modificado
conseqileniemente. Entretanio, esta modificacdo ndo sera necessaria na maioria dos
casos. Em primeiro lugar, a proporgao entre as cargas variaveis e permanenies deve
ser grande para que Py seja significantemente menor que “P.”, e esta situagéo €
bastante incomum. Em segundo lugar, o fator de seguran¢a das cargas € composto por
varios outros fatores que proporcionam um aumento na magnitude do carregamento
(tais como: variagbes nas dimensbes e propriedades fisicas do material, erros de
fabricagdc e montagem etc.). Alieragbes nas cargas variaveis, somente, ndo sfo
capazes de consumir fodo o valor do coeficiente de seguranga e, dessa forma, a carga
permanente mais a carga variavel jamais alcangariam "Ps". Nesie caso, o colapso da
estrutura @ acompanhado por um aviso de que a perda de estabilidade esta iminente.
Isto implica que € apropriada uma diminuiga&o do fator de seguranca das cargas tanto

em “Ps” quanto em “P,".

O dimensionamento no regime plastico € aconsethavel para estruturas com
carregamento estatico. Para tais casos o problema da repetigdo do carregamento pode
ser desprezado. Quandc a magnitude total do carregamento principal for passivel de
variagdes, a carga Ultima pode ser modificada de acordo com analises de estabilidade
(BEEDLE®).
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2.5 O efeito Bauschinger

2.5.1 introducgéo

A anisofroplia dos cristais simples em relag8o as propriedades fisicas e
mecénicas € bem conhecida e pode ser encontrada em alguns materiais na natureza.
Porém, a anisotropia pode ser introduzida, principalmente em policristais por scldagem,
foriamento, laminacg8o ou de qualguer outra forma e esta anisotropia influenciara no
projeto que fara usc destes materiais. Além das propriedades adquiridas pelos cristais
simples ou pelos policristais, uma anisotropia ainda maior pode ser introduzida por uma

deformacéo pléstica e este fendmeno é conhecido como efeito Bauschinger (ABEL?).

Apesar dos estudos de Bauschinger terem sido baseados na reducdo da
resisténcia ao escoamento, devido a inversdo do carregamento apds uma deformacao
plastica, o efeito € mais complexo e envolve ndo somenie a resisténcia ac esccamento

reverso inicial, mas, também, os subseglientes obtidos da relacdo tensdo-deformacéo.

2.5.2 Caracteristicas do efeito Bauschinger

A preocupagdo entre 1873 e 1886 com a variagdo do limite elastico além do
trecho elastico inicial, explica porgue Bauschinger ndo mencionou, em seu trabalho,
nenhuma observacdo a respeito da influéncia da deformacéo plastica na curva tensdo-
deformacdo do maierial, restringindo suas declaracdes simplesmente ac efeito da
redugdo do limite de escoamento devido ao carregamento reverso. ABEL® resumiu os
resultados de Bauschinger da seguinte maneira:

aja deformacdc plastica aumenta ¢ limite elastico na mesma diregdo da

deformacao inicial;

b)a deformacgdo pléstica diminui o limite elastico na direcdo contraria da
deformacéo inicial. Se a magnitude da deformaco pléastica for aplicada, ¢ limite elastico

na diregao coniraria pode ser reduzido a zero;
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¢} o tempo entre os ciclos das deformagfes plasticas ndo influencia na magnitude
do limite elastico;

d) deformacéo reversa reduz o limite elastico, deformacSes em direcSes
alternadas reduzem cada vez mais o limite eléstico e sua magnitude nunca ultrapassara

o valor original do limite elastico.

Observa-se gque as descoberias de Bauschinger abordaram somente uma parte
dos fendmenos envolvidos e que o comportamento direcicnal na relagdo tensio-
deformacic @ mais complexa do que ele imaginava. Em fungo destas complexidades,
varias diferentes caracteristicas foram utilizadas por diversos autores para descrever 0
efeito Bauschinger. ABEL® cita, em seu trabalho, as descricbes dos seguinies

pesquisadores:

» Cotirell: "Se uma barra for altamente deformada em uma diregdc e depois
recarregada na diregdo contraria, ela escoara nesta diregdo a uma tensdo reduzida.
Este & o efeito Bauschinger”.

- Buckley e Entwistle: “Efeito Bauschinger é medido pela deformacdo de
Bauschinger ("B7)".

- Van Bueren: "Originalmente observado em policristais e posteriormente
encontrado, também, em cristais simples, o efeito Bauschinger indica uma certa
dependéncia da tensdo de escoamento e da magnitude do encruamento no histéricc

das deformac¢bes do metal”.

» Dieter: “A reducdo da tensdc de escoamento quando a deformacdc em uma
direcdo €& seguida por uma deformacdo na diregdo oposta &€ chamada de efeito

Bauschinger”.

» McClintock e Argon: “Efeito Bauschinger envolve ndo somente um escoamento

prévio, mas tambeém apresenta um amolecimento permanente”.

Algumas destas caracteristicas mencionadas estdo ilusiradas na figura 2.3.
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Figure 2.3 - Cargcleristicas do Efelio Bauschinger.

onde “cy” € a tensfo de escoamento inicial, “op” a tensdo méaxima alcangada, “or” a
tensdo de escoamento reversa, “As,” 0 amolecimento permanente, “¢,” a deformacgio
inicial, “ex” a deformacao reversa e “B” € a deformacgdo de Bauschinger. Cabe ressaitar

que quande ocorrer um carregamento reverso completo teremos § = gg.

Um frabathc escrito em 1909 por Leonard Bairstow, com o titulo: “O limite
glastico do ferrc e do ago sob variacdo ciclica de tens8es”, abordou a teoria da fadiga,
ou seja, o colapso devido a repeticdo de tensdes. De acordo com esta teoria, barras
submetidas a tensfes repetitivas iniclam o processo de fadiga quando as itensdes
aplicadas em cada cicio sdo t8o grandes que a barra nfo se comporia mais
elasticamente (ABEL®).

Bairstow também percebeu que, apds um determinado nimero de repetigbes, o
ferro & 0 ago sdo capazes de se agjustarem as variagfes de tensbes, aplicadas
ciclicamente. Quando este ajuste € compleio, a barra torna-se perfeitamenie elastica

através do ciclo completo e o processo de fadiga & interrompido (ABEL).



A capacidade de ajuste ¢ limitada, e se os niveis de tensdes do ciclo forem
suficientemente grandes, a barra torna-se inelastica e o encruamento comega a atuar

durante cada cicio.
2.5.3 Causas do efeito Bauschinger

Em recentes estudos sobre o efeito Bauschinger, descobriu-se que tensbes
internas e consideraveis tensfes residuals desenvolvem-se devido a uma deformacgio
nédo-homogénea das fibras individuais do malerial, a qual acreditava-se ser a principal
causa do fendmeno. Orowan, por outro lado, propds uma explicacdo allermnativa
baseada na anisofropia das forcas direcionais, responsaveis pelos deslocamentos,
devido as deformacbes plasticas. Na segliéncia segue-se a descricBo dos dois

métodos.

Método das tensdes Infernas

Este método € baseado nos estudos de Heyn que, em 1918, desenvolveu uma
teoria para explicar a reducéo da tenséo de escoamento observada em carregamentos
reversos (ABEL?).

Trés hipoteses foram utilizadas por Heyn:

a)0 material @ composto por pequenos volumes de elementos, cada qual com
sua curva de tensdo-deformacgéo ideal, ou seja, a resposta elastica € mudada a cads

deformacéao plastica a um nivel de tensdo constante;
b) Cada um dos varios volumes de elementos possui seu proprio limite elastico;

¢) O valor absoluto do limite elastico de cada volume de elemento é independente

da diregdo da deformacéo, ou seja, € o mesmo na tragdo e na compresséo.

Com estas hipdieses a teoria a respeito do método estabelece que:
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» Existe uma curvatura na transigéo do regime elastico para o regime piastico na
curva de tensdo-deformacao inicial;

» A deformacéo elastica € homogénea e uniforme na seglo carregads;
» Durante a deformacéo plastica, a distribuicdo de tensdo ndo € uniforme;

« Ap0s o descarregamento, surgem as tensdes residuals que s80 responsavels

pelo efeito de reducdo do escoamento sob carregamento reverso.

Metodo proposto por Crowarn

Observando ensaios realizados em outros estudos, Crowan concluiu gus:
“considerando © baixo valor do amolecimenio permanenie do cobre, somente a2
inversdo de tensdes ndo seria a causadora do efeito Bauschinger”. Crowan sugeriu que
deveria existir um outro mecanismc gue também contribuiria, que seria uma resisténcia

direcional dos deslocamentos (ABEL?).

O modelo sugere que os deslocamentos iém que transpor 0s cbstaculos
impostos pelas varias resisténcias e estes obstaculos ndo estdo distribuidos
uniformemente nc material. Dessa forma, os deslocamentos que ocorrem devidos as
tensdes aplicadas tendem a percorrer areas onde a resisténcia direcional € menor,
sendo interrompidos nas regifes onde os obstacuios s&c mais densos e fortes. Quando
os deslocamentos s&c bloqueados encontram uma resisténcia direcional maior na
direcao avante do gue na dire¢do reversa. Por isso, quando a deformacéo ¢ inverlida, &
mais facil para os desiocamentos reversos s& moverem através de uma regido de alia

resisténcia situada no sentido contrario ao dos deslocamentos iniciais (ABEL®).

Orowan deu a Deak a tarefa de encontrar uma descri¢do guantitativa da curva
reversa de tensdo-deformacdo e identificar 2 causa do efeito Bauschinger. Em seguida,

analisando os resultados obtidos por Deak, Orowan chegou as seguintes conclusdes:

a)um corpo-de-prova descarregado e deformado plasticamente deve ser aguecido

a varias temperaturas enquanto o progresso das deformacdes € monitorado;
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b} o corpo-de-prova deve ser deformado na direcdo avante € reversa para a
obtengdc das curvas fensdo-deformacgdc, nas gquais sera observado o efeito do

aguecimento.

I

Orowan argumeniou que se o efeifc Bauschinger ¢ causado por uma
anisotropia das forgas direcionais responsaveis pelos desiocamentos, nenhuma
deformacdc deve ser esperada durante o aquecimento de um corpo-de-prova com
deformacdo plastica, uma vez que ndo existem forgas atuando na condigdo
descarregada. Por outro lado, o desaparecimento do efeito Bauschinger pode ser
esperado somente ap6s 0 aquecimento a uma temperatura na gual a recristalizacdo ou,
nc minimo, um grande deslocamento na estrutura ocorrer, resulfande no

desaparecimento da anisotropia na resisténcia direcional {AQE?}.
2.5.4 A influéncia do efeito Bauschinger na flambagem de barras meidlicas

O comportamento de flambagem das barras € normaimente analisado
considerando a teoria de Euler. Para um dado parametro de esbeltez A; > 2g, ou seja,

para uma dada geometria e condigbes de vinculag8o, & esperado que a flambagem
ocorra se a carga de flambagem, “P.”", dada por:

2
P = A;f _RA (2.9)

»

for alcangada. Onde "A” € a sec¢éo transversal da barra, “E” é o mddulo de elasticidade
jongitudinal, “ig” o valor limite do paré@metro de esbeltez proposto por Tetmajer e ‘R a
tensdo de flambagem (SCHOLTES et af¥’). O parametro de esbeltez considera a
influéncia do modo de flambagem e as caracteristicas geométricas da barra no
comportamento de flambagem. De acorde com a equagdo (2.9), a (nica propriedade
fisica que influencia na carga de flambagem € o modulo de elasticidade longitudinal “E”.
Valores de “E” determinados em testes de tragdo sdo normalmente utilizados para
avaliar o comportamento dos materiais quanto & flambagem. Por outro lado, tem sido

mostradc em varios ensaios experimentais que, apcs uma deformacgdo plastica, os
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rmateriais metélicos exibem um comportamento de deformacdo completamente diferents
guando a diregdo da deformagio € mudada (efeito Bauschinger). Estudos minuciosos
mostraram que apos a inverséo da direc¢do do carregamenio ocorre um comportamento
néo-linear da relagdo tensio-deformagdo durante o descarregamento, devendo-se a
uma transicdo continua da deformacio elastica para a deformacio elasto-plastica. Em
testes de compressdo apds deformacdes inicigis de fragdo, um comportamento
puramente elaslico nunca é observado. Conseglientemente, o formato de curva tensao-
deformagéo no inicic do carregamento de compressfc ndc pode ser descrito pelo
modulo de elasticidade longitudinal. Entretanto, o mdduio secante “Eg”, como ilustrado
na figura 2.4, pode ser determinado. O valor de “E” serd sempre menor que “E” e pode
ser considerado como sendo um parametro caracteristico de Bauschinger. Segundo
SCHOLTES et al¥', é esperado gue o efeitc Bauschinger influencie no comporiamento

de flambagem dos materiais com deformacio inicial,

TensZo o §

Figura 2.4 - Grafico tensdo-deformacac.

No gréfico tensfo-deformacéo da figura 2.4 a curva (1) corresponde ao
carregamento de compressdc agindo isoladamente, enguantc qgue a curva (2)

corresponde ac carregamento de tragdo com uma compressdo subseglente. Estdo
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definides, também, o médulo de elasticidade longitudinal “E”, o modulo secante "E" e o

modulo tangente “E¢” em um ponto “P".

Na figura 2.5 s8o mostrados o0s resultados de ensaios experimentais, obtidos
por SCHOLTES et al”’, em graficos de forca de compressao-encurtamento para barras

de aco carbono no estado virgem e com deformacéo pléstica de 1,8%.

Compressao (M) 4

sl grt B gaiam

4 -
Encurtamento {mm)

Figura 2.5 - Gréfico forga de compress&o-encurtamento.

A barra de ago no estade virgem mostra uma relacdo linear entre a forgca de
compressao e o encurtamento até atingir a carga critica "Pe (que na figura 2.5 é
representada por “F."} onde a flambagem, indicada por uma descontinuidade abrupta,
ocorre repentinamente. Por outro lado, a barra de ago com uma deformacéo plastica de
gp = 1,8% mostra uma relagdo ndo-linear entre forga de compressdc e encurtamento
sob carregamentos relativamente pequenos e também flexao continua, a qual se inicia
em “Fy". Obtem-se uma carga critica “F.” muitc menor, que ocorre em torno de 40% da
carga critica da barra sem deformag¢&o plastica. Como se observa, a flambagem para

barras com deformacéo plastica ndo ocorre repentinamente.
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De acordo com os dados experimentais, observa-se o comportamento néo-
linear das deformagbes devido a carregamento de compress3o em barras com
deformacéo plastica, ou seja, o efeito Bauschinger propriamente dito. Neste sentido, a
inclinacéo da curva tensao-deformacdo, referente & compresséo, ver figura 2.4, deve

ser levada em consideragao.

Para se analisar s resultados experimentais de uma forma mais precisa, 0s
efeitos de deformacio plastica ¢ flexBio no comportamento de flambagem devem ser

levados em consideracgao.

Se uma barra submetida a esforcos de compressédo atingir o momento de
plastificacdo antes da tensdo de flambagem *R."”, um novo valor de “R.” deve ser
estimado. Neste sentido, a equacao (2.9) ndo pode ser aplicada. Entretanto, a flexdo da
barra pode, teoricamente, ser levada em consideracdc se “ky” for usado na equacio

{2.9) ao invés de “E". Dessa forma tem-se:

(2.10)

O valor de “Ey" pode ser obtido a partir da inclinagdo da curva tenso-

deformagao referente a compressaoc no ponio de tensdo correspondente a forga “Fo.

SCHOLTES et al” concluiram que: “a influéncia da deformagdo plastica no
comportamento de flambagem ¢é quantitativamente atribuida a deformacgéo

caracteristica da barra de a¢o devido ac efeito Bauschinger’.
2.5.5 A influéncia do carbono sobre o efeito Bauschinger

Em 1951, Polakowski associou a magnitude do efeito Bauschinger com a
quantidade de carbono, baseado em resultados de testes realizados em diferentes agos
carbono. Agos com uma baixa quantidade de carbono mostraram um efeiio
Bauschinger mais acentuado do que em acos com alta quantidade de carbono. Bate e

Wilson, em 1986, mostraram que para agos com variaveis teores de carbono, o efeito
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Bauschinger mostrou um comportamento similar ac observado por Polakowski (DODD
& RESTREPO-POSADA®).

A magnitude do efeito Bauschinger no depende da curva tensfo-deformacgio
referente ao carregamenio unidirecional. Além disso, 2 curva unidirecional €

abandonada quando ocorrem deformacgfes reversas apos o inicio do encruamento
{DODD & RESTREPQO-POSADAY).

A gquantidade de carbono € uma importante variavel que afeta a2 magnitude do
efeito Bauschinger; de acordo com o seu acréscimo a curva de Bauschinger torna-se

mais suave e distancia-se cada vez mais do modelo bi-linear.



Capitulo 3

Modeios Fisicos Ndo-lineares para ¢ Ago Estrutural

3.1 Introducao

O estudo da nao-tinearidade fisica é caracterizado pela rela¢do nio-linear entre
tensdo e deformacdo, decorrente da modificacdo das propriedades fisicas do material
gstrutural. Dessa forma, neste capitulo, sera considerado o efeito da nao-linearidade
fisica na analise de estruturas metalicas planas, cujo comportamento segue os

preceitos da teoria da plasticidade.

3.2 Comportamento uniaxial do ago

Segundo CHEN & HAN® o estudo de problemas unidimensionais na
plasticidade estrutural & representado pela condigéo uniaxial de tensdes. Podendo ser
um ensaio de fracéo simples onde, em termos de tensdes principais, o1 >0 e o = g3 =
0, ou um ensaio de compressao simples, onde ¢4 = o2 = 0 e 03 < 0, ndo se esquecendo
da convencdo: oy > oy > o3 Em fungdo das diversas tensbes aplicadas na barra,
podem-se calcular as respectivas deformacgbes e obter o diagrama de tensao-

deformacao, no qual as tensbes axiais principais “c4” {ou “o3") s@o analisadas em
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func@o das deformacles axiais principais "¢ (ou "s3”), proporcionando a represeniagdo

do comportamento elastico e plastice do material.
3.2.1 Carregamento unidirecional
Supondo-se que uma barra de aco seja submetida a um esforce de tragéo

crescente, o comportamento tipico do material pode ser descrito pela figura 3.1.
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Figura 3.1 - Relacéo tensdo-deformacac elasto-plastica: carregamento.

A figura 3.1 mostra que até ¢ nivel de tensdc “oy”, correspondente ao trecho
“Co-Ag”, a relacdo tensdo-deformacdo é linear, valendo, portanto, a Lei de Hooke
(o = Ee}, que caracteriza o regime elastico linear. Uma vez ultrapassada a tenséo "oy,
o material inicia © processo de plastificagdc com o surgimento de deformacGes
permanentes, c modulo de elasticidade longitudinal comeca a modificar-se e com isso a
inclinacdo da curva tensdo-deformacdo, dada pelo trecho “Ag-Aq", comega a diminuir
progressivamente. Devido a este compertamento o nive! de tensio “cy” € conhecido

como limite de proporcionalidade.
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3.2.2 Descarregamento e recarregamento

Supondo-se que a mesma barra ja descrita anteriormente seja agora

descarregada, existem dois caminhos exeqliiveis, gue estdo indicados na figura 3.2

T
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Figura 3.2 - Relagéo tens&o-deformacio elasto-piastica: descarregamento.

A primeira possibilidade esté indicada no trecho “0p-Ay” da figura 3.2, onde 2
tenséo inicial aplicada néo ultrapassou o valor de “cq” € ¢ descarregamento segue o
caminho inverso do carregamento inicial. A outra possibilidade esta indicada no trecho
“As-O¢", onde a tensdo aplicada ja ultrapassou o valor de “cy”. O descarregamento se
da, de maneira elastica, pela reta “A+-O4", que & aproximadamente paralela a reta “Oq-
Ay”. Neste caso, havendo um descarregamento compieto, a barra ficara com uma
deformagao residual permanente, ou seja, uma deformacao plastica representada pelo

trecho "04-047, e recuperar a deformacao elastica representada pelo trecho “O4-g4".

Uma vez completado o descarregamento, pode-se carregar a barra novamente,

conforme ilustra a figura 3.3.
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Figura 3.2 - Relacdo tensao-deformacao slasto-plastica: recarregamenio.

A figura 3.3 mostra que © recarregamento segue 0 caminho inverse do
descarregamento, ou seja, as tensfes se relacionam com as deformagdes de maneira
elastica (trecho “O+-A4"). O ponto A & chamado de tensdo de escoamento
subsegliente ¢ além dele irdo aparecer novas deformacgdes plasticas, uma vez que as
tensdes voltam a se relacionar com as deformacdes atraves da curva original, ndo-
linear “Ag-A;", come se o descarregamento e 0 recarregamento nunca tivessem ocorrido
(CHEN & ZHANG?).

Segundo CHEN & HAN®, em boa parte dos materiais, apds o ponto inicial de
escoamento, a relacdo fensdo-deformacéc expressa-se aitraves de uma curva
crescente, apesar da inclinagdo diminuir. Isto leva a um crescimento do médulo da
tensdo de escoamento subseglente, de acordo com as deformagbes. O efeito de um
material apresentar tensdes superiores apos a deformacéo plastica € chamado de

encruamenio.

De acordo com RUBERT?®, a deformagiic permanente resultante esta
associada a energia dissipada ao longo do processo de carga e descarga, ver figura
34
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Figura 3.4 - Ciclo de carregamento e descarregamento na fase plastica.
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Figura 3.5 - Ciclo de carregamento e descarregamento na fase elastica.
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No caso uniaxial, pode-se calcular a energia dissipada determinando a area

delimitada pelas curvas de carregamento e descarregamento. Evidentemente, se um
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sistema estd solicitado apenas na sua fase elastica. a area correspondenie é nula, o

que significa ndo haver dissipagéo de energia, como € mostrado na figura 3.5.

3.2.3 Carregamento reverso

Retomando-se ¢ caso do descarregamento dado pela figura 3.2, pode-se supor
gue apos o descarregamenio completo, dado pelo trecho “04-A4", haja uma inversdo do
carregamento aplicado, de tal forma que a barra comega a ser comprimida. Neste caso,

a relacdo tensdo-deformacdo € mostrada pela figura 3.6.

T4 b o e s s Ai
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Figura 3.6 - Relagao tensao-deformagao elasto-piastica: carregamenio reverso.

A principic, o comportamento do material € 0 mesmo tanio na tragdo como na
compressao, de tal forma que a relacdo tensdo-deformacéo seja a mesma para os dois
casos. Entretanto, pelo fato da barra ter iniciado a plastificacac anteriormente, a tensdo
de escoamento para ¢ carregamento reverso € modificada, de modo gue o moédulo da
nova tensdo de escoamento “ o, I seja menor que a tensdo de escoamento inicial | oo
e muito menor que a tensdo de escoamento subseqiente ‘o1 ", ou seja, lo2| <lopl <
lo: | Este fenémeno é o chamado efeito Bauschinger e a partir deste ponto o

compertamento do material € mantido conforme a descrigdo anterior,



45

Segundo CHEN?®, devido 4 natureza do processo, a deformacéo pléstica é um
processo de anisotropia. O efeito Bauschinger é um caso particular de anisotropia
direcional induzida por uma deformacéo plastica, ja que uma deformacéo plastica inicial
em uma direcdo reduz a iensdo de escoamento na direcdo oposia durante o
carregamenio reverso subseqlente. Esie fendmeno corresponde a interagdo e aos
efeitos transversais entre as tensdes de escoamento em diferentes direcfes no caso de
tensbes multiaxiais. A consideragdo do efeitc Bauschinger é muito importante em
problemas rmuitidimensionais envolvendo complexos historicos de tensfes com
significantes mudangas nas diregdes dos carregamentos, tais como as tensdes

reversas e condi¢des de carregamentos ciclicos.

Cbserva-se qus as deformagbes n8c s8o somenie funcdes das tensdes, mas
dependem do histérico do carregamento (CHEN & HANY),

Por outro lado, ndo se fez mencao ao efeito do tempo nas deformagdes, ou
seja, estd se assumindo né&c viscosidade ou independéncia do tempo. Estd se
considerandc que ¢ material esteja 3 temperatura ambiente e sob carregamento
estatico. O efeito do tempo torna-se muito importante em carregamentos dinamicos
(CHEN & HAN®).

3.3 Modelos elasto-plasticos unidimensionais para elementos estruturais de ago

Para a soiugdo de um problema elasto-plastico unidimensional, deve-se
idealizar o comportamento do material através da utilizacdo de modelos matematicos

que permitam a simulagao da relagéo tensdo-deformagéo real.

Dentre os varios modelos disponiveis para este tipo de estudo destacam-se ©
modelo elasto-plastico perfeito e ¢ modelo elasio-plastico com encruamento linear

(CHEN?), que serdo vistos na segiiéncia.
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3.3.1 Modelo elasto-plastico perfeito

A figura 3.7 ilustra a relacdo tensBo-deformacdo do ago através do modelo

elasto-plastico perfeito.

0

Figura 3.7 - Modelo elasto-plastico perfeito.

Neste modelo, quando & tens8o atuante atingir a2 tensdo de escoamento “oy’, ©
elemento estrutural perde a capacidade de absorver um acréscimo de tenséo e a
deformacéo fica indefinida. Ou seja, o efeito do encruamento & desprezado. Tal modeio

pode ser expresso pelas seguinies relagdes:

g= = ©<0o, {3.1)

mija

S=F§-+a = o=g, (3.2)

onde “E” é o médulo de elasticidade longitudinal do material e “o” € um escalar positivo.

Para o ago estrutural, este modelo € largamente utilizado.
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3.3.2 Modelo elasto-plastico com encruamento linear

Neste modelo, a curva continua € aproximada por duas retas, substituindo a
suave fransicdo das curvas por uma descontinuidade abrupta no ponto de tensdo “oy’.
A primeira reta tem como inclinagdo ¢ moduio de elaslicidade "E". A segunda rela
representa a agdo do encruamenio e fem como inclinagdo o mddulo de elasticidade
tangente “E¢”, cujo valor & menor do que “E” (CHEN®).

A figura 3.8 ilustra a relacdo tensdo-deformacio do ago através do modelo

elasto-plastico com encruamenic linear.

83
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Figura 3.8 - Modslo elasto-plastico com encruamento iinear.

Tal modelo pode ser expressado pelas seguintes relages:

g€ = = o<g, (3.3)

o
E

8"&:%—?—%(6—53) = &>0, (3.4)

varios outros modelos foram construidos baseados neste, que pode ser chamado,

também, de bi-linear.
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3.3.3 Modelo elasto-plastico com encruamento exponencial

A figura 3.9 ilustra a relagdo iensdo-deformacio do ago atraves do modelo
elasto-plastico com encruamenic exponencial.

Figura 3.9 - Modelo siasto-pldstico com sncruamenio exponencial.

O encruamento da maioria dos materiais se comporta de maneira nao-linear.
Dessa forma, uma simples expressac exponencial pode ser empregada;

s=Ee = o<ag, (3.5)

oc=ke™ = o>0, {3.6)

onde "k’ e “‘m” s&o constanies do material determinadas experimentaimenie. Neste
modelo, a relagio tensdo-deformacdo € dividida em duas partes: uma expresséo linear
para o frecho elastico e uma exponencial para o trecho plastico. Observe gue as

constantes do material, "k* e “m” ndo s8o independentes, pois a curva tensdo-

deformacédo deve ser continua em o =o,, ou seja, a condigio o, =kls,/E)" deve ser

satisfeita (CHEN®).
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3.3.4 Modeio de Ramberg-Osgood

A figura 3.10 ilustra a relagac tensdo-deformacao do ago através do modelo de
Ramberg-Osgood.

G

Figura 3.10 - Modelo de Ramberg-Osgood.

Segundo CHEN®, neste modelo, uma expressdo suavemente ndo-linear &

empregada para representar por complefo a relagdo tensdo-deformacgéo:

£ = §+a(9)i (3.7)

onde “a”, “b” e "{" s&o constanies do material determinadas experimentalmente. Neste
modele, a definicdo do ponto de escoamento ndo é clara e a inclinacio inicial da curva
¢ dada pelo valor do médulo de elasticidade longitudinal “E” quando a tenséo for nula,

o =0, e decresce unidirecionaimente de accrdo com o aumento do carregamento.

3.4 Modelos com encruamentoe linear para carregamentos ciclicos

Os limites elasticos de um material mudam de acordo com a ocorréncia dos

carregamentos. A tensdo de escoamenio subseqgliente superior e inferior ou as
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fronteiras do regime elastico, sdo fungdes do hisidrico de tensfes. Mas as {ensbes de
escoamento subseqlientes ndo sdo afetadas pela parcela do histdrico de tenses
referentes as deformagdes elasticas. Conseqgilentemenie as tensdes de escoamenio
subseglienies dependem somente da parcela do hisidrico de tensfes referentes as
deformacbes plasticas. Este historico do carregamento plastico serd gravado
adequadamente pars expressar o estado atual do material. A questio seria como
determinar esta dependéncia funcional, que as tensdes de escoamento t&m do historico
dos carregamentos piasticos, de uma maneira simples e realistica. ksta &, realmente,
uma tarefa ardua nas formulagbes da plasticidade. Varios modelos foram propostos
para descrever estas relagfes e s8o conhecidos como modelos de encruamento
(CHEN®.

Alguns modeios de encruamento freglientemente ulilizados em aplicacles
praticas ser@o descritos na seqUéncia. Para simplificar, serdo considerados modelos
com encruamenio elasto-linear e com tensbes de escoamento, tanto na tragdo quanto

na compressao, numericamente iguais a “oq”.
3.4.1 Modelo Isotrépico

A figura 3.11 ilustra o modelo com encruamento linear isotrdpico através do

grafico tensdo-deformacao do ago.

Cmax

el

Cmax

Az

Figura 3.11 - Modelo com encruamento linear isotrépico.
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Neste modelo a tensic de escoamento do material € dada pela maxima tenséo
calculada, devendo ser sempre maior ou igual @ “oy’. Esse valor permanecera
constante, tanto para a tracdo como para a compresséo, até que um valor maior de
tensdo seja obtido. Tal mecanismo € mostrado pela figura 3.11, onde uma bharra
submetida a um esforgo de fraglo tem como fensdo atuante o valor “o4". Como “cy” é
maior gue "op’, tal valor passa a ser o novo valor da tensao de escoamento, Efefuando-
se uma inverséo de carregamento, & tenséo de escoamento na compressac € dada por
o2 = ~Omax = ©1. Aumentando-se a compressao na barra a mesma comeca a escoar até
atingir o ponto "Az”, com tensioc “c3”. Como Y o3 " € maior que “s+”, 0 valor de “oy” passa
a ser a nova tensio de escoamento do material, e assim sucessivamente. Dessa forma,

a tensdo de escoamento subseglente “oq” € dada pela seguinte eguacdo:

i !
;6 sub i = Egmax

{3.8)

Este modelc negligencia a ocorréncia do efeito Bauschinger.
3.4.2 Modelo independente

A figura 3.12 ilustra o modelo com encruamento linear independente através do

grafico tensdo-deformacéo do aco.

Gmaxt |

Figura 3.12 - Modelo com encruamento linear independente.



Neste modelo a tensfo de escoamento do material é dada pela maxima tensdo
calculada para ¢ caso da tragio e da compressao, de tal forma que o valor da tenséo
de escoamento na tracdo “omax:’ independa do valor da tensdo de escoamento na
COMPressas “omaxc - Afigura 3.12 mostra tal mecanismo onde, apds o descarregamento
e a inverséc do carregamento, a iensdo de escoamento inicial na compressaoc € dada
por o2 = -op, passando posteriormente para Ssype T Smaxe, SNQUANIC GUE Caupt = Cmaxt

permanece inalterada. Analiticamente, a tensdo de escoamento € dada por:

ic'"sub,c‘ = §Gmax,cé (39)

(3.10)

Neste modelo, quando a barra é submelida a um carregamentc reversc apds a
acao do encruamento no sentido oposto, esta barra comporta-se como se nunca tivesse

sido carregada.

3.4.3 Modelo Cinematico

A figura 3.13 ilustra o modelo com encruamenio linear cinematico através do

grafico tensdo-deformacéo do ago.

Figura 3.13 - Modelo com encruamento linear cinematico.
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Neste modelo a diferenca enire a tensdo de escoamento para carregamentos
de tragdo e de compressio é mantida constante com valor igual ao dobro da tens&o de
escoamenio “sg”. Tal mecanismo é mostrado pela figura 3.13, onde o valor da tenséo
de escoamenio referente ao ponto “Az" é dado por |21 = 260 - 54| Dessa forma, 2

equacac que rege tal modelo & dada por:

+lo

o

subt subg| = 26(3 (3’§ 1 )

onde “oswmi © ‘“cswe S8c as tensfes de escoamenio para az fracgBc e para a

compressao, respectivamente.

Cabe ressaliar que esle modelo reproduz de forma simplificada ¢ efeilc
Bauschinger, uma vez gue 0 ceniro elastico € movido ao longo da reta "B-B".

Alternativamente, pode-se expressar tal modelo pela seguinte equacgao:
'G-—\U% -—-Eo'of (3.12)

onde “y” & a fungdo que representa a trajetéria do centro elastico, sendo w=0 para

=0,



Capitulo 4

Anélise de Esfruiuras Reticuladas

4.1 Introdugao

Uma anaiise de estruturas tem o objetivo de compreender ¢ comportamento
das estruturas quando sujeitas a carregamenios externos. Existem varios tipos de
analises para retratar este comportamento. Estas anélises podem ser realizadas {endo
como hip6tese pequenos deslocamentos com o equilibrio da estrutura feito na posicao
indeslocada (tecria de primeira ordem) e na posigdo deslocada (ieoria de segunda
ordem). Na teoria de segunda ordem apresentam-se fatores que influenciam o
comportamentc das estruturas devido as forgas axiais, interferindo na rigidez da

estrutura.

4.2 Procedimentos utilizados na analise nao-linear geomeétrica

A instabilidade de uma estrutura reticulada € ocasionada pela degradacgéo de
sua capacidade portante. Os efeitos da nao-linearidade fisica e da nao-linearidade
geométrica s&o uns dos principais ocasionadores da perda da capacidade portante de
uma estrutura reticulada. A degeneracdc geomeétrica da estrutura € ocasionada a
medida que o carregamento € aplicado, e esta passa da posicdo indeslocada para a



deslocada. Para se levar em conta o efeitc da ndo-linearidade geoméirica sera
empregado ¢ métode das fungdes de estabilidade, também conhecido como funcdes de

rigidez.

As hipdleses assumidas na anglise ndc-linear geomelrica de porticos planos

sdo apresentadas a seguir
« Os elementos de barra sao considerados perfeitamente retos;
- As forgas axiais s&o aplicadas ac longo do eixo centroidal das barras;

» O material obedece 2 lei de Hooke, ou seja, as tensdes sdo proporcionais as

deformacdes;
» As secbes permanecem pianas apos a deformacio;

« A estrutura do portico é considerada constituida de elementos de barra

deformaveis por flexao, forga axial e forga cortante em seu plano;
» O desenvolvimento matricial é feito com base no processo dos deslocamentos;
- As acOes sdo aplicadas apenas no plano do portico;

= A ndo-linearidade geométrica € levada em consideracgdo através da influéncia

da forca axial nos elementos de barra;
- O desenvolvimento matricial € baseado na tecria dos pequenocs desiocamentos.

A matriz de rigidez do elemento de barra sera obtida fazendo ¢ equilibrio desta
na posicdo deformada e deslocada, o que caracteriza considerar os efeitos de segunda
ordem nas barras. Baseado no que foi dito, € possivel através das condiges de
equilibrio da barra determinar os diferentes tipos de equagdes diferenciais gue regem
os problemas. Dependendo do tipo do esforgo axial presente na barra, diferentes

equacdes diferenciais serdo obtidas. A solucdo destas fornecem os coeficientes de
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rigidez que serdo utilizados para se fazer a analise nio-linear. Estes coeficientes

também s&o denominados de fungdes de rigidez ou funcdes de estabilidade.

A matriz de rigidez de barra para a analise de porticos planos com funges de
rigidez sdc apresentadas por CHEN & LUY e GERFE & WEAVER"' Esta matriz & capaz
de considerar as defoermacdes nos elementos de barra através da interacdo entre forgas
axials e flexdo somente. YAGUI®®, SERRA® e REQUENAZ apresentaram matrizes com
novas funcbes de rigidez capazes de levar em consideracao simulitaneamente as
deformacbes por forca axial, forga cortanie e flex8o. Desta forma, as fungfes
apresentadas por eles s8c capazes de levar em consideracio os efeitos da nao-

linearidade geométrica de forma mais completa.

A matriz de rigidez do elemento de barra serd obtida em fung8o de suas

coordenadas locais apresentadas na figura 4.1,

i 4
5, 5 s, 0 0 -8 0 0
[ o 0 S, S, 0 -8, 8,
L « | 0 8 8 0 -8 S
, b, Bl-s, 0 0 8, 0O 0
ot~ 0 -8, -8, 0 8, -8,
R
i 0 8, S 0 -8, S,

Figura 4.1 - Matriz de rigidez da barra com fungdes de rigidez.

Na tabela 4.1 s8o mostrados os coeficientes de rigidez que serdo calculados
conforme a condicaoc de influéncia da forga cortante ou sob a variacdo da forca axial.

As deducbes dos coeficientes de rigidez “S¢", “S,", *S3", “Ss” e “Ss” séo
apreseniadas no Anexo A.
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Tabela 4.1 - Fungdes de rigidez de barra de porticos plancs.

sl Compress&o (P<0) (P=0) Traggo (P>0)
. EA EA EA
L L L
o Eifa,)'s,’ sene; 12E| Ella, f's,” senhe,
9, L*{1+2g) Lo,
o3 Elae,’(1-cose,) BEI Elae, (coshe, 1)
L%, L*(1+2g) L%,
s Ele,(sens, —a, coss, ) 2E2+g) Eie,(a,e, coshs, —senhe, )
Lo, L{1+2g) Lo,
S5 Ele,{a;s, —sene,) 2El(1-g) Ele,{senhe; —a,e, )
Lo, L{1+2g) Lo,
. =2~—-200sg, —48,8, Sene, g= SCE§ b, =2 —-2coshg, + 3,8, senhg,
,_dp GAL®
a, = GA g, = ol 32:%%;
o= /———ipl P
"V (a,FEl = [——
Vel * | (8,El)

4.3 Procedimentos utilizados na analise nao-linear fisica

A analise ndo-linear fisica do material proposta neste trabalho € baseada no
fato da rigidez a flex8o da secdo fransversal da barra se reduzir gradualmente da
rigidez elgstica (fase em que as tensCes na barra sdo inferiores ac limite de
proporcionalidade) para a rigidez inelastica (fase acima do limite de proporcionalidade
do material em que parte da seco transversal esta plastificada) até praticamente zero

{guando a secéo transversal esta completamente plastificada).

As hipbteses assumidas na anélise nao-linear fisica de porticos planos séo

apresentadas a seguir:
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« O sistema € considerade néo-conservativo, ou seja, ocorre a dissipacdo de

energia no sistema;

« A curva tensdo-deformacao & considerada elasto-plastica, cu seja, até o limite
de proporcionalidade do material a relacio tensdo-deformacéo é linear, apds este limite,

a relacgdo torna-se ndo-linear,
« A relac8o tensdo-deformacéo é igual tanto na tragdo quanto na compresséo;

» A tenséo de plastificacdo do material & igual a *f,” (limite de escoamento do aco

utilizado);

- Serd considerado que a reduco da capacidade portante da barra, devida ao
efeito de nao-linearidade fisica do material, seja provocada pelas tensdes normais de

compressdo ou tragaoc e pelas fensdes normais de flexdo.

Conforme mencionado, existem algumas formas de se fazer a reducgdo da
rigidez a flexdo da barra. Neste trabalho, serdo utilizados os procedimentos propostos
pela AISC-LRFD' e pelo CRC' que serdo descritos na seqléncia.

O procedimento de reducdc da rigidez, proposta pela CRC (GALAMBOS'™),
considera 0s seguintes casos: barras que durante a anélise estejam com tensdo inferior
a “0,50f,” sdo consideradas trabalhando no regime elastico; barras com tensdo acima
de "0,50f," sdo consideradas no regime inelastico e barras com tens&o igual ou superior
a “f,” s8o consideradas plastificadas. Desta forma, utiliza-se como critério de
plastificacdo da se¢do a tenséo de escoamento *f,” do ag¢o utilizado. Assim, o médulo

tangente na analise pode ser determinado da seguinte forma:

«;so,so = E, =E (4.1)
¥
%050 = Siod9fy o (4.2)
f, E f, | f

Sriisanan
UHICARP
B

BITD IPNTIT s s rta e A
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.;- >100 = E, =0 (4.3)
¥

sendo “¢” a tens&o atuante na barra; 1" a tensfo de escoamenio do material; "B o
modulo de elasticidade longitudinal elastico do material e “Ey” o médulo tangente do
material. E importante ressaltar que este procedimento leva em consideragdo apenas

os efeilos de tensdes residuais no campo inelastico.

A tensdo atuante na barra é determinada pela expresso tradicional da

resisténcia dos materiais, dada por:
C=—"+— 4.4
o (4.4)

sendo, “P” o esforgo axial presente na se¢ao transversal da barra, “M” 0 momento fletor
atuante na secdo, “A” a area da secfo transversal da barra e “W” 0 modulo elastico
resistente da barra.

O procedimento de reducdo da rigidez, proposta pela AISC-LRFD’, considera
0s seguintes casos: barras que durante a anélise estejam com tensao inferior a 0,394,
sdo consideradas no regime elastico; barras com tensdo acima de “0,39f,” sé&o
consideradas no regime inelastico e barras com tenséo igual ou superior a “f,” s&o
consideradas piastificadas. Da mesma forma que no procedimento anterior, utiliza-se
como critério de piastificagdo da segdo a tensé@o de escoamento *f,” do aco ulilizado.

Assim, o modulc tangente na analise pode ser determinado da seguinte forma:

fiso,sg = E,=E (4.5)
¥

o E, G '}
— > 0,39 — = P T7243 —n — 4.8
£ 7 E f {f] “-6)

Y ¥ /

v/
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; >100 = E, =0 (4.7)
¥

i3 aF

sendo “o” a tensfo axial atuante na barrg; *f,” a tensdo de escoamento do material; "E”
o modulo de elasticidade longitudinal elastico do material e "E{” ¢ mddulo tangente do
material. E importante ressaltar que o procedimento para a analise nao-linear leva em
consideracéio os efeifos de tensdes residuais e imperfeicbes geométricas no campo

inelastico.

Nesta norma a tensdo atuanie na barra € determinada apenas pela tensio
axial:

o= (4.8)

sendo “P” o esforgo axial presente na se¢fo transversal da barra e “A” a drea da secéo
transversal da barra.

Para se introduzir o efeito de néo-linearidade fisica do material na andlise de
porticos planos, forna-se necessario modificar a matriz de rigidez do elemento
prismatico de barra plano apresentado na andlise ndo-linear geométrica. Esta
modificacdo & feita substituindo o médulo de elasticidade elastico “E” pelo médulo
tangente “E/". Com a introduc¢é&o do modulo tangente na matriz de rigidez do elemento, é
possivel representar o comportamento elastico e inelastico das barras. A matriz
modificada € apresentada na tabela 4.2.
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nao-linear das esiruturas, um problema de natureza pratica surge: as estruturas que

Tabela 4.2 - Fungdes de rigidez de barre com o modulo de elasticidade tangents,

S\P Compressao (P<0) {(P=0) Tragéo (P>0)
> EA EA EA
L L L
o Ela,)e,’ sens, 128 ] Ela,)f e’ senhe,
Lo, L{1+2g) L,
<3 Elae,’(1-cose,) 6E | E la,s,*(coshe, - 1)
L, L*{1+2g) L6,
o | Ed (sene, —a,s, cose, ) 2E {2 +g) E.ls (a,g, coshe, ~senhe, )
Lo, L{1+2g) Lo,
o5 Ele, (a,e; —seng, ) 2E l{(1-g) E le,(senhe, —a,g, )
Lo, L{1+2g) Lo,
$. =2-2C088, — 8,8, 8&NE, _ BeE|] $, =2~ 2coshe, +a,¢, senhs,
P 97 GAr
asmqma g, = ol azﬂ“i-%ﬁ
g Epl GA
w=] P

V(@E)

Uma vez bem fundamentados os estudos tedricos acerca do comporiamento

4.4 Resolucéo de sistemas nao-lineares

manifestam comportamento n&o-linear originam sistemas de equacbes também ndo-

lineares cuja solugdo sO & possivel com a aplicacdo de procedimentos incrementais-

iterativos (RUBERT®).

encontram aplicacéc na solugdo de problemas de nao-linearidade fisica, tanto em

estruturas complexas formadas por elemenios planos ou fridimensionais, como em

Tradicionais técnicas numericas, e a correspondenie esfratégia computacional,

estruturas de barras, em geral compondo sistemas mais simples.
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A estratégia de solugdo numérica de problemas gue envolvem nio-linearidades
é concebida, fradicionalmente, segundo algoritmos que combinam duas etapas
sucessivas. A primeira, gue leva a uma aproxima¢do para o vetor incognito de
deslocamenios, emprega a mairiz de rigidez giobal da estrutura, atualizada, e o veior
das cargas nodais equivalentes calculado para um dseterminado nivel de carga; a
segunda, consiste na determinac&o das forgas residuais que deverfo ser reduzidas por

um procedimento iterativo.

Segundo PAIXAQ®, a base do processc incremental é a divisdo da carga fotal
aplicada em varios incrementos menores. Se o incremento for suficientemente
pequenc, & possivel que o comportamento da estrutura se aproxime do linear ao longo
de cada incremenio. Usualmenie estes incrementos de carga apresentam & mesma
magnitude, sendo esta a forma utilizada neste frabalho, uma vez que a ulilizacao de
incrementos de tamanhos variados requereria um  conhecimentic prévio do
comportamento da estrutura para que se pudesse atribuir incrementos menores nas

faixas em gue se tenha um maior desvio da condigéo linear.

Num processo incremental-iterativo de resolugéo de sistemas de equagdes ndo-
lineares se busca uma condicdo de equilibrio entre o carregamento externo e as forgas
internas atuantes na estrutura, que é verificado através de um critério de energia. Neste
trabalho foi implementado o fradicional método incremental-iferative de Newton-
Raphson.

No método incremental-iterativo de Newton-Raphson agui utilizado, a matriz de
rigidez da estrutura & montada a cada iteragdo e posteriormente resolve-se um sistema

de equagdes lineares com a nova matriz.

Dessa forma, para um incremento aplicam-se as forgas “F” para uma dada
rigidez estrutural inicial “Ky" e, resolvendo-se o sistema de equacdes, obtém-se os
deslocamentos “Do” e, em funcéo destes, os respectivos esforgos internos. Em fungéo
dos esforgos internos, especificamente dos esforgos axials, atualiza-se a matriz de
rigidez “K+”, processa-se a estrutura novamente, agora aplicando-se “Dy” em ‘K" e

calculando-se “Fo" . Se “Fy” for diferente de “F” significa que existe um residuc ndo nulo
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“Ry”, gue € determinado fazendo-se a diferenca de forga “F-F”. Aplica-se o residuo "Rp”
na estrutura ja deformada e calcula-se o acréscimo dos deslocamentos “AD¢". Na
seqliéncia, faz-se uma correco nos deslocamentos onde se obtém “Dy”. Calculam-se
os novos esforgos internos e procede-se a uma nova atualizago na mairiz de rigidez
“K", obtendo-se, dessa forma, o valor de “Fy". A representacdo grafica desse
nrocedimento & dada pela figura 4.2, Repete-se esta sistematica até se afingir g
iguaidade entre as forgas internas e externas. Portanto, quando o residuc for

suficientemente pequeno admite-se que houve o equilibrio estrufural.

Forca (F) | A Ko Ki K

Desiocamento (D)

iy

.
E

Figura 4.2 - tteracdo de Newton-Raphson para um incrementc de carga.

FPara que os residuos de forcas possam ser considerados suficientemente
peguenocs, adota-se um critério de parada para © processo iterativo, segundo

RUBERT®, que consiste na seguinte expressio:

F-Fl

W <7 (4.9}
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53 o 37

onde “n” & o ndmero de iteragbes para o incremento analisado,”||F-F,!|” e “l|F I}

correspondem as normas Euclidianas do vetor de residuos e do vetor de forgas nodais

aplicadas respectivamente. O valor de “t” é a precisdo desejada.

Uma vez encontrada a posicao final de equilibric para um determinado nivel de
carregamento, estes valores serdo conservados para gue possam ser somados agueles
a serem obtidos nos incrementos seguintes.



Capitulc 5

Exemplos Numéricos

5.1 introdugéo

Seréo apresentados cinco exempios numericos caiculados pelc programa
desenvolvido neste trabalho. Serdo estudados os valores dos deslocamentos e os

graficos de tensdo-deformagéo para varios tipos de analises.

5.2 Exempio numeérico 1

Este exemplo, analisado por RODRIGUES?®, é composto por uma trelica
metalica de banzos paralelcs, cujos apoios estéo situados nas extremidades do banzo

inferior, conforme ilustra a figura 5.1.

A trelica é solicitada por uma carga concenirada de 60 kN no nd 3, de cima para
baixo. Com este carregamento foram feitas analises considerando os comportamentos:
elasto-linear, ndo-linear geométricc e ndo-linear fisico, que por sua vez, utilizou ©

diagrama tensdo-deformacéo do tipo bi-linear.
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Figura 5.1 - Treliga metdlica de banzos paralelos.

As caracteristicas fisicas e geométricas de todos 0s elementos que compdem a
trelica séo:

A=10cm® E=210000kN/cm® E, =50000kN/cm® o, =240 kN/cm?

Os valores dos desiocamentos verticais do né 3, para os diferenies tipos de

analises, sd0 apresentados na tabela 5.1 e comparados com os valores obtidos por
RODRIGUES*.

Tabela 5.1 - Deslocamentos verticais do nd 3.

Desiocamentos verticais do nd 3 (cm) Variacao
Comportamento - rama do Autor | RODRIGUES? %)
Elasto-linear -2,902 -2,902 0
N&o-linear geométrico -2,916 -2,822 0,21
Nao-linear fisico -5,585 -8,611 0,39

5.3 Exemplo numérico 2

Neste exemplo, figura 5.2, uma barra metalica, com uma extremidade

engastada e a outra livre, foi submetida a varios ciclos de carregamentos (na tracdo),
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descarregamentos e recarregamentos. Seu comportamento foi analisado considerando
os efeitos da ndo-linearidade fisica em sistemas nao-conservaltivos. As reducles da
capacidade portante da barra foram feitas utilizando as curvas de flambagem propostas
pelo CRC' e pela AISC-LRFD".

1

5\.’
- g % 2

BGE om

Figure 5.2 - Viga metalica em balango.

As caracteristicas fisicas e geométricas da viga metalica séo;
A=100cm® 1=500cm* E=2058000kN/cm® o, =250kN/cm?
Os valores do limite de proporcionalidade parz a viga metalica sdo:

Para o CRC = G, =125 kN/cm?
Para 0 AISC-LRFD = o, =9,75kN/cm?

1 “ciclo de carregamento

Neste ciclo a barra € submetida a carregamentos e descarregamentos, Cujos

valores e 0s respectivos deslocamentos estdo dispostos na tabela 5.2 e na figura 5.3.

Tabelz 5.2 - Desiocamentos horizoniais do nd 20 1° ciclo.

Daslocamentos horizontais do nd 2 {om} Trajetdrias

Natureza da P o

solicitagao (kM) | (kN/em®) | Ejasto-inear CRC AISC-LRFD CRC AISC-LRFD
carregamento 50 5 0,122 122 (3,122 0-A 0-A
descarregameanto G o O 0 g AL A-G
recaregamanio 90 g 0,220 G,220 (.220 -8 3-B
descarregamenio G o it O g 80 B-0
recarregamento S0 5 0,122 8,122 4,122 3-A Oy
descarregamenio 0 O o 4] " A0 A0
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Ma tabela 8.2, cbserva-se que a barra recupersa sug configuracio inicial apds os
descarregamentos, indicando que a barra se manteve no regime elastico que, por sua

vaz, & comprovade pelo comportamento linear do grafico forga-deslocamento da figura

5.3

108 e

g0 2

Forga (kN

e s b
— RO

03,10 512 0.20 622

.00 003

Dieslocamento (om)
Figura 5.3 - Relagio forga-desiocamento: 1° ciclo.

Para este ciclo de carregamento e para os cicles seguintes rabalhou-se com 50

incrementos de carga & uma tolerancia dos residucs de carga da ordem de 107

2°ciclo de carregamentic

Neste ciclo a barra € submetida a carregamentos e descarregamentos similares
a0s do 1° ciclo. Mas neste ciclo o primeiro recarregamento tem uma maior intensidade

fazendo com que a relacao forga-desiocamento se tome nao-linear, como € observado

natabela 53 enafigura 5.4



Tabela 5.3 - Deslocamenios horizontais do nd 2: 29 cidlo.

! Naturers da o s Desiccamentos horizontals do nd Z {om) Trajgtlrias
solicitacdo (ki) | [kNferm™) | Erasto-inear CRC | AISC-LRFD CRC AISC-LRFD
| carregamento 50 5 0,122 5122 0,122 J-A 0-A
| descarregamento o 0 4] 2 0 Al Al
racarregamento 200 20 0,488 0,518 {588 -5 0-D
descarrsgamento a G a 0,032 3,081 B-03,032 IBEIRELY
recarregamanic 50 5 0122 0,154 0,203 00320 0,081k
descarsgamentio W o W 0,032 0,081 C-0,0632 1 E-0.081
T g e e
o 3 o
200 -
/«éff
e 130
%
§
B106
Lmear

(.00

e LEFD
e TR

(.10 (.2

o]

(%]
[

0.30 040 0.50 0.60

Desiocamento {om)

Figura 5.4 - Relagio forga-desiocamento: 2° ciclo.

3°ciclo de carregamentc

Neste ciclo a barra € submelida a varios carregamentos e descarregamentos.

Us recarregamentos s&0 sempre crescentes € a relacdo forga-desiocamento se

comporta linsarmente até que g tensdo anterior sejz alcancada. A partir dai obedece

uma relacdo ndo-linear de acordo com a curva utilizada.
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Tabela 5 4 - Deslocamsenios horizontgis do nd 2 3% cidlo,

Naturera da P . Deslocamentos horizontais do nd 2 {om} Trajetdrias
S ; ; 2, ; - — Ry —
sHCacas (KN} | (kNfom™} | Elasto-linear CRC AIBC-LRFD CRC AISC-LRFD

carregamento 50 5 5122 0122 0122 0-A A
descarregamsnic G O 0 i it A= A0
rECarregamanio a0 o 0,226 0226 G720 (-5 a-8
descarregamsanio t 0 g G 4 B8-0 B-0
recarregamsnio 170 17 0,418 0,420 0438 0-C O.F
descarregameanic i G t 0,005 8,024 C-3, 005 FoG az4
TECEITegaMSHo 200 20 0488 0,518 4,565 8,005-C-0 00,0245
descaregamenic g G 4] 0,631 0,078 0-0,031 G-0,078
recarregamento 235 23 0,551 0,701 0,824 08310k 8,078-3-H
descarregamenic G & g 0,140 0283 E-0, 140 H-3,2683
230
= H
~
) > /
i 3 e
//{
o ///
~ 150 4 i g
= o e
e ’ . fxf
-~ o #
A Ay ’
100 B8 /7 s
4 7’ 4
< Lmear
A 7 // f"f LEF
<0 o s o LR
7 i —CRC
7 Y
// -
Y £
(G0 316 020 0.30 .40 3.34 .60 .70 (80 0.9

Deslocamento (cm)

Figura 5.5 - Relacdo forga-desiocamento: 2° ciclo.

47 ciclo de carregamento

Neste ciclo & barra € carregada e descarregada uma Unica vez, mostrando que
o valor do desiocamento para esta carga sera igual ac do ciclo anterior para a mesma
carga, ou seja, € CoOmMo se 035 descarregamentos e recamregamentos nunca tivessem

ooorrido.
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Tabels 5 5 - Desiocamentos horizontais do nd 2: 4° ciclo,

Matureza da & ” Deslocamentos horizentals do nd 2 fom) Trajetdrias
solicitagao {kN) | (kN/em®) | Elasto-inear CRC AISC-LRFD CRC AISC-LRFD
carregamenio 206 20 3.488 518 3,568 (- 3-8
descarregamento g g g (3,032 0,081 A0 032 B-0,081

200 | A
- 150
“
?
SO0 -
Lmear
< e LRF D)
N e CRC
0 : ,
000 910 §.20 (.20 040 .30 060

Deslocamento {em)

Figura 5.6 - Relagio forga-desiocamennto: 4° ciclo.

5.4 Exempio numérico 3

Meste exempio, figura 5.7, um portico plano, constituido por 3 perfis de ago com
as mesmas caracieristicas fisicas e geométricas, foi carregado com duas cargas
concentradas de 50 kN nos nos 2 e 3, que por sua vez foram constantss durante 2
andlise. E um momento concentrade no sentido anti-horario foi aplicado no nd 3 de
intensidade variavel. O pértico  sofreu  carregamentos, descarregamentos €

recarregamenios no seu plano. Os carregamentos foram aplicados em 50 incrementos

de cargas.
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As caracteristicas fisicas e geomelricas das barras do pértico plano sdo:
A=120cm® 1=350cm* E=205000kN/cm? o, =250kN/cm?

Para a andlise dos resultados obtidos serfo analisados os valores dos giros
apresentados pelo no 3 durante o carregamenio do pértico e os giros permanentes
apds os descarregamentos, sendo estes devidos 4 ocorréncia das deformacgdes

ptasiicas. Os resultados obtidos estdo dispostos na tabela 5.6 e nas figuras 5.8 € 5.9.

Tabela 5.8 - Gire do né 3 no sentido anti-horério.

Natureza da M Giro do nd 3 {rad)

solicitagdo {kN.cm) | Eiasto-linear CRC AISC-LRFD
carregamento 10000 8,218 0.218 0,218
descarregamento G o 0 0
recarregamanto 18000 0,325 03,325 0,328
descarregameanio 0 5 0 0,001
rgcarregamsanio 20000 (3,433 0,434 0,437
descarregamento & 0 3,001 03,005
recaregamento 25066 8,541 .880 0,580
descarregamentio 8] G 5,009 0,018
recarregamenic 27000 (.584 2,601 0,818
descarregamenio G G 8,047 0,032
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Figura 5.8 - Deformaces totais no carregamento.
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Figura 5.9 - Deformmaces piasticas no descarregaments,



5.5 Exemplo numérico 4

Neste exemplo, figura 5.10, 2 mesma barra metélica da figurs 5.2 fol submetida

a carregamenios reversos representados por quatro simulagdes distintas.

Y

s

AR

i
&
&
£
ke

Figura 510 - Viga metalica sob carregamento reverso.

As caracieristicas {isicas e geomélricas da viga metalica s30:

A=100em” 1=500cm® E=205000kN/cm® o, =250kN/cm®

¥

1% simulacdo

Nesta simulacdo a barra € tracionada por um esforgo axial de 120 kN e na
seqliéncia sofre uma inverséo de carregamento, representada por uma compressdo de

145 kN e logo depois & descarregada. Us resuitados obtidos estdo dispostos na tabela

57 enafigura 5,11

Tabelz 5.7 - Desiccamentos horizontais do né 2: 17 simulacio,

Natureza da P G og Deslocamentos (om) Trajstéria

soficitaggo | (kN) | (kNjom”) | (kNiem®) [Eiasto-iinear | AISC-LRFD | AISC-LRFD
carregamento 120 12,00 8.75 0,283 0,283 g-A
carregamento -145 ¢ -14 50 <756 -(,354 -(,380 A-B
descarregamenio g g - G -3,038 8-{-0,638)
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Figura 5.11 - Relagdo forga-desiocamento: 1° simulagdo.

2¢ simulacdo

Nesta simulaco os carregamentos s8o os mesmos da 1° simulacdo, s6 que

desta vez i&m a segléncia invertida, ou seja, primeirc ocorre a compressao € depcis a

tracdo, seguidos também de um descarregamento. Cabe ressaltar gue nestas duas

simulacées foi utilizada somente a curva de flambagem proposta pela AISC-LRFD’. Os

resultados obtidos estao disposios na tabela 5.8 e na figurs 5.12.

Tabela 5.8 - Deslocameantos horizontais do né 2: 2° simulagio.

Naturera da = 5 5o Deslocamentos {om) Trajetéria
soliciiacio (RNY | (kNfom®y | (kKNferm™) | Blasto-linear | AISC-LRED | AISC-LRFD
carregamento -145 | -14,50 -8.75 -3 354 -0, 280 A
sarregamanto 120 12.00 5,00 0,293 0,51 A.B
descarregamento 8] g - g §,226 B-{,226}
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Figura 5.12 - Relagdo forga-desiocamento: 2° simulagio.

De acorde com os resultados obtidos nestas duas simulagles de
carregamentos, observa-se gue ¢ material apresenta reducles significativas no seu
limite de proporcionalidade “oq”. Esie fendmeno se da devido a ocorréneia do efsifo
Bauschinger, ou seja, a resposia de um material submetido a um determinado esforco

tem uma dependéncia direlz do esforgo aplicado anteriormente no sentido oposio.
3 simulacdo

Nesta simulac&c a barra € tracionada por um esforgo axial de 178 kN & na
seqléncia sofre uma inversac de carregamento, representada por uma compressao de
40 kN e logo depois é descarregada. Com estas seqiéncias de cargas comparou-se a
resposta da estrutura ora com a consideragao do efeito Bauschinger na inversdo dos

esforcos, ora sem a consideracio de ial efeito no sistema. Os resuitados obtidos estéc
dispostos na tabsla 5.9 & na higura 5.13.



Tabela 5.9 - Deslocamentos horizontais do n6 2: 3° simulagéo.

> Com efeitc Bauschinger Sem efeito Bauschinger
Matureza da P o
solicitacdo RN | (kNfem® T Desloc. Trajetoria ag | Desioc. | Trajetoria
(kN/em®y | {em) (kMfem® | {om)
carregamento 778 | 17.80 | 9.75 | 0,4647 G-A 975 | (4847 oA
carregaments 40 | 400 | A7 0136 AB 875 | 10,0870 AT
descarregamento | O 8 - -0,0360 | B-(-0,0380) | - 50306 | C-0,0308
T
A
150 -
100 - e
z v
Py 50 -~
[
i
-0 -1 B0 0,10 G20 0,30 0,40 0,50
: -
B ' 50 - e ST g0t Bauschinger
e 3@ efello Bauschinger
’%"ﬁ o

Ceslocamerto {om)

Figura 5.13 - Relacdo forca-desiocamento: 3° simulaco.

Comparando-se 0s desenvolvimentos das curvas, figura 513, & os dados da
tabela 5.9 ocbserva-se que quandc consideramos ¢ efeito Bauschinger g relagdo tensio-
deformacgao torna-se naoc-linear logo no inicio da compressdo, uma vez que o limite de
proporcionalidade “co” é -1,75 kNfem® Com isso, obteve-se um valor final de
deslocamento maior do que guando ndoc se considerou tal efeifc, pois nesia outra
situacéo a tenséo final n&o ultrapassa o limite de proporcionalidade, ou seja, a relagao

tensdo-deformacdo comporta-se linearmente.



U
4% simulacdo

Nestz simulacdo 2 barra € submetlida a esforges axiais com valeres 1% acima
dos limites de proporcionalidade originais esisbelecidos pelas normas utilizadas,
alternando-se enire trac8o e compressde, na qual ¢ analisado o comporiamenio dos
limites de proporcionalidade do aco ufilizado nas analises, para as curvas de
flambagem propostas pelo CRCY™ e pela AISC-LRFD'. Os resultados obtidos estio

dispostos nas tabselas 5.10 e 5.11 na figura 514,

Tabelz 5.10 - Redugo do limite de proporcionalidade: CRC.

N de inverstes B T ol Reducdo ool
de carregamsnio {kN} {khicm®) éi{?&f&&%z} %

0 12825 12,583 12,50 106,00

1 -128.25 1 <1283 | -1228 98,00

2 128,25 12,83 12,00 98,00

3 -12628 0 1283 1 -10.75 88,00

4 126,25 12,83 7,25 58,00

5 Ocoirsu a plastificacas da barra

Tabela 5.11 - Redugio do limite de proporcionalidade: AISC-LRFD.

N° de inverséss = o So Reduco log
de carregamento | (KN} | fkNiem®) | (kNfom®) %

it 98.48 8,85 9,75 100,60

1 -98.48 -$,85 8,75 100,60

2 08,48 8,85 8,25 54,87

3 -58.,48 -5.85 -8.50 87.18

4 58,48 9,85 550 56,41

5

i ‘ Goorreu a plastificacdo da barra
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Figura 514 - Gréfico: redugio de o X 1° de inversfes de carregamento.

Analisande-se a figura 5.14, obsserva-se que as curvas propostas pela AISC-
LRFD' & peloc CRC'™ apresentam ¢ mesmo grau de sensibilidade 2s agbes de
carregamentos reversos, uma vez que as curvas da figura 514 praticamente se

sobrepfem e nas duas situacbes a barra plastificou na 5° inversdo de carga.

5.6 Exemplo numérico §

Este exemplo, figura 5,15, é composio por uma trelica metalica, bi-apciada
com 8 metros de va0 enire apoios. A trelica € submetida as agbes de ventos de succéo
s de presséo, que s80 representades por forcas verlicais concentradas no né 7. As
acbes externas séo aplicadas em duas simulagdes de carregamento. Na 17 simulacdo a
trelica sofre a acdo de um vento de presséo de 10 kN, seguido de um vento de sucgéo
de 13 kN e na segléncia um descarregamento. Na 2° simulac8o g mesma carga de

ventos & aplicada na estrutura, s6 que desta vez a ocorréncia se da em ordem inversa,



B2

ou seia, primsiro o vento de succdo & depois o vento de pressao, também seguidos de
um descarregameanto associado. Nestas duas simulactes foi utilizada somente a curva

de flambagem proposta pela AISC-LRFD",

13N
!
10N | -
- N 200 o
$ y -
1 X ! =
200 cm 200 om 200 om 200 om

Figura 515 - Treliga metalica sob carregamento reverso.

As caracteristicas fisicas e geomélricas de todos os elementos que compdem a
trelica sdo:
A=10cm® E=205000 kacmz o, =250 kMN/om?®
A tabela 5.12 mostra os resultados dos deslocamentos do nd 3 e as figuras 5.16
e 5.17 as configuracbes deformadas finais das duas simulacdes realizadas. Para tracar
as deformadas das figuras 5.16 e 5.17 os valores dos deslocamentos foram

aumentados proporcionalmente, para tornar possivel sua visualizacdo.

Tabela 5.12 - Daslocamenios verticais do né 3.

: Deslocamentos nd 3 {om)
Simulacses Carrggam@::zos a ! ! }
ne 7 {(kNj Eiasto-iingar | AISC-LRFD
=10 -(3,545 -3,548
1¥ simulagéo 13 0,709 0,748
0 o 0,037
13 (3,708 0,722
2° simulagdo 40 0,545 0,718
0 & <047




83

~~~~~ Configuragio inicial
——  Configuracdo deformada

Figura 5.16 - Configuraggo deformada da treliga: 1° simulagao.

-—-— Configuracao inicial
—  Configuragio deformada

Figura 5.17 - Configuragéo deformada da trelica: 2° simulagéo.

Comparando-se as figuras 5.16 e 5.17 nota-se que a configuragac final da
trelica depende da ordem de ocorréncia dos carregamentos, ou seja, os mesmos

conjuntos de cargas resultaram em configuracdes finais diferentes, devido a a¢do do

efeito Bauschinger.



Capitulo 6

Consideracgdes Finais

A introdugdc do efeito da ndo-linearidade fisica permite que se analise o
comportamento das estruturas de uma forma mais completa. O processo apresentado
possibilitou o desenvolvimentoc de um programa computacional capaz de determinar os
deslocamentos de estruturas reticuladas planas, considerando os efeitos da néo-
linearidade fisica e da n&o-linearidade geométrica em sistemas n&o-conservativos. Ao
se considerar estes efeitos nas diversas analises estruturais, verificou-se que tais
efeitos podem modificar os resultados dos esforcos e dos deslocamentos das barras

das estruturas, quando comparados com a analise no regime elasto-linear.

O ftrabalho desenvolvido foi baseade no método dos desiocamentos com ©
auxilio da técnica matricial e utilizando-se as funcbes de rigidez (estabilidade). Este
processo possui a facilidade de ndo necessitar de subdivisbes dos elementos de barra,
como no método dos elementos finitos.

Para a resolugao dos sistemas néo-lineares presentes nas andlises o programa
desenvolvido utilizou o processo incremental-iterativo de Newion-Raphson. Neste
processo, a cada iteragdo, uma nova matriz de rigidez era montada e posteriormente
resolvia-se um sistema de equagbes lineares, utilizando-se desta vez a resolugdo de
Cholesky.
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A utilizacBo de um processe incremental de cargas possibililou o
acompanhamento das deformagdes nas barras das estruturas em fodas as situagdes de
carregamentos. O nimero de subdivises das cargas totais variou de acordo com a
estrutura analisada. Em alguns exemplos numéricos trabalhcu-se com 30 incrementos
de cargas, j& em oulros os valores dos deslocamentos so se eslabilizaram em torno de

80 incrementos de cargas.

Comeo criterio de parada utilizou-se uma ioleréncia dos residucs de cargas da
ordem de 10™, uma vez que o uso de tolerdncias menores apresentava, praticamente,

os mesmos resultados.

No Exemplc numéricc 1 observou-se que o0s resuliados oblides via
comportamento linear & ndo-linear geomélrico apreseniaram, enire si, diferencas
despreziveis. Por outro lado, quando se considerou a ndo-linearidade fisica, os valores
dos deslocamentos tiveram um aumento significativo em relacdo a andlise linear,

demonstrando a importancia de se considerar tal efeito.

Nos Exemplos numéricos 2 e 3, analisando-se o0s diversos ciclos de
carregamentos, observou-se que quando a barra ullrapassa o limite de
proporcionalidade, devido a um determinado carregamento, e logo em seguida sofre um
descarregamento, tal barra apresenta deformacdes piasticas permanentes. Se a
mesma barra for recarregada, sem inversao de esforgos, a relacdc forca-desiocamento
permanece linear até que a intensidade do maior carregamento seja alcangada. A partir
dai a relagdo torna-se ndo-linear e passa a obedecer, novamente, a curva utilizada na

analise.

Nos Exemplos numéricos 4 e 5 analisaram-se as respostas das estruturas sob
a acao de carregamentos reversos, considerando a atuacgdo do efeito Bauschinger no
sisterna. Com isso, o material apresentou redugdes significativas no seu limite de
proporcionalidade “c¢’, & medida que as estruturas sofriam inversGes de
carregamentos. Concluiu-se, também, que a configuracdo final de uma estrutura
submetida a carregamentos reversos depende da ordem de ocorréncia das cargas,

desde gue estas cargas ulfrapassem os limites de proporcionalidade do material.
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Outro fato observado nos exemplos foi que a utilizagdo da curva proposta pela
AISC-LRFD' fornece valores de deslocamentos maiores do que os obtidos quando
utiliza-se a curva do CRC™, Dessa forma, a utilizagic da curva da AISC-LRFD’ para a
consideracado da ndo-linearidade fisica no caiculo de estruturas metalicas nos conduz a

resuitados mais conservatives & com um maior grau de seguranga.

Como ndo se pode prever quando os efeitos ndo-lineares serdo relevantes, é
necessaric que se processe todas as alternativas de analise para que se possa avaliar
o comportamento da estrutura de forma precisa. Desse modo, a consideragdo das
deformagfes plasticas faz com que as andlises se aproximem, ainda mais, do

comportamento real da estrutura.

Como sugestéo para estudos fuluros, visando uma melhor compreensao do real
comportamento das astruturas metalicas e como complemento da tecria aqui abordada,
pode-se citar: a influéncia do efeito Bauschinger na instabilidade das estruturas, bem
como a utilizagdo de curvas de flambagem mais especificas e as propostas pela tecria
da elasticidade que permitam retratar a n&o-linearidade fisica de uma forma mais
precisa. Outra abordagem interessante seria a analisar a influéncia que todos efeitos
ndo-lineares, seja atuando isoladamente ou em conjunto, t&8m no dimensionamento de

estruturas metalicas sujeitas a carregamenios ciclicos.



Anexo A

Funcdes de Rigidez

Nesta parie do trabalho, sera apresentada a deduclo desies coeficientes de
rigidez apresentados por YAGUI®, SERRAZ® e REQUENAZ. A matriz de rigidez do
elemento de barra sera obtida em fungéc de suas coordenadas locais apresentadas na
figura A.1.

Considere a barra mostrada na figura A.1. E admitido que esta esteja
totaimente engastada em ambas as exiremidades denominadas de ‘" e “kK'. As
rigidezes da barra seréo determinadas tendo como base o conjunte de eixos ortogonais
orientados com o eixo da barra conforme apresentado na figura A.1. O comprimento da
barra sera denominado de “L7, a area da se¢ao transversal de "A” e 0 momento de
inércia da secao transversal no plano “xy” de “I".

i

Figura A.1 - Sistema de coordenadas locais para barra.
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Os coeficientes de rigidez da barra bi-engastada apresentados na figura A2
s30 os esforgos resultantes sobre a barra pelas restricbes quando sdo impostos a cada
extremidade da barra deslocamentos unitarios independentes de translacbes e giros.
Estes deslocamenios unitarios sdo considerados como produzides um de cada vez
enquantc todos 0s outros deslocamentos de extremidade se maniém nulos. Os
deslocamentos unitarios sdo considerados positivos nas direg8es de “x”, 'Y & “2". Os
sentidos positivos das translacles e rotagbes em cada exiremidade s8o apresentados
na figura A2

7 1
57 I —-s’:i g & 57

(1) (4}
Sz

(2 (5)

[res——

\Y \\k\\n\\}

I-se

(3) (6}

Figura A2 - Estados de desiocamentos: translagZo unitéria horizontal nas diregtes (1) e (4);

translacdo unitaria vertical nas diregdes (2) e (5) e giro unitério nas direcdes (3) e (6).

Para determinar a matriz de rigidez de barra de poérticos planos sdo dados
desiocamentos unitarios nas direcées das coordenadas apresentadas na figura A2
Devido aos deslocamentos impostos nas coordenadas “17, “2°, “3”, “4%, “5” e “6” surgem
acbes de extremidade necessarias para manter o equilibrio da barra na posigdo
deformada. Desta forma, € possivel obter uma matriz que relaciona os deslocamentos
“D” com os esforgos “F". Esta matriz € da ordem de 6 x € onde cada coluna representa

as agbes de extremidade originadas devido aos deslocamentos unitarios impostos na
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barra. Esta matriz é apresentada na figura A.3. Os valores nao nulos sdo designados
por “S17, “8§27, “83”, “S4" e “85". Devido ao teorema da reciprocidade, é possivel

mostrar que esta matriz é simétrica conforme apresentada na figura A.3.

o s, 0 0 -8 0 07
. 0 8 S, 0 -5 8 ||
= 0 8 S, 0 -5 S, |ip3
F4l -8, o o0 8, 0 0 [|p4
F5 0 -%, -8, 0 8, -8 /D3
FO; 0 S, S, 0 -8 S, | pe

Figura A.3 - Matriz de rigidez da barra com fungGes de rigidez.

O coeficiente “S17 cujo valor € a rigidez axial da barra ¢ afetado pela presenga
do esforco normal "P” ao longo da barra. Entretanto, como o efeito de encurtamento da
barra € desprezado, a rigidez axial € oblida conforme apresentado no método dos
deslocamentos onde o efeitc de segunda ordem néo & levado em consideraco. Assim,
tem-se que Sq11 =~ Sy = 81,

Adotando a notagéo tradicional para as caracteristicas geométricas da sec¢do e

propriedades elasticas do material, chega-se em:

s1==2 (A1)

Fazendo a somatoria dos momentos no no inicial da barra, aplicada no estado
de desiocamento da figura A .2(2), admitindo que haja um esforco “P” de tragéo na

barra, obtém-se:
S3+83-82L+P=0 (A.2)

_ 283 +F
L

52

(A.3)



Para o estado de deslocamento da figura A.2(3), obiém-se:

S4+85-83L =0 (A.4)

S5=83L-54 (A.5)

Conforme verificado através de {A.3) e (A.5), para a montagem da matriz de

rigidez & necessario apenas o caiculo dos coeficientes “S17, 53" e "847.

O esforgo normal “P” afeta o valor dos coeficientes "S3" e "S4”. Desta forma, ©
valor do momento fletor e sua derivada também serdo afetados. A distorgdo “y” definida
pela diferenca entre o girc “¢” da secdo transversal e a inclinag@o “8” da linha eiastica

independe do valor e sentide de "P", ou seja:

y=0=¢+y {A.6)
=f’é% (A7)

Substituindo a equacéo (A.7) em (A.6), tem-se:

.2
y_q;-s—GA (A.8)

: M
Derivando v e lembrando que ¢'= -, resulta em:

El
M ¢ ,dQ
M= —(— A9
Y= B A ) (A9)
sendo “P” a forca axial no elemento de barra; “A” a area da secdo transversal; “I" o

momento de inércia em relacdo ao eixo z; “G” o médulo de elasticidade transversal; “E”
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o mbdulo de elasticidade longitudinal; “¢” o coeficiente de forma; e “L” o comprimento da

harra.

a;} Determinag8o dos coeficientes de rigidez para o caso de esfor¢o axial igual zero

(P=0)

Utilizando a condicdo de equilibrio de momento em uma posicdo “x” na figura

A.2(3), obtem-se:

M =S4 - S3x
a=-M_ g
dx
4@ 4
X

Substituindo a equacéo (A.11) em (A.8), resulta:

AT

Substituindo a equagédo (A.10) e (A.12) em (A.9), tem-se:

. {S4-83x) S84 83
e Al i AR )
Ei Bl El

(A.10)

(A.11)

(A12)

(A.13)

(A.14)

Aplicando as condi¢des de contorno na equacdo (A14) parax =0 e x = L,

chega-se em:
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54
Y —— A15
Y o= g (A.15)
S4  S3L
Ly e A16
YOrTE TE (A16)
Derivando duas vezes a equacio (A.14), oblem-se:

yW =0 (A7)

A solugao geral da equacio diferencial {A.17) de guaria ordem & dada por.

y=C,x* +C,x* +C x+C, (A18)

Fazendo-se a primeira e segunda derivada da solug@o geral da equacao

diferencial;

y'=3C,x* +2C,x+C, (A.19)

y'=6C,x+2C, (A.20)

Aplicando as condigfes de contorno em {A.20) para x = 0 e x = L, resulta em:

Yoy =2C, (A.21)

y',, = 6C.L+2C, (A.22)

Comparando a equacgac {A.21) com (A.15), obtém-se:
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54
C,= ~ o= (A.23)
lgualando a equacdo (A22) com (A 16}, chega-se em:
54 830
6C. L+ T AZ4
L+2C, = E (A.24)

Substituindo o valor de “C,” obtido na equagéc (A.23) na (A.24) e fazendc as

devidas simplificacdes, o valor de “C,” fica dado por:

C,=— (A.25)

Aplicando as condicdes de contorno em (A.18), parax=0e x = L, resulta em:

C,=0 (A.26)

CLE+CL2+C,L+C, =0 (A.27)

Aplicando as condicdes de contorno na equacdo (A.13) e (A19) parax=0 ¢

lembrando que ¢; = 1 no né inicial da barra, obtém-se:

cS3
YYo= 1- ae\“ (A.ZS)
Vi =0Cs (A.29)

igualando a equacdo (A.28) com (A.29) resulta em:
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c83
C,=1-=""x A30
s =1-%n (A30)

Aplicando as condicfes de conforno na eguacdo (A13) e (A19) parax=L ¢

lembrando que ¢ = 0 no nd final da barra, obiém-se:

cS3
Yoy = “GA {A.31)
Y= 3CL*+2C,L+C, (A.32)
lgualando a equacao (A.31) com (A.32), resulta em:
c53
3CLP+2CL+C, = “GA (A.33)

As equacgdes (A.23), (A.25), (A.26), (A.27), (A.30) e (A.33) formam um sistema
de seis equacdes e seis incognitas, sendo as incdgnitas “C+", “Cy", “Cs”, “C4”, “S3" €
“S4”. Fazendo a eliminacéo das quatro primeiras incognitas, chamando g = 12cEl/GAL?
e | = /(1+g), chega-se em:

_ger

$3=-5

(A.34)

S4 = %%’_(4 +g) (A.35)

O valor de “S2” dado pela equagao (A.3) pode ser obtido substituindo ¢ valor de
“S3" dado por (A.34) fazendo P=0, portanto:

(A.36)
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Para obter o valor de “S5”, substitui-se em (A.5) o valor de “S3” & “84” dado por
(A.34) e (A.35). Ao se fazer as devidas simplificagbes, pode-se chegar:

S5 = ?{2 -g) (A.37)

b) Determinagdo dos ceeficientes de rigidez para caso de esforco axial de compressédo
(P<0)

Fazendo-se o equilibric de momentos em uma posigdo “X” da barra para o ¢aso
mostrado na figura A.2(3) e levando em consideracéo a atuacdo de uma forga normal

“P" de compressaoc, obtem-se:

M=54-83x+Py (A.38)
dMm

= e = —83 + Py A.30

Q I + Py (A.39)

9Q_pyn (A.40)
dx

Substituindo a equacdo (A.29) em (A.3), resulta:

cS3 P
=d¢+ m( S3+ P) ¢WG—A— ay {A.41)

Fazendo a; = 1 - ¢cP/GA e agrupando os termos semelhantes na equagdo

(A.41), chega-se em:

1 3
y “__a_(q)_c_m} (A42)
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Substituindo as equacgdes (A.38) e (A.40) em (A.9), tem-se:

v _(SA=S3xPy) o . S4 S8 Py P . (A43)
El GA El Bl Bl GA

Lembrando que a; = 1 - cP/GA e agrupande os fermos semelhanies na
eguacio (A 43), tem-se:

1
o (.S44+83x-~P A 44
y aﬁJ y) (A.44)

Derivando duas vezes (A.44) e fazendo o’ = PlasEl, obtém-se;

y¥ £a?y'=0 (A.45)
o = I_P_
“YaEl

A equacdo diferencial de quarto grau para o caso de “P" de compressaoc tem
como solugdo geral a seguinte expressic:

y=C,senax +C,cosax +Cx+C, (A.46)

Fazendo-se a primeira € segunda derivada da solugdo geral da equagdo
diferencial:

y'=aC, cosax—alC, senax+C, {(A4T)

y'=-a?(C, senax+ C, cosox) (A.48)
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Aplicando as condigbes de contorno na equacdo (Add parax=0ex=L e

lembrando gue para o dois casos y = 0, obiém-se:

1
o= e { =54 A48
b Q) aqgi( ) ( }

y§9 — %
Y =

(-S4+583L) (A.50)

Aplicando as condigOes de contorno em (A48) parax = 0 e x =L, resulta;
V' =~ C, (A.51)
¥y, =~a*(C,senal + C, cosal.) (A.52)

Comparando a (A.49) com a (A.51), obtém-se o seguinte valor para “Cy"

S4
C, = A53
2 aFia? (A.53)

[ embrando que o = P/a,El e substituindo em “C,”, tem-se:

54
C,= B (A.54)
Igualando a equacdo (A.50) com (A.52), obtém-se:
—Jim(_34 +33L) = —«*{C,senal + C, cosal) (A.55)

akl
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Substituindo o valor de *C;” obtido em (A.B4) na (A.BB), lembrando gue
o = P/a{El e fazendo as devidas simplificactes, o valor de “Cy” fica dado por:

o - ~83L + 84{1~ cosal ) (A.58)
i Psenol |

Aplicando as condicfes de contorno em (A48 )parax = e x = L, tem-se:

C,+C, =0 (A.57)

C.senal+C,cosal+CL+C, =0 {A.5B)

Aplicando as condigbes de contormno na equacdo (Ad2j e (Ad7)yparax=0 e

lembrando que ¢; = 1 no nd inicial da barra, obtém-se:

?( 083]
NN PR (A.59)
D7\ GA
Vi =aC, +C, (A.60)

lgualando a egquacgao (A.59) com (A.60), resulta:
aC, +C, =i[?m3§¥§) (AB1)

Aplicando as condigdes de contorno nas equacdes (A.42) e (Ad47)parax=Le

lembrando gque ¢x= 0 no né final da barra, obtém-se:

, cS3
YuF —.81GA (A.62)
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'y, =aC,cosal —aC,senal +C, (A.63)

lgualando a equagéo (A.B2) com (AB3), tem-se:

cS3

alC,cosol —aCsenal +C, =~ 2GA

(A.B4)

As eguacdes (A.54), (A.5B), (A.57), (A.58), (A.B1) e (A.B4) formam um sistema
de seis equacdes e seis incognitas, sendo as incognitas “Cy”, *Cy", “Cy7, “C4", “S3" e

“S4”. Fazendo a eliminacio das quatro primeiras incognitas, chega-se em:

FPsenol

20 {(1-cosal)S4-al (1-cosal)S3 = 2 {(A.B5)
4

o {1-cosal)S4 + [Sezai‘ - oﬂ $3 = PSZ”“L (A.66)
1 / 1

Resolvendo o sistema apresentado acima por substituicdo e utilizando a

igualdade P = o”a;El, chega-se aos valores de “S3” e “S4” apresentados a seguir:

2
S5 a“aklsenal (A.67)
(2senal —aal —aolcosal )
s4 okl (sencl —a,al cosal.) (A.68)

B (2—-2cosal —a,alsenal)

Para facilitar a programacéo é conveniente que o denominador das equacdes
(A.B7) e (A.68) se tornem iguais. Multiplica-se o numerador e ¢ denominador de (A.67)

por “(1-cosal)’ e fazendo as devidas simplificacbes, chega-se em:



102

83=- T
[2~-2cosal ~aoalsen ol

a’aEl{1-cosal} (A.B9)

Atraves das condigBes de equilibrio dado pela equacdo (A3), lembrando gue

“P” & de compressao, pode-se escraver:

283-P
L

S2

Substituindo o valor de “S3” dado pela equacio (A.69) e fazendo as devidas

multiplicacCes e simplificagbes, obtém-se:

a*{a, YEken oL

832=
{(2~2cosal —a,alsenal)

(A.70)

Através das condigdes de equilibrio dado pela equacgaoc (A.5), pode-se fazer:
S5=83L-54

Substituindo © valor de “S3" e “S4” dado pelas eguagbes (A.69) e (A68) e
fazendo as devidas simplificacdes, chega-se em:

okl {aal - senal)
(2—2cosal —anlsenal)

S5 = (A71)

¢) Determinag&o dos coeficientes de rigidez para o esforco axial de tragéo (P > 0)

Fazendo-se o equilibric de momentos em uma posicdo “X” da barra para ¢ caso
mostrado na figura A.2(3} e levando em consideragéo a atuacdo de uma forca normal

“P” de tracdo, obtém-se:
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M= 84— S3x - Py (A.72)
a=IM_ _s3_py (AT3)
dx
a9 _ Py (A.74)
dx

Substituindo a equacio (A.73) em (A.8), resulta em:

c

gg(—ss ~Pyl=¢ -~ Ty {A.75)

Y=o+

Fazendo az = 1 + cP/GA e agrupando os termos semelhanies na eguacéo
{A.75), chega-se em:

. 1 ( 083)
T | e e A.78
y . ¢ GA (A.78)
Substituindo as equacgbes (A.72) e (A.74) em (A.9), tem-se;
w (S4-83x-Py) ¢ " S4 S3 Py cP
= WPy Y = T L AT7
Y £l A Y s T T e T eA Y (ATT)

Lembrando que a; = 1 + cP/GA e agrupando os termos semelhantes na

equacéo (A.77), chega-se em:

y'=—L (-S4+S3x+Py) (A.78)
a,El

Derivando duas vezes a equacio (A.78) e fazendo o = P/a,Fl, obtém-se:
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(A.79)

A equacdo diferencial de guario grau para o caso de “F7 de fragdo tem como

solucdo geral a seguinte expressdo:
(A.80)

y = C,senhoax +C,coshax +C,x+C,
Fazendo-se a primeira e segunda derivada da solucdc geral da equacdo

diferencial, obtém-se;
{A.B1}

y'=al, coshax + aC, senhoax + C,

y''=a?(C, senhax+ C, coshax) (A.82)

Aplicando as condigdes de contorno na equacgdo (A78) parax =0 e x = L,

lembrando que para o dois casos y = 0, obtém-se:

(A.83)

71 1
Yo = g;g(—s“)

12 1
Y w= g‘g(—szt‘ + S3F..) (A84)

2

Aplicando as condigBes de contorno na equacdo (A.82) parax =0 e x = L,

resulta em:
(A.85)

LN 2
Y iy=0a G,
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vy, = a*(C, senhal + C, coshal ) (A.88)

igualando a equacgio (A.83) com {(A.85), chega-se em:

54
C,=- A.87
2 g,Ela? ( )

Lembrando o = P/ayFl e substituindo em “C,” , tem-se:

C,=-— (A.88)

Igualando a eqguaco {A.84) com {(A.86), tem-se:

1E§ (-84 +S3L) = «*(C,senhal + C, coshal) (A.89)

a,

Substituindo o valor de “C,” obtido na equacéo (A.88) em (A.89), lembrando que

o’ = Pla,E!l e fazendo as devidas simplificacdes, o valor de “C+” fica dado por:

_S3L+ S4(coshal - 1)

© Psenhal (A.90)

Aplicando as condi¢bes de contorno em (A.80) parax =0 e x = L, tem-se:
C,+C,=0 (A.91)
C,senhal +C,coshal+C,L+C, =0 (A.82)

Aplicando as condigfes de contorno nas eguacbes (A.76) e (A.81) para x=0

fembrando que ¢; = 1 no no inicial da barra, obtém-se:
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Vi = i(f - %SE\ (A.93)
Vi =aol, +C, (A.94)

Ilgualando a equacao {A.93) com (A.84), resulla em:
oC, +C, :i{%%ﬁ (A.95)

Aplicando as condigBes de contorne nas equacdes (A76) e (A.81) para x =L

jembrando que ¢ = 0 no no final da barra, obiém-se:

, cS3

Y= m% (A.98)
Yo, =aC,coshal +aC,senhal +C; (A.97)
igualando a equacdo (A.86) com (A.97), resulta em:
aC, coshol +aC senhal +C, = - cS3 {A.98)
a,GA

As equacdes (A.88), (A.80), (A.81}, (A.92), (A.95) e {3.98) formam um sistema
de seis equacOes e seis incognitas, sendo as incognitas “C¢”, “C;°, “Cy", “Cy", “S3" e

“S4". Fazendo a eliminagdo das quatrc primeiras incognitas, chega-se em:

20 (coshal —1) 84—l (coshal — 1) S3 = Ei%ﬁ% (A.99)
2
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Senhai.} S3 Psenhal. (A.100)

o {coshal ~1) 84 + (osi_m
a2 a2
Resolvendo o sistema apresentado acima por substituicdo e utilizande =z

igualdade P= a”asEl, chega-se aos valores de “S3” e “S4” apresentados a sequir:

o’a,El senhol

S3=
{a,ol ~ 2senhal +a,ol coshal )

(A.101)

aEl{a,al coshal — senhal)

S4 =
(2-2coshol +a,alsenhal.)

(A.102)

Para facilitar a programagédo, € conveniente que ¢ denominador das equacbes
(A.101) e (A.102) se tormem iguais. Para tanto, multiplica-se 0 numerador e ©
denominador da equacdo (A.101) por “(coshal-1)" e fazendo as devidas simplificactes,

chega-se em:

_ o’a,El(coshal —1)
(2~ 2coshal +a,alsenhal)

S3 {A.103)

Atraves das condigfes de equilibrio dado pela equacdo (A.3) e lembrando que

“P” & de tracdo, pode-se escrever:

_283+P

S2
L

Substituindo o valor de “S3” dado pela eguagdo (A.103) e fazendo as devidas

multiplicacdes e simplificacbes, obtém-se:

32 = as(az)inSEﬂhD’.L {A 104)
" (2-2coshal +a,alsenhal )
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Através das condiges de equilibric dado pela equacdo (A5), pode-se fazer:

S5=53L -84

Substituindo o valor de "837 e “S47 dado pelas equagles (A103) e (A102) ¢

fazendo as devidas multiplicacbes e simplificacfes, obtém-se:

35=

akl{senhal —a,al)

(A.105)

(2 2coshal +a,aLsenhal )

Para facilitar 2 utilizagg0 das matrizes, é mostrado a seguir um esquema de

matriz de rigidez do elemento de barra com seus termos representados por fatores que

podem ser alterados conforme a condicdo de influéncia da forca cortante ou sob a

variagdo da forga axial, como mostra a tabela A.1.

Tabela A.1 - Fungdes de rigidez de barra de porticos planos.

S\P Compresséo {(P<0) (P=0) Tracédo (P>0)
s EA EA EA
L L L
g0 Eifa, Ve, sene, 12E1 El(a, f’s,” senhe,
g, L*{1+2g) Y
o3 Elae, (1-cose,) BEI Ela,e.*(coshe, —1)
L9, L*(1+2g) L,
4 Ele,(sens, ~a,, cosg, ) 2EI(2+g) Ele, (a,e; coshs, —senhg, )
Lo, L(1+2g) Lo,
<5 Ele,(as, —seng,) 2El(1-g) Ele,{senhe, —a,g, )
Lo, L{1+2g) Lo,
¢, =2—2c08g, ~a,g, seng, _ 6BcEl $, = 2-2c0sheg,; +a,g, senhe,
A -1 CH GAL?
T o\ =o a1
= GA
a:\@én 0= |F
* "G




Anexo B

Fluxograma Resumido

Neste Anexo é apresentado, de forma resumida, o fluxograma utilizado para a
programacao computacional do calculo de estruturas metélicas planas em sistemas

ndo-conservalivos.

{_lnicio )

NiUmero de barras

Nimero de nos

= Coordenadas dos nds

« Caracteristicas fisicas e geométricas das barras

+ Condigtes de vinculagdes externas

« Numero de incrementos de cargas

= Tolerancia para convergéncia dos residuos de cargas

» Tipo de curva de flambagem

o Dados dos carregamentos, recarregamentos e
descarregamentos
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Montagem das matrizes de rigidez dos
elementos em regime elasto-linear (E = cte)

v

Montagem da matriz de rigidez do sistema [KE};

A

Montagem do vetor das a¢8es combinadas {AT});

()

¥
Célculo dos deslocamentos totais (DT} do
sistema, referente ac carregamento corrente
{Cholesky + Processo de Newton-Raphson)

¥
Soma dos deslocamentos plasticos
{(permanentes) aos deslocamentos totais,
referente ao carregamento corrente
{DT}h={DT} + {DP}; .4

¥

Célculo dos deslocamentos elasticos {DE}; do
sistema, referente ao carregamento corrente

(Cholesky}

¥

Calculo dos deslocamentos plasticos {DP}; do
sistema, referente ao carregamentc correnie

{Dp}i - {DT}; - {DE},




Fim das Sim

recargas?
\
Nao |
v

Préximo carregamento

®
¢
— E reverso?
Calculo de ou
um novo og {AT} > {AT};‘ »

{ Nag

v
{DT}i = {DP} .4 + {DE
{DP}] = {DP}. -1

L

- Deslocamentos {ofais a cada cicio de carregamento

« Deslocamentos plasticos a cada ciclo de carregamento

« Valores dos {imites de proporcionalidade a cada cicio

» Reacgdes de apoio finais

« Esfor¢os finais nas barras

= Numero de iteracfes necessarias para a convergéncia
dos residuos de carga

Fim
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Abstract

in this work, analyses of steel plane framed structures, consisting of deformable
frames by bending, shear and axial load are presenied. In these analyses the effect of
material nonlinearity in nonconservative systems are considered. According fo the
theory of small displacements, a computational program was developed to make
possible the determination of the global structure behavior. The empioyed technique
was fhe matrix method, using stifiness functions. This fechnique makes possible
analyses considering the material nonlinearity of frames with little computational effort.
For the nonlinear systems resolution the Newton-Raphson incremental-iterative method
was adopted. The incremental load process was adopied fo make possible the
accompaniment of the deformations in the frames of the structure in the loading,
unioading, and reverse loading, in accordance with the requested analysis. In the
structures submited to reverse loading, the acting of Bauschinger effect in the system
was considered. In the incremental loading of the structure the frames follow the elastic
or elastic-piastic behavior depending on the siress state. During the unioading of the
structure the frames only follow the elastic behavior. Thus, the system can be
considered nonconservative coming close to the real behavior. The elastic-plastic
behavior was considered mainly for frames under axial loading using the column curve
of CRC™ (Column Research Council) and the column curve of AISC-LRFD' {Load and
Resistance Factor Design). Numerical examples are presented comparing the types of
analyses, in elastic and eiastic-plastic behavior of the frames.

Keywords: Nonlinearity, Piasticity, Stiffness Functions, Steel Structures.



Apéndice

Processo Incremental-iterativo de Newton-Raphson

Nesie Apéndice €& apresentado, na forma de fluxograma, © processo
incremental-iterativo de Newton-Raphson utilizado para a resolugaoc de sistemas nao-

lineares. Serdc descritos 08 procedimentos principais, onde:

{A} - vetor acéo global da estrutura

{D} - vetor deslocamento global para um Gnico incremento de carga

{Dlaua - vetor deslocamento global atualizado para um dniceo incremento de carga
{d} - vetor deslocamento local para um Unico incremento de carga

{F} - vetor agao global para um Gnico incremento de carga

{Flawa - vetor agdo global atualizado para um dnico incremento de carga

INC  -incremento de carga

K] - matriz de rigidez global

[Klawa: - matriz de rigidez global atualizada
P - carga axial da barra

{R} - vetor dos residuos de cargas

TOL - tolerancia adotada

{AD} - vetor dos acréscimos dos deslocamentos devido aos residuos de cargas



{_Inicio )

4
Dados de entrada

b
Vetor aces {A}

¥

Dividir o vetor agdes em vetores incrementais
{A} = {F}

1

Fim dos
incrementos?

Nao

INC = 17

()

Sim i
¥

Montagem da matriz de rigidez [K] (elasto-linear)

¥
Resolugéo do sistema de equacdes

{F} = K] {D}

- —
Gl e 1

Y

Determinacao dos esforcos internos
D} {d}—->P

G



%
E
¥

Atualizacdo da matriz de rigidez [K]
K] > [Klata

3

Resolugao do sistema de equactes
{Flawe = [Klawa {D}

¥

Calculo do Residuo de cargas
{R} = {F} = {F}atuai

Sim

Néol

Resolucéo do sistema de equagdes
{R} = [Klatual {AD}

3

Acumular os deslocamentos
{D}awar = {D} + {AD}

¥

Atualizar o vetor acles
{Flawa = {R}




