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RESUMO

VANALLIL Leandro. Andlise das Distribuicfes de Tenstes ¢ de Deformaches em Vigas
Anisotrépicas. 2001, 121f Dissertaciic {mestrado em engenharia civil) - Faculdade de

Engenharia Civil, Universidade Estadual de Campinas, Campinas.

Este trabalho apresenta uma analise sobre as distribuicGes de tensdes ¢ de deformagSes
em soélidos anisotropicos no &mbito da Teoria da Elasticidade. Neste contexto, para se estudar o
comportamento mecdnico, baseando-se no entendimento das tensbes, deformacBes e
deslocamentos, de vigas anisotrOpicas, foram analisadas fungdes de tensfo, consoanies com
aquelas desenvolvidas por LEKHNITSKIIL et al. (1968) ¢ HASHIN (1967). Comparaces de
resultados com estruturas de material isotrépico tambeém foram alvo de investigagfo. Por fim, um
estudo sobre vigas com se¢les constituidas de camadas foi realizado. Os resultados obtidos
fornecem informagfes que contribuem para a aplicago dos materiais anisotropicos em estruturas

da construgéo civil.

Palavras-chave: Anisotropia, Funcles de tensdo; Elasticidade.






1 INTRODUCAO

Comumente, ac se depararem com 25 estrufuras que os cercam, sejam elas de concreto,
maderra ou outro matenal gualguer, os engenheiros sfo levados a tentar compreender a forma

como a estrutura cumpre o papel para ¢ qual foi projetada.

Ao serem solicitadas, ocorrem nessas estruturas alguns efeitos que, na maioria das vezes,
sio imperceptiveis visuzlmente. Esses efeitos sio as deformacgles e os deslocamentos, que

juntamente com as tensSes, formam o objeto de estudo da mecimica das estruturas.

Dependendo dos materiais que compdem uma estrutura, pode-se ter diversas variantes
numa analise estrutural, como por exemplo, homogeneidade das caracteristicas fisicas do material
e simetria de suas propriedades elésticas. Surgem assim, os modelos e as teorias criadas para o

entendimento do comportamento das estruturas, tanto a nivel macroscépico como microscopico.

Na teoriz da elasticidade, tem-se buscado no decorrer dos anos, através de estudos
tedricos ou empiricos, a idealizagio de modelos que possam interpretar o comportamento elastico
dos solidos anisotrépicos. Em geral, um modelo anisotrépico estabelece que nfo ha simetria ne
material e que existem diferencas em suas propriedades elisticas. Quanto aos sélidos isotropicos,
a0 se estudar suas propriedades de elasticidade, observa-se que elas sBo invariantes para quaisquer

direcBes estabelecidas a partir de um determmado ponto.



Nos solidos anisotrdpicos, gquando estes sfio submetidos a sttuacgbes de carregamento,
surgem deformacBes outras das apresenmtadas pelos s6lidos comsiderados isotrdpicos. Essas
deformaces, associadas a certas constanies de elasticidade, chamadas de coeficientes de
mfludneia mutus, quantificam a influnecia de tensBes normais em deformacBes fangenciais e de
tensbes tangenciais em deformacdes normais. Nesses solidos, a relagic entre tensfes e
deformacbes, ¢ representada pelo tensor comstitutive do material Cyw, formado por 81
componentes, onde estio presentes todas as constanies de elasticidade que caracterizam o©

comportamento intrinseco do material, em quaisquer pontos do sdhdo.

Buscando-se umsa contribuigo para os estudos sobre amsotropia, sdo analisadas, neste
trabalho, as distribuicdes de tensdes e de deformacgdes em alguns elementos estruturais, como por
exemplo, chapas e vigas anisotrOpicas.’ Para tanto, procurando-se determmar as fungles de
tensdo, gue fornecem as solucbes das equacBes diferenciais que modelam alguns problemas de
elasticidade, sfo aplicadas as equagdes de equilibrio, as relacdes deformagio-deslocamento e as
equagles constitutivas, considerando-se sempre o estado plano de tensfes e de deformacBes.
Determinada a funcio de tensfio, € possivel se obter as tensdes em todos os pontos do sélido, e a

partir dai, através das equacBes constitutivas, as deformagOes.

Na formulacdo de alguns problemas, a utilizacio dos conceitos de conservagio de energia
e de simetriz elastica dos tensores de tensfio e de deformacfio, bem como do principio de Samt-
Venant, auxiliou na obtencfo das equacdes constitutivas dos solidos anisotrépicos, e diminufram

as dificuldades analiticas presentes no desenvolvimento do trabalho.

! Na verdade, nfio é uma viga em especial ¢ sim um material que pode ser anisotrépico. Visando-
se uma sinplificacio de nomenclatura, uma vigs formada por wn material anisotropico ¢ chamada de
anisowépice. Porém, deve-se lembrar que 2 snisoiropia ndo estd ligada 4 pega, ou a algo inirinseco a
fenomenologia de berras, quando € caracteristica Iocal de vm material, esteia em vigss, chapas, s6lidos ou

fluidos.



1.1 Contenndo do Trabalho

Os objetives do trabalho sfo descritos no capitule 2. No capitulo 3, os conceifos sobre
Elasticidade, sobre tenses, deformacdes e outros sfo apresentados, pois se mostram necessarios

ac desenvolvimento do trabatho.

No capitulo 4 ¢ apresentada uma fundamentagio tedrica sobre problemas planos da
teoria da Elasticidade envolvendo sélidos anisotrdpicos, abordando-se a formulacio dos
problemas nos estados planos de tensfo e de deformacio. Uma revisio bibliografica a respeito da
aplicagiio das fungBes de tensfo na soligdo de problemas planos & realizads. dando-se énfase 3
utilizacBo da fungBo de tensfo de Awy, na solugio de vigas anisotrdpicas, por LEKHINITSKI et
gl (1968) e por HASHIN (1967}

A metodologia analitica empregada na andlise dos solidos anisotrépicos estudados no
trabatho € apresentada no capitule 5. No capfiulo 6, as solucBes determinadas por
LEKHNITSKII et al (1968) para vigas anisotropicas sio analisadas e comparadas com as

solucBes para vigas isotropicas.

No capitule 7, as solugdes obtidas por HASHIN (1967}, bem como seu método de
solucdo, sfo estudados. No capituio 8, o mesmo método de anilise de vigas anisotrdpicas de
HASHIN (1967) ¢ utidlizado para se obter as tensGes em duas vigas anisotropicas engastadas, uma
sujetta 2 um carregamento uniformemente distribuido, e 2 outra, sujeifa 2 um carregamento
triangular. ComparagSes com os resultados de LEKHNITSKII et al. (1968) e com solucBes para

vigas isoiropicas sfo realizadas nos dois capitulos.

No capituls 9, 2 aplicacio da fungiio de tensfo de Airy na solugio dos sistemas
compostos em camadas, especialmente madeira laminada, é abordada. No capitule 10, as

conclusdes do trabalho sfo apresentadas.






2 OBJETIVOS

Este trabalho temn por objetivos apresentar uma mvestigacdo tedrica sobre elasticidade
anisotrépica, bem como, estudar distribuighes de fensbes e de deformagdes em solidos

anisotropicos.

Para tanto, ¢ dada énfase & aplicagdo, e determinaciio, de funcdes de tenso na solugdo de
problemas planos envolvendo sélidos anisotrépicos, procurando-se, também, evidenciar as
diferencas existentes entre o comportamenio elastico destes solidos e dos sohdos que possuem

outro tipo de simetria elastica, como por exemplo, 0s IS0roOpICos.

E intuito, também, deste trabalho, apresentar um estudo sobre os sisiemas compostos em
camadas, particularmente sobre vigas de madeira laminada, analisando-se as distribuices de

tensbes nesses sisternas quando eles s8o submetidos 2 flexdo.
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3 TEORIA DA ELASTICIDADE APLICADA A UM SOLIDO
ANISOTROPICO

MNeste capitulo apresenia-se a fundamentacBo tedrica necesséria ao desenvolvimento do
trabalho. Alguns conceitos imporiantes como, por exemplo, os conceitos sobre elasticidade,

tensbes, deformacdes e de simetria elastica, sfo abordados visando-se suz aplicaciio na andlise de

solidos anisotropicos.

3.1 Introducio

A solugo de um problema na meclnica dos solidos, de acordo com DESAI &
SIRTWARDANE (1984), baseia-se em principios fundamentais os quais governam a mecimica
classica, ou seja, conservagao de massa, conservacio de momento, conservacic de energia e nas

leis de rreversibilidade termodindmica.

Estes principios sdo, em geral, validos para todos os materiais, independente de sue
constituicdo interna. No entanto, a resposta de um sistema ou de um meic continuo, sujeitos a
uma agdo externa, ndo pode ser determinada de forma uUnica com a aplicacdio de equacBes
derivadas dos principios citados anteriormente. Para tanto, sfc necessdrias consideracBes

adicionais, baseadas nz natureza intrinseca dos materiais. Essas eguagBes que modelam o



comportamento, ou a resposta elastica dos materiais, sdo denominadas de leis ou equagBes

constihuiivas.

Segundo CHEN & SALEEB (1982), as diferentes caracteristicas mecinicas dos varios
materiais sdo relatadas pelas leis constitutivas do material. Essas leis fornecem as relagfes entre as
tensbes e as deformagbes em gualguer ponto no sélido. Elas podem ser simples ou exiremamente

complexas, dependendo do material do solido ¢ das condigBes a que ele estd submetido.

Uma vez que a lel constitutiva do matenial € estabelecida, a formulacBo geral para a
solucdo de um problema na mecénica dos solidos ¢ completa. O inter-relacionamento das varidveis
encontradas na formulacio geral € mostrado na Figura 3.1, onde ¥ ¢ T, sfio respectivamente,

forcas de volume e de superficie; 1w sfo os deslocamentos | oy s#o as tensBes e gy as

deformagtes.

D

\ A
DESLOCAMENTOS | | FORCAS \1
ui \ F1 T1 jﬁ
; |
| ‘
EQUACDESDE | | EQUACOES DE
COMPATIBILIDADE !{‘“gi EQUILIBRIO
1 DEFORMACOES ) p—\{ TENSOES )
EQUACOES
CONSTITUTIVAS

FEIGURA 3.1: Inter-relactes das variaveis na mecinica dos solidos.

Fonte: CHEN & SALEEB (1982).



A seguir € analisado cada um dos integrantes da Figura 3.1, com vistas a se obter um

entendimento cabal da formulacio dos problemas na mecénica dos solidos.

3.2 O Estado de Tensio de um Corpo Continue

Considerando-se um ponto Pp, umn vetor unitario », normal a uma area AA, neste ponto,

e uma forga resultante ¥,,, pode-se escrever o vetor tensfo associado ao ponto Ps com o planc

normal a » através da seguinte expressio.

L A
?Mggfeﬁg {3}}

cujos elementos sio mostrados na Figura 3.2:

X2

v

b ¢!

FIGURA 3.2: Vetor tensfo T em um ponto Py associado a um plano .

Fonte: CHEN & SALEEB (1982).
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Com a utilizacBo de apenas 3 (irés) vetores T (T, T, T) , sobre trés planos mutuamente

perpendiculares, caracteriza-ser o estado de fensio em um ponto.

Para a comprovacio desta condiclio, CHEN & SALEEB (1982) por exemplo, utilizam a

203 &
Figura 3.3, onde os vetores T,T,Te T atuam nas faces OBC, OAC, OAB, ABC,
respectivamente, de um elemento OABC.

X2

X1

n i
FIGURA 3.3: O vetor tensio T e os respectivos vetores T nos planos coordenados.

Fonte: CHEN & SALEEB (1982).

Do equilibrio do elemento OABC:

n i 2 3

T=Tn,+Tn, +Tn, (3.2

I
O vetor T ndo necessita ser perpendicular ac plano n, ele pode ser decomposto em 2
(duas) componentes, uma normal a0 plano », chamada tens&o normal, & outra paralela ao plano n,

chamada tensfo tangencial ou de cisalhamento.
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(s vetores tens#o associados com cada um dos trés planos coordenados x;, %;, Xz s&0

1
decompostos nos 3 (trés) eixos coordenados. Por exemplo, o vetor tensfio T associado ao plano
perpendicular ao eixo x; tem 3 (irés) componentes de tensfo: nommal oy € tangencials o € U1,

na diregiio dos eixos coordenados x,, x; € X3, respectivamente {(Figura 3.4).

A2

3
T {ou.on sy

ez

X

3

X3

FIGURA 3.4: Componentes de um vetor tensio associado ao plano normal ao eixo x;.

Fonte: CHEN & SALEEB (1982).

Deste modo, conforme a Figura 3.4, pode-se escrever que:

1
T=0,8 +0,8, +5,,€, (3.3}

ou, em notacio indicial, considerando-se as demais componentes do vetor tensfo, tem-se de uma

forma geral:

T=0y¢, 3.4}

g7}

i
onde oy representa a j-€sima componente do vetor T atuando em um elemento de 4rea cuja

normal estd na direglo positiva do eixo x; ¢ e; s8o os vetores unitérios que formam a base do

1 2 3
sistema de coordenadas. O conjunmto das 9 (nove) componenies oy que definem T,Te T ¢

chamado de tensor de tensBes e € dado por:

i1



!
,g 17{311 Cp Oy
Gy = E‘ =O9n On Oz (3.5)
|
wh

onde ©y comi=j: tensdonormal e

oy comi# ] tensio tangencial

As componentes do tensor de tenses estdo mostradas nas direcBes positivas referidas ao

sistema de eixos coordenados, na Figura 3.5

;Xi
4Tz
T2
0‘23%%“’ ?612
m Su e
032 /% i
{331 T3

X

FIGURA 3.5: Componentes de tensio oy,
Fonte: CHEN & SALEEB (1982).

3.2.1 Equacoes de Equilibrio

Das consideracOes de equilibrio da estatica, pode-se relatar as tensdes no corpo devido a
acio das forgas externas T; e das forgas de volume F; . Existem seis componentes do tensor de

tensBes para um elemento infinttesimal do corpo. Diz-se que o campo de tenses que satisfaz essas
condigBes estaticas € estaticamente admissivel.

12



Assim, CHEN & SALEEB (1982) apresentam as equagbes de equilibrio, em notaglio
indiciall:

Gji,j —§—Fi :Q {36}

e as forgas exiernas de superficie, que s8o as condigles de contorno:

T, =01, G

Qualquer conjunto de tensdes oy, forgas de volume F;, e forgas externas de superficie T;
que satisfazem as equagBes anteriores, ¢ um conjunto estaticamente admissivel ou simplesmente
um conjunto em equilibrio. Como pode ser visto, somente trés equagles de equilibrio sfo obtidas
em gualquer ponto no solido para forcas F; prescritas. Deste modo, tém-se trés equagfes de

equilibrio com seis incognitas, nominalmente, as componentes de tensfo oy em um dado ponto do
solido.

3.3 O Estado de Deformacfo de um Corpo Continuo

As agBes aplicadas num solido causam deformacdes e deslocamentos. Quando a posigo

relativa de dois pontos quaisquer num solido € alterada este solido € considerado deformado.

Segundo CHEN & SALEEB (1982), o estado de deformagfo de um ponto ¢ definido
como a totalidade das mudangas nos comprimentos das linhas (fibras) do material que interceptam

o ponto em questdo e, também, a totalidade das mudangas no dngulo entre qualquer par de linhas

irradiadas neste ponto.

! Na notagfio indicial, a virgula representa diferenciagiio em relagio a variavel que vem logo a
seguir.
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A Figura 3.6 apresenta um segmento infinitesimal OF de um ponto O num s6lido, em sua
configuracio inicial, indeformado, com comprimento igual a umdade Depois da deformagio, o
elemento ¢ deslocado para a posico O’P°. A posiclic O’P”° representa o deslocamento de corpo

rigido do seguimento. U vetor deslocamento relativo do ponto P com respeito ao ponto O ¢

7
denominado por &'. O Indice subscriio n indica a relagio com o vetor n.

X3

i

et

Cﬂmpfimentﬂ - - NPM
unitério /y ST '
\?/ ) \\\4 posicio

i

FIGURA 3.6: Posigio indeformada e deformada de um segmento.
Fonte: CHEN & SALEEB (1982).

Se for adotadc um sistema de eixos coordenmados X;, X; € X3, as componentes de
deslocamento podem ser decompostas nestes 3 (trés) eixos e associadas & um deslocamento

relativo &', Assim, pode-se escrever que o deslocamento relativo sera:

87 =g;n; (3.8)

onde €’; sfio componenies do vetor deslocamento relativo nas diregdes dos 3 (irés) eixos

coordenados e 1y 580 0s cossenos diretores.
Deste modo, com 9 (nove) elementos de &'y, definem-se os 3 (trés) deslocamentos

- 5 Z 3 . .
relativos 8", 87 ¢ 8§ que constituem o tensor dos deslocamentos relativos.
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Usando-se notacdo matricial, este tensor pode ser escrito como:
1 3 H
£ &84 B
. H H %
E3=18n &5 Eg 3.9
H i H
£1; B3 Eg

Em geral o tensor £’y & nfo simétrico. Por outro lado, todo tensor de 2° ordem pode ser
decomposto na soma de uma parte simétrica ¢ de uma anti-simétrica. Assim, a parte simétrica
representara a deformagfio pura enquanio a parte anti-simétrica representa a rotaco de corpo

rigido do solido. Assim:

8y = "é{aeij +&'; }+%{S‘éj "‘“Si;i} (3.19)
E1¥)
gy Ty + 0y (3.1

onde g; ¢€ o tensor de deformacdes e wj € o tensor das rotagBes.

O tensor g5, que € o de interesse na analise de deformacdes, pode ser escrito em uma
forma matricial como segue:
€3 By Ep
€ =18x B By (3.12)

€351 B3y By

onde g, com =], s#0 deformac¢Ses normais e sy, com i # j, sdo deformagBes tangenciais.

Em cerios casos ¢ conventente utilizar as deformacdes tangenciais, denotadas por 7y,
indicando-se a variagfo total dos angulos enire duas fibras, as quais estavam dispostas

perpendicularmente antes da deformacgfio. Assim:
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. . L
€13 E’Ym “‘72”723
1 1
&; = E?zz €93 5?23 (3.13)
1 i
5?31 fzfﬂf:;z T3

Observa-se gue este tipo de notag3o € usual em engenharia,
3.3.1 Eguacdes de Compatibilidade de Deslocamentos

Segundo CHEN & SALEEB (1982), as condi¢es de compatibilidade ou de geometria
advém das consideragbes da cinemética que relacionam as componentes de um campo de
deformac#o, g;, com as componentes de um campo de deslocamento u;. Existem seis equagdes da
cinematica expressando as seis componentes do tensor deformacio em termos das trés

componentes de deslocamentos.

E necessario impor condigbes de compatibilidade de deformacgo e de deslocamento no
sentido de se assegurar que essas relactes deformagBes-deslocamentos séo integradas para um
determinado campo de deformac3o. Para pequenas deformacbes, CHEN & SALEEB (1932)

fornecem as relagOes deformacio-desiocamentos e as condigdes de compatibilidade:

- Relagbes deformacio-deslocamento:

€5 x”;"(ui,j'i'uj,i) {(3.14)

- Condigdes de compatibilidade:

B T80y "8y ~Epp =0 {3.15)
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Um conjumto de deslocamentos w; & de deformagdes g que satisfaz as relagdes citadas ¢
as condiches de comtorno de deslocamentos ¢ denominada série compativel ou série de
compatibilidade. De modo andlogo a série de equilibrio, uma série compativel ¢ uma das muitas

possiveis que se enquadram nas relagbes (3.15).

Na soluglio de problemas na elasticidade classica, além da funglio de tensfio, deve-se
também impor as condigdes de compatibilidade de deslocamentos, pois os deslocamentos u; nfo

sio incoOgnitas discretizadas na formulag8io dos problemas.

Eptretanto, em outros meétodos, como por exemplo no Método dos Elementos Finitos, os
deslocamentos sfo tomados como inchgnitas do problema, ¢ no lugar das equaghes de
compatibilidade, as relagfes deformagles - deslocamentos s80 empregadas para se determinar as

deformacdes a partir dos deslocamentos.

Neste caso, existem nove incognitas independentes, isto €, seis componentes de tenso
oy ¢ trés componentes de deslocamentos u;. Posto que se possua trés equagdes de equilibrio, ha
necessidade de serem adicionadas outras seis relages para se integrar a formulagio do problema.

Estas outras relacdes advém das leis constitutivas dos materiais.

3.4 Relac@o Tensdo-Deformaciio (Relacbes Constitutivas)

As equagles de equilibrio e as de compatibilidade sZo insuficientes para a solug@o de
problemas da mecAnica dos sélidos. E necessirio também indicar relagdes adicionais entre as
componentes de tensfio ¢ de deformagfo. Para este proposito, € necessario usar um modelo que

represente as propriedades elasticas do corpo (LEKHNITSKII et al., 1968).

De acordo com LEKHNITSKII (1981), considerando-se somente pequenas deformagdes,

o corpo elastico € tomado como um corpo continuc obedecendo a lei de Hooke generalizada, ou

17



seja, um corpo no qual as componentes de deformagdo sio fungSes lineares das componentes de
tensdo. Uma vez cessada a acfo geradora de tensdes e de deformacdes, um solido elastico retorna
a sua configuragfo inicial sem guardar deformagBes residuais. A esia propriedade da-se o nome de
slasticidade. Um solido eléstico pode ter comportamento linear ou nfio-linear, como € indicado na

Figura 3.7

/

(a) ®)
FIGURA 3.7: Elasticidade linear (a} ¢ ndic — linear (b).
Fonte: DESAI & SIRIWARDANE (1984),

Para estes solidos, o estado de tensBes depende, somente, do estado presente de
deformagles, ou seja, existe reversibilidade entre tensGes e deformagbes. Matematicamente

define-se
o, =Fley) (3.16)

onde Fj € uma funglo resposta do material.

As relagdes tensfio-deformaciio ou modelos constitutivos descritos pelas equagtes (3.16)
estiio baseados em hipdteses que ndio dependem do fator tempo ¢ somente solidos sob condigbes

adiabaticas e isotérmicas s#o considerados (LOVE, 1944).
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3.4.1 Energia de Deformacae

As leis e equagbes que regem os problemas de engenhania estfio relacionadas com 2
epergia armazenada mum séhdo. Assim, um so6lido elastico € capaz de acumular 2 energia
desenvolvida pelos agentes externos, ou seja, o trabalho externo como energia potencial, a qual é
admitida fungfo exclusiva das deformacgfes existentes no soOlido. Essa energia potencial €

denominada energia de deformacio.

Segundo DESAT & SIRTWARDANE (1984), se nenhuma energia ¢ dissipada durante o
processo de deformagfo, as leis ou modelos derivados dests suposigio sfo chamados de modelos
elasticos de Green e ¢ material gue constitui o sdlido, de material hpereldstico. Dessa maneira, um

material hiperelastico € aquele que possui uma energia de deformagio Us.

Considere-se, agora, uma série de compatibilidade virtual obtida quando o sélido
experimenta um deslocamento infinitesimal virtual du, na sua configuragio de equilibrio. Sejam

8e, as deformag¢bes compativels, com as condigbes geométricas sendo satisfeitas em

gy = {ui? ;U ) O principic dos trabalhos virtuais inter-relaciona uma série de equilibric ¥, Ty, o

com uma série de compatibilidade virtual du,;, 3g; através da equagio:

[T.8u,dA+ [Fdu,dV = [o,8s,dV {3.17)
A v v

A parcela & esquerda da equaclo representa a variagio do trabalho externo W e a

parcela a diretta representa a variagdo da energia de deformacgio §U . Assim:

[8UdV = [o,8s,aV (3.18)
v )

mas,

ig



U = [8U,dV (3.19)
.

portanto:

80, = 0,08, {3.20)
Desde que Us € funglo somente de componentes relativas &s deformagdes g, tem-se:

U
83U, :féﬁﬁag (3.21)

i

Diessa forma obtém-se

5. = (3.22)

Essa relaciio € chamada de lei constitutiva hiperelastica ou de Green.
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3.4.2 Leis Constitutivas para Materiais Elasticos Anisotropicos

Utilizando-se das propriedades da energia de deformacHo, pode-se estabelecer, segundo
CHEN & SALEEB (1982), formulacBes das leis constitutivas para diversas classes de materiais
elasticos. Seja, entfo, 3 funclo energia de deformacgfo, caracterizada pela seguinte série
polinomial:

U, = Cﬁéij + K&y + T8 Ey {3.23)

onde: Cg, 5, Ty 380 constantes.

Baseando-se nos conceitos de energia de deformacio, onde a energia de deformacio tem

um valor estaciondrio em relagiio ao tensor das deformacles, ¢ possivel arbitrar para essa

. . . ou
constante Co um valor igual a zero. Aplicando-se a expresso o = % *., com Uy de acordo com
i

a equacdo {3.23) obtém-se:

Gy =Ky + {mijki + wklijkkl (3.24)

Para o caso relativo ao “estado natural” no qual as tensBes e as deformacgBes estio

vinculadas a todo © sOlido e, também, estfo atuando simultaneamente no solide, consegue-se

escrever que:

6,), = [‘Ze} =0 (3.25)

§

onde a notaciio entre parénteses com indice 0, aponta para um estado natural com tensdes e
deformacBes nulas. Assim, x; vale zero. Denominando-se (wy, + mkﬁj) de Cyw, pode-se escrever
que:

S; = Cyuly (3.26)
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O tensor Cyy € chamado de tensor de constantes de elasticidade.

Pode-se exprimir a lei constifutiva o, = (8, em uma forma tensorial alternativa,

t

admitindo-se naturalmente que %igiikfi # 0, por intermédio de:

8y = SOy (327
onde: Sy € denominado tensor de complifncia ?

Do ponto de vista formal, os tensores Cyy € Sy sfo constituidos de 81 (oitenta e um)
elementos, haja vista que os indices 1, j, k, { variamn de 1 {(um) a 3 {irés). O tensor Cyy relaciona
cada um dos nove componentes do tensor de deformacfo a cada uma das nove componentes do

tensor de tens8o. O tensor Sy, por outro lado, faz esta mter-relacio de maneira inversa.

A partir do fato associado as seguintes derivagSes:

ki KV
e
U, _ 8*U, (3.29)
aekzasi;‘ 58;’3583:1

pode-se concluir que Cyuw = Cuy.

Retomando-se a expressdo o, =C,€,, 0 tensor Cyo acena para a existéncia de 81

{oitenta e um) elementos. Néoc obstante, deve-se lembrar gue tanto o tensor das tensdes como o

tensor das deformagbes sao simétricos. Direcionando-se estes conceitos a expressdo o; = Cyey,

tem-5¢:

2 ¢ tensor de complisncia ¢ também chamado, na analise matricial, de matriz de
flexibilidade.
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Simetria do tensor de tenses (o ).

oy = Cyfu =05 = CiBy {(3.30}
g dai:

Cygr = Ciaw (3.31)

Por outro lado, pela simetria do tensor das deformagBes (g, ).

Oy = CioBu = Cijx’kai}: (3.32)
£ portanto:

Cow = Cyne (3.33)

Nesse sentido, dos 81 {oitenta e um) elementos, ac se aplicar (3.31), scbram 54
{cinquenta ¢ quatro} elementos e quando se vincula (3.33), sobram 36 (trinta e seis) elementos.
Entretanto, o tensor Cyy ¢ simétrico em relagio aos pares (i, 1) e (k, 7). Com efeito, dos 36 (irinta
¢ seis) elementos, tem-se, assim, somente 21 elementos do tensor constitutivo Cyu. As mesmas

consideracOes se aplicam ao tensor de complifncia Sg.

3.4.3 Representac@o Material das Leis Constitutivas

Tendo-se em vista a simetria dos tensores de tensio e de deformaclio, € possivel

constatar as identidades:
Uiz = Oy € T8y
Oy =0y 813 Ty (3.34)
T2 =0x €3 TExp
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Diessa forma, as nove eguacBes que caracterizam as expressGes temsorials das less

constitutivas podem ser condensadas em seis equagfes com seis termos cada uma.

Neste sentido, a lei constitutiva o, = {8, pode também ser escrita da seguinte

maneirg;
Oy Cin Cun Cuss Cun Cun Cus [ Eys
) Com Coms Con Cum Com €99
G Cims Can Cun Cuayn £33
i % o '? s (:5,35)
T2 Con Cuam Cum (284
T Cozn Cun | |28
BT _Sim. Comr | 285
(Ou simplesmente, em forma matricial:
o=Cs {3.36)
De meodo analogo, s; = 8,,0,, fica sendo:
£ =8¢ (3.37)
ou;
€y Sy Spzm Suk 28, 28, 28, On
£ Som Sums 28, 28, 28, S
S8 S L8y 285 284y ; O3
- : 338
2e, 45, 45 48, T (3.38)
2g 5, B 45,5 Cxn
2e,; ) | Sim. 4553 105

Observa-se que os valores 2g,,, 2e,; e 2g, podem ser substituidos por v,,, Yx.vs ©

as tensfes ©,,, U, Ty POT Ty, Ty, T -

Introduzindo-se uma notagio reduzida, apresentada por TING (1996):
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e (3

Tp =0, Gy =05
Ty =03 Gy =0
€ T &, ley =8,
By ® 82, 28y =8
By =83, 28, =84

Assim, a lei constitutiva (3.35) pode ser escrita como:

G, = ngeg

38):

£, = 85,,0,

(3.39)

(3.40)

{(3.41)

(3.42)

A transformacio entre C, ¢ C,, ¢ efetuada substituindo-se os subscritos 1 {ou ki) por

o (ou B) usando-se as seguintes regras:

e

TABELA 3.1: Regras de transformacio entre ij {ou kf) e « (ou B}

ij (ou k) @ (ou B}

11

1

22

33

23 ou 32

010000

3loull

1Zou2l <>

2
3
4
5
6

Fonte: TING (1996).

Para a transformagio entre S, e S, utiliza-se as mesmas regras, porém considerando-
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Sie = Sap se o e B <3
28,0 =Sg se o0 ou B <3;
48 =Se seae B>3

Assim, € possivel escrever:

~ r - 5

o, Cu Cu Cu €y G Gy 5
¥ Cu Cu Gy Cu Tyl e

(3'33 - Cis Co Gy Cy JEa ! (3.43)
Ty Cu Cu Cu |2 ‘
U Css Csg | 85

Tg) | Sim Ces | 16

e também,

g | 'S, Sy S Sy Sy 8| [oy
) Sp Siu Su Si Sy o,

1Bl _ Siz Sy 855 Sy BAE (3.44)
g, Su S S| |0, -
s Sss Sss | |05
&) |Sim. Ses | 06

3.4.4 Constantes Independentes dos Tensores S;; e Gy

Através da andlise apresentada até aqui, foi obtida uma reducio significativa de elementos
diferentes entre st dos tensores Cy e 8. Porém, segundo MASCIA (1991), e cutros autores como
NOVOZHILOV (1961}, LEKHNITSKII (1981) ¢ FUSCO (1989}, o nﬁmem de coeficienies
independentes nos tensores C; € S; para materiais elasticos anisotropicos, ndo € 21 (vinte € um)

mas sim 18 (dezoito).
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Se o tensor oy for disgonalizado, ou seja, referide &s novas diregBes principais, por meio
de uma convenienie mudanca de base, ele passa a ter 3 {ir€s) elementos nulos, ou seja:

s =05 =0 =0 (3.45}

Nestas condicbes, tém-se:

Tl Cun Cp Cy

e | (3.49)

Embora o tensor de tensGes oy fenha sido diagonalizado, nada obriga que o tensor das
deformagBes g;; também o seja, pois as diregles principais de ambos nfo s#o necessariamente

coincidentes.

Discretizando as 3 (irés) Gltimas relagdes do sistema, obtém-se expressdes iguais a zero,
0=Cyug +C08, +Cpey +C e, +Cut; + Cuts
0=C e, +C,e, +Cue, +Cye, +Cie, +C 8 (3.47)

0=C,8, +Cue, +Cu e, +Cye, + L, + Cye.

nas quais, os coeficientes Cy que af aparecem n3o podem ser todos simultaneamente nulos. De
fato, se isso fosse possivel, pelas expressbes (3.43) resultaria que para quaisquer estados de
deformacbes {e} aplicados corresponderiam sempre estados de tensdes com as diregBes principais
coincidentes com as direcdes da base onde estio definidos esses coeficientes. Com efeito, para um
estado de tensGes principais, suas respectivas direcBes principais nfo coincidem, via de regra, num

material anisotropico, com suas dire¢Bes principais de deformagio.

Desta forma, as 3 {irés) Gltimas relagBes estabelecem condigdes de dependéncia dos

elementos que a elas pertencem. Conclui-se entdo que, dos 21 (vinte e um) termos de C;;, somente
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18 (dezoito) s3o independentes entre si. Semelhante procedimento pode ser feitc para as relagfes

com o tensor 5.
3.4.5 Representacio das Constantes de Elasticidade

De acordo com LEKHNITSKI (1981), muitos autores representam as constantes de
elasticidade através das chamadas constantes de engenharia, onde estfo inseridos os termos
médulo de elasticidade longitudinal ou de Young (E:), coeficientes de Poisson {vy) & médulo de
elasticidade transversal ou de rigadez (Gy). Essas representagfes surgem nos casos especiais de

anisotropia, mais particularmente nos casos basicos de simetria eléstica, a que estio expostas as

estruturas do sélido anisotiGpico.

Outros autores, como por exemplo, RABINOVICH, apud LEKHNITSKII (1981),
introduziram simbolos para as constantes de S;, especificamente, no caso de anisotropia

homogénea. S3o estabelecidas as seguintes equacGes para a lei constitutiva:

(O'x —V, O, —V O, + T, Ty + M Ty + nxy?x’axy}

('" Vx_\rgx + Gy - szgz + nyz,ytyz + nzx,ytxz + ?%xmzxy}

(-— VT~ V0, t0, +1,, T, M, T, —z—qugz'gx},) (3.48)
Yy :a—(nwzgx TNy Oy T MeywCe + T, YTy Te "g'"uxy,yz’txy)

Y, = 6—(}’%"’”6" My Gy F M, 00, T T, Ty +;ny=a'cxy>

p

Yoo © G ( 2y O Ty Ty T O Ty T P lag Te +‘CX3')
¥
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Nas equagdes, Ey, Eyy, E, s80 0 médulo de Young na tragfo — compresséio nas direcdes
dos eixos ¥, v, Z Gy, Ge, Gy s8o os médulos de rigidez para os planos paralelos zos planos
coordenados; Ve, Vi, ... ., Vy» 880 os coeficientes de Poisson caracterizando a contracio (ou
extensdo) na dire¢do de um eixo quando a tragio {ou compressdo} ¢ aplicada na diregfio de outro
six0. As outras constanies que aparecem nas equacOes siio nulas para um corpo soirdpice (ou
ortotropico), mas, imporfantes para um corpoe anisotropico, pois quantificam as influéncias de
tensdes normais em deformagdes fangenciais ¢ de tensdes tangenciais em deformagfes nommais

(MASCIA, 1991).

As constanies Umyz oo Uy 580 chamadas de coeficienies de Chentsov. Eles
caracterizam distorges em planos paralelos aos planos coordenados produzidas por tensdes

tangenciais agindo em outros planos paralelos aos planos coordenados.

As cOnStantes Thuax, Thxseeeeeens Nxyz 880 chamadas, de acordo com RABINOVICH,
apud LEKHNITSKII (1981), de coeficientes de influéncia mitua de 1° espécie. Eles caracterizam
extensBes nas diregdes dos eixos principais produzidas por tensGes tangenciais agindo nos planos
coordenados.

Por fim, tem-se os coeficientes de influéncia mitua de 2° espécie, My, Ny
que expressam, de acorde com LEKFINITSKII (1981), deformacdes tangenciais nos planos

principais, causadas pelas tensGes normais que atuam nos planos coordenados.
MASCIA (1991) determinou experimentalmente, através de ensaios de compressio

simples, alguns valores para os coeficientes de influéncia mitua de 1° ¢ 2% espécie para algumas

espécies de madeiras. Os resultados estdo apresentados nas Tabelas 3.2 ¢ 3.3 a seguir;
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TABEILA 3.2 - Coeficientes de Influéneia Mutua de 2° Espécie.

Espécies de Madeira

frir TILLR TiRRT
Angico 1,1485 0,7578 80,3691
ipé 1,1311 0,9234 0,5901
Pinus 1,1001 0,7390 0,30594
Guapuruvi 0,645¢ $,6799 0,2273

OBS: L - longmiudinal; T - tangencial; R - radial
Fonte: MASCIA {1991).

TABELA 3.3 ~ Coeficientes de Influéncia Miiua de 1° Espédie.

Espécies de Madeira

Guapuruvi

Ipé

Pinus

Angico

TiLT.L

0,5364

1,3051

2,6407

0,7298

3.4.6 Transformacde de Coordenadas para Componentes de Tensio e de

Defermacio

Segundo LEKHNITSKII (1981) frequentemente ocorrem na pratica da engenharia, casos
onde hé a necessidade de se expressar as componentes de tenso (ou de deformagio), conhecidas

para um sistema de coordenadas, em um novo sistema. Para isso, € necessario que ambos sistemas

Fonte: MASCIA (1991).

de coordenadas sejam ortogonais, mas n3o necessariamente cartesianos.

A seguir, sdo apresentados, de forma objetiva, alguns conceitos sobre transformacio de

coordenadas e as suas implicacdes sobre as componentes de tensio e de deformacio, bem como

scbre as constantes de elasticidade presentes nos tensores constitutivos S ¢ C;;.
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3.4.6.1 Matriz de Transformacéo de Coordenadas

Quando um vetor, que ¢ uma guaniidade fisica independente de gualquer sistema de
coordenadas, € imtroduzide num sistema de coordenadas ele ¢ represemtado por suas

componentes, gue sfo diferentes em diferentes sistemas de coordenadas.

Seja v umn vetor e v; seus componentes {(MASCIA 1998):

vV=V.€ (3.49)

e & os vetores unitarios que formam a base do sistema de coordenadas. Considerando agora v,

os componentes de v e e, os vetores unitdrios de um outro sistema de coordenadas obtidos a

partir de uma rotaglo de & com a mesma origem O. Entdo:

x= ¥

V=8, {3.50)
Seja agora:
5@ = €€, (3.51)

onde #; sfo 0s cossenos diretores de e; relativo ao primeiro sistema de coordenadas e. Entdo os

I; sio os componentes de e; no primeiro sistema de coordenadas. Assim:
e =i, (3.52)

- s % -
¢ arelaglo reciprocade e, =le, &

e;. forond gije§ (353)

Considerando-se agora o seguinte desenvolvimento:

&k *
vEvie =ve =vlie (3.54)

Assim:
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vl =1, (3.55)

e reciprocamente:

v, =iV (3.56)

Pode-se entdo relacionar as componentes de v em quaisquer dois sistermas de

coordenadas através da matriz de transformagio J;.

No caso de tensores de segunda ordem, a transformac8o de coordenadas sera:

VZ; = fé_ki}mvm (3.57

Essas transformagBes podem ser generalizadas para qualquer ordem de tensores. Para

tensores de 4° ordem:

Vier = dand i lie ¥ cunpe (3.58)

Pode-se expressar a matriz de transformacic /; para o caso de uma rotag8o positiva 8,

sentido anti-horario, em torno do eixo coordenado xs:

cos8 senB O
I,=|-sen® cosb OE {3.59)
0 o 1]

Matrizes equivaientes a essas podem ser obtidas quando da rotacio em torno dos outros

eixos coordenados.
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3.4.6.2 Componentes de Tensiio e de Deformacio

LEKHNITSKII {1981}, trabalhando no sistema cartesiano de coordenadas, utilizou a
matriz de transformagfo Z; para a transformacio dos componentes de tensfo e de deformacio. Na
Tabela 3.4, est8o associados os cossenos diretores dos dngulos entre os eixos do antigo (x) e do

novo sistema de coordenadas (x, ):

TABELA 3.4 — Cossenos diretores.

X ki Z
x b iz I
¥ Iy iy L
z I3 I3z I3

Fonte: LEKHNITSKII (1981}

onde J; representa & matriz de transformagéo.

Denotando-se todas as componentes de tensfio pela letra o com dois subscritos, onde
subscritos iguais Tepresentam componentes de tensfes normais e subscritos diferentes,
componentes de tensGes tangenciais, as seis formulas para a transformacio das componentes de

tensdo para novos eixos 530 escritas pela formula indicial:

O o= budyC;; (3.60)

ou de modo similar, para a relacdo inversa:

0= Iy y (3.61)

Para a transformacfo dos componentes de tensdo num sistema de coordenadas, 2 Tabela

3.5 substitui a Tabela 3.4, quando se tern uma rotagiio © em torno de um eixo, por exemplo o

eIX0 Z.

1
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TABELA 3.5 Cossenos diretores para um sistema cilindrico.

X ¥ 3
x cosb sent ¢
vy -gent cosB ¢
z 0 f 1

Fonte: LEKEINITSKII (1981).

A transformacfo dos componentes de deformacBo para novos eixos ¢ feita de maneira
similar a transformacio dos componentes de tensdo. Comparando-se esses dois tensores, observa-

se que as tensdes normais o correspondem as deformagSes normais £, © as tensSes cisalhantes ©

1
correspondem a ) v.

3.4.7 Transformaco de Coordenadas para Propriedades de Elasticidade

Sendo a relaciio entre tensdes e deformaces escrita por:
o= CyuBy (3.62)

onde Cyy € o tensor de constantes de elasticidade, num outro sistema de coordenadas esta relaco

tOTRAr-$e-1a.

on =Ch el (3.63)

Com:



o, = L0, {3.64)

=l En (3.65)

o gue resulta:

Crquapq =0, = ggigsjﬁgj s ngz Qi}kiaki
entdo,
# £ N
CrneBoa = LalyCiutu mas g,=1, 08,
entéo,

CroBrq = Ll Coplil o e segue-se que:

Chy =200, 0,C (3.66)

*
mpq  frfsitpktyr
Analogamente para a relacio inversa entre tensdes ¢ deformagdes tém-se:

S Ll gl o d Sy (3.67)

® —
mpy

LEKHNITSKII (1981) apresenta estas relacdes constitutivas também em forma tensorial

reduzida atraves de:

Ci =UmTnCom (3.68)

CHEE: P PR, (3.69)
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onde utiliza os coeficientes de transformacio g, também utilizados por CAUWELAERT (1977},

e apresentados na Tabela 3.6, sendo que o primeiro subscrito indica linha e o segundo indica a
coluna da tabela.

TABELA 3.6 — Coeficientes g; .

i Z 3 4 5 &
i I I5 I AN Lol Ly
2 A I I bt Iy Loyl
3 I I 5 Lyl Il Ll
4 20,4, 2ty sl byl + 000 | Dol w10 ) B3y + 141
3 2,1y 21y 2l Lyly il | Il + il | Lol + 11
6 2.4, 2ty 2k, 531;12 iy | Iy +iphy ) Ll + 1

Fonte: LEKHNITSKII {(1981).

Com o auxilic dos coeficientes gy, dependentes dos cossenos diretores /; (apresentados
nas Tabelas 3.4 € 3.5), € possivel obter os novos termos do tensor de complidncia S, apds a
transformagio de coordenadas, através de uma rotac@io dos eixos coordenados x ¢ ¥ sobre ¢ exo
z de um angulo arbitrério 8. Como exemplo, tem-se a transformacio das constantes $1; € Sz

S, =S, cos* B8+{25, + S, sen’Ocos? 6+ 5, sen*0 +

(3.70)
+ z{sm cos® B+ S%sen@}ene cos®
S, ={8, +8, — 28, - S ken*Bcos’ 6+ 8§, + G.71)
{8, S, chsz 6 sen%}en@ cosB -

Semelhantes transformacfes podem ser efetuadas com as outras constantes do tensor de

complidncia e com as constantes do tensor constitutivo Cy,.
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3.5 Classificacio dos Materiais Segundo o Numero de Planos de Simeiria

Elastica

De um modo geral, segundo LEKHNITSKII {1981}, todos os materials podem ser
divididos, por um lado, em homogénecs e nio homogéneos, & por outro lado, em isotrépicos e
anisotropicos. A maloria dos materiais estruturais exibe algum grau de anisotropia. Mateniais,
como a madeira, s8o naturalmente anisotrdpicos, outros, como 0s compositos laminados, sfo

anisotropicos devido a0 processo de fabricagio (LOURENCO, 2000).

No gque concerne a um solido homogéneo, a nivel de propriedades de elasticidade, estas
sdo invanantes para todos os pontos referentes a um sistema de coordenadas x. Em um sélido

nao-homogéneo, as propriedades de elasticidade nfo se apresentam as mesmas, para diferentes

pontos de .

LEKHNITSKII (1981) classifica como isotrdpico o sélido cujas propriedades de
elasticidade 580 constantes para quaisquer diregles estabelecidas a partir de um determinado
ponto, ou seja, sio invariantes para todas as transformagBes de coordenadas x; Noutro sentido,
um sdlido anisotropico, em geral, exibe diferentes propriedades de elasticidade para diregGes
diferentes associadas a um pounto dado. As direcBes nas quais as propriedades de elasticidade se
mantém s8c denominadas diregBes elasticamente equivalentes ou diregBes principais de
elasticidade. Ainda, segundo MUSKHELISHVILI (1963}, um so6lido, o gqual ¢ isotrépico e

homogéneo em relacdo a uma propriedade, pode ser anisotrépico e nio-homogéneo em relaglio 2

outras propriedades.

De acorde com LEKHNITSKII (1981), se a estrutura de um corpo anisotrépico
apresenta algum tipo de simetria, as suas propriedades de elasticidade também a exibem. A
simetria elastica expressa o fato de que em cada ponto do solido exisiem direcBes simétricas

eguivalentes com respeito as propriedades elasticas.
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Se ha simetna das propriedades elésticas de um corpo anisoirépico, entfio as equagdes da
iei de Hooke generalizada para ele podem ser simplificadas, ou seja, podem ocorrer diversas
simplificacbes nos femsores Sy e Cy LEKHNITSKII (1981), procurando realizar tais
simphficagBes, desenvolve as leis constitutivas em relagBo a2 dois sistemas simétricos de

coordenadas e compara as expressfes obtidas, identificando assim, as simetrias existentes.

3.5.1 Material com Simetria Eldstica em um Plano

Considerando-se¢ um plano, de um determinado solido, referide 2 um sistema de

coordenadas x;, conforme mostra a Figura 3 8:

,,/, X ]
' BIXC DE SIMETRIA

DiregBes Equivalentes

FIGURA 3.8 — Simetria elastica em 1 (um) plano.
Fonte: MASCIA (1991).

o planc x; — %; ¢ de simetria eléstica, ou seja, duas diregles quaisquer passando por um ponto
neste plano sdo equivalentes no gue concerne as propriedades de elasticidade. A direcdo normal a

este plano € chamada de direglic principal de elasticidade.

Promovendo-se rotagbes de 180° em torno do eixo x5, (Figura 3.9}
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ZX 1=K

X

FIGURA 3.9 — Rotac8o de 180° em tomo do eiXo x;.
Fonte: MASCIA (1991}

tém-se 0s seguintes cossenos diretores;

(-—z 0 0
,={0 -1 ©
¢ 0 -1
Com o uso da transformacio tensorial de Sq; t€m-se:
S,ﬂ = qlmqlnsm
Resultando:
Su :I%S”

devido as demais parcelas que contribuem para S1: serem nulas.

Assim

Su=§,

De semelhante analise para os outros dois termos do tensor, conchu-se que:

Sis :Siszszszszs =835 =83 =8, =8, =0
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Entio, o tensor S; para um material com simetria elastica em 1 (um} plano, conhecido

também como material monoclinico (COWIN & MEHRABADI, 1987), toma-se:

Sii
21

31
i

o W

41
g
G

Slz

SiS

B

Lo T oo S o B

SSS
Ses

Lo T e S o B

856
Séﬁ_

(3.77)

Com isto o tensor S; passa a ter 13 (treze} componentes diferentes, sendo que apenas 11

{onze} sfo independentes, devido a dependéncia linear entre os termos Sss, Sss © Ses. Semelhante

analise pode ser realizada com o tensor Gy,

Para LEKHNITSKII et al. (1968), se o eixo z € tomade normal ao plano de simetria

elastica e os outros dois eixos contidos neste plano, as equagdes constitutivas s8o escritas:

g, =5,,0, +5,6, +8,0, +8,71,

g, = S0, +8,0, +8,,0,+ Szﬁ'cxy

g, =5,;0, +8,0, +5,0, +S36Txy

Vo = SaaTyy T84T

?xy = Sésxyz + SSSIxz

Vo = 8160, T840, +8,0, + Séﬁ'cXjr

(3.78)

LEKHNITSKII et al. (1968} apresentaram um exemplo onde demonstram as

propriedades de um corpo possuinde um plano de simetria elastica. Considere-se um elemento do

corpo na forma de um paralelepipedo retangular, dois lados do qual sdo paralelos ao plano de

simetria eléstica, e estdio submetidos a tragZo, ou a compressio, pela tensio normal «,, conforme

Figura 3.1(:
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FIGURA 3.10 — Paralelepipedo retangular possuindo 1 {(um) plano de simetria elastica.
Fonte: LEKHNITSKII et al. (1968,

A deformacio deste elemento € caracterizada pelo alongamento relativo ¢ distorgBes, as

guais podem ser encontradas pelas equagfes 3.78:

&, =5,0, Yy, =0
g, = 5,0, Ve =0 (3.79)
Sz = 53362 ny = SSSGKZ

O coeficiente 53¢ representa a deformacio tangencial no plano xy, ou seja, uma distorgéo
neste plano. Assim, no estado final do solido, haveria composi¢iio de deformacbes normais e

distorgBes em planos paralelos a xy. Observa-se que as faces laterais permanecem retangulares,

pois os coeficiente v, e v, sdo nulos.

3.5.2 Material com Simetria Elastica em Trés Planos (Material Ortétrope)

Um sélido, referido a um sistema de coordenadas x;, € denominado de material ortétrope

ou ortotropico, guando possul trés planos de simetna mutuamente perpendiculares, com eixos de

simetria x;.
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Admitindo-se um plano deste sOlido, referido a um sistema de coordenadas x, e

procedendo-se agora uma rotagdo de 180° em torno do eixo x;, conforme Figura 3.11, tem-se ,

analogamente a0 caso do material com wm plano de simetria,

Sie =5y =8y =85 =0

] z ;85_/%\ X

FIGURA 3.11 — Rotaggo de 180° em torno do eixo x,.
Fonte: MASCIA (1991).

Efetuando-se semelhantes rotactes nos eixos x; € %3, uma de cada vez, tem-se:

Sie =8, =58, =58,=0
S5 =85 =835 =8, =0

E o tensor Sy fica com a seguinte forma:

Sy S 8 0 0 0
Sy Sp S, 0 0 ©
S S5 55 O 0 0
i 0 0 s, 0 ©

0 0 0 0 S8, ©
0 0 0 0 0 S84

Procedimento andlogo pods ser aplicado ao tensor Cy.
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Segundo LEKHNITSKIl et al (1968), quando 3 ({irés) planos mutuamente
perpendiculares de simetria eldstica passam através de todos os pontos de um corpo homogéneo,
as equagbes da lei de Hooke generalizada, referindo-se a2 um sistema de coordenadas x, ¥, =z
serdo:

£, =5;,0, +5,0, +5,0,

g, = 5,0, + 5,0, +5,0

z

£, = 5,0, +3,0, + 85,0, (3.84)
Yy = 844‘53,2
Ve = Sss'ﬁxy
Y. =81

Assim, para um material possuindo 3 (irés) planos de simetria elastica, ¢ nimero de
constantes independentes sera 9 {nove). Um elemento de um corpo ortoiropico na forma de um
paralelepipedo retangular com lados paralelos aos planos de simetria elstica e com tensdo normal
aplicada em um de seus lados, conforme Figura 3.10, permanece sem alteragio de forma, ou seja,

ufc ocorrerdo distorgdes em seus planos. O solido somente muda suas dimens@es originais.

Dentre os tipos de simetria elastica, a ortotropica € a mais importante, pois € encontrada
muitas vezes em casos praticos. De acordo com MELESH (1963), relaces tensdo-deformacio
ortotropicas fornecem suficiente generalidade para descrever a maioria dos materiais estruturais.
Segundo JAYNE & SUDDARTH (1966), a maioria dos materiais fibrosos, quer sejam de origem

natural ou reconstituidos, podem ser classificados fisicamente como ortotropicos.

A madeira constitui-se num exemplo importante de material ortotropico, onde os eixos de
simetria elastica seriam os ¢ixos longitudinal, radial e tangencial, conforme pode ser visto na

Figura 3.12, onde também sfo mostrados os eixos principais de elasticidade para 2 madeira.
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FIGURA 3.12 - Eixos ortotrdpicos e planos de ortotropia na madeira.
Fonte: BODIG & JAYNE (1982).

Assim, a0 se estudar a madeira, deve-se compatibilizar as causas e os efeitos no sistema

de referéncia principal, casc conmtraric © fensor S nfo tema somente nove elementos

independentes e o estudo recairia em situagbes complexas.
3.5.3 Material Transversalmente Isotrépico (Um Planc de Isotropia)
Segundo FUSCO (1993) os materiais transversalmente isotrépicos s8o os que apresentam
um plano de simetria fisica dentro do qual todas as direcSes s3o materialmente equivalentes.
Considerando-se um planc de um sélido referido a um sistema de coordenadas, conforme

Figura 3.13, onde o plano x; — % € dito de isotropia, ou seja, todas as diregBes contidas neste

plano sdo elasticamente equivalentes, o eixo X3 & o eixo de simetria elastica.
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FIGURA 3.13- Plano de isotropia — material transversalmente isotropico.
Fonte: MASCIA (1991).

Baseando-se nas equagles dos itens anteriores, tem-se:

S =8, 8,=8,; S, =84; 2(5,-5,)=8, (3.85)

Assim, com a uiilizag@o da notagfo usual em engenharia, o tensor S; torna-se:

LY Y 6 o o
E E E

A R
E E E

._;‘;3_ Yool o0 o

S, = E E . (3.86)
6 0 0 = 0 ©
G
0 0 0 0 — o
G

6 0 0 0 0 —
; G |

onde E, E’ sfo, respectivamente, o modulo de elasticidade no plano de isotropia e na diregio

normal z ele;

v, v’ : coeficiente de Poisson no plano de isotropia e na diregio normal a ele;
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G, (& : modulo de elasticidade transversal no planc de isotropia € na direcfo normal a

ele. E também:

Z{Sz; ”Saz}x Sa (3.87)
o
E
G Ay {3.88)

Portanto, apenas 5 (cinco) coeficientes de S; s@o independentes. O modulo de

elasticidade transversal G indica a isotropia no plano.

3.5.4 Material Isotrépico

Um corpo isotrépico € aguele em que todos os planos gue passam por um ponto s&o

isotrépicos, ou seja, todas as diregdes sio elasticamente equivalentes e principais.

Assim:
E=E G=G e v=v (3.89)

O iensor S; torna-se:

1
~ L X 9 9 o
E E E
LA L A,
E E E
5y = 1 (3.90)
¢ 0 0 — 0 0
G
60 0 0 0 — o
G
0o 0 o0 o o —
i G
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Portanto, o tensor Sy passa a ter apenas 2 (dois) coeficientes independentes, ou seja, o
modulo de elasticidade longitudinal E e o coeficiente de Poisson v, sendo que o médulo de
elasticidade transversal G ¢ definido como:

Go_ %
2(1+v}

(3.91)
Para corpos isotrdpicos, quando da ocorréneia de transformacio de coordenadas, de um

sistema %, ¥, Z paraum X,¥ .,z asconsiantes eldsticas preservam seus valores numéricos.

Segundo MUSKHELISHIVILI (1963), nfic existe na natureza corpos idealmente
isotrbpicos, mas muitos materiais, alguns mmportantes, podem ser suficientemente aproximados
come isotrdpicos, como por exemplo os metais, que s#io constituldos de microscdpicos cristais

anisotropicos distribuidos arbitrariamente no material, conferindo assim, isotropia aos sélidos

constitnidos desse material.

3.6 Anisotropia Curvilinear

Abordados os conceitos sobre simetria elastica e de como os materiais sio classificados

segundo esta simetria, pode-se, neste momento, definir um outro tipo de anisotropia, chamada de
curvilinear.

De acordo com LEKHNITSKII (1981), num solido homogéneo possuindo anisotropia
retilinear, todas as dire¢Bes paralelas s8o equivalentes com respeiio as propriedades elésticas,
iodos os elementos na forma de paralelepipedo retangular com respectivas faces paralelas tem as

mesmas propriedades de elasticidade. Mas, sdlidos homogéneos podem ter anisotropia retilinear
ou curvilinear.



Segundo LEKHNITSKII (1981), a anisotropia curvilinear de um solido homogéneo ¢
caracterizada pelo fato que as diregBes equivalentes nfo s3o paralelas, mas obedecem a outras leis.
Se escolher um sistema de referéncia com coordenadas curvilineares ortogonais, de tal modo que
as diregBes em cada ponto coincidam com as diregGes equivalentes, relativas as propriedades de
elasticidade, entdo os elementos infinitesimais, isolados por trés pares de planos coordenados tergo

a5 mesmas propriedades de elasticidade.

FIGURA 3.14 — Sélido homogéneo com anisotropia curvilinear
Fonte: LEKHNITSKII (1981).

Considerando-se, entdo, um sélido homogéneo com anisotropia curvilinear e que cbedega
a lei de Hooke generalizada, as coordenadas em questdo sfo £, n, {. Assumindo-se que exista um

potencial elstico, a lei de Hooke generalizada neste caso pode ser escrita, de forma matricial, por

(LEKHNITSKII, 1981):

- ~ o o

e Sin Suzm Sum Sy Sy S G

B Seme Sipss Sun S Sum || Om

€ - S Spm Sim Sy ' O | (3.92)
San S]212 Suzs SIBE Gén

€, Sim. Srs Sus || Cne

Lscﬁd L Sszsam &Gsﬁ,

Estas equacgles conmtém, em geral, 21 (vinte & uma} constantes de elasticidade, mas, da

mesma maneira que um solido anisotrépico linear, somente 18 (dezoitc) delas sfo independentes.
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Neste caso, as equactes da lei de Hooke podem ser escritas num sistema ortogonal, mas 0§
termos Sya n@o seriam constantes na anisotropia curvilinear, devido a mudanca de diregdo das
coordenadas. A eguacio tensorial (3.92) pode ser simplificada se o corpo exibir simeinia eléstics, e
estas simplificagBes sfo as mesmas do caso de anisotropia retilinear. Assim, pode-se falar de

ortotropia curvilinear, 1sotropia transversal para qualquer £, n, &

Por outro lado, segundo LEKHNITEKII (1981), o conceiio de anisotropia curvilinear
pode ser generalizado para solidos ndo homogéneos, uma vez que Sya € fungio da posigio, assim,

o problema pode ficar ainda mais complexo.

Dios diversos tipos de anisotropia curvilinear, dois sfio mais importantes
- Anisoctropia cilindrica;
- Amnisofropia esférica;

Neste trabalho, porém, somente ¢ de interesse a anisotropia cilindrica. Tomando-se o

eixo de anisotropia g como eixo z de um sistema de coordenadas cilindrico r, 6, z pode-se
escrever a lei de Hooke como:

€, = 85,0, +5,,0, +8,0, + 8,7y, +5,:T, + 5,75

€y = 5,0, +8,,0,+8,,0, +5,,7, +8,.7, +85,,7,

£, = 830, +8,,0, +8,0, +8,1,, +S551, +8,,7, (3.93)
Voo T 93,0, +8,,8, +8,,0, +85,,7,, 8,7, +S,57T¢

Ve = 5158, + 85586 + 55,6, + 8,57, + 857, + 847,

Vo = 5160, + 8560, +55,0, +8,6T,, +85,7, +547,

Todas as diregdes paralelas a g e passando por diferentes pontos s80 equivalentes,

conforme estd representado na Figura 3.15; todas as direcBes radiais que interceptam g em

49



angulos retos, s@o também equivalentes; e todas as diregSes ortogonais ds duas primeiras sdo

equivalentes se elas forem confinadas a 3 (trés) pares de superficies:

Diois planos normais 2 g, dois planos passando por g e duas superficies cilindricas

com €ixo g em comum.

FIGURA 3.15 — Diregbes paralelas e eguivalentes.
Fonte: MASCIA (1991).

Se o solido ndc € homogéneo, os coeficientes Sy das relagdes (3.93), sfio funcgSes das

coordenadas cilindricas.

3.7 Sobre o Principio de Saint-Venant

Na teoria da elasticidade, a solugio exata de alguns problemas apresenta comumente
dificuldades matematicas devido & forma, as vezes complicadas, das condi¢Ses de contorno.
Frequentemente ¢ possivel obter uma solugfio bastante satisfatéria do problema se as condigles de
contorno sdc um tanto modificadas. Em 1855, B. de Saint-Venant, propds um pringcipic com o

intuite de simpiificar a resolugio de tais problemas. Este principic pode ser apresentado como

segue (SOKOLNIKOFF, 1987):
0



“Se algum sistema de forgas agindo sobre uma parte da superficie de um corpo ¢
substituido por um diferente sistema de forgas agindo sobre a mesma parte do corpo, entdo os
efeitos dos dois diferentes sistemas sobre as partes do corpo suficientemente afastadas da regifo
da aplicacsio das forcas sfo essencialmente os mesmos, contanto que os dois sistemas de forgas

sejarn estaticamente equivalentes”

A frase “estaticamente egquivalentes” significa que os dois sistemas de forcas tem 2
mesma forca resultante e o mesmo momento resultante. Ou seja, uma mudanca na distribui¢o do
carregamento nas extremidades, sem alterar o valor da resultants, modifica as tensSes de modo
significativo apenas nas proximidades da aplicagio da forga, sem produzir efeitos apreciaveis sobre

o estado de tensbes das regifes afastadas do ponto de aplicagfo.

WNa Figura 3.17 estd apresentado um diagrama de tensdes normais de uma viga bi-
engastada (Figura 3.16), constituida de um material isotrépico e sujeita a uma carga concentrada
no meic do vdo, simulada no programa ADINA3. E possivel observar o comportamento das
tensdes nas proximidades do ponto de aplicacdo da carga, onde ocorre um salto no diagrama, e

como que elas se distribuem nas regides afastadas dessa singularidade.

3 ADINA ¢ um programa de analise, linear ¢ nfio linear, em elementos finitos que tem a
capacidade de resolver wima variedade de problemas estruturais, tdrmicos & de escoamento de flaidos,
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FIGURA 3.16 — Viga bi-engastada sujeiia a uma carga concentrada.
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FIGURA 3.17 — Diagrama de tensdes normais na direcic do eixo 7.
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Com ¢ aumento do uso de materiais compésitos, a aplicag@o do principio de Saint-
Venant na elasticidade anisotrOpica tem sido investigada por muitos autores. De acordoe com
CHOI & HORGAN (1977}, a aplicagio do principio de Saint-Venant € justificdvel na analise de
solidos isotropicos. Para solidos amisotropicos ela nfo € justibcdvel no geral, pois a anisotropia
pode estender 2 influéncia dos efeitos de extremidade nesses sélidos, e assim, eles nfo podem ser

negligenciados.

MILLER & HORGAN (1995, estudando tensbes ¢ deformacgdes em faixas ortotropicas
e anisotropicas submetidas a cargas na extremidade, também destacam que os efertos das tensGes
iocalizadas sobre os solidos anisotropicos sdo maiores do que pars os sdlidos ortotropicos, dando
uma énfase particular sobre 2 influéneis das constantes elasticas do material sobre o padrio de

decréscimo de tensBes.

STRONGE & KASHTALYAN (1997), estudando a aplicagio do principio de Saint-
Venant em estruturas feitas de compdsitos fibrosos unidirecionats, destacam que para wm sélido

anisotropico, hé um pequeno decréscimo da energia de deformacfo na direco onde o médulo de

elasticidade € maior.

Porém, ndo invalidando os estudos desses pesquisadores, mas buscando-se uma
simplificacio nas tarefas analificas que sfio necessarias ao desenvolvimento deste trabalho, o
principio de Saint-Venant ¢ utilizado como uma ferramenta muito proveitosa. A seguir, serd
apresentada outra ferramenta importante na analise de distnibuicBio de tensSes ¢ de deformacdes,

denominada de funcio de tensio de Airy.

3.8 A Funcéo de Tensdio de Airy ()

Quando se tem um problema plano na teoria da elasticidade, as equacgBes de equilibrio,

com as forcas de volume ausentes, podem ser escritas como (TING, 1996):
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Ty +0i, =0 (1=12) {3.94)

ou em notaco diferencial:

5 Ot
Dx 2% =g (3.952)
ox Oy

o, oo,

A At B (3.95b)
ox Oy

A solugio geral dessas equacSes de equilibric contém uma fungio arbitréria Ly} que
temn uma simples forma (FILONENKO - BORODICH, 1963):
z =2 2
R (3.96)
9

5., = Y =— . T
X S O Brdy
Substitiindo-se essas expressdes de tensfio nas equaghes (3.95) observa-se que elas serfio

satisfeitas identicamente, qualquer que seja & funcio ¢, desde que suas derivadas parciais existam ¢

sejam continuas até a 4° ordem. Esta fungiio ¢ € chamada de fung3o de tensio de Airy*.
A solucdo geral (3.96) pode faciimente ser obtida como segue:
A equag8o (3.95a ) ¢ satisfeita assumindo-se que:

i oV (3.97)

onde w (x.y) ¢ uma funclo de tensdo arbitraria. A equacio (3.95b) seré satisfeita se:

2 (3.98)

Txy :% € Oy =T

onde ¥ (%,7) € também uma fun¢io de tensdo arbitraria.

4 (3. B. Alry. Brit. Assoc. for the Advancment of Science. Rept. 1862 (TIMOSHENK O & GOODIER, 1970).
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Entretanto, ambas as equacfes (3.95) serfo satisfeitas simultaneamente somente se as

expressdes de Tq em (3.97) e (3.98) coincidirem. Assim, tem-se:

oy _ o
B At 359
ol (3.99)
ou,
oV Ky (3.100)
ox Oy
A equagdo (3.95) sera satisfeita se assumr-se:
w% e x=-2 (3.101)

Introduzindo-se os valores das funcSes de tensfio w e ¥ nas equagdes (3.97) e (3.98)

obtém-se as equagdes (3.96) que sdo a solugio gera} das equagdes de equilibrio.

A funcio de tensfio de Airy (&) se mostra muito importante, ndo s6 na solucio de muitos
problemas da engenharia estrutural mas também em outras areas. Por exemplo,
YIANNOPOULOS et al. {(1997) estudando os efeitos das pressSes internas na resisténcia a fadiga
de eixos de transmissfo, utiliza 2 funco de tensfo de Airy (&) para calcular as tensBes térmicas
que surgem nesses eixos. Na investigacdo dos mecanismos de ruptura em fios de transmissgo,
LUO (1999) usa um modelo plano para descrever a distribuigiio de tenses ¢ as solugdes sio

dadas pela fung3o de tensdo de Aury ()

Neste trabalho, nos capitulos que se seguem, a funciio de tensio de Airy (¢) sera utilizada
na analise de solidos anisotropicos, sendo importante na solugio dos problemas de distribuico de

tensdes e de deformagdes.



4 PROBLEMAS PLANOS DA TEORIA DA ELASTICIDADE DE SOLIDOS
ANISOTROPICOS

Neste capftulo, considerando-se os estados planos de tensfoc e de deformacio, serd
apresentada uma revisfio bibliografica referente 2 alguns problemas da teoria da elasticidade de
solidos anisotropicos. O uso das fungBes de tensio para a solucBo destes problemas, bem como

para problemas envolvendo sélidos possuindo outros tipos de simetria elastica, também serd
abordado.

4.1 Estado Plano de Tensfo de uma Chapa Homogénea

O estado de tensdo em todos os pontos de um solido elastico € conhecido se as
componentes de tensdo s#o conhecidas em {rés planos perpendiculares entre si ¢ normais as
diregBes coordenadas. O estado de deformacio é determinado pelas componentes de deformagio,

as quais dependem dos trés deslocamentos nas diregSes coordenadas.

Consequentemente, para se ter a determinagdo completa dos estados de tensdo ¢ de
deformacio de um sélido elastico, o qual esté submetido a forcas exiernas, € necessério
determinar nove parametros: seis componentes de tensio oy (1, j = 1, 2, 3) e trés componentes de
deslocamentos w; (i = 1, 2, 3). Para determina-las 580 necessarias nove equacSes independentes,

que sZo as irés equagBes de equilibrio e as seis equagdes expressando a lei de Hooke generalizada.
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Neste contexto, modelando um problema na elasticidade plana, LEKHNITSKI et al.
(1968) consideram uma chapa elastica anmisotrépica homog€nea de espessura uniforme, em

equilibrio como resultado das forgas distribuidas sobre seus lados e as forgas de volume, conforme

Figura 4.1. Supondo-se que:

- Em cada ponto da chapa passa um plano de simetria elistica paralelo ao seu plano
medio;

- As forgas aplicadas nos lados ¢ as forgas de volume estdo agindo entre os planos, os
quais sio paralelos ao plano médio e elas estfo distribuidas simetricamente em relacio 2 este plano
e variando suavemente em relagio a espessura da chapa,

- As deformacOes da chapa so consideradas peguenas.

FIGURA 4.1 — Chapa submetida a um estado plano de tens#o.
Fonte: LEKHNITSKII et al. (1968).

Um estado de tensfio na chapa que satisfaca as condigOes acima, segundo LEKHNITSKII
et al. (1968), ¢ chamado de estado plano de tensdes generalizado. O plano médio ndo flete

durante a deformacio e permanece indeformado.

Desconsiderando-se a acio das forgas de volume, as equacBes de equilibric podem ser

escritas, em notagfo indicial:

Gy 0, = 0 (i=1,2) 4.1)

No estado plano de tensdo, tem-se a seguinte lei constitutiva:

gij w Sijkiski (42)



onde &, sdo as deformagdes, o, as tensdes e S, © temsor de complidncia, com os indices

subscritos assumindo os valores 1 e 2. Utilizando-se da notaclo reduzida apresentada por TING
{1996}, pode-se escrever 2 lel constitutiva {4.2) numa forma mais simphficada:

= 55T,y (m,n=1,26) (4.3)

As eguacghes de equilibrio sfo satisfertas pela introdugfo de uma funglio de tensdc ¢ ¢

assunmndo-se que.

Sy =Py 5 Sp =4y Gy = =Gy (4.4)

Substituindo-se as equagBes (4.4) nas equacdes constitutivas (4.3) e esse resultado na

equagio de compatibilidade (4.5):

S TE2y "85 T 0 (4.5)

obtém-se a equacio diferencial:

S 285000 '§'(2S’;2 +Sg ﬁnm =28158,1200 #8518, 005y = 0 (4.6)

Egsa mesma equaciio diferencial foi também obtida por JAYNE & HUNT (1969), na

modelagem de problemas planos envolvendo sélidos anisotrépicos.

Em particular, para uma chapa ortoiropica, obtém-se:

S H2ZS 1 + S s Wi 81,y =0 (4.7)

Colocando-se as constantes de engenharia, tém-se:

1 1 2vy, 1
P H = —— Wyt — G = 0 43
Ez ¢11.1 [Gu E-E ]¢ 1122 EE ¢2222 ( )

. . E ~
E por fim, para uma chapa isotrépica, E;=Ex=E; G, = —-~w-—> ¢ & equacdo torna-se;
21

20 +v

Gy 2011 T =0 (4.9}
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4.2 Estado Plano de Deformacéiio num Sélido Homogéneo

O problema de estado plano de deformacio tem muito em comum com o provlema de
equilibrio eléstico de uma chaps submetida a tensBes planas generalizadas. De acordo com
LEKHNITSKII et al. {1968), considerando-se um solido anisotrépico homogéneo na forma de um
cilindro de secBo transversal arbitraria, onde a dimens8o do solido na diregfio z € maior, e que esta
em equilibrio com as forgas distribuidas sobre a superficie lateral e com as forgas de volume,

conforme Figura 4.2, supSe-se que:
- cada ponto do solido possul um plano de simetria elastica normal 2 sua geratriz;

- as forgas estdo agindo em planos normais 2 geratriz e s8o constantes ao longo dela;

- as deformag8es sdo consideradas pequenas.

FIGURA 4.2 — Sdlido anisotropico submetido a um estado plano de deformagio.
Fonte: LEKHNITSKII et al. (1968).

As secOes transversals extremas s3o confinadas entre planos rigidos sem atrito, de tal
forma gue o deslocamento na direglo axial é impedido. Desde que nio exista deslocamento axial
nas extremidades, e por simetria, na seg3o do meio, pode-se admitir também que ndo ocorrem
deslocamentos em todas as segSes transversais. Sobre um solido sujeito a estas condigBes, diz-se

que estd submetide a um estado plano de deformagfes (JAYNE & HUNT, 1969).
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Utilizando-se um sistema cartesiane de coordenadas, em notagiio diferencial, e

assumindo-se para os deslocamentos:

u=ulxy), v=vixy), w=0 (410
obtém-se:
£, _,_.,;@%; £, ﬂﬁi ; Yy :?&ﬁ—f—‘i (411
ox oy oy oOx
€ =Y, =%Y,=0 (4.§2}

Desconsiderando-se a agio das forgas peso, as equaches de equilibric podem ser escritas:

Oy T g (4.13)
ox  Jy

T DBy (4.14)
og 0Oy

E as equagSes constitutivas;

g, =Buo, +8125y +B§6‘£Xy

g, = Bo, +3226y +§325’txy (4.15)
?X}‘ tgwsx +B26Gy +§66‘cxy
e também:
o, =—=—(840, +S,0, +5,7, ) (4.16)
33
T, =T, =0 4.17)

onde B, s#o constantes, as quais podem ser chamadas de coeficientes reduzidos de deformagdo

(LEKHNITSKIL 1981). Eles sfo relacionados com S; pela seguinte formula:
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Sssg

By =55~ (1i=1,2,6) (4.18)
S33
com as tenstes:
2 aZ @2
G’K:{z %}; o, = %; Ty = (4.19)
oy 22 oy

e utilizando-se zinda a equag:ﬁo de compatibihdade {4.5), obiém-se:

% _ &% 3 . 9% _
22 a4 % Z 3T 2 2T 56 oo 3 -2 16 1 P 4.20
B o~ 28 ay (2B., +Bos ) ey Py TPy (4.20)
em notacio indicial:
Bt —2B b *’“(25;2 +Bes )‘3’:-1122 ~2B169, 120 B 11 o5 =0 (421}

As formulas e equagles apresentadas nfio consideram as condigdes de extremidade do
ciindro. Estritamente falando, elas sio verdadeiras para um cilindro infinito. No caso de um
¢cilindro com uma extrermdade ivre, com o uso do principio de Saint-Venant, como j& comentado,

é possivel desprezar a influéncia dessa extremidade livre na distribuigdo de tensSes.

Devido a quase completa identidade das equacGes bésicas e das condigles de contorne
para os estados planos de tensBes ¢ de deformagBes (a diferenca estd somente nos coeficientes
presentes nas equagdes constitutivas), ambos problemas s8o resolvidos por métodos idénticos. A

solugdo para um problema plano de tensdes pode ser completamente aplicada ao correspondente

caso plano de deformacdes.

Assim, LEKHNITSKII et al. (1968) mostram que um probiema plano da teoria da
elasticidade, considerando sGlidos anisotropicos, € reduzido a determinagdo de uma fungZo de

tensdo ¢, a qual satisfaz a equaclo diferencial (4.6) e as condicBes de contorno de cada problema

em estudo.
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4.3 Calculo dos Deslocamentos de um Cilindro Anisotropice

Baseando-se no trabalho de LEKHNITSKII (1981}, e considerando-se a amisotropia
citindrica, analisa-se neste item 2 conceituagio tedrica a respeito do calculo dos deslocamentos de
um cilindro anisotrépico com carga axial constante aplicada em suas extremidades, conforme

Figura 4.3. A tensdo e a deformagfo na direco axial s30 consideradas constantes.

gt
FIGURA 4.3 -Cilindro anisotrépico submetido a uma carga axial.
Fonte: LEKHNITSKII (1981).

Sejam entdo, Re @ as forgas de volume e U'(x, y) 0 potencial associado por:

R=—";@=—" (4.22)

Para se ter as distribuicBes de tenses e de deformacses, € necessaric detenminar seis
componentes de tensfes e trés componentes de deslocamentos satisfazendo as equacgBes de
equilibric e as condigOes de contorno. As equacgfes de equilibrio, considerando-se o eixo z como

sixo de anisotropia, podem ser escritas como:
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o, -U") %1_5% L 870 _

0
or r &8 T
Ote 100-U) %0 _g4 (4.23)
o r o8 r
%.}.E% Tmm{}
o 17 o9 T

e as relagbes constitutivas

’Sr =80, +8,,05 5,0, +5,,75, + 8,7, + 8,7,
By = 8,0, +8,,0, +8,0, +8,,7T,, +85,57, +5,7,
£, =8,30, 8,0, #8456, 8,75, +8,.7, + 847,
Vo, = 93,0, + 8,0, T80, +8,,%,, v 8,57, +8,47,
¥, =850, 45,0, + 8,50, + 85,7 + 8551, + 8547,
Vo =560, + 8,50, + 8550, + 85T, + 857, + 5470

(4.24)

Fazendo-se a deformacio normal em z (g,) igual 2 D e em seguida isolando-se a tensio

normal neste diregdo tem-se:

D 1
g, xmwé_——(sﬁgr + 8,0+ + 85T ,) (4.25)

S33 33

Introduzindo-se os coeficientes de deformacio reduzidos:
Sﬁsﬁ

L=, —
B ! ’ S 3

(j=1,2,3,4,5,6) (4.26)

Observa-se que este tensor € simétrico e que B, =8, =0, para i=1a6.

Colocando-se, agora, os deslocamentos como fungio das deformacses, pode-se escrever:
Ju

S
—L=§,,0, + 00, +. BT, +—=
or 33

(4.273)

10y, u, S
;Eé?; +—r—m§3126r B0+ + BT ~4~§-42~3—D {4.275)

33



M _p @270
L
ou S
};’?"W;*' =B, 0, TByuCy + . F BTy + (4.27d)
roB oz Si
gu,  ow S
T Tl By0, B0y 4t BTy + 2D (4.27¢)
3
10u, du, u 8
;§+§mfzgiﬁgr '}"53526@ +m+§551;e +§§i—§ (4,2‘?{}

Através da integracBo da terceira, quaria e quinia equagles pode-se obter os

deslocamentos, contendo trés novas fungdes , ulr, 8), v(r, 8), w{r,G}.

Além disto, para satisfazer a primeira, a segunda ¢ a sexta equacio, D seré fungfo linear
de:
D = Arcos8 + BrsenB + C {4.28)

onde as constantes A, B e C s3o determinadas através das condi¢Ses de contormo.
Depois de slgumas manipulagOes matematicas, LEKFINITSKII (1981) apresenta um

sistemna de 3 {(trés) eguacles para u e v {correspondente a primeira, segunda € sexta equacgdes de

(4.273)

80:@;:&11‘

T a o

s 1dv U

8=t (4.29)
o _10a v v

T=T® & 1

e um sistema de 2 {duas) equagdes para w (corresponde & quarta e quinta equacSes de {4.27)):
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ow _ou, ow
o oz o (4.30)
18w 10w o,
8 v B Oz

Pela eliminacio das funcbes u, v, w destes sistemas, pode-se ficar com um sistema de
duas equagtes , somente em funglo das tensbes. Para eliminar u e v do primeiro sistema, utiliza-
se a identidade:

F 8., P, &
&9° ot A

(ryo)=0 (431)

(Quando as fingles u, v, w 380 determinadas, os deslocamentos podem ser obtidos por:
ZIZ
u, = ——é—{Acese +BsenB)+u +u)

T

2

Qg :w%(mAscn@+Bcos@)+v+3}:z+u; {4.32)

w = z{Ar cos® + Brsenb + C) + w + w'

Nestas equacdes estfo incluidos os deslocamentos de corpo rigide escritos por:

ul =2z{(w, cos® ~w,senb) +u, cosO + v,send;

ug =-z{w,send + @, cos8) +a,r ~u, senb + v, cosh; {4.33)
w' =—r{w, cost - @, senb) + w,

Segundo LEKHNITSKII (1981), além da carga axial constante, a aplicagiio de momentos
fletores € torsores em estruturas cilindricas € também possivel. CHEN et al. (2000) estudaram o

mesmo cilindro anisotrdpico, porém, submetendo-o a varios carregamentos, inclusive a variagio

de temperatura.

A seguir, ¢ apresentada a aplicagio da fungHo de tensio em alguns trabalhos realizados

sobre distribuigio de tensbes e de deformacgBes em elementos estruturais possuindo diferentes

tipos de simetria elastica.

66



4.4 A Aplicacfio da Funcéio de Tensfo na Seluciio de Alguns Problemas Planos

MNa aplicagiio do modelo anisotrdpice cilindrico na madeira, T,

ARRIER & ITHACA
(1943) apresentam uma analise sobre placas finas de um material possuindo anisotropia cilindrica.
S#o feitas algumas aplicagBes considerando-se o estado planc de tensfes. Utilizando-se as
equaghes de equilibrio, as relages deformacfo-deslocamento ¢ a le1 de Hooke, em coordenadas
cilindricas, pode-se chegar 2 funcfo de tensfo de Airy (§) para este caso, 2 gual satisfaz as
equagdes de equilibrio:

5 LB 1 %%

T3, 1t o8

=2
o, = Zi} (4.34)
- #EFQ@]
© 0, 78

Com ¢ emprego de uma funcgio de tensZo em termos de r e 8, sio construidos diagramas

de tensdes e de deformages para placas carregadas na direcgo radial.

QOutra aplicagdo da funcfo de tensfo de Airy (§) é feita por FOSCHI (1970) no estudo de
estruturas curvas de madeira. Segundo a mesma base tedrica de CARRIER & ITHACA (1943),
FOSCHI (1970} fez uma analise numérica, via elementos finitos, destas estruturas, com
anisotropia cilindrica.

Com base nestes trabalhos, NOACK & ROTH (1976) apresentam uma interessante
andlise mateméatica da teoria da elasticidade de materiais ortotrdpicos, considerando-se a
anisotropia romboédrica (retilinear) e a cilindrica. Em seguida sfo feitas algumas aphcagBes da

teoria para estruturas curvas em madeira laminada.
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GREEN & ZERNA (1954) apresentam um estudo sobre a distribui¢@o de tensBes numa
peca tracionada com um orificio interno. Estas distribuigBes s8o comparadas com um material
isotropico e pode-se observar os diferentes comportamentos mecénicos guando as tenses séo

aplicadas longitudinalmente e quando 520 aplicadas normalmente a diregdo longitudinal.

Considerando-se ¢ problema das tensSes mternas gque surgem devido a retraclo durante a
secagem da madeira, HSU & TANG (1974}, fizeram um interessanie estudo analisando uma pega

de madeira em forma de tronco sem forgas externas.

A retraglo (o) devido a variaglio de ummdade foi calculada por HSU & TANG (1974)

como parcelas das relagbes tensfo-deformacio, em coordenadas cilindricas, da seguinte forma:

g, =80, +5,0, +8,0, —0_;

Ir:

gz~ 2

Eo T S0, + 850, +8,,0, —U,; (4.35)
g, =8,0, +8,0, +5,06, ~a;

onde o, Op, € ¢, 580 retragdes nas diregdes dos eixos r, 8 e z, respectivamente

Devido & simetria radial, axdmetria, ¢ campo de deslocamentos € funcio de r e ©

deslocamento na direc8o 8 € nulo. Assim as deformacdes valem:

g =——; £y = —; g m—TFtx=g 436
r 6:‘ 8 z ( }

onde ¢ ¢ assumido como uma constante.

Desde que a deformag8o em z seja constante as deformaces sdo reescritas, através dos

coeficientes reduzidos de deformacio (B), por:

Er = zrcr —‘Lgrﬁsﬂ +Br;

£o = B0, +BeTs + B 437

onde:
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=5 = 12’
B, =S8, —~%
5.5,
Be =58s—— =
Boo = See — ste" ; (4.38)

5
Be zgﬁ_(ﬁ+a’z)mae

=z

A equagio de equilibrio requer que:

O %% g (4.39)
or T

Com isto o problema a ser resolvido € determinar a solugfo desta equacio conjuntamente
com as equagles constitutivas, considerando-se também a equacic de compatibilidade das
deformacGes. Assume-se, entdo, uma fungo §{r), diferenciavel em r | tal que:

¢

o, =2 ; Sy =9 (4.40)
T

Verifica-se, claramente, que estas tensBes satisfazem as equacBes de equilibrio. As
equaches constitutivas tornam-se:
=B, L 4Bt ..
& (4.41)

€y = 5:’8 "}W”E- geed)”-}'ﬁe

Substituindo-se estas deformagSes na equacgio de compatibilidade:

d’e, .
P2t -0 (4.42)

t&m-ge:
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d'e  2d% 8% 1de )
B%(dr“ + o }HSH( R + r%ir}_e {4.43)

E a forma geral da solucfio desta equagio diferencial € a seguinte:

@:_{&Jﬂfz«% AE ’z-ink*é“ AE

r e A 4.44
2 1+k 1—1{? * (444

onde: k= f%’w . As tensdes sdo agora determinadas ¢ valem:
89

o, =A AT F AT (4.45)
oo = A, + AT — A ke o

cormn trés constantes desconhecidas, A;, A; e A;. A tituio de ilustragio, HSU & TANG (1974)

apresentam alguns valores de k, para algumas espécies de madeiras norte-americanas:

TABELA 4.1- Valores de k para algumas espécies de madeira,

Espécies Teor de Umidade
6% 12% 20%
Yellow-poplar 0,677 0,678 0,679
Green ash 0,761 0,761 0,760
Engelmann spruce 0,725 0,745 0,745

Fonte: HSU & TANG (1974).

Estudando as tensBes ¢ as deformagSes em vigas ortotropicas submetidas a cargas
normais e tangenciais, SILVERMAN (1964) desenvolveu um método de solugdo, peia
consideracio de uma faixa infinita possuindo elasticidade plana, através da utilizacio de fungBes

de tensdo de Airy (¢) polinomiais de varios graus, empregando seu método em vanios exemplos.
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TIMOSHENKO & GOODIER (1970), mostram que na solugic de problemas
bidimensionais da elasticidade isotropica, as solugles da equagfio (4.9) na forma de polindmios
sic de grande interesse. Utilizando-se de polinGmios de diversos graus ¢ ajustando-se
adequadamente seus coeficientes, varias solugBes para chapas e vigas retangulares, submetidas a
diversas condicOes de carregamento ¢ vinculagio, a pariir de formas simples da fung8o de tensdo,

sdo apresentadas.

TULLINI & SAVOIA (1999), estudando vigas ortoiropicas submetidas a qualquer
distribuicBo continua de cargas normais ou tangenciais, sugerem uma soluggo em forma de sénie

polinomial expandida da fungio de Airy (§).

Calculando as tensfes num cilindro circular vazado, de paredes espessas, submetido a
uma pressio externa distribuida umformemente em relagiio ao eixo 1 da seclo transversal do
cilindro, conforme mostrado na Figura 4.4, YIANNOPOULOS (1996) utilizou uma funcio de

tensdo de Airy (¢) expressada em coordenadas polares.

FIGURA 4.4 — Cilindro circular vazado submetido a uma pressio externa.
Fonte: YIANNOPOULOS (1995).
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O cilindro € considerado longo, elastico e com uma espessura constante da parede, e
como a distribuiggo de pressfo, representada por uma série de Fourner, € aplicada ao longe do

comprimento do cilindro, ¢ problema pode ser tratado como um problema plano.

De acorde com YIANNOPOULOS (1996), a fungdo de tensfc de Airy (§) precisa

satisfazer a eguacio bi-harmdnica:

- 1 2 [ o=z 2
;0_2_ E_§+W§h_§€ . i?#é.@i.g__}‘z_a f} =0 {4.46}
ot ror 8 o rdr r° oo
com as seguintes condigbes de contorno:
Emr~a , o.=0 e  Ta=0

Emr=b , G=-qB) e Tp=0

onde g(B) ¢ a distribuigio de pressio dada pela série de Fourier:

q(6)= %‘i + i A cosnd {(4.47)
n=l

os coeficientes Aq e A, sfo obtidos pela fungio periddica:

A =2 [a(®cosnadd (4.48)
n a

A solugBo geral da equag3o (4.38) torna-se:

p=a,lnr+br’ +%1’83€n9—%~—r@cos@+(b]f +§i+b;r§nrjcose+
r

=)

+{d;r3 +%~+ drln r}sen@—é-Z{aﬁr“ +b, 1" +a 1 +b ]cesne+ {4.49)

n=2

w0
+ !cnrn +4d, 1" 4o 77 +d }sen nf
n=2

onde ag, bo, a1, by, €, di, 85, by, ¢, dy, &, by, G, d, @0, by, ¢4 € d, s80 constantes a serem

determinadas. E as componentes de tensio podem ser determinadas pelas relagBes:
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_1%, 18%
% = T i r 50°
2
g ":?f;g {4.50}
;3
2
® 5?\1‘%

o, =vio, +0,)

Segundo YIANNOPOULOS (1996}, uma grande variedade de problemas praticos pode
ser tratada usando os resultados de seu trabalbo, como por exemplo, a determinagio de tensdes
em condulies cilindricos enterrados em solos compressiveis, onde o peso proprio do solo ¢ as
cargas moéveis da superficie exercem presses sobre eles. Outro exemplo interessante, € o da
determinag@o das tensBes presentes nos revestimentos de aco, que servem de anteparos, dos tineis

escavados na terra,

KUMAR et al. {1995) também estudando um cilindro circular vazado de paredes
espessas, ufilizaram a funclo de tensfo de Airy ($) para a determinagio das tensdes e das
deformagBes que surgem nesses cilindros devido a fluéncia. Em suz analise numérica, KUMAR et
al. (1995), consideraram uma distribuicBo de pressdo, devido a2 fluéncia, nfo uniforme e
assimétrica em relag8o aos eixos da seclio transversal do cilindro. Essa distribuicio de pressio
também ¢ aproximada por uma série de Fourier:

pl8)=p, +p, cosS+q, sen$+ Y p, cosn$+q, sennd (4.51)

n=Z

onde:

1 ki3
Pe=—"— jp(&)de
oG

b, == [p(8)oosnsde (@.52)
G
2 it
q, = ——*}‘p(S}sen n3de
n G
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A fungio de tensdio de Airy (§) usada por KUMAR et al. (1995} € 2 seguunte:

b=a,mr+b,r” +b,;r cosS+fr 'send +

NE

Eagrﬁ +b, 17 +¢ +énr”ﬂ*’2§casn§3+
Z

3
[

(4.53)
+iienr” +E 1" g " b %enn%

n=Z

onde ag, bo, by, {1, 2, ba, €, da, &, §, 80 € hy s80 coeficientes indeterminados. Essa funcio satisfaz
a equagdo bi-harmonica:

ol (4.54)

As tenses sio determinadas, assim como YIANNOPOULOS (1996), por:

16 1 &%
T
az
. mg? @55)

- __5_(2_5}2}
T orires
E as deformagtes no cilindro s8¢ determinadas por:

(4.56)

— (4.57)

Estudando a otimizaciio das tenses em mmateriais compoésitos fibrosos, LEISSA &
VAGINS (1978) uvtilizam a fungZo de tensdo de Airy (¢) para & analise da variaggo do modulo de

elasticidade desses materiais. O problema € formulado em coordenadas cilindricas, considerando
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um cilindro eléstico ortotrdpico vazado de paredes espessas sujeito a um estado planc de

deformacdo. A equagio de compatibilidade € escrita:

foa z
8(—:-0?"9—;-2 58@\}4- % T g (4.58)

all 88 o) a8
e as equacdes de equilibrio:
156 1 9%
T e e i
CTIE e
52
oy = 61"? (4.59)
o, =212
®" ar\r o8

Devido 2 nfio homogeneidade do matenial, os coeficientes elasticos presentes nas relagfes
constitutivas, ndo sfo constantes ¢ estdo defimdos em fungio das coordenadas re 9, isto &, oy =
o (10):

g, =00, + 0,0,

By = UG, T80, (4.60)

Yo =%nTy

Porém, em vista da complexidade de se trabalhar com materiais nfo homogéneos,
LEISSA & VAGINS (1978) assumem que esses coeficientes variam de maneira uniforme através
do sélide, podendo ser expressos em termos de ax; por um conjunto de relagdes lineares:

oy, 8)=c, a,(r, 8)
a, (r.8)=c,,0.,, (r,6) (4.61)
Oy (r, 8)=ca.,{T, 8)

A andlise ainda € mais simplificada considerando-se & aximetria presente no cilindro,

assim, as deformagdes cisalhantes no plano r-8 (ve) e as derivadas em relagfo a 8, presentes nas



equagdes de equilibric ¢ na equagfio de compatibilidade, desaparecem, sendo convenierte
expressar as tensdes atraves da fungfo de tenso auxiliar de Airy (), definida por:

\g;»»_wiig

- (4.62)

& a equacio (4.58) torna-se:

L (a)-s, =0 (4.63)

com as equacgdes de equilibrio (4.60) sendo reescritas:

W dw
g o= e— T, = - 4. 64
T - 8 éf { }

Utilizando-se ainda as eguacgdes (4.60), (4.61), (4.62) e as simpiificagdes das equages

(4.61), a equaglo diferencial que modela o problema ¢ escrita:

dy | ylday, [dPy 1dy ﬂq
Bk RPRP SR A et 3PS [l S s AP S 4 =0 4.65
[dr C”r]dr & rdr mp @63

Para uma distribuicio de pressGes internas conhecida, a fungdo de tensfio w{r) ¢ dada,
assim, ficando desconhecidos os coeficientes elasticos do material, que podem ser determinados
através de condicBes de contomno convenientemente definidas, visando-se o controle das tensBes
nesses solidos.

Uma outra aplicaglo da funcBo de tensfo de Airy {¢), é feita por TUTUNCU (1998) na
analise de tenses ¢ de deformacBes em vigas curvas ortoiropicas, de segbes iransversais
constantes, submetidas a cargas nas extremidades. O problema é formulado em coordenadas
cilindricas, e considerando-se a aximetria existente, a funcdio de tensfio auxiliar de Airy (w) é
utilizada.

MNos proximos itens, que ainda compdem a revisdo bibliografica, apresenta-se a aplicagio
das fungdes de tenso polinomiais, feita por LEKHNITSKII et al. (1968), e também por HASHIN

{1967), na soluggoc de problemas planos envolvendo estruturas anisotropicas.
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4.4.1 Exemplos Estudados por LEKHNITSKII et al. (1968)

LEKHNITSKII et al (1968), também utilizando fungBes de tensfc polinomiais,
estudaram as tensBes e as deformagdes em alguns exemplos de vigas e chapas anisoirépicas,
submetidas a diferentes condigSes de carregamentos e vinculagbes. (s casos anshisados por
LEKHNITSKII et al. {1968), t&m servido de base para trabalhos de outros pesquisadores, dentro

da elasticidade aplicada zos sélidos anisotropicos, e assim, nfo podem deixar de serem abordados

1o presente trabalho.

4.4.1.1 Chapa Retangular Anisoirépica

LEKHNITSKH et al (1968) consideraram primeiramente uma chapa retangular
anisotrépica, de espessura /2, a qual esta submetida a um estado plano de tensBes devido a forgas
prescritas nos seus lados. 830 assumidos na analise dois casos de carregamento: tracio ¢
cisathamento. Em ambos os casos, a lei de Hooke tem a seguinte forma:

g, =5,0, +8,0, +8,1,

g, =5,0, +8,0, +8,7T,, {4.66)

Y = 5160, 8,60, +847T,,

4.4.1.1.1 Caso 1: Tracio

A chapa esta submetida a trac8o por forgas normais p distribuidas uniformemente sobre
dois lados (Figura 4.5):
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FIGURA 4.5 - Chapa retangular anisoirdpica submetida a tragio.
Fonte: LEKHINITSKII et al. (1968).

Nachapa tem-5¢. Gz =D, Gy =Ty =0 (4.67)

A funcBo de tensdo tem a forma de um polindmic de 2° grau:
L2

o=—py

5 (4.68)

A distribuigio de tensBes € idéntica ao caso de uma chapa isotropica {(ou ortotropica)

submetida a tracdo, e as deformagdes s#o determinadas das equagdes (4.66):

VP My P
g, =8, p=-—; & =8, p=--— 7v,=8,p= {::W

E, E

(4.69)

¥ Xy

onde estdo inseridos os termos modulo de elasticidade (E;), coeficientes de Poisson (v;;), mobduio

de elasticidade transversal (G;) e coeficiente de influéncia mitua de segunda espécie ().

Como resultado da agio das forgas de tracfio, a chapa amsotrépica alonga-se na diregio
do eixo x e encurta-se na direcdo do eixo v. Devido a anisotropia presente na chapa, ela torna-se
distorcida no plano xy {como pode ser observado na linha pontilhada da Figura 4.5). O grau de
obliquidade € determinado pela constante S;5. Uma chapa ortotrdpica, ou isotrdpica, permaneceria

retangular.
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4.4.1.1.2 Caso Z: Cisalhamenio

Forgas tangenciais de intensidade t sfo distribuidas umformemente sobre os lados de

uma chapa retangular (Figura 4.6}

s}”
|
_ _r
L i & 326tk
____________ N S— —
¥ ~ E } .
/
Pl osest \ y
v L[V | /
¥ / /
7 i
; ? ;__:/
v/ L/
L ‘ %
2 ! ‘%
g 'Si6t

FIGURA 4.6 — Chapa retangular anisotropica submetida a forgas tangenciais.
Fonte: LEKHNITSKII et al. (1968).

Nachapatem-se: ©,=0,=0; Tu=t; (4.70)

A funcgo de tensfo que satisfaz as equagbes de equilibrio (4.1), € a seguinte:

$ = ~ixy {4.71)

Das equacgGes (4.66) obtém-se:

Tyl :
e =Syt=tm e, =Set= sy =S te (4.72)

A chapa amsotropica € submetida, neste caso, n80 somente a distorgiic do plano xy, a
qual é determinada pela constante S, mas também 2 deformagBes normais de seus lados,

dependendo dos sinais de 8,5 e Sy Chapas ortotropicas ou isotrépicas, nesta situacio de tensdo,

apresentariam distorgZo sem deformacdes normais.
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Em ambos exemplos, na situacio de tracgio e de cisalhamento, observa-se a participacio
das tensbes normais em deformacfes iangenciais ¢ de iensGes tangenciais em deformacOes
normais. Isso se deve, segundo LEKHNITSKII {1981}, 2 presenca dos cosficientes de influénoia
mirtua de primeira espécie (my;) © de segunda espécie (1yy) nas constantes Sy e S,

respectivamente.

4,4.1.2 Flexfo Pura

Meste exemplo, LEKHNITSKI et al (1968) analisam a deformacgidc de uma viga
anisotrépica submetida a um estado de flexfo pura, causado por momentos M aplicados em suas
extremidades, conforme Figura 4.7:

~ R
¢ H

ke ;
H ;

. - e

M
d

e

FIGURA 4.7 Viga anisotropica submetida a um estado de flex8o pura.
Fonte: LEKHNITSKII et al. {1968),

A distribuicdo de tensOes € a mesma de uma viga isotropica {ou ortotrépica):

M hb?

o, :wf—y; o, =1, =0; onde I= (4.73)
A funcdo de tensdo para este caso tem a forma;
M
== 4.74
b=y {4.74)
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LEKHNITSKII et al. (1968) definem os deslocamentos de pontos na viga, através da

integragdo das equagdes constitutivas {4.70), como:

M( 1. ) M( i I A

u=— 5, %y +—5 -V +U, =] — XY + —— —@ay+u 4.75

T =y 5 4 J ¥ 0= ‘\Ex AY 2 E. ¥ % ¥ o ( )
M 2 M v i 2

V:‘ﬁ“{suy —Suxz)%—{sx+vﬁ "—”-'EI-{“E—T}?Z M?ETX J+@K+VG {4’?6)

onde @, Vo, B $80 constantes expressando deslocamentos de corpo rigido no plano médio da viga.
A expressio {4.75) mostra que as segdes transversais de uma viga anisofrOpica ndo permanecem
planas durante a deformac8o, diferindo assim das secbes transversais de vigas ortotropicas ou

isotropicas. O empenamento da segfo transversal depende da constante Sie.

A equacio da linha elastica da viga, gue tem a mesma forma da equagio de uma viga

isotropica, € a seguinte:

MS
Yy =
2

I“ (x —x%) (4.77}

4.4.1.3 Flexdo de uma Viga Engastada

Uma viga engastada com seco transversal retangular ¢ fletida por uma forca transversal

P aplicada na extremidade bivre (Figura 4.8):
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FIGURA 4.8 Viga engastada ¢ a distribuico de tensfes o, em sua segdo transversal,
Fonte: LEKHNITSKII et al. (1968).

A soluglio para este caso ¢ obtida usando-se uma fungic de tensfio na forma de um

polindmic de 4° ordem:

3 2 3 2
Xy bxy Sis 2.2 NP Ry bRY Mgxgg s a
- + + b -2 =l + biy® ~2 4.78
[ s g 24&}(? Y)} 1[ ¢ T3 24(y y*)|(4.78)

As componentes de tensdo sio determinadas através das equagGes (4.4):

2 2
Gx=—§w+§nx¥,x@5~yz}; S, =0 ff—}i'{i*yz) 4.79)

Nota-se, na Figura 4.8, que as tensOes o, nfo s3c distribuidas linearmente na secio
transversal, pois o coeficiente Sis ndo € nulo devido a anisotropia, mas de acordo com uma lei

parabolica. A finha pontilhada representa a distribuicBo de tensdes de uma viga isotrdpica ou

ortotropica.

A let parabolica para a distribuicio de tensdes normais na se¢do iransversal nfio influencia

a equagio da linha eléstica, 2 qual € a mesma de uma viga ortotropica (ou isotrépica):
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P 3 2 3
e 33 "33’ -+ 27 4.80
v o §( & ) ( )

. . C o b b
A maior tensfio normal € obtida nos pontos v = 5 e yv= -3 da seciio x =/ Para valores

de S, :%i>6 ela € igual a:

Oy = {1 + My %} (tensdo de tragdo) {4.81)

T s
epara S, wmg—;dBI

6PI b
G = E;};?(l ~ Ty —3-5}] (tensfio de compressio) (4.82)



4.4.1.4 Flexdio de Vigas Anisotropicas com Cargas Uniformemente Distribuidas

Segundo LEKHNITSKII et al. {(1968), a distribuic8o de tensbes em vigas anisotrépicas
subrpetidas a carregamentos uniformemente distribuidos ao longo do seu comprimento € obtida
usando-se uma fungdo de tensiio tomada na forma de um polindmio de 5° ordem. As constantes
arbitrarias desse polindmic podem ser escolhidas de maneira gue as tensBes, ao longo dos lados da
viga, satisfagam as condiges de contorno. LEKHNITSKII et al. (1968) fornecem soluges para

dois casos de vinculaghes:

4.4.1.4.1 Caso 1: Viga Engastada

Para uma viga submetida a um carregamento uniformemente distribuido g, conforme
Figura 4.9, LEKHNITSKII et al. (1968) fornecem as seguintes formulas, obtidas a partir da

funcio de Airy, para as componentes de tenso:

w
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LY
FIGURA 4.9- Viga engastada sujeita a um carregamento uniformemente distribuido.
Fonte: LEKHNITSKII et al. (1968).
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2 3 ]
o = EY = m.X(’g 323’ 49 ButSe S|4y 3y (4.83)
21 S, bi 48,  S2)iv* s

N
q 43
o - Zh( 1431 -aZ) (480
gx b? 2 g Sely 4573\
(b o) g Sely 4y 485
o 21(4 Y} h sﬁ{b @3,? (425)

as equacdes tornam-ge;

s 2 3
=y 4 x(, 12y Ve . Ey 24y 3y
__ ey el x(y 12y o Ve, By ) - 487
R, h%"” b{ b2 } [( 2 4(3&,] () j {bf’ Sbﬂ 57

3
cym%( i+3%-4;§3—) (4.88)
gx(b® .} g y 4y’
__(b 2 g y_Ay 489
% 21(4 y} h n"””‘(b b (4.89)

Nota-se nas expressfes de Ox € 1T, a presenca do coeficiente de influéneia mitua de 1°
espécie que, como jé visto, quantifica a influéncia de tensdes tangenciais em deformagdes normais.

Para uma viga isotropica, LEKHNITSKII et al. {1968) apresentam as seguintes tensfes:

. gx’ Y. q 4y® 3y (4.90)
21 b*  5b
3
S (U T (491)
2h{ b b
gx( b® 2
S 492
T ZI( 7Y } (4.92)



E a expressio para a eguagdo da linha eléstica:

2
- Ei%z,(x“* — 4% +30%) - ﬂ@sﬁ +45, —= i«»} (x -1} {4.93)
241 BOI | 38,
podendo também ser escrita como!
2y ,
gt aPx ey gy 18 T o gy (4.94)
24EF 1 301 E, G, 3 E,

4.4.1.4.2 Caso 2: Viga Bi-Apoiada

Para uma viga simplesmente apoiada e fletida por uma carga uniformemente distribuida
(Figura 4.10), de acorde com LEKHNITSKII et al. {1968) as formulas para as tensdes Gy e Txy

s30 as mesmas para o caso anterior, e as tensies o, s&o dadas pela equagio (4.95):

S

v
FIGURA 4.10- Viga bi-apoiada sujeita 2 um carregamento uniformemente distribuido.

Fonte: LEKHNITSKII et al. (1968).

Q2 2y, 4 x(, 12y Ve | By 2 |4y 3y ]
S 2V VL | I { PO PO} B.CIOR S SN o o 4.95

& a equacdo para a linha eléstica:
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24E 1 801 E G 3 E

v 1T 32 My,
ve—d(x* g2 4514+ B2 (—3 ¥ 4. ———-3];"&——.}(12 —x*)  (4.96)
= Xy x
(Observando-se as equagdes {(4.94) e (4.96), onde também estio presenies os coeficientes
de influéneia muitua de 17 espécie, nota-se que os deslocamentos da linha elastica sfo diferentes

dos apresentados por vigas isotrépicas (ou ortotropicas).
4.4.1.5 Flexso de Vigas com Cargas Linearmente Distribuidas

Segundo LEKHNITSKII et al. (1968}, com o uso de uma fungHo polinomial de &° ordem
¢ facil se obter a solugiio para as tensBes para uma viga carregada por forcas distribuidas de

maneirs linear. A solugdo para uma viga engastada ortotrépica, conforme Figura 4.11, s8o:

3
o =M 8o X[6Y__3Y 4.97)
1’7 10n /7B b
Qg% y_ L3
o, wfh}ﬂ{mnsgw?} (4.98)
2 2 2 4
% | B 2 q,b y ¥y
mesll) oy - 201240 4800 4.99
~ =g (4 y} 160h/ { b b"} @)

e

v
4

T e

v {

FIGURA 4.11- Viga ortotropica submetida a um carregamento hinear.
Fonte: LEKHNITSKII et al. (1968).
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Para vigas anisotrépicas, segundo LEKHNITSKII et al. (1968), ndio ha dificuldade para
encontrar solucdes para as tensBes, mas as formulas e equacBes serdo mais trabalhosas devido ao

fato das constantes 8., e 8 serem diferentes de zero.

4.4.1.6 Flexfio de Vigas Submetidas a2 wmn Carregamento Distribuido de Forma

Arbitraria

De acordo com LEKHNITSKII et al {1968) é possivel encontrar solugdes para as
tensfies em vigas homogéneas submetidas a carregamentos normalmente distribuidos ao longo de
seu comprimento, possuindo diferentes formas, através de fungBes de tensfo. Quando um
carregamento, em fungdc de x, ¢ dada na forma de um polindmic de grau », emio a
correspondente funclo de tensfio seri definida como um polindmio de grau (# + 5) em fimgHo de x

e V.

Isto pode ser representado como a soma de polindmios homogéneos:

n+5

o=2 P (5Y) (4.100)

onde,

P (x5, y)=Ax  + A Ty + ALK Y 4L ALY (4.101)

e Ay s3o coeficientes constantes. Polindmios de segunda e terceira ordem satisfazem a equagio
{4.6) para quaisquer valores de coeficientes. Polindmios de maior ordem, quarta e quinta por

exemplo, possuem 4 (quatro) coeficientes arbitrarios e todos os outros podem ser expressos por

EE5ES.

Assim, por exemplo, para se obter as distribuigles de fensGes numa viga submetida 2 um

carregamento dado como uma fungBo quadrética em x (uma lel parabdlica} é necessario tomar a
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fungdo de tensdo como um polinbmio de sétima poténcia, ou como uma soma de polindmios

homogéneos de segunda at¢ a sétima poténcia, conforme equagio (4.101).

De acordo com LEKHNITSKID et al. (1968), em todos os casos de carregamento

polinomiais, as equagBes para as iensdes normais € tangencisis em cada seglo fransversal t8m a

seguinte forma:
o, m%y + A, (4.102}
N(b? 5
Ty :fﬁ —4——5{ + AT, (4.103)

onde M e N sBo, respectivamente, momenio fietor e forga cortante numa dada segio. Os primeiros
termos s30 obtidos pela teoria elementar de flexfo, ¢ os segundos consideram outros fatores,

como a anisotropia.

De acordo com LEKHNITSKII et al. (1968), quando o carregamento ¢ distribuido ao
longo da viga segundo uma regra mais complicads, especialmente em casos quando somente um

trecho da viga ¢ carregado (Figura 4.12), entio a distribuicio de tensdes pode ser obtida usando

uma série de Fourier.

T E‘__
6] = A
1 x|

FIGURA 4.12- Viga possuindo somente um trecho carregado.
Fonte: LEKHNITSKII et al. (1968},

22



4.4.2 O Método Analitico de Soluces Polinemiais de HASHIN (1967)

HASHIN (1967), utilizando a funcio de tensfio de Airy, apresentou um método analitico
de resclugio de problemas planos envolvendo vigas anisotrOpicas, submetidas a carregamentos

pelinomiais, o qual permite a construgo de uma fungio de tensio polinomial:

=i N

$x,,%x,)= 3 9 Cox,"x™ (4.104)

m=0 2=0

onde Ch 580 consianies a serem determinadas. Essa func8o sera a solugiio da equacgio diferencial:
S i1 48 Bz 72080120 + 28 10 W12 ~48 111281230 S 7111 Py map = 0 (4.105)
Em seu método, HASHIN (1967) emprega as condicdes de contorno diretamente sobre a

funcio de tensfo. Para isso, considera uma parte de uma chapa genérica submetida a um estado

plano de tensGes, conforme Figura 4.13. As seguintes relages sdo obtidas sobre o contorno da

chapa:

b= —ueLe-k -x©Loks=M (4.106)
% = Z[T] (s)ds=P, (4.107)
- % = ‘:FTE {(s)ds=P, (4.108)

onde s ¢ um comprimento de arco tomado positivo no sentido anti-horario, iniciando-se de um
ponto de referéncia A; T, e T, tensGes tomadas como positivas na mesma orientacfo de x; e xy;
P; ¢ P, forcas prescritas e M um momento prescrito. Sem perda de generalidade com respeito aos
valores das tensGes, § e suas primeiras derivadas sgo consideradas nulas no ponto inicial A. Para
um sentido positivo de integracio, as resuliantes P, e P, s8o positivas quando apontam nas

direcBes coordenadas positivas, enquanto o momento M € positivo no sentido anti-horario.
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FIGURA 4.13 — Chapa genérica submetida a um estado plano de tensdes.
Fonte: HASHIN (1967

Para o desenvolvimento de seu método, HASHIN (1967} considera o seguinte problema
especifico:
- seja uma viga anisotropica, sujeita a um estado plano de tensBes, conforme a Figura

4.14. Para efeito de se determinar as condicdes de contorno, ¢ pontoe A € escolhido como x;= 0 ¢

Xy ~D
Fp: 5!
T, b} Crelx:,b) J
Mo L Pm?\M )
Pug / § } I .
\ ; i * | 71’:@
Pao :

C O, -b) Ce{x:, b} A

5 H

FIGURA 4.14 - Viga anisotropica sujetta a um-estado plano de tensdes.
Fonte: HASHIN {(1967).
Entdo das equacfes (4.106) e (4.107), sobre xp= -b:

g1



$(x,,~b) = jf’(:»;1 ~x, 5., (%, ~b Hix, (4.109)
6‘@(% b)_ j% . —b)ix. (4.110)

As tensBes sfo tomadas como positivas e Oy nfc coniribui para o momento

Similarmente sobre x=Db,

? H
é(pr) :f(xl —X;%ﬁ(}{;_b}k; -Zb_ggiz (X;=_b}ix; +M{i} 'i"Pz(i){i _Xz>
0

+P, b+.§.( -~ X }‘rﬂ(wa}ix

(4111

a¢§: sgﬂ) - E‘-ng (X;a_b}ix; + P}(!) + 5{012 (xg,b}ixg (4.112)
z o o

Agui Pi(), P=(f) e M(J) s8o respectivamente forgas e momentos sobre x;= /. Assumindo-
se agora que as tensdes prescritas O, O, sobre x;= b sdo polinomiais em x;, entdo segue que
(4.109 - 4.112) sfo também polindmios. E assim, as condi¢bes de contorno (4.109 - 4.112)

podem também ser escritas na forma de polindmios:

m=}f

(x,,~b)=> L x7 (4.113)
(Xw"b)
o I;Z;GK (4.114)
¢(x1,b)ﬂ§QmX? (4.115)
(X“b) f? Xy (4.116)

onde L, Kn, O ¢ Pr 580 coeficientes dos polindmios.
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Introduzindo-se a equagio (4.104) na equacdo diferencial (4.105) e equacionando-se 05
coeficientes X, Xz, HASHIN (1967} desenvolve relagdes, entre os coeficientes Cpy, que servem de
base para seu metodo:

S0 (m+ 2)m + Dmim -~ E)szﬁ_z —48,,, (m+m{m-D{n _E}Cmmnl

+ 28,10 + 28, m(m-Dn(a DT, 48, (m-DE+Da(e-DC, .., (4.117)
+5, e+ (n+n-DC, , . =0

onde m>22 e n=22.

Os coeficientes Can envolvidos nas relagBes (4.117) podem ser organizados numa matriz,

conforme Figura 4.15;

Cro
. Czs Cos
Cor | G | Gy
Cis | Cor | Gzt Coo | e
Css | Csg | Cor | Csz | Cso
Ces | Cos | Cov | Cas | Coo
Cr | Cois | Cre | Cov | G | Cro | oo

Crs

! Crn

1 o9 I LEL l san eve can soe a0 ane =ag vog

FIGURA 4.15 — Coeficientes Can para um caso especifico M = 6.
Fonte: HASHIN (1967).

Se num problema especifico, a maior poténcia da varidvel x; na equaciio {(4.104) é M,
entio todos os coeficientes abaxc da linha A linha desaparecerfo e ndo estarfo presentes nas
relagBes (4.117). Os elementos sombreados (mais escuros) na matriz sdo aqueles que, pela

mposigio do método (m > 2 e n 2 2), nfo pertencem as relagdes.



O dominio dos coeficientes presentes nas relaces (4.117) € formado pelos coeficientes
localizados na regifio da matriz compreendida entre 0s 4 (quatro} espagos a direita na A4° linha ¢
uma diagonal tragada a partir desse ponto até encontrar m = 0. A maior poténcia da variavel x; €
entic N = M+3. Como exemplo, na Figura 4,15 estdo representades (com ¢ sombreado mais
clarg) os coeficientes pertencentes s relagSes (4.117) para o caso de M = 6. Considerando-se NV =

M+ 3, a fungio de tenso (4.104) assume a forma:

m=io=if+3

olx,x )= 2, D CLx"x," ,  m+ns M+3 (4.118)

m=d n=

() niimero de coefcientes C., envolvidos nas relacBes (4.117) pode ser obtido através da

série antmética:

S:é(M+1}(M~%~S} (4.119)

O numero de relagles, entre os coeficientes C,, necessarias em cada problema especifico

SEra:

Rz%M(M +1) (4.120)

O ntmero de equagSes adicionais para se compor o sistema de equaces, necessario para

se encontrar todos os coeficientes Cop, € dado por:

B=4(M +1) {4.121)

Essas equagbes adicionais s@o encontradas através das condigbes de contorno (4.113 —
4.116). Para este proposito, M na funco de tensfo (4.118) sera escolhido como a maior poténcia
de x; que aparece em qualquer equagio (4.113 - 4.116). Substituindo-se (4.118) no lado esquerdo
das condigBes (4.113 ~ 4.116), s&o obiidas as seguintes equagdes polinomiais:

m=Afn=h +3 so=Ad

S 3 CLx (b =YL x" (4.122)
mul  p=d m=0

m=Mn=Af+2 T Ad

3 > aC x T (b)" = 3K %" (4.123)
m=0 n={ m=0
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m=Afn=A7+3 ki

> 2 CLxTpT =3 0% (4.124)
m=0 #=0 ma=h

msmhf =k +3 s

2, 2 0C%, "0 = 5 Pox” (4.125)
mm n=l m=0

Equacionando-se varidveis x; de iguais poténcias em ambos os lados de (4.122 - 4.125),
sio obtidas M + 1 equacfes de cada uma delas, e deste modo, um conjunto de 4.(A/ + 1) equagBes

sio obtidas, concordando-se assim com (4.121).

HASHIN (1967 resume assim seu método de solucBo: As tensBes sobre x7~= *h sdo
transformadas em condicles de contorno do tipo (4113 - 4.116) pormeio de (4109 -4.112). A
func3o de tensdo ¢ € entfio dada por (4.118) com A sendo a maior poténcia da varidvel x; em
{4113 — 4.116). As relagBes (4.117) ¢ as equagBes (4.122 - 4.125) entfic fornecem precisamente o

nomerc de equacles lineares necessarias para se enconirar os coeficientes C,. da fumg#o de tensio
(4.118).

SANTANA & MASCIA (1996), estudando materiais ortotropicos, adaptaram o método
de sclugdo polinomial de HASHIN (1967), empregando-c na andlise de tensdes de vigas
compostas de madeira de diferentes espécies, incluindo madeira compensada, e destacando a

facilidade de implementacdo deste método.

LEE & JOHNSON (1973), baseando-se também no método de HASHIN (1967),
propuseram uma soluglo para o calculo de tensdes normais em vigas anisotrOpicas, sujeitas a
cargas transversais ou a cargas axiais, na qual os coeficientes da série que fornece o1, podem ser

determinados separadamente sem a necessidade de se resolver um sistema de equacdes.

Visando ilustrar melhor seu método analitico de solugio, HASHIN (1967) apresenta

alguns exemplos de problemas planos envolvendo vigas anisotrépicas:



4.4,2.1 Viga Engastada

Para uma viga engastada anisotropica, sujeita a uma carga concentrada conforme Figura

4.16, as condigBes de contorno sio:

Crz (XE 9"’b} =G, (x,,~0)=0 {4.126a)
Giz{xg,b}ZGm(Xi,b)mﬁ {4.126b})
Mgy =PI {4.126¢)
Py =0 {4.126d)
Py = P (4.127a)
Mg =0 | (4.1275)
Py =0 (4.127¢)
?2(1} = "P (432?@)
152
2 P
4 t
A b
;
oy ? ¢
7 b
2 }
g A

FIGURA 4.16 — Viga engastada anisotropics sujeita a uma carga concentrada.
Fonte: HASHIN (1967).

Iniciando-se a integraciio no ponto A, no sentido anti-horano, as condigdes de contorno
{4.109 - 4.112) tornam-se:

b(x,,~b)y=0 (4.1282)
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a:b(xi 9Wb> =0

= {4.128b)
(%, b)=-Pl-x, ) {4.1292)
%%ﬁ} =0 (4.129b)

A maior poténecia de x;, M, nas condigBes de contorno € deste modo 1 {um). Entdo a

maior poténcia de x; € M + 3 = 4. Finalmente a fungdo de tensio (4.118) torna-se:

m=i ped
m n
¢(Xzsxz}zzzcmxi X,
m= n=0
, e 2 3 , a
=C,, +C,x, +Cx,” +Cx,” +(x,

. - m+n < 4 {4.130)
i 3 Z 4 £l
+Cux, +Cxx, +Cxx,” +Cuxx,

Substituindo-se (4.130) em (4.128 — 4.129) e equacionando-se os coeficientes de iguais

poténcias em X, as seguintes equacgdes séo obtidas:

De 4.128a:

Cp ~Cub+Cb? —C,b° +Cb* =0 @.131)
C,o—Cub+C,b*-C.b* =0

De 4.128b:

Cy —2C,b+3C,b* —4C b =0 (4.132)
C,, —2C,b+3C,b*=0
De 4.12%a;

Co +Cob+Crub® +Cipb’® +Cy b =PI (4.133)
Co +Cib+C,b° +Cb° =P



De 4.129b:
C,, +2C,b+3C,b% +4C,b° =0
C, +2C, b+ 3C.b* =0

(4.134)

A unica relag8o (4.117) necesséria € 2 correspondente am =2 e n =2, Elatem a forma:

~ 48,11, Ciy +48,,Cy =0

(4.135)

Existem, deste modo, nove equacbes para os nove coeficientes indeterminados Cny na

funcio (4.130). Resolvendo-se o sistema de equagles, a fungio de tenso resultante é ento:

.

@(xpxzr:mﬂ(zﬂéji?_{x Pn s Pl

: + X o smeiass
20 20 4 2t 4t ¢
3 .
wﬁ}g—x; ~§~2x} »%-—}ixixz w—-}—g—fxgx;
4b 27 4p 46°
S
onde n= 1112
SH]]

As tensdes sdo agora encontradas através da substituicio de (4.136) em (4.4):

Pn(. 3x,7) 3Bx
““3_1{“[}“ b2 }L 2o %)

4.4.2.2 Viga Bi-Apoiada

(4.136)

(4.137)

(4.138)

(4.139)

(4.140)

A viga amisotrépica bi-apoiada estd detalhada na Figura 4.17, ¢ as condi¢Bes de contorno

s80:
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FIGURA 4.17 — Viga bi-apoiada anisotrépica sujeita 2 um carregamento distribuido,
Fonte: HASHIN (1967).

&1, (%,,-0)= 0, (%,,-0) =0 (4.1413)
o, (x,,0)=0 (4.141b)
G, (x,0)=-p (4.141¢)
M,y =0 (4.1423)
Pyyay =0 (4.142b)
Pyay = P2 (4.142¢)

O ponto inicial de integracio A ¢ escolhido em x;= 0 e x=b. As condi¢les de contorne

para O presente caso assumem a forma:

$(x,,-b)=0 {4.143a)

@igifi’ibi) =0 (4.143b)
0K,

$(x,.0) = ...,23;.}“ (4.1442)

@%j?) =0 (4.144b)

A maior poténcia de x; nas condigBes de contorno é M = 2, e a funcio de tensio:
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m=2 n=3

olx,, %, )= 2. > Co%,7x," m+n <5 (4.145)

m=( =0

O procedimento de solugdo ¢ andlogo ac efetuado para a viga engastada. Existem no
presemte caso 15 {quinze) coeficientes Cy,. Introduzindo-se (4.143 - 4.144) em (4.122 - 4.125)
¢Bo obtidas 12 {(doze) equagles, enquanto 3 {irés) equacles adicionais sfo fornecidas pelas
relagBes (4.117). E por fim, os resultados para as tensGes sfo:

3p 3pn| %, 1 pB Xzz 3
- s N N < B 4.146
RS b -athes + 3 (bz 50 T\ e, 5 (149

3
PiE, Hy
5., = i e = R D 4.147

3

(4.148)

b

s Y
onde n € dado por(4.137) ¢ [3:8[ “12] _Suz
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4.4.2.3 Calculo dos Deslocamentos

Os deslocamentos planos u; e u; também podem ser calculados através da funclio de

tensio ¢. Para este proposito, a relagio constitutiva (4.2) pode ser reescrita na forma:

du, a8* &°
=8 = ¢ +8 (b ¢

T —&” o’ nz @Xf =280 m (4.149a)
au 82¢ 62¢ »-\2¢
€ —éx—’ﬂsnzz o’ + S, fé”x"“i‘“‘”zszg;z o, 0%, {4.149b)
2 2 1
1/ 0u,  Ou 7.4 % R
By :E.;(\@Xi + axj}:smz &2’*82212 5}{2 281212 5?( 5X (4-1490}



onde foi usada a fung3o de Airy &.

Integrando-se {4.149 a, b} com respeito a X € a Xp, respectivamente, obtém-se:

&° 5
u; =5y &?d}gz +Sip g‘“ 2801 g" +f(x,) {4.150a)
2 1 2
% 0% &
U, =Sy "8?2+S2222§5§dx2 =28, é—;{—;%g(xi} {4.150b)

onde feg sio fungBes arbitrarias. Inserindo-se (4.150) em (4.145¢) ¢ arranjando-se o resultado,

a seguinte equacgdo diferencial € obtida:

53 63 52
S ok, + S [ S, + 28y + B i~ 4, T2
2 . 0%, 0%, ar (4.151)
2 *
as P dglx) _dftxy)

0
ok dx, dx,

Esta relagdo, segundo HASHIN (1967), serve para se encontrar as fungdes
desconhecidas g e f, independente das constanies arbitrarias de infegracfo, as quais sdo

determinadas pelas condicBes de contorno para a viga deformada.

Como exemplo, HASHIN (1967) calcula os deslocamentos da viga engastada, sujeita a
uma carga concentrada na extremidade livre (Figura 4.16). A fun¢fo de tensfio (4.136) ¢
introduzida na equagfio (4.151), assim (utilizando-se ainda as equacles (4.134)), somente fungdes
de x; ou de x; permanecerm. Conseqgiientemente, g e f podem ser encontradas por integracgio:

g(x,)=-38,,,Cux’ - 8,,,,C.x] + Ax, +B

£(x,)=128,,,,Cox? = 2[(S,,, +28,,,, )Cys —88,,,Co K2 +Cx, +D (4.152)

A+C=2[-(8,,, +28,,)C +45,,,,C, |

aqui, A, B, C e D sdo constantes desconhecidas, e os Cy, s80 0s coeficientes dados pela fungiio de
tensdo (4.136).
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As condigBes de contorno de extremidade sdo:

0; {0,0)=0 (4.1532)
12 (0,0)=0 (4.153b)
M (0,0)=0 (4.153c)

1

Agora (4.150a, b) pode ser calculada pelo uso de funcfo de tensdo (4.136) e das fungSes
(4.152a, b). Com o uso das condigBes de contorno (4.153) e das equagBes (4.152) as constantes
A B, C e D s8o encontradas. A equag8o da linha elastica resultante é:

SoP oo
QZ{XE,@)m@%{SEXQ” ~x7) {4.154)

onde I € o momento de inércia da segdo transversal.

Com a apresentagdo do célculo dos deslocamentos pelo método de solugdo polinomial de
HASHIN (1967), € finalizada a revisdo bibliografica sobre a aplicagfio da funcfio de tensfio ¢ na
solugdo de problemas planos. No item seguinte, é feito um comentério sobre alguns métedos de
resolugio de problemas na elasticidade que no so aplicados neste trabalho. A finalidade € apenas

evidenciar a possibilidade de aplicagio de outros métodos na resolugiio de problemas envolvendo

solidos anisotrépicos.
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4.5 Discussio Sobre Solucdo de Problemas da Elasticidade

Em geral, um problema da elasticidade consiste em se encontrar as tensfes ¢ as
deformactes num corpo elastico sujeiio as forgas de superficie e deslocamentos. De acordo com
SAADA {(1974), a solugBio de um problema de elasticidade, o mais geral, requer a resolugio de
um sistema de 15 (quinze) equagdes, ou seja, as 3 (irés) equagdes de equilibrio, 6 (seis) relagdes
tensic-deformacio, 6 (seis) relacdes deformacgio-deslocamento, com 15 {guinze) mncégnitas (oy,

&5 B ).

Para sste fim, muitos métodos, numéricos ou analiticos, podem ser empregados. Em se
tratando de problemas elésticos envolvendo sdlidos anisotropicos, apés a modelagem do probiema
na forma de uma equagdo diferencial, € preciso definir qual o método mais adequado para a

resolucio desta equac8o, e assim, obter a solucBo do problema.

Os meétodos variacionais, relacionados & investigaciio de maximos e mimimos de
funcionais, s30 baseados no fato de que os problemas da elasticidade podem ser tratados com as
consideragGes da energia potencial envolvida, que € um funcional, e o equilibrio obtido pela
minimizacio da expressfio da energia. O uso de métodos baseados na energia evita a resolugio

direta das equagles diferenciais do problema.

MURAKAMI et al (1996), aplicando métodos variacionais, estudaram o efeito das
deformagdes devido ao cisalhamento sobre as deflexdes de vigas engastadas anisotropicas, de

secdes retangulares, sujeitas a um estado plano de tensbes ou de deformagdes.

Dentre os métodos numéricos, o método dos elementos finitos e ¢ dos elementos de
contorno sdo os mais utilizados. O método dos elementos finitos transforma o trabalho de se
encontrar uma fungio que realiza um extremo num funcional na procura do extremo de uma

fungio com varios pardmetros, neste caso, na resclucio de um sistema de equagdes lineares que
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determine os valores da fun¢do incégnita nos pontos desejados. A aproximacio tende a ser methor

quanto maior for o namero de elementos em que se divide a estrutura.

No estudo de materiais anisotropicos, tratando-se especialmente da madeira, Al-
DABBAGH et al. (1972), aplicaram o Método dos Elementos Finitos para 2 anglise tri-
dimensional de tais materiais. Em seu estudo, utilizaram elementos discretizados na forma de

paralelepipedos. Vérios exemplos de aplicagdo do método e comparages com solugBes analiticas

da elasticidade, sfo apresentadas. Na Figura 4.18, tem-se um exemplo:

FIGURA 4.18 - Bloco de madeira antes e depois da deformacio. Analise pelc MEF.
Fonte: AL-DABBAGH et al. (1972).
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O Método dos Elementos de Contorno consiste na transformagfio das equages
diferenciais dos problemas, geralmente descrevendo o comportamento da solugfo incognita, Tuma
equagio integral que relaciona somente valores de contorno do problema. Um trabalho dirigido a
aplicagdc do método dos clementos de conmtorno em problemas elésticos anisotropicos tri-

dimensionais, ol realizado por SCHCLAR (1994), onde estfo apresentados virios exemplos,

Realizado o comentéric sobre outros métodos de solugiio para problemas envolvendo
sblidos amisotropicos, pode-se agora descrever a metodologia analitica 2 ser empregada no

presente trabatho.



5 METODOLOGIA ANALITICA

Concluida a fase de fundamentacio tedrica, apresenta-se, neste capitulo, a metodologia
empregada na analise das distribuicBes de tensGes e de deformacGes dos sOlidos anisotrOpicos

estudados no trabalho.

5.1 Analise dos Exemplos de LEKHNITSKII et al. (1968)

Procurando-se analisar melhor a diferenca de comportamento em relagio as tensGes e as
deformacbes entre vigas anisotrOpicas ¢ isotrOpicas, sdo estudadas as solugtes desenvolvidas por
LEKHNITSKII et al. (1968) para as vigas anisotropicas e que foram apresentadas nos itens
44141e441472, para uma viga engastada e para uma bi-apoiada, respectivamente. A analise é

baseada nas equagdes fornecidas, e gréficos comparativos, com os resultados obiidos para uma

viga isotropica, sdo apresentados.

Para a geometria das vigas analisadas nos exemplos, adotou-se a mesma para as
anisotropicas € para as isoiropicas, facilitando-se assim a analise comparativa. Para as vigas
isotrOpicas s@o consideradas as mesmas equagdes, porém omitindo-se os termos onde estdo

presentes os coeficientes de influéneia mitua de 1° espécie (M),
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S30 estudados quatro exemplos de vigas, diferenciadas pelo material anisotropico que as
constituemn. Em cada exemplo, uma espécie de madeira € adotada como o material anisotropico
que compde a viga em questio na analise. As espécies adotadas sio: guapuruvi e ipé (madeiras
brasileiras), ¢ ash ¢ maple (madeiras norte-americanas). A escolha dessas madeiras se deu pelo
fato de suas constanies elasticas serem registradas em trabalhos cientificos, evitando-se assim,

ensaios em laboratdnio,

8.2 Analise do Método de Solucfio Polinomial de HASHIN (1967)

Seguindo-se 05 mesmos procedimentos de anélise realizados com os exemplos de
LEKHNITSKII et al. (1968), analisa-se também os exemplos de HASHIN (1967) dando-se énfase
a elaboracdo de graficos comparativos de tensdes entre vigas anisotrdpicas e isotropicas. Duas
espécies de madeiras sd3o consideradas como material anisotrépico que constituem a viga: a

guapuravi e a ipé.

3.3 Determinacio de Funcdes de Tensdo

Analisa-se ainda neste trabalho, outros exemplos de vigas anisotrOpicas, visando-se a
obtencio de solucdes gue possam explicar, de forma completa ou parcial o comportamento dos
solidos anisotropicos. Assim, tendo-se modelado o problema elastico na forma de uma equacgio

diferencial parcial de 4° ordem (equacio 4.6), € procurada sua solucfo através de uma funcio de

tensdo, e a partir desta, obter as tensGes e as deformagbes.

Com esse intuito, ¢ método de solucdo polinomial de HASHIN (1967) € aplicado na
resolugdo de duas vigas anisotrdpicas engastadas, uma sujeita 2 um carregamento uniformemente

distribuido & outra sujeita a um carregamento triangular. Para a resclucio do sistema de equagBes
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lineares, que fornece o8 coeficientes desconhecidos Co, € utilizado o sofiware
MATHEMATICAL

5.4 Estudo dos Sistemas Compésites em Camadas

Um estudo sobre os sistemas compositos em camadas, especialmente madeira laminads,
também € desenvolvido neste trabalho, dando-se £nfase a determinaciio das suas propriedades

elasticas, e também, analisando-se as distribuicBes de tensGes nesses sistemas quando eles sfo

submetidos & flexfo.

A aplicacio da funcdo de Ay na solgio dos problemas de vigas laminadas é abordada.
Baseando-se nos resultados obtidos por LEKHNITSKII et al. (1968), graficos sobre o

comportamento das tensdes nessas vigas sd0 apresentados.

1 O MATHEMATICA ¢ um sistema genérico de computagiio técnica, com grande capacidade numérica,
simbolica ¢ grafica que permite que cle seja utilizado como ferramenta interativa de ciloulo bem como uma
linguagem de programac8o. Tambeém ¢ possivel utiliza-lo como plataforma para experimeniago e modelagem de
algoritmicos, bem como interagi-lo com outros programas.

109



6 ANALISE COMPARATIVA DOS EXEMPLOS DE LEKHNITSKII et al.
(1968)

MNeste capitulo, s#o apresentados alguns diagramas comparativos de fensfes e de
deslocamentos, enire vigas anisotrdpicas e isotropicas, com a finalidade de se analisar as equagbes
determinadas por LEKHNITSKII et al. (1968) para as tensdes atuantes em vigas anisofropicas
sujeitas a carregamentos uniformemente distribuidos. Primeiramente sio analisados os resultados

para as vigas engastadas e depois para as bi-apoiadas.

6.1 Caso 1: Viga Engastada

Para a elaboragiio dos graficos comparativos para a viga da Figura 6.1, € preciso recorrer

aos resultados apresentados por LEKHNITSKII et al. (1968) para as tenstes. S30 eles:
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FIGURA 6.1- Viga engastada sujeita a win carregamento uniformemente distnbuido.

Fonte: LEKEINITSKII et al. {1968).
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Para as tensbes normais;

5, mm%?wﬂ?%&ﬁ(p;zi}a—Jmmﬁl.{iﬁ EYH

i o 6.1
hiS, bl br ) L 48, S, Up sb ©1)
Parz as de cisalhamenio:

/b2 3 S 447
x
Ty . — 7 _8 P E___y_;_ (6.2}
21 4 h S5;ib b

Substituindo-se nos coeficientes do tensor de complidncia as constantes usuals em
engenharia:

My x
) | ”ﬁ:”“; Sié = g M Ssﬁ :? (63)

as equagles tornam-se’
Z 2 3
X'y g x(, 12y Vo  E, 2|4y 3y
il S | i p 2 - - : - 6.4
%= h{”"” b( b2 }r H 2 UG,J (”’““")Mv Sbn ©4)

gx{b? ) ¢ y 4y
. ot AN . I_ 6.5

Para uma viga isotropica, LEKHNITSKII et al. (1968) apresentam as seguintes tensSes:

2 3 -
. zmm+g(m_ﬁj

2 h

6.6
»°  5b )
3
q Y _ ¥
=l -1+32 -4l .
o 2&1[ Ty b*”} 67
gx[b* .
__ax b 3
- 21(4 Y) (6.8)

E 2 expressdo para a equacdo da linha elastica:

112



2;/ .
v=—3 (x*mz;fuaﬁ)mqh NI w?“jgx l(x—!}‘ (6.9)
3

24E 1 801 L E_ G

(Observando-se a equacdo (6.9), onde também estd presente o coeficiente de influénecia
mitua de 1° espécie, nota-se que a deformacfo da eldstica serd diferente a da apresentada por
vigas isotropicas {ou ortotrdpicas). Procurando-se analisar melhor a diferenca de comportamento,
em relagio 3s tensBes e as deformacdes, entre uma viga anisoirdpica engastada e uma isotropica,

também engastada, apresenta-se a seguir alguns exemplos, basendo-se na formulac@o anterior

fornecida por LEKHNITSKII et al. (1968).

SEo abordados 4 (quatro) exemplos, onde espécies de madeiras sfio adotadas como o
material anisotropico que compde as vigas. A geometria das vigas analisadas nos exemnplos € a
mesma, facilitando-se assim a analise comparativa. Para as vigas isotropicas, sdo consideradas as
mesmas equacdes, mas omitindo-se 0s termos onde estfo presemtes os coeficientes de influéncia

mutua de 1% espécie (Muy ).

Baseando-se na figura 6.1, arbitra-se os seguintes dados:

q=20KN/m,; /=150m; h=010m;b=040m;

£ assim,

1=533%x10% m*

Considerando-se a viga constituida primeiramente de madeira da espécie guapuruvi, o8
valores para as constantes elasticas sdo (MASCIA, 1991):

By = Ex = 3507.5 MPa = 3.507.500,00 KN/m®

Vip = Viy = (,4149;

Grg = Guy = 420.8 MPa = 420.800,00 KN/m?

My = 0,5364
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Substituindo-se esses valores, e os dados da viga e do carregamento, na equacio (6.9),

obtém-se, as equagdes para a linha eléastica:

Para a viga anisoiropica:

v = 4,4547 <1070 (x* - 4Px +31*) - 6,70 x 10 {x ~ [} {em cm) (6.10)

Para a viga isotropica:

v = 44547 x 1070 (x* ~ 4Px +31%) {em cim) (6.11)

Por meio dessas equagdes, & possivel se obter o seguinte grafico comparative:

LINHAELASTICA

.85 g\‘ erennn
06
085 J N
05 BN
0.45
0.4
0.35
03
0.25 4
02
0.15
G.1
G 15 30 45 60 78 80 15 120 135 180

VAO (em)

DESLOCAMENTO {cm!

FIGURA 6.2— Deslocamentos de uma viga engastada anisotropica de madeira, espécie

guapuruvi, e de uma viga engastada isotrépica.

Utilizando-se das mesmas constantes elasticas, pode-se também comparar as tensdes

normais (o) € de cisalhamento (t) para as duas espécies de vigas na se¢fio x = 150 cm:
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FIGURA 6.3- DistribuigSes de tensBes normais de uma viga engastada anisotropica,

de madeira espécie guapuruva, e de uma viga engastada isotropica.
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FIGURA 6.4 Distribuigbes de tensBes tangenciais de uma viga engastada

anisotropica de madeira, espécie guapuruvi, e de uma viga engastada isotrpica.

e
ot
LA



Para vigas constituidas de madeira da espécie ipé, tem-se para as constantes elasticas

(MASCIA, 1991);

B, = 18044,00 MPa = 18.043.900,00 KN/m®
vy = 0,4345;
G,, = 620,2 MPa = 620.200,00 KN/m*

Obtém-se, entlo, os seguinies graficos:

LINHAELASTICA
.
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o 15 30 45 60 75 90 105 120 138 150
VAO {cm)

FIGURA 6.5- Deslocamentos de uma viga engastada amisotropica de madeira, espécie

ipé e de uma viga engastada isotropica.
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FIGURA 6.6 Distribuic8es de tensbes normais de uma viga engastada anisotrépica

de madeira, espécie ipé, e de uma viga engastada isotrdpica.

TENSOES DE CISALHAMENTO

POSIGAO NA SECAO (m

i -0.08
0,12

-G.16

. : .2 \
1.2 -1 «(.8 06 0.4 0.2 i :

TENSOES (MPa) | —% 180 ‘
i ANIS. |

FIGURA 6.7 Distribuicdes de tenses tangenciais de uma viga engastada

anisoiropica, de madeira espécie ip€, e de uma viga engastada isotropica.



Para vigas constituidas de madeira da espécie ash (espécie norte-americana), tém-se para

as constantes elasticas (HEARMON, 1948):

E. = 16116,00 Mpa = 16.116 000,00 KN/m”
vy = 0,4600;

Gy, = 1366,8 Mpa = 1.366.800,00 KN/m®
Thyx = 0,90 (valor arbitrado}.

O valor para o coeficiente de influéncia mbtua de 1 espécie foi arbitrado, pois,
HEARMON (1948) ndo determinou experimentalmente esse valor. A escolha pelo valor 0,90 estd
baseada no fato de se procurar examinar um valor intermedidrio entre os valores para os

coeficientes de influéneia mutua das espécies guapuruvi e ipé.

Assim, pode-se obter os seguintes graficos:

LINHAELASTICA
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FIGURA 6.8~ Deslocamentos de uma viga engastada anisotrépica de madeira, espécie

ash, ¢ de uma viga engastada isotrépica.
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FIGURA 6.9 Distribuicdes de tensBes normais de uma viga engastada anisotropica,

de madeira espécie ash, e de uma viga engastada isotropica.
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FIGURA 6.10- DistribuigBes de tensdes tangenciais de uma viga engastada

anisotrépica de madeira, espécie ash, ¢ de uma viga engastada 1sotropica.
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Para vigas constituidas de madeira da espécic maple (espécie norte-americana}, t8m-se

para as constantes elasticas (HEARMON, 1948):

Ex = 10200,00 MPa = 10.200.000,00 KN/m’
vy = 0,4600;
Gyy = 1244,4 MPa = 1.244.400,00 KN/m’

Tey.s = 0,30

Novamente adotou-se um valor para o coeficiente Ny (0,30), procurando-se assim,
examingr um valor menor do que o utilizado para as ocutras espécies de madeiras. Obtém-se,

ent3o, 0s seguintes graficos:

LINHAELASTICA

—#-—1S0.
—@—ANIS.

DESLOCAMENTO (cm)

T ¥

¢ 15 30 45 80 75 80 105 120 135 150

VAGC {em}

FIGURA 6.11- Deslocamentos de uma viga engastada anisotropica de madeira,

especie mapie, e de uma viga engastada isotropica.
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FIGURA 6.12 - DistribuicGes de tensSes normais de uma viga engastada anisoiropica,

de madeira espécie maple, ¢ de uma viga engastada isotropica.
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FIGURA 6,13 Distribuicdes de fensOes tangenciais de uma viga engastada anisotropica,

de madeira espécic maple, e de uma viga engastada isotropica.

i21



Através dos graficos construidos, baseados nas equacgdes apresentadas  por
LEKHNITSKII et al. (1968), pode-se observar que nio houve grandes diferengas entre as vigas
anisctropicas ¢ as isoiropicas no que se concerne a distribuicio de fensBes tangenciais. Para os
deslocamentos e para a distribuico de tensGes normais, as diferencas mais significativas foram
apresentadas pelas vigas das espécies ipé (ngx = 1.30) e ash (1. = 0.90), espécies essas que
possuem maiores valores para os coeficientes de influéncia mitua de 1° espécie (ny ), © tambem,

para o modulo de elasticidade longitudinal na direciio x (Ey).

Em todos os cases, os deslocamentos e as méximas tensBes normais das vigas
anisotropicas foram menores que as apresentadas pelas vigas isotropicas. De uma maneira geral,
constatou-se que o aumento da diferenca, entre os resultados apresentados pelos dois tipos ds
vigas, € proporcional aos valores para o coeficiente de influéneia mitua de 17 espécie e para o
moédulo de elasticidade longitudinal, que dependem de cada material, ¢ também, proporcional &

esbeltez da secBo transversal da viga.

Por outro lado, quanto menor for o comprimente do vdo, maior a influéncia do
cisalhamento nos deslocamentos e assim, maior a diferenca entre os deslocamentos da linha

elastica dos dois tipos de vigas.
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6.2 Caso 2: Viga Bi-Apeiada

Utilizando-se dos dados da geometria da viga do item anterior, e considerando-se as
mesmas espécies de madeiras, pode-se também obter graficos comparativos entre uma viga bi-

apoiada anisotrdpica (Figura 6.14) & uma isotrépica. Analisando-se somente as tensfes normais e

os deslocamentos, (8m-se;

¥

FIGURA 6.14- Viga bi-apoiada sujeita a um carregamento uniformemente distribuido.
Fonte: LEKHNITSKII et al. (1968).

Tensdes normais:

( 2 { 3
QY ;42 2y, 4 X }&23”1 Vo . E : | 4y 3y
o, == (" =x" )+ 2| —ny, — I-—2 wé_Z( —— e ey T e 6.12
a1 h[ =50 e 2 a6, ) e B ©12)
Equacioc para a linha elastica:
2 2N

v = q (X4m6[2X2+5g4}+ga _Siﬁu+4.iwwi%,nxy’x ([mez) (613}

24E 1 301 E_ G, 3 E

Para as vigas constituidas de madeira da espécie guapuruvi, tém-se:

TensBes normais (na segdo x = 0
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FIGURA 6.15- DistribuigGes de tensfes normais de uma viga bi-apoiada anisotropica

de madeira, espécie guapuruvi, ¢ de uma isotropica.
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FIGURA 6.16- Deslocamentos de uma viga bi-apoiada anisotrépica de madeira, espécie

guapuruvi, e de uma isotropica.
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Parz a espécie ipé:
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FIGURA 6.17- Distribui¢bes de tensdes normais de uma viga bi-apoiada anisotropica

de madeira, espécie ipé, e de uma isotrépica.
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FIGURA 6.18- Deslocamentos de uma viga bi-apoiada anisotropica de madeira, espécie

ipé, e de uma isotropica.



Para a espécie ash:
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FIGURA 6.19— Distribui¢Bes de tensdes normais de uma viga bi-apoiada anisotropica

de madeira, espécie ash, e de uma isotropica.
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FIGURA 6.20- Deslocamentos de uma viga bi-apoiada anisotrépica de madeira, espécie

ash, e de uma isotrdpica.
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Para as vigas da espécie maple:

TENSOES NORMAIS

0.z

0.1z
0.08

POSIGAO NA SEGAO (m
pow ]

4.04

2.5 -2 -1.5 0 -1 05 8] a5 1 15 2 2.5
TENSOES(MP2)

FIGURA 6.21- Distribuicdes de tensdes normais de uma viga bi-apoiada anisotropica

de madeira, espécie maple, ¢ de uma isotropica.
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FIGURA 6.22— Deslocamentos de uma viga bi-apoiada anisotropica de madeira,

espécie maple, e de uma isotropica.
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Analisando-se os graficos apresentados, observa-se que as mesmas consideragbes feitas
para as vigas engastadas podem ser aplicadas para as bi-apoiadas, com excecdc dos
deslocamentos, que s8c maiores para as vigas anisotropicas bi-apoiadas do que para as

isotropicas.

Porém, deve-se salientar que os gréficos sfio construidos baseando-se na formulagio
obtida por LEKHNITSKII et al. (1968), ou seja, o fato dos deslocamentos para as vigas
anisotropicas bi-apoiadas serem maiores do que os apresentados pelas isotrdpicas, deve-se 4 soma
da parcela de deslocamentos referente a anisotropia na equagdo da linha elastica da viga

isotropica, compondo-se assim a equaco (6.13).
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ATIVA DOS EXEMPLOS DE HASHIN (1967)

Com a finalidade de se analisar completamente as solugBes obtidas por HASHIN (1967)
no estudo das tensdes e das deformacBes de vigas anisotrOpicas, sdo elaborados meste capitulo
alguns graficos comparativos de tensbes, semelhantes aos desenvolvidos no capitulo & para os
resultados de LEKHNITSKII et al. {(1968). Come exemplo de material anisotrdpico que compbe

as vigas analisadas, adota-se duas das espécies de madeiras utilizadas no capitule 6, a

guapuruvi e a ipé.

7.1 Viga Engastada Sujeita a uma Carga Concentrada

Para uma viga engastada, sujeitza a uma carga concentrada, conforme Figura 7.1,

HASHIN (1967) encontrou as seguintes tensdes:

p

P
kd
2
o

4 | h

7

FIGURA. 7.1 — Viga engastada sujeita a uma carga concentrada
Fonte: HASHIN (1967).
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rd
G, :%2“‘2 -(1—3 7 ]+3P y»(f—x) (7.1

g, =0 {(7.2)

[y
Oy = _Eg’[f—‘gb_z'] (1.3}

Com o intutic de se comparar as tensdes normais, 3 secdo transversal, da viga engastada

anisotropica com as de uma viga isotrdpica, € preciso definir ainda valores para as vanaveis

presentes na equagdo (7.1). Assim:

~P=10KN, b=020m I=2m;

- k= 1 m {considerando-se uma viga de largura unitaria};
- se¢l0 a ser analisada as tensdes: x =0 (sec@o do engaste).

As constantes do tensor de complifincia podem ser escrita como:

}. n:&y,x
Sin :TE:-; Sim ZEE‘Z

. onde:

Tiyy .= 0.5364 para a especie guapuruvi ; ¢ n, = 1.3051 para a espécic ipé.

Considerando-se, primeiramente, como material amisotrépico a madeira da espécie

guapuruvii ¢ substituindo-se os valores das constantes envolvidas nas equagdes (7.1) obtém-se:

- tensdes normais para a viga anisotropica:

5, =13.41-(1-75-y2)+3750.y (7.4)

- iensBes noTmais para a viga isotropica:



oy, =3750-y (7.5)

Para a espécie ipé:

- tensdes normais para a viga anisotrdpica:

o, =32.63-(1-75-y2)+3750 v (7.6)

- tenses normais para a viga isotrépica:

5, =3750-y .7

Assim, € possivel obter-se o seguinte grafico:
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FIGURA 7.2 Distribuicdes de tensdes normais de duas vigas engastadas anisotropicas

de madeira, espécies guapuruvi ¢ ipé, ¢ de uma isotropica.

Considerando-se a espessura da viga como sendo de 0.10 m (h = 0.10m), e analisando-se

as tensdes ainda na se¢fo x = (0, t€m-se:
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FIGURA 7.3- Distribui¢Ses de tensdes normais de duas vigas engastadas anisotrépicas

de madeira com larguras h = 0.10m, espécies guapuruvii ¢ ipé, e de uma isotrépica.

Alterando-se agora a sec¢fio de andlise para x = 1 m, mas, mantendo-se a largura da viga

h=0.10 m, obtém-se:
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FIGURA 7.4 Distribuicdes de tensdes normais, na se¢8o x = 1m, de duas vigas engastadas
anisotropicas de madeira com larguras h = 0.10m, espécies guapuruvi e ipé, ¢ de uma

isotropica

E agora para x = 2 m:
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FIGURA 7.5~ Distribuic8es de tensfes normais, na extremidade livre x = 2m, de duas
vigas engastadas anisotrépicas de madeira com larguras h = 0.10m, espécies guapuruvi ¢ ipé, ¢

de uma isotropica.

Observando-se os graficos apresentados é possivel constatar-se novamente a influéncia
da anisotropia sobre as distribuicdes de tensdes normais das duas vigas de madeira. Como nos
graficos construidos para os exemplos de LEKHNITSKII et al. (1968), as vigas de madeira
espécie ipé, que possuem o maior valor para o coeficiente de influéneia de 1% espécie (M)

apresentaram maior diferenca de comportamento em relago as vigas isotrdpicas.

Voltando-se a atengfo para a influéneia da largura da seciio (h), sobre essa diferenga de
comportamento, verificou-se que ela nfio é tho acentuada como a influéneia da altura da secfo (b)
(j4 comentada no capitule 6). Ao se mudar a largura da secfio de h = Im para h = 0.1 m, as
distribuigdes de tensBes normais praticamente nfio se alteraram. Com relagBo a posigio da seclio
de andlise de tensdes, constatou-se que a medida que ela se afasta da se¢fio do engaste (de x =0
para x = lm), ocorre um pequenc aurento em relacfo a diferenca de comportamento das tenstes

nos graficos.
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Wa extremidade livre, diferente do que fol apresentado pela viga isoirdpica, as vigas
anisotrdpicas ainda apresentam tensdes normais. Supde-se que esse resultado inesperado seja
devido ao fato que as seghes fransversais, das vigas anisotrdpicas, ndo permanecam planas apds a
deformagiio da viga, assim, havendo deformacBes tangenciais, surgem tensSes normais devido a

articipacio do coeficiente de influéncia mitua de 1° espécie My
P B Ty,

7.2 Viga Bi-Apoiada Sujeita a um Carregamento Distribuido

Neste capitulo, primeiramente sic comparadas as tensGes nommais ¢ de cisalhamento
entre duas vigas anisotrépicas bi-apoiadas, que possuem as mesmas caracteristicas geometricas e
de carregamento, constituidas por espécies diferentes de madeiras, € de uma viga isotrépica, com
3 mesma geometria e sujeita a0 mesmo carregamento das bi-apoiadas. A seguir, esses resultados
sio comparados com os resultados obtidos por LEKHNITSKII et al. {1968) para a mesma viga
bi-apoiada.

7.2.1 Analise Comparativa com uma Viga Isotrépica

Para a viga anisoiropica bi-apoiada, representada na Figura 7.6, HASHIN (1967) obteve

as segumtes tensdes:
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FIGURA 7.6 - Viga bi-apoiada sujeita a um carregamento distribuido.
Fonte: HASHIN (1967}

- tensHes normais:

3p- 2 \3 2 2 i
&, = 3P5’3 (x?-a?)+ 22 T (¥ L Y T v, + E Y_ZW_%‘ (7.8)
4dhb 2b B 3 Zhb 2 2G,, b 5

- tensbes de cisalhamento:
2
5, = [4 n’;’“ -y+3x}[i—§3—) (7.9)

T
Utilizando-se das constantes elésticas para as madeiras guapuruwvi e ipé (Tabela 7.1),

TABELA 7.1 — Valores para as constantes elasticas das madeiras guapuruvii e ipé.

ESPECIE E, (KN/m®) Gy (KN/m”) Viy Nays
Guapuruvi 3.507.500,00 420.800,00 0,4149 0,5364
Ipé 18.043.900,00 620.200,00 0,4345 1.3051

Fonte: MASCIA (1991).

¢ possivel se obter os seguintes graficos, (parz as se¢Bes x =0ex =075 m):
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FIGURA 7.7- Distribuicdes de tensSes normais, na secio x = 0, de duas vigas bi-apoiadas

anjsotropicas de madeira com larguras h = 0.10m, espécies guapuruvi ¢ ipé, e de uma isotrépica.
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FIGURA 7.8 Distribuig8es de tensdes normais, na se¢fio x = 0.75m, de duas vigas bi-apoiadas

anisotrdpicas de madeira com larguras h = 0.10m, espécies guapuruvi e ipé, e de uma isotrépica.
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FIGURA 7.9- Distribui¢des de tensdes de cisalhamento, na se¢fio x = 1.5m, de duas vigas bi-
apoiadas anisotrépicas de madeira com larguras h = 0,10m, espécies guapuruvi ¢ ipé, e de uma

isotrépica.
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FIGURA 7.10- DistribuicSes de tensGes de cisalhamento, na secfio x = 0.75m, de duas vigas bi-
apoiadas anisotrdpicas de madeira com larguras h = 0.10m, espécies guapuruvi ¢ ipé, e de uma
isotropica.
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Analisando-se os graficos de tensBes normais para a viga bi-apolada, verifica-se que as
mesmas observacdes feitas para a viga engastada, no que concerne aos valores do coeficiente de
influéneia matua de 17 espécie e do mbdulo de elasticidade longitudinal (Ey), e também 2 posigio
da se¢o de andlise (a diferenga ¢ que para a viga bi-apoiada a se¢do x = 0 corresponde 4 se¢fo do

meio do vao), podem ser aplicadas para a viga bi-apoiada anisotropica.
Hm relagfo 2s tensdes de cisalhamento, observa-se gue na secio x = L35m (que

corresponde a se¢do dos apoios) a diferenca entre as tensGes & menos acentuada do gue na segdo x

= 0.75m { localizada entre 0 meio do vio e 0s apoios)

7.2.2 Analise Comparativa com os Resultados de LEK]

INITSKII et al.(1968)

Comparando-se os resultados, para as tensdes normais, de HASHIN (1967) com os de
LEKHNITSKII et al. (1968), ¢ possivel obter-se os seguintes graficos comparativos de tensdes,
considerando-se apenas a espécie de madeira ipé como exemplo de material anisotropico, para

uma viga anisotropica bi-apoiada (Figura. 7.6), nas se¢bes x = 0 e x = 0.75m, respectivamente:
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FIGURA 7.11- (rafico comparativo das distribuices de tensfes normais, na secio x =
0, obtidas por LEKHNITSKII et al.{1968) e por HASHIN (1967) para uma viga bi-apoiada

sujeita a um carregamento uniformemente distribuido.
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FIGURA 7.12- Grafico comparativo das distribuicSes de tensdes normais, na se¢lo x =
0.75m, obtidas por LEKHNITSKII et al.(1968) e por HASHIN (1967) para uma viga bi-apoiada
sujeita a um carregamento uniformemente distribuido.
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Comparando-se os resultados de LEKHNITSKII et al. (1968) e de HASHIN (1967},
através dos graficos apresentados, € possivel se observar que as equacdes que ambos obtiveram
ndo diferem muito em termos de valores de tensBes para a secio de andlise no meio do vio (x =
0). Porém, ac se distanciar a segfo de snalise para x = 0.75m, as diferencas ja2 sfic mais
significativas, ocorrendo uma mversio de valores maximos de tensbes (de tragio e de

compressio) entre os resultados de ambos pesquisadores.

Considerando-se apenas os recursos analiticos, € dificil chegar-se numa resposta a cerca
de qual dos resultados seja o mais correto. Verificando-se as equacdes de tensdes fornecidas pelos
pesquisadores, em seus respectivos trabalhos, observa-se que elas satisfazem as equagBes de
equilibrio de tensbes. Além dessa importante constataciio, é preciso ainda verificar se as fungdes

de tensfio, que deram origem 2 essas tensdes, satisfazem a equaco diferencial parcial (4.6).

Infelizmente, os pesquisadores ndo fornecem em seus trabalhos essas fungGes de tensio.
LEKHNITSKII et al. {(1968) apenas comentam que ¢la tem a forma de um polindmio de 5° ordem.
BASHIN (1%67), como ja foi comentado, vai um pouco mais além e fornece o método para

obtengdo dessa funco.

Para se ter uma resposta eficiente, em termos praticos, quanto a veracidade das duas
equacdes, seria preciso ainda alguns ensaios de laboratério e, de posse desses dados, efetuar as

comparacSes finais, visando-se chegar na resposta mais precisa.

Porém, mesmo cercados de tantas imprecisGes, os resultados obtidos pelos
pesquisadores s#0 muito importantes, pois ambos registram as peculiaridades presentes, em

termos de tensdes, nas vigas amisotropicas.
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§ APLICACAO DO METODO DE HASHIN (1967) PARA A OBTENCAOD

DE ALGUMAS FUNCOES DE TENSAQD

Neste capitulo o meétodo de HASHIN (1967) ¢ aplicado com o objetivo de se estudar a
distribuicio de tensGes de outras vigas amsofrdpicas, suieitas a condigBSes de carregamentos
diferentes das apresentadas pelas vigas analisadas em seu artigo. S&c obtidas as tensBes para uma
viga engastada sujeita a um carregamento uniformemente distribuido e para uma viga engastada
sujeita a2 um carregamento triangular. ComparacBes com resultados obtidos por LEKHNITSKI et

al {1968) e com solugOes para vigas isotrOpicas também sdo realizadas.

8.1 Viga Engastada Sujeita a um Carregamentoe Uniformemente Distribuide

Para a viga engastada, considerada anisotropica, da Figura 8.1:

¥y

"N

B [T s

S

FIGURA 8.1 - Viga engastada sujeita a um carregamento uniformemente distribuide.
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tém-se as seguinies condigdes de contorno:

o{x,~b)=0 (8.132)
8@2——%} 0 (8.1b)
¢(x,b)= %(i - x)’ (8232)
5@%@@:@ (8.21)

A maior poténcia de x nas condigBes de contorno (8.1 — 8.2} ¢ M =2, Assim N=M+3

=5 g a funcBo de tens#o torna-se:

ek el

@{X,y}zZZmemy” = mn <5

sl s
=Cqp +Cyy + Cozyz + C03y3 + CMY4 + C05y5 +
+Cx+Cxy + Cuxyz + C;ax}'a + C;4XY4 + (8.3)
+C,x* + Cyx’y + Cpx’y? + C %7y

O namero de equagfes necessarias para a determinagio dos coeficientes Cy, € dado por;
Szé—(Mﬂ%l)n(MnLS):lS (8.4)

Inserindo-se a funglo de tensfo {(B.3) mnas condicbes de contorno (8.1-8.2) e

equacionando-se coeficientes x de iguais poténcias:

De 8.1a:

Cp —Cyb+Cpb? ~Cb* +C b* ~C,b° =0 (8.52)
C,, —C,b+C,0" =C.5° +Cb* =0 (8.5b)
C, ~Cyb+Cub?~Cub’ =0 (8.5¢)
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De 816

C,, —2C,b+3C,b° —4C,,b% +5C,b* =0 (8.6a)
C,, —2C,b+3C,.b* -4C,b° =0 (8.6b)
C,, ~2C,b+3C,b" =0 (8.6¢)
e 822

Co +Cyb+Cyyb® +Cub% +Cb? +Cy b’ :m%zz (8.72)
Cio +CyB+Cpb” +Cpb® +C 0% =¢f (8.7b)
C,, +C, b+ € b? +Cb° xmg} (8.7¢)
De 825

C, +2C,b+3C, b* +4C b° +5C,b* =0 (8.8a)
C,, +2C,b+3C,,b* +4C,b* =0 (8.8b)
C,, +2C,b+3C,b° =0 (8.8¢)

As trés equagBes restantes advém das relacBes periddicas, respeitando-se 2 desigualdade

m+n<3i

Param=2en=2:

8(51122 2800, }sz ~248,,,Cis +248,,,C,, =0 (3.9)

Param=2en=3;

24(83122 + Zszm )sz ™ gésmzcm + 120811]}(:05 =0 (8.103

Param=3en=2

~488, .C,, +245,, C, =0 (8.11)
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De posse das 15 {(quinze) equagdes € possivel resolver um sistema para se encontrar os
15 {quinze} coeficientes desconhecidos Cg,, utilizando-se o software MATHEMATICA. No

Amnexo A, os resultados fornecidos pelo programa estdo mais detalhados.

Substituindo-se 0s coeficientes obtidos na resoluc3o do sistema de eguacBes, a funcio
de tensdo (8.3) torna-se:
2 v, S v 2 fi o ¥R Y
_.qﬁ}_;_}r}z 10007, {2b ?‘}(5 X} 20, (b Y) }f+(104{b Y)
-{Sais (i—Zx}—i—Z&ny}
80-a3, - b’

olx, y)= (8.12)

com as constantes oy possuindo os seguintes valores:

oy =8y @ =48y, @y =5, 2By,

De posse da fungio de tensfo, € possivel se obter as tenses através da funcio de Airy.
Substifuindo-se ainda as constantes do tensor de complidncia pelas constantes usuais de
engenharia:

1 -V S 1 S My x
Siiliﬁsilﬂ'?é:m= Sim =5, = E:y; Z‘szm—é";:zg . 1112:%25%:“5

xy

tém-se as seguintes tensdes:

—12y-n2  +5l- ~10x - -
q| 3B,y +4G,, 7 M T 72 Ty \}bz
ox,y) _ "3 Vay My Y )

62
&, = +
S 40b°G,,
. ] A (8.13)
3 -6xi-6-m, -vI+3x"+8. %, -y  +
q 5y, 2G,, , we ) MY -E.y*
+2-v,, Yy +12-m,, X0y
...}.
40b°G,
& olx, 2b—vyib+y)
o = o0y} al2b-y)b+y) (8.19)

ox? 45°
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_O%fx,y)_aldl -3x-4-mg, yly’ - b7
Byox 45°

(8.15)

Tz

Para um melhor entendimento dos resultados, elaborou-se a seguir alguns graficos de
tensGes normais e de cisalhamento, com a finalidade de comparar os resultados obtidos com
agueles fornecidos por LEKHNITSKII et al. {1968) e apresentados no item 6.1. Cabe salientar
que as equagdes obtidas por LEKBEINITSKII et al. (1968) foram ajustadas para o sistema de eixos

de referéncia da Figura 8.1.

Observa-se que foram utilizadas duas espécies de madeiras, a guapuruvi € a ipé, cujos
dados de constantes eldsticas estfo apresentados na Tabela 7.1, Para ambas tensdes, normais e de
cisalhamento, a seclc de analise na viga serd x = 0. Considercu-se também as vigas com

espessura b =1 m.

Primeiramente para a espécie ipé, tem-se:

TENSOES NORMAIS(IPE)

0.2 ;
0T T SO OO SO SO PR

D12 b et s e S S

[0 07; J o S SR O— e
- R OO SO OO S M E————

) i EK.
........................................................................................................... B HAS.
. S O —&H180,

POSIGAC NA SECAO (m)
L)

o fa ;- ) S— O VSO OO
B\
0,16 fm

-118 08 -085 04 015 01 635 06 085

TENSGES (MPa)

FIGURA 8.2 DistribuicSes de tensfes normais, na se¢fo x = 0, de duas vigas engastadas

anisotrdpicas de madeira, espécie ipé, e de uma isotrdpica.
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TENSOES DE CISALHAMENTO

. 0,2
__________________ s 048
O = VU —— 6,12

POSICAG NA S8ECAD (m)

................. DO - o )

————— 0,04
0

,,,,,,,,,,,,,,, et .04

,,,,,,,, e 2 0,08

................................................... o SRS I K
,,,,,,,,,,,,,, T e 0,18

% - : . : : 3,2
8] 0,02 0,04 0,08 0,08 I 8012 -850,

TENSOES {MPa) "“’“‘Hﬁz
e HAS

FIGURA 8.3 DistribuicOes de tensdes de cisalhamento, na segfio x = 0, de duas vigas

engastadas anisotropicas de madeira, espécie ipé, e de uma isotrdpica.

E para a espécic guapuruvi:

TENSOES NORMAIS(guap.)

0,2 :
0,18 i RS NP
0,12 -~
o8
0,04

Ty .
5 o) I OSSO
BT - R S OO O S
018 e

02 B , ; ‘ . !
095 -075 0885 035 015 (05 025 046 065 085

POSIGAC NA SEGAO (m)

TENSOES (MPa)

FIGURA 8.4- DistribuigSes de tensSes normais, na secio x = (, de duas vigas engastadas

anisotropicas de madeira, espécie guapurnvi, ¢ de uma isotrépica.
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TENSOES DE CISALHAMENTO

92
0,18
0,12
0,08
0,04
0
0,04
--------- 0,08
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, {1.012
............................................. ey 0,16

g ‘ . R . } . 072
G 0,62 0,04 0,06 0,08 0.1 TR PR a——

TENSSES {kgfiom2) —8—LEK.
oo MBS

POSICAD NA SEGAD (om)

FIGURA 8.5~ DistribuicSes de tens8es de cisalhamento, na se¢do x = 0, de duas vigas

engastadas anisotrépicas de madeira, espécie guapuruvi, e de uma isotrépica.

Dos gréaficos apresentados, ¢ possivel constatar que as solugbes obtidas para a viga
engastada anisotropica, sujeita a um carregamento uniformemente distribuido, utilizando-se o
método polinomial de HASHIN (1967), praticamente ndc diferem das solugdes de
LEKHNITSKII et al. (1968) para a mesma viga, 0 que confirma assim a veracidade dos

resultados.

Em comparac@o com as vigas isotrépicas, os resultados mostram também que as vigas
constituidas de madeira espécie ip€ apresentaram maiores diferengas, tanto para as tensdes
normais como para as tangenciais. Isso vem a confirmar a participagfio dos coeficientes de

influéncia mitua nas distribuicdes de tensdes, que na especie ipé ¢ maior do que na guapuruvi.
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8.2 Viea Engastada Sujeifza a um Carregamente Distribuide de Forma

Triangular

este item, serd efetuada a mesma analise que foi realizada com a viga engastada sujeita

a um carregamento uniformemente distribuido.

Para a viga engastada, considerada anisotrépica, da Figura 8.6

FIGURA 8.6~ Viga engastada sujeita a um carregamento triangular distribuido.

tém-se as seguintes condi¢des de contorno:

o(x,-b)=0 (8.16 a)
%(;;wb) o (8.16b)
olx,b) = -—%ﬁ(f -3 +3x%" W;X;—j (8.17 a)
aéa(a?‘b) 0 (8.17b)

A equagdo (8.17 a) corresponde ao momento fletor numa segdo fransversal genérica da

viga engastada da Figura 8.6 e sua deduc@o esta apresentada no Anexe C
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A maior poténcia de ¥ nas condicbes de contorno (8.16 ~ 8.17) ¢ M = 3. Assim,

N=M+73 =6, ¢ afuncio de tensio torna-se:

m=3 n=8

dx,v}=2.3 Cx"y" =  min <6

mwl) p=0

=L '%“Cmy*"gozyz 'é“cazys “"'LCG«&Y{é J=“Ces§7s +C%yé +

+Cpx +C xy ‘}‘{:125@2 +C;3XY3 +{:14XY4 +C§5>§y5 +
+C x5 +Cxy? +Cx?y® + Cux®y® + 0%y +

3 . 2 3..2 3_3
FCpx” + 0, x vy +C,,x7y" +C,,x7y

(8.18)

O nomero de equagBes necesséarias para a determinacio dos coeficientes Conm € dado por:

Sx%{M +1)- (M +8)=22

(8.19)

Inserindo-se a fungBo de tensfc (8.18) nas condighes de contorno (8.16 - 8.17) ¢

equacionando-se coeficientes x de iguais poténcias:

De 8.16a:

Cpo —Cob+Cb? —C 0> +Cb* ~C b +Cb* =0
C, —C,b+CL0° —C.b° +C b -C ;b =0
C,-C,b+C " -Cp°+C,b*=0

C,, —C,b+Cb" -C b =0

30

De 8.16b:

C, —2C,b+3C,b" —4C,b° +5C b - 6C,b° =0
C, —2C,b+3C,;b*—4C,b* +5C.b* =0

C, -2C,b+3Cb* —4C b* =0

C,, ~2C,b+3C.b*>=0

i3t

{8.20a)
(8.20b)
(8.20¢)

(8.204d)

(8.21a)
(8.21b)
(8.21¢)
(8.21d)



De 8.17a:

Cop + Coyb +Cipb? + Ciyb® + Coub® + Cpub” + T’ = —flgézz
Cho +Cib+C b2 +Cb° +Cb* +Cb° = %?z
Cp+Cpb+ 0  +Cub* —Cb% = w%

Co +Cyb+ €32h2 + Css%s = ‘%‘?“

De 817

Cy +2Co,b +3C 0% +4C 0% + 5C,b* +6C,b° =0
C,, +2C,b+3C ;b +4Cb° +5C.b* =0

C, +2C,,b+3Cb" +4C, b =0

C,, +2C,b+3Cb> =0

{8.22a)

(8.220)

(8.22¢)

(8.224)

{8.23a)
(8.23b)
(8.23¢)

(8.23d)

As seis equagles restantes advém das relagSes periddicas, respeitando-se a desigualdade

m+nss

Param=Zen=2:

S(Snzz +281222 )sz _2432212631 "2451112(:13 +24Sam(:o4 =0

Param=2en=3;

= 4852212(:32 + 24(31122 "*“251212 )Czs - gésmzcm ‘Hz@smlccs =0

Param=3en=2

24(8;122 + 281212 )Caz - 4881112623 + 24S1112C34 =0

Param=3en=23

?2(81122 + *?'Szzzz }Css “19281212(:24 +}‘2031]1§C15 =0

is2

(8.24)

(8.25)

(8.26)

(8.27)



Param=2en=4

48(3;122 + 25,0 )szt = 7255,,Csy = 2408, C,5 +3605,,,,Cys =0 (8.28)

Param=4den=72

=728,,,Cy +245,,C, =0 (8.29;

De posse das 22 (vinte e duas) equagbes € possivel resclver um sistema para se encontrar

0% 22 (vinte e dois) coeficientes desconhecidos Cuy, utilizando-se o software MATHEMATICA.

Diferente do que foi apresentado para a viga engastada do exemplo anterior, a qual
estava submetida a um carregamento uniformemente distribuido, ou seja, a um carregamento
constante, os resultados obtidos para a viga sujeita a um carregamento friangular, portanto

varidvel em relacdo ac eixo x. apresentam uma complexidade maior.

LEKHNITSKII et al. (1968). por exemplo, comentam sobre a dificuldade de se frabalhar
analiticamente com esse problema, e assim, tratam apenas de um exemplo onde uma viga

ortotrépica estd sujeita a um carregamento triangular,

Devido a essa complexidade analitica do problema, a manipulagfio dos ceeficientes Cpp,
e a sua conseqilente substitui¢do na funcio de tensao (8.18), bem como a obtengfo das tensdes
através das derivagdes da funcio de Airy, foram realizadas com o auxilio do software
MATHEMATICA. Os resultados constam no Anexo B, ¢ a seguir, apresenta-se alguns graficos
de tensOes, construidos a partir desses resultados obtidos. O material anisotrdpico considerado €

novamente a madeira da espécie ipé, cujas constanies eldsticas s@o mostradas na Tabela 7.1

(s dados da viga e do carregamento sao:

q=20KN/m; b=020m; [=150m; h=Im

Para as tensdes normais. na segdo x = 0 tém-se:



TENSOES NORMAIS(h=1m)

POSICAD NA SEGAO (m)

ft]
P
i

~G3,35 0,25 3,15 -0.05 0,08 0,25

TENSAO (MPa} —EISG,
hea and 1241

FIGURA 8.7~ Distribuicdes de tensSes normais, na secdo x = 0, de duas vigas engastadas, uma

anisotrépica e outra isotrépica.

Para as tensoes de cisalhamento:

TENSOES DE CISALHAMENTO

POSIGAO NA SECAO (m)

i | ¥ T = -0,2
o 0,01 0,02 0,03 0.04 0,05 0,06
TENSBES [MP & IS0,
(MPa) | |PE |

FIGURA 8.8~ Distribuicdes de tensdes de cisalhamento, na se¢io x = {}, de duas vigas

engastadas, uma anisotrdpica e outra isotropica.
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Considerando-se agora a segfo x = 1.50m (extremidade livre) como sec¢fio de analise:

TENSOES NORMAIS(h=1m)

0,2
0,12 b T, e e "
T

¥+ B S
3
-3,12

-0,2 ; : - :
045 0,1 0,06 o 0,05 2.1 3,15

TENSAC (MPa) [EIS0.

POSIGAO NA SECAD (m)
L]

i
i

FIGURA 8.9- Distribui¢des de tensGes normais, na se¢fio x = 1.50m, de duas vigas engastadas,

urna anisotropica e outra isotrdpica.

TENSOES DE CISALHAMENTO

0,2

é ,,,,, 0,16
..... ,%é 0,12
:

POSICAO NA SECAO (m)

‘ ‘ ‘ ‘ : 3,2
-002 0015 001 D005 0 0005 001 0018 002

w180,

- '
TENSOES (MPa) | g ipg

FIGURA 8.18- DistribuicBes de tensdes de cisalhamento, na secio x = 1.50m, de duas vigas

engastadas, uma anisotrépica e outra isotropica.
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Considerando-se os resultados apresentados para as distribuigBes de tensSes normais e
de cisalhamento, constata-se que houve maiores diferencas em relagio a viga isotropics, do que

para o exemplo onde se analisou a viga sujeita a um carregamento uniformemente distribuido.

A razBo para esse aumento de diferenca pods ser apontada devido ac carregamento
variavel {triangular) e também a participagio do coeficiente de influéncia mifua vy, que
aparece na fungfo de tensdo obtida para esse exemplo {2 funcdo estd apresentada no Anexo B), e
gque quantifica a influéneia de tensdes tangenciais no planc yz em deformacfes normais na

direcio y.

Outro resuliado observado € o fato de que na exiremidade livre ainda se conceniram
tensBes normais ¢ de cisalhamento. Como ja foi comentado no #em 7.1, isso se deve 4 presenca

dos cosficientes de influéneia mitua nas equages,



1AS COMPOSITOS EM CAMAD

Sistemas compositos em camadas, especialmente madeiras laminadas, vem tendo,
ultimamente, seu uso incrementado na engenharia de estruturas. Devido a isso, as pesquisas na
4rea de materiais compodsitos tém sido bastante intensas nas Oltimas décadas, fato esse decorrente
da necessidade, cada vez maior, de se obter materiais com propriedades de alta rigidez e
resisténcia em direcles defimdas, bem como, de diminuigio dos custos de fabricag@io desses

sistemas.

Matenial composito, ou conjugado, € um termo gera! usado para designar um comjunto
de materiais heterogéneos associados para realizarem uma fungfio que os materiais isoladamente

nfo poderiam exercer (BONES, 1995).

A madeira, por si 86, é um material organico composto de cadeias de celulose embebidas
numa matriz de lignina possuindo propriedades mecinicas direcionais. As cadeias de celulose
constituem macroscopicamente fibras de orientaclo definida, cuja coesfio provém da lignina que
¢ amorfa e faz o papel de matriz. Quanto maior for a proporgio de lignina, maior serd a
resiliéncia do conjunto, que se tomma mais elastico, sendo que as propriedades de rigidez e
resisténcia da madeira provém da unifio das suas fibras trabalhandc conjugadamente numa matriz
aglutinante (BONES, 1995).

De acordo com BODIG & JAYNE (1982), na sua forma natural, a madeira pode ter sua
capacidade de suporte diminuida pela presenca de defeitos, como por exemplo nos. Deste modo,
a laminaglo entra como uma solugdo para um methor aproveitamento deste material. Na Figura

$.1 estdo mostradas algumas formas de reorganizacio da madeira e seus derivados.
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FIGURA 9.1: Formas de reorganizacio da madeira e seus derivados.
Fonte: BODIG & JAYNE (1982).

Neste contexto, nots-se a importéncia de se estudar os sistemas de camadas, com ©
intuito de se entender seu comportamento € assimn, contribuir para o aumento de suas aplicagdes.
Assim, apresenta-se neste capitulo, um estudo sobre os sistemas de camadas em madeira
laminada, dando-se énfase a aplicacio das fumges de tensfio na analise das distribuigdes de

tensdes nesses sistemas quando eles sfo submetidos a flexo.

9.1 Métedo de Analise Considerando-se a Fungfo de Airy

De acordo com CARRASCO (1989) o calculo de pegas estruturais de madeira laminada
colada (MLC) era normalmente baseado em resultados aproximados, determinados atraves de
teorias elementares. Os primeiros estudos mais exatos foram desenvolvidos a partir de

investigacSes do comportamento mecdnico de vigas laminadas compostas de trés camadas

simétricas em relacdo ac centro de gravidade.

Na elasticidade plana, a func@o de tensfio de Airy tem sido extensivamente usada para a

solucio de problemas de vigas de vanas configuragSes geométricas e condigBes de carregamento.
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Tratando-se de vigas de multi-camadas, a fungiic de tensfo de Airy ¢ determinada em
cada camada usando-se as condigBes de contorno e de continndade separadamente. As condigBes
expressam o fato de que as tensBes e os deslocamentos satisfazem certas exigéncias prescritas ao

longo dos contornos ou das interfaces do corpo composito.

BRAO & GHOSH (1979) realizaram uma analise tedrica exata de uma viga laminada,
submetida a um estado plano de tensbes, por meio de métodos elasticos. Consideraram as ldminas
da viga como sendo ortotrdpicas e a solugio € obtida atraveés das fungdes de Airy, escolhidas por
meio de um método apresentado por SILVERMAN (1964) para soluces de vigas orioiropicas

sujeitas a cargas polinomiais.

GDOUTOS & KATTIS (1982 formularam as tensfes e as condigbes de continuidade de
deslocamentos para a interface enire camadas anisotrdpicas coladas, de diferentes propriedades
clasticas, por meic da correspondente funciio de Awry para as camadas. Dois exemplos sdo
apresentados, nominalmente, uma viga engastada submetida a uma carga concenirada & 2 um

momento fletor, e uma viga bi-apoiada sujeita a um carregamento uniformemente distribuido.

FOSCHI & FOX (1970), estudando vigas laminadas curvas de madeira, sujeitas a
tensOes de trag@o na diregfo perpendicular s fibras das ldminas, utilizaram a funcio de Airy em
coordenadas cilindricas. As l8minas sfo consideradas cilindricamente ortoirdpicas. BUCKNER
& GOPU (1987) estudaram laminados com o objetivo de otimiza-los estruturalmente, reduzindo

o volume de madeira. Vérias solugBes foram apresentadas.

No item seguinte, aborda-se o método de analise de vigas laminadas, sujeitas 4 flexdo,
de LEKHNITSKII et al. (1968).
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9.2 Método de Andlise de LEKHNITSKII et al. (1968)

Segundo LEKHNITSKI et al. {1968) ¢ possivel obter-se a distribuigio de tensBes na
flexfio para certos casos de solicitagio de uma viga composta de um mimero arbitrario de

camadas anisotropicas, de espessuras uniformes, por meio de uma funcio de tensfo polinomial.

Em seu trabalho, LEKHNITSKII et al (1968) consideraram o caso de uma viga
engastada, composta de um namero arbitrdrio de camadas ortotropicas, de mesma espessura, mas
com diferentes propriedades elasticas. Na extremidade livre, ela € submetida a uma carga P e a
um momento fletor M. E necessério se determinar as tensBes em cada camada, bem como a

equacio da linha elastica e a ngidez 2 flexdo.

#

P
v = j =5
1 - ]
;_ibijsz if ?
f/ iz E%WL imgyﬂr
M - ’/;m______i ¢ bx
| pEm—— i el
k+ =N
n =
/ =
vy

FIGURA 9.2 — Viga laminada engastada, composta de um nGmero arbitrario de
camadas.

Fonte: LEKHNITSKII et al. (1968).

Na Figura 9.2, € possivel observar que as camadas sfio numeradas da camada superior

para baixo. As seguintes designacdes sdo introduzidas:

- 11 nomero de camadas;
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- I comprimento da viga;

- b altura ds viga;

- h: espessura das camadas {a mesma para todas);

&

camada k;

§ Y - e
A csy&ﬁ, *txy{k’ , Ux, Vi, 530 astensGes e as componentes do deslocamento em cada

- ES, E®, vxy®, v™, G® sdo as propriedades eldsticas principais para cada

camada k;

- b1 © by sBo distncias da face supenior da viga até as faces superiores e inferiores de

cada camada (k= 12, n;by=0, by =b).

As componentes de tensdo s3o expressadas para cada camada, individualmente, pela

funcdo de Airy:

-3 2z 2
s T w_ 0% ©__ 0

x ayZ 3 ¥ 5}(2 2 xy axay

onde 2 funcio ¢y satisfaz a equacio diferencial:

1 3%, [ 1 2v§§>} 0% 1 9%, _

E® gt + G(k)“Efk) °5X25yz E® gy -
¥ X *

As componentes de deslocamento sfio determinadas das equagdes:

- @
Ay, 1w Ve w

G
e "
ox E E;

R

[y
avkw Vi (k)

1
el
ay - £ Ox g Ty

* ¥

i6l

6.1

(.2)

{9.3a)

(9.3b)



e e = G® Ty (9.3c)
As condiges de contomno nas bordas superior ¢ inferior s8o.
~emy=0 o’ =10 =0;
9.4}

~emy=b ol =t% =0,

Desde gue o deslizamento entre as camadas n3c € considerado, as condigles na

superficie de contato sfo:

flem Y S 5
~emy="by af =P =0, ¥V =1l=0
e S Ux , Vil ™V (9.5)

As tensSes em cada secZo transversal equilibrarfio a forca exierna € o momento (o que

também ocorre nas seges x =0 ex =1 ). Assim:

n % n b M —Px n B p
> JoPay=0, X [ol yiy=———, 3 [Pdy=-r (9.6)
k=ip, , k=l by, k=l by
A solugiio do problema € obtida através de funcBes de tensdo do tipo:
¢, =A Xy +B,y* +C.xy* +D,y* +E, xy° ©.7

que satisfazem (9.2) para quaisquer valores de coeficientes. Funces do mesmo tipo foram
também utilizadas por GDOUTOS & KATTIS (1982).

LEKHNITSKII et al. (1968) fornecem os seguintes resultados finais para as
componentes de tensio:

6E®
hS

®© _

ot (M-Px)(2-S,y-S,), o¥=0 onde(k=1,2,..,0) 9.8)
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6P Mi (b7 b7, ) BY +(y7 ~bi, }'Ef)J

=i

Gy o 2% 29
Ty hy g1 \ {%)-l { }
_'Sz Z(bi ”bi—i}“E’;) +(}'“bkm1}"ﬁx JJ
onde(k=23,...,n~1)
6P-EY
T = —(8,y-8,)y , para k=1 (9.10)
b8
&6pP-EW
o =— . -0, +yB b, -y) , perak=n (6.11)
Onde as seguintes designacSes sdo introduzidas:
S, “":Z(bk ~b, ,)-E¥ {(9.12a}
k=l
s, => b2 -b, }E® (9.12b)
k=1
s, = (b3 -b3, ) E® (5.12¢)
k=1
§=4-8,8, 382 (5.12d)

Observa-se que 0 ix0 neutro ¢ encontrado numa distincia da borda superior igual a:
SZ

YO—E

(9.13)

A equagio da elastica da viga € do mesmo tipo do caso de uma viga homogénea

engastada de rigidez D:
P 3 2 3 M 2
=—ix" =3 x+20 }o—Ix 1 9.14
Y 6D (X * ) ZD (X } ( )

E arigidez (D) ¢ determinada pela formula:
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_ bS
128,

(9.15)

Todas as formulas apresentadas podem ser simplificadas guando as camadas sfo de
mesma espessura. LEKHNITSKII et al (1968), procurando aplicar 2 formulagio desenvolvida,
apresentam um exemplo onde € possivel observar 2 maneira que as tensSes se distribuem em

vigas compostas por léminas de diferentes propriedades elésticas.

A viga engastada (Figura 9.3) € composta por duas camadas, nas quais, 2 relagio entre
suas alturas é 1:3 e a relagdo entre os médulos de elasticidade longitudinal 6 1:9 ( B\ =E, e

E;%=9E,), isto ¢, a camada inferior tem maior rigidez que a camada superior.

P

m( |,

TRV

v

Y
FEGURA 9.3 — Viga laminada composta de duas camadas sujeita a uma carga

concentrada.
Fonte: LEKHNITSKII et al. {1968).

Usando-se as equagfes (9.9) — (9.13), obtém se os seguintes resultados:

- a linha neutra € localizada na segunda camada e sua distdncia da borda superior €
¥, = 0.61-b. Introduzindo-se ainda as designagSes:
m = M- Px e P

T e T

(9.16)
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obtém se as tensbes sobre as bordas superior, inferior, na linha de contato entre as camadas €

também sobre a linha neutra:

(c®) _, =-161-m, £2),., =o: (9.172)
(6@}, ./ =-095m, (6@),,,, =—8.51-m; (9.17b)
62) .. =2) . =—032-p; (9.17¢)
@), =0 (@), =-184-p; (9.17d)
(c@),, =935-m, @), =0; (9.17¢)

Numa viga engastada homogénea a maior tensfo normal seria 6m e 2 maior tensio
tangencial 1.5p. As distribuigBes de tensfio o e T, na seglo transversal s&c mostradas na Figura
9.4:

g
[
[
|
o
1.6l m ﬁ % r-\X
25im N E-O,?Sm //F ; b4 % |
g 7 = ";““ b2
/ L 150p g S ;0-61bb
M[ WWWWWWWWWWWWWW I R < e S S
\ g\ 1.84p ;’j
2 \\\ ;
035m e T e
s
a =
Vy

FIGURA 9.4 —DistribuigSes de tensGes normais ¢ tangenciais numa viga laminada.
Fonte: LEKHNITSKII et al. (1968).

No proximo item, visando-se a aplicagic da formulacdo desenvolvida por

LEKHNITSKII et al. (1968), analisa-se uma viga engastada sujeita a um carregamento

uniformemente distribuido.
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9.3 Exemplo de Aplicagio do Método de LEKHNITSKII et al. (1968)

Com o intuito de se aplicar a metodologia de analise de tensGes em vigas laminadas
formulada por LEKHNITSKII et al. (1968), analisa-se neste item uma viga engastada sujeita a

um carregamento uniformemente distribuido, conforme Figura 9.5.

20 q
VRO |

WY

i
|
|

Y I=15m

FIGURA 9.5 ~ Viga engastada composta de trés camadas.

Esta viga ¢ composta de trés camadas (todas de largura b = 20 cm), consideradas
homogéneas e orfotropicas, sendo que as camadas superior e inferior (h = 10 cm) so constituidas
de madeira espécie ipé ¢ a camada do centro (h = 5 c¢m), de madeira espécie guapuruvia. Os

valores dos modulos de elasticidade longitudinal para as duas espécies de madeiras sio:

TABELA 9.1 - Valores para o modulo de elasticidade (Ey).

Espécie E, (KN/m”)
Guapuruvi 3.507.560,00
Ipé 18.043.900,00

De posse desses dados, € substituindo-os nas equacGes apresentadas no exemplo

anterior, tém-se:
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S, =6, )BEY +(b, -6, )E® + (b, ~b, ED |=3.784.155,00 KN/ms® (9.182)

S, = b2 EC + (67 02 B® + (b2 - b2 E® |= 946.038,75 KN/m® (5.18)
8, = b2 D + (b2 -6 ED + (b2 - 02 EP |= 247 411,98 KN/ (9.180)
§=4-88, ~3-82 =1.06001x 10" KN/m’ (9.18d)

-

Analisando-se as tensSes na segfio x = 1.5 m {onde M = -9 ; =225 KN.m), tém-se,

para as tensdes normais nas camadas:

m 5

b8 2
o = —0,011490-(7.568.310,00- y ~ 946.038,75) 0<y<10 (.19
o B o _g 194386 (o) 10<y<15 (:20)
= TR@m Tx T * == ‘
o =6 = -0,011490-{7.568.310,00-y ~946.038,75)  15<y <25 (921}

E para a posigo da linha neutra;

S,

Vo = =0.125m {9.22)

!

que como se esperava, devido a posi¢io simétrica das camadas, posicionada no centro da camada

do meio.

As tensGes normais sdo mostradas na Figura 9.6:
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TENSOES NORMAIS
025
0,228 b D
E o2
B 015 b
i
=
0,1 .
g > <
L T S — I P . VU
a3
O 0,05 b S
a.
oI U o SO
g . . : ;
42 -8 -6 -3 o 3 5 g 12 ‘
TENSOES (MPa) -—e—GUA.
oo [RE

FIGURA 9.6 - Distribuicfes de tensGes normais numa viga laminada composta de trés

camadas.

E para as tensdes de cisathamento:

6-q-x-EY
=By -8,)y

10 = 0,015320-(3.784.155,00 - y — 946.038,75)- y 0<y<10 (9.23)

2 = L o [ -5 )-8 0B + b -b)EP] 105y <1s

3.784.155,00[180.439,00 + (y* - 0.01)-3.507.500,00] -

i
2 = 8.49046 < 107" (9.24)
~946.038,75-[1.804.390,00 + (y — 0.1)- 3.507.500,00]

6.q-x-ED
E;} j”g}ss“w“&“[szw(bz"*'YBl]'(bs“Y)

¥ = 0,015320-[946.038,75 - (0,25 + y)-3.784.155,00]- (0,25 ~y) 155y <25 (9.25)

Estas tensbes cisalbantes sdo mostradas na Figura 9.7:
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TENSOES DE CISALHAMENTO

0,25
0,225

=)
[Se]

9,175
0,15
0125 |mm

o
-

POSIGAD NA SECAO (m)

0,075 frmmmim
0,05
0,025

-1 0,8 0,5 0,4
TENSOES (MPa)

— - GUA. .
e |PE

FIGURA 9.7 — Distribuicdes de tensGes de cisalhamento numa viga laminada composta

de trés camadas.

Agora, alterando-se as espécies de madeiras das camadas superior e mferior para

guapuruvi e da camada do centro para ipé, tém-se:

S, = 1.603.695,00 KN/
8, =400.923,75 KN/m’;
S, = 89.328,64 KN/m’;
S =90.803.997.322,00 KN/n?'.

E para as tensOes:
o = ot = ~0,026073- (3.207.390,(}0 Y - 400.923375)

ot? =5.14437 -6
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0<y<i0

10<y<15

(9.26a)
(9.26b)
(9.26¢)
(9.26d)

(9.27)

(9.28)



1 =0,034764-(1.603.695,00 - y ~ 400.923,75)- y 0<y<10 929

Fil
i

) =9.91 i45x1@§1

1.603.695,0035.075,00 + (¥ - 0.01)-18.043.500,00] - |
~400.923,75 -[350.750,00 + {y — 0.1)-18.043.900,00]

Tty

-

10<y<1l5 (9.30)

10 =0,034764 - [400.923,75 - (0,25 + y)-1.603.695,00]- (0,25 - y) 155y <25 (9.31)

. . S
A linha neuira novamente estd posicionadaem v, = =0.125m.

Nas Figuras 9.8 ¢ 9.9 sfic mostrados os graficos das distribuigfes das tensSes normais €

cisalhantes, considerando-se a nova configuragio das camadas:

TENSOES NORMAIS
0,25 B
ig G 16%2 T "'"““""'““ﬂ“—b
€015 -
% 0,125
L N
3 0,05 ’
G
" oo {FE
TENSGES (MPaj — GUA

FIGURA 9.8 - DistribuicBes de tensfes de cisalhamento numa viga laminada composta

de trés camadas.
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TENSGES DE CISALHAMENTO

0,25
B, 228 ettt oo S .
L 5 S o R ]
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% 0,15 ;
< 0,125 L S
=
g ;'1} ...............................
=3
&
2]
o
&
0 : : : , :
42 A 0,8 0,8 -0,4 02 0
TENSOES (MPa) | E-IPE
| ——GUA.

FIGURA 3.9 - Distribuigfes de tensGes de cisalhamento numa viga laminada composta

de trds camadas.

Nos graficos apresentados, constata-se que as camadas que possuem maior modulo de
elasticidade (E,), camadas estas constituidas de madeira espécie ip€, absorvem as maiores
tensSes. Assim, a primeira forma de posicionamento das camadas se mostra mais eficiente, pois
as camadas mais resistentes sfo localizadas nas posi¢cdes onde a viga € mais solicitada, ou seja, na

borda superior (maiores tensdes de tragfo) e inferior (maiores tensdes de compressdo).

E oportuno salientar que uma viga isotrdpica e homogénea apresenta comportamento das

tensGes uniforme, ou seja, sem as descontinuidades apresentadas nos graficos anteriores.
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10 CONCLUSOES E COMENTARIOS

Este capitulo tem a finalidade de organizar as conclusdes j& apresentadas nos capitulos

6, 7 e 8 ¢ também, tecer alguns comentarios a respeito do estudo desenvolvido,

Wa analise comparativa dos exemplos de LEKHNITSKII =t al. (1568), constatou-se que
ndo houve grandes diferencas entre as vigas anisotropicas e as isotrdpicas no gue se concerne a
distribuigdio de tensdes de cisalhamento. Para os deslocamentos e para a distribuigio de tensGes
normais, as diferencas mais significativas foram apresentadas pelas vigas das espécies ipé ¢ ash,
espécies essas que possuem maiores valores para os coeficientes de influéncia mitua de 1°

espécie (M) € para o modulo de elasticidade longitudinal (Ex).

De uma maneira geral, constatou-se que a influéncia da anisotropia sobre as tensbes ¢
sobre os deslocamentos foi proporcional aos valores do coeficiente de influéncia mitua de 1°
espécie e do modulo de elasticidade longitudinal (Ey), dependentes de cada material, e também,
proporcional a esbeltez da secBo transversal da viga. Para vigas de vios menores, onde a
participaciio das tensSes de cisathamento sobre os deslocamentos aumenta, a diferenca entre os

deslocamentos da linha elastica dos dois tipos de vigas (anisotrOpica ¢ isotropica) fot maior.

Na analise dos exemplos de HASHIN (1967), ao se comparar as tensGes normais nas
vigas de madeira das espécies ipé e guapuruvh, verificou-se gue as vigas da espécie ipé
apresentaram maior diferenca de comportamento em relagfo as vigas isotropicas, tamto para as

vigas engastadas como para as bi-apoiadas.



Observou-se também, que na exiremidade bvre das vigas engastadas anisoiropicas,
diferente do que € apresentado pelas vigas isotropicas, ainda se concentram tensdes normais. Isso
deve-se ao fato que as segles transversais, das vigas anisotropicas, nfo permanecem planas apos
a deformacio da viga, assim, havendo deformacBes tangenciais, surgem tensSes normais devido

a influéncia do coeficiente de influéncia mitua de 1° espécie N«

Na comparagio dos resultados de LEKHNITSKII et al. (1968) e de HASHIN (1967),
para uma viga bi-apoaida sujeita 2 um carregamento uniformemente distribuido, verificou-se que
as equacdes que os pesquisadores obtiveram nd@o diferem muito em termos de valores de tensBes
para a se¢do de andlise no meio do vio (x = 0). Porém, ao se distanciar a segio de analise para x
= (3.75m, as diferencas }& s#o mais significativas, ocorrendo uma inversio de valores méximos de

tenstes (de tracéio e de compressio) entre os resultados destes pesquisadores.

Considerando-se apenas o5 recursos analiticos ¢ dificil concluir a cerca de qual dos
resultados é o mais correto. Verificando-se as equagbes de tensDes fornecidas pelos
pesquisadores, em seus respectivos trabalhos, observa-se que elas satisfazem as equacgdes de
equilibrio de tensdes. Infelizmente, estes pesquisadores nio fornecem em seus trabalhos essas
fungSes de tensfio. LEKHNITSKII et al. (1968) apenas comentam que essa fungio tem a forma
de um polindémio de 5° ordem. HASHIN (1967), como j& comentado, vai um pouco mais além e

fornece 0 método para obtencio dessa fungio.

Tratando-se da aplicago do método de scluglo polinomial de HASHIN (1967) para a
obtengio de fimgdes de tensdio, pdde-se constatar, nos dois exemplos estudados, que o método €

eficiente na solugBo de vigas anisotrOpicas sujeitas a carregamentos distnibuidos em forma de

polindmmos.

Na andlise da viga engastada anisoirGpica, sujelta a um carregamento uniformemente
distribuido, os resultados obtidos praticamente nio diferem das solugSes de LEKHNITSKII et al.
(1968) para a mesma viga, confirmando assim a veracidade dos mesmos. Em comparagio com as
vigas isotropicas, os resuitados mostram tambeém que as vigas constituidas de madeira espécie ipé

apresentaram maiores diferengas, tantos para tensfes normais como para s tangenciais.
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Os resultados obtidos para as distribuigfes de tensdes normais e de cisalhamento, para a
viga engastada sujeita a um carregamento triangular, apresentaram matores diferencas em relacfo
4 viga isotrépica, do que para o exemplo onde se analisou a viga sujeita a um carregamento

uniformemente distribuido,

A tazBo para esse aumento de diferenca € devido ao carregamento variavel (tnangular) e
também a participagio do coeficiente de influéncia mitua my.y, que aparece na fungdo de tensfo

obtida para esse exemplo, e que guantifica a influéncia de tensGes tangenciais no planc yz em

deformagfes normais na direcgo v,

No que se refere aos sistemas compdsitos em camadas, é importante comentar que ndo
se teve z pretensdo neste trabalho de se fazer uma invertigacio completa sobre o assunio, ¢ sum,
de se destacar alguns aspectos relativos 4 aplicagiic das fungBes de tensBo nesses sistemas.
Contudo, o estudo apresentade mostrou as diferencas no comportamento das tensdes nesses
sisternas, gquando comparados com as estruturas constituidas por materiais isotrdpicos ¢

homogéneos.

Abordando-se, agora, as fungSes de tensdo, elas se mostraram, de uma maneira geral,
considerando-se apenas oOs recursos analiticos, eficientes nas solucGes de problemas da mecénica
dos solidos. Porém, € preciso salientar que os métodos de solugbes baseados nas fungbes de
tensdo sdo aproximados, pois a forma da funcio de tensfo, no caso de HASHIN (1967)

polinomial, pode ndo corresponder a uma soluclo exata.

Deve-se observar que para uma andlise compleia sobre este assunto, paralelamente a
aplicacdo do meétodo analitico, seria necessario ensaios de laboratorioc e a utilizaciio de método
numérico. No entanto, considerando-se que na realidade todas as estruturas existentes possuem
algum grau de anisotropia, € que a isotropia € uma suposigio, os resuitados obtidos por essa
pesquisa, mesmo cercados de algumas imprecisGes, s3o importantes, pois registram as

peculiaridades presentes no comportamento mecinico das vigas anisotropicas.
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Por fim, ¢ oportuno salientar sobre a complexidade do tema estudado e que visou-se
também com esta pesquisa, a apresentagdo de ume fundamentagio tebrica sobre anisotropia,

procurando-se assim, fornar o assunto mais proximo das aplicagfes na engenharia de estruturas.
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ANEXOS
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Anexo A

Resultado da solugBio do sistema de 15 (quinze) equagBes, pelo programa
MATHEMATICA, que fornece os 15 (quinze) coeficientes Cp necessarios para a determinagio

da funcio de tensio da viga engastada sujeita a um carregamento uniformemente distribuido.
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FuncENGASTADANUMERICATENSOES. nb 181

Bolwve[{C00-Cl1lxb+C02+:0"2-C032b"*3+C042b"4 ~C082b"8 == §,
CO0+C01#xb+ 0022072+ C032034+C0420"4+C0B2b*5 =
~{pel*2Y /2, Cl0-~-Cll+b+Cl2+b"2-Cl3+b"3+Cil42b"4d == 0,

C10+Clleb+ 12272+ C1320"3+ 0142 "d = pa ],
C20-C21leb+ 0222072 - 2232073 == 0,

C20+C2L+b+C2220"2+ 023203 == -0/ 2,
COL-2%C02x0+ 3232003+ 2-42C004#0"*3+52C05+:0%4 =20,
C0l+22xC022b+320032b"2+42C042b"34+8520082b"4==0,
C11-2+Cl22b+2+C1l3+b "2 -42Cldsb "3 == 0,
Cl1+2+«C12+b+2+C13+20"2+42C14+b" 3 == 0,
C21-22C22+xb+32C23+b"2 =220, C21+22C222b+32C232b"2 ==0,
4xB22%xC22-32A13:C13+122x8042C04==10,
B22-.C23-A13+C14+ 522042008 =2=0, ~Al3+C23+A04+:C14 ==10},
{C00, €01, Co2, CG3, c04, €85, cCi0, CL1,

ciz, CL3, Ci4, €20, C21, CE2, ©C23}]

SAB4p 2+ Al3bpi -Al3bp-4A04ip
{{@0 - 5 A0S , C10 =~ EEUE ;

~A132p b2 + ADAA22p 5% + 15 AD4* 2p
20 A04TE =
Al3ip pl AQ4ALp-Al¥p 3ip
Al3p 3p Al3lp Ip
Cl2 = - 7 xpzp: C21 =~ x5 (04 = —grpgpr C13 = ~ 750
AG4A22p— Al32p 13p )
€220, C05 » - —— e Cl4 = goober, €23 g

C20->-%,CGE e

Substituicdo dos coeficientes Cmn na funcio de tensio:



funcENGASTADANUMERICATENSOES nb 182

FUNENG = Function[{x, y, C00, CO1, €02, C03, C04,
08, €10, €11, ©i2, ©13, Ci4, ¢20, C21, ©22, 23},
CO0+C0Lay+ 002297240032y 3 +C04 2y 4+ 0082y "58 4+
Cifex+Cllexay+Cl2+xX2y 2+ Cl3axav 3+ Cldexnwy™4-+
C20%#x°2+C212x"22y+022+2 22y 2+ C232x8 2%y " 3] [x,y,

4R04p12 +A13bp 1l ~213°pb? + A04 A22pb? + 15804° 12 p
- 16 204 T 40 204% Db '
2131p pl® A04A22p-A1F¢p Al3lp

8A04b 813 ¥ 202042 b " T 1ea04bpd

AD4AZ2p -213%p ~Al3bp-4A041lp 31p

T 40m04%b® 8 204 " dp

_ Rl3p _ lp 2l3p B ._;3;?1 0 =] }

4204 4»%  8a04b?’ &7 8p’ ' gBs

(A04 A22p - Al32p)y5  Al3Ipyt  Al3pxyt
70 A0AT B2 “T5ANER T RAmE T

px233 +{plz AG@AZZp—AEEEp)yS_ Ipxyd  Al3ipy? _

85 T\ ¥H T TT20A0E D 15t TSAUEE
Al3pxy?  3paxly (~Al32ph2+ AOAA2Zpb? + 15A04° 2 p)y
+

AL — T 8p 40 A04% b
3ipxy pxt 4AMpL+Al3bpl (-Al3bp-4A04ip)x
45~ & 16 AUS - 3 A2

Funcio de tensfo obtida para a solucfio da viga engastada
sujeita a um carregamento uniformemente distribuido:

Simplify[FUNENG]

1
- STREE e @+
(10A042 2b-3) (I ~x) —2A132 (b —3)° y+ AD4 (b — 3} (SAI3(I=2x) + 2A22))



FuncENGASTADANUMERICATENSOES . nb

FUNALFA = Function|{x, y, A04, Al3, A22},
- e {p (b + )% (10R04° (2b-v) (1-x)}2%-
80 a04% B3
2212° (b-y)?y+204 (b-y)? (5A13 (1-2x)+2422y))) [
x, v, 851111, 4%51112, (81122+51212)]

_ 52 2 T e
szrerrr (6 +y) (1051111226 =) U~ )
32311122{5my}2y+S1111(b—y}2(2@81212{2—2x)+2($1122+83212}3})}}

FUNMALFACOMPLIANCIA =
1

80 b3 811117
(pb+v)? {(1081111° 2b-vyv) (1-x)%-3281112%° (b-v)}¥y+

S1111 (b-y)2 (2081112 (1-2x) +2 {81122+ 81212y v) ) ]{
x, ¥, $/8x, nxy/ (2+Ex), ~vxy/BEBx, 1/ {(4«Gxy)]

Function[{x, y, $1111, $1112z, sil22, s1212}, -

2{ 10@b-p -2 smxp -3y | (=) (TR 42 (e~ ) )

80 b3

Funcao de tensio obtida para a solucdo da viga engastada
sujeita a um carregamento, com as constantes do tensor de
compliancia substituidas pelas constantes elasticas:

Simplify[FUNALFACOMPLIANCIA]

2
p{b w}y)z (10 25 __y) (- x)E _ SEX}"Z (b ”_y}2y + (b-3) (Exy+4nyisi:;(y—mxnxy—vxyy}) )
- 30 5°

Determinaciio das fensoes:
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derly = D[FUNALFACOMPLIANCIA, v]
1

- T
pay?]- 2@ ~ymxyr 168G -yymxy2 100 2<m Tye-
po+yi - B * 57 T EX
3 {E} '"_}/}( lé}nxiif«%x) +2 { ‘éijx - XE)‘{X}“}}) 1 2}
fa5 EX -

10{2 B (I— 2 (Bl - 2 ¢ 100y U~2x) 1 vy
b+ }{ { }’)( x) _ anyh(xb Wy + (53 (-——'zx'——;;z-z(m W)y}}EXZ

03
Tensfes normais a secio:
SIGME = D{derly, v]
2(5+) (32@ -y ééi:fyz _ s<m~§%>(b-y> (-’3—“%@1;;{(@-3&%»}}%2
- 5053 -
i 8(b-y nxy? 16(h-y)ynxy? 10(-x)
soprlp G- Ex? + Ex? T T EXE

VEY

2 (woxy -

b 2 b }Onxy(l-?.x) L7 Qéx VXY
tx)( - 20-»( - (y ﬁr)y)]EXz]_

1 ) (= 2 $1xv2 (b 2 - 2 EOnxy(:'—Zx)+ -'1 oy,
p{o&bﬁ(n _ BmR o)y »{—1r—zbmy1ﬂﬂ)E§

B EX EX

0853
Simplify[SIGMX]

i
m(p((3£xy+4(}xy(—12ynxy2+Slnxy—- 10xnxy -3 vxyy)b? +

5y(2Gxy (3R ~6x!~6nxyyl+3x%+8nxy?y? +2vxyy? + 12nxyxy) — Exy9)))

TensOes de cisalhamento:
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derlx = D[FUNALFACOMPLIANCIA, x)

b+y 38

20y {b-—y} 20 (I —x) 2 b=yl
EXE { By )

805

TARLEY = -D{derlix, v]

- Wy (o—y) | 20(0-x) (25~
(Bn Moy g B p{- T - TR (b4 ) EX
80 B3 * 05
Simplify[TALXY]
p3I-3x~4mxyy} (7 - b}
4 p?

Tensdes normais na direcdo Y:

SIGMY = D(derlix, x]

p(Eb yvi(b +y)
4 53




Anexo B

Resultado da solugdio do sistema de vinte e duas equacles, pelo programa
MATHEMATICA, que fornece os vinte ¢ dois coeficientes Cpy, necessérios para a determinacio

da funcio de tensfo da viga engastada, suieila a um carregamento distribuido de forma triangular.

187
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Solvel
{CO00-CO0L+#b+C02eb™2-C03+0"3+C04 b4 -C082+b"*54+C06+b 6 ==0,
CO0+CO0L b+ COZ2D 2 +C03+23 +
CO4+D 4+ C0B+xb"E+ 006208 = ~{gx1"2)/6,

Cl0-Cil+b+Cl22b"2-Cl3+b*3+C14+b "4 ~-ClE2xb 8 ==0,
Cl0+Clisb+Cl22b 2 +Ci32b "3+ Cld+xb*4 + 018 2b*E ==+ {gsl) /2,
C20 - C21leb s+ C22:b"2 - C23 2073+ C24 b4 == 0,

C20+C21+b+ 022502+ C23x0"3+C242b "4 ==~/ 2,
C30-C31+b+C32%0272-C332b%3 == 0,
C30+C31 b+ C322b"2+C332b"3 s=2+g/ (621}, CO0L-2+C02+b+
32C0032b*2-42C042b*3+52C052b"4~€2C06xb" "8 ==0,
C01+2#C022b+3xC03+b*2+42C04+b "3 +5%xC05+0%4+6%xC06xD"5 ==
0, Cl1-2«2Cl2xb+32C1l3+b"2-42Cld+Db*3+52C1l5xb*4==10,
011+ 2%C1l22b+ 320132072+ 42C1420"34+54C15+b"4 ==0,
021 -22C22+:b+32023+072-4%xC2420"3 == 0,
021+ 22C22xb+ 32023+ 72+ 42024203 == 0,
£31~-2%2C32xh+ 320322072 ==0, C31+22C32+b+32C33+b"2==0,
-24 « 82212+ C31 + 8% (81122 + 2+ 51212) »C22 -
24 % 81112+ C13+ 24 % 81111 +«C04 ==0, -4B#»S2212»xC32 +
2% (81l1l22+2%812121 % 12xC23-9€+81112=C14+ 120281111058 ==10,
2% (81122 +2%x81212) »12%C32-48%81112+xC23+ 2481111 xC1l4==0,
T2% (81122 +2 % S1212) #C33~192#851112 »C24 +120%81111 +«Cl5==0,
48 % (81122 + 2 #81212) «C24 - 72282212+ C33 - 240% 81112 CLl5 +
360% 81111 2C06==20, ~T72%81112+C33+24=811311%xC24 == 0},
{Co0, €01, cf2, €03, C04, CO5, 06, C10, €11, Ci2, C13,
cil4, C1k, €20, C21, C22z, €23, €24, C30, C31, C32, ©33}]
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{{ca{} -

1
~T3RTETITI (~16g81112° 3+ 8¢ 81111 511128112253 + 16481111 811128121253 -

1381111282212 +152 ¢ S11117 811126+ 10 g 811113,
~1gS1111-bgS1112 2igS1111+hgS81112 g
Cl0o— - TETTTT , €20 = ~ RTSTTIT , C30 = 177,
—-8g811122 2 + g S1111 8112252 +2¢ 811118121282 + 52811 117
405511114 :
89’511%2252-*5535121S?EEZE}Z—Z:;;SHIES}ZEE&Z“ 152811112
40578111%¢ ’

COl— -~

Clli— -~

°9 a1 g
L2l = —x5. O3> 557,
i
— i 3 2z — 2 -
C02 - ~ g p7eTiyE “862¢S1112° - 3072 ¢ 81111281112 - 2052 g S111181122 81112

4052 ¢gS11118121281112+ 27524811112 82212),

g -8gSI112 +gSII1IS122+24S11IS1212 gS1112
CO3 = g5 + 05SITI10 » &AL 2 =T ERITIT

1
C04 = = vy (-4802g S11123 + 152 81111281112+

1652 ¢ S1111 5112281112 +3262¢ 81111 S121281112 - 1552 ¢ §11112§2212),
~8¢S11122 + gS111181122+2¢S1111 51212
0B ST :
164511123 -4 S111181122S1112-8¢S1111 5121251112 +¢S1111252212
T30 TSITIT =
8811122 - gS111181122-2¢8111181212 g
F05ISITIT LR
gS1112 g81112
C22 > zprsTIir 14 = 7SI
8¢S11122 - g 8111181122 -2¢SI111 1212

CO5 —» —

Co6 - —

Ci3 -

Cl5 =~ H TSI ’
gS1112 q
€23~ g, €32 > 0, €24 ~gorerryr> €33 > = 757 )}

Substituicao dos coeficientes Cmn na funcdo de tensido:
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i%1

FUNENG =
Function[{=z, ¥, €00, €01, 02, C03, €04, COB, COe, Ci0, C1i, Ciz,
C1B, Cl4, CLB, €20, C21, C22, ©23, C24, C30, ©31, €32, ©33),
CO0+ COL ey +CO2+ 9772+ C033sv*3+C042av 4 +C0B2vy*8 +C0Eav~ 8+
Cil0 =R+ Cllaxwy+Cl22 22y 2+ 0132wy 3+ Cldexay™d
ClBex2y "5 +C20+x"2+C21+x"2av+ 0222222y 2+
C23#%" 229”3+ 024272y 4+C302x"3+031l2x*3%v+
i
1201811113
(-16gS1112°p° + 8¢ 81112 8111281122b% + 1681111 81112 81212b° -
138511117 82212b° +» 1512 g51111°81112b+ 10 1% gs81111%) ;

8811127 0% + 2511118112207 + 2 g 511118121202 + 512 g 811137
40k s1111?

C322x" 327”2+ C33+x"32y"3] ;x, ¥, -

F

i
- —~ (48 b2 g51112°-301°g81111% 81112 - 20 b% g 81111
120k 181111

§112251112 - 40b% ¢ 81111 8121281112+ 27b% g 511112 82212),
gl? -8qgsS1112%+gsS111181122+2gS1111 81212
-in

2413 20bsS1111°
1

12031811113
112281112+ 32b% ¢g8S11118121281112-15b% ¢s1111%82212),

-8 gS1112%° + g8§111181122+2¢gS111181212
40 b3 81111°

il

(-481p% gS1112° + 1517 g81111° 81112+ 16 0% g 81111

I

(16¢S51112° - 4 @S1111 81122 51112 -

12031811113
-1g8illi-bgsiiiz

481111 ’
8811127 b? - gS1111511220% -2 gS1111 5121202 - 1512 511112
40b 1811117
qs1112 8qS1112% - ¢£111181122-2gS111181212 1g

851111 8121281112 + g 811117 §2212), -

£

“2bs1iiy’ 2051811112 T 8p3’
gsiiiz Bqgs1i12® - gs111181122-2gsS111181212

4pisiiii 4053 1511112 '
21qgS1111 +bg81112 3q gS1112

B 8181111 " "8p  4apisilii’
g gslllz g g q

80 8b21s81111 121 8b1 ’“24b31}
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{(16g81112% ~44811118112281112 -84 81111 8121281112+¢81111282212)36

12663811117
(~8gS11122 +¢8111181122+248111181212)55
4051811117 B
(84511122 -~ g 8111181122 ~2¢58111181212)xy%  ¢81112x2)4
40537811117 T ®BISITIT

1
057811117 ({(—4852g81112° + 1529 81111281112+ 1652 ¢ 81111 8112281112 +

3252 ST111S121281112- 1582 ¢ 11112 S2212) ) + Lomid —

' AE ST
gx3y3 gyt gl 84811122 +¢S111181122+2¢8111181212 |
T T TEE +(2453+ 205811112 }3’“*“
8811122 -¢8111181122-2¢8111181212  Ig ) ¢SIl12xy

( Z0hISIIT ”W}x? T TABFTSTIIT

i
T HETETTTT (4852 gS1112° ~302¢81111281112 2052451111 8112281112~

gS11i2x3y2  gx’y
ZESITIT 86T ~

3gxly (~8gS11122p2+¢S11118112252+24811118121282+52481111)y
. 405811112 B

(8gS1112252 - gS11118112252 -2 811118121252~ 1524511118 xy

4057511112 +
gx3 (2181111 +5¢gS81112)x2
77~ ETSTITT -

40524 511118121281112+2752 ¢ 811112 82212)3%)

1
STSII (-16¢g811123 5 +8¢S1111811128112252 +16¢ 81111 811128121253 — 134

(~1gS1111-bgS1112)x
Amiiil

S1111282212h3 + 1524 811112811125+ 108 g811113) -

Funcio de tensido obtida para a solucdo da viga engastada
sujeita a nm carregamento triangular:
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Simplify [ FUNENG]

1 2
= 3. H Z ;
TSR TSI gb+y)y {(1681112° - BS1111 (811224 251212)81112 « 1381111- 82212y b* +

2(—1681112° +881111(51122+281212)§1112- 13811112 82212) y 53 -
S1111(1581111811122 +
(~24p811122 - 3081111281112 +38111181122y+ 681111812123y 7+
1581111 8111222 +48511128112232 + 881112812122 —
1281111822122 + 24811122 xy— 38111181122xy - 6 S111181212x1) B2 —
2(5B81111° - 53811113 - 8221232 S11112 +3 81122232 811112 +
681212x32 811112~ 158111222y 811112~ 15 2(S1111x+ 81112811112 +
4811128112233 81111 +88111281212)3 81111 ~ 24811122 %12 81111 +
37(581111222 + 1081111 S1112yx + 881112232 ~
S1111S112232 -28111181212)2)S1111 - 16811123 3) b~
y(~5BS8I1I13 +5x3 811113 + 8221233811112 - 38112232 811112 -
681212232 811112+ 15811122 yS11112+ 15/2(S1111x+ 811123 811112 ~
481112811229 81111-88111281212)3 51111 + 24811122 %32 51111~
37(5S11112x2+ 108111181112yx+ 881112232 ~
S11118112232 -2811118121232)S1111 + 16811123 33)
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FUNCOMPLIAN = Function|{x, y, $1112, §1111, $1122, §1212, $2212},
1 b4
- (g (b+y)
1201% 1 81111
((1621112° - 881111 (81122 + 281212) §1112+ 13811117 82212) b* +
2 (~1681112° + 881111 (81122 +2 §1212) $1112-1381111% 82212)
vb¥ 81111 (1581111 811121% + (-24 v 811122 - 3081111 x851112+
38111181122y + 681111 81212y) 1+ 1581311 81112%% +
48111281122v% + 88111281212v?% - 1281111 82212 v% +
2481112%° 2y - 381111 81122x v~ 68111181212 xy) b* -
2 (81%s1111° - 5% 81111% - s2212y* 811117 + 381122 xy? 811112
651212 xv° §1111%2 - 18s1112x* ys11112 -
1512 (S1111x+81112y) 81111% + 48111281122 v® 81111 +
88111281212 v° 81111 - 24 81112%° 2 ¥° 31111 +
31(551111° %%+ 108111181112y x+ 881112% ¢ -
$111181122v% - 28111181212 v%) 81111~ 1681112°v*) b~
v {(-51°81111° + 5% 81111° + 82212 yv® 51111% -~ 381122 x v* 811117 -
681212xv° 81111% + 1581112 v 81111% +
151% (81111 x+ 81112 y) S1111% - 48111281122 v° 81111 -
88111281212y 81111+ 24511122 xv? 81111 -
31(581111%x%*+ 108111181112y x+881112%y? -
$1111851122y° - 281111 81212 ¥%) 51111+ 1651112° ¥*))) | I
x, v, nxy/ (2+Ex), 1/Ex, -vxy/Ex,
i/
{4 =
Gxy), nyz/ (2%
Ey)]
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1 IaxyS 4 (i ~ e ) NX 13
(EXBQ@"}‘}/}Z{{ 7 (zory — =)y o } 4

120577 e Ex? TR Ey
Zéf 2 nxy? é{z-ég-;—fé‘%jnxy 13nyz ;
{\“ BT Ex? T 7ExTEy VT
1 15mxyl2 bynmxy?  15xnxy  3vxyy 3y \; Snxyx?
e R il - b [
nxv 2 6nyzy?  2nxyvxyy? 6nxylxy 3vxyxy 3xy s
EXGry ~ TEXEV T %7 PR Y TR T YEXGE b )m
5P 15(d&+ TR 3(EE + o + TEe + B — reroy)]
B Ex? * Ex -
5x% 2nxyiys nxy y3 nyz v Znxy vy
T T ES . T ECGxy  IEEy T B
Soxylxy 3vxyxy? 3xy? Snxvaxly
Ex T EX T ZExfGxy | 2Ex -
(5P, 1B (TR )
Yimgm Tt Ex? - EX

5x3  2nxy3)yB nxyy  nyzy® 2nxy vy )?
= TTES T EGo IECEy T TES

Gnxy?xy?  3viyx? 3xy? Snmxyx?y
B T TTES T T IEC Gy T IR

Funcio de tensfo obtida para a solucdo da viga engastada
sujeita a um carregamento triangular, com as constantes do
tensor de complidncia substituidas:



196

JEHRLEPAS § IGEREIV DL 2 [ REGEIVOHO D

Simplify [FUNCOMPLIAN]

1
IOF Ty Gry | g “5’}’}2 (Ex{13Gxynyz~4EBynxy) + 4 Ey Grynxy(nxy? + 2vxyn &4 +

2{Ex {4 Bynxy - 13 CGxynyz) -4 By Guynxy (nxy? + 2vxyny b3 +
(12ExGxynyzy? +Ey{(—15Gxymxy 2 + 30 Gxymxyx/ + 12 Gxymxyiyi—
3Exyi+60Gryvxyyl— 15 Uxynxyx? — 2 Exnxy w2 +
4Gy axy vy 2 — 12Gxynxyixy+ 3Exxy— 6 Gy vxyxy) 2 +
2{ExCuynyz W +Ev{(-10Gxy P +30Gxyx F + 15 Guynxy y 2 - 30Gxyx2 ]~
12CGxynxy?y2 ]+ 3Ex2 [ -6 Gy vay 2 [ - 30CGxynxyxyi+
I0Cxyx® +40xynxy? y® — 2Exnxy )3 + 4 Gaynxy vay y° +
12Gxynxy?x32 ~3Exx2 + 6 Gy vy x )2 + 15Gxynxyx2y) b —
v(ExGxynyz? + By (~10Gxy P +30Cxyx 2+ 15Gxynxyy 2 -30Gxy»2/ -
12Gxynxy2 321 +3Ex)2 ] - 6Gxyvay I - 30Grynxyxyl +
10Gxyx® + 4Gxynxy? 3% ~ 2 Exnxy y? + 4 Gxynxy vay 33 +
12Gxynxyvixy? — 3Exx2 + 6 Gxy vy x 32 + 15 Gy nxy x2 y))))

Determinacio das tensdes:

deriy = D[FUNCOMPLIAN, vy]

1 2, 2 nxy3 4(2‘%@"%)7{1}(}«' 13nyz
pvipr KACAPZI Kl == s Ex? T ZEXTEy [T
1 6xnxy?  4dvxyynxy @ 2ynxy 6nxy?  3wvxy 3
Ef(( Ex? ExZ TEGRY t (“ 22 = I sz{jxy}+
Ivxyx 3x 12nyzy ,
I - 7EXGLy ~ TEXEy )b)
6y2nxy?  12xynxy? 15Pnmxy 15x2nxy 6vxyy*nxy 3y2nxy
TR T RS T IR T IR Ex’ T BT Gry
z 5 v;
3nyzy?  6vRyxy 3xy 33(4f§y il zbiyy - t.x{xxy) b
7EXEy | EX B Oxy | EX *
5P 3x7 2mxy?iR nxy y3 nyz A3 2 nxy vxy )3
BT E T T ES T S Gxy T TEXCEY Ex? -
snxyixy?l  3vxyxy? 3xy2 I5nxyxy
BT T RS T T TER Gy T IES
5P (Fe+ 32 3I(EE + R LI L )

)
Exs * FX
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‘ 6y?mxy’  12xymxy?  15Fnxy  15xPnxy  6vxyyinxy  3)4mxy
NTEE T RS YIRS T IR T TTTER T T BRI Gy

HE T Ex#

TEXEy T ES  TGxy BX

Snyzy?  6wxyry  3xy  SU(HRE. ¢mw))]

By 23’1}4}*3 4{7&-}7—%}my 13nyz ) |
X "i‘m g{b“‘%‘}) e o + ZEngy B+

{ 2nxy3 4{%“%}1}@ 13n ;}z} X
— ] y v

Ex® 7 Ex T ZEEy
1 {( 15nxy 2 {“ &y nxy? _ 15 xnxy ~ Ivyy . 3y )“_
ExX 2Bz Exs Hx? ExZ ZEXGRY
ISnxyx?  nxyy?  6nyzy?  2oxyvey)y?
SErl T ERGRy T EXEV T B -
6nxyixy 3vEvIy Ixy X
R s >l L
, 5p ) 15(Z + nx}}}p . 3(%%+Sn;;yx+2n;§ﬁ Vi};yﬁ ”"u:iluxy)fm
Ex Ex? ' Fx

5z 2nxydi nxy 3 yz 2 nxy vKy 33

o BTG TN E T T EC

6nxyixy?  3vxyxy? 3xy2 15mxyx2y
BT T ES T IECGxy T T UERS

53 15 (£ + B R 3(”5E"i"2-’+ Sn;:;yx + 2n;§iyz . vgyz A )i
YITES T Ex? - EX *
5x3  2nxy?)’ nxy 3 nyzy? 20Xy VXY ¥?
=t TR T B Gxy © JEXEy T Ex3

onxy?xy?  3vxyx)? 3x)2 ISnxyx2y 5
B T TTES T T ZECGxy T 2ES

Tensdes normais a secio:

SIGMX = Diderly, v]

1/(12067°3D (g +)"2
(—(12y"2nxy~3)/Ex"3 - (24 xynxy " 2)/Ex"3 - (15 P oxy) /Ex"3 - (15 x"2nxy) /Ex "3 -
(12vxyy"2nxy)/Ex"3 + (63" 2nxy)/ (Ex"2Gxy) - B nyzy" 2}/ (Ex"ZEy) -
(B2 (~(dvxynxy) [Ex"2 + 2 nmxyy/ (Ex Gxy) ~ {12nyz) /(ExEv))) /BEx ~
(1Z2vxyxy)/Ex 3+ (6xy) [{(Ex 2 Gxy) +
Gl {(dynxy 2/ Ex 2+ Sxmy)/Ex 2+ Qvxy ) /Ex2 — v/ {(Bx Gxy))) /Ex —
2H(—{12ymxy 3/ Ex"3 - (12xmxy " 2)/Ex"3 - (12 vy ynxy) /Ex"3 +
o+
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Eynxyy [(Ex 2Gxyy+ Cl{8my 2y /Bx 2+ 2 vy Ex 2 - 1/ (Ex Gry)/
Ex~{6vayxy/EX"3+ 30/ (Ex2Gry) — Gnyzyy/(Ex 2 Ey)) ~
v{{(12ynxy 3y /Ex 3+ (12xmxy"2)/Ex 3 + (12 veyynxy) /Ex ™3 — (6 vnxy)/
(Ex 20y~ 3 {{ Gy " D/Ex 2+ 2vxy)/Ex 2 ~ 1 /{ExGxy)) /Ex +
Gvxya)/Ex 3 -3 x0/(Ex 206Gy + Gnvzy)/(Ex"2EvINEx 3+ 1 /(305673 5
(gb+» 2 {(~2nxy"3)/Ex"3 + (4(1/(2 Gxy) - vay/Ex) mxy) /Ex"2 — (13 nyz) /(2ZEx "2 Ey))
73— ({({(Gxnxy 2/ Ex"2 ~ Avxyynoxy)/Ex 2 + Zynxy) /{(Ex Gxy) +
[{=(6mxy 2}/ Ex"2 - 3vxy)/Ex"2 + 3/ (ZEx Gxy)) +
(Bvxyx}/Ex 2 - (3x)/(2ExGxy)~{(12nvzy) /(ExEy) 572 /Ex ~
Z{—-(6y " Inxy 3/ Ex"3 ~ (2xynxy " 2) fEx 3 - (153 Roxy) /(2 Bx"3) -
(15x"2nxy)/(ZEx 3~ {0vxyy  2myy/Ex" 3+ 3 v 2z [{(Ex 2 Gxy)y —
CGryzy 2/ CQELIEY ~(Bvxyx )/ Ex 3+ Gxy)/(Ex"2Gxy) +
GBl{4ynxy 2}/ Ex" 2+ Sxmxy)/Ex 2+ 2 vayy)/Ex 2 — v/ (Ex Gxy)))/Ex} b +
(BB ExX 3 - (5x"3)/Ex 3 - 2axy"3 v 3/ Bx 3 + (nxy vy 3) /(Ex 2 Gxy) -
myzy" "3/ 2 Ex"IEy) - Qrxyvxyy 3} /Ex"3 -
(Enxy 2xy 2 JEx"3 - Bvxyxy 2}/ Ex"3 + Bxy 2 [ (ZEx™2Gxy) -
(15nxyx" 2y /2Ex"3) - (15 2 (x/Ex + (nxyy) /(2Ex)/Ex "2 +
BI{Ex2)/Ex"2 + Gy yx) [Ex 2+ 2mxy 2y 2) [ Ex"2 +
(vayy"2)/Ex" 2~y 2/ (2Ex Gxy})) / Ex -
y{{6y"2mxy 3/ Ex M3+ (12xynxy Y/ Ex 3 + (15 Poxy) J(2ExX" 33 +
(15x"2mxy)/ CEx" 3+ (6 vxy y"21nxy) fEx "3 ~ 3y 2 nxy) /(Ex "2 Gxy) +
Gnyzy”2)/(2EX"2Ey) + (6 vsyxy) /Ex"3 ~ Bxy) /(Ex"2 Gxy) -~
Gl{4ynxy"2}/Ex"2 + (Sxnxy) /Ex"2 + 2 vxy y) /Ex"2 — y [ (BEx Gxy)))/
ExX)Ex" 3+ 1/(6063D
(g {Q2nxy"3)/Ex 3 - (4 (1/2GCxy) — vxy/Ex)nxy)}/Ex"2 + (13 nyz) / (2Ex"2Ey)} b"4 +
2(—2nxy "3 /Ex3+ 4 (1/(2 Gxy) — vxy/Ex) nxy)/Ex"2 — (13 nyz) /(2 Ex*2 Ey)
ybhN3 =~ ((15nxy 12)/REx"2) + (= (6 ynxy"2) /Ex"Z - (15 xnxy)/ EX"2 =
Bvxy )/ Ex 2+ B/ CExGxy + (15nxyx"2)/(2Ex"2) +
(nxy ¥~ 2) [ (Ex Gxy) — (6nyzy"2) /(ExEy) - (2 nxy vxy y"2) /EX"2 +
(6nxy"2xy)/Ex"2+ 3vxyxy)/Ex"2 - Cxy)/(2ExGxy)) 5" 2)/Ex -
2{EB)/Ex 3~ (15 (x/Bx+ (mxy /@ Ex) Y/ Ex 2+ 3 (Bx"2)/Ex"2 + Snxyyx)/
Ex"2 + 2uxy 2y 2}/ Ex"2 + (vxyy"2) JEx"2 -y 2 /(2 EX Gxy)) D)/
Ex-(5x"3)/Ex"3 ~ 2nxy 3 y"3)/Ex"3 + (nxyy"3) /(Ex"2 Gxy) —
(nyzy"3}/(2Ex 2 Ey) ~ 2 nxy vxy y"3}/Ex"3 - (6nxy 2xy~2}/Ex"3 -
Bvxyxy " D/Ex 3+ Bxy "2/ CEx"2Gxy) - (15nxyx"2 )/ (2Ex 3 b~
y(~{(5B)/Ex"3+(15(x/Ex+ (nxyy) /(2Ex)) 1) /Ex"2 -
GGx"2)/Ex"2+ Snxyyx)/Ex "2+ 2nxy"2y"2)/Ex"2 +
(veyy*"D/Ex 2 -y 2 /R ExGxyN D/Ex+ (5x"3)/Ex"3 +
2y 3y"3)/Ex"3 — (nxy y 3} (Ex 2 Gxy) + (nyzy " 3) [ (ZEx "2 Ey) +
Qoxyvxyy 3 /Ex 3 + (6nxy 2 xy"2)/Ex"3 + Bvxyxy"2)/Ex"3 -
Bxy )/ CREx 2Gxy) + (15mxxyx 2 /2 Ex ) Ex~3)

Simplify]SIGMX]



JungENGASTiriang NUMI2 (negativojnb.nb 150

1
1205°EyGxy/!
{g((Ex(10Eynxy - 27 Gxynyz} -4 Ey Gxymxy G nxy? + Svey)) #* + 6 (IS Ex Gxynyzy? +
Ey{(12Gxyy2mxy’ ~ 12Gxy{ynxy2 + 12Gxyxynxy? + S Gxy P oxy +
5 Gy afnxy ~ BEx 2 nxy + 16 Gry vy v nxy - 10 Gxy I xnxy +
3¥xly-00Gxylvayvy-~3Exxv+6CGxyvavxyy) b —
ISy (ExGxynyzy? ~2Ey{{ ~x—nxyy) (Gxy £ - 2Gxyx! - 2Gxynxyyi+
Gxyx? + 2Gxynxy? y2 - BExy? + 2 Gy vy ! + 2 Gy ey x vy

Tensdes de cisalhamento:

derlx = D[ FUNCOMPLIAN, %]

1
05T {Exg 96+
2 x x
(P - S+ i+ 25— a2 152 3(5f + )l
- EX B B EX -
15x2  6nxy?y?  3vxy)? 352 ISnxyxy 152
ExX* T T B B T IR Gn | EC YIRS T

3{%?;?—-#3?,—51)3 1522 6mxy?y?  3vry)R 32 iSnxyxy}B

EX TES T TES T TES T IEIGry T ES
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TALEY = -D[derlx, v]

172053 D {g B+ 2 (~({{(6rxy 2}/ Ex 2 + (3vxv) [Bx" 2 - 3 /(2 Ex Gxy)y 672} /Ex -
2-(12ymxy " /EX"3 + (187 oxy) /Ex"3 ~ (15 xmxy) /Ex"3 - (Bvxy )/ Ex"3 +
G/ Ex2Gxy) b — (1S E/Ex3 - (152" 2)/Ex 3 = {6nxy 2y 23/ Ex"3 -
Bvxyy "D /Ex 3+ 3y 23/ (2Ex"2Gxy) - (18nxyx ) /Ex"3 +
B0/ Ex" 2+ Smxy )/ ExX 2 /Ex ~ v (12ymxy " 2) /Ex™3 - (15 I nxy) /Ex 3 +
(I5xnxy)/Ex"3 + (6 vxy ¥) /Ex™3 — (33} /(Bx 2 Gxy))) Ex"3) —
0B 30{g b+ {(~{{(6ynxy " 2)/Ex"2 ~ {15 /nxy)/Ex"2 + (15 xnxy) /Ex"2 +
Bvxyy)/Ex"2~(33)/2ExGxy)) b"2)/Ex -
2{=(5)/Ex"3+3{10x)/Ex" 2+ Snoxy ) /Ex"2) [} /Ex ~
(A5x"2/Ex"3 - (6nxy 2y "2} /Ex"3 ~ 3 vy vy 2)/Ex 3 +
B3y 2/ (2Ex"2Gxy) ~ (15nxyxy)/Ex"3) b~
V(S /Ex"3 - G0 /Ex 2 + Snxy )/ Ex" 2} )/ Bx +
(A5x"23/Ex 3 + (6uxy 2y "2}/ Ex"3 + G vxyy"2)/Ex 3~
By 2{2Ex"20xy) + (5 nxyx )/ Ex 3N Ex"3)

Simplify[TALXY]

1
- S CRT (g (b2 —37) (B2 (Ex — 2 Gxy (Znxy? + vy)) ~
S5(Exy?2-2Gxy QR -6x]—4nmxyyl+3x2+2nxy? 32 + vEy Y2 +4nxyx )

Tensdes mormais na direcido Y:

SIGMY = Diderlix, x]

2 15 b Gi is 15
Ex}q(b+3) (- —po— —2(% — B2 — —m ) by (=3¢ + B + —mel))
1205631

Simplify[SIGMY]

gh+y) (Mxy b2+ (4] ~4x—2nxy ) b+y (=21 +2x + Xy »))
- SH37




Anexo C

Deducgfo da expressdo para o momento fletor sobre uma viga engastada, sujeita 2 um

carmregamento triangular, em uma ssgfo genérica S.



Para a viga engastada da figura A.1:

Voo e T
30808 % % 0§ % ¢ ¥ 3 9§ ¥y ¥ ¥ ¢ ¥ ¥ ¥ 4 4 %
p

E4

[P P

i

2b

FIGURA A.1 - Viga engastada sujeita a um carregamento friangular distribuido.

t8m-se a seguintes expressio para o carregamento linear:

g=0qe ~ 9o '§=QG(1“§j

e para o momento fletor numa segfio genérica S:

MS =“q(I;X)-(Z;X)=m%.([wX)2

Substituindo-se a equaco (A.1) na equacio (A.2), tém-se:

M, =—3§--(1--ﬂ.(zz-zzx+x2)

e assim:

3
Mg =~—--—--(f - 3% +3x* mfim]

que € a expressdo utilizada em (8.17 a).
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This work presents an analysis on the distribution of stress and strain in anisotropic
solids in the scope of the Theory of the Elasticity. In this coniext, to study the mechanical
behavior, being based on the agreement of the stress, strain and deslocations, of anisotropic
beams stress functions had been analyzed, consonants with those developed by LEKHNITSKII et
al. (1968} and HASHIN (1967). Matchings of results with structures of isotropic material had
also been goal of nquiry. Finally, a study on beams with consisting sections of layers it was
carried through. The obtained results supply information that contribute for application of the
anisotropic materials in structures of the civil construction.

Key-words: Anisotropy; Stress function; Elasticity.
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