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Resumo 

SIMOES, R, Urn Estudo de Placas sob Cargas Dinamicas Estaciom!rias e com o Efeito da 

Nao Linearidade Geometrica sob Cargas Estaticas Usando o Metodo dos Elementos de 

Contorno. Campinas: UN! CAMP, FEC, 200 L Dissertal(ao (Mestrado) - Universidade Estadual 

de Campinas, 2001. 222 p. 

0 Metodo dos Elementos de Contomo foi utilizado para estudar placas com a hip6tese de 

pequenos deslocamentos segundo a teoria cliissica. 0 efeito da nao linearidade geometrica foi 

considerado para se obter as cargas criticas para placas homogenias e isotr6picas. Tambem foram 

obtidas as freqliencias naturais das placas usando a teoria das vibras:oes livres. Ambas as aniilises 

foram feitas para viirias condic;oes de contorno. A iteras:ao inversa do coeficiente de Rayleigh foi 

utilizada para se obter os menores autovalores, assim como seus correspondentes autovetores. 

Foram utilizados elementos isoparametricos lineares para a discretiza9iio do contorno e do 

dominio da placa. A discretizas:ao do dominio da placa foi necessaria para a inclusao do efeito da 

nao linearidade geometrica nos problemas estiiticos e do efeito de inercia nos problemas 

dinamicos. A integral de domfnio, em cada celula, foi transforrnada em uma integral de contorno 

equivalente, acelerando desta forma o processo de integra<;iio. 

Palavras Chaves: Elementos de Contorno, Placas, Nao Linearidade Geometrica, 

Dinamica Estacioniiria. 



Abstract 

SIMOES, R, Urn Estudo de Placas sob Cargas Dinamicas Estacion:irias e com o Efeito da 

Nao Linearidade Geometrica sob Cargas Estaticas Usando o Metodo dos Elementos de 

Contorno. Campinas, Brasil: UNICAMP, FEC, 2001. Dissertation (Master) - Universidade 

Estadual !. 222 p. 

The Boundary Element Method was used to study plates with small strain hypotheses 

under classical theory. The geometrical non-linearity effect was considered to obtain in plane 

critical loads for homogeneous and isotropic plates. On the other hand, the natural frequencies of 

the plates were computed using the free vibration theory. Several plates were analyzed with 

different boundary conditions. The inverse iteration with the Rayleigh quotient was employed to 

obtain the smaller eigenvalues with their corresponding eigenvectors. lsoparametric linear 

elements were used on the boundary and in the domain. The domain discretization was required 

to include the geometrical non-linear effect in static problems or the inertia effect in dynamic 

problems. The domain integral was converted to an equivalent boundary integral at each cell to 

accelerate the integration process. 

Key Words: Boundary Element, Plates, Buckling, Stationary Dynamics 



INTRODUCAO 

1.1. Gene.ralidades 

Elementos estruturais de superficies planas paralelas sao extremamente utilizados nos 

mais variados ramos da engenharia, tais como civil, mecil.nica, aeronautica, naval, entre outros. A 

placa e a chapa sao exemplos destes elementos onde aquele que tern os carregamentos 

perpendiculares ao plano medio entre as superficies e denominado de placa e o que tern os 

carregamentos paralelos ao plano medio e chamado de chapa. A necessidade de construs:ao e 

concep<;ao de grandes obras de arte (pontes, edificios, barragens, silos, reservat6rios, etc.) que 

utilizam diretamente estes elementos, despertou em engenheiros e pesquisadores urn grande 

interesse de verificar e estudar o comportamento destes elementos estruturais. 

0 estudo de placas e de chapas (estado plano de tensoes e/ou deforma<;oes) teve suas 

origens ha quase dois seculos, porem a maioria dos problemas relacionados aos casos reais foi 

resolvida durante os ultimos 70 anos. Os nomes de Neuber, Navier, Poisson, Kirchhoff, 

Timoshenko, Galerkin, Vlassov, Kalmanok, Girkmann, Saint-Germain, dentre outros grandes 

pesquisadores de todo o mundo estao intimamente relacionados com os fundamentos da teoria 

chissica de placas, contribuindo significativamente para a sua amplia<;ao. 
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Apesar das hip6teses simplificadoras adotadas, as solu9oes analiticas das 

diferenciais que govemam o problema de flexao placas sao conhecidas apenas em alguns 

casus particulares. 0 mesmo pode-se afirmar para o caso das chapas. 

Nas ultimas decadas o efeito dos carregamentos dinamicos nas estruturas tern sido alvo de 

muitos estudos, principalmente ap6s a ocorrencia de problemas estruturais devido a estes efeitos. 

Dada a dificuldade de detennina91io de soluv5es analiticas para casos mais gerais, como o 

do efeito da nao linearidade geometrica ou o efeito de carregamentos dinamicos associados as 

placas, surgiram tec,ni<:as numericas para esta em\lise 

resolu~ao. Dentre as tecnicas, destacam-se: o Metodo des Diferen·9as r """" (MDF), o Metodo 

dos Elementos Finitos (MEF) e o Metodo dos Elementos de Contomo (MEC). Na utilizavao de 

qualquer urn desses metodos, deve-se tomar o devido cuidado com as limitas;oes inerentes a eles, 

de tal forma que estas nao causem imprecis5es no tratamento do problema a ser analisado. 

1.2. Considera~oes Sobre o Estndo da Flexao de Placas 

Decorrente da ado<;ao de varias hip6teses simplificadoras, visando analisar a placa como 

urn elemento bidimensional, surgiram varias teorias para verificar o comportamento geral desta 

superficie estrutural. A primeira equas:ao descrevendo a flexao de placas acredita-se que foi 

proposta por Navier [1] em 1823, onde a rigidez a flexao e definida em termos de uma constante 

elastica e sao necessarias tnls condio;oes de contomo naturais. Na descrio;ao da vibra<;ao de uma 

membrana perfeitamente flexivel, Euler [1] realiza a primeira critica a esta teoria. Na analise de 

placas, Bernoulli [1] obtem uma equa91io diferencial para placas que consiste em uma 

aproxima<;ao atraves de dois sistemas de vigas. Uma nova tentative de melhorar a teoria de placas 

foi realizada em !829 por POISSON [2] que levou a urn problema com tres condiy5es de 

contorno naturais. Em 1850, KIRCHHOFF !31 estabeleceu as hip6teses fimdamentais da teoria 

de placas, derivando a expressao da energia potencial para uma placa inclinada e aplicando o 

principio dos trabalhos virtuais para obter uma equa<;ao diferencial, onde a rigidez a flexao e 
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percebeu que as condi<;oes de contomo propostas por Poisson nao sao compativeis com a 

natureza de quarta ordem da equa<;ao diferencial por ele obtida, mostrando que estas condi<;oes de 

e levado em conta nesta teoria, logo as retas nonnais ao plano medio da placa pennanecern 

normais apos a deforma.;ao. Todos os deslocamentos da placa sao dados em fun<;ao de duas 

coordenadas no plano medio da placa, ou seja, o problema e reduzido a urn caso bidimensional. 

Esta teoria apresenta bons resultados para o comportamento de placas com pequenos 

deslocamentos para uma grande variedade de carregamentos e geometrias. 

1.3. Metodo dos Elementos de Contorno Aplicado a Amilise de Placas 

Pode-se afirmar que em 1872, BETTI [4] foi o primeiro a estudar a teoria da elasticidade 

com equa96es integrais. Em 1886, Somigliana apresentou a equayao integral que estabelece a 

rela<;ao entre as fors:as, os deslocamentos no contomo de urn corpo e seus deslocamentos 

internos, que ficou conhecida como identidade de Somigliana. 

A formulayil.o de Somigliana, bern como outras de mesma natureza, e chamada de 

formulavil.o direta, pois os deslocamentos e fors;as do contomo ( funs:ao de densidade da equayao 

integral) sao tornados com seus valores reais, sem aproximay6es. Em muitos casos particulares de 

carregamentos e vinculay6es, nao e simples escrever tais funv6es, o que dificulta a aplicayil.o da 

formulayil.o direta. 

Em 1903, FREDHOLM [5] publicou urn trabalho sobre a aplica<;il.o das equa96es 

integrais dos problemas potenciais em urn contorno dividido em partes, sendo as funs:oes de 

densidade aproximadas por fun96es ficticias. A estas aproximayoes para as fun<;6es de densidade 

de uma equa<;ao integral, da-se o nome de formula<;ao indireta. 
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Os de Somigliana e a base para o atual Metodo dos 

Elementos de Contomo. Uma serie de traba!hos, principalmente de autores russos, deram uma 

maior compreensao as equas:oes integrais. Dentre eles destacam-se: em 1929 KELLOG [6J, em 

1953 MUSKHELISHVILI em 1957 MIKHLIN e em 1964 SMIRNOV 

autores uti!izaram formula9oes indiretas. As bases das formulayoes indiretas foram estabelecidas 

em 1965 por KUPRADZE [Hlj, considerando a soluvao fundamental de Kelvin para resolver o 

problema de elasticidade. 

1963, JASWON IHJ e SYMM [12] publicaram trabalhos sobre a solus;ao numerica 

de prc>DJE'm~ls regidos equa9ao de Laplace. Suas aproxima9oes em elementos 

lineares onde as fun9oes de potencial sao assumidas constantes no contorno. As integrais de 

contorno sao avaliadas usando-se a regra de Simpson, exceto pelas integrais singulares que tern 

tratamento analitico. Adicionalmente, propoem uma formula91io mais geral atraves da aplicas;ao 

da Segunda Identidade de Green com potenciais e suas derivadas desconhecidas no contorno 

[11, 13]. 

Em 1967, RIZZO [14] apresentou, para a elasticidade bidimensional, a formulas;ao na sua 

forma direta. Neste mesmo ano, JASWON eta!. [15] deram inicio a analise de placas utilizando 

o Metodo dos Elementos de Contorno na sua forma indireta. Sua proposta e a decomposi9ao da 

equas;ao hi-harmonica em duas equas:oes harmonicas que, resolvidas por equa.yoes integrais e 

devidamente combinadas, permite a resolu<yao do problema. 

0 trabalho de RIZZO [14] foi expandido para problemas tridimensionais a partir de 1969 

por WATSON [16, 17), CRUSE [18, 19] e CRUSE et al. [20). Mais tarde LACHAT [21] 

propos a utilizas;ao de polinomios de grau mais alto com fun.yoes de densidade que poderiam 

trazer melhores resultados. Tal proposta foi implementada em 1975 por 

LACHAT & WATSON [22, 23]. Mais tarde outros autores passaram a usar elementos 

isoparametricos quadniticos, onde tanto a geometria do contorno como as fun.yoes densidade sao 

aproximadas por funs;oes quadraticas. 

1976, HANSEN [24] apresentou a analise de placas infinitas com furos e contorno 

nao carregado atraves do metodo direto. utiliza duas equa<;oes integrais, uma correspondente 
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a expressao do deslocamento e outra correspondente a sua derivada em relayao a uma dire9ao 

qualquer. 

Em 1978, BREBBIA fez uma generaliza<;:ao do Metodo dos cl,:omentos de Contomo, 

apresentando uma formula<;:ao partindo da tecnica dos residuos ponderados. Destacam-se as 

formula<;oes no campo da elasticidade linear utilizando solu9oes fundamentais pr6prias para a 

consideras:ao de superficies livres, muito versateis na soluc;ao de problemas que envolvem a 

analise de tensoes pr6ximas a uma borda livre, analisados posteriormente por NAKAGUMA [26] 

e TELLES & BREBBIA [27]. 

Ainda em 1978, BEZINE & GAMBY [28] propuseram uma formula<;ao direta para o 

tratamento de placas. As equa<;oes integrais sao encontradas a partir da Segunda ldentidade de 

Green e considera-se como variaveis os deslocamentos transversais e suas derivadas na direviio 

normal ao contomo ou a for<;;a cortante equivalente e o momenta fletor normal ao contorno. 

Devido ao tipo de problema sao encontradas duas equa<;;oes integrais relativas ao deslocamento 

transversal e a derivada na dire<;;ao normal, respectivamente. Com esta formula<;;ao eles analisam 

varias placas quadradas com diversas combina<;;oes de condi<;;oes de contorno. Outros trabalhos 

sao desenvolvidos utilizando a formulas:ao direta, dentre eles BEZINE [291, STERN [30] e 

DANSON [31]. Na mesma epoca, alguns pesquisadores tratam o problema de uma placa 

quadrada engastada em todo o seu contorno utilizando a formulas;ao indireta. Dentre os trabalhos, 

citam-se ALTIERO & SIKARSKIE [32] e WU & ALTIERO [33]. 

Em 1979, TOTTENHAN [34] apresentou uma discussao sabre as formula<;;oes direta e 

indireta aplicadas as placas delgadas, placas apoiadas sabre base elastica e cascas abatidas. 

Em 1983, VENTURINI & BREBBIA [35) expuseram uma vantagem do Metoda dos 

Elementos de Contorno, apresentando uma formulas:ao para materiais nao resistentes a tras;ao e 

descontinuidade. 

Em 1984, COSTA JR. & BREBBIA [36,37] empregaram o metoda direto na formulas:ao 

desenvolvida para resolver problemas de placas tais como: flexao, flexao em base elastica, 

vibra9ao e flambagem. 
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1986, GUO-SHU & MUKERJEE 138] e HARTMANN & ZOTEMANTEL 

adotaram urn esquema de interpolavao hermetiana para a flecha. Eies discutem o tratamento das 

integrais de dominio, vinculos no dominio e singularidades decorrentes da formula91io direta. 

Neste mesmo ano MOSHAIOV & VORUS estudam o 

usando urn esquema de carregamento incremental e calculando os momentos fletores pUtsticos 

iniciais por urn processo iterativo. A placa e dividida em ceiulas, sendo o momento pliistico sobre 

cada celula e admitido constante, para avalia9ao do efeito das integrais de dominio. 

1987, PAIVA !41] estudou solucoes numericas para diversos casos de carregamentos, 

contorno e posicionamento equacionar o 

problema. Tambem apresenta a analise de estruturas formadas por placas, vigas e pilares atraves 

do Metodo dos Elementos de Contorno. 

Entre 1988 e 1989, HARTLEY & ABDELL-AKHER [42, 43] e 

HARTLEY & AHMED [44] sugeriram urn esquema de integras:ao analitica para evitar os 

problemas de instabilidade numerica que podem surgir devido as singularidades que aparecem 

nos integrandos. Tambem discutem a determina<;ao de valores nos pontos internos. 

Em 1989, PALERMO JR. [45] utilizou a formulac;ao direta pela tecnica dos residuos 

ponderados para analise de pec;as de ses:ao delgada. Tambem e verificado o comportamento 

destas pes:as com a adi<;ao de diafragmas. 

Em !989, BREBBIA & DOMINGUES [46] advertiram sobre a obtenc;ao de erros pelo 

metodo devido a utiliza<;:ao de uma tecnica numerica inadequada. Neste mesmo ano, 

KATSIKADELIS & ARMENAKAS [47] combinaram o Metodo dos Elementos de Contorno 

com o Metodo das Diferen<;:as Finitas para a solus:ao simultanea de duas equac;oes integrais e duas 

equa<;:oes diferenciais das placas de Reissner. 

Em 1990, CAMP & GIPSON [48J utilizaram viirios tipos de elementos de contorno 

isoparametricos. Suas integrais sao calculadas analiticamente. 
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Em 1991, ELZEIN [49) resolveu alguns problemas de p!acas com a introdw;oao das 

de cantos ou fon;oas de Kirchhoff, for~;as estas que atuam em cantos do contomo. Neste mesmo 

ano, HARTMANN [50] desenvolveu uma formulavao direta aplicada a analise estatica de placas 

isotr6picas 

sao usados polinomios de Hermite para deslocamento transversal e uma interpola.;:ao para 

as outras funvoes do contomo. 

Em 1992, KARAMI et a1.[51], desenvolveram uma formulayao utilizando urn sistema 

onde sao acopladas uma equa9ao bi-harmonica e uma equa9ao harmonica, resolvidas 

simultaneamente. As integrais Neste mesmo 

ano, V ABLE & ZHANG [52] adotaram a formula;;ao indireta para a analise de placas, fazendo 

uso de urn esquema de integra~ao analitica e de fun9oes ficticias, aproximadas por polinomios de 

Lagrange e Hermite. 

Em 1994, CHUEIRI [53] abordou a analise elastoplastica de placas usando o metodo 

incremental-iterativo, baseando-se na tecnica dos momentos iniciais. As integrais de dominio que 

resultam destes momentos sao discretizadas atraves da divisao do dominio em celulas 

triangulares, com funs:ao aproximadora linear. Sao propostos oeste trabalho, modelos para a 

analise elastoplastica de lajes de concreto armado. 

Em 1998, OLIVEIRA NETO [54] apresentou uma nova formulayi'io admitindo tres 

parametros nodais de deslocamento para sua representa9ao integral: des!ocamento transversal e 

suas derivadas nas dire9oes normal e tangencia! ao contorno. Sao usados dois val ores nodais para 

os esfor9os: momento fletor normal e for9a cortante equivalente. Obteve-se desta forma, tres 

equas:oes integrais de contorno por n6, a partir da discretizas;ao do contorno da placa. 
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1.4. Efeito da Nao Linearidade Geometrica Associada as Placas 

No do seculo passado, [59] usando o conceito das fun<;:oes tensoes em 

ordem superior, simplifica a complicada equa<;iio de instabilidade para placas, procedimento este 

tentado antes por Kirchhoff e Clebsh [59]. 

Em 1910, von Karman [59] remove a condi91io de esbeltez de placa e na deriva<;iio antes 

determinada, propoe uma fun9iio aproximadora para o comprimento efetivo de flambagem da 

tem-se como a 

problema de flexiio em placas cliissicas com o efeito de niio-linearidade geometrica. 

Conseqiientemente, as integrais de dominio contendo termos de curvaturas resultantes das 

integra<;oes por partes sao utilizadas. 

Em 1974, NIWA et al. [60) descreveram a primeira solus;iio integral do contomo para 

problemas de nao-linearidade geometrica associado as placas. Esta solu<;ao foi obtida usando 

aproximas;oes indiretas em placas uniformemente carregadas em seu plano medio. 

Em 1981, BEZINE [61] obteve uma formulas;ao geral do problema. Utilizam-se ce!ulas 

internas para o calculo das integrais de domlnio. Em 1984, COSTA & BREBBIA [36] se 

aprofundaram no trabalho anterior. 

SYNGELLAKIS & KANG [62], eliminaram as curvaturas do dominic e apresentaram 

uma solus;ao que requer apenas o deslocamento transversal do dominio. Eles consideram o 

problema de placa usando elementos de dominio de ordem superior para obter aproxima<;oes das 

curvaturas. 

Em 1983, TANAKA [63] apresentou uma formula<;iio integral na forma incremental 

usando como base as equas;oes de von Karman e propos uma tecnica de transforma<;iio das 

tra<;i'ies e tensoes nas condio;:oes de contomo. 
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Ern 1999, DUARTE [M] tratou analise placas 

isotr6picas subrnetidas a cornpressao. Os resultados das cargas criticas forarn obtidos utilizando­

se a itera<;ao inversa eo coeficiente de Rayleigh. Sao apresentados alguns exernplos corn algumas 

condit;:5es de contomo. 

1.5. Efeito das Vibra~oes Harmonicas Livres e For~adas Associadas as Placas 

1972, VIVOLI [67] e VIVOLI & [68] forarn os prirn<~irc•s a considerar a 

vibra<;:iio livre de placas atraves do rnetodo indireto relacionado ao MEC, utilizando para isto 

elementos de contorno constantes. 

Em 1979, HUTCHINSON & WONG [69] apresentaram o metodo direto do MEC 

envolvendo o deslocamento transversal, rotavao normal, o Laplaciano do deslocamento e a 

derivada normal do Laplaciano do deslocamento seguindo o trabalho de 1976 de HANSEN [24] 

que analisava o comportamento estatico de placas. Eles obtiveram resultados numericos para 

placas envolvendo !ados simplesmente apoiados e engastados empregando somente a parte real 

da soluyao fundamentallevando isso a ganhos computacionais. 

Em 1980, BEZINE [70] utilizou uma discretiza9ao de domfnio para a considera9ao das 

fors:as de inercia decorrentes das vibrayoes livres. Para isto, utilizou elementos de contorno e 

celulas internas constantes. 

Em 1981, WONG & HUTCHINSON [71] apresentaram a formula<;ao completa para o 

problema de vibra<;ao livre de placas com a formulayao direta do MEC, incluindo o efeito das 

angulosidades e envolvendo o deslocamento transversal, a rota<;ao normal, o momento fletor e a 

for.;:a cortante equivalente como mostrado por STERN [30] em 1979 na analise estatica de 

placas. 
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vibra~tiio 

e 1982, NIW A et al [72, 73] apresentruram urn tra!Jalrlo mnplo para analise de 

placas atraves do metodo indirel:o incluindo detalhes de resultados numericos. 

Em !982, BEZINE & GAMBY 

atraves do metodo direto do MEC em conjunto com a integra<;ao no dominio do tempo. 

utilizaram elementos de contomo constantes e esquema de passos de carga para obter respostas 

transit6rias. 

1985, KITAHARA [75] apresentou a formula91io integral para o metodo direto 

vibra9oes associada a placas 

submetidas a for9as no plano medio destas. Foram analisados os efeitos das angulosidades no 

contorno com a utilizayao de elementos retos e curvos, com funs;oes de aproxima9ao constantes. 

Em 1985, COST A JR. [661 utilizou a formulas:ao direta para o MEC na resoluviio de 

alguns exemplos de vibras;oes livres de placas. 

Entre 1986 e 1989, PROVIDAKIS & BESKOS [76, 77, 78] complementaram [71] 

utilizando elementos de contorno isoparametricos quadniticos para aumentar a precisao. 

Apresentaram uma formulas;ao completa e geral para o metodo direto do MEC no dominio da 

freqiiencia para obter a resposta transit6ria de placas fletidas como extensao do trabalho [30] para 

o caso diniimico. 

Entre 1986 e 1990, O'DONOGHUE & ATLURI [79, 80], PROVIDAKIS et al 

[76, 81, 82), BESKOS et al [83) e BESKOS [84] estenderam o metodo do MEC para vibras:oes 

fors:adas em placas com a ajuda de uma transformada de tempo e de Laplace para a formulaylio 

de domfnio. 

Em 1987, HEUER & IRSCHIK [85] e IRSCHIK et ai [86] utilizaram o metodo indireto 

do MEC para analisar vibras:oes livres em placas. Utilizaram funs:oes de Green em urn dominio 

finito, resultando em uma reduzida discretiza<;iio de domfnio. 
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Entre 1987 e 1988, TANAKA et al [87, 88] estudaram vibra~oes !ivres em placas 

associadas em estruturas utilizando elementos de contorno e celulas internas constantes. 

Entre 1987 e 1989, KATSIKADELIS & SAPOUNTZAKIS e 

KATSIKADELIS et al [91] estudaram vibray5es e for<;:adas em placas com variaviio de 

espessura utilizando discretizaij'iio de dominio, envolvendo o deslocamento transversal, o 

Laplaciano do deslocamento transversal e varias derivadas destes deslocamentos na formula9ll.o. 

Em 1988, COSTA JR.[92] continuou o trabalho de BEZINE £70], fazendo novas 

contomo e ceh1las mtf:rmls 

constantes. 

1.6. Conteudo do Trabalho 

No Capitulo 2 sao apresentadas de forma resumida, as rela9oes biisicas da teoria 

tridimensional da elasticidade em terrnos de coordenadas cartesianas e cilindricas. 

No Capitulo 3 e apresentado urn resumo da teoria de KIRCHHOFF [31 para placas, 

onde sao obtidas as expressoes de esfor<;:os em fun<;ao do deslocamento em coordenadas 

cartesianas e cilindricas. Neste capitulo tambem e obtida a solw,;iio fundamental de placas, ou 

seja, a fun<;ao deslocamento para uma placa infinita submetida a urn carregamento transversal 

definido pela fun<;ao delta de Dirac. 

No Capitulo 4 sao apresentadas as equa<;5es integrais de contorno para a flexao de placas 

para pontos no dominio e no contorno, que sao posteriormente utilizadas na aplica<;ao do Metodo 

dos Elementos de Contorno. Estas equa<;5es sao obtidas a partir das solu<;5es fundamentais, 

utilizando-se o teorema de Betti. Neste capitulo tambem sao apresentadas as transforrna<;oes das 

integrais de dominio em integrais de contorno para dois tipos de carregamentos, uniformemente 

distribuido e hidrostiitico. 
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No Capitulo 5 e descrito o Metodo dos Elementos em 

integrais sao discretizadas com auxllio de fun<;oes aproximadoras lineares para as funvoes 

incognitas, obtendo-se desta fonna urn sistema de equac;oes lineares" 

No Capitulo 6 e apresentada uma introduc;ao da niio-linearidade geometrica associando 

esta as equac;oes integrais de placas" 

No Capitulo 7 e apresentada uma introduc;ao de vibra9oes e cargas dinamicas em 

estruturas e a sua inclusiio nas equac;oes integrais de placas" 

No Capitulo 8 sao apresentados alguns exemplos de flexiio de placas com diferentes 

geometrias de contorno, condic;oes de contorno e carregamentos de dominio, alguns exemplos de 

obten9iio de cargas criticas para algumas placas quadradas, exemplos de placas variando-se a 

constante de integra<;iio da solu<;iio fundamental, alguns exemplos de placas submetidas a 

vibra<;ao livre e a carregamentos hannonicos" 

No Capitulo 9 sao apresentados os esquemas dos programas desenvolvidos para a 

obten<;ao dos resultados do Capitulo So 

No Capitulo 10 sao apresentadas as conclusoes do trabalho. 

No Apendice A e apresentado o teorema da energia aplicado a flexiio de placas, ao efeito 

da niio linearidade geometrica em placas e ao efeito de vibra<;oes livres em placas" 



2. ELASTICIDADE LINEAR 

2.1. Introdu~lio 

Neste capitulo sao apresentadas as formulay6es basicas da teoria da elasticidade linear 

utilizando as rela96es deformas:ao-deslocamento, as equa<;6es constitutivas e as equa96es de 

equilibrio. E apresentada a formula9iio para o caso tridimensional, na qual seis componentes de 

tensao sao escritas em funs:ao de seis componentes de deformaviio utilizando a Lei de Hooke. As 

formula<;5es sao escritas em termos de coordenadas cartesianas e ciHndricas, visando a posterior 

obtens;ao das equa<;6es diferenciais que govemam o problema de flexao de placas. 

2.2. Rela~oes Deforma~ao-Deslocamento 

Seja urn solido continuo e homogeneo B, posicionado genericamente no espa9o. Este 

solido sofre deforma<;ao quando a posi<;iio relativa entre dois pontos do mesmo e alterada. Se a 

distancia entre qualquer par de pontos deste solido permanecer a mesma, ele e considerado 

rigido. Logo, o movimento de corpo rigido e caracterizado por uma translaviio e/ou uma rota9ao 
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solido. urn solido nas posi9oes indeformada e deformada (Figura 2.1). tomando-se 

pontos mesmo infinitamente proximos: 

obtem-se, apos a deforma9ao do solido, as seguintes coordenadas para estes pontos: 

3 

X2 

Figura 2.1 - Estado de defonnaqao de urn solido 

' ' As rela9oes entre as coordenadas de M e M e de N e N sao dadas por: 

(2.1) 

(2.2) 
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Escrevendo-se os deslo:came:nt<)S do Nna de 

ponto Me negligenciando os termos de ordem superior a 1, obtem-se: 

+ + (2.3) 

Substituindo-se as equa<;oes (2.1) e (2.3) em (2.2), obtem-se: 

(2.4) 

sendo o Momitido. 

A mudan<;a do comprimento do elemento ds apes a deformayao e dada por: 

(ds • )' - (ds )' = (d~, · d~J- (dx, · dx;} (2.5) 

Introduzindo-se a definic;ao de dl;; dada pela equa.;ao (2.4) em (2.5), obtem-se: 

(2.6) 

sendo s;i as componentes do tensor Lagrangeano de deformas:oes dado por: 

(2.7) 

No caso da ados:ao da hip6tese de pequenos deslocamentos, os termos quadniticos da 

equa.;:ao (2. 7) sao infinitesimais e podem ser considerados despreziveis frente aos termos 

lineares. Logo, a equas:ao (2.7) pode ser escrita da seguinte forma: 

e=L(u.+u) 
IJ 2 l,j j,l 

(2.8) 
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2.3. Eqmu;oes Constitutivas 

Considerando-se urn 

material ehistico linear, sabe-se que a equas;ao constitutiva relaciona o tensor de tensoes com 

o tensor de deforma<;oes (E;j) atraves da Lei de Hooke. Logo, em qualquer ponto do solido, as 

componentes de tensao sao relacionadas com as componentes de deforma<;ao segundo a 

expressao: 

(2.9) 

sendo C o tensor de quarta ordem que contem as constantes elasticas do material. 

Este tensor e composto por 81 constantes eh1sticas. Pode-se simplificar a expressao (2.9) 

considerando-se que os tensores de segunda ordem envolvidos sao simetricos. Com isso passa-se 

a ter 36 constantes independentes. Se for considerada a existencia de uma fun<;ao de densidade de 

energia, pode-se mostrar que o tensor C;jkl e simetrico em rela<;ao a cada par de indices, restando 

21 constantes independentes. Como o material e suposto isotr6pico, ou seja, suas propriedades 

independem da dires;ao em que sao medidas, estas constantes podem ser resumidas a apenas duas 

(E, v). A equa<;ao (2.9) pode ser escrita como: 

E·v E 
cru=( )( )·Ou·skk+-(-)·E;; 

l+v · J-2·v l+v 
(2.10) 

sen do: 

O;j o delta de Kronecker; 

E o modulo de elasticidade longitudinal; 

v o coeficiente de Poisson. 
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A relavao cortstituti';a (2. 

v -·o ·cr E !J kk 
(2.11) 

2.4. Fo:r~as de Supe:rfide e Volume 

Seja urn solido continuo e homogeneo de volume V e superficie de area A, onde atuam 

for9as volumetricas F; e for<;as de superficie T; (Figura 2.2). 

A 

n 

Figura 2.2- For10as de superficie e de volume 

Tomando-se urn elemento infinitesimal de volume (dV) no interior deste corpo, o 

equilibria estatico das for<;as que atuam neste elemento e: 
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+F, 0 (2.12) 

x, 

x, 

Figura 2.3- Foryas de superficie em um tetraedro infinitesimal 

Dadas as componentes de tensao em urn ponto 0, as forc;as de superficie de urn plano 

oblfquo aos tres eixos de coordenadas sao obtidas atraves do equilibrio estatico de urn tetraedro 

infinitesimal, formado por este plano e por pianos que contem os eixos coordenados dois a dois 

(Figura 2.3). Considerando-se que a distiincia do plano obliquo em relac;ao a origem do sistema 

de coordenadas e inicialmente h, e fazendo II tender a zero, obtem-se as fon;:as de superficie, ou 

seja: 

(2.13) 

18 



sendo ni os cossenos diretores dos iingulos foJ:mad<JS pelo vetor no:rm11l em relao;ao aos eixos 

coordenados 

2.5. Rel:u;oes Tensi'io-Deform:u;i'io em Coordenadas Cill.ndricas 

Na Figura 2.4 e apresentado urn sistema de coordenadas cartesianas (x~, x2, x3) 

relacionado com urn sistema 

basicas da teoria de flexao de placas possam ser escritas em coordenadas cartesianas ou 

cilfndricas. 

x2 (u2) 

e 

Figura 2.4- Sistemas de coordenadas 

De acordo com a equa<;ao (2.8), para uma placa sujeita a carregamentos normais a seu 

plano, os deslocamentos resultantes em sua superficie media sao dados por u~, u2 e 113. Assim, 
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atraves de urn sistema de coordenadas cartesianas, as compooentes de deformas:ao em funviio 

deslocamentos podem ser escritas como: 

I \ 

[

E11 :- ,, :: I 
_, au, J S22 - --

s,, [:: 
ax, 

(2J4a) 

+ 

(l~::] 
y 23 

ax, ax2 
au, au, 
--+--
ax, ax, 
au, au, 
--+--

(2J4b) 

ax, ax2 

Com relao;;ao a urn sistema de coordenadas cilindricas, a partir de urn carregamento 

aplicado, os deslocamentos resultantes na superficie media da placa sao dados por u,, ue e UJ, As 

componentes de deforma<;:ao em funo;;ao dos deslocamentos sao escritas como: 

[::]= 
s,, 

[ ~:]= 
Ye3 

au, 
ar 

I ou
9 

u, 
----+-
r ae r 

au, 
ax, 

I au, aue Ue 
---+----
r ae ar r 

au, au, 
-+---
ax, ar 

au. I au, 
--+-·--
ax, r ae 

(2J5a) 

(2.l5b) 
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Atraves de Hooke, equa~ao (2.9), as componentes de deforma~ao, em fun<;ilo 

tensoes em coordenadas cartesianas, sao expressas como: 

-v 

-v 

-v 

( a,,l 
-~a,, I 

1_0"33) 

sendo G o modulo de elasticidade longitudinal dado por: 

G=___l!_ 
(1 +v) 

(2.1 

(2.16b) 

(2.17) 

Da mesma forma, as componentes de deformat;ilo, em funs:ao das tensoes em coordenadas 

cilindricas, podem ser expressas por: 

(&,] ( l -v -vl [a"] 
&aa = ~ · =v -v · O"aa 

8 22 v - v I a,3 

(2.18a) 

[ Y,e]=_!__(~'e] Yr3 G 'tr3 

Y e3 'te3 

(2.18b) 

As equa<;5es (2.16), inicialmente expressas em funs;ao das componentes de tensao, podem 

ser invertidas para expressar as tensoes em funs;ao das componentes de deformat;5es em 

coordenadas cartesianas; desta forma obtem-se: 
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v 

1-v 

v 

v l [&11

] v . Ez2 

1-v c 33 

(2.l9a) 

(2.19b) 

De acordo com as equal(iles (2.18), as componentes de tensao, em tennos das 

v 

1-v (2.20a) 

v 

(2.20b) 

2.6. Equa~oes de Equilibrio 

Considerando-se urn elemento infinitesimal de dimensiles dx;, onde atuam em cada ponto 

urn conjunto de tensiles intemas, o equilibrio estatico deste corpo pode ser observado na 

Figura 2.5. 
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i O'n 

O"Jl ! --
x, 

x, 

I //// "" dx, 

1/ x, 

Figura 2.5- Elemento infinitesimal 

Levando-se em considera<;iio as defini<;oes bftsicas do item 2.4, este equilibria esta sujeito 

a urn sistema de fon;;as volumetricas F1 e tambem a urn sistema de for<;as de superficie T;. Desta 

forma, a partir de urn sistema de coordenadas cartesianas, pode-se escrever explicitamente as 

equa<;oes de equilibrio deste elemento infinitesimal da seguinte forma: 

ocrll or12 or" 17 --+--+--+r. 
OX

1 
OX

2 
OX

3 
I 

0 

OT31 or,, ocr,, 17 - 0 --+--+--+r,-
ox, ox, ox, 

As equa<;oes (2.21) pod em ser escritas em nota<;ao indicia!, ou seja: 

(2.2la) 

(2.2lb) 

(2.2lc) 
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De maneira am\loga, para urn sistema de coordenadas cilindricas, o '"-l'""'u' 

,,.1;cuu"', equa~oes: 

I ar., ar,, I ( ) +-·--+--+-·a -a +F 
a a(} a 

, ee , 
r r x

3 
r 

l iJa88 ar.
0 

2 
+-·--+-"-+-·T +F =0 or r iJ(} iJx

3 
r '

8 
B 

OT,; l 0Te3 a a,, I F - 0 --+-·--+--+-·T + -
ar r ae ax, r c3 

3 

0 

(2.22) 

estatico e 

(2.23a) 

(2.23b) 

(2.23c) 

As componentes das fors:as de superficie T;, expressas em funs:ao das componentes de 

tensao em urn ponto da superficie do elemento, sao dadas por: 

(2.24a) 

(2.24b) 

(2.24c) 

sendo ni o vetor normal a superficie do elemento. 

Escrevendo-se as eguao;;oes (2.24) em notas:ao indicia], obtem-se: 

(2.25) 



FLEXAO PLACAS 

3.1. Introdu~ao 

Segundo SAADA [55], uma placa e definida como urn corpo limitado por duas 

superficies planas paralelas, cuja distancia entre elas e muito pequena se comparada com as 

dimensoes dessas superficies. £ chamado de plano medio da placa, o plano que bissecciona a 

espessura (h), paralelo aos pianos superior e inferior da placa. 

Adota-se, para o elemento de placa mostrado na Figura 3.1, urn sistema de coordenadas 

cartesianas de referencia (x~o x2, X3), onde os eixos x, e x2 estao contidos no plano medio da placa 

e o eixo x3 e normal a este com sua origem neste mesmo plano. 

0 carregamento em uma placa sempre e aplicado normal ao plano medio, podendo estar 

combinado ou nao com um carregamento paralelo a este plano. Se o carregamento existente for 

so paralelo ao plano medio, seu efeito pode ser analisado pela teoria dos estados pianos de tensao. 



x, 

Planomedio 

Figura 3.1 - Elemento de placa com a definiyao do sistema de coordenadas 

3.2. Hipoteses Basicas 

Na teoria classica de placas, a analise do seu comportamento e feita em regime elastico 

linear, adotando urn material homogeneo e isotr6pico. 0 seu equilfbrio e realizado na posivao 

indeslocada, utilizando-se a hip6tese de pequenos deslocamentos. Logo, se a deformavao da placa 

e pequena com rela9ao a sua espessura, quando a mesma esta sujeita a urn carregamento g(x~, X2), 

as seguintes hip6teses podem ser adotadas: 

i) Os deslocamentos normais ao plano da placa e as deformavoes na dires;ao da 

espessura sao pequenos o suficiente para poderem ser desprezados, isto e, adota-se 

a hip6tese de pequenas deformavoes e pequenos deslocamentos; 

ii) As tensoes normais que atuam nos pianos paralelos ao plano medio sao pequenas, 

quando comparadas as outras componentes de tensao, podendo desta forma ser 

desprezadas; 
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As componentes de deslocamento, contidas no plano placa, variam linerurmente 

ao Iongo espessura; 

medio na posi<;ao indeformada permanecem normais ap6s 

a deformm;ao. Logo, as deformas;oes por cortante sao desprezadas, pois estas 

causariam diston;ao; 

v) As tensoes de cisalhamento nas faces externas, paralelas ao plano medio da placa, 

sao nulas. 

Definidas estas hip6teses, a partir das equayoes (2.14a) e 

condi9oes de deforma<;:ao sao: 

0 :::? 

&33 = 0 

3.3. Equa~oes Constitutivas 

15a) da e!asticidade, as 

(3.la) 

(3.1 b) 

(3.1 c) 

Como pode ser observado no item anterior, o estudo da flexao de placas tern como 

aspecto principal a nan consideravao do efeito das cortantes nas deformayiies por flexi'io, devido a 

hip6tese de que as sesooes planas permanecem planas ap6s a deformas;ao. Entende-se esta 

afirmas;ao como sen do uma generalizas;ao das hip6teses de flexi'io de vigas longas. 
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Atraves das equa9oes (3.1) e em fun9i'io das hipoteses apresentadas nesta teoria, o 

deslocamento U3 depende somente de x1 e x2 e os deslocamentos u1 e u2 sao !ineares em x3 . Desta 

forma, considerando-se as condis;oes de simetria sobre o eixo x3, faz-se a integra9ao das equa96es 

(3.1) em funs;ao dos deslocamentos 111, u2 e u3, obtendo-se: 

Ou 3 u =-x ·--
I 3 a 

u = 2 

x, 
(3.2a) 

(3.2b) 

(3.2c) 

A partir das relas:oes de deformas:ao-deslocamento (2.l4a) e (2.15a), e utilizando as 

derivadas das equas:oes (3.2), encontram-se as seguintes expressoes: 

(3.3a) 

(3.3b) 

(3.3c) 

Utilizando-se as equas:oes (3.1), as tensoes cr31 e cr32 sao assumidas iguais a zero. Logo, 

conhecidas as deforma96es em urn ponto da placa, as relas:oes de tensoes para urn corpo eliistico 

isotropico sao dadas pelas equas:oes (2.l8a) e (2.19a), da seguinte forma: 

(3.4a) 
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E 
0"22 = 

1-
(3.4b) 

= G · r" (He) 

Substituindo-se as equavoes (33) nas equas;oes obtt~m-se as componentes de tensao 

em fun<;ao das curvaturas, como mostrado nas equa<;:oes abaixo: 

E' (a'u, a'u, I 
a-" = - ---"- · ----. + v · --,- I 

]- \ax,· ) 
(3.5a) 

E' ( i3
2
u, i3

2
u, I 

a-,, =--~---v~,ce..· ox,' +v· ax,;) (3.5b) 

(3.5c) 

Para a determinas;ao das equa<;:oes que governam a flexao de placas, deve-se considerar o 

elemento de placa mostrado na Figura 3.2, onde estao indicadas as tensoes atuantes em uma 

por<;:ao paralela ao plano medio. 

Utilizando-se a regra da mao direita, os esforyos correspondentes ao momento fletor e a 

fon;a cortante, por unidade de comprimento, sao obtidos a partir das resultantes das componentes 

de tensao (Figura 3.2), como mostrado pelas seguintes equa9oes: 

(3.6a) 

h!2 

M"= a 22 ·x3 ·dx3 
(3.6b) 

70 



},fl2 

M, = 

"'hi2 

Lh/2 . X~. 
j 

h/2 

T21. X;, ·dx3 

f
h/2 

r 13 • dx3 -h/2 

h/2 

Q,, = r . r,3 ·dx3 
"'-h.'2 

<Jjj 

/ 

/ 
/ 

/ h 
/ 

r) v­

r 

~ 

Plano Medio 

Figura 3.2 ~ Componentes de tensao em urn elemento de placa sujeita a flexao 

(3.6c) 

(3.6d) 

(3.7a) 

(3.7b) 

Com estes esfors;os, faz-se o equilibrio estatico das fors;as cortantes e momentos fletores 

que agem sobre o elemento de placa (Figura 3.3). 
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Fazendo-se o equilfbrio est:itico dos esfor<;:os atuantes no elemento infinitesimal de placa 

da Figura 3.3, as equa<;:5es de escritas em fun9ao dos momentos fletores e das for9as 

cortantes, sao dadas por: 

ax, 

h 

+ -Q,, = 0 
ax, 

g 

dx1 

Mn 
//[ _______ _ 

/ 
/ 

/ 
Qll 

M" 

i aQ" ........... Qll + ax, . dx, .. Q,, 

aM12 M 12 +--·dx, 
ax, 

M aM" ·dx 
11 + l ax, 

I 

-- Q" + aQ,, · dx, 

k
ax, 

aM" d 
M72 +--· x, - ax, -

············· ) 
/ M aM" d 

/ 21 +~· x, iX3 "' 

r 
X] 

Figura 3.3- Esfon;os em urn elemento infinitesimal de placa em flexilo 

(3.8) 

(3.9) 

(3. 



Levando-se em conta a simetria do tensor dos mementos (M12 igual a M21), isolando-se as 

for<;:as cortantes nas equasooes (3.9) e (3.10), derivando-se estas fon;as e substituindo-se o valor 

destas derivadas na equa<;ao (3.8), obtem-se: 

(3.11) 

Substituindo-se nas equa<;oes (3.6) os valores das componentes de tensao apresentadas 

pelas equa<;oes (3.5), consegue-se encontrar os mementos fletores em fum;ao das curvaturas. 

os mementos fletores, por unidade de sao apresentados nas equasooes abaixo: 

(3.!2a) 

(3.12b) 

(3.12c) 

sendo D a rigidez a flexao da placa, dada por: 

D 
E·h

3 

(3.13) 
12·(1-v') 

Reescrevendo-se a equa<;ao (3.11) com os val ores dos mementos fletores em fun<;:ii.o das 

curvaturas, apresentados pel as equa<;:oes (3 .12), obtem-se: 

(3.14) 

1? 
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A equa~ao (3.!4) e a equa<;ao diferencial de equilibrio da placa, sujeita a uma carga 

distribufda g, em fun.;ao dos deslocamentos u3. Esta equa.;:ao pode ser escrita como sendo: 

)= g (3.1 

sendo V
2 

o operador Laplaciano, definido por: 

, a' a' v =--+--
2 ' ax, ax,-

(3.16) 

Substituindo-se nas equa<;iles de equilibrio (3.9) e (3.10), as derivadas das equa<;oes 

(3.12), obtem-se as expressoes das for<;as cortantes em funyao das curvaturas, como mostrado nas 

equas;oes abaixo: 

Q22 -D·_!_(a'u3 + a'u3 J 
ax, ax, 2 ax, 2 

(3.l7a) 

(3.!7b) 

As componentes dos mementos fletores e das for<;as cortantes podem ser escritas em 

rela<;ao a urn sistema de coordenadas normais e tangenciais (us). A defini<;iio destes esfor<;os em 

coordenadas normais e tangenciais, no contorno da placa, facilita a imposi<;ao das condi<;oes de 

vincula<;ao e carregamento da mesma. 

Segundo a Figura 3.4, o sistema de coordenadas x1x2 pode ser relacionado com o sistema 

de coordenadas ns atraves de uma matriz de transforma<;iio de coordenadas, da seguinte forma: 

(3.l8a) 



T= 
(

cos a 

sen a 

transforma9ao de coordenadas e 

-senaJ 

cos a 

_ ( cos a 

-l-sena 

senaj 

cosa) 

r 

sua 

Contorno da Placa 

Figura 3.4- Sistema de coordenadas x1x2 ens 

(3.!9a) 

l9b) 

As componentes do momenta fletor e da fors;a cortante, nas novas coordenadas ns, podem 

ser obtidas atraves de transforma9iies tensoriais das componentes dos momentos e das cortantes 

nas coordenadas x1x2, da seguinte forma: 

14 
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M,, I 
l·T 
j 

(3.20b) 

Lembrando-se que M12 e igual a M2" estas componentes podem ser escritas 

explicitamente da seguinte forma: 

= M 11 ·cos' a+ M
22 

·sen 2 a+ 2 · A112 ·sen a· cos a (3.2 

M 2 2 M = ·sen a+M, ·cos a-2·M, ·sena·cosa 
5 ll 2~ L (3.2lb) 

M"' (M22 - M 11 )· sen a· cos a+ M 12 ·(cos' a- sen
2 
a) (3.2lc) 

(3.22a) 

Q, = Q22 ·cos a- Q11 ·sen a (3.22b) 

Analogamente, podem-se obter as tensoes normais e tangenciais no sistema ns a partir das 

equa96es de tensoes conhecidas no sistema x1x2 : 

(

(jn 

(}ns 

(3.23) 

Se as componentes das tensoes normais e tangenciais sao escritas na forma explicita, 

lembrando-se que 1:!2 e igual a t2!, obtem-se: 

(3.24a) 

' 2 CY, =CY11 ·sen-a+CY22 ·cos a-2·r, ·sena·cosa (3.24b) 
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)·sena ·cos a+ · (cos 2 a -sen
2 (3.24c) 

3.4. Condi.c;oes de Conto:rno 

Para solucionar o problema de placas e necessaria a prescris;ao das condis:oes de contomo 

do problema em questao. Considerando-se o sistema de coordenadas generico us da Figura 3.4, 

as condi<;oes de contomo podeim ser dadas 

a) Engaste 

u -0 3-

ou, = 0 

on 

b) Apoio Simples 

u -0 3 -

(3.25a) 

(3.25b) 

(3.26a) 

(3.26b) 

36 
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c) Borda Livre 

(3.27a) 

Af,,, = 0 (3.27b) 

Q =0 n 
(3.27c) 

condis:oes de contorno. KIRCHHOFF observa que apenas duas 

condi9oes sao suficientes para a completa determinayao de u3, satisfazendo a equa<;:ao (3.!4). 

Figura 3.5- Momentos volventes no contorno 

As condi<;:oes de contorno relativas a forya cortante (Qn) e ao momenta volvente (M.,), 

segundo KIRCHHOFF [3J, podem ser agrupadas em uma imica. Esta suposiyao da origem a um 
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e por: 

(328) 

A Figura 3.5 mostra a borda de uma placa com os momentos volventes (Mus) colocados 

em forma de binarios num elemento infinitesimaL Nota-se que a equa<;ao (3,28) e o resultado do 

equilibria da interface entre dois elementos infinitesimais consecutivos, 

""'''"'"• atraves do metodo variacional, KIRCHHOFF 13] mostra que as condi.;oes de 

contorno para a borda livre sao: 

M =0 n (329a) 

(3,29b) 

Nas vigas, que sao estruturas unidimensionais, os deslocamentos sao regidos por uma 

equa<;ao diferencial de segunda ordem, sendo necessaria apenas uma condi<;ao de contorno em 

cada extremo da viga para a determina<;ao de seus deslocamentos e esfor<;os, De forma aniiloga, 

para as placas, que sao consideradas estruturas bidimensionais, os deslocamentos sao regidos por 

uma equa<;ao de quarta ordem, sendo necessarias duas condi<;oes de contorno em cada borda da 

placa, para a determina<;ao dos seus deslocamentos e esfor9os, Desta forma, as equa<;5es (3.29) 

fornecem as condi9oes de contorno para placas, no caso da existencia de bordas livres. 

38 
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3.5. Equa~oes Constitutivas em Coordenadas Cilindricas 

Para facilitar o estudo de placas torna-se necessario escrever sua equa9iio diferencial em 

fun9ao coordenadas cilindricas. Desta forma, considere a 3.6, onde sao mostrados os 

sistemas de coordenadas cartesianas e cilindricas: 

r 

e 

Figura 3.6- Sistema de coordenadas cartesianas e cilindricas 

Com rela9iio ao ponto P, podem-se escrever as seguintes rela96es entre as coordenadas 

cartesianas e cilfndricas: 

(} = arctg 
x, 

(330) 

(3.31) 

(3.32) 

(333) 



A partir das equayoes (3.30) a (3.33) pode-se obter as derivadas parciais de r e 0 em 

rela<;ilo aos eixos de coordenadas XfX2: 

ar ar 
cos f) -- ;:::;, 

ax, r ax, 

ar 
ax, 

x, 

r 

ar 
=> -=senB 

ax, 

sene 

r 

ag = 2. => 
ax, r

2 
afJ cosfJ 

r 

(3.34a) 

(3.34b) 

(3.35a) 

(3.35b) 

Como os deslocamentos transversais da placa (u3) sao dados em fun9ilo de x1 e x,, as 

derivadas de u3 em rela9ilo a x1 e x2 podem ser escritas da seguinte forma: 

au3 au, ar au3 ag 
-=-·-+-·-
ax, ar ax, ag ax, 

au3 au3 ar au3 ag 
--=--·--+--·-
ax, ar ax, ag ax, 

Substituindo-se as equa96es (3.34) e (3.35) nas equa96es (3.36), obtem-se: 

au3 = cos (J' au3 - sen (J ' au, 
ax, ar r ae 

au, =sen B. au3 + cosfJ. au, 
ax, ar r ae 

40 

(3.36a) 

(3.36b) 

(3.37a) 

(3.37b) 
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De acordo com as equa~iSes (3.37), pode-se detlnir os operadores diferenciais ~a e _
0 

ox1 ox2 

da seguime forma: 

a a sene a 
--=cosO·----·­
ox, or r ae 

a a cos() a 
--=senB·-+--·­
i3x2 or r ae 

Ap!icando-se estes operadores nas equa;:iSes 

c!'u3 2 o2u3 , (I ou3 --=sen ()·--+cos-(). -·-+ _ , 
8 

, _ 
ox

2 
r r or 

(3.38a) 

(3.38b) 

obtem-se: 

(3.39a) 

---=senB·cosB· --· --·---· -- +cos 0-sen () ·- -·-o
2
u3 (a'u, I ou3 l o

2
u3 ( 2 2 ) a ( l ou3) 

ox1ox2 or2 r or r2 ae' or r ae (3.39c) 

Somando-se as equa96es (3.39a) e (3.39b ), obtem-se o operador diferencial de Laplace 

em coordenadas cilindricas, como mostrado na equayao abaixo: 

(3.40) 

Portanto, a equa9ao diferencial de placas (3.14), em coordenadas cilindricas, pode ser 

escrita da seguinte forma: 
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( a',+_!_·~+ 1 . a'.)(a'u, +_!_· + 1 
ar r ar arr ar' r ar 

(3.41) 

momemos fletores, definidos nas equa<;oes !2), podem ser escritos em coordenadas 

ci!fndricas utilizando-se as rela<;;oes encontradas nas equa<;;oes (3.39), obtendo-se: 

[
a'u, ( 2 2 ) ( ) a (! au,) M = -D · --· cos B+v ·sen B -2 ·senB·cosB· 1-v ·- -·- + 

11 or2 or r ae 

a '\ l 
. _5_ I· (sen 

2 e + v . cos
2 e) I 

ae' ; J 
J _1__ a:,+ 1 

lr or 

(3.42a) 

[
a'u- ( 2 , ) ( ) a ( 1 au,) -D· -

2
-' • cos B+v ·sen· B +2 ·senB·cosB · 1-v ·- -·- + 

or or r ae 
(3.42b) 

ll au, I au,' ) ( , , ) J + -·-+-·-- ·sen B+v-cos B 
r or r

2 38 2 

( ) 
[ 

g 
( 
o2u, l oul l o2u, J 

-D· 1-v · sen ·cosB· -
2
---·-· --

2 
·-, + 

or r or r ae 

( 
2 

2 ) a ( 1 au, ) J + cos·B sen B ·- -·-
or r ae 

(3.42c) 

De forma aniiloga, as equa<;oes (3.17), que representam as for<;as cortantes, tambem 

podem ser escritas em coordenadas cilindricas, obtendo-se: 

Q = -D· cosB·-'V u ---·-'V u 
( 

3 2 sen B 3 2 ) 

11 or 3 
r ae 3 

(3.43a) 

( 
3 2 cosB 3 2 ) 

Q =-D· senB·-'V u ---·-V·u. 
22 or 3 r ae ' 

(3.43b) 
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a' 1 a 
+-·-+ 

r ae' 

Conhecidas as expressoes em coordeoadas cilindricas dos momentos fletores e das foryas 

cortantes, pode-se deduzir, oeste sistema de coordenadas, as express5es dos esforyos nas 

coordenadas normais e tangenciais em relayao a urn ponto generico P, como mostrado na 

Figura 3.7, onde J3 eo ilngulo formado pelos versores r e ii, que somado a e, forma o angulo a. 

n 

r 

r Contorno da Placa 

e 

Figura 3. 7- Relayao das coordenadas ns de urn ponto P do contorno da placa com as coordenadas cartesianas e 

cilindricas 

Substituindo-se nas equayoes (3.21) o valor de a=0+J3 e os valores das equayoes (3.42), 

obtem-se os momentos fletores normais e tangenciais em funs:ao das coordenadas cilindricas: 

(3.44a) 



Um Estudo de Placas sob Cargas Dinilm1cas EstacionUrias e como EfeJto da Nao Linearidade GeomCtnca sob Cargas Estaticas Usando o 

M6todo dos Elementos de Contorno 

M, =-D{(sen
2 

fJ+v-cos
2 

fJ)- -2. (!-

( 
2 2 ) l au, l 

+ cos fJ +v·sen fJ · -·-+ · 

i3 ( 1 i3u. \ 
senfJ·cosfJ·-1 -·-" [+ 

orlr or) 
l 

J 

( ) 
[ ( 

1 i3u3 l i3'u3 a'u.) 
Mn, =-D· l v · seofJ·cosfJ· -·-+-, ·-, --• + 

r or r· ao· i3r2 

+ (cos 2 fJ- sen 2 fJ )· .!JJ.!.. au,) l 
or l r i3(} J 

(3.44b) 

(3.44c) 

A fon;a cortante normal no contorno em coordenadas cilindricas e obtida substituindo-se 

as equas;oes (3.43) eo valor de ana equa<;ao (3.22a). ou seja: 

Q =-D· -V u ·cosfJ+-·-V u ·sen/] (
a , 1 a , J 

n or 3 r ag 3 
(3.45) 

Derivando-se a equa91io (3 .44c ), que e fun<;:ao de r, 8 e 13, em rela9ao a coordenada s, 

obtem-se: 

i3M""' i3M"' or i3M""' i3(} i3M""' i3fJ 
--=----+--·-+--·-

i3s or OS i3 g as i3 fJ i3s 

As derivadas de r, 8 e (3, em relas:ao a coordenada s, sao dadas por: 

or 8r ax, or ax, 
-=-·-+-·-=-sen/] 
as ax, as ax, as 

ag ag ax, ao ax, cos fJ 
-=-·-+-·-=--
as ax, as ax, as r 

a/] =..!l..(a-e)= aa _ ae =_!_-cos/] 
as OS as OS R r 

(3.46) 

(3.47a) 

(3.47b) 

(3.47c) 
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Ro raio curvatura contomo no 3.7). 

Substituindo-se na equavao (3.46) os resultados encontrados nas equayoes (3.47), ob·ten1-

se: 

OS or 
l 

·senfJ+-· 
r 

Somando-se as expressoes 

. cos fJ + (J_ _ cos fJ) . oM"' 
ae R r 3fJ 

(3.48) 

e (3.48) 

respectivamente, pode-se escrever a expressao para a forva cortante equivalente em coordenadas 

cilindricas: 

V 
( 

D 0 n2 l 3M,,) fJ 
n = - ·or v U3 +-;·aa ·COS -

(D l 3 '"' 3M,,) fJ ( l cosjJ) 3M, - ·-~v u
3
+-- ·sen + ---- ·--

rae or R r 3fJ 

(3.49) 

3.6. Solu~ao Fundamental 

Solu.;ao fundamental de uma equa<;ao diferencial e a resposta em urn ponto generico de 

urn dominio (geralmente infinito ), denominado domfnio fundamental, devido a aplica<;:ao de urn a 

carga unitaria em outro ponto deste domfnio. Para o caso especffico de placas, o deslocamento u3 

em urn ponto qualquer C,, denominado ponto de deslocamento, e devido a uma carga unitaria 

aplicada em urn ponto x, denominado ponto de carregamento. 

A solu<;:ao fundamental e definida em BREBBIA & DOMINGUES [46] como uma 

solw;ao singular da equa<;ao de Laplace com nao homogeneidade discreta, dada pela fun<;ao delta 

de Dirac, LI.(C,,x). 
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·dx =I (3.50a) 

r:r(x)·L1(q, ·dx = f(S') (3.50b) 

X 

Figura 3.8- Funr;iio delta de Dirac 

A Figura 3.8 rnostra a funyi'io delta de Dirac, L1(~,x), que e urna fun<;:ao generalizada, e 

pode ser defmida como o limite da fun<;:ao normal, BREBBIA et al. [56). No limite, a fun.;;ao 

delta de Dirac e nula ern todos os pontos do dorninio, exceto ern urn ponto onde ela vale infinito, 

ou seja: 

L1(q, X)= 00 se X=!; (3.51) 

Seja a seguinte equayiio ( comparar corn a equa<;:ao 3 .15): 
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Considerando-se urn sistema de coordenadas cilindricas e a simetria existente, a equa~ao 

(3.52) pode ser escrita da seguinte forma (vera equayao 3.4!): 

(3.53) 

Reescrevendo-se a equa~ao (3.53) de uma 

(3.54) 

A solus;ao fundamental u3', e obtida atraves da resolus;ao da eguavao diferencial (3.54) 

para todos os pontos do dominio fundamental, exceto no ponto de carregamento ~· 

Utilizando-se as hip6teses apresentadas em DANSON [31] e integrando-se 

sucessivamente a eguavao (3.54) em relas:ao a r, chega-se a: 

2 
* c1 , r 

u =-·r· ·lnr+(c -c )·-+c. ·lnr+c 
'4 214.' 4 

Considerando-se a condi9ao de simetria em relaqao ao ponto ~, pode-se escrever: 

au; = 0 

Or 

o que leva a: 

c, = 0 

para r=O 

(3.55) 

(3.56) 

(3.57) 
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A constante de integras;ao c1 e obtida a partir da condivao de das forvas 

verticais atuantes em urn drculo de raio r, cujo centro e o ponto de aplicas;ao da carga 

(Figura 3.9a). 

q=l 

X3 

L n 
XJ s 

X2 
Yn 

XJ (a) (b) 

Figura 3.9- For9as verticais atuantes no circulo de raio r e com carga unitiiria aplicada no centro deste circulo 

A cortante equivalente (V n \ em urn ponto p qualquer da circunferencia (Figura 3.9b ), 

necessaria para equilibrar a carga unitaria, e: 

v'= 
n 

I 
(3.58) 

A expressao de v; e obtida a partir de (3.49), impondo a condis:ao de simetria do 

' problema, ou seja, com u3 sendo apenas fun<;:ao de r e [3=0 para todos os pontos da 

circunferencia, o que resulta em: 

* a 2 * 
V =-D·-'\7 u. 

n 8r j 

(3.59) 

Das equa(:5es (3.58) e (3.59), obtem-se: 

AQ 
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8 
-D·­

Br 

Expressando-se o Laplaceano, \7
2

, em coordenadas cilfndricas, obtem-se: 

Substituindo-se em (3.61) o valor de u3 ' dado pela equayao (3.55), obtem-se: 

(3.60) 

(3.61) 

(3.62) 

Para a solu.;:ao de uma placa qualquer, as constantes c2 e c4 sao definidas a partir de 

condi96es sobre seu contomo. No caso aqui analisado, de raio infinito, estes valores podem ser 

quaisquer. Neste trabalho, sao testados alguns valores para a constante c2 e a constante c4 e 

adotada como zero. Desta forma, a equa<;:ao para u3' pode ser escrita na forma: 

' l ' ( ) u
3 

= · r- · In r- K 
8·n:·D 

(3.63) 

sen do K uma constante que surgiu a partir de c2. 

A equa<;:ao (3.63) e a solus:ao fundamental de placas, ou seja, o valor do deslocamento u3' 

numa placa infinita, devido a uma carga concentrada unitaria, aplicada num ponto distante r deste 

deslocamento. 

A partir da equas:ao (3.63) sao obtidos os deslocamentos e esforyos em um ponto generico 

do dominio fundamental. Logo, o momento fletor, a derivada do deslocamento transversal, o 

momento volvente e a fors:a cortante equivalente, sao encontrados atraves da equayao (3.63), ou 
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r 1 l \ 
= ·llnr-K +-l·cosp 

on 4·1f·D 2) 

, 1 I( 
Mn =--·11+ 

4·11' c 

• (1- v) 
M. =--·sen2j) 

m 8. Jr 

·lnr+(l- ·cos
2 p- (l + 

I 
·K +(l+3·v)· 

(3.64) 

(3.65) 

(3.66) 

(3.67) 

Uma dedu<;ao ma1s deta!hada das equa<;5es (3.63) a (3.67) pode ser encontrada em 

PAIVA [41]. 



4. EQUA(:OES INTEGRAlS PARA 

4.1. Introdu~;ao 

Este capitulo trata das equay5es integrais de contorno para a flexao de placas que sao 

necessarias para a aplicayao do Metoda dos Elementos de Contorno (MEC). As equas;oes 

diferenciais de placas, escritas em funs;ao dos deslocamentos, foram utilizadas no capitulo 

anterior para a obtens:ao das soluv5es fundamentais destas. A partir destas soluy5es fundamentais 

e utilizando-se o teorema de Betti, serao encontradas as equas:oes integrais de placas aplicadas em 

pontos do contorno e do domfnio da placa, como e visto a seguir. 

4.2. Equa~ao Integral em Coordenadas Normais e Tangenciais para 

Deslocamentos em Pontos do Dominio 

Seja uma placa isotr6pica de dominio finito Q e contorno r, contida em outra de dominio 

infinito Ow e contorno conforme Figura 4.1, onde a placa finita esta submetida a um 

carregamento g distribufdo em uma area Og. 
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Figura 4.1- Placa finita contida em uma placa infinita 

Aplica-se o teorema de Betti para a placa de dominio finito submetida a dois 

carregamentos nao simultaneos, g e g', associados as superficies el<isticas, u3 e u/, 

respectivamente. Desta forma, identificam-se do is estados de ten sao, cr e cr', com seus respectivos 

estados de deformac;:ao, E e E', que pod em relacionar-se da seguinte forma: 

(4.1) 

Chamando-se de I 1 o segundo membro da equas:ao ( 4.1) e desprezando-se as tensoes 

relativas a direc;:ao normal ao plano da placa, obtem-se: 

(4.2) 

A diferencial de volume e dada por: 

dV = dx
3 

·dQ (4.3) 
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Substituindo-se na equas:ao ( 4.2) as rela<;:oes de deformavao-deslocamento (3.3), as 

relw;:oes constitutivas (3.5) e a defini<;:ao dada em (3.13) e integrando-se ao Iongo da espessura da 

placa (4.3), obtem-se: 

(4.4) 

A das rela<;:oes dos momentos fletores 12), pode-se escrever a equa<;:ao 

seguinte forma: 

(4.5) 

Em seguida, e necessaria a transformavao da integral sobre o dominio (0), equa<;:ao ( 4.5), 

em uma integral no contorno (r). Para isto, deve-se integrar por partes cada urn dos termos da 

equa<;ao ( 4.5). Para o primeiro termo, obtem-se: 

i o
2u; i au; df J oM11 au; d - M ·--·dO=- M ·-·n · + --·-· Q 

[l 11 a 2 r 11 a· 1 [l a a 
Xl XI XI Xl 

(4.6) 

sendo, n 1 o cosseno diretor do vetor normal ao contorno na direl(ao xr. 

De acordo com a Figura 3.4, os cossenos diretores de urn ponto P do contorno sao dados 

por: 

n, =cosa (4.7a) 

n. =sen a (4.7b) 
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lntegrando-se por partes a segunda parcela da equa<;iio (4.6) e considerando-se as 

defini<;oes apresentadas nas equa<;oes (4.7), pode-se escrever: 

- f 114"' A 

.Q ox 
l 

De forma analoga, integrando-se o segundo termo da equa<;ao (4.5), obtem-se: 

+ 
\ - a' 

· u: I. sen a· df -I -~"-
'I ""'3x / 2 

(4.9) 

Pode-se escrever o terceiro termo da equa.;:ao (4.5) da seguinte forma: 

( 4.1 0) 

lntegrando-se por partes cada urn dos termos do membra direito da equas:ao (4.10), urn 

deles primeiramente em relaviio a x 1 e depois em relaviio a x2 e o outro primeiramente em relavao 

a x2 e depois em re1a<;iio a x1, obtem-se: 

2' [( • J a u3 au3 aM, . - J 2 · M" · · dQ = J -M ·-+ --- · u ·sen a+ 
[l '-aa r "a a 3 

xi Xz xl xl 
(4.11) 

Substituindo-se na equavao (4.5), as equas:oes (4.8), (4.9) e (4.11), obtem-se: 
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( au: 
M ·--·' ·cosa+ I li -. 

\ ox1 

·sen a+ 

' \ ou3 I 
·cos a + M · -- · sen a : · dr + 

!2 ~ I 

ux, ) 

12) 

Utilizando-se as equayoes de equilibrio de momentos fletores (3.9) e (3. I a equas:ao 

diferencial de placas (3. 1 l) e a equa;;:ao de cortantes normais ao contomo (3.22a), a equa9ao 

( 4. 12) torna-se: 

f I au: au: 
I = - M · --' · cos a + M · --' · sen a + 

! r 11 a 22 "' 
\ x1 ox2 

au; au: J + M ·-·cos a+ M · -' ·sen a · dr + " a 12 a x2 xl 
(4.13) 

+ f Q · u: · dr - f g · u: · dO 
r n " D " 

De acordo com as relayoes entre os sistemas de coordenadas, equas:ao (3.18a), pode-se 

escrever: 

"' * "' * :::'1 * ou3 ou3 uu3 -- = -- · cos a - -- ·sen a 
ox, on OS 

(4.14a) 

(4. 14b) 

Substituindo-se as equas:oes ( 4. 14) na equayao ( 4. 13), obtem-se: 
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f { 
au; ( , 

I=- --· l\.1 ·cos~a+2·M ·sena·cosa+ 
l r' an ll 12 

·sen
2 
a)+ 

' 
, au; 
,--· 

OS 
- .1\1

11
) • sen a · cos a + 

r , f , + J Q ·u ·dr- g·u ·dO r n 3 n 3 

·(cos
2 
a-sen

2 
a)] f·dr+ 

J 

Utilizando-se as equas:oes (3.21) na equa91lo ( 4.15), pode-se esc rever: 

11 = - l M" . on + OS -Q,. 

( 4.15) 

!6) 

lntegrando-se, por partes, o segundo termo da integral de contomo da equa91lo ( 4.16), 

obtem-se: 

M ·- ·dr=M ·u - --·u ·dr fl au;) •
1

r, f(oMn., ·) 
r ns as ns 3 rl r 8s 3 

(4.17) 

sendo 1 1 e I'2 as coordenadas dos limites do contorno no qual se realiza a integrayao. 

No caso de urn contorno fechado, cuja representa<;:ao parametrica e a respectiva derivada 

seJam continuas, a prime ira parcel a do segundo membro da equas:ao ( 4.17) se anula. Caso 

contrario, ela da origem as rea96es nas angulosidades (cantos) da placa. Desta forma, pode-se 

reese rever a equa9ao ( 4.17) da seguinte forma: 

l ~ ' j N. ( "M ) 
f M _.ou3 ·dr=-~R. ·u:. -f '?____.n.' ·u' ·dr r ILl a .i...J ( I jL! r ,.., 3 

S 
1
, 1 OS 

( 4.18) 

sendo, N, o niimero total de cantos do contorno da placa e u3 c;' o deslocamento fundamental do 

canto i da placa (Figura 4.2). 
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i-l 

n 

Figura 4.2 - Canto i do contorno da placa 

As reas:oes de canto da placa (Rei), sao definidas a partir dos momentos volventes anterior 

e posterior ao canto da placa, ou seja: 

sendo, Must e Mus;- os momentos volventes posterior e anterior ao canto 

respectivamente. 

(4.19) 

da placa, 

Substituindo-se na equa<;:ao ( 4.16) o valor encontrado na equa<;:ao ( 4. I 8), obtem-se: 

f 
aj\1, , Q , I' au; 
--·u~ + ·u -1--1 ·--

r Os _, n 3 n an 

/1:' 

· dl + "'(' R · u:. - f g · u' · dQ. 
~ ('! _)[! [2 3 

J=i 

(4.20) 



Considerando-se que o carregamento g esta distribufdo em Og e utilizando-se a equa<;:ao 

(328), que relaciona a fon;a cortante equivalente (V n) com a for<;a cortante (Qn) e o momenta 

volvente (M.,), na equa<;:ao ( 420), obtem-se: 

( , ) " 7 * auj ''c * * 
I =f.v ·u -M ·-· ·aT+"\'R ·u .-f g· ·dQ 

l rl fl 3 n ~ ,L.; c! 3c/ .0. g 
\ on iod g 

( 4,2!) 

0 termo do primeiro membro da equa<;ao (4.1) pode ser desenvolvido de forma am\loga, 

obtendo-se: 

(4.22) 

Portanto, a partir das equa<;iies ( 4.21) e ( 4.22), a equas;ao final do teorema de Betti, 

aplicado ao estudo de placas, e dada por: 

( ) 

N 
~ * au3 " * * 

f V ·u -M ·- ·m+"\'R ·u -f g ·u ·dQ= 
f /1 3 fl :::l .L...J C/ 3c I Q 3 

un hod 

( 
~ ') v * ou3 , " * * = f V ·u. -M ·- ·aT+"\' R. ·u - f g·u ·dQ f f1 .J n "' .i,_; (I 3CI Q 3 g 
on i"'I g 

(4.23) 

Supondo-se que o carregamento g' em ( 4.23) seJa uma carga concentrada unitaria 

aplicada em urn ponto E, do dominio da placa, tomando-se como fun<;ao ponderadora a soluvao 

fundamental e aplicando-se as propriedades da fun<;ao delta de Dirac, pode-se escrever: 

u3 (,;)+ J,[~,'(,;,x)·u 3 (x)-M,;(¢,x)· ~~ (x) laT(x)+ tR;,(¢,xJ·u3 ,,(xJ= 

= J,[~,(x)·u;(,;,x)-M,(x)· ~~ (¢,x) ]m(x)+ tR"(x,)·u;"(¢,xJ+ (4.24) 

- L, g(x)·u;(¢,x)·d0g(x) 
. ' 
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A equa9iiO (4.24) e a equac;ao integral de placas para deslocamentos de pontes no dominic 

placa. Esta equac;ao fomece deslocamentos em todos os pontes do domfnio a partir 

das cortantes equivalentes (V .), mementos de flexao na dire<;ao normal (Mn), reay5es de canto 

(R,), deslocamentos transversais (u3), e rotay5es em relayao a normal ( 
3 ~ 3 

), conhecidos no 
Oil 

contorno. 

4.3. Equa~ao Integral em Coonlenadas Normais e Tangenciais para 

Deslocamentos em Pontos do Contorno 

s n 
r, 

dr,=s.de ~ "de s/ 

f;' ( 0, 

;.,k /f~ r' 

r 
r 

Figura 4.3- Contorno circular acrescentado a urn ponto S 

Anteriormente, para o desenvolvimento da equas:ao integral de placas ( 4.24), levaram-se 

em consideras:ao pontos no dominic da placa. Para a utiliza,:ao do MEC, necessita-se desenvolver 

a equa9iio (4.24) para o caso de urn ponto C, pertencer ao contorno r da placa. 
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PAIVA considera para urn canto generico i urn acrescimo no domfnio de contomo 

circular de raiO s, cujo centro coincide com o vertice deste canto, como esta indicado na 

4.3. 

Fazendo-se com que o ponto de aplica9ao da carga ~ coincida como vertice canto i, a 

equa<;:ao (4.23) e satisfeita, ja que~ pertence ao novo dominie. 0 domfnio modificado gera os 

cantos Aj e Ak e sua integral para o ponto ~. a partir de ( 4.24), torna-se: 

sendo: 

u 3 (~)+ J 'll v,'(~,x)· (x)- · (x) ld(r- + 
r-r an J 

+ fr; [vn'(~, x)· u3 (x)- M,;(~,x)· ~: (x) l diJx)+ ~
1

R; 1 (~,xJ· u3"(xJ+ 

+ R;,, (~,xJ· u3 ,,, k)+ R;," (~, xJ· u3 ,,, (x,) = 

= f .[vJx)-u;(~,x)-Mn(x)· au; (~,x)]·d(r -r')(x)+ 
r-r an 

+ fr f Vn(x)·u;(~,x)-Mn(x)· au; (~,x)J- ·di,(x)+ ~R, 1 (x,)-u;"(~,x,)+ 
·l ~ ~· 

+ R,,, (~, x,) · u;,,, (x,)+ R,, (~, xJ· u;,," (xJ- L, g(x) · u; (~, x )·dOg (x) , 

r' a representavao da porvi'io retirada do contorno; 

r, a representavao da por9ao adicionada ao contorno. 

(4.25) 

Para que a integral em urn ponto de dominio represente uma integral em um ponto de 

contorno, faz-se com que E tenda a zero. Com isso o ponto ~ deixa de estar no interior do domfnio 

para pertencer ao contorno e a equavao ( 4.25) torna-se: 
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-}v<(e,x)· ~~ (x) l - )(x)+ 

l v,~l 

(x) 1 (x)+ IR;,(e,xJ u"' 

~Jl= 

)+ + 
r 
I v,:(e,x) u,(x)-M,;(e,x) L - -

+ 
(4.26) 

Os limites das integrais sobre (r-r') indicados em (4.26) representam o valor 

anteriormente obtido, sem o acrescimo do dominio Q,, ou seja: 

ljm f ... [vn'(q,x)·u3 (x)-M,;(q,x)· au3 (x)]·d(r-r')(x)= 
r -----..0 f ~I 3n 

= fr[vJe,x)·u,(x)-M;(e,x)· ~: 1 (x) ldr(x) 

( 4.27) 

Jim f J V,,(x)·u;(q,x)-M,(x)· a_u; (q,x)]·d(r-r')(x)= 
r -----..o r ~r L on 

= fr[v,,(x)·u;(q,x)-Mn(x)· ~~ (q,x) ldr(x) 

(4.28) 

As parcelas de (4.26) referentes as reas;oes de canto, resultam: 

/1/,. 

= IR:,(e,xJ·u3JYJ 
( 4.29) 

1=1 

'" 
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,(~, 

.'\! 

=<'R L.,; C I 

A parcela de ( 4.26) referente a integral sobre o trecho r ,, envolvendo u3(x) e 

pode ser reescrita da seguinte forma: 

r ' 

~.ZJ fr.lvJ~. ·u3 (~,x) on (x) Jm,(x)= 

=lim J Jv;;(~.x)·[u,(x)-u,(~)]-M:(~,x)·[ou, (x)- ou3 (~)J'l.dl,(x)+ 
E-}0 r(. l On an f 

(4.30) 

au, (x). 
on . 

(4.31) 

Considerando-se valida a continuidade e utilizando-se a condi~ao de Hij/der [15], dada 

por: 

( 4.32) 

( 4.33) 

sen do Ca1 e Ca2 constantes e 0 <a, ~ I, com (i= 1,2), a primeira integral do segundo membro de 

( 4.31) se anula. 

Como u3(x) e ~: 3 (x) sao valores do dominio e nao variam ao Iongo de r,, a equas;ao 

( 4.31) pode ser esc rita da seguinte forma: 
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(q,x) u3 

l 
(q,x) (x)J·. 

on 
= 

(4.34) 

= u, (q)· 

Substituindo em (4.34) os valores de v;(~,x) e Mn~(~,x), dados em (3.68) e (3.66), 

respectivamente, e considerando-se ainda que neste caso, r,,.n,; igual a 1, r,,.s,, igual a 0 e r igual 

a E, Figura 4.3, obtem-se: 

·U 
3 on (x) lmAx)= 

_j 

=u,(q)·lim f. -! dr,(x)- au, (;)-lim f -1
-·[(l+v)·lns+l]·m,(x) 

£40 l , .. 2 . J[ • £ an c--+0 r, 4 . J[ 

A integral em d1,(x) pode ser dada por: 

Substituindo-se ( 4.36) em ( 4.35), obtem-se: 

lim 
l'--+0 

f [r<(;,x)·u
3
(x)-M;(;,x)· au, (x) l.m,(x)= 

~ ~ J 

=u
3
(q)·lim J''·fio -I ·E·d¢+ 

c--+0 0 2 . J[ • c: 

- ou3 (q)·lim f'"·P._l_.[(l+v)·lnc+l]·s·dB 
on ,...,o 0 4·Jr 

sendo !3, o angulo interno do canto da placa, indicado na Figura 4.3. 

Desenvolvendo-se as integrais de ( 4.37), obtem-se: 

-M,~(q,x) o~u, (x)]·mJx)=- 2
·Jr- fJ, u

3
(q) 

on 2·Jr 

(435) 

(4.36) 

(4.37) 

(4.38) 
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A parcela de ( 4.26) referente a integral sobre o trecho 1,, envolvendo '(x) e \x), 

pode ter o mesmo tratamento dado a integral anterior, conduzindo a valores nulos. Assim, a 

equa<;:ao (4.26) pode ser escrita como: 

C(q)·u3 (q)+ fr[v,;(,;,x)·u 3 (x)-M,:(,;,x)· ~~ (x) ldl(x)+ 

+ ~>;,(,;,xJ·u3,,(x,)= Ir[vn(x)·u;(,;,x)-Mn(x)· au; (q,x)]·dl(x)+ 
~ ~ 

(4.39) 

+ g(x)·u;(,;,x)· (x) 

sendo C(i;) definido por: 

C(q)=A 
2·n: 

(4.40) 

Quando o ponto :; estiver fora do dominio, a integral da equas:ao (4.23) que contem a 

carga g' e igual a: 

Como :; nao pertence ao dominio nem ao contorno, obtem-se: 

Com isso pode-se concluir que: 

r ,, 

c(:;)= llL, 
2·n 

0, 

(4.41) 

(4.42) 

(4.43) 
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Para urn ponto no contomo onde os elementos sao lineares e possuem tangente continua, 

formado urn angulo entre eles, igual an, obtem-se: 

c(;) = o,s 

4.4. Equa~ao Integral em Coon:lenadas Normais e Tangenciais para Pontos 

Internos 

Os deslocamentos transversais (u3) para os pontos intemos ao dominio sao conhecidos a 

partir da cortante equivalente (V,), dos momentos fletores (M.), reas:oes de canto (R,), 

d I ( ( 33unJ ), d , d S l es ocamentos u3) e rota96es normms etermma os no contorno, eus va ores sao 

determinados pela seguinte expressao: 

(4,45) 

Admitindo-se que ( 4,45) e continua, pode-se atraves de sua segunda derivada, determinar 

os valores das curvaturas nos pontos internos, A expressao da curvatura nos pontos internos 

torna-se: 
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r 
(S')=- Ll (S', u,(x)-M;u(S',x)· on 

L 

k=i 

r 

)+ frlV,,(x) u;,t(S',x)-M, . o"u; ''I (S',x)]·m(x)+ (4.46) 
on 

k 
) ' 

' 
. "" * au3 * * * b ' 

Determmando-se as expressoes para 113 ,;j, -a;- ,;j, V n .;i, Mn ,;j e Rc; ,;i, o tem-se: 

u3' 4 (q,x)=(o,
1 
·lnr+r, ·rJ 

4 

1 
D 

• 7T. 
(4.47) 

_ou_3
'. (S' x)=-lr(s -2·r ·r )·-

0
r +r·n +r·n J----1

--
0n 'IJ ' (I ,I ,] an ,I ,j ,) ,I 4. Jr. D. r 

( 4.48) 

v' (S',x)= {[8· or ·(or)' ·(6·r ·r -S )-8·(or)' ·(r ·n. +r ·n )+ 
n,lj an Os ,I .) IJ as ,I J ,} I 

+4· or ·(s ·n +s ·n )+2· or ·(2·s ·s -4·r ·r +5. )+ 
OS f ' ' J on ' J ·' .} lj (4.49) 

- 16 . or . or . (r . s + r . s ) + 2 . (r . n + r . n ) ] . (1- v) + an as ,I J ,.J I J .J ,) I 

+4· or .(c; -4·r ·r )+4·(r ·n +r ·n l}· l an IJ ,I ,} ,I ) ,/ I 4 • Jr • 

-4· or-~ ·n +r ·n )-4·V· or ·(r ·S +r ·S )+ (4.50) 
On'IJ,_jl 8s,IJ,JI 

+4·r ·r ·[(or)' +v·(or)']+2·n ·n +2·v·s ·s }· 
1 

,J ,) On as I J I I 4. Jr. 

R;, 11 (q, x) = Mm•t (q, Xr M,,
4 

(q,x,) ( 4.51) 
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. r [or ( ' or ( 'j x)=j2· -· r ·s +r ·s)+-· r ·n +r ·n) + , On \,I ; ,; I Os ,I ; ,f I 

+2· or· or ·(5 -4·r ·r )-n ·S -n ·S. }· (!-v) 
On as lj ,, ,J I .! .! ' 4. 1[. r2 

(4.52) 

Com as curvaturas dos pontos intemos e com uma transformaviio de coordenadas (de ns 

para x1x2) consegue-se determinar os momentos nos pontos internos da placa (M11 , M22 e Ml2) 

atraves das equayoes (3 .12). 

4.5. Tratamento para as Integrais de Dominio do Carregamento Distribuido 

Figura 4.4- Carregamento distribufdo g(x1,x2) ern urn dominio Qg 
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Os termos das integrais ( 4.24), ( 4.39) e ( 4.46) que representam uma integral de dominio 

sao determinados considerando-se urn carregamento distribuido g(x~, x2) em urn determinado 

Desta forma a integral de domfnio torna-se: 

(4.53) 

Considerando-se que o 

obtem-se: 

( 4.54) 

sendo Ag, Bg e Cg constantes. 

Reescrevendo-se a expressao (4.53), obtem-se: 

(4.55) 

De acordo com a Figura 4.4, o elemento infinitesimal ( dQp) pode ser escrito como: 

dQ =r·dr·dB 
p 

(4.56) 

Desta forma, substituindo-se o valor da soluviio fundamental do deslocamento (u3 ') e a 

expressao ( 4.56) em ( 4.55), obtem-se: 

= l f fR[(A ·x +B ·x +C.)·r2 ·(lnr-K)·r·dr]·dB 
8·JT·D eJo[ g l g 2 g 

(4.57) 

sendo R o valor de rem urn ponto qualquer do subdominio QP. 



Urn Estudo de P!acas sob Cargas Dim'imicas Estacion3rias c como Efcito da Niio Linearidade Geometrica sob Cargas Estaticas Usando o 

MCtodo dos Elementos de Contorno 

Transformando-se em coordenadas ci!indricas os val ores de x1 e x2, obtem-se: 

Resolvendo-se a integral intema do segundo membro de ( 4.58), obtem-se: 

De acordo com a Figura 4.4, obtem-se a relas;ao: 

de= n, ·r, ·dr 
R r 

(4.58) 

(4.59) 

(4.68) 

Desta forma os termos que constituem uma integral de dominio sao transformados em 

integrais de contorno, como apresentado na equas;ao a seguir: 

fc, g(x)·u;(c,,x).dng(x)= 
' 

( 4.61) 

A integral de dominio da equas:ao ( 4.46), utilizada na determinaviio das curvaturas dos 

pontos internos, e calculada substituindo-se a segunda derivada da soluyao fundamental do 

deslocamento (u3',ij), equayao (4.47), na equayao do carregamento linear distribuido no dominio, 

equayao (4.54) e resolvendo-se de forma aniiloga a integral anterior. Desta forma, obtem-se: 



Urn Estudo de Placas sob Cargas Din§.micas Estacion<irias e como Efeito da N:lo Linearidade Geom6trica sob Cargas Est:iticas Usando o 

M6todo dos Elementos de Contorno 

g(x)· = 

l I ( = A ·r + 
12 · 1t · D r,. ' ·' 

R 2 I(Jnr-_l_)l.i) +r ·r ll·n ·r ·di + L\ 3 u .~ . .~- ! ) p 

( 4.62) 

r / 1" l 

+ r R I (llnr--J·Ii,, +r,, ·r J·n ·r ·di 
8. n. D JIP L \ 2 . ,J ~ l P 



5. METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO 

5.1. Introdu~ao 

As soluc;5es analiticas de urn problema generico plano sao, normalmente, muito dificeis 

de serem encontradas. Assim, faz-se o uso de metodos numericos. 

E apresentada, no decorrer deste capitulo, a formulas;ao do Metodo dos Elementos de 

Contorno (MEC) para solus;ao de placas. Esta formulas;iio pode ser deduzida de algumas formas, 

como a partir da tecnica dos residuos ponderados, a partir do teorema de Betti, ou aplicando a 

segunda identidade de Green. Usando-se a primeira tecnica, tem-se uma formulas;ao que pode ser 

facilmente relacionada a outros metodos numericos, permitindo o acoplamento do MEC ao MEF, 

por exemplo. 

A partir das equac;5es integrais (Capitulo 4), e feita a discretizas;ao do contorno da placa 

em elementos. Como e mostrado, seguindo-se a teoria classica, para cada ponto de colocac;ao, ou 

seja, para cada n6 onde se posiciona a fonte para se escrever a equac;ao integral, sao necessiirias 

duas equa<;:5es relacionando os deslocamentos e os esforyos no contorno, por causa da ordem da 

equa<;ao diferencial da teoria ch\ssica. Estas equa<;oes integrais sao transformadas, ap6s as 

integra<;5es necessarias, em urn sistema de equa96es lineares onde as variaveis sao os 



deslocamentos e os esfors;os em nos definidos no contorno. 0 sistema de equa~5es lineares e 

obtido escrevendo-se as equa<;5es integrais para todos os nos associados aos elementos de 

contorno. Com a imposi<;iio das condi<;5es de contorno do problema e a resolw;iio final do 

sistema de equa<;oes resultante, os valores do contomo e do dominio da podem ser obtidos. 

5.2. Discretiza~ao do Contorno 

Para aplicar as equa<;5es integrais de placas a problemas fisicos, e preciso que estas 

possam ser facilmente explicitadas para urn contorno em particular. Na Figura 5.1a e mostrado 

urn dominio Q, com urn contorno r, de formato arbitn\rio. 

(a) (b) (c) 

Figura 5.1 - Discretiza91io do contorno 

Este contorno r e dividido em N trechos menores r;, tal que a soma destes recomp5em o 

contomo origioal, conforme esta ilustrado na Figura Aos pontos extremos de cada urn dos 
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trechos da-se 0 nome de nos. Quando OS trechos sao Jineares OU sao aproximados por trechos 

lineares, eles podem ter sua geometria descrita por uma fun<;:ao de interpola<;:ao das coordenadas 

dos nos, como no exemplo da Figura 5.1c. Os trechos do contomo, aproximados por fun<;:i'ies de 

interpola<;:ao, sao aqui chamados de elementos de contorno. 

Neste estudo, para a aproximas;ao da geometria do contorno da placa, o elemento utilizado 

e linear, ficando o mesmo definido pelas coordenadas cartesianas dos pontos nodais. 

5.3. Elementos Contorno 

0 conceito utilizado no MEC de aproxrmar for<;:as e/ou deslocamentos ao Iongo do 

elemento com fmwoes de forma conhecidas, ponderadas pelos val ores nodais, e amilogo ao MEF. 

E por esta razao que as equa9oes integrais aplicadas no contorno discretizado podem ser obtidas 

levando estas a serem transformadas em uma relac;:ao linear entre os pontos nodais. 

Quando, tanto a geometria do elemento quanto suas variaveis de deslocamento e forc;:a sao 

descritas pela mesma func;:ao de interpolac;:ao, o elemento e chamado isoparametrico. Assim 

pode-se escrever: 

X, =¢,(~)·X I 
~· - - k (5.1) 

Na equac;:ao (5.1), o indice i varia de 1 ate 2 para elementos isoparametricos lineares. 0 

valor Xs representa qualquer uma das variaveis do elemento, sejam as coordenadas de urn ponto 

interno ou o valor do deslocamento ou for9a neste mesmo ponto. 

Explicitamente, a equac;:ao (5.!) e dada por: 



r~·(l ¢) 
I 

T'' ( Xd ~ 
0 2·(1+¢) 0 

' -... j 
x1£,1 

I l . ' I 
(5.2) \X,z) 

l 0 -·(!-¢) 0 -·(l+¢) x,_j 
\ 2 2 ; X' 

2 

A variiivel hornogenea ~ e urn pararnetro independente e assume, ao Iongo dos elementos, 

os valores ilustrados na Figura 5.2. 

2 
Xz ----------

1:.=1 : 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

N6 2 (x,',x,') 

n 
1:,=0 s 

X2
1 -----------~---------------

! C,=-1 
I 
I 
I 
I 
I 

2 x, l x, 

Figura 5.2- Elemento linear 

Usando-se a equa9ao (5.1) para descrever os deslocamentos e as for9as de pontos internos 

aos elementos de contorno chega-se a: 

(5.3) 

(5.4) 
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sendo: 

j o indice do n6 no elemento de contorno; 

k o indice relacionado com a coordenada. 

De acordo com a teoria cl<issica de placas, os deslocamentos e esforvos escritos 

explicitamente sao dados a partir das equa96es (5.3) e (5.4), ou seja: 

I i\ , ' [L(i-C) l 

o J u,' I 
0 -·(l+s) l u, I_ 2 2 

u,)- 0 I 
L(l+s) 1u,'j 

2
·(1-s) 0 

2 lu,' 

(5.5) 

r::Ht(:-'1 
l 

~ 0°+<1} 

r,' 
l 

0 -·O+s) r,' 
2 1 

1 T' -·(l-q) 0 2 

2 T' 
2 

(5.6) 

sen do: 

("'] ~[ "• l u2 au3 

on 
(5.7a) 

G:)=(~J (5.7b) 
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( \ 
I 1 

I 1 

(u1 1 1 
1 

I u> 
~ 1 I 

I u< f,l ,u, 
o;~ J 

(5.7c) 

( T,: ( v 
1 I I n 1 

iT, 

IT< 
=l 

1 ' I -

l}vfn 2J \ T2-

(5. 7d) 

Como se utilizou uma fun<;ao linear para aproximar a geometria e as variiweis dos nos, o 

elemento adotado pode ser chamado de isoparametrico linear. As funs:oes aproximadoras estiio 

diretamente relacionadas com a posi9iio dos pontos nodais do elemento. Este posicionamento 

determina que os elementos sejam continuos, descontinuos ou mistos. 

a) Elemento Linear Continuo 

Quando os pontos nodais de urn elemento sao comuns aos elementos adjacentes, 

assumindo, nos mesmos, valores (micos, este elemento e chamado de continuo. A funs:ao 

aproximadora utilizada, como visto anteriormente, e a funyao linear. Este elemento e geralmente 

utilizado em contornos sem angulosidade e sem varia<;ao de vinculas:ao. 

A Figura 5.3 mostra urn elemento linear continuo, onde as funv5es aproximadoras sao 

dadas por: 

¢1 =i·(l-q) 
(5.8a) 
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(5.8b) 

Figura 5.3- Elemento linear continuo 

No entanto, a presen<;a de angulosidades ou a mudans:a de vinculas:oes no contorno sao 

comuns, tornando-se necessaria a defini91io de outros tipos de elementos que permitam a 

representas:ao dessas descontinuidades. Para estes casos podem ser utilizados os elementos 

descontinuos e/ou mistos. 

Quando e necessaria a utilizayao de elementos descontlnuos ou mistos, adotam-se dois 

n6s com a mesma coordenada geometrica. A Figura 5.4 mostra uma angulosidade de uma placa 

com a ados;ao de do is n6s com coordenadas identicas, que sao denominados n6s duplos. 
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N6L 
N6i 

5.4- Definiqao de n6 duplo 

b) Elemento Linear Descontfnuo 

U2 ou T2 

//\ 
/ \ 

/ \ 

N62 // //\ 

~= 
' // \<1>2 
'< \ 

' \ ',, \ 
\ 

' ' \ 

' '\ 
lj 

,, 
'\, ,, 

2 \ ',, <Pl 

~=0 
\ ,, 
\ ' 

x s ' n ', 
\ /?'--'-

ou T
1 , / '-:.. ul 

\ / / 
( / 

x, ~ ~ p \/ 

"V' "' 
x, 

Figura 5.5 ~ Elemento linear descontinuo 
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Para este de elemento (Figura 5.5), os pontes nodais sao definidos nos extremos do 

e!emento, coincidindo com OS nos geometricos do elemenlo. A introdu.yao dos nos duplos permite 

a descontinuidade do valor de uma das variaveis entre elementos adjacentes. Como os n6s duplos 

poss11ern a mesma coordenada geometrica levando a uma mesma equa.yao integral, podem-se 

deslocar os pontes de coloca<;i'io para dentro dos elementos concorrentes ao no duplo para a 

obten.yao de duas equas;oes integrais diferentes. Neste trabalho, as fuw;oes aproximadoras sao 

dadas pelas equas;oes (5.8), porem, assume-se que as variaveis associadas semprc pertencem ao 

extreme do elemento. 

c) Elemento Linear Misto 

x, '-----· 
Figura 5.6- Elementos lineares mistos 

Este elemento e utilizado quando existe a necessidade de se introduzir uma 

descontinuidade em apenas urn dos extremes do elemento; sendo assim, somente urn dos pontos 

de colocayao do elemento e deslocado para o seu interior, podendo-se desta forma existir uma 
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elemento. 

5.4. Transforma~ao das Equa~oes Integrais das Placas 

Seja a equayao integral de placas para pontos do contomo ( 4.39): 

c(6u3(,;)+ Ir[v,:(,;,ll)·u,(x)-M:(,;,x)· ~~ (x)Jdr(x)+ t,R;,(,;,xJ·u3 "(xJ= 

= fr[vn(x )-u;(,;,x )-MJx)· au; (q,x )]·dr(x)+ IR, ,(xJ-u; ,,(q,xJ+ 
on j;J 

-J g(x)·u;(,;,x)·dQg(x) 
n, 

De acordo com a equa<;ao de placas ( 4.39), as variaveis relacionadas com este problema 

sao u3, 
3 ~" 3 

, V • e M. e, quando existem cantos, R, em cada urn dos cantos da placa. Sabe-se que 
on 

sempre sao conhecidas duas das quatro variaveis mencionadas (sem levar em conta a reas;ao de 

canto) a partir das condis;oes fixadas de cada problema. No item 3.4 deste trabalho, pode-se 

perceber este fato nas condis;oes de contorno de placas. Sendo assim, resultam duas incognitas, 

portanto sao necessarias duas equayoes integrais. Como ja se tern a equas:ao ( 4.39), fica faltando 

uma equas;ao integral. Esta equas;ao integral pode sera derivada da equas:ao (4.39) em relas:ao a 

normal n. Uma alternativa e aplicar a equas:ao integral (4.39) em pontos distintos, obtendo-se 

equas:oes diferentes relacionando as incognitas. 

Discretizando-se o contorno da placa em N, elementos de contorno e substituindo-se as 

variaveis por suas aproximas:oes (5.3 e 5.4), a equas:ao integral de placas para pontos no contorno 

pode ser escrita por: 



Um Estudo de Placas sob Cargas Diniimicas Estacionlirias e como Efeito da Nao Linearidade Geom6trica sob Cargas Estaticas Usando o 

Metoda dos Elementos de Contomo 

c(.;) u3 (¢)+ 

N 

-L: 

N~ N 

'£R;,('!J·u3 ,('7J= L:J,[u;(.;,'l)·¢,('7) ill('!) 
iooJ poj 

(5.9) 

-t fr[ a;:' (!;,ry) ¢Jry) m('!)·M/, ]+ 
N,. 

L:R, ,(ryJ·u3',(ry,.)- Jn g(ryd)·u;(!;,'!d)·dO,(ryd) 
l"'l ;: 

sen do: 

11 uma variavel que percorre o contorno; 

1ld uma variavel do dominio; 

TJ, o valor da variavel11 nos cantos; 

~ o no onde esta sendo aplicada a equa<;ao integraL 

De urn modo geral, as integrais da equa<;ao (5.9) sao feitas por tratamento numerico ao 

Iongo do contorno, exceto na regiao que contem o ponto de coloca<;ao, onde as integrais sao 

feitas no sentido do valor principal de Cauchy. 

Apos a realiza<;ao da integra<;ao, tem-se uma rela<;ao linear entre valores nodais das 

variaveis incognitas e conhecidas au3 V M - d 113, --, lh 1 n e com as reayoes e 
an 

canto R,. Portanto, 

tratando-se de uma placa com N nos de contorno, resultam 2N incognitas, alem de uma rea<;ao de 

canto R., para cada canto. Atraves da formula<;ao alternativa, PAIVA [41], as reas;oes de canto 

incognitas nao sao consideradas. Assim, sao necessarias somente 2N equa<;5es onde metades das 

equa<;oes sao obtidas com o ponto no contorno e a outra metade com o ponto externo na dire<;ao 

normal ao contorno, como e explicado a seguir. A Figura 5.7 mostra o posicionamento do n6 
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externo j' associado ao n6 j, a uma distancia d deste ultimo, que e a media dos comprimentos 

(L~, L2) dos elementos associados a este no. A distancia usada neste trabalho para o 

posicionamento destes pontos externos e igual il media dos comprimentos dos elementos de 

contomo relacior1aclos ao n6 considerado. 

N6k 

r 
J 

d 
N6 i j' 

Figura 5. 7- Posiyilo do ponto de colocayao externo ao elemento 

Neste trabalho, adotou-se V. do elemento como a distancia a ser deslocada quando 

existirem n6s duplos. Na Figura 5.8 encontra-se uma ilustra<;ao disto e, analogamente, o ponto 

externo a ser considerado deve ser na dire<;ao normal a esse novo ponto de coloca<;ao agora 

deslocado. 

Neste trabalho tambem se implementou a derivada da solu<;ao fundamental para se obter a 

segunda equa<;ao do sistema. Foram realizados alguns testes com esta formula<;iio, sendo esta 

aplicada em pontos externos ao contorno. Os resultados obtidos, para os exemplos testados, nao 

mostraram melhoras com rela<;ao il utiliza<;iio somente da solus:ao fundamental. Desta forma 

optou-se pela continuidade do trabalho utilizando-se somente a solu<;iio fundamental aplicada em 

urn ponto no contorno e em outro fora dele. 

Uma alternativa ao uso de integras;oes no sentido do valor principal de Cauchy e usar 

consideravoes de deslocamento de corpo rigido para a obten<;:ao dos ponderadores dos 

des!ocamentos associados ao ponto de coloca<;:ao, BREBBIA et al. [56]. 
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L/4 

3L/4 3L/4 

Ponto de 

Coloca~iio 

Figura 5.8 - Deslocamento dos pontos de colocayffo para n6s duplos 

5.5. Montagem do Sistema de Equa~oes 

Realizadas as opera9oes de integra<;ao das equas;oes de contorno (5.9) sobre cada 

elemento generico I'j, somam-se estas influencias para todos os N, elementos nos N nos do 

contorno. Reescrevendo-se a equas;ao (5.9) tem-se: 

H-U = G-T+F 
(5.10) 

sen do: 

{ 
l N} ' 1 au, N au; 

U = u3 ,--, ...... ,u3 ,-- ,u3 1, ...... ,u3 N - an an ' ' , OS deslocamentos e rota<;:5es normalS ao 

contorno, onde se incluem os deslocamentos de canto; 

TN {v1 1\Jfl. yN MN} = n, l'fAn , ••• u., n , 0 , 

, os esfor<;:os normms ao contorno; 
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H e , as matrizes globais de influencia, dependem apenas da geometria do problema; 

~ o valor resultante da integras;ao da regiao n •. 

Considerando-se a equas:ao (4.53) o valor de Fe dado por: 

(5.!!) 

lmpondo-;;e as 2N varhiveis conhecidas em (5.! 0) e apos a troca de membros das columls 

das matrizes H e G, para que os valores conhecidos fiquem posicionados do lado direito da 

equas;ao e as incognitas do !ado esquerdo, obtem-se o seguinte sistema de 2N equas:oes: 

A·X=B 
(5.!2) 

sen do: 

X o vetor com as 2N variaveis incognitas; 

B o vetor que contem os efeitos dos deslocamentos e esfor9os prescritos no contomo, incluindo 

tam bern o carregamento de dominio; 

A a matriz dos coeficientes das variaveis incognitas, obtida da troca de co lunas das matrizes H 
- -

e G, de dimensao 2N x 2N. 
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Para se determinar OS elementos das matrizes H e G e necessaria 0 calculo das integrais 

em cada e!emento do contorno em rela<;:ao ao ponto de coloca<;:ao. No caso deste trabalho o ponto 

de coloca<;:ao pode ser coincidente com urn dos nos pertencentes ao elemento ou esta fora deste, a 

uma distancia igual a media entre os comprimentos dos elementos associados, como e mostrado 

na Figura 

No caso em que o ponto de coloca<;:ao pertence ao elemento integra<;:ao, o integrando 

apresenta uma singularidade decmTente da solu<;:ilo fundamentaL Uma forma de se e!iminar esta 

singularidade, e a resolu<;:ao analltica desta integraL Quando o ponto de colocayao nao pertencer 

ao elemento que esta sendo integrado, a integras:ao sen! realizada numericamente. 

5.7. Integrais Anallticas 

Quando o elemento a ser integrado possui o ponto de colocas:ao (fonte), as integrais de 

contorno devem ser calculadas analiticamente para solucionar a singularidade que aparece nesse 

ponto. Segundo a equas:ao ( 4.39) as integrais determinadas analiticamente sao do tipo: 

1 = fJ(;:,x )·¢(s)·dl 
(5.13) 

sendo f'(l;,x) os valores das funs;oes u3', 
au* * * * 
a~ , V n , M. e Rc e <j>;(l;) as funs:oes apresentadas 

nas Figura 5.9. 



I• 

tL~ 
•2 

1: 

a , I, b 

:I 
I 

L 

Figura 5.9 Funy5es aproximadoras 

Logo, as integrais analfticas calculadas sao: 

a) Deslocamento: 

i2, If"'( ) 1 JL'( ) u3 • ¢, · df' = · Jr r· · In r- K · ¢, · df' + · r · In r- K · ¢, · df' 
I 8·n:·D 0 8·n:·D a (5.!4) 

b) Rotasoao normal: 

i' au; l J" ( 1 ) -~-· ¢, ·df' = · r· 1nr- K +- ·cosjJ ·¢, ·df' + 
1 on 4·n:·D o 2 

+ I · t r·(lnr-K +_J_)·cosfJ·¢, ·df' 
4·n:·D a 2 

(5.15) 

As integrais dadas pelas equa96es (5.15) sao nulas, ja que o angulo 13, que representa o 

angulo formado entre o vetor r e o vetor n, vale 90° e seu co-seno vale zero, obtendo-se: 
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(51 

Momento 

=-
1
-- f"[(l+v)·lnr+(l-v)·cos

2 
f3-(l+v)·K+(1+3·v)·.!_]·¢, ·dr+ 

4-Jr Jo 2 (5.!7) 

+-
1
--JL[(l+ lnr+(l-v)cos

2
,B-(l+ K+(l+3·v)·.!_l.¢,·dr 

4·Jr a 2j 

d) Cortante equivalente: 

v ·"·dr= 1
2 ' 

1 
n 'f/1 

1 J,"{cos,B [ ( ) 2 ] 0-v) } =-· --· 2· l-v ·sen j3-3+v +--·cos2j3 ·¢, ·dr+ 
4-Jr o r R (5.18) 

1 JL{cos,B [ ( ) 2 " ] (1-v) } +--· --· 2· 1-v ·sen P-~+v +--·cos2j3 ·¢, ·dr 
4-;r • r R 

As integrais dadas pelas equas;oes (5.18) sao nulas, ja que o angulo !3, que representa o 

angulo formado entre o vetor r e o vetor n, vale 90° e seu co-seno vale zero e o raio R tende a 

infinito, obtendo-se: 

V ·" ·dr=O 1
2 , 

1 !J lf'l (5.19) 

e) Reas;ao de Canto: 

Como as rea<yoes de canto sao a diferen<ya entre os momentos volventes do elemento 

posterior e anterior ao ponto de colocayao ( 4.19), e necessario resolver as seguintes integrais: 

(5.20) 
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Como o angulo f3 vale 90°, o seno de duas vezes esse angulo 

dessas integrais, obtendo-se: 

zero, zerando o valor 

(5.2 J) 

0 valor das integrais de u3" e de Mn ", particularizando a localizacao do ponto de 

colocacao no elemento de contorno, sao dados a seguir: 

Ponto de colocas;ao no inicio do elemento igual a zero, Figura 

(5.23a) 

(5.23b) 

b) Ponto de colocayiio no final do elemento (b igual a zero, Figura 5.9): 

(5.24a) 

(5.24b) 

(5.25a) 
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' L '(!+v) " 
i\1, ·r/!2 ·df' =-

8 
-·l- 2 -·(~-2·lnl)+(l + 
·JT L 

Ponto de colocayao no interior do elemento: 

r
2 ' 
u. 'r/!, ' 

·' ' 

= I ·(a' ·Ina 
a3 K·a

3 a 4 
·loa 7·a 4 K·a 4 b3 

·lnb 
---+---+--+ + 

8·11:·D 3 9 3 l2·l 

b
3 

K ·b
3 

a ·b
3 

• lnb a ·b
3 

K ·a ·b
3 

----------+--+---
9 3 3·L 9·L 3·L 

f uJ' ·r/!, ·df' = 

144·L 12·L 3 

b
4 

·lob b
4 

K·b
4 

---+--+--
4·L !6 L 4 L 

I (a' ·Ina 
= 8·11:·D. 12·l 

7·a
4 

K·a
4 

a·b
3 

·lnb a·b
3 

+----
K·a·b

3 

---+ 
144·l 12·L 3·L 9·L 3·L 

b
4

·lnb b
4 

+--- K ·b') 
4·L 4·L 16·L 

r M,: ·r/!, .d[' = 

=-
1
-·[(!+v)·(a-a·Ina+K·a+ a' ·Ina 

4·77: 2·L 

a·b·lnb a·b K·a·b b
2 ·lnb 

+K·b+ +---
L L L 2·L 

_ (l+3·v) ·(a- a
2 

+b-~+}j__)J 
2 2·L L 2·L 

( ' J, M, . r/!, . dr = 

3·a 2 K·a 2 

-----+b-b·lnb+ 
4·L 2·L 

b
2 

K·b') 
4·L-2T + 

_ I [(l+v) (3·a 2 

---· --· 
a

2 ·Ina K ·a
2 

---+--+a·b-a·b·lnb+K·a·b+ 
4·77: L 4 

b' 
+ 

4 

2 2 

(5.25b) 

(5.26a) 

(5.26b) 

(5.27a) 

(5.27b) 
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5.8. Integrais Numericas 

No caso ponto de colocayilo nilo pertencer ao elemento que esta sendo integrado, 

utiliza-se a integra<;ao numerica. 0 metodo numerico utilizado e a Quadratura de Gauss com urn 

numero de pontos de Gauss a ser escolhido posteriormente. Este metodo numerico para 

integras;ao e descrito com maiores detalhes em BREBBIA & DOMINGUEZ [46). 



6. INFLU:ENCIA DA NAO LINEARIDADE GEOMETRICA 

6.1. Introdn~ao 

Neste capitulo o efeito da nao linearidade geometrica e introduzido. 0 equilibrio na 

posis:ao deformada, acoplando os efeitos do estado plano de tensao com o de flexao de placas, 

resulta no desenvolvimento da equas:ao integral para o problema de nao linearidade geometrica 

de uma placa. 

6.2. Eqna~ao Integral para Nao Linearidade Geometrica de Placas 

Segundo COSTA & BREBBIA [37], a equayao diferencial para o estudo da nao 

linearidade geometrica em placas e dada pela seguinte equayao, sem as for9as de volume no 

plano: 

(6.!) 



sen do o tensor do carregamento no plano da placa. 

A dedu9ao desta equavao atraves do metodo da energia pode ser observada no 

Para a analise da nao linearidade geometrica, o termo que contem o efeito da for9a de 

compressao pode ser apresentado na forma de uma integral de domfnio que, escrita de uma forma 

mais conveniente, e mostrada a seguir: 

=0 (6.2) 

0 tensor de carregamento no plano medio da placa e definido por seu valor relativo e nao 

por seu valor absoluto, logo, a equa9i'io (6.2) pode ser escrita da seguinte forma: 

(6.3) 

sendo Ab o fator de carga. 

Utilizando a defini<;ao obtida no Capitulo 4 para a primeira integral da equa<;ao (6.3), esta 

equa<;ao pode ser escrita da seguinte forma: 

C(q)·u3 (S')+ fr[v;(,;,x)·u 3 (x)-M;(,;,x)a;: (x)Jdr(x)+ 

+ ~>;,(,;,xJ·u,,,(xJ= Ir[vn(x)·u;(,;,x)-Mn(x)· au; (q,x)]·dr(x)+ 
~ ~ 

(6.4) 

N 

+ 2>"(xJ·u;"(q,xJ+J,,f
0 

Nu·u34 ·u;(,;,x)·d0. (x) 
I"" I 

Escrevendo a equa<;ao (6.4) na forma matricial obtem-se: 

H·U = G·T+J~, ·B· y (6.5) 
- - ~ ~ -
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sen do: 

H a matriz obtida atraves das solu9oes fundamentais • e M;; 

G a matriz obtida atraves das solu~oes fundamentais u3 • e au 3 ~ ; 

- ~ 

B a matriz dos coeficientes da integra<;:ao de dominio; 

U o vetor contendo os deslocamentos transversais (u3) e rotayoes normais ( ) no contorno; 
an 

T o vetor contendo a cortante equivalente (V n) eo momento fletor normal (Mn) no contorno; 

y o vetor das curvaturas. 

Reagrupando-se as matrizes H e G de forma que se tenha apenas valores relativos as 

incognitas no contorno, a equa9ao (6.5) torna-se: 

(6.6) 

sen do: 

Arr a matriz que representa a integrayao proveniente do contorno, e com seus elementos 

invariiiVeis em rela9ao a carga crftica; 

Bnr a matriz cujos elementos sao dependentes de Nii· 

Para os n6s internes ao dominio, a equa9ao integral e definida como sendo igual a: 
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N~ 

+ LR;k,(;;,xJ· 
k"'-1 

ou,i 

on 

li3j 

rn 

~ Ill 
s 

s, 

)= JJ v,(x)· 
L 

au,j 
On 

r1 UJj 

~ 

J 

Sj 

l 

Jctr(x)+ 

(~, M,(x)· o~u; ,,
3 
(i;,x)lctr{x) 

on J 

dQ (x) 

ou,k 

on 

r2 UJk 

Ill 

k 

Sk 

Figura 6.1- Elementos de contorno consecutivos com seus respectivos valores nodais 

(6.7) 

0 termo da expressao (6.7) que representa uma integral de domfnio, requer em sua 

resolu<;ao a manipulas;ao de termos u3, ii que nao sao determinados no contorno. Para este fim, 

recorre-se a uma aproxima<;ao por diferen<;as finitas destes termos. De acordo com a Figura 6.1 

onde sao mostrados dois elementos de contorno consecutivos r 1 e r 2, com os seus respectivos 

valores de deslocamentos transversais (u3) e rota<;ao na dires;ao normal ( 
0

0 ~), definindo-se 

como Sp a coordenada relativa do n6 analisado, pode-se escrever as seguintes rela<;oes: 

Para sp=O, tem-se u3,=u31 e (
003

) = (
00

3) ; 
oo , iln , 
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0 deslocamento 113 e aproximado da seguinte forma: 

= ·s
2

+ ·s+C~ 
p p ' 

(6.8) 

sen do: 

o eixo de coordenadas lineares cuja origem estil no no i. 

Com isso pode-se determinar: 

(6.9) 

sendo o valor da constante C1 determinado como: 

(6.10) 

Como o momenta fletor normal (Mn) e dado por: 

(6.ll) 

~z 

Como o seu valor e conhecido no contorno, pode-se determinar 
0 

",' pela expressao: 
on 

o2
u3 2·Mn 

on2 = (1-v)·D 
o2

u, 
V·-­

os2 

Aproximando o valor da rota~ao na direyao normal na forma: 
on 

(6.12) 
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sen do D2 e D3 constantes. 

Dessa forma obtihn-se: 

sen do os valores das constantes e D2 determinados como: 

02
11 a'u o2u 

Com os valores de 3 __ 3 
e 

__ 3 
determinados 

8n 2 
' os2 onos 

contorno, por rota9ao destes, obtem-se as curvaturas 
a'u, a'u, --,, 

ax' ox, 
2 

cartesianas no contorno, conforme as seguintes equa9oes: 

'1 ? 2 2 a-u, 2 a-u, 2 a u3 2 a u3 
- =cos a·--+sen a·--- ·sena·cosa·--
ox12 on2 os2 onos 

""!? ~2 ~? ;:'::)2 o-u3 2 u u- 2 u-u3 2 
u u3 

--
2 

=sen a·--0 +cos a·--+ ·sena·cosa·-­
ox2 on2 os2 onos 

(6.!3) 

(6.14) 

(6.15) 

(6.16) 

em rela9ao ao elemento de 

e 
a'u, 

em coordenadas 
ax,ax, 

(6.17) 

(6.18) 
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ra' ~' ) 
---"-= ------ -sena+\cos a-sen a· 'l u; o u3 { 2 2 ) 

ax,ax, an' as' anas 

Na forma como: 

Desta forma, determina-se o seguinte sistema de equayoes: 

r Arr·x- ;tb -B0 r· y = 0 

V= ~m·x-),b ·~oo· Y 

(a) 

(b) 

6.3. Tratamento para as Integrais de Dominio das Cargas Normais 

(6.] 

(620) 

(621) 

Os termos das integrais (6.4) e (6,7) que representam uma integral de domfnio sao 

determinados da mesma forma que as integrais de dominio que continham urn carregamento 

distribuido (Capitulo 4). 

Considerando-se que o plano de carregamento da for9a normal, multiplicado pelas 

curvaturas tern forma linear sobre o subdominio Op, obtem-se: 

(622) 

sendo A:;, BN e CN constantes. 

Reescrevendo-se a expressao ( 6.21 ), obtem-se: 
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(;;,x)· )· (;;,x)·dO, (6.23) 

Procedendo da mesma 

expressao: 

= 
1 J (A. ·r, +B ·r,)·[r' ·(o ·lnr-

8
'i +r ·rJ J·n ·r ·dr + 

]2 D r N •. N .- '.1 3 ·' ,J k ,k p 
• 'IT. p / 

(6.24) 

I ( 8 

l
' r·lo ·lnr--'J +r · 

!j 2 ,l J ·r -dr 
.k p 

6.4. Problema de Autovalor 

0 sistema de equw;:oes dado em (6.21) representa uma forma classica de urn problema de 

autovalor. Para o seu calculo, tem-se varios metodos numericos com vantagens e desvantagens 

pr6prias. 0 metodo utilizado neste trabalho, para determinayiiO dos autovalores, e iterativo. Neste 

metodo, o vetor das curvaturas y assume urn valor inicial y
0 

e deterrnina-se o vetor x' dos 

deslocarnentos e esfor9os na equas;ao (6.2la). Corn o vetor x' e y
0 

deterrnina-se urn novo vetor 

y
1 

na equa9ii0 (6.2lb). Assirn, o processo iterativo e: 

(6.25) 

ou 

98 
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{ 

k k-1 
Arr·X =1cb ·Bar·Y 

. . . 

k k k-1 
y =-Am·X +1cb·B00 ·y 

"- - -

(6.26) 

Na k-esima iteraqao o valor da carga critica dada pelo fator de carga eo modo da 

flambagem dado pelo vetor y' sao determinados. 0 processo iterativo e concluido quando a 

diferenva relativa entre duas aproximav5es sucessivas do autovalor for menor que a precisao 

desejada. Para o calculo do autovalor ou carga critica N" e utilizado o quociente Rayleigh, ou 

(6.27) 

No calculo dos autovalores seguintes, as componentes dos autovetores calculados sao 

retiradas a cada iteraviio, ou seja: 

(6.28) 

sen do: 

f, os autovetores ja calculados; 

zk o autovetor calculado na resoluyao do sistema de equas:oes; 

urn vetor ortogonal aos autovetores ja calculados. 
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7. CARGAS DINAMICAS EM ESTRUTURAS 

7.1. Introdu~iio 

Neste capitulo o Metodo dos Elementos de Contorno e aplicado para resolver problemas 

de vibras:oes naturais de placas classicas quando submetidas a carregamentos diniimicos 

estacionarios. As freqiiencias naturais das placas sao obtidas atraves do calculo dos autovalores 

por urn processo iterative. Sao tambem apresentados alguns conceitos basicos de dinamica para o 

entendimento do desenvolvimento da formulas:ao. 

7.2. Conceitos Basicos de Dinamica 

7.2.1. Vibra~oes Livres Niio Amortecidas 

Considerando-se, inicialmente, urn sistema sem amortecimento e com urn grau de 

liberdade, obtem-se a seguinte equavao de movimento para este sistema: 
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m·ii+k·u=O (7.1) 

sen do: 

m a massa do sistema; 

k a rigidez do sistema; 

i.i a acelera<;oiio do sistema relacionado ao grau de liberdade; 

u o deslocamento do sistema relacionado ao gran de liberdade. 

A equa<;oiio (7.1) possui condiv5es iniciais nao simultaneamente triviais u(O)= u0 e 

u(O)= il
0 

podendo ser reescrita como sendo: 

ii+oi ·u=O (7.2) 

sendo ro definido por: 

(7.3) 

A solus;ao geral da equavao (7 .2) e harmonica e pode ser escrita na seguinte forma: 

u(t) = p · cos(w · t- ¢) (7.4) 

sen do: 

p a amplitude do deslocamento definida por: 

(7.5) 
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¢0 angulo de fase, definido 

( 

< \ 

U I 

¢ = arctg --0 
-), 

\ m ""o 

A resposta u(t) pode ser representada graficamente, como mostrado na Figura 7.1. 

t 

T 

Figura 7.1- Resposta oscilat6ria da vibrayao livre nao amortecida 

7.2.2. Vibnu;oes Livres Amortecidas 

(7.6) 

No caso de vibra9oes livres amortecidas, com urn grau de liberdade, a equayao de 

movimento pode ser dada por: 

(7.7) 

ou dividindo a equayao inteira por m, obtem-se: 

(7.8) 

sen do ~ a taxa de amortecimento definida por: 
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Dependendo do valor da taxa de am:orl:ec:tm<mto, 

resposta u(t): 

(7.9) 

pode-se ter tres tipos de casos para a 

a) Caso sub-critico (0 < q < 1): Para este caso, o valor de u(t) e expresso da seguinte 

forma: 

(7.1 

sen do: 

p definido por: 

(7.11) 

¢0 angulo de fase definido por: 

(7.12) 

mv a freqiHlncia amortecida definida por: 

(7.13) 

Quando a taxa de amortecimento e muito menor do que urn, a freqilencia amortecida, mu, 

e adotada igual a propria freqilencia natural nao amortecida, co. 
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A resposta pode ser representada graficamente, o caso de amortecimento sub-

critico, como mostrado na Figura 7.2. 

p 

t 

p 
~C·riH p·e. 

Figura 7.2 ~ Resposta oscilat6ria da vibrayao livre arnortecida para o caso sub-critico 

b) Caso crftico (~ = 1): Para este caso, o valor de u(t) e expresso da seguinte forma: 

(7 .14) 

Na Figura 7.3 e apresentada esta resposta que decai sem oscilas:oes. 

t 

Figura 7.3 ~ Resposta oscilat6ria da vibrayao livre amortecida para o caso critico 
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Caso super-crftico (.; > Para este caso, o valor de e expresso da seguinte 

(7.15) 

sendo a freqi.iencia m definida por: 

16) 

Esta resposta decai sem oscila~ao de forma similar ao caso critico apresentado na 

Figura 7.3. 

7.2.3. Vibra~oes For~adas Harmonicas 

No caso de urn carregamento dinamico harmonica (p(t)=p0senmt), obtem-se a seguinte 

equa9ao para o caso de movimento amortecido: 

m·u+c·il+k·u = p 0 ·sen(w ·t) (7 .17) 

A solu9ao geral da equa9ao (7 .17) pode ser obtida a partir da soma da solu9ao homogenea 

(problema de vibra96es livres amortecidas), com uma solu9ao particular, ou seja: 

u(t)= e-r'"' · p·cos(wD ·t ¢)+ j5 ·sen(w ·t-¢) (7 .18) 

sen do 

pe ¢obtidosapartirdascondiyoesiniciais n 0 e il
0

; 
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p e tjJ dados seguintes equa<;:i'ies: 

p= (7. 

(7.20) 

D o coeficiente de amplifica<;:ao dinamica, dado por: 

(7.21) 

u, o deslocamento que ocorreria se o carregamento de intensidade p0 fosse aplicado 

estaticamente, ou seja: 

(7.22) 

fJ a relayao entre a freqiiencia do carregamento e a freqiiencia natural do sistema nao­

amortecido, isto e: 

- m 
fJ=- (7 .23) 

m 

A solu9ao da equas:ao homogenea decai rapidamente nos primeiros ciclos, para o caso dos 

sistemas amortecidos, restando apenas a solus;ao particular, quando o sistema entra em regime. 

Logo, a resposta dinamica permanente caracteriza-se por uma vibra91io harmonica de freqiiencia 

igual a do carregamento, porem defasada de urn angulo tjJ . 
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7.2.4. Carregamentos Impulsivos 

Quando se tern carregamentos ern que a duraviio de sua aplicaviio e curta com relal'ilO ao 

periodo de vibra<;oao, estes sao denominados impulsivos. Este tipo de carregamento pode ser 

observado na Figura 7.4. 

t 

Figura 7.4- Carregamento Impulsivo 

Para a analise deste tipo de carregarnento, faz-se a sua divisao ern duas fases diferentes: 

a) Fase I (0 s t s t1): Nesta fase, trata-se o problema como se fosse uma vibras:ao 

fors;ada; 

b) Fase 2 (t:?: t 1): Nesta fase, trata-se o problema como se fosse o problema de 

vibras:iio livre, sendo as condis:oes iniciais o deslocamento e a velocidade 

atingida em t 1, quando cessa o carregamento. 
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7.3. Vibnu;ao Livre Aplicada as Placas 

7.3.1. Equac;ii.o Integral para a Vibrac;ii.o Livre em Phu:as 

A equa9ao diferencial que governa o problema de vibra9oes livres de uma placa elastica, 

homogenea e isotr6pica e mostrada a seguir: 

a'u 
D. v'u + p . h. = o 

3 ' 
(7.24) 

sen do: 

p, a densidade do material. 

A dedus;ao da equa91io (7 .24) atraves do metodo da energJa pode ser observada no 

ApendiceA. 

A equa91io de movimento apresentada admite uma so lu91io que e harmonica no tempo, 

igual a: 

(7.25) 

Substituindo a equa91io (7.25) em (7.24) e realizando as derivadas, obtem-se: 

(7.26) 

sendo A., 
4 

o modo de vibras;ao definido por: 

·h 
(7 .27) 
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Para a analise da equas:ao (7 .26), o termo que contem a freqi.iencia natural, ro, pode ser 

apresentado na forma de uma integral de domfnio, que escrita de uma fonna 

mostrada a seguir: 

·u ·dO+A. · u ·u ·dO=O ' 4 f , 
3 v n 3 3 

conveniente, e 

(7.28) 

Utilizando a defini<;ao obtida no Capitulo 4 para a primeira integral da equa<;ao (7.28), 

pode-se escreve-la da seguinte forma: 

C(~)· (~)+ fr[vJ~,x)·u 3 M,;(~,x)· on (x)Jdr(x)+ 

+ ~>:J~,xJ·u,"k)= fr[vn(x)·u;(~,x)-MJx)· au; (~,x)]·dr(x)+ 
~ ~ 

(7.29) 

N, 

+ _IR, ,(xJ·u;,,(~,xJ+A.; · J,,u,(x)·u;(~,x)·dO(x) 
1=1 

Escrevendo na forma matricial, obtem-se: 

(7.30) 

sen do: 

H a matriz obtida atraves das soluc;oes fundamentais V n' eM.'; 

G a matriz obtida atraves das solu<;oes fundamentais u3' e ou ,' ; 
- ~ 

D a matriz dos coeficientes da integrac;ao de domfnio; 

U o vetor contendo os deslocamentos transversais (u3) e rotas;oes normais ( on ) no contorno; 
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T o vetor contendo a cortante equivalente 

o vetor contendo os deslocamentos u3. 

Reagrupando-se as matrizes H e G de forma que se tenha apenas valores relativos as 

incognitas no contorno, a equa.;:ao (7 .30) torna-se: 

(7.31) 

sen do: 

Arr a matriz que representa a integra<;:ao proveniente do contorno, e com seus elementos 

invariaveis em relas:ao a carga crftica; 

Dnr a matriz cujos elementos sao dependentes dos deslocamentos no dominio da placa; 

x o vetor contendo os deslocamentos e esfor<;os no contorno; 

d o vetor contendo os deslocamentos transversais no dominio da placa. 

Para os nos internos ao domfnio, a equa<;ao integral e definida como sendo igual a: 

(732) 

N 

+ 2),k(x,}u;,k(q,xJ+-i: · fnu 3 (x)·u;(q,x)·d0(x) 
k"'l 
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d = -Am·X+A~ · D00 ·d 
- -

Desta forma, determina-se o seguinte sistema de equa<;oes: 

r Arr·X- ),~ · Dm·d = 0 

1 d ~-Am· X+;.~· Dm2d 
' - -

(a) 

(b) 

7.3.2. Problema de Autovalor Aplicado a Vibra~ao Livre em Placas 

{7.33) 

(7.34) 

0 sistema de equas:oes dado em (7.34) representa, da mesma forma que para o problema 

de nao linearidade geometrica, urn problema classico de autovalores. Para o seu calculo e 

utilizado neste trabalho urn processo iterativo. Para isto, o vetor das transla<;oes no dominio (d) 

assume urn valor inicial d
0 

e determina-se o xi dos deslocamentos e esfors:os no contorno 

(7.34a). Com o vetor xi e d
0 

determina-se urn novo vetor di na equas:ao (7.34b). Assim, o 

processo iterativo e: 

(7 .35) 

Na k-esima itera<;ao o valor da carga critica dada pelo fator de amplias:ao Av 
4 

e o modo de 

vibra<;ao dado pelo vet or d • sao determinados. 0 processo iterativo e conclufdo quando a 

diferenya relativa entre duas aproxima<;iies sucessivas do autovalor for menor que a precisao 

desejada. Para o calculo do autovalor e utilizado o quociente de Rayleigh, ou seja: 

1!2 
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(7.36) 

A freqliencia natural e calculada extraindo-se a raiz quadrada do valor obtido na expressao 

(7.36), ou seja: 

/~c '·D 
w- ,/ v 

v p,·h 
(7 .37) 

7.4. Introdu~ao de Vibra~oes Harmonicas For~adas em Piacas sem o Efeito do 

Amortecimento 

Aqui, serao estudadas placas submetidas a urn carregamento harm6nico sem a 

considerayao do efeito do amortecimento. Pretende-se determinar os deslocamentos e esforyos 

maximos de placas submetidas a estes carregamentos, sem a preocupayao de fazer uma analise no 

dominio do tempo ou da freqtiencia. Como estas estruturas sao bidimensionais, torna-se 

trabalhoso escrever suas equay6es mesmo para casos particulares e obter relav5es semelhantes 

itquelas apresentadas para a situas:ao com urn grau de liberdade apresentadas no item 7.1. 

Quando se tern urn carregamento harm6nico aplicado em uma placa, a sua equayao 

diferencial torna-se: 

, a'u3 - (- ) D·V U. +p ·h·--=A·sen ru·t 
.) e oe (7 .38) 

A equa9iio de movimento apresentada admite uma solu91io que e harmonica no tempo, 

igual a: 
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,x 2 , t) = u3 {x,x 2 )· sen(ro · t) (7.39) 

Substituindo a equa9ao (7.39) em (7.38) e realizando as derivadas, obtem-se: 

(7.40) 

Como se pretende analisar os deslocamentos maximos obtidos devido ao carregamento 

harmonico, a parcela A· sen(ro · t) sera maxima quando o seno for igual a urn, logo, adotando-se 

o seno igual a urn e realizando-se os mesmos processos mate maticos do item 7 .3, obtem-se a 

seguinte equa9il.o matricial para o problema: 

-2 h (J) • p . 
-""""'-"'- · D · d = D or _ (7.41) 

Para os pontos internos, da mesma forma que obtido anteriormente, tem-se: 

(7.42) 

Desta forma, pode-se escrever o seguinte sistema de equa9iies: 

(a) 

d 
-2 h 
(!) ·p " -

-A ·x+ ' ·D ·d+A m_ D oo_ 

(7 .43) 

(b) 

Atraves de urn processo iterativo, como o utilizado para a obten9ao das vibra9iies livres, 

obtem-se os deslocamentos e esfor9os no contorno da placa bern como os deslocamentos nos 

pontos internos da mesma. 



S.EXEMPLOS 

8.1. Exemplos de placas Quadradas com Varia~ao do Multipiicador do 

Argumento da Fun~ao Logaritmo Neperiano 

Como foi visto no Capitulo 3, na solw;ao fundamental de placa existe uma constante livre 

K originada das integra9oes sucessivas da equa9iio de equilibrio da placa. Muitos autores 

sugerem valores diferentes para o valor desta constante, dentre eles Danson, Bezine e Weei!n. 0 

objetivo deste estudo e observar a varia9iio dos resultados dos esfor9os e deslocamentos das 

placas para os varios val ores desta constante. 

Para a realizayao destes exemplos, a constante K e trabalhada de forma que passe a 

multiplicar o argumento da fun9iio logaritmo neperiano, obtendo desta forma as seguintes 

equa96es para as solu9oes fundamentais: 

· I , ( ) u3 = · r ·In FA· r 
8 ·:rr· D 

(8.1) 

'= r ·[ln(FA-r)+_!_]·cosp 
an 4·:rr·D 2 

(8.2) 
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__ l_.f(l+ ·ln(FA· +(1-
4 . .1r I 

·cos' .B +(I+ 3 · v)·_l_ l 
2j 

v' 
n 

cos ·[2·(1-v)·sen 2 .B 3+v]+ (
1
-v) ·cos2.8 

4·.~r·r 4·Jr·R 

geometricas e fisicas: 

E = 2,05 x 10 11 N/m2 

1!=6x IO·'m 

q = - 4x I 02 N/m' 

16 pontos de Gauss 

40 elementos no contorno 

(8.3) 

(8.4) 

(8.5) 

Sao testados quatro valores para a constante FA: e
112

, e, nih, e 1. Estes valores 

correspondem aos valores sugeridos por Danson, Bezine, Weeen e a considerayiio do fator 

multiplicador igual a urn. Deve-se lembrar que o valor de Weeen e usado na solus;ao fundamental 

para placas de Reissner. Sabe-se que a solu91io para placas de Reissner contem a solu91io cliissica 

de placas, chamada de por91io irrotacional do campo e a corre91io da cortante chamada de poryiio 

solenoidal do campo. 

Para cada uma destas constantes sao calculadas as seguintes placas: 

a) Placa apoiada nos quatro !ados (v=O); 

b) Placa com urn !ado engastado e os outros !ados apoiados (v=O); 



Urn Estndo de Placas sob Cargas Dindmicas Estacion:irias e como Efeito da Nao Linearidade GeomCtrica sob Cargas Est:iticas Usando o 

MCtodo dos Elementos de Contorno 

c) Placa com do is !ados opostos engastados e os outros !ados apoiados 

d) Placa com do is !ados consecutivos engastados e os outros !ados apoiados 

e) Placa engastada nos quatro !ados (v=O); 

f) Placa com urn !ado livre e os outros !ados apoiados (v=O,l5); 

g) Placa com urn !ado livre, seu !ado oposto engastado e os outros !ados apoiados 

15); 

h) Placa com urn !ado livre, seu !ado oposto apoiado e os outros !ados engastados 

(v=O, 15); 

i) Placa com urn !ado livre e os outros !ados engastados (v=O, 15); 

j) Placa com do is !ados opostos livres e os outros !ados engastados (v=0,3); 

k) Placa com urn !ado apoiado e os outros !ados engastados (v=0,3); 

I) Placa com urn !ado engastado e os outros !ados livres (v=O); 

m) Placa com urn !ado engastado e os outros !ados livres (v=0,3); 

n) Placa com dois !ados consecutivos engastados e os outros !ados livres (v=O), 

Para todos os exemplos que nao possuem !ados livres, as diferen<;as obtidas sao inferiores 

a l% para qualquer ponto no contomo, Quando existem !ados livres, estas diferen9as sao 

inferiores a I 0% para os nos pr6ximos a extremidade da placa, decrescendo este valor para 

diferenqas inferiores a l% para pontos pr6ximos ao centro dos !ados da placa. A seguir, e 

apresentado o exemplo da placa com um !ado engastado e os demais !ados livres para os dois 
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casos de coeficientes de Poisson. E apresentada a distribuiyao da for<;:a cortante e do mornento 

fietor no engaste bern como as deflexoes no lado livre paralelo a borda engastada. 

8.1.1. Placa Quadrada ELLL (v=O) 

Cortante no Engaste Placa "''-'-'- (Poisson=O,O) 

1,000E+03 · 

9,500E+02 

9,000E+02 

g 8,500E+02 -+--eA1f2 

.fl 
8,000E+02 c: 

"' t: 
0 7,500E+02 
() 

--Pilh 

- - - - . - e 

--1 

7,000E+02 

6,500E+02 

6,000E+02 

0 0,5 1 1,5 2 

Figura 8.1- Gratico da cortante no engaste da placa ELLL com coeficiente de Poisson igual a zero 
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O,OOOE+OO 

0 

-2,DOOE+02 

e 
i -4 OOOE+02 iii , 

!§ 
~ -6,000E+02 

,S 
c 
~ -8,000E+02 ·• 

" ::;; 
-1,000E+03 

-1 ,200E+03 

M6todo dos de 

0,5 1,5 2 

__._e'1/2 

---Pi/h 

------e 

--1 

Figura 8.2 - Grifico do momento fletor normal ao engaste da placa ELLL com coeficiente de Poisson igual a zero 

Deslocamento Borda Livre Paraiela ao Lado Engastado 

(Poisson=O,O) 

-2,168E-04 --

E -2, 170E-04 9 - , 

2 

iii 
-2, 172E-04 1.'! 

" > 
-2,174E-04 "' t: 

!!! ,_ 
0 

-2, 176E-04 ---t: -2,178E-04 ~-
" E 

"' -2,180E-04 " 0 
iii 

-2,182E-04 " 0 

-2, 184E-04 

Figura 8.3- Gratico do deslocamento na borda livre da placa ELLL com coefidente de Poisson igual a zero 
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Placa Quad.rada ELLL (v=0,3) 

Cortante no Engaste Placa ELLL (Poisson=0,3) 

4,000E+03 

3,000E+03 

2,000E+03 

1,000E+03 

~ O,OOOE+OO 
~ 

-1 ,OOOE+03 0 0,5 <:: 

! 
-2,000E+03 0 

() 

1,5 

-3,000E+03 

-4,000E+03 

-5,000E+03 

-6,000E+03 

'- ---------------

2 

----eA112 

Pilh 

Figura 8,4- Gnifico da cortante no engaste da placa ELLL corn coeficiente de Poisson igual a 0,3, 

Momento Normal no Engaste Placa Elll (Poisson=0,3) 

O,OOOE+OO 

-1,000E+02 0,5 1,5 2 

E -2,000E+02 

~ -3,000E+02 

7ii -4,000E+02 
E 
0 -5,000E+02 :z 

----eA1/2 

---Pith 

0 -6,000E+02 -" " -7,000E+02 E 
0 

::;; -8,000E+02 

-9,000E+02 

-1,000E+03 

Figura 8.5 GrB.fico do momento fletor normal ao engaste da p!aca ELLL com coeficiente de Poisson igual a 0,3 
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Deslocamento Borda Livre Paraleia ao lado Engastado 

(Poisson=0,3) 

-2,025E-04 

:§: -2,030E-04 
"iii 
!'! -2,035E-04 

"' > 

"' -2,040E-04 c 
~ 
1- -2,045E-04 

eA1f2 

Pilh 

0 - - - - - - e -" -2,050E-04 
"' E 
"' -2,055E-04 
" 0 
;;; -2,060E-04 ., 
0 

-2,065E-04 

Figura 8.6- Gn\fico do deslocamento na borda livre da placa ELLL com coeficiente de Poisson igual a 0,3 
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8.2. Exempios de Placas Quadradas com Carregamento Uniforme 

os exemplos a seguir sao 

seguintes dados: 

E = 2,05 x 1011 N/m' 

q =- 4xl02 N/m2 

K=O,S 

16 pontos de Gauss 

as simbologias apresentadas na Figura e OS 



Um Estudo de Placas sob Cargas Din§.micas EstacionUrias e como Efeito da Niio Linearidade Geom6trica sob Cargas Estaticas Usando o 

M6todo dos Elementos de Contomo 

/ / / / 1 1 / 1 / I Borda Engastada (E) 

I Borda Apoiada (A) 

I Borda Livre (L) 

Figura 8.7- Simbologia adotada para as bordas da placa 

Neste os resultados obtidos sao comparados com as tabelas organizadas por 

BARES [57], cujos resultados, em sua grande maioria, sao obtidos pelo metodo das diferenyas 

finitas. Para todos os exemplos deste item sao analisados quatro tipos de discretizavao do 

contorno: 

- Placas quadradas: estas placas sao discretizadas com 16, 32, 40 e 64 elementos no 

contorno de mesmo comprimento; 

- Placas retangulares: estas placas sao discretizadas com 24, 48, 60 e 96 elementos no 

contorno de mesmo comprimento. 



Um Estudo de Placas sob Cargas Dinftmicas Estaciomlrias e como Efeito da Nii.o Linearidade Geom6trica sob Cargas Esn'tticas Usando o 

Metodo 

Phu:a Simplesmente Apoiada nos Quatro Lados (AAAA) 

L 1 

v=O,O 

L1=2,0m 

L2=2,0m 

Figura 8.8- Placa quadrada AAAA com carregamento unifonne 

Elementos u,1,1 (xi o·6m) Mu 111 (xlON.m/m) M22111 (x!O N.m/m) 

16 -7,093 +5,916 +5,916 

32 -7,056 +5,899 +5,899 

40 -7,053 +5,897 +5,897 

64 -7,048 +5,895 +5,895 

BARES [57] -7,039 +5,888 +5,888 

Tabela 8.1 - Deslocamentos e esforc;os de uma placa quadrada AAAA com carregamento uniforme 

Neste exemplo, e analisada uma placa quadrada simplesmente apoiada no contorno com 

carregamento uniforme (Figura 8.8). Na Tabela 8.1 sao apresentados o deslocamento transversal 

(u,1,1) e os momentos fletores (Mu(lJ e M221,1) para o ponto 1. Os valores obtidos com o MEC, 

quando comparados com BARES [57] apresentam diferen9a inferior a 0,8% para o deslocamento 

transversal (u,1") e inferior a 0,5% para os momentos fletores (Mu 111 e M 22(l)), para a menor 

discretiza9i'io adotada (Hi elementos no contorno). Para uma malha com 32 elementos no 

contorno, estas diferen9as sao iguais a 0,2% para n311 1o M"1,1 e M22121 • Tais resultados nao se 

modificam consideravelmente para malhas mais refinadas. 



Um Estudo de P!acas sob Cargas Diniimicas Estacionitrias e como Efeito da Nao Linearidade GeomCtrica sob Cargas Est:hicas Usando o 

MCtodo dos Elementos de 

8.2.2. Placa Engastada em Um Lado e Apoiada nos Outros Lados (AAAE) 

L1=2,0m 

L2=2,0m 

Figura 8.9- Placa quadrada AAAE com carregamento uniforme 

Neste exemplo (Figura 8.9), obtiveram-se resultados para o deslocamento transversal 

(u311 l) e para os momentos fletores (M1111 l, M2211 l e M,12l), como mostrado na Tabela 8.2. 

Elementos u,1,J (x10-6m) M,,1,Kxl0 N.m/m) M2211)(xl0 N.m/m) M,(z)(x!O'N.m/m) 

16 -4,847 +5,109 +3,896 -1,397 

32 -4,834 +5,103 +3,893 -1,354 

40 -4,833 +5, 102 +3,892 -I ,351 

64 -4,832 +5,101 +3,892 -1,345 

BARES [57] -4,827 +5,088 +3,888 -1,344 

Tabela 8.2- Deslocamentos e esfor~os de uma placa quadrada AAAE com carregamento uniforme 

As diferen<;as obtidas para os resultados do ponto 1 sao similares its do exemplo anterior, 

apresentando valores pequenos tanto para u311 J como para M 11 (1l e M2211 l. Analisando o momento 

fletor normal no ponto 2, a diferen<;a obtida, quando comparada com BARES [57] com o MEC e 

de 3,9% para 16 elementos, 0,8% para 32 elementos e nao se modificando para malhas mais 

refinadas. 



Um Estudo de Placas sob Cargas Din:lmicas Estaciontl.rias e como Efeito da Ni:io Linearidade Geom6trica sob Cargas Estaticas Usando o 

8.2.3. Placa Engastada em Dois Lados Paralelos e Apoiada nos Outros ._,~,uu•~ 

(AEAE) 

v J:<J~!C 
~ ~,. 

v=O,O 

L 
~---2 •I 2 L2 L1=2,0m 

~ ~--- L2=2,0m ; ~--1 / ~ 
'<l~ L --> 

~ ~ I ~ ~ ~ 

~ i~ 
" L1 

h 

Figura 8.10- Placa quadrada AEAE corn carregarnento uniforme 

Neste exemplo (Figura 8.10), obtiveram-se resultados para o deslocamento transversal 

(u,,,1) e para os momentos fletores (Mu,11, M,,,1 e M.(2)), para uma placa quadrada, como 

mostrado na Tabela 8.3. As diferen9as obtidas para este exemplo sao simi lares as do 

exemplo 8.1.2. 

Elementos u,,n(xlO_,m) Mu(l)(xlON.m/m) M22c!J(xl 0 N.m/m) Mncz1 (x!O'N.m/m) 

16 -3,324 +4,557 +2,531 -1,!64 

32 -3,325 +4,558 +2,534 -!,127 

40 -3,325 +4,559 +2,534 -1,124 

64 -3,325 +4,559 +2,534 -I, 120 

BARES [57] -3,324 +4,560 +2,528 -1,118 

Tabeia 8.3- Deslocamentos e esfor~os de uma placa quadrada AEAE com carregamento uniforme 



Um Estudo de P!acas sob Cargas Din3micas Estaciomirias e como Efeito da Nao Linear!dade Geom6trica sob Cargas Estaticas Usando o 

M6todo dos Elementos de 

8.2.4. Placa Apoiada em Dois Lados Consecutivos e Engastada nos Outros 

Lados (AAEE) 

'"'""" L,; / 
: 2 / 

: :--- v=O,O 

L 
:---: •! iL2 L1=2,0m 

: :--- L2=2,0m 
: :---

1 / 

4 <1 7/ 

~ i i i I l 
~ 21 

"k '' LJ 

Figura 8.11- Placa quadrada AAEE com carregamento uniforme 

Elementos u,1,1 (xl0-6m) Mu1,1(xl0 N.m/m) M 2201(xl0 N.m/m) Mn(2J (xi O'N.m/m) 

16 -3,655 +3,748 +3,748 -!' 149 

32 -3,650 +3,746 +3,746 -1,097 

40 -3,649 +3,746 +3,746 -1,093 

64 -3,649 +3,746 +3,746 -1,087 

BARES [57] -3,642 +3,744 +3,744 -1,083 

Tabela 8.4 Deslocamentos e esfor~os de uma placa quadrada AAEE com carregamento uniforme 

Neste exemplo (Figura 8.11), obtiveram-se resultados para o deslocamento transversal 

(u,1,1) e para os momentos fletores (Mn111, M 22111 e M.121), como mostrado na Tabela 8.4. As 

diferen9as obtidas para este exemplo sao similares as do exemplo 8.1.2. 



8.2.5. Placa Engastada nos Quatro Lados (EEEE) 

'""" " 
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L 
:-- _, 

•! L2 Lc=2,0m 

~ ~ 
-> 

L2=2,0m 
;; 

2 ~ 
-> 

1 / 
/ . / .. '/ /// ,. 7~ 

~ I ~ I I ~ 

~ '.J~ 
,._ 

Lc 

Figura 8.12- Placa quadrada EEEE com carregamento uniforme 

Elementos u,01 (xiO·'m) Mn0 J(xl0N.m/m) M22c1l(x10N.m/m) M,1,1 (xlO N.m/m) 

16 -2,196 +2,820 +2,820 -8,891 

32 -2,195 +2,819 +2,819 -8,341 

40 -2,195 +2,819 +2,819 -8,299 

64 -2,195 +2,819 +2,819 -8,246 

BARES [57] -2,211 +2,816 +2,816 -8,240 

Tabela 8.5- Deslocamentos e esfor~os de urn a placa quadrada EEEE com carregamento uniforme 

Neste exemplo (Figura 8.12), obtiveram-se resultados para o deslocamento transversal 

(u31 ,1) e para os momentos fletores (M1111J• M,1,1 e M,121), como mostrado na Tabela 8.5. As 

diferens;as obtidas para este exemplo sao similares as do exemplo 8.1.2. 



Urn Estudo de Placas sob Cargas Dim1micas Estaciomlrias e como Efeito da Niio Linearidade Geometrica sob Cargas Estaticas Usando o 

Mt\todo dos de 

8.2.6. Placa com Um Lado Livre e com os Outros Lados Apoiados (AAAL) 

2 L I 
•j 

v=O,I5 

L1=2,0m 

L2=2,0m 

Figura 8.13- Placa quadrada AAAL com carregamento uniforme 

Elementos u,IIJ (xJO·'m) u,1z1 (xJO·'m) MII(Il(xlON.m/m) 

16 -1,332 -1,963 +4,599 

32 -1,331 -2,144 +4,776 

40 -1,329 -2,033 +4,804 

64 -1,326 -2,015 +4,840 

BARES (57] -1,320 -1,991 +4,880 

M2211lxl O'N.m/m) 

+1,227 

+1,230 

+1,229 

+1,227 

+1,222 

Tabela 8.6- Deslocamentos e esfor~os de uma placa quadrada AAAL com carregamento uniforme 

Neste exemplo (Figura 8.13), obtiveram-se resultados para os deslocamentos transversais 

(u,0 l e u,12l) e para os momentos fletores (M"11l e M"11l), como mostrado na Tabela 8.6. 

A introdw;i!o de uma borda livre na placa e do coeficiente de Poisson (v) diferente de zero 

nao altera a ordem das diferen<;as em rela<;ao a BARES [57], obtidas nos exemplos anteriores. A 

seguir sao apresentados mais alguns exemplos de placas com condi<;oes de contomo diferentes, 

nos quais mantem-se a ordem das diferen<;as obtidas para os momentos fletores e deslocamentos 

transversais analisados. 



Um Estudo de Piacas sob Cargas Din§micas Estacion8rias e como Efeito da Nao Linearidade GeomCtrica sob Cargas Estaticas Usando o 

MCtodo dos Elementos de Contomo 

8.2.7. P!aca com Um Lado Livre, seu Lado Paralelo Engastado e os Outros 

Lados Apoiados (ALAE) 

ff'l q-,L 

~ ...... 7 

v=O,I5 

L 
~ ...... 
~ 3 •! 2 L2 L,=2,0m 
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t2='2,0m 

~ 
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~ ,, 
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Figura 8.14- Placa quadrada ALAE corn carregamento uniforme 

Neste exemplo (Figura 8.14), obtiveram-se resultados para os deslocamentos transversais 

(u3c1J e u,(2)) e para os momentos fletores (M11c1J, M22ctJ e M,c3J), como mostrado na Tabela 8.7. 

Elementos u3(J) u3(_2) MII(IJ M,,1n M,c,J 

(xJO·'m) (xiO·'m) (x!ON.m/m) (xlON.m/m) (xl<fN.m/m) 

16 -9,470 -1,867 +3,357 +8,611 -1,966 

32 -9,462 -1,767 +3,522 +8,611 -1,904 

40 -9,450 -1,751 +3,548 +8,622 -1,898 

64 -9,429 -1,730 +3,582 +8,607 -1,889 

BARES [57] -9,395 -1,700 +3,536 +8,576 -1,891 

Tabela 8. 7- Deslocamentos e esfor~os de urn a placa quadrada ALAE com carregamento uniforme 



Urn Estudo de Placas sob Cargas DinB.micas Estaciomirias e como Efeito da Niio Linearidade Geom6trica sob Cargas EstS.t:icas Usando o 

M6todo dos 

8.2.8. Placa com Um Lado Livre, seu Lado Paralelo Apoiado e os 

Lados Engastados (ELEA) 

//////, f;r ' .) 

r 
v=O,I5 

•I 2 _.., 
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L2 L1=2,0m 

_,. i L2=2,0m 

' I XJ .) 
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,I 'I 
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Figura 8.15- Placa quadrada ELEA com carregamento uniforme 

Neste exemplo (Figura 8.15), obtiveram-se resultados para os deslocamentos transversais 

(u,(11 e u3(2)) e para os momentos fletores (M11(1), M 22111 e M.(3)), como mostrado na Tabela 8.8. 

Elementos 
u3(li u3(2) Mll(ll MzzoJ Mo(3) 

(xJ0·6m) (xlO"'m) (xlON.m/m) (xlO N.m/m) (xlO'N.m/m) 

16 -3,820 -5,078 +2,005 +5,770 -I, 197 

32 -3,823 -4,863 +2,018 +5,777 -1,212 

40 -3,822 -4,832 +2,020 +5,778 -1,229 

64 -3,822 -4,789 +2,024 +5,779 -1,220 

BARES [57] -3,845 -4,697 +2,016 +5,792 -1,239 

Tabela 8.8- Deslocamentos e esfor~os de uma placa quadrada ELEA com carregamento uniforme 



Um Estudo de Piacas sob Cargas Dinfunicas Estacionl'trias e como Efeito da Nao Linearidade Geom6trica sob Cargas Estaticas Usando o 

8.2.9. Placa com Um Lado e os Outros Lados Engastados (EEEL) 
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Figura 8.16- Placa quadrada EEEL com carregamento uniforme 

Neste exemp!o (Figura 8.16), obtiveram-se resultados para os deslocamentos transversais 

( u,1,1 e u,121) e para os momentos fletores (M"111, M,1,1, M,1, 1 e M,1, 1), como mostrado na 

Tabela 8.9. 

Elementos u3(l) u,1, 1 Mu1,1 M,1,1 Mo(3) Mo(4) 

(xJO·'m) (x10·'m) (x10N.m/m) (x10N.m/m) (x!ON.m/m) (xlO'N.m/m) 

16 -3,217 -5,026 +2,031 +4,843 -9,868 -1,047 

32 -3,217 -4,810 +2,043 +4,846 -9,194 -1,052 

40 -3,217 -4,780 +2,045 +4,846 -9,140 -1,068 

64 -3,216 -4,738 +2,049 +4,847 -9,081 -1,059 

BARES [57] -3,266 -4,683 +2,000 +4,608 -8,944 -1,062 

Tabela 8.9- Deslocamentos e esfort;os de uma placa quadrada EEEL com carregamento uniforme 

I 



Urn Estudo de Placas sob Cargas DinS.micas Estacion;irias e como Efeito da Ntio Linearidade GeomCtrica sob Cargas Estaticas Usando o 

MCtodo dos Elementos de Contomo 

10. Placa com Dois Lados Pandelos Livres e os Outros Lados Engastados 

(ELEL) 

L 1 

2 •! 2 

3 

Figura 8.17- Placa quadrada ELEL com carregarnento uniforme 

Neste exemplo (Figura 8.17), obtiveram-se resultados para os deslocamentos transversais 

{u3r11 e u3r21) e para os momentos fletores (Mn111, Mn(Il e M,r,1), como mostrado na Tabela 8.10. 

Elementos u3(1) (xl o-<>m) u 31,
1 

(x1 0-6m) Mll(l) M22111 Mo(3) 

(xiON.m/m) (x10N.m/m) (x10'N.m/m) 

16 -4,069 -5,021 +6,515 + 1,677 -1,251 

32 -4,058 -4,783 +6,508 + 1,698 -1,299 

40 -4,055 -4,749 +6,506 + 1,701 -1,311 

64 -4,050 -4,697 +6,502 + 1,710 -1,306 

BARES [57] -4,090 ----- +6,560 +1,760 -1,344 

Tabela 8.10- Deslocamentos e esfor~os de uma placa quadrada ELEL com carregamento uniforme 



Urn Estudo de Placas sob Cargas Dinfimicas Estacion8.rias e como Efeito da Nao Linearidade GeomCtrica sob Cargas Esulticas Usando o 

M6todo des Elementos Contomo 

8.2.11. Placa com Um Lado Apoiado e os Outros Lados Engastados (EEEA) 

2 

L 
v=O,l5 

•I 3 Lz L1=2,0m 

L2=2,0m 

1 2 

Figura 8.18 Placa quadrada EEEA com carregarnento uniforme 

Neste exemplo (Figura 8.18), obtiveram-se resultados para o deslocamento transversal 

(u3111) e para os momentos fletores (M11111, M 22111, M,1, 1e M,131), como mostrado na Tabela 8.11. 

Elementos u,1,1 (xJ0·6m) M,,<n Mzzo1 Mn(2) Mn(3) 
(x!ON.m/m) (x!ON.m/m) (xlON.m/m) (xlON.m/m) 

!6 -2,663 +3,230 +4,035 -10,174 -9,549 

32 -2,662 +3,231 +4,036 -9,710 -8,949 

40 -2,662 +3,231 +4,036 -9,675 -8,901 

64 -2,663 +3,231 +4,036 -9,628 -8,801 

BARES (57] -2,659 +3,232 +4,032 -9,872 -8,736 

Tabela 8.11- Deslocamentos e esfon;os de uma placa quadrada EEEA com carregamento uniforme 



Um Estudo de Placas sob Cargas Dinftmicas Estacion<irias e como Efeito da Nao Linearidade Geom6trica sob Cargas Estaticas Usando o 

M6todo dos Elementos de Contorno 

Placa Retangular com Um dos Lados Maiorcs Livre, seu Lado Paralelo 

Apoiado e os Outros Lados Engastados (ELEA) 
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Figura 8.19- Placa retangular ELEA com carregamento uniforme 

Neste exemplo (Figura 8.19), obtiveram-se resultados para os deslocamentos transversais 

(u31 ,J e u31, 1) e para os momentos fletores (Ml!1,1, M,1,i e M,(3)), como mostrado na Tabela 8.12. As 

diferen9as obtidas para este exemplo sao similares as obtidas para os exemplos de placas 

quadradas. 



Um Estudo de Placas sob Cargas Din§mJcas Estacionilrias e como Efeito da Ni'io Linearidade Geomf:trica sob Cargas Estaticas Usando o 

Elementos u3(1) (xl o·'m) u3(2) (xl o·'m) Mn(l) M2201 Mn(l) 

(x!ON.m/m) (x!O'N.m/m) (x!O'N.m/m) 

24 -3,996 -6,782 +8, 171 +1,477 -3,229 
•. 

48 -3,988 -6,683 +8,251 + 1,479 -3,437 

60 -3,985 -6,664 +8,272 + 1,478 -3,533 

96 -3,980 -6,664 +8,308 +1,477 -3,489 

BARES [57] -3,986 -6,589 +8,320 + 1,483 -3,565 

Tabel.a 8.12- Desiocamentos e esfor~os de uma p~aca relan1~ul:n ELEA com carregamento uniforme 



Urn Estudo de Placas sob Cargas Dinftmicas Estacion3rias e como Efeito da Nao Linearidade Geom6trica sob Cargas Estaticas Usando o 

MCtodo dos Elementos de Contorno 

8.3. Exemplos de Placas com a Utiliz~u;iio 

Placa Quadrada AAAA com Carregamento 

v=0,3 

CD 

Divisao da Placa 

em Celulas 

Figura 8.20 - Placa quadrada AAAA com carregamento hidrostatico 

Para este exemplo, utilizam-se 40 elementos de contorno e a placa e dividida em duas 

celulas triangulares como apresentado na Figura 8.20. Nas Figuras 8.21 a 8.23, sao apresentados 

os gnificos, respectivamente, das variat;5es do deslocamento transversal ( u,) e dos momentos 

fletores (Mu e M 22) ao Iongo do eixo de simetria Xt. 
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Figura 8.21- Gnlfico do deslocamento transversal u3 ao Iongo do eixo x1 para a placa da Figura 8.20 
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Figura 8.22- Grftfico do momento fletor M11 ao longo do eixo x1 para a piaca da Figura 8.20 
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Figura 8.23 GrAfico do memento fletor M22 ao longo do eixo x1 para a placa da Figura 8.20 

Nestes griificos estao comparados os valores obtidos pelo MEC e a soluyao de 

TIMOSHENKO [58]. Estes resultados nao se modificam para malhas mais refinadas no 

contorno. Atraves dos pontos obtidos pela solu91io de TIMOSHENKO [58], tra9ou-se uma curva 

polinomial. Deve-se observar que a discretizayaO do dominio adotada e bern simples (somente 

duas celulas ), mas mesmo assim os resultados obtidos sao bons quando comparados com as 

curvas tras:adas. E utilizado urn programa que atraves de urn polinomio de quinto grau e dos 

valores fornecidos pela soluyao de TIMOSHENKO [58], tra9aram-se as curvas apresentadas nos 

gnificos. 



Urn Estudo de Placas sob Cargas Din§micas Estacion3rias e como Efeito da Nao Linearidade Geom6trica sob Cargas Est:iticas Usando o 

Metodo dos de 

8.3.2. Placa Quadrada EEEE com Carregamento Hidroshitico 
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Figura 8.24- Placa quadrada EEEE corn carregamento hidrostatico 

MEC TIMOSHENKO (58] Diferen9a (%) 

MnoJ(xlO N.m/m) -4,150 -4,112 +0,92 

M"I'I (xlO N.m/m) ~5,399 -5,344 +1,03 

M"131 (xlO N.m/m) -2,900 -2,864 + 1,26 

M 11c,1 (xlO N.m/m) + 1,832 + 1,840 -0,43 

M,,1,1 (x!O N.m/m) + 1,832 + 1,840 -0,43 

u3(4) (xl o·'m) -9,985 -9,943 +0,42 

Tabela 8.13- Deslocamentos e esforc;os de uma placa quadrada EEEE com carregamento hidrostiitico 

Neste exemplo, utiliza-se a mesma discretizas:ao de dominio apresentada na Figura 8.20. 

Na Tabela 8.13 sao apresentados alguns val ores de momentos fletores e deslocamentos 

transversais da placa da Figura 8.24. Apesar da discretizas:ao de dominio ser pobre, s6 com duas 

celulas, os resultados obtidos, quando comparados com os valores da soluyao de 

TIMOSHENKO 158], sao bons. 



Urn Estudo de Placas sob Cargas Dinilmicas Esiacionarias e como Efeito da Nao Linearidade GeomCtrica sob Cargas Estaticas Usando o 

dm 

8.3.3. Placa Quadrada EAEA com Carregamento Hidrost!itico Paralelo aos 

Lados Engastados 

3 4 

v=0,3 
L1=2,0m 

L2=2,0m 

Figura 8.25 - Placa quadrada EAEA corn carregarnento hidrostatico paralelo aos !ados engastados 

Novamente, utiliza-se a divisao de celulas apresentada na Figura 8.20. Na Tabela 8.14 

sao apresentados valores de momentos fletores e deslocamentos transversais da p!aca da 

Figura 8.25. 

Para este exemplo, observa-se que os valores dos momentos fletores dos pontos internos 

da placa (pontos 1 e 2), quando comparados com os valores da solus:ao de TIMOSHENKO [58], 

resultam em diferen9as um pouco mais altas. Com uma discretizayao de dominio maior, estes 

resultados se aproximaram dos valores da soluvao de TIMOSHENKO [58]. 



Urn Estudo de Placas sob Cargas Dinilmicas Estacion3.rias e como Efeito da Nao Linearidade Geom6trica sob Cargas Estaticas Usando o 

Metodo dos Elementos de Contomo 

MEC TIMOSHENKO [58] Diferen<;:a (%) 

M1101 (xlO N.m/m) + 1,951 +2,080 -6,20 

M,,1,1 (xlO N.m/m) +2,660 +2,720 1 

M 111, 1 (xlO N.m/m) +2,633 +2,720 -3,20 

M,21, 1 (xlO N.m/m) +2,502 +2,400 +4,25 

Mn 131 (xl 0 N .m/m) -1,678 -1,680 -0,12 

M,,i,l (xiO N.m/m) -5,592 -5,600 -0,14 

M 111, 1 (xlO N.m/m) -1,679 -1,680 -0,12 

M221, 1 (xlO N.m/m) -5,598 -5,600 -0,14 

Tabela 8.14- Esfor~os de uma placa quadrada EAEA com carrcgamcnto hidrostatico paralclo aos !ados 

engastados 



8.3.4. Placa Quadrada AEAA com Carregamento Hidrostatico Perpendicular 

ao Lado Engastado 

L, 

v=0,3 

L 1 ~2,0m 

L 2 ~2,0rn 

Figura 8.26- Placa quadrada AEAA com carregamento hidrostatico perpendicular ao !ado engastado 

MEC TIMOSHENKO [58] Diferens:a (%) 

u,(, 1 (xl O_.m) -2,027 -2,052 -1,21 

M""' (xlO N.m/m) +3,015 +3,040 -0,82 

M,,(,, (x!O N.m/m) +2,523 +2,560 -1,45 

M"'' (xl 0 N.m/rn) -7,733 -7,680 +0,65 

Tabela 8.15- Deslocamentos e esfon;os de uma placa quadrada AEAA com carregamento hidrostatico 

perpendicular ao !ado engastado 

Utiliza-se a mesma divisao de celulas apresentada na Figura 8.20. Na Tabela 8.15 sao 

apresentados alguns valores de momentos fletores e deslocamentos transversais da placa da 

Figura 8.26. Os valores dos momentos fletores e deslocamentos transversais, quando 

comparados com a solus:ao de TIMOSHENKO [58), mostram-se bons, apresentando uma 

diferen<;:a inferior a I ,5% como mostrado na Tabela 8.15. 
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8.3.5. Placa Quadrada AAEA com Carregamento Hidrostatico Paralelo ao 

Lado Engastado 

x, 
L// 

rq 
~ 1.4 

7 
__,. 

v=0,3 /-1:14 L;/4 'L:/4 __,. 
1 x, -> 

L, L1=2,0m 

L2=2,0m __,. 

"' 7'" 

~ 

t- L, i~ 

Figura 8.27- Placa quadrada AAEA com carregamento hidrostitico paraielo ao iado engastado 

Utiliza-se a mesma divisiio de celulas apresentada na Figura 8.20. Na Tabela 8.16 silo 

apresentados alguns valores de momentos fletores e deslocamentos transversais da placa da 

Figura 8.27. As diferenyas obtidas para este exemplo sao similares aos do exemplo 8.3.4. 

MEC PAIVA [41] Diferens:a (%) 

u3m (x10-<>m) -2,198 -2,210 -0,51 

M11111 (x10 N.m/m) +3,134 +3,152 -0,57 

M22111 (x10 N.m/m) +2,711 +2,672 +1,42 

M221z1 (xlO N.m/m) -3,963 -4,000 -0,93 

M221,1 (xlO N.m/m) -6,719 -6,720 -0,01 

Mzz1,1 (xlO N.m/m) -6,420 -6,400 +0,31 

Tabela 8.16- Deslocamentos e esfon;os de uma placa quadrada AAEA com carregamento hidrostatico 

paralelo ao lado engastado 



Um Estudo de Piacas sob Cargas Dinfimicas Estaciomlrias e como Efeito da Ni:lo Linearidade GeomCtrica sob Cargas Est;lticas Usando o 

MCtodo 

8.3.6. Placa Quadrada AAAA Parcialmente Carregada Hidrostaticamente. 

q 

u=O,l5 

L2 L 1=2,0m 

Lz=2,0m CD 

Divisao da Placa 

em Celulas 

Figura 8.28 Placa quadrada AAAA parcialmente carregada hidrostaticamente 

MEC BARES [57] Diferen<;a (%) 

M111,1 (N.m/m) +6,24 +6,24 0,00 

M221,1 (N.m/m) +1,35 +1,76 -23,30 

M,,121 (N.m/m) +9,33 ---- ----

Mz21z1 (N.m/m) +5,08 ---- ----

M 11 (3) (x!O N.m/m) + 1,215 +I, 168 +4,02 

M22(3J (N.m/m) + 10,01 +9,44 +6,04 

M11 141 (x10 N.m/m) + 1,408 +1,344 +4,76 

M22141 (x!O N.m/m) +1,720 +1,648 +4,37 

M11 151 (x!O N.m/m) + 1,358 +1,280 +6,09 

M 11151 (x 10 N .m/m) +2,234 +2,160 +3,43 

Tabela 8.17- Esfor~os de uma placa quadrada AAAA parcialmente carregada hidrostaticamente 

Para este exemplo, sao utilizados 40 elementos de contorno e a placa e dividida em duas 

celulas como apresentada na Figura 8.28. Os resultados sao mostrados na Tabela 8.17. 
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Metodo de 

8.3.7. Piaca Triangular Equilate:ra AAA com Ca:rregamento Uniformemente 

2 

x, 

q 

2· ;fj 

Figura 8.29- Placa triangular equilatera AAA com carregamento uniforme 

Para este exemplo utilizam-se 40 elementos no contorno. Nas Figuras 8.30 a 8.32, estao 

apresentados os graficos, respectivamente, das varia<;oes do deslocamento transversal ( u3) e dos 

momentos fletores (M11 e M22) ao Iongo do eixo de simetria x2 • Estao representados nestes 

graficos os valores obtidos pelo MEC e os valores obtidos com a solu9iio de 

TIMOSHENKO [58]. Atraves dos pontos obtidos pela solu<;iio de TIMOSHENKO [58], tras;a-

se uma curva polinomial. 
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"E 10 ~ 
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~ 8 
M 

::1 

.s 6 
c: 

" E 4 .. 
" 0 
0 2 
" c 

0 

0 0,2 0,4 0,6 

x 2(m) 

0,8 

0 MEC 

A TIMOSHENKO 

--Polinomio (TIMOSHENKO) 

Figura 8.30- Gn\fico do deslocamento transversal u3 ao Iongo do eixo x2 para a placa da Figura 8.29 



Um Estudo de P!acas sob Cargas Dim1mica._<; EstacJom'trias e como Efeito da Nao Linearidade Geometrica sob Cargas EstB.ticas Usando o 

M6todo dos Elementos de Contorno 
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11 MEC 

,;~. TIMOSHENKO 

--Polinomio (TIMOSHENKO) 

8.31- Gn\fico do memento fletor Mu ao Iongo do eixo x2 para a placa da 8.29 

12 

10 
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6 -
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0 
·2 ' 

-4 

0,2 0,4 

x,(m) 

0,6 

e MEC 

A TIMOSHENKO 

--Polin6mio (TIMOSHENKO) 

Figura 8.32 Grilli co do momento fletor M22 ao Iongo do eixo x2 para a placa da Figura 8.29 
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Metoda dos Elementos de Contomo 

8.3.8. Placa Triangular EquibHera EEE com Car:regamento Uniforme e 

Hidrostatico 

a/4 I 

a/4-t--
~ ~777777~~~x~-,77~ 

(a) 

q 

(b) (c) 

Figura 8.33 ~ Placa triangular equihitera EEE com carregamento uniforme e hidrostatico 

Na Tabela 8.16 sao apresentados alguns valores de momentos fletores e deslocamentos 

transversais da placa da Figura 8.33 para cada um dos carregamentos. A analise desta placa pelo 

MEC fornece resultados pr6ximos dos disponiveis na bibliografia, sendo que a diferens;a entre 

estes resultados e os fornecidos por diferen~as finitas pode ser conseqiiencia da malha adotada 

para cada uma das analises. 



Um Estudo de Placas sob Cargas Dinil.micas Estaciom'trias e com o Efeito da Ni'io Linearidade Geomf:trica sob Cargas Est<iticas Usando o 

Metoda 

Carregamento (a) Carregamento (b) Carregamento (c) 

MEC I BARES MEC BARES MEC 
I BARES 

I (57] [57] I !57] 

u,1,1 (xJ0-8m) -2,6406 
l 

-3,9118 -0,8037 
I 

-0,8829 -I ,8368 
\ 

-2,7413 i I 

I I 

u,1, 1 (xI o-8m) -2,0482 
I 

-3,0770 -0,8339 i -0,9816 -1,2142 -1,8404 
' 

M11 111 (N .m/m) 3,50 3,43 1,07 1,08 2,43 2,36 

' 
M,,1,1 (N.m/m) 4,20 4,28 1,05 1,03 3,!4 3,26 

M" 1z3 (N.m/m) 4,50 l ,84 !,96 2,35 
I 

2,54 
I 

II 
' 

M22m (N .m/m) !,88 I ,73 1,05 1,04 0,83 
I 

0,68 

Mu(31 (N.m/m) -10,73 -9,53 -2,58 I 
I 

-2,41 -8,15 -7,12 

Tabela 8.18- Deslocamentos e esfon;os de uma placa triangular equilittera EEE com carregamento uniforme 

e hidrostatico 
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Um Estudo de Placas sob Cargas Dinfunicas Estacion:irias e como Efeito da Niio Linearidade Geometrica sob Cargas Estaticas Usando o 

dos de 

8.4. Exemplos de Obten~ao Ca.rgas Criticas de Placas Quadradas 

Segundo TL\fOSHENKO [58], a carga critica na dire91io x, para uma 

simplesmente apoiada, e dada pela seguinte equa<;iio: 

_rc_
2

_·_,'_·_D_ . ( m
2 

+ ~)
2 

(Nj, = L 2 L 2 

I 2 

sen do: 

L1 e L2 as dimensiies da placa nas dire<;iies x1 e x2 respectivamente; 

m e n os indicadores do modo de flambagem nas direr;:iies x1 e x, respectivamente. 

L 
(a) (b) 

Figura 8.34- Geometria das discretizayoes adotadas 

(8.6) 

Primeiramente, sao testados dois tipos de discretizar;:ao para uma placa quadrada de 2 

metros de !ado, com todos os !ados apoiados e com o dominio da placa dividido em 32 celulas, 

como mostrado na Figura 8.34. Para os exemplos calculados a seguir sao adotados 

E=2,05xl0" N/m2
, v=0,3 e h=6xl0·2m, L,=L2=2m. 



Urn Estudo de Placas sob Cargas Dinfunicas EstacionS.rias e como Efeito da Nao Linearidade Geometrica sob Cargas EstUticas Usando o 

Metoda dos Elementos de Contorno 

Sao calculadas, para as placas da Figura 8.34, a menor carga 

compressao na dire<;ao do eixo x,. Os valores obtidos de carga critica, para a Figura 8.34a, sao 

mais pr6ximos dos va!ores obtidos pela equa<;i!o (8.6) do que os valores obtidos de carga critica 

exemplos com o domfnio da placa mais discretizado. Na Figura 8.35 silo apresentadas tres 

discretiza<;5es adotadas para as placas que sao submetidas a uma for<;a de compressao na direqao 

do eixo x1 e na dire<;iio do eixo x2 • 

32 celulas 128 celulas 512 celulas 

Figura 8.35- Tipos de discretizayao adotadas para as placas 



Um Estudo de P!acas sob Cargas Dinamicas Estaciomlrias e como Efeito da Nao Linearidade Geom6trica sob Cargas Est<iticas Usando o 

MC-todo dos Elementos de Contomo 

8.4.1. Placa AAAA com For~as de Compressiio 

N~ ~ 
N,z ~ J; 'k i 'k ~ 

-> .._ 

L 
-> .._ 
____,. .._ ou 

1 
-+ .._ 
-> .._ 

N,, i f f f f f 

Figura 8.36 - Placa quadrada AAAA corn for11as de compressao 

Devido a dupla simetria da placa, as cargas criticas obtidas para as duas direc;oes sao 

iguais e na Tabela 8.19 sao apresentados os valores obtidos para essas cargas, a diferen<;a com 

relas;ao a BARES [57] e numero de itera<;6es do programa necessiirios para obte-las. 0 valor 

obtido por BARES [57] e de -4,002xl07 N. 

Discretiza<;ao CNxJ)oc = (N,a)oc(XJ 07 N) 
Diferen<;a em rela<;ao a 

Numero de Itera.;oes 
BARES [57] (%) 

32 celulas -4,315 +7,25 6 

128 celulas -4,081 +1,94 4 

512 celulas -4,022 +0,50 4 

Tabela 8.19 Valores da primeira carga critica de uma placa quadrada AAAA 



Urn Estudo de Placas sob Cargas Dinftmicas Estacionarias e como Efeito da Niio Linearidade Geometrica sob Cargas Estaticas Usando o 

MCtodo 

8.4.2. Placa EEEE com Fon;as de Compressao 

ou 

L 1 

Figura 8.37 - Placa quadrada EEEE com forqas de compressao 

Devido a dupla simetria da placa, as cargas criticas obtidas para as duas dires;oes sao 

iguais e na Tabela 8.20 sao apresentados os valores obtidos para essas cargas, a diferens;a com 

relas:ao a BARES [57] e numero de iteras;oes do programa necessarios para obtil-las. 0 valor 

obtido por BARES [57] e de -I 0,345 xi 07 N. 

Discretizas;ao (Nxl)cc = (N,a)cc(xl08 N) 
Diferens:a em relas;ao a 

Numero de Itera~iies 
BARES [57] (%) 

32 celulas -1,086 -+4,75 12 

128 celulas -1,045 +1,00 10 

512 celulas -1,018 -1,61 10 

Tabela 8.20- Valores da primeira carga critica de uma placa quadrada EEEE 



Urn Estudo de P!acas sob Cargas Dini'imicas Estacion:lrias e como Efeito da Ni'io Linearidade GeomE:trica sob Cargas Est8.ticas Usando o 

Metodo dos Elementos de Contorno 

o • ., .• .:;. Placa LAEA com For4;as de Compressio na Dire4;ii.o Perpendicular aos 

Lados Apoiados 

N,,r" 
''""'' 

,,, ,._N,, 

r r- +-

r- +-

XJ r- ,._ 

f-> ,._ 

4 +-

Figura 8.38- Placa quadrada LAEA com fon;:as de compressao na direyao perpendicular aos lados apoiados 

Para este exemplo sao calculadas as cargas criticas na direyao perpendicular aos !ados 

apoiados (como mostrado na Figura 8.38). Na Tabela 8.21 sao apresentados os valores obtidos 

para essas cargas, a diferen<;:a com rela<;:iio a BARES [57] e numero de iterayoes do programa 

necessarios para obte-las. 0 valor obtido por BARES [57] e de -1,701x!O' N. 

Discretizas;ao (N,,)"(xlO' N) 
Diferenya em relas:ao a 

Niimero de Itenu;oes 
BARES [57] (%) 

32 celulas -2,567 +33,74 4 

128 celulas +2,017 + 15,67 5 

512 celulas + 1,822 +6,64 5 

Tabela 8.21- Valores da primeira carga critica de uma placa quadrada LAEA com rela~iio a dire~ilo 

perpendicular aos lados apoiados 



8.4.4. Placa LAAA com For~as de Compressao Paralelas ao Lado Livre 

L 1 

Figura 8.39- Placa quadrada LAAA com fon;as de compressao perpendiculares ao !ado livre 

Para este exemplo e sao calculadas as cargas criticas na dire91io perpendicular aos !ados 

apoiados paralelos (como mostrado na Figura 8.39). Na Tabela 8.22 sao apresentados os val ores 

obtidos para essas cargas, a diferen9a com rela9ao a BARES [57] e numero de itera9oes do 

programa necessarios para obte-Jas. 0 valor obtido por BARES [57] e de -1,44lxl07 N. 

Discretizas;ao (Nx,)"(xl07 N) 
Diferen9a em rela9ao a 

Numero de Itera~iies 
BARES [57] (%) 

32 celulas -2,008 +28,24 5 

128 celulas -1,649 + 12,61 4 

512 celulas -I ,518 +5,07 5 

Tabela 8.22- Valores da primeira carga critica de uma placa quadrada LAAA com rela«;iio a dire«;iio paralela 

ao lado livre 



Um Estudo de P!acas sob Cargas Dinfunicas Estacion:irias e como Efeito da Nao Linearidade GeomCtrica sob Cargas Estiticas Usando o 

Elementos de 

8.4.5. Placa EEEA com For~as 

Apoiado 

r 
I 

Compressao Perpendiculares ao Lado 

Figura 8.40- Placa quadrada EEEA com for9as de compressao perpendiculares ao !ado apoiado 

Para este exemplo sao calculadas as cargas criticas na dire~ao perpendicular ao !ado 

apoiado (como mostrado na Figura 8.40). Na Tabela 8.23 sao apresentados os val ores obtidos 

para essas cargas, a diferen~a com rela~ao a BARES [57] e numero de itera<;oes do programa 

necessarios para obte-las. 0 valor obtido por BARES [57] e de -7,904xl0' N. 

Discretizas:ao (Nx,)olxl07 N) 
Diferem;;a em rela~ao a 

Niimero de Itera<;oes 
BARES [57] (%) 

32 celulas -9,455 + 16,40 24 

128 celulas -8,488 +6,88 ll 

512 celulas -8,195 +3,55 14 

Tabela 8.23 Valores da primeira carga critica de uma placa quadrada EEEA com rela~iio a dir~iio 

perpendicular ao Iado apoiado 



8.4.6. Placa EEEA com For~as de Compressao Paralelas ao Lado Apoiado 

r 
w '/////////// 

t f f f f t Nu 

Figura 8.41 Placa quadrada EEEA corn for9as de compressao paralelas ao !ado apoiado 

Para este exemplo sao calculadas as cargas criticas na dire<;ao perpendicular aos !ados 

engastados paralelos (como mostrado na Figura 8.41). Na Tabela 8.24 sao apresentados os 

valores obtidos para essas cargas, a diferen<;a com rela<;ao a BARES [57] e numero de itera<;5es 

do programa necessiirios para obte-las. 0 valor obtido por BARES [57] e de -8,104xl07 N. 

Discretiza<;iio (N,a)"(xl07 N) 
Diferen9a em rela<;ao a 

Numero de Itera<;iies 
BARES [57] (%) 

32 celulas -8,584 +5,59 10 

128 celulas -8,341 +2,84 9 

512 celulas -8,150 +0,56 9 

Tabela 8.24- Valores da primeira carga critica de uma placa quadrada EEEA com rela~ao a dire~iio paralela 

ao lado apoiado 



Um Estudo de Placas sob Cargas Dimimicas Estaciomirias e como Efeito da Nao Linearidade Geom6trica sob Cargas Estilticas Usando o 

MCtodo dos Elementos de Contorno 

8.4.7. Placa AAAE com For~as 

Engastado 

L < 

Compressao Perpendiculares ao Lado 

Nxl Nxl 

§ 
~ 
~ 
~ 
~ 
~ 
~ 

Figura 8.42- Placa quadrada AAAE com for9as de compressiio perpendicular ao !ado engastado 

Para este exemplo sao calculadas as cargas criticas na dire9ao perpendicular ao lado 

engastado (como mostrado na Figura 8.42). Na Tabela 8.25 sao apresentados os val ores obtidos 

para essas cargas, a diferen9a com rela9ao a BARES [57] e numero de itera96es do programa 

necessarios para obte-las. 0 valor obtido por BARES [57) e de -4,853x107 N. 

Discretiza9ao (NxzMxl O' N) 
Diferenl(a em rela9ao a 

Numero de Itera«;oes 
BARES [57] (%) 

32 celulas -5,327 +8,92 II 

128 celulas -4,992 +2,80 10 

512 celulas -4,886 +0,71 6 

Tabela 8.25- Valores da primeira carga critica de uma placa quadrada AAAE com rela<;iio a dire<;iio 

perpendicular ao lado engastado 



Um Estudo de P!acas sob Cargas Dindmicas Estacionlirias e como Efeito da Nao Linearidade Geometnca sob Cargas EstB.ticas Usando o 

8.4.8. I'laca AAAE com For~as de Compressao I'aralelas ao Lado Engastado 

r 
w 

Figura 8.43 - Placa quadrada simplesmente apoiada em tnSs lados e engastada no outre I ado com foryas de 

compressao paralelas ao lado engastado 

Para este exemplo sao calculadas as cargas crfticas na dire<;ao perpendicular aos !ados 

apoiados paralelos (como mostrado na Figura 8.43). Na Tabela 8.26 sao apresentados os val ores 

obtidos para essas cargas, a diferens;a com relayao a BARES [57] e numero de iteras;oes do 

programa necessarios para obte-las. 0 valor obtido por BARES [57] e de -5,833xl 07 N. 

Discretizas;ao (Nx,Mxl07 N) 
Diferens;a em relas;ao a 

Numero de Itera~;iies 
BARES [57] (%) 

32 celulas -6,220 +6,22 7 

128 celulas -5,868 +0,60 5 

512 celulas -5,775 -I ,01 5 

Tabela 8.26- Valores da primeira carga critica de uma placa quadrada AAAE com rela~ao a dire~ao paralela 

ao !ado engastado 



Um Estudo de Placas sob Cargas Din3micas Estacion3rias e como Efeito da Nao Linearidade Geom6trica sob Cargas Estaticas Usando o 

Metodo dos de 

8.4.9. Obtexu;ao das Cargas Criticas Posteriores para uma Placa Simpiesmente 

Apoiada 

Na Tabela 8.27 sao apresentados os val ores das tres menores cargas criticas obtidas com 

os respectivos valores de m e n para as tres discretizas:oes apresentadas na Figura 8.29 bem 

como os val ores obtidos atraves da equas;ao (8.1 ). 

(Nx,)cc =(Noa)cc (N) 
Carga Critica m n 

32 celulas 128 celulas 512 celulas Equa<;:ao (8.1) 

I" l l -4,315x! 07 -4,0816x! 07 -4,022x!O' -4,002x!07 

2a 2 1 -7,922xl07 -6,661xl07 -6,354xl 07 -6,253xl07 

3a 3 I -1,410xl08 -1,251xl08 -l,l46x!O' -l,ll2xl08 

Tabela 8.27- Valores das tres menores cargas criticas de uma placa quadrada AAAA 

Na Tabela 8.28 e mostrada a ordem com que estas cargas crfticas aparecem no problema: 

Ordem das Cargas Crfticas no Programa 
Carga Critica 

32 celulas 128 celulas 512 celulas 

Ja Ia Ia Ia 

2a ga 7a 8' 

3' 3a 2" 2a 

Tabela 8.28- Ordem de obtem;ao das tres menores cargas criticas de uma placa quadrada AAAA 



Urn Estudo de Placas sob Cargas Dinfunicas Estacionarias e como Efeito da Nilo Linearidade Geometnca sob Cargas Estaticas Usando o 

8.5. Exemplos de Vibra~i'io Livre em Placas 

Para os exemplos de vibra9ao 

geometricas: 

E = 2,05 x 1011 N/m2 

h=6x l0'2 m 

q =- 02 Nlm' 

K=O,S 

p = 4,7lxl02 kg/m2 

v=0,3 

Placa Quadrada: L1 = L2 = 2 m 

sao 

Placa Retangular: L 1 = I m, L2 = 2 m 

16 pontos de Gauss 

Para as placas quadradas, sao testados tres tipos de discretizayao de domfnio. Para as 

placas retangulares sao testados dois tipos de discretizayao de dominio. 



Um Estudo de Placas sob Cargas Dim1micas Estaciomirias e como Efeito da Niio Linearidade GeomCtrica sob Cargas Estaticas Usando o 

MCtodo dos Elementos de 

8.5.1. Placa Quadrada AAAA 

L l 

Figura 8.44- Placa quadrada AAAA submetida a vibra9i!o livre 

Na Tabela 8.29 sao apresentados os resultados da freqUencia do primeiro modo de 

vibra.;ao de uma placa quadrada apoiada nos tres !ados, submetida a vibra<;:ao livre. 0 valor 

obtido atraves das formula<;oes fornecidas por BARES [57] e igual a 4,577x I 02 rad/s. 

Discretiza<;:ao ro 11 (xlO'rad/s) 
Diferen9a em rela9ao a 

Numero de Itera<;:iies 
BARES [57] (%) 

32 celulas 4,757 +3,94 4 

128 celulas 4,624 +1,03 4 

512 celulas 4,590 +0,30 4 

Tabela 8.29- Valores da freqilencia do primeiro modo de vibra~ao de uma placa quadrada AAAA submetida 

a vibra~ao livre 



8.5.2. Placa Quadrada AAAE 

L 1 

Figura 8.45- Placa quadrada AAAE submetida a vibra91io livre 

Na Tabela 8.30 sao apresentados os resultados da freqliencia do primeiro modo de 

vibra9ao de uma placa quadrada apoiada em tres !ados e engastada no outro lado, submetida a 

vibra9ao livre. 0 valor obtido atraves das formulas;oes fornecidas por BARES [57] e igual a 

5,497xl02 rad/s. 

Discretiza9ao run (x!O'rad/s) 
Diferens;a em relas;ao a 

N iimero de Itera~iies 
BARES [57] (%) 

32 celulas 5,712 +3,92 4 

128 celulas 5,544 +0,86 4 

512 celulas 5,500 +0,06 4 

Tabela 8.30- Valores da freqiiCncia do primeiro modo de vibra«;iio de uma placa quadrada AAAE submetida 

a vibra~ao livre 



Urn Estudo de P!acas sob Cargas Dinil.micas Estacion::'irias e como Efeito da Nao Linearidade Geometrica sob Cargas Estaticas Usando o 

MCtodo dos Elementos de 

8.5.3. Placa Quadnu:la AEAE 
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Figura 8.46- Placa quadrada AEAE submetida a vibra9ao livre 

Na Tabela 8.31 sao apresentados os resultados da freqUencia do pnme1ro modo de 

vibra<;ao de uma placa quadrada apoiada em dois !ados paralelos e engastada nos outros !ados, 

submetida a vibras:ao livre, com tres tipos diferentes de discretizavao do dominio. 0 valor obtido 

atraves das formula<;oes fornecidas por BARES [57] e igual a 6,726xl0' rad/s. 

Discretiza<;ao OJ11 (x!O' rad/s) 
Diferens:a em relas;ao a 

Numero de ltera~oes 
BARES [57] (%) 

32 celulas 6,986 +3,86 4 

128 celulas 6,789 +0,93 4 

512 celulas 6,734 +0,12 4 

Tabela 8.31- Valores da freqiiencia do primeiro modo de vibra~iio de uma placa quadrada AAAE submetida 

a vibra~ao livre 



Urn Estudo de Placas sob Cargas Dinftmicas Estacionfu"ias e como Efeito da Nao Linearidade Geom6trica sob Cargas Est8.ticas Usando o 

do' 

8.5.4. Placa Quadrada AAEE 
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Figura 8.47- Placa quadrada AAEE submetida a vibrayao livre 

Na Tabela 8.32 sao apresentados os resultados da freqtiencia do pnmerro modo de 

vibra91io de uma placa quadrada apoiada em dois !ados consecutivos e engastada nos outros 

!ados, submetida a vibra91io livre. 0 valor obtido atraves das formula96es fornecidas por 

BARES (57] e igual a 6,308x I 02 rad/s. 

Discretiza91io Oln (xl02 rad/s) 
Diferen9a em relac;:ao a 

Numero de Itera9oes 
BARES [57](%) 

32 celulas 6,548 +3,80 5 

128 celulas 6,347 +0,62 4 

512 celulas 6,294 -0,23 4 

Tabela 8.32- Valores da freqiiCncia do primeiro modo de vibrac;iio de uma placa quadrada AAEE submetida 

a vibrac;ii.o livre 



Urn Estudo de Placas sob Cargas Din§.micas Estaciomirias e como Efeito da Niio Linearidade Geometrica sob Cargas Estiticas Usando o 

Metodo Elementos de Contorno 

8.5.5. Placa Quadrada EEEA 
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Figura 8.48- Placa quadrada EEEA subrnetida ii vibra9ao livre 

Na Tabela 8.33 sao apresentados os resultados da freqiiencia do primeiro modo de 

vibra9ao de uma placa quadrada apoiada em urn !ado e engastada nos outros !ados, submetida it 

vibra9ao livre. 0 valor obtido atraves das formula96es fornecidas por BARES [57] e igual a 

7,415x102 rad/s. 

Discretizayao ro" (x102 rad/s) 
Diferens;a em rela9ao a 

N umero de Itera~;oes 
BARES [57] (%) 

32 celulas 7,694 +3,77 4 

128 celulas 7,468 +0,71 4 

512 celulas 7,404 -0,14 4 

Tabela 8.33- Valores da freqiiCncia do primeiro modo de vibra.;ao de uma placa quadrada EEEA submetida 

a vibra~ao livre 



8.5.6. Placa Quadrada EEEE 

L 1 

Figura 8.49 - Placa quadrada EEEE submetida a vibra10iio livre 

Na Tabela 8.34 sao apresentados os resultados da freqiiencia do primeiro modo de 

vibra9iio de uma placa quadrada engastada nos quatro lados, submetida a vibras;ao livre. 0 valor 

obtido atraves das formula91ies fornecidas por BARES (57) e igual a 8,380x I 0' rad/s. 

Discretizayiio OJ11 (xl02 rad/s) 
Diferen9a em relayiio a 

N iimero de Itera4(oes 
BARES [57J (%) 

32 celulas 8,689 +3,69 4 

128 celulas 8,443 +0,76 4 

512 celulas 8,372 -0,09 4 

Tabela 8.34- Valores da freqiiencia do primeiro modo de vibra~ao de uma placa quadrada EEEE submetida 

a vibrat;ao livre 



Um Estudo de Placas sob Cargas Dindmicas Estacion:irias e como Efeito da Niio Linearidade GeomCtrica sob Cargas Est<lticas Usando o 

dos de 

8.5.7. Placa Quadrada AAAL 
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Figura 8.50 - Placa quadrada AAAL submetida a vibraqao livre 

Na Tabela 8.35 sao apresentados os resultados da freqiiencia do primeiro modo de 

vibra9ao de uma placa quadrada apoiada em tres !ados e livre no outro !ado, submetida a vibra9ao 

livre. Para este exemplo nao foram encontrados valores de outras publica96es para serem 

comparados. 

Discretiza9ao ro 11 (xl02 rad/s) Numero de Itera~;oes 

32 celulas 2,749 7 

128 celulas 2,694 6 

512 celulas 2,699 6 

Tabela 8.35- Val ores da freqiiencia do primeiro modo de vibrac;ao de uma placa quadrada AAAL submetida 

a vibrac;fio livre 



Um Estudo de Placas sob Cargas Dinil.micas Estaciomirias e como Efeito da N:lo Linearidade Geom6trica sob Cargas Est<iticas Usando o 

8.5.8. Placa Quad.rada EEEL 
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w 

Figura 8.51 - Placa quadrada EEEL submetida a vibra9ao livre 

Na Tabeia 8.36 sao apresentados os resultados da freqliencia do primeiro modo de 

vibra9ao de uma placa quadrada engastada em tres !ados e livre no outro !ado, submetida a 

vibra9ao livre. Para este exemplo nao foram encontrados valores de outras publica9oes para 

serem comparados. 

Discretizar;ao ro,, (xl02 rad/s) Numero de Itera~oes 

32 celulas 5,703 9 

128 celulas 5,557 8 

512 celulas 5,533 8 

Tabela 8.36- Valores da freqfiencia do primeiro modo de vibra~ao de uma placa quadrada EEEL submetida 

a vibra~ao livre 



Um Estudo de Placas sob Cargas Dinfunicas Estacionarias e como Efeito da Niio Linearidade Geometrica sob Cargas Estilticas Usando o 

Metoda dos 

8.5.9. Placa Quad.rada ELEL 
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Figura 8.52- Placa quadrada ELEL submetida a vibravao livre 

Na Tabela 8.37 sao apresentados os resultados da freqliencia do primeiro modo de 

vibra9ao de uma placa quadrada engastada em dois !ados paralelos e livre nos outros !ados, 

submetida a vibras;ao livre. Para este exemplo nao foram encontrados valores de outras 

publica9oes para serem comparados. 

Discretizavao ffiu (xl02 rad/s) N iimero de Itera~oes 

32 celulas 5,255 6 

128 celulas 5,146 6 

512 celulas 5,130 5 

Tabela 8.37- Valores da freqiiCncia do primeiro modo de vibra\-30 de uma placa quadrada ELEL, submetida 

a vibra«;ao livre 



Um Estudo de Placas sob Cargas DinUmicas Estacionill"ias e como Efeito da Nao Linearidade Geometrica sob Cargas EstS:ticas Usando o 

Metodo 

8.5.10. Placa Quadrada ELLL 
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Figura 8.53- Placa quadrada ELLL submetida it vibrayao livre 

Na Tabela 8.38 sao apresentados os resultados da freqilencia do pnme1ro modo de 

vibras:ao de uma placa quadrada engastada em urn !ado e livre nos outros !ados, submetida it 

vibras;ao livre. Para este exemplo nao foram encontrados valores de outras publicav5es para 

serem comparados. 

Discretizas;ao ID 11 (xlO' rad/s) Nt'imero de Itera.,oes 

32 celulas 7,999 5 

128 celulas 8,010 4 

512 celulas 8,034 4 

Tabela 8.38- Val ores da freqilencia do primeiro modo de vibra~ilo de uma placa quadrada ELLL submetida 

a vibra«;iio livre 



Um Estudo de Placas sob Cargas Dinfimicas Estacion:irias e como Efeito da NB.o Linearidade Geom6trica sob Cargas Est:iticas Usando o 

M6todo dos Elementos de 

8.5.1 Placa Retangular AAAA 

Figura 8.54- Placa retangular AAAA submetida a vibra9ao livre 

Na Tabela 8.39 sao apresentados os resultados da freqilencia do pnme1ro modo de 

vibra9iio de uma placa retangular apoiada nos quatro !ados, submetida a vibrayao livre. 0 valor 

obtido atraves das formulayoes fornecidas por BARES [57] e igual a 1,144xl03 rad/s. 

Discretizayao co,. (x10'rad/s) 
Diferenya em relas;ao a 

Numero de Itera~oes 
BARES [57] (%) 

16 celulas 1,256 +9,75 5 

64 celulas 1,175 +2,66 5 

Tabela 8.39- Valores da freqiiencia do primeiro modo de vibra~iio de uma placa retangular AAAA 

submetida a vibra~ao livre 



8.5.12. Placa Retangular Engastada em Um dos Lados Maiores e Apoiada nos 

Outros Lados 

L 1 

Figura 8.55- Piaca retangular engastada em urn dos lados maiores e apoiada nos outros lados submetida a vibrayiio 

livre 

Na Tabela 8.40 sao apresentados os resultados da freqili\ncia do pnmetro modo de 

vibrayao de uma placa retangular engastada em urn dos !ados maiores e apoiada nos outros !ados, 

submetida it vibrayao livre. 0 valor obtido atraves das formulas;oes fornecidas por BARES [57] e 

igual a l ,608xl 03 rad/s. 

Discretiza<;:ao ro11 (xi 03 rad/s) 
Diferenva em rela<;:ao a 

Numero de Itera~oes 
BARES [57] (%) 

16 celulas 1,755 +9,19 6 

64 celulas 1,656 +3,00 5 

Tabela 8.40 Valores da freqiU~ncia do primeiro modo de vibnu;:ao de uma placa retanguJar engastada em urn 

dos !ados maiores e apoiada nos outros lados, submetida a vibra~ao livre 



8.5.13. Placa Retangular Engastada em Um dos Lados Menores e A!>maua nos 

Outros '-'"'"~'" 
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Figura 8.56- Placa retangular engastada em urn dos I ados menores e apoiada nos outros !ados submetida a vibrat;fio 

livre 

Na Tabela 8.41 sao apresentados os resultados da freqtiencia do primeiro modo de 

vibras:ao de uma placa retangular engastada em um dos !ados menores e apoiada nos outros !ados, 

submetida a vibra9ao livre. 0 valor obtido atraves das formula((5es fornecidas por BARES [57] e 

igual a 1,206xl03 rad/s. 

Discretizayao ro" (xlO'raclls) 
Diferen9a em rela((ao a 

Numero de Itera9iies 
BARES [57] (%) 

J 6 celulas l ,315 +9,07 5 

64 celulas 1,230 +2,06 5 

Tabe)a 8.41- Valores da freqiiencia do primeiro modo de vibra~ao de uma placa retangular engastada em urn 

dos !ados menores e apoiada nos outros lados, submetida a vibra~ao Hvre 



Um Estudo de Placas sob Cargas Dinfimicas Estacionarias e como Efeito da Nao Linearidade GeomCtnca sob Cargas Estilticas Usando o 

MCtodo 

8.5.14. Placa Rctangular Engastada nos Dois Lados Maiones e Apoiada nos 

Outros Lados 
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Figura 8.57- Placa retangular engastada nos dois !ados maiores e apoiada nos outros lados submetida a vibrayao 

livre 

Na Tabela 8.42 sao apresentados os resultados da freqiiencia do primeiro modo de 

vibra9iio de uma placa retangular engastada nos dois !ados maiores e apoiada nos outros !ados, 

submetida a vibra9ao livre. 0 valor obtido atraves das formula9iies fornecidas por BARES [57) e 

igual a 2,21 Ox l 03 rad/s. 

Discretizayao co" (x!O'rad/s) 
Diferen9a em relayao a 

Numero de Itera9oes 
BARES [57] (%) 

16 celulas 2,301 +4,16 7 

64 celulas 2,275 +2,95 7 

Tabela 8.42- Va!ores da freqUenc!a do primeiro modo de vibrat;ao de uma placa retangula.r engastada nos 

dois lados maiores e apoiada nos outros lados, submetida a vibra~ao livre 

174 



Urn Estudo de P!acas sob Cargas Dimimicas Estacionftrias e como Efeito da Ni'io Linearidade Geom6trica sob Cargas Est:iticas Usando o 

Metodo Elementos de 

8.5.15. Placa Retangular Engastada nos Dois Lados Menores e AJJ>Oi~lda 

Outros Lados 
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Figura 8.58- Placa retangular engastada nos dois lados rnenores e apoiada nos outros lados subrnetida a vibrayao 

livre 

Na Tabela 8.43 sao apresentados os resultados da freqiiencia do primeiro modo de 

vibras:ao de uma placa retangular engastada nos dois !ados menores e apoiada nos outros !ados, 

submetida a vibras;ao livre. 0 valor obtido atraves das formulas;oes fornecidas por BARES [57] e 

igual a 1,277xl03 rad/s. 

Discretizas;ao ro10 (xlO'rad/s) 
Diferens;a em rela<;ao a 

Numero de Iteras:oes 
BARES [57] (%) 

16 celulas 1,390 +8,83 5 

64 celulas 1,304 +2,09 5 

Tabela 8.43- Valores da freqUCncia do primeiro modo de vibra~iio de uma p.iaca retangular engastada nos 

dois lados menores e apoiada nos outros !ados, submetida 3 vibra(,":iio livre 



Urn Estudo de Placas sob Cargas Dinfunicas Estacionitrias e como Efeito da Niio Linearidade Geom6trica sob Cargas Estiticas Usando o 

dos 

8.5.16. Placa Retangular EEAA 
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Figura 8.59- Placa retangular EEAA submetida a vibra9iio livre 

Na Tabela 8.44 sao apresentados os resultados da freqiiencia do pnme1ro modo de 

vibra9ao de uma placa retangular engastada em dois !ados consecutivos e apoiada nos outros 

!ados, submetida a vibra9iio livre. 0 valor obtido atraves das formula96es fornecidas por 

BARES [57] e igual a 1,656x!O' rad/s. 

Discretiza9ao w" (xl03 rad/s) 
Diferen9a em rela9ao a 

Numero de Iterafi!oes 
BARES [57] (%) 

16 celulas 1,799 +8,63 6 

64 celulas 1,698 +2,54 5 

Tabela 8.44 Valores da freqiiencia do primeiro modo de vibra~ao de uma placa retangular EEAA, 

submetida a vibra~ao livre 



Um Estudo de Placas sob Cargas Din§.micas Estacionilrias e como Efeito da Nao Linearidade GeomCtrica sob Cargas Estaticas Usando o 

M6todo dos Elementos de Contorno 

8.5.17. Piaca Retangular Apoiada em Um dos Lados Maiores e Engastada nos 

Outros Lados 
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Figura 8.60- Placa retangular apoiada em urn dos I ados maiores e engastada nos outros lades submetida a vibrayao 

livre 

Na Tabela 8.45 sao apresentados os resultados da freqi.iencia do primeiro modo de 

vibra<;ao de uma placa retangular apoiada em urn dos !ados maiores e engastada nos outros !ados, 

submetida it vibra<;iio livre, 0 valor obtido atraves das formula<;i'ies fornecidas por BARES [57] e 

igual a l,710xl03 rad/s, 

Discretiza<;ao ro 11 (xl03 rad/s) 
Diferens;a em rela<;iio a 

Numero de Itera~oes 
BARES [57] (%) 

16 celulas 1,853 +8,33 6 

64 celulas 1,753 +2,50 5 

Tabela 8.45- Valores da freqUencia do primeiro modo de vibras;ao de uma placa retangular apoiada em urn 

dos lados maiores e engastada nos outros iados, submetida a vibra€;i'iO livre 



8.5.18. Placa RetanguJar Apoiada em Um dos Lados Menores e Engastada nos 

Outros Lados 

L 1 

Figura 8.61 - Placa retangular apoiada em urn dos lados menores e engastada nos outros lados submetida a vibrayao 

livre 

Na Tabela 8.46 sao apresentados os resultados da freqilencia do primeiro modo de 

vibrayiio de uma placa retangular apoiada em urn dos !ados menores e engastada nos outros !ados, 

submetida a vibra91io livre. 0 valor obtido atraves das formula96es fornecidas por BARES [57) e 

igual a 2,246x l 03 rad/s. 

Discretiza91io ro" (xl03 rad/s) 
Diferenya em rela91io a 

Numero de Iterat;iies 
BARES [57] (%) 

16 celulas 2,332 +3,82 6 

64 celulas 2,306 +2,66 6 

Tabela 8.46- Valores da freqUCncia do primeiro modo de vibra~iio de uma piaca retangular apoiada em um 

dos lados menores e engastada nos outros )ados, submetida a vibra~io livre 



Um Estudo de Placas sob Cargas Dinfunicas Estacion:lrias e como Efeito da Niio Linearidade Geometrica sob Cargas Estaticas Usando o 

Metoda dos Elementos de Contomo 

8.5.19. Placa Retangular EEEE 

L 1 

Figura 8.62 - Placa retangular EEEE submetida a vibraqao livre 

Na Tabela 8.47 sao apresentados os resultados da freqliencia do pnmetro modo de 

vibrat,:ao de uma placa retangular engastada nos quatro !ados, submetida i\ vibras:ao livre. 0 valor 

obtido atraves das formula9oes fornecidas por BARES [57] e igual a 2,287xl03 rad/s. 

Discretizayao rou (xlO' rad/s) 
Diferen9a em relayao a 

Numero de Itera9oes 
BARES [57] (%) 

16 celulas 2,369 +3,59 7 

64 celulas 2,347 +2,61 6 

Tabela 8.47- Valores da freqiiencia do primeiro modo de vibra~lio de uma placa retangular EEEE submetida 

a vibra~tao livre 

17Q 



Urn Estudo de Placas sob Cargas Dimimicas Estaciomlrias e como Etbito da Nao Linearidade GeomCtrica sob Cargas Estat!cas Usando o 

dos 

8.5.20. Placa Retangnlar Engastada em Um dos Lados Maiores e Livre nos 

Outros Lados 
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Figura 8.63 Placa retangular engastada em urn dos lados maiores e livre nos outros lados submetida a vibrayao 

livre 

Na Tabela 8.48 sao apresentados os resultados da freqiiencia do pnme1ro modo de 

vibras:ao de uma placa retangular engastada em um dos !ados maiores e livre nos outros !ados, 

submetida a vibras:ao livre. Para este exemplo nao foram encontrados valores de outras 

publicas;oes para serem comparados. 

Discretizas;ao Ol11 (xlO'rad/s) Numero de Itera~;oes 

16 celulas 3,199 5 

64 celulas 3,221 4 

Tabela 8.48 Valores da freqiiencia do primeiro modo de vibra~ao de uma placa retangu.lar engastada em urn 

dos !ados maiores e livre nos outros !ados, submetida a vibrat;ao livre 

lOrl 



Um Estudo de Placas sob Cargas Dinfrmicas Estaciomlrias e como Efeito da Nao Linearidade GeomCtrica sob Cargas Estilt1cas Usando o 

MCtodo dos Elementos de Contorno 

8.5.21. Placa Retangular Engastada em Um dos Lados Menores e 

Outros Lados 
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Figura 8.64 Placa retangular engastada em urn dos lados menores e livre nos outros lades submetida a vibrayfio 

livre 

Na Tabela 8.49 sao apresentados os resultados da freqliencia do primeiro modo de 

vibras:ao de uma placa retangular engastada em urn dos !ados menores e livre nos outros lados, 

submetida a vibra9ilo livre. Para este exemplo nilo foram encontrados valores de outras 

publica9iies para serem comparados. 

Discretizayilo ro" (xl01 rad/s) Numero de Itera~iies 

16 celulas 7,860 5 

64 celulas 7,871 5 

Tabela 8.49 -Val ores da frequencia do primeiro modo de vibrayao de uma placa retangular engastada em urn dos 

!ados menores e livre nos outros lados, subrnetida a vibrayao livre 



Urn Estudo de P!acas sob Cargas Dimlmicas Estaciomirias e com o Efeito da Niio Linearidade Geom6trica sob Cargas Estaticas Usando o 

MCtodo dos Elementos de Contomo 

8.6. Exemplos de Vibra~,:oes Harmonicas em Placas 

Para estes exemplos foram utilizados os seguintes dados geometricos e fisicos: 

E = 2,05 x 1011 N/m' 

v = 0.0 

h=6x m 

K=0,5 

16 pontos de Gauss 

q = -400 · sen(m · t) N/m
2 
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Um Estudo de Placas sob Cargas Diniimicas Estacionlirias e como Efeito da Niio Lineandade GeomCtrica sob Cargas Estaticas Usando o 

Metoda dos de 

8.6.1. Placa Quadrada AAAA Submetida a um Carregamento Harmonico 

L 1 
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3~ 4~--+ 
IL,/4 

1• 2•--+ 
1
!L2/4 

m = 230 rad/s I 
L1=2,0m 

L2=2,0rn 

Figura 8.65- Placa quadrada AAAA com carregamento harrn6nico 

Neste exemplo e analisada uma placa sirnplesmente apoiada submetida a urn 

carregarnento harrnonico uniforrnernente distribuido sobre toda a placa (Figura 8.65). Na 

Tabela 8.50 sao apresentados os valores dos deslocarnentos e esfors;os para quatro pontos no 

interior da placa e seus valores no caso de urn carregamento estatico de mesrno valor do 

carregarnento dinarnico. Nesta tabela tarnbem sao apresentados os nurneros de iteras:oes 

necessarios para a convergencia dos resultados no prograrna utilizado. 
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I 

Niimero de Cehilas 32 128 ' 512 Estatico I 

113 (I) (x 10'
5 

m) 
I ' 

-1,725 ' -1,912 I -l ,981 -0,374 
I 

113 (2) ( x 1 o·5 I I I ' -2,342 -2,428 -0,5 !4 I I 

I 
I 

llJ (3) (x ur5 
m) -2,116 -2,342 I -2,428 14 

llJ(4) (x 10·5 m) -2,568 -2,839 I -2,944 -0,709 

Mxx (l) (x 10 N.m/m) +9,221 + 10,587 +11,144 +3,667 

' 
(2) (x Hl N.mlm) +8,698 +9,810 I +10,284 +4,243 

2 
I 

I Mxx(3) (x 10 N.m/m) + 1,128 I + 1,280 + 1,342 +0,499 
' 

Mxx(4) (x 10
2 

N.m/m) + 1,134 +1,266 + 1,32! +0,592 

Niimero de Passos 25 29 31 ----

Tabela 8.50- Valores dos deslocamentos e esfor,os para uma placa quadrada AAAA submetida a urn carregamento 

hann6nico 
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8.6.2. Placa Quadrada EEEE Submetida a urn Carregamento Harmonico 

/, q sen (mt) 
1 II 1//1,'/, __c,.T ~L 

-; (' / 

~ L,/4 L,/4 ~ __., 
m = 350 rad/s 

r2 ' ! ! ~ --> 
3° 4°-* ~ L2 L1=2,0m 

~ 
IL,/4 ~ -+ L2=2,0rn w I• 2•~t ~ --o 

' 
[L,/4 1:--

"/L 'U/1 'I 'I I 

I l l l l l 
~ ~ 
"k "' 

Ll '' 

Figura 8.66- Placa quadrada EEEE com carregamento hann6nico 

Neste exernplo e analisada uma placa engastada subrnetida a urn carregamento harrnonico 

uniforrnernente distribuido sobre toda a placa (Figura 8.66). Na Tabela 8.51 sao apresentados os 

valores dos deslocarnentos e esfors:os para quatro pontos no interior da placa e seus valores no 

caso de urn carregamento estatico de mesrno valor do carregarnento dinarnico. Nesta tabela 

tambern sao apresentados os nurneros de passos necessarios para a convergencia dos resultados 

no prograrna utilizado. 



Um Estudo de Placas sob Cargas Din:lmicas Estaciomirias e como Efeito da Nile Linearidade Geometrica sob Cargas Estitticas Usando o 

de 

Numero de Celulas 32 128 512 Estatico 

ll3 (I) (x 10-
5 

m) -1,924 
I 

-2,786 -3,393 -0,080 

u3 (2) (x m) 
' I -2,237 i -3,239 -3,955 -0,132 
I ! 

113 (3) (x ur5 
m) -2,237 I -3,239 I -3,955 -0,!32 

! 

u3 z4l (x 10-
5

m) -2,592 -3,752 -4,592 -0,220 

Mxx(l) (x 10 N.m/m) +7,628 + 12,883 +16,930 +0,802 

Mxx(2) (x 10 N.m/m) +6,189 + 10,0!! I +13,032 +1,638 i 
Mxx (3) (x N.m/m) +7,606 + 12,565 i +!6,419 + 1,257 

M,, (4) (x 10 N.m/m) +8,545 +13,110 +16,669 +2,819 

Niimero de Passos 45 68 84 ---~ 

Tabela 8.51- Valores dos deslocamentos e esforyos para uma placa quadrada EEEE submetida a urn carregamento 

hann6nico 
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9. PROGRAMAS UTILIZADOS PARA 0 DESENVOLVIMENTO DO 

TRABALHO 

9.1. Introdu4;a0 

Neste capitulo sao apresentados os programas desenvolvidos para a elabora<;ao deste 

trabalho. Foram desenvolvidos tres programas, um para a analise da flexao de placas, outro para a 

analise do efeito da nao linearidade geometrica associada as placas e por fim um programa para a 

analise de vibra<;oes livres em placas. 

9.2. Programa de Flexao de Placas 

Este programa, a partir de um arquivo de dados montado previamente, fornece os val ores 

dos deslocamentos e esfon;os para os pontos internos e do contorno de uma placa. As placas 

podem possuir carregamentos lineares, distribuidos em toda a regiao da placa ou so em uma parte 
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e apresentado o fluxograma do programa e na sequencia e explicada 

uma das sub-rotinas utilizadas neste programa. 

INiClO 

MATRIZ GH 

F!M 

PONTOS DE 

COLOCA(:AO 

PONTOS DE 

GAUSS 

DIAGONAL 

VETORDE 
CARREGAMENTO 

INTEGRA(:AO DE 

DOMiNJO II 

lNTEGRA(:AO 

NUMERICA 

'-----11>! REA(:AO DE CANTO 
FUNDAMENTAL 

PARAMETROS 

DE DOMiNJO I 

INTEGRA<;:AO 

DE DOMiNIO I 

PARAMETROS 

DE DOMiNIO I 

Figura 9.1- Fluxograma do programa de flexao de placas 
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Sub-rotina ENTRADA 

A sub-rotina ENTRADA faz a ~tmura dos parametros necessarios a execusoao 

programa. Esta leitura e feita por urn arquivo, montado a partir de urn editor de texto. A seguir 

sao detalhadas as informavi'ies fornecidas por este arquivo de entrada: 

a) Numero de nos do contorno, numero de nos internos, numero de nos duplos, 

numero de elementos de contorno, numero de nos com vinculavi'ies, numero de 

celulas, de conhecidos no de pontos de 

Gauss, modulo de elasticidade transversal, coeficiente de Poisson, espessura da 

placa, constante da solus:ao fundamental; 

b) Numero de cada urn dos nos do contorno, com suas coordenadas x, e x2; 

c) Numero de cada urn dos nos no interior da placa, com suas coordenadas x, e x2; 

d) Numero de cada urn dos elementos, seu no inicial e seu no final; 

e) Nos que sao duplos; 

f) Numero dos nos do contorno que possuem vinculas:oes sua vinculas;ao em 

relayao ao deslocamento transversal e em rela<;:ao a rotavao normal ao contorno; 

g) Leitura dos valores conhecidos no contorno (numero do no, for9a cortante ou 

deslocamento transversal, momento fletor normal ao contorno ou rotayao 

normal ao contorno ); 

h) Leitura das celulas e dos carregamentos aplicados nestas. 

Nesta sub-rotina sao calculados os comprimentos e os cossenos diretores dos elementos 

que compoe o contorno da placa. 
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A sub-rotina MATRIZ GH a montagem das matrizes globais H e G da estrutura. 

Esta sub-rotina fica diretamente conectada ao programa principal e utiliza algumas sub-rotinas 

a) Sub-rotina PONTOS DE GAUSS: a partir do numero de pontos de Gauss que 

sera utilizado para a integras;ao, esta sub-rotina Hl em urn arquivo texto os 

pontos de Gauss e os pesos de Gauss para este nurner·o pontos especificado 

no arquivo de entrada e guarda estas informa<;:i:ies em dois vetores para serem 

utilizadas nas sub-rotinas de integras:ao; 

b) Sub-rotina PONTOS DE COLOCA<;:AO: esta sub-rotina determina a posi<;:ao 

dos pontos de coloca<;ao para a realiza<;ao da integra9ao dos elementos. Para 

cada ponto do contorno, sao necessarios dois pontos de colocayao, normalmente 

urn coincidindo com o n6 do contorno e outro deslocado a uma certa distancia 

pre-determinada para fora da placa. Caso o n6 do contorno seja duplo, o 

primeiro ponto de colocayao nao coincidira com o n6, sendo tornado sobre o 

elemento a que ele pertence, com uma distiincia igual a V. do comprimento deste 

elemento. 0 segundo ponto sera obtido da mesma forma que anteriormente; 

c) Sub-rotina INTEGRA<;:AO ANALITICA: quando o ponto de colocayao 

pertencer ao elemento que esta sendo integrado, devido a singularidade da 

soluvao fundamental, se faz necessario a realizayao da integra9ao do elemento 

analiticamente, o que e feito por esta sub-rotina. Esta sub-rotina fornece duas 

matrizes que irao contribuir para a montagem das matrizes globais H e G; 

d) Sub-rotina INTEGRA<;:Ao NUMERICA: para todos os elementos onde o 

ponto de colocayao nao pertencer a ele, e realizada a integrayao numerica 

utilizando a quadratura de Gauss. Nesta sub-rotina serao utilizados os valores 

obtidos anteriormente dos pontos de Gauss e seus respectivos pesos. Da mesma 
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que na sub-rotina anterior, esta sub-rotina fornece duas matrizes que 

contribuem para a montagem das matrizes globais He G. Ah~m disso, essa 

rotina calcula a contribui.;:ao do carregamento distribuido uniformemente na 

placa, para a posterior monta:ge:m do vetor de cmTeJgarneiJtos; 

e) Sub-rotina REAI';AO DE CANTO FUNDAMENTAL: esta sub-rotina, como 

o proprio nome diz, fomece a contribuivao das reav5es de cantos fundamentais 

namatrizH; 

f) CARREGAMENTOS: esta fornece urn 

vetor que sera somado ao vetor de global de carregamentos, com a contribuivao 

dos carregamentos fornecidos atraves de celulas. Para isto ela utiliza duas sub­

rotinas, uma para a determinavao dos panl.metros da celula (PARAMETROS 

DE DOMINIO I), e outra para integras:ao da celula (INTEGRAI';AO DE 

DOMINIOI); 

g) Sub-rotina DIAGONAL: esta sub-retina faz a contribuis:ao do valor principal 

de Cochy (4.43) na matriz H; 

9.2.3. Sub-rotina CONDI(::OES DE CONTORNO 

Esta sub-rotina imp5e as condiy5es de contorno da placa, organizando o sistema de 

equa<;oes para o seu calculo posterior. 
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9.2.4. Sub-rotinas DECOMPOSICAO e RESOLUCAO 

sub-rotinas fazem, respectivamente, a decomposiv1io e a solu<;:ao do sistema 

equa<;:5es montado anteriormente. 

9.2.5. Sub-rotina INTERNOS 

Esta sub-rotina calcula os val ores dos deslocamentos e esfon;os intemos da placa. Para o 

caiculo dos esforc,:os da pors;ao intema da placa se faz necessaria o calculo das curvaturas dos 

pontos internos. Para o calculo das curvaturas, sao necessaries a considerac,:ao da contribuis;ao dos 

carregamentos nas celulas que e obtida atraves das sub-rotinas INTEGRA(:AO DE 

DOMINIO II e PARAMETROS DE DOMINIO I 

9.2.6. Sub-rotina CONTORNO 

Esta sub-rotina organiza os valores ja obtidos no contorno para os deslocamentos e 

esfor<;os e faz o calculo dos esfon;:os ainda nao obtidos (M. e M.,) 

9.2.7. Sub-rotina SAJDA 

Esta sub-rotina faz a montagem do arquivo de saida que contem os dados de entrada e os 

resultados obtidos no programa. 

19? 
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s 

dos de 

VETOR DE 
CARREGAMENTO 

PONTOS DE 

COLOCAC:AO 

PARAMETROS 

DE DOMiNIO ll 

INTEGRA<;Ao 

DE DOMiNIO Ill 

INTEGRA<;AO 

DE DOMiNIO II 

INTEGRA<;AO 

DE DOM iNIO II 

PARAMETROS 

DE DOM iNIO I 

INTEGRA<;:AO 

DE DOMiNIO I 

FIM 

PARAMETROS 

DE DOMiNIO I 

PARAMETROS 

DE D 0 M iN !0 Il 

Figura 9.2- Fluxograma do programa de amilise do efeito da nao linearidade geometrica 



Este programa, a partir de urn arquivo de dados montado previamente, o aw"ov"' 

e o autovetor para uma p!aca submetida a foryas normais" 0 autovalor representa a carga critica 

da placa e o autovetor, as curvaturas para esta carga critica. Na Figura 9.2 e apresentado o 

fluxograma deste programa e na sequencia sao as sulJ-n)tirJas que 

ao programa de flexao de placas para a elaboravao deste programa. 

9.3.1. Sub-rotina CURV ATURAS INICIAIS 

Esta sub-rotina assume valores iniciais para as curvaturas, de modo que se tenham 

valores para iniciar o processo iterativo do programa. 

9.3.2. Sub-rotina EFEITO NORMAL 

Esta sub-rotina calcula urn vetor contendo a contribuis;ao das fors:as normais ao Iongo do 

domfnio da placa. Para isso, ela utiliza a sub-rotina PONTOS DE COLOCA<;:AO para 

determinar o ponto com relas;ao ao qual sera feita a integral de cada uma das celulas, a sub-rotina 

PARAMETROS DE DOMINIO H que calcula os pari\metros de cada uma das celulas com 

rela<;ao a for<;a normal aplicada na placa e a sub-rotina INTEGRA<;:AO DE DOMINIO HI que 

faz a integra<;ao de cada uma das celulas utilizando a quadratura de Gauss. 0 vetor obtido nesta 

sub-rotina e somado ao vetor livre do sistema de equa<;iies para posterior resolu<;iio do sistema. 
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9.3.3. Sub-rotina INTERNOS 

Esta swo-ronna tern fun9ao identica a apresentada o outro pnlgr;ama, a<;re:;cer1ta11do 

duas sub-rotinas internas para levar em conta o efeito da forva normal no calculo das curvaturas. 

Estas sub-rotinas sao INTEGRACAO DOMINIO II e P ARAMETROS DE DOMINIO H. 

Nesta sub-rotina imprime o valor do autovetor calculado em um arquivo de saida, que 

corresponde ao valor das curvaturas da placa. 

9.3.4. Sub-rotina CARGA CRITICA 

Esta sub-rotina calcula o autovalor da placa que corresponde a primeira carga critica dela. 

Este valor e comparado com o valor obtido na itera9ao anterior e se o erro for men or do que 10·5 , 

o programa principal e encerrado. Este valor e impresso no arquivo de saida. 

9.4. Programa de Analise de Vibra~oes Livres em Placas 

Este programa calcula a primeira freqiHlncia de ressonancia para uma placa dada ou entao 

calcula os deslocamentos e esfor9os para uma placa submetida a urn carregamento harmonica. A 

estrutura deste programa e similar aquela apresentada para 0 programa de analise do efeito de nao 

linearidade geometrica, mudando somente as sub-rotinas de integra9ao das celulas. Ao inves da 

carga critica, sera apresentada a freqiHlncia de ressonancia da placa, e no Iugar das curvaturas, o 

modo de vibra9ao representada pelos deslocamentos transversais da placa. 

10< 
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10. CONCLUSOES 

0 Metodo dos Elementos de Contorno mostrou-se eficiente para a analise de flexao de 

placas, na determina.;ao das cargas crfticas de placas submetidas a urn carregamento contido no 

seu plano medio e no calculo das freqliencias naturais das placas. 

Foi elaborado urn programa para o calculo de placas fletidas submetidas a carregamentos 

distribuidos no domlnio da placa, podendo estes ser constantes ou lineares e estarem distribuidos 

em parte da placa. Nos exemplos realizados, variou-se o valor da constante livre de integra.;ao e 

observou-se que a utiliza<;ao deste valor igual a e112
, e, n e I, que correspondem as constantes de 

Danson, Bezine, Weeen e a considerayao do fator multiplicador igual a urn, nao influenciaram de 

maneira significativa os valores dos esfon;os e deslocamentos tanto no contorno da placa como 

no seu interior o que confirma PALERMO JR. [93]. Nas placas onde existiam condi.;5es de 

borda livre no contorno, observou-se uma pequena influencia desta constante para os exemplos 

analisados, mas com diferen.;as inferiores a I 0% para os nos pr6ximos a extremidade e inferiores 

a I% para pontos pr6ximos ao centro da borda da placa. Para as demais situa.;oes, onde a placa 

nao possula bordas livres, estas diferen<;as foram inferiores a 1%. 



No estudo de placas com o efeito nao linearidade geometrica, ao contrario do 

acontece nas vigas, existem cargas criticas muito pr6ximas devido a influencia das duas dires:oes. 

Este aspecto diminuiu a convergencia para se achar os autovalores seguintes ao menor autovalor 

como a precisao dos autovetores associados. Mesmo com a dificuldade de o 

metodo demonstrou-se confiavel devido a compara9iio entre os valores obtidos e teoricos. Como 

aconteceu com as vi gas, PALERMO JR. [65], as cargas criticas seguintes niio foram 

encontradas na seqUencia de seus modulos e foram identificadas atraves dos seus autovetores. 

Devido a utiliza9ao de elementos lineares no dominic, necessitou-se de uma discretiza91io 

grande para se com diferen9as inferiores a l% do resultado teorico, embora 

resultados bons tenham sido obtidos com uma discretiza91io menor e com poucos passos de 

itera91io (em media necessitou-se de sete passos para a obtenvao da men or carga critica com seus 

respectivos modos de flambagem). A implementas:ao numerica teve por base DUARTE [64], 

mas este aspecto complementar, referente a discretizas:ao do dominio, nao foi mencionado tanto 

em DUARTE [64] como em COSTA JR. [66] ou na literatura consultada. 

Apesar de terem-se encontrado cargas criticas com uma boa precisiio, observou-se que 

esta precisao esta intimamente ligada a discretizas:ao do dominic, independente da discretizas:ao 

do contorno, fato este que sera de extrema utilidade para o estudo do efeito de niio linearidade 

geometrica atraves do metodo da reciprocidade dual. 

Nos exemplos de placas submetidas a vibras:ao livre, para as mesmas condi9iies de 

contorno adotadas nos exemplos de determinas:ao da carga crftica, observou-se uma melhor 

precisao dos resultados, isto e, para uma menor discretizas:ao do dominio, obtiveram-se 

resultados com diferens:as inferiores a I% do resultado te6rico. 

No caso de placas submetidas a vibras:oes fors:adas harmonicas observou-se uma boa 

convergencia do metodo para freqilencias Ionge da freqililncia de ressoniincia. Conforme o valor 

da freqilencia do carregamento se aproximou da freqtiencia de ressonilncia, nao se conseguiu 

obter convergencia. Nao foi encontrado na literatura nada sobre este tipo de problema, o que leva 

a urn interesse de estudo mais profundo para se avaliar o comportamento de placas sob vibra9oes 

harmonicas. Acredita-se, que a forma de discretizasoao do dominic deva influenciar na 
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dos des!ocamentos e esfon;os das placas submetidas aos carregamentos 

harmonicos, influencia esta observada na determina<;ao das cargas criticas quando foi introduzido 

o efeito nao fato este que deverii ser estudado em trabalhos futuros. 

Futuramente, existem alguns aspectos que poderao ser abordados para a continuidade 

deste projeto: 

Estudo e implementa<;ao no programa de celulas quadn1ticas de dominio para o estudo 

da nao linearidade ge01m\trica e do problema de vibra<;oes livres; 

UtilizayaO do metodo reciprocidade dual para tratamento das integrais de dominio; 

Estudo do comportamento de placas no dominio da freqilencia. 
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" 
APENDICEA 



A. APLICA(:AO DO CALCULO VARIACIONAL PARA OBTEN(:AO DAS 

EQUA(:OES DIFERENCIAIS DE EQUILIBRIO 

A.l. Introdu~ao 

Neste capitulo apresenta-se o metodo da energia aplicado ao problema de flexao de placas 

e ao problema do efeito da nao linearidade geometrica de placas. Sao utilizados os conceitos do 

calculo variacional para a obtens;ao das equayiies de equilibrio das placas quando submetidas ao 

efeito de carregamentos paralelos e perpendiculares ao seu plano medio. 

0 intuito de aplicar o metodo da energia aos problemas de placas e de determinar as 

condiyiies naturais dos problemas analisados. Tambem se consegue, atraves deste metodo, 

determinar as equas;iies de equilibrio que regem os problemas, como por exemplo a equas;ao de 

equilibrio do contomo anteriormente obtida. 

A.2. Oilculo Variacional Aplicado a Flexao de Placas 

A energia potencial total de uma placa submetida a urn carregamento perpendicular ao seu 

plano medio, e dada por: 



l) 

A diferencial de volume e dada 

dV=dx3 ·dQ (A.2) 

Substituindo-se na equas;ao (A. I) as relas;oes de deformayiio-deslocamento, equa9ao (3.3), 

as rela9oes constilutivas, equa<;:ao (3.5), a defini.;:ao da constanle D, equa9iio (3.!3), e integrando-

se ao da espessura da placa (A.2), ooren1-s•e: 

(A.3) 

Colocando a expressao da energia potencial total na forma de urn funcional, obtem-se: 

rt= J F(x,,x,u 3 ,u3 ,u3 ,u3 ,u 3 ,u. )·dQ 
Q - I 2 II Zl "12 

(A.4) 

sendo F dado por: 

(A.5) 

Aplicando-se o calculo variacional, obtem-se: 
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diferenciais da equavao (A.6) podem ser escritos da seguinte forma: 

aF a' 
=--·--

Aplicando-se a definis;ao de derivada do produto de duas fun<yoes na equa<yao (A.7), 

obtem-se: 

(A.8) 

Substituindo-se a equas:ao (AS) na equa<;:ao (A6), obtem-se: 

-- -~- ·-(au,)+-·- --·-(au,) --·- -- ·-(au,)+ (A9) a l aF } a 1 a [ aF a J 1 a l aF } a 
ax, ou,, ax, 2 ox, au,, axl 2 ax, au,, ax, 

+-·---·-(au)--·--- ·-(au.)+-·au ·dn 1 a [ aF a J 1 a ( aF } a aF } 
2 ox, au,, ax, 3 

2 ax, au,, ox, ' au, 3 

Transformando-se parte da integral de domfnio da equas:ao (A9) em uma integral de 

contomo, obtem-se: 
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(A.!O) 

Realizando-se as derivadas do funcional F da equa9ilo (A.! 0), obtem-se: 

Off= J {-_!j_[D·(u +v·u )'l·.!}_(5u )-_!j_[D·(u +v·u )'l·.!}_(5u )-
0 a 311 322 J a 3 ;:':! 322 311 J a , x, x, ~, ~ 

-a: [D · (1- v)· u,J 8 ~ (5u,)- 8 ~ [D · (1- v)· u,J 
8
: (5u,)+ g ·5u3 } • dQ + 

2 I I 2 (A.Jl) 

{ 

8 ~ 
+ J D·(u +v·u )·cosa·-r5u )+D·(u. +v·u )·sena·..!:!_(5u )+ 

[' 3n 322 a \' 3 -'22 3n a 3 
XI X2 

8 8 } + D · (1- v)· u3" ·sen a ·-a (5u,)+ D · (1- v)· u3" ·cos a ·-a (5u,) ·dr 
XI X2 

Substituindo-se na equa9ao (A. I I) as equa9oes (3.12), obtem-se: 

Off= fo{(8Mu + 8M12 J·_!j_(5u,)+(8M22 + 8M12 )·.!}_(5u,)+g·5u,}·df2+ 
ax, ox, ox, ox, ox, ax, 

[ {(Mu ·cos a+ M12 ·sena)·_!j_(5u3)+ (M22 ·sen a+ M12 • cosa)·_!j_(5u3 )} ·dr 
ox, ox, 

(A.l2) 

Utilizando-se as equa9oes (3.9) e (3.10) na integral de domfnio da equa9i'io (A.I2), obtem-

se: 
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( ~ ~ 

f 
I 0 0 

-
1

)(M,, ·cosa+M12 ·sena)·-a (5u3 )+(M22 ·sena+M12 ·cosa)·-(5u3 
l x, 

Sabe-se que: 

a 
(A.l4a) 

(A.I4b) 

Substituindo-se as equac;oes (A.I4) na integral de contorno da equac;ao (A.l3) e 

aplicando-se a regra do produto das derivadas na integral de dominio desta mesma equayi'io, 

obtem-se: 

o:rr= f {~(Q ·5u )- aQ,, ·5u +~(Q ·5u )- aQ" ·5u +g·5u }·dO+ oa 113 a 'a 22 3 a 3 3 
XI XI X2 X2 

+f {(-M ·cos2 a-2·M ·cosa·sena-M ·sen 2 a)·~(5u)+ r 11 12 22 an 3 
(A.l5) 

+ [(-M11 - M,,)·cosa ·sen a+ M12 • (sen
2 

a cos' a)].! (ouJ} · df 

Utilizando-se as equac;oes (3.21) na equac;ao (A.I5) e transformando-se parte da integral 

de dominio em integral de contorno, obtem-se: 

f { aQ" aQ" ""· } d o:rr = - -- · 5u. - -- · 5u. + g · uu · Q + " a , a , 3 
XI X2 

+ f {-M ·~(5u )-M ·!}_(5u.)+(Q ·cosa+Q ·sena)·5u.}·df r n On 3 ns as .., 11 22 .., 

(A.I6) 
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obtem-se: 

r oQu oQ, "·. 1 \---·au3 ---·uu3 + g ·au3 (·dO+ 
l ox, ox, j 

{
-M -~(au )-M .. !!_ +Q ·au l .df' 

n ;':';! 3 n.~ ~ n 3( 
un us ) 

(A.l7) 

+ 

Como a varia9ao da energia potencial total tern que ser igual a zero, obtem-se: 

{
- ·ou

3
- oQ". +g·ou,}' ·dO+ 

ox, ax, 

+J {-M -~(ou )-M ·!!_(ou.)+Q -ou }·df=O r nan 3 nsas .J n 3 

(A. !8) 

A integral de dominio da equa9ao (A. IS) representa a equa9ao de equilibrio de uma placa 

submetida it flexao e a integral de contomo representa o equilibrio que deve ser satisfeito no 

contorno da placa de onde pode-se obter a cortante equivalente. 

A.3. Calculo Variacional Aplicado a Nio-Linearidade Geometrica Associada 

as Placas 

A energia potencial total de uma placa submetida a urn carregamento paralelo ao seu 

plano medio, e dada por: 

Jr = ~ · fv (an· "n + a 22 ·s22 +r12 • y12 )·dV-

-~· J
0

(N,, ·u3,
2 

+N22 ·u3,
2 

+2·N12 -u3, ·u,J·dQ 

(AJ9) 

Chamando-se a segunda integral da equa<;ao (A.l9) como sendo n", tem-se: 
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' 1 
11: =--· 

2 
)·dQ 

Colocando-se a expressao den" na forma um turtci<)m!l, obtem-se: 

)·dQ (A.2l) 

sendo F" dado por: 

2 
·u3,

2 
+N22 • 

2 
+2·N12 • ) (A.22) =--· 

Aplicando-se o calculo variacional em (A.22), obtem-se: 

(A.23) 

Realizando-se as derivadas do funcional F', obtem-se: 

(A.24) 

Aplicando-se a defini<;:ao da derivada do produto na equa<;:ao (A.24), obtem-se: 

(A.25) 
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Transformando-se parte da integral da equaviio (A.25) em uma integral de contomo, 

obtem-se: 

)·cosa+(N 22 ·a 3, +N 12 ·u 3J·sena]·5u 3 • 

(A.26) 

Se N;J for considerado constante em rela<;ao as dire<;oes Xi e XJ, obtem-se: 

o11:' [(N 11 ·u3, +N12 ·u3J·cosa+(N22 ·u3, +N12 ·u3,)·sena]·au3 ·df'+ 

+ J N,, ·u3 ·au, ·dO. n " ,, 

(A.27) 

Desta forma, a varia91io da energia potencial total para o caso de placas com o efeito da 

nao linearidade geometrica e a soma da equa<;ao (A.27) com o desenvolvimento da integral de 

volume da eguayao (A.I9), ou seja: 

ofC = f {[- 8Q" - aQ" + N . u J . au } . dO. + 
n a a ij ,, 3 x

1 
x

2 

+f {-M ._!!_(au)-M .!!._(au)+Q ·au-
r n an 3 ns Os 3 n 3 

(A.28) 

- [(N11 • u3, + N12 • u3, )·cos a+ (N22 • u3, + N12 • u3, )·sen a j. au3 } • df' 

Como o diferencial da energia potencial total tern que ser igual a zero, obtem-se: 

(A.28) 

)·cosa+(N ·u +N ·u )·sena]·au,}·df'=O 22 32 12 31 .;J 
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A de dominio equa<;;i\o (A.28) representa a equa<;:i\o equillbrio urn a 

submetida ao ni\o linearidade geometrica e a integral de contomo representa o equilibrio 

que deve ser satisfeito no contorno da placa. 

Uti! izando-se as equa<;oes 

linearidade geometrica e dada por: 

17), a equa<;i\o de equilibrio da placa submetida a nao 

D · u 3 ,~iJi + NtJ · u3,11 0 (A.29) 

A.4. Calculo Variacional Aplicado a Dinamica Associada as Placas 

No caso da adis;ao do efeito dinamico na analise de estruturas, recorre-se ao principio de 

Hamilton. Este principia rege que a variayao da diferen9a da energia potencial e cinetica somadas 

a varia9ao do trabalho das for9as nao conservativas tern que ser igual a zero, ou seja: 

f S(T -n)·dt+ f SWn, ·dt = 0 (A.30) 

sen do: 

a energia cinetica total do sistema; 

n: a energia potencial total do sistema, incluindo a energia de deforma9ao e a energia potencial de 

fors;as externas conservativas; 

W nc: trabalho das for9as nao conservativas que atuam no sistema; 

8: varias:ao das energias no intervale de tempo indicado. 

A energia cim\tica total do sistema, no caso de placas submetidas a vibras:ao livre, pode 

ser dada por: 
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l) 

(A.32) 

Colocando a expressao da diferen~a da energia potencial total e da energia cinetica 

na forma de urn funcional, obtem-se: 

H = J"L(u,.u3 ,u, ,u3 )·dt 
I , II 2J 12 

(A.33) 

sendo: 

£ T -7( (A.34) 

Segundo o principio de Hamilton, obH~m-se: 

oH=O (A.35) 

ou ainda: 

f, o£ - d f' o£ < d f' o£ s d f' o£ s. d o --·Ou · t+ --·uu · t+ --·uu · t+ -·uu · t= 
~ ~ ~ ~. ~ ~. ~· 3 

1 uu
311 

1 uU
322 

•• 1 uu
312 

· 'uu
3 

(A.36) 

Realizando uma integras:ao por partes na parcela que contem a velocidade na dires;ao de 

u3, obtem-se: 
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mas: 

0 

+f-· + 
'8u3 

12 

i
,d 8£\ -

-. l·ou3 ·dt=O 
'dt 8u,) 

obtendo-se desta forma: 

0 

Anteriormente, no item A.2, demonstrou-se que: 

8£ 8£ 8£ 
i5u +--·i5u +--·i5u = 

8u ' 
3
" 8u 

3
" 8u 

3
" 311 321 311 

= I {- 8Qll . ou - aQ,2 . ou } . dQ + 
Q "'-· 3 ~ 3 

UA! UX2 

+ J {-M -~(i5u )-M -~(i5u )+Q -Ju }·dT 
r n On 3 m Os 3 n 3 

Tambem se sabe que: 

<!_( 8£ )-ou = fp ·u -Ju ·dQ 
dt au. 3 

.b ' 
3 3 

' 

Substituindo as equac;oes A.40 e A.4l em A.39, obtem-se: 

(A.37) 

(A.38) 

(A.39) 

(A.40) 

(A.4l) 
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A integral de dominio da equayao (A.42) representa a equa~ao de equilibria de uma placa 

submetida ao efeito de vibras:ao livre e a integral de contorno representa o equilibria que deve ser 

satisfeito no contorno da placa. 

!ll!zarldo-se as equa<yiles pJaca SUt)ffi!~licla a vibra<;ao 

livre e dada por: 

4 h a'u, 
D·V U3 +p · ·--=0 

' at' 
(A.43) 

sen do: 

(A.44) 


