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Resumo

SIMOES, R. Um Estudo de Placas sob Cargas Dindmicas Estacionarias e com o Efeito da
Nio Linearidade Geométrica sob Cargas Estaticas Usando ¢ Método dos Elementos de
Contorno. Campinas: UNICAMP, FEC, 2001, Dissertacfo (Mestrado) — Universidade Estadual
de Campinas, 2001, 222 p.

O Método dos Elementos de Contorno foi utilizado para estudar placas com a hipotese de
pequenos deslocamentos segundo a teoria classica. O efeito da nfo linearidade geométrica foi
considerado para se obter as cargas criticas para placas homogénias e isotropicas. Também foram
obtidas as freqiiéncias naturais das placas usando a teoria das vibragdes livres. Ambas as analises
foram feitas para varias condig8es de contorno. A iterago inversa do coeficiente de Rayleigh foi
utilizada para se obter os menores autovalores, assim como seus correspondentes autovetores.
Foram utilizados elementos isoparamétricos lineares para a discretizacio do contorno e do
dominio da placa. A discretizag@io do dominio da placa foi necessaria para a inclusio do efeito da
nfo linearidade geométrica nos problemas estaticos e do efeito de inércia nos problemas
dindmicos. A integral de dominio, em cada c¢élula, foi transformada em uma integral de contorno

equivalente, acelerando desta forma o processo de integragéo.

Palavras Chaves: Elementos de Contorno, Placas, Nio Linearidade Geométrica,

Dinfmica Estacionaria.
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Abstract

SIMOES, R. Um Estudo de Placas sob Cargas Dinimicas Estacionarias e com o Efeito da
Nio Linearidade Geométrica sob Cargas Estaticas Usando o Método dos Elementos de
Contorno. Campinas, Brasil: UNICAMP, FEC, 2001. Dissertation (Master) — Universidade
Estadual de Campinas, 2001, 222 p.

The Boundary Element Method was used to study plates with small strain hypotheses
under classical theory. The geometrical non-linearity effect was considered to obtain in plane
critical loads for homogeneous and isotropic plates. On the other hand, the natural frequencies of
the plates were computed using the free vibration theory. Several plates were analyzed with
different boundary conditions. The inverse iteration with the Rayleigh quotient was employed to
obtain the smaller eigenvalues with their corresponding eigenvectors. Isoparametric linear
elements were used on the boundary and in the domain. The domain discretization was required
to include the geometrical non-linear effect in static problems or the inertia effect in dynamic
problems. The domain integral was converted to an equivalent boundary integral at each cell to

accelerate the integration process.

Key Words: Boundary Element, Plates, Buckling, Stationary Dynamics



1. INTRODUCAO

1.1. Generalidades

Elementos estruturais de superficies planas paralelas sfio extremamente utilizados nos
mais variados ramos da engenharia, tais como civil, mecénica, aeronautica, naval, entre outros. A
placa ¢ a chapa sdo exemplos destes elementos onde aquele que tem os carregamentos
perpendiculares ao plano médio entre as superficies ¢ denominado de placa e o que tem os
carregamentos paralelos ao plano médio ¢ chamado de chapa. A necessidade de construgio e
concepgéio de grandes obras de arte (pontes, edificios, barragens, silos, reservatérios, etc.} que
utilizam diretamente estes elementos, despertou em engenheiros e pesquisadores um grande

interesse de verificar e estudar o comportamento destes elementos estruturais.

O estudo de placas e de chapas (estado plano de tensdes e/ou deformagdes) teve suas
origens hd quase dois séculos, porém a maioria dos problemas relacionados aos casos reais foi
resolvida durante os Gltimos 70 anos. Os nomes de Neuwber, Navier, Poisson, Kirchhoff,
Timoshenko, Galerkin, Viassov, Kalmanok, Girkmarnn, Saint-Germain, dentre outros grandes
pesquisadores de todo o mundo estdo intimamente relacionados com os fundamentos da teoria

classica de placas, contribuindo significativamente para a sua ampliagfio.



Um Estudo de Placas sob Cargas Dindmicas Estaciondrias e com o Efeito da N¥o Linearidade Geométrica sob Cargas Estéticas Usando o
Método dos Elementos de Contoerno

Apesar das hiplteses simplificadoras adotadas, as solugfes analiticas das equaces
diferenciais que governam o problema de flex8o de placas s& conhecidas apenas em alguns

casos particulares. O mesmo pode-se afirmar para o caso das chapas.

Nas tltimas décadas o efeito dos carregamentos dindmicos nas estruturas tem sido alvo de

muitos estudos, principalmente ap0s a ocorréncia de problemas estruturais devido a estes efeitos.

Dada a dificuldade de determinacio de solugdes analiticas para casos mais gerais, como o
do efeito da nfio linearidade geométrica ou o efeito de carregamentos dindmicos associados as
placas, surgiram técnicas numéricas para esta andlise que envolve equagdes diferenciais de dificil
resolucio. Dentre as técnicas, destacam-se: o Método das Diferengas Finitas (MDF), o Método
dos Elementos Finitos (MEF) e o Método dos Elementos de Contorno (MEC). Na utilizagio de
qualquer um desses métodos, deve-se tomar o devido caidado com as limitacdes inerentes a eles,

de tal forma que estas nfo causem imprecisdes no tratamento do problema a ser analisado.

1.2. Consideracdes Sobre o Estudo da Flexfo de Placas

Decorrente da adogo de varias hipdteses simplificadoras, visando analisar a placa como
um elemento bidimensional, surgiram varias teorias para verificar o comportamento geral desta
superficie estrutural. A primeira equagdo descrevendo a flexfio de placas acredita-se que foi
proposta por Navier [1] em 1823, onde a rigidez a flexfo ¢ definida em termos de uma constante
elastica e sfo necessarias trés condigbes de contorno naturais. Na descricéio da vibragfo de uma
membrana perfeitamente flexivel, Fuler {1] realiza a primeira critica a esta teoria. Na andlise de
placas, Bernoulli [1] obtém uma equacfio diferencial para placas que consiste em uma
aproximacdo através de dois sistemas de vigas. Uma nova tentativa de melhorar a teoria de placas
foi realizada em 1829 por POISSON [2] que levou a um problema com trés condigdes de
contorno naturais. Em 1850, KIRCHHOFF [3] estabeleceu as hipoteses fundamentais da teoria
de placas, derivando a expressfio da energia potencial para uma placa inclinada e aplicando ¢

principio dos trabalhos virtuais para obter uma equagio diferencial, onde a rigidez a flexdo €
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definida em termos do médulo de Foung e do coeficiente de Poisson. Adicionalmente, ele
percebeu que as condigles de contorno propostas por Poisson nfo sfo compativeis com a
natureza de quarta ordem da equacio diferencial por ele obtida, mostrando gue estas condigfes de
contorno podem ser reduzidas a duas condiges naturais. O efeito da deformag8o por cortante ndo
¢ levade em conia nesta teoria, logo as retas normais ac plano médic da placa permanecem
normais apés a deformacio. Todos os deslocamentos da placa sfo dados em fungio de duas
coordenadas no plano médio da placa, ou seja, o probiema ¢ reduzido a um caso bidimensional.
Esta teoria apresenta bons resultados para o comportamento de placas com pequenos

deslocamentos para uma grande variedade de carregamentos e geometrias,

1.3. Método dos Elementos de Contorno Aplicado & Analise de Placas

Pode-se afirmar que em 1872, BETTI [4] foi o primeiro a estudar a teoria da elasticidade
com equagdes integrais. Em 1886, Somigliana apresentou a equagfo integral que estabelece a
relagdio entre as forgas, os deslocamentos no contorno de um corpo ¢ seus deslocamentos

internos, que ficou conhecida como identidade de Somigliana.

A formulacdo de Somigliona, bem como outras de mesma natureza, ¢ chamada de
formulagdo direta, pois os deslocamentos e forgas do contorno (fungfio de densidade da equagéo
integral) séio tomados com seus valores reais, sem aproximagdes. Em muitos casos particulares de
carregamentos € vinculagdes, ndo € simples escrever fais fungdes, o que dificulta a aplicagdo da

formulacdo direta.

Em 1903, FREDHOLM [5] publicou um trabalho sobre a aplicagdo das equagdes
integrais dos problemas potenciais em um contorno dividido em partes, sendo as fungSes de
densidade aproximadas por funcdes ficticias. A estas aproximacdes para as fungdes de densidade

de uma equagdo integral, dd-se o nome de formulac8o indireta.
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Os trabalhos de Somigliana e Fredhelm formam a2 base para o atual Método dos
Elementos de Contorno. Uma série de trabalhos, principalmente de autores russos, deram uma
maior compreensdo as equagdes integrais. Dentre eles destacam-se: em 1929 KELLOG [6], em
1953 MUSKHELISHVILI [7], em 1957 MIKHLIN [8] ¢ em 1964 SMIRNOV [9]. Estes
autores utilizaram formulagSes indiretas. As bases das formulagSes indiretas foram estabelecidag
em 1965 por KUPRADZE [196], considerando a sclugfio fundamental de Kelvin para resolver o

problema de elasticidade.

Em 1963, JASWON [11] e SYMM [12] publicaram trabalhos sobre a solugfo numérica
de problemas regidos pela equagiio de Laplace. Suas aproximacgfes consisiem em elemenios
lineares onde as fungdes de potencial sfo assumidas constantes no contorno. As integrais de
contorno sfo avaliadas usando-se a regra de Simpsorn, exceto pelas integrais singulares que tém
tratamento analitico. Adicionalmente, propSem uma formulag@io mais geral através da aplicagio
da Segunda Identidade de Green com potenciais e suas derivadas desconhecidas no contorno

[11, 13].

Em 1967, RIZZG [14] apresentou, para a elasticidade bidimensional, a formulag8o na sua
forma direta. Neste mesmo ano, JASWON et al. [15] deram inicio 4 anélise de placas utilizando
o Método dos Elementos de Contorno na sua forma indireta. Sua proposta € a decomposigio da
equacio bi-harmonica em duas equagdes harmdnicas que, resolvidas por equacgdes integrais e

devidamente combinadas, permite a resolugdo do problema.

O trabalho de RIZZO [14] foi expandido para problemas tridimensionais a partir de 1969
por WATSON [16,17], CRUSKE [18,19] ¢ CRUSE et al. [20]. Mais tarde LACHAT [21]
props a utilizacdo de polindmios de grau mais alto com fungbes de densidade que poderiam
trazer melhores  resvltados. Tal proposta foi implementada em 1975  por
LACHAT & WATSON [22,23]. Mais tarde outros autores passaratn a usar elementos
isoparamétricos quadraticos, onde tanto a geometria do contorno como as funcgdes densidade sdo

aproximadas por fungdes quadraticas.

Em 1976, HANSEN [24] apresentou a andlise de placas infinitas com furos e contomo

ndic carregado através do método direto. Ele utiliza duas equagbes integrais, uma correspondente
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4 expressfio do deslocamento e outra correspondente a sua derivada em relagSio a uma diregio

qualquer.

Em 1978, BREBBIA [25] fez uma generalizacio do Método dos Elementos de Contomno,
apresentando uma formulagfio partindo da téenica dos residuos ponderados. Destacam-se as
formulagBes no campo da elasticidade linear utilizando solugBes fundamentais préprias para a
consideracfio de superficies livres, muito versateis na solugfio de problemas gue envolvem a

analise de tensdes préximas a uma borda livre, analisados posteriormente por NAKAGUMA [26]
e TELLES & BREBBIA [27].

Ainda em 1978, BEZINE & GAMBY [28] propuseram uma formulagio direta para o
tratamento de placas. As equagfes integrais sfio encontradas a partir da Segunda Identidade de
Green e considera-se como variaveis os deslocamentos transversais e suas derivadas na direcio
normal ao contorno ou a forga cortante equivalente e 0 momento fletor normal ao contorno.
Devido ao tipo de problema séo encontradas duas equagdes integrais relativas ao deslocamento
transversal e a derivada na diregfo normal, respectivamente. Com esta formulacdio eles analisam
varias placas quadradas com diversas combinacdes de condi¢Bes de contorno. Outros trabalhos
sio desenvolvidos utilizando a formulagio direta, dentre eles BEZINE [29], STERN [30] ¢
DANSON [31]. Na mesma época, alguns pesquisadores tratam o problema de uma placa
quadrada engastada em todo o seu contorno utilizando a formulagéio indireta. Dentre os trabalhos,
citam-se ALTIERO & SIKARSKIE [32] e WU & ALTIERO [33].

Em 1979, TOTTENHAN [34] apresentou uma discussfio sobre as formulacles direta e

indireta aplicadas as placas delgadas, placas apoiadas sobre base elastica ¢ cascas abatidas.

Em 1983, VENTURINI & BREBBIA [35] expuseram uma vantagem do Método dos
Elementos de Contorno, apresentando uma formulagfio para materiais nfo resistentes a tragfo e

descontinuidade.

Em 1984, COSTA JR. & BREBBIA [36,37] empregaram o método direto na formulagfo
desenvolvida para resolver problemas de placas tais como: flex8io, flexfoc em base eléstica,

vibrag8o € flambagem.
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Em 1986, GUO-SHU & MUKERJEE [38] ¢ HARTMANN & ZOTEMANTEL [39]
adotaram vm esquema de interpolagfio hermetiana para a flecha. Eles discutem o tratamento das
integrais de dominio, vinculos no dominio e singularidades decorrentes da formulac8o direta.
Neste mesmo ano MOSHAIOV & VORUS [40] estudam o comportamento elastoplastico
usando um esquema de carregamento incremental e calculando os momentos fletores plasticos
iniciais por um processo iterativo. A placa ¢ dividida em células, sendo o momento pléstico sobre

cada célula € admitido constante, para avaliacfio do efeite das integrais de dominio.

Em 1987, PAIVA [41] estudou solugfes numéricas para diversos casos de carregamentos,
condiges de contorno e posicionamento do nd singular, adotando duas formas para equacionar o
problema. Também apresenta a anélise de estruturas formadas por placas, vigas e pilares através

do Método dos Elementos de Contorno.

Entre 1988 e 1989, HARTLEY & ABDELL-AKHER [42, 43] e
HARTLEY & AHMED [44] sugeriram um esquema de integragdo analitica para evitar os
problemas de instabilidade numérica que podem surgir devido as singularidades que aparecem

nos integrandos. Também discutem a determinagfio de valores nos pontos internos.

Em 1989, PALERMO JR. [45] utilizou a formulacfic direta pela técnica dos residuos
ponderados para andlise de pecgas de secfio delgada. Também € verificado o comportamento

destas pecas com a adigfo de diafragmas.

Em 1989, BREBBIA & DOMINGUES [46] advertiram sobre a obtencéio de erros pelo
método devido a utilizacBo de uma técnica numérica inadequada. Neste mesmo ano,
KATSIKADELIS & ARMENAKAS [47] combinaram o Método dos Elementos de Contorno
com o Método das Diferencas Finitas para a solugfio simultinea de duas equagdes integrais e duas

equagdes diferenciais das placas de Reissner.

Em 1990, CAMP & GIPSON [48] utilizaram vérios tipos de elementos de contorno

isoparamétricos. Suas integrais s#o calculadas analiticamente.
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Em 1991, ELZEIN [49] resolveu alguns problemas de placas com a introduco das forgas
de cantos ou forcas de Kirchhoff, forgas estas que atuam em cantos do contorno. Neste mesmo
ano, HARTMANN [50] desenvolveu uma formulaglo direta aplicada 4 andlise estatica de placas
isotropicas linearmente eldsticas com a teoria classica. Na implementacfio numérica do método
s#o usados polindmios de Hermite para deslocamento transversal ¢ uma interpolacio linear para

as outras fungdes do contomo.

Em 1992, KARAMI et al. {51], desenvolveram uma formulagfio utilizando um sistema
onde sfo acopladas uma equagfio bi-harmdnica e uma equagio harmdnica, resolvidas
simultaneamente. As integrais de contorno ainda s#o calculadas analiticamente. Neste mesmo
ano, VABLE & ZHANG [52] adotaram a formulagfo indireta para a analise de placas, fazendo
uso de um esquema de integrag8io analitica e de funcdes ficticias, aproximadas por polindmios de

Lagrange ¢ Hermite.

Em 1994, CHUEIRI [53] abordou a analise elastoplastica de placas usando o método
incremental-iterativo, baseando-se na técnica dos momentos iniciais. As integrais de dominio que
resultam destes momentos sfo discretizadas através da divisdo do dominio em células
triangulares, com fungfo aproximadora linear. S3o propostos neste trabalho, modelos para a

analise elastoplastica de lajes de concreto armado.

Em 1998, OLIVEIRA NETO [54] apresentou uma nova formulagio admitindo trés
parimetros nodais de deslocamento para sua representacdo integral: deslocamento transversal e
suas derivadas nas diregBes normal e tangencial ao contorno. S8o usados dois valores nodais para
os esforcos: momento fletor normal e forca cortante equivalente. Obteve-se desta forma, trés

equagles integrais de contorno por 16, a partir da discretizagdo do contorno da placa.
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1.4. Efeito da Nio Linearidade Geométrica Associada as Plaecas

No inicio do século passado, Fopp/ [59] usando o conceito das funcgdes de tensfes em
ordem superior, simplifica a complicada equagfo de instabilidade para placas, procedimento este

tentado antes por Kirchhoff e Clebsh [89].

Em 1910, von Karman {59] remove a condi¢fio de esbeltez de placa e na derivacdo antes
determinada, propde uma fung8o aproximadora para 0 comprimento efetivo de flambagem da
placa. Neste trabalho, tem-se como caracteristica a utilizacfic da solugBo fundamental do
problema de flex3o em placas cléssicas com o efeito de nfo-linearidade geométrica.
Conseqiientemente, as integrais de dominio contendo termos de curvaturas resultanies das

integracdes por partes sfo utilizadas.

Em 1974, NIWA et al. [60] descreveram a primeira solugdo integral do contorno para
problemas de nfo-linearidade geométrica associado as placas. Esta solugfio foi obtida usando

aproximagdes indiretas em placas uniformemente carregadas em seu plano médio.

Em 1981, BEZINE [61] obteve uma formulagio geral do problema. Utilizam-se células
internas para o calculo das integrais de dominio. Em 1934, COSTA & BREBBIA [36] se

aprofundaram no trabalho anterior.

SYNGELLAKIS & KANG [62], eliminaram as curvaturas do dominio e apresentaram
uma solugdo que requer apenas o deslocamento transversal do dominio. Eles consideram o
problema de placa usando elementos de dominio de ordem superior para obter aproximages das

curvaturas.

Em 1983, TANAKA [63] apresentou uma formulagdo integral na forma incremental
usande como base as equacgdes de von Karman ¢ propds uma técnica de transformacdo das

traghes e tensdes nas condigdes de contorno.
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Em 1999, DUARTE [64] tratou da analise de nfo-linearidade geométrica de placas
isotrépicas submetidas & compressdo. Os resultados das cargas criticas foram obtidos utilizando-
se a iteracfo inversa e o coeficiente de Rayleigh. S0 apresentados alguns exemplos com algumas

condigfes de contorno,

1.5. Efeito das Vibractes Harmonicas Livres e Forcadas Associadas as Placas

Em 1972, VIVOLI [67] ¢ VIVOLI & FILIPPT {68] foram os primeiros a considerar a
vibragfio livre de placas através do méiodo indireto relacionado ao MEC, utilizando para isto

elementos de contorno constantes.

Em 1979, HUTCHINSON & WONG [69] apresentaram o método direto do MEC
envolvendo o deslocamento transversal, rotagio normal, o Laplaciano do deslocamento e a
derivada normal do Laplaciano do deslocamento seguindo o trabalho de 1976 de HANSEN [24]
que analisava o comportamento estatico de placas. Eles obtiveram resultados numéricos para
placas envolvendo lados simplesmente apoiados e engastados empregando somente a parte real

da solucdo fundamenta! levando isso a ganhos computacionais.

Em 1980, BEZINE [70] utilizou uma discretizagdio de dominio para a consideracdo das
forgas de inércia decorrentes das vibracOes livres. Para isto, utilizou elementos de contorno e

células internas constantes.

Em 1981, WONG & HUTCHINSON [71] apresentaram a formulagfo completa para o
problema de vibracdo livre de placas com a formulacfo direta do MEC, incluindo o efeito das
angulosidades e envolvendo o deslocamento transversal, a rotagfio normal, o momento fletor ¢ a
forca cortante equivalente como mostrado por STERN {30] em 1979 na andlise estatica de

placas.
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Entre 1981 e 1982, NIWA et al [72, 73] apresentaram um trabalho ampio para analise de

vibragfo livre de placas através do método indireto incluindo detalthes de resultados numéricos.

Em 1982, BEZINE & GAMRBY [74] trataram o problema de vibragio forgada em placas
através do método direto do MEC em conjunto com a integracfo no dominio do tempo. Eles
utilizaram elementos de contorno constantes e esquema de passos de carga para obter respostas

transitorias,

Em 1985, KITAHARA [75] apresentou a formulacfio integral para ¢ método direto
associado ao problema de vibragBes livres de placas. Esta formulacfo foi associada a placas
submetidas a forgas no plano médio destas. Foram analisados os efeitos das angulosidades no

contorno com a utilizacdo de elementos retos e curvos, com funcBes de aproximacfo constantes.

Em 1985, COSTA JR. [66] utilizou a formulacfo direta para o MEC na resolugdo de

alguns exemplos de vibragdes livres de placas.

Entre 1986 ¢ 1989, PROVIDAKIS & BESKOS [76, 77, 78] complementaram [71]
ytilizando elementos de contorno isoparamétricos quadraticos para aumentar a precisdo.
Apresentaram uma formulagBio completa e geral para o método direte do MEC no dominio da
freqliéncia para obter a resposta transitéria de placas fletidas como extensfio do trabalho [30] para

o caso dindmico.

Entre 1986 ¢ 1990, O’DONOGHUE & ATLURI [79,80], PROVIDAKIS etal
[76, 81, 82], BESKOS et al [83] e BESKOS [84] estenderam o método do MEC para vibragdes
forcadas em placas com a ajuda de uma transformada de tempo e de Laplace para a formulacio

de dominio.

Em 1987, HEUER & IRSCHIK [85] ¢ IRSCHIK et al [86] utilizaram o método indireto
do MEC para analisar vibragSes livres em placas. Utilizaram funcdes de Green em um dominio

finito, resuftando em uma reduzida discretizacio de dominio.
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Entre 1987 e 1988, TANAKA et al [87, 88] estudaram vibracBes livres em placas

associadas em estruturas utilizande elementos de contormo e células internas constantes.

Entre 1987 e 1989, KATSIKADELIS & SAPOUNTZAKIS [89, 90] ¢
KATSIKADELIS et al {91} estudaram vibragdes livres e forgadas em placas com variagiio de
espessura  utilizando discretizacio de dominio, envolvendo o deslocamento transversal, o

Laplaciano do deslocamento transversal e varias derivadas destes deslocamentos na formulaco.

Em 1988, COSTA JR.[92] continuou o trabalho de BEZINE [78], fazendo novas
analises de vibragOes livres de placas, utilizando ainda elementos de contorno ¢ células internas

constantes.

1.6. Contetido do Trabalho

No Capitulo 2 sdo apresentadas de forma resumida, as relagfes basicas da teoria

tridimensional da elasticidade em termos de coordenadas cartesianas e cilindricas.

No Capitulo 3 ¢ apresentado um resumo da teoria de KIRCHHOFF [3] para placas,
onde sdo obtidas as expressGes de esforcos em funcdo do deslocamento em coordenadas
cartesianas ¢ cilindricas. Neste capitulo também € obtida a solugo fundamental de placas, ou
seja, a fungdio deslocamento para uma placa infinita submetida a um carregamento transversal

definido pela fung¢8o delta de Dirac.

No Capitulo 4 s#o apresentadas as equacdes integrais de contorno para a flexfo de placas
para pontos no dominio e no contorno, que sdo posteriormente utilizadas na aplicagfo do Método
dos Elementos de Contorno. Estas equages sfio obtidas a partir das solugbes fundamentais,
utilizando-se o teorema de Betfi. Neste capitulo também sfic apresentadas as transformacfes das
integrais de dominio em integrais de contorno para dois tipos de carregamentos, uniformemente

distribuido ¢ hidrostatico,
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No Capitulo 5 € descritc o Método dos Elementos de Contorno, em que as eguagles
integrais sdo discretizadas com auxilio de funcBes aproximadoras lineares para as funcgdes

incognitas, obtendo-se desta forma um sistema de equagGes lineares.

No Capitulo 6 € apresentada uma introdugfic da nfo-linearidade geométrica associando

esta as equagles integrais de placas.

No Capitulo 7 ¢ apresentada uma introducfio de vibragbes e cargas dindmicas em

estruturas € a sua inclusio nas equagdes integrais de placas.

No Capitulo 8 sdo apresentados alguns exemplos de flex8o de placas com diferentes
geometrias de contorno, condigdes de contorno e carregamentos de dominio, alguns exemplos de
obtencio de cargas criticas para algumas placas quadradas, exemplos de placas variando-se a
constante de integraco da soluglo fundamental, alguns exemplos de placas submetidas a

vibracdo livre e a carregamentos harménicos.

No Capitule 9 sfio apresentados os esquemas dos programas desenvolvidos para a

obtencdo dos resultados do Capitulo 8.

No Capitulo 10 s3o apresentadas as conclus®es do trabalho.

No Apéndice A € apresentado o teorema da energia aplicado 2 flexdo de placas, ao efeito

da ndo linearidade geométrica em placas ¢ ao efeito de vibragdes livres em placas.
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2. ELASTICIDADE LINEAR

2.1. Introdugio

Neste capitulo sdo apresentadas as formulagfes bdsicas da teoria da elasticidade linear
utilizando as relagdes deformag8o-deslocamento, as equagles constitutivas e as equagles de
equilibrio. E apresentada a formulago para o caso tridimensional, na qual seis componentes de
tensdo sdo escritas em fungdo de seis componentes de deformacio utilizando a Lei de Hooke. As
formulagdes sfio escritas em termos de coordenadas cartesianas e cilindricas, visandeo & posterior

obtencfio das equagdes diferenciais que governam o problema de flexfio de placas.

2.2. Relacbes Deformaciao-Desiocamento

Seja um solido continuo e homogénec B, posicionado genericamente no espago. Este
solido sofre deformacgfio quando a posig8o relativa entre dois pontos do mesmo ¢ alterada. Se a
disténcia entre qualquer par de pontos deste sélido permanecer a mesma, ele € considerado

rigido. Logo, o movimento de corpo rigido ¢ caracterizado por uma translacfio e/ou uma rotagio
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do s6lido. Dado um sélido nas posi¢Ses indeformada e deformada (Figura 2.1), tomando-se dois

pontos do mesmo infinitamente proximos:
M (g, X, M) e N (0 Hdxy, 2ohdig, ahdxs)
obtém-se, apos a deformacio do sélido, as seguintes coordenadas para estes pontos:

M (&1, &2, &3) e N (§1+dEy, ExvdEs, E+dEs)

#x3

{(uytduy,uprduy,us+dus)

X2

X1

Figura 2.1 — Estado de deformagio de um sélido

As relagdes entre as coordenadas de M e M e de N e N s3o dadas por:
& =%+, )

£, +d§, =x, +dx, +u, +du, (2.2}

t A
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Escrevendo-se os deslocamentos do ponto N na forma de série de Tavior na vizinhanga do

ponto M e negligenciando os termos de ordem superior 2 1, obtém-se:
u, Hdu, = {u ), r {uigj}M -dx (2.3
Substituindo-se as equagdes (2.1 e (2.3) em (2.2}, obtém-se:
dg; =dx; +u,; -dx; (2.4}
sendo o indice M omitido.

A mudanca do comprimento do elemento ds apés a deformacfo € dada por:

s’} (s f =(de,-ag)~(ax, -ax,) 2.5)
Introduzindo-se a defini¢do de d&; dada pela equagfio {2.4) em (2.5), obtém-se:

(@ f-las V=25, dv a, 2.6)

sendo gy as componentes do tensor Lagrangeano de deformagdes dado por:

i
s, =.—§-(ui_j U Uy ) @2.7)

No caso da adogo da hipdtese de pequenos deslocamentos, os termos quadraticos da
equacio (2.7) sfo infinitesimais e podem ser considerados despreziveis frente aos termos

lineares. Logo, a equagfio {2.7) pode ser escrita da seguinte forma:

£, == {u, +u,,) (2.8)

| e
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2.3. Equacdes Constitutivas

Considerando-se gue o sélido analisado sgia continuo, homogénec e composto por um
material elastico linear, sabe-se que a equagdo constitutiva relaciona o tensor de tenstes (oy) com
o tensor de deformacdes (gy) através da Lei de Hooke. Logo, em qualquer ponto do sélido, as
componentes de tensdc sdo relacionadas com as componentes de deformagio segundo a
expressio:

¥, = Cijki "By (2.9)

i
sendo C o tensor de quarta ordem que contém as constantes eldsticas do material.

Este tensor € composto por 81 constantes elésticas. Pode-se simplificar a expressio (2.9)
considerando-se que os tensores de segunda ordem envolvidos sdo simétricos. Com isso passa-se
a ter 36 constantes independentes. Se for considerada a existéncia de uma funcfio de densidade de
energia, pode-se mostrar que o tensor Ty € simétrico em relacfio a cada par de indices, restando
21 constantes independentes. Como o material € suposto isotrdpico, ou seja, suas propriedades
independem da direcio em que s8o medidas, estas constantes podem ser resumidas a apenas duas

(E, v). A equacdo (2.9) pode ser escrita como:

G, = Ev -ﬁi‘-skk+i—m£i-
otV i-2.v) P (T+v)

(2.10)

sendo:

&y o delta de Kronecker;

E o maddulo de elasticidade longitudinal;

v o coeficiente de Poisson.
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A relaco constitutiva (2.10) pode ser escrita em termos das tensGes, ou seja:

Y Y

& B Oy B i T (211}

2.4. Forgas de Superficie e Volume

Seja um sélido continuo e homogéneo de volume V e superficie de 4rea A, onde atuam

forcas volumétricas F; e forcas de superficie T; (Figura 2.2).

3

X1

Figura 2.2 — Forgas de superficie ¢ de volume

Tomando-se um elemento infinitesimal de volume (dV) no interior deste corpo, o

equilibrio estatico das forgas que atuam neste elemento &:
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o, +F =0 (2.12)

Rz

\ga {ny,ng,n;)

Figura 2.3 — Forgas de superficie em um tetraedro infinitesimal

Dadas as componentes de tensdo em um ponto O, as forgas de superficie de um plano
obliquo aos trés eixos de coordenadas sfo obtidas através do equilibrio estatico de um tetraedro
infinitesimal, formado por este plano e por planos que contém os eixos coordenados dois a dois
(Figura 2.3). Considerando-se que a distdncia do plano obliquo em relagio a origem do sistema
de coordenadas ¢ inicialmente h, e fazendo h tender a zero, obtém-se as forgas de superficie, ou

seja:

T =0, n, (2.13)

i§
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sendo n; oS cossenos diretores dos &ngulos formados pelo vetor normal em relacfio aos eixnos

coordenados x;.

2.5. Relacdes Tensio-Deformacio em Coordenadas Cilindricas

Na Figura 2.4 & apresentado um sistema de coordenadas cartesianas (X;, X3, X3)
relacionado com um sistema de coordenadas cilindricas {r, 8, x3) de forma que as relacfes
bésicas da teoria de flexfio de placas possam ser escritas em coordenadas cartesianas ou

cilindricas,

& x; (uy)

ﬁz {up)

Ly

x {uy)

¥igura 2.4 - Sistemas de coordenadas

De acordo com a equaco (2.8), para uma placa sujeita a carregamentos normais a seu

plano, os deslocamentos resultantes em sua superficie média sfo dados por us, uy ¢ us. Assim,

1
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através de um sistema de coordenadas cartesianas, as componentes de deformacio em fungéo dos

deslocamentos podem ser escrifas como:

aa,
En gi‘
&y |=| — 2.14a
217 5 (2.14a)
£33 B,
0%,
du, | Guy
(70 g};i giz
) B Rt 8 2.14b
Y13 %,  ox, ( )
Y23 -2_+§u3
0x; 0Ox,

Com relagdo a um sistema de coordenadas cilindricas, a partir de um carregamento
aplicado, os deslocamentos resultantes na superficie média da placa sdio dados por uy, ug € u3. As

componentes de deformagio em fungfo dos deslocamentos so escritas comeo:

du,
€, 66’1‘
1 du, u
Eop (=] — —=+—F 2.15a
o r 40 r ¢ )
ea) | auy
5X3
1ou oduy uy
Yo r o0 or r
du.Ou
= L2 2.15b
IYrB 6}(3 61' ( )
el | fug 1 2uy
ox, r 90

-~
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Através da Lei de Hooke, equacio (2.9), as componentes de deformacio, em fungdo das

tensdes em coordenadas cartesianas, sfo expressas como:

= } EE/ T —V\i {5’”\
em (= v vl on| (2.163)
| £33 ~v ~v 1 jioy

(Yu T
T TE e {2.16b)
\72s)

sendo G o modulo de elasticidade longitudinal dado por:

E

G:m 217

Da mesma forma, as componentes de deformagfo, em fungdo das tensdes em coordenadas

cilindricas, podem ser expressas por:

gt"‘!‘ } 1 —V -V o’?‘?‘

£pp *f};;- -v 1 =V || Ok {2.18a}
£33 -v —v 1 Oy

Vra i Teg

s ==17, (2.18b
b G 3 )
Yes Toa

As equaches (2.16), inicialmente expressas em funcio das componentes de tenséo, podem
ser invertidas para expressar as tens@es em func#io das componentes de deformacdes em

coordenadas cartesianas; desta forma obtém-se:
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o - (1-v v v £y
i

Gy | = v dl-voov £
(i-2v)-(1+v) 2

633 ¥ ¥ E_V 533

T2 (V12

T3 =0 T

T Va3

(2.192)

(2.19b)

De acordo com as equagles (2.18), as componentes de tensfo, em termos das

componentes de deformacio em coordenadas cilindricas, podem ser expressas por:

c,, I-v v v &,

o | = £ . I-v v Epe
{1-2-v)-(+v)

T3

LT Yo
T3 =G 7
Tos T3

2.6. Equacdes de Equilibrio

(2.20a)

(2.20b)

Considerando-se um elemento infinitesimal de dimensdes dx;, onde atuam em cada ponto

um conjunto de tens@es internas, o equilibrio estatico deste corpo pode ser observado na

Figura 2.5.
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dx;

ng

Figura 2.5 — Elemento infinitesimal

Levando-se em consideracfo as definigbes bésicas do item 2.4, este equilibrio esta sujeito
a um sistema de forgas volumétricas F; e também a um sistema de forgas de superficie T;. Desta
forma, a partir de um sistema de coordenadas cartesianas, pode-se escrever explicitamente as

equacdes de equilibrio deste elemento infinitesimal da seguinte forma:

doy, n o1y, + 0135 +F =0 (2.21a)
ox, Ox, O,

01y, + 66'22 N 57723 +F =0 (2.21b)
ox, o&x, Ox, 7

07y " Oty n 9o +F,=0 (2.21¢)
Ox,  Ox, Oy

As equacBes (2.21) podem ser escritas em notaglio indicial, ou seja:

"2
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o,; +F =0 (2.22)

De maneira analoga, para um sistema de coordenadas cilindricas, o equilibrio estético €

dado pelas seguinies equacdes:

60,, 1 3%, 0% +E-(o",, — G )+ F. =0 (2.232)
o v 88  Ox, r

8t , 1. 9995 | Oy +—%wrﬂg +F, =0 (2.23b)
o r 08  ox,

ot,, +E‘ 0744 %60’33 N 1

— T, +F =0 2.23¢
o r 88 &x r 77 (2:25¢)

As componentes das forcas de superficie T}, expressas em func¢do das componentes de

tensic em um ponto da superficie do elemento, sdo dadas por:

=0+, 1y +T, 1,y (2.242)
w1+ 0y 1y + 75501 (2.24b}
Ty =15 1y + Ty 1y o+ gy 1 (2.24¢)
sendo &; 0 vetor normal a superficie do elemento.
Escrevendo-se as equagdes (2.24) em notacdo indicial, obtém-se:
(2.25)



3. FLEXAO DE PLACAS

3.1. Introducio

Segundo SAADA [55], uma placa € definida como um corpo limitado por duas
superficies planas paralelas, cuja distdncia entre elas ¢ muito pequena se comparada com as
dimensdes dessas superficies. E chamado de plano médio da placa, o plano que bissecciona a

espessura (h), paralelo aos planos superior e inferior da placa.

Adota-se, para o elemento de placa mostrado na Figura 3.1, um sistema de coordenadas
cartesianas de referéncia (x;, %2, X3), onde 0s eixos x; € x; estfio contidos no plano médio da placa

e 0 eixo X3 € normal a este com sua origem neste mesmo plano.

O carregamento em uma placa sempre € aplicado normal ao plano médio, podendo estar
combinado ou ndo com um carregamento paralelo a este plano. Se o carregamento existente for

sé paralelo ao plano médio, seu efeito pode ser analisado pela teoria dos estados planos de tenséo.
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Plano médio |7 W2
b2

Ay

Figura 3.1 — Elemento de placa com a definiglio do sisiema de coordenadas

3.2. Hipoteses Basicas

Na teoria classica de placas, a anélise do seu comportamento ¢é feita em regime eléstico
linear, adotando um material homogéneo e isotropico. O seu equilibrio é realizado na posicdo
indeslocada, utilizando-se a hipétese de pequenos deslocamentos. Logo, se a deformagio da placa
¢ pequena com relagfio a sua espessura, quando a mesma esta sujeita a um carregamento g(x1, X2),

as seguintes hipdteses podem ser adotadas:

i} Os deslocamentos normais ao plano da placa ¢ as deformagdes na diregdo da
espessura sdo pequenos o suficiente para poderem ser desprezados, isto é, adota-se

a hipotese de pequenas deformacfes e pequenos deslocamentos;

i) As tensdes normais que atuam nos planos paralelos ao plano médio s#o pequenas,
quando comparadas as outras componentes de tensfio, podendo desta forma ser

desprezadas;

26
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i As componentes de deslocamento, contidas no plano da placa, variam linearmente

a0 longo da espessura;

v} Retas normais ao plano médio na posicdo indeformada permanecem normais apos
a deformac8o. Logo, as deformagfes por cortanie sfo desprezadas, pois estas

causariam distorgéo;

V) As tensBes de cisalhamento nas faces externas, paralelas ao plano médio da placa,

s80 nulas.

Definidas estas hipoteses, a partir das equagdes (2.14a) ¢ (2.15a) da elasticidade, as

condigbes de deformacio sfo:

o, Ou
V=0 = ?’13‘““"":“1'*"“”””“3“ (3.1a)
dry  Ox
cu, Ou
Y. :O piian ] }/? :......2;.;.-——%— 3.ib
73 ) o, | x, ( )
Cu
£y =0 = 533=“é"j (3.1¢)

3.3. Equacdes Constitutivas

Como pode ser observado no item anterior, o estudo da flexdo de placas tem como
aspecto principal 4 ndo consideragfio do efeito das cortantes nas deformagdes por flexdo, devido &
hip6tese de que as secdes planas permanecem planas apdés a deformacgfio. Entende-se esta

afirmacio como sendo uma generalizaco das hipoteses de flexdo de vigas longas.
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Através das equagbes (3.1) e em funclo das hipdteses apresentadas nesta teoria, o

deslocamento u3 depende somente de x4 © Xz ¢ os deslocamentos u; e 1, sfo lineares em x3. Desta

forma, considerando-se as condigbes de simetria sobre o eixo x3, faz-se a integrac3o das equacdes
(3.2a)

(3.1) em funclo dos deslocamentos u;, By ¢ us, obtendo-se:

y =y, O
I 3 ax}
e,
e SR 3.728)
u . {3.2b}
(3.2¢)

1y = Uy (X, X, )
A partir das relagdes de deformagdo-deslocamento (2.14a) e (2.15a), ¢ utilizando as

derivadas das equagdes (3.2), encontram-se as seguintes expressdes:
(3.3a)

. &*u,
(3.3b)

Utilizando-se as equages (3.1), as tensdes 031 ¢ o3z sdo assumidas iguais a zero. Logo,

conhecidas as deformacgdes em um ponto da placa, as relacdes de tensdes para um corpo elastico
(3.4a)

isotropico sdo dadas pelas equagdes (2.18a) ¢ (2.19a), da seguinte forma:

(e, tvegy)

{7 =
U
17

e
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Ty =

Y &y +v-5y) {3.4b)

r, =Gy, (3.4¢)

Substituindo-se as equacdes (3.3) nas equacdes (3.4), obtém-se as componentes de tensfo

em fungfo das curvaturas, como mostrado nas equacdes abaixo:

E-x, [2 &
Ty :_—i x; ’ %23 v ”23} (3.33)
—v o 8x, 8x,"
E-x, [du, 8u,
Ty =~ : +vo— 3.5b
22 {_Vz 5)(22 a}gig ( )
62
1, =2 xy (3.5¢)
Ox,0x,

Para a determinagfio das equagdes que governam a flex8o de placas, deve-se considerar o
elemento de placa mostrado na Figura 3.2, onde estiio indicadas as tensGes atuantes em uma

porgo paralela ao plano médio.

Utilizando-se a regra da mfo direita, os esforcos correspondentes ac momento fletor ¢ a
forga cortante, por unidade de comprimento, sdo obtidos a partir das resultantes das componentes

de tensdo (Figura 3.2), como mostrado pelas seguintes equagdes:

hiZ

My= [ oy, -de, (3.6a)
B2

My = {Jl,ﬁgzz - xy - dx, (3.6b)

G
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s hil
M, = j_h;z Ty, - Xy - dx, (3.6¢)

Rz [
My = j”}m%s x, - dx, o9

hi2
Q}i e V{Ah'ﬂg zﬂls N dxa (3-73)

a2 :
Uy = ,{_;,;2""'23 - dx, G70)

ng
dX1 X3
T23 1 h
// X2
/
-
yas o
T2y // 622 Xt
& "
Ti3 //
e
BTi2
sl e 4
_______ o Plano Médio

Figura 3.2 - Componentes de tensdo em um elemento de placa sujeita a flexfo

Com estes esforcos, faz-se o equilibrio estatico das forcas cortantes e momentos fletores

que agem sobre o elemento de placa (Figura 3.3).
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Fazendo-se ¢ equilibrio estdtico dos esforgos atuantes no elemento infinitesimal de placa
da Figura 3.3, as equacOes de equilibrio, escritas em funcdo dos momentos fletores e das forgas

cortantes, sfio dadas por;

o, + 8?22 +g=0 (3.8)
dx, ox,y

oMy L OMa o g (3.9)
Ox, Ox,

oM +5’Mzz -

, =0 3.10
R (3.10)

- dx,

X3

X2

.8}

Figura 3.3 — Esforgos em um elemento infinitesimal de placa em flexéio
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Levando-se em conta a simetria do tensor dos momentos (M igual a My}, isolando-se as

forcas cortantes nas equagdes (3.9) e (3.10), derivando-se estas forgas e substituindo-se o valor

destas derivadas na equagfio (3.8), obtém-se:

M, Y o' M, . 0'M,, _ Ly G
&, fx,Bx,  ox)

Substituindo-se nas equacdes (3.6) os valores das componentes de tensdo apresentadas
pelas equacdes (3.5), consegue-se encontrar os momentos fletores em funcfo das curvaturas.

Logo. os momentos fletores, por unidade de largura, sfo apresentados nas equacdes abaixo:

M, = Ty, 00 (3.12a)
X, ox,
3*u &%
M, =-D Y B 3.12b
22 ax22 a)glz ( )
Bu
M, :wD-(i—v)-a 53 (3.12¢)
X, 0%,

sendo D a rigidez 4 flexd@o da placa, dada por:

E- B

Dm ﬂ.iﬁ
12-0—v7) (3:13)

Reescrevendo-se a equacglo (3.11) com os valores dos momentos fletores em fungdo das

curvaturas, apresentados pelas equacdes (3.12), obtém-se:

4 4 -~
Mj%«z, 52”374«"”;:3— (3.14)
ox, ox,"ox,”  ox, D

Y
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A equaclo (3.14) € a equacio diferepcial de equilibrio da placa, sujeita a uma carga

distribuida g, emn fungiio dos deslocamentos us. Esta equacdo pode ser escrita como sendo:

P

DV {Vu,)=g (3.15)

sendo V* o operador Laplaciano, definido por:

2 (3.16)

Substituindo-se nas equagdes de equilibrio (3.9) e (3.10), as derivadas das equacBes

(3.12), obtém-se as expressSes das forgas cortantes em fun¢fo das curvaturas, como mostrado nas

equagdes abaixo:

8 [ é%u, B%u.

=) — 3 2 3.17a

0y =-Dron\ SFH o5 (173
& [ 0*u, oJ'u

=D e (3.17b)
Ca oy | oy ax,

As componentes dos momentos fletores e das forcas cortantes podem ser escritas em
relacdo a um sistema de coordenadas normais e tangenciais (ns). A definicdo destes esforgos em

coordenadas normais e tangenciais, no contorno da placa, facilita a imposigfo das condigdes de

vinculagfo e carregamento da mesma.

Segundo a Figura 3.4, o sistema de coordenadas x;x; pode ser relacionado com o sistema

de coordenadas ns através de uma matriz de transformagfo de coordenadas, da seguinte forma:

i
=T. (3.182)

R
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.
| JZTE’ xi} (3.18b)

sendo T a matriz de transformagio de coordenadas ¢ T' sua transposta, ou seja:

COSGy —Sseng
T = (3.192)
seno COS

T},,z(ﬂosa seﬂaw (3.19b)
\-sena cosa)

Contorno da Placa

Figura 3.4 — Sistema de coordenadas x;x, e ns

As componentes do momento fletor e da forca cortante, nas novas coordenadas ns, podem
ser obtidas através de transformacgdes tensoriais das componentes dos momentos e das cortantes

nas coordenadas x1X2, da seguinte forma:

34
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{{ﬂrg{f’ Mm,\ T M]! M:z\"g

LA -Jmf ] T {3.20a)
l\M;w M.@' \Mzi M?_}_/j

{/Qﬂ ) (3.20b)
\Q; sz)

Lembrando-se que M,z ¢ igual a My, estas componentes podem ser escritas

explicitamente da seguinte forma:

M, =M, cos’a+ M, sen’ a+2-M, senc-cosa (3.21a)
M, =M, sen’a+M, cos’a—2-M, sena- cosa (3.21h)
M, =(M, —M,) sena-cosa+M, A(cosz a—~sen2a) (3.21c)
g, =0, -cosa+0,, -sena (3.22a)
g, =0, -cosa -0, -senc (3.22b)

Analogamente, podem-se obter as tensdes normais ¢ tangenciais no sistema ns a partir das

equacdes de tensdes conhecidas no sistema x;x;:

O-n O-m' _ T’f' .
o o Ty Up

15 5

On T T (3.23)

Se as componentes das tensdes normais e tangenciais sfo escritas na forma explicita,

lembrando-se que 112 € igual a t;1, obtém-se:
o, =0,C08  @+O, sen’ @+2 1, Sena - cosa {3.24a)

O, =0, SEN” @+ Oy, €08 @ —2 T, -sena - cosw 3.24b)
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o, = (6'23 - G’zl)-seﬁaf -COS + Ty, -(_ces‘ o —sen” a} (3.24¢)

3.4. Condicbes de Contorno

Para solucionar o problema de placas € necessaria a prescrigdio das condicBes de contorno
do problema em questio, Considerando-se o sistema de coordenadas genérico ns da Figura 3.4,

as condigdes de contorno podem ser dadas por:

a) Engaste
u, =0 (3.252a)
9 _y (3.25b)
on

b) Apoio Simples
u, =0 (3.26a)
M, =0 (3.26b)

36
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¢y Borda Livre

M, =0 (3.272)
M, =0 (3.270)
0,=0 (3.27¢)

Com relacBo 3s condicles de contorno, KIRCHHOFF [3] observa gue apenas duas

condigBes sfio suficientes para 2 completa determinago de w3, satisfazendo a equago (3.14).

Figura 3.5 — Momentos volventes no conforno

As condicdes de contorno relativas & forga cortante (Q,) € a0 momento volvente (M),

segundo KIRCHHOFF [3], podem ser agrupadas em uma tnica. Esta suposiglo da origem a um
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esforco denominado de forca cortante equivalente, cuja intensidade por unidade de comprimento

¢ dada por:

v =g, + P (3.28)

A Figura 3.5 mostra a borda de uma placa com os momentos volventes (M) colocados
em forma de binarios num elemento infinitesimal. Nota-se que a equacfo (3.28) € o resultado do

equilibrio da interface entre dois elementos infinitesimais consecutivos.

Assim, através do método variacional, KIRCHHOFF [3] mostra que as condicBes de

contorno para a borda livre so:

M, =0 (3.29a)
aM

0, +— 2= =0 (3.29b)
A

Nas vigas, que sfo estruturas unidimensionais, os deslocamentos sfo regidos por uma
equagdo diferencial de segunda ordem, sendo necessaria apenas uma condi¢lo de contorno em
cada extremo da viga para a determinagio de seus deslocamentos ¢ esforgos. De forma analoga,
para as placas, que sio consideradas estruturas bidimensionais, os deslocamentos sfo regidos por
uma equacfio de quarta ordem, sendo necessarias duas condigdes de contorno em cada borda da
placa, para a determinagfio dos seus deslocamentos e esforgos. Desta forma, as equagdes (3.29)

fornecem as condigdes de contorno para placas, no caso da existéncia de bordas fivres.
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3.5. Equacgdes Constitutivas em Coordenadas Cilindricas

Para facilitar o estudo de placas torna-se necessério escrever sua equacgio diferencial em
fungdo de coordenadas cilindricas. Desta forma, considere a Figura 3.6, onde sfo mostrados os

sisternas de coordenadas cartesianas ¢ cilindricas:

4%z

P{x1.x2)

Figura 3.6 - Sistema de coordenadas cartesianas e cilindricas

Com relagdo ao ponto P, podem-se escrever as seguintes relagles entre as coordenadas

cartesianas e cilindricas:

x, =r-Ccosf (3.30)
X, =r-send (3.3
rre=xt v x, (3.32)
0 = arcig 22 (3.33)




Um Estudo de Placas sob Cargas Dindmicas Estaciondrias ¢ com o Efeito da N#o Lincaridade Geoméfrica sob Cargas Estaticas Usando o
Método dos Elementos de Contorne

A partir das equacBes {3.30) a (3.33) pode-se obter as derivadas parciais de r e 8 em

relagdo aos eixos de coordenadas XyXa:

O _x L O ep (3.342)
ox, r ax,

G % O s (3.34b)
ax, r O,

90 _ % , 99 sen® (3.333)
0%, H ox, r

98 _x o, 99 _cosd (3.35b)
ox, r Ox, r

Como os deslocamentos transversais da placa {u3) sfo dados em fungdo de x; € X3, as

derivadas de uz em relagfo a x3 € X podem ser escritas da seguinte forma:

Ou, _Ous o  Ouy 08 (3.36a)
axl

or ox, 06 o,

u, Ouy OF +6u3 o4

= . (3.36b)
ox, Or Ox, 08 ox,
Substituindo-se as equacdes (3.34) e (3.35) nas equacgdes (3.36), obtém-se:
Hs _ gosg. S _SeNE Ouy (3.37a)
0x, or ¥ 08
Ous _ onp. Oy L cosd du, (3.37b)
Ox, or ro 06

44
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[Je acordo com as equagdes (3.37), pode-se definir os operadores diferencials T— g :]
Ox, Ox,
da seguinte forma:
ﬁ_zmsg,f’_mfﬁ}ﬁ,é (3.38a)
Jx, or ro 08
0 geng. 200 0 (3.38b)
Ox, or r 0
Aplicando-se estes operadores nas equagdes (3.37), obtém-se:
~7 2 3 . 3 "}2 ) hY
e :coszé-gﬁfw»&sen'& 1. om +£;-Cf?}~2-sen9-cosé}’-—§— E%J
ax, or roor 7 88 ar\r 88 ) (3.3%a)
&u, ., Ou 2 1 du, 1 du g1 ou )
=sen @ —= +c0s 0| — 2+ —-——2 |+ 2-senf-cosf—| 2|
ax, ar* yoor tag orlr 26 ) (3.39b)
2 : ~2 . i ~7 .4\ ,
e = gsend -cos - E——?}ml-%Aﬁ-G uj 4«({:05'9—3@1}29}-3{5-?&) o n
&, 0x, ot v o ot 06 orir 80 ) (3.3%¢)
Somando-se as equagdes (3.39a) e (3.39b), obtém-se ¢ operador diferencial de Laplace
em coordenadas cilindricas, como mostrado na equacio abaixo:
o8 & & teée 1t &
e o e T | e o s o e 3.40
el B U e T (3-40)

Sxf ox,
Portanto, a equacio diferencial de placas (3.14), em coordenadas cilindricas, pode ser

escrita da seguinte forma:

Al
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(3.41)

|

& 18 1 8 Vu, 1 o 1 8w
et e - + fuz
or® v Or r° 06° r - )

(s momentos fletores, definidos nas equacdes {3.12), podem ser escritos em coordenadas

cilindricas utilizando-se as relacfes encontradas nas equagdes (3.39), obtendo-se:

62 -~
M, ﬂ"D‘[":—z{%‘(COSzg‘}‘V'S@nZ @)—2-sen@-cosﬁ'(l-—v)-i(l-%]+
or

or\r 06
(3.42a)
2y
+[55j§3+ ! 8%2 5 (senzé?—ﬂwceszg}'!
roor 20" |
2
M, =-D- 5123-(c0829+v~senz9)-1—2-56119-005(9-(1“&')‘“?“ 1.0
or or\r 00
) (3.42b)
+[}“'?§i+"}a‘“?§2}-(sen2§+vvces28)}
oo r
2 b
=~D-{1~v)- sen8-cos@ ai3miv%m%-auj
roor ¥ 067
(3.42¢)
+(cos¢9 sen H)E(L%)
or\r 08

De forma andloga, as equagdes (3.17), que representam as forgas cortantes, também

podem ser escritas em coordenadas cilindricas, obtendo-se:

8 2 _send B j
=0 g —V —V*u 3.43a
o (COS & by - 89 ( )

szzwp-[sene--;irvzug _cost @ vz%) (3.43b)

AT
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1o

+——.
r 00*

sendo Vi, = —+

R
@ |

Conhecidas as expressfes em coordenadas cilindricas dos momentos fletores ¢ das forgas
cortantes, pode-se deduzir, neste sistema de coordenadas, as expressdes dos esforgos nas
coordenadas normais e tangenciais em relacdo a um ponto genérico P, como mostrado na

Figura 3.7, onde B € o angulo formado pelos versores 7 e 7, que somado a 6, forma o dngulo «.

Contorno da Placa

Figura 3.7 ~ Relago das coordenadas ns de um ponte P do contorno da placa com as coordenadas cartesianas e

cilindricas

Substituindo-se nas equacdes {3.21) o valor de a=08+f3 e os valores das equagdes (3.42),

obtém-se 0s momentos fletores normais e tangenciais em fungfo das coordenadas cilindricas:

M, =~D- (COS2 B +v-sen” ﬂ)-———amzi'; %2‘(3mi/)isenﬂ-cosﬁ-i[é.a%\_k
or* or\r ©or

(3.443)
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M, ﬂ—i}f‘[‘(senzﬁﬂ&vvcoszﬁ}— 0wy 2-{1 3,/) sen - Qgsﬁqm E%],F
i_ ar? arlr j

u 344h
A (3.44b)
{ 52, Y i
wloos? pevesen® g 1B S T
oo ot )|
VO, 1 9w 8w,
M, =-D{l-v)|senffcosf |~ 2+ —2 -2 4
( >[ s zs[ )
(3 44c)

A forca cortante normal no contorno em coordenadas cilindricas ¢ obtida substituindo-se

as equacgdes (3.43) e o valor de ¢ na equacio (3.22a), ou seja:

¥

g, = ——D-[g\?zug -cos B+ -}-.5%*;7%;3 -sen ﬁ} (3.45)

Derivando-se a equacio (3.44¢), que é funcho de r, 8 e B, em relaclo 2 coordenada s,

obtém-se:

oM, _0oM, or OM, 06 oM, of

= sl (3.46)
Os or (33 08 0Os of Os

As derivadas de r, 8 ¢ B, em relagfo a coordenada s, sdo dadas por:
or  Or Oxy  Or O,
B T I 3.473
Os ox, Os Ox, Os sen f ( )
90 80 ox, 96 O, cosf (3.47b)
gs Oxv, Os 0Ox, Os ¥
B_2¢, _g)m_f?ﬁ 99 _ 1 _cosf (3.47¢)
ds s gy R ¥

AA
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sendo R o rato de curvatura do contorno no ponto P (Figura 3.7).

Substituindo-se na equaglo (3.46) os resultados encontrados nas equacgdes (3.47), obtém-

50

oM, &M, G

— (3.48)

oM
Somando-se as expresstes de (3, ¢ i =, representadas pelas equacfes (3.45) e (3.48)
as

respectivamente, pode-se escrever a expressio para a forga cortante equivalente em coordenadas

cilindricas:

Vo= —D—EVZM3+}~-W6M’*‘* -cos ff -
or r 08
12 oM (.49)
_ D > VE g Hy Seﬁﬂ +[_§_ m COSﬁJ . s
F R r ap

3.6. Solucdo Fundamental

Solucdio fundamental de uma equaclo diferencial € a resposta em um ponto genérico de
wmn dominio {geralmente infinito), denominado dominio fundamental, devido a aplicacio de uma
carga unitaria em outro ponto deste dominio. Para o caso especifico de placas, o deslocamento u3
em um ponto qualquer &, denominado ponto de deslocamento, € devido a uma carga unitaria

aplicada em um ponto x, denominado ponto de carregamento.

A solucdo fundamental ¢ definida em BREBBIA & DOMINGUES [46] como uma
solugdo singular da equacio de Laplace com ndo homogeneidade discreta, dada pela fungfo delta

de Dirac, MEx).
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A tungBo delta de Dirac € definida da seguinte forma:

[oalx)ar=1 (3.50m)
[TrG)-alx)a= £ (3.500)
AA
% Te >y
< >
&

Figura 3.8 - Funcio delta de Dirac

A Figura 3.8 mostra a funcfo delta de Dirae, A(E,x), que € uma funcfo generalizada, e
pode ser definida como o limite da fun¢do normal, BREBBIA et al. [36]. No limite, a fungdo
delta de Dirac é nula em todos os pontos do dominio, exceto em um ponto onde ela vale infinito,

ou sgja:
A(fgx}zm se  x=¢ (3.5

Seja a seguinte equagdo {comparar com a equacio 3.15)

XS
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D-v2{vu, )= af.x) (3.52)

Considerando-se um sistema de coordenadas cilindricas e a simetria existente, a equagio

{3.52) pode ser escrita da seguinte forma (ver a equago 341}

P ~7 " * =
O Lo 1o ) (3.53)
ors r Or )i o r Or D
Reescrevendo-se a equacgio (3.53) de uma forma mais conveniente, obtém-se:
3_9_3( 2f1of, e )] akx) e
P Eaa ey D

A soluco fundamental us , & obtida através da resolugfio da equacfo diferencial (3.54)

para todos os pontos do dominio fundamental, exceto no ponto de carregamento &.

Utilizando-se  as  hipoteses apresentadas em DANSON [31] e integrando-se

sucessivamente a equacdo (3.54) em relag8o a r, chega-se a:

2
u: m%—rz ‘Inr+(ec, —cl)-—%m&cs nr+ce, (3.55)

Considerando-se a condicfo de simetria em relagio ao ponto &, pode-se escrever:

&

s 0 para =0 (3.56)
o

o que feva a:

¢y =0 (3.57)
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A constante de integragfio ¢y é obtida a partir da condigio de equilibrio das forgas
verticais atuantes em um circulo de raio

(Figura 3.9a).

r, cujo centro € o ponto de aplicagfo da carga unitéria

b %)

®

Figura 3.9 - Forgas verticais atuantes no circulo de raio r € com carga unitaria aplicada no centro deste circulo

A cortante equivalente (V, ), em um ponto p qualquer da circunferéneia (Figura 3.9b),
necessaria para equilibrar a carga unitéria, €:

N 1
S— 3.58
2-m-r ( )

A expressio de V, & obtida a partir de (3.49), impondo a condigdo de simetria do

. # .
problema, ou seja, com uz sendo apenas funcdo de r e PB=0 para todos os pontos da

circunferéncia, o que resulta em:

*

S -—D-flvz% (3.59)
or

Das equacdes (3.58) e {3.59), obtém-se:

AL
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&,
D ViU = (3.60)

p. 2T L2 Jm— : (3.61)
ory ort  r Or 2oy
Substituindo-se em (3.61) o valor de u3 dado pela equacgfo (3.55), obtém-se:
¢, = L (3.62)
" 27D ’

Para a solucfio de uma placa qualquer, as constantes ¢; € ¢4 sdo definidas a partir de
condigdes sobre seu contorno. No caso aqui analisado, de raio infinito, estes valores podem ser
quaisquer. Neste trabalho, sfio testados alguns valores para a constante ¢; e a constante ¢; €

i~ * .
adotada como zero. Desta forma, a equacg8o para us pode ser escrita na forma:

. I

xm-ﬁ A{lnr-K) (3.63)

1y

sendo K uma constante que surgiu a partir de ¢3.

A equag8o (3.63) € a solucdio fundamental de placas, ou seja, o valor do deslocamento H3
numa placa infinita, devido a uma carga concentrada unitaria, aplicada num ponto distante r deste

deslocamento.

A partir da equagio (3.63) sdio obtidos os deslocamentos e esforgos em um ponto genérico
do dominio fundamental. Logo, o momento fletor, a derivada do deslocamento transversal, o
momento volvente ¢ a forga cortante equivalente, sdo encontrados através da equacfo (3.63), ou

seja

A4
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§u; r ( i

= Jinr—&+2 | cos 3.64
O R Lnr ~§~2} cos (3.64)
MH*:m_i_w.g(E+V}-§ﬁr+(i—v}~coszﬁ~(§+v}-K+(§+3-V)-}w§ (3.65)

4.1 | EJ
M, = =) o B (3.66)
‘ 8-z

oo o088 .[2.(Ewy>esgﬁzl§m3+§/}+ (i-v) -cos2f3 {(3.67)
T gy 4.-7-R

Uma dedugfo mais detalhada das equagbes (3.63) a (3.67) pode ser encontrada em

PATVA [41].

£



4. EQUACOES INTEGRAIS PARA PLACAS

4.1, Introducio

Este capitulo trata das equacOes integrais de contorno para a flexfio de placas que s@o
necessarias para a aplicago do Método dos Elementos de Contorno {(MEC). As equacgdes
diferenciais de placas, escritas em func@io dos deslocamentos, foram utilizadas no capitulo
anterior para a obtencéio das solugdes fundamentais destas. A partir destas solugbes fundamentais
¢ utilizando-se o teorema de Betfi, serfo encontradas as equacdes integrais de placas aplicadas em

pontos do contorno e do dominio da placa, como € visto a seguir.

4.2. Equacfio Integral em Coordenadas Normais e Tangenciais para

Deslocamentos em Pontos do Dominio

Seja uma placa isotropica de dominio finito Q2 e contorno T, contida em outra de dominio
infinito £3. e contorno T',, conforme Figura 4.1, onde a placa finita estd submetida a um

carregamento g distribuido em uma drea Q.
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Figura 4.1 — Placa finita contida em uma placa infinita

Aplica-se o teorema de Besti para a placa de dominio finito submetida a dois

~ + ~ * . 1 . , . *

carregamentos ndo simultdneos, g e g, associados as superficies elasticas, us e wuj.
. . . - —~ * .

respectivamente. Desta forma, identificam-se dois estados de tenséo, ¢ e o, com seus respectivos

-~ * N .
estados de deformacio, € e £ , que podem relacionar-se da seguinte forma:

4.1

* £ £ * * £
L’(g-_i_[ CE H Oy gy H Oy Eyy T Ty Yt Vs T Ty ‘723)'5”7 =

#*® & % * % F
;,(G_H CEN Oy Eyy H Oy By b Ty Vg F T3 Vit T '}’23)":"’1/

Chamando-se de I; o segundo membro da equagfo (4.1) e desprezando-se as tensbes

relativas & dire¢fo normal ao plano da placa, obtém-se:
I = L}(o'”-g;i+o‘22-g;2+r}2-y:2)-dﬁ' (4.2)

A diferencial de volume ¢ dada por:

AV = dx, - dQ (4.3)
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Substituindo-se na equagio (4.2) as relacdes de deformacfio-deslocamento (3.3), as
relacHes constitutivas {3.5) e a definigfo dada em (3.13) e integrando-se zo longo da espessura da

placa (4.3), obtém-se:

{/ z i a X -2 ; (82 -3 "\\ @2 j‘
51:'{[‘9‘ 5uj+v 242 -O%‘ﬂ«D“ ié: ougi. ui+
Q{ dx,” ox,” | Ox, L@xj ox, J Ox,” 44)
+72-D (1_1,)._,%.% J0

A partir das relagfes dos momentos fletores (3.12), pode-se escrever a equagio (4.4) da

seguinte forma:

~y o

du
P 22'""""””5”“2'M12'm""§*
dx, Ox, 0x,0x,

e (4.5)

Em seguida, é necessaria a transformacéo da integral sobre o dominio (€2), equacéo (4.5),
em uma integral no contorno (I'). Para isto, deve-se integrar por partes cada um dos termos da

equaglo (4.5). Para o primeiro termo, obtém-se:

’u, Ou oM, ou;
meM”-—-?f-}-dQ=—LM”.3§’:§m ni.ar_},jnmmu,.wiia
ox, ox, ox,  ox,

Q2 (4.6)

sendo, By 0 cosseno diretor do vetor normal ao contomo na direcdo x;.

De acordo com a Figura 3.4, os cossenos diretores de um ponto P do contorno sio dados

por:
1, = CoSa {4.7a)

7, = SEN & 4.7

A
[
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Integrando-se por partes a segunda parcela da equacio (4.6) ¢ considerando-se as
defini¢Oes apresentadas nas equagdes (4.7), pode-se escrever:

A-; ( b, M, ) 82M{
- [ M, ot = dgmjr[\—_:wﬁ-ﬁﬂ:um» j cosa - dl - j oyl dO (4.8)

i

o3 K T \ . 2
~ [ My, 5 dQ= | @z’m-%ﬁM uy |-sene-di | Mo a0 49)
T Oxy g o, L /3 T dxy )
Pode-se escrever o terceiro termo da equagio (4.5) da seguinte forma
2 2" 2_*
-] 2:Mm,- O o= [ M, I, do- | M, O ao (4.10)
0 T oox 6x2 Ox,0x, Q x, 0,

Integrando-se por partes cada um dos termos do membro direito da equagio (4.10), um

deles primeiramente em relacio a x; e depois em relagfo a x; ¢ o outro primeiramente em relagfo
a X2 ¢ depois em relagfo a x4, obtém-se:

2 ® &
”f 2-M,,- o j M, az{3+%-1{; -sena +
o © 0 8 °a

x,0x, x, O,

. (4.11)
~i-[mM;g‘gu3+OM’2- ] COS&:{ dl” - _[ 2- oMy, 2.y, -dQ)

3
x,  Ox, x,0x,

Substituindo-se na equacdo (4.5), as equacdes (4.8), (4.9) e (4.11), obtém-se:
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oM GM’ oM oM .
”“*,f el AR 'casa+(mﬁ 242 geng u, - dl+
0%, sz L Ox, o,
f (M S C{)SQ‘"}“MT'
i
? § {(4.12)

Su, u, |

+ M, - —=-cosa+ M, —-sena |-dl +
ax, T ox, J

~2 -2 ~2
—j £ Mf”-% -0M§2+GA{22 “uy - dCY
& Ox,0x,  Ox,”

Utilizando-se as equagles de equilibrio de momentos fletores (3.9) e (3.10), a equagio

diferencial de placas (3.11) e a equagfio de cortantes normais ao contorno (3.22a), a equacfo
{4.12) torna-se:

u, :
I =- ‘(M et ,
i jr\ it ax] 2 xz
M- 25 cosa M, - sena | dr + (4.13)
ox, G

+ {[‘Qnﬂ;-dfm fgg-u;-dg

De acorde com as relagdes entre os sistemas de coordenadas, equagho (3.18a), pode-se

escrever:
. a *
du, Ou u
ez e COS O — - SEN QX {4.14a)
ox, On s
oy _ Effi; , Ot (4.14b)
ox, On Os

Substituindo-se as equacdes (4.14) na equacio (4.13), obtém-se:
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N au, ,
1 ﬂnf__J@~(Mil cos® @+ 2. M, sena-cose -+ Moy, 'S&ﬁ‘ﬂf}m@w
; i 2

+%‘§~[{M¢2 ~ M, }-sena-cosa+ M, -(c@sz o ~sen’ a)}}-d{“+ (4.15)

{ ® =
+5E.Qn -1{3 .QT’... fﬁgq?’% dQ

Utilizando-se as equagdes (3.21) na equacio (4.15), pode-se escrever:

Bu. Bu. ) .
E] Z"jr[Mﬂ' 5}; "i“ﬁ/fn‘v. 55 MQHOQBJ’&"%}‘Qg'z{}}’dQ {4Eé}

Integrando-se, por partes, ¢ segundo termo da integral de contorno da equacic (4.16),

obtém-se:

0 oM, .
‘ _WL( = .ugl.dp (4.17)

sendo I'; e 12 as coordenadas dos fimites do contorno no qual se realiza a integragfo,

No caso de um contorno fechado, cuja representagio paramétrica e a respectiva derivada
sejam continuas, a primeira parcela do segundo membro da equacdo (4.17) se anula. Caso
contréario, ela da origem as reagBes nas angulosidades (cantos) da placa. Desta forma, pode-se

reescrever a equagiio (4.17) da seguinte forma:

O, & . oM, .
| (M -%)-dfm_ | (0 -z@)df (4.18)
F &S o I -

’ #
sendo, N, o nimero total de cantos do contorno da placa ¢ uz 4 © deslocamento fundamental do

canto i da placa (Figura 4.2).
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‘ Mupsi-

Figura 4.2 — Canto i do contorne da piaca

As reagdes de canto da placa (Ry), s@o definidas a partir dos momentos volventes anterior

e posterior ao canto da placa, ou seja:

Rcz = M;s‘f - M}:.w' (é’ } 9}

sendo, M.e e Ma 0s momentos volventes posterior e anterior ao canto i da placa,

respectivamente.

Substituindo-se na equago (4.16) o valor encontrado na equagfo (4.18), obtém-se:

oM du | il
N P RN Y i B - 49
I, e + 0,y M, o ﬂﬁ?zi R, u,, | gul-d (4.20)

7
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Considerando-se que o carregamento g esté distribuido em €3y e utilizando-se a equagéo
{3.28), que relaciona a forca cortante equivalente (V) com a forga cortante {(Q,) & o momento

volvente (My,), na equagdo (4.20), obtém-se;

&

1, = f}{?f;‘a;wﬁé’n‘%

on

}£+2Ri!u;5f_fﬂ gy;dﬁa’ {42@
i=] £

O termo do primeiro membro da eguagfio (4.1) pode ser desenvolvido de forma andloga,

ghtendo-se:

& . " & N » 5553 Nﬁ‘ ®
}V(gn B Oy Ty ‘7&2)‘45’/’% j;,(yn uy M, o )dr"‘}"éﬁa AT (4.22)

- jgg$-u3 - dQd

Portanto, a partir das equagBes (4.21) e (4.22), a equacdo final do teorema de Betti,

aplicado ao estudo de placas, é dada por:

F1

* 6 A’L * *
j(VH MH--E:fiJ-dr+§:Rc,u3c,.mjgg - dQ =
(4.23)

\ Out .
:L(Vn-ua-M O’;) dr + ZRH uk,-L g uy - dQ,

Supondo-se que o carregamento g* em (4.23) seja uma carga concentrada unitria
aplicada em um ponto & do dominio da placa, tomando-se como func¢io ponderadora a solucio

fundamental e aplicando-se as propriedades da funcfo delta de Dirac, pode-se escrever:

ag(rf)“f“fy[ﬁif(&x)-uz(x) M, (£, x): 6”3(3«] X)+Z&,(cfa s ()=

j{ W), 2 e ] SR )l ) (420
] ) uien)-a, ()

“tF
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sendo X, a coordenada dos cantos da placa.

A equacHo (4.24) € a equacfo integral de placas para deslocamentos de pontos no dominio
da placa. Esta equacfo fornece deslocamentos em todos os pontos do dominio da placa a partir

das cortantes equivalentes (V,), momentos de flex80 na diregfio normal (W,), reacBes de canto
. . . Oug )
(R,), deslocamentos transversais (us), e rotagdes em relagfio 3 normal (—=), conhecidos no
on

contorno.

4.3. Equacio Integral em Coordenadas Normais ¢ Tangenciais para

Deslocamentos em Pontos do Contorno

Figura 4.3 — Contorno circular acrescentado a um ponto &

Anteriormente, para o desenvolvimento da equaco integral de placas (4.24), levaram-se

e consideragio pontos no dominio da placa. Para a utilizagfo do MEC, necessita-se desenvolver

a equacdo (4.24) para o caso de um ponto £ pertencer ao contormo I da placa.
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PAIVA [41] considera para um canto genérico i um acréscimo no dominio de contorno
circular de raio g, cujo centro coincide com o vértice deste canto, como estd indicado na

Figura 4.3.

Fazendo-se com que o ponto de aplicagfio da carga § coincida com o vértice do canto i, a
equaciio (4.23) € satisfeita, j& que & pertence ao nove dominio. O dominio modificado gera os

cantos A; € Ag € sua integral para o ponto &, a partir de (4.24), torna-se:

nE)+ [ LV@ﬂuﬁﬂ @ﬁ§%<ﬂ dlr-1) )+

[P 03026 206 a9+ TR s s )+
Rt ()5 )

mJH{V&)%@x)A{@ } a{r -1 )(x)+

[t 1,62 ) | a6 SR )
“‘}"Rc,.g( ,x) (x )+R (§ Xo ) ”3” ) ;f x) uz 5 x) dsd (x)

(4.25)

sendo:
# ~ ~ .
I" arepresentagfio da porcéo retirada do contorno;
I'; a representacéio da por¢fo adicionada ao contorno.

Para que a integral em um ponto de dominio represente uma integral em um ponto de
contorno, faz-se com que € tenda a zero. Com isso o ponto &£ deixa de estar no interior do dominio

para pertencer ao contorno € a equacgdo (4.25) torna-se:
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%%%ﬁﬁjm{ﬁ@ﬂwkﬁﬂﬁﬁﬂéﬁﬁﬂﬁ@ﬂﬂ&ﬁ
51{ ;

~ ) ZE £, )-u;“gxﬁ)%«
+ ii}’(} [ £ {5‘ ’xc } ?’53% (‘xc> + Rc,& {6 xc} 1{36’;{,; ( [ \}}:

ﬂﬁgfmin@y* Zen) alr-r)

(7”} L (é'ax) M (x) 3u3 (f x}ji ﬁg(x)+;§1Rc_ ,.(xc,)-u;,.(cf,xc)-z—
+lim { (Ex ) .<A+&gaa}@%@ﬂmL§&}@@ﬁyﬁa@}

g5}

+i;§j§ E; ?/ {z, X},

(4.26)

Os limites das integrais sobre (U-I") indicados em (4.26) representam o valor

anteriormente obtido, sem o acréscimo do dominio (3, ou sgja:

=

i [, 7€) () 060) 200 |l 1)) -

(427
- [ -1 29 e
im [ 760~ a4, %<aﬂ]d@mfxﬂ=
s S0 L [9/4;
(4.28)
. O,
[0, 2 ) -
As parcelas de (4.26) referentes as reagdes de canto, resuitam:
SR x ) () tim (R (6 ) w2+ R (605 s, (2]
pr (4.29)

N, 4
- ZRCI' (gﬂ xc). u3ci(x4‘)
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N1
TR ()i o) lim (R (Gl )+ R (6 ), ()=
N

Z (x.)-2,, 48, x,)

(4.30)

A parcela de (4.26) referente 4 integral sobre o trecho I'g, envolvendo us(x) ¢ —%ﬂi(x)g
n

pode ser reescrita da seguinte forma:

-

lim j’ }.V (&, x) uy{x)- M (&, x) 5’%( }].ﬁg{x}m

s

=lim |, 1 V(&) s () -1, ()] - (5:%)-{82?@ -w?%@)}-az(xw (431)

vlim [, 1) (o) )t [, (6 x) 2 (a9

&0

Considerando-se valida a continuidade e utilizando-se a condiciio de Holder [15], dada

por:

| x) -, (8)| < €, - ) (4.32)

- |
Ou ¢ "__%_(cf)lﬁcaz  peld) (4.33)
on on

sendo Cyy ¢ Cop constantes e 0 <, <1, com (i=1,2), a primeira integral do segundo membro de

(4.31) se anula.

~

cu
Como uz{x) e —

(x) sfo valores do dominio e ndo variam ao longo de I, a equagio

(4.31) pode ser escrita da seguinte forma:
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iy |, M:m{xww {x>Jm>

(4.34)

—153(5) Hn J- (g, x)-dE (x M Eoxydl(x)
Substituindo em (4.34) os valores de V, (5,x) e M, (£,x), dados em (3.68) e (3.66),
respectivamente, e considerando-se ainda gue neste caso, r,.n,; igual a 1, r,.8,; igual a 0 e r igual

a g, Figura 4.3, obtém-se:

"

i [ |72 6 0)- 46,5 26 |, )=
(4.35)

3(65 lim j —— 0 +v) Ing +1]-d0(x)

A integral em dTl¢(x) pode ser dada por:

dr,(x)=&-d0 (4.36)

Substituindo-se (4.36) em (4.35), obtém-se:

E,f_i% N Ve x) u,(x)— M AL x)- O;;; (X)}-dfy(x):

= (£)-lim jw 2";:& £-dp+ (4.37)
|

Ju . 1a-f3,
- (£)-lim | T J@+v) me+1]5-d8

sendo B; o dngulo interno do canto da placa, indicado na Figura 4.3.

Desenvolvendo-se as integrais de (4.37), obtém-se:

lim | [%:(s:xm T o <x>]da ()= -2 7L () (438)
sl N Izl 2 /s

£
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A parcela de {4.26) referente 4 integral sobre o trecho I, envolvendo Vo (x) & M, (x),
pode ter o mesmo tratamento dade a integral anterior, conduzindo a valores nulos. Assim, a

equaclo (4.26) pode ser escrita como:

o~

i,
on

CE (e [ Ve ) 16) 2 )

“*"21?2 (€x ) uy (x)= _f{Vn{x)-u;(f,x)an(x)- Iuy {f,x)]df(x)+ (4.39)

o

+ Zgﬁ‘ RE BN 0 B in glx)-u{Ex) Q’Qg(x}

sendo C(&) definido por:
(&)=L (4.40)
2.7

Quando o ponto & estiver fora do dominio, a integral da equagBo (4.23) que contém a

cargag & igual &:
[ &' (€x)u,(£)-dolx) = u, () 4.41)
Como £ ndo pertence ao dominio nem ao contorno, obtém-se:
[ & (Ex)-u(g)-dlx)=0 (4.42)

Com iss0 pode-se concluir que:

(L Ee(2

cg)={ Lo zer (4.43)

2
0, Ee{QnT)
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Para um ponto no contorno onde os elementos sfo lineares e possuem langente continua,

formado um dngulo B, entre eles, igual 4 =, obtém-se:

Clg)= 05 (4.44)

4.4. Equacio Integral em Coordenadas Normais ¢ Tangenciais para Pontos

Internos

Os deslocamentos transversais {u3) para os ponfos infernos ac dominio s8o conhecidos a

partir da cortante equivalente (V,), dos momentos fletores (M,), reagbes de canic (R.),

« . ouy . N

deslocamentos (uz) e rotagdes normais (~é——), determinados no contorno. Seus valores sfo
n

determinados pela seguinte express#o:

N,

()= [ 70 Ex) 1 (0) - )20 () | ()~ DR 6k, ) o, )+
on

=]

afj (f,x)}df(x% YR ) uw )y @)

+ L V,,(x)‘“;(fsx)”Mn(x)' P

[ gle)ulEn)-d, )
Admitindo-se que (4.45) é continua, pode-se através de sua segunda derivada, determinar

os valores das curvaturas nos pontos internos. A expressio da curvatura nos pontos infernos

torna-se:
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353_;;(5}* j-

Vo) ) 01, (8 ) & (}»)J dr(x)+

8@{3

— zRZR’Eg(ga xc>)’z'{3£fc(xﬂ}+ f {V (x) “ U{g?
4 fzﬁ;ﬁf k(xc} ' Ei’;cﬁc,y <§9xc}m jgg g(x>' u:,, (é? x} dﬁg (x)

(& x >J-d?(x)+ (4.46)

#
du .

. - * * £ A
Determinando-se as expressdes para u3 3, —— i, Va - Mo 5 ¢ Ry 4, obtém-se:
n

u, y{&.x)= ( dnr+r, ?“‘) 5 (4.47)
- r L ] 1
fgiw’é’ (§=x):_t(§a'f'-2‘ﬁi'r,j)'—é%+?‘f RN }m (4.48)
) 2
e R R e RO
$4- s mvsn )12 L as s, ~dr,r, 45,
s n (4.49)
or 0O
__}6.5_’};_.52.(]»1 5, HT, SJ)-&Q( H; T )}( V)+
or I
+4-~é~;-(§ ~4-r f‘)+4-(r n.+r n)} s
2 2 » 2
M;,(gjx):{[(m)_z.((gg] - (a) ”.(59_2.,;.;,‘_])_F
_4'%:“'("?:'nf“**’ff'”s')““zl"”'%'(f’.f'Sf+f’f,;'51)+ (4.50)

.}.4.}/}.;}.{(?{:) +V.[?‘:£J }_{.z.ni.n!n}"zcv.si_sj}_ i -
’ on os 4-7-7"

“R:k,{," (55 x) = jwm,{j ( b4 3';;» }~ Mn.i,gj (é:‘ xr ) (&;5 §‘>
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(LT . o \
M A, xi=< 2. Ts SR PRICTE & Rt P I A
!L.,fj(«- } j 5?1 VS 7 7 f) 85 (;? g of 1}
: (4.52)

or or 1-v
Mz'é‘-—n‘é;'(@f ma,.,r’!_ .’y,;)_ﬁr TS }-4(-73.32

Com as curvaturas dos pontos internos ¢ com uma transformaco de coordenadas (de ns
para X;X;} consegue-se determinar os momentos nos pontos internos da placa (Myy, Ma e M)

através das eguacdes (3.12).

4.5, Tratamento para as Integrais de Dominio do Carregamento Distribuido

Figura 4.4 — Carregamento distribuido g(x,.x;) em um dominio €2,

£5F




Um Estudo de Placas sob Cargas Dindmicas Estacionarias e com o Efeito da Nio Linearidade Geométrica sob Cargas Estaticas Usando o
Método dos Elementos de Contorno

(s termos das integrais {4.24), (4.39) ¢ (4.46) que representam uma integral de dominio

sdo determinades considerando-se um carregamento distribuido g{x;, x2) em um determinado

dominio (£2;), como indicado na Figara 4.4.

Desta forma a integral de dominio torna-se:
Lg gle)-u3(£,x)-dQ, (x) = _fQP glx,, x, ) 15 (&, x)- A0 (x) (4.53)

Considerando-se que o plano de carregamento tem forma linear sobre o subdominio (2,

obtém-se:
glx,x,)=d, x, +B, -x,+C, (4.54)

sendo Ay, By € Cg constantes.

Reescrevendo-se a expressao (4.53), obtém-se:
}Qg g(x) u(£.x)-d (x) = jgp (4, -x,+B,-x,+C, ) &, x)-d, (x) (4.55)

De acordo com a Figura 4.4, o elemento infinitesimal (d€2p) pode ser escrito como:
dQ = r-dr-df (4.56)

Desta forma, substituindo-se o valor da sofucio fundamental do deslocamento (33*) ea

expressio (4.56) em (4.55), obtém-se:

Jo, )55 (6.)-de2, ) =

1
87D

(4.57)

wé‘g J;}R[(Ag'xl + B, - x, +Cg}-r2 -(inr—K)-r-dr}d@

sendo R o valor de r em um ponto qualquer do subdominio €3,
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Transformando-se em coordenadas cilindricas os valores de x; ¢ %3, obtém-se:

[, g0-uilex)-de, (=

. | . (4.58)
m84$9§m£%%-f&+8gr{fﬂ%}ﬁ{hfwﬂ)ﬂ&}&@
Resolvendoe-se a integral interna do segundo membro de (4.58), obtém-se:
. A r,+B, - ( 1
XAl x 1 dO (x )= j—-n—*’—;——————i———— Sllnr- )}%
J, 86 06 04,6 [ P8 e ek .
c 1 N (4.59)
- S 5 S
+ 4R -(lnr Ko | -dg
321D 4/ 1
D¢ acordo com a Figura 4.4, obtém-se a relagfo:
nr
de = IR --dl, (4.60)

Desta forma os termos que constituem uma integral de dominio sfo transformados em

integrais de contorno, como apresentado na equacio a seguir:

J‘Qg g(x) u g, X)' del, (x)=

zﬁ J}_ (Ag -1:1 *%*Bg 'r‘z).iiR‘i .[lnrw-}{wé) ].ni T d[’p + (461)

C, s I
+W—L~f R Inr-K-~||n r.dl
32.m-D % 4 »

A integral de dominio da equacio (4.46), utilizada na determinagdo das curvaturas dos
pontos internos, € calculada substituindo-se a segunda derivada da solugdo fundamental do
deslocamento (ﬂg*‘gj), equagho (4.47), na equagdo do carregamento linear distribuido no dominio,

equacio (4.54) e resolvendo-se de forma analoga a integral anterior. Desta forma, obtém-se:

P sl
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ng g(X) u,:,gj (Eaa X}' dﬁg (X} =

.
:gwj;ngr‘(f\g'&“E“Bg«{g}»Rz.g(inrmé}-ﬁij%{i-ij ’ni'ri'd};p“é“ {462)
JginR”inr~wJ5+r rjn or-dl



5. METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

5.1. Introducio

As solugdes analiticas de um problema genérico plano sdo, normalmente, muito dificeis

de serem encontradas. Assim, faz-se o uso de métodos numéricos.

E apresentada, no decorrer deste capitulo, a formulagiio do Método dos Elementos de
Contorno (MEC) para solu¢8o de placas. Esta formulac8o pode ser deduzida de algumas formas,
como a partir da técnica dos residuos ponderados, a partir do teorema de Betti, ou aplicando a
segunda identidade de Green. Usando-se a primeira técnica, tem-se uma formulacio que pode ser
facilmente relacionada a outros métodos numéricos, permitindo o acoplamento do MEC ao MEF,

por exemplo.

A partir das equacdes integrais (Capitulo 4), € feita a discretizaco do contorno da placa
em clementos. Como € mostrado, seguindo-se a teoria cléssica, para cada ponto de colocagio, ou
seja, para cada nd onde se posiciona a fonte para se escrever a equacio integral, sdo necessarias
duas equagdes relacionando os deslocamentos ¢ os esfor¢os no contorno, por causa da ordem da
equagdo diferencial da teoria cldssica. Estas equacles integrais sdo iransformadas, apés as

integracfies necessarias, em um sistema de equagles lineares onde as varidveis sfo os
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deslocamentos ¢ os esforgos em nés definidos no contorno. O sistema de equacBes lineares €
obtido escrevendo-se as equagles integrais para todos os nos associados aos elementos de
contorno. Com a imposiclo das condigBes de contorno do problema e a resolucfio final do

sistemna de equagdes resultante, os valores do contorno e do dominio da placa podem ser obtidos.

5.2. Discretizacio do Contorno

Para aplicar as equacGes integrais de placas a problemas fisicos, € preciso que estas
possam ser facilmente explicitadas para um contorne em particular. Na Figura 5.1a é mostrado

um dominio £2, com um contorne I, de formato arbitrério.

(2) {b)

Figura 5.1 - Discretizag&o do contorno

Este contorno I” € dividido em N trechos menores Iy, tal que a soma destes recompbem o

contorno original, conforme estd ilustrado na Figura 5.1b. Aos pontos extremos de cada um dos
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trechos dé-se o nome de nos. Quando os trechos séo lineares ou sfo aproximados por trechos
lineares, eles podem ter sua geometria descrita por uma fungo de interpolacio das coordenadas
dos nos, como no exemplo da Figura 5.1¢. Os trechos do contorno, aproximados por fungdes de

interpolacgfio, s&o aqui chamados de elementos de contorno.

Neste estudo, para a aproximacdo da geometria do contorno da placa, o elemento utilizado

é linear, ficando o mesmo definido pelas coordenadas cartesianas dos pontos nodais.

5.3, Elementos de Contorne

O conceito utilizado no MEC de aproximar forgas e/ou deslocamentos ao longo do
elemento com fungdes de forma conhecidas, ponderadas pelos valores nodais, € analogo ac MEF.
E por esta razdo que as equagdes integrais aplicadas no contorno discretizado podem ser obtidas

levando estas a serem transformadas em uma relagfio linear entre os pontos nodais.

Quando, tanto a geometria do elemento quanto suas variaveis de deslocamento e forga sdo
descritas pela mesma fung@o de interpolacdo, o elemento € chamado isoparamétrico. Assim

pode-se escrever:

){5:9’3{(5)"?; (5.1)

Na equaciio (5.1), o indice i varia de 1 até 2 para elementos isoparamétricos lineares. O
valor Xg representa qualquer uma das varidveis do elemento, sejam as coordenadas de um ponto

interno ou o valor do deslocamento ou forga neste mesmo ponto.

Explicitamente, a equagdo (5.1) € dada por:

T
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i i V(X
(xﬁ\é__ =0 0 S+g o X |
o) b0 Lty o Lassl X (5.2)
5 2 ) J Xzz

A varigvel homogénea £ ¢ um parfmetro independente ¢ assume, ao longo dos elementos,

os valores ilustrados na Figura 5.2.

R N6 2 (217527

Figura 5.2 — Elemento linear

Usando-se a equacfo (5.1) para descrever os deslocamentos ¢ as forgas de pontos internos

aos elementos de contorno chega-se a:

LTV (5.4)
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sendo:

§ o indice do nd no elemento de contorno;

k o indice relacionado com a coordenada.

De acordo com a teoria classica de placas, os deslocamentos e esforgos escritos

explicitamente séo dados a partir das equagdes {5.3) e (5.4), ou seja:

1 H U;

() Eu(gﬂg} 0 5'(175) 0 (Uf
(% 0 L-¢& o %-(i—;—f} {U{
U,’

i 1 T

(%]_ 5-(1-§) 0 Sl+g) 0 7
I CE I

sendo:

¥

(5.5)

(5.6)

(5.7a)

(5.7b)
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zs;f
zf{jil\} ay}i
e L_ on
U 2 (5.7¢)
v |
M2 -
O,
on
( T) (v,
! 23”12 E Jz "Mff
! f""m"“i 3 &
IS | (5.7d)
) )

Como se utilizou uma funcfo linear para aproximar a geometria e as varidveis dos n6s, 0
elemento adotado pode ser chamado de isoparamétrico linear. As fung¢des aproximadoras estdo
diretamente relacionadas com a posi¢io dos pontos nodais do elemento. Este posicionamento

determina que os elementos sejam continuos, descontinuos ou mistes.

a) Elemento Linear Continuo

Quando os pontos nodais de um elemento sfc comuns aos elementos adjacentes,
assumindo, nos mesmos, valores Unicos, este elemento € chamado de continuo. A fungdo
aproximadora utilizada, como visto anteriormente, ¢ a fungfio linear. Este elemento € geralmente

utilizado em contornos sem angulosidade e sem variagfio de vinculagéo.

A Figura 5.3 mostra um elemento linear continuo, onde as fungdes aproximadoras so

dadas por:

g
h=3 (1-£) (5.8
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LY
2 (5.8b)

Figura 5.3 — Elemento linear continuo

No entanto, a presenca de angulosidades ou a mudanga de vinculagles no contorno sio
comuns, tornando-se necessério a defini¢io de outros tipos de elementos que permifam a
representacdo dessas descontinuidades. Para estes casos podem ser utilizados os elementos

descontinuos e/ou mistos.

Quando ¢ necessaria a utilizagdo de elementos descontinuos ou mistos, adotam-se dois
nods com a mesma coordenada geométrica. A Figura 5.4 mostra uma angulosidade de uma placa

com a adogio de dois nds com coordenadas idénticas, que sfo denominados nos duplos.

oy g
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Figura 5.4 — Definigfo de nd duplo

b) Elemento Linear Descontinuo

X2

Figara 5.5 - Elemento linear descontinuo
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Para este tipo de elemento (Figura 5.5), os pontos nodais sfo definidos nos extremos do
elemento, coincidindo com os nos geométricos do elemento. A introdugio dos nods duplos permite
a descontinuidade do valor de uma das varidveis entre elementos adjacentes. Como os nés duplos
possuem a mesma coordenada geométrica levando a uma mesma equagfio integral, podem-se
deslocar os pontos de colocaglio para dentro dos elementos concorrentes ao né duplo para a
obtengfio de duas equagdes integrais diferentes. Neste irabalho, as fungSes aproximadoras sfio
dadas pelas equag0es {5.8), porém, assume-se que as varidveis associadas sempre pertencem ao

extremo do elemento.

¢) Elemento Linear Misto

Figura 5.6 — Elementos lineares mistos

Este elemento ¢ utilizado quando existe a necessidade de se introduzir uma
descontinuidade em apenas um dos extremos do elemento; sendo assim, somente um dos pontos
de colocagBio do elemento ¢ deslocado para o seu interior, podendo-se desta forma existir uma

SR
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conexfio entre elementos continuos e descontinuos. Na Figura 5.6 ¢ apresentado este tipo de

elemento.

5.4. Transformacioc das Equacdes Integrais das Placas

Seja a equagBo integral de placas para pontos do contorno {4.39):

N,

CE) 1€ [ 72 Gt 1,6ur) S0 |- ar o) F R Eon) v )=

-
o i=l

N,

e ) 0,6 2 s B )

on
- [, &)1 (.x)-d0, ()

i=1

De acordo com a equacgfio de placas (4.39), as variaveis relacionadas com este problema

. ou .
sdo uz, —=, ¥V, e M, e, quando existem cantos, R, em cada um dos cantos da placa. Sabe-se que
on

sempre sfo conhecidas duas das quatro varidveis mencionadas (sem levar em conta a reagdo de
canto) a partir das condigfes fixadas de cada problema. No item 3.4 deste trabalho, pode-se
perceber este fato nas condicGes de contorno de placas. Sendo assim, resuftam duas incdgnitas,
portanto sdo necessarias duas equacdes integrais. Como 4 se tem a equagio (4.39), fica faltando
uma equacdo integral. Esta equagfio integral pode ser a derivada da equagfio (4.39) em relagfio &
normal n. Uma alternativa ¢ aplicar a equagdo integral (4.39) em pontos distintos, obtendo-se

equagdes diferentes relacionando as incdgnitas.

Discretizando-se o contorno da placa em N. elementos de contormno e substituindo-se as
variaveis por suas aproximacdes (5.3 e 5.4), a equacfio integral de placas para pontos no contorno

pode ser escrita por:
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cfe) %@+z§§ £7)-¢,(r)-ar(r)-w) |+

LI ,::J
_.}.u

0u3

f M (&) ¢ () dU () —

3

r.w

iﬁ@z%@)2§{ @@ﬂ%ﬂﬂ+ (5.9)

&

(&), ) drl) 2] |+

2

@

SR An ) us ) - f &ln,)wien,)-de,,)

i=1
sendo:
1 uma variavel que percorre o contorno,
T1¢ uma variavel do dominio;
1. 0 valor da varidvel 1 nos cantos;
£ 0 n6 onde esta sendo aplicada a equago integral.

De um modo geral, as integrais da equacfio (5.9) s#o feitas por tratamento numérico ao
longo do contorno, exceto na regido que contém o ponto de colocaclio, onde as integrais sio

feitas no sentido do valor principal de Cauchy.

Apds a realizagdo da integragfo, tem-se uma relagfo linear entre valores nodais das
e e , an, .
varidveis incognitas e conhecidas us, —a—, V.. M, e com as reacBes de canto R, Portanio,
n

tratando-se de uma placa com N n6s de contorno, resultam 2N incégnitas, além de uma reagfio de
canto R, para cada canto. Através da formulagdo alternativa, PAIVA [41], as reagbes de canto
incognitas ndo sdo consideradas. Assim, sfo necessarias somente ZN equagbes onde metades das
equagdes sdo obtidas com o ponto no contorno e a outra metade com o ponto externo na diregio

normal 20 contorno, como ¢ explicado a seguir. A Figura 5.7 mostra o posicionamento do nd

X
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externo j’ associado ao nd j, a uma distdncia d deste iltimo, gue € a média dos comprimentos
(Li, Lz} dos elementos associados a este né. A distncia usada neste trabalho para o
posicionamento destes pontos externos ¢ igual a média dos comprimentos dos elementos de

comtomo relacionados ao nd considerado.

A3

X2

Figura 8,7 — Posiclo do ponto de colocagio externo ao elemento

Neste trabalho, adotou-se % do elemento como a distdncia a ser deslocada guando
existirem nds duplos. Na Figura 5.8 encontra-se uma ilustragio disto e, analogamente, o ponto
externo a ser considerado deve ser na dire¢fo normal a esse novo ponto de colocagfo agora

deslocado.

Neste trabalho também se implementou a derivada da solugdo fundamental para se obter a
segunda equacéo do sistema. Foram realizados alguns testes com esta formulagdo, sendo esta
aplicada em pontos externos ao contorno. Os resultados obtidos, para os exemplos testados, nio
mostraram melhoras com relacio & utilizacfio somente da solugdo fundamental. Desta forma
optou-se pela continuidade do trabalho utilizando-se somente a solugdo fundamental aplicada em

um ponto no contorno e em outro fora dele.

Uma alternativa ao uso de integracSes no sentido do valor principal de Cauchy € usar
consideracdes de deslocamento de corpo rigido para a obtengfio dos ponderadores dos

deslocamentos associados ao ponto de colocacdo, BREBBIA et al. [56].
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/— N6 duplo

Ponto de
{olocaciio

3074

Figura 5.8 - Deslocamento dos pontos de celocacfio para nos duplos

5.5. Montagem do Sistema de Equacgdes

Realizadas as operacles de integracfo das equagdes de contorno (5.9} sobre cada
elemento genérico I';, somam-se estas influéncias para todos os N, elementos nos N nos do

contorno. Reescrevendo-se a equagdo (5.9) tem-se:

HU=GT+F
- - ==~ (5.10)
sendo:
H N
UN _ 1 8u3 N 9113
= Uy s ey Uy 5 0y Mg geeeenny T ~ .
- on on , 0s deslocamentos e rotagBes normais ao

contorno, onde se incluem os deslocamentos de canto;

N H i ™ N
T = VI, M e VL, MY | ,
~ , s esfor¢os normais ao contorno;
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H e §, as mairizes globais de influéneia, que dependem apenas da geometria do problema;

F o valor resultante da integracfio da regifo Q..

Considerando-se a equacio (4.53) o valor de F ¢ dado por:

F(ﬁ) = _{Qg g(‘?zf)‘ u;(é:ﬁd}.dgg(ﬁd)

(5.11)

Irmpondo-se as 2N varidveis conhecidas em (5.10) e apds a troca de membros das colunas

das matrizes H e G, para que os valores conhecidos fiquem posicionados do lado direito da

equag#o e as incognitas do lado esquerdo, obtem-se o seguinte sistema de 2N equacBes:

A4AX=8B
o (5.12)

sendo:

X o vetor com as 2N variaveis incognitas;

B o vetor que contém os efeitos dos deslocamentos ¢ esforcos prescritos no contorno, incluindo

também o carregamento de dominio;

A a matriz dos coeficientes das variaveis incognitas, obtida da troca de colunas das matrizes H

e G, de dimensio 2N x 2N,
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5.6. Miontagem das Matrizes H e G

Para se determinar os elementos das matrizes H ¢ G ¢ necessario o ¢élculo das integrals

em cada elemento do contorno em reiaco ao pento de colocacfo. No caso deste trabalho ¢ ponto
de colocagfo pode ser coincidente com um dos nds pertencentes ao elemento ou esta fora deste, a
uma distdncia igual a média entre os comprimentos dos elementos associados, como é mostrado

na Figura 5.7.

Ne caso em gue o ponto de colocac8o pertence ao elemento de integracio, o integrando
apresenta uma singularidade decorrente da solucdo fundamental. Uma forma de se eliminar esta
singularidade, € a resolucfio analitica desta integral. Quando o ponto de colocagdo nfo pertencer

ao elemento que estd sendo integrado, a integracdo sera realizada numericamente.

5.7. Integrais Analiticas

Quando o elemento a ser integrado possui o ponto de colocacéio (fonte), as integrais de
contorno devem ser calculadas analiticamente para solucionar a singularidade que aparece nesse

ponto, Segundo a equagfo (4.39) as integrais determinadas analiticamente sio do tipo:

1= ] 7" (Ex)p()-ar (5.13)

&

sendo f'(£,x) os valores das fungdes us , %1—3—, V., M, ¢ Re e {:(£) as fungBes apresentadas
n

nas Figura 5.9.
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s
¢
[® I %7
£ ¢
a ,L b
i
= L B
Figura 5.9 - FungBes aproximadoras
Logo, as integrais analiticas calculadas sfo:
a) Deslocamento:
2 ¥ } a5 ] L 2
g dl = —— | t° Alnr—-K}-¢ - dl+—- Alnr—-K}p- ¢ -dl
Ju' b dC= e [ lar=K)-g a0+ [ (nr=K)-g ol
b} Rotagdo normal:
zau; 1 a 1
o dl = —— | ri{Inr—K+—|-cosf-@ -dl +
R N (m 2) 4
1 L i (5.15)
t——— 1 I~ K+ —|-cos B¢, - dl
47D Lr(m 2] £

As integrais dadas pelas equacOes (5.15) sfo nulas, j& que o dngulo B, que representa o

angulo formado entre o vetor r e o vetor n, vale 30° e seu co-seno vale zero, obtendo-se:
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25‘3,£ 4 dl =0
él an (5.16

¢y Momento fletor normal:

an*.gﬁ:.dT:
1 a 2 Eﬂ
T 0[(1+V)-lﬂr+(l-v)-cos B-{+v)-K+{1+3v) 3 .17
+m~i-n L[{H—v)-iﬂr%w{ﬁ } cos” f— {?;“s—v} K—i—{l—rs %/} }j ¢ -dl
4o ca 2

dy Cortante equivalente:

j;an*'¢f'df‘:
_ 4;..{:{wjﬁ-{2-(l~v)-sen2ﬁm3%~vl+%}/—)-coszﬁ}-¢; -dl + 5.18)
e e S

As integrais dadas pelas equagtes (5.18) sdo nulas, ja que o angulo B, que representa o
angulo formado entre o vetor r e o vetor n, vale 90° e seu co-seno vale zero ¢ o raio R tende a

infinito, obtendo-se:

2
V' i -dl=0
j‘l n ¢i (5.19)

e) Reagdo de Canto:

Como as reacdes de canto sdo a diferenca entre os momentos volventes do elemento

posterior e anterior ao ponto de colocagfio {4.19), € necessario resolver as seguintes integrais:

(4,9 ar ==Y, [sen2p4, ar 4=y, [sen2p-¢,-ar
1 G Bz da

8.7 (5.20)
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Como o angulo B vale 90°, o seno de duas vezes esse dngulo vale zero, zerando o valor

dessas integrais, obtendo-se:

j; ﬁ{‘{ns @3ﬂ1={} {::2;}

O valor das integrais de us e de M, , particularizando a localizagio do ponto de

colocacfo no elemento de contorno, sdo dados a seguir:

a) Ponto de colocag8o no inicio do elemento (a igual a zero, Figura 5.9):

jzu*.gg .dr_m‘?s_ﬁw.(;ngﬂi_[{)

0 967D i2 (5.22a)
[u) ¢,-dr= L Y

! : 327D (5.22b)

2 (5.23a)
(1+v) {1+3-v)
M dl = 1-2-Inlj+{+v)- K~
[, 4, g_ﬁ[ (-2 L)+ (+v) 5 (5.23b)
b) Ponto de colocaco no final do elemento (b igual a zero, Figura 5.9):
2 . r 1
P dl’ = ———|InL~—-K
J o 327D (n 4 ) (5.242)
[u' ¢ ar=—Y . an~i—K)
R 96-7- D 12 (5.24b)

}w - dzug

[(”") (-2 L)+ +v) K - (E“*“B'V)]

e 2 (5.252)

v
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1+3v)
2

;")A(s—z;zng)qr{;w}‘g—{

§2Mﬂ*.¢2,dy:_g’_&i {
i 8:.73 L

| ES— |

(5.25b)

¢) Ponto de colocagio no interior do elemento:

{;2%; g -dl =

= : - + +
87D 3 9 3 12-1  144.L 12-L 3 (5.26a)

¥ K5 ab b ab Kab bbb KB
e - + + - + ‘

1 (a3-lna a K& a*lna 728 K.a* B b
- + +

9 3 3. F 9., 3L 4-7 iﬁ*iﬂu 4,5/5
[[u gar=
3 1 ' ad-incz_ 7-a _K»afd_}_5:-53'}.1}&:_a‘bS_1"1.“::5‘133‘E
8-7-D 12.L 144.L 12-L 3L 9.7 3.-L (5.26b)

b mb b Kb
4L 16-L 4L

['M, g, -ar =
2 2 2
L (1+v)|a-a-na+K-a+2 Ina 3-a” Ko o binbs
47 2L 41 21
kgl Ghinb b Kb Bimb_ B Kb (5274)
L L 2L 4L 21
2 ) 2
m(i+3-v)‘ a4 b+ b
2 2-L L 27
J;leﬂr#'f'éz'dF:
2 2 . 2
_ L) (3a” atha Ka' o mbeKabe
4| L 4 2 2

5.27h
+éi_b2-lnb+K-b2j__(i+3-v).(gi bzﬂ 5270

g b —
4 2 2 2-L Z 2

o
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5.8. Integrais Numéricas

No caso do ponto de colocagio nfo pertencer ac elemento que esta sendo integrado,
utiliza-se a integracfio numérica. O método numérico utilizado € a Quadratura de Gauss com um
niamero de pontos de Gouss a ser escolhido posteriormente. Esie método numérico para

integracio € descrito com maiores detalhes em BREBBIA & DOMINGUEZ [46].

e



6. INFLUENCIA DA NAO LINEARIDADE GEOMETRICA

6.1. Introduciio

Neste capitulo o efeito da ndo linearidade geoméirica € introduzido. O equilibrio na
posi¢ao deformada, acoplando os efeitos do estado plano de tensfio com o de flexfio de placas,
resulta no desenvolvimento da equacg8o integral para o problema de nfo linearidade geométrica

de uma placa.

6.2. Equacio Integral para Niio Linearidade Geomeétrica de Placas

Segundo COSTA & BREBBIA [37], a equagfo diferencial para o estudo da nfo
linearidade geométrica em placas é dada pela seguinte equacéo, sem as forgas de volume no

plano:

D-Viu + N, uy, =0 (6.1)
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sendo Ny o tensor do carregamento no plano da placa.

A dedugdio desta equagfo através do método da energia pode ser observada no

Apéndice A,
Para s anélise da nfo linearidade geoméfrica, o termo que contém o efeito da forga de

compressdo pode ser apresentado na forma de uma integral de dominio que, escrita de uma forma

mais conveniente, ¢ mostrada a seguir:
* £ %
[ty w3 -dQ+ | Ny, 0y -dQ=0 (6.2)

O tensor de carregamento no plano médio da placa é definido por seu valor relativo e ndo

por seu valor absoluto, logo, a equagfo (6.2} pode ser escrita da seguinte forma:
[ty wi - dQ4 2, | Ny ouyy g - dQ2=0 (6.3)

sendo Ay o fator de carga.

Utilizando a definicio obtida no Capitulo 4 para a primeira integral da equacio (6.3), esta

equaglio pode ser escrita da seguinte forma:

COw©-+ [ [ ()t () - 0 ) @-)} )+
PSR e ()= [v ()4i60)-,0)- 22 x)} or(e)+ (6.4
+2Rc f(xc)'u;ci (§nxc)_§" ‘}L;ﬁ LE Nz‘j‘ s u;(f,x)dﬁ (x)
Escrevendo a equacdo (6.4) na forma matricial obtém-se:
HU=GT+4, By (6.5)

oy
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sendo:

H a matriz obtida através das solugdes fundamentais ¥V, e My

) . ) . ) «  Ou
{5 a matriz obtida através das solugdes fundamentais us ¢ p -
- FH

B a matriz dos coeficientes da integracio de dominio;

Ju,

~

U o vetor contendo os deslocamentos transversais {u3) ¢ rotagdes normais { 3} no contorno;

T o vetor contendo a cortante equivalente (V) e 0 momento fletor normal (M) no contorno;
y o vetor das curvaturas.
Reagrupando-se as matrizes H e G de forma que se tenha apenas valores relativos as

incOgnitas no contorno, a equacdo (6.5) torna-se:

Ay x= 2y Bop-y =0 (6.6)

sendo:

A a matriz que representa a integragdo proveniente do contorno, ¢ com seus elementos

invaridveis em relacdo a carga critica;

B, amatriz cujos elementos sfo dependentes de Nj;.

Para os nds internos ao dominio, a equagfo integral € definida como sendo igual a:

273
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™
H

1350+ [ Viglex)0,60- M3 (6x) 22 ar(e)+

I\L £ * 5 : P
BRL 6 a0 01,02, 0 ) 6
k= i

NG
”}“ZR@ (Xc}’uﬁck,ij(aﬂxc)—f-;\’b fg st "y 'Hs,ij(iaX)'dﬁ (X)
st

ou, Ouy Quy
dn on on
Uz r U3 T sk
i 5 i k
n 5 5i Sk

Figura 6.1 — Elementos de contorno consecutivos com seus respectivos valores nodais

O termo da expressdo (6.7) que representa uma integral de dominio, requer em sua
resolugdio a manipulagio de termos us, ;; gue ndo sdo determinados no contorno. Para este fim,
recorre-se a uma aproximacio por diferencas finitas destes termos. e acordo com a Figura 6.1

onde so mostrados dois elementos de contorno consecutivos I'; € Iz, com os seus respectivos

. - — cu .
valores de deslocamentos transversais {(us) e rotagiic na dire¢io normal (—gi , definindo-se
n

como s, a coordenada relativa do no6 analisado, pode-se escrever as seguintes relagdes:

Para s,={, tem-se uz=usz; ¢ %} =(%J ;
on J, on J;

duy ou,
Para sp=s;, tem-se uz=uzje | —= | =|—=|;
on o\ On

ou, ou,
Para sp=si, fem-se uz~uax e | — | = —> | .
§ k

fa ¥
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O deslocamento us € aproximado da seguinte forma:
u, =Cps,) +Cyes5, +C, (6.8)
sende:
Cy, C; e C3 constantes;

sp 0 eixo de coordenadas lineares cuja origem estd no né &

Com isso pode-se determinar:

“h =2 (6.9)

sendo o valor da constante Cy determinado como:

- (u3i‘c - ”35‘2)' S (ugi - uf!i)' Sk (6.10)
5, 8, =58, -8,

C]

Como o momento fletor normal (M) ¢ dado por:

1=v)-D { &% &u
Mn:( 2) . an23+v- 6523 (6.11)

~2

, . . o%n ~
Como o seu valor € conhecido no contorno, pode-se determinar p 23 pela expressio:
n

(6.12)

-~

. ; . . Ju o
Aproximando o valor da rotacfo na dire¢8o normal f na forma:
n
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5 D524 D, s, + D, (6.13)
On

sendde Dy, I3 e D constantes.

Dessa forma obtém-se:

2
Ouy

onés

=2.D,-s,+D, (6.14)

sendo os valores das constantes I3 e I determinados como:

Ouy _Ouy) | Ouy Oy
f k
on, on ) ' \om, on,
1 ) 3 (6.15)
508,88,
Ou;  Ou, o2 Ou;  Ou, o2
—3 -l g, 3 g
on, &n, on, on ) ~
y T 3 3 (6.16)
5,08 =5, 8
o'u, &'u *u . N
Com os valores de —%, 2 e 3 determinados em relagdo ao elemento de
on Os onos
N X &u, o'u, o'u,
contorno, por rotagdo destes, obtém-se as curvaturas >, em coordenadas

o' ox,t  ox,0x,

cartesianas no contorno, conforme as seguintes equagdes:

a?. 2 2 62

[N i U U

2 =cos’ - —2+sen’ @-——t - 2-sena - cosq > (6.17)
ox,” on” s Onos
&2 221! 21{ Zu

2 =sen’ o ——2+cos’ @~ +2-sena-cosq — (6.18)
Ox, on Os Onds

[a¥e
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2 f 2 ~2 2
uy [T O % |-sena +{cos? a—sen’ a ) 0w, (6.19}
O, Cx, s

Onds
Na forma de matriz, a expressiio {6.7) é reescrita como:

¥ = Ay o A 'Bnﬁ'fi’ (6.203

Desta forma, determina-se o seguinte sistema de equagdes:

?Arf'}f")bb'ggr'}" =0 (a)

(621
y= Am'%“‘“}%‘fggg'ﬁ" (b

6.3. Tratamento para as Integrais de Dominio das Cargas Normais

Os termos das integrais (6.4) e (6.7) que representam uma integral de dominio sfo
determinados da mesma forma que as integrais de dominio que continham um carregamento

distribuide (Capitulo 4).

Considerando-se que o plano de carregamento da forga normal, multiplicado pelas

curvaturas tem forma linear sobre o subdominio €2, obtém-se:
Newg=A X, +By-x, +Cy (6.22)

sendo Ax, Br e O constanies.

Reescrevendo-se a expressdo (6.21), obtém-se:
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ngNgj Mg .ﬁ;,ﬁ(itx)'dﬁg{x>x fﬂp (An %, +By-x, *CN}‘H;(QX)@Q;} () (6.23)

Procedendo da mesma forma que para o carregamento de dominio, obtém-se a seguinte

expressao:

ngNij “Usyt u;,i;(gﬂx>' ng(X) =

1

. , 3.
mmjg(AN -, + By -rﬂz)- T (Sij -Inr—%é%ﬂ,j -;J ‘o odl (6.24)

e

c, . f 3, V]
"%“fg'.?fﬁjr{ﬂé‘f -Enr—w:éi»emrj -{}Jj-nk ot dl

6.4, Problema de Autovalor

O sistema de equagdes dado em (6.21) representa uma forma cldssica de um problema de
autovalor. Para o seu célculo, tm-se vérios métodos numéricos com vantagens ¢ desvantagens

proprias, O método utilizado neste trabalho, para determinagdo dos autovalores, ¢ iterativo, Neste

. .. 0 . 1
método, o vetor das curvaturas y assume um valor inicial y e determina-se o vetor x  dos
~ i 8 .

deslocamentos e esforcos na equagéo (6.21a). Com o vetor x' e y determina-se um novo vetor

1 ~ . - . .
vy na equagdo (6.21b). Assim, o processo iterativo é:

k k-1
A X ~hy By =0

" : - 6.25
v m— A X"+, By vy (6:23)

ou

98
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k-1

Ar'r'z{k =Xy By

- . - - 6.26
v == A x A, Bog v (€20

o

LS

Na k-ésima iteracdo o valor da carga critica dada pelo fator de carga A3 ¢ o modo da

flambagem dado pelo vetor v* s@o determinados. O processo iterativo é concluido quando a

diferenca relativa entre duas aproximagdes sucessivas do autovalor for menor que a precisdo
desejada. Para o calculo do autovalor ou carga critica N, € utilizado o quociente Rayleigh, ou

seja:
Arcr = /%b = W {627)

No céleulo dos autovalores seguintes, as componentes dos autovetores calculados sdo

retiradas a cada iteragao, ou seja:

Arr'Xk =Xy 'BQI“Y;“I

-1

TN

£ = _Am'}fk'*';“b ’BQQ‘}’k
B T (6.28)

k

P
ki
I
N
P
|
1k
N
[

e
!
1

sendo:

f, os autovetores ja calculados;

« N . o
7z o autovetor calculado na resolugdo do sistema de equacdes;

4 e
vy~ um vetor ortogonal aos autovetores ja calculados.

Oy
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7. CARGAS DINAMICAS EM ESTRUTURAS

7.1. Introdugio

Neste capitulo o0 Método dos Elementos de Contorno € aplicado para resolver problemas
de vibragOes naturais de placas cldssicas quando submetidas a carregamentos dindmicos
estacionarios. As freqiiéncias naturais das placas sfo obtidas através do calculo dos autovalores
por um processo iterativo. S8o também apresentados alguns conceitos basicos de dindmica para o

entendimento do desenvolvimento da formulacio.

7.2, Conceitos Basicos de Dinamica

7.2.1. Vibracoes Livres Nio Amortecidas

Considerando-se, inicialmente, um sistema sem amortecimento € com um grau de

liberdade, obtém-se a seguinte equacio de movimento para este sistema:
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modiAkou=0 (7.1}
sendo;
m a massa do sistema;
k a rigidez do sistema;
ii a aceleracfio do sistema relacionado ao grau de liberdade;
u o deslocamento do sistemna relacionado ac grau de liberdade.

A equagdo (7.1) possui condigbes iniciais nfo simultaneamente triviais ﬂ(ﬁ)zuﬁ e

u{0)=u, podendo ser reescrita como sendo:

it u=0 (7.2)

sendo o definido por:
@ = 4 — (7.3)

A solugdo geral da equagéo (7.2) é harmdnica e pode ser escrita na seguinte forma:
ul(t)= p-cos(w-1 - ) (7.4)
sendo:

£ a amplitude do deslocamento definida por:

e \f! (%f +{u, ¥ (7.5)

T
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¢ o dngulo de fase, definido por:

7, )

}3 0<gsr (7.6)

¢ = arcig(

L@

A resposta u{f} pode ser representada graficamente, como mostrado na Figura 7.1,

-

Figura 7.1 — Resposta oscilatdria da vibragfio livre nfio amortecida

7.2.2. Vibracodes Livres Amortecidas
No caso de vibracdes livres amortecidas, com um grau de liberdade, a equacdo de
movimento pode ser dada por:
mi+cu+ku=0 (7.7)
ou dividindo a equacfo inteira por m, obtém-se:

i+2-&wntot u=0 (7.8)

sendo & ataxa de amortecimento definida por:
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;f-f: 4 {(7.%)
Z-me@

Dependendo do valor da taxa de amortecimento, pode-se ter trés tipos de casos para a

resposta u{t):

a) Caso sub-critico (0 < £ < 1): Para este caso, o valor de u(t) ¢ expresso da seguinte

forma:
wlt)=e"" p-coslw, -1~ ¢) (7.10)
sendo:
pdefinido por:
L E 2
o= (u9}2+(m (7.11)
@p

¢ o Angulo de fase definido por:

¢=aM%”£—~¥_4—J=0S¢Sn (7.12)

@, =w1-E7 (7.13)

Quando a taxa de amortecimento é muito menor do que um, a freqiiéncia amortecida, oy,

¢ adotada igual 4 propria freqiiéncia natural nfo amortecida, ©.

104
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A resposta u{t) pode ser representada graficamente, para o caso de amortecimentio sub-

critice, como mostrado na Figura 7.2,

4 u(t)

¥

Figura 7.2 — Resposta oscilatdria da vibraco livre amortecida para o caso sub-critico

b) Caso critico (& = 1): Para este caso, o valor de u(t) é expresso da seguinte forma:
ult)= e Jug + ity + @00 1y)-1] (7.14)

Na Figura 7.3 é apresentada esta resposta que decai sem oscilagOes.

& H(t)

] U,

.

Figura 7.3 — Resposta oscilatdria da vibragdo livre amortecida para o caso critico
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¢) Caso super-critico (& > 1) Para esie caso, o valor de u{t) ¢ expresso da seguinte

forma:
5(3} gt ji% . Cgsh{é} Y (WJ . se'nh(a} . i)} (7.15)
@

sendo a fregliéncia @ definida por:

=B 1 (7.16)

Hsta resposta decai sem oscilagBio de forma similar ao caso critico apresentado na

Figura 7.3.

7.2.3. Vibrag¢oes Forcadas Harmonicas
No caso de um carregamento dindmico harmdnico (p(t)=pesenwt), obtém-se a seguinte

equaco para o caso de movimento amortecido:
metite u+rk-u=p,-sen{@-1) (7.17)

A solucfo geral da equacdo (7.17) pode ser obtida a partir da soma da solugfo homogénea

(problema de vibragBes livres amortecidas), com uma solugdo particular, ou seja:
ult)= et p. cos{w,, -1— @)+ p »sen(&)‘-t - q?) (7.18)
sendo

pe ¢obtidos a partir das condigdes iniciais u, ¢ f,;
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7 e ¢ dados pelas seguintes equagbes:

p=D-u {(7.19)
¢ <7 (7.20)

D o coeficiente de amplificagio dindmica, dado por:

1

gz\/ﬁnﬁz)%(zz-ﬁf

(7.21)

u, o deslocamento que ocoiteria se o carregamento de intensidade p, fosse aplicado

estaticamente, ou seja:

u, =L0 (7.22)

S a relaciio entre a freqiiéncia do carregamento ¢ a freqiiéneia natural do sistema ndo-

amortecido, isto é:

f= (723

SRS

A solugdio da equagfio homogénea decai rapidamente nos primeiros ciclos, para o caso dos
sistemas amortecidos, restando apenas a solugdo particular, quando o sistema entra em regime.

Logo, a resposta dindmica permanente caracteriza-se por uma vibragdo harmoénica de freqiiéncia

igual & do carregamento, porém defasada de um dngulo ¢ .
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7.2.4. Carregamentos Impulsivos

(Quando se t€m carregamentos em que a duragho de sua aplicagfo € curta com relagfio ao
pericdo de vibragio, estes sZo denominados impulsivos. Este tipo de carregamento pode ser

observado na Figura 7.4.

Ap(1)

Figura 7.4 — Carregamento [mpulsivo

Para a analise deste tipo de carregamento, faz-se a sua divisdio em duas fases diferentes:

a) Fase 1 {0 <t < t;): Nesta fase, trata-se o problema como se fosse uma vibragéo
forgada;
b) Fase 2 (t = t1): Nesta fase, trata-se o problema como se fosse o problema de

vibraglo livre, sendo as condi¢les iniciais o deslocamento e a velocidade

atingida em t;, quando cessa o carregamento.
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7.3, Vibracfio Livre Aplicada as Placas

7.3.1. Equacio Integral para a Vibracfie Livre em Placas

A equagdo diferencial que governa o problema de vibragdes livres de uma placa elastica,
homogénea e isotrdpica € mostrada a seguir:
a*U,

DV, +p, b e =0 (7.24)

sendo:
p. a densidade do material.

A deduglo da equacio (7.24) através do método da energia pode ser observada no

Apéndice A.

A equagdo de movimento apresentada admite uma solugdo que ¢ harmdnica no tempo,

igual a:
U3(x1,x2,t): u, (x},xz)-cos(m-t) {7.25)
Substituindo a equagfo (7.25) em (7.24) e realizando as derivadas, obtém-se:
Vi, — A uy =0 (7.26)
sendo A" o modo de vibracdo definido por:

s @ -p,h

r 7.27
; 5 (7.27)

1 e



1k Estudo de Placas sob Cargas Dindmicas Estacionarias e com o Efeito da Nio Linearidade Geométrica sob Cargas Estaticas Usando o
Método dos Elementos de Contorne

Para a analise da eguacio (7.26), o termo que contém a freqgiiéneia natural, o, pode ser
apresentado na forma de uma integral de dominio, que escrita de uma forma mais conveniente, €

mostrada a seguir:
-{Q U3 -u; i »fw/?,f . jﬁus ’u; A =0 (7.28)

Utilizando a defini¢lio obtida no Capitulo 4 para a primeira integral da equagdo (7.28),

pode-se escrevé-la da seguinte forma:

) ule)+ j[v (6. s () M e .fggw}-mw
PE R s )= [ 10,00 S )| e 029

+§Rm(xc)-u;,(cs,xc)+4i- [ s ()&, x)- dx)

Escrevendo na forma matricial, obtém-se:

HU=G-T+4,-Du, (7.30)

sendo:
H a matriz obtida através das solug¢des fundamentais V,,* e M;;

*

. . . . * au
G a matriz obtida através das solugfes fundamentais uz ¢ p i,
~ n

D a matriz dos coeficientes da integragfio de dominio;

Uy

U o vetor contendo os deslocamentos fransversais {(23) e rotacdes normais { ¥ ne contorno;
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T o vetor contendo a cortante equivalente {Vy) ¢ 0 momento fletor normal {M,) no contorno;

u, o vetor contendo os deslocamentos u;.

Reagrupando-se as matrizes H e G de forma que se tenha apenas valores relativos as

incognitas no contorno, a equagdo (7.30) torna-se:

Appx= 2y - Dopd =0 (7.31)

sendo:

Ay a matriz que representa a integrac@o proveniente do contorno, € com seus elementos

invariaveis em relacfio a carga critica;

D, amatriz cujos elementos sdo dependentes dos deslocamentos no dominio da placa;

X 0 vetor contendo os deslocamentos e esforcos no contorno;
‘il o vetor contendo os deslocamentos transversais no dominio da placa.
Para os nos internos ao dominio, a equacfo integral ¢ definida como sendo igual a:
. . Ou
usl§)+ [V o) ()= ML ) —2(3) - aro)+

SR wale)= [ | e, 2o ) ) )

A.’C
+ ZRck (xc). 1{3 ek (é:? xc )+ ;{i : jQ H3 {X) ' MB (5' JC)‘ C!Q(X)
k=t
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Ma forma de matriz, a expressgo (7.32) ¢ reescrita como:

d=-Ayx+1 Dy, d (7.33)
Desta forma, determina-se o seguinte sistema de equagfes:

AF?‘)EM;\“i'DQF'dZG (a)

(7.34)

d:“AFQ’}E+?\‘i'DQﬁ'(é (b)

N

7.3.2. Problema de Autovalor Aplicado a Vibrac¢io Livre em Placas

O sistema de equacgdes dado em (7.34) representa, da mesma forma que para o problema
de ndo linearidade geométrica, um problema classico de autovalores. Para o seu calculo ¢

utilizado neste trabalho um processo iterativo. Para isto, o vetor das translagdes no dominio {(d)
P & - 1
assume um valor inicial d° e determina-se o x° dos deslocamentos e esforgos no contorno

(7.34a). Com o vetor x' e d" determina-se um novo vetor d' na equacio (7.34b). Assim, o

processo iterativo é:

3 s (7.35)

Na k-ésima iteragdo o valor da carga critica dada pelo fator de ampliagéio A.* e o modo de

R - k - . . . . ’
vibragdo dado pelo vetor d° s#o determinados. O processo iterativo € concluido quando a

diferenca relativa entre duas aproximaces sucessivas do autovalor for menor que a precisfo

desejada. Para o célculo do autovalor € utilizado o quociente de Rayleigh, ou seja:

12
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= (7.36)

A freqiiéncia natural € caleulada extraindo-se a raiz quadrada do valor obiido na expressio

(7.36), ou sgja:

5

4
o= ML___D; (7.37)
"\/ p.-h

7.4. Introducio de Vibragdes Harmodnicas Forcadas em Placas sem o Efeito do

Amortecimento

Aqui, serdo estudadas placas submetidas a um carregamento harmoénico sem a
consideraco do efeito do amortecimento. Pretende-se determinar os deslocamentos e esforgos
maximos de placas submetidas a estes carregamentos, sem a preocupacio de fazer uma analise no
dominio do tempo ou da freqliéncia. Como estas estruturas sdo bidimensionais, torna-se
trabalhoso escrever suas equacOes mesmo para casos particulares e obter relagbes semelhantes

aquelas apresentadas para a situagfo com um grau de liberdade apresentadas no item 7.1.

Quando se tem um carregamento harmdnico aplicado em uma placa, a sua equagido

diferencial torna-se:

U,

atZ

D-V*U; +p, -h- =A-sen{m-1) (7.38)

A equacdo de movimento apresentada admite uma solugfio que ¢ harmonica no tempo,

igual a:
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Us(xuxzst): u3(x},x2}asen("@?-i}

{(7.39)
Substituindo a equacdo {7.39) em {7.38) e realizando as derivadas, obtém-se:
4 o} De h & e
Vi, — e, = A -sen{@-t) (7.40)

Comeo se pretende analisar os deslocamentos maximos obtidos devido ao carregamento
harménico, a parcela A -sen{@-t) serd méxima quando o seno for igual 2 um, logo, adotando-se

o seno igual 8 um e realizando-se os mesmos processos matematicos do Hem 7.3, obtém-se a
seguinte equacio matricial para o problema:

B2 -0 -h -
A;r-)fmw@——%‘i——-f{) cd=A (741)

Para os pontos internos, da mesma forma que obtido anteriormente, tém-se:

e 2

d:—Am-{gﬁi—'g&ﬁ-Dm-ng

(7.42)
Desta forma, pode-se escrever o seguinte sistema de equacdes:
Arr.a{_f?;gﬁ.ﬁ.pm.?mj}f (a)
B B (7.43)
o TF . . h

d =«-Am-;5~e~i°-g;m-}3md+”§ (b)

Através de um processo iterativo, como o utilizado para a obtencfo das vibragdes livres,

obtém-se os deslocamentos e esforgos no contorno da placa bem como os deslocamentos nos
pontos internos da mesma.



8. EXEMPLOS

8.1. Exemplos de placas Quadradas com Variacio do Multiplicador do

Argumento da Func¢iio Logaritmo Neperiano

Como foi visto no Capitulo 3, na solugdo fundamental de placa existe uma constante livre
K originada das integragles sucessivas da equacfo de equilibrio da placa. Muitos autores
sugerem valores diferentes para o valor desta constante, dentre eles Danson, Bezine ¢ Weeén. O
objetivo deste estudo € observar a variacdo dos resultados dos esforcos e deslocamentos das

placas para os varios valores desta constante.

Para a realizagdo destes exemplos, a constante K ¢ trabalhada de forma que passe a
multiplicar o argumento da funcdo logarifmo neperiano, obtendo desta forma as seguintes

equacles para as solugdes fundamentais:

Uy = - In{FA-r) (8.1)

.
Ot ¥

= -{zn{m ) % .cos B (8.2)
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,M;=-~——1—-((§+v}-§n(@%»?}+(§—-v}-coszﬁ%«{l%«}v)i_} (8.3)
dem | 2]
M, = U=7) on A (8.4)
8
T - P (1“*“1«')‘
v =t R-(i-v)-sen? g 3+V}+M4-?Z‘-R cos23 (8.5)

Para os exemplos a seguir sfo utilizadas placas quadradas com as seguintes caracteristicas

geométricas e fisicas:

Li=L;=2m

E=2,05% 10" N/m®
h=6x10"m

q = - 4x10° N/'m*

16 pontos de Gauss

40 elementos no contorno

S#o testados quatro valores para a constante FA: e, e, mh, ¢ 1. Estes valores
correspondem aos valores sugeridos por Danson, Bezine, Weeén e a consideragdo do fator
multiplicador igual a um. Deve-se lembrar que o valor de Weeén € usado na soluglio fundamental
para placas de Reissner. Sabe-se que a solugfio para placas de Reissner contém a solugdo cléssica
de placas, chamada de porcdo irrotacional do campo e a corre¢o da cortante chamada de porgéo

solenoidal do campo.
Para cada uma destas constantes séo calculadas as seguintes placas:
a) Placa apoiada nos quatro lados (v=0);

b) Placa com um lado engastado e os outros lados apoiados (v=0),
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¢y Placa com dois lados opostos engastados e os outros lados apoiados (v=0};

d) Placa com dois lados consecutivos engastados e os outros lados apoiados {(v=0},

e) Placa engastada nos quatro lados {(v=0);

f) Placa com um lado livre e os outros lados apoiados (v=0,15),

g} Placa com um lado livre, seu lado oposto engastado e os outros lados apoiados

(v=0,15),

h) Placa com um lado livre, seu lado oposto apoiado e os outros lados engastados

{(v=0,15);

i) Placa com um [ado livre e os outros lados engastados {(v=0,15);

j) Placa com dois lados opostos livres e os outros lados engastados (v=0,3);

k) Placa com um lado apoiado e os outros lados engastados (v=0,3);

i) Placa com um lado engastado e os outros lados livres (v=0);

m) Placa com um lado engastado e os outros lados livres (v=0,3);

n) Placa com dois lados consecutivos engastados e os outros lados livres (v=0).

Para todos os exemplos que no possuem lados livres, as diferencas obtidas séo inferiores
a 1% para qualquer ponto no contorno. Quando existem lados livres, estas diferengas sfo
inferiores a 10% para os nods proximos a extremidade da placa, decrescendo este valor para

diferencas inferiores a 1% para pontos proximos ao centro dos lados da placa. A seguir, ¢
¢

apresentado o exemplo da placa com um lado engastade e os demais lados livres para os dois
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casos de coeficientes de Poisson. E apresentada a distribuicfio da forga cortante € do momento

fletor no engaste bem como as deflex8es no lado livre paralelo a borda engastada.

#.1.1. Placa Quadrada ELLL (v=0)

Cortante no Engaste Placa ELLL (Poisson=00)

1,000E+03 -
9,500E+02 4
9.000E+02
85006402 -
8,000E+02 -

7,500E+02 -
7,000E+02 -
6,500E402 -

8,000E+02 - — i M
o 0.5 1 1,5 2

Cortante (N)

Figura 8.1 — Grafico da cortante no engaste da placa ELLL com coeficiente de Poisson igual a zero
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Momentc Normal no Engaste Placa ELLL (Poisson=0,0)
0,000E+00
0 0.5 1 1,5 2

-2,000E+02 -
£
€ _4,000E+02 |
‘fg? M2 |

| ih |

S 000E+02 \ 4T Pl
g : f
§ -8,0008+02 -
2
=

~1,000E+03 -

-1,200E+03 -

Figura 8.2 — Grafice do momento fletor normal ao engaste da placa ELLL com coeficiente de Poisson igual a zero

Deslocamento Borda Livre Paralela ao Lado Engastado
{Poisson=0,0)

-2,168E-04
-2,170E-04 ¢

-2,172E-04 -

-2, 174E-04 e S I P .. »--om _7e’\‘]l2

2176E-04 - .7 Pl
ﬂ" N it e

-2,178E-04 4~ 1

-2,180E-04 -

Deslocamento Transversal (m)

-2,182E-04 -

-2,184E-04 -

Figura 8.3 — Grafico do deslocamento na borda livre da placa ELLL com coeficiente de Poisson igual a zero
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8.1.2. Placa Quadrada ELLL (v=0,3)

4,000E+03
3,000E+03 -
2,000E+03 -
1,000E+03 -
0,000E+00
-1,0005+03 0 |
-2,000E+03 - |
-3,000E+03 - |
-4,000E+03 f
-5, 000E+03 ¢
-6,000E+03 -

Cortante (N}

Figura 8.4 - Gréafico da cortante no engaste da placa ELLL com coeficiente de Poisson igual a 0,3.

Momento Normal no Engaste Placa ELLL (Poisson=0,3)

0,000E+00 - 4
-1,000E+02 05 1
-2,000E+02

-3,000E+02 |
-4.000E+02 - |
-5,000E+02 -
-6,000E+02 -
-7,000E+02 -
-8,000E+02 -
-9,000E+02 -
-1,000E+03 -

Momento Normal (N.m)

Figura 8.5 — Grafico do momento fletor normal ao engaste da placa ELLL com coeficiente de Poisson igual 2 0,3
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(Poisson=0,3}

-2,025E-04
-2, 030E-04 .
-2,035E-04 A '
-2,040E-04 -

-2,045E-04 -
-2,050E-04 -
-2,055E-04 -

-2,060E-04 -
-2 065E-04 -

Deslocamento Transversal (m)

Figura 8.6 — Grafico do deslocamento na borda livre da placa ELLL com coeficiente de Poisson igual a 0,3
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8.2. Exemplos de Placas Quadradas com Carregamento Uniforme

Para os exemplos a seguir so utilizadas as simbologias apresentadas na Figura 8.1 € os

seguintes dados:
B =205x 10" N/m?
h=06x10"m
g=-4x10° N/'m’
K=0,5

16 pontos de Gauss
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Ll d L L2 L8 iBOrda Engastada (E} |

1 Borda Apoiada {A) E

i Borda Livre {1} i

Figura 8.7 — Simbologia adotada para as bordas da placa

Neste item, todos os resultados obtidos sfo comparados com as tabelas organizadas por
BARES [87]. cujos resultados, em sua grande maioria, sfo obtidos pelo método das diferengas
finitas. Para todos os exemplos deste item sfo analisados quatro tipos de discretizagdio do

contorno:

- Placas quadradas: estas placas sfo discretizadas com 16, 32, 40 e 64 clementos no

contorno de mesmo comprimento;

- Placas retangulares: estas placas sdo discretizadas com 24, 48, 60 e 96 elementos no

contorno de mesmo comprimento,
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8.2.1. Placa Simplesmente Apoiada nos Quatro Lados (AAAA)

/—q

&
%5 ' v=03,0
s} L, 14=2,0m
L2=2;Gm
X1 \74

Figura 8.8 — Placa quadrada AAAA com carregamento uniforme

Elementos | :' .' | ”'tlzs.(.i)_(gf(}'ém): | :_..: Ml.m}(xl.(}N.m/m'} Mooy (x10 Nom/my)
6 7,093 +5,916 +5,916
32 - -7,056 +5,899 +5,899
40 7,053 +5,897 +5.897
64 | -7,048 +5,895 +5,895
BARES [57] 7,039 +5,888 +5,888

Tabela 8.1 — Deslocamentos e esfor¢os de uma placa quadrada AAAA com carregamento uniforme

Neste exemplo, € analisada uma placa quadrada simplesmente apoiada no contorno com
carregamento uniforme (Figura 8.8). Na Tabela 8.1 sdo apresentados o deslocamento transversal
(us4,) € os momentos fletores (M5 € My) para o ponte 1. Os valores obtidos com o MEC,
quando comparados com BARES [57] apresentam diferenca inferior a 0,8% para o deslocamento
transversal (Wsg,) ¢ inferior a 0,5% para os momentos fletores (M, ¢ Myy;), para a menor
discretizagdo adotada (16 elementos no contorno). Para uma matha com 32 elementos no
contorno, estas diferencas sfo iguais a 0,2% para Wy, Muy, € My, Tais resultados ndo se

modificam consideravelmente para malhas mais refinadas,
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8.2.2. Placa Engastada em Um Lado e Apoiada nos Outros Lados (AAAE)

w]
I~

X2

-~
-~
-
7
s AV
42 el
Py
Vs
7
7

X]

f —
v=0,0
In LEEZ,Gm
Lg=2,0m
7,4

Figura 8.9 — Placa quadrada AAAE com carregamento uniforme

Neste exemplo (Figura 8.9), obtiveram-se resultados para o deslocamento transversal

(113} @ para os momentos fletores (M), My, € M,p), como mostrado na Tabela 8.2.

| Eienéentos_ s (ﬂ@%) . :rj{/;;m(x;lio;m-.nﬁm)'::ng)(é;iiéﬁ;mkm)f :M-;;@-(gmmwm):
16 -4,847 +5,109 +3,896 41,397
2o 4,834 +5,103 +3,893 41,354
40 | 4,833 +5,102 +3,892 1,351
64 | 4,832 +5,101 +3,892 21,345
" BARES [57] -4,.827 +5,088 +3,888 1,344

Tabela 8.2 — Deslocamentos e esforcos de uma placa quadrada AAAE com earregamento uniforme

As diferencas obtidas para os resultados do ponto 1 sdo similares as do exemplo anterior,
apresentando valores pequenos tanto para U, como para Mg, € Mg, Analisando o momento
fletor normal no ponto 2, a diferenga obtida, quando comparada com BARES {87} com o MEC ¢
de 3.9% para 16 elementos, 0,8% para 32 elementos e nfio se modificando para malhas mais

refinadas,

134
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8.2.3. Placa Engastada em Dois Lados Paralelos e Apoiada nos Outros Lados

(AEAE)

\l

] AN
% 2 4 v=0,0
: 7 # L,=2,0
; 2 e} 2 & Ln HERF AL 1]
2 2 L2=2,0m
,/; & 75.

L

I

7

b

Figura 8.10 — Placa quadrada AEAFE com carregamento uniforme

Neste exemplo (Figura 8.10), obtiveram-se resultados para o deslocamento transversal
{Wsq)) € para os momentos fletores (M), My € M.g), para uma placa quadrada, como

mostrado na Tabela 8.3. As diferencas obtidas para este exemplo s3c similares as do

exemplo 8.1.2.
Blementos | sy, (x10°m) | Miyo(X 10 N.ow/m) | M (x10 Nom/m) | Mo, (1 0°N.m/im)
6 -3,324 +4,557 +2,531 -1,164
32 -3,325 +4,558 +2,534 1,127
40 -3,325 +4,559 +2,534 -1,124
64 -3,325 +4,559 +2,534 -1,120
BARES [57] -3,324 +4,560 +2,528 1,118

Tabela 8.3 — DPeslocamentos ¢ esforcos de uma placa quadrada AEAE com carregamento uniforme
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8.2.4. Placa Apoiada em Dois Lados Consecutivos e Engastada nos Outros

Lados (AAEE)

q
ASANNNN /— e
4773
g v={,0
X ry s
: y s L, L;=2,0m
2 zmz,()m
Xy ; 74
TR
4 A
] |
[ Ll
Figura 8.11 — Placa quadrada AAEE com carregamento uniforme
Blementos |ty (X10°m) | Myyo(x10 Num/m) | Masg <10 Nostn) | My (x10°N.m/m)
6 3,655 +3,748 +3,748 1,149
32 23,650 +3,746 +3,746 -1,097
40 3,649 +3,746 +3,746 -1,093
64 3,649 +3,746 +3,746 -1,087
BARES [57] 23,642 +3,744 +3,744 -1,083

Tzbela 8.4 — Deslocamentos ¢ esforgos de wma placa guadrada AAEE com carregamento uniforme

Neste exemplo (Figura 8.11), obtiveram-se resultados para ¢ deslocamento transversal
(usq)) € para os momentos fletores (Miyy. Mug € M,y), como mostrado na Tabela 8.4. As

diferencas obtidas para este exemplo sfo similares as do exemplo 8.1.2.
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8.2.5. Placa Engastada nos Quatro Lados (EEEE)

s
=
3y
AN

4 2 R N
. ,//, N v=00
y N L=2,0m
K1 A g [N
CTIIIIIITTITI A
janznw
2 N
B :
I L
Figura 8.12 — Placa quadrada EEEE com carregamento uniforme
Elementos. Usgij (’:(10:'6“.*_}. E;M-“(_l)_(xi(_}.N.m/ m), .'Mzz.(i).(?i LON.m/m) | My (x10 N.m/m)
6 -2,196 +2,820 +2,820 -8,891
32 2,195 2,819 2,819 8,341
40 -2,195 +2.819 +2,819 -8,299
64 -2,165 +2.819 +2,819 -8,246
BARES [57] -2,211 +2,816 +2,816 -8,240

TFabela 8.5 — Deslocamentes e esforcos de uma placa quadrada EEEE com earregamento uniforme

Neste exemplo (Figura 8.12), obtiveram-se resultados para o deslocamento transversal
(myyy) © para os momentos fletores My, My, € M.g). como mostrade na Tabela 8.5. As

diferencas obtidas para este exemplo sfio similares 4s do exemplo 8.1.2.
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8.2.6. Placa com Um Lado Livre e com os Outros Lados Apoiados (AAAL)

/'— g
T
%3 L v=0,15
172 * . i L1=2,0m
. LQEZ,Om
X |
Figura 8.13 — Placa quadrada AAAL com carregamento uniforme
Elementos Uy (X107 m). Uz (x107m) My (x 10 N:m/m) f;Mzzm;(x_l O°N.m/m)
16 1332 -1,963 +4,599 +1,227
32 | -1,331 -2,144 +4,776 +1,230
40 -1,329 -2,033 +4,804 +1,229
64 -1,326 -2,015 +4,840 +1,227
 BARES {57] 41,320 1,991 +4,880 +1,222

Tabela 8.6 — Deslocamentos ¢ esforgos de auma placa quadrada AAAL com carregamento uniforme

Neste exemplo (Figura 8.13), obtiveram-se resultados para os deslocamentos transversais

(W30 © Us) € para 0s momentos fletores (M, © Magy), como mostrado na Tabela 8.6.

A introdugdo de uma borda livre na placa e do coeficiente de Poisson (v) diferente de zero

ndo altera a ordem das diferencas em relacio a BARES [57], obtidas nos exemplos anteriores. A

seguir sdo apresentados mais alguns exemplos de placas com condigbes de contorno diferentes,

nos guais mantém-se a ordem das diferencas obtidas para os momentos fletores e deslocamentos

transversais analisados.

LAY
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8.2.7. Placa com Um Lado Livre, seu Lado Paralelo Engastado e os Qutros
Lados Apoiades (ALAFE)
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Figura 8.14 — Placa quadrada ALAE com carregamento uniforme

Neste exemplo (Figura 8.14), obtiveram-se resultados para os deslocamentos transversais

{3, € Usy) € para os momentos fletores (M), Mazgy € Mag,), como mostrado na Tabela 8.7.

1. Elementos sy : taz) | Mﬂ(i)_ Mzz(_u. E Mn(}) :

I ' _(xiii)'ﬁm}_ (xi(_)f?‘m) - (x10 Num/m). | (xl_f);_N.rn;_’m) (XIO"'Nm/m)
o 15 9,470 -1,867 +3,357 +8,611 -1,966
2 | e 11,767 3,522 +8,611 -1,904
a0 a0 1,751 +3,548 18,622 -1,898
64 ] 9429 -1,730 +3,582 +8,607 -1,889
BARES[57] | 9,395 -1,700 +3,536 +8,576 1,891

Tabela 8.7 — Deslocamentos e esforgos de uma placa quadrada ALAE com carregamento uniforme

RN
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8.2.8. Placa com Um lLade Livre, seu Lado Paralelo

Lados Engastados (ELEA)

Apoiade e os Outros
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Figura 8.15 — Placa quadrada ELEA com carregamento uniforme

Neste exemplo (Figura 8.15), obtiveram-se resultados para os deslocamentos transversais

(18301 © W3p,) © para os momentos fletores (M), Mayy € Mo}, como mostrado na Tabela 8.8.

Elementos Usay Hs Mi Mz Mo
{x10°m) 1 (x10°m) | (x10 N.m/m) (X }.0 N.m/m) | (x10°N.m/m})

16 -3,820 -5,078 +2,005 +5,770 -1,197

32 -3,823 -4,863 +2,018 +5,777 -1,212

40 -3,822 -4,832 +2,020 +5,778 -1,229

64 -3,822 -4,789 +2,024 +5,779 -1,220

BARES [57] -3,845 -4,697 +2,016 +5,792 -1,239

Tabela 8.8 — Deslocamentos e esforcos de uma plaea guadrada ELEA com earregamento uniforme
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8.2.9. Placa com Um Lado Livre e os Outros Lados Engastades (EEEL)
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Figura 8.16 — Placa quadrada EEEL com carregamento uniforme

Neste exemplo (Figura 8.16), obtiveram-se resultados para os deslocamentos transversais

(Us © Hyy) € para os momentos fletores (Mg, Mung, M,s © Myy), como mostrado na

Tabela 8.9.

Eﬁemeh'tcjs. | - .ua“_} ;  CONN Ml.;(,}."-. | :. Mzm} | Mn<3) |  : : .Mn.m .
R - (10°m) | (x10°m). | (x1ON.m/m) | (xHON.m/m) | (x10N.m/m) | (x1OPN.m/m)

_1.6-.: -3,217 -5,026 +2,031 +4,8473 -9,868 -1,047

32 -3,217 -4.810 +2,043 +4,846 -9,194 -1,052

40 -3,217 -4,780 +2,045 +4.846 -9,140 -1,068

64_ _ -3,216 ~4,738 +2,049 +4,847 -9,081 -1,059

BARES {57] -3,266 -4,683 +2,000 +4,608 -8,944 -1,062

Tabela 8.9 — Deslocamentos ¢ esforgos de nma placa quadrada EEEL com carregamento uniforme
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8.2.10. Placa com Dois Lados Paralelos Livres e os Outros Lados Engastados

(ELEL)

X2

Xy

™ L.

v=0,30
L=2,0m
L7=2,0m

Figura 8.17 - Placa quadrada ELEL com carregamento uniforme

Neste exemplo (Figura 8.17), obtiveram-se resultados para os deslocamentos transversais

(u3q) € Usp,) € para os momentos fletores (Mg, Mayg & M,g), como mostrado na Tabela 8.10.

Elementos s Gc10m) M (X tosm) (m&%@. _: (xrlg/;fﬁf;zfm) 1 O%fﬁl/m)'
6 | -4069 45,021 +6,515 +1,677 1,251
32 4,058 4,783 +6,508 +1,698 11,299
40 4,055 4,749 +6,506 +1,701 1,311
64 44,050 4,697 +6,502 +1,710 11,306
BARES[S7] | 4090 | +6,560 +1,760 -1,344

Tabela 8.10 — Deslocamentos ¢ esforgos de uma placa quadrada ELEL com carregamento uniforme

B Bel
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8.2.11. Placa com Um Lado Apeiado e os Outros Lados Engastados (EEEA)

2

A1

v=0,15
L H =3 J)m
L,=2.0m

Figura 8.18 ~ Placa quadrada EEEA com carregamento uniforme

Neste exemplo (Figura 8.18), obtiveram-se resultados para o deslocamento transversal

(W) € para os momentos fletores (M), Muyy, Mo € M), como mostrado na Tabela 8.11.

Elementos sy (<10°m) :'(.xzéﬂ }?(r[;/m) | (glgfrﬁ/m) | E(Ix.lf}%i;im) | (xi@%%)m)
16 2,663 13,230 +4,035 110,174 29,549
32 2,662 +3,231 +4,036 9,710 -8,949
40 2,662 +3,231 +4,036 9,675 -8,901
e 2,663 +3,231 +4,036 9,628 -8,801
BARES 5711 2,659 +3,232 +4,032 9,872 -8,736

Tabela 8.11 — Deslocamentos e esfor¢os de uma placa quadrada EEEA com carregamento uniforme
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8.2.12. Placa Retangular com Um dos Lados Maiores Livre, seu Lado Paralelo

Apoiado e os Outres Lados Engastados (ELEA)
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Figura 8.19 - Placa retangular ELEA com carregamento uniforme

Neste exemplo (Figura 8.19), obtiveram-se resultados para os deslocamentos transversais
(131, € Uy ) © para os momentos fletores (M), Mg, © M), como mostrado na Tabela 8.12. As
diferencas obtidas para este exemplo sfio similares as obtidas para os exemplos de placas

quadradas.
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Eiéﬁénﬁés u (XW"S@' - (Xi{:}é_@: j'{xigﬁ i@%m) | (Xl(?z%imm} QI (xi.@%i;/m}
24 -3,996 -6,782 +8,171 +1,477 -3,229
48 1 3988 6,683 +8,251 +1,479 3,437
60 -3,985 -6,664 +8,272 +1,478 -3,533
96 -3,980 -6,664 +8,308 +1,477 -3,489
}BARES 157] -3,986 -6,589 +8,320 +1,483 -3,565

Tabela B.12 — Deslocamentos e esforeoes de uma placs retangular ELEA com carregaments uniforme
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8.3. Exemplos de Placas com a Utilizacfio de Células

g

8.3.1. Placa Quadrada AAAA com Carregamento Hidrostatico
L=2,0m

/_

Ll >, ;

289 %y .
g Ly=2,0m

A Divisfio da Placa

o
I~ &
tad
e
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=03

8 R em Célulag
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Figura 8.20 - Placa quadrada AAAA com carregamento hidrostatico

Para este exemplo, utilizam-se 40 elementos de contorno e a placa ¢ dividida em duas
células triangulares como apresentado na Figura 8.20. Nas Figuras 8.21 a 8.23, sdo apresentados
os graficos, respectivamente, das variacdes do deslocamento transversal (u;) e dos momentos

fletores (M, ¢ My,) ao longo do eixo de simetria x;.

E
B
x .
£ A MEC
£ . ® TIMOSHENKO
£ = Polinomio (TIMOSHENKO) |
g
2
224
@
=

0 05 1 15 2

% {m)

Figura 8.21 — Grafico do deslocamento transversal t; ac longo do #ix0 x; para a placa da Figura 8.20
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& MEC
- ® TIMOSHENKO
|—— Polinamio (TIMOSHENKD) |

Mormento Fletor M, (N.mim)

0 0.5 1 15 2
%y {m)}

A MEC
@ TIMOSHENKO .
—— Polindmio (TIMOSHENKO)

Momento Fletor M, (N.nfm)}

0 0.6 1 1.8 2

%, {m}

Figura 8.23 — Grifico do momento fletor My, ao tongo do eixo x, para a placa da Figura 8.20

Nestes graficos estio comparados os valores obtidos pele MEC e a solugdo de
TIMOSHENKO [58]. Estes resultados ndo se modificam para malhas mais refinadas no
contorno. Através dos pontos obtidos pela solugio de TIMOSHENKO [58], tragou-se uma curva
polinomial. Deve-se observar que a discretizagdo do dominio adotada ¢ bem simples (somente
duas células), mas mesmo assim os resultados obtidos séio bons quando comparados com as
curvas tragadas. E utilizado um programa que através de um polindmioc de quinto gray e dos
valores fornecidos pela solucio de TIMOSHENKO [58], tracaram-se as curvas apresentadas nos

gréficos.
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8.3.2. Placa Quadrada EEEE com Carregamento Hidrostatico
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Figura 8.24 — Placa quadrada EEEE com carregamento hidrostatico

MEC ;-TIMOSHENKO{ssl_ Diferenca (%)
M, (x10 N.m/m) -4,150 4,112 +0,92
M,y (x10 Nom/m) -5,399 -5,344 +1,03
M, (x10 Num/m) 22,900 -2,864 +1,26
M, 1 (x10 Nom/m) +1,832 +1,840 -0,43
Mz, (x10 N.m/m) +1,832 +1,840 -0,43
Usgpy (x107m) -9,985 -9,943 +0,42

Tabela 8.13 ~ Deslocamentos e esforgos de uma placa quadrada EEEE com carregamento hidrostdtico

Neste exemplo, utiliza-se a mesma discretizagfo de dominio apresentada na Figura 8.29.
Na Tabela 8.13 sfo apresentados alguns valores de momentos fletores e deslocamentos
transversais da placa da Figura 8.24. Apesar da discretizacio de dominio ser pobre, s¢ com duas
células, os resultados obtidos, quando comparados com os valores da solugdico de

TIMOSHENKO [58], sdo bons.
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8.3.3. Placa Quadrada EAFEA com Carrvegamente Hidrostatico Paralelo aos

fLados Engastados
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Figura 8.25 — Placa quadrada EAEA com carregamento hidrostatico paralelo aos lados engastados

Novamente, utiliza-se a divisdo de células apresentada na Figura 8.20. Na Tabela 8.14
sdo apresentados valores de momentos fletores e deslocamentos transversais da placa da

Figura 8.25.

Para este exemplo, observa-se que os valores dos momentos fletores dos pontos internos
da placa (pontos 1 e 2), quando comparados com os valores da solugdo de TIMOSHENKO [58],
resultam em diferengas um pouco mais altas, Com uma discretizacdo de dominio maior, estes

resultados se aproximaram dos valores da solugfio de TIMOSHENKO [58].
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MEC TIMOSHENKO [53;;} Diferenca (%)
M, 0, (x10 N.im/m) +1,951 +2,080 6,20
My, (x10 N.m/m) 2,660 2,720 221
M, (10 Nom/m) +2,633 +2,720 3,20
Miysey (x 10 N.m/m) £2,502 +2,400 +4.25
M5 (x10 Nom/m) -1,678 -1,680 0,12
My, (10 N.m/m) 5,592 25,600 0,14
My, (x10 Nomv/m) 1,679 1,680 0,12
Mans, (x10 N.m/m) 5,598 45,600 0,14

Tabela 8.14 — Esforcos de wma placa quadrada EAEA com carregamento hidrostitico paralele aos lados

engastades
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8.3.4. Placa Quadrada AEAA com Carregamento Hidrostitico Perpendicular
ao Lado Engastado

- > -
\
N v=0,3
. o L, L1=2,0m
11742 KX La=2.0
L‘\""“q’"“h 2— £l m
Lo 343 '

Ly

Figura 8.26 — Placa quadrada AEAA com carregamento hidrostatico perpendicular ao lado engastado

MEC TIMOSHENKO [58] Diferenca (%)
sy (x10°m) | 2,027 -2,052 -1,21
M, (x10 Nom/m) +3,015 +3,040 0,82
Moz (X10 N.m/m) +2,523 +2,560 -1,45
M, (x10 Num/m) 7,733 -7,680 +0,65

Tabeia 8.15 - Peslocamentos e esforgos de uma placa quadrada AEAA com earregamente hidrostatico

perpendicular ac lado engastado

Utiliza-se a mesma divisdio de células apresentada na Figura 8.20. Na Tabela 8.15 sio
apresentados alguns valores de momentos fletores e deslocamentos transversais da placa da
Figura 8.26. Os valores dos momentos fletores e deslocamentos transversais, quando
comparados com a solugio de TIMOSHENKO [58], mostram-se bons, apresentando uma

diferenca inferior a 1,5% como mostrado na Tabela 8.15.
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8.3.5. Placa Quadrada AAFA com Carregamento Hidrostitico Paralelo ao
Lado Fngastado

g

Lo o
2 13 14 7
Aoid Lk L | v=0,3
3 L, L;EZ,Om
: a La=2.0m

A
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Figura 8.27 — Placa quadrada AAEA com carregamento hidrostatico paralelo 2o lado engastado

Utiliza-se a mesma divisdo de células apresentada na Figura 8.20. Na Tabela 8.16 sédo
apresentados alguns valores de momentos fletores e deslocamentos transversais da placa da

Figura 8.27. As diferengas obtidas para este exemplo sfo similares aos do exemplo 8.3.4.

MEC | PAIVA [41] I Diferéﬁga (%)
Uy, (x10°m) 2,198 2210 0,51
M1y (x 10 N.m/m) +3,134 +3,152 -0,57
Mz (x10 N.m/m) +2,711 +2,672 +1,42
Mz, (10 Nm/m) -3,963 -4,000 -0,93
Mazgsy (310 Num/m) 6,719 -6,720 -0,01
My (x10 N.m/m) 6,420 -6,400 +0,31

Tabela 8.16 — Deslocamentos e esforgos de uma placa quadrada AAEA com carregamento hidrostatico

paralelo ao lado engastado
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8.3.6. Placa Quadrada AAAA Parcialmente Carregada Hidrostaticamente,

AX2 V. )

Latd %2 u={,15

-
|
5 - L, | Li=2.0m
.Jed E 2 ey
NELSOE & é ‘ 1,=2,0m D
_k

Tivislo da Placa
w em Células
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|

Figura 8.28 - Placa quadrada AAAA parcialmente carregada hidrostaticamente

MEC ' BARES [.57] Diferenca (%)
My (N.m/m) +6,24 +6,24 0,00
Moy (N.m/m) +1,35 +1,76 -23,30
M1 (N.m/m) +9,33
Mz (N.m/m) +5,08 —— —
M, (x10 Nom/m) +1,215 +1,168 +4,02
Mays (Nom/m) +10,01 +9,44 +6,04
M, (x10 Nom/m) +1,408 +1,344 +4,76
My (x10 Nom/m) +1,720 +1,648 +4,37
M5 (x10 N.m/m) +1,358 +1,280 +6,09
M5 (x10 Nom/m) +2,234 +2,160 +3,43

Tabela 8.17 — Esforcos de uma placa quadrada AAAA parcialmente carvegada hidrostaticamente

Para este exemplo, sdo utilizados 40 elementos de contorno e a placa € dividida em duas

células como apresentada na Figura 8.28. Os resultados sdo mostrados na Tabela 8.17.

i44
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8.3.7. Placa Triangular Equilatera AAA com Carregamento Uniformemente

v=0,3

Li | L=1.0m

SERREN

.
®

INRERNED!

|
A

l
i 4
o
A

2-1L,/3

Figura 8.29 - Placa triangular equildtera AAA com carregamento uniforme

Para este exemplo utilizam-se 40 elementos no contorno. Nas Figuras 8.30 a 8.32, estdo
apresentados os gréficos, respectivamente, das variagSes do deslocamento transversal (u;) e dos
momentos fletores (M, e My,) ao longo do eixo de simetria x,. Estio representados nestes
graficos os wvalores obtidos pelo MEC e os wvalores obtidos com a solugio de
TIMOSHENKO [58]. Através dos pontos obtidos pela solugio de TIMOSHENKG [58], traca-

se uma curva polinomial.

12

@ MEC
A TIMOSHENKO ;
—— Polindmio (TIMOSHENKO)

Deslocamento uz (x10m)

0 0,2 0.4 0,6 0.8 1

Kalm)

Figura 8,36 — Grafico do deslocamento transversal 1, 20 Jongoe do eixo x; para a placa da Figura 8.29
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i2 .

@ MEC
| & TMOSHENKO
— Polinémio {TIMOSHENKO)|

Momento Eletor M 4{N.mim}

¢ 0,2 0,4 0.6 0.8 1

Halm}

Figura 8.31 — Grafico do momento fetor My, ao longo do eixo x; para a placa da Figura 8.29

| @ MEC
4 TIMOSHENKO g
—— Palindmio {TIMOSHENKO)

Momento Fletor M 22 (N.mimn)

xz{m)}

Figura 8.32 ~ Grafico do momento fletor My, ao longo do eixo x, para a placa da Figura 8.29
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8.3.8. Placa Triangular Equildtera EEE com Carregamento Uniforme e

Hidrostatico
Ve
q R
o
—
— I v={},3
— 1 -
wd| : Li=1.0m
ad’ ——
- N A e
(2} By (o)

Figura 8.33 - Placa triangular equildtera EEE com carregamento uniforme e hidrostatico

Na Tabela 8.16 sfio apresentados alguns valores de momentos fletores e deslocamentos
transversais da placa da Figura 8.33 para cada um dos carregamentos. A andlise desta placa pelo
MEC fornece resultados proximos dos disponiveis na bibliografia, sendo que a diferenga entre
estes resultados e os fornecidos por diferencas finitas pode ser conseqiiéncia da malha adotada

para cada uma das anélises.
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Carregamento (a) Carrpgamento (b} Carregamento (¢}
MEC BARES | MEC BARES MEC BARES
_[_5-‘7} 57} 157}
Usqpy (x10°m) | -2,6406 -3,9118 -0,8037 -0,8829 -1,8368 -2,7413
Uz (X 10%m) -2,0482 -3,0770 -0,8339 -0,9816 -1,2142 -1,8404
My, (N.m/m) 3,50 343 1,07 1,08 2,43 2,36
Moz, (N.m/m) 4,20 4,28 1,05 1.63 3,14 3,26
M (N.m/m} 4,20 4,50 1,84 1,96 2,35 2,54
Moz (IN.m/m) 1,88 1,73 1,05 1,04 .83 (.68
Mo (N.m/m) -10,73 -9.53 2,58 -2,41 -8,15 -7.12

Tabela 8.18 — Deslocamentos e esforcos de uma placa triangular equilaters EEE com carregamento uniforme

e hidrostitico
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8.4. Exemplos de Obtencéio de Cargas Criticas de Placas Quadradas

Segundo TIMOSHENKO [58], a carga critica na diregdo %, pars uma placa

simplesmente apoiada, € dada pela seguinte equacdo:

2 2 2 2 \?

- LD [ m u

(‘g\fx)c:.r = miz (Z; 2 + L 2]
1 2

sendo:

1; e L; as dimens@es da placa nas diregBes x; e ¥, respectivamente;

m ¢ 1 os indicadores do modo de flambagem nas diregGes x, ¢ x, respectivamente.

(8.6)

Ha

X (a) ()

Figura 8.34 — Geometria das discretizagdes adotadas

Primeiramente, sfio testados dois tipos de discretizaco para uma placa quadrada de 2

metros de lado, com todos os lados apoiados ¢ com o dominio da placa dividido em 32 células,

como mostrado na Figura8.34. Para os exempios calculados a seguir sdo adotados

E=2,05x10" N/m?, v=0,3 e h=6x10"m, L,=L>=2m.
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S3o calculadas, para as placas da Figura 8.34, a menor carga critica utilizando a forca de
compressdo na diregdo do eixo x;. Os valores obtidos de carga critica, para a Figura 8.34a, sdo
mais proximos dos valores obtidos pela equagdo (8.6) do gue os valores obtidos de carga critica
para a Figura 8.34b. Desta forma adota-se o esquema de discretizagio da Figura 8.34a para os
exemplos com o dominio da placa mais discretizado. Na Figura 8,35 sfo apresentadas trés
discretizacBes adotadas para as placas que sfo submetidas a uma forga de compressfo na diregfo

do eixo x, e na diregfic do eixo x,.

[,
<.
Q L RRY %
L7
%
/ N
N
N
32 células 128 células 512 células

Figura 8.35 — Tipos de discretizagio adotadas para as placas
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8.4.1. Placa AAAA com Forcas de Compressio

52

%1

ou

Figura 8.36 - Placa quadrada AAAA com forcas de compressio

Devido a dupla simetria da placa, as cargas criticas obtidas para as duas dire¢des séo

iguais e na Tabela 8.19 sio apresentados os valores obtidos para essas cargas, a diferenga com

relacio a BARES [57] e nimero de iteragdes do programa necessarios para obté-las. O valor

obtido por BARES [57] € de -4,002x10" N.

TN = N (<107 N)

Diferenca-em relacdoa

Discretizagio " BARES [57] (%) - Nimero de Iteractes
32 gélulas -4.315 T .~I+~7,25 6
128 células -4,081 +1,94 4

' 512 oé_l_uijas. . -4,022 +0,50 4

TFabela 8.19 — Valores da primeira carga critica de uma placa quadrada AAAA




Um Estudo de Placas sob Cargas Dinfmicas Estacionarias e com 0 Efeito da Nao Linearidade Geométrica sob Cargas Estaticas Usando o
Método des Elementos de Contorno

8.4.2. Placa EEEE com Forcas de Compressio

ou
X2

SOOI,
Yoy s il
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~
N

X1
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&

Figura 8.37 - Placa quadrada EEEE com forgas de compressfio

Devido a dupla simetria da placa, as cargas criticas obtidas para as duas diregdes sdo
iguais ¢ na Tabela 8.20 séio apresentados os valores obtidos para essas cargas, a diferenca com
relagdo a BARES [S§7] e niimero de iteragdes do programa necessérios para obté-las. O valor

obtido por BARES [57] é de --10,345 x10” N.

Diferenca em relagfio a

Discretizagio (N = N (x10° N) BARES [57] (%) - Nimero de Iteragbes

32 células: -1,086 -+4,75 12

128 células 1,045 +1,00 10
S12células 1,018 1,61 10

Tabela 8.20 — Valores da primeira earga critica de uma placa quadrada EXEE
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8.4.3. Placa LAEA com Forcas de Compressiio na Direciio Perpendicular aos

Lados Apoiados

)

A1

Figura 8.38 — Placa quadrada LAEA com forgas de compressdo na diregio perpendicular aos lados apeolados

Para este exemplo sdo calculadas as cargas criticas na direcdo perpendicular aos lados
apoiados (como mostrado na Figura 8.38). Na Tabela 8.21 séo apresentados os valores obtidos
para essas cargas, a diferenca com relagio a BARES [57] e nlimero de iteracles do programa

necessarios para obté-las. O valor obtido por BARES [§7] € de —1,701x10" N.

Discretizagio (N, ) X107 N) .'Diﬁﬁ%g; fg;?lg}%o a Namero de Iteragoes
32 céhilas | »2;567 +33,74 | 4
128 células 2,017 115,67 5
512 células +1,822 +6,64 5

Tabela 8.21 — Valores da primeira carga critica de uma placa quadrada LAEA com relaciio a direcfio

perpendicular aos lados apoiados
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8.4.4. Placa LAAA com Forcas de Compressfie Paralelas ao Lado Livre

N:{E
X2

X3

Figura 8.39 — Placa quadrada LAAA com forgas de compressio perpendiculares ao fado livre

Para este exemplo e sdo calculadas as cargas criticas na direc8o perpendicular aos lados

apoiados paralelos (como mostrado na Figura 8.39). Na Tabela 8.22 sdo apresentados os valores

obtidos para essas cargas, a diferenca com relacio a2 BARES [57] e nimero de iteragdes do

programa necessarios para obté-las. O valor obtido por BARES [57] é de —1,441x10" N.

Di_ssaf@?izaéé@ | CN) 04107 N D’ﬁg‘ﬁ;ﬁ%‘fﬁ”mmem de Treragdes
32 células -2,008. | +28,24 5

128 células -1,649 +12,61 4

512 cémiag:_- 1,518 +5,07 5

Tabela 8.22 — Valores da primeira carga critica de uma placa quadrada LAAA com relacdio a direcfio paralela

a0 lade livre
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8.4.5. Placa EEEA com Forgas de Compressiico Perpendiculares ao Lado

Apoiado

Na NOANNY AN

FEIITA 7Y

sz
H X

e T

Figura 8.48 — Placa quadrada EEEA com forgas de compressfio perpendiculares ao lado apoiade

Para este exemplo sdo calculadas as cargas criticas na direcdo perpendicular ao lado
apoiado {como mostrado na Figura 8.40). Na Tabela 8.23 sfio apresentados os valores obtidos
para essas cargas, a diferenca com relacfio a BARES [57] e numero de iteracBes do programa
necessarios para obté-las. G valor obtido por BARES [87] € de —7,904x10" N.

Biscr@ti?gééa:: | -.(I_.\:&l)_cs(:XIO'f Ny | thﬁ:;gﬁse?g%ﬂggoa :Nﬁm;er_o de Iteracdes
) 32 clliles 9,455 +16,40 24
 D28células 8,488 +6,88 11

_ 5‘11'2 células -8,195 +3,55 14

Tabela 8.23 — Valores da primeira carga critica de wma placa quadrada EEEA com relacfio a direcfio

perpendicular ao lade apolado




Um Estudo de Placas sob Cargas Dindmicas Estaciondrias ¢ com o Efeito da Mo Linearidade Geométrica sob Cargas Estaticas 1sando o
Método dos Elemenios de Contorng

8.4.6. Placa EEEA com Forcas de Compressio Paralelas ao Lado Apoiado

%)

Sl 77

)8

Figura 8.47 — Placa quadrada EEEA com forgas de compressio paralelas ao lado apoiado

Para este exemplo sfio calculadas as cargas criticas na diregio perpendicular aos lados
engastados paralelos (como mostrado na ¥igura 8.41). Na Tabela 8.24 sio apresentados os
valores obtidos para essas cargas, a diferenca com relagio a BARES [57] e nimero de iteragdes

do programa necessarios para obté-las. O valor obtido por BARES [57] € de ~8,104x10" N.

@iscretizak;é& {Nﬂ)Cr (xif)"fN) | ﬂiiig;g;?i?%&a E_ Ni%nize?b de It’érat;ﬁes
32células 8,584 | 59 10

128 células 8341 2,84 9

512 células -8,150 +0,56 9

Tabela 8.24 — Valores da primeira carga critica de uma placa quadrada EEEA com relacfio 2 diregfio paralela

ao lado apoiado
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8.4.7. Placa AAAE com Forcas de Compressio Perpendiculares ao Lado
Engastade

Nx! le

X7 E
. Ej e

Ll

Figura 8.42 — Placa guadrada AAAE com forgas de compressdo perpendicular ao lade engastado

Para este exemplo sfo calculadas as cargas criticas na direcdio perpendicular ao lado
engastado {como mostrado na Figura 8.42). Na Tabela 8.23 sdo apresentados os valores obtidos
para essas cargas, a diferenca com relagio a BARES [57] e numero de iteragdes do programa
necessarios para obté-las. O valor obtido por BARES [87] é de —4,853x 10" N.

Discretizagio (Nyo)u(x10" N) Diiﬁ%ﬁgﬁlﬁfﬁ? 41 Nimero de Iteracdes
32 células -5,327 +8,92 11
128 células -4,992 +2,80 10
512 células o -4,886 +0,71 6

Tabela 8.25 — Valores da primeira carga critica de uma placa quadrada AAAFE com relacfio a direcio

perpendicular ao lado engastade
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8.4.8, Placa AAAFE com Forcgas de Compressdo Paralelas ac Lado Engastado

2

X2
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Figura 8.43 — Placa guadrada simplesmente apoiada em trés lados ¢ engastada no outro lado com forgas de

compressio paralelas ao lado engastado

Para este exemplo sfio calculadas as cargas criticas na direciio perpendicular aos lados
apoiados paralelos (como mostrado na Figura 8.43). Na Tabela 8.26 séo apresentados os valores
obtidos para essas cargas, a diferenca com relagiio a BARES [57] e nlmerc de iteragdes do

programa necessarios para obté-las. O valor obtido por BARES [57] é de ~5,833x10' N.

Dis_cr_et-i-zat;_é? 3 1 | (Nx;)-;(x}()?: N). - leﬁ%;@;?%iioa Nimero de Tteragdes
> cémas_ ne 6,220 +6,22 7

128 ééiﬁlas' L 5,868 +0,60 5

512 células -5.775 1,01 5

Tabela 8.26 — Valores da primeira carga critica de uma placa guadrada AAAE com relaciio a direcfio paralela

20 lado engastado
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8.4.9. Obtencio das Cargas Criticas Posteriores para uma Placa Simplesmente

Apoiada

Na Tabela 8.27 sfo apresentados os valores das trés menores cargas criticas obtidas com
03 respectivos valores de m e n para as rés discretizagBes apresentadas na Figura 8.29 bem

como os valores obtidos através da equagfio (8.1).

3 N =N ()
Carga Critica m 0
32 células 128 células 512 celulas | Equacdio (8.1)
i? 1 1 -4,315x107 -4,0816x10’ -4,022x 1% -4,002x10°
22 2 1 -7,922x1¢7 -6,661x 10 -6,354x107 -6,253x 107
3® 3 i -1,410x108 -1,251x10° -1,146x10° -1,112x10°

Fabela 8.27 — Valores das trés menores cargas criticas de uma placa quadrada AAAA

Na Tabela 8.28 € mostrada a ordem com que estas cargas criticas aparecem no problema:

Ordem das Cargas Criticas no Programa
Carga Critica
32 células 128 células 512 células
1® 1# 1# I
23 83 7a 83
3 3 28 2°

Tabela 8.28 — Ordem de obtencio das trés menores cargas criticas de uma placa guadrada AAAA
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8.5, Exemplos de Vibracfo Livre em Placas

Para os exemplos de vibragdo livre, sfo utilizadas as seguintes caracteristicas fisicas e

geométricas:

E=2,05x 10" N/'m?¥*

h=6x10"m

q = - 4x 10 N/m?

K=05

p=4,71x10°kg/m’

v=03

Placa Quadrada: L; =Ly =2m

Placa Retangular: Ly =1m,La=2m

16 pontos de Gauss

Para as placas quadradas, sfo testados trés tipos de discretizagdio de dominio. Para as

placas retangulares sdo testados dois tipos de discretizagdo de dominio.

10
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8.5.1. Placa Quadrada AAAA
L7
X2
La
X1 "

¥Fignra 8.44 — Placa quadrada AAAA submetida a vibragio livre

Na Tabela 8.29 sfio apresentados os resultados da fregiiéncia do primeiro modo de
vibraciio de uma placa quadrada apoiada nos trés lados, submetida & vibracdo livre. O valor

obtido através das formulagdes fornecidas por BARES [37] € igual a 4,577x 107 rad/s.

:Discret_izagﬁg_ ’ oy (x107 radz’s)é 3 Diigigs;g%%o 8’ ENﬁrrfe;r(? de 'Itjefaqﬁe_s
”3izé¢éiuz.a§: - 4,757 +3,94 iy
128 cdlilas 4,624 1,03 4
512 células 4,590 +0,30 4

Tabela 8.29 — Valores da freqiiéncia do primeiro moedo de vibraciio de uma placa quadrada AAAA submetida

3 vibracdo livre




U Estudo de Placas sob Cargas Dindmicas Estacionérias e com o Efeito da Nio Linearidade Geométrica sob Cargas Estaticas Usando ©
Meétodo dos Elementos de Contorne

#.5.2. Placa Quadrada AAAE

2

SAOAAANNANSN,
.
L

X1

Figura 8.45 — Placa quadrada AAAE submetida & vibragiio livre

Na Tabela 8.30 sfic apresentados os resultados da fregiiéncia do primeiro modo de
vibragdo de uma placa quadrada apoiada em trés lados e engastada no outro lado, submetida a
vibragdo livre. O valor obtido através das formulagdes fornecidas por BARES [57] ¢ igual a

5,497x107 rad/s.

{ Diferenga em relagdo a

Discretizagho | wy (i0Pradiyy | PR SR HES Nimero de Iteragdes
32 células 5,712 +3,92 4
iz-éégé'ﬁulas' 5,544 +0,86 4
512 células 5,500 +0,06 4

Tabela 838 — Valores da freqiiéncia do primeiro modo de vibragiio de uma placa quadrada AAAFE submetida

a vibragfo lvre



Um Estudo de Placas sob Cargas Dindmicas Esiacionarias e com o Efeito da Niio Linearidade Geométrica sob Cargas Estaticas Usando o
Meétodo dos Tlementos de Contorno

8.5.3. Placa Quadrada AEAE
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Figura 8.46 - Placa quadrada AEAE submetida & vibrago livre

Na Tabela 8.31 sfio apresentados os resultados da freqiiéncia do primeiro mode de

vibragfo de uma placa quadrada apoiada em dois lados paralelos e engastada nos outros lados,

submetida a vibracfio livre, com trés tipos diferentes de discretizagfo do dominio. O valor obtido

através das formulacdes fornecidas por BARES [57] € igual a 6,726x10° rad/s.

Discretizacio

@, (x19° rad/s)

Diferenga em relagfio a
BARES [57] (%)

Nuamero de lteragdes

32 eélulas 6,986 +3.86 4
128 células 6,789 +0,93 4
512 células 6,734 +0,12 4

Tabela 8.31 — Valores da freqiiéncia do primeire modo de vibracdio de uma placa quadrada AAAE submetida

& vibracio livre




Um Hstudo de Placas seb Cargas Dindmicas Estaciondrias ¢ com o Efeito da Nde Linearidade Geométrica sob Cargas Estaticas Usando o
#étodo dos Elementos de Coniorno

8.5.4. Placa Quadrada AAEE
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Figura 8.47 -~ Placa quadrada AAEE submetida a vibragio livre

Na Tabela 8.32 sfo apresentados os resultados da freqliéncia do primeiro modo de
vibragdo de uma placa quadrada apoiada em dois lados consecutivos e engastada nos outros
lados, submetida 2 vibragdo livre. O valor obtido através das formulagbes fornecidas por
BARES [57] € igual a 6,308x 107 rad/s,

| Discretizagéo | : "@-“i (}(};0"% radfs) . Dl%’:ﬁ‘gse r[r;;;ﬂg)%o a Namero de Iteragdes
R 32 células ' 6,548 +3,80 5

128 _cé’quQS 6,347 +0,62 4

512 céiﬁlas. 6,294 -0,23 4

Tzbela 8.32 — Valores da freqiiéncia do primeiro modo de vibragie de uma placa guadrada AAEE submetida

& vibracio livee




Um Estudo de Plecas sob Cargas Dindmicas Estacionérias ¢ com o Efeito da N&o Linearidade Geométrica sob Cargas Estaticas Usande o
Métode dos Elementos de Contorno

8.5.5. Placa (uadrada EEEA
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Figura 8.48- Placa quadrada EEEA submetida & vibragio fivre

Na Tabela 8.33 s@o apresentados os resultados da freqgii€ncia do primeiro modo de
vibragio de uma placa quadrada apoiada em um lado e engastada nos outros lados, submetida

vibragio livre. O valor obtido através das formulagdes fornecidas por BARES [57] € igual a

7,415x107 rad/s.
) . Diferenca em relagfioal . N
- 6 3
Discretizacdo ®;, (x10°rad/s) BARES [57} (%) Nimero de Heractes
32 células 7,694 +3,77 4
128 células 7,468 +0,71 4
512 células 7,404 -0,14 4

Fabela 8.33 — Valores da fregiiéncia do primeiro modo de vibracfic de umz placa quadrada EEEA submetids

4 vibraggo livre




Um Estude de Placas sob Cargas Dindmicas Estaciondrias e com o Efeito da Ndo Linearidade Geomeéiriea sob Cargas Estaticas Usando ¢
Méiode dos Efementos de Contorno

8.5.6. Placa Quadrada EEEE
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Figora 8,49 —~ Placa quadrada EEEE submetida 2 vibragiio livre

Na Tabela 8.34 sfo apresentados os resultados da freqliéncia do primeiro modo de

vibracdo de uma placa quadrada engastada nos quatro lados, submetida a vibragéo livre. O valor

obtido através das formulagdes fornecidas por BARES {57} ¢ igual a 8,380x10 rad/s.

‘Diferenga em relagiio a

Némero de Heracdes

32 células 8,689 +3,69 4
128 células 8,443 +0,76 4
512 células 8.372 -0,09 4

Tabela 8.34 — Valores da freqgiiéncia do primeiro modo de vibracic de uma placa quadrada EEEE submetida

& vibragdo livre




Um Estudo de Placas sob Cargas Dindmicas Estaciongrias e com o Efgito da Néo Lincaridade Geométrica sob Cargas Estdticas Usando o
Mc¢iodo dos Elementos de Contomo

8.5.7. Placa Quadrada AAAL

X2

Figura 8.50 — Placa quadrada AAAL submetida 4 vibraglo livre

Na Tabela 8.35 so apresentados os resultados da freqiiéncia do primeiro modo de
vibrac@o de uma placa quadrada apoiada em trés lados e livre no outro lado, submetida a vibragéo
livre. Para este exemplo ndo foram encontrados valores de outras publicaces para serem

comparados.

Discretizagio o, (x10'rad/s) | Nitmero de Iteracbes
32 células _ 2,749 7
128 células 2,694 6
512 células 2,699 6

Tabela 8.35 — Valores da freqgiidncia de primeiro modo de vibracio de uma placa quadrada AAAL submetida

& vibracdio livre




Um Estude de Placas sob Cargas Dindmicas Estacionarias e com o Efeito da Nio Linearidade Geoméirica sob Cargas Estaticas Usando o
Método dos Elementos de Contorno

8.5.8. Placa Quadrada EEEL
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Figura 8.51 — Placa quadrada EEEL submetida a vibragio livre

Na Tabela 8.36 sfo apresentados os resultados da ireqliéncia do primeiro modo de
vibracdo de uma placa quadrada engasiada em trés lados e livre no outro lado, submetida 2
vibragiio livre. Para este exemplo néic foram encontrados valores de outras publicacdes para

serem comparados.

Discretizagio @ (x10radlsy ;.Nﬁmerq- de Iteracdes |
32 céﬁul-as- o 5,703 9
128 células E 5,557 8
""" '5;'1'2.:;';@»:;;1:133 Lo 5,533 8

Tabela 8.36 — Valores da freqiiéncia do primeiro modo de vibracie de uma placa quadrada EEEL submetida

a vibracéo livre



Um Estudo de Placas seb Cargas Dindmicas Estacionarias e com o Efeite da Nio Linearidade Geométrica sob Cargas Estaticas Usando o
Meétodo dos Elementos de Contorno

8.5.9, Placa Quadrada ELEL
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Figura 8.52 — Placa quadrada ELEL submetida & vibragio livre

Na Tabela 8.37 sfio apresentados os resultados da freqiiéncia do primeiro modo de
vibragdo de uma placa quadrada engastada em dois lados paralelos e livre nos outros lados,
submetida a vibracdo livre. Para este exemplo nfio foram encontrados valores de outras

publicacOes para serem comparados.

Discretizacio @y (x10%rad/s) - Namero de Iteragdes
32 células : 5,255 6
128 células 5,146 6
512 células 5,130 5

Tabela 8.37 — Valores da fregiiéncia do primeiro modo de vibraciio de uma placa quadrada ELEL, submetida

a vibracdo livre




Um Estudo de Placas sob Carges Dindmicas Estaciondrias & com ¢ Efeito da Nao Linearidade Geométrica sob Cargas Estaticas Usando o
Método dos Elementos de Contorno

8.5.19. Placa Quadrada FLLL
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Figura 8.53 — Placa quadrada ELLL submetida a vibrag8io livre

Na Tabela 8.38 sido apresentados os resultados da freqiiéncia do primeiro modo de
vibragdo de uma placa quadrada engastada em um lado e livre nos outros lados, submetida a
vibrag@o livre. Para este exemplo ndo foram encontrados valores de outras publicagles para

serem comparados.

ijiscfetiza(;éé_ | m%}i(xli@_;" rad/s) ‘Nimero de Iteragdes
32 células 7,999 5
128 células 8,010 4
Si2células 8,034 ‘ 4

Tabela 8.38 — Valores da fregiiéncia do primeire modo de vibracfio de uma placa quadrada ELLE submetida

a vibracio livre




Um Estudo de Placas seb Cargas Dhnimicas Estacionérias e com ¢ Eferto da Nio Lineanidade Geométrica seb Cargas Estaticas Usandoo
Méiedo dos Elementos de Contorne

8.5.11. Placa Retangular AAAA
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Figura 8.54 — Placa retangular AAAA submetida a vibragHo livre

Na Tabela 8.39 sfo apresentados os resultados da fregliéncia do primeiro modo de
vibragfio de uma placa retangular apoiada nos quatro lados, submetida a vibragéo livre. O valor

obtido através das formulagGes fornecidas por BARES [57] é igual a 1,144x10° rad/s.

; N :D'f em rel ”oé . N
16 células 1,256 49,75 5
64 células 1,175 42,66 5

Tabela 8.39 — Valores da fregiiéncia de primeiro modo de vibracfio de uma placa retangular AAAA

submetida & vibragio livre




Um Estudo de Placas sob Cargas Dinmicas Estaciondrias e com ¢ Efeite da Nio Linearidade Geomeétrica sob Cargas Estiticas Usando o
Método dos Elementos de Contorno

8.5.12. Placa Retangular Engastada em Um dos Lados Maiores e Apoiada nos

Ohutros Lados
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Figura 8.55 — Placa retangular engastada em um dos lados maiores e apoiada nos outros lados submetida 2 vibragio

livre

Na Tabela 8.40 sdo apresentados os resultados da freqliéncia do primeiro modo de
vibragio de uma placa retangular engastada em um dos lados maiores e apoiada nos outros lados,
submetida & vibraggo livre. O valor obtido através das formulagtes fornecidas por BARES [87] ¢

igual a 1,608x10° rad/s.

. L _ P ;Dif_erenga em réiag_’z‘io al . _ N
Da§cretiz&9ao o w.“_ _(x_f_(fl rad/s} B A_RES (571 (%) | Nt;mero de Heragdes

16 células 1,755 +9,19 6

64 células 1,656 +3,00 5

Tabela 8.46 — Valores da freqit€ncia do primeiro modo de vibracfio de uma placa retangular engastada em um

dos lados maiores e apoiada nos sutros lados, submetida § vibracio livre

ke lnl




Um Estudo de Placas sob Cargas Dindmicas Estacionarias e com ¢ Efeito da Nilo Linearidade Geométrica sob Cargas Bstdticas Usando o
Método des Elementos de Coniorno

8.5.13. Placa Retangular Engastada em Um dos Lados Menores e Apoiada nos

Outros Lados
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Figura 8.56 — Placa retangular engastada em umn dos lados menores ¢ apoiada nos outros lados submetida a vibraglo

fvre

Na Tabela 8.41 sfo apresentados os resultados da freqiiéncia do primeiro modo de
vibragdo de uma placa retangular engastada em um dos lados menores e apoiada nos outros lados,
submetida a vibrag8o livre. O valor obtido através das formulagées fornecidas por BARES [57] é

igual a 1,206x10° rad/s.

. N : s Diferenca em relacdo a | ;. <
Discretizago o, (x10 rad/s) BARES [57] (%) Niimero de Iteracdes -

16 células 1,315 +8,07 5

64 células 1,230 +2,06 5

Tabela 8.41 — Valores da fregfiéncia do primeiro modo de vibracfo de uma placa retangular engastada em am

dos lados menores e apoiada nos outros ladoes, submetida & vibracdo livre




U Estudo de Placas sob Cargas Dindmicas Estaciondrias e com ¢ Efeitn da N&o Linearidade Geométrica sob Cargas Estaticas Usando o
Método dos Elementos de Contorng

8.5.14. Placa Retangular Engastada nos Dois Lados Maiores e Apoiada nos

Outros Lados
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Figura 8.57 — Placa retangular engastada nos dois lados maiores ¢ apoiada nos outros lados submetida & vibragio

livre

Na Tabela 8.42 sfo apresentados os resultados da freqiiéncia do primeiro modo de
vibracdo de uma placa retangular engastada nos dois lados maiores ¢ apoiada nos outros lados,
submetida & vibracdo livre. O valor obtido através das formulacGes fornecidas por BARES [57] ¢

igual a 2,210x10° rad/s.

Discretizagdo @y (x107 rad/s) Dd;ﬁ;%;?;;?}gﬁo 41 Namero de Iteracoes
16 células 2,301 +4,16 7
64 células 2,275 +2.95 7

Tabels 8.42 — Valores da freqiiéncia do primeiro modo de vibracio de uma placa retangular engastada nos

dois lados maleres e apoiada nos ouiros lados, submetida 2 vibragiio lvre

i74




Um Estudo de Placas sob Cargas Dindmicas Estacionarias e com o Efeito da Nao Linearidade Geométrica sob Cargas Estaticas Usando o
Método dos Elementos de Contorno

§.5.15. Placa Retangular Engastada nos Dois Lados Menores ¢ Apoiada nos

Outros Lados
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Figura 8.58 — Placa retangular engastada nos dois lados menores e apoiada nos outros lados submetida 4 vibragio

livre

Na Tabela 8.43 sdo apresentados os resultados da freqiiéncia do primeire modo de
vibragfo de uma placa retangular engastada nos dois lados menores e apoiada nos outros lados,
submetida 4 vibrac8o livre. O valor obtido através das formulacdes fornecidas por BARES |57} ¢

igual a 1,277x10° rad/s.

. C . : ; EIE}.iff'ar-e,m;a. emrelacio af wo. —
Discretizagéo oy (x107rad/s) BARES [57] (%) ;Nu_mem. de Iteracdes.

16 células . 1,390 +8,83 5

64 células 1,304 +2,09 5

Tabels 8.43 — Valores da freqgiiéncia do primeiro modo de vibracio de uma placa retangular engastada nos

dois iados menores e apoiada nos outros lados, submetida 3 vibragio livre




Um Estudo de Placas sob Cargas Dindmicas Estacienarias ¢ com o Efetto da Nao Linearidade Geométrica sob Cargas Estidticas Usando o
Método dos Blementos de Contorno

8.5.16. Placa Retangular EEAA
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Figurs 8.59 — Placa retangular EEAA submetida & vibragfo livre

Na Tabela 8.44 sfo apresentados os resultados da freqliéncia do primeiro modo de
vibracdo de uma placa retangular engastada em dois lados consecutivos ¢ apoiada nos outros
lados, submetida & vibragfo livre. O valor obtido através das formulagdes fornecidas por

BARES [57] € igual a 1,656x10° rad/s.

Discretizacio ' o (x10rad/s) :Dlggﬁg ;{a;%eig;%o 2| Namero de Heraches
3A (%
16 células | 1,799 +8,63 6
54 células 1,698 +2,54 5

Tabela 8,44 - Valores da freqiéncia do primeiro modo de vibracio de uma placa retangalar EEAA,

submetida 3 vibracio lvre




U Estudo de Placas sob Cargas Dindmicas Estaciondrias & com o Efeito da Nie Lincaridade Geométrica sob Cargas Estdticas Usando o
Método dos Elementos de Contorno

8.5.17. Placa Retangular Apoiada em Um dos Lades Maiores e Engastada nos
Outros Lados
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Figura 8.60 — Placa retangular apoiada em um dos lados maiores e engastada nos outros lados submetida a vibragdo

livre

Na Tabela 8.45 sfo apresentados os resultados da freqgiiéncia do primeirc modo de
vibragio de uma placa retangular apoiada em um dos lados maiores € engastada nos outros lados,
submetida & vibrago livre. O valor obtido através das formulacBes fornecidas por BARES [57] ¢

igual a 1,710x10° rad/s.

Discretizacdo oy (X107 rad/s) Dliﬁf;{gse?;;ﬂ?;ﬁ;o 21 Namero de Iteracdes
16 células 1,853 +8,33 6
64 células 1,753 +2,50 5

Tabela 8.45 —~ Valores da freqiiéncia do primeire modo de vibragfie de uma placa retangular apoiadz em um

dos lados maiores ¢ engastada nos outros iados, submetida 4 vibracdo livre




Um Estudo de Placas sob Cargas Dindmicas Estaciondrias e com o Efeito da Nao Linearidede Geométrica sob Cargas Estéticas Usando o
Método dos Elementos de Contorno

8.5.18. Placa Retangular Apoiada em Um dos Lados Menores e Engastada nos

Outros Lados
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Figura 8.61 - Placa retangular apoiada em um dos lados menores e engastada nos outros lados submetida a vibraggo

itvre

Na Tabela 8.46 sfo apresentados os resultados da freqiiéncia do primeiro modo de
vibracfio de uma placa retangular apoiada em um dos lados menores e engastada nos outros lados,
submetida 2 vibrago livre. O valor obtido através das formulagdes fornecidas por BARES [57] ¢
igual a 2,246x10° rad/s.

Discretizacdo | ©y (xl (Prad/s) :Difé:gﬁ;g;}eigf)a 4| Nimero de Iteracbes
16 células . 2,332 +3,82 6
64 células 2,306 +2,66 6

Tabela 8.46 — Valores da freqiiéncia do primeiro modo de vibracio de uma placa retangular apoiada em um

dos lados menores ¢ engastada nos outros lados, submetida 3 vibracdo livre

1773




Um Estudo de Placas sob Cargas Dindmicas Estacionarias ¢ com o Efeito da N3o Linearidade (eoméirica sob Cargas Estatices Usando o
Método dos Elementos de Contornn

8.5.19. Placa Retangular EEEE
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Figura 8.62 — Placa retangular EEEE submetida & vibragio livre

Na Tabela 8.47 sSo apresentados os resultados da fregiiéncia do primeiro modo de
vibragio de uma placa retangular engastada nos quatro lados, submetida & vibragéio livre. O valor

obtido através das formulag@es fornecidas por BARES [57] € igual a 2,287x10" rad/s.

. I : ps Diferenca em relagio a| . _ .
Discretizacio - _.cpu (x10 ?ad/s-)-_ © BARES [57] (%) Niimero de Iferaqffés

16 células 2,369 +3,59 7

64 células | 2,347 +2,61 6

Tabela 8.47 - Valores da fregiiéncia do primeire modo de vibracho de uma placa retangular EEEE submetida

& vibracio livre

170




Um Estudo de Placas sob Cargas Dindmicas Estaciondrias ¢ com ¢ Efeite da Mo Linearidade Geométrica sob Cargas Esiatices Usando o
Wiétode dos Elementos de Contorno

8.5.20. Placa Retangular Engastada em Um dos Lados Maiores e Livre nos

Outros Lados
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Figura 8.63 — Piaca refangular engastada em um dos lados maiores e livre nos outros lados submetida & vibragio

livre

Na Tabela 8.48 sfo apresentados os resultados da freqliéncia do primeiro modo de
vibracfio de uma placa retangular engastada em um dos lados maiores e livre nos outros Iados,
submetida a vibragfo livre. Para este exemplo nfio foram encontrados valores de outras

publicagdes para serem comparados.

Discretizagio ®;; (x10%rad/s) - Namero de Iteragdes
16 células 3,199 5
64 células 3,221 4

Tabela 8.48 — Valores da freqiiéncia do primeiro mode de vibracie de uma placa retapgalar engastada em um

dos lados malores ¢ livre nos cutres lados, submetida 2 vibracfo lvre

R Es]




Um Estudo de Placas sob Cargas Dindmicas Estaciondrias e com o Efeito da Nio Linearidade Geométrica sob Cargas Estéticas Usando o
Método dos Elementos de Centorno

8.5.21. Placa Retangular Engastada em Um dos Lados Menores ¢ Livre nos

Outros Lados
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Figura 8.64 - Placa retangular engastada em um dos lados menores e livre nos outros lados submetida & vibragio

fivre

Na Tabela 8.49 sdo apresentados os resultados da freqliéncia do primeiro modo de
vibracfo de uma placa retangular engastada em um dos lados menores ¢ livre nos outros lados,
submetida & vibragio livre. Para este exemplo nfo foram encontrados valores de outras

publicagdes para serem comparados.

Discretizag8o oy; (x10" rad/s) Nuamero de Iteracoes
16 células i 7,860 5
64 células | 7,871 5

Tabela 8.49 — Valores da fregiiéneia do primeiro modo de vibragBo de uma placa retangular engastada em um dos

lados menores e Hivre nos ouiros lados, submetida & vibragBo livre




Lm Estudo de Placas sob Cargas Dindmicas Estaciondrias € com o Efeite da Nio Linearidade Geométrics sob Cargas Estaticas Usandeo o
Método dos Elementos de Contorno

8.6. Exemplos de Vibracdes Harmonicas em Placas

Para estes exemplos foram utilizados os seguintes dados geométricos e fisicos:

E=205x 10" N/my’

v =0.0
h=6x10"m
k=05

16 pontos de Gauss

g = ~400-sen{@ - 1) N/m*



Um Estudo de Placas sob Cargas Dindmicas Estacionfrias e com o Efeito da Nio Lincandade Geométrica sob Cargas Estaticas Usando o
Meéindo dos Elementos de Contorne

8.6.1. Placa Quadrada AAAA Submetida a um Carregamento Harmonico

/—— g sen (1)
% 7% w = 230 rad/s
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Figura 8.65 ~ Placa quadrada AAAA com carregamento harmdnico

Neste exemplo ¢ analisada uma placa simplesmente apoiada submetida a um
carregamento harménico uniformemente distribuido sobre toda a placa (Figura 8.65). Na
Tabela 8.50 sfo apresentados os valores dos deslocamentos e esforgos para quatro pontos no
interior da placa e seus valores no caso de um carregamento estitico de mesmo valor do
carregamento dindmico. Nesta tabela também sfo apresentados os nimeros de iteracOes

necessarios para a convergéncia dos resultados no programa utilizado.
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Nitmero de Células 32 | 128 512 Estatico
W (x 1067 m) -1,725 -1,912 -1,981 -0,374
w3 (x 107 m) 2,116 -2,342 2,428 0,514
w33 (x 167 m) 2,116 -2,342 2,428 0,514
13 (x 10° m) -2,568 -2,839 -2,944 0,709
My 1y (x 10 N.m/m) | +9,201 +10,587 +11,144 +3,667
M., o (x 10 N.m/m) +8,698 +9,810 +10,284 +4,243
M 3 (% 107 Nom/m) +1,128 +1,280 +1,342 +0,499
My o (x 107 Nom/m) +1,134 +1,266 +1,321 +0,592
Nfimero de Passos | 25 29 31 -

Tabela 8.50 — Valores dos deslocamentos e esforgos para uma placa quadrada AAAA submetida a um carregamento

harmdnico
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8.6.2. Placa Quadrada EEEE Submetida a um Carregamento Harmdnico

/~» g sen {wt)
L LLLS L
. Zf‘ 7
JLya Ly
. e N w = 350 rad/s
2 ~ | [~ | -
NN L, | Li=20m
L4 N -
\ > £
N le e § Lz 2,011’1
N :
X “J szM \\\
L~—D TIITTFI T 7 77 W%

Figura 8.66 — Placa quadrada EEEE com carregamento harmbnico

Neste exemplo € analisada uma placa engastada submetida a um carregamento harmonico
uniformemente distribuido sobre toda a placa (Figura 8.66). Na Tabela 8.51 sfo apresentados os
valores dos deslocamentos ¢ esforgos para quatro pontos no interior da placa e seus valores no
caso de um carregamento estatico de mesmo valor do carregamento dindmico. Nesta tabela
também sdo apresentados os nimeros de passos necessarios para a convergéncia dos resultados

no programa utilizado.
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Wemero de Células 32 | 128 512 | Estatico
us (p) (x 107 m) 1,924 2,786 -3,393 0,080
w1 10%m) | 2237 23,239 43,955 0,132
Uy (x 107 m) 2,237 -3,239 -3,955 0,132
3 ) (X 107 m) -2,592 3,752 -4,592 -0,220

M (1) {x 10 N.m/m) +7,628 +12,883 +16,930 +0,802

M 2y (% 10 Nom/m) +6,189 +10,011 +13,032 +1,638

M ) (x 10 Nom/m) +7,606 +12,565 +16,419 +1,257

M oy (x 16 Nom/m) +8,545 +13,110 +16,669 +2,819

Namero de Passos 45 68 84 e

Tabela 8.51 — Valores dos deslocamentos e esforgos para uma placa quadrada EEEE submetida a um carregamento

harmoénico
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9. PROGRAMAS UTILIZADOS PARA O DESENVOLVIMENTC DO
TRABALHO

9.1, Introduciio

Neste capitulo s@o apresentados os programas desenvolvidos para a elaboragfio deste
trabalho. Foram desenvolvidos trés programas, um para a andlise da flexfic de placas, outro para a
andlise do efeito da nfo linearidade geométrica associada as placas e por fim um programa para a

analise de vibrag8es livres em placas.

9.2. Programa de Flexfio de Placas

Este programa, a partir de um arquivo de dados montado previamente, fornece os valores
dos deslocamentos e esforcos para os pontos internos ¢ do contorno de uma placa. As placas

podem possuir carregamentos lineares, distribuidos em toda a regifio da placa ou s6 em uma parte
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dela. Na Figura 9.1 ¢ apresentado o fluxograma do programa e na seqiiéncia é explicada cada

uma das sub-rotinas utilizadas neste programa.

(: INICIO ;)

ARQUIVO DE
ENTRADA
¥ .| INTEGRACAO
ENTRADA ANALITICA
PONTOS DE - .| INTEGRACAO
“1  COLOCAGCAQD |= NUMERICA
PONTOS DE | REACAO DE CANTO
L _ i * GAUSS " FUNDAMENTAL
MATRIZ GH |3
:—1_~. DIAGONAL
PARAMETROS
ETORDEle—] L. DEDOMINIOT
¥ ~| CARREGAMENTO <——th INTEGRACAO
CONT§ORNO
DECOMPOSICAO
1
RESOLUCAO
v . :
. - .| INTEGRACAODE | .| PARAMETROS
INTERNOS > DOMINIO I B 1 DEDOMINIOI
L]
CONTORNO
1]
SAIDA

¥

D

Figura 9.1 — Fluxograma do programa de flexfio de placas
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9.2.1. Sub-rotina ENTRADA

A sub-rotina ENTRADA faz a leitura dos pardmetros necessérios para a execugfo do

programa. Esta leitura € feita por um arguivo, montado a partir de um editor de texto. A seguir

s3o detalhadas as informagdes fornecidas por este arquivo de entrada:

aj

b)

g

h)

Numero de nds do contorno, nimero de nds internos, niimero de nds duplos,
numero de elementos de contorno, ndmero de nds com vinculagdes, niimero de
células, nimero de valores conhecidos no contorno, nimero de pontos de
Gauss, médulo de elasticidade transversal, coeficiente de Poisson, espessura da

placa, constante da solugfio fundamental;

Nimmero de cada um dos nés do contorno, com suas coordenadas x, € X,;

Namero de cada um dos nés no interior da placa, com suas coordenadas x; ¢ x,;

Nimero de cada um dos elementos, seu né inicial e seu né final;

No6s que sdo duplos;

Numero dos nos do contorno que possuem vinculagbes sua vinculagdo em

relacdo ao deslocamento transversal e em relacfo a rotagfio normal ao contorno;

Leitura dos valores conhecidos no contorno (nimero do no, forga cortante ou
deslocamento transversal, momento fletor normal ao contorno ou rotacio

normal ao contorno};

Leitura das células e dos carregamentos aplicados nestas.

Nesta sub-rotina sdo calculados os comprimentos e os cossenos diretores dos elementos

que compde o contorno da placa.
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8.2.2. Sub-roting MATRIZ GH

A sub-rotina MATRIZ GH faz a montager das matrizes globais H ¢ G da estrutura.

Esta sub-rotina fica diretamente conectada ac programa principal e utiliza algumas sub-rotinas

para auxiliar na montagem destas matrizes:

a)

b)

d)

Sub-rotina PONTOS DE GAUSS: a partir do nimero de pontos de Gauss que
serd utilizado para a integracfo, esta sub-rotina & em um arquivo texto os
pontos de Gauss e os pesos de Gauss para este numero de pontos especificado
no arquive de entrada e guarda estas informacfes em dois vetores para serem

utilizadas nas sub-rotinas de integracéo;

Sub-rotina PONTOS DE COLOCACAO: esta sub-rotina determina a posigio
dos pontos de colocacfio para a realizacfio da integracfio dos elementos. Para
cada ponto do contorno, sdo necessarios dois pontos de colocagdo, normalmente
um coincidindo com o nd do contorno ¢ outro desiocado a uma certa distincia
pré-determinada para fora da placa. Caso o ndé do contorno seja duplo, o
primeiro ponto de colocag#o ndo coincidirda com o nd, sendo tomado sobre o
elemento a que ele pertence, com uma distincia igual a ¥4 do comprimento deste

elemento. O segundo ponto sera obtido da mesma forma que anteriormente;

Sub-rotina INTEGRACAQ ANALITICA: quando o ponto de colocagdo
pertencer ao elemento que estd sendo integrado, devido & singularidade da
solucfo fundamental, se faz necessario 4 realizagéo da integracio do elemento
analiticamente, o que € feito por esta sub-rotina. Esta sub-rotina fornece duas

matrizes que irfio coniribuir para a montagem das matrizes globais He G;

Sub-rotina INTEGRACAO NUMERICA: para todos os elementos onde o
ponto de colocaglo nfic pertencer a ele, ¢ realizada a integragfo numérica
utilizando a quadratura de Gauss. Nesta sub-rotina serfio utilizados os valores

obtidos anteriormente dos pontos de Gauss e seus respectivos pesos. Da mesma

iR T2
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forma que na sub-rotina anterior, esta sub-rotina fornece duas matrizes que
contribuem para & montagem das matrizes globais H e G. Além disso, essa sub-
rotina calcula a contribuigdo do carregamento distribuido uniformemente na

placa, para a posterior montagem do vetor de carregamentos;

) Sub-rotina REACAG DE CANTO FUNDAMENTAL: esta sub-rotina, como
o proprio nome diz, fornece a contribuicfio das reagdes de cantos fundamentais
na matriz H;

) Sub-rotina VETOR DE CARREGAMENTGS: esta sub-rotina fornece um

vetor que serd somado ao vetor de global de carregamentos, com a contribuigio
dos carregamentos fornecidos através de células. Para isto ela utiliza duas sub-
rotinas, uma para a determinagio dos parfmetros da célula (PARAMETROS
DE DOMINIO I), e outra para integraciio da célula (INTEGRACAC DE
DOMINIO 1);

2) Sub-rotina DIAGONAL: esta sub-rotina faz a contribuicdo do valor principal
de Cochy (4.43) na matriz H;

9.2.3. Sub-rotina CONDICOES DE CONTORNO

Esta sub-rotina impde as condigdes de contorno da placa, organizando o sistema de

equagles para o seu calculo posterior.
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9.2.4. Sub-retinas DECOMPOSICAO e RESOLUCAOC

Estas sub-rotinas fazem, respectivamente, a decomposiglio e 2 solugfo do sistema de

equaces montado anteriormente.

9.2.5. Sub-rotina INTERNOS

Esta sub-rotina calcula os valores dos deslocamentos e esforcos internos da placa. Para o
calculo dos esforgos da porgdo interna da placa se faz necesséario o célculo das curvaturas dos
pontos internos. Para o célculo das curvaturas, sfo necessérios a consideragfo da contribuicfio dos
carregamentos nas células que ¢ obtida através das sub-rotinas INTEGRACAO DE
DOMINIO II e PARAMETROS DE DOMINIO L

9.2.6. Sub-rotina CONTORNGOG

Esta sub-rotina organiza os valores j4 obtidos no contorno para os deslocamentos e

esforcos e faz o célculo dos esforgos ainda nfo obtidos (M, e M)

9.2.7. Sub-rotina SAIDA

Esta sub-rotina faz a montagem do arguivo de saida que contém os dados de entrada e os
resultados obtidos no programa.
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9.3. Programa de Anélise do Efeito da Nao Linearidade Geométrica

(j NI{CIO

v o INTEGRACAO
ARQUIVO T ANALITICA
DE ENTRADA )
7 i PONTOS DE .| INTEGRACAO
COLOCACAD NUMERICA
ENTRADA
PONTOS BE REACAQO DE CANTO
% By } GALUSS FUNDAMENTAL
MATRIZ GH '4~_1_
¥ —s]  DIAGOWAL
CONDICOES DB | PARAMETROS
CONTORNO TFTORTE ! ™ DEDOMINIO I
- "TCARREGAMENTO i ;NTQGR‘A}(;AO
DECOMPOSICAO DE DOMINIO &
CURVATURAS
INICIAIS
s S .
Erro < 10 - FIM
.| PONTOS DE
COLOCACAQ
EFEITO < o] PARAMETROS
NORMAL ~ DEDOMINIO I
i - .1 INTEGRACAO
RESOLUCAQ DE DOMINIQ II]
INTEGRACAOC »~| PARAMETROS
L . Tl pepomiNIO 1 DE DOMINIO I
INTERNOS
= _ [ INTEGRACAO PARAMETROS
: DEDOMINIO II DE DOMINIO 1]
CARGA
CRITICA

|

Figura 9.2 — Fluxograma do programa de analise do efeito da nfio lingaridade geoméirica
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Este programa, a partir de um arquivo de dados montado previamente, calcula o autovalor
¢ 0 autovetor para uma placa submetida a forgas normais. O autovalor representa a cargs critica
da placa e o autovetor, as curvaturas para esta carga critica. Na Figara 9.2 ¢ apresentado o
fluxograma deste programa e na seqiiéncia sfio explicadas as sub-rotinas que foram acrescentadas

ao programa de flexfio de placas para a elaborag8o deste programa.

9.3.1. Sub-rotina CURVATURAS INICIAIS

Esta sub-rotina assume valores iniciais para as curvaturas, de modo que se tenham

valores para iniciar o processo iterativo do programa.

9.3.2. Sub-rotina EFEITO NORMAL

Esta sub-rotina calcula um vetor contendo a contribuicfo das forgas normais ao longo do
domfnio da placa. Para isso, ela utiliza a sub-rotina PONTOS DE COLOCACAQ para
determinar o ponto com relagdo ao qual sera feita a integral de cada uma das células, a sub-rotina
PARAMETROS DE DOMINIO II que calcula os pardmetros de cada uma das células com
relacdo & forca normal aplicada na placa e a sub-rotina INTEGRACAO DE DOMINIO IH que
faz a integragfo de cada uma das células utilizando a quadratura de Gauss. O vetor obtido nesta

sub-rotina ¢ somado ao vetor livre do sistema de equagdes para posterior resolugfo do sistema.
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8.3.3, Sub-roting INTERNOS

Esta sub-rotina tem lun¢fio idéntica 3 apresentada para o outro programa, acrescentando
duas sub-rotinas internas para levar em conta o efeito da forga normal no caleulo das curvaturas.
Estas sub-rotinas sfio INTEGRACAO DE DOMINIO [T ¢ PARAMETROS DE DOMINIO 1L
Nesta sub-rotina imprime o valor do autovetor calculado em um arquivo de saida, que

corresponde ac valor das curvaturas da placa.

9.3.4. Sub-rotina CARGA CRITICA

Esta sub-rotina calcula o autovalor da placa que corresponde a primeira carga critica dela.
Este valor ¢ comparado com o valor obtido na iteragfio anterior ¢ se o erro for menor do que 107,

o programa principal € encerrado. Este valor ¢ impresso no arquivo de saida.

9.4. Programa de Analise de Vibracdes Livres em Placas

Este programa calcula a primeira fregiiéncia de ressonéncia para uma placa dada ou entfo
calcula os deslocamentos e esforgos para uma placa submetida a um carregamento harmonico. A
estrutura deste programa € similar aquela apresentada para o programa de anélise do efeito de nfio
linearidade geométrica, mudando somente as sub-rotinas de integracio das células. Ao invés da
carga critica, serd apresentada a freqliéncia de ressondncia da placa, e no lugar das curvaturas, o

modo de vibragfo representada pelos deslocamentos transversais da placa.
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10. CONCLUSOES

O Méiodo dos Elementos de Contorno mostrou-se eficiente para a anélise de flexdo de
placas, na determinagfo das cargas criticas de placas submetidas a um carregamento contido no

seu plano médio e no calculo das fregiiéncias naturais das placas.

Foi elaborado um programa para o céleulo de placas fletidas submetidas a carregamentos
distribuidos no dominio da placa, podendo estes ser constantes ou lineares e estarem distribuidos
em parte da placa. Nos exemplos realizados, variou-se o valor da constante livre de integragiio e
observou-se que a utilizag3io deste valor igual a ¢'?, e, m e 1, que correspondem as constantes de
Danson, Bezine, Weeén e a consideracdo do fator multiplicador igual a um, nfio influenciaram de
maneira significativa os valores dos esforgos e deslocamentos tanto no contorno da placa como
no seu interior o que confirma PALERMO JR. [93]. Nas placas onde existiam condi¢Oes de
borda livre no contorno, observou-se uma pequena influéncia desta constante para os exemplos
analisados, mas com diferencas inferiores a 10% para os nds proximos a extremidade e inferiores
a 1% para pontos préximos ao ceniro da borda da placa. Para as demais situagdes, onde a placa

ndo possuia bordas livres, estas diferencas foram inferiores a 1%.
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No estudo de placas com o efeito ndo linearidade geométrica, ao contrdrio do que
acontece nas vigas, existern cargas criticas muito proximas devido a influéneia das duas direcBes.
Este aspecto diminuiu a convergéneia para se achar os autovalores seguintes ao menor autovalor
bem como a precisfio dos autovetores associados, Mesmo com a dificuldade de convergéncia, ©
método demonstrou-se confidvel devido a comparacgio entre os valores obtidos e tedricos. Como
acontecey com as vigas, PALERMO JR. [65], as cargas criticas seguintes nfo foram

encontradas na seqliéncia de seus modulos e foram identificadas através dos seus autovetores.

Devido 3 utilizacBo de elementos lineares no dominio, necessitou-se de uma discretizacso
muito grande para se obter valores com diferencas inferiores 2 1% do resultado tedrico, embora
resultados bons tenham sido obtidos com uma discretizac3io menor € com poucos passos de
iteracdo (em média necessitou-se de sete passos para a oblencfo da menor carga critica com seus
respectivos modos de flambagem). A implementacio numérica teve por base DUARTE [64],
mas este aspecto complementar, referente & discretizagdo do dominio, nfio foi mencionado tanto

em DUARTE [64] como em COSTA JR. [66] ou na literatura consultada.

Apesar de terem-se encontrado cargas criticas com uma boa precisfo, observou-se que
esta precisfio estd intimamente ligada & discretizacio do dominio, independente da discretizacio
do contorno, fato este que sera de extrema utilidade para o estudo do efeito de ndo linearidade

geométrica através do método da reciprocidade dual.

Nos exemplos de placas submetidas & vibragdo livre, para as mesmas condicfes de
contorno adotadas nos exemplos de determinagBo da carga critica, observou-se uma melhor
precisdo dos resultados, isto ¢, para uma menor discretizagio do dominio, obtiveram-se

resultados com diferencas inferiores a 1% do resultado tedrico.

No caso de placas submetidas a vibragSes forgadas harmonicas observou-se uma boa
convergéncia do método para fregtiéncias longe da fregiiéncia de ressondncia. Conforme o valor
da freqliéncia do carregamento se aproximou da freqgiiéncia de ressonéncia, nfo se conseguiu
obter convergéncia, Nio foi encontrado na literatura nada sobre este tipo de problema, o que leva
a um interesse de estudo mais profundo para se avaliar o comportamento de placas sob vibragdes

harmOnicas. Acredita-se, gue a forma de discretizagiio do dominio deva influenciar na

TOs
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determinacfic dos deslocamentos ¢ esforgos das placas submetidas aos carregamentos
harmfnicos, influéncia esta observada na determinac8o das cargas criticas quando fol introduzido

o efeito ndo linear, fato este que deverd ser estudado em trabalhos futuros.

Futuramente, existem alguns aspectos que poderfio ser abordados para a continuidade

deste projeto:

- Estudo ¢ implementag8o no programa de células quadraticas de dominio para o estudo

da nfo linearidade geométrica e do problema de vibragdes livres;

- Utilizago do método da reciprocidade dual para tratamento das integrais de dominio;

- Estudo do comportamento de placas no dominio da fregiiéncia.
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APENDICE A



A. APLICACAO DO CALCULO VARIACIONAL PARA OBTENCAO DAS
EQUACOES DIFERENCIAIS DE EQUILIBRIO

A.1. Introducio

Neste capitulo apresenta-se o método da energia aplicado ao problema de flex8o de placas
e ao problema do efeito da ndo linearidade geométrica de placas. S8o utilizados os conceitos do
calculo variacional para a obten¢io das equacdes de equilibrio das placas quando submetidas ao

efeito de carregamentos paralelos ¢ perpendiculares ao seu plano médio.

O intuito de aplicar o método da energia aos problemas de placas é de determinar as
condigbes naturais dos problemas analisados. Também se consegue, através deste método,
determinar as equacdes de equilibrio que regem os problemas, como por exemplo a equagio de

equilibrio do contorno anteriormente obtida.

A.2, Caleulo Variacional Aplicado a Flexf@o de Placas

A energia potencial total de uma placa submetida a um carregamento perpendicular ao seu

plano médio, € dada por:
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1 p
Fia =5 i’{ﬁ’ﬁ By T Oy Eyy T T, v}gz}'a’if— jﬁg-z@ -df} (A1)

A diferencial de volume é dada por:

dV = dx, - d2 (A2)

Substituindo-se na equagdo (A.1) as relagdes de deformacio-deslocamento, equacdo (3.3),
as relagdes constitutivas, equacgio (3.5), a definiciio da constante D, equaciio (3.13), ¢ integrando-

se a0 longo da espessura da placa (A.2), obtém-se:

2 2 2 2 2
e I 5u3+ ﬁug, .52133_}_5%234_%511; _au23+
ox ox,” ) ox { ox, ox,” ) ox,

2 2
12 (1-y). 2t -%J-I-g-u:i}-dﬁ

{A.3)

ox,0x, Ox,0x,
Colocando a expressio da energia potencial total na forma de um funcional, obtém-se:

n= fﬂ F(x;, Xy Uy, Uy Uy, Uy U5 Uy )'dQ {(A.4)

sendo F dado por:

2 2 2 2 2 2
F=E-D' 5u23+v_6u23 ’6u23+ 61423_1_%62423 .81,;23_!_
2 Ox Ox,” ) ox, dx, ox,” ) o,

* (A.5)
2
+2.(0-v). Ouy 8u3 rgu
ox,0x, Ox,Ex,
Aplicando-se o calculo variacional, obtém-se:
sr= [ |2+ 2+, + s, |40 (A.6)
Ql Ju, iy " Ouy " Ouy .
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Os diferenciais da eguac8io (A.6) podem ser escritos da seguinte forma:

514 oF &
c '&’3.. = ) (5”3)

s, b duy ox,0x

(A7)

Aplicando-se a definicio de derivada do produto de duas fungles na equacio (A.7),

obtém-se:

oF {

&a%' 3“" 21@

g | oF oF
+"é;i6u3 fé;“( 3}}5;{6343) W(c?u )}

Substituindo-se a equaciio (A.8) na equacio (A.6), obtém-se:

o | oF 0 0| oF | @ a4 oF ¢
= . i VIR | D i DD - B s Y -
on j {6}:i {6&:3 Ox, | 3)} ox, (51;3%; J ox, (6u)+ Ox, L}“st Ox, ( 3)}

0 (F ] 0 (&E)Jr}..ﬁ{_@_&._@_w} ._?;[ oF }i(éw @9
5 X, ; Ox, | Buy | | Ox,

+_1_.__a_[_@£. 5 (&3)}_5_@{aF]._gf_@%)@gi.&g}.m
3 u

(A.8)

Transformando-se parte da integral de dominio da equacfo (A.9) em uma integral de

contorno, obtém-se:
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o laer) o 5 (oF ) @ 1 o[ eF)
s - 2[2 Lo 2 ) 2oL 2 ) Lot
{ xiL s, ) o 0%, | Oy, O, 2 Oxy |\ Ouy, | O
> 3 -
LI -(3—“(6:43)+ oF Bty | dﬁ%j oF -ﬁm(éaz)=cesa+
2 x| Quy | Ox, 2, u,  Ox,
oF & oF & 1 oF ¢
+5u3 -nég(&ia)-sena+~2—--522;:‘é—~]—(&43)’sena+~-5;;msét(§u3} cosaf} 4ar
{A.10)
sendo cosa € sendl 0s cossenos dirgtores do vetor normal ao contomo.
Realizando-se as derivadas do funcional F da equacfo (A.10), obtém-se:
2 3 3, é
o = IQ{“”&?ED'(%” "‘*“V'uszz)]‘aj(&fs)—"é;;[ﬁ'(% +V'u3“)}';§g(§“3)_
D)y | L)~ 2 D)y () + gy bod2
ox, B o, Ox, v ox, A1)

+ L {D - (ugn +v- u322)~ cesa-é»iT(&x3>+ D- (z;q

22

2 ~§-V'U3N)'S€na'*~'g~—(§u3)+
2

-%-D-(i—V)-uS -sena-—i(&g3)+1}‘(l—v)-u3ﬁ -cosa-—aw(ﬁus)}-df
" ax, " Ox,

Substituindo-se na equacdo (A.11) as equagdes (3.12), obtém-se:

cifn"zj‘ %%% ._(3.(5113)+ aMZZ_I_aMlQ
Qi ox Ox, ) oOx,

0
L (Guy)+ g Gty D2+
axz éxl ( 3) g a}

ax,

- L{(M“ cosa+ M, ‘sena);—a—i—(&ga)+(Mzz sena + M, -cosa)-ai (&43)}51’}?
1 2

(A.12)

Utilizando-se as equacdes (3.9) e (3.10) na integral de dominio da equacéio (A.12), obtém-

580
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d ¢
dn = jﬁjgn ‘é;{&"a)“‘gzz ) o,

Wj{z

{(#,, -cosa+ M, sena)- —afm{éu) (Mzz-senex%thz»cosa}-é—?(&g}édf‘
2 J

f‘”“"‘“"""‘""'\

s
(A13)
Sabe-se que:
Q(&u}“ { }vcosa—gg{&ﬁvseﬁa (A.14a)
i
—ﬁm(&@)z%(&3)-3811&%%(&3)-905& (A.14b)

2

Substituindo-se as equacdes (A.14) na integral de contorno da equacdo (A.13) e
aplicando-se a regra do produto das derivadas na integral de dominio desta mesma equagfo,

obtém-se;

}' (Qu 5“) aQH' @72-@3)—%-&3+g-5u3 2+
5x2 - 5)62
+j‘r{(wM” -cos’@—2-M,, -cosa-sena— M,, -sen’ a).ai(&z3)+ (A.15)
n

+ [{-M“ — M, )-cosa-sena + M, -(senz a — cos’ a)]éa—(c?u))} -dl’
)

Utilizando-se as equacdes (3.21) na equacfio (A.15) e transformando-se parte da integral

de dominio em integral de contorno, obtém-se:

5= | { 9 5y - 5 4. 544} a0+
o Ox T ox
! 2 (A.16)

+ f {— M, »i(&S)me -—g(&u;)+ (O, cosa+0, -sena}-&uS}-a’T
r on Os

RN
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Substituindo-se a equaco (3.22a) na equacio (A.16}, obtém-se:

o7 = f % = Tt wa—Q;z—z—-ﬁuz-é—g-&%l-dQ%
af dx, o, ]

(A17)
% 54
+ § .{m Mn vm(&%}“}%{m 'm(&g"%)_iwgn &{Sl gdf
d on ds i
Como a variacfio da energia potencial total tem que ser igual a zero, obtém-se:
A
L}{mwwig“ Buy - %?:2 -8u, %g«éus}véﬁ +
i 2 (A.18)

8 e _
+ .é‘r{__ Mn 'ég(ﬁuii)ans ‘5;(5‘53)*‘{3“ '8&3}'d§: 0

A integral de dominio da equagfio (A.18) representa a equaciio de equilibrio de uma placa
submetida a flexfio e a integral de contorno representa o equilibrio que deve ser satisfeito no

contorno da placa de onde pode-se obter a cortante equivalente.

A.3. Calculo Variacional Aplicado 2 Nio-Linearidade Geométrica Associada

as Placas

A energia potencial total de uma placa submetida a um carregamento paralelo ao seu
plano médio, ¢ dada por:
1

T :“2" L(Uz; “Ey Oy T, '?’12)"1;/'
(A.19)

1 2 2
_5‘ .{Q{Nn Uy + Ny, i, +2-Ny U, -uaz}-dﬂ

Chamando-se a2 segunda integral da equacgfio {A.19) como sendo n, thm-se:
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. 1 ' 2 ‘
V1 :——E»fg{f\fﬁaujé +N22-u322+2-;\fi2-353§ '2431}’&;@ {A20)

g # “ o
Colocando-se a expressio de n na forma de um funcional, obtém-se:

??* — fﬂ g{X])XZi‘u}B u3§ ’%132’u31; yu32231§312 )d@ (A2§>
sendo F~ dado por:
% E ( 2 3 ;\J ) -
F =-3 Nyt "+ Ny u, "+ 2Ny oy -y (A22)

Aplicando-se o célculo variacional em (A.22), obtém-se:

*

or' = | —a—}i—-&ﬁ+aF Sy, |- dD (A.23)
o ausi 5 6u32 :

- - . * ~
Realizando-se as derivadas do funcional F, obtém-se:

8% N 29N, Uy - 9ou; ]-dﬁ

. Odu
o =~ |N, u -——2+ N, u
jﬂ[ TR B TR A boox, 0x,

Aplicando-se a definiclo da derivada do produto na equagdo (A.24), obtém-se:

on’ = _jn[é%(Nil "y, '5“3)_‘82‘"<N11 'usg)'&‘z "‘i“";““‘(le " U, ‘5”3)""

I 23

- gqm(Nm cuy )iy +-£—(N22 ty, - Gty )~ 5z-—(z\f22 ) ity + (A25)

1 2 2

4}5‘3“(1‘»;2 " -&g})—;(NU -u%)-&%}a@

X X2
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Transformando-se parte da integral da equaclio {A.25) em uma integral de contorno,

obi&m-se:

&

&n = ~}‘J(N“ uy F Ny, »ugg}wccsa-%{Nzg uy + Ny, -u3l).seﬁ @}u&z; -dr

B N e F S L A | R

H 2 2
{A.26)
Se Ny for considerado constante em relagfio 3s direcBes x; ¢ x;, obtém-se:
Sm’ = —j‘ {{N“ Uy Ny Uy }-cesa+(N22 iy + Ny, uy )-sena}-ﬁu?, dl +
: ’ ’ ’ ' (A27)

+ [ N, w6y -dQ

Desta forma, a variagiio da energia potencial total para o caso de placas com o efeito da
ndo linearidade geométrica € a soma da equagio (A.27) com o desenvolvimento da integral de

volume da equaciio (A.19), ou seja:

or= | —a_Qél-m?iQE—uNz-ul Sy b dQ+
Q ox, o, o

d d
+ J}{m M, - —={Gu;)= M= (s )+ Q, -6, - (A.28)

—[(N” ‘g + N, -ugz)-cosa+(N22 Uy, + N, -uji)-sena}-c%@}-df

Como o diferencial da energia potencial total tem que ser igual a zero, obtém-se:

ST
Q ox,  &x, o

5 9]
R AR SRR (a2
w[(N” Uy N, -u31}xcasa+{}v22 Uy TN -uBi)aseﬁ a}&us}-dfx 0

S0
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A integral de dominio da equacfio (A.28) representa a equacfio de equilibrio de uma placa
submetida aoc efeito da nfo linearidade geométrica e a integral de contorno representa o equilibric

que deve ser satisfeito no contorno da placa,

Utilizando-se as equactes (3.17), a equacfio de equilibrio da placa submetida a nfio

linearidade geométrica € dada por:

Dy + N ty, =0 (A29)

A.4. Caleulo Variacional Aplicado a Dinamica Associada as Plaeas

No caso da adicfio do efeito dindmico na analise de estruturas, recorre-se ao principio de
Hamilton. Este principio rege que a variaco da diferenga da energia potencial e cinética somadas

a variagfo do trabalho das forgas ndo conservativas tem que ser igual a zero, ou seja:
[8(r-n)-de+ 6w, -dt=0 (A.30)

sendo:
T: a energia cinética total do sistema;

7. a energia potencial total do sistema, incluindo a energia de deformac8o ¢ a energia potencial de

forgas externas conservativas;
Wi trabalho das forcas nfio conservativas que atuam no sistema;
&: variagio das energias no intervalo de tempo indicado.

A energia cinética total do sistema, no caso de placas submetidas 2 vibracfio livre, pode

ser dada por:
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A energia potencial pode ser expressa por:

7 62 82 2 2 5}2 62
TL':“;'D'L 82?‘“",,&; ’ﬁugﬁ*_ 6;{5_“)‘ 1423 4 .aj+
2 %, ax," ) ox, O, ox,” ) ox,

(A.32)

Colocando a expressdo da diferenca da energia potencial total e da energia cinética total

na forma de um funcional, obtém-se:

H = ["clis,u, u,,u, ) (A33)
sendo:

L=T-n (A.34)

Segunde o principio de Hamilton, obtém-se:

dH =0 (A.35)
ou ainda:

j"’—‘ai:m-é% di+ [ OL . su, -di+ [2E b, i+ fiﬁ-a% di=0 (A.36)

+ Ous, “ 1 Oy # + Ou,y, o : Ol

Realizando uma integragfo por partes na parcela que contém a velocidade na direglo de

u;, obtém-se:

TETEAY
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fzaaﬁ $Ou, Cdt + E o ou, ~di
rOU, " * 5‘2&3
’ (A37)
4«[8%:‘53{31 Ed(éﬁ}atsj ar=10
i, J, dil i, ]

mas:

(A38)
obtendo-se desta forma:
[ OL s, +-25 6, + 0L u, D15} sy =0 (A39)
1| Ou, " Ouy, 7 Ouy, ¢ di\ Ouy
Anteriormente, no item A.2, demonstrou-se que
L
:% ou; + oL -Ou, + 0 U, =
Auy, " Bujw 2 s :
= j { L . bu 5Q22‘§u3}-d§2+ (A.40)
*2
. d ;.
+ L‘{_Mn -Er;((}uj)-—Mm -a{auj)JrQ,, -5u3}-dr
Também se sabe que:
d| oL . e
;};(ég;)-éuj = Lpe ity - duy - S (A.41)

Substituindo as equacBes A.40 e A.41 em A.39, obtém-se

e
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il - i
H}‘ |- 5y ~%n 5 it s, | d+
fpCel ox, ox,
| (A42)

: ]
+ j‘iw Mn .g(ég""S)me ‘En(é?"%)_i—gr 5a3}dF}dme
! & Os i i

AN

A integral de dominio da equagfio (A.42) representa a equagdo de equilibrio de uma placa
submetida ao efeito de vibraclo livre e a integral de contorno representa o equilibrio que deve ser

satisfeito no contorno da placa.

Utilizando-se as equacdes (3.17), a equacfo de equilibrio da placa submetida & vibracfio

livre € dada por:

D-VU,+p,-h- 5 =0 (A.43)

sendo:

U {x,%,,0)=u,{x,, %, ) cos{w -1 ~ ¢) (A.44)

e



