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Resuwumo-

ANDRADE, R.C. Uma Analise das Solugdoes Fundamentais Aplicaveis as Placas
Espessas pelas Teorias de Reissner e Mindlin e suas Relagdes com a Teoria
Classica para o Uso no Método dos Elementos de Contorno. Campinas: UNICAMP,
FEC, 2001. Dissertagao (Mestrado) — Universidade Estadual de Campinas, 2001. 248 p.

O presente trabalho trata de solugbes fundamentais de placas segundo as
teorias de Reissner e Mindlin, necessarias para a aplicagdo do Método dos Elementos
de Contorno na solugdo do problema. O problema estudado é de flexdo de placas
homogéneas e isotrépicas, em regime elastico linear, mediante a hipotese de pequenas
deformacdes e com equilibrio na posi¢do indeslocada. Para o Método dos Elementos
de Contorno, sdo utilizados elementos isoparamétricos lineares e é aplicada a
formulacdo direta. Apresenta-se o desenvolvimento da teoria de Reissner/Mindlin
através da formulacdo de Weeén, e um estudo com a formulagao alternativa de
Palermo Jr. para a teoria de Mindlin. Essa formulagdo alternativa trata da conexao da
teoria de Mindlin com a teoria classica, sendo uma somatoria da teoria classica com o
efeito da deformagé@o devido a forga cortante. Foram incluidas as expressbes das
solu¢des fundamentais em coordenadas normal e tangencial ao contorno da placa. Sao
resolvidos problemas envolvendo placas finas e espessas para analisar o efeito da
variagdo de parametros livres da solucio fundamental. Adicionalmente, é mostrada a
importancia da consideragao do efeito da deformacao por cortante no calculo de placas.

Palavras Chaves: Elementos de Contorno, Placas, Reissner, Mindlin, Solugbes
Fundamentais.
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Abstract

ANDRADE, R.C. An Analysis of the Fundamental Solutions Employed in the
Boundary Element Formulation for Reissner and Mindlin’s Theories and Their
Relations with the Classical Theory Solution. Campinas, Brazil: UNICAMP, FEC,
2001. Dissertation (Master) — Universidade Estadual de Campinas, 2001. 248 p.

The present report describes the fundamental solutions for plates in Reissner and
Mindlin's theories, used in the application of the Boundary Element Method. The
problem consists in the bending of a homogeneous and isotropic plate, in the linear
elastic range and with the small strain hypothesis. The Boundary Element Method is
based on the direct formulation and it was used isoparametric linear element. The
development of Reissner/Mindlin’s theory according to Weeén’s formulation is shown
and the alternative formulation for Mindlin's theory presented by Palermo Jr. is studied
and tested. This alternative formulation establishes the connection between Mindlin's
theory and the classical theory, and Mindlin’s theory is obtained as a sum of the
expressions of the classical theory plus a correction due to the shear deformation effect.
The alternative formulation also permits the analysis in boundary coordinates. Problems
involving thin and thick plates are studied and the effect of the free parameter of the
fundamental solution is tested. Finally, the importance of considering the shear
deformation effect in the analysis of plate is shown,

Key Words: Boundary Elements, Plates, Reissner, Mindlin, Fundamental Solutions.
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Capitulo-1

Introducio-

1.1 INTRODUGCAO

As placas sao elementos estruturais de superficies planas utilizados nos mais
variados tipos de estruturas, nos mais variados ramos da engenharia, seja ela
mecanica, civil, naval, aeronautica, entre outras. Na engenharia civil, 0 desenvolvimento
de novas tecnologias e o aprimoramento dos aspectos construtivos esta intimamente
ligado com a concepgéo e construcdo de grandes obras como pontes, edificios altos,
barragens, silos, e outras inimeras aplicagdes que utilizam os elementos de placas.

A analise de placas, de acordo com estudos feitos com base na teoria da
elasticidade, tem suas origens ha quase dois séculos, porém foi durante os Gltimos 70
anos que foram resolvidos a maioria dos problemas relacionados a casos reais. Dentre
os grandes pesquisadores da teoria de placas estdo: Navier, Levy, Timoshenko,
Kirchhoff, Viassov, Kalmanok, Saint-Germain, entre outros.

Sobre o ponto de vista das aplicagdes de engenharia, a teoria de placas pode ser
considerada como um dos mais importantes topicos da teoria da elasticidade. Apesar
das hipéteses simplificadoras adotadas, as solugbes analiticas das equactes
diferenciais que governam o problema de flexdo de placas sdo conhecidas apenas em

alguns casos particulares classicos.



A necessidade de analisar casos mais gerais fez com gue surgissem algumas
tecnicas huméricas para analisar, de forma aproximada, equagdes diferenciais de dificil
solucdo. Destacaram-se durante as ultimas décadas, o Método dos Elementos Finitos,
Método das Diferengas Finitas e mais recentemente o Método dos Elementos de
Contorno.

No presente trabalho, é aplicado o Método dos Elementos de Contorno como
ferramenta de resolugdo numérica para analisar esforgcos e deslocamentos em placas
homogéneas e isotropicas, com énfase na teoria de Reissner/Mindlin por ser mais
consistente que a teoria classica de Kirchhoff, permitindo a analise de placas tanto finas
quanto espessas. As formulacdes de Reissner/Mindlin geram um sistema de equagdes
de sexta ordem, possibilitanto o atendimento das trés condictes de contorno existentes
no problema de placas, a0 invés das duas da teoria classica.

O estudo se inicia com a revisé@o bibliografica sobre a teoria de placas e sobre 0
Método dos Eflementos de Contorno aplicado as placas.

Em seguida, no capitulo 2, & apresentado um resumo da teoria da elasticidade,
em termos de coordenadas cartesianas e cilindricas, com o objetivo de ilustrar a teoria
bidimensional de placas de uma forma mais generalizada.

No capitulo 3, sdo apresentadas as hipoteses da teoria classica de placas, e a
obtengdo das expressdes de esforgcos em fungdo do deslocamento de maneira
resumida. Neste capitulo, € obtida a solugdo fundamental de placas segundo a teoria
classica.

A formulagdo com base na teoria de Mindlin é analisada no capitulo 4. Sao
obtidos os esforcos em fungdo dos deslocamentos generalizados para o
desenvolvimento de Reissner e de Mindlin. Obtém-se as solugdes fundamentais para as
placas segundo a formulagédo de Weeén, a partir da solugéo das equacgdes diferenciais
em termos dos deslocamentos generalizados.

No capitulo 5 sdo desenvolvidas as equacgdes integrais de placas, primeiramente
para a teoria classica e em seguida, para a teoria de Reissner/Mindlin.

O Método dos Elementos de Contorno ¢ aplicado de maneira direta as placas nho
capitulo 6. As equacgbes integrais sdo transformadas em equacgdes aigébricas lineares

mediante a escolha de fungdes aproximadoras para os deslocamentos e esforgcos nos



elementos do contorno. Escrevendo-se as equagbes integrais para todos os nos
associados aos elementos de contorno, obtém-se um sistema de equacdes lineares
onde as incognitas sdo deslocamentos e esforgos em pontos definidos no contorno.
Aplicadas as condicdes de contorno e resolvido o sistema de equacdes, obtém-se os
deslocamentos e esforgos no contorno. A partir destes valores, sdo determinados os
deslocamentos e esforgos em qualquer ponto do dominio da placa.

No capitulo 7, sdo apresentados os exemplos de placas estudados através de
programas desenvolvidos nesta pesquisa. Neste capituio, alguns exemplos sé&o
analisados no programa de placas segundo a teoria classica, de acordo com Danson, e
outros para a formulacdo de Weeén com base nas teorias de Reissner e de Mindlin.
Procurou-se comparar os resultados obtidos nestes programas com outros da literatura.

O capitulo 8 apresenta de maneira resumida a formulagao alternativa de Palermo
Jr. para teoria de Reissner/Mindlin. Atraves desta formulacao, foi possivel a obtencao
das expressdes de esforgos e deslocamentos em coordenadas ns, e ainda a teoria de
Mindlin como uma somatéria da teoria classica mais uma corregdo devido ao efeito da
cortante sobre a placa. Neste capitulo, € apresentado de maneira geral o programa de
placas desenvolvido para a formulagéo alternativa e os exemplos estudados através
deste programa. Faz-se um estudo sobre a influéncia do parametro livre na parcela
relacionada com a teoria classica dentro da solugdo fundamental para a teoria de
Mindlin.

Finalmente, no capitulo 9, sdo apresentadas as conclusdes sobre o estudo
realizado neste trabalho, citando algumas complementa¢des que podem ser feitas em

trabalhos posteriores.



1.2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

1.2.1 O ESTUDO DAS PLACAS

A primeira equagao descrevendo a flexdo de placas que se tem conhecimento foi
proposta por Navier [20] em 1823. Nesta equacéo, a rigidez a flexao & definida por uma
constante elastica.

Admitindo algumas hipoteses simplificadoras visando analisar a placa como uma
estrutura bidimensional, comegaram a surgir diferentes teorias. Em 1850, Kirchhoff
[21] estabeleceu as hipdteses fundamentais da teoria de placas, a partir da expressao
da energia potencial em termos de extensdo, componentes de curvatura e torgao.
Derivando esta expressdo e aplicando o principio dos trabalhos virtuais, Kirchhoff
obteve uma equacao diferencial de quarta ordem, onde a rigidez a flexao foi definida
em termos do moédulo de Young e coeficiente de Poisson. Percebendo que as trés
condigbes de contorno naturais propostas por Poisson [22] ndo eram compativeis com
a natureza de quarta ordem da equacgao diferencial obtida para as placas, Kirchhoff
mostrou que essas condigfes poderiam ser reduzidas de trés para duas. Com isso, esta
teoria ndo considera o efeito da deformacao por cortante, assumindo que retas normais
ao plano médio da placa permanecem normais ap6s a deformacgédo. A teoria classica de
Kirchhoff € uma eficiente representagdo do comportamento de placas para pequenos
deslocamentos, sob a acao de carregamento transversal, apresentando boa precisédo
para placas de varias geometrias.

Em 1899, Levy [66] discutiu os problemas de flex&o de placas retangulares com
duas bordas opostas simplesmente apoiadas, e sugeriu a solugdo da equagao
diferencial em forma de séries.

Como a teoria classica de Kirchhoff obtinha bons resultados para valores no
centro de uma placa, ou no meio do lado de uma placa, porem a distribuicao das
tensbes ao longe de um lado ou ao longo de uma placa nao atingia a precisao
desejada, a necessidade de se determinar a distribuicdo destes esfor¢os ao longo de
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um furo ou de uma borda levou Reissner [23] a desenvolver uma teoria, aproximando o
problema da flexdo de placas da teoria tridimensional da elasticidade. Em 1944,
Reissner [23] formulou sua teoria assumindo uma distribuicdo de tensdes internas e
considerando o efeito da deformagao por cortante. Assim, obteve um sistema de
equagdes diferenciais que pode ser condensado a uma equacao diferencial de sexta
ordem, que satisfaz as trés condicdes de contorno ao longo das bordas, ac invés de
apenas duas, como estabeleceu a teoria classica de Kirchhoff. Segundo Reissner
[10], a base fisica dos resultados obtidos é o reconhecimento do fato de que a omissao
da deformacdo por cortante foi responsavel pela reducdo das trés condigbes de
contorno a duas condig¢des.

Em 1951, Mindlin [11] tambem formulou um modelo muito proximo daquele de
Reissner para a analise de placas. Sua deducgdo teve como base as equagdes de
equilibrio da teoria da elasticidade tridimensional para um corpo em movimento,
considerando-se o efeito da inércia rotatéria e da vibragdo devido ao cisalhamento.
Assumindo constante as distor¢gdes que ocorrem na espessura, as tensdes foram
obtidas. O sistema de equagbes diferenciais também é condensado a uma equacgao
diferencial de sexta ordem e satisfaz as trés condi¢cbes de contorno requeridas.

Tanto a teoria de Reissner como a de Mindlin contribuiram expressivamente ao
aprimoramento da teoria bidimensional de placas.

Salerno & Goldberg [24] apresentaram em 1960 uma solug&o do problema de
placas, reduzindo o sistema de trés equacdes diferenciais de Reissner a uma equacio
diferencial de quarta ordem semelhante a da feoria classica e uma equac¢éo diferencial
de segunda ordem para determinar uma funcgao de tensao. Os resultados obtidos foram
proximos a teoria classica.

Em 1969, Panc [25] apreseniou um tratado onde discutiu as diversas
formulagdes disponiveis para a andlise estatica de placas. Mais tarde, Cheng [26]
deduziu a teoria estatica de placas diretamente da teoria da elasticidade tridimensional.
Um dos destaques do trabalho de Cheng é que este abre um caminho sistematico de
desenvolvimento de teorias bidimensionais aproximadas a partir da teoria fundamental

tridimensional para varios problemas fisicos.



Barrett & Eliis [14], em 1988, mostraram que o probiema de placa submetida a
um carregamento ftransversal relaciona-se com o problema tridimensional da
elasticidade. No mesmo trabalho, mostraram como sua teoria se relaciona com as
teorias de Kirchhoff, Mindlin e Reissner. Ainda, ha neste trabalho uma discussao
detalhada nas especificacdes das condigbes de contorno com base no trabalho de
Gregory & Wan [30].

Reissner [68], em 1986, apresentou uma “generalizagao” das equacoes para a
analise de placas com grandes deformacgdes incluindo a deformabilidade da placa por
cisalhamento transversal. O sistema de equagdes diferenciais obtido & de décima
ordem, na forma de duas equagdes simultaneas de quarta ordem, suplementadas por
uma equagao de segunda ordem. No ano seguinte, Reissner [27] demonstrou uma
teoria abordando placas moderadamente espessas, cujo sistema de equagdes
diferenciais aparece na décima segunda ordem, mostrando consisténcia de resultados
com a teoria classica.

Foi proposta, em 1988, uma versao da teoria de Reissner para o caso de placas
homogéneas, isotrépicas, com quaisquer condigbes de contorno. Os autores deste
trabalho séo Ladevéze & Pecastaings [28]. A diferenga deste trabalho em relacédo a
teoria de Reissner estd no valor considerado para o fator de deformabilidade por
cisalhamento transversal e pelas condi¢bes de contorno.

Em 1991, Reissner [29] publicou seu trabalho onde apresenta o conceito de
apoio “soft” como uma condigcéo para a transi¢do suave da teoria de sexta ordem para a
teoria classica de quarta ordem.

Foi publicada em 1997, a teoria de placas espessas com base nas solugdes
genéricas da elasticidade de Papkovich-Neuber. Este trabalho foi realizado por Wang &
Shi [69]. Wang teve grande contribuicdo na publicacédo de trabalhos com énfase nas
placas transversalmente isotrépicas (1985) e problemas de dinamica de placas
isotropicas e micropolares (1988).

Nos estudos de Cheng [70], Gregory & Wan [30] e Wang [71], pode-se notar a
grande influéncia da espessura da placa nos deslocamentos através da teoria elastica
dos corpos tridimensionais. Demonstra-se nestes trabalhos a boa estabilidade da

conexao entre as teorias de flexdo de placas finas (Kirchhoff) com a de flexdo de



placas moderadamente espessas por deslocamentos impostos (Mindlin) ou por
tensfes impostas (Reissner). Assim, pode-se comprovar a precisac dos resultados

para placas finas quando analisadas pelas teorias de Mindlin ou Reissner.

1.2.2 A ANALISE DE PLACAS ATRAVES DO METODO DOS
ELEMENTOS DE CONTORNO

A eficiéncia e a versatilidade do Meétodo dos Elementos de Contorno tem permitido
que pesquisadores realizem diversos frabalhos relacionados a flexdo de placas,
implementando as varias formulagdes integrais aos casos de carregamento estatico,
dindmico, com espessuras constante ou variavel. O MEC reduz o nimero das equacdes
utilizadas para discretizar um problema, enquanto que o Método dos Elementos Finitos
ou o Método das Diferengas Finitas (conhecidos como técnicas de dominio) exigem
uma discretizagdo de todo o dominio, obtendo um numero grande de equacdes. Um
nidmero grande de equacbes algébricas exige um nimero grande de meméria
computacional para armazenamento dos dados. No MEC, a fransformacdo das
equacgbes é feita para valores do contorno somente, portanto na maioria dos casos,
reduz bastante a dimensao das matrizes.

O desenvolvimento de formulagbes para a analise de placas através do Método dos
Elementos de Contorno (MEC), e sua utilizagéo pratica na engenharia estrutural, se deu
apds a introducdo do método com vistas a analise de tensdes em problemas bi e
tridimensionais de elasticidade. Porém, no final do século XiX, o desenvolvimento de
equagdes integrais para o problema de elasticidade estatica e dindmica, foi um dos
passos mais importantes para o posterior desenvolvimento das técnicas de contorno.

Quem apresentou a primeira teoria das equacgdes integrais com ntcleos definidos e
integraveis para um problema linear elastico foi Fredholim [31] em 1903. Nas décadas
de 1950 e 1960, os trabathos de Mikhlin [32], Muskhelishvili [33], Kupradze [34] e
Smirnov [35], ofereceram um estudo mais aprofundado do uso das equagfes integrais

em problemas fisicos. Eles apresentaram solugdo de equagdes integrais singulares e
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descontinuas para problemas de elasticidade plana utilizando o método indireto. As
bases das formulacdes indiretas foram estabelecidas por Kupradze [34], considerando
a solugao fundamental de Kelvin para resolver o problema de elasticidade.

[dentifica-se na literatura como a referéncia inicial do estudo de placas através do
MEC o trabalho de Jaswon et alii [45], publicado em 1967, propondo a decomposi¢do
da equacao bi-harmodnica em duas equagdes harménicas que resolvidas por equacdes
infegrais e devidamente combinadas, permitem a obtengdo da solugdo final.
Anteriormente, em 19863, Jaswon [38] e Symm [37] apresentaram uma técnica
numérica para solucionar a equagao integral de contorno de Fredholm, que consistiu
em discretizar o contorno em uma série de pequenos elementos e assumir uma fonte
constante de densidade dentro de cada elemento. Eles empregaram a técnica de
colocagao para obter o sistema de equagdes e computar os coeficientes de influéncia
usando a regra de Simpson como técnica numérica, com excegao dos coeficientes
singulares que foram computados analiticamenie ou por soma dos termos das
diagonais. Adicionalmente, propuseram uma formulagdo mais geral através da
aplicacdo da Tercejra Identidade de Green com potenciais e suas derivadas
desconhecidas no contorno.

As primeiras formulagdes diretas do MEC para problemas elasticos bidimensionais
foram apresentadas por Rizzo [39], em 1967. O problema tridimensional foi estudado
pioneiramente por Cruse [40]. Ele discretizou o contorno através de elementos
constantes para escrever a identidade Somigliana [20].

Em 1975, Lachat [41] fez uma grande contribuicdo as técnicas de contorno,
tratando de problemas bi e tridimensionais da elasticidade.

Posteriormente, em 1976, Hansen [72] apresentou uma formulacgéo direta para a
analise de placas infinitas com furos, utilizando-se duas equagdes integrais, referentes
a expressao do deslocamento vertical e a de sua derivada em relagdo a uma direcéo
qualquer.

No anc de 1978, Brebbia [42] faz uma generalizacdo do MEC, apresentando uma
formulag&o partindo da fecnica dos residucs ponderados, que provocou um grande
aumento do nimero de pesquisas utilizando o método. Destacaram-se as formulagbes
no campo da elasticidade linear utilizando solugdes fundamentais proprias para a



consideragdo de superficie livre, muito versateis na solucdo de problemas que
envolvem a analise de tensdes proximas a uma borda livre [43,44].

Nesta mesma época, Benzine & Gamby [17] propuseram uma formulagéo direta
partindo da identidade de Green. Considerando como varidveis do contorno as
variaveis do problema real, isto €, o deslocamento transversal e sua derivada na
direcdo da normal ao contorno, a forgca cortante equivalente e o momento fletor na
dire¢do da normal, deduziram duas equagdes integrais relativas ao deslocamento
transversal e sua derivada na direcdo normal. Eles analisaram varias placas quadradas
com diversas combina¢des de apoio.

Outros frabalhos foram publicados tratando da flexdo de placas através do MEC
com formulacgédo direta e utilizando a teoria de Kirchhoff, como os de Benzine [46],
Stern [47] e Danson [16].

Tratando do mesmo problema sé que utilizando a formulagao indireta tem-se os
trabalhos de Altiero & Sikarskie [73] e Wu & Altiero [74], que resolveram exemplos
praticos apenas para placas engastadas.

Aparecem os trabalhos de Tottenhan [75] e Guo-Shu & Mukerjee [76 ] discutindo
as formulagbes diretas e indiretas para placas delgadas bem como apoiadas em base
elastica. Adotou-se a interpolagcdo hermitiana e efetuou-se o calculo das integrais
singulares por meio de solugbes particulares.

Considerando as hipoteses de Kirchhoff, Paiva [48] apresentou diversas
alternativas para equacionar o problema de placas, adotando equagdes integrais para
flecha e sua primeira derivada na dire¢io normal ao contorno, ou duas equacgdes
integrais para flecha em dois pontos singulares, sendo um destes pontos situados sobre
o contorno e o outro fora dele. Além da aplicagdo do método as placas, Paiva estendeu
analise para estruturas compostas de placas, vigas e pilares.

Varias outras pesquisas tratando de placas finas foram publicadas na segléncia.
Katsikadelis & Armenakas [77] sugeriram em 1989, um novo equacionamento para o
MEC em termos de duas equacgdes diferenciais e duas equagoes integrais de contorno
acopladas, sendo as equagdes diferenciais resolvidas pelo Método das Diferengas

finitas e as equacgdes integrais pelo MEC.



Placas finas apoiadas sobre fundagao elastica foram estudadas por Tottenhan em
1979, mas houve continuacdo deste estudo através do MEC por Katsikadelis &
Armenakas [88], Costa & Brebbia [78] e Benzine [79]. Silva [80], em 1988, abordou
este problema considerando uma formulagdo onde o dominio foi discretizado por
células e outra formulagdo onde as integrais de dominio foram transformadas em
integrais sobre o contorno, através do teorema da reciprocidade. Em 1991,
Katsikadelis [81] apresentou uma formulagéo para o problema admitindo a hipotese de
grandes deslocamentos, partindo da equacdo de Von Karman e permitindo
comportamento néo-linear entre o deslocamento e a reagao do solo.

O problema de placas espessas foi considerado inicialmente por Weeén [12] em
1982. Ele aplicou a teoria de Reissner e estabeleceu para cada ponto do contorno um
sistema de trés equagdes integrais em termos de um deslocamento e duas rotagdes, e
correspondendo ao esforgo corianie e dois binarios, respectivamente, obtendo a
solugéo numericamente. Weeén aproximou o contorno por elementos isoparamétricos
quadraticos. Também, trataram do problema de placas moderadamente espessas
através do MEC utilizando a teoria de Reissner: Long [49], Karam [50] e Ribeiro [51].
Ribeiro faz uma analise elastoplastica das placas de Reissner através do MEC. Ele
resolve problemas com varias condigbes de contorno e varios tipos de forcas aplicadas
sobre a placa. O tipo de elemento utilizado pela implementagdo computacional é de
geometria linear com aproximacéo parabdlica para as variaveis do contorno, e as
equacgtes sdo geradas para pontos de colocagao fora do dominio.

Ribeiro & Venturini [62], para resolver o problema das singularidades que podem
ocorrer na integra¢do, escreveram o sistema linear de equagdes tomando os pontos de
colocacao fora do dominio da placa. Em paralelo, tratando das teorias de Reissner e
Mindlin, tem-se os trabalhos de Westphal & De Barcellos [563] € De Barcellos & Silva
[54].

Em 1992, utilizando a teoria de Mindlin, Vilmann & Dasgupta [15] desenvolveram
uma solugdo fundamental para a flexao de placas de espessura variavel. Este trabalho
foi realizado com base na tese de doutorado de Vilmann [55], onde ele estudou as

técnicas de elementos de contorno aplicadas as placas de Mindlin. Nesta tese ele

10



apresenta exemplos de placas com carregamento de tragdo e compressao aplicado na
direcdo do plano médio da placa.

Em 1993, Katsikadelis & Yotis [82] modelaram uma nova solugdo do MEC para
placas espessas de Reissner. A solugdo é expressa em termos de dois potenciais, um
bi-harmdnico e um de Bessel. Os potenciais sdo estabelecidos a partir de suas
representacdes integrais ap6s a solugédo de seis equagbes de contorno, trés integrais e
trés diferenciais.

El-Zafrany et alii [56], em 1994, consideraram placas finas e moderadamente
espessas com formas arbitrarias e desenvolveram as solugbes fundamentais. Eles
separaram o efeito da deformagdo por cortante da integral de contorno, no sentido de
aplicar a formulac@o as placas finas. Eles generalizaram as derivagbes para obter
melhores resultados para placas finas e espessas.

Em 1988, Rashed et alii [83] estenderam o trabalho de Jianguo et alii [84] em
placas espessas sobre fundacbes elasticas de Winkfer, e obtiveram tirés casos
diferentes de solugcdo fundamental, dependendo das constantes do problema
(parametros da placa e da fundacgdo). Este estudo & uma continuagéo do trabalho de
Wang et alii [85], que s6 resolve um destes trés casos. No trabalho de Rashed et alii,
os outros dois casos foram apresentados, com base nas mesmas equagdes
aproximadas utilizadas por Jianguo et alii, nas quais o efeito da tensdo normal
resultante da reacdo da fundagao na superficie da placa foi desprezado.

Foi publicado, em 1999, um artigo de Al-Hosani et alii [86] onde ¢é introduzida uma
nova e consistente solugdo fundamental em termos de fungbes de Besse/ com
argumentos reais ou complexos, para analise de elementos de contorno das placas de
Reissner de geometrias arbitrarias sobre fundagéao elastica de Winkler.

O presente trabalho retoma a proposta iniciada por Sanches [4] pois, a solugéo
fundamental alternativa apresentada por ele, trouxe alguns elementos interessantes a
analise de placas espessas e que néo foram tratados na literatura. E estudado o efeito
da variacdo dos parametros livres da solugdo fundamental devido ao momento fletor
unitario, e que néo foi tratado em [4]. A solugdo fundamental de placas de
Reissner/Mindlin teve formulacéo alternativa em Palermo Jr. [96] e este trabalho faz

um estudo complementar. Sao reestudados os casos apresentados em [4] e novos

"



casos vistos neste trabalho. Adicionaimente, é tratado o problema da conexdo das
teorias de placas classicas e Reissner/Mindlin, inciuindo os limites de apiicacédo das
teorias.
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Capitulo-2

Teoria da Elasticidade Linear

2.1 INTRODUCAO

O intuito deste capitulo é apresentar os conceitos basicos da feoria da
elasticidade necessarios para o desenvolvimento das equacgdes de placas no Método
dos Elementos de Contorno (MEC). Neste capitulo sdo revistas a lei constitutiva do

material, as relacdes deformagdes-deslocamentos e as equacdes de equilibrio.
2.2 RELAGAO DEFORMAGAO-DESLOCAMENTO

Um corpo continuo sofre deformacéo quando a posicao relativa entre dois pontos
pertencentes ao mesmo é alterada devido a qualquer movimento. Se a posicao relativa
entre todos os pontos deste corpo permanecer constante durante um deslocamento, ©
corpo é dito rigido. Portanto, o movimento de um corpo rigido € descrito apenas pela
rotacao e translagao.

Adota-se um sistema de coordenadas cartesianas, como na figura 2.1. Existe um
ponto P, de coordenadas (X1, Xz, X3} na posigéo indeformada. Aplicando um movimento

a este ponto P, sua nova posigao tera as coordenadas (xs+uq, Xa+Usz, Xz+Us), sendo uy,



U e uz as componentes do vetor deslocamento u, responsavel pela mudanga de

posicéo do ponto P.

PO —_—
P(Xi'i'tii)

X2
X1

FIGURA 2.1 Deformagao de um Sélido

Usando o tensor Lagrangeano de deformagao pode-se definir as deformacoes

em fungao dos deslocamentos da seguinte forma:
1
&y = 5 (ui,k T+ ul,iui,k) (2.1)

com i, ke lvariando de 1a 2.
Considerando que, neste estudo, o termo quadratico da equacao (2.1) é muito
pequeno em relacdo as derivadas tratadas, pode-se negligenciad-lo, e o tensor de

deformagbes passa a ser expresso por:

By = %(ui,k + uk.i) (2.2)
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2.3 LEI CONSTITUTIVA

Admitindo um sélido continuo € homogéneo, a Lei de Hooke € a equacio
constitutiva em uma regido elastica deste sélido, pois é uma relagéo entre o tensor de
tensdes (o) € o tensor de deformacdes (gi).

No espaco tridimensional, as seis componentes de tensao, em qualquer ponto de
um solido elastico sao relacionadas com as seis componentes de deformacgéo através
de um tensor de quarta ordem Cy, formado por coeficientes que contém as constantes

elasticas do material:
Gim = Cikim &ik (2.3)

Cikim € composto por 81 elementos. Porém, considerando a simetria dos tensores
de segunda ordem envolvidos, as propriedades de simetria elastica e a existéncia de
uma funcio de densidade de energia de deformac8o, esses elementos podem ser
reduzidos a duas constantes, E e v, conhecidos como médulo de elasticidade e
coeficiente de Poisson do material, respectivamente. Tendo em conta este fator, a

equacado (2.3) pode ser escrita:

Oy = Ev Oy + o By
(1+v)-(1-2v) (1+v)

(2.4)

sendo &k um tensor simétrico de segunda ordem, conhecido como delta de Kronecker,

definido por:

5 {——>3Se i =k
* 10— Seixk

Ainda, chama-se de modulo de elasticidade transversal a relagao:

15



E

©=204)

{2.5)

A forma inversa da equacgéo (2.4), onde as deformacées sado obtidas a partir das

tensdes &:

28,0 (2.6)

2.4 EQUACOES DE EQUILIBRIO

Equilibrio em qualquer ponto de um corpo €& caracterizado por equacgbes
diferenciais envolvendo tenstes e forgas volumétricas. Considerando a figura 2.2, um
solido de volume V e area de superficie A é apresentado. Neste sélido, atuam forgas

volumetricas F; e forgas de superficie t;.

A X3

Xq

FIGURA 2.2 Forgas de Volume e Superficie
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O corpo esta em equilibrio estaticc admitindo que as tensdes em todos os

elementos dV no interior do mesmo respeitem a relacio:
o+ Fi=0 @7

As forgas de superficie t; agindo sobre um elemento dA e em uma dire¢éo n;,

normal a superficie, guardam a seguinte relagdo com as tensdes internas oj;:
ti= oy ny (2.8)

sendo a diregado n; os cossenos diretores dos angulos formados pelo vetor normal e os
eiXos X1, X2, X2,

As forgas de superficie foram obtidas através do equilibrio estatico de um
tetraedro infinitesimal formado por planos passando por um ponto. O tetraedro é
constituido por trés planos perpendiculares ao sistema de referéncia x4, Xz, X3 € um
quarto plano tangente & superficie no ponto considerado cuja normal tem cossenos

diretores n.

2.5 COORDENADAS CURVILINEAS

Um sistema de coordenadas cartesianas (X1, X2, X3) pode ser transformado em
um sistema de coordenadas cilindricas (r, 0, x3) para facilitar as equacgdes de algumas
estruturas. A figura 2.3 mostra a transformagido do sistema cartesiano no sistema

cilindrico.
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A X3, W, U3

RN

AW, U3

3] < Vo, Up

Uy

> Xo, ¥, Uz

X1, U, Uy

FIGURA 2.3 Sistema de Coordenadas Cilindricas

Para as placas, utilizam-se ou as coordenadas caresianas ou as cilindricas para
se escrever as relagdes basicas da teoria de fiexdo. Os deslocamentos resultantes em
sua superficie s&o u, v e w. Sejam as componenies de deformagdo em fungéo dos

deslocamentos, em coordenadas cartesianas de acordo com (2.2) escritas de modo
explicito:

ou
nlle
22 - axz
€33 W
X,
S (2.9)
N ou
ox, X,
Vel _Jow, au|
Y13 x,  ox,
Yas oW v
_~.+m
X, OX,

No sistema de coordenadas cilindricas, as componentes de deformag¢do em
funcdo dos deslocamentos s&o escritas por:

18



U,
£, ar
S -—-<1A§,.Vw?...w{,...§.{_>
o ros r
) | ow
6XB
| (2.10)
1ou, ovy, v,
.____....+._..__....._
r oo or r
YrB _ ) aur m%@
Vs x, | or
Yoo tow ov,
rog  ox,

Utilizando as relagdes constitutivas (2.6), deformacgdes cartesianas ou cilindricas
relacionam-se com tensdes em coordenadas cartesianas ou cilindricas,

respectivamente, de forma analoga ou segja;

€44 i 1 -v —-v]| oy,

12 =gV 1 —v[10,

€33 -v ~-v 1 3 2.11)
712\ ’ 212

< ?:-—

Y13 G 13

Y23 Ta3

PN

€, ’ 1T -v ~v| |o,

seer=—E—wV 1 —vi-{0g

£33 -v -v 1 Gy 2.12)
Yre 1 TrB

Y3 >"‘6 T3

Yoz ) T3

nvertendo-se as expressdes (2.11) e (2.12) para se obter as tensdes em fungao
das deformacdes tem-se:
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Oy £ 1-v v v js”
; S 1_ .
S ROy f“’"z
o % Y ~-vi |
(Cas ] Bas 2.13)
Ti2 Tz
1T ¢ =09 Ve
| Tz3 V23
e
C, t—v v v £,
{Cg ¢t = —*————E————— -v v g
1 (1+v)(1-2v) ®
633 1 Y 833
; (2.14)
Te Teo
3T 1= Gy V3
Tos Ye3

Considera-se um elemento infinitesimal em que estejam atuando tensdes
internas oy (figura 2.4). O equilibrio estatico, de acordo com o item 2.4 deste trabalho,
esta sujeito a um sistema de forcas de volume F; e de superficie t;. Assim, a partir de um
sistema de coordenadas cartesianas, as equacbes de equilibrio deste elemento dV

vistas em (2.7) foram:

132

Taz

X '
G2z
X dxs Ti2 a1

X1
de

Csz

FIGURA 2.4 Tensbes Internas em um Elemento Infinitesimal
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601‘5 +a’512+§‘€.§3 +F :0
ax, X, X,
Oty 00y Oty +F, =0 (2.15)

Para o sistema de coordenadas cilindricas, o equilibrio & dado por:

ooy, 10%: | Oty +1(cg — g )+F =0
o r o8 ox; r

O 1000 | Ot +“2“Tre +F, =0 (2.16)
o r o  oxy r

T %—Eare" + 005 +3'cr3 +F, =0
o r o X, r

As componentes das forcas de superficie ti, expressas em fungdo das tensbes

em um ponto qualquer da superficie do elemento dV s&o:

t = oy F T2z + 4303
tz = 24N + 022Nz + 12303 (2.17)

3 = 13N + Ta2N2 + G33N3

onde nk € o cosseno diretor dos &ngulos entre o vetor normal e as coordenadas x4, Xz,

X3,
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Capitulo- 3

Teoria Classica de Placas de Espessura Constante

3.1 INTRODUGAO E HIPOTESES BASICAS

Uma placa é um corpo envolvido por duas faces paralelas, onde a distancia entre
estas duas faces, ou seja a espessura da placa, € de dimensdo muito pequena em
relacdo as demais dimensdes da mesma. O plano paralelo as faces da placa,
bisseccionando a espessura h, € chamado de plano médio.

E adotado um sistema de coordenadas xi, X2, X3 no plano médio da placa como
mostra a figura 3.1. Neste capitulo serdo apresentadas as hipéteses de KIRCHHOFF
[21] com énfase na geometria da deformagdo e assumindo-se deformacgdes e

deslocamentos muito pequenos.



% /I i i/ hf2
FIGURA 3.1 Definigdo do Sistema de Coordenadas

O carregamento g na superficie da figura 3.1 € uma fungdo de g(x1, X2) € €
considerado normal ao plano medio, podendo ou ndo estar combinado com outro
carregamento paralelo a este plano.

A flecha de uma placa carregada é pequena se comparada a sua espessura. Por
isso, KIRCHHOFF atribuiu as seguintes hipoteses:

a-) Os deslocamentos normais ao plano da placa s&o pequenos e as
deformag¢des na direcdo da espessura sdo pequenas o suficiente para serem
desprezadas;

b-} As tensdes normais atuando nos planos paralelos ao plano médio da placa
s30 pequenas quando comparadas as demais componentes de tensdo. Por isso,
podem ser desprezadas;

¢c-) As componentes de deslocamento contidas no plano da placa variam
linearmente com a espessura;

d-) Retas normais ao plano médio da placa na posigao indeformada permanecem
normais apds a deformacgao. Portanto, despreza-se as deformacdes por cortante, que
causam distor¢des,

e-) Nao existem tensdes de cisalhamento nas faces externas paralelas ao plano
meédio da placa.

Através destas hipoteses, pode-se concluir para algumas deformagdes

apresentadas na equacéo (2.9):
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ou  ow
re= 2 Mg

ox; Xy

o ow

= ez 3.1

V22 x,  ox, (3.1}
€33 :ﬂzo

OX,

3.2 EQUAGOES CONSTITUTIVAS

Em funcao das hipbteses de KIRCHHOFF e das equacdes de (3.1), sabe-se que
nao existe estado plano de tensdo na placa. Por este motivo, o deslocamento contido
no plano médio da placa é nulo. O deslocamento w depende somente de x; e x, e 0s

deslocamentos u e v sao0 lineares em x3. Assim, integrando-se as equagdes de (3.1) em
funcéo de u, v e w obtém-se:

ow

U= = Xy~
6x1

ve—x, (3.2)
axﬁ

w = wi(x,, X, )

Deve-se notar que as equagdes (3.2) foram enconiradas considerando os

deslocamentos (u,v) nulo no plano médio da placa conforme as hipoteses
apresentadas.

Derivando os valores de u, v e w das equacgbes de (3.2) em relacéo a x4, X2, X3 de
acordo com as relacdes (2.9) chega-se em:
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o Bw O*w
Tip = T = 2%,
ox, 0%, OX,0X,
du o*w
En = EX: = 3 P (3.9)
N Aty
€5 o, == X3 o

A partir das hipoteses de KIRCHHOFF, e utilizando as expressdes de (2.13) para
as tensbes obtém-se as seguintes equacgdes:

O = 2 (811 +V822)
Gy = PRI (822 + Vaﬂ) (3.4)
Ty = G ¥qp

Quando se substitui as componentes de deformagéo (3.3) nas componentes de

tensao (3.4) obtém-se as componentes de tensio em fungéo das derivadas de segunda
ordem do deslocamento w:

o o EX Fw ow
o=y ad  ad
Ex, (&*'w  &*w
= — +V 3.5
a2 5858 -
2
T, = -2 G x, 2

2

A carga g distribuida sobre a placa fina, gera uma equacgao escrita em sua forma
implicita:

Eh?®

g= mvﬁ(vzw) (3.6)
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sendo V% um operador diferencial definido por:

o &
Vz = e o 37
PV (3.7)
A equagéo (3.6) € obtida do equilibrio da placa sob carga distribuida escrita em
termos dos deslocamentos. A expressdo seguinte define a rigidez a flexao da placa:

Eh®

A equagdo (3.6) e conhecida como Equagdo de Lagrange, e relaciona o
deslocamento na dire¢do z, ou a deflexdo, com o carregamento g. Na sua forma

expandida é escrita como:

4 4 4
g:D[aw a'w aw] (3.9)

+2 +
x oot o

A equacao (3.9) também pode ser obtida a partir de consideragdes de equilibrio
de momentos fletores da placa. Para este fim, considera-se um elemento de placa sob

a acao de uma carga distribuida g=g(x4,x2). como se pode observar na figura 3.2.
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i ITI

j e— M?%"*
¢ Q1 Wy, + Mz gy
Moy s o CREPV

dX3 B sz / “7+8M11dx ............... 24 axz
) [1):4

FIGURA 3.2 Esfor¢gos Atuantes em um Elemento de Placa Sujeito a Flexao

Além dos momentos fletores e torcor atuando nos lados do elemento, ha ainda
forcas cortantes devidas as tensdes 113 € 123. Tanto os bindrios como as forgas
cortantes sdo grandezas por unidade de comprimento de placa, em um sistema a partir

da regra da méo direita e suas relagbes com as tensbes sdo dadas por:

h
M, = fgzcnxsdxs
2

n
M,, = frfczzxsdxa
2

h

M, = [5712)(3‘3)(3
2
h

M,, = [§121x3dx3

2

(3.10)

h
Q= fﬁzﬁsdxs
z (3.11)

h

Qy = ff’czadxa

2
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Considera-se agora o equilibrio estatico de todas as forcas cortantes e
momentos fletores agindo sobre o elemento de placa.
Para se estudar este equilibrio, considera-se as variagbes dos momentos e

cortantes ao longo das direcbes X1 e x . Somando as agdes verticais tem-se:

oQ,, & 0Qy,
X, X,

+g=0 (3.12)
Fazendo-se os equilibrios de momentos fletores e torgor em relacéo ao eixo xz e
desprezando as diferenciais de ordem superiores tem-se;

oM,, oM,
w+—-—-———Q mo 313
a ; a ) 11 ( )

Fazendo-se os equilibrios de momentos fletores e torgor em relagéo ao eixo x; e

também desprezando os diferenciais de ordem superior, tem-se:

My My g, -0 (3.14)
x, | ox,

Substituindo as derivadas dos valores de Qi e Qy das equacbes (3.13), (3.14)
em relacdo a x4 € Xz € na equacao (3.12) obtém-se:

2 ~7 2
OMy My My _ g (3.15)
ax‘! axéaxi—! 8)(2

Para relacionar estes momentos com as derivadas de segunda ordem do
deslocamento w, os valores das componentes de tensdo, apresentadas pelas equacgdes
de (3.5), sdo substituidos nas equacdes (3.10). Lembrando ainda da simetria do tensor

dos momentos M-, tem-se:
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[o°w 0w
Mﬁ“—D'i_axz + v 2:]
% axz
o*'w  *w
M. ——D. 3.16
22 { 2 v axfz} ( )
*w

As expressdes das forcas cortantes Qi1 e Q2 em fungdo das derivadas de
segunda ordem do deslocamento w sao obtidas substituindo-se as derivadas das

equacdes de (3.16) nas equagdes de equilibrio (3.13) e (3.14), ou seja:

2 2
Q11:_ D o {5\!2\!4_5‘?}
oX,| ox; 0% (3.17)
o [o*w  o*w '
OX, | X7 OX;

Tomando-se como referéncia um novo sistema de coordenadas onde ao inves
de se utilizar coordenadas cartesianas como Xy e Xg, irabalha-se com um sistema de
coordenadas normal e tangencial ns. O sistema de coordenadas ns possibilita a
definicio dos momentos fletores e forgas cortantes em coordenadas normais e

tangenciais ao contorno da placa.

X
A 2

p X

FIGURA 3.3 Sistema de Coordenadas NS
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A equacgéao de transformacgdo das coordenadas x¢ X2 para o sistema ns é da

seguinte forma:

(3.18)

em que [T] é a matriz de transformagdo das coordenadas e [T]" a sua transposta

definidas por:

Ir]- cos o ~ sen o«f [N, S,
sen o« COS o n, s,

cos o sen a n, n
[—;-]T - — 1 2
- Sen o COoS « s, 8,

As transformagdes matriciais seguintes que dardo as componentes de momento

(3.19)

fletor e forca cortante nas coordenadas ns sio:
[Mrs] = [T] [Myie] [T]
(3.20)
[Qus] = [TT'[Quie]

As componentes do momento fletor e da forca cortante podem ser escritas

explicitamente por:
Mn= My cos® o+ Mo sen? o+ 2Mz seno cos o
Ms = Mq; sen® o + My, cos?® o - 2M4» sen o ¢os a. (3.21)

Mps = (Mz2-Mq1) sen o cos a + My, (cos? o - sen? «)
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Qn= Q11 cos o+ Qo 8€N O
(3.22)

Q:=Qxncosa-Qsena

3.3 CONDICOES DE CONTORNO

Para solucionar um problema de placas finas, deve-se ter conhecimento de suas
condi¢des de contorno.
Para um sistema genérico de coordenadas como ¢ da figura 3.3, as condicdes

de contorno podem ser:

a-) Engaste:
w=0

M _g
on
b-) Apoio Simples:
w=0
M,=0

c-) Borda Livre:
Mp=0
Mns=0
Q=0

KIRCHHOFF mostrou que duas condicdes sao suficientes para a determinagao

completa de w satisfazendo a equacéao (3.9). Esta inconsisténcia se deve a hipotese de
gue 43 € g3 $a0 nulos, que resulta na desconsideragao dos efeitos de 143 e 123 sobre o
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deslocamento w, e assim todas as tensdes e deformacdes dependem somente da
variavel w. Utilizando o método variacional, KIRCHHOFF mostrou que as condicdes de

contorno para a borda livre sao:

Q, + M, =0
os

As condigbes de contorno relativas a forga cortante Q, e ao momento volvente
Mns podem ser agrupadas em uma Unica condicdo. Esta suposigao originou um esforgo

definido como forga cortante equivalente dada por:

V,=Q +§—2?»§5~ (3.25)

a n

A figura 3.4 mostra a borda de um elemento infinitesimal de placa com os
momentos volventes em forma de binarios. A equacéo (3.25) pode ser verificada no

equilibrio da interface entre dois elementos infinitesimais de placa.

FIGURA 3.4 Momentos Volventes no Contorno
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3.4 EQUACOES CONSTITUTIVAS EM UM SISTEMA DE
COORDENADAS CILINDRICAS

Para a obtengdo da solugdo fundamental necessaria para aplicacédo do Método
dos Elementos de Contorno, utiliza-se um terceiro sistema de coordenadas. Este
sistema & o sistema de coordenadas cilindricas.

Na figura 3.5 pode-se observar o sistema de coordenadas cilindricas em relagdo

ao sistema cartesiano.

X2

P(x1,x2)

0 » Xi

FIGURA 3.5 Sistema de Coordenadas Cilindricas em Relagao ao Sistema Cartesiano

Utilizando o ponto P, pode-se fazer as seguintes analogias dos dois sistemas de

coordenadas:
Xy =rcoso (3.26) .
Xo=rseno (3.27)

r=x+x3 (3.28)

o=arctg 2 (3.29)

X4
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A partir das equacgdes (3.26) a (3.29) obtém-se as derivadas parciais em relagéo

a0s eixos X1 e X» escritos no sistemar, 6, z;

I X _cos (3.30)
ox, T
O X _geno (3.31)
ox, T

e = = 3.32

ox, r? r (3:32)
o _X% 000 (3.33)
ox, T r

Pode-se escrever as derivadas de w no novo sistema do seguinte modo:

ow _ow or ow & (3.34)
ox, o ox, 08 ox,

Substituindo os valores definidos nas equag¢des (3.30) e (3.32) em (3.34) tem-se:

— (3.35)

Pode-se observar, a pariir de (3.35), que existe um operador diferencial &/0x

para este caso, tal que:

el (3.36)




Para se obter a derivada de segunda ordem do deslocamento w, aplica-se o
operador diferencial dado por (3.38) em (3.35) e obtém-se:

23enecosewL

2 2 s 2
Fw _ o _} 1w} 8 (1 ] (3.37)

Analogamente, pode-se obter todas as equagdes que se obieve em relagao a x4
para as derivadas em relacéo a xu:

M _ seng W oSO W (3.38)
X, ot 8
9 _senp 89880 (3.39)
X, o  r o8
2 2
av‘;=senzea?u§cosze- Tow —1_ +Zsenecoseé[1m’} (3.40)
) or ror r or\r 90
Aplicando-se o diferencial (3.39) na equagdo (3.35) obtém-se:
2 2 2
ow = (cos? § ~sen’ e)—- jgw_ +sendcosd ow —ngm—j;i—‘f_ (3.41)
OX,0X5 or\r o0 o’ roar 1?0

Para se obter o operador diferencial de Laplace em coordenadas cilindricas,
somam-se as equacdes (3.37) e (3.40) e tem-se:

2 2 2 2
AP A VU B B (3.42)
ax 6x orc ror r o
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Assim, tem-se a equacéo diferencial para placas finas (3.9) em coordenadas

cilindricas:

g (& 16 18 Yo*w 1ow 135w
S |S - X lY o 3.43
D (aﬁ ror rPoe* f ot raor r? e (5.43)

Com as definicdes das derivadas dos deslocamentos w em coordenadas
cilindricas, pode-se obter os momentos fletores das equagbes (3.16) e as forgas
cortantes da equacgédo (3.17) neste sistema:

2 2
M, =- D{Z? (cosze+vsenze) (li?m+izzefysenze+vcosze)+
r ror r (3.44)
—2senfcoso (T_V)E_[EQW_) ]
or\r a0
2 2
M,, =~ D 9 ":(sen28+vcos28) zii_ww+lza VEV (cos?0+vsen?0)+
or rer r- oo
(3.45)
+2senfcosf (‘I—v)i(lé-w—} ]
or\r &0

2 2
M, = - D(1—v{(sen9cose(a w_Tow_19 W}+(cosze-sen2 6)—@—[15@”——) ]

a2 ror 1ot arir o0
(3.46)
Q,, =— D[COS@S;VW - Sene—@%Vw]
' (3.47)

Q,, =-— Dliseneiv\rv + cos6 inJ
or r oo

Da mesma maneira que foi feito para o sistema de coordenadas cartesianas,

pode-se obter as expressdes dos momentos fletores normal e tangencial em relagéo as
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obtidas nas coordenadas cilindricas. Considera-se a figura 3.6, onde B é o anguio
formado pelos versores r e n, a € 0 angulo que a normal ao contorno faz com o eixo Xy,
e pelageometria® = o - B:

X
A 2

\9 > X1

FIGURA 3.6 Relacdo das Coordenadas NS com o Sistema Cartesiano e Cilindrico

Substituindo nas equacgdes (3.21) e (3.22) o valor de o pela somade b e P e
utilizando as definicées de My, M2z, My2, Qi1 e Qp; dadas pelas equagdes de (3.44) a
(3.47), obtém-se:

M, = - D{%z (cos? B+ vsen?p) (E%Vm+izz;f}(senzﬁ+vcosz B)+
T (3.48)
~2senpcosf (1- v);[: Z\g] |
M, = — D{ (sen B+ vcos? {5) [igww%-rwjgazv:}(mszﬁ*-vsenz 3)+
or’ o r° o8 (3.49)

+2senpcosp (1- v)6 (18“’) ]

r oo
M, =~ D(1- v{

rér r? et r o0

_‘E_az_WJ (cosB sen B) (18\”]]
(3.50)
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senﬁ_ngW
r oo

Q,=- DIVCOSBEVW —
L or

Derivando-se (3.50) em relagcéo a coordenada s, obtém-se:

aMﬁs — 6Mrss __ai_*_ aMns ”?E_*_ aMas QE_
os o s 0B ds P Os

As derivadas der, 6 e  em relacao a s séo:

R é o raio de curvatura do contorno no ponto P.

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

Substituindo os resultados encontrados nas equagdes (3.53) a (3.55) em (3.52)

tem-se:

M, =—@M“s -sen£5+~~1«am“S -cosﬁ+[
0s or r oo

R

A forca cortante equivalente V,, é dada pela somatoria de Q, e

escrita em coordenadas cilindricas por:
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J

oM,

op
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(3.56)

, € pode ser



v, = [_DE__VW_g_jaM”SWCOSB“F(MDJ“?”VW—%“)SEIIS%(
or r oo ) r oo or

1 cosB) M,
R op

(3.57)

3.5 A SOLUCAO FUNDAMENTAL

A solugdo fundamental & a resposta de um ponto genérico de um dominio
(conhecido como dominio fundamental infinito), devido & aplicagac de uma carga
unitaria em outro ponto deste dominio.

Em placas finas, tem-se w como sendo o deslocamento em um ponto qualquer x,
devido a uma carga unitaria aplicada em outro ponto & denominado ponto de
carregamento.

Na obra de BREBBIA & DOMINGUES [45] encontra-se definida solucao
fundamental como sendo uma solugdo singular da equagdo de Laplace com n&o
homogeneidade discreta dada pela funcéo delta de Dirac, A(E,x).

A fungao delta de Dirac tem as seguintes propriedades:

[:A(g,x) dx =1 (3.58)

[7100 A x) dx=1(2) (3.59)

A figura 3.7 mostra a fungio delta de Dirac. Nota-se que ela é uma funcgao
descontinua e pode ser definida como o limite da fungéo “normal” (BREBBIA, TELLES,

WROBEL [47]).
Para obter a solugdo fundamental, considera-se a equagéo (3.9) da seguinte forma:

D. V2 (VAW) = A (£,X) (3.60)
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A equacac (3.60) pode ser escrita, considerando-se um sistema de coordenadas
cilindricas e considerando a simetria radial do problema:

(dz 1 d} dzw*+1dw'J= Al x)

e o - 3.
(dr? rdr ) dr* r dr D (3.61)

ou

19,{&{11@9&}}} _ Ak (3.62)
rdr!| drirdri dr D

A
A

§ -£ g > X
G2

FIGURA 3.7 Representacao Grafica do Delta de Dirac

Resolvendo a equagéo diferencial (3.62), obiém-se a solugao fundamental de placas

finas, w, para todos os pontos do dominio fundamental, exceto no ponto de
carregamento.

As condigbes essenciais em relacao a r estao apresentadas a seguir;
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— =0 ara r=0
ar P

(3.63)

Qn +% = ___1._
or 2nr

Com as condi¢des essenciais (3.63), as hipéteses do trabalho de Danson [30] e
integrando a equacao (3.62) em relacdo a r, chega-se na solucdo fundamental

procurada:

. 1 1
W = ——r°Inr—— 3.64
8nD [ 2} ( )

A partir da solugdo fundamental (3.64), pode-se obter os deslocamentos e
esforcos em um ponto genérico do dominio fundamental. Foram deduzidas as
seguintes solugdes, através das equacgdes obtidas anteriormente neste capitulo para a

rotagdo, os momentos M, e M;s , e a forca cortante equivalente respectivamente:

a'a%: - Ziuainr-cosﬁ (3.65)

M, = —11;[(1 +v)inr+(1=v)cos?p + v] (3.66)

M, = g-~-m-ﬁ-}f)sen2[5 (3.67)
8n

V= C::f [2(1-v)sen?p-3+v]+ (z;;)cosz B (3.68)
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Capttulo- 4

Flexdo de Placas Utiigondo o Fornmulacdo de
Reissner/Mindlin

4.1 INTRODUCAO

Com o objetivo de apresentar uma solugdo ao problema de placas
moderadamente espessas, REISSNER [10] e MINDLIN [11] desenvolveram suas
teorias deduzidas das equacgbes tridimensionais da elasticidade, considerando as trés
condicdes de contorno necessarias devido a natureza de sexta ordem da equacéo
diferencial e do efeito da deformacgédo por cortante na formulagéo do problema.

De acordo com MINDLIN, sua teoria foi desenvolvida levando em conta as
mesmas consideragdes da teoria de REISSNER. Uma das principais diferencas entre
as duas teorias € que a de MINDLIN é assumida como teoria de deformacgdes impostas
enquanto que a de REISSNER & assumida como teoria de tensdes impostas.

Neste capitulo, seré apresentada uma formulagdo para pequenos deslocamentos
de placas moderadamente espessas e as solugbes fundamentais para o mesmo
problema, com base na teoria de MINDLIN. Posteriormente, ainda neste capitulo, sera é
feita uma comparagdo das analises segundo as teorias de REISSNER e MINDLIN.
Finalmente, as solucdes fundamentais propostas por WEEEN [12] também s3o

apresentadas.



4.2 HIPOTESES BASICAS DA TEORIA DE MINDLIN

As hipoteses desta formulagio sdo semelhantes aquelas apresentadas no
capitulo 3. A diferenga é que as retas normais ao plano médio da placa na posicio
indeformada ndo mais permanecem normais apds a deformacéo. Isto ocorre pois se

considera agora as deformagdes por cortante que causam a distor¢do da pega. Assim:

aY‘l?: - 0

= 1)
6Y23 — 0

oxg

€35 = 0 4.2)

A partir das equagdes (4.1), as deformagdes cisalhantes na diregdo x; sdo

assumidas constantes, ou seja:

= te T Ky

Y13 = =
G (4.3)

Tes = “é"{rza =Ky

sendo G =x2G , com k = —0— . 4.4
iz “4)

O mbédulo de elasticidade transversal G necessitou de uma corre¢ac para
considerar apropriadamente o efeito das tensfes cisalhantes ja que se assumiu a
deformacao cisalhante constante ao longo da espessura da placa. Por este motivo,
MINDLIN adotou um pardmetro «, obtido através de consideracdes de propagacao de

ondas. Para um material com coeficiente de Poisson igual a 0.176, este pardmetro
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apresenta resuitados iguais para as feorias de REISSNER e MINDLIN. Para materiais
com coeficiente de Poisson variando de zero até 0.5, x varia linearmente entre 0.76 e

0.91, respectivamente. Por isso, a correcdo do mddulo de elasticidade transversal
apresentada em (4.4) pode assumir tal valor.

4.3 EQUAGCOES CONSTITUTIVAS

Como apresentado na teoria de placas classicas, w também depende somente
de x4 € X2 € U e v s@o lineares em x;. Entretanto, as fungdes desconhecidas
dependentes das forgcas de compressdo ou tragdo contidas no plano da placa, vao
aparecer nas expressdes dos deslocamentos u e v.

Assume-se que ndo ha estado plano de tensao na placa estudada, portantouev
assumem valor nulo na superficie média. A partir das equacgoes (4.2), (4.3) e (2.9) da
elasticidade, as deformagdes na diregdo x; sdo dadas por:

ou  ow
Y=ot =%

s 0%, (4.5)
v, ow |
ax

Yos =5

6XS 2

Pode-se escrever entio:

i

(4.6)

]

A
L&

i

=0 (Pois s6 depende de x; e Xz).

Rl2 Rz X|e
¥
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Integrando as equagdes de (4.6), chega-se em:

ow )

U=X,| K4
(=)
vexlx oW
3 2 6X2

w =wi{x,,x,)

Para simplificar as equagdes considera-se que:

ow

o,
ow
X,

2

¥ =, -

(4.7)

(4.8)

Em seu trabalho, MINDLIN justificou o uso das funcdes ¥ como analogas as

incluindo o efeito da deformagao por cortante.

apresentadas por TIMOSHENKO [61] em sua teoria de vigas. As funcdes W, serdo

utilizadas nas expressGes dos momentos fletores, torcores e esforgos cortantes,

A idéia das equacdes de (4.8) € mostrar a relagdo entre as fungdes P; utilizadas

por MINDLIN e as derivadas da fungao w da teoria de placas classicas.

Utilizando as equacdes da elasticidade (2.9) e as equacdes (4.7) e (4.8) tem-se:
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€y = %3 o,
. oy,
22 3 ox,
v, oY,
Y1z 3( ax, 5)(2} (4.9}
oW
=—-+
T13 ax, 1
oW
Va3 = 'é)‘(‘"’ ‘Y,

Através das relagdes tensdo x deformacgdo apresentadas no capitulo 2 e das
equagdes (4.9) escreve-se:

+V

Ex, [aqf, 8‘1-‘2]

T A, T o,
Ex, {o¥, O¥
(522«%1 3 +Vv
(1-vHlax,  ox,
= Ex, 6‘%’2+GLP1 4.10)
2201+ v ax,  ax, '

Ty = G(%ﬁ’— + ‘IﬁJ

1

[ oW
Toa :G(&—”‘F‘?ZJ
2

Como feito para as placas classicas, substituindo as relagbes (4.10) nas
expressdes que definem o momento fletor a partir das tensdes (3.10), chega-se em:;
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V—
X, ox,
¥, ¥
M, =D | 222 4y200 4.11
22 {6)(2 v 8)(1] ( )
M. =P (1-v)( 0¥, &Y,
2 2 x, X,

Derivando as equacdes de (4.11) e substituindo-as nas equagdes de equilibrio
(3.13) e (3.14), obtém-se as cortantes Q14 e Qy; definidas por:

X2 OX,0X, 2 (oxox, oxi

sz_D[azly tv - v){ Py, |, oY, H

ox: axax 2 1 0x.0x, 5)(2

2 2 _ 2 2
Qﬂ:D[an@w &, v)(al}g awﬂ

(4.12)

Para se obter a equacdo diferencial das placas de Mindlin, deriva-se as

equacoes (4.12) e, utilizando a equacgio de equilibrio de cortantes (3.12) chega-se em:

oy, &', &Y, Y, g

" + + = 4.13
NP VPV VP B #13)
Escrevendo a equagéo (4.13) na sua forma implicita:
G kAL (4.14)
X, ax b

A partir das equagbes (3.11) e (4.10), das equagdes (4.3) e (2.9), pode-se
escrever as cortantes em fungao dos deslocamentos:
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Q, =G h(gw—w% ‘I’f}
ox

1

y o OW
Q22 = G h(‘g‘x’““""‘é'\yzj

2

(4.15)

Iintroduzindo as derivadas de (4.15) na equagao de equilibrio (3.12), a equacgéo
diferencial das placas se torna:

vew s 2 O |9 (4.16)
x, o, G h

Considerando a teoria de Mindlin, € mais usual escrever as equagbes de
equilibrio (3.12), (3.13) e (3.14), ou equagdes governantes, como trés expressdes em
termos dos deslocamentos e das funcgdes V.

Portanto, substituindo a derivada das equagbes (4.15) em relagdo a x; e X2
respectivamente, em (3.12) obtém-se:

i[ﬂ%}_@{ﬂ%}24(1+v)g=0 (4.17)
ox,| Ox X, | OX T

1 1

Derivando as equagbes de (4.11) para substituir em (4.15), e substituindo as
equacdes (4.15) em (3.13) e (3.14), obtém-se:

2 2 2 _ 2 2 )|
W o 2 O oM, (V) M, 0N (4.18)
ox, n(1-v)| ;.  oxOx, 2 \OXdx, x5 )]

2 2 _ 2 2 ]
KT s POV ZER (i) BB | (4.19)
X, m(1-v) ax;  axx, 2 (oxox, oxt )]
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4.4 EQUAGOES CONSTITUTIVAS EM COORDENADAS CILINDRICAS

Para se obter as equacdes para as placas de Mindlin em termos de coordenadas
cilindricas, assume-se que w dependa unicamente de r e 6 e que u, e vy sao funcdes

lineares em Xs.
Conforme o desenvolvimento apresentado por SANCHES [4], utilizando as
equacdes da elasticidade e fazendo uma analogia as equagbes apresentadas no item

(4.3), tem-se:

g, —XSGW
or
5%]
86 [Wr a@
o, Oy, We}

RV Wk {0 L re 420
T 3(r89 a r (4.20)
Yz = 6!’ +y,

Tow
Yoz = T 20 We

Através das relagdes tensao-deformacao, obtém-se as tensdées em coordenadas

cilindricas:
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1-vE{ " ar r o

Ex, 1-v[ oy, 1[dy

- N 4.21
% T 2 (ar r(ae Ve (#21)

Ao se substituir as equacdes (4.21) nas equagbes de momento fletor e volvente
definidas por (3.10), e fazendo-se a integracdo, obtém-se as equagdes dos momentos

em fun¢ado das coordenadas cilindricas:

M, =Df:%+v1(a—w—e~+w{)]
o0

a  r
_ply ¥, 1[0
Mao --D[V po +r( 698 +W{J] (4.22)
_D(?—v)z 8W§m %
Mo == [r[ae W")%’" ar}

As equagdes da cortante em coordenadas cilindricas podem ser obtidas através
da equagéo (3.11) considerando a equacao da elasticidade (2.10) e a equacéo (4.3) em

coordenadas cilindricas:

Q =G h(g\ﬂ“%« w,)
or

)

(4.23)
QB ks Glh(;*é-.g-f-\ye
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SANCHES [4] apresenta a obtencéo das equacgdes de equilibrio das placas em
coordenadas cilindricas, considerando um elemento de placa equilibrado pelos
esforcos: momentos My, Mg € My € forgas cortante Q; e Qo.

Chega-se as seguintes equacgdes de equilibrio em relagdo a r e 6 em funcgéo das

transformacdes de coordenadas:

M. 1M, 1
Ly 0 L M M )-Q =0 4.24
ar +r a@ +r( m GB) Qr ( )
M, 1M, 2

% 1 2 (M, )-Q, =0 4.25
or +rae+r("*) Q (4.25)

Com o equilibrio das forgas cortantes no elemento de placa, tem-se:

aQr+~1f~?~(—3——‘i+-w(gf»+g=0 (4.26)
or r o r

Derivando as equacgbes (4.22) em relag@o a r e 6 e substituindo estas derivadas

nas equacdes de equilibrio (4.24) e (4.25) obtém-se:

2r oroe 2r?

_ 2 2 2 2
QG = D (1 V) lz(a"vl‘ “'\lfg)'i".t‘ 9 L + a‘l’e + 0 ‘ie + 0 ‘ie alpr V a Y,
2 |rr\ o0 rioree oo or o0 00 r oree

(4.27)

Q =D %Q%_J_(%w]_l#we (1-v)( By, oy,
{ ? r 07

Assim, obtém-se a equacéo diferencial em termos de deslocamento a partir de
(4.26) com o uso de (4.27). De acordo com a formuiagao de Mindlin, as equagdes
governanies podem ser escritas através de trés expressdes em termos do

deslocamento w e das fung¢des y, e yq . Portanto, levando em conta a simetria radial do
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problema, consegue-se obter uma equagdo diferencial mais conveniente, ou seja,

somente em relagéo a r:

1d (:i\yr
rdr[ ( J {(4.28)

pois vy, depende apenas de r.
Considerando ainda a simetria radial do problema, igualando-se as equacdes
(4.23) e (4.27), pode-se obter as outras duas equacgdes diferenciais em termos de

deslocamento e rotagdes:

dw D (dby, 1dy, v
- SN of PN f S OO | 4.29
ar G'h(dr2 Tar v (4.29)

SV e Mo 27 =0 (4.30)

L.embrando que o deslocamento w e as fun¢des y; dependem apenas der.
45 A SOLUC}AO FUNDAMENTAL PELA TEORIA DE MINDLIN:

A partir da formulagdo apresentada neste capitulo, pode-se obter a solucao
fundamental para vy, ou seja, w*, considerando as propriedades da funcao delta de

Dirac. Portanto, pode-se escrever:

1d[ d(dv,", v AGX)
rdr { dr( dr +“F””H“ D @3
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sendo r a distncia entre o ponto singular £ e o ponto fonie x, e A(E,x) a fungao delta de
Dirac, encontrada no trabalho de CRUSE [59].
Integrando duas vezes a equacgido (4.31) chega-se em:

d\_'j * W *
s T =A Inr+ A 4.32
dr r ! 2 (4.32)

A equacao (4.32) tem como solugéo a equacao:

. r r r 1
u, =A.§("2—lﬂrmzj+Az 5+A3"I: (4.33)

sendo A4, Az, € Az as constantes obtidas através das integragtes.
Sabendo-se dque o limite da fun¢do w,* vale zero quando a disténcia r tende a
zero devido a simetria radial do carregamento, obtém-se a constante Az, que também

vale zero, e a equagao (4.33) pode ser novamente escrita por:

. r r
W, =A1( lnr_Z)+A2§ (4.34)

r
2
Fazendo-se o equilibrio das for¢as veriicais em uma circunferéncia de raio r, com

uma carga unitéria aplicada em seu centro, a cortante necesséaria para equilibrar a

carga unitaria, em um ponto qualquer da circunferéncia, € dada por:

1
S 4.35
< 2nr (4.99)

Igualando-se a expressdo (4.35) com a equagéo (4.27), e considerando-se a

simeftria radial do problema, chega-se no valor da constante A+
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1
A= 4.36
=755 (4.36)

Substituindo o valor da constante (4.36) na equacdo (4.34), e rearranjando-a,
tem-se:

1 (A, +1)
* o l — 2 37
W, 4nDr(nr 5 ) (4.37)

Para se obter o deslocamento fundamental, SANCHES [4] igualou as equa¢des
(4.35) e a primeira equacao de (4.23), substituindo o valor da solugédo fundamental " e

integrando w* em relagéo a r. A solugéo generalizada obtida foi:

wh= rz(fnr—(A2+2))m L Inr+B, (4.38)
8nD 2 2nG'h

A constante B4 proveniente desta Ultima integrag@o pode ser entendida como um
deslocamento de corpo rigido, ja que a placa analisada & considerada infinita. Por esse
motivo, esta constante pode ser desprezada.

A constante Az pode ser definida de acordo com as condigbes de contorno da
placa. Como nao se impds nenhuma condi¢@o adicional a placa em estudo em relagéo
a esta constante no sentido de considerar apropriadamente seu efeito, pode-se

considerar A; igual a -2, obtendo-se para o deslocamento w* e para a rotacéo y,* :

Inr (4.39)

W, = ——-—-—r(lnH—J (4.40)



De acordo com o trabalho de BENZINE [46] e STERN [47], o primeiro termo do
lado direito da equacgao (4.39) corresponde ao deslocamento fundamental obtido para a
teoria classica. O segundo termo corresponde a influéncia da deformagéo por cortante
na teoria de Mindlin. A equacdo (4.40) corresponde a derivada do deslocamento
fundamental da teoria classica apresentada pelos mesmos autores.

Se agora for considerado A, igual a -1 na equagdo (4.38) e (4.37),

respectivamente, pode-se escrever:

1 5 1 1
Yo 15N -— 1|~ Inr 4.41
W 8nD( 2} 2nG'h ( )
*—-—-—1—r1nr (4.42)
Yo = 74D |

Observa-se que o primeiro termo do lado direito da equacao (4.41) corresponde
ao deslocamento fundamental da teoria classica obtido no trabalho de DANSON [16].
Neste caso, o segundo termo corresponde a influéncia da deformagéo por cortante. A
equacédo (4.42) corresponde a derivada do deslocamento fundamental da teoria
classica apresentadas pelo mesmo.

Finalmente, para a fungdo v, a solucdo fundamental y,*, € obtida a partir da

equacao (4.30) reescrita da seguinte maneira:

diy, 1dy, w,
e LA = 0 443
G TTar 2 P (4.43)
2G'h
de: p’= 4.44
on P D(1-v) ( )

Para se resolver a equacao (4.43) € necessario transforma-la em uma equacgéo

diferencial que se conheg¢a a solugao. Para este fim, considera-se a transformagao:
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F=rp (4.45)
Derivando y;* em relagéo a r tem-se a primeira e segunda derivadas:

Qo™ O OF _ OWe (4.46)
or or O ar

2 * * - 2 #*
A/ =—a:{p—a“'3 ]-91 =pr Ve (4.47)
or ar ar or o

Ao se substituir (4.45), (4.46) e (4.47) na equacao (4.43) obtém-se:

2 * *®
Tws” | 100 —(@»HJ%* -0 (4.48)

ar: r or r?

A equacéo (4.48) tem como solucdo geral as fungdes de Bessel. Conforme
apresenta ABRAMOWITZ & STEGUN [62], a solugdo para essa equacao seria:

yo*=Cq I1 (pr) + C2 Ky (pr) (4.49)

C, e C; sdo constantes a serem determinadas e |y e K; sdo as fungdes de Bessel

conhecidas.
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FIGURA 4.1 Esbogo Grafico das Fungdes de Bessel Kq,Ky,lp e |1.

Considerando a hipétese de que no infinito a placa é plana, o limite da funcao y*
vale zero quando r tender ao infinito. Considerando ainda a convergéncia das fungées
de Bessel, apresentadas na figura 4.1, nota-se que a fungdo |4 vai para o infinito quando
r tende ao infinito. Por este motivo, a solugdo de (4.49) é independente de |4, logo Cy
vale zero. Na figura 4.1, nota-se também que a funcdo de Bessel Ky tende a zero
quando r tende ao infinito. Este fato esta de acordo com o comportamento esperado da
solucao fundamental. No entanto, a existéncia de rotacbes y,* esta em desacordo com
a simetria de deslocamento na placa devido a carga unitéria na origem. Assim, conclui-

se que:

ye*=0 (4.50)

Encontradas as solugbes fundamentais de deslocamento w*, y* e wy*, basta

substitui-las nas equacgoes (4.22) e (4.23) para se obter os esfor¢os fundamentais:
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M *=w£—[(1+v)inr—~(A24)mv (AZH)}

(13 7 2 2

.1 A, +1) (A, -1
M, w-_&{(m)mi x )¢ > )] (4.51)
M,*=0

sa_ 1
= (4.52)
Q" =0

Como as expressdes (4.51) sdo expressas em fun¢@o da constante A;, pode-se
assumir valores arbitrérios para a mesma, a fim de aproximar as expressdes das

condicdes de contorno do problema a ser analisado.

4.6 DESLOCAMENTOS E ESFORCOS FUNDAMENTAIS
GENERALIZADOS

Para escrever as componentes fundamentais de momentos fletores e esforgos
cortantes, equactes (4.51) e (4.52), relacionando as coordenadas cartesianas xi € Xz
com as coordenadas cilindricas r e 0, considera-se as equages (3.20), e escreve-se da

seguinte forma:

M*y; = M*; cos®a + M*p sen’a + 2 M* sena cosa (4.53a)
M*22 = M*, seno, + M*gy cos?a - 2 M*y sena cosa (4.53b)
M*12 = (M*ee - M) sena cosa+ M (cos®a - sen®a) (4.53¢)
Q*41= Q" cosa - Q*yy sENWL (4.54a)
Q*s = Q" seno + Qg cosa (4.54b)

Observando a figura 3.6, tem-se que:
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Cos o = —

Py

(4.55)
sena =

o
6)(2
Substituindo-se os valores dos momentos fletores fundamentais dados pela

equagao (4.51) e das forgcas cortantes dadas por (4.52), usando as relagbes (4.55) e
considerando-se a simetria radial do problema, as equacdes (4.53) e (4.54) tornam-se:

2 X,
(4.56a)
2
O }
2 2 axz
2
MZZ = “Wl“{l:('iwi«\;)fﬂ [— (Az "1)_ V(A2 +1)j|( or J N
47‘(1 2 2 axz
(4.56b)
2
+[(‘E+v)ln r— (A +1) (A, —1)]( or J }
. 1 or &
e Z;g;—ax_r (4.56c¢)
1 OXp
. 1 8
e —%5 (4.57a)
1
1 o
" _Eg?&; (4.57b)

As equagdes (4.40) e (4.50), componentes em relagdo a r e © do deslocamento,
também podem se relacionar com as coordenadas cartesianas a partir da equacgao
(3.19), obtendo-se:

*y = W cosa - Py sena (4.58a)
P, = 9, sena + WPrecosa (4.58b)
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Substituindo-se os valores das solugdes fundamentais (4.40) e (4.50), as
equacbes (4.55) e considerando-se a simetria radial do problema, as equacgfes de
{4.58) tornam-se:

. 1 (A, +1) or

¥ o= ———rn r-S2 | 4.
) 4nDr(n r 5 J8x1 (4.59a)
. 1 (A, +1)) or

Y, =y In r 2L 4.59b
2= " 4D (n 2 Jaxz (4.590)

Encontradas as solugdes fundamentais dos deslocamentos e esforcos no
sistema de coordenadas cartesianas, pode-se defini-las agora através de
deslocamentos fundamentais generalizados U*; e esforcos fundamentais generalizados
T*;, procurando chegar nas formulagdes de WEEEN [12,13].

De acordo com Weeén, os esforcos fundamentais generalizados para o
problema de flexdo de placas em fungdo dos vetores n normais ao contorno, s&o
escritos da seguinte maneira:

T*31 = M*¢1 g+ Mz n2 (4.60a)
T 2= M 2 g + M2 (4.60b)
T 3= Q%1 0y + Q2 (4.80¢)

sendo T%;,0s esforgos fundamentais na diregdo j devido a um carregamento aplicado na
direcao i.

Substituindo-se as equagdes (4.56) e (4.57) nas equagdes (4.60), chega-se a:

T;=—i»{[(1+v)ln r_(AZ«~-1)_\»(A2+1)}[ or J‘:

4m 2 2 | ox,

{(ﬂv)m r_(Azzm)mv(Az—ﬂ]( or T}n1+[(1+v) or or an

(4.61a)

2 Jex, 4n X, X,
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T, = ——1—{[(‘E+v)ln GV G ”*'“1)}( ox T "

47 2 2 8)(2
2 (4.61b)
«+{(1+v)!n TW(A2+1)WV(A2—1)] or n, + (1+v) or or n,
2 2 ax, 4n  ox, O,
1 or
T o an 4.6
% 2nr on (4.61¢c)

As solucdes fundamentais W*1 e ¥*;, e 0 desiocamento fundamental w* sdo
apresentados na formulagao de Weeén através das notagdes U*sq, U @ U3

respectivamente. A partir destas consideractes, escreve-se:

. 1 (A +1)J or

Uy =———1In r—fet 4.62a
31 - ( 7 o ( )

U = in ;_Mjﬁ (4.62b)
2 4nD 2 ) ax, '
. A, +2)) 1

Uy, = ——r% Int -2 - Inr 4.62¢
33 snn[[ 72 } 27G'h 4.62c)

sendo U*;, os deslocamentos fundamentais generalizados na diregdo j devido a um
carregamento aplicado na diregéo i.

As equacgbdes (4.61) e (4.62) representam uma solucao fundamental generalizada
para a teoria de Mindlin, em termos de esforgos e deslocamentos, devido a uma forga

unitaria aplicada na diregdo do eixo x; de uma placa infinita.

4.7 A SOLUCAO FUNDAMENTAL DA TEORIA DE REISSNER

A teoria de MINDLIN foi deduzida assumindo-se uma distribuicdo conhecida de
deslocamentos ao longo da espessura da placa. A teoria de REISSNER foi deduzida
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assumindo-se a distribuicdo de tensdes conecida ao longo da espessura da placa.
Neste caso, a tensdo o33 € obtida através das equacdes de equilibrio na diregéo xa.

Esta teoria revela a carga transversal g nas expressdes dos momentos fletores. A
componente de deformacao normal na espessura € assumida nula.

As condi¢bes de carregamento da placa de REISSNER sao:

GaB xo

(4.63)

h
Oy =% Para x; = £
2

%] [{s]

sendo o um indice variando de 1 a 2.

Na andlise de REISSNER, o fator «* é calculado implicitamente deduzindo as
equacdes de equilibrio da placa. Estas equagbes sao calculadas por aproximagoes de

energia ou por calculo variacional devido as simplificacdes feitas na distribuigdo de
tensées ao longo da espessura da placa [23].

12x
Oop = 5 My (4.64)
o, =2 1_(_2"3 ) a (4.65)
Cl\?l - 2h h [+ *

(2%, Y2 (2%, )
T :Z[WHW}F { - ]}g (4.66)

Nas formulagGes apresentadas por WEEEN [12,13], sdo usadas as equagbes de
equilibrio para um elemento infinitesimal de placa, sob um carregamento g distribuido

na dire¢do de x3. Estas equacgdes equivalem as equacgdes (3.12) a (3.14) e escritas em
notacao indicial s&o:
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aQ
~+g=0
e i {4 87)
oM ‘
aff —Qa e
X

Nesta formulacéao, as relagtes esforgcos-deslocamentos séo:

M, =D

-v) 8ua+aug+ 2v 0du, ole v g‘ﬁaﬁ
2 | ox, 0x, (1-v)ox, (1-v) a2

o

2 ox

24

0, -pU=, )

(4.68)

sendo D a rigidez a flexdo da placa e A um valor caracteristico do modelo de

V10

REISSNER, assumido igual a el U, sao as rotagdes nos eixos X, e uz & a deflexao

no eixo Xs.
Substituindo as equacdes de (4.68) nas equacgdes de equilibrio de (4.67), pode-
se escrever a equagao de equilibrio genérica da placa, em fun¢do dos deslocamentos:

A‘.‘.[—Q—}u}(x) = —F (x)+termos em g (4.69)

sendo A;* as componentes do operador de Navier, definidas por:
j Y P

e _nl=v)e .o (1+v) &
Aoy =75 {(V B {(1-v) ox ox,

. . (1-v).,, @
N, =-4,, =D—-=— 470
a3 3a 2 axa ( )
(1-v)

Ay =D v
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2

com V representando o operador Laplaceano igual a: V= . As fungdes F; séo

o [£3

utilizadas para encontrar as solugdes fundamentais.
Utilizando a funcéo delta de Dirac, A(Ex), representando um carregamento

unitario para a equacao (4.69), tem-se:
*® a *
Aij(ma"g}ukj (@. X) = “A(FS# X)Sik (4.71)

sendo Ug" a solugéo fundamental em fungéo dos deslocamentos para a teoria de
REISSNER, &y o delta de Kronecker, £ € o ponto singular e x o ponto fonte. Portanto, a
equacdo (4.71) e utilizada para representar uma placa infinita sob a agdo de um
carregamento unitario £ na diregéo k.

De acordo com o trabatho de HORMANDER [63], a solugéo fundamental do
deslocamento Uy*, equacao (4.71), pode ser representada da seguinte maneira:

Uy Ex)=* A}k(%] e(s,x) (4.72)

sendo, “A* a matriz dos cofatores e e(£,x) uma fungéo escalar.

Substituindo-se a equacao (4.72) na expressao (4.71), tem-se:
.0
det[Aék (ng els, x)} = -A(E,x) (4.73)

Levando-se em conta a simetria radial do problema e substituindo as solugdes ja

conhecidas na equacgao (4.73), chega-se em:
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DS(ﬁ — "}) 22 (v -2 efg, x) = - 20 (4.74)
2 2nr

sendo, r a distdncia entre o ponto singular £ e o ponto fonte x, e V=1§(r-§;]o
rdr

operador de Laplace em coordenadas cilindricas.
Uma solugéo particular da equacgao (4.74) €:

T 2 Y 1.,
o) =55 ( (1__V)J [Ko(z)nn 242 (in 2—1)} (4.75)

Para se obter as solugbes fundamentais em deslocamentos Uyg* (k,j=1,2,3),
substitui-se a expressédo da fung¢do escalar e da equaglo (4.75) na equagéo (4.72), e
calculando-se a mesma, WEEEN chega nas seguintes expressoes:

. a Y| 1 1 (oY
U” = g‘D—{lB(z) - A(Z)('é;"] } - E[Eﬂ Z - E + (Ex—;) }} (4763)

(4.76b)

. . 1 2
Uy, =-Uy = [(1 )A(Z)

— .+._
2D | (1-v ox, Ox, 2 0%, 90X,

. ar Y| 1 1 (o)
U,, =%{[B(Z)—A(Z)(3X2J J——z{ln z——§+(é—x~2~J }} (4.76¢)

. . 1 1ior
U?B = —U31 tmfl}ﬂ r—"”é-:}"é;(-;- (476d)
. . 1 1 r
U =—flIn r-—12- 4.76e
U, 2 =20 r[n r 2} ox, ( )
) 1 2 1
U, =— in z——z%ln z-1 476
® 2nDa? [(1—\/) 4 ! )} (4.78)

Os esforcos fundamentais de superficie correspondentes sdo escritos da
seguinte maneira:
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. 1 or or or
Ti :_Zﬁ;{[‘l}\(z”22K1(Z)+1_V{%+5§jn1]+[4A(Z)+1+V]"é"x“n1 +

1

_[16A(2) + 42K, (2) + 2+ 2{%} or |

. ) on
(4.77a)
T, = “4—1;{[416\(2) +2zK(z) + 1~ V]gi%m +[4A@Z) +1+ v]—gx%nz +
_[1BA(2) + 42K, (z) + 2 + 2v] 2 T
X, OX, on
(4.77b)
Ty, = [aA@) + 22K, (2) + 1-v]-Tn, + (4@ +1+v]- Lo, +
4nmr x, ° ox,
—[16A@)+ 42K, (2) + 2 + 2v]ﬁﬁlﬂ}
2%, ox, on
4.77¢)

Tez = _Z};{HA(Z) +2zK(2)+1- "{”‘g“;" + g“”zj +[4A(z) + 1+ v}—g—nz +

2 2

2
_[16A(z) + 42K, (2) + 2+ 2\{31} ﬂ}
oX, | on
(4.77d)
A or or
T13 = *é"";;mB(Z)n1 - A(Z)&“"’gg] (4778)
el ar or
Ty = E—B(Z)nz —A(Z)%%J (4.771)

- ([1-v) [ (+v), oo
Ty = 8n 2(1“V)In z-1in, +28x§ P (4.779)
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T, m_(1~—v){[2(1»«%«v)m 2_1}12 L O ar} AT

8n (1-v) néx_zgg
1 or )
B =5 An (4.77)
sendo:
A = m@ (4.78)
h
Z=Ar (4.79)
= fx,00 - X, @F + [x,00 -, ©)F (4.80)
AZ) =Ko (2) + g[sz) —i} (4.81)
4 Z
B(z) = KO(Z)+—1—{K1(Z)~~1} (4.82)
Z Z

onde K; e K4 sao funcdes de Bessel modificadas, apresentadas por ABRAMOWITZ &
STEGUN [62].

Sabendo-se que o efeito do carregamento distribuido g € o aspecto que leva as
equacdes diferenciais de equilibric das teorias de REISSNER e MINDLIN serem
diferentes, as solugdes fundamentais encontradas nao consideraram o carregamento
distribuido. Por este motivo, conforme SANCHES [4], acreditou-se que as solugdes
fundamentais desenvolvidas para a teoria de REISSNER, apresentada por WEEEN
[12,13], pudessem ser utilizadas nas formulagbes de MINDLIN, desenvolvidas neste
trabalho. Portanto, as solugdes fundamentais generalizadas em fungdo de
desiocamentos e esforcos, equagdes (4.61) e (4.62), desenvolvidas para a teoria de
MINDLIN e referentes a uma forga unitaria aplicada em um ponto de uma placa infinita,
podem ser utilizadas junto com as solugbes fundamentais apresentadas por WEEEN
referentes ao binario unitario para a resolugéo dos problemas de placas.
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4.8 CONDICOES DE CONTORNO

A condigao de contorno da placa deve ser conhecida para poder se solucionar a
equacdo diferencial. Para isto, € necessaria uma prescricdo adequada de suas

vinculagdes. A seguir, & apresentado o conjunto de restricbes de cada tipo de apoio

classico:
= Engaste
w=0 (us= 0)
\Ijn = 0 (Un = 0)
Ps=0 (us= 0)

s Apoio Simples

M,=0

w=0 (uz= Q)

Ys=0 (us= 0) Condigao HARD
w=0 (uz = 0)

Mps = 0 Condigao SOFT

» Borda Livre
M, = 0

MnS:O
Qn=0
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A condicdo HARD é devida a consideracao da rotagéo de torgdo nula no plano
vertical tangente ao contorno. A condi¢cdo SOFT é devida a consideracao de momento

torgor nulo no plano vertical tangente ao contorno.

68

WWWWMN .
F I e



Capitulo-5

tquacgdes Integrais para Placas

5.1 INTRODUCAO

Este capitulo trata da obtencdo das equacdes integrais de contorno para o
estudo de placas de acordo com as teorias classica e de REISSNER/MINDLIN para a
aplicacé@o do Método dos Elementos de Contorno. As equagdes diferenciais de placas
para a feoria classica, escritas em funcdo dos deslocamentos, foram utilizadas no
capitulo 3 para a obtencdo das solugdes fundamentais. A partir destas solugdes
fundamentais e utilizando o teorema de Beffi serdo encontradas neste capitulo, as
equacdes integrais de placas aplicadas em pontos do contorno e do dominio.

Da mesma maneira, as equacdes das placas de REISSNER/MINDLIN s&o
necessarias para a obtengdo das solugbes fundamentais indispensaveis para a
formulacdo. Na seqgliéncia, seguindo as mesmas definicbes, serdo apresentadas as
equacgdes  integrais  generalizadas, considerando-se a formulacdoc de
REISSNER/MINDLIN.

Os passos para a utilizacdo do MEC em flex@o de placas através da formulacdo
direta s&@o: Primeiramente deve-se resolver as equacgoes diferenciais da flexdo de
placas, obtendo as solugbes fundamentais. Essas solugbes s@o as fungdes
ponderadoras na resolucdo das equagdes integrais de contorno. A superficie que

envolve o dominio é discretizada em elementos e sdo necessarias fungbes polinomiais



para interpolar os pontos nodais as variaveis associadas aos nos. Apos o calculo das
integrais no contorno por processos numeéricos e/ou analiticos, sao obtidos os sistemas
de equac¢bes com matrizes nao simétricas, mas de ordem bem menor que as obtidas
com as técnicas de dominio. Apés a resolucédo do sistema de equagdes, obtém-se os
resultados no contorno como também em pontos internos prescritos do dominio.

5.2 EQUAGCOES INTEGRAIS PARA A TEORIA CLASSICA

5.2.1 EQUAGAO INTEGRAL EM COORDENADAS NORMAIS E
TANGENCIAIS PARA DESLOCAMENTOS EM PONTOS DO
DOMINIO

Seja uma placa isotrépica de dominio finito Q e contorno I, contida em outra de
dominio infinito Q.. e contorno I',, conforme & mostrado na figura 5.1, onde a placa finita

esta submetida a um carregamento g distribuido em uma area Q.

FIGURA 5.1 Placa finita contida em uma placa infinita.
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Aplica-se o teorema de Befti para a placa de dominio finito submetida a dois
carregamentos ndo simultaneos, g e g*, associados as superficies elasticas, w e w™,
respectivamente. Desta forma, identificam-se dois estados de tensdo, ¢ e ¢*, com seus

respectivos estados de deformagéo, ¢ e £*, que podem relacionar-se da seguinte forma:

.{v (0'11 ‘847 F Cpp "By + O35 "833 145 Vi t
t Ty Vg +Tos 'st)‘dv =

\ . . \ (5.1)
_{V (511 €41 T Opp €pp h Ty "By + Ty Y

+ Ty Vg + Tog ‘Y;a)‘dv
Chamando-se de |1 0 segundo membro da equacao (5.1) e desprezando-se as

tensdes relativas as deformacdes normais na direcdo da espessura e aquelas devido a
cortante, obtém-se:

l, = Iv(51s By + Oy By T 11 g )-dV (5.2)
A integral ao longo da espessura é dada por:
dV =x, -dQ (5.3)

Substituindo-se na equacdo (5.2) as relagbes de deformacéo-deslocamento
(3.3), as relagdes constitutivas (3.5) e integrando-se ao longo da espessura da placa
(5.3), obtem-se:

(5.4)
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A partir das relactes dos momentos fletores (3.16), pode-se escrever a equagao
(5.4) da seguinte forma:

~M,, - =-2-M,,-

e e o 5.5
ox,” &, 0% 19X (59

o*w’ a*w’ *w’
=] [-M,- -dQ
2

Para se obter as equacgbes necessarias a formulacdo do método, € necessaria a
transformacgd@o da integral sobre o dominio {Q), equagdo (5.5), em uma integral no
contorno (I"). Para isto, deve-se integrar por partes cada um dos termos da equagao
(5.5). Para o primeiro termo, obtém-se:

o*w

oW
J.QMﬂ '?'dQH“LMM ' ox

1 1

'
-ng-df%—'[ My W 4o (5.6)
@ ax? 6)(?

sendo, nq 0 cosseno diretor do vetor normal ao contorno na direcéo x..
De acordo com a figura 3.3, os cossenos diretores de um ponto do contorno sao

dados por:
n, =cosw (5.7a)
n, =sena (6.7b)

Integrando-se por partes a segunda parcela da equagao (5.6) e considerando-se

as definicdes apresentadas nas equacgdes (5.7), pode-se escrever:

&*w ow’ . 2 .
j M, -— dej ~M11-W+%-w -cosa-df—_[ QMMW%L»W -dQ
Q ox r 5)(1 6X§ Q 5)(1

1

(5.8)
Integrando-se agora o segundo termo da equagéo (5.5), obtém-se:
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o*w’ w’ oM, amzz .
J'QMzz-Ex—-—;vdﬁzj.{-Mzz-—+%-w -seno -dl - f P W -dQ

2 5)(2 8)(2 2
(5.9
Pode-se escrever o terceiro termo da equagéo (5.5) da seguinte forma:
o*w’ o*w’ o*w’
[.2 M, ——-do=-| M, ——-da-[ M, .dQ (5.10)
Q 0X,0X, a OX,0X, a OX,0X,

integrando-se por partes cada um dos termos do membro direito da equacéo
(5.10), um deles primeiramente em relacdo a x4 e depois em relacdo a xz e o outro

primeiramente em relagio a Xz e depois em relagao a x4, obtém-se:

1 2 ax1 aX1

ow’ . 2 .
_M12._~+%.w .COS 0, .d[“_.,J- Z%W .dO
ox, OX, Q@ Ox,0X,

&*w’ oW oM )
J‘92~M§2-6x6x -deIFH—Mm- 2w J-senou-
(5.11)

Substituindo-se na equacéo (5.5), as equacgées (5.8), (5.9) e (5.11), obtém-se:

oW
-sena+M,, -
X, X,

ow’
+M,, -—-sena dI’»+~_f My, M ) s
ox ox,

——J { - cosa+M22 -cosa +

1 X4

2 2
My M) W] My, 5 My 0 Mzz WO
ox,  ox, 2| ox, ox 0%,  ox,

(5.12)
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Utilizando-se as equacgdes de equilibrio de momentos fletores (3.13) e (3.14}, a

equacao diferencial de placas (3.9) @ a equagédo de cortanies normais ao contorno

(3.22), pode-se escrever a equacgao (5.12) da seguinte forma:

§1=—j M, - -coso+M,, - -sena+M,, - -cosa+M,, -——-sena |-dl' +
r X, 29 2 28

+ .‘-rQ” W -dl - j‘gg-w* -dQ
(5.13)

De acordo com as relagbes entre os sistemas de coordenadas, equagéo (3.19),

pode-se escrever:

ow oW ow

=——-C0S ¢t ———— Sena (5.14a)
oX, on
ow  ow ow

= ——-Seno +——-Cos« (5.14b)
ox, on

Substituindo-se as equacdes (5.14) na equacéo (5.13), obtém-se:

i o (m fa+2-M,, - oso+M,, -sen’ a)
1==] 1M, -cos®a+2-M,, sena-cosa+M,, -sen”a)+

o’
{(M22 -M,,)-sena-cosa +M,, -(cos.2 o —sen’ ec)]}'df“ + (5.15)

+ ern w-dl - fﬁg-w' .dQ

Utilizando-se as equacgdes (3.21) na equacéo (5.15), pode-se escrever:

ow’ ow’ , :
I.I:—j.r[Mn'“‘én—-i‘Mns‘—é‘s——Qn'W dewjngw -dQ (516)
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Integrando-se, por partes, o segundo termo da integral de contorno da equagao
(5.16), obtém-se:

ow’ My -
j{mns--—és— jr{ “ 2w jdr (5.17)

}urzmm

sendo I'1 e I'z as coordenadas dos limites do contorno de integragéo.

A primeira parcela da equacao (5.17) se anula guando se trata de um contorno
fechado, cuja representacdo paramétrica e a respectiva derivada sejam continuas.
Caso contrario, ela dara origem as reacdes nos cantos da placa. Desta forma, pode-se

regscrever a equagao (5.17) da seguinte forma:

ow’ oM,
L‘[MRS PR J dI*‘u—ZRc, W L( = ‘W ).d;{‘ (5.18)

sendo, N o numero total de cantos do contorno da placa e wg* o deslocamento
fundamental do canto i da placa (Figura 5.2).
As reagdes de canto da placa, Re, podem ser escritas a partir dos momentos

volventes anterior e posterior ao canto da placa, ou seja:

R, =M,

nsl

M, (5.19)

sendo, Mysi" e M,si” 0s momentos volventes posterior e anterior ao canto i da placa,
respectivamente.
Substituindo-se na equacgao (5.16) o resultado de (5.18), tem-se:

M . . ow’ N . .
‘1=J‘{[TSS“W'W “f“Qn'W “*Mn'”“”é“r“]“"}'dr+§Rci'Wc,“'[ﬂg'w -dQ (520)
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Mnsi‘

FIGURA 5.2 Canto i do contorno da placa.

Considerando-se que o carregamento g esta distribuido em Qg e utilizando-se a

equacdo (3.25) na equagao (5.20), obtém-se:

* aw* Nc * *
'1=Jr["n'“’ “M"'ﬁ}"“ZRci-waﬂg-w da, (5.21)
=1 4

O termo do primeiro membro da equacéo (5.1) pode ser desenvolvido de forma

analoga:

IV(511 Ey F Oy Byt Ty Yy )-dV =

: . ow N . (5.22)
mjr(vﬂ-w «-Mn-—én—]-dm;&i-wmmjﬂg W -dQ
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A equacéo finai do teorema de Betti, aplicado ao estudo de placas finas, a partir

das equagdes (5.21) e (5.22), é dada por:

I{V WM, - = Jdr+2R "W Igg*‘w'dQ:
aw' {5.23)
M_J' [V W —M, p- J dF+ZR w*ci—jﬁg-w*.ng

Supondo-se que o carregamento g* em (5.23) seja uma carga concentrada
unitaria aplicada em um ponto £ do dominio da placa, tomando-se como funcdo
ponderadora a solugao fundamental e aplicando-se as propriedades da fun¢éo delta de

Dirac, pode-se escrever.

W) [, Vo) wi- e 22 0] o SR Ex ) w. (e

= J‘?[Vﬂ(x)-w*(g,x)mMn(x)-ia:?w( ,x)}d}?(x)ﬂ% 2R ) woex )+ (524)
[, s w e,

sendo X; a coordenada dos cantos da placa.

A equacdo (5.24) € a equacgéio integral de placas finas para deslocamentos de
pontos no dominio da placa. Esta equac¢éao fornece deslocamentos em todos os pontos
do dominio da placa a partir das cortantes equivalentes, (V,,), momentos de flexdo na
direcdo normal, (M,), reagbes de canto, (R}, deslocamentos transversais, (w), e

ow
rotacdes em relag&o a normal, ( ) conhecidos no contorno.
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5.2.2 EQUAGAO INTEGRAL EM COORDENADAS NORMAIS E
TANGENCIAIS PARA DESLOCAMENTOS EM PONTOS DO
CONTORNO

Anteriormente, para o desenvolvimento da equacéo integral de placas finas
(5.23), levou-se em consideragdo pontos no dominio da placa. Para a utilizagéo do
MEC, necessita-se desenvolver a equagao (5.23) para o caso de um ponto £ pertencer
ao contorno I' da placa.

PAIVA [48], considerou para um canto genérico i um acréscimo no dominio de
contorno circular de raio g, cujo centro coincide com o vértice deste canto, como esta

indicado na figura 5.3.

FIGURA 5.3 Contorno circular acrescentado a um ponto £,

Fazendo com que o ponto de aplicacdo da carga & coincida com o vértice do
canto i, a equacao (5.23) é satisfeita, ja que & pertence ao novo dominio. O dominio
modificado gera os cantos A; e Ak e sua integral para o ponto &, a partir de (5.24), torna-

se.
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wie)+ [ ,(v;(g,x).w(x)_m;(@x).%;(xﬂ.d(rmr*xxp

L { (£,%)- w(x)-M; (& ) m(x)J dr, (x) +2R,...(ax Jow o (x,)+
4R (%)W o, (k) +RL B %) W, (k)=

= [ {V () w )“Mn(xl%(é,ﬂji-d(r—r*)(x)+

(5.25)

+J{ w'(5,x)~ M(ﬂ——w&x} 2}%. G x )+
+R, (&%) W, (x)+R, (Ex,)-w’, (c)—Jﬁgg(x)-w(é,x)-dﬂg(x)

em que I'™ representa a por¢cao retirada do contorno e I'; a porgdo adicionada ao
contorno (figura 5.3).

Para que a integral em um ponto de dominio represente uma integral em um
ponto de contorno, faz-se com que ¢ tenda a zero. Com isso, o ponto £ deixa de estar

no interior do dominio para pertencer ao contorno e a equacao (5.25) torna-se:

we)+ im, [, Vo6 w0 M, E.x) 2260l o)+

-0

iy [, [V w)-M, ) 26x) - (e SR Ex ) w )

o [ c"j(g’x°)'wc>.j(xc)+R; &%, )-w L )}= ]

= lim r_r-[Vn(X)'W*(éX)“ () (ﬁ x)] dr -1 Jx)+

T -0

i fs[vn(x)w*(,x)—Mﬂ(x)-i";%l(a,x)}-dra(x){f;‘ac;(xc)-w;i(a,xm

rim R, Ex) wl, () +R,, 6x)-wl, ()] [ ale)-w'(6:x)-de, ()
(5.26)
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Os limites das integrais sobre (I'-I') indicados em (5.26) representam o valor

anteriormente obtido, sem o acréscimo do dominio Q,, ou seja:

i, | Vi) w1 20 20|l 1) -

o (5.27)
- | Vi(ex)wb0-M 60)- 39 -ar(e)
lim f [Vn 0)- W € x) =M, (x)- —(&, X)} dr -1 fx) =
. (5.28)
= [ VL60- W 630 -M, (- 2 (e.0) |- o)
As parcelas de (5.26) referentes as reacdes de canto, resultam:
N,:ZW‘lR::E:l( 1 X ) w ci(xc )+ kgg [R::li (‘:l X ) w ey (Xc )+ R::M (E:nxc)' w Cox (Xc)]z
= ’ (5.29)

R. () W& x,)+im Ry Ex)-wh, (x.)+R,, Ex.)-w?, (c,)]=
=1 (5.30)

SR )W e

A parcela de (5.26) referente a integral sobre o trecho I, envolvendo wi{x) e

%% (x), pode ser reescrita da seguinte forma:

im rg[vg(i,X}W(X)wM;(,X)-%(X)}-GFS(XF

>0

-t [, Vi) b wE- M) | 20 - 2 @) -arge (s

an on

el [, Va(eox)-wd)-ar.()-lim [, M (ex)- S(c)-r, ()
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Utilizando-se a condi¢&o de Hélder, dada por:

wix)-w(E)|<C, = (5.32)
oW (W pealen)
)= (8) <G reE (5.33)

onde Cq e C; s&o constantes e 0 < ¢, <1, com (i=1,2), a primeira integral de (5.31) se
anula. Como w{t) e E35“::}(@ s&o valores do dominio e nao variam ao longo de 1, a

equacao (5.31) pode ser escrita da seguinte forma:

i Lﬁ[Vn*(&»x)-W(X)“M;(";X)g%(x)}-dFE(x)=
M (e)-lim | M) (50)-T, ()

on g0

(5.34)
)-lim j ", x)-dr, (x) -

Substituindo em (5.34) os valores de V,(£,x) e M, (£,x), dados em (3.68) e
(3.66), respectivamente, e considerando-se ainda que neste caso, r,.n,=1, r,.s,=0 e

r=R=g, conforme a figura 5.3, obtém-se:

im | Vi €)= 60 260 |-, ) -

» A (5.35)
= w(g)-lim o -dL, (x )‘"*é"ﬁ"(i)"j_'jg rgm'[(“")"““ﬂ“ﬂ(")
A integral em dI',(x) pode ser dada por:
dI’.(x)=¢-d¢ (5.36)

Substituindo-se (5.36) em (5.35), obtém-se:
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im L;[Vé(@x)-w(x%w(ax)-ﬁ‘?"i(x)j'dux)m

2x-p

(56.37}

2n-B,,

=w(g)-lim —g—— [+ v)-ing+1)-¢-do

lim 2 g d¢~—(§) lim {

sendo §¢ o angulo interno do canto da placa, indicado na figura 5.3. Desenvolvendo-se

as integrais de (5.37), obtém-se;

im {(ax) w(x)-M (ax)a‘”()} ar,()=-27"Pe wie)  (s.39)

=0 on 27

A parcela de (5.26) referente a integral sobre o trecho I',, envolvendo Vy(x) e
M,(x), pode ter o mesmo tratamento dado a integral anterior, conduzindo a valores

nulos. Assim, a equacéo (5.26) pode ser escrita como:

e wie)+ [, Vo) wl)-Mi 6 22 - )+ YRL 6 x. )} wa k. ) -

- L{Vﬂ(x).w‘(g,x)_Mn(x).?;r;;(g,x)}-df(x)+ZRci(xc)-w;i(i,xc)+
- J’QQ a(x)-w’ (€ x)-d, (x)

(5.39)

sendo:

Cle)= Lt (5.40)

Quando o ponto £ estiver fora do dominio, a integral da equacéo (5.23) que

contém a carga g* sera igual a:
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j. g (&.x)-wig)-dalx) = w(g) (5.41)
mas como & ¢ QnE ¢ obiém-se:
[,9'Ex)-wle)-do(x)=0 (5.42)

Com isso pode-se concluir que:

1, EeQd
Cle)= g%? Eel (5.43)
0, EeQnEel

lembrando que B¢ € o angulo que fazem as tangentes anterior e posterior ao ponto de
colocagao.

Quando o contorno tem tangente continua, B¢ € igual n e portanto:

C(e)=05 (5.44)

5.2.3 EQUAGAO INTEGRAL EM COORDENADAS NORMAIS E
TANGENCIAIS PARA PONTOS INTERNOS

Os deslocamentos transversais (w) para os pontos internos ao dominio séo
conhecidos a partir da cortante equivalente (V,), dos momentos fletores (M,), reagdes

de canto (R.), deslocamentos (w) e rotagdes normais (—g% ), determinados no contorno.

Seus valores sao determinados pela seguinte expressao:



w(e) == | Vo (€090 -M, 6 x)- 22 0] - 016 - YR 6ok, we )+

j==4

T 60 2 e o)+ SR )i 6x)e 649
- J, 900 w6 x)- 2, 0

Admitindo-se que (5.45) seja continua, pode-se através de sua segunda
derivada, determinar os valores das curvaturas nos pontos internos. A expressdo da
curvatura nos pontos internos torna-se:

W‘E(E;):——J‘F[Vr:ﬁ(g,x)-w(x)-M;'i§(§,x)-ia\iv—(x)j| (X chRq(‘g X (xc)-i'
. J{vﬂ(x)-w;;(a,x)mmn(x) )] ar)s S i)
- j )-dQ, (x)

(5.46)

As segundas derivadas dos valores fundamentais do deslocamento w, da
rotacado normal % do esforgo cortante V,, do momento fletor M,, e da reagdo de

canto R sao calculados usando-se as relagdes:

& — ;T

= (5.47)
S, ~T. T,
5. —I T

(6 ) (‘%Jn:—ﬂ#'sj (5.49)

sendo §; o delta de Dirac definido em (3.50,3.59).
. — * 6‘7‘/,r * £ ¥ . N
Determinando-se as expressdes para w jj, ek Vi i Mo e Rg i, obtém-se:
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. 1
W ,ij(i,x)zw-—‘l_n.[) -(aij nr+r, -r!j) (5.50)
aw.i,i* B 1 or 1
an €x)= 4.7-D-r {(6“ z‘i',i“"j)”gg”.é n,§+r,£'n‘ij (5.51)
: 1 or (ar) oY’
V“‘“(&’x)zzi-n-r“‘{[8.%‘(?3”) '(G'Ri'r_j—Bu)—S'(g} ~(r,i-nj+(j-ni)+
4 or ( ) 5 or ( 4 6)
+ --ag-s]-n.;+s]-nj + -5;-2-5,.-st TSR L,
“16'2—;'%‘(%'55+",;‘Si)+2'(".i‘”;+r,j‘“s)](1“’)+

o
+4~§-(§i}—4-r’i -r=})+4-(r‘i N+ ‘ni)}

M, (& x) = 4_;_{2 '{{(1’*“")“2‘[("2—;]2 +V‘[%]2H'(5u —2-5; "i;)*

~—4-%-(r'i-njw§~r!§ -ni)--—4-v-%-(r_i "8+ ~si)+

ar Yy’ arY’
w4l —| v {—| |+2:n-n +2.v-8§ 8,
fl 4 an as

(5.52)

(5.53)
R;k,ij (ﬁ; X) = Mﬁs,ij (‘t:u Xy ) - Mns.i} (&; x;) (5.54)
{(1-v) ar ar
Mns,ij(t‘»x):dn e 2: "’é’"g'(",s"sﬁ“r,j'Si)”"“g'(r,s'nj”i”f;'”@) +
" o (5.55)
I i
2’51—1—%(83 4 F, r'j)—ni‘sj‘”“n}-'si}
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Com as curvaturas dos pontos internos e com uma ftransformacido de
coordenadas (de ns para xiX;) consegue-se determinar os momentos nos pontos

internos da placa (M4, M2z e My;) através das equagdes (3.16).

5.2.4 EQUAGOES INTEGRAIS PARA CARREGAMENTO DE DOMINIO

Os termos das integrais (5.24), (5.39) e (5.46) que representam uma integral de
dominio sdo determinados considerando-se um carregamento distribuido g(x4,%2) em

um determinado dominio Qp, como indicado na figura 5.4,

FIGURA 5.4 Carregamento distribuido g{x4,X2) em um dominio Q.

Desta forma a integral de dominio torna-se:

Jog 900w (€.%)-d2, ()= [, glx;, ) w (& x)- 92, (x) (5.56)
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Considerando-se o plano de carregamento de forma linear sobre o sub-dominio

Qp. tem-se:
alx;.x,)=A, - x, +B, -x, +C, (5.57)
sendo A4, By & Cy4 constantes. Reescrevendo-se a expresséo (5.56), obtém-se:
fa, g(x) w' (€ x)-dQ, (x) = | . (A, -x,+B, %, +C,)-w'(£,x)-dQ,(x)  (5.58)
De acordo com a figura 5.4, o elemento infinitesimal dQ, pode ser escrito como:
dQ, =r-dr-dé (5.59)

Desta forma, substituindo-se o valor da solucédo fundamental do deslocamento w’
e a expressao (5.59) em (5.58), obtém-se:

[, 909w’ (€ x)-d2y(x) = 8_;0 f J.;[(Ag X, By X, +C, )-r? -(;nr-%]-r-df]de

g

(5.60)

sendo R o valor de r em um ponto qualquer do sub-dominio Q.

Transformando-se em coordenadas cilindricas os valores de X1 € X3, obtém-se:

f g(x)-w*(i,x)-dfzg(x)za ! DI IR{(Ayr-rﬁBg-r‘r,2+Cg)-r2-(Inr——;—)-r‘dr}-de
Q, ST o Jo '
(5.61)

Resolvendo-se a integral interna, obtém-se:
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fQQ o(x)- w(E,x)- d2, (x) = J‘B{Ag a -+ ?g o -{rs -(Inr ~ lﬂ N

(5.82)

De acordo com a figura 5.4, obtém-se a relacéo:

do = {1_;_[_ .dr, (5.63)

Desta forma os termos que constituiam uma integral de dominio sao

transformados em integrais de contorno, como apresentado na equagao a seguir:

. A -t +B T 7
. : AR B “Amr=1lon.r.
Jgg g(x)- w' (& x)-dQ,(x) = o Lir (Enr ?OH n,-r,-dl, +

< ; (5.64)
g 3
*Psz.jvc.lgfsir '(’"r*iﬂ'n*'r"dﬂ

A integral de dominio da equagdo (5.46), utilizada na determinagio das
curvaturas dos pontos internos, é calculada substituindo-se a segunda derivada da
solugdo fundamental do deslocamento (Wi,ij); equacdo (5.50), a equacdo do
carregamento linear distribuido no dominio, equagéo (5.57) e resolvendo-se de forma

analoga a integral anterior. Desta forma, obtém-se:

12-%2-D

C 1
g - . |n T -
+8-n-DIF»r'Kmr 2) &y +1, ",J} n; -r, - dl

(5.65)

. A - B .
-[Qg g(x).w}j(?;, X)-ng(X)m g f1t g I, “'rn r2 ,Hmr_%J.Sij +1; .r‘j]ni °f .dI“p +
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5.3 EQUAGCOES INTEGRAIS PARA PLACAS ATRAVES DA TEORIA DE
MINDLIN

5.3.1 EQUAGCAO INTEGRAL EM COORDENADAS CARTESIANAS
PARA DESLOCAMENTOS EM PONTOS DO DOMINIO

Pode-se escrever o teorema de Belfi para a formulagéo de placas de MINDLIN,
conforme a equacado (5.1). Em fungao das hipéteses desta formulagao, inclui-se as
tensdes relativas a cortante e despreza-se aquela referente a deformacao na direcéo da

espessura, obtendo-se:

\5(021811 + 6;2822 + T;zﬂz + '523713 + T;3Y23) dV =

(5.66)
J
v

(0$18$1 t 02082 T Tya¥42 ¥ Ty3Yis + "723723) dv

Chamando-se de |4 a integral do segundo membro da equagdo (5.66) e
substituindo-se as relagbes de deformacgdes x deslocamentos (4.9) e as equacbes

constitutivas (4.10), tem-se:

L= XE (0% , 0% a\?;+ 0¥, o o, .
vla-v)lax, oax, Jox, \ex,  ax, ) ax,

L= ot OF o1 0% L g gﬂ#ﬂ Qﬁ—-#{{ +
2 \ax,  ox, | ox, | ox, ox, ox,

+G’[?l"’-wyz](aw +\1§J}dv
o ox

2 2

(5.67)

Integrando (5.67) ao longo da espessura h, chega-se em:
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E :j{D o, 0% v (0%, o )\av,
A | AR E A RV P

+(1WV) 8‘?1+a‘{’2 a\P€+alP2 +G'h @a—\};ﬁ %+\}’,' +
2 oX, OX; A OX, OX, X, OX

)
+G' h(ﬁww +, J(ﬂ +¥, J}dﬂ
X, X,

(5.68)

A partir das equagdes de momentos (4.11) e cortantes (4.12), reescreve-se a
equacao (5.68):

E‘k:,[ M11?_\J£{L+M22.a_tP£+M12 %4.% +
al " ax, &%, x, ox,

* : (5.69)
aw * aW *
+ Q”('—a—x——— + 1?1 ] +Q22[8X— + lPZ JJdQ

] 2

Aplicando-se a regra da cadeia nos termos da equacao (5.69), obtém-se:

0 A oMy, - @ N M, . B o M,
= é[R(MH‘Iﬂ )'mgxm?% +"”&";(M22T2)"’" 6)(22 ¥, +5X_1(M12\?2 )— 3 12 W, +
M, . & A 6Q,, .
ax”‘ '+ rw (Qﬁw )-- axﬁ w o+ QP+

2 1 1

(5.70)

Agrupando-se os termos da equacgao (5.70) em relagdo as derivadas parciais e
as fungdes v, chega-se na seguinte equacgao:
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i . . . . ) .
I, = j%:?&-(!\/iﬂliﬂ +M,, ¥, +Qw )+§—(M22‘ZE’2 +M,¥, + QW )-i—
k]

7
{2 2

M, oM , Yy ]
_[aaxﬂ + 12 —Q1§JI’I}1 __(aMQ + 6M22 _szquz__(aQﬂ + 6Q22 }W do
. ox, ox,  ox, ox, | ox,

(5.71)

Considerando-se as equagbes de equilibrio (3.12), (3.13) e (3.14), e
transformando-se os dois primeiros termos da integral de dominio Q da equagéo (5.71)

em integrais de contorno I através do teorema da divergéncia, obtém-se:

I, = _f[(MHlP; +M121P£ + Qﬂwt) n, + (MZ??Z‘ +M§2‘P‘; +Q22W’) nz]dF+
r

(5.72)
+ I g w'dQ
Q

Rearranjando os termos da equagdo (5.72) de forma a representar
convenientemente a teoria de Mindlin, considerando-se as trés condicdes fisicas
necessarias para a resolucéo do problema de placas, e para encontrar as equages
apresentadas no trabalho de WEEEN [12,13], tem-se:

L= M, +Mn,) W)+ Mn, +Men,) ¥ + (@, +Qun,) w' ] +
¥

. (6.73)
+ Ig w dQ
i3

Analogamente, o primeiro termo da equagdo (5.66) pode ser escrito de forma
semelhante:

I = J'{(M:?m +Min, ) ¥, + (M0, +M;2n1) ¥, +(Q;3n1 +Q;2n2) W ]dp+
T

(5.74)
+ f g wdQ
Q2
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Reescrevendo o teorema de Beiti as placas de MINDLIN, conforme o

desenvolvimento anterior, tem-se:

j‘[(M;m + M:an) ¥, + (M;2n2 + M;2n1) ¥, + (Q;m + Q;znz) w jdr++jg*wd§2 =
|93

T

- j[(M11n1 +M,n, ) ¥ + (Mzzn2 +M,n,) ¥ + (ery + sznz) w*] dr + +Jg w'dQ
1 4]

(5.75)

Para se obter os esforcos de superficie na placa, faz-se as integragbes
necessarias nas tensdes ndo nulas e substitui as mesmas nas equacgbes (2.17), e

chega-se em:

t1= Myng + Mygnp
t2= Myznq + Maons (5.76)

t3= Qqng + Qoone

De acordo com as definicbes apresentadas no item 4.5 deste trabalho, as
notacbes wq, Uz, € u; sdo usadas para definir a fungdo yq, a fungdo y, € ©
deslocamento w, respectivamente. Desta forma, considerando as equacbes (5.76), a
equacao (5.75) pode ser escrita da seguinte forma:

("]“3’1u1 + To,u, + T;aus) dr + [gu,dQ =
° (5.77)

£
I{(UQ& +ULt, + Uit ) dr+ [9Ude2

Supondo que o carregamento g* em (5.77) seja uma carga concentrada unitaria
aplicada em um ponto £ do dominio da placa, tomando-se como fungdo ponderadora as
solugbes fundamentais e aplicando as propriedades da fungéo delta de Dirac nesta

equacao, escreve-se:
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058+ 1 (T3 (6, 0U 00+ Top (6 X0, () + Tog (5,005 () AT ) =
7 (U345 20t 00) + U8 X0t () + Usa (8 301,(3)) AT 00) + § 90U (8 X)a2,(x)

(5.78)

A equacao (5.78) representa uma equagéo integral de contorno para pontos no
dominio da placa. Esta equacao considera o caso em que a solugdo fundamental é
encontrada a partir da considerag&o de uma forga unitaria aplicada na direcdo do eixo
X3. Pode-se escrever uma equacéo integral generalizada para a teoria de MINDLIN,
levando-se em conta os casos em que as solugdes fundamentais s@o encontradas a
partir da considerac@o de uma forga unitaria aplicada na dire¢do x; e dois binarios

unitarios aplicados nas dire¢ées x;:

&)+ (T (& x)u,(0) dr'(x) = ; (U5e, 0t 00)) dr(x) + JAOUL(EXQ0  (5:79)

sendo U*;(&,x) a rotacao fundamental (j=1,2) ou ¢ deslocamento fundamental (j=3) e
T%(€,x) os correspondentes esfor¢os de superficie no ponto singular £ de uma placa
infinita quando um momento unitario (i=1,2) ou for¢a unitaria (i=3) & aplicada no ponto

fonte x.

5.3.2 EQUAGAO INTEGRAL EM COORDENADAS NORMAIS E
TANGENCIAIS PARA DESLOCAMENTOS EM PONTOS DO DOMINIO

Para se escrever a equagao (5.77) em um sistema genérico de coordenadas ns,
é necessario aplicar a ftransformacdo de coordenadas (3.19) sabendo-se os
desiocamentos do problema real e os associados & solugdo fundamental. Lembrando

gque nq € igual a cos o € n; e igual a sen «, tem-se:
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Ug = Ugt — Ugz (5.80a)

Up = Upnz + Ushy (5.80b)
U3¢ = U%3anq — U*3sn (5.80c)
U3z = Uznnz + U*seny (5.80d)

Substituindo-se as equacdes (5.80) em (5.77), tem-se:

j[(T:;n% + T;?.nZ)"n + (T::291 “T::snz)"s + T::sua} dl™ + J‘g“l‘*sdQ =
: @ (5.81)
Ij[(t1n1 a0y i, + (0, ~tyn, 5, + U, [ d + 19Ud
De acordo com a figura 3.3, tem-se:
ny = sy (5.82a)
Nz = -84 (5.82b)
Substituindo (5.82) em (5.81), obtém-se:

[(T;1n1 + T, )Jﬁ + ('I“:,’zs1 +T..8, )Js + T;aua} dr' + Jg'u,dQ =

“ (5.83)

i
I
g[(mi 0, My + (b8, + 1,8, U5, +1,U5, | dI + [9Uyda2

Para determinar os esforgos do problema real e os associados a solugéo
fundamental, em coordenadas ns, escritos em fungdo de t; e T%;, aplica-se a relagéo

(2.8) analogamente e obtém-se:

Mo = 1, Ne (5.84a)
M = t, Se (5.84b)
Qn=ts (5.84c)
M*in = T%ia Na (5.84d)

M*ins = T*iot Sq (5843)
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Q%= T 33 {(5.84f)

Considerando-se que g esta distribuida em Qg e substituindo-se (5.84) na
equacao (5.83), obtém-se o teorema de Betti aplicado as placas espessas em

coordenadas normais e tangenciais ao contorno da placa:

j{M;ﬁun +M, U, + Q;ua] dr'+ [g'u,dQ =
o i . (5.85)
.‘[Mrzum + Mnsuss + Qnusa] dr + jg Usang
r 0,

Supondo-se novamente que o carregamento g* na equagdo (5.85) seja uma
carga concentrada unitédria em um ponto £ do dominio da placa, tomando-se como
funcdo ponderadora as solugdes fundamentais e aplicando as propriedades do delta de

Dirac nesta equac¢éo, escreve-se:

() + ] (Vi (8, 30U, () + M (5,30, (3) + @, (8, )u () AL) =
(U508 0M, () U3, (& 0M oo () + Usa (5,300, () AU () + 90X (5, X))

(5.86)

A equacdo anterior representa uma equacgéo integral de contorno para pontos do
dominio da placa. Esta equagdo, em coordenadas ns, considera o caso em que a
solugao fundamental & encontrada a partir da consideragdo de uma forga unitaria
aplicada na diregao do eixo xs.

Escrevendo também para este caso, uma equacao integral generalizada para a
teoria de MINDLIN, lembrando que as solugdes fundamentais sdo encontradas a partir
da consideragdo de uma forga unitaria aplicada na diregido x; e dois binarios unitarios

aplicados nas diregdes X;:
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U (E) + ;i (M3 (2, XD, (%) + M (5, 30U, (%) + Q3 (€, X)u5 () o' (x) =

§ (U (8 XM, () + U (5 0My (0) + U (5, 50Q, (X)) AT (x) + I 95 (& x)d(x)

r

(5.87)

A equacéao (5.87) descreve uma equagao integral para deslocamentos em pontos
do dominio da placa em coordenadas normais e tangenciais, através da teoria de
MINDLIN.

5.3.3 EQUAGOES INTEGRAIS EM COORDENADAS CARTESIANAS
PARA ESFORGOS EM PONTOS DO DOMINIO

Para chegar nas equacgdes integrais de momento fietor, momento torcor e forca
cortante em pontos do dominio de uma placa de Mindlin, deve-se considerar a equagao
integral do deslocamento (5.79) e as relagbes dos esforgos em fungdo dos
deslocamentos, equagdes (4.11) e (4.15). Como os esforgos se relacionam com as
derivadas dos deslocamentos w (us) e das fungdes w1 e y2 (Uq e up, respectivamente),
ha a necessidade de derivar a equacgao (5.79). Deve-se notar que todas as derivadas
obtidas em relag&o as coordenadas do ponto de deslocamento devem ser multiplicadas
por (-1) para que sejam validas em relagéo as coordenadas do ponto fonte. Assim, as
equacgdes integrais para os momentos fletores, momentos torsores e for¢as cortantes

sao dadas por:

M, (8) =~/ T;Bk(i-x)uk(x)dF(X)Jrg Upu (& )t (X)AT(x) + J Z.5(&, X)9(x)dQy(x)

(5.88)

Qqp(8) =] Tk &, XU (X)AT(x) + | Ui (& )t (x)dI(x) + J Z.(5, )g(x)d 2y (x)

(5.89)
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As soiugdes fundamentais em termos de esforcos e deslocamentos
apresentadas pelas equag¢gdes integrais (5.88) e (5.89) sdo definidas da seguinte

maneira:

U, = D( 2‘ v) {U;},ﬁ +U; L+ (T%S u;y‘éaaﬁj (5.90a)
Ugs = 0(12‘ v) [u;slﬁ +U, +z‘i—"v)-u;3'¢aaﬁ} (5.90b)
u, =2 g Ly ] (5.90c)
Usys = 99:2"—)7“2- Ujs + Uiy, ] (5.90d)
T, = D“z"") :T;TIB i T +(1—33”U5T;M,auﬁ} (5.90e)
T, = 2=V :T;S,ﬁ P2 T;Msaﬁ} (5.90

To, = 9(—1*7")35« T +Ts,] (5.90g)
Ty = -D—(%‘-’)—;“z- [T+ Toos) (5.90h)
Z, = 9“2‘ v) {u;w +U;,. +-(u—13_~l’;m)_u;3,vaaﬁJ (5.90i)
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(5.90j)

As equacbes (5.90) descrevem as solugdes fundamentais generalizadas das

equacbes (5.88) e (5.89), considerando-se os casos em que estas solucbes séo

encontradas a partir da consideragdo de uma forca e dois binarios unitarios aplicados.

Para a teoria de MINDLIN, as expressées foram adaptadas tendo em conta o pardmetro

k e lembrando que o efeito da carga distribuida nao foi considerado.

As solugbes fundamentais para o caso em que as mesmas sdo obtidas com a

consideracdo de uma forga unitaria aplicada na direcao do eixo x;, considerando-se as

derivadas dos deslocamentos fundamentais U* e as derivadas dos esforgos

fundamentais T*, séo:

LR
U, = ——
an 167! .

{88+2(1—-v)(£n r=In 2)—(1-v)A, —8A[§] }

. . % or or
U312 =U321 = - 167 [8/\ . ox ]
1 OR;

N 2 or ¥
U,,, = 160 [88 +2(1-v)(In r=In z)-(1-v)A, - SA(_éx”) }

2

—vhal 1
U;mmu (2In z-2In r-;—Az)r_ai_ +__1___8L
16n | ox, | 2nr ox,
i~ 2 " .
L’:l;za':(’E V)k 2In z-2In r+A,)x or + 1 o
16n | X, | 2mr OX,
2
L o [P YNV (AR PP e i1
Anr an o ox, 60X, on

\ D(1— v )32 or or or or ar
Tm=mww-(m~4www)w[(2A+zK1)§n1—(8A+22K1)g§ﬁ—+2Ag~n2

r 2 1 OX, on Xy
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(5.91a)
(5.91b)
(5.91¢)

(5.91d)

(5.91e)

(5.92a)

} (5.92b)



. D-vp?|
T == DOV on k) (aAs 22k ) OO o T s a0
dnr | oX, ox, dx, on X,
_vpe| 1
Tozz =—M (2A +2zK,) KL/ ~(8A +2zK )| — or ) —r+2ﬂ\—@r—n2
4nr on <’:?x2 ox, } on OX,
(5.92d}
D(1-v )2 or or
T, = (47“ )}k _(228—1-’1)!11 —(Z°A+2)— o anjl (5.92e)
* 1“'
T :%};}Q“ (B +1)n, m(22A+2) or 2” (5.92f)

Como a aplicagéo da solugdo fundamental devido aos momentos unitarios para a
teoria de Mindlin € a mesma que sera apresentada para a teoria de Reissner no item
5.4 deste trabalho, ela nado foi apresentada neste item. Ja as solugbes fundamentais
que consideram a influéncia das cargas distribuidas no dominio da placa, equacgdes
(5.901) e (5.90j), serdo desenvolvidas no item 5.3 4.

5.3.4 EQUAGCOES INTEGRAIS PARA CARREGAMENTOS DE DOMINIO

Quando as forgas distribuidas g tém expressdes integraveis no dominio, as
integrais de dominio das equag¢des de placas podem ser transformadas em integrais
sobre o contorno Q.

Considerando-se as integrais de dominio apresentadas pela equacao (5.79),
para a transformagédo da parcela da carga distribuida constante, utiliza-se novamente o
esquema de integracao da figura 5.4. A partir deste esquema, a expresséo pode ser

escrita da seguinte maneira:
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1900 Ui (&, 0d2,00 = | [F900 UL (& ) (& x) dr(x)] 4o (5.93)

Aplicando-se na equagédo (5.93) a mudanca de variavel apresentada pela
equacao (5.63), as integrais de dominio sdo transformadas em integrais de contorno T,

ou seja:

19(x) Up(5x)d2,00 = ([ g(x) U3 x) r(E %) dr(x)] —Li—dT,(t)  (5.94)
€y Ty R((";, t)

Considerando-se mais uma vez que a forca distribuida g € constante e, utilizando
a solucdo fundamental referente a uma forga unitaria aplicada na direg@o do eixo xs,
obtida através da teoria de Mindlin, obtém-se para a equagdo (5.94) o seguinte
resultado:

. gR® (2A, + 5)] gR 1 )
X} Uy, (&, x)dQ (%) = In r- - Inr——||R ndI
Jf” 30 (5 X)dC4(x) 1{,{321@( 4 2nG'h 2)| T
(5.95)
Analogamente, utilizando as solugdes fundamentais da teoria de Reissner

referentes a uma forga unitaria na direcao x; e momentos unitarios na dire¢ao x; € Xz,

obtém-se para a equacgao (5.94), respectivamente os sequintes resultados:

Qfg(x) U, (&, x)ng(x)xrj[ gR” (In z-ﬁ] ———-QL[in z—%ﬂ R, ndr,

327D 4) 2mDR(1-v)
(5.96)
[g(x) UL, (&, X)dQ.(x) = | gR’ (ln z_i} R R.n.dr (5.97)
Gy a3t o r| 12nD )| “ e '
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A integral de dominio relacionada com a solugdc fundamental devido a um
momento unitario aplicado nas diregdes x4 e xo (WEEEN [12,13]), conforme a equagéo

(5.97), pode ser novamente transformada em uma integral de contorno, de acordo com:

df 9(x) Uos(E x)dQ, (X) = TJ a(x) W (€, x)n,dT,(x) {5.98}
sendo;
W
- U, (5.99)
.o
W= (in z-1) (5.100)

Deve-se notar que este procedimento difere da formulagao de WEEEN, embora
a solugdo fundamental utilizada seja a mesma.

Para a obtengao dos esforgos internos, a influéncia das cargas distribuidas no
dominio da placa, equagdes (5.90i) e (5.90j), também pode ser transformada a partir do
procedimento anterior, redefinindo as mesmas equacdes da seguinte maneira:

C D=V . . *
zaﬂ=9(~éwl)[ua3nﬁ+ug3na+m2m"—u ns } (5.101)

(1—V) ¥3 Ty aop

D(1-v)

Z, =
3a 2

U:, +Usn, ] (5.102)

Com a substituicdo dos deslocamentos fundamentais U”, nas equacgbtes (5.101) e

(5.102), pode-se definir as influéncias das cargas distribuidas no dominio, ou seja:

. (1=v) or v or
Z,=-——(2In z-1 —r = 5.103
» o 2In z-"r . n1+(1_v)(2in z-1r p ( a)
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212

Z,, = (- v){(ZIrz z- 1)r
8n
Z:ﬂ =

Zsz ==

5.4 EQUAGOES INTEGRAIS PARA A TEORIA DE REISSNER

541 EQUACAO

Z21

_(-v)

167

or
2In z—Pr——n, +(2 z-0Or ——n
{( )6x 2+ )Bx

1

(—}

f— 2 B

(-vp r’lin z+In r—ﬁ@—-—z -Ein r
167 i 2 | Gh
A 2 B

(- vk r’lin z+In r—ﬁ’i— ~£in r
16n | | 2 | Gh

fn
I

2

1
2In z-Pr—|
( )anj

|

(5.103b)

(5.103c)

(5.103d)

(5.103e)

INTEGRAL. EM COORDENADAS CARTESIANAS
PARA DESLOCAMENTOS EM PONTOS DO DOMINIO

Através da técnica dos residuos ponderados ou utilizando-se o teorema de Betti,

é possivel encontrar uma equag3o integral para as formulagcdes de placas, segundo a

formulagdo de REISSNER. Considerando as equagbes apresentadas no trabalho de
WEEEN [12], pode-se escrever:

u;(é)*—;

+ ]
Qﬂ

{ |3(‘§ X)—

(1-

)

U, (&, x)} g(x) dQ2,(x)

i (&%) u(x) dT'(x) = I U; (& x)t,(x) dT°(x) +

(5.104)

Neste caso, também se utiliza U*(€,x) como sendo a rotacdo fundamental ou o

deslocamento fundamental e T*;(£,x) os correspondentes esforgos fundamentais de
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superficie no ponto singular £ de uma placa infinita quando um momento ou uma forga
unitaria & aplicada no ponto fonte x.

A equagéo integral (5.104) representa uma equacéc integral generalizada para
deslocamentos em pontos do dominio da placa em coordenadas cartesianas, segundo
a teoria de REISSNER.

54.2 EQUACAO INTEGRAL EM COORDENADAS NORMAIS E
TANGENCIAIS AO CONTORNO PARA DESLOCAMENTOS EM
PONTOS DO DOMINIO

Para se escrever a equacéo (5.104) em um sistema genérico de coordenadas
ns, & necessario aplicar a transformacdo de coordenadas (3.19) sabendo-se os
deslocamentos do problema real e os associados a solugdo fundamental também

podem ser referenciados a um sistema de coordenadas ns:

€+ (M5 X) Uy (0) + Mg (€, X) 0, (0) + Q3(5,%) U (x)) dr(x) =
= [{M, (& %) Uy )+ M, (&%) U (%) +Qj (& %) Uz (x)) d(x) + (5.105)

v

+ g{g [Uia (& X) —m

Ui &, x)] 9(x) dQy(x)

A equacéo integral (5.105) representa uma equagéo integral generalizada para
deslocamentos em pontos do dominio da placa em coordenadas normais e tangenciais
ao contorno da placa, segundo a teoria de REISSNER.

104



5.4.3 EQUAGCOES INTEGRAIS EM COORDENADAS CARTESIANAS
PARA ESFORGOS EM PONTOS DO DOMINIO

Para chegar nas equagdes integrais de momento fletor, momento torgor e forga
cortante em pontos do dominio da placa de Reissner, deve-se considerar a equagao
integral do deslocamento (5.104) e as relagbes dos esforcos em fungdo dos
deslocamentos, segundo o item 4.5 deste trabalho. Como os esforgos se relacionam
com as derivadas dos deslocamentos, ha a necessidade de derivar a equacao (5.104).
As equacdes integrais para os momentos fletores, momentos torcores e forcas

cortantes s&o dadas por:

M, (8) = —i To (& X)UK(X)dF(XHzI_ Ui (& X0t ()T (x) + Q{ Z. (& x)9(x)dy(x) +

+»w~m\—}—gﬁ
(1-yp2 =

(5.106)
ng(i)=—£ T &, X)ﬁk(x)df(x)+£ Uy (& Xt ()dT(x) + QI Z,,(E,X)9(x)dQ,(x)

(5.107)

Como se pode observar, as equacgdes integrais (5.106) e (5.107) sao bastante
semelhantes as definidas no item 5.3. Agora, seguindo a formulagéo de REISSNER, as
solugdes fundamentais mencionadas sado apresentadas em sua totalidade, incluindo os

casos em que além de uma forga, dois momentos unitarios sdo aplicados. Assim:

y - Dd-v)

agr 5 {U* T ;y,cgﬁag} (5.108a)

wy B Br.a (1 . V) U

. D(1-v)}|, - . 2V .
Upps = _(2_) [L}aw +Ug,, + m UWE@S@] (5.108b)

105



U, = 9“—}?& U, +u;,,] (5.108¢)
Uigs = 9-(4175@ s + Ui (5.108d)
T, = E(JQZQ{T;”} oT +(1—":%T;maag] (5.108¢)
T, = D“z‘ v) {Tgﬁ‘B FT ﬁ% Tgwsaﬁ} (5.1081)
T, = 9&5‘9&2 [+ ] (5.108)
Tops = M [T + T (5.108h)

. DA-v)|, . v . .
Ly = 5 {:Ua&ﬁ +Uggq = R (Uow.vﬁ * UBy;m) +

N ) (5.108i)
+ mﬁass{uysg T Ummﬂ

- DO=-v)|, . . . .
ZSB = ( 2 ) [Ueﬁ + USS.(! “(T:%}”XE (U“Y-Y + U3}',m ):! (51 08])

Nota-se que a principal diferenga enire as equag¢des apresentadas no item 5.3 e
as equacdes anteriores ocorre na adogao de solugdes fundamentais e também nos

termos envolvendo as infiuéncias dos carregamentos distribuidos na piaca.
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Portanto, a partir das derivadas dos deslocamentos fundamentais U*, as
solucbes fundamentais em termos dos deslocamentos das equacgdes (5.108) sao
definidas da seguinte forma:

3
Ui m-—"-—{2(4/3\-+-22K1 +1-v) X _(16A + 42K, +2-2v —EM +(4A+1~v)-?11
4nr[ X X X

1 1) 1]
(5.109a)
2
U, =——|(16A+4zK, +2-2v] 2| 2 _(an+1-v)2L
47r X, ) X, ax,
(5.109b)
2
U;13m-(1"’) 20 o & (5.109¢)
8n (1w~v) ax,
1 ar aY or
U, =U,,, = EF{(M +2zK, +1wv)né;;—(16A +4zK, +2 —2\;)[51) gj
(5.109d)
2
. . 1 ar or ) aor
U, = Uy, =m{(4m2zxg mmv)gzmﬁeAMng +2—2V{§J gj
(5.109¢)
U —U _ (=) oo or (5.1000
123 213 875 6)(1 ax2 .
1 or Y or or
Uy = mm{ﬁeA +4zK, +2~—2v{~&—j a;(z:;A +1+v)5;-1—] (5.1099)

3
. 1 or or or
U, = Z&F{Z(“'A +2zK, +1- v)é—x~~(16A +4zK, +2 —2\;)(&-] +(4A +‘E—v)§]

2 2 2

(5.108h)
. __(1—-v) (1+v) N or ’ .
Uy, = o 2(1~—v)in z-1|+2 o, (5.10091)
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. 22 ( ar s
U, = B-A — 5.109
314 273!_ (8)( } } { )
U312 = U32§ {

Tl

ar or
——— 5.109k
OX, 6xj ( )

A2

1 or

U, = e e 5.109
33 T 5 ox, ( m)
. 1 or

Uy =——— 5.109n
323 27‘tf 6)(2 ( )

A partir das derivadas dos esforgos fundamentais T*, as solugdes fundamentais

em termos dos esforgos das equacdes (5.108) sdo definidas da seguinte forma:

2
T, = 20V A 4 22K, +1- v, (16A + 42K, +2+ 2y )[‘ar "”-{ﬁf-) n1}+

4nr? X, on

+(4A +1+3v)n, - (16A + 62K, + 22K, +2 - 2\»)2([ arJn1+_aar_gJ+
ox, ox, on

+(96A +322K, + 42°K, + 8~ Bv )[ax] arJ

on
(5.110a)
. Dll-v or or
T, = (nr2 ){—(16A+6ZK1+22KG+2—2 )2-&:5;;n +{4A +1+3v),
2
—(6A+ Az, +2+2v) | LT |y (5.110b)
X, on | o,

+(98A + 322K, + 427K, +8 - 8) a) e ar
ax, on

Tiis =M (2A+2zK)) 2. 4 ,~(BA +2zK,) | — o ﬂ4~2Aﬂ} (5.110c)
4nr X, oX, /) on on
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D1~ "){(4A+2zx +1-v)n, ~(16A + 42K, + 2+ 2v) T s
ax? axZ
—(16A + 62K, + 2K, +2-2v) [mgf—n1+ or ] o ooy,
axz 1 ax 6)( on
+(96A +322K, + 42%K, + 8 - sv)[;;] EX@?}
n

T121 = T211

(5.110d)

D(1 ——zv) [(4A + 22K, +1-v)n, -(16A + 42K, +2+2V) %% n, +

1 2

- *
”}"122 = sz =

r
~(16A +62K, + 23K, +2-2v) || L+ X, | L T O
x, " ox, ) ax,  ox, on

2

(96A+322K +42°K, +8-8v)| — o ar o |
ax2 ax 8n

(5.110e)
B-v [(2;\ zK)( = +—§mr}2]—(8A+22K1) %g%}
1 2

T123 = T213
4nr , ,

(5.110f)

ot :D—“—v)[ (16A +4zK, +2+2v )[ or ar_{i) n1]+
mr® ox, on | o,

+(4A+1+3v)n, — (16A + 62K, + 2K, +2 - 2v )2%%!’12%— (5.110g)

1 2
+(96A + 322K, + 42%K,, + 8~ 8v )[a’] o a’}
ox, j Ox, on

Tz = M{2(4A+22K +1-v)n, -(16A + 42K, +2+2v ){6?: 2;%(%J nz}

+(4A+143v)n, - (16A + 62K, + 2K, +2 - 2v)2[( al ] n2+_?f_§_"_}+
ox ox, on

2

+(96A + 322K, + 42%K, + 8- 8v )[ a’} 31
0x, ) on
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(5.110h}

T;23=W[(2A zK)Z-é;—nz (8A+22K)(£:j _g% QASJ (5.110i)
2 .

T, = 9%;")?5[(2»\ +2K,) @%a—%m]—(smzzxj) %%gﬂ (5.110j)

T m~9%—;—'¥)}f—[(2A-§-ZK1) %nﬁ(amzzl@) figilg% 2A§X J (5.110k)
2 1

T, ﬂ——D——%—;gyi[@A%«zKJ g—nzm(SA+22K) %%gﬁ 2A-é—x~n1} (5.1101)
| 2

T522=—[3(L;—:)?‘2[(2A+z1<,) (2—;+—§; } (8A+2z K)[ai:} gr'; ZA%n} (5.110m)

Tgmzwu(z%ﬂﬂ (A + 2)5‘-;%%] (5.110n)

T;23=%m(228+1}12 (z2A+ 2)%2—;} (5.1100)

544 EQUACOES INTEGRAIS PARA CARREGAMENTOS
DISTRIBUIDOS

Considerando a formulacgéo do trabalho de WEEEN [12], a integral de dominio da
expressdo (5.105) também pode ser transformada em uma integral sobre o contorno de

Qq. Utilizando-se o teorema da divergéncia, escreve-se:

Qf (S X)J g(x) dQy(x) =

9

B X) ==
{ (1”” vk (5.111)

g [vm(a, 0= gz Ya x)Jn dr, ()

2
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sendo:

i,.2

Vip=rmes B.(4in z-5)+(41n z-3)r ] (5.112a)

B My
128aD(1- v\

V;, = [32(2In z-1)-22(1-v)4In z-5) (5.112b)

Aplicando-se as solugdes fundamentais das equagbes (5.112), obtém-se o
resultado da integral de dominio da equacgao (5.111).

Finalmente, as influéncias das cargas distribuidas no dominic da placa,
apresentadas pelas equacdes (5.108i) e (5.108)), podem ser substituidas por uma
formulagéo alternativa a partir das equagbes integrais sobre o contorno da regido
carregada, equacdes (5.111) e (5.112), definidas da seguinte maneira:

. D(-v){,, . d - .
Zaﬁ = 2 J:Va.*fﬁ + Vﬂyvﬁ B m (Ucwtﬁ + Uﬁ%‘l )+
(6.113a)
2v . v :
‘Lﬂﬁ““(\/@"” DG H "
. D(O-w{,, . v y i
Zsﬁ = 5 [Va,y + Ua,m - m (Uow + USM ):; n, (5.1130)

Apés a substituicao das derivadas dos deslocamentos fundamentais U* da
formulacao de REISSNER, e das derivadas das equacdes (5.112) nas influéncias das

integrais de dominio (5.113), escreve-se:
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- r or ar |
z, =—-éz{(4ln z—siz(i—v)——nﬁ(msv)égr

b

or
+4[(1 v{ } i V)% r{[2(4A+2zK1+1—v)?&1—+

(5.114a)

2
—(16A + 42K, +2-2v) {?;—1} +(4A+1+v%}n@
2
[(4A+1+V)wa-[—“(1 BA +4zK, +2-2v) (ﬂ} i}nz}
ax ox, ) ox,

2
% :Z;gm._é_[(‘“n 2—3{(1”\’ %nﬁ%nz}d —V)-g-—éii%]}r
" 2 1 3 ORg

v or | or
-m{[(4A+22K +1- v)—m——(16A~+42K +2- 2v)(ax ) ™ }‘tﬁ-

2 1 2

{(4A+22K1+v)-—a——w(‘56A+4zK +2-2v )( Sr] ﬁ’l}nz}
ox ox

1 , ) 0%
(5.114b)
. r or or
222 =——~6—£{(4in Z—3{2(1~—V)~5;2—ﬂ2 +(1+3V)—a—n-j;+
or or v or
41~ — e U 2A4A + 22K, + 11—V ) —
* {( V{axz) +V:lan} (’1—v)47z7\.2rﬁ( T V)axzf+~
(5.114¢)

~(16A +4zK, +2 - 2\/)(
Bx

J +{4A+1+ v)—}az

2

[(4A+1+v)—§(-~(16A+42K +2- 2\*)(ar J i}m}

2 6)(‘?

2
. 1 or or v or ar or
Z 2In z-1n,+ 2~ e LU B = A — | N, +1 A ———1n
" 81:[( P ox, an] 2n(1_v){ (@gH‘ { X, axj 2}
(5.114d)
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. 1 ( or or A [ o Y Fooroor
Z,=—2In z-1p, +2—— |- B-A — A e e
2 = g L( nz }'2"‘ , 6n} 211:(’1-v) {é [5)(21 }ng%t 2% x, :]m}

(5.114e)
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Capitulo-6

Método-dos Tlementos de Contorno-

6.1 INTRODUCAO

Solugbes anaiiticas de um problema genérico plano s@o, normalmente, muito
dificeis de serem encontradas. Assim, considerando este problema, faz-se o uso de
métodos numéricos.

Sera apresentada, no decorrer deste capitulo, a formulagdo do Metodo dos
Elementos de Contorno (MEC) para solugdo de placas. Esta formulagdo pode ser
deduzida a partir de técnicas, como a dos residuos ponderados, a partir do tecrema de
Betti, ou aplicando a terceira identidade de Green. Usando-se a primeira técnica, tem-
se uma formulacao que pode ser facilmente relacionada a outros métodos numéricos,
permitindo o acoplamento do MEC a estes outros métodos [19].

Obtidas as equacgdes integrais (capitulo 5), é feita a discretiza¢ao do contorno da
placa em elementos. Estas equacgdes integrais sao transformadas através de equacdes
algébricas em um sistema de equagdes lineares onde as incognitas sdo deslocamentos
e esforgos em nés definidos no contorno. O sistema de equacgdes lineares & obtido
escrevendo-se as equacdes integrais para todos 0s nés associados aos elementos de
contorno. Com a imposigéo das condigdes de contorno do problema e a resolucéo final
do sistema de equacgdes resultante, valores do contorno e dominio da placa podem ser
obtidos.

Como serd mostrado neste capitulo, seguindo-se a teoria classica, para cada
ponto de colocacao, ou seja, para cada n6 onde se posiciona a fonte para se escrever a

equacdo integral, s8o necessarias duas equacdes relacionando deslocamentos e



esforcos no contorno. Para o problema de placas seguindo as teorias de
REISSNER/MINDLIN, para cada ponto de colocagdo sdo necessarias trés equagdes
relacionando deslocamentos e esforgos generalizados no contorno.

Todos os indices neste capitulo variam de 1 até 2, a menos que se informe ©

contrario.

6.2 DISCRETIZAGAO DO CONTORNO

Para aplicar as equacdes integrais de placas a problemas fisicos, é preciso que
estas possam ser faciimente explicitadas para um contorno em particular. Na figura 6.1a

é mostrado um dominio QQ, com um contorno I, de formato arbitrario.

I”ij Fl._..\

N
T=)T,
i=}

FIGURA 6.1 Discretizagao do Contorno.

Este contorno I' é dividido em N trechos menores I, tal que a soma destes
recompdem o contorno original, conforme esta ilustrado na figura 6.1b. Aos pontos
extremos de cada um dos trechos da-se 0 nome de nés. Quando os trechos s&o
lineares, ou possam ser aproximados por trechos lineares, cada um destes pode ter sua
geometria descrita por uma fungao de interpolagéo das coordenadas dos nés, como no

exemplo da figura 6.1c.
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Neste estudo, para a aproximacdo da geometria do contornc da placa, o
elemento utilizado é linear, ficando o mesmo definido pelas coordenadas cartesianas
dos pontos nodais.

Estes trechos do contorno, aproximados por funcées de interpolagéo, sao aqui

chamados de elementos de contorno.

6.3 ELEMENTOS DE CONTORNO

No item anterior, procurou-se apresentar os elementos de contorno buscando-se
uma justificativa na geometria do corpo em estudo. No entanto, os elementos de
contorno derivam de trabalhos feitos sobre o Método dos Elementos Finitos. Assim,
forcas e deslocamentos no contorno s@o aproximados a partir dos valores nodais da
mesma forma que a geometria, analogamente ao que se faz no Método dos Elementos
Finitos.

Quando, tanto a geometria do elemento quanto suas variaveis de deslocamentos
e esforcos sdo descritas pela mesma fungéo de interpolagéo, o elemento é chamado

isoparametrico. Assim pode-se escrever:

Xs = ¢;(E)X (6.1)

Na equacdo (6.1), o indice i varia de 1 até 2 para elementos isoparamétricos
lineares. O valor Xs representa qualquer uma das variaveis do elemento, sejam as
coordenadas de um ponto no interior ou o valor do deslocamento ou esforgo neste
mesmo ponto.

A varidvel homogénea & € um pardmetro independente e assume, ao longo dos

elementos, os valores ilustrados na Figura 6.2.
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E=m1 &=0 E=1

FIGURA 6.2 Elemento Linear.

As fun¢des de interpolagao usadas sao polindmios de Lagrange que, para o caso

linear tém a forma:

(1+¢) (6.2)

1 1
b=50-8) =5

Estas fungbes de interpolacdo podem ser representadas graficamente como
ilustrado na figura 6.3.

.gl ‘”\

7, M'I

FIGURA 6.3 Representacéo Grafica das Fungdes de Interpolacéo Linear

Até aqui foram tratados apenas os elementos ditos continuos. Existe ainda uma
categoria de elementos de contorno chamados descontinuos. Estes elementos tém a
finalidade de permitir que em um mesmo lugar geométrico existam dois valores de
forcas e deslocamentos associados, ou seja, permitir um salto nas variaveis de
contorno. Uma maneira de se fazer isso € alterar as fungdes de interpolagio de modo a
descrever as variaveis de contorno em termos de pontos internos ao elemento,

conforme a ilustracao na figura 6.4,
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Descontinuo - Continuo Pescontinuo - Descontinue Continuo - Descontinuo

FIGURA 6.4 Elementos Descontinuos Lineares.

Neste trabalho, as func¢des de interpolacdo ndo sdo alteradas para descrever as
descontinuidades. Em lugar disso, associaram-se dois conjuntos de variaveis a um
mesmo lugar geométrico, criando-se dois ndés em um mesmo ponto do espacgo, cada
qual relacionado a um dos elementos adjacentes. Este ponto particular com duas
variaveis & chamado né duplo e sera tratado em detalhes mais adiante.

Usando-se a equacdo (6.1) para descrever os esforcos e deslocamentos de

pontos internos aos elementos de contorno chega-se a:
u =0l t =T (6.3)

sendo k o indice do nd no elemento de contorno.

6.4 TRANSFORMACAO DAS EQUACOES INTEGRAIS DAS PLACAS DE
KIRCHHOFF

Seja a equacgao integral de placas para pontos do contorno (5.39):
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) we)+ [ Vil w6 x)- 22 1) - 0T+ SREe x.)we )=

- !{vn(x)-w*(@ 9,602 ¢ x)]dr(mg:r«g () W (6 %)+
- [, a)w € x)-doy (0

De acordo com a equagao (5.39), as variaveis relacionadas com este problema

~ oW X
$a0 w, = Vs € M, e, quando existem cantos, Rc em cada um dos cantos da placa.
n

Sabe-se que sempre s&o conhecidas duas das quatro variavies mencionadas (sem
levar em conta a reacdo de canto) a partir das condi¢cdes naturais de cada problema.
No item 3.3 deste trabalho, pode-se perceber este fato nas condi¢bes de contorno das
placas classicas. Sendo assim, resultam duas incégnitas, portanto sdo necessarias
duas equagdes integrais. Como se tem a equagao (5.39), necessita-se de mais uma
equacao integral. Esta equacéo integral pode ser a derivada da equacgéo (5.39) em
relagdo a normal n [19]. Outra alternativa é aplicar a equacgéo integral (5.39) em pontos
com solugdes fundamentais distintas, obtendo-se equagdes diferentes relacionando as
incoégnitas [48].

Discretizando-se o contorno da placa em N elementos de contorno e
substituindo-se as variaveis por suas aproximacées (6.3), a equagéo integral das placas
classicas para pontos no contorno pode ser escrita por:

ce) we)+ Y. [ Vi em) o) arte) wi]-3 j{m e n)-orn) -dr() aﬁ‘:}

SR:) W)= [ € dfn)V] j[——%&n ) arto) |+

N,

N,

7
A

i=1

R, i(nc)'wié(nc)_ jngg (m)'W*(iyna)'ng(Ttd)

i=1

(6.4)
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sendo:

n: Uma variavel que percorre o contorno,
nq: Uma variavel do dominio,
1. O valor da variave! n nos cantos,

£: N6 onde esta sendo aplicada a equagéo integral.

De um modo geral, as integrais da equacao (6.4) sao feitas por tratamento
numérico ao longo do contorno, exceto na regido que contém o ponto de colocacgéo,
onde as integrais sao feitas no sentido do valor principal de Cauchy.

Apobs a realizag&o da integracéo, tem-se uma relagéo linear entre vaiores nodais

das variaveis incognitas e conhecidas w, P V,, M, € com as reagbes de canto R..
n

Portanto, tratando-se de uma placa com N; nés de contorno, resultam 2 N incognitas,
além de uma reagao de canto R; para cada canto. Através da formulagéo apresentada
por PAIVA [48], as reacdes de canto incOgnitas nao s@o consideradas. Assim, sdo
necessarias somente 2N.; equagdes onde metade delas s&o obtidas com o ponio no
contorno e a outra metade com o ponto externo na diregdo normal ao contorno, como
sera explicado a seguir. A figura 6.5 mostra o posicionamento do nd externo j
associado ao nd j, a uma distancia d deste ultimo, que € a media dos comprimentos (I,
I;) dos elementos associados a este nd. A distdncia mais comumente usada para o
posicionamento destes pontos externos &€ a média dos comprimentos dos elementos de

contaorno relacionados ao n6 considerado [65].
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NGk

Noi

FIGURA 6.5 Posicdo do No Externo.

No caso de haver nés duplos, em que as incognitas sdo as mesmas no locai,
pode-se deslocar os pontos de colocacao para dentro dos elementos concorrentes ao
nd duplo para a obtencdo de duas equacdes integrais diferenies. Neste trabalho,
adotou-se Vs do elemento como a distancia a ser deslocada. Na figura 6.6 encontra-se
uma ilustracao disto e, analogamente, o ponto externo a ser considerado deve ser na

direcdo normal a esse novo ponto de colocacao agora deslocado.

/- N6 duplo

Ponto de
Colocagao

FIGURA 6.6 Deslocamento dos Pontos de Colocacéo para Nés Duplos.

Uma alternativa ao uso de integragbes no sentido do valor principal de
Cauchy é usar considera¢des de deslocamento de corpo rigido para a obtencao dos

ponderadores dos deslocamentos associados ao ponto de colocagéo [19].
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6.4.1 MONTAGEM DO SISTEMA DE EQUACOES

Realizadas as operacdes de integracdo das equagbes de contorno (6.4) sobre
cada elemento genérico I'j, somam-se estas influéncias para todos os N elementos nos

N, nés do contorno. Reescrevendo-se a equacgéo (6.4) tem-se:
Cw+HU=GT+F (6.5)

Para as placas classicas, sabe-se que:

(Sao os deslocamentos e rotagdes normais ac contorno, onde se incluem os

deslocamentos de canto),

T”z{VQ,M;, ______ ,vfc,M;‘c},Rm, ...... Ren,

(Sao os esforgos normais ao contorno, onde se incluem as reag¢des de canto),

He (§: Sao as matrizes globais de influéncia, que dependem apenas da

geometria do problema,

Cw: E o deslocamento correspondente ao ponto do contorno no qual se aplicou

a equacéo integral,
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F: E o valor resultante da integragéo da regiao Q.

Considerando-se a equacao (5.56) o valor de F € dado por:
FE)= [g () w'(En,) d9n,) (6.6)
QG

Apés operacdes necessarias na expressao {6.5), chega-se a seguinte equagao

matricial:
HU=GT+F 67)

Impondo-se as 2N, varidveis conhecidas em (6.7) e apds a troca de membros
das colunas das matrizes H e G, para que os valores conhecidos fiqguem posicionados
do lado direito da equacdo e as incégnitas do lado esquerdo, obtém-se o seguinte
sistema de 2N equagdes:

AX=B (6.8)

sendo:

X: O vetor com as 2N, variaveis incognitas,

B : O vetor que contém os efeitos dos deslocamentos e esforgos prescritos no contorno,

incluindo também o carregamento de dominio,

/3\: A matriz dos coeficientes das variaveis incognitas, obtida da troca de colunas das

matrizes H e G, de dimens&o 2N; x 2N..

123



6.5 TRANSFORMAGCAO DAS EQUAGCOES INTEGRAIS DE PLACAS
PELAS TEORIAS DE REISSNER/MINDLIN

Para o uso direto do MEC para as placas de REISSNER/MINDLIN, é necessario
transformar as equagdes integrais (5.79), referente a teoria de MINDLIN, ou (5.104),
referente & teoria de REISSNER, em equagbes algébricas. Sejam elas,

respectivamente:
u(&)+ ; (TJ(% X)u,-(X)) dI'(x) = §[ (UQ} (&, x)té(x)) dT(x) + Qf g(x Uy (&, X)dQ, (%)

*

U, (&) +;T{(i, X) u(x) dI'(x) = I U;(& x)t,00) dl'(x) +

v

+ QJ; I:Ui?. (& x)- m

Ueo & X)} 9(x) dQy(x)

Analogamente ao que foi feito para a teoria classica, as equacgdes anteriores
podem ser transformadas em integrais que relacionam deslocamentos e esforcos no
contorno. Assim, obtém-se equacées integrais analogas as encontradas por WEEEN

[12,13], escritas da seguinte maneira:

Para a formulagao de MINDLIN:

Cy(ehuy (&) + [(Tr (& xu,00) drix) = (U, t,00) dr(x) + [g(x)U; (5, x)d2, ()

r T

(6.9)
Para a formulagédo de REISSNER:
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CyEh,(®)+ [Ti(E %) uylx) dr(x) = [UI(E x)t(x) dT(x)+

(6.10)

+ QJ.!:UR(&’ X) - m Uécx,a ((z::! X)} Q(X) ng (X)

¢

sendo que a matriz C; depende apenas da geometria do problema. Porém, como o
posicionamento do ponto de colocagéo onde é aplicada a equacao integral é externo ao
contorno, esta matriz torna-se nula.

Devido a este fato, as variaveis relacionadas a este problema em um sistema de
coordenadas cartesianas s&o (uq,uz,Us) e (t1,f2,13). Conforme © item 4.8, sabe-se que a
partir das condi¢bes de contorno de cada problema, sdo conhecidas trés das seis
varidveis mencionadas. Como resultam trés incognitas, sdo necessarias trés equacdes
integrais com diferentes solucdes fundamentais de forma a compatibilizar incognitas e
varidveis conhecidas. Com isso, utilizou-se a mesma formulagio apresentada por
WEEEN {12], aplicando-se para a obtencéo das solucdes fundamentais necessarias,
trés condigbes de carregamentos unitarios referentes a uma forga na diregdo do eixo x3
e dois momentos unitarios nas direcoes x; e xo. Na resolugdo das equacdes, aplicou-se
as trés equacdes integrais em pontos fora do dominio da placa, mesmo procedimento
adotado por PAIVA [48].

Conforme a discretizac@o da placa em N elementos e substituindo as variaveis
(u1,Uz,U3) € (t1,t2,13) por suas aproximacdes, equacdes (6.3), as equacdes (6.9) e (6.10)

podem ser escritas por:

@+, [TEmem drmul =
. (6.11)

[UE ) dEm)T) + fg(ma M5 (& ma)dq(me)

4

N
=1

N
=

-2

o
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u(8) + Z f T, (&, m¢'(n) AT (U} =

=t r

=Y U drT + | [Ufa(ﬁ, ny) ~ ~ U;,a(&m)J gine)de, (n,)
= g

Y
(1—v)x

r

(6.12)

Lembrando que:

n: Uma variavel que percorre o contorno,
ne: Uma variavel do dominio,

£: N6 onde esta sendo aplicada a equagao integral.

As integrais de contorno (6.11) e (6.12) sao caiculadas numericamente para
qualquer elemento do contorno, através da Quadrafura de Gauss. Seguindo a
formulagao apresentada em PAIVA [48], aplica-se as equacgdes integrais mencionadas
para ponios externos ao dominio, obtendo-se 3N. equagdes. A disténcia padréo
utilizada para o posicionamento do ponto externo ao contorno, apresentada por PAIVA
& VENTURINI [65], € a média dos comprimentos dos elementos de contorno que
antecedem ou procedem © ndé do contorno considerado. Porém, neste estudo, foi
utilizada a distancia de 25% da média dos comprimentos dos elementos adjacentes ao
no, devido a methores resultados obtidos adotando esta distancia ao inves de outros

valores.
6.5.1 MONTAGEM DO SISTEMA DE EQUACOES

Realizadas as operagdes de integracao das equagdes de contorno (6.11) ou

(6.12) sobre cada elemento genérico I';, somam-se estas influéncias para todos os N
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elementos nos N¢ nés do contorno. Reescrevendo-se as equagdes (6.11) ou (6.12) tem-

se!’
HU=GT+F (6.13)

Para placas de REISSNER/MINDLIN, sabe-se que:

(Sao os deslocamentos generalizados em coordenadas cartesianas),
j 141 4 No ¢No N
T = ]t e, e, B ]

(S30 os esforcos normais ao contorno em coordenadas cartesianas),

He G: Sdo as matrizes globais de influéncia, que dependem apenas da

geometria do problema,

F: E o valor resultante da integragéio da regigo Q.

Impondo-se as 3N, variaveis conhecidas em (6.13) e apds a troca de membros
das colunas das matrizes H e G, para que os valores conhecidos figuem posicionados
do lado direito da equacéo e as incognitas do lado esquerdo, obtém-se o seguinte

sistema de 3N, equacdes:

AX =B (6.14)

127



sendo:

X: O vetor com as 3N; variaveis incoégnitas,

B: O vetor que contém os efeitos dos deslocamentos e esforgos prescritos no contorno,

incluindo também o carregamento de dominio,

A A matriz dos coeficientes das variaveis incégnitas, obtida da troca de colunas das

matrizes H e G, de dimensdo 3N, x 3N..

6.5.2 DESLOCAMENTOS EM PONTOS INTERNOS

O calculo dos deslocamentos em pontos internos é feito a partir da determinagéo
dos valores incognitas no contorno. Pode-se reorganizar as equacdes (5.79) e (5.104)

para obter estes deslocamentos da seguinte maneira:

() = - (T (& 0u;00) dr(x) [(Up(& 30t (x) () + [g(xUi (& x)dQy(x)  (6.15)

¢

U () = = [T (&%) uy(x) drix) JUj(& x)t (x) dI(x)+

v

+ J‘{U;(is X)— m

Q

U, . (&, x)} g(x) dQ,(x)

g

(6.16)
Discretizando-se as equacgdes (6.15) e (6.16) de maneira semelhante aquela

utilizada nas equacdes (6.9) e (6.10), e substituindo-se as variaveis do problema por

suas aproximagdes, chega-se em:
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u(&) =-2 [T;(& ') dreu; +

N . . -
+3 JUE M) dTMT + [gngla (6 me)d2(m,)

(6.17)
u@=-2, [TEm drmu +
=t or
+ Z IU;}(§|H)¢j(n) dF(TI)TJ + I[U;(%:nd) - (1 '\;_""""”);Lz Ui:x,a(E_u Tld):| Q(ﬂd)ng(ﬂd)
=t r o, -

(6.18)

Escrevem-se as equacgdes (6.17) ou (6.18) para todos os pontos internos de
interesse, obtendo-se:

U=GT-HU+F ©.19)
em que:

U : E o vetor dos deslocamentos nos pontos internos,

H e G : Sao as matrizes globais de influéncia, que dependem apenas da geometria do

problema, obtidas de maneira semelhante aquelas obtidas para os pontos no contorno,

F': Vetor que contém as influéncias dos carregamentos de dominio.
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6.5.3 ESFORCOS EM PONTOS INTERNOS

A determinac¢ao dos esforcos em pontos do dominio da placa é feita com base

nas equacgdes (5.88) e (5.89) ou (5.106) e (5.107), discretizadas de acordc com as
aproximacoes adotadas nos itens anteriores, conforme;

M) = =2 [Top &M m)drm) U+ JU (&) ()dr ()T
(6.20)
N N
Q&) ==X [TapEMATMU* + 3. [Usp (& me ()l ()T
(6.21)

Apos a discretizagao, as equacgbes (6.20) e (6.21) podem ser escritas da
seguinte forma matricial:

M=G T-HU+F (6.22)
Q=G T-H U+F" (6.23)
em gue:

M: E o vetor dos momentos fietores nos pontos internos,

Q: E o vetor dos esforcos cortantes nos pontos internos,

H H e G',G": Os coeficientes giobais destas matrizes s&o obtidos com os pontos de
colocagéo localizados no n6 onde se deseja obter os valores dos esforgos,
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F',F" : Vetores que contém as influéncias das cargas distribuidas.

Para se determinar as influéncias das cargas distribuidas, devem ser
consideradas as integrais de dominio apresentadas através das equacdes (6.11) e

(6.12), modificadas de acordo com a formulag8o adotada.
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Capitudo-7

7.1 INTRODUCAO

Neste capitulo, s8o apresentados exemplos numéricos para andlise de
problemas de placas de acordo com a formulacdo de WEEEN para as teorias de
REISSNER e MINDLIN. A resclugdo dos exemplos foi realizada através de programas
desenvolvidos nesta pesquisa, onde a “ferramenta” € o Método dos Elementos de
Contorno. Estes programas serdo diferenciados no proéximo item, e os resultados
obtidos sao comparados com valores da literatura identificados em cada caso. As
condi¢cdes de contorno de cada exemplo estdo identificadas individualmente para cada
exemplo. Foram estudadas varias combinactes de apoios e geometrias diferentes.

Conforme explicado no capitulo 6, as variaveis sdo aproximadas por elementos
lineares continuos ou descontinuos, lembrando que o segundo caso € utilizado quando
os vetores tangenciais ao contorno sofrem variagdo brusca de diregdo. O
posicionamento utilizado para o ponto de colocagdo para os programas de Reissner e
Mindlin foi de 25% da meédia do comprimento dos elementos adjacentes ao nd
considerado, deixando-o0 na vizinhanga do contorno da placa. Este valor foi escolhido

por oferecer meihores resultados.



7.2 CARACTERISTICAS DOS PROGRAMAS COMPUTACIONAIS

O primeiro programa desenvolvido nesta pesquisa foi 0 programa de placas de
Kirchhoff. Este, juntamente com o livro de BARES [67], foi utilizado para comparar
resultados com os programas de placas desenvolvidos para as teorias de Reissner e
Mindlin. Os primeiros exemplos de placas foram analisados pelo programa de Reissner
Linear Segundo a Formulagdo de Weeén, e pelo programa de Mindlin Segundo a
Formulagdo de Weeén, sendo que este segundo programa considera uma pequena
alteracdo em relagdo ao trabalho original de Mindlin, onde se incluiu uma constante
multiplicando a fungdo de Bessel, conforme sera visto mais adiante neste item. Ja nos
exemplos seguintes, foi utilizada a formulagéo original de Mindlin, pois através dos
estudos de PALERMO JR. [96] e dos resultados obtidos nos exemplos, podde-se
observar que a constante que mulitiplica a fungéo de Bessel, ndo implica em solucionar
alguns dos problemas de oscilagéo dos esforgos, obtidos pelas teorias de REISSNER e
MINDLIN. A seguir, sdo apresentados os programas utilizados neste trabalho:

a-) Reissner Linear Segundo a Formulagéo de Weeén

Neste programa, as solugdes fundamentais (4.76) e (4.77), referentes a forca
unitaria € aos binarios unitarios aplicados, sao utilizadas para a resolugdo da equagéo

integral discretizada (6.12), dadas resumidamente por:

1w

.1 ]2 1 11
U :EEE{%[ (z)- Alz) (a‘fﬂ}‘gﬁas{m Z“’z":!"z"'-mr-ﬁ}

. 1 2 1
U33 ZWM[:IB Z'""“Zzz(ln 2—1)}
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. . 2V .
[Uimﬁ +Uy, + -i-_—vuiwaaﬁ }ng

1-v

Ta =D-—=222[Up, + Up, h,

V10

sendo que para a teoria de Reissnerz = Ar, e sz.

Na resolugdo da integral de dominio da equagdo (6.12), utiliza-se a
transformacédo apresentada pela equagao integral de contorno (5.111), juntamente com
as solugtes fundamentais de (4.76) e (5.112). Com isso, tem-se:

J {U;(&,x)— Ay el x)] 9(x) d04(x) =

=g [vi;(é, x)- 77—~ U, &, x)} n, dy(x)
r{ (1-vp?

onde

r2

V=
*B - 128nD

{5aﬁ(4|n z-5)+(4mn z+3) qang]

NI rr,
T 128xD(1- V)2

B2(2in z-1)-z2(1-v)4In z-5)

Para encontrar os esforcos e deslocamentos no dominio da placa, sao utilizadas
as solucdes fundamentais (5.109) e (5.110) nas equacbes (5.106) e (5.107). Para
encontrar os esforgos e deslocamentos internos, utiliza-se o procedimento apresentado
em (5.113) para a resolugcdo da integral de dominio, aplicando as solugdes
fundamentais (5.114).
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b-) Mindlin Alterado Segundo a Formulagédo de Weeén

Neste programa, as solugbes fundamentais (4.76) e (4.77), referentes a forca
unitaria e aos binarios unitarios aplicados utilizadas para a resolugéo da equacéo

integral discretizada (6.11), sdo as mesmas apresentadas para o item a, porém para a

{eoria de Mindlin, z =\t & km-:—. Ainda, ao valor encontrado para as fungdes de Besse/,

Ko € Ky, multiplicou-se uma constante igual a 2x.
Para a resolugdo da integral de dominio da equagdo (6.11), utilizam-se os
resultados da transformacao apresentada pelas equacgdes integrais de contorno (5.96) e

(5.97). Com isso, {&ém-se as seguintes equacdes integrais:

fa(x) U, (& x)Q,(x) = | WQBZ_(m z—-g—ﬂ R.R,n, dI,

Ty

. _ ¢ grR? 5} gR _j_)
Q{JQ(X) Uas(i,X)dQQ(x)—richD[in z J MZnDﬁ(?—v)(En z—3 }R_Yny dr,

Para encontrar os esfor¢os e desiocamentos no dominio da placa, sao utilizadas
as solugdes fundamentais (5.109) e (5.110) nas equacbes (5.88) e (5.89). Para
encontrar os esforgos e deslocamentos internos, utiliza-se o procedimento apresentado
em (5.101) e (5.102) para a resolucdo da integral de dominio, aplicando as solugbes
fundamentais (5.103).

¢-} Mindlin Original Segundo a Formulagdo de Weeén
Neste programa, as solugbdes fundamentais (4.76) e (4.77), referentes a forca

unitaria e aos binarios unitarios aplicados utlizadas para a resolugdo da equagao

integral discretizada (6.11), s&0 as mesmas apresentadas para o item a, porém para a
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teoria de Mindlin, z = ir, & ?\F%. Neste caso, as funcbes de Bessel, K; e Ky nao

apresentam nenhum fator de alteragéo.

Para a resolucdo da integral de dominio da equacdo (6.11), utilizam-se os
resultados da transformacao apresentada pelas equacgdes integrais de contorno (5.96) e
(5.97) e portanto as equagdes integrais s&o as mesmas do item b.

Para encontrar os esfor¢os e deslocamentos no dominio da placa e os esforgos e

deslocamentos internos, séo utilizadas as mesmas solugdes fundamentais do item b.

7.3 EXEMPLOS

Considerando-se que este trabalho € uma continuagao dos estudos derivados a
partir do trabalho de SANCHES [4], e contando com experiéncias anteriores de outros
trabalhos do orientador, evitou-se apresentar resultados obtidos com outras

discretizacdes para demonstrar a convergéncia do MEC as respostas.

7.3.1 PLACAS QUADRADAS

7.3.1.1 PLACAS FINAS

Os exemplos a seguir foram utilizados para comparar os resultados do programa
de Reissner Linear Segundo a Formulagédo de Weeén e o programa de Mindlin Alferado
Segundo a Formulacdo de Weeén, com o objetivo de avaliar a precisdo dos mesmos
em relacao a Literatura, ou seja, com o livro do BARES [67]. Ainda, sdo apresentados
os resultados obtidos para os mesmos exemplos no programa desenvolvido para a
teoria de KIRCHHOFF.
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As condigdes de contorno apresentadas nos exemplos sao representadas por:

Dados Gerais:

Engaste

Apoio

Balanco

E =2,05x 10" N/m?
h=6x 10? m (3% lado)
q = - 400 N/m?
LadosdaPlaca: a=2m
b=2m
Relagéo entre os Lados: a/b =1
Numero de Pontos de Gauss = 24
M.x= Momento Fletor na diregdo xx atuando no Ponto em estudo;
M,y = Momento Fletor na diregéo yy atuando no Ponto em estudo;
M, = Momento Fletor na dire¢do normal ao contorno atuando no

Ponto em Estudo.

137



Exemplo 1: Placa Simplesmente Apoiada nos Quatro Lados

~N

d ~)
|

x

Figura 7.1; Placa do Exempio 1.

Tabela 7.1: Resultados Obtidos no Ponto P do Exemplo 1 (N,m)

Discretizagao flecha (x 10°) M, M,y
. BARES 1 704 | 5888 | 5888
e 5 . T BRI
lado 7,09 59,16 59,16
Kirchhoff | 8 elem. /
lado 7,06 58,99 58,99
16elem./
lado 7,05 58,05 58,95
Reissner
10 SOFT 7,32 60,53 60,53
elem./
lado | HARD 7,06 58,91 58,91
Mindlin
10 SOFT 7,35 60,70 60,70
elem./
lado | HARD 7,07 58,94 58,94
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Exemplo 2: Placa Simplesmente Apoiada em Trés Lados e Engastada em Um Lado

N

AV

I a ~J
< >

Figura 7.2: Placa do Exempilo 2.

Tabela 7.2: Resultados Obtidos nos Pontos Py e P> do Exemplo 2 (N,m)

Discretizagdo | flecha P4(x 10°) M« P M,y P, M, P,

. BARES | 4er | soss | 88 | -13440
delem- Tl 447 51,09 38,96 139,67
Kirchhofft |8 elem. 1} 4 835 51,03 3893 | -13542

aqao

16elom./ 4,832 51,01 38,92 134,52
Relssner | oFT 4,971 51,91 39,50 -136,8
S ARD 4,861 50,98 39,02 134,63
Mindin | soFT 4,980 51,96 39,54 136,92
ﬁlaedn;'/ HARD 4,863 51,00 39,03 -134,65
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Exemplo 3: Placa Simplesmente Apoiada em Dois Lados Opostos e Engastada nos
Outros Dois

™
v=_

o

Pz . P1

I a j
< =

Figura 7.3: Placa do Exemplo 3.

Tabela 7.3: Resuitados Obtidos nos Pontos P e P, do Exemplo 3 (N,m)

Discretizacio flecha P4(x 10°) M P41 Myy P Mn P2

) ?;Zf;] | 3,324 45,57 25,31 -139,67

Kirchhoff | 8 ?;?;ZI-I 3.325 45,58 25,34 -135,42
16clem./ 3,325 45,59 25,34 134,52

Reijg”e*' SOFT 3,392 46,08 25,42 -113,16
fado | HARD 3,358 45,55 25,51 112,18

Mi?gﬁ" SOFT 3,392 46,07 25,42 113,14

S ARD 3,359 45,56 25,51 -112,19
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Exemplo 4: Placa Simplesmente Apoiada em Dois Lados Ortogonais e Engastada nos

Qutros Dois

Figura 7.4: Placa do Exemplo 4.

Tabela 7.4: Resultados Obtidos nos Pontos P4 e P, do Exemplo 4 (N,m)

Discretizacdo | flecha P4(x 10%) M, P+ M,, P; M, P,
_____ FE | w | v | e | oem

4 f;jl';‘ / 3,655 37,48 37.48 114,92

Kirchhoff S?Iem.l 3,650 37 46 37 .46 -109,71

ado

*ﬁi‘gg‘" 3,649 37,46 37,46 -108,72

Re@?é”e’ SOFT 3,732 37,84 37,84 -110,01

9;:(;?)’ HARD 3,679 37,51 37,51 -108,96

Mi?g“” SOFT 3,735 37,86 37,86 -110,06

e::g;-" HARD 3,680 37,51 37,51 -108,97
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Exemplo 5: Placa Engastada nos Quatro Lados

N

N

~
Py

Figura 7.5: Placa do Exemplo 5.

Tabela 7.5: Resultados Obtidos nos Pontos P4 e P; do Exemplo 5 (N,m)

Discretizacao flecha P4(x 107™) M,, P, M,, P M. P,
4 elem. | T ' ' :
lado 2,196 28,20 28,20 -88,91
Kirchhoff : 8 elem. /
lado 2,195 28,19 28,19 -83,41
16elem./
lado 2,195 28,19 28,19 -82.46
R651Sgn6r SOFT 2,222 28,23 28,23 -82,90
elem./
lado HARD 2,222 28,22 28,22 -82,74
Mindlin
10 SOFT 2,223 28,23 28,23 -82,91
elem./
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Exemplo 6: Placa Engastada em Dois Lados Ortogonais e em Balango nos Qutros Dois

v= 0,2

N N
LOA
P 0
b Pa «p, ? N
0.4
X s
i a8 )
< !
f 50'491 i 50.431

Figura 7.6: Placa do Exemplo 6.

Tabela 7.6: Resultados Obtidos nos Pontos Py, P2 e P3 do Exemplo 6 (N,m)

Discretizacao M, P4 M,, P, M. P> M,y P2 M, P;
BARES | 2112 | 2142 | 1104 | 1104 | -22056
delem./) 5, 4 21,31 -11.39 11,39 182,92
lado
Krehhoff 8 elem. 7 2066 | 2066 | -1187 | -11,87 | -199,90
16elem./| ) 55 20,50 1197 | -1197 | -204,00
lado
Reissner
o SOFT 21,54 21,54 11,54 11,54 -204.86
elem./
o | HARD 21,27 21,27 11,77 11,77 -204.17
Mindiin
frs SOFT 19,64 10,64 12,42 12,42 -203,85
elem.f
g | HARD 19,58 19,58 12 44 12,44 _203.69
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Exemplo 7: Placa Simplesmente Apoiada em Dois Lados Opostos, Engastada e em
Balango nos Qutros Dois

™~
v=0,2 0.4
- P‘f .
b P, 1
0.4
Vo ——
1 2 ~]
< 1

Figura 7.7: Placa do Exemplo 7.

Tabela 7.7: Resultados Obtidos nos Pontos P+, P; e P3; do Exemplo 7 (N,m)

Discretizagio My P4 M,, P, Mxx P2 M,y P, M, P3
BARES | 6784 | 2864 | 10808 | 4192 | 17728
4 ?;Z’;' I 66,00 25.90 106,06 3848 | -197.28
Kirchhoff | 8 f;‘;’;” 66.26 27.04 105,98 4124 | -19076
16elem./
oo 66,13 27 50 105,56 4216 | -189.19
Reissner
= SoFT | 66,86 2753 106,59 4257 | -190.79
elem./
o ARp | 6649 2777 105,84 4277 | -18956
Mindlin
o soF | 6661 27.38 106,13 4199 | -19018
elem./
ol aep | 6622 2767 10535 | 4222 | -189,00
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Exemplo 8: Placa Simpiesmente Apoiada em Trés Lados e em Balango no Outro

~
v=03 . o
N
2y
Figura 7.8: Placa do Exemplo 8.
Tabela 7.8: Resultados Obtidos no Ponto P do Exemplo 8 (N,m)
Discretizagao flecha P (x 10™) My P M,, P
BARES 12516240 | torea
| 4elem. ! 1274 58,82 128,70
irchhott| 8 elem. | 1,266 61,03 128,61
16clem./ 1,250 61,81 128,27
Rei‘fg”er SOFT 1,281 62,76 130,01
ﬁ':(‘;';" HARD 1,262 62,29 128,41
Mi;‘g““ SOFT 1,277 62,41 129,49
e LARD 1,257 61,96 127,85
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Exemplo 9: Placa Engastada em Trés Lados e em Balango no Outro

v=015

N

N

Figura 7.9: Placa do Exemplo 9.

Tabela 7.9: Resultados Obtidos nos Pontos P4, P, € P3 do Exemplo 9 (Nm)

Discretizagdo | flecha Py(x 10°) | Mg P | My Py | My Pz | MaPs
 BARES 1 3066 | 2000 | 4608 | -89.44 | -10624
4 fa'z':: / 3.217 2031 | 4843 | -9868 | -104.73
Kirchhoff | 8 f;z';" 3,217 2043 | 4846 | -91.94 | -10518
16elem./
o ler 3,216 2049 | 4847 | 9081 | -10588
Reissner
e SoFT 3262 2086 | 4872 | -9150 | -106.68
elem./
o ARD 3260 2075 | 4871 | 9127 | -106.44
Windiin
N sorT 3.249 2052 | 4845 | -9125 | -105.99
elem.f
e LARD 3,248 2051 | 4844 | -91,05 | -105,88

146




Exemplo 10: Flaca Engastada em Dois Lados Opostos e em Balango nos Outros Dois

N
v=0,30

o

Pz . P1

AV

£
E\
Figura 7.10: Placa do Exemplo 10.

Tabela 7.10: Resultados Obtidos nos Pontos P; e P2 do Exemplo 10 (N,m)

Discretizagcdo | flecha P4(x 10°) M, Py Myy P4 M, P
o BARES 1 409 | 6560 | 1760 | -13440
4 elem. ] 4,07 65,15 16,77 -125.05
lado
Kirchhoff | 8 elem. / 4.06 65,08 16,98 -129.92
lado
16elem./ 405 65,02 17.10 -130,63
lado
Reissner
0 SOFT 411 65.56 18,10 131,74
elem./
ot | HARD 410 65,42 17,87 131,21
Mindlin
10 SOFT 409 64,93 17,18 130,28
elem./
odo | HARD 4.09 64,87 17 .17 -130.18
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7.3.1.2 PLACAS ESPESSAS

Os exemplos a seguir foram utilizados para comparar os resultados do programa
de Mindlin Alferado Segundo a Formulagdo de Weeén com o programa de Reissner
Segundo a Formulagdo de Weeén para placas espessas, com o objetivo de avaliar a
influéncia da constante que multiplica a fungao de Bessel nos resultados.

Dados Gerais:
E =2,05x 10" N/m?
h=2x10" m (10% lado)
q = - 400 N/m?
Ladosda Placa: a=2m
b=2m
Relagdo entre os Lados: a/b = 1
NUmero de Pontos de Gauss = 24
M, = Momento Fietor na dire¢éo xx atuando no Ponto em estudo;
Myy = Momento Fletor na direcéo yy atuando no Ponto em estudo;
Mn = Momento Fletor na dire¢do normal ao contorno atuando no

Ponto em Estudo;
nf ladej
>V
Vm=-"29__.Comprimento lado j= Cortante Resultante no Lado j;
elem ladoj

nf ladoj

2M,

Mm_=-229 . Comprimento lade j= Momento Fletor Resultante

n
elem lado}

no Lado |.
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Exemplo 11: Placa Simplesmente Apoiada nos Quatro Lados

k|
|

Figura 7.11: Placa do Exemplo 11.

Tabela 7.11: Resultados Obtidos para o Exemplo 11 (N,m)

Discretizacio flecha (x 10°) P M, P M,, P ViMapoio
Reissner
10 SOFT 2,220 64,75 64,75 400,10
elem./
lado HARD 1,970 58,89 58,89 400,00
Mindlin
10 SOFT 2,314 67,28 67,28 400,00
elem./
iado HARD 2,000 59,62 58862 399,50
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Exemplo 12: Placa Simplesmente Apoiada em Trés Lados e Engastada em Um Lado

| a ]
< >

Figura 7.12: Placa do Exemplo 12.

Tabela 7.12. Resultados Obtidos nos Pontos P1 e P, para 0 Exemplo 12 (N,m)

Discretizagdo | flecha P4(x 10°) | M Py | M, P; M. P, | VnP,
Reissner
10 SOFT 1,501 53,96 41,95 139,56 653,70
elem./
lado HARD 1,394 50,76 40,10 131,15 658,30
Mindlin
10 SOFT 1,559 55,68 43,33 139,34 | 664,00
elem./
lado HARD 1,411 51,30 40,50 130,31 667,55
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Exemplo 13: Placa Simplesmente Apoiada em Dois Lados Opostos e Engastada nos

Outros Dois

N

o

P2 * Py

e a =
< A

Figura 7.13: Placa do Exemplo 13.

Tabela 7.13: Resultados Obtidos nos Pontos Py e P, para o Exemplo 13 (N,m)

Discretizagio flecha P1(x 107) | My P M,y P4 M, P; vmP;
Reissner
10 SOFT 1,027 46,82 27,00 114,47 | 593,28
elem./
lado HARD 0,994 45,08 27,08 110,31 600,65
Mindlin
10 SOFT 1,047 47,92 26,97 72,22 549,27
elem./
lado HARD 1,004 45,61 27,08 90,82 612,97
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Exemplo 14: Placa Simplesmente Apoiada em Dois Lados Orfogonais e Engastada nos

Qutros Dois

le )
= >
Figura 7.14: Placa do Exemplo 14.

Tabela 7.14: Resultados Obtidos nos Pontos P e P, para o Exemplo 14 (N,m)

Discretizagao flecha P4(x 10’7) M, P4 M,y P4 Mm,P2 | VmP:
Reissner
10 SOFT 1,127 39,16 39,16 137,64 | 516,70
elem./
lado HARD 1,074 37,93 | 37,93 | 133,98 | 519,70
Mindlin .
10 SOFT 0,845 32,01 32,01 113,42 | -27,06
elem./
lado | HARD 1,085 3821 | 3821 | 13428 | 542,55

*Cortante Média para uma espessura de 0,22 m = 381,107,
Cortante Média para uma espessura de 0,18 m= 530,72.

Nota-se a ocorréncia de certa singularidade na utilizacdo da espessurade 0,2 m

(utilizada na tabela 7.14), somente na condicdo soft de contorno quando se modifica 0

multiplicador da fun¢do de Bessel para o programa de Mindlin.
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Exemplo 15: Placa Engastada nos Quatro Lados

N

L a ~
|

Figura 7.15: Placa do Exemplo 15.

Tabela 7.15: Resultados Obtidos nos Pontos P4 e P, para 0 Exemplo 15 (N,m)

Discretizacdo flecha P4y(x 10°) | My Py | M,, Py M, P> Vm P,
Reifgner SOFT 6,744 28,563 28,53 82,25 403,99
elem./
lado HARD 6,715 28,46 28,46 80,66 401,28
Mindlin
10 SOFT 6,724 28,47 28.47 77,31 405,89
elem./
lado HARD 6,701 28,41 28,41 80,52 401,22
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Exemplo 16: Placa Engastada em Dois Lados Ortogonais e em Balango nos Outros
Dois

v=0,2

P

~
| z°-4§I

e
=
l 50.451

Figura 7.16: Placa do Exemplo 16.

Tabela 7.16: Resultados Obtidos nos Pontos P4, P, e P3 para o Exemplo 16 (N,m)

Discretizagio M, P4 M,, P4 M. P2 M,y P M, P VmP;
Reissner
10 SOFT | 1786 | 17,56 | -14,41 | -14,41 | 206,91 | 800,05
elem./ 17.37 | 1737 | 1447 | -14.47 | 20670 | 800,05
tado HARD ’ : ' ' , :
Mindlin
10 SOET | 2242 | 2242 | -1064 | -1064 | 198,40 | 80245
elem./
lado HARD | 2808 | 28,08 6,80 6,08 | 226,98 | 800,69
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Exemplo 17: Placa Simplesmente Apoiada em Dois Lados Opostos, Engastada e em
Balanco nos Outros Dois

v=02 10.4
. P‘E H
b . P,
[V P I-‘"“
| A |
< >

Figura 7.17. Placa do Exempio 17.

Tabela 7.17: Resultados Obtidos nos Pontos P4 P, e P; para o Exemplo 17 (N,m)

Discretizacdo MxP1 | MyP: | MoP2 | MyP: | Mm,Pz | VmP;

Reissner
10 SOFT 110,27 40,22 70,47 26,52 246,08 | 749,72

elem./
lado HARD

107,56 | 40,82 68,97 27,44 | 239,37 | 770,53

Mindiin
10 SOFT
elem./
lado HARD

109,77 | 42,46 70,67 28,01 235,08 | 567,74

106,70 | 44,08 68,85 28,80 | 23235 | 780,85

155



Exemplo 18: Placa Simplesmente Apoiada em Trés Lados e em Balango no Outro

N

v=023

N

| a syl
I 1

Figura 7.18: Placa do Exemplo 18.

Tabela 7.18: Resultados Obtidos no Ponto P para o Exemplo 18 (N,m}

Discretizacédo flechaP (x 107) | My P | My P | VMagoior | VMapoiow
Reissner
10 SOFT 3,664 62,49 | 133,62 | 407,20 547 60
elem./
lado HARD 3,492 61,02 | 128,05 | 423,68 588,22
Mindlin
10 SOFT 3,680 66,09 | 135,52 315,09 641,67
elem./
lado HARD 3,433 63,61 127,74 | 527,57 534,86

*Apoio Paralelo ao Balango
**Apoios Perpendiculares ao Balango
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Exemplo 19: Placa Engastada em Trés Lados e em Balanco no Outro

N
v=0,15 Pa

b P2 . P1

lez a )
=~ “1

Figura 7.19: Placa do Exemplo 19.

Tabela 7.19: Resultados Obtidos nos Pontos P41 P; e P3 para o Exemplo 19 (N,m)

Discretizagado flecha | My Py MyPy| M, M, [VmP; | VmP;
P4(x 107) P, P,

Rei1sgner SOFT 0,980 | 20,74 | 49,00 | 89,70 | 105,33 | 398,68 | 600,70

e;laeg;'l HARD 0,678 | 20,65 | 48,91 88,05 | 104,51 | 399,09 | 600,50

Mi?g“n SOFT 0,975 | 22,99 | 49,14 | 43,61 | 158,90 | 297,28 | 651,76

ellaegrc;)./ HARD 0,975 | 22,69 | 49,01 | 74,80 | 124,74 | 365,85 | 617,59
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Exemplo 20: Placa Engastada em Dois Lados Opostos e em Balango nos Outros Dois

v =030

N
A

Figura 7.20: Placa do Exemplo 20.

Tabela 7.20: Resuitados Obtidos nos Pontos P1 e P, para o Exemplo 20 (N,m)

Discretizagao | flecha P4(x 107) | M Py | My Py M.P, | VmP;
Reissner
10 SOFT 1,243 65,61 17,40 130,33 | 800,07
elem./
lado HARD 1,240 65,47 17,18 130,05 | 800,06
Mindlin
10 SOFT 1,171 65,59 30,43 685,47 | 795,90
elem./
| lado HARD 1,216 65,80 23,61 233,10 | 800,18
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7.3.2 PLACAS CIRCULARES

Exemplo 21: Placa Circular Engastada com Carga Distribuida Unitéria

Este exemplo foi analisado por RASHED ef afli [95] utilizando elementos finitos.
Na tabela 7.21 & apresentada a comparacao dos resultados obtidos para esta placa
pelo programa de Mindlin Original Segundo a Formulagdo de Weeén desenvolvido
neste trabalho com os resultados de [95], incluindo a referéncia exata considerada
pelos autores de [95].

Dados do Problema:
E = 207.000 t/m?
v=0.3
g=11
h=2x 10" m (10% diametro)
Raio= 1 m
Namero de Pontos de Gauss = 24

Py P2 P3 P4}

Figura 7.21: Placa do Exemplo 21.

a a a
P1=—=0.00 P2=—=0.25 P3=—=0.50
R R R

p4=2 =075 P5=2=1.00
R R
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Tabela 7.21: Comparagéo do resultado obtido no programa de Elementos de Contorno

(MEC) com o valor tedrico e com os resultados obtidos pela referéncia A.

a 64D 16D 16
= 4 w 3 ¢f 2 MBG
R gR gR gR

Exata A MEC | Exata A MEC | Exata A MEC
000 | 44820 | 1.1839 | 11823 | 00000 | 00000 | 00000 | 13274 | 13320 | 1.3260
025 | 40803 | 1.0501 10500 | 02344 | 02342 | 02340 | 12087 | 1.2085 | 1.2073
050 | oso9s | 06995 | 06992 | 03750 | 03750 | 03743 | 08524 | 08523 | 0.8511
075 | oo714 | 02714 | 02710 | 03281 | 03281 | 03271 | 02587 | 0258 | 02573
1.00 | 60000 | 00000 | 00000 | 00000 | 00000 | 0.0000 | -0.5726 | -0.5629 | -0.5800
a 16 2
Py W“""E"M{r _QF
R gR R

Exata A MEC | Exata A MEC
000 | 43274 | 13320 | 13260 0.00 0.00 0.00
025 | 1212 | 11210 | 1.1198 -0.25 .0.25 -0.25
050 | us024 | 05023 | 05011 -0.50 -0.50 -0.50
075 | osp88 | -05280 | -05302 | -0.75 -0.75 0.75
100 |\ 49726 | -1.9694 | -1.9978 | -1.00 -1.00 -1.00

A: Y.F. Rashed, M.H. Aliabadi, C.A. Brebbia (19598) [95].
MEC: 64 Nos no Contorno e 64 Elementos Lineares.

Pode-se observar que a utilizagdo de elementos lineares para simular uma placa

de geometria circular resulta em bons resuftados, dando erros na ordem de 0,1%.
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Tabela 7.22: Comparagao do resultado obtido no programa de Elemenios de Contorno
para trés discretizactes 64 nés e 64 elementos (64/64), 32 nds e 32 elementos (32/32)
e 64 nds e 32 elementos (64/32).

a 64D 16D 16 M
R R R qrR?
32/32 | 64/32 | 64/64 | 32/32 | 64/32 | 64/64 | 32/32 | 64/32 | 64/64
000 ' 14734 | 14707 | 11823 | 00000 | 00000 | 00000 | 13207 | 13191 | 1.3260
025 | 10414 | 10389 | 10500 | 02330 | 02327 | 02340 | 12019 | 12004 | 1.2073
059 | 0g923 | 06903 | 06992 | 03723 | 03717 | 03743 | 08457 | 08441 | 08511
075 | 2668 | 02654 | 02710 | 03241 | 03231 | 03271 | 02519 | 02503 | 02573
100 | pooco | ©0.0000 | 00000 | 00000 | 0.0000 | 00000 | -0.4812 | -0.3675 | -0.5800
a 16 2 Q
R gR? " qrR
32/32 | 64/32 | 64/64 | 32/32 | 64/32 | 64/64
000 1 43207 | 13191 | 1.3260 0.00 0.00 0.00
025 1 41144 | 11120 | 11198 | 025 -0.25 -0.25
050 | 4957 | 04941 | 05011 -0.50 -0.50 -0.50
075 | 05356 | -05371 | -05302 | 075 0.75 075
100 1 19532 | 20051 | -1.9978 | -1.00 -1.00 -1.00

Como se pode ver na Tabela 7.22, os resultados com nés duplos (64/32)
contendo o dobro de nds que a analise 32/32, porem 0 mesmo numero de elementos,
ndo chega em resultados tao eficientes como a analise 32/32. Quando se duplica os
nés e também o0s elementos, ou seja a situagdo 64/64, obtém-se resultados bem
precisos, conforme se mostra na Tabela 7.21.
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Exemplo 22: Placa Circular Engastada com Furo no Meio, com Carga Distribuida

Na tese de doutorado de VILMANN [55], é apresentado este exempio de uma
placa circular engastada em condicéo hard, com furo. Ele a analisou através do Método
dos Elementos de Contorno com elementos isoparamétricos quadraticos, utilizando a
formulacdo de Mindlin. O resultado apresentado nos graficos a seguir € uma
compara¢ao das respostas obtidas por [55], com as respostas obtidas pelo programa
de Reissner Segundo a Formulagdo de Weeén com elementos isoparamétricos lineares
desenvolvidos neste trabalho de pesquisa, e inclui a resposta exata, apresentada em
[55].

Dados do Problema:

E = 100.000.000 N/m?

v=0,3

g=-2N

h =2 m (20% diametro)
Raio=5m

Raiodo Furo=1m

Nimero de Pontos de Gauss = 24

Utilizou-se o Programa de Reissner Linear Segundo a Formulagéo
de Weeén [MEC (Andrade)]

Discretizagdo utilizada: 64 nés de contorno para a horda engastada
e 32 nés de contorno para o furo. Nao foram utilizados nds duplo.
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Figura 7.22: Placa do Exemplo 22.

Resultados Obtidos:

Grafico 7.1: Comparagéo do Momento M,

Comparag¢ao do Momento Mrr

Exata

Mrr[Nm/m]

.......... Vilmann
[55]

—--—-MEC
(Andrade)
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Grafico 7.2; Comparagao do Momento Mg

Comparacido do Momento M06

6 — e,
° Exata
E Y
E %7
R R IFCER R Vilmann [55]
@ 1
D
= 0 |
A (—-—-MEC (Andrade}|
-2 SR
Gréfico 7.3: Comparagao da Cortante Q,
Comparacao da Cortant qr
5 R
45 oo BT Exata
G o T
]g 3’5 _______________________________________________________ ]
£ 3 R - N .
Y-S < — Vilmann [55]
= 24 e
15+ A
14 ',,f' ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, --—-MEC
0,5 A A e (Andrade)
D _ . - L g— N
1 2 3 4 &
Raio (m)

Quando este exemplo foi analizado com o programa de Mindlin, ou seja, a

parcela da ponderacao linear da carga distribuida foi eliminada e a constante A passou

V10 7

de T para Y 0s resuitados obtidos para os momentos foram muito mais proximos

dos resultados de VILMANN e daquilo que ele chama de resultado exato, do que os

obtidos através da teoria de Reissner apresentados nos graficos.

164



7.3.3 PLACAS ESCONSAS

Exempio 23: Placa Esconsa Simplesmente Apoiada em Duas Bordas Opostas e em
Balanco nas Outras Duas com Carga Uniformemente Distribuida

Na tese de doutorado de RIBEIRO [51], é apresentado este exemplo de uma
placa esconsa apoiada em duas bordas opostas e livres nas outras duas. Os resultados
obtidos para aproximacoes lineares nesta pesquisa s8o muito proximos dos obtidos por
[51] onde ele utiliza aproximagdes quadraticas e a teoria de Reissner.

Dados do Problema:

E= 3,4 x 107 kN/m?

v=0,2

h=0,60 m

q=-17,9 kN/m?

Condigao HARD de Apoio

Utilizou-se o Programa de Mindlin Original Segundo a Formulagéo
de Weeén [MEC (Andrade)).

12,00 m

e L’:ﬂ B -

» 16,97 m i
“ /1

Figura 7.23: Placa do Exemplo 23.
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Resultados Obtidos:

Gréfico 7.4: Comparag¢édo do Momento My,

Comparagao do Momento M11

Diagonal A-B

[~ - —“MEC {Andrade)

£ |

£ L

5 Ribeiro [51]
=,

-

§ == Hartmann &

[87]

Zotemante] (MEC)

i
j

Grafico 7.5. Comparag¢ao do Momento My,

Comparagédo do Momento M12

Zotemantsl (MEC) ||

250 o TR

200 | ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, — - ~ -MEC (Andrade)
=
E ABO oo
§ |~ Ribeiro [51]
< A0 foommres e ;
o~ U o
~ 501 i{’ ------ Hartmann &
= 0 L

‘ pnmez = (871
o P S 4o
Diagonal A-B
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Gréfico 7.6: Comparagdo do Momenio Mo

Comparagao do Momento M22

400 (

350 Fim e ISR -~ == -MEC (Andrade)
E 300 e
§ 250 N Ribeiro [51]
= 200 R A
o 150 4 \\ ..........
g 100 4 LU B PR Hartmann &

5O 4] Mo Zotemantel (MEC)

0 N [87]
1 2 3 4 5
Diagonal A -B

Nota-se que em MEC (Andrade), a placa foi analisada no programa de Mindlin
Original, enquanto que em RIBEIRO [51] e em HARTMANN & ZOTEMANTEL [87], a
teoria utilizada foi a teoria de Reissner. Quando este exemplo foi analizado pelo
programa de Reissner Linear Segundo a Formufagcdo de Weeén desenvolvido neste
trabalho, os resultados obtidos para os esforgos coincidiram com os resultados de
RIBEIRO.
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Exemplo 24: Placa Esconsa Simplesmente Apoiada em Todas as Bordas com Carga
Uniformemente Distribuida em Condigdo SOFT

Este problema foi primeiramente analisado por Morley [93] e € considerado um
teste severo para elementos de placa sujeitos a flexdc devide a singularidade dos
cantos da mesma. A mesma piaca foi analisada por Petrolito [89] utilizando elementos
finitos (tridimensionais) de placa com base nha aproximacao de Hybrid-Trefftz. O valor
tridimensional de comparac¢édo do deslocamento vertical no centro da placa utilizado é
4.28, com um fator de multiplicagao igual a: 10™* ql*/D, obtido em Babuska & Scapolla
[94].

Dados do Probiema:
E =34 x 10" KN/m?

v=03
h=0,1697 m
q = -10 kN/m?

Utilizou-se o Programa de Mindlin Original Segundo a Formulagéo
de Weeén [MEC (Andrade)]

8,485 m

e 16,87 m L
4l A

Figura 7.24: Placa do Exemplo 24.

Os resultados obtidos para o centro da placa, ou seja, no ponto A, através do
MEC com discretizacdo de 10 elementos por lado da placa, e utilizando nés duplos,

foram comparados com as referéncias bibliograficas:
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w no Ponto A (x107*m)
Babuska & Scapolia [94] 2.333
Petrolito [89] 2.328*
MEC (Andrade) 2.376

*Na sua melhor discretizagao, Petrolito [89] obteve este resultado, com uma malha de

128 elementos triangulares.
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7.3.4 CUBO

Exemplo 25: Cubo Engastado em uma das Faces e Livre em Todas as Outras
Submetido a Torgéo Unitaria na Face Oposta ao Engaste

Este exemplo € estudado por Reissner [12] onde ele considera uma estrutura
tridimensional modelada como uma placa quadrada de espessura igual ao tamanho dos
lados da mesma, conforme a figura 7.25. Este cubo encontra-se engastado em uma de
suas faces e livre em todas as outras cinco faces. Na face oposta ao engaste, este
cubo sofre a acao de uma torgao unitaria distribuida. A solugdo de Reissner para este

problema é:

Figura 7.25: Placa do Exemplo 25.

Largura, altura e espessura = 2 metros.

Obs. A origem dos eixos esta localizada no centro do cubo.
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¢ = 9(2 ki ?uy]

A chia
b, = —6x
w = OXy
chiy
M., =D(1-v)8| —2 -1
w =Dl V)[chka J
shiy
Q, =D(1-v)oxr
« =D{1=v) chia

M =M, =Q, =0

V10

0x é o angulo de rotacao aplicado na secéo x e k=T, 0 é o giro prescrito aplicado.
As condicbes de contorno para este problema sao:

Emx=0: Mx=¢x=w=0

Emy=0: gx=My,=Qy=0

Emx=a: Mx=0 ¢y=-0a w=0ay

Emy=a: My=My=Q,=0

RACHED et alli [95] apresentam este mesmo exemplo, onde séao tabelados os
resultados obtidos em seu programa, os resultados obtidos por WEEEN, e aqueles
considerados como referéncia exata. Este exemplo também foi analisado neste trabalho

e a tabela 7.23 apresenta os resultados obtidos, comparados com as referéncias.

Tabela 7.23: Comparagédo dos Resultados Obtidos para um Cubo Engastado:

Yy ¢, (Y) M, (y) Q. (y)
a 0, (a) M,, (a) Q.(a)
Exata| A B |MEC |Exata] A B |MEC!Exata] A B |MEC
000 |\ 4000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 1.000 | 1.018 | 1.000 | 1.000 | 0.000 |0.001 | 0.000 | 0.000
025 | 9202 |-0291 | 0200 | 0.293 | 0.948 | 0.938 | 0.948 | 0.948 | 0174 | 0.174 | 0174 | 0.174
050 | 387 |-0.386 | -0382 | -0.387 | 0.785 | 0.809 | 0.785 | 0.785 | 0376 | 0.377 | 0.376 | 0.376
075 | 0055 | -0.053 | -0.051 | -0.056 | 0485 | 0.469 | 0.485 | 0.485 | 0638 | 0.638 | 0.638 | 0.638
190 | 4000 | 1.001 | 1.000 | 1.000 | 0.000 | 0.035| 0.000 | 0.000 | 1.000 | 0999 | 1.000 | 1.000
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A: Vander Weeén (1982a) [12].
B: Y.F. Rashed, M.H. Aliabadi, C.A. Brebbia (1998) [95].

O problema foi analisado pelo Método dos Elementos de Contorno (MEC) no
programa de Mindlin Original Segundo a Formulacdo de Weeén com nlimero de pontos
de Gauss na integracdo igual a 16, e nimero de elementos no contorno igual a 40,
considerando somente uma parcela de um oitavo do cubo.

Foi utilizada a discretizacdo de 40 elementos no contorno para a comparac¢ao
feita na tabela anterior pois os resultados obtidos para discretiza¢des mais simples néo
foram {&o precisos.

A tabela a seguir mostra os valores obtidos para o mesmo exemplo com

discretizacao de 16 elementos no contorno.

Tabela 7.24 Resultados Obtidos para Diferentes Discretiza¢des de um Cubo

Engastado:
y b, (y) M,, (¥) Q,(y)
a o.(a) M,, (a) Q. (a)
16 elem. | 40 elem. | 16 elem. | 40 elem. | 16 elem. | 40 elem.

0.60 0.000 0.000 1.000 1.000 0.000 0.000
025 0,302 .0.203 0.949 0.948 0.166 0.174
.50 -0.406 -0.387 0.789 0.785 0.358 0.376
0.75 -0.076 -0.056 0.489 0.485 0.607 0.638
1.00 1.000 1.000 0.000 0.000 1,000 1.000
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Capttulo-8

Uma Formudacio Allernativa pawrar v Solucdio-
Fundamental de Placas

8.1 INTRODUGAO

No trabalhc de PALERMO JR. [96], foi desenvolvida uma formulagéo
alternativa para a solugdo fundamental das placas de Reissner/Mindlin. Como
resultado, conseguiu-se uma estratégia de obtencdo de solugdes fundamentais que
podem ser aplicadas as equagdes de Navier e mostra-se que a solugdo das placas
de Reissner/Mindlin &€ uma “evolugdo” daquela obtida da teoria classica, ou seja, a
conexdo das duas teorias é vidvel. Este estudo foi originado a partir dos resultados
obtidos em SANCHES [4] onde se procurou aplicar a solugao de WEEEN & teoria de
Mindlin. Porém, neste trabalho, SANCHES identificou que em problemas sem
carregamento distribuido, obtinha-se solucdes nas duas teorias com grande grau de
proximidade. No entanto, em problemas com carregamento distribuido, a aplicagéo
da teoria de Mindlin, ou em termos praticos, a retirada do “efeito linearmente
ponderado” (o termo adicional na integral de dominio das equagbes integrais de
WEEEN) levava a resultados muito ruins. Em [4], foi proposta uma solugdo
alternativa para a carga concentrada em que as respostas melhoraram, mas néo do
modo desejado. Por outro lado, a aplicacdo das equacdes de WEEEN/REISSNER
as placas finas levava a divergéncia de respostas nos diagramas de esforgos
obtidos, para alguns casos.

Com isso, PALERMO JR. procurou analisar os passos da solugdo de WEEEN
e apds o estudo das equacdes diferenciais, acreditou na similaridade das mesmas
com as equacdes de Navier dos estados planos de tenséo.



8.2 A EQUAGCAO DE PLACAS

As faces de uma placa sao supostamente livres de tensdes tangenciais, sob
carregamento distribuido, c.3 € zero e o33 € igual a 0,59 em ambas as faces
{lembrando que g € a carga distribuida sobre a placa). Retomando as equagbes de
equilibrio para uma placa infinitesimal sob carregamento distribuide tem-se a
equacao (4.67).

oQ

¢ +g=0
OX, d
oM

4 -Q,=0
OX

As equacdes de equilibrio sdo validas em ambas as teorias (classica e
Reissner/Mindlin). Tanto a cortante (Q,) quando 0s momentos (M), por unidade de
comprimento, tém solucéo similar em relagdo a tensdo em ambas as teorias. Na
teoria classica, as relagdes constitutivas escritas em termos das deflexdes sao:

M, = D= W, +vw, 3,,) (8.1)
o = WD w.wa (8'2)

lembrando que D é a rigidez a flexdo e v o coeficiente de Poisson.

A teoria de Reissner assume uma distribui¢do de tensdo conhecida ac longo
da espessura. Na primeira verséo de [10], nota-se que o33 era igual a —g quando xs
valia —h/2 e zero quando x3 valia +h/2. Porém, em 1947 REISSNER introduziu
expressdes generalizadas para o desiocamento com um ponderador ao longo da
espessura, o que levou a valores aproximados para a deflexdao w no plano médio da
placa e grandezas (B,) representando componentes equivalentes, porém néo
idénticos as componentes de rotagdo. As expressdes de Reissner para os
deslocamentos escritas em termos de v; séo:
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B = 25202 fix, ®3

W= ;h% [1 - {%ﬁ) }w”dxa (8.4)

com vie w® representando as fungbes ao longo da espessura, relacionadas ao

deslocamento no plano (v,,) € a deflex&o (w).

As expressbes (8.3) e (8.4) sao consideradas para obter as equacdes
constitutivas para a tecria de Reissner desde quandoc foram publicadas em [10].
Estas expressfes permitem que a distribuicio de tensdes o33 possa ser assumida
com 0,59 em x; valendo £h/2, respectivamente. As expressdes (4.64), (4.65) e
(4.66) representam as tensdes apresentadas por Reissner:

As equacgdes constitutivas escritas em termos dos deslocamentos (B, e w)

{(1-v) 2v v g
MocB =D 5 [&z,ﬁ + gﬁla + a—:—\—;—)—BV‘T&“gJ + '{:—VFSGB (85)

Q, mDQ-;l)xz(Ba+wﬂ) (8.6)

sendo A a constante relacionada ac efeifo da cortante.

175



Mindlin publicou a sua teoria considerando grande semelhanca com a teoria
de Reissner, conforme dito no capitulo 4 deste frabaiho. Deve-se notar que o
procedimento inverso adotado por Mindlin levou a deslocamentos e rotacbes
adotados por Timoshenko em sua teoria de barras [61]. As integrais que continham
T3 foram substituidas por constantes cujas magnitudes foram obtidas da andlise de
propagacédo de onda. As equacgdes constitutivas para a teoria de Mindlin, equaces
(4.11) e (4.12), sao:

(1-v) 2v
M, = D»»«mi—(‘]i’w + Wy, + mwmauﬁJ

Q, = D%Ylﬁ(‘?a +w,)

e A m% proveniente da propaga¢ao de ondas, conforme afirmado no item 4.2.

Comparando-se a equacao (4.11) com (8.5) nota-se que o efeito da carga
distribuida nao foi incluido. Isso se deve ao fato de na teoria de Reissner os estudos
terem sido realizados com base nas tensdes distribuidas ao longo da espessura
como uma das hipoteses mais importantes. Mindlin demonstra em sua teoria que
somente o efeito ponderador de o33 foi desprezado e n&o a prépria tensao o33, como
faz a teoria de Reissner [96].

Nas placas, uma equacdo diferencial muito conhecida pode ser obtida do
equilibrio das equacgbes de (4.67):

My —9=0 (8.7)

Reescrevendo as equagbes de equilibrio (4.18) e (4.17) em termos de
deslocamentos para ambas as teorias (Reissner € Mindlin), respectivamente, tem-
se:

2v 1wy
IPW}-D(—-ZJKE(\?Q +w )+P, =0

(1-v)
D“—‘Z'— LIJOL,ﬂB + TB.&ES + (1 _ v) ' ; .
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Dgz—v)f(‘l‘a,& ~ W, J+g=0

Onde:
6 vh (1+v) ,
Pp=""""""q (R
B E (1-v) g (Reissner)
P=0 (Mindlin}

No capitulo 5, foram apresentadas todas as equag¢des integrais desenvolvidas
para a teoria classica e de Reissner/Mindlin com base nas solucdes apresentadas
por WEEEN.

8.3 A SOLUGAO FUNDAMENTAL ALTERNATIVA PARA AS PLACAS
DE REISSNER E MINDLIN

As solugbes fundamentais do MEC usadas na teoria classica e as solugdes
para as placas de Reissner/Mindlin s&o bem conhecidas na literatura. Uma maneira
alternativa para a obtencdo das solucdes fundamentais para a teoria de
Reissner/Mindlin [96] sera brevemente apresentada a seguir.

Para iniciar, trés forgas de volume F; devem ser introduzidas nas equacdes de
equilibrio (4.18) e (4.17) para obtengdo das solugbes fundamentais. A carga
distribuida g se forna nula, F, é relacionada aos binarios unitarios e Fj € relacionada
ao carregamento pontual unitario. Portanto, (4.18) e (4.17) escritas em termos de
deslocamentos sem o carregamentc g (portanto P vale zero para a teoria de
Reissner) e incluindo F; sao:

A
(1-v)

N
2

q'ylw}mau;\?(\ya +w,)+F, =0 8.8)

Vo +W, 0+
( o.pp B.op 2

D%—Y—)—x" (¥, ~w, )+F, =0 (8.9)
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Considerando os procedimentos apresentados por LOVE [20] para a

obteng@o da solugao singular, um vetor (v, w2, 0) representado por y pode ser

infroduzido e suas componentes s&o independentes de Xs (y.=w.{X.)). Duas

grandezas, A e o, sdo definidas, respectivamente, por divergente de y e rotacional
de y. Quando A e © sa@o introduzidas nas equactes de equilibrio (8.8) e (8.9),

obtém-se as seguintes equacgoes:

f—-v 1—v

DA, -D=w, -D—=2*(¥+w,)+F =0 (8.10a)
D4 +D Y0, ~D VY, 1w ) =0 (8.10b)
D%L)kz(A+V2W)+ F, =0 (8.11)

com. A=yyiqtyaz

W=yt T Yo

Uma semelhanga interessante pode ser identificada nestas equagbes de
placas guando as equagdes classicas da elastostatica bidimensional séo escritas em
termos de dilatagdo (A) e rotagdo (w). As equagdes do problema bidimensional
serdo apresentadas a seguir usando os deslocamentos no plano v, para facilitar a

comparacao, lembrando que os deslocamentos v, $d0 uniformes na espessura:

(h+2 ) A -2 pm,+F, =0
(8.12)

(l+2 M) A, +2 pw+F, =0

com. A=Vt Voo
2w = Vzq*+ Vi

- vE
1+ v)1-2v)
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As equacbes (8.12) satisfazem as condi¢des de Euler-D’Alembert (Cauchy-
Riemann) e v, pode ser escrito como uma funcao conjugada de X, [20].
Para se obter a solugdo fundamental das placas de Reissner/Mindlin, o vetor

campo wpode ser escrito em termos de seu escalar ¢(x,) e vetor potencial

(0,0,H(xa)):

w = grad ($) +rot (0.0,H) (8.13)

Quando a solugédo fundamental devido ao binario F, € encontrada, a equagéo

(8.11) se torna homogénea, ou seja:
Dﬁ-“éflxz(v2¢+v2w):o (8.14)

A integracdo da equacéo (8.14) leva a seguinte relagéo:
b (X0 Xp) =W (X, X,) +E (X,,%,) (8.15)

A funcdo E (x,) € uma fungdo néo singular cujo Laplaciano é zero, e, portanto
pode ser assumida nula neste estudo. Substituindo-se as equacdes (8.14) e (8.15)
em (8.10), obtém-se o0 seguinte sistema de equacgdes diferenciais:

{emy

D (v2), + D~ {v?H-2%H), +F, = 0 (8.16)

D (v%), -D %‘i(vzH ~3H), +F, =0 (8.17)
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As forgas de volume podem ser escritas em termos de seu escalar {&{x,)) e
vetor potencial ((0,0,N(x,)} da mesma maneira que foi feito para os deslocamentos
[96]:

(F,,F,.0)=grad (®)+rot (OO,N) {(8.18)

Deve-se notar que a for¢a F3 ndo foi incluida por se tratar de uma for¢ca de
natureza diferente dos binarios.

Utilizando o teorema de Green em um dominio infinito para se obter um
campo relacionado a forcas de volume, com decaimento mais rapido que r'em
distancias infinitas, a analogia piana feita as funcbes potenciais apresentadas por
PALERMO JR. [96] devem ser escritas por:

@ZM.}_FQM%FQM (8.19)
Nz%goi@wmw (8.20)

F’pode ser entendido como o resuitado da integral de dominioc em uma

circunferéncia contendo o Delta de Dirac na diregdo o (igual a 1} e foi introduzida
para distinguir o efeito de cada binario.

As relagdes (8.18) a (8.20) podem ser aplicadas as equacdes da elastostatica
plana (8.12) escritas em termos dos potenciais ¢ € H. Assim, a solugéo conhecida

devido ac carregamento unitario é:

o] ~ 1
Ve = g (g_v){(s 4v) In[r) Bap +;&r@} (8.21)
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Quando as relagdes (8.18) a (8.20) s&o aplicadas as teorias de Reissner e
Mindlin (equactes (8.16) e (8.17)) e F’sao conhecidos como bindrios unitarios, a
solucéo para 0s binarios pode ser obtida. Esta solugdo é semelhante aquela obtida
por WEEEN. Deve-se lembrar que a solugéo tende a zero em distancias infinitas em

relacdo ao ponto fonte, conforme as hipéteses fundamentais deste desenvoivimento.
Foi utilizada a seguinte relagao.

aln (1) _alin (1))

= 8.22
o . (8.22)
A fungé@o ¢, obtida para o binario F,, é dada por:
¢ == (*{n (ur)-1) (8.23)

8znD ox,

A funcéo H obtida & dada por:

o 1 d o 1 KA
H = S o (n () + Ky (Ar)) - FS B o (In (i) +K,(Ar)

(8.24)

Ko € uma fungdo de Bessel modificada. A expressdo (8.24) é uma solugdo
generalizada contendo os efeitos de ambos os binarios e pode ser simplificada para
se obter a expresséo fundamental para cada um dos binarios.

Para se obter a solugao devido & carga unitaria (Fs), F,, & nulo e as equagdes
(8.10) tornam-se homogéneas. Entdo, as equagdes (8.9) e (8.11) sao reescritas para
demonstrar 0 sistema de equacbes:

D-V2A+F, =0 (8.25)

Dﬂé”ém‘ilxz(mvzwﬁ F, =0 (8.26)
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A funcéo A esta relacionada com o potencial escalar ¢, ou seja, com o campo
irrotacional. Pode ser demonstrado que a solugdo H € nula devido & simetria radial
do problema da carga pontual unitaria sobre uma placa infinita. Desta forma, as
coordenadas cilindricas devem ser consideradas devido a simetria e a fungéo H
deve ser relacionada ao efeito do momento torgor. A sclug@o para a carga pontual

unitaria é:
.. 111, A in (Ar)
w ""T:D[sf (in (rr)-1) “—(wv):@} (8.27)
e 1 5 _
0 =g (n (rr)-1) (8.28)

Segundo [96], é necessario perceber que as solugdes (8.27) e (8.28)
utilizaram a relagao (8.22) no seu desenvolvimento para obter uma solugéo que
pode ser comparada aquela obtida por WEEEN. A solucéio (8.27) pode se tornar
igual & solucado de WEEEN se for introduzido um movimente de corpo rigido nesta
mesma solugio.

O primeiro termo da expressao (8.27) é semeihante a solugdo da placa
classica para um carregamento pontual unitario e o segundo termo € a corregao
devido & cortante, introduzida pela equacgao (8.12). Deve-se lembrar que A esta
diretamente relacionada com a espessura. A deflexdo da equagéo (8.27) torna-se
préxima aquela obtida com a teoria classica quando a espessura tende a zero (A
tende ao infinito).

Por outro fado, A pode assumir valor igual a e (base do logaritmo neperiano)
ou e*®, e o campo irrotacional, ou seja, o primeiro termo da expressao (8.27) pode
ser relacionado com a solugdo fundamental devido a Benzine-Stern ou Danson
respectivamente, utilizados na teoria classica.

Finalmente, o procedimento para a obtencdc da solugdo fundamental
apresentado € um caminho de facil entendimento para chegar na solucéo devido aos
binarios unitérios em coordenadas de contorno ns. A seguir, sera apresentado de
modo um pouco mais detalhado o relacionamento da solugédo fundamental das
placas de Reissner/Mindlin com a da tecria classica através do uso adequado dos
campaos encontrados.
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8.3.1 SOLUCAO DEVIDO A CARGA UNITARIA

As rotagoes v, s@o o gradiente de ¢ pelo fato do campo senoidal (H) ser nuio
nesta solugéo. As rotagdes obtidas do gradiente de ¢ s&o expressdes semelhantes
aquelas obtidas a partir das hipdteses da teoria classica para a carga pontual
unitaria. Assim, os momentos fletores e torgores t&ém expressdes semelhantes
aquelas utilizadas na teoria classica e apresentam as seguinies expressdes escritas

em termos de coordenadas ns:

e 1 =y . (e

M *= " (1+v)in (ar) 5 +(1 V)(an” (8.29)

M~ = o (8.30)
4n On os

A cortante, definida pelas expressdes (8.6) ou (4.12), pode ser escrita em
coordenadas ns da seguinie maneira;

1 o
w__t a 8.31
@ 2ar on (831)
As rotagdes w, e v, sdo dadas por:
SR (u)—i)ﬁ (8.32)
47D 2)on
1 1\or
b e L R V) S e B 8.33
: 4zD ( (1) 2} os (8:33)

Pode-se notar nas expressoes (8.29) a (8.33) que os esforgos e as rotagdes
tém as mesmas expressbes daguelas utilizadas na feoria classica. A principal
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diferenga aparece na transiagdo, onde as hipéteses de Reissner/Mindlin geram um
termo de corregao;

1

w* = "—1;4’2('“ (;\.r) ~1)—m

in (Ar (8.34
s (ar) (8.34)

Portanto, a equacdo integral de contorno (5.87) escrita para a teoria de
Mindlin utilizando a solugdo fundamental para a carga unitaria, € semelhante a
escrita com a solugao da teoria classica, exceto na expressdo da translacado, onde ¢
segundo termo da equacéo (8.34) contém a correcdo do efeito da cortante.

8.3.2 SOLUGAO DEVIDO AO BINARIO UNITARIO

De acordo com a solucéo estudada, as rotagdes sdo obtidas a partir da soma
dos campos irrotacional e solenoidal que correspondem as solugbes da teoria
classica e a corre¢ao devido ao esforgo cortante introduzido por Reissner/Mindlin,
respectivamente [96].

O binario sera expresso, primeiramente, em termos de coordenadas
cartesianas para simplificar as expressdes dos deslocamentos. As equagdes finais
serao escritas em termos de coordenadas de contorno no ponto fonte. Os
operadores gradiente e rotacional podem ser faciimente escritos em termos de
coordenadas de contornc no ponto campo.

A translacéo devido ao binario unitério na direcdo o é semelhante aquela

obtido atraveés da teoria classica. Ela é expressa da seguinte forma:

1 1
w :mr {!n (lr)w«g) r, (8.35)

O vetor v (wn, ws, 0) pode ser escrito em coordenadas ns no ponto campo e

utilizando a equacgao (8.15), é representado por:
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(Wn! Wy 30) = (_W,nfmw,s 10) + (Hs '_H,n ,O) (838)

A expressdo (8.36) mostra o efeito da teoria classica nas rotacbes de

Reissner/Mindlin, devido ao binario. Nota-se que a expressao apropriada para y &

(8.13) e gue a deflexdo foi introduzida em (8.36) devido as condigbes utilizadas para
esta solucao no problema de valor de contorno.

As relagbes constitutivas para a cortante séo (8.6) ou (4.12), mas podem ser
novamente escritas como uma simples expressao para esta solugao fundamental:

A-v)., 8H (1-v).,(oH  oH j
=D A =D AT — e 8.37
< 2 X, 2 an 2t 5 (8.37)
Q, :—Dgél’lngz—o%ﬂf{%gm +—B£~s1] (8.38)
1

Se as relagdes referentes as coordenadas ns (nq & igualasz e n; éigual a
-s1} forem introduzidas nas expressdes anteriores, tem-se:

(1-v) ., 8H

q,=p{¥e (8.39)
Q, - ._DQ__%:Q.;L:: %:- (8.40)

Introduzindo (8.39) e (8.40) na expressdo (8.36), tem-se a relacdo mostrada

por Mindlin:

2

m(Q,n,Q?S,O) (8.41)

(Wg: q”s?O) = (Mw‘n ’_W‘s ’0) W}M

Por outro lado, reescrevendo as expressdes (8.37) e (8.38) para um binario

atuando na direcéo 1, tem-se:
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Q, = é [A(z) - B(z) r2] 22 (8.42)

Q, = -"EmB(Z) r.r,A° (8.43)
27{ s B

lembrando que as fungdes A(z) e B(z) séo definidas por (4.81) e (4.82):

AZ) - Ko<z>+?~[+<1(z)wl}
zZ zZ

B(z) = Ko<z)+1[xg(z)—1}
Z zZ

A cortante Q, pode ser dividida nas componentes devido a teoria classica e &
correcédo de Reissner/Mindlin:

1 1 2 ér K 2K or
Qn = -é—;t—{!:(—;"éh} na +{F§-J r‘(I “é“ﬁ":lwl*{:(l‘(c +""'Z"1-J na —(Ka "|“-Z—1) [a mé«;]«} },\?J

(8.44)

Apds algumas operagbes algébricas sobre a funcéo H, obteve-se a expressao
(8.44).

Os momentos fletor e torgor utilizados na equagéo integral (5.87) podem ser
obtidos a partir da relagao (4.11) escrita em coordenadas ns e da expresséo (8.41)

para as rotagbes:

M, =D((1-v)w,, - V?w)+ % Q,, (8.45)

M, = D= v, 47 (00, +0,,) (846

As equacbes (8.45) e (8.46) apresentam 0s momentos como a soma da
solugéo obtida pela teoria classica com a corregao introduzida por Reissner/Mindiin,
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em coordenadas ns. E necessario perceber que a introducdo da correcdio nas
expressdes de momento através da derivada da cortante foi primeiramente mostrada
por REISSNER [96]. Quando a solugdo para o binario é considerada, o divergente
do vetor Q(Qn, Qs) € nulo e portanto uma expresséo alternativa pode ser escrita

para o momento M, [96]

M, = D((1 ~ VW, V’zw)m }L%Qs,s (8.47)

A expressao (8.47) pode ser utilizada quando se necessita de uma expresséo
analitica, ou seja, quando a integral de contorno esta sendo calculada sobre o
elemento contendo o ponto fonte. As expressdes (8.45) e (8.46) seréo apresentadas
a seguir, para um binario aplicado na diregdo o:

A parcela classica da expressao (8.45) é:

2nr

_ o) 1 (1-v) o (o)
D((1-vw . - V?w)= r,+ {rﬂzsuas 2‘“(35” (8.48)

O termo correspondente a correcao de Reissner/Mindlin na expressdo (8.45)
é dado por:

299, x&{K{r (ﬁij - (Qi}}--s{zka(@) —2na(—q~}—ra}} (8.49)
P on o= “Lon “lan z an an

A parcela classica da expressado (8.46) é:

D(i-viw,, =¥ pp O o OO (8.50)
ne 4ar | “oAn % Bs “ n s

Os termos correspondentes a correcéo de Reissner/Mindlin na expressao
(8.46) sao dados por:
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10Q, A [ [ oo (oY} B[, oo ar ar ]|
5 =—Kjt, ——-n, —||+—1 4, ——-n, _J_S“ s
3 s Zni enos  “\8s)] z| “onas as an

(8.51)
18Q, & ar or (arJ‘ B ar or (arJ ar}
— =—sK|r, —=—"8, | = |+— 4, — Nl — -8 | —

A on 2= on os on z én os 05 on

(8.52)

Foram apresentadas as solugfes devido ao binario unitério para todos os
pardmetros de contorno, contendo a parcela classica mais o termo da corregdo.

Nota-se que quando se estuda o binario unitario, as diferengas nas respostas
para o modelo de placa na teoria classica e na teoria de Reissner/Mindiin tornam-se
mais evidentes do que para a carga unitaria, ou seja, a influéncia do efeito da
cortante & muito maior na solugio devido ac binario do que na solugdo devido a

carga unitaria.

8.4 PROGRAMAS USADOS PARA ANALISE ELASTICA DE PLACAS

Visando a obtengdo de resultados para as placas segundo as formulaces
apresentadas neste trabalho, foram desenvolvidos quatro programas
computacionais, utilizando o Soffware da COMPAQ Visual Fortran 6.1, a fim de
resolver problemas de placas tanto finas quanto espessas, em regime elastico,
através do Meétodo dos Elementos de Contorno (MEC). Os quatro programas

desenvolvidos foram:

I-) Programa de Placas Segundo a Teoria de Kirchhoff,

ll-) Programa de Placas Segundo a Teoria de Reissner Ulilizando a
Formulagdo de Weeén,

lll-) Programa de Placas Segundo a Teoria de Mindlin Ulilizando a

Formulfacdo de Weeén;
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IV-) Programa de Placas Segundo a Teoria de Mindlin Utilizando a

Formulagdo Alternativa.

A estrutura geral destes programas se compde de varias subrotinas que
interagem com o programa principal. Os arquivos de enfrada de dados utilizados
para a leifura em cada programa sao muito semelhantes entre si, para poderem ser
facilmente manipulados em todos os programas. Considerando o programa IV como
sendo o mais complexo dos programas desenvolvidos, sera apresentada a seguir a
estrutura deste programa, lembrando que ela & muito semelhante aos outros trés.
Essa estrutura é composta basicamente por:

a-) Programa Principal

E onde sdo conectadas todas as subrotinas necessarias no programa e as

variaveis gue entram e saem das mesmas sao declaradas.

b-)} Entrada de Dados (INPUT)

Nesta subrotina é realizada a leitura dos dados de entrada necessarios para a
execucdo do programa. Esta leitura é feita através de um arquivo de entrada,
montado em um editor de texto. Conforme o0 programa |& os dados de entrada, ele
0s escreve no arquivo de saida para posterior conferéncia. As informagdes que
devem ser lidas no arquivo de entrada sao:

- Nome do Exemplo;

- Incluir o efeito da deformagao por cortante (1=nao, 2=sim);

- Numero de Pontos do Contorno,

- Numero de Pontos internos,

- NUmero de Pares de Nés Duplos;

- Numero de Nos com Restricdes;

- Nuamero de Nos com Recalques ou Carregamentos nao Nulos;

- Nudmero de Elementos de Contorno;

- Valor da Carga Uniformemente Distribuida;

- Numero de Pontos de Gauss que deseja utilizar nas Integragdes;
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- Valor da constante de multiplicacé@o do ponto de colocagio;

- Modulo de Elasticidade;

- Espessura da Placa;

- Coeficiente de Poisson;

- Valor da constante A da parcela do logaritmo.

Para todos 0s nés:

- Ndmero do N, Coordenada x do N6, Coordenada y do N6.

Para todos os elementos:

- Numero do Elemento, N& |nicial, N6 Final.

Para todos os pares de nés dupios:

- No& duplo 1, N6 duplo 2.

Para todos os nos com restricdes:

- Ndmero do No, Restricdo da Cortante, Restricdo do Momento M,,
Restricdo do Momento M,,s (1=restrito, O=livre).

Para todos os nds com recalgues ou carregamentos nao nulos:

- Numero do NO, Forga Cortante ou Deslocamento Transversal, Momento
M, ou Rotacéo 0,, Momento M;s ou Rotagéo 0.

Quando se |&é os elementos, sdo calculados seus cossenos diretores e seus

comprimentos, e s&o montados vetores com estes dados.

c-) Montagem das Matrizes H e G (MATRIXGH)

Esta subrotina faz a montagem das matrizes globais H e G da placa. Ela fica
conectada diretamente ao programa principal e utiliza algumas outras subrotinas
para fazer a montagem das submatrizes parciais de cada elemento de contorno, que
s80 as subrotinas de integragio.

Nas operagbes numéricas das equacdes integrais, sdo utilizados os valores
dos pontos de Gauss obtidos de uma subrotina existente dentro desta que & um
arquivo onde se tem para um nimero de pontos de Gauss variando de 3 a 96 todos
0s pesos e coordenadas de Gauss. Monta-se um vetor para os pesos e um vetor
para as coordenadas.

Para os pontos do contorno da placa, a integracdo é realizada com o ponto de

colocagdo a uma distancia d do contorno, assim as integrais sédo feitas sempre
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numericamente, para os trés pardmetros necessarios por né. Cabe observar que
para o programa | (Programa de Placas Segundo a Teoria de Kirchhoff) como se
necessita de somente duas equacbes pois nesta teoria frabalha-se com dois
parametros por nd, uma das equagbes é realizada a uma distancia d do contorno,
feita numericamente, e a outra é realizada analiticamente sobre o contorno, no
sentido do valor principal de Cauchy quando necessario. Para calcular os
desiocamentos dos pontos do dominio, a integracdo é realizada com ¢ ponto de
colocacéo sobre o proprio contorno.

Para obter o sistema de equagbes necessario, apdés a montagem das
matrizes globais H e G, é realizada a troca das colunas de forma a colocar de um
lado apenas valores conhecidos de deslocamentos e esforgos e, do outro lado os
valores incognitos procurados.

d-) Subrotinas de Integracdo (INTEGRATE, INTEGRAESP)}

As subrotinas de integragdo obtém as submatrizes de contribuicdo do
elemento que esta sendo integrado e as inclui na matriz global. Sao feitas duas
subrotinas de integracdo, onde a primeira s6 tem a parcela da teoria classica
(INTEGRATE) e a outra somente a contribuicdo da cortante {INTEGRAESP).
Portanto, se 0 usuario optou por ndo incluir a contribuicdo da cortante, a segunda
subrotina de integragdo ndo é chamada. Quando a segunda subrotina de integracédo
& chamada, dentro dela necessita-se das fungdes de Bessel. Para calcula-las, o
préprio Visual Fortran 6.1 apresenta uma fungéo pronta. Dentro do pacote IMSL
Fortran 90 (Forfran Subroutines for Mathematical Applications), desenvolvido pela
Visual Numerics, existem as fungdes de Bessel Modificadas necessarias para
realizagao das integracBes. Para chama-las, basta seguir a nomenclatura da fungéo
dada pelo pacote com os parametros desejados.

Nestas subrotinas estdo alocadas as solugdes fundamentais em termos de
esforcos e deslocamentos.

e-) Subrotina de Resolugéo do Sistema de Equagdes (DLSARG)
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Montado o sistema de equag¢des, basta chamar a subrotina de resolugdo de
sistemas também existente dentro do pacote IMSL Fortran 90 do Visual Fortran 6.1,
com as variaveis e parametros de entrada e saida corretamente posicionados de
acordo com as especificagbes do pacote. Esta subrotina resoive o sistema linear de
equagdes algébricas contendo uma mairiz genérica e real dos coeficientes.
Primeiramente, ela efetua a fatorizacao LU desta matriz de coeficientes e verifica se
ela esta bem ou mal condicionada. O sistema linear & obtido quando ela chama
outra subrotina do pacote de refinamento iterativo (DFIRG). Esta subrotina falha se
houver um elemento da diagonal igual a zero ou se o refinamento iterativo ndo
convergir. Esses erros sé ocorrem se a matriz dos coeficientes for singular [97].

f.) Pontos internos, Deslocamentos e Esforgos (MATRIXIN, INTEGRAIN1,
INTEGRAIN2, INTEGRAIN3, INTEGRAESPINT1, INTEGRAESPINT2,
INTEGRAESPINT3)

Para se realizar a integragao numérica para encontrar os esfor¢cos nos pontos
do dominio, tem-se uma subrotina de pos-processamento conectada ao programa
principal (MATRIXIN}), semelhante a subrotina de montagem de matrizes definida
anteriormente. Dentro desta subrotina, sdo chamadas outras subrotinas de
integracdo onde foram alocadas as derivadas das solugbes fundamentais do
probiema. Para cada parcela de solugdo fundamental (classica e efeito da cortanie)
foram montadas trés subrotinas de contribuico diferentes para facilitar a montagem
dos esforgos finais. Uma para a solugdo devido & carga concentrada unitaria
(INTEGRAIN1, INTEGRAESPINT1), e as outras duas para as solu¢des devido aos
binarios unitarios nas diregbes x e vy, respectivamente (INTEGRAINZ2,
INTEGRAESPINTZ2 e INTEGRAIN3, iNTEGRAESPINT3). Assim, para se calcular 0s
esforgos finais no dominio Qy, Qy, My, My, My, utiliza-se as definigdes (4.11) e (4.15).
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g-) Saida de Dados (OUTPUT)

O programa monta um arguivo de saida com os esforgos e deslocamentos
para todos 0s pontos do contorno da placa em coordenadas normais e tangenciais e
para os pontos do dominio, sdo apresentados os esforcos e deslocamentos em

coordenadas xey.

Sabe-se da literatura que a teoria classica € normalmente utilizada quando se
deseja resolver problemas de placas finas. Porém, com a formulagao alternativa,
onde se conseguiu obter para a teoria de Mindlin as solugdes fundamentais divididas
em duas partes, este programa permite ao usuario duas op¢des na hora de realizar
0s seus célculos. Em termos praticos, se o usuario deseja calcular uma placa fina,
por exemplo, ele pode optar por incluir cu nao o efeito da cortante em seus
resultados. E se ele escolher de nao incluir este efeito, ele estara obtendo como
resultado nao a resposta de Mindlin, mas sim a resposta da teoria ciassica. Desta
forma, avalia-se a eficiéncia do calculo utilizando a teoria classica. Ainda, deve-se
lembrar que a cortante na teoria classica é definida como cortante equivalente por
ter uma parcele referente ao momento volvente, que nao é acrescentada quando se
faz esta andlise com a formuiagéo alternativa.
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8.5 EXEMPLOS DE PLACAS COM VARIAGAO DA CONSTANTE 2

Os exemplos de placas estudados no capitulo 7 deste trabalho foram analisados
nos programas de Reissner Linear e de Mindlin, segundo a formulagao apresentada por

WEEEN [12,13]. Nestes programas, a constante de multiplicacdo do raio para o

s x

h h

respectivamente. Ja, para a analise dos exemplos a seguir, foi utilizado o programa

logaritmo das expressdes dos esforcos e deslocamentos, valem

feito para a formulacéo alternativa de PALERMO JR. [96] para a teoria de Mindlin
(Programa de Placas Segundo a Teoria de Mindlin Utilizando a Formulacédo Alfernativa),
onde os esforcos e deslocamentos sdo obtidos para o contorno da placa em
coordenadas ns. Neste programa, a constante de multiplicagdo do raioc no argumento
do logaritmo assumiu quatro valores, para se estudar a influéncia da mesma nos
resultados das placas.

Nota-se que a selegdo dos quatro valores desta constante teve por base a
formulagao aiternativa e os campos de deslocamento devido a forga unitaria que séo
usados na teoria classica e na teoria de Reissner/Mindlin.

Os quatro valores escolhidos para a constante & tém como base os estudos de

outros autores. Estes valores so:

(o]

5 (Semelhante ao trabalho de DANSONY);
(Semelhante ao trabalho de WEEEN);

=

A
- }L=
A

D -

{(Semelhante ao trabalho de BENZINE);

A =1 (Quando nao se quer influéncia da constante).
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8.5.1 EXEMPLOS DE PLACAS QUADRADAS

Apds a andlise de diversas placas com diversas condigdes de contorno, concluiu-
se que com pequenas espessuras, a placa apresentava valores muito diferentes para
os mesmos pontos no contorno quando se variava o A, principalmente nas
proximidades do canto. Conforme se aumentava a espessura da placa, a influéncia
desta constante ja nao afetava de forma téo significativa os resultados do contorno.

Os dados utilizados para estes exemplos foram:

E = 205.000.000.000 N/m?
= -400 N/m? (uniformemente distribuida sobre a placa)
Numero de Pontos de Gauss para a Integracao = 16
Numero de Pontos no Contorno = 44 (11 Pontos de Cada Lado da Placa)
Nimero de Elementos = 40
A figura 8.1 apresenta a numeragado dos nds de canto e dos lados da placa para indicar

o sentido do contorno como anti-horario.

a3 Lado 3 23
34 22
Lado 4 Lado 2
44 i 4 12
1 11
Lado 1

FIGURA 8.1 Discretizaco da Placa Quadrada.

Lados da Placa: a=b=2Zm
Espessuras utilizadas: hs=0,2 m (10% do lado)
hy= 0,34 m (17% do lado)
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hs= 0,06 m (3% do lado)
Notagdes utilizadas nas tabelas dos exemplos:
Q= Cortante no N6 k
Mk = Momento Fletor no N6 k
wi = Translacao no No k
w (centro) = Translagdo no Ponto Central da Placa
My = Momento na Dire¢do xx no Ponto Central da Placa

My, = Momento na Direg@o yy no Ponto Central da Placa

nf ladoj

2 Q
Q, =122 __.Comprimento lado j= Cortante Resultante no Lado j

elem ladgj

of lagoj

M,
M, =229 . Comprimento lado j= Momento Fletor Resultante no Lado |

nelem ladoj

As condigbes de contorno apresentadas nos exemplos sdo representadas por:

Engaste

Apoio

Balan¢o
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Exemplo 1: Placa Engastada em Dois Lados Ortogonais e em Balanco nos QOutros Dois

v=0,0

Tabela 8.1: Resuliados Obtidos nos 11 Pontos do Lado 4 e no Ponto Central da Placa

N

N

|
=

~
=

FIGURA 8.2 Figura do Exemplo1.

(N,m) - Condi¢ao HARD (hq= 0,2 m)

Esforcos Danson Weeén Benzine =1
w (centro) -0,39094604E-06 | -0,39083574E-06 | -0,30088876E-06 | -0,39077955E-06
My=M,, (centro) -4,5363035 -4,5384552 -4,5420895 -4,5613990
Qs (canto) -12,462003 -12,691596 -12,603538 -12,242891
Qus -14,264350 -14,303268 -14,302948 -14,059814
Qa5 74,321486 74,245386 74,295230 74,312872
Qay 185,17171 185,02015 185,14839 185,15878
Qas 289,18437 289,07621 289,15671 289,11853
Qag (centro) 377,00660 376,87119 376,96951 376,91549
Qao 452,49562 452,32232 452 44513 452, 35773
Qa1 515,53209 51531510 515,46437 515,33539
Qq 615,02993 614,71592 614,92056 614,69721
Quz 802,94881 802,42631 802,75971 802,18186
Qy. (canto) 14221135 1421,9114 1421 5692 1422, 4073
Ma4 (canto) -0,30393288 -0,35039385 -0,26139368 -0,88533456
Mas 16,062144 16,058501 16,081354 15,889312
Mas 49,766914 49,773754 49,781785 49,681435
M7 96,088475 96,089257 96,099166 96,012588
Mas 146,71438 146,70326 146,71911 146,62871
Mag (centro) 197,60152 197,57431 19759856 197,49302
Mao 247,06745 247,02062 247,05487 246,92624
M 296,53733 296,46510 296,51239 296,34873
M., 347,47128 347,36434 347,42991 34721186
Mz 416,93756 418,77153 416,86840 416,55593
Mas (canto) 457 54332 45722517 457,43948 456,81618
Qu taco 4 800,45 800,07 800,27 800,22
M tado 4 408,57 408,45 408,55 408,14

Lembrar que My, e My, séo os momentos fletores no centro da placa. w € a
translacdo no centro da placa. Qs4 e Qu representam as cortantes nos nos 34 e 44,

respectivamente, que sdo os nbds dos cantos do lado 4 da placa. Qs € a cortante no no
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39, gue & o nd posicionado no centro da borda 4 da placa. Qn g0 4 € a resultante da

cortante no lado 4. Para os momentos fletores do contorno, a mesma notagédo e

ytilizada.

Tabela 8.2: Resultados Obtidos nos 11 Pontos do Lado 4 e no Ponto Central da Placa

(N,m) - Condigdo HARD (h2= 0,34 m)

Esforcos Danson Weeén Benzine =1
w centro -0,87189225E-07 | -0,87194406E-07 | -0,87191305E-07 | -0,87171154E-07
Me=M,centro -1,8626880 -1,8484860 -1,8548733 -1,9004049
Qa4 (canto) -3,1061664 -3,1821635 -3,1532560 -2,7425607
Qas 18,613834 18,591236 18,5699391 18,684256
Qe 95475062 95,443035 95,454565 95,552036
Qg7 192,56548 192,52641 192,54084 19265395
Qs 287,82619 287,78157 28779757 287,91811
Qs (centro) 373,80813 373,75775 373,77444 373,89975
Quo 45270720 452 65836 452 67394 452,79183
Qa1 531,52140 531,47699 531,48878 531,57874
Qqp 637,46640 637,44204 637,44239 637,46195
Qs 826,59674 826,62588 826,59799 826,41373
Qus (canto) 1170,0736 1170,4628 1170,2847 1169,4028
M, (canto) 3,1174135 3,1450440 3,1305480 2,9173301
Mss 26,035869 26.047421 26,041464 25049227
Mag 59 212804 59219287 59,216030 59160344
M, 103,08400 103,08865 103,08612 103,04257
Mag 151,77327 151,77822 151,77522 151,73221
Mag {centro) 201,86236 201,86978 201,86516 201,81232
Mo 251,70865 251,72070 251,71333 251,64174
Mas 302,16291 302,18215 302,17071 302,07019
Mo 353,6612¢ 353,69029 353,67329 35353172
Mz 411,81044 411,85515 411,82978 411,63086
M, {canto) 424 20080 42422097 42420128 423,99684
Qun tago 4 800,01 799,99 799,99 800,06
M., 120 4 414,99 415,03 415,01 414,81
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Tabela 8.3: Resultados Obtidos nos 11 Pontos do Lado 4 e no Ponto Central da Placa

(N,m) - Condigao HARD (h; = 0,06 m)

Esforcos Danson Weeén Benzine =1
w {centro) -0,13844045E-04 | -0,13779167E-04 | -0,13813967E-04 | -0,13804481E-04
M,=M,,(centro) -6,9655489 -7,1305218 -7,1087393 -6,8670105
Qa4 {canto) 37,993644 17550115 37 433746 -6,7151807
Qas -82,104303 -74,777043 -82,830835 -62,447060
Qae 50 454716 51,758088 50,402410 53,780068
Qyy 187,63124 187,00799 187,67387 186,23326
Qs 299,31184 298,33748 299,31530 297,29601
Q3 {centro} 388,37140 387,23049 388,28404 386,34280
Qe 469,70479 467,94375 469,47305 466,83749
Qa4 553,09777 550,50613 552 69599 549,03152
Qur 427 62141 427,03890 427 81975 426,61223
Quas -188,57623 -178,25844 -187,76907 -168,68360
Qua (canto) 3805,2773 3755,3868 3786,9742 3758,0864
Mz, (canto) 3,7676604 1,5295916 4,0568007 -2,4858809
Mas 8,6101001 8,7394079 8,7380780 8,4175227
Mas 45 102630 45 085985 45,251864 44,503584
May 93,889257 093,851945 93,999092 93,397898
Mas 146,24301 146,01122 146,28313 14556775
M. {centro) 19768061 197,20715 197,61738 196,83224
Mao 246,08627 245,30578 245 88968 24501975
My 291,63350 290,49244 201 26580 280,35561
Msz 333,85205 332,27324 333,36422 332,23973
M3 403,03461 400,59100 40203457 401,02853
Ma4 (canto) 522,03949 515,48847 52020145 513,85819
Qu iaco 4 805,43 800,65 803,41 802,14
Mo jado 4 405,83 403,61 405,31 402,61
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Tabela 8.4: Resuitados Obtidos nos 11 Pontos do Lado 4 e no Ponto Central da Placa

(N,m) - Condicdo SOFT (hy = 0,2 m)

Esforcos Danson Weeén Benzine =1
w (centro) -0,39123248E-06 | -0,39114478E-06 | -0,39118583E-06 | -0,39108600E-08
M=M,, (centro) -4,4356417 -4,4348953 -4,4394364 -4,4595550
Qa4 (canto} -39,130408 -39,185345 -39,272883 -38,035497
Qs -49,830546 -48,896453 -49 853351 -43 896767
Qe 53,371645 53,2905644 53,348899 53,326885
Qsy 176,08372 175,90918 176,06438 176,01442
Qag 286,84209 286,73852 286,81593 286,77787
Qas (centro) 377,37663 377,24717 377,34168 377,29321
Quo 449,85659 449 69224 449,80970 449,73844
Qu 511,54568 511,31373 511,48101 511,32914
Qo 58025178 589,93062 590,15352 589,61184
Qua 827,86672 827,07941 827,65745 826,65953
Qs (canto) 1686,1703 1596,9836 15988,8417 1557 6552
M4 (canto) -0,30815681 -0,36574207 -0,26687852 -0,97931514
Mas 13,265417 13,264118 13,282006 13,108432
Mag 47,692599 47 696621 47,705637 47603106
M7 85,073907 95 073860 95,083145 95,001722
Mag 146,35801 146,34812 146,36209 146,27947
Mag (centro) 197 59262 187,56946 197,59026 197,49503
Mg 246,93211 246,89365 246,92193 24680719
My 296,39801 296 33771 296,37855 2896 22808
Mz 348,23272 346 14843 346,19964 346,00666
Mus 419,86074 419,70964 419,80205 419,49312
M4 (canto) 475,01073 474,79144 474,92580 474,43862
O iado s 800,38 800,06 800,22 800,19
M 1ado 4 409,35 409,25 409,33 408,95
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Tabela 8.5: Resultados Obtidos nos 11 Pontos do Lado 4 e no Ponto Central da Placa

(N,m) - Condigdo SOFT (hs = 0,34 m)

Esforcos Danson Weeén Benzine A=1
w (centro) -0,87511294E-07 | -0,87519390E-07 | -0,87514744E-07 | -0,87501777E-07
Mo=M,,centro -1,4007022 -1,3860242 -1,3919189 -1,4303108
Qa4 (canto) -34,320974 -34,365633 -34,330748 -33,997797
Qas -32,093328 -32,104986 -32,102817 -32,044441
Qg 60,133186 50,109407 £60,114227 680,208839
Qa7 171,10639 171,07482 171,08072 171,19265
Qs 276,27978 276,24187 276,24860 276,38570
Qas (centro) 367,49482 367,45339 367,45916 367,61578
Qug 447,11195 447,06965 447 07247 447,24546
Qa1 527,17370 527,13366 527,12087 527,31606
Qg 637,72008 637,70586 637,68552 637,83704
Qs 858,62509 858,66724 858,60863 §58,66503
Q4 (canto) 1406,6395 1407,3714 1407,1491 1405,4711
My {canto) 7,4498706 7,4761302 7,4481815 7,3060787
Mas 21,430800 21,437212 21429717 21,384415
Mas 54,478142 54,480663 54,476395 54,448918
May 100,07167 160,67311 100,08973 100,05136
Mag 1560,24884 150,25199 150,24750 150,23049
Mzg (centro) 201,41374 201,42098 201,41394 201,39229
Mag 251,95618 251,97029 251,95924 251,92622
My 303,08336 303,10672 303,09008 303,04088
Mz 356,37456 356,41304 396,38814 356,30846
Mgz 419,37118 419,42605 419,39036 419,28470
Ma4 (canto) 457 46048 457 53755 457 48721 457 32924
Qm ado 4 799,94 799,97 799,94 800,03
Mo, tado 4 418,18 418,22 418,19 418,08
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Tabela 8.6: Resultados Obtidos nos 11 Pontos do Lado 4 e no Ponto Central da Piaca

(N,m) — Condigao SOFT (hs = 0,06 m)

Esforcos Danson Weeén Benzine A=1
w (centro) -0,13814727E-04 | -0,13760155E-04 | -0,13789166E-04 | -0,13779897E-04
Mo=M,(centro} -7,1925591 -7,3196916 -7,3113824 -7,1145188
Qa4 (canto) -35,927850 -35,139918 -36,737413 -30,604175
Qas -71,997443 -72,199373 -72,437362 -70,576002
Qas 55,819186 54,551429 55,811524 53,005482
Qa7 186,25966 185,55438 186,24276 184,93322
Qzg 300,51650 299 54438 300,48521 208,65413
Qg (centro) 3956,66616 394,36995 395,56667 393,38437
Quo 457 71439 4556,30408 457,48819 45561155
Qa4 533,567825 530,80089 533,33961 528,62999
Qs 478,44062 477,18503 47781378 477,98529
Quz 718,00644 704,47276 718,55034 687,75214
Qg (canto) 1974,8634 1979,6227 1960,5042 2030,5866
May (canto) 2,68159495 0,49043241 2.9264167 -3,8142877
Mas 8,7602167 8,6867777 8,8848750 8,0689653
Mg 45 084885 45,061547 45228844 44477103
Ma7 93,770178 93,736886 93,866741 93,313529
Mag 146,08455 145,88648 146,12256 145,46378
Mas (centro) 197,78918 197,38056 197,73972 197,00551
Mg 24529591 24466360 24512757 24441161
My 293,45801 202 38977 293,16315 292 04133
Mo 322,05856 320,97262 321,53657 321,31186
Maa 439,50210 436,53800 438,65280 435,75033
M4 (canto) 469,05754 464,81384 467 56900 464,41663
Qunjados 804,69 800,56 802,95 801,87
] Mm tago 2 405,53 403,59 405,11 402,43

Tendo em conta que nas tabelas apresentadas houve pequena variacdo dos
valores obtidos em cada né para cortante e momento fletor, so apresentados graficos
para verificar se estas variagbes séo significativas do ponto de vista de engenharia para
a situacdo hard, j4 que os valores tabelados para esta condicdo de contorno foram mais
significativos.

Os graficos foram feitos de duas formas:

a-) Manteve-se a espessura constante e procedeu-se a variagdo do pardmetro 2;

b-) Para cada valor de 4, procedeu-se a variacao as espessura.
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Grafico 8.1; Cortante no Lado 4 da Placa de Espessura 10%.

Placa LLEE - HARD (Esp=10%L.ado)

1585
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Cortante (N/m)

0 04 08 12 18 ;
Lado da Placa (m)

Gréfico 8.2: Momento no Lado 4 da Placa de Espessura 10%.

Placa LLEE - HARD (Esp=10%Lado)

Easod
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£ 250 —e—Weeén

"g %——l—Benzine :
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Gréafico 8.3: Cortante no Lado 4 da Placa de Espessura 3%.

Piaca LLEE - HARD (Esp=3%])

A Lambda=1
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Grafico 8.4: Momento no Lado 4 da Placa de Espessura 3%.

Placa LLEE - HARD (Esp=3%)
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Gréfico 8.5: Cortante no Lado 4 da Placa para a Constante de DANSON.

Placa LLEE - HARD (Const. de Danson)
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Grafico 8.6: Momento no Lado 4 da Placa para a Constante de DANSON.

Placa LLEE - HARD (Const. de Danson)
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Grafico 8.7: Cortante no Lado 4 da Placa para a Constante de WEEEN.

Placa LLEE - HARD (Const. de Weeén)
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Grafico 8.8: Momento no Lado 4 da Placa para a Constante de WEEEN.

Placa LLEE - HARD (Const. de Weeén)
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Gréfico 8.9: Cortante no Lado 4 da Placa para a Constante de BENZINE.

Placa LL.EE - HARD (Const. de Benzine)
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Grafico 8.10: Momento no Lado 4 da Placa para a Constante de BENZINE.

Placa LLLEE - HARD (Const. de Benzine)
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Grafico 8.11: Cortante no Lado 4 da Placa para a Constante Igual a 1.

Placa LLEE - HARD {Const. Igual a 1)
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Grafico 8.12: Momento Efetivo no Lado 4 da Placa para a Constante Igual a 1.

Placa LLEE - HARD (Const. Igual a 1)
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Para este exemplo notou-se:
a-) Embora tenha ocorrido variagdo dos valores dos esforcos de acordo com a

variacao de A na tabela, os graficos mostraram que esta variagdo pode ser

desprezada do ponto de vista de engenharia.

208



b-) Para a menor espessura percebeu-se oscilagdo dos valores dos esforgos nos

cantos mais proximos da borda livre, independente do valor de A.

209



Exemplo 2: Placa Engastada em Um dos Lados e em Balango nos Outros Trés

v=0,0

N

ber |
I'\

~
=

FIGURA 8.3 Figura do Exemplo 2.

Tabela 8.7: Resultados Obtidos nos Pontos do Engaste, na Borda Livre Oposta e no
Ponto Central da Placa (N,m) — Condicdo HARD (hy= 0,2 m)

Esforgos Danson Weeén Benzine A=1

w (centro) -0,21101514E-05 | -0,21103435E-05 | -0,21101415E-05 | -0,21113759E-05

M, (centro) 200,16746 200,20259 200,18070 200,34845

M,, (centro) 0,30264400 0,31638609 0,31108450 0,32503838

W+ {canto) -0,59067848E-05 | -0,59075317E-05 | -0,59069674E-05 | -0,59106796E-05
Wig -0,59063306E-05 | -0,59070364E-05 | -0,59064642E-05 | -0,59102098E-05
Wig -0,59059786E-05 | -0,59066525E-05 | -0,59060756E-05 | -0,59098397E-05
Wis -0,59057351E-05 | -0,59063868E-05 | -0,59058077E-05 | -0,58095795E-05
Wis -0,59055894E-05 | -0,59062279E-05 | -0,59056478E-05 | -0,59094224E-05

w,7 {centro) -0,59055408E-05 | -0,59061749E-05 | -0,59055946E-05 | -0,59093697E-05

Qlaq (canto) 796,02042 787,30900 796,90620 794 85675
Qas 811,80143 811,73879 811,63735 812,53722
Qae 802,31312 802,29163 802,21408 802,74286
Qz 789,34985 789,32939 789,26620 789,68781
Qas 799,27012 799,25324 799,19259 799,58231

Qag (centro) 796,77234 796,75866 796,60021 797,06772

My {canto) 78C,18606 780,12525 780,04367 781,06286
Mas 809,77805 809,80340 809,72720 810,36589
Masg 798,89773 799,02105 708,05538 789,60999
Mgy 800,61977 800,64342 800,58197 801,09640
Mas 800,09321 800,11656 800,05736 800,55176

Maq (centro) 800,25704 800,28009 800,22155 800,71079

Qi tado 4 1599,65 1599,86 1599,65 1600,20

M fado 4 1599,88 1599,91 1599,78 1600,96
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Tabela 8.8: Resultados Obtidos nos Pontos do Engaste, na Borda Livre Oposta e no
Ponto Central da Placa (N,m) ~ Condicéo HARD (h; = 0,34 m)

Esforcos Danson Weeén Benzine A=1

w (centro) -0,44261036E-06 | -0,44289162E-06 | -0,44275777E-06 | -0,44254969E-06
My (centro) 199,78092 199,99165 199,91016 199,59273
M,y (centro) 0,34245516 0,38286575 0,37198551 0,29589524

w4z (canio)

-0,12186681E-05

-0,12196002E-05

-0,12192085E-05

-0,12181026E-05

-0,12186038E-05

-0,12185193E-05

-0,12191246E-05

-0,12181123E-05

-0,121855584E-05

-0,12194573E-05

-0,12190611E-05

-0,12181189E-05

-0,12185208E-05

-0,12194125E-05

-0,12190158E-05

-0,12181217E-05

Wis

-0,12184998E-05

-0,12193851E-05

-0,12189882E-05

-0,12181225E-05

wiz{centro)

-0,12184827E-05

-0,12193759E-05

-0,12189790E-C5

-0,12181226E-05

Qs (canto} 746,96920 747,53361 747,59558 74703533
Qas 830,14964 830,68947 830,35294 830,58686
Qss 799,72810 800,10040 789 84609 800,17096
Qay 797,41299 797,71628 797,49229 797,83380
Qag 797,91468 798,18408 797,98104 798,32364
Qsg{centro) 797,33740 797,59697 797,39850 797,74202
Maq (canto) 790,12273 780,78930 790,38289 790,21160
Mas 803,84157 80438918 804,10453 803,79397
Mas 799,36250 799,86316 799,60042 79931127
May 798,563768 800,00663 79976188 799,48235
Mas 799,09126 799,564338 799,30754 799,03559
Map (centro) 798,15454 789,60136 799,36837 799,00886
Qmiado 4 1588,94 1599,70 16989,27 1699,72
M iado 4 1598,59 1599,60 15989,06 1598,51
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Tabela 8.9: Resultados Obtidos nos Pontos do Engaste, na Borda Livre Oposta e no
Ponto Central da Placa (N,m) — Condi¢do HARD (h; = 0,06 m)

Esforcos Danson Weeén Benzine A=1
w (centro) -0,78347427E-04 | -0,77365966E-04 | -0,77840461E-04 | -0,78948602E-04
M, (centro) 205,31983 201,43399 203,02646 210,34716
M, (centro) 0,27500443 -0,28276319 -0,12553000 1,2493017
w1z (canto) -0,22110570E-03 | -0,21814492E-03 | -0,21935869E-03 | -0,22419181E-03
Wia -0,22124870E-03 | -0,21825887E-03 | -0,21953555E-03 | -0,22411332E-03
Wig -0,22134829E-03 | -0,21833217E-03 | -0,21966401E-03 | -0,22403741E-03
Wis -0,22140817E-03 | -0,21837190E-03 | -0,21974554E-03 | -0,22397474E-03
Wig -0,22143858E-03 | -0,21838444E-03 | -0,21978925E-03 | -0,22393354E-03
Wi (centro) -0,22144780E-03 | -0,21837190E-03 | -0,21980296E-03 | -0,22391918E-03
Qa4 (canto) 4714,5051 4594,1079 4662,3632 4737,7514
Qs -922 78540 -882,03649 -908,14694 -936,00246
Qas 527,68724 527,56528 528,17833 520,57322
Qa7 870,11947 862,03187 867,44663 865,11844
Qs 812,32487 £06,00209 810,26696 80723912
Qs (centro) 793,05496 787,61939 791,29448 787,93513
Maq (canto) 837,80930 817,29702 829,39404 844,32690
Mas 822,44733 811,32762 817,07560 828,06377
Mas 794,21568 78417108 789,44978 799,19218
My 808,68074 799,18371 804,12715 813,61404
Mag 812,10503 802,77924 807,65478 816,81272
M3g (centro) 813,46044 804,21379 809,04636 818,13079
Qumiado s 1616,45 1601,77 1609,83 1607,87
M jadoa 1625,23 1603,28 1615,01 1635,52

Apresentaram-se 0s seguintes resultados:

a-) No engaste, sao apresentados o momento e a cortante para cada nd até o n6 de
simetria (n6 39) e os valores resultantes de cortante € momento para este lado;

b-) Na borda livre, sdo apresentadas as translacbes para cada no ate o nd de simetria
(né 17),

¢-) No centro da placa, séo apresentados os momentos My e My e a franslacdo w.
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Para este exemplo, foram apresentadas as tabelas para a condigao hard pois 0s
resultados para esta condigdo de contorno foram mais sensiveis a variaggo do
pardmetro do que a condicado soff. Pode-se notar que para a constante de WEEEN os
valores das resultantes de cortante e momento obtidos para a borda 4 se aproximam

mais do valor esperado, ou seja, 1600 N e 1600 N.m.
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Exemplo 3: Placa Engastada em Dois Lados Opostos e em Balango nos Qutros Dois

v=0,30

Tabela 8.10: Resultados Obtidos nos Pontos do Lado 4, no Lado 1 e no Ponto Central

nN

o

M.

le a2
[

|
=2

FIGURA 8.4 Figura do Exemplo 3.

da Placa (N,m) — Condigao SOFT (h1=0,2 m)

Esforcos Danson Weeén Benzine A=1
w (centro) -0,12471422E-06 | -0,12470161E-06 | -0,12471422E-06 | -0,12468897E-06
M, (centro) -65 068709 -65,063247 -65,068709 -85 055413
M,, (centro) -16,896948 -16,903438 -16,896948 -16,897891
wy {canto) 0,65832750E-08 | 0,65737747E-08 | 0,65832759E-08 | 0,65586288E-08
Wa -0,18538467E-07 | -0,18538247E-07 | -0,18538467E-07 | -0,18557686E-07
Wa -0,59491959E-07 | -0,59476427E-07 | -0,59491959E-07 | -0,59494816E-07
W, -0,10207860E-06 | -0,10204889E-06 | -0,10207860E-06 | -0,10206519E-06
Ws -0,13276592E-06 | -0,13272672E-06 | -0,13276592E-06 | -0,13274146E-08
w; (centro) -0,14384903E-06 | -0,14380852E-06 | -0,14384903E-06 | -0,14382070E-06
Qe (canto) 152 58851 153, 46525 152,58951 155,96608
Qas 522,181589 521,73302 522,18159 521,20080
Qag 418,83656 419 65972 419,83656 41944942
Qay 308,95293 398,83547 398,95283 39867968
Qag 389,48893 389,41288 380 48899 389,31552
Qag (centro) 387,65602 387,58902 387,65602 387,50432
Mz4 (canto) 119,50569 119,40599 119,50569 119,34323
Mas 14404435 143,87040 14404435 143,89851
Mag 136,11374 136,07456 136,11374 136,01935
Ma; 134,11282 134,08623 134,11282 134,03253
Mss 131,59825 131,58154 131,59825 131,563492
Mg (centro) 131,31901 131,30417 131,31901 131,25793
Qu 1ag0 4 800,23 800,07 800,23 800,15
M t2do 4 268,51 268,43 268,51 268,31
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Tabela 8.11: Resultados Obtidos nos Pontos do Lado 4, no Lado 1 e no Ponto Central
da Placa {(N,m} — Condigdo SOFT (hs = 0,34 m)

Esforgos Danson Weeén Benzine A=1
w (centro) -0,31353693E-07 | -0,31353312E-07 | -0,31353693E-07 | -0,31354200E-07
M, (centro) -65,256629 -65,255798 -65 256629 -65,257409
M,, (centro) -16,477559 -16,477284 -16,477559 -16,475387
w, (canto) 0,14710249E-08 | 0,14706892E-08 | 0,14710249E-08 | 0,14712164E-08
Wa -0,57332311E-08 | -0,57335534E-08 | -0,57332311E-08 | -0,57336802E-08
W -0,15953047E-07 | -0,15954071E-07 | -0,15953947E-07 | -0,15955216E-07
Wy -0,25982249E-07 | -0,259821684E-07 | -0,25982249E-07 | -0,25984237E-07
Ws -0,33046481E-07 | -0,33046251E-07 | -0,33046481E-07 | -0,33048946E-07
ws (centro) -0,35576526E-07 | -0,35576243E-07 | -0,35576526E-07 | -0,35579157E-07
Qx4 (canto) 248,33247 246 43627 246,33247 246,35762
Qss 460,08640 460,06543 460,08640 460,13039
Qg 42027187 420,25538 42027187 420,29890
Quy 404,82212 404,80735 404,82212 404,84028
Qs 385,21917 395,20741 395 21917 395,23263
Qs (centro) 302,88546 392,87451 392 88546 392,89755
Ma4 (canto) 120,26328 120,25558 120,26329 12027940
Ms 139,79418 139,78799 139,79418 139,80509
Mas 136,39323 136,38826 136,39323 136,3091¢
Ma, 134,72882 134,72435 134,72882 134,73200
Mag 132,83504 132,83116 132, 83504 132,83651
Mag (centro) 132,49415 132,49038 132,49415 132,49514
Qu iado 4 800,003 799,996 800,003 800,052
Mo tado 4 268,052 268,042 268,052 268,064
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Tabela 8.12: Resultados Obtidos nos Pontos do Lado 4, no Lado 1 e no Ponto Central
da Placa (N,m) — Condiggo SOFT (hs= 0,06 m})

Esforcos Danson Weeén Benzine A=l
w {centro) -0,41170628E-05 | -0,41128620E-05 | -0,41163332E-05 | -0,41105300E-05
My (centro) -65,542412 -65,497178 -65,540738 -65,450360
M., (centro) -17 9485719 -18,039623 -17,984816 -18,018307
wi (canto) | 0,25284118E-06 | 0,25025678E-06 | 0,25276900E-06 | 0,24749948E-06
Wa -0,55578084E-06 | -0,55355801E-06 | -0,55415058E-06 | -0,55669274E-06
W3 -0,18260268E-05 | -0,18177615E-05 | -0,18223456E-05 | -0,18210581E-05
W, -0,32102769E-05 | -0,31961184E-05 | -0,32046978E-05 | -0,31992139E-05
Ws -0,42433271E-05 | -0,42251518E-05 | -0,42384573E-05 | -0,42281000E-05
we (centro) | -0,46201602E-05 | -0,46005697E-05 | -0,46128380E-05 | -0,46034572E-05
Qa4 {canto) 35,928178 43,197594 30,062717 72,261198
Qas 548,20394 640,84656 648,96890 629,58953
Qae 349,08181 348,69095 348,89967 348,87515
Qa7 406,76681 405,69676 406,76492 404,45683
Qs 387,56698 387,04448 387 49054 386,70421
Qag (centro) 384,59892 393,98827 394,54338 393,47191
Ma4 (canto) 115,90053 114,52798 115,62380 113,90067
Mas 161,37514 160,43487 161,34103 158,458947
Mag 123,41794 123,34363 123,41457 123,26889
May 135,47126 135,30731 135,53815 134,88145
Mss 130,82007 130,80255 130,89033 130,53544
Mag (centro) 131,83085 131,81058 131,91079 131,50853
Qu tago 4 802,753 800,349 801,771 800,997
M tado 4 269,980 269,223 269,980 268,339

Apresentaram-se 0s seguintes resultados:

a-) Para o lado 4, s&o apresentados o momento e a cortante para cada né até o nd de

simetria (n6 39) e os valores resultantes de momento e cortante para este lado;

b-) Para o lado 1, s&o apresentadas as translagbes para cada no até o n6 de simetria

(n6 17);

¢-) No centro da placa, s&o apresentados os momentos My, € My, € a translagéo w.

Para este exemplo, foram tabelados os esforcos e deslocamentos para a
condicdo soft por ter apresentado maior sensibilidade com a variagédo do parametro do
que em condicdo hard. Pbde-se notar que para a constante de WEEEN o valor
resultante da cortante obtida para a borda 4 se aproxima mais do valor esperado, ou
seja, 800 N. Ainda, as resuitantes tornaram-se mais uniformes com o aumento da

espessura da placa.
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Exemplo 4. Placa Engastada em Dois Lados Opostos, Balango em Um dos

Lados e Apoio no Outro Lado.

N

IS >
v=0,15
FIGURA 8.5 Figura do Exemplo 4.

Tabela 8.13: Resultados Obtidos nos Pontos do Apoio, na Borda Livre e no Ponto
Central da Placa (N,m) — Condi¢do HARD (hy=0,2 m)

Esforgos Danson Weeén Benzine A=1

w (centro) -0,11553233E-06 | -0,11552887E-06 | -0,11553284E-06 | -0,11551920E-06
My (centro) -21,061367 -21,064923 -21,062696 -21,069017
M,y (centro) -57,650274 -57,648515 -57,650728 -57,642833

w1z (Canio) 0,47853214E-08 | 0,47812269E-08 | 0,47845274E-08 | 0,47828482E-08
Wiz -0,20747158E-07 | -0,20744055E-07 | -0,20744654E-07 | -0,20731518E-07
W4 -0,61744368E-07 | -0,61727873E-07 | -0,81737107E-07 | -0,61705711E-07
Wis -0,10399166E-06 | -0,10396276E-08 | -0,10398009E-06 | -0,10393289E-06
Wig -0,13434381E-08 | -0,13430653E-06 | -0,13432936E-06 | -0,13427175E-06
Wy (centro) -0,14528664E-06 | -0,14524644E-06 | -0,14527119E-06 | -0,13427175E-06
Q34 (canto) -67,461304 -57,610355 -87,7164656 -65,934882
Qas -10,996083 -11,068854 -11,699651 -10,414735
Qap 81,616557 91,523251 91,5672360 891,633712
Qa7 150,57760 150,40866 150,53902 150,59597
Qa 183,84276 183,76650 183,81132 183,81198
Qg (centro) 194,20416 164,12873 194,17300 194 17741
Qi 1ado 4 191,36 191,19 191,22 191,90
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Tabela 8.14:

Resuitados Obtidos nos Pontos do Apoio, na Borda Livre e no Ponto
Central da Placa (N,m) - Condicdo HARD (h, = 0,34 m)

Esforcos Danson Weeén Benzine A=1
w (centro) | -0,28187184E-07 | -0,28186889E-07 | -0,28187070E-07 | -0,28186858E-07
M,, (centro) -22, 344383 -22.345136 -22 344873 -22 344153
M,, (centro) -57,397774 -57 397067 -57,397499 -57,396992
w4, (canto) 0,96226325E-09 0,96214219E-09 0,96222749E-09 0,96200373E-09
W3 -0,62261660E-08 | -0,62259018E-08 | -0,62259437E£-08 | -0,62266182E-08
Wig -0,16266800E-07 | -0,16265753E-07 | -0,16266042E-07 | -0,16266953E-07
Wis -0,26081683E-07 | -0,26080306E-07 | -0,26080830E-07 | -0,26081874E-07
Wig -0,32987008E-07 | -0,32985275E-Q7 | -0,32985959E-07 | -0,32987073E-07
wiy{centro) | -0,35457836E-07 | -0,35455978E-07 @ -0,35456718E-07 | -0,35457865E-07
Qa4 (canto) -23,304860 -23,281174 -23,300031 -23,276586
Qas 19,891099 19,903348 19,884000 19,904567
Que 08,477355 08 473384 98,473877 98,476834
Qa7 154,05615 154,04946 154,05180 154,05315
Qs 18598660 18587746 185,88136 185,98140
Qsg {centro) 196,14157 196,13233 196,13631 186,13627
Qulado 4 217,93 217,93 217,93 217,94

Tabela 8.15: Resultados Obtidos nos Pontos do Apoio, na Borda Livre e no Ponto

Central da Placa (N,m) -~ Condigcdo HARD (h; = 0,06 m)

Esforcos Danson Weeén Benzine =1

w (centro) -0,38730320E-05 | -0,38719849E-05 | -0,38731375E-05 | -0,38696954E-05
M, (centro) -20,544039 -20,569463 -20,550976 -20,601347
My, (centro) -58 007496 -57,893333 -58,011419 -57,952870

w1z (canto) 0,18608474E-06 | 0,18534562E-06 | 0,18590869E-06 | 0,18522048E-06
Wig -0,65169908E-06 | -0,650637268E-06 | -0,65116532E-06 | -0,64770495E-08
Wi -0,19600619E-05 | -0,19557385E-05 | -0,19584907E-05 | -0,19501809E-05
Wig -0,33511688E-05 | -0,33435899E-05 | -0,33486000E-05 | -0,33358469E-05
Wiz -0,43805662E-05 | -0,43707279E-05 | -0,43773125E-05 | -0,43615812E-05
wyg (centro) -0,47551710E-05 | -0,47445361E-05 | -0,47516767E-05 | -0,47348043E-05
Qa4 {canto) -205,28340 -207,86631 -210,73583 -172,08070
Qas -18,571709 -18,212457 -20,315764 -5,6404800
Qas 88,223063 87,677254 87,677337 90,541455
Qa7 147,48559 146,80265 147,24485 147,22587
Qs 182,45643 181,81622 182,20299 182,36083
Qg {ceniro) 193,39203 19277570 183,13372 19341242
Qs tado 4 157,45 155,77 155,19 169,65
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Apresentaram-se os seguintes resultados:
a-j Para o lado 4, é apresentada a cortante para cada né até o n6 de simetria (n6 39) e
o valor resultante de cortante para este lado;
b-) Para o lado 2, séo apresentadas as translacdes para cada nd até o nd de simetria
(N6 17);
c-) No centro da placa, sdo apresentados os momentos My e My, e a translacao w.
Para este exemplo, foram tabelados os esforcos e deslocamentos para a
condicao hard por ter apresentado maior sensibilidade com a variacao do parametro do
que em condicéo soff. Neste exemplo, é interessante notar que o valor da cortante
resultante no iado 4 da placa teve variagdo em seu modulo proporcional ao crescimento
da espessura. Acredita-se que o aumento da rigidez proporcionado pela maior
espessura reduziu a pressao (cortante) no lado engastado e sobrecarregou o lado

apoiado. Esta redistribuicao de esforgos é consistente com o comportamento esperado.
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Exemplo 5: Placa Engastada em Trés Lados e em Balango no Outro.

N

a ~J
g

&
v=0 15
FIGURA 8.6 Figura do Exemplo 5.

Tabela 8.16; Resultados Obtidos nos Pontos do Lado 4, na Borda Livre e no Ponto
Central da Placa (N,m) ~ Condigdo HARD (h1=0,2 m)

Esforcos Danson Weeén Benzine A=1
w (centro) -0,98035852E-07 | -0,98028517E-07 | -0,98032785E-07 | -0,98039472E-07
M, (centro) -20,397204 -20,400053 -20,398168 -20,4056186
M,y (centro) -48,651207 -48,647493 ~48,649873 -48,651886
w4, (canto) 0,47366836E-08 | 0,47325291E-08 | 0,47357046E-08 | 0,47354488E-08
Wiz -0,20979267E-07 | -0,20977720E-07 | -0,20977665E-07 | -0,20961481E-07
Wiy -0,61746126E-07 | -0,61732673E-07 | -0,61740245E-07 | -0,61706279E-07
L W:s -0,10346395E-06 | -0,10343928E-06 | -0,10345407E-06 | -0,10340535E-06
Wig -0,13331649E-06 | -0,13328419E-06 | -0,13330390E-06 | -0,13324571E-06
wiy {centro) -0,14405900E-08 | -0,14402402E-06 | -0,14404545E-06 | -0,14398401E-06
Q¢ (canto) -13,156313 -13,283750 -13,236156 -12,996464
Qas 61,268622 61,239043 61,247146 61,301152
Qas 176,28360 176,23262 176,26360 176,24051
Qar 269,00723 268,95962 268,98946 268,96521
Qg 325,79658 325,74610 325,78023 325,73690
Qs {centro) 344,59938 344,54895 344,58287 344,54284
Mz (canto) 1,1864094 1,1952649 1,2263916 0,85203954
Mss 18,652902 18,666711 18,672398 18,520966
Mss 43,154718 43,171640 43,169305 43,082464
Mz 66,753428 66,770121 66,766615 66,696521
Mag 82,713111 82,729533 82,725649 82,663125
Msg {centro) 88,307284 88,323549 88,319677 88,258740
Qum 1ado 4 399,23 399,12 399,18 399,21
Myn tado 4 102,41 102,44 102,44 102,21
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Tabeia 8.17: Resultados Obtidos nos Pontos do Lado 4, na Borda Livre e no Ponto

Central da Placa (N,m) — Condig&o HARD (h; = 0,34 m)

Esforgos Danson Weeén Benzine A=1
w (centro) -0,24167291E-07 | -0,24167117E-07 | -0,24167181E-07 | -0,24167379E-07
M, (centro) -20,0906956 -20,091078 -20,090997 -20,090820
M, {centro) -48 838765 -48,838289 -48,838473 -48,838882
W1p (canto) 0,94064605E-09 | 0,94047287E-09 | 0,94055376E-09 | 0,94062845E-09
Wi -0,62943474E-08 | -0,62943927E-08 | -0,62943164E-08 | -0,62943519E-08
Wig -0,16261873E-07 | -0,16261564E-07 | -0,16261590E-07 | -0,16261853E-07
Wig -0,25931399E-07 | -0,25930742E-07 | -0,25930877E-07 | -0,25931361E-07
Wig -0,32706138E-07 | -0,32705239E-07 | -0,32705451E-07 | -0,32706089E-07
w7 (centro) -0,35125538E-07 | -0,35124554E-07 | -0,35124794E-07 | -0,35125486E-07
Qs (canto) 0,68382973 0,68558101 0,68234466 0,70716046
Qss 86,109330 86,104953 86,106191 86,111210
Qg 181,16556 181,15869 181,16086 181,16671
Qa7 258,81407 258,80721 258,80958 258,81457
Qag 307,49691 307,48930 307,49202 307,49698
Qe (ceNtro) 323,92654 323,91897 323,92168 323,92662
My (canto) 4,9686152 4,9576718 4,9629018 4,955709¢9
Mas 25,128558 25,123464 25,125962 25,121597
Mas 46,597236 46,594806 46,596128 46,552413
Maz 66,689427 66,687878 66,688814 66,685442
Mas 80,409236 80,408150 80,408885 80,405694
Mg (centro) 85,255209 85254304 85,255000 85,251859
Qi jado 4 398,356 398,345 398,348 398,362
Mo tado 4 105,575 105,568 105,571 105,563
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Tabela 8.18: Resultados Obtidos nos Pontos do Lado 4, na Borda Livre e no Ponto

Central da Placa (N,m} — Condicdo HARD (h; = 0,06 m)

Esforgos Danson Weeén Benzine =1
w (centro) -0,32630406E-05 | -0,32607017E-05 | -0,32621744E-05 | -0,32636465E-05
M, (centro) -20,698492 -20,723082 -20,705181 -20,755201
M,y {centro} -48,712013 -48 678621 -48 701623 -48,714807
Wi (canto) 0,18521086E-06 | 0,18448558E-06 | 0,18503678E-06 | 0,18437569E-06
Wis -0,65436400E-06 | -0,65338518E-06 | -0,65387295E-06 | -0,65030471E-06
Wia -0,19536550E-05 | -0,19495084E-05 | -0,19521548E-05 | -0,19437808E-05
Wis -0,33274678E-05 | -0,33201326E-05 | -0,33249803E-05 | -0,33123295E-05
Wig -0,43403729E-05 | -0,43308130E-05 | -0,43371992E-05 | -0,43217108E-05
w7 {centro} -0,47083307E-05 | -0,46979845E-05 | -0,47049146E-05 | -0,46884418E-05
Q4 (canto) -36,094079 -34,429631 -31,955121 -72,114833
Qas 25,166036 25,399246 23,782621 36,517881
Qap 176,41727 176,09239 176,00920 178,67681
Qar 285,94340 28551062 285,83031 285,33985
Qag 34719779 346,76370 347,09464 346,58638
Qg (centro) 367,00012 366,56037 366,87167 366,62012
Mz, (canto) -2,9724854 -2,7554603 -2,3869877 -7,3566847
M35 12,447237 12,636706 12,569926 11,922056
Mag 41,253264 41 4168886 41,381013 40,675751
M7 67,675899 67,832302 67,784507 67,264757
Mg 85103823 85,253684 85211183 84609722
Mas {centro} 91,138616 91,286536 91,244312 90.747414
Qp (2o 4 400,069 399,933 400,072 397.745
M jado 4 100,225 100,562 100,550 98,504

Apresentaram-se 0s seguintes resultados:

a-) Para o lado 4, sdo apresentados 0 momento e a cortante para cada no até o no de
simetria (n6 39) e os valores resultantes de momento e cortante para este lado;

b-) Para o lado 2, sdo apresentadas as translagdes para cada né até o né de simetria
{nd 17);

c-) No centro da placa, séo apresentados os momentos My, e My, e a translagéo w.

Para este exemplo, foram tabelados os esforgos e deslocamentos para a
condigao hard por ter apresentado maior sensibilidade com a variagdo do parametro do
que em condigao soff. Ao contrario do exemplo anterior, com o aumento da espessura
nao houve alteracao significativa nas resultantes dos esforgos. A existéncia de engaste

em trés lados e uma borda livre inibiu o efeito da espessura pois, deslocamento e
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rotagé@o normal s&o nulos nos lados engastados. No exemplo anterior, a existéncia de

borda apoiada permitiu que a rotacdo normal fosse dependente da espessura da placa.
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Exemplo 6: Placa Apoiada em Dois Lados Opostos, em Balanco em um dos

L ados e Engastada no Outro.

v=0,15

[z A
[

|
=3

FIGURA 8.7 Figura do Exemplo 6.

Tabela 8.19: Resultados Obtidos nos Pontos do Engaste, na Borda Livre e no Ponto

Central da Placa (N,m) — Condigdo HARD (h{=0,2 m)

Esforcos Danson Weeén Benzine =1
w (centro) -0,26849531£-06 | -0,26845008E-06 | -0,26849180E-06 | -0,26845228E-06
My (centro) -34,890892 -34,894968 -34,892542 -34,904198
M,y (centro) -88,129638 -88,115255 -88,127670 -88,119261
ws (canto} -0,10861875E-08 | -0,10874183E-08 | -0,10867468E-08 | -0,10805903E-08
Wia -0,15504932E-06 | -0,15500653E-06 | -0,15504561E-06 | -0,15456130E-06
Wig -0,29218017E-06 | -0,29209977E-06 | -0,29217205E-06 | -0,29202599E-06
Wis -0,39858449E-06 | -0,39847710E-06 | -0,39857287E-06 | -0,30838269E-06
Wig -0,46573836E-06 | -0,46561464E-06 | -0,46572450E-06 | -0,46550784E-06
w1y (centro) -0,48867171E-06 | -0,48854254E-06 | -0,48865707E-06 | -0,48843158E-06
Qa4 (canto) 41,518338 41,428323 41,571355 40,801623
Qas 250,91775 250,90398 250,96306 250,56519
Qss 391,46354 391,40007 391,48002 391,22602
Qa7 47725155 477,18269 477,24761 477 13171
Qas 524,42685 524,35189 524,42162 524,29589
Qs {centro) 539,72484 539,64678 539,71636 539,60959
Mas (canto) 2,0753268 2,1353380 2,1426416 1,6598857
Mas 64,475827 64,511931 64,517358 £4,240940
Mas 116,35132 116,37514 116,37909 116,21166
Ma; 153,29287 153,30978 153,31635 15317672
Mag 175,53672 175,54046 175,55767 175,43325
Mas (centro) 182,92915 182,94061 182,94951 182,82803
Qn tado 4 773,873 773,754 773,903 773,370
Moy 120 4 240,864 240,914 240,927 240,523
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Tabela 8.20: Resultados Obtidos nos Pontos do Engaste, na Borda Livre e no Ponto

Central da Placa (N,m) — Condig&o HARD (h,=0,34 m)

Esforcos Danson Weeén Benzine A=1
w (centro) -0,59893981E-07 | -0,59891396E-07 | -0,59892547E-07 | -0,59895949E-07
My (centro) -33,454338 -33,453590 -33,454014 -33,457750
M,y (centro) -91,788163 -91,784434 -91,786072 -91,791425
w;; (canto) -0,28219665E-09 | -0,28241145E-09 | -0,28231329E-09 | -0,28157897E-0
Wis -0.33877192E-07 | -0,338758509E-07 | -0,33876411E-07 | -0,33875669E-07
Wig -0,63628572E-07 | -0,63625856E-07 | -0,63626987E-07 | -0,63626547E-07
Wis -0,86606058E-07 1 -0,86602327E-07 | -0,86603881E-07 | -0,86603723E-07
Wig -0,10107982E-06 | -0,10107548E-06 | -0,10107729E-08 | -0,10107732E-06
w17 (Centro) -0,10601712E-06 | -0,10601257E-06 | -0,10601446E-06 | -0,10601455E-06
Qas{canto) 31,812160 31,582154 31,593308 31,685436
Qs 229,96872 229,95906 229,96378 229,93749
Qas 363,21317 363,19829 363,20501 363,19984
Qs7 447 50673 447,49085 447,49785 44750443
Qas 495,03828 495,02117 495,02863 495 03974
Qag (centro) 510,37778 5106,36037 510,36792 510,38181
Mz {canto) 0,94024801 0,94855313 0,94576475 0,87715164
Mas 59,466325 59,470740 59,469507 59,422175
Mas 108,17762 108,18012 108,17963 108,14600
May 143,65452 143,65553 143,65565 143,62904
Mag 165,19334 165,19348 165,19395 165,17171
Mg (centro) 172,39300 172,39285 172,39344 172,37236
O tago 4 722,689 722,656 722,670 722,686
Mo 1ado 4 225,263 225,268 225,267 225,198
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Tabela 8.21: Resultados Obtidos nos Pontos do Engaste, na Borda Livre e no Ponto
Central da Placa (N,m} — Condic&o HARD (h3=0,06 m)

Esforcos Danson Weeén Benzine A=1
w (centro) -0,94866484E-05 | -0,94822075E-05 | -0,94870623E-05 | -0,94834573E-05
M. {centro) -36,183224 -36,195449 -36,185448 -36,222437
My, {centro) -86.,409880 -86,370245 -86,410083 -86,390217
w2 (canto) -0,52851232E-07 | -0,52613552E-07 | -0,52882004E-07 | -0,52649946E-07
Wig -0,54765820E-05 | -0,54721368E-05 | -0,54771142E-05 | -0,54687614E-05
Wig -0,10314324E-04 | -0,10306396E-04 | -0,10315204E-04 | -0,10300183E-04
Wis -0,14101887E-04 | -0,14081478E-04 ; -0,14102986E-04 i -0,14083057E-04
Wig -0,16495909E-04 | -0,16484027E-04 | -0,16487125E-04 | -0,16474223E-04
w7 {centro) -0,17314326E-04 | -0,17301955E-04 | -0,17315579E-04 | -0,17291681E-04
Qa¢ (canto) 64,159055 71,261755 71,785833 25,515737
Qs 28816741 28707915 287,13667 293,67624
Que 418,52787 418,10436 418,26865 419,83753
Qs 502,67307 502,41340 502,62170 50217271
Qae 549,65308 549 47211 54968641 545 28335
Qao (centro) 564,4591¢ 564,24728 564,46324 564,22915
Ma4 (canto) 3,2154579 3,7917516 3,7297265 0,67502343
Mas 68,859220 £8,996420 68,972846 68,406446
Mas 122,16860 122,27343 122,26481 121,78530
My 159,45768 159,53245 159,53685 159,16638
Mas 181,86313 181,92735 181,94005 181,57691
Msg (centro) 189,30097 189,36076 189,37628 185,02076
Quiado 4 829,307 829,944 830,350 823,945
My tado 4 251,441 251,722 251,707 250,312

Apresentaram-se 0s seguintes resultados:

a-) Para o lado 4, s@o apresentados o momento e a cortante para cada no até o nd de

simetria (nd 39) e os valores resultantes de momento e cortante para este lado;

b-) Para o lado 2, s80 apresentadas as translagdes para cada no até o no de simetria

(n6 17);

c-} No centro da placa, sdo apresentados os momentos M, e My e a translacdo w.

Neste exemplo, foram tabelados os esforgos e deslocamentos para a condigao
hard por ter apresentado maior sensibilidade com a variacdo do pardmetro do que em
condig&o soft. Conforme se diminui a espessura, sobrecarregou-se o engaste a medida

que aliviou-se o apoio, confirmando o que foi visto no exemplo 4.

226



8.5.2 EXEMPLOS DE PLACAS RETANGULARES

Para os mesmos dados das placas quadradas, porém um dos lados da placa de
comprimento duas vezes maior do que o outro, ou seja, o lado a com 1 metro de
comprimento e o lado b com 2 metros de comprimento, obteve-se 0s seguintes casos
criticos. Vale notar que para esta placa, manteve-se os comprimentos dos elementos de
0,2 metro e, portanto, o numerc total de pontos de contorno utilizado para esta
geometria foi 34. O numero de elementos foi 30. A figura 8.8 apresenta os nos de

cantos e os lados para a discretizacao deste exemplo.

Lado 3

23 1
24 H-17

Lado 4 Lado 2

34y =4 7
1 6
Lado 1

FIGURA 8.8 Discretizacao da Placa Retangular.

Os exemplos apresentados a seguir tém coeficiente de Poisson igual a zero. E
interessante dizer que para estes mesmos exemplos, analisados com coeficiente de
Poisson igual a 0,30, obteve-se melhores resultados quando se variou a constante

para as placas mais finas.
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Exemplo 7: Placa Engastada em Um dos Lados de Maior Comprimento e em Balango

nos Qutros Trés

v=0,0

Tabela 8.22: Resultados Obtidos nos Pontos do Engaste, na Borda Livre Oposta e no

[@*,
FIGURA 8.9 Figura do Exemplo 7.

Ponto Central da Placa (N,m) — Condi¢ao HARD (h1=0,2 m)

Esforcos Danson Weeén Benzine A=1
w {centro) -0,13862644E-06 | -0,13849153E-06 | -0,13855248E-06 | -0,13837852E-06
M, (centro) 50,180905 50,066922 50,108683 49,961277
M,, (centro) 0,77659379E-01 | 0,60529114E-01 | 0,62562625E-01 | 0,44152626E-01
wy (canto) -0,37872557E-06 | -0,37806956E-06 | -0,37826511E-06 | -0,37747028E-06
Wa -0,37864813E-06 | -0,37805793E-06 | -0,37825839E-06 | -0,37752494E-06
We -0,37853247E-06 | -0,377993080E-06 | -0,37819571E-06 | -0,37751307E-06
Wig -0,37842952E-06 | -0,37792734E-06 | -0,37812832E-06 | -0,37748354E-06
Wit -0,37836312E-06 | -0,37788266E-06 | -0,37808249E-06 | -0,37746111E-06
w5, (centro) -0,37834070E-06 | -0,37786745E-06 | -0,37806680E-06 | -0,37745333E-06
Q.4 (canto) 400,83189 400,87716 400,57250 402,34854
Qus 402,67917 402,32613 402,54492 401,94030
Qas 400,49273 400,33335 400,48613 400,21024
Qg 397,66926 397,57085 397,69410 397,50758
Que 399,92194 399,83885 399,95115 399,79350
Qe (centro) 399,33524 398,26000 399,36632 399,22555
M, (canto) 196,53838 196,13019 196,30284 195,57678
Mas 202,55742 202,28158 202,38721 201,96525
Mgs 199,96383 199,74269 199,83425 199,48810
My, 200,29795 200,10454 200,18888 199,88208
Mag 200,15447 199,97551 200,05586 199,77076
M_ (centro) 200,18532 200,01050 200,08973 199,81037
Qpn lado 4 800,339 800,055 800,258 800,095
M ado 4 400,534 400,070 400,265 399,520
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Tabela 8.23: Resultados Obtidos nos Pontos do Engaste, na Borda Livre Oposta e no

Ponto Central da Placa (N,m) — Condicdo HARD (h»=0,34 m)

Esforcos Danson Weeén Benzine A=1
w (centro) -0,31588787E-07 | -0,31595185E-07 | -0,31592240E-07 | -0,31612829E-07
M, (centro} 49,963555 50,002152 49,987765 50,072950
M, (centro) 0,76028235E-01 | 0,88859872E-01 | 0,84816284E-01 | 0,99758701E-01
wy (canto) -0,81445002E-07 | -0,81501867E-07 | -0,81481737E-07 | -0,81585468E-07
Wg -0,81432867E-07 | -0,81478012E-07 | -0,81461351E-07 | -0,81553669E-07
Wo -0,81418475E-07 | -0,81455068E-07 | -0,81440958E-07 | -0,81524587E-07
Wig -0,81406572E-07 | -0,81437462E-07 | -0,81425067E-07 | -0,81502548E-07
Wi -0,81399240E-07 | -0,81426843E-07 | -0,81415443E-07 | -0,81480235E-07
w4, {centro) -0,81396817E-07 | -0,81423347E-07 | -0,81412273E-07 | -0,81484835E-07
Qy (canto) 388,36082 388,34332 388,29223 387,93261
Qas 407,18884 407,22672 407,20176 407,41245
Qas 399,81005 399,77368 399,77234 399,88038
Qyy 399,55474 399,50240 399,50830 399,59004
Chog 399,58950 399,52981 399,53842 399,59891
Qgq {cENtro) 399 49187 399,43139 399,44053 399,49649
Ma, (canto) 198,26321 198,38726 198,34842 198,68434
Mas 200,83145 200,92688 200,89414 201,10704
Mas 199,89718 199,97342 199,04715 200,13446
May 199,91329 199,97562 199,95366 200,11805
Mg 199,82132 199,87630 199,85668 200,00927
Mas (centro) 199,83272 199,88540 199,86650 200,01526
Qumado 4 800,028 799,968 799,955 800,079
M ado 4 399,804 399,955 399,904 400,287
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Tabela 8.24; Resultados Obtidos nos Pontos do Engaste, na Borda Livre Oposta e no

Ponto Central da Placa (N,m) -~ Condicdo HARD (h;=0,06 m)

Esforgos Danson Weeén Benzine =1
w {centro) -0,49399132E-05 | -0,48525316E-05 | -0,48983709E-05 | -0,47626845E-05
M, {centro) 52,836929 50,705071 51,616617 48,430046
M, {centro) 0,34716948E-01 -0,25218886 -0,19374969 -0,53006217
wy (canto) -0,14019716E-04 | -0,13577800E-04 | -0,13737997E-04 | -0,13130360E-04
We -0,14033774E-04 | -0,13636620E-0 | -0,13796921E-04 | -0,13228630E-04
Ws -0,14025549E-04 | -0,13665045E-04 | -0,13823663E-04 | -0,13290677E-04
Wig -0,14010379E-04 | -0,13676071E-04 | -0,13832329E-04 | -0,13326639E-04
Wi -0,13998577E-04 | -0,13679739E-04 | -0,13834136E-04 | -0,13345414E-04
Wi (centro) -0,13994356E-04 | -0,13680626E-04 | -0,13834336E-04 | -0,13351353E-04
Qa4 (canto) 1337,9543 1283,0500 1308,9591 1211,6927
Qos -19,178576 -2,4412675 -11,520475 32,814987
Qo 338,73872 340,59395 341,57358 343,64677
Qa7 419,30978 417,98120 420,55743 415,53220
Qo 405,35900 404,60334 406,59416 403,41187
Qo {centro) 399,94782 399,49837 401,21690 398,99464
M. (canto) 214,42048 205,48955 209,79830 190,94869
Mys 204,61710 200,11787 202,10479 194,53414
Mos 200,81922 197,15818 198,96903 192,26806
M,y 203,63811 200,38925 202,05750 196,07549
Mg 204,26881 201,19744 2(2,81299 197,06762
Msq (centro) 20445501 201,44484 203,03631 187,39540
Qnm jaga 4 805,272 800,805 804,917 800,300
M tado 4 409,112 400,932 404,945 389,647

Apresentaram-se os seguintes resultados:

a-) Para o lado 4, sao apresentados o momento e a cortante para cada n6 até o né de
simetria (n6 29) e os valores resultantes de momento e cortante para este lado;
b-) Para o lado 2, s&o apresentadas as translacdes para cada nd até o nd de simetria
(nd 12);
c-) No centro da placa, sdo apresentados os momentos My, e My, e a translagéo w.
Neste exemplo, foram tabelados os esforgos e deslocamentos para a condig@o
hard por ter apresentado maior sensibilidade com a variacao do parametro do que em
condicdo soft. Percebe-se nas tabelas que para a placa espessa (espessuras de 10%
ou 17% do lado), obtem-se uma distribui¢do regular de cortante nos pontos da borda
engastada em torno de 400 N/m e para os momentos o comportamento € semelhante
com valores situando em torno de 200 N.m/m. Ja para a placa fina (espessura 3% do

lado), essa distribuicdo da cortante € irregular, apresentado o valor de 400 N/m
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somente nos pontos mais proximos do ponto médio da borda engastada. Para a
distribuicdo dos momentos, essa irregularidade ndo acontece de forma tao acentudada

como para a cortante.
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Exemplo 8: Placa Engastada em Um dos Lados de Menor Comprimento e em Balango

nos Qutros Trés

v=0.0

Tabela 8.25; Resultados Obtidos nos Pontos do Engaste, na Borda Livre Oposta e no

[i a Ei

FIGURA 8.10 Figura do Exemplo 8.

Ponto Central da Placa (N,m) — Condigdo HARD (h;=0,2 m)

Esforcos Danson Weeén Benzine A=1
w (centro) -0,21164066E-05 | -0,21125963E-05 | -0,21135787E-05 | -0,21255001E-05
My (Centro) 0,10382706 0,14203512E-01 | 0,34515819E-01 0,15870477
M, (centro) 200,71639 200,40089 200,39941 202,69177
w, (canto) -0,59222516E-05 | -0,59119705E-05 | -0 59140260E-05 | -0,59554127E-05
W, -0,59221166E-05 | -0,59117849E-05 | -0,59139108E-05 | -0,50547362E-05
ws (centro) -0,59220431E-05 | -0,59116877E-05 | -0,59138496E-05 | -0,50543760E-05
Qs (canto) 790,99592 790,37580 789,73313 785,54677
Qg 814,01113 812,03255 812,95617 815,24449
Qg (centro) 794,04102 792,63031 793,27351 794 68717
Mg (canto) 782,80459 780,54218 781,42980 786,63352
Mg 811,69138 809,85622 810,54201 814,93202
Maq (centro) 801,40106 799,80796 800,33351 804,52871
Qmiado 3 801,420 799,940 800,439 801,082
Min jado 3 801,798 800,014 800,636 805,111
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Tabela 8.26: Resultados Obtidos nos Pontos do Engaste, na Borda Livre Oposta e no

Ponto Central da Placa (N,m) — Condigdo HARD (h,=0,34 m)

Esforgos Danson Weeén Benzine =1
w (centro) -0,44251059E-06 | -0,44295954E-06 | -0,44258941E-06 | -0,43874350E-06
M,, (centro} 0,21525367 0,25889038 0,21706646 0,17677851
M,, (centro) 199,50158 199,99145 199,74800 195,66139
w; (canto) -0,12177186E-05 | -0,12193772E-05 | -0,12182461E-05 | -0,12042615E-05
Wa -0,12177236E-05 | -0,12193475E-05 | -0,12182256E-05 | -0,12044694E-05
w; {centro) -0,12177282E-05 | -0,12193343E-05 | -0,12182171E-05 | -0,12045780E-05
Q5 (canto) 742,02940 742,93838 742,19834 755,40275
Qe 828,91803 828,93411 828,41680 826,45936
Qg (centro) 798,59545 798,56580 798,15346 796,66074
Mg (canto) 789,609268 790,16161 789,43571 780,88367
Mg 803,14785 803,75461 803,09213 796,35727
Mz (centro) 799,22028 799,82464 799,18475 792,42549
Qun jado 3 799,411 799,588 799,068 800,329
M 1ado 3 798,889 799,464 788,798 791,690

Tabela 8.27: Resultados Obtidos nos Pontos do Engaste, na Borda Livre Oposta e no

Ponto Central da Placa (N,m) — Condicdo HARD (h3=0,06 m)

Esforcos Danson Weeén Benzine A=1
w (centro) -0,81271593E-04 | -0,77882285E-04 | -0,79838330E-04 | -0,80642388E-04
M, (centro) 2,8579512 0,83456269 2,0267902 4,2623975
My, (centro) 213,28860 199,92136 205,14657 264,71613
w, (canto) -0,23008556E-03 | -0,21939499E-03 | -0,22491767E-03 | -0,26119130E-03
Wa -0,23013409E-03 | -0,21951309E-03 | -0,22504542E-03 | -0,26081693E-03
w; (centro) -0,23015777E-03 | -0,21957698E-03 | -0,22511369E-03 | -0,26060111E-03
Qs (canto) 4911,2356 4648,0952 4854,8551 5403,9779
Qis -975,74909 -899,89065 -962,08008 -1264,7814
Qg (centro) 586,36646 584,64778 589,30592 567,79781
Mg {canto) 875,01004 829,51729 865,06740 993,31142
Mg 84766935 814,42659 836,14360 925,96042
M, (centro) 814,12382 783,09280 803,40234 889,63963
Qum tado 3 826,49 803,12 821,86 806,00
Mo tado 3 839,72 804,91 828,83 924,90
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Apresentaram-se 0s seguintes resultados:
a-) Para o lado 3, sdo apresentados o0 momento e a cortante para cada no até o né de
simetria (n6 20) e os valores resultantes de momento e cortante para este lado;
b-) Para o lado 1, sdo apresentadas as iranslagdes para cada nd até o né de simetria
(nd 3);
¢-) No centro da placa, s&o apresentados os momentos My, e My e a translacao w.
Pode-se perceber neste exemplo que para a placa de menor espessura, 0s
valores resultantes de cortante e momento na borda 3 da placa tem um erro da ordem
de 5% dos valores esperados, com excec¢ao dos valores obtidos para a constante de
WEEEN, que apresenta um erro na ordem de 0,6%. Por este motivo, considerando que
os resultados obtidos para o parametro de WEEEN s&o mais confidveis para este
exemplo, nota-se que os valores obtidos para o momento My no ponto médio desta
mesma placa variam até 411% em relagcdo ao valor de WEEEN. Também neste
exemplo, quando se analisa a placa espessa, obtém-se uma distribuicdo regular de
cortante em todos os pontos da borda engastada em torno de 800 N/m e para os
momentos, em torno de 800 N.m/m. Ja na placa fina, essa disiribuicdo da cortante &
totalmente irregular. Para a distribuicdo dos momentos, essa irregularidade nao

acontece de forma tao acentudada como para a cortante.
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Capitulo-9

Conclusdes

Os estudos reailizados para o desenvolvimento deste trabalho podem ser
divididos em trés etapas: Primeiramente, a formulagao da teoria classica de placas de
Kirchhoff. Em seguida, a teoria de Reissner/Mindlin aplicada ao Méfodo dos Elementos
de Contorno, atraves da formulagdo de Weeén. Finalmente, a teoria de
Reissner/Mindlin através da formulacao alternativa de Palermo Jr.

A teoria classica de Kirchhoff pode ser considerada menos consistente e menos
proxima do modelo real do que a teoria de Reissner/Mindlin por ndo considerar o efeito
da deformacgao por cortante. Neste trabalho, procurou-se estudar com mais énfase as
teorias de Reissner e Mindlin, mostrando gque elas sdo muito semelhantes, apesar dos
caminhos de concepcao terem sido diferentes.

Sabe-se que, no caso das placas de Reissner, seria necessario rever as
hipoteses de linearidade da distribuicdo das tensbes/deformagbes e considerar de
maneira consistente o efeito das deformacgdes ¢33, antes mesmo de se introduzir o efeito
do valor médio das tensdes o33 linearmente ponderado ao longo da espessura da placa
[96].

Para a aplicacdo do Mélfodo dos Elementos de Contorno nas resclugbes das
equacdes integrais de placas, foi necessaria a obtengéo das solugbes fundamentais do
problema. Neste sentido, utilizou-se a aplicagdo de uma carga pontual unitaria e dois
binarios unitarios em um dominio infinito como sendo os carregamentos necessarios ao
calculo destas integrais. Cabe ressaltar que na formulagido de Weeén, obtém-se as

solucbes fundamentais a partir do operador adjunto das equacdes diferenciais do



problema e tforna-se mais dificil a identificacdo da conexao entre as teorias classica e
de Reissner/Mindiin. Com a formulagdo alternativa [96], o uso da decomposicio em
potenciais escalar e vetorial permitiu que fosse identificada a conex@o entre as teorias
classica e de Mindiin de um modo mais direto. A utilizacdo das coordenadas ns na
resolugéo de problemas de placas facilita muito a imposigéo das condiges de contorno,
e ainda pode-se estudar placas em que as solugbes em coordenadas 1,2 eram
inviaveis, como por exemplo: placa circular totalmente apoiada em condicao hard ou
totalmente engastada em condicdo soft. Isso se deve ao fato de que nas placas
circulares em coordenas 1,2 quando se deseja restringir ou liberar somente o momento
torgor, ndo se consegue esta condicdo para todos 0s nds do contorno, somente para
aqueles quatro nds que “cortam” os eixos 1 e 2, imaginando que o centro da placa
coincide com a origem dos eixos.

No uso direto do Méfodo dos Elementos de Contorno, a técnica de colocagao dos
pontos singulares fora do dominio da placa, porém proximos & mesma, apresentaram
resultados satisfatorios e facilitaram a programacgéo. O mesmo pode ser dito a respeito
dos elementos de contorno utilizados, que foram os elementos isoparamétricos lineares.
Ainda a respeito dos parametros utilizados, o uso de um numero de elementos de
contorno em torno de 40 para as placas quadradas estudadas foi suficiente para obter a
precisdo desejada. Como os exemplos analisados ndc geraram a manipulagao de
matrizes grandes (ordem 130) para os recursos computacionais atuais, nao foi feita
uma investigagao intensiva sobre o menor nimero de pontos de Gauss para as
analises. Assim, foram utilizados 16 pontos.

No estudo da constante livre, ou melhor, na variagdo do pardmetro A que
pertence a parcela da teoria classica nas equacgdes da formulagéo alternativa, pdde-se
observar que conforme aumentou-se a espessura de uma placa, a variagdo desta
constante nos quatro valores estudados ndo interferiu de maneira tao significativa nos
resultados. Lembrando que na placa de espessura fina, essa interferéncia ocorreu
principalmente em nés préximos ao canto da placa. Comparando os resultados das
resultantes de momento e cortante com aqueles esperados, € a constante de Weeén
que, na maioria dos casos, gerou melhores respostas. Pelo fato da teoria de Mindlin

ser obtida a partir de um campo de deformagbes impostas, semelhante a teoria de
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Kirchhoff, p6de-se notar uma conexao entre elas. A teoria de Mindlin pode ser
entendida como uma composi¢éo da teoria classica mais uma corregéo devido ao efeito
da forga cortante.

O desenvolvimento de estudos complementares poderia seguir nesta linha de
escolha de valores particulares, agora para a constante de multiplicacao das funcdes de
Bessel K; € K. Neste trabalho, tentou-se utilizar a constante de multiplicagéo igual a 2=
no lugar de 1, original da proposta de Weeén para a teoria de Reissner/Mindlin. No
capitulo 7, foram analisados alguns exemplos, porém necessitam de um estudo mais
aprofundado.

E interessante notar que 0 uso da teoria que considera o efeito da deformacéo
por cortante (Mindlin) pode representar o comportamento das placas de um modo mais
eficiente. Assim, pode-se lembrar a distribuicao de esforgcos no engaste na placa em
balanco, que foi dependente da espessura em exemplo do capitulo 8 desta dissertacéo.
E ainda, o crescimento da presséo nos apoios com o aumento da espessura em uma
placa biengastada e biapoiada tambem no capitulo 8. Estes aspectos que poderiam
passar desapercebidos através da analise com a teoria ciassica, puderam ser

adequadamente caracterizados com a teoria de Mindlin.
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