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RESUMO

Devido a crescente utilizagdo da madeira no Brasil, estudos tecnoldgicos sé&o
aprimorados nos Ultimos anos sendo verificada a necessidade de pesquisas
direcionadas a madeiras de reflorestamento e das técnicas construtivas por meio de
diversas composi¢cdes com outros materiais de construgcdo. As pesquisas nessa linha
contribuem para a diminuicdo da pressdo de exploracdo de novas areas
proporcionando novos usos para a madeira de reflorestamento como material estrutural
pela industria da construgéo civil. Estudos a respeito das propriedades mecanicas e
fisicas de madeiras e suas composi¢cdes importantes para o aprimoramento e
desenvolvimento dessas novas tecnologias. No presente trabalho, o estudo de vigas de
madeira laminada colada reforgadas com fibras de sisal, confeccionadas de madeiras
de reflorestamento, é realizado com énfase no contexto do moédulo de elasticidade. Sao
apresentados compostos laminados e alguns tipos de reforgos utilizados comumente na
engenharia de estruturas, voltando a pesquisa, principalmente para as fibras naturais.
Além disso, sdo descritos alguns conceitos de elasticidade, leis constitutivas e as
transformagdes de coordenadas sob a 6tica de importantes autores. E desenvolvida
uma formulagdo cuja analise é feita utilizando-se um modelo de transformagéo
tridimensional, ndo convencional na literatura pesquisada, sendo possivel entdo a
aplicagdo da teoria desenvolvida no modelo de vigas laminada colada proposto no
trabalho. Os resultados obtidos mostram que as transformacgdes tridimensionais sdo de
grande valia ao estudo da anisotropia dos materiais e, em particular, para o material

madeira e suas composicdes estruturais.

Palavras-chave: anisotropia, madeira de reflorestamento, fibra de sisal, modulo de

elasticidade, transformacgdes de coordenadas.
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ABSTRACT

Due to the increasing use of wood in Brazil, technological studies are being improved in
recent years seen the need for research aimed at reforestation and timber construction
techniques through a variety of compositions with other building materials. Research in
this line helps reduce the pressure to exploit new areas providing new uses for wood as
a structural material for reforestation by the construction industry. Studies of mechanical
and physical properties of wood composites and their importance to the improvement
and development of these new technologies. In this study, the study of glued laminated
wood beams reinforced with sisal fibers, made of wood from reforestation is carried out
with emphasis in the context of the modulus of elasticity. Composite laminates are
presented and some types of reinforcements commonly used in structural engineering,
returning to research, especially for natural fibers. In addition, we describe some
concepts of elasticity, constitutive laws and the coordinate transformations from the
perspective of important authors. It developed a formulation whose analysis is done
using a transformation model three-dimensional, non-conventional literature, it is
possible then the application of the theory developed in the model proposed in glued
laminated beams work. The results show that the three-dimensional transformations are
of great value to study the anisotropy of materials and, in particular, for the wood

material and its structural composition.

Keywords: anisotropy, glued laminated beams, wood reforestation, sisal fibers, elastic

modulus, coordinate transformations
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1. INTRODUCAO

Com o passar dos anos constata-se que os materiais de engenharia, bem como
as tecnologias associadas aos mesmos estdo em continuo desenvolvimento
tecnologico, e, isso impbde ao engenheiro a necessidade de se atualizar e buscar um
aprimoramento técnico continuo e consoante com esse desenvolvimento e evolugéo.

Na engenharia de estruturas, os materiais s&o analisados de maneira
macroscopica e com coeficientes de seguranga em geral elevados, devido ao
incompleto conhecimento sobre seu comportamento fisico e mecénico.

A aplicagdo de cargas e outros fatores externos, provocam deslocamentos e
deformacgdes, que podem ser imperceptiveis de visualizagao.

Cientificamente a analise de uma estrutura sobre a 6ptica da mecanica dos
sélidos envolve equilibrio de forcas e compatibilidade de deslocamentos, e
consequentemente tensdes e deformacobes. O inter-relacionamento desses parametros
da mecanica dos solidos € denominado de leis constitutivas.

O conhecimento dessas informagdes auxilia o engenheiro a interpretar a
estrutura como um todo. Algumas dessas estruturas sdo compostas de materiais
elasticos, que podem possuir caracteristicas de homogeneidade e caracteristicas
isotropicas. Outras estruturas podem ser constituidas de materiais heterogéneos e
anisotroépicos.

Ha tempos ja se verifica diversas composi¢gdes ou combinagdes de materiais
(materiais compdésitos), buscando-se melhorar a eficiéncia estrutural, seja em termos de
resisténcia/rigidez e/ou em termos de redugéo de peso.

Atualmente, acrescenta-se a busca por sustentabilidade ambiental, com o uso de
materiais reciclaveis, renovaveis.

Nesse contexto, a pesquisa proposta nesse mestrado visou o estudo de
desenvolvimento teorico tridimensional de viga de madeira laminada colada (MLC)
reforcada com fibras naturais de sisal. Foram analisadas as propriedades elasticas dos
materiais envolvidos buscando novos usos para madeiras de reflorestamento e fibras

naturais, unindo-se essa necessidade com a atual utilizagdo de madeiras de
1



reflorestamento e a pesquisa de materiais alternativos que visem tanto a questio
econdmica quanto ambiental.

1.1. Conteudo do Trabalho:

Os objetivos do trabalho s&o descritos no Capitulo 2.

O capitulo 3 trata a fundamentagéo tedrica, ou seja, conceitos sobre materiais
compostos, madeira, madeira laminada colada, fibras sintéticas e naturais, em
particular, as fibras de sisal e adesivos.

No capitulo 4 sao descritos os conceitos sobre elasticidade, leis constitutivas e as
transformacées de coordenadas apresentadas por diversos autores, estes,
extremamente necessarios ao desenvolvimento do trabalho.

No Capitulo 5 s&o apresentadas a aplicagéo tedrica e a metologia utilizada. Séo
desenvolvidas nesse capitulo, as transformagbes de coordenadas tridimensionais, o
modelo proposto no trabalho e ainda, uma breve analise dos resultados obtidos.

O Capitulo 6 descreve as conclusdes do trabalho e o Capitulo 7, sugestdes para
0 prosseguimento dos estudos.



2. OBJETIVOS:

Este trabalho teve como objetivo:

1. Desenvolver uma metodologia de transformacao em trés eixos simultaneos
para verificagdo do mddulo elastico de vigas de madeira laminada colada reforgadas
com fibras de sisal;

2. Analisar o comportamento da viga de madeira colada reforcada com fibras de
sisal, tratando especificamente o moédulo de elasticidade, quando na aplicagcdo das
transformacdes tridimensionais desenvolvidas;

3. Comparar os resultados obtidos para a transformacdo no plano, com os
resultados das transformacgdes tridimensionais.






3. FUNDAMENTAGAO TEORICA

3.1. Materiais Compostos (Compédsitos)

Um material composto consiste na combinacao de dois ou mais materiais que
normalmente unidos por um adesivo formam um novo material com propriedades que

seriam dificeis de obter com apenas um desses (MENDONCA, 2005).

Para que essa definicdo seja valida, restringe-se esse estudo as caracteristicas
macroscopicas, excluindo-se as misturas microscopicas, normalmente estudadas pela
engenharia de materiais, pois, sabe-se que muitas dessas “misturas” independem da

escala da combinagdo do material.

Os compositos podem surgir de combinagdes entre metais, cerédmicas e
polimeros. As possiveis combinagdes sao limitadas as condi¢gdes de processamento e
as provaveis incompatibilidades entre os componentes. Nos compésitos estruturais,
geralmente, utilizam-se fibras sejam elas sintéticas ou naturais como reforcos. Essas
fibras podem ser continuas, descontinuas, alinhadas ou com distribuicdo aleato6ria
(Callister, 2002).

Ao se combinar materiais, tornando-os compostos, € possivel melhorar uma ou

mais, dentre os quais se destacam:
* Resisténcia mecanica;
* Rigidez;
 Resisténcia a corrosao;
* Resisténcia ao desgaste;
* Resisténcia a fadiga;
» Comportamento em diversas temperaturas;

» Condutividade térmica;



« [solamento acustico;
« Estética.

No entanto, observa-se que nem todas as propriedades sdo melhoradas
simultaneamente, ou seja, a grande vantagem do material composto € melhorar a

caracteristica que é necessaria em um determinado projeto.

Hull (1995) destaca que a escolha de fibras e matrizes deve considerar as
condicbes de uso, as agdes mecanicas atuantes, o ambiente e os agentes
potencialmente degradadores, além dos custos e os beneficios durante a vida util do

material.

A pesquisa cientifica sobre materiais compostos segundo Flaminio (2006)
dividem-se em diferentes topicos, tais como: andlise de processos de fabricacao,
estudo das equacgdes da elasticidade anisotropica, teorias de falha para materiais
anisotropicos, teorias estruturais e modelos analiticos € numéricos para a solugéo

dessas equacdes.

Diversas sdo as maneiras de se classificar os materiais compostos. Callister
(2002), por exemplo, apresenta uma classificacdo de compdsitos de acordo com o

esquema apresentado Figura 1:

COMPOSITOS

Y y

[ ronran] comuronns |

| ] \
|

h&RTIC. PEOUENA4 | PART. GRANDES | | FIBRAS CURTAS | | FIBRAS LDNGASl | LAMINADOS | | SANDUICHE |

Figura 1 — Classificacdo de Compositos — Fonte: Callister (2002)

Ja Jones (1998) apresenta a classificacdo A.G.H. Dietz conforme a geometria da
mistura dividindo em grandes grupos de materiais compostos, tais como:
6



 Materiais fibrosos, que consistem em fibras dentro de uma matriz;
» Materiais laminados, que consistem em camadas de diferentes materiais;

» Materiais particulados, que consistem em particulas em suspensdo em uma

matriz;
* Combinacéo de quaisquer dos trés tipos citados.

Os materiais fibrosos sao beneficiados da exceléncia das propriedades
mecanicas das fibras longas e das fibras curtas. As fibras, normalmente fabricadas com
didmetros proximos do tamanho do gréo cristalino, apresentam-se resistentes, ainda
com o alinhamento da estrutura cristalina com a diregdo da fibra, e principalmente da
reducdo das discordancias do reticulo cristalino. Além disso, as fibras curtas
conseguem resistir muito mais que as fibras longas, devido a concentracao de defeitos

cristalinos ser menor.

Um elemento estrutural reforcado com fibras tem como caracteristica principal
seu baixo peso e alta resisténcia. Um exemplo tipico dessas resinas sao as epoxi, cuja
densidade é cerca de 1.100kg/m3, a resisténcia a tracdo de cerca de 29 MPa e o
modulo de elasticidade de 3.9 GPa (Flaminio, 2006).

Segundo Mendongca (2005), os materiais particulados que sé&o utilizados
amplamente na industria em geral. Como exemplo, o aglomerado que € uma mistura de
residuos de madeira (p6 e serragem), cola e resina. Os materiais particulados possuem
uma classe especial de reforco por flocos ou plaquetas. Os flocos s&o componentes
bidimensionais com a espessura na ordem de grandeza do grédo cristalino, e tem

propriedades melhores que os materiais solidos, embora piores que as fibras.

Jones (1998) apresenta os materiais compostos laminados. Estes consistem de
camadas de diferentes materiais, combinadas para se obter as melhores propriedades
possiveis. Os tipos comuns de compostos laminados sdo os bimetais (ldminas bi-
metalicas), os metais plaqueados (reveste-se um material com outro, para combinar as

melhores caracteristicas de ambos), os vidros laminados, os materiais saturados com
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plasticos e dentre outros o do objetivo desse estudo, os polimeros reforcados com
fibras (PRP). Os compésitos laminados de madeira sdo normalmente desenvolvidos
utilizando madeiras de mesma espécie, e podem ter seu arranjo espacial conforme a

Figura 2.

(c) (d)

(e) ()

Figura 2 — Laminados de madeira e compdsitos de madeira: (a) trés camadas de
aglomerado, (b) laminado com camadas na horizontal, (c) laminado com camadas na
vertical, (d) compensado em camadas, (e) corrugado, (f) painel sanduiche tipo colméia.
- Fonte: Bodig (1982)

Com base nessas informag¢des os materiais compostos podem ser elaborados
com énfase nas caracteristicas desejaveis e minimizagdo das indesejaveis, por meio
das trés classes apresentadas ou ainda, combinando-as entre si, considerando sempre

nas combinacdes as relagbes de elasticidade entre as deformacdes independentes e os



esforgos independentes, exprimindo os deslocamentos correspondentes as forgas do

carregamento considerado.

Algumas abordagens micro-mecanicas permite estimar a variagdo das
propriedades do meio composto pelas propriedades e propor¢des do que o constitui,
permitindo através das equagbes da elasticidade obter solugbes exatas (porém
complexas), aproximadas e valores limites. Conhecendo as propriedades elasticas de
um material composto, tais como: modulos de elasticidade transversal e longitudinal e
coeficientes de Poisson, é possivel determinar os valores em cada uma das posicoes

do tensor constitutivo.

Nesse contexto, é possivel modelar estruturas de madeira transformando-as em
compositos estruturais laminados unidirecionais, orientando o reforco nas diregdes as

quais ocorrem a necessidade.

Carvalho (2005) apresenta que um composto formado por madeira com fibra de
sisal, por exemplo, trata-se de um compdsito polimérico reforgado por fibras continuas
ou descontinuas, a fim de se melhorar o desempenho mecanico. Numa escala
macroscopica as fibras descontinuas apresentam um comportamento isotrépico,
enquanto que o compdsito com fibras continuas apresenta propriedades mecanicas
ortotropicas que conduzem a mecanismos especificos de falha, além de alta resisténcia
e rigidez na direcéo das fibras. Por outro lado, na dire¢édo transversal as mesmas ha um
baixo desempenho mecanico, levando—se a um controle das propriedades da matriz do

composto.

Hyer (1998) apresenta nos fundamentos da teoria dos laminados que o
desempenho do tipo de composto depende do tipo de fibra e matriz, volume de fibra e
caracteristicas construtivas das laminas. Mendonga (2005) destaca alguns tipos de

l&minas, conforme apresentado na Figura 3.



Figura 3 — Tipos de laminas: (a) ldmina com fibras unidirecionais; (b) laminas
com fibras tecidas; (c) laminado composto por varias [dminas orientadas em diferentes

diregdes. — Fonte: Mendonga (2005).

Cabe-se ressaltar que a interface fibra/matriz € a principal responsavel pela
transferéncia da solicitagdo mecanica da matriz para o reforgo e suas propriedades sao
especificas para cada sistema fibra/matriz, levando inclusive ao estudo do agente de
unido, ou seja, o adesivo de ligacdo. Desse modo, combinando as propriedades da
matriz do material composto, € possivel avaliar o desempenho dos compdsitos com

fibras, e observar alguns parametros, tais como:
* Caracteristicas dos materiais componentes, fibra e matriz;
» Geometria das fibras, secéo transversal e comprimento;
* Arranjo das fibras;
* Proporgéo entre os materiais.

Dentro desse contexto, a seguir, sdo apresentados os materiais utilizados na

formag&o do compésito proposto para esse trabalho.
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3.2. O Material Madeira

Para estudar o comportamento mecanico e estrutural da madeira, e sua

aplicacéo é necessario apresentar uma breve descricao sobre suas caracteristicas.

Quanto as caracteristicas estruturais, a madeira pode ser analisada como um

modelo ortotrépico. Mascia (1991) apresenta que:

[“a teoria da elasticidade aplicada a madeira baliza-se na hipdtese de simetria elastica em
trés planos mutuamente perpendiculares, vinculados a sua estrutura interna, e na
homogeneidade macroscopica do material. A superficie longitudinal-tangencial (superficie
gerada por uma linha paralela ao eixo da arvore, movendo-se ao longo dos anéis de
crescimento) ndo é plana, mas grosseiramente cilindrica. As outras duas superficies, a
longitudinal radial (definida pelo eixo da arvore e pelos raios medulares) e a tangencial
radial, sdo, mais verdadeiramente, planas, com eventuais irregularidades locais, devido

ao crescimento da arvore.’)

Como o objetivo do presente trabalho esta baseado no uso de madeiras de
reflorestamento, é necessario levar em consideragdo que os fatores ambientais tém
uma influéncia consideravel sobre a estrutura de madeira e qualquer influéncia do
ambiente, incluindo o manejo florestal, que altere a taxa de crescimento da arvore,

afetara as caracteristicas técnicas da madeira.

Nas coniferas a relagdo é complexa, pois, aumentando-se a taxa de crescimento
geralmente resulta em um aumento na largura de lenho inicial, com consequente

diminui¢do na densidade e propriedades mecanicas.

Com base no apresentado, verifica-se que a variabilidade no desempenho da
madeira & uma das suas deficiéncias inerentes como material. E possivel se discutir
como as diferencas nas propriedades mecanicas ocorrem entre madeiras de diferentes
espécies e como essas sdo manifestagdes de diferencas na espessura da parede e

distribuicdo dos tipos de célula, entre outros (Miller, FPL, 1999).

Segundo Miller (FPL, 1999) madeira é um substrato que oferece boas condi¢des

de adesividade, compatibilidade fisico-quimica com diversos adesivos, presenca de
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extrativos na superficie, além da rugosidade e porosidade, ou seja, a madeira € um

bom material para a execugédo de compésitos.

A aplicacao de reforcos em madeiras de reflorestamento é recomendada devido
ao fato de suas baixas caracteristicas mecénicas. Aliando o reforgo com fibras naturais
(sisal) relaciona a questdo de sustentabilidade ambiental com a necessidade de um
material resistente. Desse modo, pode-se trabalhar a madeira de reflorestamento como

parte de um composto laminado colado (MLC).

3.3. Madeira Laminada Colada (MLC)

No final do século XIX, na Alemanha, teve origem a técnica de laminar pecas de
madeira de pequenas dimensdes para se obter grandes pecas estruturais. Porém esse
processo, patenteado por Hetzer, segundo Teles (2009), somente teve grande
utilizagdo a partir de 1913, quando se iniciou a utilizacdo desse tipo de material em

estruturas de ponte, cobertura de escolas e fabricas.

A madeira laminada colada (MLC) & um excelente composto estrutural e
comumente utilizado devido as suas caracteristicas de abrangéncia de dimensbes e
grande variedade na formacado de pecas estruturais. As madeiras laminadas coladas
(MLC) séo elementos estruturais formados por laminas de madeira com uma
determinada espessura, unidas entre si por um determinado adesivo e por compresséao

das laminas.

Para Zangiacomo (2003), a indicagdo de uma determinada espécie para a
produgao de elementos estruturais de madeira laminada colada com base apenas na
sua densidade podera levar a resultados indesejados. E também importante o
conhecimento da permeabilidade da espécie em relacdo aos adesivos disponiveis
comercialmente. A Figura 4 representa o esquema de montagem de uma viga laminada

colada.
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Figura 4 — Esquema de montagem de uma viga de madeira laminada colada
(ZANGIACOMO, 2003).

As madeiras laminadas coladas, em fun¢édo do seu processo de fabricacdo, tém
sua homogeneidade maior que a da madeira serrada, pois os defeitos, como nos e
outras imperfeigbes, séo distribuidos de maneira aleatoria na pega. De acordo com Pfeil
e Pfeil (2003) os produtos laminados sao fabricados mediante alto padréo de qualidade,

garantindo ao produto alta resisténcia e durabilidade.

Macedo (2000) apresenta que a unido longitudinal das laminas pode ser
realizada de trés formas: de topo, biselada e dentada (Figura 5). As emendas séo
realizadas quando se deseja construir vigas de MLC com vaos superiores aos da
madeiras serrada, sendo necessaria a jungéo de varias pecas. Cabe-se ressaltar, que
apesar das emendas de topo serem de facil execugdo, estas apresentam deficiéncia
quanto a colagem em termos de resisténcia, por isso ndo sao admitidas conforme a
norma brasileira NBR 7190/97 — Projeto de estruturas de Madeira, da ASSOCIACAO
BRASILEIRA DE NORMAS TECNICAS.
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Figura 5 — Tipos de emenda - Macedo (2000)

De acordo com Macedo (2000) as caracteristicas vantajosas das madeiras

laminadas coladas sobre as pegas convencionais serradas sao:

e Dimensdes: podem ser compostas por varias laminas de madeiras com
dimensdes variadas, possibilitando a confeccao de grandes estruturas;

o Arquitetura: possibilidade de se criar diversos tipos de pecgas estruturais,
sejam elas curvas, arcos e outras ainda mais complexas.

o Qualidade das pecas: alem da diminuigdo consideravel de defeitos, pode-se
combinar madeiras menos resistentes e homogeneizar a montagem das
pecas.

e Preservagao ambiental: podem-se utilizar madeiras de menor qualidade, além

de se utilizar madeiras de reflorestamento para a confec¢ao das de pecas.

Quanto as desvantagens da utilizagdo, um dos grandes fatores é o processo de
fabricacdo oneroso e lento o qual necessita de equipamentos especiais para a
fabricagcéo. Além disso, outro fator muito complexo é a méo de obra especializada para

o processo de fabricagéo.

No caso de vigas laminadas coladas, as fibras devem se situar nos pontos onde
ha grande solicitacdo a tragdo, podendo envolver toda a pega ou parte dela, ou seja,

aplicando-a nos pontos mais solicitados da viga.
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3.4. Fibras

As fibras sdo elementos que podem ser utilizado como reforco em uma
determinada pec¢a, possibilitando a melhoria nas caracteristicas mecanicas, tais como,

rigidez, resisténcia a ruptura, dentre outras (Fiorelli, 2002).

Os tipos de fibras mais comuns utilizadas segundo, Fiorelli (2002), sdo as
sintéticas (poliméricas) das quais se podem destacar as fibras de vidro, aramida
(kevlar), carbono, boro etc. Podem ser classificadas como unidirecionais (malha / tecido
unidirecional), bidimensionais (tecidos orientados em direcbes ortogonais) ou

tridimensionais (tecidos multidimensionais).

Dentre as empresas comerciais, observam-se os dados apresentados pela
empresa Barracuda (2000) para algumas fibras sintéticas as cujas propriedades sao

apresentadas na Tabela 1 a seguir.

Tabela 1 — Caracteristicas dos tecidos fibras sintéticas mais utilizadas analisadas
a 20° (Fonte: Barracuda, 2000) apud Fiorelli (2002)

FIBRAS RESISTENCIA A | MODULO DE | DENSIDADE
TRACAO (MPa) ELASTICIDADE (g/cm3)
(GPa)
Vidro 900 76 2,55
Aramida (Kevlar) 1500 125 1,44
Carbono 2200 160 a 300 1,75

A utilizagdo de reforgos com fibras sintéticas ou naturais vem sendo muito
estudada, em especial as fibras naturais, pois além de apresentarem bom desempenho

mecanico, tem ainda efeitos positivos no campo econdmico e ecoldgico (Lima, 2004).
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3.5. As Fibras Naturais

Toledo (1999) apresenta que as fibras naturais podem ser consideradas como
polimeros naturais compostos principalmente por celulose hemicelulose e lignina, além
de quantidades menores de acucares livres, proteinas, extrativos, e produtos

inorganicos.

A lignina atua como material de ligagao, unindo as microfibrilas e a hemicelulose.
A fibra possui uma parede espessa formada por varias microfibrilas que formam
espirais ao longo do eixo da fibra, tendo um Iimen no centro. Além disso, a fibra possui
uma parede primaria e uma secundaria, composta de duas camadas: a camada S1
(primeira da parede secundaria) responsavel pela resisténcia a compresséo e a camada
S2 (segunda da parede secundaria) responsavel pela resisténcia a tracdo (RONG et al.,

2001). A constituicao estrutural de uma fibra elementar € mostrada na Figura 6.

parede terciaria Lumen

microfibrilas parede secundaria S2

de celulose

= ; anqulo espiral
cristalina 9 P

parede secundaria S1

regiao amorfa
constituida
principalment
de lignina e
hemicelulose

parede primaria

Figura 6 - Constituicdo estrutural de uma fibra vegetal (Rong et al., 2001).

Morassi (1994) relata que as fibras vegetais sdo classificadas de acordo com a

sua origem e podem ser agrupadas em fibras de semente (algodio), fibras de caule
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(juta, linho, canhamo), fibras de folhas (bananeira, sisal, piagava, curaua, abaca,
henequém), fibras de fruto (coco) e fibras de raiz (zacatédo). As fibras oriundas do caule
ou das folhas séo as chamadas fibras duras e sdo as mais utilizadas como reforgo em
compositos poliméricos. De acordo com Bledzki e Gassan (1999), a interface entre fibra
e matriz de um composto é influenciada pelas propriedades de reforgco dos compésitos.
Na Tabela 2 sédo apresentadas as caracteristicas de fibras naturais mais comuns

utilizadas comercialmente.

Tabela 2 - Propriedades mecanicas e caracteristicas de fibras vegetais de
(Bledzki; Gassan, 1999).

Fibra Diametro | Densidade | Resisténciaa | Moédulo de | Alongamento
(um) (g/cm3) tracdo (MPa) | elasticidade (%)
(GPa)

Algodéao | 16 —21 1,5-1,6 287 — 597 55-12,6 7-8
Juta 200 1,3 393 -773 26,5 1,5-1,8
Sisal 50 - 300 1,45 511 - 635 9,4-22 3-7
Coco | 100-450 | 1,15-1,45 131 -175 4-13 15-40

A composi¢ao quimica das fibras vegetais varia de espécie para espécie e nas
diferentes partes da mesma folha. Além disso, fatores como localizacdo geografica,

idade, clima e condi¢cbes do solo também alteram a composigcéo quimica das fibras.

De acordo com Bledzki e Gassan (1999) as fibras vegetais possuem diversas
vantagens em relacéo aos demais tipos de fibras, como por exemplo: fonte abundante e
de rapida renovacao, baixo custo, baixa densidade, altas propriedades especificas,

menos abrasivas se comparadas as fibras de vidro, ndo-toxicas e biodegradaveis.
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Cruz e Ramos (1986) apresentam as fibras vegetais como sendo
tradicionalmente utilizadas para a producao de fios, cordas, sacarias, mantas, tapetes,
artefatos de decoracado. Ja Young (1997) apresenta as fibras naturais como uma nova
aplicagcdo de grande interesse em materiais compositos estruturais, sendo de grande
importancia como reforco em matrizes poliméricas termorrigidas ou termoplasticas, em

substituicao as fibras sintéticas.
3.6. Fibras de Sisal

As fibras de sisal tém alto desempenho mecénico devido ao elevado teor de
celulose. Quimicamente as fibras de sisal possuem 70% de celulose, 12% de
hemicocelulose, 10% de lignina e uma quantidade minima de gorduras e outros

compostos (Toledo, 2009).

Sua utilizagao é importante para o desenvolvimento nacional, pois, o Brasil € um
dos maiores produtores de sisal chegando a representar receitas superiores aos 100
milhdes de dolares (Silva e Beltrao, 1999). Como a cultura do sisal exige um grande
volume de mé&o-de-obra, a importancia desta na economia do Brasil € a sua capacidade
de tornar produtivas regiées semi-aridas, sem alternativas econémicas, fazendo com
que haja diminuigcdo do éxodo rural e a desertificacdo das regides semi-aridas e sub-
Umida seca, localizadas em sua grande maioria na regido nordeste e no norte do

estado de Minas Gerais.

Devido a baixa densidade e altas propriedades especificas, as fibras de sisal
possuem um 6timo desempenho mecéanico quando utilizadas como reforgcos em

polimeros (Toledo, 1999).

De acordo com Gassan (1999), o sisal € uma monocotiledénea originaria do
México, com folhas estreitas e compridas, medindo de 10 cm a 15 cm de largura e 120
cm a 160 cm de comprimento, de cor verde e terminando por um espinho escuro,

conforme a Figura 7.
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Figura 7 — Foto de uma plantacao de sisal (EMBRAPA — CNPA, 2005).

O processamento de sisal consiste no corte, no desfibramento, na
lavagem/secagem e no batimento, dentre outros. A Figura 8 apresenta alguns tipos de

malha de sisal apés o tratamento e processamento.

Tipo Americana 5mm Tipo Special

Figura 8 — Malhas de sisal (Tecelagem de Sisal da Bahia, 2011).

Dentro da folha do sisal, ha trés tipos basicos de fibras: as fibras em arco que
crescem em associagdo com os tecidos de conducédo da planta e sdo normalmente

encontrados no meio da folha e tém boa resisténcia mecanica.

As fibras do xilema crescem proximas as fibrasde arcoe estdo
conectadas a elas através dos tecidos condutores (Silva, 2009). As fibras estruturais
sdo de grande importancia comercial, pois quase ndo ha perdas durante a extracéo.
Essas fibras se encontram nas bordas da folha e que possuem
didmetro equivalente de cerca de 200 um. A Figura 9 representa tipos de fibra de sisal

em uma visdo microscopica.
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Figura 9 — (a) Fibra de sisal estrutural, e (b) Fibra do arco (Silva, 2009).

Toledo (1999) descreve que secao transversal do sisal ndo é circular e uniforme.
Fisicamente a fibra é composta por quatro partes principais, a parede primaria, a parede
secundaria, a parede terciaria e o lumen. O lumen varia de tamanho, mas em geral é

bem definido.

Silva (2003) apresenta as fibras téxteis de sisal como sendo conhecidas pelas
seguintes utilizagdes: cordas, tapetes e produtos artesanais. Os fios de sisal sao

também conhecidos comercialmente como barbantes ou corddes.

As fibras téxteis alinhadas podem ser mantidas unidas por tor¢cao resultando num
material mais compacto conhecido como fio. O tratamento das fibras é conduzido para
melhorar as condi¢des de adesédo entre as fibras e a matriz ou ainda para alterar as
caracteristicas das fibras. Para serem utlizadas como reforgos mecanicos em
elementos estruturais de madeira necessitam de uma matriz polimérica que as possa

unir e também que permita a sua fixagéo ao elemento estrutural.

Segundo Silva (2003) as fibras téxteis de sisal sdo longas, tendo didmetro
equivalente como fracdo do milimetro e o comprimento entre 90 e 120 centimetros. Por
serem longas, seu uso para a fabricacdo de cordas facilita arranjos orientados. Ja o uso
de fibras curtas de sisal exige o fracionamento sendo classificadas as fibras téxteis,

como fibras técnicas.
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Para fins estruturais, a distribuigdo das fibras na matriz exerce grande influéncia
nas propriedades mecanicas dos compdésitos, portanto é conveniente alinhar as fibras

com os esforgos principais atuantes nas estruturas.

Os arranjos das fibras podem ser classificados conforme as dimensdes (curtas
ou longas), a orientagéo (orientada ou aleatéria) e a maneira pela qual as fibras estao
unidas (isoladas, tecidas ou coladas). Algumas solicitagbes mecanicas ndao possuem
um sentido preferencial, como as contragdes volumétricas por variagbes térmicas,
quimicas ou higroscopicas, e nessas situacdes a distribuicdo aleatéria € mais adequada
do que reforcar uma direcdo especifica. A distribuicio aleatéria das fibras curtas em
compositos resulta num material com propriedades macroscoépicas isotropicas. A
distribuicdo aleatoria também € utilizada para reduzir os efeitos e riscos dos materiais

com acentuado grau de anisotropia.

De acordo com Silva (2009) as fibras de sisal possuem sec¢ao transversal irregular e por
isso deve ser considerada a contribuigdo da flexibilidade ao se realizar um ensaio. Cabe
ainda a importante observacao de que testes de tragdo em fibras naturais de pequeno
diametro ndo é tarefa facil. Para que se possam obter valores precisos de moédulo de
elasticidade, de resisténcia a tracdo e de deformacao sdo necessarias elevada precisdo

na medida da carga e no deslocamento da fibra ensaiada.

Silva (2009) cita que “o wuso defibras de sisal em compositos de alto
desempenho requer uma compreensdo do comportamento mecanico das fibras
de si. Ha grande discrepéncia no relato de resisténcia a tragdo e modulo de
elasticidade das fibras naturais. Isto pode ser devido em parte as incertezas na medigéo
da area transversal da fibra (devido a ndo-seccgéo circular), bem como
a nao utilizacdo de alta carga de resolucao e técnicas de medigdo de deslocamento”
dai, conclui-se que por se tratar de um material com secao transversal cujo calculo da
area é impreciso, torna-se dificil adotar coeficientes elasticos com precisa sendo

necessario o ensaio com alta precisao.

Toledo (1999) apresenta que o didmetro da fibra, o comprimento e a velocidade

do ensaio influenciam diretamente nas propriedades de tracao das fibras. Isto se da,
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devido as falhas distribuidas de forma irregular na fibra, fazendo com que a forga

aplicada varie dependendo do comprimento da fibra utilizada no ensaio de tragéo.
Nesse contexto, apds pesquisa bibliografica foram encontradas as seguintes
caracteristicas mecanicas para o sisal, conforme apresentado na Tabela 3.

Tabela 3 — Comparativo entre as caracteristicas do sisal encontradas na
literatura.

Fonte Densidade | Resisténciaa | Mddulo de Along.
(g/cm3) tracdo (MPa) | Elast. (GPa) (%)

(Mohanty et al., 2000), 1,45 511 -635 94-22 3-7
(Bledzki; Gassan, 1999),
(Baley et al., 1997)

Freire, 2003 1,37 347 - 378 15,2 49-54

Silva, 2009 - 320 18,0 26-52

Com base nos dados da Tabela 3, nota-se que as caracteristicas das fibras de

sisal apresentam valores bem variados.
3.7. Adesivos

O termo adesivo € definido de um modo genérico, como “substancia capaz de

unir materiais por meio do contato entre suas superficies”.

Teles (2009) apresenta que um adesivo estrutural deve permitir que a peca apds
colada, trabalhe monoliticamente durante todo o seu tempo de servigo, sob condi¢gbes
de exposicbes mais rigorosas, nao sendo poluente € ao mesmo tempo possuir

caracteristicas de resisténcia a agua, calor e outros agentes externos.

De acordo com norma brasileira NBR 7190/97 — Projeto de estruturas de
Madeira, da ASSOCIACAO BRASILEIRA DE NORMAS TECNICAS, é altamente
recomendado o uso de adesivo a prova d'agua, e, além disso, a mesma indica que
devem ser realizados testes de cisalhamento na I[amina de cola e de tracdo na lamina
de cola para que se verifique a eficiéncia do adesivo. Com isso, uma resisténcia minima
de 90% do valor da resisténcia da madeira utilizada devera ser encontrada para que o

mesmo seja utilizado no processo de fabricagao da MLC.
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A escolha do adesivo deve ser feita considerando principalmente as
caracteristicas do ambiente onde serdo aplicadas as pecgas, ou seja, o teor de umidade

e a variagdo de temperatura.

Os adesivos sao classificados em varios tipos. De acordo com sua composi¢cao
quimica podem ser inorganicos e organicos. Dentre os adesivos mais conhecidos para
o reforgo de pecas de MLC com fibras em geral, estédo as resinas poliéster, as vinilicas

e as epoxidicas.

De acordo com Teles (et al. 2009), os adesivos inorganicos sdo geralmente a
base de silicatos e agem pela alta temperatura ou através de catalizadores

proporcionando uma ligagéo entre materiais com elevada resisténcia mecanica.

Os adesivos organicos, mais recomendados para a utilizagdo em madeiras,
podem ser de origem natural ou sintético. Estes adesivos podem ser termofixos ou

termoplasticos.

Os adesivos organicos termofixos sdo aqueles que reagem através de reagdes
quimicas ativados por temperatura ou por catalizadores. Dentre estes, podem-se
destacar Resinol-Formaldeido, Fenol-Folmaldeido, Uréia-Formaldeido, Poliuretanos,

Epoxi.

Os adesivos organicos termoplasticos tém por caracteristica a sua cura
reversivel, ou seja, podem ser amolecidos sob alta temperatura e quando resfriados
retornam a condi¢do original e possui vida longa devido a sua estabilidade quimica.
Alguns exemplos de adesivos organicos termoplasticos s&o: adesivos animais, soja,

caseina, adesivo poliuretano a base de mamona, dentre outros.

Houwink; Solomon (1965) apud Fiorelli (2002) definem adesdo como sendo a
atragdo entre uma superficie solida e uma segunda fase que pode consistir de

particulas individuais, como pequenas gotas, pé ou de uma pelicula liquida ou sélida.

Teles (2009) mostra que os trés tipos de adesao mais utilizados s&o: a adesao

mecanica, que € entre superficies porosas baseadas na unido da cola endurecida apo6s
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a colagem com os nos poros do aderente, ou seja, depende basicamente da

viscosidade, porosidade da superficie ou ainda pela pressao aplicada na uniao.

A adeséo especifica ocorre entre superficies lisas, onde a adeséo de da através
das macromoléculas secundarias que provocam forgas basicas de adesao, e a adesao
quimica, que se da através de natureza essencialmente eletronica (ligagbes entre

atomos ou ions, eletrovalentes e covalentes, etc.).

Cabe-se ressaltar que nesse trabalho néo serdo analisadas as caracteristicas de
adesivos e serdo desconsiderados os seus efeitos na peca. Portanto, sera admitido que
0 adesivo gere uma perfeita unido entre as camadas do composto madeira / fibras de
sisal, e através desse, estudado o comportamento da pega como um composto. Para
que isso seja possivel, devem-se apontar as deficiéncias da matriz do compésito, e seu

comportamento quando na aplicacao dos refor¢cos com fibras.

Nesse sentido, torna-se necessario o estudo das propriedades elasticas dos
materiais para que se identifiquem as deficiéncias da matriz do composto e o

comportamento do composto apds a aplicagéo do refor¢co com sisal.
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4. CONSIDERAGOES SOBRE AS PROPRIEDADES ELASTICAS DOS
MATERIAIS

4.1. Generalidades:

Baseando-se na terceira lei de Newton (Timoshenko, 1985) de que “toda agé&o
gera uma reacgdo”, pode-se compreender que quando um determinado material &
solicitado por a¢des externas, esse, reage de alguma forma. Para os solidos em geral,

essa reacao pode ser expressa em tensdes e deformacdes.

Desai (1984) apresenta que um determinado material é considerado elastico, se
apos ser submetido a agbes retorna a sua forma original, sem que haja deformacdes

residuais.

Os materiais em geral, podem ter um comportamento elastico-linear ou elastico

nao-linear, conforme apresentado na Figura 10.

A° L°

-
ELASTICIDADE LINEAR ELASTICIDADE NAO LINEAR

Figura 10 — Graficos de Tensao/Deformacao — Elasticidade — fonte: Desai (1984)

Em materiais elasticos, o estado de tensdes depende, unicamente do estado de
deformacdes. A Equacgdo 1, a qual relaciona tensdes com deformacgdes, parte da
premissa que nao sao consideradas variagdes de tempo, e que sédo consideradas as

condicOes adiabaticas e isotérmicas (Chen e Salleb, 1982).

O'ij=Fij(£k|). .. (1 )
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Sendo Fj uma fungdo-resposta do material, o; s&o tensbes e gq sao

deformacdes.

Chen e Salleb (1982) apresentam que independente das caracteristicas do
material que constitui um sélido, as condicbes estaticas (forcas e tensdes) e as
geométricas (deslocamentos e deformagdes) podem ser relacionadas por meio de leis
constitutivas, e, uma vez que essas leis sdo estabelecidas, a formulagao para a solugéao

de um problema de mecanica dos sélidos podera ser resolvida.

A inter-relacao das condicdes estaticas e geométricas € apresentada por Chen e

Salleb (1982), conforme a Figura 11.

DESLOCAMENTQOS

COMPATIBILIDADE

DEFORMAGOES

EQUILIBRIO

LEIS CONSTITUTIVAS

Figura 11 — Inter-relagbes entre Forcas, Tensdes, Deformagbes e Deslocamentos
Chen e Salleb (1982)

De uma forma geral, as leis constitutivas tentam modelar matematicamente o
comportamento real dos materiais e fornecem as relagdes tensdo e deformacédo em
qualquer ponto do solido. Essas leis s&o obtidas por meio de modelos matematicos que
podem ser simples ou complexos, de acordo com o material analisado e as condi¢des a

qual o mesmo é submetido.
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4.2. As Leis Constitutivas

As leis constitutivas, conforme Figura 10, sdo apresentadas por Chen e Salleb

(1984), como a relagéo entre as tensdes e as deformagdes de um determinado sélido.

Através do critério da energia de deformagao, Chen e Salleb (1984) afirmam que
podem ser formuladas equagdes, ou seja, as equagdes constitutivas. Seja entdo uma

funcéo polinomial de energia de deformagéo, no qual Co, xj, [ S0 constantes, dada

por:
Uo=Coi+x;€i*LijEitu --- (2)

Conceitualmente a energia de deformagéo tem valor estacionario em relagéo ao

tensor das deformacoes, é possivel arbitrar que Cp = 0.
Seja a Equacao 3, a seguir,

_aU,
Gij_a_ﬁij

3)

Aplicando-se a Equacao 2 com Uy de acordo a Equacéo 3, tem-se:
oy =x;* (Tijga+ D)€ -« (4)

Reissman e Pawlik (1980) afirmam que para o caso relativo ao "estado natural”
no qual as tensdes e deformagbes estdo vinculadas a todo o sélido e, também, estdo

atuando simultaneamente no solido, podendo-se escrever que:

aU,

(Gﬂo=<zg;>=°-~(5)

Portanto, partindo-se dessa premissa, x; = 0. A partir dai, denomina-se que:

(Fijkl"'rklij):Cijkl ... (6)

Ao aplicar-se a Equagéo 6 na Equacao 4, tem-se:
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Oj = Cjgw --- (7)

O tensor Cj é chamado de tensor de constantes de elasticidade. Como é
possivel admitir-se que o determinante |Cijk||¢0, pode-se exprimir a lei constitutiva

apresentada na Equacgéo 7, pelo tensor de compliancia (Sij).
&j = SijOw --- (8)

Em forma matricial Cy, e Sy, s&o escritos por [C] e [S] e s&do determinados

respectivamente de matriz de rigidez e de flexibilidade.

Considerando-se que i, j, k e | variam de 1 a 3, os tensores Cjj e Sjw, possuiriam
81 (oitenta e um) coeficientes elasticos, que relacionam as 09 (nove) componentes de

deformacéo, com as (09) nove componentes de tensao e vice-versa.

Associando-se entao as seguintes derivacdes:

do; Uy _
E——asklaeij =Ciw ---(9)
e ainda:
#Uy _ 3y

= (1
8£k|3£ij aEijaSH ( 0)
pode-se afirmar que Cgj )= Cw) ij)- Além disso, ainda pode-se relacionar a simetria dos

tensores de deformacéo e tenséo.

A simetria do tensor das tensdes leva o tensor de 81 (oitenta e um) elementos
para 54 (cinqlenta e quatro) que, relacionados com a simetria do tensor de
deformagbes leva o tensor a 36 elementos. Entretanto, os tensores Cj e Sj s&o

simétricos em relagéo aos pares (i,j) e (k,l), levando-os a 21 elementos.

E conhecido que tanto as tensdes quanto as deformacdes, tem seus tensores

simétricos (Lekhnistskii, 1980), sendo:
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G12=021 €12=€21
013=031 €13=¢€31
023=032 €23=€32

Dessa maneira, o que seriam nove (09) equagdes constitutivas, passa a ser seis,

com seis termos em cada uma. Nesse sentido, pode-se escrever a lei constitutiva Ci:
Na forma matricial: [0]=[C] [€] ou

Oy [Ci111 Cri22 Caazz Carz Carazz Coaze] &1y

022 Co211 Cooo2 Coo3a Coo12 Coooz Cooag €22
<033 5o Caa11 Caazz Cazaz Caa1z Caszs Caaad * €33 \ - (1)
Oz Ci211 Cizo2 Ciz3z Cqz12 Ciooz Cqozy 2812
923 [ |Cao311 Cozpr Coazs Cosziz Coszs Cosay 2823
\031/ |C3141 Ca120 Carzs Cs112 Caraz Carzyl ‘2831/

Do mesmo modo, pode-se escrever o tensor Sii:

Na forma matricial: [€]=[S] [0] ou

FE11y [S1111 S12z Stizs S1112 St12z S1131] Oqqy

€22 Soo11 So202 Soz3a Sopi2 S22z Spzai| [0
, €33 - S3311 S3azz Szasz Sszz12 Sazzz Sz * 4 cr33>

2€12 Si211 S22 S1233 Sq212 Sqz03 Sypaq| 1912 -.(12)
2823 | |S2a11 S2322 Szsss Sos1z Szazs Sasar| |92

\2¢31) 183111 S3122 Satss Sat12 Sarzs Sagarl I3t/

Além dessas relagbes apresentadas, os materiais ainda séo caracterizados de
acordo com a sua simetria elastica. Conforme Lekhnistskii (1980) os materiais podem
ser classificados em homogéneos e nao homogéneos, isotropicos e anisotropicos em

relacdo a suas propriedades fisicas e elasticas, respectivamente.
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A respeito dos materiais homogéneos e isotropicos, esses sdo 0s quais suas
propriedades elasticas ndo variam em quaisquer de seus pontos. Quanto aos ndo

homogéneos e anisotrépicos, pode-se considerar que seria o oposto.

Analisando-se de um modo mais amplo dentro da teoria da elasticidade, pode-se

afirmar que:

Materiais isotrépicos (Figura 12) sdo aqueles que tém o mesmo comportamento
em quaisquer dire¢des, seja qualquer o eixo de referencia adotado, ou seja, possuem
um modulo de elasticidade transversal (G), um moédulo de elasticidade longitudinal (E) e

o coeficiente de Poisson (v), inter-relacionados. E o modelo elastico mais usado na

engenharia.

r—t—-———-

Figura 12 — Representacao de planos de rotagdo em torno dos eixos X, vy, z
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Nos materiais isotropicos, as relacdes sdo somente entre tensdes normais e
deformagdes normais ou tensbes tangenciais (cisalhamento) e deformacgbes

tangenciais. Nao ha interagéo entre elas.

Para um material isotrépico o nimero de coeficientes elasticos € dois, pois todas

as diregdes sao elasticamente equivalentes, portanto, E=E', v=2', G=G'".

Nesse contexto, a matriz de flexibilidade do material isotrépico € apresentada a

seguir na Equacao 13:

k| -V - 0 0 0 1
E E E
- 1 - 0 0 0
E E E
-V - 1 0 9 0
g= E E E : .. (13)
0 0 — 0 0
G
1
0 0 0 0 G 0
1
0 0 0 0 0 —
i ;i

e, sdo somente duas constantes independentes, pois:

E 14
sty - (14)

Materiais ortotropicos sdo aqueles que possuem eixos ortogonais de simetria
elastica, por isso, possuem trés modulos de elasticidade longitudinal (E4, E2, E3), trés
modulos de elasticidade transversal (G2, G13, Go3) e trés coeficientes de Poisson.

Utiliza-se essa classificagdo no estudo de compoésitos e materiais fibrosos, como

31



madeira, por exemplo, quando se deseja um modelo de comportamento elastico mais

avancado na engenharia de estruturas.

Nos sélidos ortotrépicos ocorrem deformacgdes normais e tangenciais porem nao

ocorrem distor¢des nos angulos internos do material (Figura 13).

Figura 13 — Representacdo das deformac¢des nos materiais ortotropicos, sem

distorcoes.

Para um material ortotrépico, o numero de constantes elasticas € nove. Para que
isso seja estabelecido, aplica-se uma rotagdo de 180° em torno dos trés eixos

cartesianos como mostrado na Figura 14.
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-——————

ROTAGACQ . ROTAGAQ
180°EM 2 £ 180°EM 3

Figura 14 — Rotacdes de 180°em 1,2 e 3.

Assim, pode-se escrever as seguintes relacées de rotagédo entre os eixos iniciais

e finais.

-1 0 O]

8'11= 0O 1 0 (15)
[0 0 1]
-1 0 O]

a'»=(0 1 0]...(16)
L0 0 -1l
1T 0 O

8'33= 0 -1 0 (17)
0O 0 -1

com essas relagdes, observam-se as simetrias de o, de acordo com Vanalli (2001):

0"12=O'12 ........ 0"31=O'31
0"1220'12 ........ 0'23=023
0"23=0'23 ........ 0"31=O'31

analisando-se essas simetrias, chega-se a conclusdo de que a matriz [S] do material

sera:
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[ S1111  S1122 St133 0 0 0
S1122 Sz Soozz 0 0 0
S1133 Sz233  Sazzz 0 0 0
s= (18
0 0 0 Si212 O 0 (18)
0 0 0 0 Spzs O
0 0 0 0 0 Syl

Pode-se entéo escrever, em fungéo das constantes de elasticidade [S] por:

l -Vz1 -Vs3q
E; E, E, 0 0 0
V12 1 Y]
—E1 E_2 _Es 0 0 0
Vi v 1 g 0 0
s=| Bt B2 B ] ...(19)
0 0 0 G, 0 0
1
0 0 0 0 — 0
G
1
0 0 0 0 0 _
G12-
Pode-se, ainda, verificar essa dependéncia considerando a simetria da matriz S’
através de:
Yi_Yi
EE (20)

Observa-se também que ao estudar um material considerado ortotropico, é
necessario compatibilizar os eixos de simetria do material existente com os eixos de
transformados, pois caso ndo sejam coincidentes, isso resultara em uma situacdo a
qual o tensor Sj ndo sera somente de nove constantes, resultando em outro tipo de

estudo bem mais complexo que sera apresentado a seguir.

Materiais anisotropicos sdo aqueles que o comportamento fisico-mecanico do
material varia em quaisquer direcbes em que se arbitre um eixo de referencia. Nos
soélidos anisotrépicos, além dos coeficientes de elasticidade (longitudinal, transversal e
coeficiente de Poisson), ainda existem outros coeficientes associados as interacdes de

tensdes e deformag¢des normais e tangenciais. Isso acarreta no aparecimento de
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angulos diferentes de 90° situados como indicados na Figura 15. Esses coeficientes sao

definidos como coeficientes de influéncia mutua.

Figura 15 — Representac¢ao de deformacdes e distorgdes no material

Rabinovich apud Lekhnistskii (1968), apresenta para esses coeficientes elasticos

especificamente no caso de anisotropia homogénea as seguintes relagbes entre

tensbes e deformacgdes:

1
51=—E11(Ul'Uzl02'9310'3"'7323,17'23"'7?12.1712) - (21)

1
- ['UIZU1+0’2'U3ZU3+T}23‘2723+T}31|2713+T)12’2712) - (22)

22
1
Ea—E—(‘UuU]"UBUz*Us”?zg 3723"'7?313713"'"'?1237"12) .. (23)
—1 24
= + + + + +
Va3 Gy (731,230-1 M1 22302%7 3 2303% T 2373y 23713 Ju‘12,23"'12) - (24)
1
= + + + + +
713 Gis (7]1,3101 M22192%7 33,93 “’23,31723 T3 “’12,31712) - (29)

1
'}’12=G_12(7?1|1201‘”’?2,12UZ+7?3,12U3+“23,12723+p‘31,12‘r13+Tl2) --(26)
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Nessas equacgdes, Eq1, Ex; e Es3, sdo os modulos de Young (tragdo ou
compressao) nas direcbes dos eixos 1, 2, 3, respectivamente. Ggz, Gi3 € Gq2, S&0 0s
modulos de rigidez dos planos paralelos aos planos dos eixos de coordenadas
adotados. v, V31 ,..., V23 S80 0s coeficientes de Poisson que se caracterizam por
contracéo na diregao de um eixo quando ha tensao de tragao na direcdo do outro eixo 1
quando existe (por exemplo, /21 é o resultado da contragdo na direcdo do eixo 1
quando existe tensdo de tragdo na diregédo 2), isto €, o primeiro indice representa a

causa e o segundo se restringe ao efeito (MASCIA, 1991). As constantes, (31,23, ... ,

31,12 s&0 chamadas de coeficientes de Chentsov, as quais caracterizam as distorgbes

em planos paralelos aos planos de coordenadas produzidas por tensbes tangenciais,

que agem em outros planos paralelos aos planos coordenados. As constantes 7)231 e
7 12,1 S@o denominadas, conforme Rabinovich, de coeficientes de influéncia mutua de 12

espécie. Eles caracterizam extensbes nas dire¢cdes dos eixos principais produzidas por
tensdes tangenciais agindo nos planos principais. Rabinovich, também denomina que

M213, M231, ..., N312 S80 0s coeficientes de influéncia mutua de 22 espécie, que

expressam, deformagdes tangenciais nos planos principais, devidas as tensdes normais

instaladas nos planos principais.
Com isso, transformando-se as equag¢des numa relagdo matricial, conforme:
[e]=[S]x[a] ...(27)

Obtém-se a seguinte matriz para um material anisotrépico:

= E> Es Gos Gz Gz
wn 1w T T T

E, E> Es Gaz Gz Gz
—Hgi =g 1_ 323 N33 312 (28)

Si= Eq = By G2 Gis Gz

gy s Honz 1 Ha3.31 a3 12

E, E- Es G Giz Giz
MN311 31 UETE M3 23 e M1z

Eq Ez Es Go3 Gi3 Gz
Mz N3 M3 iy 23 Mi231 e
L Eq = Es Gos Gia Gz



Os materiais anisotrépicos ndo sio, normalmente, simulados ou estudados
profundamente. Até o presente momento constata-se a dificuldade efetuar ensaios em
todas as diregbes necessarias para que se definam todos os coeficientes dos materiais

anisotropicos.

Conforme ja apresentado, os materiais anisotropicos possuem 21 (vinte e um)
elementos independentes, porém segundo autores como Lekhnistskii (1981), apud
MASCIA (1991) os materiais anisotrépicos ndo possuem 21 (vinte e um) elementos e

sim 18 (dezoito).

Isso ocorre ao se diagonalizar o tensor das tensbes, por meio de uma mudanca
de base e referindo-se a novas dire¢gbes principais, trés elementos desse tensor seriam

nulos:
0'12=0'23=O'31=0 (29)

Portanto, pode-se escrever que:

gy [C1111 Ci122 Crzz Ciq12 Cqi2z Craz1] £ €11y
02| [Co2211 Cazo22 Co233 Coz12 Cozoz Cozsy €22
033 _{Csa11 Csazz Cazss Casrz Cazzs Cazzty. < £33 | . (30)

| 0 | Ci211 Cio22 Cizaz Ciz1z Coops Conay 2813
L 0 J Coz11 Coson Cozsz Coziz Cosps Coazy 2893
0 [C3111 Cz122 Cz133 Cay12 Czizz Caqzqd \2&34/

Apesar do tensor das tensodes ter sido diagonalizado, o tensor das deformacdes
poderia ndo ser. Assim com as tensdes principais aplicadas poderiam ocorrer

deformacgdes normais e tangenciais.

Analisando-se o apresentado em (30) e discretizando somente os elementos

onde o tensor ¢ é igual a 0, tem-se:
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0=C1211€11+C1200€22+C 1233833+ 0121228 12+ C 120328 93+ C 12312831 ... (31)
0=C2311811+C300€29+C 2333833+ C 031228 12+C 030328 93+ C 03312831 ... (32)
0=C3111811+C3122820%C3133833+C311228 12+ C312328 23 +C34312831 ... (33)

Com base nisso, MASCIA (1991), apresenta o fato de n&o haver independéncia
linear das deformagdes, ou dos termos Cjx ndo serem todos simultaneamente nulos,
pois essa independéncia acarretaria para quaisquer estado de deformacdo sempre
estado principal de tenséo. Perante a presente abordagem, constata-se que os termos
independentes em Cjw ou Sjq s&o formados pelos 06 (seis) termos da diagonal
principal, mais quinze termos, entre o0s quais apenas doze sao independentes,

perfazendo-se, dessa forma, 18 (dezoito) termos independentes.

Com efeito, para um estado de tensdes principais suas respectivas direcbes
principais ndo coincidem, via de regra, com suas diregdes principais de deformacdes

num material anisotrépico.

Nesse contexto, serdo apresentados conceitos sobre transformacdes de
coordenadas e suas implicagbes sobre tensbes e deformagbes, bem como sobre as
constantes de elasticidade dos tensores de quarta ordem S; e Cj, esses necessarios

para a obtengéo dos resultados desse trabalho.

38



4.3. As Transformacgoes de Coordenadas

As transformagdes de coordenadas sdo uma ferramenta importante para a
analise estrutural de determinadas pecas, pois, nos casos dos materiais compdésitos,
aqui discutidos, em geral ortotrépicos e fibrosos, as direcbes cartesianas das pecas

nem sempre sao as mesmas dire¢cbes das fibras dos materiais.

Na literatura, diversos autores apresentam as transformagdes de coordenadas e

suas aplicagdes, cada qual dentro de uma linha distinta de analise.

Nesse trabalho sdo analisados os conceitos e estudos, apresentados pelos
seguintes autores: Myklestad (1967); Goodman e Bodig (1970); Chen e Saleeb (1982);
Bindzi e Samson (1995); Hearmonson e Cramer (1997); Lekhnistskii (1968), os quais

s&o baseadas as transformagoes.
4.3.1. Transformagbes de Coordenadas por Myklestad:

Myklestad (1967) apresenta na Figura 16 dois sistemas cartesianos de
coordenadas com uma origem comum Q. A distancia AQ ao longo do eixo 1’ é uma
unidade de comprimento. O ponto B é a proje¢éo do ponto A no plano (1,2) e o ponto E
€ a posicao do ponto A no plano 2,3. O ponto C ¢ a proje¢do de ambos os pontos A e B
no eixo 1, e a distancia QC é definida por a4 . a distancia a11’ é igual a cos(1’,1),

quando os angulos estdoem 1’ e 1.

Quando o ponto A é projetado sobre dois eixos até o ponto D € determinado que
QD = ay’; = cos(1,2) e quando esse é projetado sobre o eixo 3 até o ponto F é

determinando que QF =a3= cos(1’,3).
Essa transformacéo define os coeficientes entre o eixo 1’ e os eixos 1,2,3.

Ao se estabelecer um unico comprimento ao longo do eixo 2’ e projeta-lo sobre
os eixos 1, 2 e 3 sdo encontrados os coeficientes de transformacgédo ay’1=cos(2’,1),

az’»=cos(2’,2) e ay’3=cos(2’,3).
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Do mesmo modo, ao se estabelecer um unico comprimento ao longo do eixo 3’

sdo encontrados az’1=cos(3’,1), as’2=c0s(3’,2) e az’3=cos(3’,3).

Figura 16 — Transformacgao de Coordenadas — Miklestad (1967)

Ou seja, Miklestad (1967) estabelece que um unico vetor ao longo do eixo 1,

projetado sobre os eixos 1°,2’ e 3’, resultam em:
ai1’=cos(1,1’)=cos(1’,1)
a2’=cos(1,2’)=cos(2’,1)
a3’=cos(1,3’)=cos(3’,1)

Pode-se efetuar as transformagbes para os eixos 2 e 3, seguindo 0 mesmo

processo, obtendo-se com isso:
ajyi=ajy=cos(i',i)....(34)
Convertendo-se a Equacao 34 na forma matricial, essa seria escrita por:

aqr aqz ayy
aji= (821 a8z az3|....(35)
dzq dgzp  aszz
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arq a2 Ay
ay=|ax1 a2 a23]....(36)
az1 dz2 d33
Miklestad (1967) apresenta as transformagdes, utilizando o conceito de projegéo
de eixos original e transformado, trabalhando critérios de trigonometria, conseguindo

relacionar todos os eixos 1, 2 e 3 originais com os eixos 1’ 2’ e 3’ transformados.

Desse modo, Miklestad (1967) apresenta a transformacédo de coordenadas,

baseando-se nos angulos de Euler (¢,n,w), e efetuando trés etapas de transformagé&o

considerando-se quatro eixos de coordenadas cartesianas, sendo um fixo e trés que

podem girar de qualquer forma, todos a partir de uma origem Q.

Efetuando-se uma rotagéo em torno de 1, com um angulo ¢, obtém-se a rotagéo
em torno do eixo 1, apresentada na Figura 17:
1 0 0

aii=|0 cos@ -sen@|...(37)
0 sen@ cosQ

| 2

Figura 17 — Representagéo de rotagdo em torno do eixo 1 — Miklestad (1967)
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Partindo-se entdo da rotacao apresentada na Equacéo 37, mantém-se 0s eixos
na posicao final de rotacdo e em seguida efetua-se a segunda rotacao em torno de 3’,

apresentada na Figura 18:

cosn -senm O
air=[senn cosm O0f--(38)
0 0 1

o\

"™

Vs
3.
Figura 18— Representacao de rotacao em torno do eixo 3’ — Miklestad (1967)

Finalmente, efetua-se a terceira transformacéo em torno do eixo 1” conforme

apresentado na Figura 19:

.(39)

1 0 0
ari=10 cosw -senw
0 senw cosw
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2" w

- an
Figura 19— Representacao de rotacdo em torno do eixo 1” — Miklestad (1967)
A matriz final de transformacéo é escrita por:
cos 7 -Sen 7) CoS w sen 7 sen w
ari"=|cos @sen” COS@QCOS?T)COSW-SeNn @ sen w  COSPCOST7) sen w-sen cos w | ...(40)

sen@sen? sen@cos7) Ccosw+cosPsen w -sen @ cos?7; sen w+Ccos P Cos w

ou ainda, a;- -~ = ayi ay

4.3.2. Transformacbes de Coordenadas por Goodman e Bodig

Goodman e Bodig (1970) apresentam uma relacdo de transformacdao de
coordenadas para um bloco de madeira entre os eixos principais da peca e 0s eixos

anatémicos da madeira, conforme a Figura 20:
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Figura 20- Transformacgéo de coordenadas de Goodman e Bodig (1970).

Inicialmente, Goodman e Bodig (1970) efetuam uma rotagcdo em torno de L

(longitudinal):

1 0 0
0 cos® senb|...(41)
0O senB cosO

Mij=

Em seguida, uma rotagédo em torno de R (radial):

cosd 0 send
0 1 0 ] ... (42)
send 0 cos¢d

Mij=

Essa transformacgéo resulta na apresentada na Equagéo 43 na forma matricial

L
{R} .. (43)
T

por Mzij=M1 ij> Oou:

0 cos 0 sen®

-send -cos¢d senB® cosdcosO

X cos¢ -sen@cosB sendcosO
-
z
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Cabe ressaltar que essa transformacao é limitada néo se desprendendo do plano
formado pelos eixos X; e Xs.

4.3.3. Transformagdes de Coordenadas por Chen e Salleb:

Chen e Salleb (1982) apresentam conceitos gerais de calculo vetorial em
notagdo indicial. Assim um vetor V, com coordenadas v; associados a um eixo de
coordenadas, pode ser rotacionado, e essas coordenadas estdo relacionadas com um
novo sistema. Portanto, num eixo cartesiano de coordenadas x; € X, e o vetor V tem v; e
vi nos dois sistemas. Essas componentes sao relacionadas por cossenos dos angulos

positivos de x;’ € Xi.

Seja entéo lj, a representacao de cos(xi,xj), que sdo 0s cossenos entre os eixos

Xi e xj para i e j variando de 1 a 3, pode-se escrever que:
V'i = |ijVj (44)

Esses cossenos sdo exibidos na forma matricial da Tabela 4. Cabe ressaltar que
a matriz associada ndo € simétrica ( I # I ), pois, como se pode observar, l12 € 0

cosseno do angulo entre x;' e Xz, ao passo que lz1 € o cosseno do angulo x;’ e X;.

Tabela 4 — Cossenos Diretores ( lj ) — Fonte Chen e Salleb (1982)

Eixos X4 X2 X3
X1 l11 l12 l13
X2’ l21 22 l23
X3’ |31 I32 I33

Com base na Figura 21 o vetor base €’; pode ser expresso no eixo x; como:

e'i=(e'i*e1)e1+(e'i*ez)ez"'(e‘i*e:i)e3=|i1e1+|i2e2+|i3e3 ...(49)
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b laa

Figura 21— Transformagao de Coordenadas — Chen e Salleb (1982)
Com isso conclui-se que:

e = I,-ie'j (46)

Como:
ei” e',- = (Sij (47)
Sendo di; 0 chamado “delta de Kronecker”,no qual para i# 6;;=0 e para i=j d;=1:

1.0 0
6”=[o 1 o] ...(48)
0 0 1

Entao:
Ir iei*lkjej=|r ilkj5ij=|ri|kj (49)

Ao se aplicar similarmente para ei*e; e refazendo-se os passos das Equacodes 45
]

a 49, no vetor arbitrario V, pode-se expressar na forma de v; ; ou vV'ie’;;
V'i =V* e'i =V € * e'i =V g * Iikek= Iiij 6jk = |ijVj (50)
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Portanto:
Vi=lijv...(51)
Aplicando-se a Equacéo de 49, para vi, obtém-se:
vi=1vi...(52)

De maneira similar, se no ponto O da Figura 21 houverem coordenadas x no

sistema anterior e x’ no sistema rotacionado, entao:

Xi=1lijX ... (53)
Xi=ljix}... (54)
Com isso, conclui-se que:
Iij—%=ai:j...(55)
X' OX|

Portanto, Chen e Salleb (1982) mostram como deve ser feita uma Unica rotagao
de um determinado eixo, para um tensor de segunda ordem, que poderia ser utilizado

no caso de tensores de tensao ou deformacao.

Chen e Salleb (1982) colocam que o mesmo método pode ser utilizado para

qualquer outro tipo de rotacao.
4.3.4. Transformacbes de Coordenadas por Bindzi e Samson:

Bindzi e Samson (1995) apresentam a seguinte transformacao de coordenadas:

X cosd -sendcosB send seny| (L
{y} = |sen¢ cosd cosy cos¢ seny {R} ...(56)
z 0 seny cosy T

Onde “L” € a diregao longitudinal, “R” a dire¢éo radial e “T” a dire¢do tangencial

das fibras.
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Ao se discretizar tal transformagéo obtém-se:

a. Rotacao de um angulo qualquer ¢ em torno de L:

cosp 0 send
M= O 1 0 |..(57)
-sen¢p 0O cos¢

b. Rotacdo de um angulo qualquer g em torno de R:

1 0 0
0 cosB® sen 6] ...(58)
0O senb cos®O

Mij=

Ou seja, Bindzi e Samson (1995) aplicam rotacdo em a um eixo fixo, e com essa
discretizacao, observa-se que:

M; m=MZM;  -..(59)

A Figura 22 representa a transformacao de Bindzi e Samson para um bloco de
madeira:

-

R

~, Diregédo
"\1}/ das fibras

L7

»Z

Figura 22- Transformacgéo de coordenadas de Bindzi e Samson.

Com isso, ao se considerar rotagdes negativas em torno de L (longitudinal) e R
(radial), obtém-se entdo a matriz dada na Equacéo 56.

48



4.3.5. Transformacbes de Coordenadas por Hearmonson e Cramer:

Seja a Figura 23 apresentada por Hearmonson e Cramer (1997), representando
um bloco de madeira, no qual se destaca um cilindro associado com as diregcbes

longitudinal (L), radial (R), e transversal (T), relacionadas com o crescimento da arvore:

Aneis de

Face Crescimento
larga B

J z

-0
Face
y estreita
L

Figura 23— Transformagéo de Coordenadas — Hearmonson e Cramer (1997)

Hearmonson e Cramer (1997) adotam um eixo cartesiano x, y, z, cuja origem é o
ponto de intersec¢do das arestas —a, § e ¥, e, ao aplicar-se uma rotagdo em relagéo
a essas arestas relaciona-se as propriedades de elasticidade nas dire¢gdes principais do
material, ou seja, longitudinal (L), radial (R) e transversal (T) com as propriedades de

elasticidade dessas dire¢bes atribuidas em funcéo dessas arestas.

Com isso, Hearmonson e Cramer apresentam a seguinte transformacédo de

coordenadas:
cosh senh 01 |1 O 0 cosdp sen¢ O
= [-sen A cosA 0] 0 cosp senp [-sen ¢ cosd 0] ...(60)
0 0 11 |0 -senp cosp 0 0 1

Entdo da Equacéo 60, obtém-se:
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cosAcos §-senAcospsend cosAsen¢p+senAcospcosd senAsenp
A=|[-sendpcosd-cosAcospsend -senAsend+coshcospcosd cosAsenp] ...(61)
senpsend -senpcos ¢ cosp

Ao se relacionar a Equacgéo 60, com os angulos de Euler (Figura 24), se obtém

0s sinais:

.
a4

Figura 24- Angulos de Euler.

Hearmonson e Cramer (1997) relacionam os dados da Figura 23, com os da

Equacéo 60 e Figura 24, obtendo entdo:

R X
T} =[A] {y};
L z

Ry [@Rx @8Ry adRrz] (X
{T}= atx Aty aTz] {y} ...(62)
A x Ay Azl \z
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E as componentes do eixo L no plano x-z resultam em:

ALx

tga=—...(63
ga=_" (63)
No plano y-z:
ar
tgp == Y ...(64)
Lz
e o angulo 7y vale:
ar
tg'y=a—y...(65)
Rx

Entdo, determinam-se os elementos da matriz de transformacéo em funcéo dos

angulos das arestas. Os angulos de Euler ficam, entéo, sendo:

)

senacosfp
¢=arctg (—)

cosasenf

Carct ( senp )
P=ary \Cosasend/’

sen -y cos ¢-cosysen ¢
cosp(cosycosp+senysend

A=arctg ( ) ... (66)

4.3.6. Transformacdes de Coordenadas por Lekhnistskii

Segundo Lekhnistskii (1968) & possivel transformar, quando necessario, um
sistema de coordenadas existente em outro, através de sistemas de coordenadas

ortogonais, mas que nao sejam necessariamente cartesianos.
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Tendo em vista tal definicdo, Lekhnistskii (1968), apresenta a seguinte matriz de

transformacao, ou os cossenos diretores conforme a Tabela 5.

Tabela 5 — Cossenos Diretores - Fonte: LEKHNITSKII (1981).

X y z
X 11 l12 l13
y |24 l22 l23
z 34 I32 I33

Fixando-se um eixo de coordenadas e rotacionando-se os dois restantes, obtém-
se uma nova matriz, transformada. Por exemplo, fixa-se o eixo y e rotaciona-se o plano

X, Z, por um angulo ¢, obtendo-se o apresentado na Tabela 6.

Tabela 6 — Rotagdo em torno do eixo y — Fonte: LEKHNITSKII (1981).

X y z
X Cos(¢) 0 -Sen(g)
v 0 1 0
z Sen(¢) 0 Cos(¢p)

Lekhnistskii (1968) efetuou essas transformagbes de coordenadas para as
componentes de tensdo e deformacao, para que num segundo momento apresentar

uma matriz de transformacgao para as componentes dos coeficientes de elasticidade.
4.3.7. Transformacao tensores de segunda ordem (tensdes e deformacgdes):

Um tensor de segunda ordem pode ser representado indicialmente através de

Ai,j, comi e jvariando de 1 a 3, e ser representado matricialmente por:
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A A Agg
Ai,j= A21 A22 A23 (67)
Az Az Ass

Sao apresentados na Tabela 4, cossenos diretores para a exemplificacdo e uma
rotacdo de eixos, ou seja, ao se rotacionar o tensor A;; em torno de um eixo qualquer,
obtém-se uma matriz A’;;. Esse tensor A;j, pode ser um tensor de tensdes ou um tensor

de deformacgdes.
Lekhnistskii (1968) aplica uma rotagcdo em um tensor de tensbes original,
obtendo a seguinte notacao:
O-'ij=|ik |j| Okl --- (68)
A qual também pode ser representada de maneira inversa:
Uij=|ik |J'| O"k| (69)

Portanto, partindo-se da Equacgéo 68 apresentada por Lekhnistskii, obtém-se a

seguinte representacgdo:
A'i,j=|ik|j|AkI- .. (70)
Agora, aplicando-se a transformacédo apresentada em (70) com base na
formulagdo dos cossenos de Lekhnistskii, tem-se que:
A1 = Aqgl +A2 R+ Agg s +A ol it Ayl lis+Agg by iz HAgaliahis +Agy by Lia Ayl
A12= Aqqlirlar Azl la Az ol +Agshilas HAcg izl Agg 1 iz +Agzlizlas Agalial2 HAsslisls
A'13= Agilitlar+Aral Aozl Azl B3 HAnolizlan tAsq lslag +Agslialsa Aol 13132 HAaslislss
A'21= AqqlirlzrtAszhizly tAzi a2 tAgsla lzs FAzalizlaa tAgt it laa +Agslislaa tAszl 12l FAss stz
A'yy= A%y 131 +AZ 5o+ AZs B +Aralat o+ Agt bt log +Aralos s +Ageba1las +Agslaolas HAgloolag
A'2s= AqilatlartAr2larlia Azt lzlag tAqsla lss FAzalazlaa Ast b1 laa +Anslaalsa tAs2l2alaa FAss sl
A'31= Aqililar+Aszhaly +Azi b2 +Agsliala HAgolizlaa+Agt g laa +Azslialao+Agal 12133 HAas lislss
A= Aq1la1l31+A12la2la1 +A21 11 la2 +Aq3la |3 +Agalanlao+Ast bt las +Agslaslaa Aol aolas +Aaslaslas

_ a2 2 a2 2 L ad D
A's3= ATy 131 +AR 5+ Aga 33 * Ao 31 L+ Aoy 31 b+ A3 131 133+ Agq a1 ka3 +Azslaz 33 +Asa l3lss
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Nesse contexto, quando se aplica uma determinada rotagao em torno de um eixo
qualquer, obtém-se para cada oj;, um ¢’ subsequente. Essa transformagéo pode ser
também adotada para o tensor das deformagdes. Cabe ressaltar, que quando se
compara o tensor das deformagbes com o tensor das tensdes, observa-se que as

componentes de tensdo normal (oj), equivalem as componentes de deformacgéo
longitudinal (&), e que as componentes de tensbes de cisalhamento (oj ou Tj),
equivalem as componentes de deformacdo tangencial, ou distor¢do (&), porém, em

certos casos € conveniente utilizar as deformagdes tangenciais de engenharia

denotadas por ¥;jj , e, atraves de desenvolvimento de calculo tensorial usa-se o valor de

Jij _

5=

)

&jj (para i#j) e ndo o valor de j; .

Por exemplo, ao se aplicar a rotacdo em torno do eixo y, mostrada anteriormente

na Tabela 4, se obtém a seguinte transformacao (representada apenas para g 11 ):

0'11= ll11a 11 + lgli2012 + l14l130 13 + l2l11021 + l2li2G22 + 11213023 + lisli1031+ + l3l12032

+ l43l13033 ... (71)
E ao se substituir pelos angulos de rotacéo, obtém-se:
0'11=044 COS? (p +043 COS Q SEN P +031 SEN P COS P +T335en? P ...(72)

Efetuando-se entdo essas transformacgdes para todas as componentes, encontra-
se o tensor das tensdes (ou deformagdes) transformado em relagdo a um determinado

eixo.
4.3.8. Transformagéo de Tensores de Quarta Ordem (Constitutivo e Compliancia)

Lekhnistskii (1968) apresenta em seu estudo sobre relagdes constitutivas de

materiais anisotropicos a seguinte equagao:

gj= Cijkl Ekl (73)
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No qual, oj € o tensor das tensdes, & € o tensor das deformagbes e Cijq € o

tensor das constantes de flexibilidade.

Ao efetuar-se uma transformacédo de tensbes e deformacbes, o tensor das

constantes de elasticidade se transforma por:
0'st=C'stgr 'gr ... (74)
Ao se desenvolver passo a passo, tem-se:
0'st = lsi l§ T ... (75)
ekl = lgk i €'gr ... (76)
Substituindo-se a Equagéo 75 na Equacao 74, tem-se:
lsi I 0 = Clsigr 'gr ... (77)
Substituindo-se ¢ da Equagéo 73, na Equacgéo 77:
lsi l§ Cijg €= C'stgr &'qr -~ (78)
Mas, conforme apresentado na Equacéo 76, tem-se:
Isi I Cijwi lgk lnt €'qr = Clstgr €'gr -+ (79)
Resultando finalmente em:
C'star = Isi I lgk In Cijia ... (80)

Analogamente, para a relagdo inversa, na qual Sjq € o tensor de rigidez (ou de

compliancia):

S'star = lsily lgk In Siji -..(81)

55



Lekhnistskii (1981) apresenta entdo, as seguintes representagdes tensoriais

reduzidas:
C'ij = Qim Qjn Cmn (82)
S'ij = qim an Smn (83)

A partir do apresentado, tem-se a Tabela 7, na qual o primeiro subscrito indica a

linha e o segundo a coluna.

Tabela 7— Coeficientes qij- Fonte: LEKHNITSKII (1981).

1 2 3 4 5 6
1 124 1, 1, l12l43 [13l41 12111
2 124 1, 125 23122 23121 |22121
3 13, 13, 12, l33l32 I33131 l32l31
4 2l31l21 2l3ol22 2l33l23 l33l22+132123 | l33l21+l31l23 | 131122132121
5 2lz1l41 2l3al12 2l33l43 [33l12+l32l13 | l3sl11+l31l43 | I31l42+l32l41
6 2l21114 2l42l22 2l43l23 l13l22+l12l23 | l13l21+l14l23 | l14l22Fl12l21

Com base na Tabela 7 é possivel obter os termos dos tensores constitutivo (Cj) e

compliancia (Sj), na sua forma transformada (C’; e S’).

Portanto, com base na transformagdo de segunda ordem apresentada
anteriormente, pode-se obter as transformagdes de coordenadas encontradas e aplica-

las em tensores de quarta ordem, ou seja, o tensor constitutivo.
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Isso sera desenvolvido analiticamente para a posicdao S’y1 do tensor de

Compilancia S’j, transformado pela Equagéo 84:
S'ij= Skaikqj..-(84)

E, em especial escreve-se o termo S’¢¢ por:
8'11=|112[S11|112+S12|122+813|132+S14|12|13+S15'11|13+S16|11|12]"‘
+|122[812|112"'822'122"'823'132+824|12|13+825|11|13+S26|11|12] +
+|132[S13|112+S23|122+S33|132+S34|12|13+835|11|13+836|11|12]+
+|12|13[814|112+S24|122+834|132+S44|12|13+S45|11|13+S46|11|12]+
"‘|11|13[315|112"'325|122"'335'132"'345'12'13"'355'11|13+S56|11|12]"'

2 2 2
+|11|12[S16|11 +S25l12"+S36l13 +S46|12|13+S56|11|13+366|11|12] _

Nesse contexto, observa-se que podem ser realizadas quantas transformacgotes
forem necessarias, porem uma de cada vez, projetando-se os angulos nos eixos

principais.

A Figura 25, apresenta as rotagbes usuais, baseando-se um plano x1,x2, em

torno do eixo x3 :
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3
Rotagdo no Plano * Rotagao no Espago

Figura 25 - Representacgéo de sistema de referéncia girado em torno de x3

Com isso, conclui-se que maioria dos autores pesquisados utiliza a fixacdo de

um determinado eixo, efetuando a rotacao em planos, que sempre mantém 90° entre si.
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5. APLICAGAO TEORICA E METODOLOGIA

5.1. Transformagdes Tridimensionais

5.1.1. Introducéao

Com base na fundamentacao teorica apresentada observa-se que os autores
citados apresentam transformacgdes de coordenadas rotacionando um plano em torno

de um eixo fixo mantendo os eixos rotacionados perpendiculares entre si.

Nesse contexto, a partir desse ponto, sera desenvolvida a transformacao de
coordenadas tridimensional. Para isso, sera estabelecido um sistema cartesiano X4, X»
e X3 original, e a partir deste sera aplicada uma rotagado simultdnea em torno dos trés

eixos resultando em um sistema de coordenadas transformado X’¢, X’s> e X’s.

O desenvolvimento do estudo dessa rotagdo é necessario para que se auxilie o
estudo de anisotropia, ndo sendo necessarios alinhar-se um dos eixos do sistema
transformado, com um dos eixos do sistema original. A Figura 26 representa como

serao apresentadas as transformagdes tridimensionais.

X X2
[/ % '
d
e’
X o
e ?fﬂ;‘i‘!__ > 3 = 7;7-{1“ >
5 X ) Xy
a b.
. ;
l ‘)Q L
.
B )
S L '5@_ -y
% % %° X
c d.

Figura 26 — Representacao geral das rotacdes tridimensionais.
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A Figura 26 representa os angulos entre os eixos Xy, X, € X3 original e os eixos
X4, X2 e X3 transformados. Nesse contexto € apresentado na Tabela 8 os nove

cossenos diretores de transformacgao.

Tabela 8 — Cossenos diretores para decomposi¢do em trés eixos de coordenadas.

X4 X» X3

X1 Cos(at) Cos(f) Cos(7)
X2 Cos(ats) Cos(f31) Cos(71)
X3 Cos(a2) Cos(f2) Cos(72)

E importante ressaltar que encontrar nove angulos em um determinado material
€ um trabalho arduo e quase inviavel. Por isso torna-se necessario desenvolver-se

ferramentas de simplificacédo para facilitar a aplicagéo tridimensional.
5.1.2. Transformacgéo de X4

Sera tratado a principio a transformacéo X’y em relacdo a X4, Xz e X3, conforme

apresentado na Figura 27 a seguir.

Xa
A
8 o
_— iR e
X3 X

Figura 27— Rotacéao de X'1
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Tratando-se o sistema de coordenadas como um espaco vetorial onde X'y € um
vetor resultante que pode ser decomposto nos eixos X;, X; e X3 , torna-se possivel a
utilizagdo da Equacéo 85 (Callioli, 1983). Callioli apresenta que a norma de um vetor no

espaco é a raiz quadrada da soma dos quadrados dos vetores, conforme apresentado

Xy= /x12+x22+x32 ... (85)

Através da representacao da Figura 23 € possivel escrever que:

na Equacéo 85.

X=X *cos () ... (86)
X,=X;*cos (B) ... (87)
X3=X1*cos (y) ... (88)

A Equacéo 86 representa a decomposicao do vetor X'y no eixo X4, a Equacéo 87
representa a decomposi¢cdo de Xy no eixo X, e a Equagdo 88 representa a
decomposigéo de X’y no eixo Xs.

Nesse contexto, substituindo-se as Equacdes 86, 87 e 88 na Equagao 85, obtém-

se a Equacao 89:

. . 2 2 2
X =\/[X1 *cos (a)] +[X *cos ()] +[X,*cos(y)]

X4 =\/X'1z*cosz(a)+X'12*0082(5)“‘)('12*0032(7)
X'1%= X'1?*cos?(0)+X'17*cos? (§)+X's**cos?(7)
1 = cos?(a)+cos?(B)+cos?(y)
cos?(ax)+cos?(B) = 1-cos?(7)

cos?(a)+cos?(B) = sen?(y)

\/0082(0()+cosz(6) = \/San G2
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\/cosz(cx)+cosz(ﬁ) =sen(y)

asen(\/cosz(a)+cosz(ﬁ))=7 ... (89

A partir da Equacao 89 é possivel verificar que a transformacéo realizada dois

angulos sao independentes e um dependente, ou seja, neste caso o angulo 7.

5.1.3. Transformacgéao de X,

Ao se observar a Figura 28 a seguir nota-se que o mesmo procedimento pode

ser adotado para X'z, ou seja, o angulo 1 € dependente dos angulos a1 e (31,

Figura 28— Rotacéao de X'2

A Equacéo 90 apresenta o angulo 1.

asen(\/cosz(o<1)+cosz(61))=7/1 ... (90)

62



Portanto, ao se aplicarem os angulos encontrados na Equacgao 89 e na Equacgao
90 na matriz apresentada na Tabela 8, obtém-se a matriz apresentada na Tabela 9, a
qual passa a ter sete angulos independentes e dois dependentes, sendo eles ¥ ¢ 1.

Tabela 9 — Primeira simplificacado de cossenos diretores para decomposigéo em trés
eixos de coordenadas

X1 X2 X3
X1 Cos(a) Cos(fB) Cos{asen[y/cos?(a)+cos2(B)]}
X2 Cos(aq) Cos(31)

Cos{asen[\/cosz(a D+cos?(B,)1}

X3 Cos(az) Cos(B2) Cos(72)

Para que o modelo seja valido é necessario que X4 e X, também sejam tratados
como vetores 0s quais serdao decompostos nos eixos X1, X2 e X’3. A Figura 29

apresenta o caso para o vetor Xy em relagéo ao sistema transformado X’¢, X’z e X’s.

X5
d
X3
v
o . xr1
02_\ e ‘\{x.]
' -
X4

Figura 29— Representacéo de X1 em relagdo aos eixos rotacionados X', X’z e X’3
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Tratando-se do mesmo modo apresentado anteriormente, X; € um vetor

resultante que pode ser decomposto nos eixos X’¢, X2 € X'3

X4 =JX'12+X'22+X’32 .. (91)
Entao, através da representacado da Figura 29 é possivel escrever que:
X'1=X4*cos(x) ... (92)
X'2=X *cos (1) ... (93)
X'3=X1*cos(ag) ... (94)

A Equacédo 92 representa a decomposicao do vetor X; no eixo X'y, a Equacdo 93
representa a decomposicdo de X; no eixo X, e a Equacdo 94 representa a

decomposigcao de X4 no eixo X’s.

Nesse contexto, substituindo-se as Equacdes 92, 93 e 94 na Equacao 91, obtem-

se a Equacao 95 a seguir:

X1=J[X1*cos(a)]2+[X1*cos(0(1)]2+[X1*cos(a2)]2

X4 =\/X1 2xc0s2(0)+X42*cos2 (o) + X, 2*cos2 ()

X42= X42*cos2(0)+X412*cos2 (o 1)+X42*cos2(a2)
1 = cos?(x)+cos?(o 1) +cos?(az)
cos?(a)+cos?(a1) = 1-cos?(a2)

cos?(a)+cos?(a1) = sen?(y)

Jcos2(o)+cos2(ay) = /sen2(ap)

Jcos2(a)+cos2(ay) = sen(az)
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asen(y/cos2(a)+cos2(ar)) = Az

... (95)

A partir da Equagéo 95 é possivel observar que para cada transformagdo em

relagdo aos eixos original e transformados dois angulos s&do independentes e um

dependente. Nota-se, portanto, que 0 mesmo procedimento pode ser adotado para Xy,

ou seja, o angulo 8, é dependente dos angulos 5 e 51.

Com isso, a matriz de transformagéo tridimensional apresentada na Tabela 9

passa a ser escrita conforme a Tabela 10.

Tabela 10 — Segunda simplificacdo de cossenos diretores para decomposicao em trés

eixos de coordenadas

X

X2

X3

X'

Cos()

Cos(p)

Cos{asen[,/cos?(a)+cos?(B)]}

X',

Cos(aty)

Cos(1)

Cos{asen[\/cosz(a1)+COS2(51)]}

X’

Cos{asen[,/cos2(a)+cos?(a ()]}

Cos{asen[/cos2(3)+cos2(6 )]}

Cos(72)

A partir da Tabela 10 seréo efetuados a seguir as transformagdes em relagéo a
X’3 e X3.

5.1.4. Transformacao de X’;

Com base no apresentado anteriormente, sera adotado o mesmo critério para o

calculo de X’s.

X'3= /x1"’+x22+x32 ... (96)

Com base na decomposicéo vetorial:
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X,=X'3*Cos{asen[y cos?(a)+cos2(a )]} ... (97)

X2=X'3*Cos{asen[\/cosz(,6’)+0032(,81)]} ... (98)

X3=X'3*cos (y2) ... (99)

E, substituindo-se 97, 98 e 99 na Equacgéao 96, obtém-se:

X’f\/[X’3*Cos{asen[Jcosz(a)+0032(a 1)]}]2+X’3*Cos{asen[\/0032(6)+cosz(6 OIP+[X'3* cos (72)]° ... (100)

Como simplificagéo dos célculos e para facilitar a visualizagao sera adotado que:

a=/cos2(c)+cos2(aq) ... (101)

b= [cos?()+cos?(fS1) ... (102)

Portanto a Equacao 100 torna-se:

X'3= \/{X'3*Cos[asen(a)]}2+{X'3*Cos[asen(b)]}2+[X'3* cos (v2)]? ... (103)
Adotando-se a seguinte propriedade trigonométrica:

Cos[asen(a)]= v/ 1-a2

Cos[asen(b)]= /1-b2

Obtém-se como simplificagdo da Equacao 103:

x'3=J(-x'3*JE)Z+<-X'3* 1-b%)2+{X';* cos (72))°
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X'3=\/ X'5” (82-1)-X'32(b%-1)+X'52*C0s2(72) ... (104)
Elevando-se os dois termos ao quadrado e simplificando:
1 = -(a2-1)-(b?-1)+cos?(2)
1-cos?(72)= -(a?-1)-(b*-1)
sen?(72)= -(a?-1)-(b*-1)
Simplificando-se novamente:
sen?(7,)= -a2-b%+2

Efetuando-se a raiz quadrada nos dois termos:
sen(y2)= |-a2-b%+2

Y2 = asen(, f—a2-b2+2)

Retomando a substituicdo apresentada na Equacao 101 e Equacgéo 102, tem-se

a Equacéao 105.

V2 = asen(J-[Jcosz(a)+cosz(a1)]2-[\/cos2(6)+cosz(61)]2+2)

Y2 = asen(\/-cos2(o<)-cosz(a1) -cos?(8)- cos?(B1)+2) ... (105)

Portanto, a partir da equacao 105, a matriz de transformacgio tridimensional

passa a ser o apresentado na Tabela 11.
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Tabela 11 — Terceira simplificagdo de cossenos diretores para decomposi¢céo em
trés eixos de coordenadas

X1 Xz X3
X'1 | Cos(ax) Cos(B) Cos{asen[,/cos2(a)+cos2(5)]}
X2 | Cos(atq) Cos(B1)

Cos{asen[JcosZ(a D+cos?(B)1}

X’z | Cos{ Cos{ Cos(

asen[y cos?(a)+cos?(o1)]}| asen[y/cos?(B)+cos2(B )]} asen(J-cosz(a)-cos2(a1) -cos2(B)- cos2(31)+2))

De maneira analoga, pode-se efetuar a transformagcéo em relacdo a Xs original,

através de X3= /X‘12+X'22+X' 2 obtendo-se como resultado a mesma Equacao 105

apresentada anteriormente.

5.1.5. Simplificagdes dos termos da matriz

Ao observar a Tabela 11 nota-se que é possivel simplificar os termos da tabela
utilizando a relagéo trigonométrica apresentada anteriormente. Portanto adotando-se a
relagdo trigonométrica da Equacdo 106 serdo desenvolvidas as simplificagbes dos

termos da Tabela 11.

Cos[asen(x)]= _[1-x2 ... (106)

Nesse contexto, considerando-se a matriz de rotagdo como:

X141 X2 Xq3
Xo1 Xop Xaa| ..(107)
X31 X3z X33
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Sera aplicada a relagdo trigonométrica da Equacdo 106 no termo Xs 3

apresentado na Equacéao 108.

Cos (asen(\/-cosz(a)-COSZ(m) -cos?(3)- cos?(31)+2)) ... (108)

Dai, apo6s simplificagdo o termo X33 da Tabela 11 passa a ser o apresentado na

Equacéao 109.

\/cosz(a)+cosz(o<1) +cos2(8)+ cos?($1)-1 ... (109)

De maneira analoga é possivel efetuar as simplificacbes nos termos Xi3, Xz3,

Xs.1, X322 apresentados a seguir nas Equacdes 110, 111, 112 e 113.

cos{asen[y/cos2(a)+cos?(B)]} ... (110)

cos{asen[,/cos2(ct1)+cos2(B )]} ... (111)

cos{asen[y/cos2(c)+cos2(a )]} ... (112)

cos{asen[,/cos2(()+cos2(B )]} ... (113)

Aplicando-se a relagdo trigonométrica apresentada na Equacgéo 106, os termos

passam a ser os apresentados a seguir nas Equacdes 114, 115, 116 e 117.

\/-cosz(a)-cosz(ﬁ’)ﬂ... (114)

\/-cosz(o‘1)-cosz(,6’1)+1... (115)

\/-cosz(a)-cosz(m)ﬂ ... (116)

J-cosz(ﬁ)-cosz(ﬁoﬂ... (117)
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Nesse contexto depois de realizadas as transformagdes e simplificagcdes
apresentadas, a matriz para rotacdo tridimensional passa a ser a apresentada na
Tabela 12.

Tabela 12 — Quarta simplificagdo de cossenos diretores para decomposi¢cédo em

trés eixos de coordenadas

X4 Xz X3
X1 | Cos(a) Cos(B) J-COSZ(a)-cos%ﬁ)ﬂ
X'z | Cos(ay) Cos(f31) J-cosz(a1)—cosz(ﬁ1)+1
X3 | \[-cos2(a)-cos2(ay)+1 J-cosz(g)-cos2(51)+1 Jcos2(0()+c032(o<1)+Cos2(ﬁ)+0082(61)-1

Com base na matriz de rotagdo apresentada na Tabela 12 & possivel observar
que quatro angulos da matriz sdo independentes e cinco sao dependentes. Cabe
ressaltar que pode ser efetuada a aplicagdo direta no modelo sem a necessidade de
direcionamento de um eixo original com um transformado, aprimorando assim a

verificagdo da anisotropia no material.

A seguir sera demonstrada a aplicacdo da transformagdo no modelo teérico

proposto.

5.2. Modelo Analisado

O desenvolvimento de novos modelos para o caso de vigas reforgcadas com
fibras naturais é importante para a correta utilizagdo do material em reforgos ou pecas

estruturais.

O modelo teorico apresentado tem por objetivo estimar as propriedades elasticas
de uma viga laminada colada (MLC), bi- apoiada, reforcada com fibras de sisal e com

uma carga aplicada no centro da pe¢a, conforme Figura 30.
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Figura 30 — Modelo Analisado

Para a analise serdao comparados os médulos de elasticidade Eq, E; € Ez em
duas situacgdes:

e A direcdo das fibras da madeira e do sisal em relacéo ao eixo “Xz” (na mesma

direcdo em relagao ao eixo transversal (T)) (Figura 31);

y);f
e
e e ——— h
R‘;{;}-: k:"a\ =
s TR
Direcao das fibras
Laminas 1a6
— 1 0.03
B e Y|
¥y . Ty
Diregéo das fibras

Fibras de Sisal (1a)

Figura 31 — Diregéo das fibras transversais coincidem com a diregéo principal no eixo
Xa.

e A diregéo das fibras ndo coincidentes com a diregcdo de nenhum dos eixos
principais da viga (Figura 32);
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Figura 32 — Diregé&o das fibras ndo coincidem com os eixos principais da viga

Nessa simulagao serdao adotadas para as dimensées da peca, 6 cm de base, 12
cm de altura e 300 cm de comprimento. A secéo transversal de 6 cm x 12 cm sera
composta por 6 (seis) laminas de 2 cm de espessura cada sendo de madeira de

reflorestamento com as caracteristicas conforme a TABELA 13.

Tabela 13 — Constantes de Elasticidade da Madeira Pinus Caribaea var.
Bahamensis (E, G em MPa) - Fonte: MASCIA (1991)

Espécie | E (E) Ex(E) E; (Es) G, (G13) G r(G) |G (Gsz)
5.471 1.049,4 737,6 307 542.6 116,3
Pinus URT(n23) VRL(V21) UTR(V32) VTL(U31) VLR(V12) ULT(U13)

0,6393 0,0858 0,4509 0,0477 0,3701 0,3346
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De acordo com Fiorelli (2002) a porcentagem maxima de reforgo com fibras a ser
aplicada em um peca é de 3,3% em relacdo a altura da peca. Afirma ainda, que

porcentagens acima desse valor o ganho de resisténcia e rigidez n&o é significativo.

Portanto, para a aplicacédo do reforco sera considerada uma camada de fibras de
sisal na espessura de 3,0mm (0,3cm) com caracteristicas baseadas nos dados

apresentados por Freire (2003) conforme a Tabela 14.

Tabela 14 — Caracteristicas do sisal adotadas para o modelo.

Diametro Densidade Resisténcia a | Mddulo de | Along. (%)
(mm) (g/cm?) tracao (MPa) Elast. (MPa)
3,0 1,37 347 - 378 15.200 49-54

O reforgo foi colado na linha de cola inferior, devido a questdes de esfor¢cos de
tracdo, facilidade nas emendas do reforco e também levando em consideragao

questdes de protecao do reforgco contra agentes externos .

Para o modelo proposto os efeitos causados pelo tipo de adesivo ndo seréo
considerados, ou seja, a conexdo adesivo/peca sera considerada como homogénea e
rigida. Também nao seréo levadas em considerac&o as possiveis emendas da madeira

laminada colada.
5.2.1. Médulo de elasticidade para vigas laminadas coladas

BODIG (1982) apresenta que as equagdes gerais para vigas de madeiras
laminadas tém sido utilizadas para descrever as propriedades elasticas da parede

celular da fibra da madeira.

Varios sédo os pressupostos utilizados na previsao das propriedades mecanicas
de madeira laminada colada. A hipétese de uma junta estrutural rigida com uma

espessura infinitesimal € comumente utilizada e, além disso, parte-se do principio que
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as laminas individuais sdo homogéneas e ortotrdpicas e que os eixos ortotropicos e

geométricos coincidem.

A madeira utilizada para a fabricacdo de pecas laminadas freqlientemente exibe
uma ampla gama de caracteristicas de rigidez. Apesar dessa pesquisa nao se tratar de
caracteristicas de rigidez, é interessante salientar que colocar pecas de madeira de
rigidez elevada perto da superficie superior e inferior da pega e materiais de menor

rigidez na parte central, fazem com que a viga se torne mais rigida (BODIG, 1982).

BODIG (1982) apresenta ainda que a maioria das madeiras laminadas sao
simétricas e que a sec¢ao transversal pode ser considerada homogénea. Devido a isso
um modulo de elasticidade efetivo, E e, pode ser calculado através da formulagéo
apresentada na Equacéao 118.

ELI' ... (118)
Com:

@
I

EiL - modulo de elasticidade da Iamina “i” na direcéo longitudinal;

I' - momento de inércia da lamina “i” em relag&o ao plano neutro da viga;

| — momento de Inércia de toda a se¢éo da Viga;

n — numero de laminas da viga.
O momento de inércia transferido I' é dado por:
= [L+Al(d)” ... (119)
No qual,
Ii0 - momento de inércia da lamina analisada;

A' - area da secao transversal da lamina analisada;
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d' - distancia entre o centro de gravidade da lamina analisada e o centro de gravidade

da viga.

Nesse contexto, a partir do apresentado € possivel realizar-se a simulacéo do

modelo proposto.

Partindo-se dos ajustes dos modulos de elasticidade, sera apresentada
novamente a segdo transversal da viga analisada (Figura 33), que representa os

modulos:
E? = mddulo de elasticidade para a lamina de madeira;

E® = modulo de elasticidade para a lamina de sisal;

) Z
6/0
—
2 | 2.0
6.15 E | 2.0
Ea | 270
T T T 2 eal =i F
285 2.0
‘ ‘ 0.85| Ea |l B : ’ y
40 2.0
J Ea | 23 0.3 |

Figura 33 — Secao Transversal Ampliada — unidade: centimetros (cm)

Partindo-se da Figura 33 e Equacgbes 118 e 119, serdo apresentadas as

homogeneizagdes dos modulos de Elasticidade.

A Tabela 15 apresenta os resultados obtidos para o calculo dos momentos de

Inércia transferidos Ii, calculados pela Equacao 119.
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Tabela 15 — Momentos de Inércia Transferidos |'.

Base | Altura |Area Seg.| Mom.lp | d
Posigdo (cm) | (cm) (cm?) (cm®) | (cm) | Mom. I' (cm*)
Lamina 06 6,0 2,0 12,0 4,0 5,15 322,27
Lamina 05 6,0 2,0 12,0 4,0 3,15 123,07
Lamina 04 6,0 2,0 12,0 4,0 1,15 19,87
Lamina 03 6,0 2,0 12,0 4,0 0,85 12,67
Lamina 02 6,0 2,0 12,0 4,0 2,85 101,47
Malha de Sisal | 6,0 0,3 1,8 0,0135 | 4,00 28,8135
Lamina 01 6,0 2,0 12,0 4,0 5,15 322,27

A partir do obtido & possivel o calculo do médulo de Elasticidade efetivo,

conforme a Equacéo 118, com base nos dados apresentados na Tabela 16.

Tabela 16 — Dados para calculo dos moédulos de elasticidade efetivos.

Posicao Mom. Inércia | Mom. li | Modulo E. | Médulo Egr | Modulo Er
da Peca (cm?) (MPa) (MPa) (MPa)
Lamina 03 930,43 12,67 5.471,00 1.049,40 737,60
Lamina 02 930,43 101,47 5.471,00 1.049,40 737,60
Malha Sisal | 930,43 28,81 15.200 15.200,00 | 15.200,00
Lamina 01 930,43 322,27 5.471,00 1.049,40 737,60

Nota-se que os dados dos moédulos de elasticidade da malha de sisal
apresentados na Tabela 16, tem o mesmo valor em todas as dire¢des. Isso foi adotado

por se tratar de uma malha o comportamento mecénico em todas as dire¢cdes deveria

ser aproximadamente o mesmo.
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E necessario ressaltar que para o calculo dos médulos de elasticidade é utilizado
apenas a area inferior ou superior da secéo transversal em relacdao ao centro de
gravidade. BODIG (1982) recomenda utilizar-se a face inferior quando se tratar de

vigas.
Nesse contexto, aplicando-se a formulagéo apresentada na Equacéo 118 e com
base nos dados apresentados na Tabela 16, tém-se que:
E| o = 6.073,65 (MPa)
Eref = 1.925,84 (MPa)
Eter = 1.633,35 (MPa)

Portanto, observa-se que ha um acréscimo nas propriedades elasticas do

material devido a aplicacdo da malha de sisal na peca.

Como se trata de modelo teorico a ser comprovado em trabalho futuro, partir-se-
a da premissa de que os coeficientes de Poisson e os modulos de elasticidade
transversal nao sofrerdo interferéncias, ou seja, os valores originais serdo mantidos,

conforme Tabela 17 a seguir.

Tabela 17 — Constantes de Elasticidade do Composto proposto (E, G em MPa)

E, (E) E(E) E;(E) G;(G)) |Gr(G) |Cr(Gy)
6.073,65 | 1925,84 1.633,35 | 307,00 542,60 116,30
Ver(Vag) | Ve (V) | Vg (V) | Vg (V) | Ve (V) v (V)
0,6393 0,0858 0,4509 0,0477 0,3701 0,3346

Conhecidas entao as propriedades elasticas do modelo, com base na Figura 31,
foi desenvolvido o modelo tedrico, onde a dire¢do das fibras transversais coincide com

a direcao principal no eixo Xa.
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5.2.2. Aplicagéo das transformagdes no plano

Aplicando a transformacéo apresentada por Lekhnistskii (1981), fixa-se o eixo T

(transversal) e rotacionam-se os eixos L (longitudinal) e R (radial) obtendo:

1

cosa 0 sena
Iij=

0 1 0 ]...(120)
-sena 0 cosa

Quanto ao angulo 7,2, o mesmo é igual a sen(a), pois os eixos L (longitudinal) e R

(radial) sdo perpendiculares entre si.

A partir do apresentado, com a transformacdo encontrada na Equacdo 120, é

possivel calcular os valores de E1 (EL’), E2 (ET’) e E3(ER’).

Para isso, é necessario primeiramente aplicar as constantes da Tabela 17 na
matriz de flexibilidade Sij, obtendo:

4 R

1 -0,0858 -0,0477 0 0 0
6073,65 1925,84 1633,35

-0,3701 1 -0,4509 0 0 0
6073,65 1925,84 1633,35

-0,3346  -0,6393 1 0 0 0
Si= 6073,65 1925,84 1.633,35
0 0 0 1 0 0
116.30
0 0 0 0 1 0
307,00
0 0 0 0 0 1
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Porém, como o tensor S é um tensor de quarta ordem, foi utilizada a Tabela 7
apresentada por Lekhnistskii (1981), em sua forma matricial conforme apresentado a

seguir, na Equacao 121.

3 ) ) N
14 172 193 l12l13 l13l11 12111

2 2 2 losl I3l Iol
151 155 155 23122 23121 2221
Q=
2 2 2 I35l |33l I3l
134 135 133 33132 33131 32131
..(121)
2l31l21 2l3ol20 2l33l23 [33l2o+l32l23 133121 +131123  131l22+132l21
2131111 2l32l12 2l33l13 l33l12+132l43  l33l11+lz4l43  I31l12+132011
%1'11 21222 2l13l23 l13loo+l12l23  113l21+111123  l11lo2+l42l21

J

Com isso é possivel atribuir-se variagbes no angulo a de maneira aleatoria,

obtendo-se os valores de E1 (E’), E> (E7’) e E3(ER’) para cada caso.

Aplicando como exemplo, a rotacdo baseada na matriz da Equacao 120, com a

=6°, tem-se:

cos(6°) 0 sen(6°)

F=| o0 1 0 |..(122

-sen(6°) 0 cos(6°)
Simplificando a equacéo 122, tem-se:

. [0,995 0 0,105

Ii-=[ 0 1 0 ]...(123)

-0,105 0 0,995

Portanto, com base na Equagcdo 123, & possivel substituir-se na matriz

apresentada na Equacéao 121, obtendo-se a Equacgéo 124 a seguir.
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Qi=

/ 0,989

3

0,011

0

0

0

0,011

0,989

0,208

0

0

0

0

0 0,104 0
0 0
-0,104 0
..(124)
,995 0 -0,105
0,978 0
,105 0 0,995

A partir deste ponto, aplica-se a Equacdo 124 apresentada por Lekhnistskii

(1981), tem-se o seguinte tensor de flexibilidade transformado:

\

1,94x107*

-1,825x107°

-3,451x107°

2.976x10™

-1,926x10™
5,193x10™

-2,337x10™

-8,723x10°®

-2,272x10™

-3,873x10™

6,319x10™

-1,636x10™

0
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0 2,556x10™

0 -7,844x10™

0 -2,045x10™
8,525x107 0

0 3,159x107
7,023x10™ 0

7,023x10

1,917x1073

J

..(125)



Com isso, € possivel obter os médulos de elasticidade (Mpa) transformados (L'=
X1, R’=X2, T’=X3) por meio de:

E=5-=5.153,00 E,=<—=1.926,00 Es=<—=1.583,00

11 22 33

A Tabela 18, mostra variagdes de a entre 0° e 90° simultaneamente, obtendo-se
valores para E1(E|_’), EQ(ET’), E3(ER’).

Tabela 18 — Variagdo do Angulo a de 0 a 90° para a obtencédo de E1(E.),
E2(EY’), E3(ER).

a 0° 5° 6° 9° 12° 15° 24° 30°

Ei1(EL’)| 6074 5401 5153 4353 3600 2973 1812 1425

E>(Er’)| 1926 1926 1926 1926 1926 1926 1926 1926

Es (Er’)| 1633 1598 1583 1526 1456 1381 1175 1080

a 35° 40° 45° 55° 60° 70° 80° 90°

Ei(EL)| 1231 1112 1047 1036 1080 1259 1504 1633

E>(ET’)| 1926 1926 1926 1926 1926 1926 1926 1926

Es (Er’)| 1036 1023 1047 1231 1425 2216 4091 6074

Observando a Tabela 18 e a Figura 34, nota-se que o médulo E; ndo varia, pois

nao houve aplicagdo de angulos no sentido transversal da peca.
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Além disso, é possivel observar que de acordo com as variagdes do angulo a os
mobdulos de Elasticidade E4 e Es, sofrem grandes variagdes de tal maneira a E; com

aplicacdo do angulo de 90° passar a ser o valor de E.

E possivel notar ainda, que para o angulo de 45°, os médulos E; e E3 passam a

ter o mesmo valor.

7000
6000 ‘\ -
\\ /
5000
A\
4000

N
N -/
(MPa) T

3000 \ /
2000 N -
——

0 (o em ©)
0 5 6 9 12 15 24 30 35 40 45 55 60 70 80 90

Figura 34 — Representagéo das variagbes de a de 0 a 90°

Lekhnistskii (1981) descreve que ao se rotacionar uma matriz ortotropica em um
plano, ou seja, aplicando-se uma rotacao em torno de um eixo, 0 material ortotrépico se
transforma, surgindo os indices S’16, S’26, 8’36 e S’45 da matriz S’ij.

Assim, um dos objetivos desse trabalho foi apresentar a possibilidade de rotagéo
espacial de eixos de coordenadas aplicando-os as matrizes do material para a

obtencdo de mddulos de elasticidade.

82



A formulagéo para o célculo dos médulos de elasticidade em relagdo a dois
angulos, conforme apresentado, torna-se necessaria para efeito comparativo dos

resultados a serem obtidos na transformagéo tridimensional.
5.2.3. Aplicagédo das Transformagdes Tridimensionais

Para o caso tridimensional, conforme apresentado, sdo necessarios quatro

angulos independentes para que possa fazer a rotagdo em relagdo aos eixos originais.

Portanto, as medidas de angulos a serem consideradas s&o espaciais € ndo no
plano. A Figura 35 apresenta uma camada laminada com a representacdo dos eixos
tridimensionais. A partir deste ponto, é possivel medir os angulos em relagédo as laminas

da peca.

Figura 35 — Representacao da lamina em relacdo ao eixo tridimensional

A Tabela 12, reapresentada, mostra a matriz de transformagéo tridimensional.
Com base nessa matriz e nos dados da peca, serdo considerados as variagdes dos

angulos tridimensionais.
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Tabela 19 — Quarta simplificagdo de cossenos diretores para decomposigédo em

trés eixos de coordenadas

Xi X Xs
X1 | Cos(a) Cos(B) \/-cosz(a)—cosz(ﬁ)”
X | Cos(ay) Cos(B1) J-COSZ(a1)-cos2(ﬁ1)+1
X3 | J-cos2(a)-cos?(cx1)+1 J-cos2(6)-0032(ﬁ1)+1 JcosZ(a)+cosz(o<1)+cosz(6)+cosz(51)'1

Com o tensor S;; do material proposto, tem-se:

[ 1 -0,0858  -0,0477 0 0 0 \
6073,65 192584 163335

-0,3701 1 -0,4509 0 0 0
6073,65 1925,84 1633,35

-0,3346  -0,6393 1 0 0 0 ..(126)
Si= 6073,65 1925,84 1.633,35
0 0 0 1 0 0
116.30
0 0 0 0 1 0
307,00
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Do mesmo modo ao apresentado na transformagéo no plano, como o tensor da
Equacéo 126 é de quarta ordem, foi necessaria a utilizacdo da matriz de transformacgéo

apresentada por Lekhnistskii (1981), representadas na Tabela 7 e Equagéao 121.

Aplicando-se como exemplo a rotacdo baseada na matriz da Equagéo 126, com
a =15°, 3 =60°, as =30° e 31 =45° estes escolhidos aleatoriamente, tem-se a Equacao
127.

cos 7° cos 5° J -cos2 (7°)-cos?(5°)+1

|;J= | Cos 15° cos 30° —J -0032(1 59)-cos?(30°)+1

1
| ...(127)
l\/ -cos’ (7°)-cos?(15°)+1 \/ -cos’ (5°)-c0s2(30°)+1 \/ c0s2(7°)+cos2(15°) +cos?(5°)+ cos? (30°)-1J|

A qual simplificada e apds substiuida na Equagéo 121, passa a ser a Equagéao

128.
/0,933 0,25 -0,183 0,214 0,413 0,483\
0,75 0,50 -0,25 0,354 0,433 0,612
-0,683 0,25 1,433 0,599 0,989 0,413 .(128)
Qi=

1,431 0,707 1,197 0,846 0,623 0,433

1,597 0,50 1,024 0,599 0,803 0,483

\1,673 0,707 -0,428 0,553 0,853 1,116

J

Aplicando-se entdo na matriz Sij do material, apresentada na Equagao 128, é

possivel se obter os moédulos de elasticidade (Mpa) transformados (L'= X, R’=X2,

T’=X3) através de:

Eq=--=3.261,00 E,=c-=144300  Ez=-=1.038,00
S11 S22 S33
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5.2.4. Comparagéo dos modelos plano e tridimensional

Com o objetivo de verificar-se a matriz de rotacdo, bem como os resultados do
modelo, pode-se efetuar um comparativo do resultado do modelo apresentado na

Figura 31, com o apresentado na Figura 36 a seguir.

Xo=T=X) Xp=T=X) Xp=T=Xp

Figura 36— Representacao da lamina para o eixo T alinhado com X;

Na Figura 36, observa-se que ao projetar o eixo T sobre o eixo X, ocorre que 0s

eixos L e R alinham-se com o plano X1 e Xs.

Com isso, os angulos relacionados ao eixo L, sdo 0=6° (conforme o modelo da

Figura 31) e 5 =90°. Os angulos relacionados ao eixo T, sdo a1=90°, 1 =0°.

Ja os angulos relacionados ao eixo R, 2, az, e B2, bem como os angulos 7, ¥+,

sdo angulos dependentes conforme a matriz de rotagéo apresentada.

Portanto, aplicando-se os angulos na matriz de transformacdo da matriz da

Tabela 12, a tansformacéo sera:

cos 6° cos 90° J -cos2 (6°)-c0s2(90°)+1

|
Cos 90° cos 0° -J -cos” (90°)-cos?(0°)+1 | e (1 29)
]

|
l\/ -cos’ (6°)-c0s2(90°)+1 \/ -cos’ (90°)-cos2(0°)+1 J c0s2(6°)+c0s2(90°) +cos2(90°)+ cos2(0°)-1
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Que apds substiuida na Equagéo 121, resulta na Equacgao 130.

/ 0,989 0 0,011 0 0,104 0 \
0 1 0 0 0 0
Qi=
0,011 0 0,989 0 0,104 0 ...(130)
0 0 0 0,995 0 0,105
0,208 0 0,208 0 0,978 0
KO 0 0 0,105 0 0,995 /

Aplicando-se ent&do na matriz S; do material, apresentada na Equagédo 126, serdo

obtidos os médulos de elasticidade em Mpa:
E,=—=5.153,00 E,=-=1.926,00 E,;=—=1.583,00
311 S22 S33

Estes, idénticos ao calculado para o modelo da Figura 31, o que comprova a

metodologia aplicada.

Além disso, um outro fator comprovante, € que o médulo E», o qual é obtido
devido ao alinhamento de dos eixos T e X, € o valor maximo apontado no material

original conforme a Tabela 17.

Nesse contexto, ao alinhar-se os eixos L com X4, obtem-se o moédulo de
elasticidade E41 maximo identico ao apresentado na Tabela 17. O mesmo acontece para

o caso do alinhamento de R com Xs.
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5.3. Analise dos resultados Obtidos

Quanto ao reforgco do composto com a malha em fibra de sisal, nota-se que o
ganho nas propriedades elasticas €& significativo onde ha o acrescimo de

aproximadamente 11% (onze por cento)do valor original.

De acordo com Fiorelli (2002) para as vigas de madeira de baixa densidade
(madeiras de reflorestamento, por exemplo) o ganho no médulo de elasticidade é

consideravel, quando na aplicagdo de alguns tipos de reforgo.

Baseando-se no resultado obtido ap6és a aplicagdo do reforgo, € possivel
observar que o moédulo de elasticidade teve um acréscimo significativo, validando o

modelo se comparado com Fiorelli (2002)

A ABNT (NBR 7190/97), indica que para angulos até 6° a influencia da inclinagéo

das fibras nao precisam ser consideradas para o calculo das pelas estruturais.

Comparando-se os valores dos moédulos de elasticidade transformados a 6°, com
o0s moédulos originais do modelo, verifica-se que existem alteragbes consideraveis no

modelo proposto.

Quanto a esses moddulos, observando-se que para o caso de compostos
laminados reforgados com fibras de sisal, os dngulos de direcao das fibras tem grande

influéncia nas constantes de elasticidade.

Comparando o moédulo de elasticidade longitudinal original apresentado na
Tabela 13, com o0 mddulo de elasticidade longitudinal para o &ngulo de 6°, nota-se que
0 ganho obtido por meio do refor¢o € nulo, pois seu valor torna-se menor que o original,
validando entdo a grande influencia do angulo das fibras nas constantes de

elasticidade.

Quanto ao modelo de transformagdo de coordenadas tridimensional
desenvolvido, observa-se que é de grande valia quanto ao estudo de variagbes dos
angulos internos dos mateirais, pois, agiliza-se consideravelmente a obtenc&do dos
resultados.
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E importante ressaltar que o modelo tridimensional apresentado, utiliza-se de
angulos no espaco, € ndo com angulos projetados. Por isso, para o modelo adotado,
fica comprovado que ao alinhar-se um dois eixos transformados a um dos eixos

originais, os demais eixos transformados ficam no plano dos eixos originais.

Portanto, o reforco com fibras de sisal em pecgas laminadas coladas torna-se
viavel, se um estudo das propriedades elasticas for efetuado levando-se em

consideragao o direcionamento das fibras de ambos os materiais utilizados.
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6. CONCLUSAO

Através da bibliografia apresentada e analisada foi mostrado que para o calculo
de tensdes e deformacgdes de materiais ortotrépicos sem variagédo de angulos entre as
fibras, basta que se trabalhe com as transformacgdes de coordenadas rotacionando um

plano perpendicular em torno de um eixo arbitrario e fixo.

Porém, para casos mais complexos os quais o estudo da anisotropia de um
determinado material é necessario, pretendeu-se com esse trabalho aprofundar o
estudo da anisotropia, podendo a partir das equacdes encontradas, transformar
quaisquer sistemas de coordenadas arbitrario, independente de quais sejam os angulos

entre eles.

Apesar da metodologia ser apresentada para a espécie de madeira Pinus
Caribaea var. Bahamensis e para fibras de sisal, o processo de transformacéo, os
procedimentos de calculo para os tensores e para a aplicacdo de reforcos, pode ser

utilizado para qualquer material que seja requerida uma transformagéo de coordenadas.

No que se refere aos compdositos em camadas, € importante salientar que nao se
fez uma investigagdo completa sobre o assunto, ou seja, sdo necessarios novos
estudos para que as demais constantes do material, bem como, as tensbdes e

deformacbes da peca sejam entdo analisadas.

Com isso, de acordo com os resultados obtidos nesse trabalho, pode-se concluir
que a metodologia empregada permitiu atender aos objetivos preestabelecidos, que

foram os seguintes:

Foi desenvolvida uma formulacdo para transformagdes de coordenadas

tridimensionais, que facilita o estudo da anisotropia de materiais;

Foi analisado o médulo de elasticidade de uma viga de madeira laminada colada
reforcada com fibras de sisal, aplicando-se variagédo angular das fibras tanto para o

caso plano quanto para o caso tridimensional;
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Foi realizado o comparativo do caso de transformagéo plana com o caso

tridimensional.

Além disso, fica comprovado que ao se aplicar as transformagdes no modelo

proposto, agiliza-se consideravelmente o processo de calculo.
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7. CONTINUAGAO DOS ESTUDOS / SUGESTOES

O presente trabalho mostrou estudos teoricos desenvolvidos através de

metodologias encontradas na literatura.

Portanto, face as conclusdes atingidas, € importante que outros estudos sejam
realizados para o aprofundamento do tema, e a comprovagdo dos modelos aqui

propostos.
Nesse contexto, as sugestdes para continuagdo dos estudos sao:

e Producdo do compédsito do modelo para ensaio em laboratério para
comparagéo com o modelo sugerido;

e Analise dos médulos de elasticidade transversal (G) e coeficientes de
Poisson (v);

e Andlise de tensdes e deformagdes da viga proposta;

e Estudo dos critérios de resisténcia do modelo proposto;

e Utilizagdo de outros tipos de materiais como estudo comparativo;

e Aplicagdo modelo de laminado com outras espécies de madeira.
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