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Resumo 

Este trabalho tern como objetivo fazer urn estudo de formula<;oes exatas e aproximadas 

para 0 problema da nao-Iinearidade geometrica em treli<;as. As formula<;oes estudadas sao 

desenvolvidas para treliyas planas, podendo ser tarnbem estendidas para treli<;as espaciais 

mediante pequenos ajustes. 

As varias formula<;oes estudadas e apresentadas no trabalho estao divididas em duas 

categorias: formula<;oes geometricamente exatas, considerando grandes rota<;oes, e formulayoes 

denominadas aproximadas ou de segunda ordem, que admitem hip6teses e simplifica<;oes 

geometricas para pequenas rota<;oes. Nas formula<;oes estudadas assume-se a validade da Lei de 

Hooke. 

Inicialmente sao apresentadas as formula<;oes estudadas, chegando-se em cada uma 

delas a obtenyao da rnatriz de rigidez elastica linear e rnatriz de rigidez tangente para urna barra 

de treli<;a plana. A seguir apresenta-se urn capitulo que aborda os metodos de resolu<;ao e outro 

que descreve os "elementos finitos" da biblioteca de elementos do programa Ansys que podem 

ser usados para a analise nao linear geometrica de treli<;as. 

Tomando por base as formula<;oes estudadas foi escrito urn programa de computador, 

em Iinguagem Pascal, para a analise nao linear geometrica de treli<;as planas ou espaciais, 
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levando em considerayao a possibilidade de grandes rotayiies. A soluyao numerica implementada 

no programa computacional e baseada no Metodo de Newton-Raphson. 

Apresenta-se urn capitulo de resultados no qual sao expostos alguns exemplos de treliyas 

planas e urn exemplo de treliya espacial cujos deslocamentos e tensoes foram obtidos com o 

programa de computador acima mencionado. Para efeito de validayao, os resultados sao 

comparados com valores obtidos pela analise das estruturas com o programa Ansys e com 

resultados divulgados na literatura. 

Apresenta-se finalmente urn breve capitulo com comentarios e conclusoes, incluindo 

algumas sugestoes para futuros trabalbos. 



l.Introdu~ao 

Na pnitica da engenharia e comum utilizar-se a teoria da elasticidade linear para o 

ca!culo das estruturas correntes. Existem situas:oes em que ha a necessidade de utilizas:ao de 

teorias nao-lineares que levam em considera91lo os efeitos das nao-linearidades fisicas ou 

geometricas no ca!culo das estruturas. Em casos como os de estruturas compostas por elementos 

esbeltos, ou quando se deseja analisar a estabilidade da estrutura e a sua curva carga­

deslocamento, para trayar seu comportamento ate o ponto critico, e mesmo o seu comportamento 

p6s-critico, e desejavel levar em conta a nao linearidade da relas:ao tensao-deformas:ao do 

material, e estabelecer o equihbrio na posis:ao deformada, levando em conta os efeitos 

geometricos de deslocamentos e rotay5es. 

0 objetivo deste trabalho e tratar da analise nao-linear geometrica de trelis:as. Na 

realidade a intens:ao e fazer urn estudo comparativo de solus:oes entre varias possibilidades de 

analise nao-linear geometrica de trelis:as utilizando-se para tanto urn programa desenvolvido 

em linguagem Pascal a partir da formulas:ao apresentada e o programa comercial ANSYS. 

Inicialmente foi feito extenso levantamento bibliografico procurando dar o 

embasamento te6rico para o tratamento da analise nao linear geometrica de trelis:as. Sao 

apresentadas as formulas:oes ditas exatas e de segunda ordem e sao formuladas as matrizes de 

rigidez da barra de trelis:a em cada caso. Apresentam-se os elementos da biblioteca de 



elementos finitos do programa ANSYS para o tratamento nao-linear geometrico da treliya. 

Apresenta-se tambem uma breve explicayao do programa em Pascal, especialmente elaborado 

para est a dissertayao. 
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Sao, entao, abordados os metodos de reso!uyao. Finalmente apresenta-se urn capitulo 

de exemplos comparando-se os resultados obtidos com os de outros autores. 

0 trabalho termina com a apresentayao de uma breve conclusao e sugestoes. 

1.1 Revisao Bibliogratica 

Os estudos levando em conta a influencia das nao-linearidades no c:ilculo de 

estruturas sao relativamente recentes. Ate o advento dos computadores era quase inviavel a 

considerayao de tais influencias devido a grande dificuldade e trabalho em lidar com as 

matrizes e com a soluyao do problema Por essa razlio a teoria da elasticidade linear era 

considerada suficiente para o c:ilculo das estruturas, o que nao deixa de ser razoavel visto que 

muitas das estruturas correntes da engenbaria tenham urn comportamento muito proximo do 

linear. Com o surgimento dos computadores, contudo, tomou-se possivel manipular as 

matrizes que acompanbam as hip6teses de nao-linearidade e obter soluyoes nurnericas para 

tais problemas. A partir de entao cada vez mais estudiosos dedicaram-se ao estudo das nao­

linearidades e suas implicayoes. 0 metodo dos elementos finitos tem-se mostrado uma 6tima 

ferramenta para auxiliar na analise das nao-linearidades, nao sendo de admirar que a maioria 

dos estudos nesta area se utilizem desse metodo. 

Em 1956 Turner (33) apresentou urn artigo pioneiro no qual fuz urn resumo dos 

principais metodos utilizados ate entao na analise estruturaL desde teorias simplificadas de 

flexao e torylio ate a obtenyao direta da matriz de rigidez. Turner parte da divisao da estrutura 

em partes menores ou membros utilizando o metodo de obtenyao direta da matriz de rigidez 



com desenvolvimento matricial baseado no processo dos deslocamentos, introduzindo, desta 

forma, o conceito de elementos finitos. Mostrou como obter a matriz de rigidez da estrutura e 

demonstrou a ap!ica9ao do metodo em estruturas compostas por barras e em estruturas de 

placa. No caso das placas Turner primeiro deduziu a matriz de rigidez de uma placa triangular 

e depois usou o resultado obtido para o ca!culo de placas com diferentes formatos dividindo-as 

em elementos triangulares e superpondo os resultados. 
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A maior parte dos componentes das aeronaves eram calculados sob as hip6teses de 

estabilidade no regime elastico. Devido a esse fato, tomou-se conveniente a considera9ao das 

nao-linearidades geometricas no calculo destes componentes. V arios estudos e pesquisas 

foram realizados com esse objetivo. 0 proprio Turner (34) publicou em 1960 o primeiro artigo 

no qual trata a nao-linearidade geometrica pelo metodo dos elementos finitos. Motivado pelo 

estudo de estruturas submetidas a varia9ao nao uniforme de temperatura Turner desenvolveu 

seu modelo de obtenyao direta da matriz de rigidez para que ele abrangesse mudan9as na 

geometria da estrutura Os exemplos de aplicayao do modelo desenvolvido foram os mesmos 

usados por ele em seu artigo de 1956. A partir de entao, o Metodo dos Elementos Finitos 

passou a ser amplamente utilizado para o ca!culo de diversos tipos de estruturas, em diferentes 

areas de aplica9iio e nao tardou para que se utilizasse esta nova ferramenta para o estudo das 

nao-linearidades e urna extensa garna de trabalhos estudando a aplicayiio do Metodo dos 

Elementos Finitos as niio-linearidades passasse a ser publicada. 

Na decada de sessenta procurava-se ainda formular teorias que tratassem as nao­

linearidades de maneira consistente, defmindo os conceitos Msicos dessas teorias e das 

formula96es utilizadas. A maioria dos trabalhos baseados no Metodo dos Elementos Finitos, 

apresentados com o intuito de estudar as niio-linearidades discutiam, principalmente, as etapas 

importantes de analise que se subdividiam em tres: a definiyiio da relayiio deforma9iio­

deslocamento e das funyoes de interpolayiio dos deslocamentos; a definiyiio de urn sistema de 

coordenadas para o elemento e o processo de resoluyiio das equa96es nao-lineares de 

equilibrio. Varias formulayoes foram apresentadas a partir do trabalho de Turner, sendo a 

diferenya basica entre elas o grau dos termos nao lineares. No anode 1968 Mallet e Mar9al 

(17) publicaram urn artigo no qual apresentavam uma recapitulayiio das varias formu!ayoes 

para a matriz de rigidez de estruturas compostas por barras desenvolvidas a partir do metodo 
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dos elementos finitos. Tres tipos basicos de formulayao para a matriz de rigidez foram 

apresentados: a formulayao pela minimizayao da energia potencial, a formulayao direta atraves 

do Principio dos Trabalhos Virtuais e a formulayao incremental. A matriz de rigidez foi 

deduzida analiticamente e suas componentes foram discrirninadas em cada caso. Neste mesmo 

artigo Mallet e Mar9al esclareceram ainda a maneira como as nao-Iinearidades podem afetar a 

estabilidade das estruturas e os niveis em que isso ocorre, ressaltando a importancia dos 

termos quadraticos dos deslocamentos na matriz de rigidez na analise do comportamento p6s­

flambagem das estruturas. Eles abordam ainda as vantagens e desvantagens dos metodos de 

resoluyao dos sistemas de eq~es nao-lineares. 

A maior parte das formulayoes para analise de estruturas com a considerayao de nao­

linearidades e baseada no sistema de coordenadas lagrangeana total ou atualizada, que diferem 

entre si apenas em relavao a configurayao indeformada. Alguns pesquisadores, contudo, 

elaboraram formulayoes baseadas em outros sistemas de coordenadas, como Jennings (14) no 

ano de 1968 quando publica urn artigo no qual emprega coordenadas eulerianas para 

elementos de barra e aborda a questao da convergencia da solu9ao frisando a necessidade de 

dividir a estrutura em muitos elementos a fim de obter solu9oes mais pr6ximas da exata e, em 

alguns casos, como quando ha varia9ao de seyao ou da natureza do carregamento aplicado, 

deve-se subdividir a estrutura em urn ntunero ainda maior de elementos para que, desta forma, 

a influencia destes efeitos seja levada em conta com menos erros. Ele apresenta varios 

exemplos nurnericos com estruturas divididas em diferentes quantidades de elementos para 

demonstrar os erros cometidos em cada caso. Jennings busca tambem separar defoiTna96es de 

movimentos de corpo rigido. 

Powell (28) tambem adota em 1969 uma formul~ao visando separar movimentos de 

corpo rigido de deforrnayoes. Ele busca desenvolver tal formulayao de forma mais geral a fim 

de utiliza-la para o caso de grandes rota9oes. Urn de seus objetivos e o de separar os tipos de 

niio-Iinearidade associadas a grandes deslocamentos e apresentar uma formula<;:ao te6rica na 

qual os tipos de nao-linearidade sejam fucilmente reconhecidos. 

Na decada de 70 ja haviam sido desenvolvidos muitos modelos para analise das niio­

linearidades e os estudos passaram a se concentrar mais no aperfeic;:oamento desses modelos. 



5 

Deu-se mais atenc;:iio a procura de soluc;:oes para os sistemas de equac;:oes niio-lineares, como os 

artigos escritos por Haisler (II) e Stricklin (31) conjuntamente, e para a questiio do sistema de 

coordenadas mais adequado a ser utilizado na formulacriio de problemas de niio-linearidade 

geometrica. Passou-se a comparar os modelos existentes na tentativa de definir urn que 

sistematizasse o tratamento das niio-linearidades, como ocorria com a analise linear. No ano de 

1972 Ebner e Uccifero (7) publicaram artigo no qual mostravam resumidamente as principais 

formulac;:oes ja definidas ate entiio para o calculo de niio-linearidades. Eles apresentaram as 

expressoes obtidas atraves dessas formulac;:oes para as matrizes de rigidez e chamaram atencrao 

para a utilizayiio adequada das matrizes de transformacriio. Apresentaram, tambem, alguns 

resultados numericos obtidos atraves das formulacroes apresentadas, comparando-os e 

avaliando a conveniencia e adequacrao de cada formulacriio. 

Em 1973 Gallagher (10) publicou urn artigo no qual revisou o desenvolvirnento da 

analise niio-linear via elementos finitos. Ele tambem cbamou atencriio para a irnportancia do 

estudo da estabilidade elastica das estruturas, apresentando, de maneira resurnida, o calculo de 

pontos limite, assirn como a analise de bifurcacriio do equilibrio e do comportamento pos­

flambagem 

Zienkiewicz e Wood (36) apresentaram urn metodo para analise niio-linear de 

estruturas planas cuja formulacriio podia ser aplicada tanto a estruturas formadas por elementos 

retos como a estruturas formadas por elementos curvos. Niio foram irnpostas restricroes as 

rotay()es e deslocamentos eo sistema de coordenadas adotado foi o lagrangeano. 

Cichon (4) apresentou urn metodo para analise de estruturas planas compostas por 

barras em regime elasto-plastico considerando a niio-linearidade geometrica em coordenadas 

lagrangeanas. Para tanto, combinou o metodo incremental ao metodo do modulo tangente e 

provou a eficiencia satisfatoria de seu metodo atraves de exemplos numericos. 

Buscando urn metodo eficiente para analise niio-linear geometrica de estruturas 

compostas por barras esbeltas Wen e Rahimzadeh (35) publicaram urn artigo em 1983 que 

apresentava a analise de estruturas planas e espaciais utilizando a formulacriio da minima 

energia potencial e assurnindo a hip6tese de serem pequenas as rotacroes relativas as cordas 
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dos membros deformados. Eles mostraram que a substituic;ao da parcela usual da deformac;ao 

axial devida aos deslocamentos transversais por uma media ao Iongo do comprimento do 

elemento provocaria a reduc;ao do valor da energia de deformac;ao e, consequentemente, da 

matriz de rigidez do elernento que, calculada atraves da parcela usual com o rnetodo dos 

elementos finitos fomecia urn valor rnuito alto e nao realista da rigidez do elernento. Wen e 

Rahimzadeh apresentaram tarnbern a forrnulayao da minima energia ern coordenadas 

eulerianas, cornparando esta forrnulac;ao corn a lagrangeana. E, por fun, abordaram o problema 

das rotac;Oes em porticos espaciais, observando que no caso de rotayiies finitas ern tomo de 

diferentes eixos nao sao cornutativas e os rnornentos nao sao conservativos. 

Reconhecendo a necessidade do conhecimento da curva forya-deformac;ao para uma 

rnelhor analise da estabilidade das estruturas Chajes e Churchill (3) publicararn urn artigo no 

qual enfocavam os rnetodos de obtenc;ao das curvas forc;a-deformayao de estruturas 

geometricarnente nilo-lineares. Eles revisaram os rnetodos existentes e apresentaram a 

forrnulac;ao para 0 rnetodo purarnente incremental, 0 iterativo-incremental e 0 metodo dire to. 

Considerando que as rotac;oes finitas sao responsaveis pelos mais importantes efeitos 

de nao-linearidade geometrica e considerando a necessidade de separar os efeitos devidos aos 

rnovimentos de corpo rigido dos efeitos devidos a deforrnac;ao sobre os deslocamentos 

obtidos, Hsiao e Hou (12) descrevern uma forrnulac;ao pnitica para analise nao-linear 

geornetrica de estruturas planas, na qual a rnatriz de rigidez e obtida atraves da superposiyao 

da matriz de rigidez geornetrica, a matriz de rigidez devida a flexao e a matriz do elernento 

linear da barra de uma dada estrutura. A forrnulac;ao foi baseada em urn rnetodo corrotacional 

que utiliza urn sistema de coordenadas local que acornpanha o elernento separando os efeitos 

dos rnovirnentos de corpo rigido dos efeitos das deforrnac;oes. Desta forma pode ser eliminada 

a restriyao de pequenas rotayiies entre incrernentos sucessivos. Corn os exernplos apresentados 

no rnesmo artigo mostra-se que o rnetodo fomece resultados satisfat6rios. Hsiao e Homg (13) 

apresentaram outro trabalho que estendia esse rnetodo a formulac;ao de vigas-coluna espaciais. 

Trabalhos muito importantes foram tambern desenvolvidos por autores brasileiros que 

se dedicarn ao estudo dos efeitos das nao-linearidades no comportamento das estruturas. 

Alguns destes trabalhos forarn desenvolvidos na Escola Politecnica da Universidade de Sao 
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Paulo como os trabalhos de Pimenta (23,24,25,26) apresentados em forma de boletins 

tecnicos, entre eles o que trata da dedus:ao da matriz de rigidez tangente para urn elemento de 

barra atraves do metodo dos elementos finitos com a utilizas:ao de coordenadas eulerianas. 

Juntamente com Mazilli (27) apresentou urn trabalho que corrigia a expressao da elastica 

considerando a deformas:ao quadnitica, alem de urn boletim tecnico (25) no qual discorria 

sobre a teoria das rotas:oes finitas. 

Mazzilli (19) tambem publicou urn boletim tecnico tratando da consideras:ao da niio­

linearidade geometrica em estruturas compostas por barras, alem de trabalhos (20) que levam 

em cinta aspectos da estabilidade de trelis:as. Diogo ( 6) apresenta urn trabalho no qual mostra a 

importancia da consideras:ao da expressiio completa da deformas:ao na analise de treli~j:as 

sujeitas a grandes rotas:oes. 

Nao se pode deixar de menc10nar os trabalhos desenvolvidos na Escola de 

Engenharia de Sao Carlos, da Universidade de Sao Paulo como o trabalho e Correa (5), que 

apresenta urn processo incremental para obtens:ao das matrizes de rigidez de trelis:as e porticos 

pianos e espaciais, de Pau1a (22) que aborda o tema do sistemas e coordenadas e tambem da 

estabilidade das estruturas. Tambem na Faculdade de Engenharia Meciinica da Universidade 

Estadual de Campinas, Paixiio (21) aplicou a analise niio-linear geometrica ao lans:amento de 

oleodutos submarinos. Tambem Taguti (32) da Escola Politecnica da Universidade de Sao 

Paulo desenvolveu urn trabalho com o objetivo de estudar a niio-linearidade geometrica em 

trelis:as, porticos e placas. 

Quanto ao estudo de resolus:ao dos sistemas de equas:oes pode-se menc10nar o 

trabalho de Rubert (30) da na Escola de Engenharia de Sao Carlos, da Universidade de Sao 

Paulo eo trabalho de Arcaro (1) da Universidade Estadua1 de Campinas. 





2 Considera~oes Iniciais 

UNICAMP 

2.1 Teoria da Elasticidade Linear 

A teoria da elasticidade linear e, atualmente, a teoria mais usada pelos engenheiros 

para analise e dirnensionarnento de estruturas. Essa teoria e Valida, e tern seu uso justificado ja 

que muitas estruturas correntes da engenharia civil apresentam, em servi<;o, comportamentos 

muito pr6ximos do comportamento linear, sendo, portanto, razoavel trata-las por essa teoria. 

Existem algumas razoes por que se prefira utilizar essa teoria no calculo de estruturas, 

relacionadas a seguir: 

• A maior sirnplicidade para a arnilise numerica de estruturas submetidas a sistemas de 

carregamento quaisquer no regime elastico linear, vantagem essa que, ate o advento de 

computadores, era muito irnportante. 

• A utiliza<;iio da teoria da elasticidade linear permite a aplica<;iio da superposi<;iio de efeitos, 

que tern se mostrado muito uti! para resolu<;iio de estruturas submetidas a sistemas mais 

complexes de carregamento. A superposi<;iio de efeitos consiste em se obter as tensoes e 
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deforrna<;oes geradas por urn sistema de carregamentos aplicado a estrutura atraves da soma 

das tensCies e deforrna\)oes geradas por cada urna das a<;oes se aplicadas isoladamente. 

• Mesmo em situa<;oes que requerem a considera~ao de niio-linearidades e ainda possivel 

aplica~o do metodo linear como urna primeira aproxima~ao do comportamento da estrutura. 

• A analise nao-linear pode ser desenvolvida atraves de sucessivas etapas lineares. 

Com o aparecimento de microcomputadores mats potentes veio tambem a 

possibilidade de se desenvolver a utiliza~ao de teorias levando em considera.;ao as formas de 

nao-linearidade apresentadas pelas estruturas. Muitos tern sido os estudos voltados para essa 

questao, desde entao. Tais estudos pretendem tornar a utiliza~ao de processos de aruilise niio­

linear tao acessiveis quanto os processos usados para a teoria linear, ja que a considera~ao de 

nao-linearidades em muitas situa.;oes e mesmo indispensavel. Uma das situa.;oes em que a 

necessidade da utiliza~o de modelos niio-!ineares e bern pronunciada e a da analise e estudo 

de estruturas esbeltas para as quais os efeitos de segunda ordem sao importantes. Tambem 

para estudo da instabilidade elastica mostrou-se conveuiente o uso de teorias nao-lineares. 

A teoria da elasticidade linear admite as hip6teses de linearidade fisica e geometrica 

e, e claro, no grafico tensiio-deforma~ao a estrutura apresenta comportamento localizado 

abaixo do liruite de proporcionalidade do material, na zona ehlstica 

Como linearidade geometrica entende-se urn comportamento estrutural que segue as 

hip6teses de pequenos deslocamentos, pequenas rota¢es e pequenas deforma¢es. 

Como linearidade fisica entende-se urn comportamento estrutural que segue a 

hip6tese de urna rela<;iio tensiio-deforma~o linear e, na teoria classica, o comportamento do 

material segue a lei de Hooke. 
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Com a considerac;:ao de pequenos deslocamentos assume-se que a posic;:ao de urn 

elemento ap6s sofrer deslocamento e muito proxima da posic;:iio inicial, indeslocada, 

confundindo-se com ela. Tambem com a hip6tese de pequenas deformayoes, entenda-se 

pequenas em relayiio a unidade, assume-se que a geometria nao sofreu mudanc;:as significativas 

de forma e, portanto, que a configurac;:ao deformada ainda pode ser confundida com a 

indeformada. Nestes casos utiliza-se para a analise do equilibria da estrutura uma teoria de 

primeira ordem, que consiste em escrever as equac;:oes de equilibria da estrutura na posis:ao 

indeformada, tornando dessa maneira rnais simples a analise estrutural. 

Nao se deve deixar de lembrar que a hip6tese de pequenas rotac;:oes, diz-se pequenas 

em comparac;:iio com a unidade, e tambem muito importante, jii que, se as rotay5es niio forem 

pequenas, irao influir no comportamento da estrutura causando o aparecimento de momentos 

de segunda ordem que, em viirias situac;:oes, niio podem ser desprezados. 

Nem sempre e possivel analisar urna estrutura pela teoria linear. Em muitos casos a 

estrutura ap6s sofrer deformac;:ao tern a sua geometria modificada a tal ponto que a sua 

configurac;:ao deformada em nada lembra a configurac;:ao inicial. Nestes casas como em viirios 

outros e necessiirio levar em conta no ciilculo da estrutura as niio-linearidades. Para considerar 

as niio-linearidades deve-se assumir novas hip6teses que representem rnais adequadamente a 

realidade da estrutura. 

2.2 Nao-Linearidade Geometrica 

Entende-se como niio-linearidade geometrica todo efeito causado em uma estrutura 

devido a mudanc;:as na geometria da mesrna. As mudanc;:as na geometria de urna estrutura 

podem ocorrer de diversas forrnas, abaixo discriminadas: 
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• Grandes deforma\Xies - ou deformac;:oes finitas. Neste caso a mudanc;:a na geometria e causada 

pelas deformac;:oes que niio podem mais ser consideradas pequenas. 

• Grandes rota\Xies - Neste caso as rotac;:oes sao grandes e afetam a geometria original, 

podendo ser pequenas as deformac;:oes. 

• Grandes deslocamentos - Os deslocamentos de corpo rigido sao grandes. As rota\Xies e as 

deformac;:oes podem ser pequenas. 

Na classificac;:ao acima considera-se somente a niio-Iinearidade geometrica sem levar­

se em conta a niio-Iinearidade fisica . 

No caso das rota\Xies e considerando pequenas deformac;:oes pode-se ter (7,8): 

• Rotac;:oes muito pequenas - Sao consideradas muito pequenas as rotac;:oes cujos valores sao da 

ordem da defurmac;:ao e. Quando as rota\Xies sao pequenas pode-se fazer cose = 1 e sene = 

tge=e. 

• Rotac;:oes pequenas - Sao consideradas pequenas as rotac;:oes que tern valores da ordem da raiz 

quadrada da deformac;:ao s. Ainda pode ser feita a aproximac;:ao de sene = tge = e. A 

e 2 

aproximac;:ao cose podera ser substituida por cosB = 1-2. 

• Rotac;:oes grandes - Neste caso niio lui restric;:oes as rota\Xies e as deformac;:oes podem ser 

muito pequenas ou niio. 

Quando se tern o efeito da niio-Iinearidade geometrica a relayiio forya-deslocamento 

passa a ser niio linear e, neste caso aparecerao momentos de segunda ordem que nao poderao 

ser desprezados. A matriz de rigidez passa a conter parcelas que dependem dos deslocamentos 

e, portanto, se modifica com eles. A nao-linearidade geometrica e expressa tambem na relac;:ao 

deformayiio-deslocamento. 
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Considere-se urn corpo em sua configurayao indeformada. Os pontos desse corpo 

nessa configurayao podem ser descritos em funyao de suas projeyoes nas direyoes x, y e z do 

eixo de coordenadas X, Y e Z, utilizado como referencial. Ap6s softer des1ocamentos os pontos 

desse corpo poderao tambem ser escritos em funyao desses deslocamentos u, v e w nas 

direyoes x, y e z respectivamente. 

y 

.l 

~M N\ 
~~ 

~-flY(~;rJ,s)\ ds~ 
'-~ (f.i};_JIIr x+dx,y+dy,z+dz) 

I . 
\~; 

(x,y,z) ~ 

Figura 2.1 - Coordenadas dos pontos Me N antes e ap6s a deformayao 

A posiyaO final do corpo e dada por: 

q = x+u(x,y,z) 

17 = y + v(x,y,z) 

t; = z + w(x,y,z) 
(2.1) 
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com u, v e w e suas respectivas derivadas em funs:ao de x, y e z continuas. 

Considere-se os pontos M(x,y,z) e N(x+dx, y+t{y, z+dz) na posis:ao deslocada. Esses 

pontos tern coordenadas ,;, 1], t;e (q+dq, 1]+d1], t;+dt;) respectivamente. 

Aplicando a formula (2.1) ao ponto (x+dx, y+t{y, z+dz) e expandindo em serie, tern-

se: 

ou ou ou 
dq= (1+-)dx+-t{v+-dz 

ox oy oz 

ov ov ov 
d1] = -dx + (1 + -)t{y + -dz 

ox oy oz (2.2) 

ow ow ow 
dt; = -dx + -dy + (1 + -)dz 

ox oy oz 

0 quadrado da distancia entre OS pontos M e N antes do deslocamento e dado por: 

(2.3) 

Depois do deslocamento: 

(2.4) 
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A diferenc;:a entre esses quadrados com a substituic;:ao da expresslio (2.2) para dq, d77 e 

dt; e dada por: 

Fazendo-se: 

ou 1 ou 2 OV 2 OW 2 

[;= =-+-[(-) +(-) +(-)] 
ox2ox OX & 

ov 1 ou 2 ov 2 ow 2 
[; = -+-[(-) +(-) +(-)] 

>Y oy 2 oy oy oy 
OW 1 ou 2 ov 2 ow 2 

[;==-+-[(-) +(-) +(-)] 
Oz 2 oz oz oz 
ou ov ou ou ov ov ow ow 

[; = -+-+--+--+-­
xy oy ox ox oy ox oy ox oy 

ou ow ou ou a> m a.v a.v 
[; =-+-+--+--+-­

xz oz OX OX oz OX oz OX oz 
ov ow ou ou ov ov ow ow 

[; =-+-+--+--+-­
yz oz oy oy oz oy 8z oy oz 

i! 

(2.6) 

onde s,, expressarn as deformac;:oes longitudinais dos elementos do elemento de volume do 

corpo que, antes da deformac;:ao eram paralelos aos eixos coordenados, e &ij slio as 

componentes transversais da deformac;:lio. Pode-se tambem definir: 



E 
_ ds· -ds 

MN-
ds 
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(2.7) 

onde EMN e a mudan9a ocorrida na dist§ncia entre os pontos M e N, chamada alongamento 

relativo. 

Substituindo (2. 7) em (2.5) tem-se: 

(2.8) 

Dividindo (2.8) por ds, tem-se: 

dx dy dz 
com 2=-,J.L=-, v=-. 

ds ds ds 
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Pode-se concluir atraves de (2.9) que se niio houver altera9iio na distiincia entre os 

pontos M e N ap6s a passagem do corpo para a configur~iio deslocada, entiio niio haveni 

deformavao e cxx = Byy = c= = Bxy = cxz = c,., = 0 . 

Se forem conhecidas as quantidades expressas nas equa96es (2.6) para todos os 

pontos do corpo considerado, entiio a deforma9iio desse corpo e conhecida. 

Figura 2.2- Varia9iio dos iingulos formados entre os elementos dx, dye dz ap6s o deslocamento 

Seja ru o incremento dos iingulos que formam entre si os elementos dx, dy e dz do 

elemento de volume de urn corpo na configurayiio deslocada. Pode-se escrever: 



17 

(2.10) 

Os iingulos Yif sao chamados de deforrna96es transversais. E possivel notar-se pela 

expressao (2.1 0) que se as componentes de deforrnayiio &if forem nulas, os iingulos entre os 

elementos dx, dye dz do elemento de volume do corpo considerado permaneceriio retos ap6s a 

deformayao. 

Na hip6tese de pequenas deforma96es, que e a hip6tese aqui adotada, assume-se que 

as deforrna96es sao pequenas em face da unidade e pode-se simplificar as expressoes 

anteriormente obtidas da seguinte maneira: 

(2.11) 

etambem, 

(2.12) 

ou seja, para hip6tese de pequenas deforma96es as componentes &:ex, I'Yr e &z:: podem ser 

identificadas com seus respectivos alongamentos e as componentes &"", &xz e bY= com as 

respectivas deforrna96es transversais. 

Na teoria chissica considera-se que as rotayiies sejam muito pequenas em compara9iio 

a unidade. Esta hip6tese exerce influencia sobre as equa96es que definem as deforma96es, 

simplificando-as. Para dernonstrar com clareza o tipo de simplificayiio sofrida por estas 

expressoes, deve-se escrever as expressoes (2.6) da maneira que se segue: 



com: 

1 2 1 2 1 2 

8"' = exx +2[e"' +(2exy +wz) +( 2 e~ -wy) J 

1 2 1 2 1 2 

8»' = e, +2[e.w +(2exy -wz) +(
2 

e, +wx)] (2.13a) 

1 2 1 2 1 2 

8zz = ezz +2[ezz +(2exz +wy) +(2e"' -w,) l 

1 1 1 1 
8xy = exy + e"'(

2 
exy -wJ + e-"'(2exy +wz) + (

2
exz- wy)(2e"' + w,) 

1 1 1 1 (2.13b) 
8xz = exz +e"'(2"e~ + wy) + e"'(2"e"'- wy) + (

2
exy + wJ(2e"'- wJ 

1 1 1 1 
8yz = eyz +e.w(

2
e, -w,) + ezz(

2
e, + wx) + (

2
exy- wJ(2exz + wY) 

ou ov ow 
e =-­
= ox 

e =- e =-
.w oy "' oz 

ou ov 
e =-+­

xy oy ox 
e, 

ow ov 
2w =--­

x oy oz 

ou OW 
e =-+-

xz oz OX 

ou OW 
2w =--­

Y oz OX 

ov OW 
e =-+­

yz oz oy 

ov ou 
2w =--­

z ox oy 

(2.14) 
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Desprezando-se os quadrados dos parilmetros 8xx 8xy 8xz na primeira equa9iio da 

expressiio (2.13a) em face de seu pequeno valor ante a unidade, pode-se escrever: 

(2.15) 

UNICAMP 

'JlBLIOTECA CENTRAl 
{"'! 1"':! E'1 ";' """ ~ -· 
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Se forem desprezados os dois primeiros termos entre colchetes em face dos dois 

Ultimos tem-se: 

(2.16) 

Fazendo-se o mesmo com as demais expressoes de (2.6), tem-se: 

(2.17) 

Se os termos em segundo grau das expressoes (2.17) forem considerados pequenos 

em relac;ao as componentes de deformac;ao, pode-se, ainda, proceder a mais uma simplificac;ao 

desprezando-os. Neste caso tem-se: 
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ou ou ov 
& "'e =--& "'e =--+--"' "' ox xy xy oy ox 

OV ou ow 
& "'e = --& "'e =--+--

>Y "" oy xz xz oz ox (2.18) 

0 w ov ow 
& "'e =--& "'e = +-"' "' oz yz yz oz oy 

As expressoes (2.18) sao utilizadas na teoria c!<issica como sendo aquelas que dao os 

valores das pequenas deforma~oes. 

Como e possivel notar-se pelas expressoes obtidas, a teoria nao-linear considera o 

efeito das rota~oes sobre as deforma~oes, enquanto a teoria linear despreza esse efeito. Em 

muitos casos nao e possivel desprezar essa influencia e deve-se, entao utilizar a teoria nao­

linear. 
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3.Aplica~ao do Metodo dos Elementos Finitos 

3.1 Principio da Minima Energia Potencial 

0 principio da minima energia e muito utilizado na analise de estruturas e e 

uma 6tima ferramenta quando se pretende estudar sua estabilidade, pois fomece urna 

boa aproxima9iio para a carga critica, diminuindo o trabalho numerico que acompanha 

esse estudo atraves das equa9oes diferenciais. Devido a sua larga utiliza9iio o metodo da 

minima energia potencial total e considerado como ckissico e e utilizado no 

desenvolvimento do presente trabalho. 

Para apresentar o metodo da energia potencial considere-se urn sistema 

qualquer no espa9o conforme a figura 3.1. Para que se tenba informa9oes sobre esse 

sistema deve-se primeiro estabelecer urn sistema fixo de coordenadas de referencia e em 

rela9iio a ele pode-se, entao, medir os deslocamentos, velocidades e acelera96es do 

sistema considerado. 



z 

y 

.. 
I 

« \ 
~ 

I t=t 
I r o 

I M \1 

··~ 
f=f 1 

__/---------~~x 

Figura 3.1 - Vetor posi~tiio de urn ponto de urn sistema 
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Se r e o vetor posi~tao de urn ponto do sistema com rela~tiio ao sistema de 

referencia, entiio a velocidade desse ponto e: 

dr 
v=-

dt (3.1) 

0 trabalho executado por uma for~ta F sobre esse ponto e: 

dw =F. dr =F. vdt (3.2) 
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Se Fe fum;ao do tempo t, entao: 

W= f'F.vdt 

' 
(3.3) 

onde We o trabalho executado pela for9a F sobre urn ponto do sistema no intervalo de 

tempo (to - t1 ). 

Segundo a terceira lei de Newton, se urn corpo A exerce sobre urn corpo B uma 

for9a F, hi uma rea9ao -F do corpo B sobre o corpo A . Se a for9a F age sobre urn 

sistema a rea9ao -F do sistema pode agir sobre outra parte do sistema ou sobre urn corpo 

fora do sistema. No prirneiro caso a rea9ao do sistema e chamada de fowa interna e no 

segundo caso de for9a externa. Logo, o trabalho de todas as for9as, externas e internas 

atuantes no sistema e : 

onde We e o trabalho das for9as externas e W; o trabalho das for9as internas. 

Da eqfia9liO de Newton para uma particula: 

dv 
F=m­

dt 

(3.4) 

(3.5) 



Tem-se: 

dv 
F. dr = m(-)dr 

dt 

onde m e a rnassa da particula. De (3 .2) tem-se que: 

F.dr =dw 

onde dw eo trabalho infinitesimal da forya F sobre a particula Entao: 

d 1 2 
dw=mv.dv=-(-m.9 )dt 

dt 2 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

1 2 
onde .9 e a magnitude de v e, por defini9iio, 2m .9 = T e a energia cinetica da 

particula, logo: 

dw=dT (3.9) 

24 
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Por integrayao: 

W=AT (3.10) 

A relavao (3.10) estabelece que o trabalho executado pela forva F sobre uma 

particula qualquer de mn sistema e igual a variavao da energia cinetica dessa particula . 

Essa conclusao e valida para qualquer sistema rneciinico. Ern urn sistema subrnetido a 

mais de uma forva externa o trabalho das forvas aplicadas sobre todo o sistema sera dado 

pela soma dos trabalhos executados por cada uma das forvas sobre seus pontos de 

aplicaviio. Tarnbern a energia cinetica do sistema sera igual a soma das energias 

cineticas de todas as particulas do sistema. 

A prirneira lei da terrnodiniirnica diz que " o trabalho executado sobre urn 

sistema rneciinico por forvas externas mais o calor que entra no sistema e igual ao 

amnento de energia cinetica mais o amnento da energia interna do sistema". Ou seja: 

W, + Q= AT +AU (3.11) 

onde We e o trabalho executado pelas forvas externas 

Q e o calor que entra no sistema 

L1T e a energia cinetica do sistema 
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L1 U e a energia interna do sistema 

De (3.4) e (3.10) tem-se: 

(3.12) 

Com (3.11) e (3.12) tem-se: 

w; =Q-!lU (3.13) 

Quando Q e igual a zero, ou seja, nao M entrada de calor no sistema o processo 

e dito adiahatico. Neste caso: 

W = -!lU 
' (3.14) 

Urn sistema e dito conservativo quando o trabalho virtual W' e nulo para urn 

deslocamento virtual que leva o sistema por uma trajet6ria fechada. Quando as fon;:as 

externas e internas sao conservativas os trabalhos executados por elas sao independentes 

da trajet6ria Seas for9as externas sao conservativas, entao: 
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W'e= -Q(x) (3.15) 

onde W', eo trabalho virtual das fors:as extemas e Q(x) e chamada energia potencial das 

fors:as extemas. 

Seas fors:as intemas sao conservativas, entiio: 

W', = -U(x) (3.16) 

onde W'i eo trabalho virtual das fors:as intemas e U(x) e chamada energia potencial das 

fors:as internas, ou, para sistemas elasticos, e chamada energia de deformas:ao. Se as 

fors:as extemas e internas sao conservativas, entiio 

V=Q+U (3.17) 

onde V e a energia potencial total do sistema. Para sistemas conservatives o 

trabalho We igual a perda de energia potencial-LIV, entiio de (3.10) tem-se: 

(3.18) 
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integrando (3.18): 

(3.19) 

onde C e urn valor constante. A constante C e chamada energia potencial total do 

sistema. A expressao (3.18) representa a lei da conservayao da energia meciinica, para a 

qual urn incremento infmitesimal de T e acompanhado por urn incremento infmitesimal 

de V. 

Para urn sistema em equilibrio a varias:ao da energia potencial deve ser minima, 

logo dV =0, consequentemente tem-se que: 

dQ+dU=O (3.20) 

3.2 Metodo dos Elementos Finitos 

3.2.1Formula\!ao Generica 

Para a aplicas:ao do metodo dos elementos finitos considere-se as funs:oes 

aproximadoras dadas por u : 
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u=[uvf (3.21) 

onde u, e v, sao os deslocamentos longitudinal e transversal. 

A teoria dos elementos finitos pode ser desenvolvida escrevendo-se u em 

funyilo dos parfunetros generalizados : 

U = (jJG (3.22) 

onde a silo os parfunetros generalizados e (jJ a matriz das funyoes de forma. 

Porem, se forem utilizados parfunetros nodais o resultado e va!ido para trechos 

ou elementos finitos da estrutura considerada. No caso de estruturas reticuladas o 

elemento finito tern dois nos. Para urn elemento de treli9a OS parfunetros nodais sao 

quatro, u~, VJ para o n6 inicial e u2 e v2 para o n6 final, sendo Ui os deslocamentos 

longitudinais e Vi os deslocamentos transversais. 

Desta forma o vetor dos parfunetros nodais e : 

p=La (3.23) 

Fazendo-se: 
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(3.24) 

de forma que L relaciona os pariimetros generalizados aos nodais. 

Substituindo-se (3.24) em (3.22) tem-se : 

(3.25) 

Com: 

TJ= rp r' (3.26) 

tem-se: 

U=TJp (3.27) 

A rel<19lio deforma91io-deslocamento e escrita como : 
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s=fu (3.28) 

onde 1 e o gradiente de deslocamentos. 

Substituindo-se (3 .27) em (3 .28) : 

s=f77p (3.29) 

Fazendo-se: 

B=JTJ (3.30) 

a equa<;:iio (3.29) fica : 

s=Bp (3.31) 

Desta forma tem-se & escrita em fun<;:iio dos pariimetros nodais de 

deslocamento. 



32 

Admitindo-se que o material obede9a a lei de Hooke a relayiio tensiio­

deformayao e: 

a= De (3.32) 

A energia de deformayao do elemento, que e igual ao trabalbo interne, e dada 

por: 

J i T W=U=-cadv 
' ' 2 

(3.33) 

0 trabalbo realizado por urna ayiio externa P, que e igual a energia potencial, e : 

(3.34) 

A energia potencial total do elemento e dada pela soma da energm de 

deformayiio e do trabalbo das a9oes extemas : 
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V, =U, +0, (3.35) 

Aplicando-se o principio da minima energia potencial no equilibrio : 

(3.36) 

a partir da rela<;iio (3 .36) chega-se a expressiio que representa igualdade entre os 

trabalhos executados pelas for<;as externas sobre os deslocamentos e pelas solicitas;oes 

sobre as deformas;oes, da qual se obtem as equa<;oes de equilibrio do elemento. 

(3.37) 

Aplicando-se em u uma varia<;iio : 

ou= rpoa (3.38) 

Utilizando-se (3.24) : 



34 

oa=r'op (3.39) 

e substituindo-se em (3.38) : 

(3.40) 

Aplicando-se uma variac;ao tambem na deformac;ao : 

(3.41) 

Substituindo-se (3.40) e (3.41) na (3.37) tem-se: 

(3.42) 
v 

' 

Como a expressao (3.42) e valida para qualquer deslocamento ojJ e como : 



35 

B = fr7 = Jrpr
1 

(3.43) 

e, 

(3.44) 

entiio: 

(3.45) 

' ' 

0 termo entre colchetes do !ado esquerdo da equayiio e a matriz de rigidez do 

elemento. 

(3.46) 

lembrando de (3.24) fica: 

(3.47) 

' 
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Esta expressao fomece o sistema de equavoes para o metodo dos elementos 

frnitos, para cada elemento. Para obter-se a soluvi'io para todo o sistema, ou seja para 

toda a estrutura basta aplicar uma transformavao a matriz de rigidez do elemento: 

[K] = (TJ[kJT] (3.48) 

e entao: 

Kr=R (3.49) 

onde K e a matriz de rigidez para todo o sistema, r e o vetor dos deslocamentos nodais 

de todo o sistema e R e o vetor das avoes nodais do sistema. 

3.2.2 Formuta,.ao do metodo para elemento de treli~Ya 

Para a aplicavi'io do metodo dos elementos finitos deve-se primeiro definir a 

relaviio deformavao-deslocamento a ser utilizada na formulavi'io da energia, ou seja, 

definir a relaviio (3.31 ). Assumindo a hip6tese de que as sevoes transversais 

permanecem planas, considere uma barra com comprimento dx na posivao indeformada .. 
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e comprimento dx(J + E,J na posi<;ao deforrnada. Tem-se as seguintes rela<;oes entre os 

deslocamentos u, v, a rota<;ao Be o alongamento longitudinal Ex: 

e 

du 
dx(l + EJ cos B= dx(l + -) 

dx 

du 
dx =(I+ Ex)cosB-1 

dv = dx(l + Ex)senB 

dv 
dx = (1 + Ex)senB 

/L , "' e \ . 

Figura 3.2 - Alongamento de urn elemento 

Para trifulgulos retangulos tem-se: 

(3.50) 

(3.51) 

I 
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du 
dx2(l+Ex)2 =[dx +1]2dx2 +dv2 :::> 

du du dv 
dx2(l+Ex)2 =dx2[(dx)2 +2 dx +l+(dx)2]:::> 

(3.52) 

du du dv 
(l+Ex)2 -l=(dx)2 +2 dx +(dx)2 

F azendo-se: 

(3.53) 

tem-se: 

(3.54) 

onde Ex e o alongamento da barra ao Iongo do eixo e & e a defonnas:iio da barra. 

A expressiio (3.53) fornece a relas:ao defonnas:iio-deslocamento que e utilizada 

na formulas:iio da energia. Logo: 
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(3.55) 

Levando-se a expressao (3.55) e a (3.32) na expressao da energia de 

deformas:ao : 

(3.56) 

A parcela _!_ (du )2 e pequena em comparas:ao a unidade e pode ser desprezada. 
2 dx 

Desenvolvendo-se : 

(3.57) 

Desprezando-se os termos de quarta ordem e dividindo-se a expressao da 

energia em duas parcelas tem-se : 

(3.58) 
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(3.59) 

sendo U1 a parcela quadrirtica da funvao e U2 a parcela cubica. 

Por se tratar da estrutura treliva a funvao aproximadora utilizada tanto para u 

como para v sera : 

u(x) = /h + fhx (3.60) 

v(x) = PJ + P4X (3.61) 

Impondo-se as condi9oes de contomo : 

(3.62) 

v(x)lx~o =VI ~p3 = VJ 



e 

entiio : 

e 

Logo de (3.62) tem-se: 

"'"At i f{_ t'-~· 

0 CIRCULANT--

41 

(3.63) 

(3.64) 

Por conveniencia, sao utilizadas coordenadas adimensionais q = :xll. Tem-se, 

(3.65) 

(3.66) 

Aplicando-se a varia~j:iio : 

(3.67) 



A primeira parcela (3.58) da energia de deformayiio e: 

U =J_D ((du)zdx 
I 2/ J'dx 

substituindo-se (3.67) na primeira parcela da energia: 

Com du(!;) = TTJ(q)p tem-se em (3.70): 
d!; 

U1 =I_ JDCT17(!;)p)
2 
d!; = 

21 

=_I JPT 17 T(!;)TT DTTJ(!;)pd!; 
2/ 
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(3.68) 

(3.69) 

(3.70) 

(3.71) 



Com uma variac;ao: 

ecom: 

substituindo-se (3. 73) em (3.67): 

Observando (3.74) nota-se que: 

j f T 

k,=z~B DBd¢ 

UN! CAMP 

r'F'NTTR1 Al -,.jf:._•-" ..• 
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(3.72) 

(3.73) 

(3.74) 

(3.75) 
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com D=[EA] a matriz de rigidez elastica k. fica: 

1 0 -1 0 

EA 0 0 0 0 
[ke]=-z 

-1 0 1 0 

0 0 0 0 

A segunda parcela da energia de deforrrJayao (3.59) e : 

(3.76) 

substituindo-se (3 .68) na segunda parcela da energia : 

(3.77) 

Com du(q) = dv(q) =T17(q)p tem-seem(3.77): 
dq dq 



Com P= D T 17(/;)p: 

Com uma variayao e comB= T TJ@ em (3. 79) fica: 

8U
2 

=8pr[_! PJBTBpd!;] 
2/ 

= 8 pT[y p JBT Bd!;]p 

Logo: 
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(3.78) 

(3.79) 

(3.80) 



E a parcela nlio-linear da matriz de rigidez que fica: 

0 0 0 

1 0 -1 

0 0 0 

0 -1 0 1 

A matriz de rigidez do elemento e dada por: 
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(3.81) 

(3.82) 



4.Formula~oes Geometricamente Exatas do Elemento 

de treli~a Plana 

0 objetivo deste capitulo eo de apresentar formul~es geometricamente exatas 

para analise nao-linear de treli9as planas. Sao apresentadas duas formulayoes sendo a 

primeira delas baseada no trabalho de Pimenta (23,24) e a segunda no trabalho de Lima 

e Brasil (15). Ambas utilizam o conceito da matriz de rigidez tangente. No capitulo 7 e 

apresentada a formulayao para trelivas espaciais. 

4.1 Primeira Formula~ao 

Seja urn sistema de coordenadas global indicado na figura 4.1, e seja r o vetor 

posi9ao de urn ponto no espayo em rela9ao a origem e p o vetor deslocamento desse 

ponto. 0 comprimento de uma barra na configurayao de referencia ou indeformada e 

dado por /,eo seu comprimento na configurayao deformada e dado por lc. 
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0 alongamento linear dessa barra e dado por: 

(4.1) 

y 

' 
lc 

e 
a 

v2 

VI 

ai lr b 
X f UJ u2 

Figura 4.1- Deslocamento de urna barra 

A tensiio nominal na barra na configurayiio deforrnada e: 

N 
a=-

A,. 
(4.2) 
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onde A, e a area da se~ao transversal na configura~ao indeformada e N e a for~a normal 

atuante na barra, dada pela lei de Hooke: 

N=EAs (4.3) 

Sejam a e b as extremidades da barra. Com o vetor das coordenadas r e o vetor 

dos deslocamentos p de a e b, pode-se obter os vetores das coordenadas e 

deslocamentos nodais da barra. 

-T 
p = [uv] (4.4) 

onde u; sao os deslocamentos longitudinais e v; os deslocamentos transversais 

que para urn elemento de treli~a sao u1, v1,u2 e v2 para os nos inicial e final da barra 

respectivamente. 

Ainda, tem-se que os comprimentos da barra nas configura~oes indeforrnada e 

deformada sao dados por: 

l=dx r 
(4.5) 

(4.6) 
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Com isso pode-se obter o alongamento linear em fun9ao dos deslocamentos 

no dais. 

Sabendo-se que: 

"- 08 "­
UG = Op up 

onde o denota uma grandeza virtual. Fazendo-se: 

tem-se: 

b= 0~ 
op 

(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 

(4.10) 
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Pelo Teorema dos Trabalhos Virtuais o trabalho dos esfon;:os internos da barra 

e dado por: 

p t5 p = A,}p& 

onde P eo vetor dos esfor9os nodais internos. Com (4.10): 

ou: 

P = A,.l,a b 

P=Nl b 
' 

A matriz de rigidez tangente da barra e definida por: 

oP 
K -­
r- op 

Diferenciando a expressiio (4.12) obtem-se: 

(4.11) 

(4.12) 

(4.13) 

(4.14) 

UArfc'"'.AM 1 "~~ l1 p 

l 



Pela regra da cadeia: 

00' dO' oe 
-=--
op de op 

Lembrando que D=[E], e: 

du = D e oe =b 
de op 

tem-se em (4.16): 

ou =Db 
op 

Introduzindo-se (4.17) em(4.15), tem-se: 

52 

(4.15) 

(4.16) 

(4.17) 



53 

(4.18) 

A expressiio (4.18) fomece a matriz de rigidez tangente [Kr], constituindo o 

primeiro membro desta expressiio a matriz de rigidez elastica [Ke ]e o segundo a matriz 

geometrica de rigidez tangente, [Kg]da barra. Pode-se escrever, entao: 

(4.19) 

com: 

(4.20) 

e 

(4.21) 

Utilizando-se as mesmas funs;oes do capitulo anterior: 

(4.22) 
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v(x) = /33 + fJ.;:x (4.23) 

Impondo-se as condis:oes de contorno : 

u(x)lx~o = UJ ~ /31 = UJ 

(4.24) 

v(x)!Fo =VI ~/33 = VJ 

Logo de (4.24) tem-se: 

(4.25) 

e 

(4.26) 
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Com essas funyoes de interpolayao nas expressoes (4.20) e (4.21), tem-se: 

1+2.9 e -(1+2.9) -e 
EA e e' -e -e' 

[K,J=-z 
-(1+2.9) -e 1+2.9 e 

' 
-e -e' e e' 

e 

1 0 -1 0 

N 0 1 0 -1 
[Kg]= l 

c 
-1 0 1 0 

0 -1 0 1 

4.2 Segunda Formula~ao 

Considere-se uma barra no sistema local de referencia. 0 comprimento da barra 

na configurayao indeformada e l, e na configurayao deformada e lc. 0 vetor dos 

des1ocamentos nodais, dado por p, se relaciona com o angulo e entre a posiyao 

deformada e a indeformada e lc da seguinte forma: 



y 1! • • p3 
' b' 
' 

lc 

Pz 
e 

a p Vz 
I 

VI 

a! I, b 

Ul 'I u2 -r X 

Figura 4.2- Graus de liberdade e deslocamentos de uma barra de treliya 

0 alongamento linear da barra e dado por: 

lc -l, 
s=-­

l, 
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(4.27) 

(4.28) 

(4.29) 
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As componentes do vetor das forvas nodais sao obtidas pelo equilfbrio das 

forvas na barra: 

e 

ou, 

P 3 =-~=NcosB 

P, =-F.= NsenB 

onde P; sao as componentes do vetor das forvas externas. 

Sendo N a forya normal atuante na barra dada pela lei de Hooke: 

N=EA& 

l -l N=EA-c __ , 
/c 

onde EA expressa o produto da rigidez axial da barra. 

(4.30) 

(4.31) 

(4.32) 

(4.33) 

Diferenciando-se ( 4.30) e ( 4.31) e escrevendo em notaviio rnatricial tem-se: 



dP=cdN+N sdB 

com c = [ -cose -sene cose sene ] e s = [ sene -cose -sene cose ]. 

A matriz de rigidez tangente da barra e dada por: 

dP 
kr -

dp 
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(4.34) 

(4.35) 

Logo, para obter-se kr e preciso escrever d(} e dN em funs:ao de p. Com as 

equas:oes (4.27), (4.28) e (4.33) chega-se a: 

1 
dB= -sdp 

/c 
e 

EA 
dN=-cdp 

I, 

Substituindo-se as express5es de (4.36) em (4.34), tem-se: 

(4.36) 

(4.37) 
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Comparando a expressao (4.37) com: 

dP = [kT ]dp (4.38) 

nota-se que na expressao ( 4.3 7) o termo entre parentesis fomece a matriz de rigidez do 

elemento para a teoria exata: 

(4.39) 

0 primeiro termo da expressao ( 4.39) constitui a matriz constitutiva de rigidez 

tangente, [ke]e 0 segundo termo de ( 4.39) e a matriz geometrica de rigidez tangente, 

[kg]da barra. Desta forma, tem-se 

(4.40) 

onde, 

(4.41) 



tern a seguinte forma: 

cos2 e 

EA cose sene 
[k.] = -l 

-cos2 e 
' 

-cose sene 

e 

N T 
[k ]=-S S 

g l 
c 

tern a seguinte forma: 

sen2 e 

N -senecose 
[k ]=-

-sen2e g l 
c 

senecose 
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cose sene -cos2 e -cose sene 

sen2 e -cose sene -sen2 e 

-cose sene cos
2 

e cose sene 

-sen2 e cose sene sen2 e 

(4.42) 

-senecose -sen2 e senecose 

cos
2 e senecose -cos2 e 

senecose sen 2 e -senecose 

-COS
2 e -senecose COS

2 
e 

Para obter-se a matriz de rigidez tangente no sistema global de referencia basta 

aplicar-se uma rotayao, da seguinte forma: 
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[K] = [TY[kr ][r] (4.43) 

t 0 cos(} sen(} 
onde T = I 

0 
I e t = I (} (} I . Se a e o angulo formado entre o sistema 

t -sen cos 

global de referencia e a dire9ao original da barra, tem-se: 

I 

/ 
I 

I 

I 

b 

! a 

X 

Figura 4.3- Angulo formado entre a barra eo sistema global de referencia 

~=[-cos¢ -sen¢ cos¢ sen¢] (4.44) 

~=[sen¢ -cos¢ -sen¢ cos¢] (4.45) 



onde ~ = e + a e c = cT e s = sT. 

A matriz de rigidez do elemento no sistema global e: 

EA--N-­
[K]=- CT c+- ST S 

/r /c 
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(4.46) 

Para obter-se a matriz de rigidez da estrutura faz-se a somat6ria de todos os 

elementos: 

(4.47) 

onde [A] e a matriz de incidencia de cada barra. 



5. Formula~oes de Segunda Ordem 

Este capitulo visa apresentar formulayoes de segunda ordem que correspondem 

as formulayoes exatas apresentadas no capitulo anterior. A primeira formula9ao de 

segunda ordem e derivada da primeira formulayao exata (23) do capitulo anterior de 

maneira consistente e a aproximayao consiste no desenvolvimento em serie com termos 

ate segunda ordem das deforrnayoes generalizadas. 

5.1 Primeira Formula~iio de Segunda Ordem 

Seja urn sistema de coordenadas global conforme a figura 4.1, e seja r o vetor 

posiyao de urn ponto no espayo em relayao a origem e p o vetor deslocamento desse 

ponto. 0 comprimento de uma barra na configurayao de referencia ou indeformada e 

dado por /,eo seu comprimento na configurayao deforrnada e dado por lc. 

0 alongamento linear dessa barra e dado por: 



l, -1, 
&=-­

!, 

A tensao nominal na barra na configura9iio deformada e: 
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(5.1) 

(5.2) 

onde Ar e a area da se9iio transversal na configura9iio indeforrnada e N e a for9a normal 

atuante na barra, dada pela lei de Hooke: 

N=EA & r (5.3) 

Com a e b sendo as extremidades da barra. Com o vetor das coordenadas r e o 

vetor dos deslocarnentos p de a e b, pode-se obter os vetores das coordenadas e 

deslocamentos da nodais da barra da mesma forma que foi feito para a teoria exata 

-T 
p = [uv] (5.4) 
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onde u, sao os deslocamentos longitudinais e v, sao os deslocamentos 

transversais que em urn elemento de treliva plana sao u 1, VJ, u2 e v2 para os nos inicial e 

fmal da barra respectivamente. 

Ainda, os comprimentos da barra nas configurayoes indeformada e deformada 

sao dados, respectivamente, por: 

l =dx r (5.5) 

(5.6) 

Com isso pode-se obter o alongamento linear em funs:ao dos deslocamentos 

nodais. 

(5.7) 

A aproximas:ao que caracteriza a teoria de segunda ordem apareceni como mna 

expansao em serie na expressao da deformas:ao. A utilizas:ao de series trigonometricas 

para aproximas:ao da deforma9iio e mna pnitica co mum na engenharia que visa facilitar 

o estudo das estruturas. Ao se adotar mna determinada serie para representar a 

deformas:ao a expressao obtida sera va!ida para todo o comprimento da barra sem que 
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seJa necessario dividi-la em partes menores para sua resoluc;ao quando ba ac;oes 

aplicadas fora dos nos. Desde que se escolha a serie adequada de forma que seus termos 

respeitem as condic;oes de contorno os resultados obtidos estarao suficientemente 

pr6ximos da soluc;ao exata, dependendo do nfunero de termos utilizados na serie. Para a 

aproxima9ao da formulac;ao de segunda ordem tem-se uma expansao em serie com 

termos ate a segunda ordem na expressao (5.7): 

Lembrando que: 

s: 0& s:­
u&=-up 

op 

onde 5 denota urna grandeza virtual. Fazendo-se: 

tem-se: 

b= 0& 
op 

(5.8) 

(5.9) 

(5.10) 
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(5.11) 

Pelo Teorema dos Trabalhos Virtuais o trabalho dos esforyos intemos da barra 

e dado por: 

pr 8jj = A),a & 

onde P eo vetor dos esfor9os nodais intemos. Com (5.11 ): 

ou, 

P=Nl,b 

A matriz de rigidez tangente da barra e definida por: 

oP 
K -­
r- op 

(5.12) 

(5.13) 

(5.14) 

(5.15) 



Diferenciando a expresslio ( 5 .14), obtem-se: 

Pela regra da cadeia: 

ou du 8& 
-=--
op de op 

Lembrando que: 

du 8& __ b 
-=De 
de op 

tem-se em (5.16): 

oa- =Db 
op 
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(5.16) 

(5.17) 

(5.18) 
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Introduzindo (5.18) em (5.16), tem-se: 

(5.19) 

0 primeiro termo da expressao (5.19) constitui a matriz constitutiva de rigidez 

tangente, [K,]e o segundo constitui a matriz geometrica de rigidez tangente, [Kg] da 

barra. Pode-se escrever, entao: 

(5.20) 

(5.21) 

(5.22) 

com as fum;oes de interpo la9ao: 
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(5.23) 

v(x) = /h + /]4X (5.24) 

Impondo-se as condiyoes de contomo : 

u(x) lx~o = UJ => /]J = UJ 

(5.25) 

v(x)lx~o = VJ =>/]3 = VJ 

Logo de (5.23) tem-se: 

(5.26) 

e 
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(5.27) 

Com essas funyoes de interpolayiio nas expressoes (5.21) e (5.22), tem-se: 

1 0 -1 0 0 0 0 0 

EA, 0 0 0 0 N 0 1 0 -1 
[K,]=-z-

-1 0 1 0 
e [K ]=-

0 0 0 0 g l 
' ' 

0 0 0 0 0 -1 0 1 

onde [Ke] e a matriz de rigidez elastica e [Kg] e a matriz de rigidez geometrica. 

5.2 Segunda Formula~ao de Segunda Ordem 

A formulayiio de segunda ordem apresentada a seguir e derivada da segunda 

formulayiio exata apresentada no capitulo anterior e tern como aproximayiio aquela 

sugerida por Venancio (8,9). 

0 alongamento linear c;, segundo a teoria de primeira ordem e dado por: 
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(5.28) 

onde {p} e a matriz dos componentes dos deslocamentos dos pontos a e b, lembrando 

que/, e o comprimento da barra indeformada e { m} = [ -1 0 I 0]. 

y 

t 

al I r b I 
--?:;==~u'="1~=~=====-Fr=;u:;:;i~=:-, _ __.,.,... x 

I,+ u2 - UF(J+e 0)1r 

Figura 5.1 - Alongamento linear da teoria de primeira ordem 

A rot~ao e do eixo da barra e dada por: 

1 1 
B=-(v2 -v1)= np 

I, l, 
(5.29) 
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onde {n} = [0 -1 0 1]. A equas;ao (5.29) e valida para os casos em que se assume 

pequenas rotll\X)es, ou seja para uma teoria de segunda ordem. 

Atraves da figura ( 5.1) pode-se verificar a seguinte relas;ao entre s, que e o 

a1ongamento real e 1Jo anteriormente definido : 

(5.30) 

Trabalhando a equas;ao (5.30): 

I+ li
0 

= cosB + li cosO 

li
0 

= cosB-1 + li cosB 

B-li
0 

= 1-cosB+s -s cosB 

B-lio =(I +li )(1-cosB) (5.31) 

Para pequenos valores de deformas;ao pode-se fazer (I + s ) = 1 e tem-se, entao : 

s-s = 1-cosB 
0 

IJ 
_I 

(5.32) 



Fazendo-se a aproxima((ao para a teoria de segunda ordem: 

B' 
cosO"' 1-­- 2 

tem-se para o alongamento da teoria de segunda ordem : 

B' 
&=& +-

0 2 
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(5.33) 

(5.34) 

Note-se que na teoria de primeira ordem tem-se que P3 = -P1 = N e P4 = -P2 = 

0. Na teoria de segunda ordem as componentes da for((a normal serao : 

n=-P,=NcosB (5.35) 

P4 = -P, = NsenB (5.36) 
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onde N e a for9a normal aplicada e os Pi sao as componentes da for9a externa. Por 

apro:x.iJna9iio pode-se fu.zer cosO= 1 e senO = 0 e, escrevendo-se em nota9iio matricial, 

tem-se: 

P=Nm+NnB (5.37) 

onde {P} eo vetor das componentes da for9a normal N e {m} e {n} sao as mesmas 

rnatrizes ja definidas anteriormente. 

Pela lei de Hooke tem-se: 

N= EA& (5.38) 

onde EA expressa o produto da rigidez axial da barra. Substituindo-se a equa9ao (5.34) 

na (5.38) tem-se: 

(5.39) 

Substituindo-se (5.39) em (5.37) e considerando-se (5.28) e (5.29) tem-se: 



Fazendo-se: 

EA T 
[k,]=-

1
-m m 

' 
N T 

[k ] =- n n 
g I 

' 

tem-se, em no~iio matricial: 
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(5.40) 

(5.41) 

(5.42) 

onde [ke] e a matriz de rigidez elastica linear e [kg] a matriz de rigidez geometrica que 

leva em conta o efeito da forc;:a aplicada e sao escritas da seguinte furma: 

1 0 -1 0 0 0 0 0 

EA 0 0 0 0 N 0 1 0 -1 
[k,]=-l 

-1 0 1 0 
e [kg]= l 

0 0 0 0 
' c 

0 0 0 0 0 -1 0 1 



tem-se: 
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Diferenciando-se a eq~ao (5.42) em relas:ao aos deslocamentos {p} obtem-se: 

EA 
{dP} = ([ke]+-B({n{ {m}+ {m}r {n} +B{n{ {n}) + 

I, 

+[kg]){dp} 

Comparando a expressao (5.43) com a seguinte expressiio : 

{dP} = [kr]{dp} 

(5.43) 

(5.44) 

(5.45) 

onde [kr] e a matriz de rigidez tangente do elemento e [Like] e a matriz de corres:ao de 

[ke] devido as mudanyas de coordenadas dada por: 

" _- ~ 



EA 
[M.] = -8({n}r{m}+{mf{n}+8{nf{n}) 

l, 

0 8 0 -8 

EA 8 82 -8 -82 
[MJ=-z 

0 -8 0 8 
' 

-8 -82 8 82 
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(5.46) 

A matriz [kr] obtida se refere ao sistema local de coordenadas. Para obter-se a 

matriz de rigidez tangente da estrutura, que e dada no sistema de coordenadas globais, 

deve-se primeiramente, aplicar a [kr] uma rotas:ao, que sera dada por: 

[K] = [Tf[kr ][1] (5.47) 



[
[t] [0]] [cosa 

onde [T] = [0] [t] e [t] = - sena 

o sistema local de referencia. 
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sena] 
e a eo angulo entre o sistema global e 

cos a 

Para se obter a matriz de rigidez de toda a estrutura basta fuzer: 

(5.48) 

onde [A] e a matriz de incidencia. 



6. Tecnicas para Resolu~ao de Equa~oes Nao-lineares 

6.1 Processo Incremental 

0 Processo Incremental consiste na divisao do carregamento em incrementos 

de carga, que podem ter a mesma magnitude, que e a forma mais utilizada, ou 

magnitudes diferentes. Desta forma assume-se que a solu9iio e obtida para uma 

intensidade de carregamento A.{P}, onde {P} expressa a magnitude das a'<oes nodais eA. 

faz variar sua intensidade. Assim, tem-se: 

r(p,A.) = 0 (6.1) 

onde r (p, A.) e urn sistema de equa'<oes, p e a so lu'<ao do sistema de equa'<oes e A. e o 

pariimetro que define a intensidade da carga. 
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Supondo que para A= ~ a solw;iio do sistema r(p,A. 0) = 0 e conhecida, entao 

partindo-se de A = Ao admite-se a existencia de uma sequencia ~, AI, A2, .... An de forma 

que a soluyiio de r(p,A k-1) = 0 seja urn ponto de partida para a resoluyiio de 

r(p,A k) = 0. 0 procedimento e repetido ate que se atinja o valor total do carregarnento 

aplicado. 

Considerando-se a analise nao-linear de estruturas, as equa9i)es de equilfbrio 

siio dadas da seguinte forma: 

r(p) = F(p)-P (6.2) 

onde F(p) expressa os esfuryos intemos e P expressa as ayoes externas. 

Tem-se: 

r(p,..l) = F(p)-AP (6.3) 

Para A=..lo= 0 tem-se uma soluyiio conhecida para (6.3) que e a posiyiio da 

estrutura onde p=O e todos os deslocarnentos impostos sao nulos e que coincide com a 

posiyiio indeformada da estrutura Por esta raziio tem-se: 

r(p,..l 0) = 0 (6.4) 
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Aplicando-se o processo incremental ao problema tem-se que esta soluyiio 

servici de base para obtenyiio da soluyiio para 2=2J. E necessario entiio conhecer 21 que 

pode ser definida como uma sequencia de n valores de 2 da seguinte forma: 

k = O,l, .... ,n (6.5) 

SeA,.= I, tem-se: 

r(p,A, .) = r(p) (6.6) 

Nos casos em que siio utilizadas magnitudes diferentes e necessario que se 

conheya com antecedencia o comportamento da estrutura a fun de que se possa utilizar 

incrementos menores de carga nas fuixas mais criticas para que se obtenha resultados mais 

precisos. Com a divisiio de carregamento em incrementos suficientemente pequenos de 

carga obtem-se para a estrutura, a cada incremento, urn comportamento proximo do 

cornportamento linear, sendo esta a principal vantagem do processo, ja que o calculo passa 

a corresponder a uma sucessiio de problemas lineares de simples soluyiio. 

Para estruturas sujeitas a grandes deslocamentos, porem, o equilibrio entre os 

esforyos internos e o carregamento aplicado niio e garantido pelo processo puramente 

incrementaL Nesse processo admite-se que OS deslocamentos obtidos com a analise 

linear a cada incremento sejam a soluyiio para esse incremento niio havendo verificayiio 

do equilibrio. Dessa forma niio se leva em conta os residuos de cada incremento e os 
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resultados obtidos quando ocorrem grandes deslocamentos tendem a se afastar da 

solu9iio exata Em seu artigo de 1972 Haisler e Strickling (11) jii separavam os 

procedimentos existentes em procedimentos Classe I, da qual faziam parte os 

procedimentos que niio garantiam 0 equilibrio e da qual 0 metodo puramente 

incremental fuzia parte, e procedimentos Classe II, da qual faziam parte aqueles 

procedimentos que buscavam garantir o equihbrio em qualquer ponto da curva carga -

deslocamento. 0 metodo de Newton-Raphson pertencia a esta classe de procedimentos. 

6.2 Metodo de Newton-Rapshon 

0 Metodo de Newton-Raphson e o metodo iterativo mais utilizado para 

abordagem de problemas de nao-linearidade sendo, por esta raziio, aqui apresentado. 0 

metodo consiste em se determinar o desequilibrio, ou residuo, entre os esfor9os intemos 

e as for9as aplicadas existente nos nos da estrutura ao final de cada iterayiio. Com o 

residuo sao corrigidos, entiio, os incrementos de deslocamento anteriormente obtidos. A 

formulayiiO para urn sistema de equayOeS niio-lineares e dada por: 

r(p) = 0 (6.7) 

A solu9iio para esse sistema sera dada por p·. 0 algoritmo do metodo Newton­

Raphson e obtido expandindo-se cada urna das fimc;:oes r,(p) em serie de Taylor em 

tomo de urn ponto p
0 

qualquer e mantendo-se os dois primeiros termos. Tem-se, entiio: 
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(6.8) 

Fazendo-se: 

(6.9) 

tem-se: 

r(p) = r(po) + S(po)(p- po) (6.10) 

A matriz S e a matriz Jacobiana de r(p) que na aruilise de estruturas e a Matriz 

de Rigidez e r(p) e o vetor residuo. Desta forma, tem-se como solu~ao aproximada para 

r(p)=O: 

r(po) + S(po)(p- po) = 0 ~ p =Po- S(porir(po) (6.11) 
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A expressao dada em (6.1 I) parap como soluc;:iio do sistema de equayoes e uma 

nova aproximayiio para p· e sera o novo ponto de partida para uma nova iterayiio e 

assim sucessivamente, ate que se obtenha uma aproximayiio melhor para p·, o que 

ocorrera caso a aproximayao tomada como ponto de partida seja suficientemente 

proxima da soluyiio. 

6.3 Processos Incremental-Iterativos 

Os metodos incremental-iterativos ou incrementais nao-lineares diferem dos 

puramente incrementais por fazer a cada incremento de carga a verificayiio do equihbrio 

entre o carregamento e os esforvos intemos procurando dessa forma minimizar os erros 

resultantes do processo puramente incrementaL Para tanto utiliza-se urn esquema 

iterativo dentro de cada incremento de carga. 0 metodo iterativo mais utilizado e 0 de 

Newton-Raphson. Assim, a partir de 2=A.J pode-se obter atraves do metodo de Newton­

Raphson a soluvao para 1=1k sucessivamente ate obter-se a so!uyiio para 1=1 •. As 

equayoes, escritas em notayao matricia4 utilizadas no metodo incremental-iterativo de 

Newton-Raphson sao: 

(6.12) 

onde a expressiio do !ado direito representa a forya desbalanceada ou o residuo. 
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Os deslocamentos incrementais utilizados para montar a Matriz de Rigidez [ Sj]i 

siio dados por: 

(6.13) 

0 primeiro passo deste metodo e a utilizayao dos esforc;os internos e dos 

deslocamentos relativos ao incremento anterior para obter-se a Matriz de Rigidez 

atualizada do elemento. A partir de entao inicia-se o esquema iterativo atraves do qual a 

Matriz de Rigidez e continuamente atualizada com os incrementos de deslocamento da 

iterac;ao anterior, o que ocorrera da seguinte forma: com a Matriz de Rigidez [Sdo obtida 

entiio e como novo incremento de carga [LV'] obtem-se os deslocamentos incrementais 

relativos a iterayiio atual [L\p]L Em seguida, com os deslocamentos [L\p] 1 e com a 

expressiio (6.13),obtem-se [L\p] como qual atualiza-se a Matriz de Rigidez e atraves da 

expressiio (6.12) obtem-se a forc;a desbalanceada. Com a forc;a desbalanceada e a Matriz 

de Rigidez atualizada [S1] 1 procede-se a obtenc;ao do novo incremento de deslocamento 

[ L\p h e repete-se o procedimento ate que a forc;a desbalanceada apresente urn valor 

suficientemente pequeno que sera estabelecido por urn criterio de convergencia. 

Uma das grandes desvantagens do metodo de Newton-Raphson e o grande 

trabalho computacional necessilrio para atualizac;ao da Matriz de Rigidez a cada iterayiio. 

Visando diminuir esse trabalho pode-se utilizar o metodo de Newton-Raphson modificado 

no qual procede-se a atualizac;ao da Matriz de Rigidez somente na primeira iterac;ao de 

cada incremento, ou, em alguns casos na primeira e na segunda iterac;ao de cada 

incremento. Pode-se ainda atualizar a Matriz de Rigidez na primeira iterayiio e mante-la 

constante durante vilrias iterac;oes ou incrementos atualizando-a novamente quando a 

convergencia comec;ar a ficar comprometida A principal desvantagem nesse caso e que 

para realizar este tipo de anitlise e necessaria urn born conhecimento da estrutura, de seu 
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cornportamento e tambern da analise nao-linear, ja que deve-se decidir quando atualizar a 

Matriz de Rigidez e rnesrno se e necessario rnodificar o tarnanho do incremento, pois o 

processo pode divergir caso a Matriz de Rigidez niio seja atualizada corn a freqiiencia 

necessaria. Matthies (18) cornenta as desvantagens do rnetodo de Newton-Raphson ern seu 

artigo e apresenta a forrnul39iio dos rnetodos chamados Quasi-Newton, que consistern na 

utiliz39i'io da inversa da Matriz de Rigidez Tangente do sistema, de forma que niio e 

necessaria a obten~ao da Matriz de Rigidez. Estes rnetodos niio seriio aqui apresentados, 

mas podern ser encontrados ern Matthies (18). 

6.4 Criterio de Convergencia 

Nota-se que para qualquer processo iterativo existe a necessidade de urn 

criterio de convergencia, ou seja, urn valor corn o qual sejarn cornparados os resultados 

obtidos a cada itera~ao a fim de se deterrninar a parada e o inicio de urn novo incremento. 

Ern analise estrutural esse criterio pode ser dado de tres forrnas: atraves do criterio de 

for~as residuais, do criterio dos deslocarnentos e do criterio de tensoes. 

0 criterio de fo~ residuais e dado por: 

(6.14) 

onde r(x) e o vetor residuo e Jill e a norma do vetor residuo. 
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Desta forma se esta cornparando o desequilfbrio entre as foro;:as externas aplicadas 

e os esforo;:os internos da configurao;:ao atual no ponto x aquela da configurao;:§:o anterior no 

ponto xo. Outra alternativa para o criterio de convergencia de foro;:as residuais pode ser 

tam bern: 

1/r(x)//:-:;p (6.15) 

onde o criterio de parada e dado sornente pela cornparao;:ao do valor do 

desequilibrio com o valor de j3. 0 valor de !3 depende das unidades utilizadas na aruilise, 

mas urn valor normalmente utilizado e p = 1 o-3
, podendo variar entre 1 o-2 e 10-6. 

0 criterio dos deslocarnentos e dado por: 

(6.16) 

onde P e a toleriincia e tern o rnesrno valor utilizado para o criterio de foro;:a, Pref e 

urn valor de referencia dado por Pref =II {p}l/ e II ilp(x)l/ e a variao;:ao de deslocarnento 

nurna deterrninada iterao;:ao. 

No criterio das tensoes, da rnesrna forma que nos criterios anteriores, faz-se a 

cornparao;:ao entre a variao;:ao de tensao durante cada iterao;:ao corn urn nivel de tensao 

previarnente estabelecido. Este criterio e mais usado quando se tern grandes deforrnao;:oes. 



Quanto ao citlculo das normas tem-se tres op<;oes: 

II {r}ll1 =I lr,l 
II {r}/12 = cir, 2)Yz 

1/ {r}/1~ = maxl/r,/1 
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(6.17) 

onde a segunda formula da expressiio ( 6.17) e a norma euclidiana e a terceira e a 

norma llllixima. Bergan e Clough em seu artigo (2) sugerem para o criterio dos 

deslocamentos mna modificac;:ao nas normas I e 2 que consiste na sua divisao pelo 

nfunero de componentes incognitas, ou seja, mna media. Segundos eles, porem, nao hli 

diferenc;:a significativa na utilizac;:ao de mna ou outra norma, podendo-se levar em 

considera<;ao o tipo de norma no valor escolhido para f3. Eles, contudo, destacam a 

utilizaerOO da norma do IIlliximo. 



7.Analise Nio Linear Geometrica de Treli~as 

utilizando Programas 

UN! CAMP 

CIRCU 

Apresenta-se uma breve descriyao do programa implementado em Pascal para o 

ca!culo de esforyos em treliyas espaciais utilizando uma formulayao nao linear geometrica e 

complementando os capitulos 4 e 5. Para efeito de apresentayao este prograrna e 

denominado TNLG. Apresenta-se tarnbem uma descriyao dos principais comandos 

necessarios na utilizayao do programa Ansys para a analise nao linear de treliyas. 

7.1 Programa TNLG 

0 prograrna TNLG, implementado em linguagem Pascal, utilizado no presente 

trabalho, foi desenvolvido com a colaborayao do professor Vinicius Arcaro, da Faculdade 

de Engenharia Civil da UNICAMP . 0 programa trata do calculo de treliyas espaciais de 

comportarnento nao-linear geometrico sujeitas a carregamentos concentrados nos nos e 

fornece como resultados os deslocarnentos nodais e esforyos axiais nas barras. 0 processo 

de resoluyao do sistema de equayoes nao-lineares utilizado foi o incremental-iterativo, com 

a utilizayaO do metodo de Newton-Raphson. 

0 programa se inicia com um procedimento para leitura de dados do arquivo de 

entrada, tais como coordenadas nodais, graus de liberdade e propriedades dos elementos, 
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carregamento e nfunero de incrementos de carga e parilmetros de convergencia. Nesta fase 

tambt\m e gerado 0 vetor que contem OS nos COffi graus de Jiberdade e OS nos fixos 

ordenadamente para a posterior montagem do sistema de equayiies. 

Apos a leitura de dados e determinac;:ao das propriedades dos elementos calcula-se 

a matriz de rigidez do elemento, monta-se o vetor residuo e matriz de rigidez da estrutura, 

monta-se o vetor de ayoes aplicada para cada no e resolve-se o sistema de equac;:oes. Segue­

se, entao, com a atualizac;:ao do vetor residuo e da matriz de rigidez da estrutura em quantas 

iterac;:oes forem necessarias ate haja convergencia. Para evitar que o programa caia em loop 

caso a soluc;:ao niio convirja lirnitou-se o nfunero de iterac;:oes a 25 por incremento. 

Ap6s ser atingida a convergencia no Ultimo incremento de carga o programa gera 

urn arquivo de saida que contem os deslocamentos nodais obtidos para cada no no Ultimo 

incremento, assim como as deformayiies axiais e tensoes das barras da trelic;:a. 

Urn outro arquivo de saida e ainda gerado pelo programa, arquivo esse que contem 

os dados de entrada para o programa comercial Ansys, utilizado neste trabalho com o 

objetivo de comparar resultados, ja no formato correspondente. 

A seguir apresenta-se a formulac;:ao utilizada no programa para obtenc;:ao da matriz 

de rigidez da barra de trelic;:a. 

7.1.1 FormulafYaO de Elemento de Treli~Ya 

Nesta sec;:ao e apresentada a formulac;:ao utilizada no programa TNLG para urn 

elemento de trelic;:a. Para tanto considere-se uma barra de trelic;:a cujo comprimento /, na 

posic;:ao indeformada e dado por: 

(7.1) 
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onde q e urn vetor unitario. 0 comprirnento da barra na posivao deformada e dado 

pelo vetor lc. Sendo pi e pf os deslocamentos nodais da barra nos no inicial e no no final 

respectivamente, tem-se que: 

Zc =A.q- pi+ pj (72) 

A equayao (7.2) fomece a expressao para o vetor ic do comprimento da barra na 

configurayiio deformada. Fazendo-se: 

pf-pi 
z = ""---'--

A 
(7.3) 

e substituindo na (7.1), tem-se: 

lc =A.(q+z) (7.4) 

Com (7.4) pode-se obter o comprimento da barra de treliya na configurayao 

deformada: 
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(7.5) 

Fazendo-se: 

(7.6) 

com (7.6) em (7.5): 

(7.7) 

A deformayiio longitudinal da barra e dada por: 

(7.8) 

levando em conta a expressiio (7. 7), tem-se: 
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(7.9) 

A fun de evitar problemas caso a parcela o seja muito pequena, escreve-se a 

expressao do alongamento longitudinal da seguinte forma: 

(7.10) 

Para obter-se a expressao da matriz de rigidez utiliza-se o Metodo da Minima 

Energia Potencial. Para este fun deve-se escrever a expressao da energia potencial de 

deforrnas:ao: 

(7.11) 

A variayiio ou gradiente da energia de deforrnar;iio em relar;iio aos deslocamentos 

nodais pi e pf e: 

(7.12) 



Aplicando em (7.9) uma varia~o em rela~o aos deslocarnentos nodais pie pf: 

OS 
--= 

(l + 5) -y,(q
1 

+ z) 

A 

~= (1+5)-y,(q1 +z) =1._ 

opjj A 2 

¢ 

A 

Escrevendo em notas:ao matricial (7.13) fica: 

'Vs= 

OS 

opi 
OS 

opf 

= ~[7] 

e a energia potencial de deformas:ao e dada por: 

'VU = Al,a(s{ -:J 

(7.13) 

(7.14) 

(7.15) 
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A matriz de rigidez da barra de treli9a e a hessiana de U em rela91io aos 

deslocamentos nodais pie pf, logo: 

(7.16) 

Para obter-se a hessiana de U deve-se derivar (7.13) uma segunda vez em rela91io 

aos deslocamentos nodais pi e pf Tem-se, entao, ja em notayao matricial: 

a's a's 
-y, 

(1 + o) '(1-t/)(P r) 
a pi (}pi apfapf A.' 

(7.17) 

a's a's 
-1" 

(1 + o) 12 (I- t/Jt/J r) = 
apiapf apfapi A.' 

Com as componentes de (7 .17) tem-se a seguinte matriz para U: 

(7.18) 

Com a expressao (7.18) a matriz de rigidez da barra de treli9a fica: 
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(7.19) 

7.2 A Utiliza~ao do Programa Ansys 

0 programa comercial Ansys apresenta vasta biblioteca de elementos que se 

adaptam a todo tipo de estrutura com diversos comportamentos diferentes. No presente 

trabalho o elemento utilizado para representar as barras de trelic;:a foi o elemento LINKS 

da biblioteca do Ansys, que possui as seguintes caracteristicas: o elernento e urn elernento 

de barra com 2 nos, I e J e tres graus de liberdade por n6, UX, UY e UZ, ou seja, 

translac;:ao nas direc;:oes X,Y e Z, assume-se que a barra seja reta, carregada axialmente nas 

extrernidades corn propriedades unifurmes ao longo de seu comprirnento. 

No caso especifico de estruturas sujeitas a grandes deslocarnentos, rotayiies e 

deformac;:oes o programa Ansys apresenta as seguintes opc;:oes a serem utilizadas 

dependendo do problema: 

1. Large Strain- que considera deformac;:oes finitas e grandes rotac;:oes com 

mudanc;:as na geometria da estrutura. 

2. Large Deflection - que considera grandes rotac;:oes e deslocamentos corn a 

hip6tese de pequenas deformac;:oes. Neste caso, nao M rnudanc;:a na geometria 

da estrutura bavendo somente movirnentos de corpo rigido. 

3. Stress Stiffening - que considera pequenas deformac;:oes e rotac;:oes 

constituindo-se numa aproximayao para estas grandezas. 
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4. Spin softening - considera a hip6tese de pequenas rotac;oes e deformac;oes 

levando em conta movimentos radiais do elemento. 

No presente trabalho nao foi utilizada a ultima opc;ao, Spin Softening, pois nao 

foram tratadas estruturas cujos elementos estivessem submetidos a movimentos radiais. As 

outras tres opc;oes foram utilizadas quando da analise de estruturas com comportamento 

nao-linear pelo programa Ansys. 

Para ativar as opc;oes Large Strain e Large Deflection basta utilizar o comando 

NLG,ON, eo programa escolhera a opc;ao mais apropriada para a estrutura em questao 

levando em conta o elemento da biblioteca do programa escolhido para representa-la. Para 

o caso de trelic;as que tem o elemento LINKS para representa-las a opc;ao Large Strain nao 

esta disponivel, sendo ativada, entao, a opc;ao 2, Large Deflection. A opc;ao Stress 

Stiffening tambem foi utilizada no presente trabalho. Para ativa-la basta dar o comando 

SSTIF,ON. Essa opc;ao foi necessaria, pois atraves dela o programa acrescenta a Matriz 

de Rigidez da estrutura a Matriz de Rigidez chamada Geometrica que leva em 

considerayao o efeito do estado de tensoes no calculo da Matriz de Rigidez. 

0 programa Ansys apresenta como opc;oes para o calculo de sistemas nao­

lineares de equac;ao o metodo c!assico de Newton-Raphson assim como o modificado, 

sendo possivel ao usuario escolher aquele que seja mais adequado ao caso em estudo. 

Alem dessas opc;oes o Ansys ainda oferece a utilizac;ao da busca unidimensional 

juntamente com o metodo Newton-Raphson para acelerar a convergencia. A busca 

unidimensional consiste em encontrar urn valor para urn parfu:netro A que minimize a 

forc;a desbalanceada ou residuo de modo a que o processo venha a convergir mais 

rapidamente, tendo-se assim: 

(7.20) 
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0 Ansys ainda oferece o Metodo da Rigidez Inicial no qual a Matriz de Rigidez 

e calculada no inicio do primeiro incremento de carga e permanece constante ate o final 

do processo. 

Quanto aos criterios de convergencia o prograrna Ansys oferece como op9oes os 

criterios dos deslocamentos e das for9as residuais, sendo o criterio de for9as residuais o 

padrlio. Esses criterios sao dados pelas expressoes (6.14) e (6.16), do capitulo 6, sendo o 

valor padrlio para ambos OS criterios de 1 0·3 
• 

As tres opyaes de norma apresentadas pela expressiio (6.17), do capitulo anterior, 

slio fomecidas pelo programa, sendo a norma Euclidiana adotada como padrlio. 



S.Exemplos de Aplica~ao 

Neste capitulo sao apresentados alguns exemplos de estruturas calculadas levando­

se em conta a nao-linearidade geometrica. Estes exemplos foram encontrados na literatura 

referente ao assunto e serao usados para uma comparavao com os resultados obtidos no 

presente trabalho atraves do prograrna computacional, desenvolvido em linguagem Pascal, 

baseado na formulavao estudada. Alguns resultados foram comparados com valores 

calculados atraves do prograrna comercial Ansys. Os exemplos sao puramente academicos 

para validavfio da formulavao. 

8.1 Treli~a de duas Barras 

Esta estrutura foi analisada por Rubert (30) e Reis (29) e consiste em urna treliva 

plana com apenas duas barras iguais, que fazem urn angulo de 30° com a horizontal, tern 

urn modulo de elasticidade de 30000 ksi e area de 1 in2
• A estrutura esta sujeita a urn 

carregamento de 1800 kips. As unidades de medidas, apesar de nao estarem de acordo 

com o Sistema Intemacional, foram mantidas, a fun de facilitar-se a comparavao de 

resultados. Em sua analise Reis ainda inclui resultados de analise nao-Iinear Geometrica 

com e sem estiramento, designadas por ele respectivamente como (NLG 1) ( NLG 0). 



! !800 kips 

T 

/~~ 
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Figura 8.1.1 - Treli<;:a de Duas Barras 
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A tabela (8.1.1) apresenta os resultados obtidos para a estrutura deste primeiro 

exemplo. Como pode ser observado os resultados para cada incremento de carga estlio 

bern pr6ximos, s6 havendo diferen9as significativas a partir do oitavo incremento, no 

qual as barras da estrutura deixam de trabalhar a compressao e passam a trabalhar 

tracionadas. Note-se que no oitavo incremento os valores encontrados variam. Reis 

obtem para sua aruilise NLGO (sem estiramento) urn valor ja alto no oitavo incremento, 

valor que se mostra bern menor na sua analise com estiramento. Tambem menores sao 

os valores obtidos por Rubert que se aproximam dos valores obtidos no presente 

trabalho, atraves do programa da disserta<;:iio. Ja no nono incremento os valores de Reis 

para anitlise sem estiramento se aproximam mais dos obtidos nesta disserta<;:iio e diferem 

em muito do valor obtido por Rubert. Isso se deve a inversiio de esfor<;:os ocorrida 

devido ao efeito "snap-through" sofrido pelas barras da estrutura, o que resulta em urn 

salto da estrutura de urna posi<;:iio de equilfbrio para outra. A figura (8.1.2) demonstra 

esse efeito. 



Tabela 8.1.1 - Comparaviio de resultados da treli<;a plana de duas barras 

Incremento I Deslocamentos Vertical do n6 2 (in) 

de Carga Fon;:a no n6 2 Reis Reis Rubert 
(Kips) 

NLGO NLG 1 

1 200 -1,391 -1,376 -1,380 

2 400 -2,917 -2,850 -2,850 

3 600 -4,621 -4,448 -4,450 

4 800 -6,572 -6,207 -6,210 

5 1000 -8,904 -8,191 -8,190 

6 1200 -11,930 -10,520 -10,520 

7 1400 -17,140 -13,450 -13,450 

8 1600 -108,400 -14,860 -18,140 

9 1800 -109,300 * -22,280 

I* as barras passaram de compnm1das a trac1onadas 

I -----~~~~~-l-----~------~--1 
·-----10(){}-

I 

( I I \ 

' 

1\ ; 

\ 
"' \ ~ I 

I 

• 

\ " 
I 

0 

• 

'" 

\ I 
i 

I \ 

-

-120,0 ~100.0 -80,0 -60,0 -40,0 -20,0 0,0 

Des!ocamento Vertical do nO 2 (in) 

Figura 8.1.2 - Curva F orva x Deslocamento Vertical do n6 2 da treliva plana de duas 

barras 
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I 
Segnini 

-1,376 

-2,850 

-4,448 

-6,207 

-8,190 

-10,514 

-13,450 

-18,141 

-109,858 

' 
I 
I 

I 

I 
I 
I 

I 

-+-Reis 

-a- Rubert 

Segnini 
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8.2 Treli~a de uma Barra 

A figura (8.2.1) mostra a trelis;a formada por uma unica barra inclinada com urn 

modulo de elasticidade E=20500 kN/cm
2 

e area A=6,526 cm
2 

, submetida a uma carga 

vertical P= lOkN. Este exemplo tambem foi analisado por Reis (29) considerando NLG 

com e sem estiramento. 0 exemplo tambem foi analisado utilizando-se o programa Ansys. 

Na tabela (8.2.1). estao apresentados os resultados obtidos como programa escrito a partir 

da formula91io da disserta91io, os resultados de Reis e os resultados como prograrna Ansys. 

lOcrn 

Figura 8.2.1 - Treli9a de I Barra 
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Tabela 8.2.1 - Comparas:ao de resultados da treli<;a plana de uma barra 

Incremento Deslocamentos Vertical do n6 2 (em) 

de Carga 
Forga no n6 2 - Reis Reis Ansys Segnini 

(kN) 
1 NLGO 

1 1 -0,264 -0,264 -0,264 -0,264 

2 2 -0,553 -0,553 -0,553 -0,553 

3 3 -0,872 -0,873 -0,872 -0,872 

4 4 -1,234 -1,235 -1,234 -1,234 

5 5 -1,658 -1,660 -1,658 -1,658 

6 6 -2,187 -2,192 -2,185 -2,187 

7 7 -2,957 -2,969 -2,945 -2,957 

8 8 -21,620 -21,620 -21,611 -2,902 

9 9 * -21,780 -21,778 -21,783 

10 10 * 21,940 -21,939 -21,941 

Como pode ser observado os resultados sao bastantes pr6ximos em todas as 

analises. Na analise com estiramento Reis obteve resultados apenas ate o oitavo 

incremento, a partir do qual houve divergencia, visto que as itera<yoes ultrapassaram o 

limite estabelecido pelo prograrna. Ja a analise sem estiramento apresenta resultados 

bastante pr6ximos dos resultados apresentados pelo programa Ansys e dos resultados 

obtidos no presente trabalho, no qual se verifica diferens:a so mente no oitavo incremento de 

carga onde o prograrna encontrou urn valor muito abaixo dos obtidos pelos demais 

prograrnas. Tambem no prograrna Ansys o oitavo incremento de carga foi o mais "critico" , 

pois utilizou mais itera<yoes para o calculo dos deslocamentos, havendo convergencia 

somente na 24 itera<yao, sendo o limite estabelecido, tanto no programa Ansys como no 

programa em Pascal, de 25 itera<yoes a cada incremento. Essa diferen<;:a se deve ao chamado 

Ponto Critico, no qual a estrutura atinge sua carga critica, a partir da qual a atual posi<yao de 

equilibria da estrutura passa a ser instavel e a estrutura, entao procura nova posi<yao de 

equilibria. 
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Figura 8,2.2- Curva Forc;:a x Deslocamento do n6 2 da trelic;:a plana de uma barra 

Na tabela (8.2.2) Abaixo estao os valores da forc;:a axial na barra obtidos atraves do 

programa Ansys e do programa TNLG, desenvolvido em Pascal. 

Tabela 8.2.2- Forc;:a Axial na barra da trelic;:a 

For9aAxia1 (kN) I 
Element a 

I I Segnini Ansys 

1 1 ,2601E+02 1,2601E+02 

I 
I 
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8.3 Treli~ta Plana de Cinco Barras 

Esta estrutura foi analisada por Reis (29) novamente com a considera<;iio da nao­

linearidade geometrica com e sem estiramento. Os resultados obtidos pelo programa da 

disserta<;iio sao comparados aos obtidos como programa Ansys e com os apresentados por 

Reis. A treli<;a ilustrada na figura (8.3.1) tern modulo de elasticidade E=20x10~/m 2 , area 

da se<;iio transversal das barras e A= 0,001 m
2 

eo carregamento e dado por P=180 k:N. 

3 5 6 

2 4,5 m 

1 

1180 kN 

" 

Figura 8.3.1 - Treli<;a de 5 Barras 
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Tabela 8.3.1 - Compara<;:ao de resultados da treli<;:a plana de cinco barras 

Incremento I Deslocamentos Vertical do n6 1 (m) 

de Carga 
For913 no n6 1 

I 
Reis 

I 
Reis 

I 
Ansys 

I 
Segnini 

(kN) 
NLG 1 NLGO 

1 18 * * 0,001352 0,001380 

2 36 * * 0,002732 0,002760 

3 54 * * 0,004111 0,004139 

4 72 * * 0,005490 0,005518 

5 90 0,006897 0,006880 0,006869 0,006897 

6 108 0,008275 0,008260 0,008248 0,008275 

7 126 0,009653 0,009630 0,009626 0,009653 

8 144 0,011030 0,011000 0,011004 0,011031 

9 162 0,012410 0,012370 0,012382 0,012409 

10 180 0,013790 0,013740 0,013760 0,013786 
-I* Dados nao fornec1dos em tabela para os 4 pnme~ros mcrementos de carga 

Conforme mostrado na tabela (8.3.1) os valores dos deslocamentos do n6 1 obtidos 

por Segnini, por Reis e pelo programa Ansys, sao praticamente identicos . Esta estrutura 

apresenta-se submetida a for9as de tra<;:ao somente, por esta razao nao ocorre nenhuma 

mudan<;:a brusca em sua posi<;:ao de equihbrio. Os resultados estao melhor ilustrados na 

figura (8.3.2). 
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A tabela (8.3.2) apresenta os resultados obtidos para a fors:a axial nas barras da 

trelis:a. 

Tabela 8.3.2- Fors:a Axial nas barras da trelis:a 

EJ
I 

I 
Fon;a Axial (kN) 

Ansys Segnini 

1 27,4780 27,4436 

2 46,8330 46,8386 

3 61,2380 61,2728 

4 46,8330 46,8386 

5 27,4770 27,4436 

8.4 Treli~a Plana Tipo Grua 

Esta trelis:a foi analisada por Lima (16) em trabalbo academico apresentado em 

disciplina do Departamento de Estruturas da Escola de Engenbaria de Sao Carlos, da 

Universidade de Sao Paulo. Trata-se de uma treli9a tipo grua, com barras de mesmo 

material e mesma area. 0 modulo de elasticidade das barras vale E=21000kN/cm
2 

e area da 

ses:ao transversal das barras vale A=20 cm
2

• A estrutura esta submetida a carregamento 

conforme mostrado na figura (8.4.1 ). 

Para comparas:ao sera mostrada na figura (8.4.2) a curva "fors:a x deslocamento 

vertical do n6 11" com resultados obtidos atraves do programa Ansys, e por Segnini, como 

programa da dissertas:ao, e na figura (8.4.3) os resultados obtidos por Lima. Verifica-se que 

os valores estao bastante pr6ximos, praticamente iguais. 
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Figura 8.4.3 - Curva For<;:a x Deslocamento do n6 11 da trelis:a tipo grua 

obtido por Lima. Vide referencia (16) 

Como mesmo intuito mostra-se na tabela (8.4.1) os mesmos resultados obtidos 

atraves do programa Ansys e como programa TNLG desta dissertas:ao. 

Tabela 8.4.1 - Comparas:ao de resultados da trelis:a plana tipo grua 

Incremento Deslocamento do n6 11 (em) 

de Carga Fon;:a no n6 11 Ansys Segnini 
(kN) 

1 10 -1,6990 -1,6990 

2 20 -3,4030 -3,4025 

3 30 -5,1120 -5,1103 

4 40 -6,8260 -6,8224 

5 50 -8,5350 -8,5388 

6 60 -10,2690 -10,2596 

7 70 -11,9980 -11,9846 

8 80 -13,7300 -13,7139 

9 90 -15,4500 -15,4474 

10 100 -17,1800 -17,1852 
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Na tabela (8.4.2) pode-se ver os resultados obtidos para a fors:a axial nas barras da 

trelis:a atraves do programa Ansys e do programa desenvolvido em Pascal. 
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Tabela 8.4.2- Forc;:a Axial nas barras da treli.;a 

c::JI For9a Axial kN 

E!emento Ansys 

I 
Segnini 

I 
1 0,000 0,000 

2 1065,138 1065,100 

3 -214,137 -214,140 

4 -1213,263 -1213,300 

5 146,540 146,540 

6 914,085 914,090 

7 -215,585 -215,580 

8 -1060,417 -1060,400 

9 99,605 99,605 

10 761,447 761,450 

11 -146,624 -146,620 

12 -956,517 -956,520 

13 48,862 48,862 

14 -600,511 -600,510 

15 -300,165 -300,170 

16 -111,768 -111,770 

17 657,269 657,270 

18 -926,983 -926,980 

19 -305,556 -305,560 

20 424,873 424,870 

21 -300,133 -300,130 

22 283,190 283,190 

23 -149,873 -149,870 

24 111,846 111,850 

25 -99,968 -99,968 

26 607,004 607,000 

27 307,304 307,300 

28 104,957 104,960 

29 2,460 2,460 

8.5 Treli~a Espacial 

Como ultimo exemplo sao apresentados os resultados obtidos para uma trelic;:a 

espacial. As barras da trelic;:a espacial tern modulo de elasticidade E= 2xl 0
6 

t£'m
2

, area da 

sec;:iio transversal A= 0,004m
2 

, estando sujeita ao carregamento conforme ilustrado na 
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figura (8.5.1). Os resultados obtidos utilizaudo-se o programa Ansys e o programa desta 

dissertas;iio, assim como os resultados obtidos por Reis (29) estiio apresentados na tabela 

(8.5.1). 

Neste exemplo foram utilizados apenas seis incrementos de carga como intuito de 

comparas;ao de resultados, ja que Reis analisou a estrutura desta forma em seu trabalbo. 

2 t 

4m 

6 

Figura 8.5.1 - Trelis;a Espacial 

Tabela 8.5.1 - Compara9iio de resultados da trelis;a espacial 

Incremento 
Forva no n6 4 

Deslocamento Vertical do n6 4 (m) 

de Carga (t) Reis Ansys Segnini 

1 0,5 0,000218 0,000288 0,000288 

2 1,0 0,000436 0,000575 0,000575 

3 1,5 0,000653 0,000863 0,000863 

4 2,0 0,000871 0,001150 0,001150 

5 2,5 0,001089 0,001438 0,001438 

6 3,0 0,001307 0,001725 0,001725 

Os resultados obtidos atraves do programa Ansys sao identicos aos resultados 

obtidos pelo programa em Pascal e diferem urn pouco dos valores obtidos por Reis. A 
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diferen9a, no entanto e pequena se se Ievar em conta que os pr6prios deslocamentos sao 

muito pequenos. A dispersiio de resultados esta melhor visivel no figura (8.5.2). 
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Figura 8.5.2 ~ Curva For9a x Deslocamento do n6 4 da treli9a espacial 

A Tabela (8.5.2) apresenta os valores obtidos para a for9a axial nas barras da treli9a. 

Tabela 8.5.2- For9a Axial nas barras da trelis;a 

Forga Axial t 

Elemento Ansys Segmm 

1 -1,74E·03 ·1,74E·03 

2 5,4086 5,40858 

3 8,17E·04 8, 17E·04 

4 5,3357 5,335721 

5 ·1,6671 ·1,667054 

6 -6,7094 ·6,709441 
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Neste ultimo exemplo sao apresentados os arquivos de entrada do programa TNLG e do 

programa comercial Ansys. Abaixo segue o arquivo de entrada gerado pelo prograrna TNLG 

para o programa Ansys. 

/title, Truss-3d 

! Enter model creation preprocessor 

/prep7 

! Define element type 

et, I, link8 

! Define element real constants 

r, 1, 4.000000E-0003 

r, 2, 4.000000E-0003 

r, 3, 4.000000E-0003 

r, 4, 4.000000E-0003 

r, 5, 4.000000E-0003 

r, 6, 4.000000E-0003 

! Define material property 

mp, ex, 1, 2.100000E+0007 

( titulo do arquivo ) 

( Este e o modulo do pre-processador no qual 

gera-se o modelo da estrutura) 

( Define-se urn elemento da biblioteca do 

Ansys cujas propriedades representem a 

a estrutura desejada adequadamente, no caso 

o elemento LINKS tern 3 graus de liberdade 

em cada n6 e nao suporta momento) 

( Sao definidas as propriedades dos elementos 

utilizados na composi.;:ao da estrutura, como a 

a area) 

(Sao definidas as dos materiais que compoem 

os elementos da estrutura) 
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! Define nodes (Da as coordenadas dos nos) 

n, 1, O.OOOOOOE+OOOO, O.OOOOOOE+OOOO, 2.000000E+OOOO 

n, 2, O.OOOOOOE+OOOO, O.OOOOOOE+OOOO, O.OOOOOOE+OOOO 

n, 3, 3.000000E+OOOO, O.OOOOOOE+OOOO, O.OOOOOOE+OOOO 

n, 4, O.OOOOOOE+OOOO, 4.000000E+OOOO, O.OOOOOOE+OOOO 

! Define elements 

real, 1 

en, 1, 1, 2 

real, 2 

en, 2, 1, 3 

real, 3 

en, 3, 2, 3 

real, 4 

en, 4, 2, 4 

real, 5 

en, 5, 3, 4 

real, 6 

en, 6, 1, 4 

! Define constraints 

d, 1, ux, 0.0 

d, 1, uy, 0.0 

d, 2, ux, 0.0 

d, 2, uy, 0.0 

d, 3, ux, 0.0 

d, 3, uy, 0.0 

d, 3, uz, 0.0 

(Sao definidos os elementos da estrutura com 

seus nos inicial e final e a respectiva 

numeras;ao) 

(Sao definidas as restris;oes dos nos e suas 

dires;oes) 



! Static analysis 

antype, static, new 

! Include large deformation effects 

nlgeom, on 

! Activate stress stiffness effects 

sstif, on 

! SpecifY number of substeps 

nsubst, 6 
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(E definido o tipo de analise a ser feita, no caso 

uma analise estatica) 

(E dado o comando para acionar a anlilise nao 

linear geometrica, levando em conta grandes 

deslocamentos e deforma~;oes) 

(E acionado o comando que ativa a op<;ao 

Stress Stiffning, que leva em conta o efeito 

da for<;a normal no elemento adicionando a 

parcela de rigidez geometrica a matriz de 

rigidez da estrutura) 

( Define o numero de incrementos de carga) 

! SpecifY maximum number of equilibrium iterations 

neqit, 25 

! Set convergence values 

cnvtol, £; 1.0, l.OOOOOOE-0009, 0 

! SpecifY Newton-Rapbson options 

nropt, full, , off 

(Define o niimero maximo de itera~;oes por 

incremento) 

(Define o valor para a convergencia) 

(Aciona a op~;ao do metodo para a resolu<;ao 

de equa~;oes de segundo grau) 



! SpecifY type of equation solver 

eqslv, front 

finish 

! Enter solution processor 

/solu 

! Delete force loads on nodes 

fdele, all, all 

! SpecifY forces 

f, 4, fx, l.OOOOOOE+OOOO 

f, 4, ty, -2.000000E+OOOO 

f, 4, :fz, 3.000000E+OOOO 

! Start a solution 

solve 

finish 
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(Define o tipo de solver) 

(Entra no processador Solution no qual sao 

definidas as cargas nos nos) 

(Define as for9as no nos) 

0 arquivo apresentado a seguir e o arquivo de entrada do prograrna TNLG do exemplo 8.5. 

maxnorm maxminor maxmajor 

l.OE-09 25 6 

(Sao definidos o valor para convergencia, o 

numero rruiximo de itera9(les por incremento 

e o nitmero de incrementos de carga 

respectivamente) 



!18 

young's module (E dado o valor do Modulo de Elasticidade) 

2.1000E+07 

coordinates (Sao definidos o nfunero de nos eas 

coordenadas dos nos) 

4 

X y z 

1 O.OOOOOOE+OO O.OOOOOOE+OO 2.000000E+OO 

2 O.OOOOOOE+OO O.OOOOOOE+OO O.OOOOOOE+OO 

3 3.000000E+OO O.OOOOOOE+OO O.OOOOOOE+OO 

4 O.OOOOOOE+OO 4.000000E+OO O.OOOOOOE+OO 

elements (Sao definidos o nfunero de elementos, os 

nos inicial e final de cada elemento e a sua 

6 area) 

I 1 2 0.004 

2 1 3 0.004 

3 2 3 0.004 

4 2 4 0.004 

5 3 4 0.004 

6 I 4 0.004 

displacements (Sao definidos os nos restritos) 

7 

1 1 



1 2 

2 1 

2 2 

3 1 

3 2 

3 3 

forces (Sao definidas as cargas nodais) 

3 

4 1 1.0 

4 2 -2.0 

4 3 3.0 
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9.Conclusao 

No presente trabalho foram apresentadas algumas formulayoes para a analise de 

treliyas com comportamento niio-linear geometrico com o intuito de comparayao. 

Inicialmente apresentou-se um capitulo com a teoria que da embasamento as formulayoes, 

em seguida foram apresentadas formulayoes exatas, assim chamadas por levarem em conta 

as grandes rota9oes sem efetuar nenhuma aproxima9ao na sua obtenyao, e formulayoes 

aproximadas ou de Segunda ordem, nas quais efetua-se algum tipo de aproximayao na 

obtenyao das rota'(Oes, assim como a formulayao para o Metodo dos Elementos Finitos. 

Para cada formula9iio obteve-se a Matriz de Rigidez da estrutura, considerando-se grandes 

deslocamentos e rota9oes e pequenas deforma'(oes, ou seja, assumindo-se valida a Lei de 

Hooke. Foi, tambem, apresentado um capitulo sobre os metodos de resoluyao das equayoes 

de segundo grau as quais se chega atraves das formula'(Oes estudadas. Este capitulo ainda 

trata resumidamente do programa comercial Ansys, apresentando as ferramentas 

disponiveis no programa para a analise de estruturas, no caso especifico de treliyas, com 

comportamento niio-linear geometrico. 

Este trabalho apresenta, ainda, um capitulo descrevendo o programa em linguagem 

Pascal desenvolvido para analisar treli9as com niio-linearidade geometrica, utilizado para 

obtenyiio dos resultados das estruturas analisadas no capitulo final, de resultados, que 
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mostra tambem os resultados obtidos, para as mesmas estruturas, atraves do programa 

Aru;ys, comparando-os com resultados encontrados na Iiteratura disponivel Pode-se 

observar, atraves destas compara<;:oes, que os resultados comparados estao bastante 

pr6ximos, havendo pouca diferen<;:a. 

Todas as matrizes de Rigidez obtidas, tanto por formula<;:oes aproximadas quanto 

por formula<;:oes exatas sao iguais, sendo a Unica diferen<;:a encontrada na Matriz de Rigidez 

obtida por Pimenta com sua formula<;:iio exata. Esta Matriz de Rigidez possui alguns termos 

a mais em sua componente geometrica devido ao futo de Pimenta ter mantido o termo 

l_(du) 2 na expressiio que relaciona os deslocamentos a deforma<;:iio, da qual se obtem a 
2dx 

Matriz de Rigidez, expressiio esta desprezada nas outras formula<;:oes. 
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ll.Abstract 

The present work's aim is to study exact and approximated formulations for 

trusses with nonlinear geometric behavior. The formulations are here developed for plane 

trusses but they can be applied to space trusses as well by means of some little adjnstments. 

The formulations studied and presented here are separated in two categories: 

geometrically exact formulations, which take into account large rotations, and the so-called 

approximated or second order formulations, in which some geometric simplifications for 

small rotations are made. Both formulations assume the validity of Hooke's Law. 

First, the formulations are presented and for each formulation the linear elastic and 

tangent Stiffuess Matrices for a plane truss bar are obtained. Then a chapter is presented in 

which the methods for solving the second order equations system are viewed and the "finite 

elements" of the Ansys program element library, which can be used in the nonlinear 

analysis of trusses, are described. 

A Pascal program for the geometric nonlinear analysis of plane and space trusses 

with large rotations based on the studied formulations was developed. The implemented 

numerical solution was based on Newton-Raphson Method. 
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A chapter is presented, which contains some examples of plane trusses and an 

example of space truss. The displacements and stresses were obtained through the program 

previously mentioned. These results are compared with results obtained through the Ansys 

program and to other results found in literature. 

A brief chapter with conclusions and remarks is then presented. 


