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Resumo

Este trabalho tem como objetivo fazer um estudo de formulagdes exatas e aproximadas
para o problema da nfo-linearidade geométrica em treligas. As formulagdes estudadas sdo
desenvolvidas para trelicas planas, podendo ser também estendidas para trelias espaciais

mediante pequenos ajustes.

As viarias formulagdes estudadas e apresentadas no trabalho estdo divididas em duas
categorias: formulagbes geometricamente exatas, considerando grandes rotagbes, ¢ formulagdes
denominadas aproximadas ou de segunda ordem, que admitem hipdteses e simplificacdes
geométricas para pequenas rotagdes. Nas formulagdes estudadas assume-se a validade da Lei de
Hooke.

Inicialmente sfo apresentadas as formulacdes estudadas, chegando-se em cada uma
delas a obtencdo da matriz de rigidez elastica linear ¢ matriz de rigidez tangente para uma barra
de treliga plana. A seguir apresenta-se um capitulo que aborda os métodos de resolugéo e outro
que descreve os “elementos finitos” da biblioteca de elementos do programa Ansys que podem

ser usados para a analise ndo linear geométrica de trelicas.

Tomando por base as formulacdes estudadas foi escrito um programa de computador,

em linguagem Pascal, para a analise nfo linear geométrica de trelicas planas ou espaciais,



vii

levando em consideragio a possibilidade de grandes rota¢des. A solugfio numérica implementada

no programa computacional € baseada no Método de Newton-Raphson.

Apresenta-se um capitulo de resultados no qual sfio expostos alguns exemplos de trelicas
planas e um exemplo de trelica espacial cujos deslocamentos e tensdes foram obtidos com o
programa de computador acima mencionado. Para efeito de valida¢Sio, os resultados sdo
comparados com valores obtidos pela analise das estruturas com o programa Ansys € com

resultados divulgados na literatura.

Apresenta-se finalmente um breve capitulo com comentérios e conclusdes, incluindo

algumas sugestdes para futuros trabalhos.



1.Introducéo

Na prética da engenharia ¢ comum utilizar-se a teoria da elasticidade linear para o
calculo das estruturas correntes. Existern situagdes em que ha a necessidade de utilizacfo de
teorias ndo-lineares que levam em consideragio os efeitos das ndo-linearidades fisicas ou
geomKtricas no calculo das estruturas. Em casos como os de estruturas compostas por elementos
esbeltos, ou quando se deseja analisar a estabilidade da estrutura e a sua curva carga-
deslocamento, para tracar seu comportamento até o ponto critico, e mesmo o seu comportamento
pés-critico, € desejavel levar em conta a nfo linearidade da relagdo tensfo-deformacgio do
material, e estabelecer o equilibrio na posi¢do deformada, levando em conta os efeitos

geométricos de deslocamentos e rotagdes.

O objetivo deste trabalho € tratar da andlise nfo-linear geométrica de trelicas. Na
realidade a intencéio € fazer um estudo comparativo de solugdes entre varias possibilidades de
analise nfo-linear geométrica de trelicas utilizando-se para tanto um programa desenvolvido

em linguagem Pascal a partir da formulag&o apresentada ¢ o programa comercial ANSYS.

Inicialmente foi feito extenso levantamento bibliografico procurando dar o
embasamento tedrico para o tratamento da analise nf#io linear geométrica de treligas. Sdo
apresentadas as formulagdes ditas exatas e de segunda ordem e sdo formuladas as matrizes de

rigidez da barra de trelica em cada caso. Apresentam-s¢ os elementos da biblioteca de



elementos finitos do programa ANSYS para o tratamento nfo-linear geométrico da trelica.
Apresenta-se também uma breve explicagfio do programa em Pascal, especialmente elaborado

para esta dissertagio.

S@o, entdo, abordados os métodos de resolucfo. Finalmente apresenta-se um capitulo

de exemplos comparando-se os resultados obtidos com os de outros autores.

O trabalho termina com a apresentagfio de uma breve conclusio e sugestdes.

1.1 Revisdo Bibliografica

Os estudos levando em conta a influéncia das nfo-linearidades no calculo de
estruturas sfo relativamente recentes. Até o advento dos computadores era quase inviavel a
consideragdio de tais influéncias devido a grande dificuldade e trabalho em lidar com as
matrizes € com a sohigdo do problema. Por essa razio a teoria da elasticidade linear era
considerada suficiente para o calculo das estruturas, o que nfo deixa de ser razoavel visto que
muitas das estruturas correntes da engenharia tenham um comportamento muito proximo do
linear. Com o surgimento dos computadores, contudo, tornou-se possivel manipular as
matrizes que acompanham as hipdteses de nfo-linearidade e obter solugtes numéricas para
tais problemas. A partir de entfio cada vez mais estudiosos dedicaram-se ao estudo das ndo-
linearidades e suas implicagdes. O método dos elementos finitos tem-se mostrado uma 6tima
ferramenta para auxiliar na anélise das nfo-linearidades, nfo sendo de admirar que a maioria

dos estudos nesta area se utilizem desse método.

Em 1956 Turner (33) apresentou um artigo pioneiro no qual faz um resumo dos
principais métodos utilizados até entfio na analise estrutural, desde teorias simplificadas de
flexdo e torgdo até a obtengio direta da matriz de rigidez. Turner parte da diviséio da estrutura

em partes menores ou membros utilizando o método de obtencgio direta da matriz de rigidez



com desenvolvimento matricial baseado no processo dos deslocamentos, introduzindo, desta
forma, o conceito de elementos finitos. Mostrou como obter a matriz de rigidez da estrutura ¢
demonstrou a aplicagdo do método em estruturas compostas por barras e em estruturas de
placa. No caso das placas Turner primeiro deduziu a matriz de rigidez de uma placa triangular
¢ depois usou o resultado obtido para o célculo de placas com diferentes formatos dividindo-as

em elementos triangulares e superpondo os resultados.

A maior parte dos componentes das aeronaves eram calculados sob as hipoteses de
estabilidade no regime elastico. Devido a esse fato, tornou-se conveniente a consideragio das
nio-linearidades geométricas no calculo destes componentes. Varios estudos e pesquisas
foram realizados com esse objetivo. O proprio Turner (34) publicou em 1960 o primeiro artigo
no qual trata a n3o-linearidade geométrica pelo método dos elementos finitos. Motivado pelo
estudo de estruturas submetidas a variagdo nfio uniforme de temperatura Turner desenvoiven
seu modelo de obtencdo direta da matriz de rigidez para que ele abrangesse mudanc¢as na
geometria da estrutura. Os exemplos de aplicagdo do modelo desenvolvido foram os mesmos
usados por ele em seu artigo de 1956. A partir de entdo, o Método dos Elementos Finitos
passou a ser amplamente utilizado para o célculo de diversos tipos de estruturas, em diferentes
areas de aplicag8o ¢ nfo tardou para que se utilizasse esta nova ferramenta para o estudo das
ndo-linearidades e uma extensa gama de trabalhos estudando a aplicagio do Método dos

Elementos Finitos as ndo-linearidades passasse a ser publicada.

Na década de sessenta procurava-se ainda formular teorias que tratassem as ndo-
lincaridades de maneira consistente, definindo os conceitos basicos dessas teorias e das
formulagdes utilizadas. A maioria dos trabalhos baseados no Método dos Elementos Finitos,
apresentados com o intuito de estudar as nédo-linearidades discutiam, principalmente, as etapas
importantes de analise que se subdividiam em trés: a definicdio da relagdo deformacéo-
deslocamento e das funcdes de interpolagfio dos deslocamentos; a defini¢do de um sistema de
coordenadas para o elemento e o processo de resoluglo das equacGes ndo-lineares de
equilibrio. Varias formulagGes foram apresentadas a partir do trabalho de Turner, sendo a
diferencga basica entre elas o grau dos termos ndo lineares. No ano de 1968 Mallet e Margal
(17) publicaram um artigo no qual apresentavam uma recapitulagio das varias formulagées

para a matriz de rigidez de estruturas compostas por barras desenvolvidas a partir do método



dos elementos finitos. Trés tipos bdsicos de formulacdo para a matriz de rigidez foram
apresentados: a formulac3o pela minimiza¢do da energia potencial, a formulagio direta através
do Principio dos Trabalhos Virtuais e a formulagfio incremental. A matriz de rigidez foi
deduzida analiticamente e suas componentes foram discriminadas em cada caso. Neste mesmo
artigo Mallet e Marcal esclareceram ainda a maneira como as nio-linearidades podem afetar a
estabilidade das estruturas e os niveis em que isso ocorre, ressaltando a importincia dos
termos quadréticos dos deslocamentos na matriz de rigidez na analise do comportamento pos-
flambagem das estruturas. Eles abordam ainda as vantagens e desvantagens dos métodos de

resolugfio dos sistemas de equagdes ndo-lineares.

A maior parte das formulag¢Bes para andlise de estruturas com a consideragfo de ndo-
linearidades ¢ baseada no sistema de coordenadas lagrangeana total ou atualizada, que diferem
entre si apenas em relagdo a configuracio indeformada. Alguns pesquisadores, contudo,
elaboraram formulagtes baseadas em outros sistemas de coordenadas, como Jennings (14) no
ano de 1968 quando publica um artigo no qual emprega coordenadas eulerianas para
elementos de barra e aborda a questfio da convergéncia da solugio frisando a necessidade de
dividir a estrutura em muitos elementos a fim de obter solugcdes mais proximas da exata e, em
alguns casos, como quando héd variagdo de secio ou da natureza do camregamento aplicado,
deve-se subdividir a estrutura em um nitmero ainda major de elementos para que, desta forma,
a influéncia destes efeitos seja levada em conta com menos erros. Ele apresenta vérios
exemplos numéricos com estruturas divididas em diferentes quantidades de elementos para
demonstrar os erros cometidos em cada caso. Jennings busca também separar deformacdes de

movimentos de corpo rigido.

Powell (28) também adota em 1969 uma formulacio visando separar movimentos de
corpo rigido de deformagdes. Ele busca desenvolver tal formulagdo de forma mais geral a fim
de utiliza-la para o caso de grandes rotacdes. Um de seus objetivos € o de separar os tipos de
ndo-linearidade associadas a grandes deslocamentos e apresentar uma formulagio tedrica na

qual os tipos de nfio-linearidade sejam facilmente reconhecidos.

Na década de 70 ja haviam sido desenvolvidos muitos modelos para andlise das nfo-

linearidades e os estudos passaram a s¢ concentrar mais no aperfeicoamento desses modelos.



Deu-se mais atenc¢do a procura de solugdes para os sistemas de equacdes nfo-lineares, como o0s
artigos escritos por Haisler (11) e Stricklin (31) conjuntamente, e para a questéio do sistema de
coordenadas mais adequado a ser utilizado na formulacdo de problemas de nfo-linearidade
geométrica. Passou-se a comparar 0s modelos existentes na tentativa de definir um que
sistematizasse o tratamento das nfo-linearidades, como ocorria com a andlise linear. No ano de
1972 Ebner e Uccifero (7) publicaram artigo no qual mostravam resumidamente as principais
formulagdes ja definidas até entfio para o célculo de ndo-linearidades. Eles apresentaram as
expressdes obtidas através dessas formulagdes para as matrizes de rigidez e chamaram atengdo
para a utilizagdo adequada das matrizes de transformacfo. Apresentaram, também, alguns
resultados numéricos obtidos através das formulagdes apresentadas, comparando-os e

avaliando a conveniéncia e adequagio de cada formulagéo.

Em 1973 Gallagher (10) publicou um artigo no qual revisou o desenvolvimento da
andlise ndo-linear via elementos finitos. Ele também chamou atengfio para a importincia do
estudo da estabilidade elastica das estruturas, apresentando, de maneira resuinida, o calculo de
pontos limite, assim como a andlise de bifurcagio do equilibrio e do comportamento pds-

flambagem.

Zienkiewicz ¢ Wood (36) apresentaram um método para analise ndo-linear de
estruturas planas cuja formulagio podia ser aplicada tanto a estruturas formadas por elementos
retos como a estruturas formadas por elementos curvos. Nio foram impostas restricSes as

rotacdes e deslocamentos e 0 sistema de coordenadas adotado foi o lagrangeano.

Cichon {4) apresentou um método para analise de estruturas planas compostas por
barras em regime elasto-plastico considerando a nio-linearidade geométrica em coordenadas
lagrangeanas. Para tanto, combinou o método incremental ao método do mddulo tangente e

provou a eficiéncia satisfatéria de seu método através de exemplos numéricos.

Buscando um método eficiente para analise nfio-linear geométrica de estruturas
compostas por barras esbeltas Wen e Rahimzadeh (35) publicaram um artigo em 1983 que
apresentava a andlise de estruturas planas e espaciais utilizando a formulagdo da minima

energia potencial € assumindo a hipotese de serem pequenas as rotagOes relativas as cordas



dos membros deformados. Eles mostraram que a substitui¢do da parcela usual da deformacio
axial devida aos deslocamentos transversais por uma média ao longo do comprimento do
elemento provocaria a redugfio do valor da energia de deformagéo e, consequentemente, da
matriz de rigidez do elemento que, caiculada através da parcela usual com o método dos
elementos finitos fornecia um valor muito zlto e ndo realista da rigidez do elemento. Wen e
Rahimzadeh apresentaram também a formulagio da minima energia em coordenadas
eulerianas, comparando esta formulagio com a lagrangeana. E, por fim, abordaram o problema
das rotagdes em porticos espaciais, observando que no caso de rotagdes finitas em torno de

diferentes eixos ndo sfo comutativas e 0s momentos nfo si0 conservativos.

Reconhecendo a necessidade do conhecimento da curva forga-deformagdo para uma
melhor analise da estabilidade das estruturas Chajes ¢ Churchill (3) publicaram um artigo no
qual enfocavam os métodos de obtencdo das curvas forca-deformacfo de estruturas
geometricamente nio-lineares. Eles revisaram os métodos existentes e apresentaram a

formulacfio para o método puramente incremental, o iterativo-incremental e o método direto.

Considerando que as rotagdes finitas sdo responsaveis pelos mais importantes efeitos
de ndo-linearidade geométrica e considerando a necessidade de separar os efeitos devidos aos
movimentos de corpo rigido dos efeitos devidos a deformacfio sobre os deslocamentos
obtidos, Hsiao e Hou (12) descrevem uma formulagdo pratica para analise nfo-linear
geomgétrica de estruturas planas, na qual a matriz de rigidez € obtida através da superposiciio
da matriz de rigidez geométrica, a matriz de rigidez devida a flex8o e a matriz do elemento
linear da barra de uma dada estrutura. A formulagio foi baseada em um método corrotacional
que utiliza um sistema de coordenadas local que acompanha o elemento separando os efeitos
dos movimentos de corpo rigido dos efeitos das deformagdes. Desta forma pode ser eliminada
a restriciio de pequenas rotacBes entre incrementos sucessivos. Com os exemplos apresentados
no mesmo artigo mostra-se que o método fornece resultados satisfatérios. Hsiao e Horng (13)

apresentaram outro trabalho que estendia esse método a formulagfo de vigas-coluna espaciais.

Trabalhos muito importantes foram também desenvolvidos por autores brasileiros que
se dedicam ao estudo dos efeitos das ndo-linearidades no comportamento das estruturas.

Alguns destes trabalhos foram desenvolvidos na Escola Politécnica da Universidade de Séo



Paulo como os trabalhos de Pimenta (23,24,25,26) apresentados em forma de boletins
técnicos, entre eles o que trata da deducfio da matriz de rigidez tangente para um elemento de
barra através do método dos elementos finitos com a utilizagdo de coordenadas eulerianas.
Juntamente com Mazilli (27) apresenton um trabalho que corrigia a expressdo da elastica
considerando a deformacfio quadratica, além de um boletim técnico (25) no qual discorria

sobre a teoria das rotagdes finitas.

Mazzilli (19) também publicou um boletim técnico tratando da consideragio da ndo-
linearidade geométrica em estruturas compostas por barras, além de trabalhos (20) que levam
em cinta aspectos da estabilidade de treligas. Diogo (6) apresenta um trabalho no qual mostra a
importincia da consideragfio da expressio completa da deformacgio na andlise de treligas

sujeitas a grandes rotagdes.

Nio se pode deixar de mencionar os trabalhos desenvolvidos na Escola de
Engenharia de Sdo Carlos, da Universidade de Sfo Paulo como o trabalho ¢ Corréa (5), que
apresenta um processo incremental para obtengo das matrizes de rigidez de trelicas e pérticos
planos e espaciais, de Paula (22) que aborda o tema do sistemas e coordenadas e também da
estabilidade das estruturas. Também na Faculdade de Engenharia Mecénica da Universidade
Estadual de Campinas, Paix3o (21) aplicou a analise ndo-linear geométrica ao langamento de
oleodutos submarinos. Também Taguti (32) da Escola Politécnica da Universidade de Sdo
Paulo desenvolveu um trabalho com o objetivo de estudar a ndo-linearidade geométrica em

trelicas, porticos e placas.

Quanto a0 estudo de resolugdo dos sistemas de equagdes pode-se mencionar o
trabalho de Rubert (30) da na Escola de Engenharia de S3o Carlos, da Universidade de Sdo
Paulo € o trabalho de Arcaro (1) da Universidade Estadual de Campinas.






2 Consideracdes Iniciais

. . . . QI A My TSI A RTTT
2.1 Teoria da Elasticidade Linear SECAQ CIHCULANTS

A teoria da elasticidade linear é, atualmente, a teoria mais usada pelos engenheiros
para analise e dimensionamento de estruturas. Essa teoria € valida, e tem seu uso justificado ja
que muitas estruturas correntes da engenharia civil apresentam, em servigo, comportamentos
muito proximos do comportamento linear, sendo, portanto, razoavel trata-las por essa teoria.
Existemn algumas razdes por que se prefira utilizar essa teoria no calculo de estruturas,

relacionadas a seguir:

e A maior simplicidade para a andlise numeérica de estruturas submetidas a sisternas de
carregamento quaisquer no regime elastico linear, vantagem essa que, até o advento de

computadores, era muito mportante.

s A utilizacdo da teoria da elasticidade linear permite a aplicacdo da superposigio de efeitos,
que tem se mostrado muito Gtil para resolugio de estruturas submetidas a sistemas mais

complexos de carregamento. A superposicio de efeitos consiste em se obter as tensdes e



deformagdes geradas por um sistema de carregamentos aplicado a estrutura através da soma

das tensdes e deformagtes geradas por cada uma das agdes se aplicadas isoladamente.

» Mesmo em situagSes que requerem a consideragio de nfo-linearidades ¢ ainda possivel

aplicagio do método linear como uma primeira aproximac¢fo do comportamento da estrutura.

¢ A andlise ndo-linear pode ser desenvolvida através de sucessivas etapas lineares.

Com o aparecimento de microcomputadores mais potentes veio também a
possibilidade de se desenvolver a utilizagio de teorias levando em consideragio as formas de
nio-linearidade apresentadas pelas estruturas. Muitos tém sido os estudos voltados para essa
questdo, desde entdo. Tais estudos pretendem tornar a utilizagio de processos de analise néo-
linear 30 acessiveis quanto os processos usados para a teoria linear, ja que a consideracio de
ndo-linearidades em muitas situacdes ¢ mesmo indispensdvel. Uma das situagbes em que a
necessidade da utilizacdo de modelos ndo-lineares ¢ bem pronunciada € a da anélise e estudo
de estruturas esbeltas para as quais os efeitos de segunda ordem sdo importantes. Também

para estudo da instabilidade eldstica mostrou-se conveniente o uso de teorias nfo-lineares.

A teoria da elasticidade linear admite as hipdteses de linearidade fisica e geométrica
e, ¢ claro, no grafico tensdo-deformacdo a estrutura apresenta comportamento localizado

abaixo do limite de proporcionalidade do material, na zona elastica.

Como linearidade geométrica entende-se um comportamento estrutural que segue as

hipdteses de pequenos deslocamentos, pequenas rotacdes e pequenas deformacdes.

Como linearidade fisica entende-se um comportamento estrutural que segue a
hipdtese de uma relacdo tens3o-deformacfio linear €, na teoria classica, o comportamento do

material segue a lei de Hooke.
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Com a considera¢do de pequenos deslocamentos assume-se que a posicdo de um
elemento apés soffer deslocamento € muito proxima da posi¢do inicial, indeslocada,
confundindo-se com ela. Também com a hipdtese de pequenas deformagdes, entenda-se
pequenas em relacdo a unidade, assume-se que a geometria ndo sofreu mudancas significativas
de forma e, portanto, que a configuracio deformada ainda pode ser confundida com a
indeformada. Nestes casos utiliza-se para a andlise do equilibrio da estrutura uma teoria de
primeira ordem, que consiste em escrever as equagdes de equilibrio da estrutura na posigéo

indeformada, tornando dessa maneira mais simples a analise estrutural.

Néo se deve deixar de lembrar que a hipdtese de pequenas rotagdes, diz-se pequenas
em comparacio com a unidade, ¢ também muito importante, j4 que, se as rotages nfo forem
pequenas, irdo influir no comportamento da estrutura causando o aparecimento de momentos

de segunda ordem que, em varias situagdes, ndo podem ser desprezados.

Nem sempre € possivel analisar uma estrutura pela teoria linear. Em muitos casos a
estrutura apos sofrer deformacdo tem a sua geometria modificada a tal ponto que a sua
configuragdo deformada em nada lembra a configuragfo inicial. Nestes casos como em varios
outros ¢ necessario levar em conta no célculo da estrutura as ndo-linearidades. Para considerar
as nio-linearidades deve-se assumir novas hipdteses que representemn mais adequadamente a

realidade da estrutura.

2.2 Nao-Linearidade Geométrica

Entende-se como ndo-linearidade geométrica todo efeito causado em uma estrutura
devido a mudancas na geometria da mesma. As mudancas na geometria de uma estrutura

podem ocorrer de diversas formas, abaixo discriminadas:
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» Grandes deformagdes - ou deformagtes finitas. Neste caso a mudanca na geometria é causada

pelas deformacdes que nfo podem mais ser consideradas pequenas.

* Grandes rotagdes - Neste caso as rotagdes sdo grandes e afetam a geometria original,

podendo ser pequenas as deformagdes.

¢ Grandes deslocamentos - Os deslocamentos de corpo rigido sdo grandes. As rotagbes e as

deformacdes podem ser pequenas.

Na classificagio acima considera-se somente a nio-linearidade geométrica sem levar-

se em conta a ndo-linearidade fisica .
No caso das rotages e considerando pequenas deformagGes pode-se ter (7.8):

¢ Rotacdes muito pequenas - S0 consideradas muito pequenas as rotagdes cujos valores sdo da
ordem da deformacédo . Quando as rotagdes sdo pequenas pode-se fazer cos6 = 1 e send =

tgh =0,

e Rotacdes pequenas - Sdo consideradas pequenas as rotagdes que tem valores da ordem da raiz

quadrada da deformacfio . Ainda pode ser feita a aproximacdio de sen® = tgb = 6. A

2

aproximacdo cos6 podera ser substituida por cosf =1- X

¢ Rotagdes grandes - Neste caso ndo ha restricdes as rotagbes e as deformacgdes podem ser

muito pequenas ou nio.

Quando se tem o efeito da ndo-linearidade geométrica a relagio forga-deslocamento
passa a ser nfo linear e, neste caso aparecerdo momentos de segunda ordem que nio poderdo
ser desprezados. A matriz de rigidez passa a conter parcelas que dependem dos deslocamentos
e, portanto, se modifica com eles. A nio-linearidade geométrica € expressa também na relagfo

deformagéo-deslocamento.
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Considere-se um corpo em sua configuracio indeformada. Os pontos desse corpo
nessa configuraciio podem ser descritos em fungio de suas projecGes nas dire¢des x, y € z do
eixo de coordenadas X, Y e Z, utilizado como referencial. Apds sofrer deslocamentos os pontos

desse corpo poderdo também ser escritos em fungdio desses deslocamentos u, v € w nas

direcdes x, v e z respectivamente.
Y

ﬁ | (E+dEm-+dn,CHdD)

G
P W\(

A7 d sy Ty d)
x+dx,yt+ay,ztdz

MEr

N j\

(xy2) S

_
g

Figura 2.1 — Coordenadas dos pontos M e N antes e apds a deformacéo
A posig#o final do corpo € dada por:

E=x+u(x,y,z)
n=yv+v(x,y,z)

¢ =z+w(x,¥,2) @D
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com #, v ¢ w € suas respectivas derivadas em fungio de x, y e z continuas.

Considere-se os pontos M(x,y,2) e N(x+d¥, y+dy, z+dz) na posigio deslocada. Esses
pontos tem coordenadas & 7, {'e (£+d&, n+dn, {+d{) respectivamente.

Aplicando a formula (2.1) ao ponto (x+dx, y+dy, z+dz) e expandindo em série, tem-
se:

fu fu du
= (1+—)dx + —dy + —
dé (+5x)dx+aya§;+azdz

ov v v
dn=—1/dx e —e iz 2.
7= +(1+ay)dy+§z (2.2)
w w ow
ag = axcbc+§ydy+(l+—é;)dz

O quadrado da distancia entre os pontos M e N antes do deslocamento é dado por:

2
ds’ = dx’ +dy* + dz (2.3)

Depois do deslocamento:

(ds'y =d&E +dn? +de? 24
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A diferenca entre esses quadrados com a substituig8o da expressio (2.2) para d&, dne

d¢ ¢ dada por:

(ds') —ds® = 2z dx” +e,dy" + £.d" + g dxdy + £ _dvdz + £,,dydz) (2.5)

Fazendo-se :
Ju 1 Ju ow
b = Tt TG + (2 + (]
v cu ow
5=yt 2{(5) (—») +(5)]
ow 1 _Jdu ow_,
o= 1 + (S + ()
L _Ou v Oudu Oviv owdw 26)

-+.
> 5y G dx oy Oxdy . Ox Iy

“ﬁt__kéw_i_é’ué’u &N N élméim
&= gz Ox Ox Iz Ix &z é’x ﬁz

v w JFuldu vv Pwiw

£y =

Pz Oy Oy é’yé’z+é"y az

onde &; expressam as deformagtes longitudinais dos elementos do elemento de volume do
corpo que, antes da deformacfo eram paralelos aos eixos coordenados, e & s@o as

componentes transversais da deformacéo. Pode-se também definir:
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_ds —ds
ds

@.7)

onde Eyv € a mudanca ocorrida na distdncia entre os pontos M e N, chamada alongamento

relativo.

Substituindo (2.7) em (2.5) tem-se:

1
E, 1+ -2-E‘,‘,ﬁ,\,)ds2 = g dx" + &, dy* + e dz" + & dedy +

+ £ _dxdz + 5, dydz (2.8)

Dividindo (2.8) por ds, tem-se:

1
EAW(I‘PEEM’) =g A+, il +e vV e, Aute Avee pv (2.9)

1 dx dv V dz
com A =—, yy=-— vm—0:.
as’ M ds ds
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Pode-se concluir através de (2.9) que se ndo houver alteracdo na distincia entre os
pontos M e N ap0Os a passagem do corpe para a configuragio deslocada, entdo nfio haverd
deformacdoe &, =¢, =&, =¢, =, =§,=0.

Se forem conhecidas as quantidades expressas nas equagdes (2.6) para todos o0s

pontos do corpo considerado, entdo a deformac#o desse corpo é conhecida.

Figura 2.2 — Variagfio dos angulos formados entre os elementos dx, dy e dz apds o deslocamento

Seja 7; o incremento dos dngulos que formam entre si os elementos dx, dy e dz do

elemento de volume de um corpo na configuracfio deslocada. Pode-se escrever:
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Via £,
cos(——y,) =seny, = £ 2.10
=7, =senz, (+E)I+E,) (2-10)

Os 4ngulos j; sdo chamados de deformagGes transversais. E possivel notar-se pela
expressdo (2.10) que se as componentes de deformagéo &; forem nulas, os dngulos entre os
elementos dx, dy e dz do elemento de volume do corpo considerado permanecerfo retos apds a

deformacio.

Na hipétese de pequenas deformagdes, que € a hipdtese aqui adotada, assume-se que
as deformagOes sfio pequenas em face da unidade e pode-se simplificar as expressoes

anteriormente obtidas da seguinte maneira:

E =¢,E =¢,,E =¢, (2.11)
e também,
Vg REgyl e ®Eps¥yy ®ME, (2.12)

ou seja, para hipotese de pequenas deformacgdes as componentes &, &y € &; podem ser
identificadas com seus respectivos alongamentos e as componentes &y, &: € &: COmM as

respectivas deformacgdes transversais.

Na teoria classica considera-se que as rotagbes sejam muito pequenas em comparagio
a umidade. Esta hipétese exerce influéncia sobre as equagbes que definem as deformacdes,
simplificando-as. Para demonstrar com clareza o tipo de simplificacio sofrida por estas

expressdes, deve-se escrever as expressoes (2.6) da maneira que se segue:
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1. 5, 1 1
Eop T €x +5{exx + (‘z—exy +a)z)2 +(Ee ____wy)2]

X

1 1
£, =e,+ E[ew2 +(—2-exy —-@,) + (”"21‘"63;2 +@,)] (2.13a)

1., 1 1
E.=e, +v2~[ezz +(Ee” +w,) + (Eeyz -@,)]

1
£, =g+ exx(Ee ——a)z)+ew(}£exy +a,)+ (—l—e wa)y)(%’i«eyZ +@,)

x 2 Az
1 2.13b
£ =€, -§~em(5em t®,) +ez(%~€m -, )+ (éezy +a)z)(%ew - ) ( )
N 1 1 1 1
£ =e, +ew(5eﬂ -@ )+ e"”’(mfe” +@, )+ (Ee@, - caz)(-2~en +@,)
com:
_ _ov _ow
= = x ¥ By = gz
cﬁ’u+5v . c’z’u_l_é’w é’v+o’7w
é - e - — e = —
¥y oOx ¥ gz Ox ¥ dz Jy (2.14)
e,
Aw  ov cu  w v Jdu
), 5E T ——— 2w, = — ——— 20, = ————
ay &z Y dz Ox o 0x Oy

Desprezando-se os quadrados dos parimetros &, &, & na primeira equagdo da

expressao (2.13a) em face de seu pequeno valor ante a unidade, pode-se escrever:

L= tole,m - 0+ o’ +0]] (2.15)

NICAMP
3IBLIOTECA CENTRAI

Pa b o B T U
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Se forem desprezados os dois primeiros termos entre colchetes em face dos dois

ultimos tem-se:

1 2 2
&, zen+~2~(a)y + ;) (2.16)

Fazendo-se 0 mesmo com as demais expressdes de (2.6), tem-se:

~ oo,
&, ~eyy+2(a)x + @)

}' 2 2
g =~e, +-2-(cox +a>y)
&y Ne,~0.0, 2.17)
E. R e, — W O,

&=

e N €, — ), @,

Se os termos em segundo grau das expressdes (2.17) forem considerados pequenos
em relagdo as componentes de deformag8io, pode-se, ainda, proceder a mais uma simplifica¢do

desprezando-os. Neste caso tem-se:
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e ~e _é . ~ _Z u+é’ v
= x T 7 8y ox
g v g u & w
E, =€ = E,NE_= + 2.18
¥ gy T T Gz Px (2.18)
c w oy Sw
£ _me_ = E = = e e

As expressodes (2.18) sdo utilizadas na teoria classica como sendo aquelas que ddo os

valores das pequenas deformagdes.

Como ¢ possivel notar-se pelas expressdes obtidas, a teoria ndo-linear considera o
efeito das rotagGes sobre as deformagGes, enquanto a teoria linear despreza esse efeito. Em
muitos casos nio € possivel desprezar essa influéncia e deve-se, entdo utilizar a teoria ndo-

linear.
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3.Aplicacdo do Método dos Elementos Finitos

3.1 Principio da Minima Energia Potencial

O principio da minima energia ¢ muito utilizado na analise de estruturas e €
uma otima ferramenta quando se pretende estudar sua estabilidade, pois fornece uma
boa aproximacfo para a carga critica, diminuindo o trabalho numérico que acompanha
esse estudo através das equagdes diferenciais. Devido a sua larga utilizagdo o método da
minima = energia potencial total é considerado como cldssico e € utilizado no

desenvolvimento do presente trabalho.

Para apresentar o método da energia potencial considere-se um sistema
qualquer no espago conforme a figura 3.1. Para que se tenha informacGes sobre esse
sistema deve-se primeiro estabelecer um sistema fixo de coordenadas de referencia € em
relagdo a ele pode-se, entdio, medir os deslocamentos, velocidades e aceleragdes do

sisterna considerado.



22

Figura 3.1 — Vetor posi¢do de um ponto de um sistema

Se r € o vetor posi¢io de um ponto do sistema com relacio ao sistema de
referencia, entfo a velocidade desse ponto &:

v ‘“———“*‘c}? (31)

O trabalho executado por uma for¢a F sobre esse ponto é:

dw=F.dr =F. vds (3.2)
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Se F ¢ fungdo do tempo ¢, entdo:

W= [F.vi (3.3)

onde W ¢ o trabalho executado pela forga F sobre um ponto do sisterna no intervalo de

tempo (to - 1 ).

Segundo a terceira lei de Newton, se um corpo A exerce sobre um corpo B uma
for¢a F, ha uma reacfio -F do corpo B sobre o corpo A . Se a forga F age sobre um
sistema a reagéo -F do sistema pode agir sobre outra parte do sistema ou sobre um corpo
fora do sisterna. No primeiro caso a reagdo do sisterna é chamada de forga interna e no
segundo caso de forca externa. Logo, o trabalho de todas as forgas, externas ¢ internas

atuantes no sistema é :

W=W,+W 34

onde W, é o trabalho das forgas externas e #; o trabalho das forcas internas.

Da equagdo de Newton para uma particula:

F=m— (3.5)



Tem-se;

dv
F.dr = m(:i?)dr (3.6)

onde m € a massa da particula. De (3.2) tem-se que:

F.dr =adw (3.7)

onde dw € o trabalho infinitesimal da forca F sobre a particula. Entfo:

d .1
dw=mv.dv = —(—m8>dr 3.8
dt(z ) (3.8

1
onde § ¢ a magnitude de v e, por definicdo, -2-m.9 =T éa energia cinética da

particula, logo:

dw=dT (3.9)

24
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Por integragio:

W =AT (3.10)

A relag8o (3.10) estabelece que o frabalho executado pela forca F sobre uma
particula qualquer de um sistema ¢ igual a variacfio da energia cinética dessa particula .
Essa conclusdo € valida para qualquer sistema mecinico. Em um sistema submetido a
mais de uma forca externa o trabalho das forcas aplicadas sobre todo o sistema sera dado
pela soma dos trabalhos executados por cada uma das forgas sobre seus pontos de
aplicagdo. Também a energia cinética do sistema serd igual a soma das energias

cinéticas de todas as particulas do sistema.

A primeira lei da termodindmica diz que “ o trabalho executado sobre um
sistema mecédnico por forcas externas mais o calor que entra no sistema € igual ao

aumento de energia cinética mais o aumento da energia interna do sistema”. Ou seja:

W,+Q=AT+AU (3.11)

onde We € o trabalho executado pelas forcas externas
@ € o calor que entra no sistema

AT é a energia cinética do sistema
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AU ¢ a epergia interna do sistema

De (3.4) e (3.10) tem-se:

W +W = AT (3.12)

Com (3.11) e (3.12) tem-se:

W =0-AU (3.13)

Quando Q € igual a zero, ou seja, ndo ha entrada de calor no sistema o Processo
¢ dito adiabético. Neste caso:

W, =—AU (3.14)

Um sistema ¢ dito conservativo quando o trabalho virtual W’ é nulo para um
deslocamento virtual que leva o sistema por uma trajetéria fechada. Quando as forgas
externas ¢ internas sdo conservativas os trabalhos executados por elas sdo independentes

da trajetoria. Se as forgas externas sdo conservativas, entio:
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W' = ~Q(x) (3.15)

onde W’ é o trabalho virtual das forgas externas e {2(x) € chamada energia potencial das

forgas externas.

Se as forgas internas sdo conservativas, entdo:

W' =-U(x) (3.16)

onde W’; € o trabalho virtual das forgas internas e Ufx) ¢é chamada energia potencial das
forcas internas, ou, para sistemas eldsticos, ¢ chamada energia de deformagfio. Se as

forcas externas e internas s3o conservativas, ento

V=0Q+U (3.17)

onde ¥ é a energia potencial total do sistema. Para sistemas conservativos o

trabalho W ¢ igual a perda de energia potencial -4V, entfo de (3.10) tem-se:

AT +AV =0 (3.18)
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integrando (3.18):

V+T=C (3.19)

onde C € um valor constante. A constante C é chamada energia potencial total do
sistema. A expressio (3.18) representa a lei da conservagéio da energia mecénica, para a
qual um incremento infinitesimal de T € acompanhado por um incremento infinitesimal
de V.

Para um sistema em equilibrio a variagdo da energia potencial deve ser minima,

logo 4V =0, consequentemente tem-se que:

dQ+dU =0 (3.20)

3.2 Método dos Elementos Finitos

3.2.1Formulacio Genérica

Para a aplicacdo do método dos elementos finitos considere-se as fungSes

aproximadoras dadas por u :
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u=uvlf (3.21)

onde u; e v; sdo 0s deslocamentos longitudinal e transversal.

A teoria dos elementos finitos pode ser desenvolvida escrevendo-se u em

funcfo dos pardmetros generalizados :

u=g¢a (3.22)

onde a sfo os pardmetros generalizados e ¢ a matriz das fungbes de forma.

Porém, se forem utilizados pardmetros nodais o resultado é valido para trechos
ou elementos finitos da estrutura considerada. No caso de estruturas reticuladas o
elemento finite tem dois nos. Para um elemento de trelica os pardmetros nodais sio
quatro, #;, v; para 0 no inicial e #; e v; para 0 no final, sendo »; os deslocamentos

longitudinais € v; os deslocamentos transversais.

Desta forma o vetor dos pardmetros nodais é :

p=1la (3.23)

Fazendo-se :



de forma que L relaciona os parimetros generalizados aos nodais,

Substituindo-se (3.24) em (3.22) tem-se :

1

u=@ Lp

n=¢ L

tem-se :

A relag@io deformacio-deslocamento é escrita como

30

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)
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&= fu (3.28)

onde fé o gradiente de deslocamentos.

Substituindo-se (3.27) em (3.28) :

£=fnp (3.29)
Fazendo-se :
B=fn (3.30)

a equacdo (3.29) fica :

e=Bp (3.31)

Desta forma tem-se & escrita em funcdo dos pardmetros nodais de

deslocamento.
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Admitindo-se que o material obedeca a lei de Hooke a relagfio tensdo-

deformagdo ¢:

o= Dsg (3.32)

A energia de deformacio do elemento, que ¢ igual ao trabalho interno, ¢ dada

por:

— — 1 T
W,=U, == [e7oav (3.33)

O trabalho realizado por uma agio externa P, que € igual a energia potencial, ¢ :

Q=W =- qu Pds (3.34)

A energia potencial total do elemento € dada pela soma da energia de

deformacéo e do trabalho das a¢Ges externas :
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V,=U,+Q, (3.35)

Aplicando-se o principio da minima energia potencial no equilibrio :

SV = La‘s Todv — I5 u Pds =0 (3.36)

a partir da relagdo (3.36) chega-se a expressfio que representa igualdade entre os
trabalhos executados pelas for¢as externas sobre os deslocamentos e pelas solicitagdes

sobre as deformacdes, da qual se obtém as equacdes de equilibrio do elemento.

J:é'gTadv - £5uTPds (3.37)

Aplicando-se em » uma variagZo :

du=pda (3-38)

Utilizando-se (3.24) :
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Sa=1L"5p (3.39)

e substituindo-se em (3.38) :

Su=pl'Sp (3.40)

Aplicando-se uma variacdo também na deformacgo :

Se=fpl'Sp (3.41)

Substituindo-se (3.40) e (3.41) na (3.37) tem-se :

SpT T (LY oav=5p" [o (L") Pds (3.42)

Como a expressao (3.42) é valida para qualquer deslocamento §ff € como :
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B=fn=fpl’ (3.43)
<,

o=De=Dfpl'p=DBp (3.44)
entdo:

[[B"DBavip=(L") (o7 Pds (3.45)

O termo entre colchetes do lado esquerdo da equagfio € a matriz de rigidez do
elemento.

k= [B"DBay (3.46)
lembrando de (3.24) fica:

kp=[nTPds=r .. (3.47)
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Esta expressdo fornece o sistema de equagdes para o método dos elementos
finitos, para cada elemento. Para obter-se a solugfio para todo o sistema, ou seja para

toda a estrutura basta aplicar uma transformacio 2 matriz de rigidez do elemento:

(k1=[r][elr] (3.48)

e entdo;

KT

H
=

(3.49)

onde X é a matriz de rigidez para todo o sistema, I" é o vetor dos deslocamentos nodais

de todo o sistema e R € o vetor das a¢es nodais do sistema.

3.2.2 Formulacio do método para elemento de trelica

Para a aplicagdo do método dos elementos finitos deve-se primeiro definir a
relagdo deformacao-deslocamento a ser utilizada na formulacio da energia, ou seja,
definir a relagiio (3.31). Assumindo a hipotese de que as se¢des transversais

permanecem planas, considere uma barra com comprimento dx na posi¢do indeformada
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e comprimento dx(/+E,;) na posicio deformada. Tem-se as seguintes relagbes entre os

deslocamentos u, v, a rotagdo #e o alongamento longitudinal E,:

dx(1+ E Ycos O= dx(1+ —gx—z-l-)

% =(1+E_)cos -1 (3.50)

dv=dx(1+ E )sen6

53’-—~(1+E ] @51
e Lsen

ohY;
Figura 3.2 — Alongamento de um elemento
Ty oy
Fipdte .
NICAMp
B }rﬁ N ALY
" A {548 Frvppm
Para tridngulos retdngulos tem-se: TR E G ey
v e Y FE
Y ¥ LN TD
%%{:‘f:} &"w_} AT ) ilf{i i
R DU LY at e
'E‘“i%ﬁzgfﬁf :’%; '3%@??‘?*« o
-t ..;jg;?: g
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d
d*(1+E_)? ={—§+1]2de dv =

&+ E) = dxz[(%)z +2%+ 1 +(—§xﬁ)2] = (3.5)
(a+ By 1= (7 422 &y
Fazendo-se:
tem-se:
(I+E) =1+2e! = E_=.fl+g -1 (3.54)

onde E, ¢ o alongamento da barra ao longo do eixo e £ ¢ a deformagéo da barra.

A expressfio (3.53) fornece a relagfo deformacfo-deslocamento que € utilizada

na formulacgfo da energia. Logo:
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E=U, +-;—(du)2 -l~—§-(ﬂ

50 (3.55)

Levando-se a expressdo (3.55) e a (3.32) na expressio da energia de

deformacdo :

L opedu 1 odu, 1odv,,
Uy =5 D[+ + S Py (3.56)

A parcela % ({f‘;i;f!«-)2 ¢ pequena em comparacdo a unidade e pode ser desprezada.

Desenvolvendo-se :

D [y 4 E + 2 Eyray (3.57)

U, =
4'de’  dxod

1
2

Desprezando-se os termos de quarta ordem e dividindo-se a expressio da

energia em duas parcelas tem-se :

1 du ‘
Uy=5D '[(Ex_ Y dv (3.58)
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1 du dv
U, =-D |- (<dy 3.59
2= dx(dx) (3.59)

sendo U; a parcela quadratica da fungfio e U; a parcela ciibica.

Por se tratar da estrutura treliga a fungdo aproximadora utilizada tanto para u

cOmo para v sera :

u) = B + Px (3.60)

vix) = s + fix (3.61)

Impondo-se as condicdes de contorno :

ux) =0 = u; = B =

(w0, —uy)

; (3.62)

U |zt =z = 2 =

V(X)|x=p = V2 :;5[2)3 =V}

(v, —w)

V&) |x=t = V2 = s = 7
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Logo de (3.62) tem-se:
x x
u(x) = (1= +1,() (3.63)
e
x X
v(x®) = 1=+, (3.64)
Por conveniéncia, sfo utilizadas coordenadas adimensionais £ = x/I. Tem-se,
entdo :
W@ = u; (1-9 + wé (3.65)
€
W& = v (1-8 + v2é (3.66)

Aplicando-se a variagéo :

g 2 W) _du@)dE _ (u,—u) (3.67)
odE dE dx ! ’



V&) _ D dE _ (v —v)

fodE dE dx ! (369

A primeira parcela (3.58) da energia de deformacéo ¢ :
U, = —D j(—w) dx (3.69)

substituindo-se (3.67) na primeira parcela da energia :
U, = Lp I(u§ Yde (3.70)
2f
Com %—(;2 =Tn(&)p tem-se em (3.70):
—; [p@n@pyds -

(3.71)

—— [0 T DTn©)pas



Com uma variacgio:

5U, =577 [’ T DTn@)dsp)

€ com.

B=Tn (&)

substituindo-se (3.73) em (3.67):

SU, =6 pf(é IBTDBdg) p

Observando (3.74) nota-se que:

1 r
k, =EIB DBd¢

UNICAMP

PIVES T TN £
FIBLICTE

Faf S d A

R

4
gt
4

"y

ENTEREAD

TR R Sy NI I Ty 4 BIrEes
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(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)



com D=[EA] a matriz de rigidez elastica k. fica:

1 0 -1 0
E4l0 0 0 0
k1="7121 0 1 o
0 0 0 0

A segunda parcela da energia de deformacgdo (3.59) ¢ :

1 edu dv
U, =—D}— (—)dx 3.76
2 =5 Pl =) (3.76)

substituindo-se (3.68) na segunda parcela da energia :

U, = 5171:) u (v, dé (3.77)

Com aue) = ) = 5‘:17(5) p tem-se em (3.77):

g g



U =D [ @@ p)Tnep) s

Com P=DT n(dp :

1 . 2
=7 [P py1as
U, = —P[ Tn(&)pyde

]

U, = —P [ ™" OT Tn(e)pyae

Com uma variagio ¢ com B= 7' n(£) em (3.79) fica:

SU, =8 pT[—Z%P B Bpd¥]

-5, P [BBS1p

Logo:

(3.78)

(3.79)

(3.80)

45



1
k=7 P[BBd¢

E a parcela nfo-linear da matriz de rigidez que fica:

[k, 1=~

"
o o o o
e S

A matriz de rigidez do elemento € dada por:

[£]=[k.]+[%,]

(3.81)

(3.82)
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4. Formulacdes Geometricamente Exatas do Elemento

de trelica Plana

O objetivo deste capitulo € o de apresentar formulagdes geometricamente exatas
para andlise ndo-linear de trelicas planas. Sdo apresentadas duas formulagdes sendo a
primeira delas baseada no trabalho de Pimenta (23,24) € a segunda no trabalho de Lima
e Brasil (15). Ambas utilizam o conceito da matriz de rigidez tangente. No capitulo 7 €

apresentada a formulacio para trelicas espaciais.

4.1 Primeira Formulacio

Seja um sistema de coordenadas global indicado na figura 4.1, e seja r o vetor
posicdo de um ponto no espago em relagfio & origem e p o vetor deslocamento desse
ponto. O comprimento de uma barra na configuracdo de referéncia ou indeformada ¢

dado por /,e o seu comprimento na configuragio deformada ¢ dado por /.



O alongamento linear dessa barra é dado por:

r (4.1)

H, TOHy

Figura 4.1 — Deslocamento de uma barra

A tensdo nominal na barra na configuracio deformada é:

(4.2)

=

48
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onde 4, & a area da se¢fio transversal na configura¢fio indeformada e N ¢ a for¢a normal

atuante na barra, dada pela lei de Hooke:
N = Ede 4.3)

Sejam a e b as extremidades da barra. Com o vetor das coordenadas r € o vetor
dos deslocamentos :5 de a e b, pode-se obter os vetores das coordenadas e

deslocamentos nodais da barra.

F=fraxy] € 7 =[uv] (4.4)

onde u; sdo os deslocamentos longitudinais € v; os deslocamentos transversais
que para um elemento de trelica sdo uy, v;,u; € v; para os nos inicial e final da barra

respectivamente.

Ainda, tem-se que os comprimentos da barra nas configuragdes indeformada e

deformada so dados por:

I =dx (4.5)

1, = [0, +u)* + ()] ) UNICAMp @.6)
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Com isso pode-se obter o alongamento linear em fungdo dos deslocamentos
nodais.

lc
& =

BUA L IRLIAC
7 —[(1+dx)+(dx)] 1

r

@.7)

Sabendo-se que:

(4.8)

onde & denota uma grandeza virtual. Fazendo-se:

4.9
op (4.9)

tem-se:

Se=bdp (4.10)
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Pelo Teorema dos Trabalhos Virtuais o trabalho dos esforgos internos da barra

¢ dado por:

PSp=Alcée

onde P € o vetor dos esforgos nodais internos. Com (4.10):

P=Alc b

ou:

A matriz de rigidez tangente da barra € definida por:

Diferenciando a expressdo (4.12) obtém-se:

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)



go ab
K. ]= lrb—jj_"“ -+ er"‘t
[Kr]= 4, 57 4, 57
Pela regra da cadeia:
do _do e
op de ép

Lembrando que D=[E], e:

tem-se em (4.16):

%9 . Db
ap

Introduzindo-se (4.17) em (4.15), tem-se:

(4.15)

(4.16)

(4.17)

52
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8e

[K,]= 41(DbTb+o = (4.18)

A expressdo (4.18) fornece a matriz de rigidez tangente [K7], constituindo o
primeiro membro desta expressdio a matriz de rigidez elastica [K, ]e o segundo a matriz

geométrica de rigidez tangente, [K,]da barra. Pode-se escrever, entdo:

[K 1=K ]+[K,] (4.19)
com :
[K.]= D41 b"b = EAL (--~—~) (—--) (4.20)
€
. O
[K =M, 75 (4.21)

Utilizando-se as mesmas fung6es do capitulo anterior:

ufs) = i + fox UNICA N, (4.22)



vix) = Pz + fix

Impondo-se as condi¢des de contorno :

ux)ix-0 = u; = fr = u;

(1, — 1)

U et = 12 = fr ==

VX -0 = Vi 03 =,

2 =v)

VO et = v2 2 fr= =

Logo de (4.24) tem-se:

w(x) = u,(1- 315) +u, (3;—)

v(x) =7, (1= D)+ ()

54

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)
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Com essas fung¢des de interpolacfio nas expressdes (4.20) e (4.21), tem-se:

1428 0 -(1+28) -6

X EA 0 a°’ .y -8
[K.]= I |-(1+28) -6 1+28 0
-8 -8 ] g°
e
1 0 -1 0
X NO 1 0 -1
[ g}’lc -1 0 1 0
0 -1 0 1
ondeé’:vzl ] e 3=u2;u]

4.2 Segunda Formulaciao

Considere-se uma barra no sistema local de referéncia. O comprimento da barra
na configuracio indeformada € I, e na configuragio deformada € I.. O vetor dos
deslocamentos nodais, dado por p, se relaciona com o angulo O entre a posicdo

deformada ¢ a indeformada e /. da seguinte forma:




Figura 4.2 — Graus de liberdade ¢ deslocamentos de uma barra de trelica

I +u,—u =1 cosf (4.27)

v, —v, =1 _send (4.28)

O alongamento linear da barra € dado por:

7 (4.29)

56
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As componentes do vetor das forgas nodais sdo obtidas pelo equilibrio das

for¢as na barra:

P, =—P, = Ncosé (4.30)
e
P, = —P, = Nsen@ (4.31)
onde P; sio as componentes do vetor das forgas externas.
Sendo N a forga normal atuante na barra dada pela lei de Hooke:
N=FAde
(4.32)
ou,
1,-1
N=EA4 ; (4.33)

onde EA expressa o produto da rigidez axial da barra.

Diferenciando-se (4.30) e (4.31) e escrevendo em notag@o matricial tem-se:
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dP=cdN+N sdg (4.34)

comc =[-cosD -senf cosO send | e s=[senf -cos6 -senf cosO .

A matriz de rigidez tangente da barra ¢ dada por:
k, =— (4.35)

Logo, para obter-se kr é preciso escrever df e dN em fun¢io de p. Com as

equagdes (4.27), (4.28) e (4.33) chega-se &:

df =—sdp e dN =—-cdp (4.36)

Substitumdo-se as expressdes de (4.36) em (4.34), tem-se:

dP = (—}-Elé e +—?r-~ s's)dp (4.37)

[+
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Comparando a expressdo (4.37) com:

dpP = [k, |dp (4.38)

nota-se que na expressdo (4.37) o termo entre paréntesis fornece a matriz de rigidez do

elemento para a teoria exata:

] = Elé e+ lﬁ s's (4.39)

r (4

O primeiro termo da expressdo (4.39) constitui a matriz constitutiva de rigidez
tangente, [k.Je o segundo termo de (4.39) € a matriz geométrica de rigidez tangente,
[#;]da barra. Desta forma, tem-se

Ukl =1k ]+ [k, ] (4.40)

onde,

[k,]= % e (4.41)

r



tem a seguinte forma:

cos” @ cosl senf
EA| cos@ sen@ sen” 8
[ke] = 2
l ~cos"f  —cosf sent
| —cos@ sen) - sen’ @
e
[k,]= N ogrs
ZC
tem a seguinte forma:
I sen* @ — senfcosd
] N |~ senBcosd cos’ @
87 1| -sen’@  senBcosd
] senfcost —cos’ @

60

~cos’ @ - cosd sent
—¢osé send —sen’ @
cos’ & cos@ senf
cosf send sen” @
(4.42)
—sen’6 senfcos@
senfcosd —cos’ @
sen’ @ — senfcos@
— senfcosf cos’ 8

Para obter-se a matriz de rigidez tangente no sistema global de referéncia basta

aplicar-se uma rotac¢do, da seguinte forma:
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(K] =171 [k, ]I7] (4.43)

0

t cos@ sen@
onde Tw‘ 0 ¢ iet:f

_senf cos@ | . Se « ¢ o angulo formado entre o sistema

global de referéncia ¢ a direcdo original da barra, tem-se:

Figura 4.3 - Angulo formado entre a barra e o sistema global de referéncia

c=[-cos¢ —seng cosg¢g sen¢} (4.44)

5= [sen¢ —cosg —seng cos ¢} (4.45)
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onde¢—79+ae£'=cTe;'=sT.

A matriz de rigidez do elemento no sistema global é:

[K]zgf E?’“E+-§rE sTs (4.46)

Para obter-se a matriz de rigidez da estrutura faz-se a somatéria de todos os

elementos:

[X]==[4] [x]4] (4.47)

onde [Z] é a matriz de incidéncia de cada barra.



5. Formulacdes de Segunda Ordem

Este capitulo visa apresentar formulacdes de segunda ordem que correspondem
as formulagtes exatas apresentadas no capitulo anterior. A primeira formulacio de
segunda ordem € derivada da primeira formula¢io exata (23) do capitulo anterior de
maneira consistente e a aproximacio consiste no desenvolvimento em série com termos

até segunda ordem das deformagdes generalizadas.

5.1 Primeira Formulacio de Segunda Ordem

Seja um sistema de coordenadas global conforme a figura 4.1, e seja r o vetor

posi¢do de um ponto no espago em relagfio a origem e p o vetor deslocamento desse

ponto. O comprimento de uma barra na configuragdo de referéncia ou indeformada ¢

dado por /, ¢ o seu comprimento na configuragio deformada ¢ dado por /.

O alongamento linear dessa barra é dado por:



. (.1

A tensfo nominal na barra na configuracio deformada é:

(5.2)

onde 4, € a 4rea da secdo transversal na configuragfo indeformada e NV € a forga normal

atuante na barra, dada pela lei de Hooke:

N=Ede (5.3)

Com a e b sendo as extremidades da barra. Com o vetor das coordenadas r e o
vetor dos deslocamentos p de a e b, pode-se obter os vetores das coordenadas e

deslocamentos da nodais da barra da mesma forma que foi feito para a teoria exata.

=[] e p =[u] (5.4)
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onde #; sdo os deslocamentos longitudinais e v; s@o os deslocamentos
transversais que em um elemento de trelica plana sfo u;, v;, u; e v2 para os nds inicial e

final da barra respectivamente.

Ainda, os comprimentos da barra nas configuragdes indeformada e deformada

s#0 dados, respectivamente, por:

I =dx (5.5)

L=[0 +up + ()1 (5.6)

Com isso pode-se obter o alongamento linear em fun¢fo dos deslocamentos

nodais.

I -1

& =

0+ %y (Eyys
[0+ + (T -1 5

r

A aproximacio que caracteriza a teoria de segunda ordem aparecera como uma
expansdo em série na expressdo da deformacdo. A utilizagdo de séries trigonométricas
para aproximagio da deformacfio € uma pratica comumn na engenharia que visa facilitar
o estudo das estruturas. Ao se adotar uma determinada série para representar a

deformacéo a expressdo obtida serd valida para todo o comprimento da barra sem que
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seja necessario dividi-la em partes menores para sua resolugdio quando ha acfes

aplicadas fora dos n6s. Desde que se escolha a série adequada de forma que seus termos

respeitem as condicGes de contorno os resultados obtidos estario suficientemente

proximos da solugfio exata, dependendo do nlimero de termos utilizados na série. Para a

aproximagdo da formulacdo de segunda ordem tem-se uma expansio em série com

termos até a segunda ordem na expressdo (5.7):

Lembrando que:

le
05 =~ G P
3 r

P

onde ¢ denota uma grandeza virtual. Fazendo-se:

tem-se:

(5.8)

(5:9)

(5.10)
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Se=b p (5.11)

Pelo Teorema dos Trabalhos Virtuais o trabalho dos esforcos internos da barra

¢ dado por:

PPp=Aloc & (5.12)

onde P ¢ o vetor dos esforgos nodais internos. Com (5.11):

P=Aloh (5.13)
ou,

P=NLb (5.14)

A matriz de rigidez tangente da barra € definida por:

K, =—= (5.15)



Diferenciando a expressio (5.14), obtém-se:

[K,1=ALb a0 Alo o6
ep ép

Pela regra da cadeia:

Lembrando que:

tem-se em (5.16):

fo
op

(5.16)

(5.17)

(5.18)
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Introduzindo (5.18) em (5.16), tem-se:

8’e
op°

fe ﬁ
[Kr]=41(D (3”%) (5p)+o‘ ) (5.19)

O primeiro termo da expressdio (5.19) constitui a matriz constitutiva de rigidez
tangente, [K.]e o segundo constitui a matriz geométrica de rigidez tangente, [K.] da

barra. Pode-se escrever, entdo:

(K 1=[K J+[K,] (5.20)
_par (P52
[K.]=E4L( ap) ( é’ﬁ) (5.21)
¢
[K =M, 7 (5.22)

com as func¢des de interpolagéo:
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ux) = B + B (5.23)

V) = B+ fox .24

Impondo-se as condig¢des de contorno :

Ux)|x=0 = wr = fr = w

(U, — 1)

; (5.25)

U x=1 = ux = ffr =

V(X}x=0 = vi = = W

(va =)

V) lzt = v2 = fr = =

Logo de (5.23) tem-se:

u(x) =, (1- ) +,() (5.26)
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v(x) = v, (1 -?) v, (;) (5.27)

Com essas fungdes de interpolagdo nas expressdes (5.21) e (5.22), tem-se:

by
N
o

oo oo
o

o o oo

onde /K. ] € a matriz de rigidez elastica e /K] ¢ a matriz de rigidez geométrica.

5.2 Segunda Formulac¢io de Segunda Ordem

A formulagfio de segunda ordem apresentada a seguir ¢ derivada da segunda
formulacfio exata apresentada no capitulo anterior e tem como aproximacgio aguela

sugerida por Venédncio (8,9).

O alongamento linear &, segundo a teoria de primeira ordem ¢ dado por:



1 1
&, = l"(uz —u) = l_mP

r r
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(5.28)

onde { p} ¢ a matriz dos componentes dos deslocamentos dos pontos a e b, lembrando

que /, € o comprimento da barra indeformada e {m} =[-1 01 0].

al | ll’ b
H /

T, X

Lruy-us(1+e)lr

Figura 5.1 — Alongamento linear da teoria de primeira ordem

A rotacio 6 do eixo da barra € dada por:

(5.29)
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onde {n} = [0 -1 0 1]. A equagBio (5.29) € valida para os casos em que se assume

pequenas rotagdes, ou seja para uma teoria de segunda ordem.

Através da figura (5.1) pode-se verificar a seguinte relacio entre & que € o

alongamento real e g, anteriormente definido :

L(1+&)=1(1+&)cosd (5.30)

Trabalhando a equacgdo (5.30) :

l+& =cos@+ g cosf
[/]

g =cos@—1+ g cosb

£—¢g,=1-cos@+g —¢gcosf

ge—¢g =(l+g )(1-cosf) (5.31)

Para pequenos valores de deformacio pode-se fazer (1+ & ) = 1 e tem-se, entéo :

e—¢g,=1-cosf (5.32)
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Fazendo-se a aproximac#io para a teoria de segunda ordem:

2

g
cost = 1——'2— (5.33)

tem-se para o alongamento da teoria de segunda ordem :

£E=¢g, +""i'“ (5.34)

Note-se que na teoria de primeira ordem tem-se que P; = -P; = Ne Py = -P; =

0. Na teoria de segunda ordem as componentes da for¢a normal serdo :

P.=—-F =Ncas8 (5.35)

P, = —P, = Nsen0 (5.36)



75

onde N ¢ a forca normal aplicada e os P; sio as componentes da forga externa. Por
aproximagdo pode-se fazer cos6=1 e senf=0 e, escrevendo-se em notagfio matricial,

tem-se :

P=Nm+Nné (5.37)

onde {P} € o vetor das componentes da forca normal N e {m} ¢ {n} sfo as mesmas

matrizes ja definidas anteriormente.

Pela lei de Hooke tem-se:
N = EAs (5.38)

onde EA expressa o produto da nigidez axial da barra. Substituindo-se a equagdo (5.34)

na (5.38) tem-se:

2

NmM@+%ﬂ (5.39)

Substituindo-se (5.39) em (5.37) e considerando-se (5.28) € (5.29) tem-se:
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Pmﬁmrmp+—%i€2mr+£nfnp (5.40)
I 2 ]
Fazendo-se:
) =24 mm
’ (5.41)
k1= w'n
lr
tem-se, em notaglio matricial:
{Py=[k.1p}+ -5—9 {my" +[k,{p} (5.42)

onde [k] € a matriz de rigidez elastica linear e [k;] a matriz de rigidez geométrica que

leva em conta o efeito da forga aplicada e s8o escritas da seguinte forma:

1 0 -1 0 0 0 0 0

E4|0 0 0 0 NO 1 0 -1

Ed=271100 1 0 ¢ =700 0 0 o
00 0 0 0 -1 0
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Diferenciando-se a equacio (5.42) em relagio aos deslocamentos {p} obtém-se:

(dPy = ([k.] +—f‘-‘-"—9({n}f{m} + {m) () + 0} {m}) +

+k, Didp} (5.43)

Comparando a expresséo (5.43) com a seguinte expressio :
{dP} = [k, J{dp} (5.44)
tem-se:

[k?"}z[ke]+[Ake]+[kg] (5‘45)

onde [k7] ¢ a matriz de rigidez tangente do elemento e [Ak,] € a matriz de correcéo de

[k.] devido as mudangas de coordenadas dada por:
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[Ak] =?—9({n}f{m}+{m}f{n}w{n}f{n}) (5.46)

¥

0 e 0 -é

Ak 1= 1lo -6 0 @
-0 -0> o @2
ondeémvz;vl

A matriz [kr] obtida se refere ao sisterna local de coordenadas. Para obter-se a
matriz de rigidez tangente da estrutura, que ¢ dada no sistema de coordenadas globais,

deve-se primeiramente, aplicar & [kr] uma rotagdo, que sera dada por:

(K] =TT T4, ]IT] (5.47)



79

[0] [A] ¢ b= —Sena  COSq

o sistema local de referéncia.

onde (T]= [{z] [0}:| _ [cosa sena

:‘ e o € o angulo entre o sistema global e

Para se obter a matriz de rigidez de toda a estrutura basta fazer:

(K]= 2[4 [K][A] (5.48)

onde [4] ¢é a matriz de incidéncia.



6. Técnicas para Resolucio de Equacdes Nao-lineares

6.1 Processo Incremental

O Processo Incremental consiste na divisdo do carregamento em incrementos
de carga, que podem ter a mesma magnitude, que é a forma mais utilizada, ou
magnitudes diferentes. Desta forma assume-se que a soluciio € obtida para uma

intensidade de carregamento A{P}, onde {P} expressa a magnitude das acdes nodais e 1

faz variar sua intensidade. Assim, tem-se:

H(p,A) =0 (6.1)

onde r (p, 4) € um sistema de equagdes, p € a solugdo do sistema de equagSes e A € o

pardmetro que define a intensidade da carga.
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Supondo que para A = 4y a solugfo do sistema r(p,4,) =0 ¢é conhecida, entdo
partindo-se de 4 = Ay admite-se a existéncia de uma seqiiéncia Ag, 4, Az2,....As de forma
que a solugdo de r(p,4,.)=0 seja um ponto de partida para a resolugio de
r(p,A )= 0. O procedimento & repetido até que se atinja o valor total do carregamento

aplicado.

Considerando-se a analise ndo-linear de estruturas, as equagdes de equilibrio

sdo dadas da seguinte forma:

r(p)=F(p)-P (6.2)

onde F(p) expressa os esforcos internos ¢ P expressa as agbes externas.

Tem-se:

r(p.A)=F(p)~AP (6.3)

Para A=A/~ { tem-se uma solug¢fio conhecida para (6.3) que € a posi¢io da
estrutura onde p=0 e todos os deslocamentos impostos sdo nulos € que coincide com a

posicdo indeformada da estrutura. Por esta razdo tem-se:

F(p,Ay)=0 (6.4)
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Aplicando-se o processo incremental ao problema tem-se que esta solugdo
servird de base para obtengdo da solugio para A=A,;. E necessério entio conhecer A; que

pode ser definida como uma seqiiéncia de n valores de A da seguinte forma:

A==k

0l,....n (6.5)

Se A,=1, tem-se:

r(p.4,)=r(p) (6.6)

Nos casos em que sdo utilizadas magnitudes diferentes € necessério que se
conhega com antecedéncia o comportamento da estrutura a fim de que se possa utilizar
incrementos menores de carga nas faixas mais criticas para que se obtenha resultados mais
precisos. Com a divisdo de carregamento em incrementos suficientemente pequenos de
carga obtém-se para a estrutura, a cada incremento, um comportamento préximo do
comportamento linear, sendo esta a principal vantagem do processo, ja que o célculo passa

a corresponder a uma sucessfio de problemas lineares de simples solugfio.

Para estruturas sujeitas a grandes deslocamentos, porém, o equilibrio entre os
esfor¢os internos € o carregamento aplicado ndo € garantido pelo processo puramente
incremental. Nesse processo admite-se que os deslocamentos obtidos com a analise
linear a cada incremento sejam a solug30 para esse incremento ndo havendo verificagéo

do equilibrio. Dessa forma nfio se leva em conta os residuos de cada incremento e os
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resultados obtidos quando ocorrem grandes deslocamentos tendem a se afastar da
solucdo exata. Em seu artigo de 1972 Haisler e Strickling (11) jai separavam os
procedimentos existentes em procedimentos Classe I, da qual faziam parte os
procedimentos que ndo garantiam o equilibrio e da qual o método puramente
incremental fazia parte, e procedimentos Classe II, da qual faziam parte aqueles
procedimentos que buscavam garantir o equilibrio em qualquer ponto da curva carga -

deslocamento. O método de Newton-Raphson pertencia a esta classe de procedimentos.

6.2 Método de Newton-Rapshon

O Meétodo de Newton-Raphson é o método iterativo mais utilizado para
abordagem de problemas de nfio-linearidade sendo, por esta razdo, aqui apresentado. O
método consiste em se determinar o desequilibrio, ou residuo, entre os esfor¢os internos
e as forcas aplicadas existente nos nos da estrutura ao final de cada iteragdo. Com o
residuo sdo corrigidos, entfio, os incrementos de deslocamento anteriormente obtidos. A

formulacfo para um sistema de equagdes ndo-lineares ¢ dada por:

r(p)=0 (6.7)

A solug8o para esse sistema serd dada por p*. O algoritmo do método Newton-
Raphson ¢ obtido expandindo-se cada uma das fungdes r,(p) em série de Taylor em

torno de um ponto p° qualquer e mantendo-se os dois primeiros termos. Tem-se, entdo:



2. Or
r(p) = r(p")+ ;
Zap.

J=1 i

(pj "“Pf)

Fazendo-se:

or,
apj

tem-se:

r(p)=r(p")+S(P"Wo~p°)
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(6.8)

(6.9)

(6.10)

A matriz § € a matriz Jacobiana de »(p) que na analise de estruturas é a Matriz

de Rigidez e r(p) € o vetor residuo. Desta forma, tem-se como solugfio aproximada para

r(p)=0:

(P )+S(P°Xp-p")=0 = p=p"-S@°)'r(p")

6.11)
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A expressdo dada em (6.11) para p como solugfo do sistema de equactes é uma

nova aproximagfio para p° e serd o novo ponto de partida para uma nova iteragfio e

assim sucessivamente, até que se obtenha uma aproximagdo melhor para p’, o que

ocorrera caso a aproximagdo tomada como ponto de partida seja suficientemente

proxima da solugio.

6.3 Processos Incremental-Tterativos

Os métodos incremental-iterativos ou incrementais ndo-lineares diferem dos
puramente incrementais por fazer a cada incremento de carga a verificagdo do equilibrio
entre o carregamento e os esforgos internos procurando dessa forma minimizar os erros
resultantes do processo puramente incremental. Para tanto utiliza-se um esquema
iterativo dentro de cada incremento de carga. O método iterativo mais utilizado é o de
Newton-Raphson. Assim, a partir de A=4 pode-se obter através do método de Newton-
Raphson a solugdo para A=J1; sucessivamente até obter-se a solugdo para A=A, As
equagdes, escritas em notagio matricial, utilizadas no método incremental-iterativo de

Newton-Raphson sio:

s, }[ap] = [aF]-[aP] (6.12)

onde a expressio do lado direito representa a forga desbalanceada ou o residuo.
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Os deslocamentos incrementais utilizados para montar a Matriz de Rigidez [S}i

sdo dados por:

"UNICA s
1 B 0 S P I O

"‘J‘W"hw..z. k!

SECAG R

O primeiro passo deste método ¢ a utilizacdio dos esforcos internos e dos
deslocamentos relativos ao incremento anterior para obter-se a Matriz de Rigidez
atualizada do elemento. A partir de entfo inicia-se 0 esquema iterativo através do qual a
Matriz de Rigidez € continuamente atualizada com os incrementos de deslocamento da
iteracio anterior, o que ocorrera da seguinte forma: com a Matriz de Rigidez [S;], obtida
entfio € com o novo incremento de carga [AP] obtém-se os deslocamentos incrementais
relativos a iteragBo atual [Ap]; Em seguida, com os deslocamentos [Ap]; ¢ com a
expressdo (6.13),obtém-se [Ap] com o qual atualiza-se a Matriz de Rigidez e através da
expressdo (6.12) obtém-se a forga desbalanceada. Com a forca desbalanceada e a Matriz
de Rigidez atualizada [S)]; procede-se a obteng¢do do novo incremento de deslocamento
[Ap]: e repete-se o procedimento até que a for¢a desbalanceada apresente um valor

suficientemente pequeno que sera estabelecido por um critério de convergéncia.

Uma das grandes desvantagens do método de Newton-Raphson é o grande
trabalho computacional necessario para atualizagdo da Matriz de Rigidez a cada iteragfo.
Visando diminuir esse trabalho pode-se utilizar o método de Newton-Raphson modificado
no qual procede-se a atualizagdo da Matriz de Rigidez somente na primeira iteracio de
cada incremento, ou, em alguns casos na primeira e na segunda iteragdo de cada
incremento. Pode-se ainda atualizar a Matriz de Rigidez na primeira iteracfio e mante-la
constante durante varias iteragdes ou incrementos atualizando-a novamente quando a
convergéncia comecar a ficar comprometida. A principal desvantagem nesse caso € que

para realizar este tipo de analise € necessario um bom conhecimento da estrutura, de seu
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comportamento ¢ também da andlise ndo-linear, ja que deve-se decidir quando atualizar a
Matriz de Rigidez ¢ mesmo se ¢ necessario modificar o tamanho do incremento, pois o
processo pode divergir caso a Matriz de Rigidez nfo seja atualizada com a freqiiéncia
necesséria. Matthies (18) comenta as desvantagens do método de Newton-Raphson em seu
artigo ¢ apresenta a formulagdo dos métodos chamados Quasi-Newton, que consistem na
utilizacdo da inversa da Matriz de Rigidez Tangente do sistema, de forma que ndo é
necessdria a obtencdo da Matriz de Rigidez. Estes métodos niio serfio aqui apresentados,

mas podem ser encontrados em Matthies (18).

6.4 Critério de Convergéncia

Nota-se que para qualquer processo iterativo existe a necessidade de um
critério de convergéncia, ou seja, um valor com o qual sejam comparados os resultados
obtidos a cada iteracdo a fim de se determinar a parada e o inicio de um novo incremento.
Em analise estrutural esse critério pode ser dado de trés formas: através do critério de

for¢as residuais, do critério dos deslocamentos e do critério de tensdes.

O critério de forgas residuais é dado por:

[ < B |re) (6.14)

onde r(x) é o vetor residuo e || | ¢ a norma do vetor residuo.
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Desta forma se esta comparando o desequilibrio entre as forgas externas aplicadas
e os esfor¢os internos da configuragéio atual no ponto x aquela da configuracio anterior no
ponto xg. Outra alternativa para o critério de convergéncia de forgas residuais pode ser

também:

lr<p (6.15)

onde o critério de parada é dado somente pela comparacdo do valor do

desequilibrio com o valor de . O valor de B depende das unidades utilizadas na analise,

mas um valor normalmente utilizado ¢ §=107, podendo variar entre10™ ¢ 107°.

O critério dos deslocamentos € dado por:

| A p)| <A

Pry (6.16)

onde £ € a tolerdncia e tem o mesmo valor utilizado para o critério de forca, pry €
um valor de referencia dado por pry =[{p}| e |Ap(x)| € a variagdo de deslocamento

numa determinada iteracio.

No critério das tensdes, da mesma forma que nos critérios anteriores, faz-se a
comparagio entre a variagio de tensfio durante cada iteracdo com um nivel de tensdo

previamente estabelecido. Este critério ¢ mais usado quando se tem grandes deformacdes.
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Quanto ao calculo das normas tem-se trés opgdes:

[r3h = 2217

|7, = Cn” 6.17)
3], = max] 7

onde a segunda formula da expressdo (6.17) ¢ a norma euclidiana e a terceira € a
norma méxima. Bergan e Clough em seu artigo (2) sugerem para o critério dos
deslocamentos uma modificacio nas normas 1 e 2 que consiste na sua divisdo pelo
nimero de componentes incognitas, ou seja, uma média. Segundos eles, porém, ndo ha
diferenca significativa na utilizagio de uma ou oufra norma, podendo-se levar em
consideragiio o tipo de norma mo valor escolthido para B. Eles, contudo, destacam a
utilizagdo da norma do méximo.
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7.Andlise Niao Linear Geométrica de Trelicas

utilizando Programas

Apresenta-se uma breve descri¢io do programa implementado em Pascal para o
calculo de esforgos em treligas espaciais utilizando uma formulacfo no linear geométrica e
complementando os capitulos 4 e 5. Para efeito de apresentagfio este programa é
denominado TNLG. Apresenta-se também uma descri¢do dos principais comandos

necessarios na utilizagdo do programa Ansys para a andlise ndo linear de treligas.
7.1 Programa TNLG

O programa TNLG, implementado em linguagem Pascal, utilizado no presente
trabalho, foi desenvolvido com a colaboragiio do professor Vinicius Arcaro, da Faculdade
de Engenharia Civil da UNICAMP . O programa trata do calculo de trelicas espaciais de
comportamento nio-linear geométrico sujeitas a carregamentos concentrados nos nds e
fornece como resultados os deslocamentos nodais e esforcos axiais nas barras. O processo
de resolugiio do sistema de equagdes nio-lineares utilizado foi o incremental-iterativo, com
a utilizacio do método de Newton-Raphson.

O programa se inicia com um procedimento para leitura de dados do arquivo de

entrada, tais como coordenadas nodais, graus de liberdade e propriedades dos elementos,

o _{ EA WY ‘“

) CIRCUY

CENTR

}
st

i

A
,«3,

AL

NTT
N



91

carregamento € nimero de incrementos de carga e pardmetros de convergéncia. Nesta fase
também ¢ gerado o vetor que contém o0s nds com graus de liberdade e os nds fixos
ordenadamente para a posterior montagem do sistema de equagdes.

Ap6s a leitura de dados e determinagfo das propriedades dos elementos calcula-se
a matriz de rigidez do elemento, monta-se o vetor residuo ¢ matriz de rigidez da estrutura,
monta-se o vetor de agdes aplicada para cada nd e resolve-se o sistema de equagdes. Segue-
se, entdo, com a atualizagdo do vetor residuo e da matriz de rigidez da estrutura em quantas
iteragGes forem necessarias até haja convergéncia. Para evitar que o programa caia em loop
caso a solugdio nfo convirja limitou-se o nimero de iteragdes a 25 por incremento.

Apos ser atingida a convergéncia no ultimo incremento de carga o programa gera
um arquivo de saida que contém os deslocamentos nodais obtidos para cada nd no Gltimo
incremento, assim como as deformaces axiais e tensdes das barras da trelica.

Um outro arquivo de saida € ainda gerado pelo programa, arquivo esse que contém
os dados de entrada para o programa comercial Ansys, utilizado neste trabalho com o
objetivo de comparar resultados, j4 no formato correspondente.

A seguir apresenta-se a formulagéo utilizada no programa para obtengdo da matriz
de rigidez da barra de trelica.

7.1.1 Formulacio de Elemento de Trelica

Nesta secdo ¢é apresentada a formulago utilizada no programa TNLG para um
elemento de trelica. Para tanto considere-se uma barra de trelica cujo comprimento /i na

posi¢do indeformada € dado por:

=g (7.1)
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onde q € wm vetor unitario. O comprimento da barra na posi¢io deformada ¢ dado
pelo vetor /.. Sendo pi e pf os deslocamentos nodais da barra nos nd inicial e no né final

respectivamente, tem-se que:

[,=Aq—pi+pf (7.2)

A equacdo (7.2) fornece a expressdo para o vetor /; do comprimento da barra na

configuracio deformada. Fazendo-se:

B P (7.3)

e substituindo na (7.1), tem-se:

l.=A(g+2) (7.4)

Com (7.4) pode-se obter o comprimento da barra de trelica na configuragio
deformada:
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|L]=A0+2¢"z+2"2)"? (7.5)
Fazendo-se:

5=24"z+7"z (7.6)
com (7.6) em (7.5):

|| =A@+8)" (7.7)

A deformac#o longitudinal da barra é dada por:

(7.8)

levando em conta a expressdo (7.7), tem-se:
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e=(1+5)2 -1 (7.9)

A fim de evitar problemas caso a parcela § seja muito pequena, escreve-se¢ a

expressio do alongamento longitudinal da seguinte forma:

5

£ e
(i+6)/2+1

(7.10)

Para obter-se a expressdo da matriz de rigidez utiliza-s¢ o Método da Minima
Energia Potencial. Para este fim deve-se escrever a expressdo da energia potencial de

deformagéo:
U = Al [o($Hd9 (7.11)
0

A variagio ou gradiente da energia de deformacio em relagio aos deslocamentos

nodais pi € pf é:

VU = Alo(e)Ve (7.12)



Aplicando em (7.9) uma variagio em relagdo aos deslocamentos nodais pi e pf :

95 _ (+8)(q,+z) ¢

o pi, A A
(7.13)
o5 _ (1+8) (g, +2,) ¢
opf; A A
Escrevendo em notac@o matricial (7.13) fica:
o8
Ve=| 2P | l[_“"] (7.14)
Oe | Ald
opf

e a energia potencial de deformac&o € dada por:

VU = Alra(e)!i“j] (7.15)

95
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A matriz de rigidez da barra de trelica é a hessiana de U em relagdo aos

deslocamentos nodais pi e pf, logo:

ViU = Al,[%r(Va)(Vs)T +0(£)V3¢] (7.16)
&

Para obter-se a hessiana de U deve-se derivar {7.13) uma segunda vez em relagéio

aos deslocamentos nodais pi € pf. Tem-se, entdo, ja em notagio matricial:

2% _ 8% _(1+3)”

= - IT-ga7
opitpi oo £ 07
(7.17)
8% _ 3% _(1+8) T
dpidpf opfopi A’ (=447
Com as componentes de (7.17) tem-se a seguinte matriz para U:
A aaTN ey 4T
vig= 149 {(I 467 ~U-49 )} (7.18)
A ~(I-¢¢") (I-¢¢")

Com a expressido (7.18) a matriz de rigidez da barra de treliga fica:
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T T e _ 1 T
sz:Ag’g}{ 96" —4¢ :{+Aa(g)(}+§) [(1 M? (-¢9 )}
de A|-¢¢"  ¢¢ A |-U-¢¢") (U-p8")

(7.19)

7.2 A Utilizacio do Programa Ansys

O programa comercial Ansys apresenta vasta biblioteca de elementos que se
adaptam a todo tipo de estrutura com diversos comportamentos diferentes. No presente
trabalho o elemento utilizado para representar as barras de trelica foi o elemento LINKS
da biblioteca do Ansys, que possui as seguintes caracteristicas: o elemento é um elemento
de barra com 2 néds, I e J e trés graus de liberdade por nd, UX, UY e UZ, ou seja,
translagio nas dire¢des X.Y e Z, assume-se que a barra seja reta, carregada axialmente nas

extremidades com propriedades uniformes ao longo de seu comprimento.

No caso especifico de estruturas sujeitas a grandes deslocamentos, rotagdes e
deformacbes o programa Ansys apresenta as seguintes opgdes a serem utilizadas

dependendo do problema:

1. Large Strain - que considera deformagdes finitas e grandes rotages com

mudangas na geometria da estrutura.

2. Large Deflection — que considera grandes rotages e deslocamentos com a
hipétese de pequenas deformagdes. Neste caso, nfio ha mudanga na geometria

da estrutura havendo somente movimentos de corpo rigido.

3. Stress Stiffening — que considera pequenas deformacgdes e rotacles

constituindo-se numa aproximacfio para estas grandezas.
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4. Spin softening — considera a hipotese de pequenas rotagdes e deformagdes

levando em conta movimentos radiais do elemento.

No presente trabatho nfo foi utilizada a Gltima opgdo, Spin Softening, pois nio
foram tratadas estruturas cujos elementos estivessem submetidos a movimentos radiais. As
outras trés opgdes foram utilizadas quando da andlise de estruturas com comportamento

nio-linear pelo programa Ansys.

Para ativar as opgdes Large Strain e Large Deflection basta utilizar o comando
NLG,ON, ¢ o programa escolherd a opg¢dio mais apropriada para a estrutura em questfio
levando em conta o elemento da biblioteca do programa escolhido para representa-la. Para
o caso de trelicas que tem o elemento LINKS para representa-las a opgdo Large Strain ndo
esta disponivel, sendo ativada, entdo, a opgiio 2, Large Deflection. A opgo Stress
Stiffening também foi utilizada no presente trabatho. Para ativa-la basta dar o comando
SSTIF,ON. Essa opgio foi necessdria, pois através dela o programa acrescenta a Matriz
de Rigidez da estrutura a Matriz de Rigidez chamada Geométrica que leva em

consideracfo o efeito do estado de tensdes no célculo da Matriz de Rigidez.

O programa Ansys apresenta como opg¢des para o calculo de sistemas ndo-
lineares de equacfio o método clissico de Newton-Raphson assim como o modificado,
sendo possivel ao usudrio escolher aquele que seja mais adequado ao caso em estudo.
Além dessas opgles o Ansys ainda oferece a utilizagdo da busca unidimensional
juntamente com o método Newton-Raphson para acelerar a convergéncia. A busca
unidimensional consiste em encontrar um valor para um parimetro A que minimize a
forga desbalanceada ou residuo de modo a que o processo venha a convergir mais

rapidamente, tendo-se assim:

ol =1{p} - A brf] (7.20)
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O Ansys ainda oferece o Método da Rigidez Inicial no qual a Matriz de Rigidez
¢ calculada no inicio do primeiro incremento de carga e permanece constante até o final

do processo.

Quanto aos critérios de convergéncia o programa Ansys oferece como opgdes 0s
critérios dos deslocamentos e das forgas residuais, sendo o critério de forgas residuais o
padrio. Esses critérios sdo dados pelas expressGes (6.14) e (6.16), do capitulo 6, sendo o

valor padrio para ambos os critérios de 107 .

As trés opcdes de norma apresentadas pela expressio (6.17), do capitulo anterior,

sdo fornecidas pelo programa, sendo a norma Euclidiana adotada como padrio.



8.Exemplos de Aplicacio

Neste capitulo sdo apresentados alguns exemplos de estruturas calculadas levando-
se em conta a nio-linearidade geométrica. Estes exemplos foram encontrados na literatura
referente ao assunto e serdo usados para uma comparagio com os resultados obtidos no
presente trabalho através do programa computacional, desenvolvido em linguagem Pascal,
baseado na formulagdo estudada. Alguns resultados foram comparados com valores
calculados através do programa comercial Ansys. Os exemplos sio puramente académicos

para validagfio da formulagéo.

8.1 Trelica de duas Barras

Esta estrutura foi analisada por Rubert (30) e Reis (29) e consiste em uma trelica
plana com apenas duas barras iguais, que fazem um 4dngulo de 30° com a horizontal, t€m
um moédulo de elasticidade de 30000 ksi e 4rea de 1in®. A estrutura estd sujeita a um
carregamento de 1800 kips. As unidades de medidas, apesar de nfio estarem de acordo
com o Sistema Internacional, foram mantidas, a fim de facilitar-se a comparacio de
resultados. Em sua andlise Reis ainda inclui resultados de analise nfo-linear Geométrica

com e sem estiramento, designadas por ele respectivamente como (NLG 1) ( NLG 0).
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| 1800 kips
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Figura 8.1.1 — Treliga de Duas Barras

A tabela (8.1.1) apresenta os resultados obtidos para a estrutura deste primeiro
exemplo. Como pode ser observado os resultados para cada incremento de carga estdo
bem proximos, s6 havendo diferencas significativas a partir do oitavo incremento, no
qual as barras da estrutura deixam de trabalhar a compressdo e passam a trabalhar
tracionadas. Note-se que no oitavo incremento os valores encontrados variam. Reis
obtém para sua andlise NLGO (sem estiramento) um valor ja alto no oitavo incremento,
valor que se mostra bem menor na sua anélise com estiramento. Também menores sdo
os valores obtidos por Rubert que se aproximam dos valores obtidos no presente
trabalho, através do programa da dissertagdio. Ja no nono incremento os valores de Reis
para anélise sem estiramento se aproximam mais dos obtidos nesta dissertagfo e diferem
em muito do valor obtido por Rubert. Isso se deve a inversdo de esfor¢os ocorrida
devido ao efeito “snap-through” sofrido pelas barras da estrutura, o que resulta em um
salto da estrutura de uma posigdo de equilibrio para outra. A figura (8.1.2) demonstra

esse efeito.
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Tabela 8.1.1 — Comparacdo de resultados da treliga plana de duas barras

Incremento i Deslocamentos Vertical do no 2 {in}
de Carga || Foreanono2 Reis Reis Rubert Segnini
(Kips) NLG 0 NLG 1
1 200 -1,391 -1,376 -1,380 -1,376
2 400 2,917 -2,850 -2,850 -2,850
3 600 -4,621 4,448 4,450 4,448
4 800 -6,572 5,207 -6,210 -6,207
5 1000 -8,904 -8,1a1 -8,180 -8,190
6 1200 -11,930 -10,520 -10,520 -10,514
7 1400 -17,140 -13,450 -13,450 -13,450
8 1600 -108,400 -14,860 -18,140 -18,141
9 1800 -109,300 * -22.280 -109,858
* as barras passaram de comprimidas a {racionadas

2060
? B 1800
/ N
\\A \v Ia00
P | \
]
b |
I — 1 1400
\x‘ !i’h‘\n
&
B i R
% Reis
& \ —&— Rubert
i3
iggg..u Segnini
dpo-
\
40—
200
~120,0 -100.0 -80.0 60,0 -40,0 =200 0.0
Deslocamento Vertical do né 2 (in)

Figura 8.1.2 — Curva Forga x Deslocamento Vertical do né 2 da trelica plana de duas

barras
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8.2 Trelica de uma Barra

A figura (8.2.1) mostra a trelica formada por uma Unica barra inclinada com um
modulo de elasticidade E=20500 kN/cm® e drea A=6,526 cm’ , submetida a uma carga
vertical P= 10kN. Este exemplo também foi analisado por Reis (29) considerando NLG
com e sem estiramento. O exemplo também foi analisado utilizando-se o programa Ansys.
Na tabela (8.2.1). estfo apresentados os resultados obtidos com o programa escrito a partir

da formulacio da dissertacio, os resultados de Reis e os resultados com o programa Ansys.

i50cm

Figura 8.2.1 - Trelica de 1 Barra
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Tabela 8.2.1 — Comparagio de resultados da trelica plana de uma barra

Incremento i Deslocamentos Vertical do nd 2 {cm)
de Carga Forga na no 2 Reis Reis Ansys Segnini
(kN) NLG 1 NLG 0
1 1 -0,264 -0,264 -0,264 -0,264
2 2 -0,553 -0,553 -0,553 -0,553
3 3 0,872 -0,873 -0,872 -0,872
4 4 -1,234 -1,235 -1,234 -1,234
5 5 -1,658 -1,860 -1,658 -1,658
8 ] -2,187 -2,192 -2,185 -2,187
7 7 -2,957 -2,969 2,045 -2,857
8 8 -21,620 -21,620 -21,611 -2,902
9 9 * -21,780 -21,778 -21,783
10 10 * 21,840 -21,939 -21,941

Como pode ser observado os resultados sdo bastantes préximos em todas as
analises. Na andlise com estiramento Reis obteve resultados apenas até o oitavo
mcremento, a partir do qual houve divergéncia, visto que as iteragBes ultrapassaram o
limite estabelecido pelo programa. Ji a andlise sem estiramento apresenta resultados
bastante préximos dos resultados apresentados pelo programa Ansys e dos resultados
obtidos no presente trabaltho, no qual se verifica diferenga somente no oitavo incremento de
carga onde o programa encontrou um valor muito abaixo dos obtidos pelos demais
programas. Também no programa Ansys o oitavo incremento de carga foi 0 mais “critico” ,
pois utilizou mais iteragdes para o calculo dos deslocamentos, havendo convergéncia
somente na 24 iteracfio, sendo o limite estabelecido, tanto no programa Ansys como no
programa em Pascal, de 25 iteracdes a cada incremento. Essa diferenga se deve ao chamado
Ponto Critico, no qual a estrutura atinge sua carga critica, a partir da qual a atual posicio de
equilibrio da estrutura passa a ser instavel e a estrutura, entdo procura nova posicio de

equilibrio.
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Figura 8.2.2 — Curva Forca x Deslocamento do n6 2 da trelica plana de uma barra

Na tabela (8.2.2) Abaixo estdo os valores da for¢a axial na barra obtidos através do
programa Ansys ¢ do programa TNLG, desenvolvido em Pascal.

Tabela 8.2.2 — Forca Axial na barra da trelica

Elemento

Forca Axial (ki)

Segnini

Ansys

1,2801E+02

1,2601E+02
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8.3 Trelica Plana de Cinco Barras

Esta estrutura foi analisada por Reis (29) novamente com a consideracdo da ndo-
linearidade geométrica com e sem estiramento. Os resultados obtidos pelo programa da
dissertagdo sdio comparados aos obtidos com o programa Ansys e com os apresentados por
Reis. A trelica ilustrada na figura (8.3.1) tem médulo de elasticidade E=20x10°N/m’, area

da secfio transversal das barras é A= 0,001 m* e o carregamento é dado por P=180 kN.

| 23m I 25m | 25m | 25m
o o o = -~ ot e
2 L3 4 /9 5
A / /
5 ! Ve
i /
\\ s
‘\\7\ \\I / ‘/"/
1 2 ‘\\ 3 4} 5// 45m
\ \,\ ‘;,.f //
o /
/
\\ | F.
Y i/
\\ \'\ ,‘/ ’/
Ny
\"‘uf-’i [ P
18G kN
v

Figura 8.3.1 — Treli¢a de 5 Barras



Tabela 8.3.1 — Comparagéo de resultados da trelica plana de cinco barras
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Incremento i Deslocamentos Vertical do nd 1 (m)
de Carga Forca no n6 1 Reis Reis Ansys Segnini
(kN) NLG 1 NLG 0
1 18 * * 0.001352 0,001380
2 36 * * 0,002732 ,002760
3 54 * * 0,004111 0,004139
4 72 * * 0,005490 0,005518
5 g0 0,006897 0,006880 0,006869 0,006897
8 108 0,008275 0,008260 0,008248 0,008275
7 126 0,008653 0,008630 0,009626 0,009853
8 144 0,011030 0,011000 0,011004 0,011031
9 162 0,012410 0,012370 0,012382 0,012409
10 180 0,013780 0,013740 0,013760 0,013786
* Dados n&o fornecidos em tabela para os 4 primeiros incrementos de carga

Conforme mostrado na tabela (8.3.1) os valores dos deslocamentos do né 1 obtidos
por Segnini, por Reis e pelo programa Ansys, sfo praticamente idénticos . Esta estrutura
apresenta-se submetida a forgas de tragdo somente, por esta razfo ndo ocorre nenhuma
mudanc¢a brusca em sua posicio de equilibrio. Os resultados estdo melhor ilustrados na

figura (8.3.2).
200
180 /
1860 ’//
140 /
120 ")/
z / -
g
g 100 4 e 3—- —$— Ansys i
& i
[ 1% i
/ i l —&—Seghini
a0 / N
80 ﬂ/
’ / /
20 4 a,/
o]
0,000000 0,002000 $,004000 0.008300 0,008000 £,010000 0,012000 0,014000 0,016000
Daslocamento Vertical do nd 1 {em)

Figura 8.3.2 - Curva Forga x Deslocamento do né 1 da trelica plana de cinco barras
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A tabela (8.3.2) apresenta os resultados obtidos para a forga axial nas barras da

trelica.

Tabela 8.3.2 — For¢a Axial nas barras da trelica

Forga Axial (kN}
Elemento Ansys Segnin
1 27 4780 27,4436
P 46,8330 46,8386
3 61,2380 61,2728
4 46,8330 46,8386
5 27,4770 27,4436

8.4 Trelica Plana Tipo Grua

Esta trelica fo1 analisada por Lima (16) em trabalho académico apresentado em
disciplina do Departamento de Estruturas da Escola de Engenharia de Sdo Carlos, da
Universidade de S&o Paulo. Trata-se de uma trelica tipo grua, com barras de mesmo
material e mesma drea. O moédulo de elasticidade das barras vale E=21000kN/cm” e 4rea da
se¢do transversal das barras vale A=20 cm’. A estrutura estd submetida a carregamento
conforme mostrado na figura (8.4.1).

Para comparagfic serd mostrada na figura (8.4.2) a curva "for¢a x deslocamento
vertical do né 117 com resultados obtidos através do programa Ansys, e por Segnini, com o
programa da dissertaco, e na figura (8.4.3) os resultados obtidos por Lima. Verifica-se que

os valores estfo bastante proximos, praticamente iguais.
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Figura 8.4.2 - Curva Forga x Deslocamento do n6 11 da trelica tipo grua
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Figura 8.4.3 - Curva Forca x Deslocamento do n6 11 da trelica tipo grua

obtido por Lima. Vide referéncia (16)

Com o mesmo intuito mostra-se na tabela (8.4.1) os mesmos resultados obtidos

através do programa Ansys € com o programa TNLG desta dissertagéo.

Tabela 8.4.1 — Comparacéio de resultados da trelica plana tipo grua

Incremento . 11 Deslocamento do né 11 (cm)
or¢a no nd T

de Carga N) Ansys Segnini
1 10 -1,6990 -1.6980

2 20 -3,4030 -3,4025

3 30 -5,1120 -5,1103

4 40 -8,8260 -6,8224

5 50 -8,5350 -8,5388

6 60 -10,2690 -10.2596

7 70 -11,8980 ~11,9846

8 80 -13,7300 -13,713¢9

9 90 -15,4500 -15,4474

10 100 -17,1800 -17,1852
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Na tabela (8.4.2) pode-se ver os resultados obtidos para a forga axial nas barras da

trelica através do programa Ansys e do programa desenvolvido em Pascal.
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Tabela 8.4.2 — For¢a Axial nas barras da trelica

Forca Axial kN
Elemento Ansys Segnini
1 0,000 0,000
2 1065,138 10865,100
3 -214,137 214,140
4 -1213,263 -1213,3C0
5 146,540 146,540
8 914,085 914,080
7 -215,585 -215,580
8 -1080,417 ~1060,400
9 99,605 99,805
10 761,447 761,450
11 -146,624 -146,820
12 -856,517 -056,520
13 48,862 48,862
14 600,511 -600,510
15 -300,165 -300,170
16 -111,768 111,770
17 857,268 657,270
18 -926,883 - -9286,980
19 -305,556 -305,560
20 424 873 424 870
21 -300,133 -300,130
22 283,190 283,180
23 -149,873 -149,870
24 111,846 141,850
25 -99,968 -99,968
26 607,004 807,000
27 307,304 307,300
28 104,957 104,960
22 2,460 2,480

8.5 Trelica Espacial

Como ultimo exemplo sfo apresentados os resultados obtidos para uma trelica
espacial. As barras da trelia espacial tém médulo de elasticidade E= 2x10° tf/m’, 4rea da

se¢lo transversal A= 0,0042312 , estando sujeita ao carregamento conforme ilustrado na
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figura (8.5.1). Os resultados obtidos utilizando-se o programa Ansys e o programa desta
dissertacdo, assim como os resultados obtidos por Reis (29) estfio apresentados na tabela
(8.5.1).

Neste exemplo foram utilizados apenas seis incrementos de carga com o intuito de

comparagio de resultados, ja que Reis analisou a estrutura desta forma em seu trabalho.
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Figura 8.5.1 — Treliga Espacial

Tabela 8.5.1 — Comparacio de resultados da trelica espacial

incremento ) Deslocamento Vertical do nd 4 {m)
Forcanont 4 - o
de Carga @ Reis Ansys Segnini
1 0.5 ,000218 0,000288 0.000288
2 1,0 0,000436 0,000575 0,000575
3 1,5 0,000853 0,000883 0,000863
4 2,0 0,000871 0,001150 0,001150
5 2,5 0,001089 0,001438 0,001438
68 3,0 0,001307 0,001725 0,001725

Os resultados obtidos através do programa Ansys sdo idénticos aos resultados

obtidos pelo programa em Pascal e diferem um pouco dos valores obtidos por Reis. A



113

diferenga, no entanto é pequena se se levar em conta que os proprios deslocamentos séo

muito pequenos. A dispersdo de resultades esta melhor visivel no figura (8.5.2).

re

3G

20

Forga (1)

1.0

B

0,5

£

0,0

00,0000

0,0002

0,06004  0,0006

00008 00010 00012

Desiccamente do nd 4 {m)

0,0014

00016 00018 00020

Figura 8.5.2 — Curva Forga x Deslocamento do nd 4 da trelica espacial

A Tabela (8.5.2) apresenta os valores obtidos para a for¢a axial nas barras da trelica.

Tabela 8.5.2 -- Forga Axial nas barras da trelica

Forga Axialt

Elemento Ansys Segnini
1 A, 74E-03 -1,74E-03
2 54086 5,40858
3 8,17E-04 8,17E-04
4 5,3357 5,336721
5 -1,6671 -1,667054
6 -8,7084 -6,709441
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Neste tltimo exemplo s#io apresentados os arquivos de entrada do programa TNLG e do

programa comercial Ansys. Abaixo segue o arquivo de entrada gerado pelo programa TNLG

para o programa Ansys.

/title, Truss-3d

! Enter model creation preprocessor

/prep7

! Define element type
et, 1, link8

! Define element real constants

r, 1, 4.000000E-0003
r, 2, 4.000000E-0003
r, 3, 4.000000E-0003
r, 4, 4.000000E-0003
r, 5, 4.000000E-0003
r, 6, 4.000000E-0003

! Define material property
mp, €x, 1, 2.100000E+0007

( titulo do arquivo )

( Este € o modulo do pré-processador no qual

gera-se 0 modelo da estrutura)

( Define-se um elemento da biblioteca do
Ansys cujas propriedades representem a
a estrutura desejada adequadamente, no caso
o elemento LINKS8 tem 3 graus de liberdade

em cada né e ndo suporta momento)

( Sao definidas as propriedades dos elementos
utilizados na composicédo da estrutura, como a

a area}

(Sao definidas as dos materiais que compdem

os elementos da estrutura)
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! Define nodes (D4 as coordenadas dos nos)

n, 1, 0.000000E+0000, 0.000000E+0000, 2.00000CE+G000

n, 2, 0.000000E+0000, 0.060G00E+0000, 0.000000E+0000

n, 3, 3.000000E+0000, 0.000000E+0000, 0.000000E+0000

n, 4, 0.000000E+0000, 4.000000E+0000, 0.000000E+0000

! Define elements (Sdo definidos os elementos da estrutura com
real, 1 seus nos inicial e final e a respectiva
en, 1, 1, 2 numeracio)

real, 2

en, 2, 1, 3

real, 3

en, 3, 2, 3

real, 4

en, 4, 2, 4

real, 5

en, 5, 3, 4

real, ©

en, 6, 1, 4

! Define constraints (S@o definidas as restrigbes dos nos € suas

R

1, ux, 0.0 diregdes)
1, uy, 0.0
2, ux, 0.0
2,uy, 0.0
3, ux, 0.0
3, uy, 0.0
3,0z, 0.0

N

-



! Static analysis

antype, static, new

! Include large deformation effects

nlgeom, on

! Activate stress stiffness effects

sstif, on

! Specify number of substeps
nsubst, 6
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(E definido o tipo de anélise a ser feita, no caso

uma anilise estatica)

(E dado o comando para acionar a analise nfo
linear geométrica, levando em conta grandes

deslocamentos e deformacdes)

(F acionado o comando que ativa a opgdo
Stress Stiffning, que leva em conta o efeito
da forca normal no elemento adicionando a
parcela de rigidez geométrica a matriz de

rigidez da estrutura)

( Define o nimero de incrementos de carga)

! Specify maximum number of equilibrium iterations

neqit, 25

! Set convergence values

cavtol, f, 1.0, 1.000000E-0009, 0

! Specify Newton-Raphson options
nropt, full, , off

(Define o niimero maximo de iteragdes por

Incremento)

(Define o valor para a convergéncia)

{Aciona a opgdo do método para a resolugéo

de equagdes de segundo grau)



! Specify type of equation solver

eqslv, front

finish

! Enter solution processor

fsolu

! Delete force loads on nodes
fdele, all, all

! Specify forces

f, 4, fx, 1.006000E+0000
f, 4, fy,-2.000000E+0000
f, 4, fz, 3.000000E+0000

! Start a solution

solve

finish
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(Define o tipo de solver)

(Entra no processador Selution no qual sdo

definidas as cargas nos nds)

(Define as forcas no nés)

O arquivo apresentado a seguir € o arquivo de entrada do programa TNLG do exemplo 8.5.

MAaxnorm maxminor  maxmajor

1.0E-09 25 6

(Sdo definidos o valor para convergéncia, o
numero maximo de iteracdes por incremento
€ o numerc de incrementos de carga

respectivamente)



young's module

2.1000E+07

coordinates

X
0.000000E+00
0.000000E+00
3.000000E+00
0.000000E+00

EE RV S

elements

jum—y

0.004
0.004
0.004
0.004
0.004
0.004

et

oNoth B W N =
e 2" A * |
R A L TS B (8

displacements

Y
0.000000E+00
(.000000E+00
0.000000E+00
4.000000E+00
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(E dado o valor do Modulo de Elasticidade)

(Sao definidos o nimero de nds € as

coordenadas dos nos)

Z
2.000000E+00
0.000000E+00
0.000000E+00
0.000000E+00

(Sdo definidos o nimero de elementos, os
nods inicial e final de cada elemento € a sua

area)

(Sdo defimidos os nds restritos)



L3 W W RN B e
W b e N

forces

4 1
4 2
4 3

1.0
-2.0
3.0

(Séo definidas as cargas nodais)
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9.Conclusiao

No presente trabalho foram apresentadas algumas formula¢des para a analise de
trelicas com comportamento ndo-linear geométrico com o intuito de comparagfo.
Inicialmente apresentou-se um capitulo com a teoria que da embasamento as formulagtes,
em seguida foram apresentadas formula¢Ges exatas, assim chamadas por levarem em conta
as grandes rotagdes sem efetuar nenhuma aproximacio na sua obtengdo, e formulagdes
aproximadas ou de Segunda ordem, nas quais efetua-se algum tipo de aproximagio na
obtencgdo das rotagdes, assim como a formulagio para o Método dos Elementos Finitos.
Para cada formulagio obteve-se a Matriz de Rigidez da estrutura, considerando-se grandes
deslocamentos e rotagdes e pequenas deformacgées, ou seja, assumindo-se valida a Lei de
Hooke. Foi, também, apresentado um capitulo sobre os métodos de resolugio das equacgdes
de segundo grau as quais se chega através das formulacbes estudadas. Este capitulo ainda
trata resumidamente do programa comercial Ansys, apresentando as ferramentas
disponiveis no programa para a andlise de estruturas, no caso especifico de treli¢as, com

comportamento nio-linear geométrico.

Este trabalho apresenta, ainda, um capitulo descrevendo o programa em linguagem
Pascal desenvolvido para analisar trelicas com nfo-linearidade geométrica, utilizado para

obtengdo dos resultados das estruturas analisadas no capftulo final, de resultados, que
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mostra também os resultados obtidos, para as mesmas estruturas, através do programa
Ansys, comparando-os com resultados encontrados na literatura disponivel. Pode-se
observar, através destas comparagdes, que os resultados comparados estio bastante

proximos, havendo pouca diferenga.

Todas as matrizes de Rigidez obtidas, tanto por formula¢des aproximadas quanto
por formulagGes exatas s3o iguais, sendo a tnica diferenca encontrada na Matriz de Rigidez
obtida por Pimenta com sua formulacfo exata. Esta Matriz de Rigidez possui alguns termos
a mais em sua componente geométrica devido ao fato de Pimenta ter mantido o termo

1 .
5(%)2 na expressdo que relaciona os deslocamentos a deformacéo, da qual se obtém a

Matriz de Rigidez, expressdo esta desprezada nas outras formulacdes.
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11.Abstract

The present work’s aim is to study exact and approximated formulations for
trusses with nonlinear geometric behavior. The formulations are here developed for plane

trusses but they can be applied to space trusses as well by means of some little adjustments.

The formulations studied and presented here are separated in two categories:
geometrically exact formulations, which take into account large rotations, and the so-called
approximated or second order formulations, in which some geometric simplifications for

small rotations are made. Both formulations assume the validity of Hooke’s Law.

First, the formulations are presented and for each formulation the linear elastic and
tangent Stiffness Matrices for a plane truss bar are obtained. Then a chapter is presented in
which the methods for solving the second order equations system are viewed and the “finite
elements” of the Ansys program element library, which can be used in the nonlinear

analysis of trusses, are described.

A Pascal program for the geometric nonlinear analysis of plane and space trusses
with large rotations based on the studied formulations was developed. The implemented

numerical solution was based on Newton-Raphson Method.
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A chapter is presented, which contains some examples of plane trusses and an
example of space truss. The displacements and stresses were obtained through the program

previously mentioned. These resuits are compared with results obtained through the Ansys
program and to other resuits found in literature.

A brief chapter with conclusions and remarks is then presented.



