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RESUMO 

Alem da conhecida uniao entre o concreto e o ayo, forrnando o concreto arrnado, outros 

materiais podem ser unidos para se obter estruturas mistas com boa performance de resistencia e 

rigidez. Cada material pode ser disposto na regiao em que os tipos de solicitav5es as quais ele 

esteja submetido seja aquela que tenha mais capacidade para absorver, isto e, fazendo com que 

trabalhe em sua melhor regiao de servivo. A uniao aqui estudada e entre a madeira eo concreto. 

Tal uniao justifica-se porque a madeira possui uma resistencia relativamente alta a travao. 0 

resultado deste estudo sao vigas mistas de madeira-concreto que ja sao utilizadas em estruturas de 

pontes, construy5es industriais e esportivas, alem de reformas em estruturas antigas de pisos de 

madeira. As vigas mistas consideradas sao solidarizadas atraves de pregos, que proporcionam uma 

conexao parcial, tambem chamada de ligayao semi-rigida, em que a sevao de concreto e madeira 

sofre urn deslizamento relativo. Uma extensa abordagem e feita sobre a determinavao da rigidez 

deste tipo de ligayao. Os estudos comprovam que a determinavao da rigidez da conexao, que deve 

ser feita atraves de ensaios de ligayao, e extremamente controvertida e ainda pouco confiavel. No 

entanto, mostra-se e conhecido que a rigidez da viga nao e muito afetada pela variavao da rigidez 

da ligayao. As metodologias apresentadas neste trabalho envolvem principios de estatica, 

compatibilidade de deslocamentos e conservavao de energia, com a hip6tese de resposta elastica 

dos materiais. Por fim e feita uma comparavao de dois dos metodos apresentados para o 

dimensionamento das vigas mistas - Metoda Exato e Metodo Aproximado - entre si e com valores 

experimentais da bibliografia. Os resultados revelam que o Metodo Aproximado, que tern uma 

metodologia de calculo mais simples e pode ser utilizado satisfatoriamente, sem perda de precisao, 

nos problemas de engenharia. 
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ABSTRACT 

Besides the well known joint between concrete and iron creating reinforced concrete, 

other kinds of material can be composed to get mixed structures, with good performance of both 

strength and stiffness_ Each material may be disposed on a region where the kinds of actions, 

which is submited, is that one with more capacity to absorb, that is to say, to do that it works in its 

best service region_ The composition studied here is made with both timber and concrete materials_ 

This composition is justified because the timber holds a very high strength in relation to tension_ 

The result of this idea is timber-concrete composed beams that are already used in bridge 

structures, industrial and sportive buildings, or in reconstruction of old wooden floors structures_ 

The mixed beams in study are solidified through nails, that supply a partial joint, also named 

semirigid connection, where the timber-concrete cross section is subjected to a interlayer slip. An 

broad study is done about the determination of this stiffuess joint type_ The studies have checked 

that the determination of connection stiffuess, which should be made through joint speciments test, 

is extremely discussed and still few reliable_ However, it is know the beam stiffuess is not very 

affected by the variation of stiffuess joint_ The methodologies shown in this paper wrap statics 

basic, displacement compatibilities and energy conservation, with perfectly elastic assumption_ 

Finally, it is done a comparation of the two methods shown to measure the mixed beams -Exact 

Method and Aproximate Method - between themselves, and with bibliography experimental 

values_ The results show the Aproximate Method has a methodologies of calculations simpler, and 

can be fairly used and without loss of accuracy in engineering problems_ 



1 INTRODU(AO 

1.1 Viabilidade das vigas mistas 

0 termo misto traz em seu bojo uma dupla informa<;ao: a presen<;a de dois ou mais 

materiais, e a intensidade de liga<;ao existente entre ambos. Assim, portanto, e possivel falar-se em 

composi<;ao nula ( ausencia de conectores ), composi<;ao total ( conexao infinitamente rigida, isto 

e, nao havendo deslizamento, como por exemplo uma liga<;ao colada), e composi<;ao parcial (as 

infinitas situa<;oes que existem entre os dois extremos anteriores e que ocorrem quando se utiliza 

uma liga<;ao semi-rigida, como pregos, por exemplo ). 

Por que em alguns paises as estruturas mistas de madeira-concreto sao tao populares? 0 

uso ocorre porque a uniao conveniente entre o concreto - transmitindo os esfor<;os de compressao 

- e a madeira - transmitindo os esfor<;os de tra<;ao - permite utilizar as melhores propriedades 

destes dois materiais. De fato, o concreto e utilizado preponderantemente a compressao, onde 

possm melhor performance em termos de resistencia e rigidez, sendo a madeira utilizada 

principalmente a tra<;ao, embora sua resistencia a compressao tambem seja elevada, de forma que 

o concreto tracionado, que representa elevado peso morto em estruturas tradicionais de concreto 

armado, e praticamente eliminado. Portanto, e possivel obter uma se<;ao estruturalmente eficiente, 

rigida e leve ao mesmo tempo. A Figura 1.1 apresenta, para tres tipos diferentes de se<;ao sob 

carregamento de servi<;o fixado em 2,5 k:N/m2
, o seu peso proprio em fun9ao do vao. 
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Figura 1.1 Peso proprio do piso g versus vao e para uma carga de servis:o q de 2,5 k:N/m
2 

, no 

caso de ses:ao: (a) toda em madeira; (b) em madeira-concreto; (c) toda em concreto. 

FONfE: CECCOTTI, 1995, p.l. 

A principio, pode parecer muito di:ficil obter uma boa uniao entre esses dois materiais, 

pois suas propriedades fisicas e higrotermicas sao bastante diferentes. Porem, por outro lado, 

nenhum colapso ou problemas na utilizas:ao foram detectados em vinte anos de uso deste tipo de 

estrutura, RILEM (1992). 

Quanto a madeira, utilizada desde a pre-hist6ria para os mais variados fins, comes:ou a 

sofrer, em epoca recente, a concorrencia de materiais mais duniveis; por isso, passou para plano 

secundario, principalmente na construyao civil e naval. Constatou-se porem que, pela leveza, 

facilidade de corte e de manuseio, bern como pela beleza e extrema durabilidade - sobretudo 

quando submetida a modernos processos de tratamento e secagem - a madeira apresenta grande 

viabilidade para muitos fins. 

Deve-se destacar tambem, como lembra SORIANO ( 1999), que a escassez das especies 

de madeiras nativas tern contribuido para o desenvolvimento de pesquisas e a aplicas:ao de 

algumas especies de madeiras de reflorestamento, como por exemplo, o pinus eo eucalipto. Alem 

disso, busca-se constantemente meios de aplicas:oes racionalizadas desse material atraves de 

seyoes em madeira laminada colada ( MLC ) e outras formas de ses:oes mistas. 



3 

Outro aspecto importante, a nivel nacional a ser citado sobre a madeira, refere-se a 

aprovayao da norma NBR 7190/97 ( Projeto de estruturas de madeira). Esta norma adota para a 

madeira, como ja havia ocorrido para o ayo e o concreto, os conceitos de estados limites, 

tomando-a um material estrutural, em termos de calculo, compativel e competitivo com os outros. 

1.2 Vantagens no comportamento das estruturas madeira-concreto 

As estruturas de madeira-concreto podem apresentar desempenho superior em alguns 

aspectos, segundo CECCOTTI (1995), que sedio a seguir apresentados, comparadas aquelas 

estruturas executadas totalmente em madeira ou concreto. 

1.2.1 Vibra~oes 

As vibrayoes que em geral ocorrem nos pisos de madeira, quando ele e solicitado por 

cargas dinami.cas, como por exemplo o simples caminhar de pessoas, sao bastante minoradas no 

caso de estruturas compostas, o que implica em maior facilidade para serem satisfeitos os estados 

limites de utilizayao ( condi9oes de servi9o ). 

1.2.2 Isolamento acustico 

0 isolamento ao some tambem melhorado. Porum lado, para os sons transmitidos pelo 

ar, o isolamento e mais eficiente com respeito a uma estrutura toda em madeira, devido ao 

incremento de massa da estrutura. Por outro lado, para ruidos produzidos por impactos, o 

isolamento e mais eficiente comparando-se as estruturas totalmente em concreto, devido a maior 

umidade contida na estrutura composta. 
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1.2.3 Resistencia ao fogo 

A mesa de concreto constitui-se em uma eficiente barreira a propaga9ao do fogo 

aumentando sua resistencia contra o mesmo em comparayao com uma viga totalmente de madeira. 

Alem disso, a parte das vigas de madeira que compoe a alma das vigas mistas sao mais resistentes 

ao fogo quando comparadas com as correspondentes vigas fabricadas de a9o ou pre-fabricadas de 

concreto protendido. 

1.2.4 Durabilidade 

Devido a disposi9ao da mesa de concreto sobre a viga de madeira, as estruturas mistas 

possuem durabilidade elevada pela prote9ao as intemperies que a capa de concreto proporciona. 

1.3 Custo 

Quanto ao custo, as estruturas mistas de madeira-concreto sao competitivas se 

comparadas com aquelas inteiramente de concreto, pois nao e somente o custo por metro 

quadrado que deve ser considerado, uma vez que outros fatores contribuem para a redu9ao dos 

custos no restante da estrutura, bern como na sua constru9ao, a saber: 

• maior rapidez na constru9ao; 

• menor quantidade de rormas para o concreto, pois os elementos de madeira 

diminuem esta necessidade; 

• redu9ao das funda9oes devido ao menor peso proprio da estrutura. 

Por todas essas razoes, as estruturas mistas de madeira e concreto sao populares em 

alguns paises, tanto no caso de reparo de antigas estruturas de madeira ( por exemplo, em pisos de 

antigas residencias de alvenaria) quanto no caso de novas constru9oes. Esta tecnica e tambem 

utilizada em pontes, principalmente na America e na regiao do Pacifico, CECCOTTI (1995). 
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1.4 U tiliza~oes 

1.4.1 Vigas 

A tecnica de construyao de vigas de seyao T em que a mesa e constituida de concreto e a 

alma de madeira, sera a unica analisada neste trabalho, embora as peyas possam ser utilizadas 

compondo tambem lajes e vigas paredes. Seu uso como vigas T ocorre em pontes, forros de 

residencias e outras estruturas afins. 

1.4.2 Lajes 

Outra larga utilizavao desta tecnica e na construyao de lajes de pisos. A rigidez em seu 

plano toma-se tao elevada que pode ser considerada infinita mantendo sua forma sob 

carregamento e consequentemente a forma de toda a estrutura. Isso e muito importante em paises 

com instabilidades geologicas para a seguranva global da estrutura no caso de terremotos, pois 

permite levar em considerayao os sismos em procedimentos de ca.Iculo baseados nesta hipotese. A 

Figura 1.2 mostra uma laje de madeira-concreto, executada em uma edificavao de alvenaria, onde 

tanto as vigas de madeira quanto a laje de concreto estao conectadas as paredes de alvenaria. 
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~-. 

Figura 1.2 Exemplo de urn projeto resistente a terremotos em urn piso de madeira existente em 

uma construvao de alvenaria da Europa Central. (a) viga principal; (b) viga secundaria; 

(c) ladrilhos; (d) laje de concreto; (e) malha de avo; (f) conectores meta.Iicos colados 

com resina ep6xi a madeira; (g) estribos de avo conectando a camada de concreto com 

a alvenaria; (h) cinta de amarravao de concreto envolvendo o piso. 

FONTE: CECCOTTI, 1995, p.2. 

1.4.3 Vigas parede 

Outra utilizavao, porem menos freqiiente, e a de paredes mistas em madeira-concreto, 

onde a camada de concreto fornece resistencia de amarravao e a madeira contribui na resistencia a 

flexao fora do plano, alem de aumentar a rigidez contra flambagem. 
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1.5 Tipos de conexao 

Na Figura 1.3 sao mostrados os sistemas de conexao mais comumente utilizados. 

[~] ~\)fte_~ 
I . 1 

1 2 lf ~~J~u / ·. ~r.= ----..:;::::::,.::::::-

(c) 

,~ 1 -~iR~ llillirnm b"d~ 3 ~=- --- 4 
~·=-·l 

-·- ----------

~~-~-/ . r:;;JEl fEZ~--~~ ~:~~~:··j 
L:__ ~ ~- Eru t:§3=-==:--~ 

··------···-- ~·-·· 

Figura 1.3 Exemplos de diferentes sistemas de conexao para estruturas de madeira-concreto. (a1) 

pregos; (a2) barras de a9o para concreto armado, coladas; (a3/4) parafusos; (bl/2) 

conectores, aneis meta.Iicos e chapas dentadas, respectivamente; (b3) tubos meta.Iicos; 

(b4) chapas com dentes estampados (gang-nail); (cl) entalhes arredondados na 

madeira e conectores prevenindo a separa9ao; ( c2) entalhes quadrados e conectores; 

(c3) entalhes conicos e barras de a9o para concreto protendido; (c4) pranchas 

pregadas transversalmente e chapas dispostas em fendas nas pranchas; ( d 1) treli9a 

metalica colada a madeira; (d2) chapa meta.Iica colada a madeira. 

FONTE: CECCOTTI, 1995, p.3. 
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A rigidez do sistema de conexao pode ser assumida de acordo com uma determinada 

classificayao. Por exemplo na Figura 1.3, elementos conectados por pregos, parafusos ou 

conectores em forma de cavilha (a) sao menos rigidos do que elementos conectados por 

conectores de superficie (b) e menos rigidos ainda do que elementos onde alguns entalhes sao 

feitos na propria madeira (c). As conexoes mais rigidas sao aquelas onde a total uniao entre o 

concreto e madeira e obtida (d). Para os casos a, b e c a ligayao semi-rigida da estrutura mista faz 

com que as seyoes transversais nao se mantenham planas ap6s as deformayoes, como apresentado 

na Figura 1.4; no entanto cada urn dos materiais mantem suas seyoes planas. Somente as seyoes 

com o sistema de conexao do tipo d, no qual as ligayoes coladas tambem se incluem, permanecem 

planas ap6s as deforma9oes. 



CD I 

(c) 

7 ' 
/ '~ 

-~ 7 
= 

c 0 

0. 

11-L 

+ 

Ll~! t~·~l. 

~\ 
~~ 

Q = 1-:o 

I 
( 

9 

Figura 1.4 Relavoes basicas de uma viga de madeira-concreto com conectores semi-rigidos. (a) 

sevoes transversais nao se mantem planas; (b) as camada de concreto e madeira estao 

submetidas a flexao enquanto que os conectores estao submetidos a cisalhamento; (c) as 

deformayoes possuem a mesma inclinavao porque as partes da sevao mantem a mesma 

curvatura 
1
, o diagrama de tensoes e o resultado das tensoes de flexo-compressao e 

flexo-travao. 

FONTE: CECCOTTI, 1995, p.5. 

1 .. 
s=-y=-v y 

r 

Como para um.a dada ~o, o termo v"'(x) e constante e igual na madeira e concreto, pode-se concluir que as 

inclina90es dos diagramas de deforma96es nos dois m.ateriais seriio iguais. Obs.: 0 indice c refere-se ao concreto e t 

(ou w), a madeira. 
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Como ordem de grandeza, e possivel dizer que OS valores da rigidez efetiva a flexao 

(EI)ef pode ser da ordem de 500/o com os conectores do tipo a (Figura 1.3) e chega a 100% com 

os do tipo d, quando comparadas com a rigidez de uma se<;ao correspondente rigida e idealmente 

conectada ( composiyao total ) . 

Os calculos de projeto para o caso d podem ser facilmente executados, uma vez que nao 

existe escorregamento relative na interface, atraves do ''Metodo da Seyao Transformada" (Anexo 

A), aonde a seyao de concreto e transformada em uma seyao de madeira mantendo a linha neutra 

E 
na mesma posiyao da seyao original, porem aumentada em sua largura real pelo fator E c . 

w 

1.6 Performance mecanica 

1.6.1 Parametros dos materiais e modulo de deslizamento 

No concreto, os parametres necessaries para o dimensionamento sao a resistencia 

caracteristica a compressao fck, o modulo de deformayao longitudinal Ec e o seu respective 

coe:ficiente de fluencia cPc· 

Os parametres necessaries da madeira sao a resistencia a compressao paralela as :fibras 

caracteristica fwco,k, 0 modulo de elasticidade paralelo as :fibras ~ e 0 respective coe:ficiente de 

fluencia cPw· 

Mas e de suma importancia conhecer as caracteristicas mecanicas da Iiga<;ao, 

principalmente quanto a rigidez, isto e, o modulo de deslizamento K do conector. Isto porque a 

rigidez da ligayao determina a distribuiyao de tensoes ao Iongo do elemento estrutural composto. 

Tambem deve ser conhecida a capacidade de resistencia da conexao para uma seyao de corte. 



11 

0 modulo de deslizamento pode ser obtido atraves de ensaios padronizados, como por 

exemplo, de acordo com as normas EN 26891 ou ISO 6891, como aquele mostrado 

esquematicamente na Figura 1.5, discutivel pela assimetria que apresenta. A proposito, para 

eliminar a influencia do numero de conectores nos resultados dos testes, segundo, BLASS (1995), 

o numero de conectores no corpo de prova nao deve exceder de dois. 

D .. J..l.-.l.J...J,:=· 

Figura 1. 5 Esquema de urn possivel arranjo de ensaio para a determina9ao do diagrama carga x 

deslizamento de urn sistema de conexao. 

FONTE: CECCOTTI, 1995,p.5. 

No ca.Iculo dos esfor9os intemos, e conseqiiente distribui9ao de tensoes no estado limite 

ultimo, OS valores medios das rigidezes dos materiais e do modulo de deslizamento devem ser 

utilizados. Isto ocorre porque no Eurocode 5 somente os valores medios dos modulos de 

deslizamento sao dados e os valores caracteristicos nao sao avaliados, CECCOTTI (1995). 

Portanto, somente os valores medios dos modulos de elasticidade podem ser utilizados; de fato, se 

aparecerem ao mesmo tempo, valor caracteristico do modulo de elasticidade e o valor medio do 



12 

modulo de deslizamento, os valores calculados podem resultar em tensoes que caiam do lado da 

inseguranya, CECCOTTI (1995). 

Outra razao para o Eurocode utilizar valores medios e que no Eurocode 2 somente e 

especificado o valor nominal do modulo de deformayao longitudinal do concreto, que e assumido 

como urn valor medio. No caso das verificayoes de resistencia, devem ser levados em conta os 

valores caracteristicos. 

1.6.2 Estado ultimo 

Uma analise elastica e tambem permitida em estados UJ.timos segundo CECCOTTI 

(1995). Isto significa que nao somente a madeira e considerada linearmente elastica, mas tambem 

conectores e concreto, que possuem na realidade urn pronunciado comportamento plastico. Isto e 

permitido e esta do lado da seguranya, considerando-se urn "nominal" modulo de deformayao 

longitudinal secante do concreto ( Eurocode 2 e 4 ) e urn "equivalente" modulo de deslizamento 

secante para os conectores. Para uma analise global, isto e, para o catculo das ayoes internas 

globais, forya normal e momento fletor, na mesa de concreto e na alma de madeira, o concreto e 

considerado sem :fissurayoes. Isto signi:fica que o valor integral do momento de inercia da mesa de 

concreto Ic deve ser considerado. Por outro lado, para a veri:ficayao da seyao transversal, o 

concreto sera considerado como nao tendo resistencia a trayao. Para o concreto em compressao 

faz-se a verificayao assumindo como limite superior de resistencia o valor limite de tensao de 

plasti:ficayao a compressao (de acordo como Eurocode 2 ). No lado da trayao, se foro caso de 

uma regiao que possa fissurar, barras de ayo devem ser utilizadas. 

1.6.3 Fluencia 

Com relayao a Iongo prazo, referencias podem ser feitas a fluencia do concreto, da 

madeira e dos conectores utilizando-se de seus respectivos coeficientes de fluencia como fatores 

convencionais de reduyao. No entanto, para o conector, somente o coe:ficiente para a madeira 
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pode ser utilizado, considerando que a maior parte da deformayao da conexao ocorreni na 

madeira. :E evidente que o metodo que reduz o modulo de elasticidade da madeira e de 

deformayao longitudinal do concreto e apenas urn metodo convencional para levar em conta a 

deformayao devida ao tempo, e de fato o valor real desses modulos nao sofrem reduyao ao longo 

do tempo. Este metodo tende a superestimar as deformayoes reais no estagio final, quando os 

efeitos de deformayao lenta cessarem, ao contrcirio do caso de se utilizar urn metodo passo a passo 

por exemplo. Portanto, desta maneira se estaria a favor da seguranya do ponto de vista de projeto. 

1.6.4 Retra~io do concreto 

F oryas localizadas podem surgir quando as duas partes estao sujeitas a variayoes 

dimensionais, por exemplo, por efeito da retrayao do concreto. Neste particular, a reduyao no 

comprimento da mesa de concreto ira favorecer os conectores porque o fenomeno tenderia a 

reduzir sua deformayao, como se pode observar na Figura 1.4(a). Por outro lado, a retrayao 

podera aumentar as deflexoes da barra, embora isto possa ser minimizado com a utilizayao de 

contra-flechas. Mas, a maior parte da retrayao ocorrera enquanto a estrutura encontra-se ainda 

escorada e as usuais fissurayoes, na regiao de trayao da mesa de concreto, irao reduzir 

drasticamente a importancia do fenomeno. 

Mais interessante e o caso das variayoes de temperatura no concreto ( a camada de 

concreto e mais afetada pelas variayoes de temperatura do que pela variayao de umidade 

ambiente) e as variayoes de umidade na madeira. 0 nivel de tensoes que pode ser estimado por urn 

simples ccilculo elastico, utilizando-se de uma convencional reduyao no modulo de elasticidade da 

madeira e de deformayao longitudinal do concreto, tera somente uma relevante influencia para 

conexoes rigidas e elementos mais longos. 
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1. 7 Algumas estruturas mistas de madeira-concreto ja construidas 

Nesta sec;ao sao apresentados trabalhos de alguns aut ores que construiram vigas mistas 

de madeira-concreto em laborat6rios e ate mesmo estruturas reais que ja estao em pleno uso. 0 

objetivo neste momento nao e apresentar com detalhes as amilises que os autores fizera.rn, mas 

mostrar, principalmente atraves de figuras, que as estruturas mistas de madeira-concreto ja sao 

uma realidade e podem compor sistemas estruturais eficientes do ponto de vista de resistencia e 

rigidez, alem de uma estetica bastante agradavel. 

E interessante citar tambem quao antigo sao as pesquisas e tentativas de se projetar 

estruturas mistas de madeira-concreto. McCULLOUGH (1943) baseando-se nos estudos de 

RICHART e WILLIAMS (1943) desenvolveu urn estudo para determinar a viabilidade de 

construc;ao de pontes rodoviarias de pequenos vaos em detrimento de usar pontes totalmente de 

madeira nao tratada, que a principia mostrava-se com baixo custo, mas fragil do ponto de vista de 

resistencia ao fogo, do custo de manutenc;ao e de sua curta vida util, e tambem no outro extremo 

que consistia na construc;ao de viadutos de concreto armado que apresentava uma vida util maior, 

urn baixo custo de manutenc;ao e uma beleza estetica agradavel, porem com urn custo inicial 

elevado, principalmente em certas condic;oes e localidades de dificil acesso. 

Diante deste desafio o autor programa urn ensato de VIgas mistas com 5 tipos de 

conectores de cisalhamento. Os sistemas de conexao que apresentam melhores resultados sao os 

de aneis metillicos e os que combinam pregos com entalhes na madeira, sendo este ultimo o mais 

adequado em termos de custo inicial e solidarizac;ao dos dois materiais. 

Assim, baseado nos resultados destes testes, projetos de pontes e viadutos de estruturas 

mistas madeira-concreto, desenvolvidos no Deparatamento de Estradas de Rodagem do Oregon, 

Estados Unidos, 180 estruturas, totalizando 20.000 ft ( 6.096 m ), foram construidas. As Figuras 

1.6 e 1. 7 mostram vistas gerais e detalhes das construc;oes. Desta forma, uma adequada 

combinayao entre madeira e concreto torna possivel projetar e construir pontes e viadutos com 

satisfat6ria resistencia mecanica e pouca agressao das intemperies ( ja que a camada de concreto 
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funciona como uma prote<;ao contra as chuvas e o fogo para a madeira ) e tambem a urn custo 

compativel e menor do que aquele das estruturas de concreto armado. 

Cabe ressaltar que nesta epoca ( decada de 40 ) as conclusoes foratu tiradas apenas de 

ensatos experimentais sendo que o autor nao apresenta nenhuma modelagern numerica ou 

equacionarnento do problema. 

(a) (b) 

Figura 1.6 Estruturas mistas em Oregon. Na figura (a) a infraestrutura consiste em estacas de 

madeira tratadas com creosote e prote<;ao de suas cabe9as; a superestrutura consiste 

de urn sistema de vigas de madeira tratadas corn creosote conectadas com a mesa de 

concreto armado, ja na figura (b) a infraestrutura e de concreto armado. 

FO"N'TE: McCtJLLOUGH. 19-B, pA-49. 
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(a) (b) 

Figura 1.7 Vistas das estruturas mistas antes da concretagem. Na figura (a) os conectores sao 

aneis metalicos e na figura (b) urn sistema de prego~ e entalhes na madeira. 

FO:r-..lE: McCULLOUGH. 1943, p.449. 

Como sera detalhado mais a frente nesta dissertavao, CAPRETTI e CECCOTTI (1996) 

monitoram urn teste de longa dura<;ao ( 5 anos ) em vigas mistas de madeira-concreto que 

compoem o teto de urn laboratorio de Quimica de uma escola na Italia (Figura 1.8 ). 
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Figura 1.8 Piso monitorado, de urn Iaboratorio de Quimica de urn colegio da Itruia, constituido de 

vigas mistas madeira-concreto. 

FOl\YfE: CAPRETII e CECCOTII, 1996, p.448. 

0 meio ambiente no Golfo Persico representa urn dos mais hostis do globo para as 

estruturas de concreto armado. Nao sao so as grandes varia9oes de temperatura e umidade mas 

tambem a grande quantidade de sais agressivos. Sob estas condi9oes violentas, as estruturas de 

concreto armada, mesmo aquelas construidas com concretes de alta durabilidade nao chegam a 

estar adequadas dentro de sua vida util normal. A corrosao das armaduras, o ataque quimico na 

pasta de cimento e as rea9oes qillmicas com os agregados causam a nipida deteriora9ao das 

estruturas de concreto armado. Devido a estes efuitos, fissuras e desgastes tornam-se visiveis apos 

poucos anos de vida da estrutura. E particularmente por esta razao que projetistas e construtores 

vern adotando o uso de estruturas de madeira-concreto na maioria dos edificios residenciais e 

comerciais na regiao do Golfo Persico. Os pisos construidos com estas estruturas apresentam 

poucos problemas de durabilidade e nao necessitam de mao de obra especializada. 
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AHMADI e S.AKA ( 1993) desenvolvem urn sistema de conexao entre o concreto e a 

madeira atraves de pregos de alta resistencia capazes de promover urn trabalho conjunto das 

partes, aumentando a capacidade resistente da estrutura mista, que anteriormente nao possuia 

liga9ao entre os elementos. A Figura 1. 9 mostra uma viga com alma dupla sendo preparada para a 

concretagem de sua mesa e a Figura 1.1 0, as vigas ja prontas. 

Figura 1.9 Viga mista madeira concreto ( antes da concretagem ). 

FON"TE: AillvfADI e SAKA 1993, p.3ll8. 
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Figura 1.10 Viga mista madeira concreto ( ap6s a concretagem ). 

FONTE: AHMADI e SAKA 1993, p.3119. 

NATTERER, HAi\1M e FAVRE (1996) citam a laje de uma escola na Finlandia (Figura 

1. 11 ) composta por uma estrutura mista de madeira-concreto em que a conexao e baseada em 

entalhes na madeira e conectores metalicos de alta resistencia. 

Figura 1. 11 Elementos de madeira e conectores de anes metalicos em uma laje de madeira 

concreto em uma escola em Triesenberg ( Finlandia ). 

FONiE: NATTERER., HA.l\fM e FAVRE, 1996, p.434. 
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JUNHO (1997) e MAGALHAES (I 997) estudaram o comportamento de corpos 

de prova de cisalhamento e vigas de se9ao T em madeira-concreto. Entre os objetivos das 

pesquisas esta a aplica9ao deste metodo construtivo em reformas de obras tombadas pelo 

Patrimonio Hist6rico no estado de Minas Gerais. Como as obras hist6ricas foram quase que 

totalmente construidas de madeira, e os pisos destes monumentos se encontram deteriorados pelo 

tempo, a sua reforma se faz necessaria o mais rapido possivel. A parte estrutural do piso ( as vigas 

de sustenta9ao ou barrotes ) se encontra em 6timas condi9oes estruturais, entretanto a laje de 

madeira ( tabuas ) necessita de reformas. Assim, uma proposta de reforma para estes pisos e a 

substitui9ao destas tabuas de madeira que se encontram deterioradas por uma laje de concreto 

armado. Os autores propoem esta reforma em duas partes: a primeira sendo realizada atraves da 

retirada das tabuas do piso, e a segunda, com a realizayao da concretagem de uma laje diretamente 

sobre as pe9as de madeira. 

No Laborat6rio de Estruturas e Materiais de Constru9ao ( LEMC - UNICAMP ), 

SORIANO et. al. (1998) estudaram o comportamento de uma viga mista madeira-concreto em 

que os conectores utilizados eram pregos comuns. Urn melhor detalhamento dos resultados 

obtidos por estes autores sera apresentado nos Capitulo 4,5 e 6 quando far-se-a uma compara9ao 

entre os resultados te6ricos obtidos nesta dissertayao com aqueles experimentais. As Figuras 1.12 

e 4. 6 mostram alguns detalhes das fases de montagem, concretagem e ensaio da viga mista no 

laborat6rio. 



a) preparavao da mesa da viga, optando-se por 

coloca-la de cabeva para baixo para facilitar 

a concretagem; 

r.:, •. .,.n 1 1 ') 

b) vista superior da viga mostrando a fissura que 

ocorreu, ap6s a ruptura, ao Iongo da linha de 

pregos. 
(-,) 



2 OBJETIVOS 

2.1 Parte Teorica 

A analise de VIgas rnistas que sera desenvolvida neste trabalho diz respeito a 

determinavao das tensoes normais e de cisalhamento, bern como dos deslocamentos verticais ao 

longo da viga. Os metodos de analise escolhidos sao baseados em equa96es de equilibria e 

compatibilidade de deslocamentos ( Metodo Exato e Metodo Aproximado ) e em principios de 

energia. Nas se96es 3.2 e 3.3 serao descritos com detalhes estes metodos de cruculo. Vibra96es, 

instabilidade e demais assuntos ligados a teoria de estruturas nao serao tratados nessa disserta9ao. 

No capitulo de Metodologia serao aplicados os Metodos Exato e Aproximado em vigas bi­

apoiadas com carregamento constante ao longo da viga e com cargas aplicadas nos ter9os do vao. 

2.2 Parte Experimental 

A analise experimental baseia-se nos estudos de SORIANO et. al. (1998) que consistiu 

dos seguintes ensaios: 

• ensaio de caracteriza9ao do concreto. Para a madeira foram tornados valores medios 

tabelados. Sem duvida, este procedimento possui varios inconvenientes dada a 

variabilidade destes parametros, mesmo considerando uma mesma especie de 

madeira, mas por tratar-se de urn estudo prelirninar esta conduta justifica-se; 

• ensaios de ligayao ( determinayaO do modulo de deslizamento K ); 

• ensaio de flexao de viga bi-apoiada de se9ao T com cargas aplicadas nos tervos do 

vao. 
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2.3 Amilise dos Resultados 

Esta disserta~tao nao objetiva uma analise experimental criteriosa onde diversos corpos de 

prova seriam elaborados para poder -se chegar a conclusoes confiaveis estatisticamente. Alias, pela 

complexidade e quantidade de ensaios necessarios, o estudo das liga~t5es e de flexao de vigas 

poderiam fazer parte de trabalhos distintos. 

0 principal resultado que se busca e a compara9ao entre os Metodos Exato e 

Aproximado para quantificar a divergencia existente entre ambos, que se espera, a principio, ser 

relativamente pequena. 



3 METODOS DE ANALISE DE VIGAS COMPOSTAS- EST ADO DA ARTE 

3.1 Introdu~ao 

Segundo SANTANA (1997), composivao parcial foi o termo utilizado por NEWMARK, 

SEISS e VIEST (1951) para se referir a influencia da deformayao da ligayao no comportamento 

da viga mista. Quando uma viga mista tern uma ligayao colada, a composiyao e total, pois a 

ligayaO e rigida e transmite perfeitamente OS esforyOS entre OS elementos. Quando nao existe 

Iigayao, a composivao e nula, pois nao ha transmissao de esforyos entre os elementos, e cada 

elemento trabalha independente dos outros. Ja no caso de composivao parcial tem-se uma situayao 

intermediaria. 

Em outras palavras, como explica SORIANO (1999), o monolitismo da seyao, atraves de 

urn sistema de ligayao rigido entre os materiais, garante que seja valida a hipotese de Bernoulli -

Navier para toda a seyao, havendo sobre a mesma apenas uma linha neutra. Ja para seyoes com 2 

materiais, onde a ligayao for semi-rigida, caracterizada pelo deslizamento na interface de conexao, 

apresentar -se-a 2 linhas neutras e, proporcionalmente a rigidez da conexao, havera uma reduyao 

do memento de inercia efetivo se comparado a uma seyao suposta rigidamente ligada. 

A analise teorica baseada em equavoes de equilibria e feita segundo o Metodo Exato que 

possibilita a determinavao, de forma precisa, das tensoes e deslocamentos, e atraves do Metodo 

Aproximado, que incorpora simplificayoes que trazem facilidades nos procedimentos de calculo e 

projeto. Ja, a analise teorica baseada nos principios de energia procura determinar os 

deslocamentos transversais atraves da minimizayao da energia potencial total da viga. 



25 

Mais adiante neste capitulo e abordado urn dos mais importantes parfunetros envolvidos 

em calculo de estruturas mistas, o modulo de deslizamento da conexao, o qual determina a rigidez 

do sistema composto. 

Cabe dizer que existem outras formas de analise de vigas mistas, como por exemplo, 

modelando-as atraves do Metodo dos Elementos Finitos com os conectores idealizados como 

molas, por exemplo, ou usando programas comerciais tais como o SAP, FRANC ou ANSYS. No 

entanto, este tipo de estudo nao sera abordado neste trabalho. 

3.2 Metodos baseados em equa~oes de equilibrio 

3.2.1 Metodo exato 

Estruturas mistas vern ganhando interesse em constru9oes de edificios, onde sao 

utilizadas como elementos de pisos ou paredes e tambem em constru9oes de pontes. Estes tipos de 

estruturas mistas sao construidas a partir de dois ou mais componentes constituidos do mesmo 

material ou nao. Carla componente e disposto em uma posiyao aonde suas caracteristicas sao mais 

aproveitaveis e ligado ao adjacente por meio de conectores que resistem aos esforyos de 

cisalhamento. 

Definem-se estruturas mistas como sendo constituidas de mais de urn elemento estrutural 

conectados entre si de forma a comporem uma estrutura unica. A relayao entre os elementos 

depende fortemente do tipo de conexao utilizado. Conectores rigidos usualmente desenvolvem 

uma liga9ao completa entre os elementos. Desta forma, os principios convencionais de analise de 

flexao em vigas podem ser diretamente utilizados atraves do «Metodo da Se9ao Transformada" 

(Anexo A ). Por outro lado, conectores semi-rigidos, isto e, que fornecem uma ligayao semi­

rigida, geralmente permitem apenas uma intera9ao parcial entre os elementos; assim sendo, os 

procedimentos de analise devem levar em considerayao o deslizamento existente entre os 

elementos. 
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3.2.1.1 Conectores 

A fun~ao dos conectores e transferir os esfor~os de cisalhamento (fluxo de cisalhamento) 

que surgem na interface entre os elementos de modo a desenvolver a~ao composta ( fun~ao mais 

importante) e prevenir a separa~ao transversal dos elementos ( fun~ao secundaria ). Conectores 

rigidos que fornecem uma intera~ao total entre os elementos incluem barras de a~o delgadas e 

adesivos rigidos; conectores semi-rigidos que provem intera~ao parcial entre os elementos incluem 

cavilhas, pregos, parafusos, barras de a~o para concreto armado e chapas de a~o. No caso de 

elementos interligados atraves de conectores mecarucos, assume-se que as for~as de deslizamento 

sao distribuidas uniformemente ao longo do comprimento da viga de modo a simplificar a analise. 

U sualmente, somente a parte linear do diagrama carga x deslizamento e considerada nos 

procedimentos de analise, isto e, a teoria e baseada em urn modulo de deslizamento constante. 

3.2.1.2 Hipoteses e Parametros Geometricos 

As hip6teses basicas para uma estrutura unidimensional (por exemplo, uma viga) 

parcialmente composta, segundo GIRHAMMAR e GOPU (1991 e 1993), CECCOTTI (1995), 

KREUZINGER (1995), GUTKOWSKI e CHEN (1996) e STEVANOVIC (1996), sao as 

seguintes: 

1. OS deslocamentOS devidos a flexao sao pequenos e portanto a teoria de pequenos 

deslocamentos e va.Iida; 

2. deslocamentos devidos a deforma~oes por cisalhamento em cada elemento sao desprezadas; 

3. a hip6tese de Bernoulli-Navier de se~oes planas permanecerem planas ap6s as deforma~oes nao 

e valida para a se~ao como urn todo, porem ainda e va.Iida individualmente para a se~ao de 

madeira e a se~ao de concreto. Nao ha separa~ao transversal dos materiais quando a estrutura e 

carregada, de forma que a curvatura de cada elemento e a mesma; 
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4. todos os materiais possuem rela~oes constitutivas elitstico-linear; 

5. a rela~ao carga x deslizamento do conector e elastica linear ( representada pelo modulo de 

deslizamento K [FL-1
] ou modulo de deslizamento equivalente K [FL-2

] ), seyao 3.4. Os 

conectores sao uniformemente espa~ados e assume-se que os mesmos produzem forya de 

deslizamento uniformemente distribuida ou tensoes de cisalhamento entre camadas uniformes. 

Para OS calculos nos estados limites de utiliza~ao pode-se utilizar 0 modulo de deslizamento 

tangente, no entanto nos estados limites Ultimos, embora o comportamento da liga~ao deixe de 

ser linear, e possivel considerar urn modulo de deslizamento secante ( Figura 3.1 ); 

6. simplificay()es construtivas. 

Embora algumas hipoteses seJam questionaveis - como por exemplo a 2, que foi 

investigada por SANTANA ( 1997) e verificada a falta de validade em certos casos e a 5 que nao 

representa fielmente o comportamento da conexao que nao e linear como se ve na Figura 3.1 - os 

varios autores que as utilizam afirmam que, em geral, os resultados obtidos sao satisfatorios. 
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(N I rn) 

For9a Ys 

I I 
. I 

/~l 
1 

M6dulo de Deslizamento Tangcntc 

. 1\ 
/ Modulo de Dcslizamento Sccantc 

I 

Deslizamento u ( m) 

Figura 3 .1 Modules de deslizamento da curva carga x deslizamento para conectores resistentes ao 

cisalhamento em estruturas compostas. 

FONTE: RILEM, 1992, v. 6, p.44. 

Os parametres geometricos que definem uma tipica seyao transversal de uma viga T 

mista madeira-concreto sao mostrados na Figura 3 .2. A viga e sujeita apenas a urn carregamento 

transversal qualquer de intensidade q que pode variar ao Iongo de seu eixo ( Figura 3.3). As 

condi9oes de contomo da viga ( tipo de vincula9oes ) nao sao especificadas, de forma que podem 

ser quatsquer. 
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e<;l. c 

--~-J 

d
'• , . '• + r. •ll/2) (h,•hw) 

... -- . 

Figura 3.2 Parametros geometricos de uma viga mista madeira-concreto. 

FONTE: GIRHAMMARe GOPU, 199l,p.41. 

--) 
x,u 

L 

x, y = coordcnadas 

u, v = dcs!ocamentos 

L = comprimento do componcnte composto 

Figura 3.3 Carregamento generico atuando em uma viga composta. 

FONTE: RlLEM, 1992, v. 6, p.44. 
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3.2.1.3 Teoria de Vigas Mistas Submetidas a Flexio 

Considere-se os diagramas de corpo livre de urn elemento diferencial dx representados 

nas Figuras 3. 4 ( condivao indeformada ) e 3. 5 ( condivao deformada ) na viga mista sujeita ao 

carregamento transversal q de acordo com GIRHAMMAR e GOPU (1991 e 1993). 

q(x) 

Figura 3. 4 Elemento diferencial em uma viga mista sujeito a urn carregamento transversal 

uniformemente distribuido. 

FONTE: GIRHAMMAR e GOPU, 1993, p.1267. 
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---•.u 

X 

Figura 3. 5 Elemento diferencial de uma viga na condiyao deformada ( as a9oes desenhadas em 

trayo cheio e tracejado referem-se as duas subseyoes e a seyao inteira, 

respectivamente). 

FONTE: GIRHAMMAR e GOPU, 199l,p. 41. 

Do equilibrio do elemento, tem-se as seguintes equayoes conhecidas da Resistencia dos 

Materiais: 

v· =-q (3. I) 

(3.2) 

M"=-q (3.3) 



onde: 

q = carregamento generico que atua na viga; 

V = esforyo cortante que atua na seyao mista; 

M = memento fletor que atua na se9ao mista. 
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Considerando a equivalencia entre as a96es intemas e extemas da Figura 3. 4 do lado 

esquerdo dos diagramas de corpo livre, obtem-se: 

onde: 

M=M +M -N r c w c 

r = distancia entre o CG do concreto e o CG da madeira. 

Vc = esforyo cortante no concreto; 

Vw = esfor90 cortante na madeira; 

Nc = esforyo normal no concreto; 

Nw = esforyo normal na madeira; 

Me = memento fletor no concreto; 

Mw = memento fletor na madeira. 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

Da hipotese adotada para o conector, obtem-se o modulo de deslizamento e modulo de 

deslizamento equivalente: 

Fs 
K=­

u 
(3.7) 



on de: 

- K ~" 
K ----- -

s u 

K =modulo de deslizamento da Iiga<;ao; 

K = modulo de deslizamento equivalente da liga<;ao; 

u = deslizamento relative na interface dos materiais; 

Fs = esfor<;o no conector; 

s = espa<;amento entre os conectores; 

4>s = fluxo de cisalhamento que surge na interface dos materiais. 

Do equilibrio de for<;as horizontais dos elementos de madeira e concreto tem-se: 

N' =_A: = -Ku 
c '\' s 
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(3.8) 

(3.9) 

(3.10) 

Somando-se os mementos em torno dos pontes b e d da Figura 3. 4 para o elemento de 

concreto e de madeira, obtem-se respectivamente: 

(3.11) 

(3.12) 

onde: 

rc e rw = meia altura dos elementos de concreto e madeira, respectivamente (Figura 3.2). 
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Assumindo que a curvatura dos componentes concreto e madeira e a mesma, e tambem 

desprezando os efeitos de deformayoes por cisalhamento e encurtamento do eixo da barra, tem-se: 

onde: 

v = linha elastica da viga; 

Ec = modulo de deformayao longitudinal do concreto; 

Ew = modulo de elasticidade da madeira; 

L: = memento de inercia do concreto em relayao ao seu proprio eixo baricentrico; 

lw = memento de inercia da madeira em relayao ao seu proprio eixo baricentrico; 

Eclc = rigidez a flexao da mesa em relayao ao seu proprio eixo baricentrico; 

Ewlw = rigidez a flexao da alma em relayao ao seu proprio eixo baricentrico. 

Combinando as equayoes (3.6) e (3.13) obtem-se: 

(EcJc )Me = (E)c )M- (Ewlw )Me + (EcJc )Ncr 

(E)c + EwJw )Me = (E)c )M + (EcJc )N J 

e, analogamente: 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 
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sendo: 

(3.16) 

que e a rigidez a flexao para a secao nao composta ( como se nao houvesse conexao ). 

A compatibilidade de deslocamentos na interface entre ')S dois elementos da Figura 3.5, 

leva a urn deslizamento entre as partes dado por: 

onde: 

Uw = deslocamento horizontal do CG do elemento de madeira; 

Uc = deslocamento horizontal do CG do elemento de concreto; 

(3.17) 

Diferenciando ambos os lades da equacao (3 .17) com relacao a x obtem-se as 

deformacoes: 

(3.18) 

Para a equacao (3 .18), os val ores de Ec e Ew sao obtidos das expressoes: 

(3.19) 

(3.20) 



onde: 

s c = deforma9ao no CG do elemento de concreto; 

s w = deforma9ao no CG do elemento de madeira; 

Ac =area da se9ao transversal do elemento de concreto; 

Aw =area da s~ao transversal do elemento de madeira; 

& c = varia9ao no comprimento do elemento de concreto; 

tc comprimento do elemento de concreto; 

&w varia9ao no comprimento do elemento de madeira; 

tw = comprimento do elemento de madeira. 

Isolando una equa9a.o (3.9) e diferenciando-a com rela9ao ax obtem-se: 

Das equa9oes (3 .13 ) e (3 .14) tem-se que: 

.. {M+ Ncr) 
v =- (EI)o 
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(3.21) 

(3.22) 

Substituindo as equa9oes (3 .19), (3 .20), (3 .21) e (3 .22) na equa9ao (3 .18), chega-se a: 

N~ (M+ Ncr) 
EWAW - -Ec_A_c - (EI)o r 

rearranjando: 
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ou: 

(3.23) 

onde: 

(3.24) 

(3.25) 

Diferenciando-se duas vezes a equayao (3 .22) com relayao ax, tem-se: 

.... M" r ( ? ) 

v =--( ) --( ) a.-Nc +f3M 
El

0 
El

0 

Isolando Nc na equayao (3.22) e substituindo-o na expressao ac~ tem-se: 
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(3.26) 

A rigidez a flexao para a SeyaO totalmente composta e dada por ( ver Anexo C): 

(3.27) 

que tambem pode ser escrita em fun9iio de a? e J3 ( ver Anexo C): 

(EI)"' (3.28) 

Desta forma a ultima parcela do termo da direita da equayao(3 .26) toma-se: 

( " )M ( 2 ) M ( 2 ) M 2 M 
a.- -13r (EI) = a -13r . ( 13r) = a -13r ( z -13) =a (EI) 

o (EI)"' I az (ElL, a r 00 

az 

Portanto, obtem-se a equa9iio diferencial que govema o fenomeno em termos da fun9iio 

deslocamento v: 

(3.29) 

cuja soluyiiO geral, aplicando-se a transformayaO de Laplace, e: 

(3.30) 

e a solu9iio particular fica dada por: 



Conhecida a soluvao v para urn dado conjunto de condiv5es de contomo, as av5es 

intemas para toda a sevao e para a sevao de cada elemento podem ser obtidas a partir das 

equav5es (3.4), (3.5), (3.6), (3.9) e (3.22): 

_ (Eit, ... ( ) .. (EI)ro 
M- 2 v - EI <X,v - 2 ( ) q 

a. a. EI 0 

(Eit, ..... (E) ... (EI)"" 
V = -;;y:-v - I oo v - a. 2 (EI)o q 
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(3.31) 

(3.32) 

( "" """") _, ·-'-' 

(3.34) 

(3.35) 

(3.36) 

(3.37) 

(3.38) 

(3.11) 

(3.12) 
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• Fluxo de cisalhamento na interface madeira-concreto 

0 fluxo de cisalhamento <Ps expresso na equac;ao (3.36) tambem pode ser obtido 

diretamente da resoluc;ao de uma equac;ao diferencial dada no procedimento a seguir. 

Sejam as expressoes, (3.23) e (3.9): 

(3.23) 

(3.9) 

Diferenciando-se a equac;ao (3.23) uma vez em relac;ao axe a equac;ao (3.9) duas vezes 

em relac;ao ax e substituindo naquele anterior obtem-se: 

-f3V (3.39) 

cuja soluc;ao determina o fluxo de cisalhamento na interface em qualquer sec;ao da viga. 

• Tensoes normais e de cisalhamento 

Conhecidos os esforc;os dados nas expressoes (3.11)-(3.12) e (3.32)-(3.38) e possivel 

determinar as tensoes normais e de cisalhamento que atuam na sec;ao mista, considerando cada 

elemento ( madeira e concreto ) como sendo uma viga isolada sujeita aos esforc;os citados. 



Assim, as tensoes normais na madeira e no concreto, considerando-os trabalhando 

separadamente, sao dadas por: 

(3.40) 

(3.41) 

onde: 

y = distancia entre o CG do elemento considerado ate a fibra na qual se deseja 

determinar a tensao. 

Para as tensoes de cisalhamento seja a Figura 3.6: 

hw 

X 

Mw+dMw 

w* 

y 

Figura 3.6 Elementos de madeira e esfon;:os neles atuantes. 

e possivel escrever: 
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(3.42) 

onde: 

N: = esforc;o normal resultante das tensoes que atuam no elemento menor; 

A: = area da sec;ao transversal do elemento menor. 

(3.43) 

onde: 

S: = momento estatico da area A: em relac;ao ao CG da sec;ao de madeira. 

diferenciando a equac;ao (3.43) em relac;ao ax, e utilizando as expressoes (3.10) e (3.12) obtem-

se, 

(3.44) 
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Do equilibrio do elemento representado na Figura 3 .6, na direyao horizontal tem-se, 

onde: 

"Cw = tensao de cisalhamento na seyao de madeira; 

b w = Iargura da seyao de madeira; 

substituindo (3.44) em (3.45) chega-se a: 

(3.45) 

(3.46) 

cuja representayao grafica pode ser vista, a menos das pequenas diferenyas do outro metodo, na 

Figura 3.11 (d) e suas 1 a e 2a parcelas nas Figuras 3.11 (b) e 3.11 (c). E finalmente tem-se, 

(3.47) 

que possibilita determinar as tensoes de cisalhamento em qualquer ponto da seyao de madeira. 
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Analogamente, uma expressao para o calculo das tensoes de cisalhamento na se9ao de 

concreto pode ser obtida: 

(3.48) 

3.2.1.4 Casos Limites 

3.2.1.4.1 Se~ao nao composta 

Este caso ocorre quando (j)s 0 ou K = 0. As avoes intemas podem ser obtidas das 

.. M 
equac;oes (3. I 1), (3.12) e (3.34)- (3.38) reconhecendo-se que v =- (EI)o : 

N 0 = 0 c. 

N 0 = 0 w. 

(3.49) 

(3.50) 

(3.51) 

(3.52) 

(3.53) 

(3.54) 
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(3.55) 

onde o segundo indice 0 refere-se a soluyao para a seyao nao composta. 

3.2.1.4.2 Se~ao totalmente composta 

Este caso ocorre quando u = 0 ou K --+ oo. As ayoes intemas podem ser obtidas das 

.. M 
equayoes (3.11), (3.12) e (3.34)- (3.38) reconhecendo-se que v =- (Eit, : 

( 
(EI) 0 ) M 

Nc.oo =- 1- (Eit, 7 

( 
(EI) 0 ) M 

Nw,oo = 1- (EIL 7 

(3.56) 

(3.57) 

(3.58) 

(3.59) 

(3.60) 

(3.61) 
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(3.62) 

onde o segundo indice oo refere-se a soluyao para a seyao totalmente composta. 
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3.2.2 Metodo Aproximado 

3.2.2.1 Objetivos 

Explicar o ccilculo e o projeto de vigas mistas madeira-concreto fomecendo soluvoes 

analiticas aproximadas. Cabe ressaltar que as hip6teses basicas assumidas no Metodo Aproximado 

sao as mesmas do Metodo Exato apresentadas na seyao 3 .2.1.2. 

3.2.2.2 Conexao semi-rigida 

A conexao de inumeras seyoes transversais e feita por conectores metcilicos como pregos, 

cavilhas, aneis metcilicos ou chapas pregadas ( ligavoes coladas sao consideradas como conexoes 

rigidas ). Cada ligavao e solicitada por forvas de cisalhamento que causam urn deslizamento. A 

relavao entre a forva F s que haje na interface e o deslizamento entre as partes da sevao transversal 

u e dada pelo modulo de deslizamento K. 

Para o ccilculo, e de maneira a desenvolver equavoes de aplicavao, e necessitrio distribuir 

os conectores continuamente ao longo da viga. 0 efeito disto e urn continuo esforvo de 

cisalhamento atuante, isto e, urn fluxo de cisalhamento <!> (Figura 3.7 ). 
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.s 1 __ __;_ __ -----,f-

Figura 3. 7 Deslizarnento e forva de cisalharnento entre as partes. 

FONTE: KREUZINGER, 1995, p.2. 

De (3.7) e (3.8) e lembrando que: 

Fs 
q.=- (3.63) 

s 

onde: 

q. = fluxo de cisalharnento na interface ( correspondente a definivao de Cj) s na sevao 3 .2.1 ); 

F s = esforvo de cisalharnento no conector; 

s = espa9amento entre conectores. 

chega-se a: 

q.= Ku (3.64) 

onde os parametros K e u sao os mesmos de:finidos anteriormente. 

Se a distancia entre os conectores e considenivel ou se os conectores sao concentrados em 

muito poucos pontos, o modelo de ca.J.culo de conexao continua deixa de ser va.J.ido, e urn 

diferente modelo mecanico e requerido. 
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3.2.2.3 As deforma~oes 

As Figuras 3.8 e 3.9 mostram as a9oes e os deslocamentos que ocorrem, onde: 

uc e uw sao os deslocamentos longitudinais dos CG das se9oes transversais do concreto e da 

madeira, respectivamente; 

v e 0 deslocamento vertical; 

U e 0 deslizamento relativo entre as partes da SeyaO transversal. 

1 

+·-·-·~·-·-·---·~ 

.1;-·-·~·-·-·-·-·r 
X •I 

I 

·-·-·-r-
1 

Figura 3. 8 Detalhes da viga e equilibrio de urn elemento infinitesimaL 

Sistema, seyao transversal, deforma9ao e elemento dx. 

FONTE: KREUZINGER 1995, p.3. 
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Como ja visto neste capitulo, no item 3.2.1.3, expressao (3.17), o valor total do 

deslizamento relative em urn ponto qualquer pode ser obtido por: 

(3.17) 

observando que a medida a adotada por KREUZINGER (1995) e identica a r, e equivalem a 

distancia entre o CG do concreto e o CG da madeira. 

Figura 3. 9 Deforrnayoes. 

FONTE: KREUZINGER, 1995, p.3. 

Os principios elasticos da teoria de flexao levam a: 

(3.65 a,b) 

(3.66 a,b) 

(3.67 a,b) 

(3.68) 
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Do equilibria dos dais elementos da Figura 3.8 nas dire\X)es x e z , tem-se: 

-N~. +<J>=O (3.69 a,b) 

M' =V -"' r c c o/ c M~ = V,.. -<l> r,.. (3.70 a,b) 

v· + v· =-p= v· 
c w (3.71) 

sendo p urn carregamento generico aplicado a viga. 

Somando as equa~oes (3.70 a) e (3.70 b), levando-se em considera~ao a equa~ao (3.71) e 

diferenciando outra vez com rela~ao ax, tem-se: 

(3.72) 

Se as for~as internas e mementos sao substituidos usando os principios elasticos, o 

seguinte sistema de equa~oes diferenciais resulta: 

(3.73) 

(3.74) 

(3.75) 

Desta forma as tres equa~oes de equilibria (3.69 a), (3.69 b) e (3.72) sao formuladas em 

termos dos tres deslocamentos Uc, uw e v. 

Para vigas simplesmente apoiadas, com uma distribui~o de carregamento senoidal como 

mostrado na Figura 3.1 0, uma simples solu~ao analitica pode ser dada, devido a forma das 

deforma~oes nas dire~oes dos eixos corresponderem a fun~oes senoidais ou cossenoidais. Embora 



52 

a derivac;ao seja baseada em uma distribuic;ao de carregamento senoidal, a soluc;ao simplificada e 

tambem aplicavel a maioria de outras distribuic;oes de carregamento segundo KREUZINGER 

(1995). 

1 X 

Figura 3 .1 0 Distribuic;ao de carregamento senoidal. 

Assim tem-se: 

(3.76) 

(3. 77 a,b,c) 

onde uc0 e U\\() sao os deslocamentos horizontais dos CG' s do concreto e da madeira, 

respectivamente nos extremos da viga e vo e o deslocamento vertical mirximo, e que ocorre na 

sec;ao central da viga. 

Estes termos quando substituidos nas equac;oes (3.73), (3.74) e (3.75) geram urn sistema 

de equac;Oes para as constantes Uco, u\\() e vo: 
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Jt2 -

K 
-1t 

--E A -K K-a 

{:::} ~ tU 
ez c c e 

K 
1t2 - -1t 

(3.78) --E A -K -K-a e2 c c e 
-1t -1t 1t4 -1t2 2 
K-a -K-a 7(E)c +Ewlw)-Ktla e e 

cuja solu~o e dada por: 

(3.79) 

(3.80) 

(3.81) 

sendo: 

Y EA E A 
E I +E I + c c c w w 2 

cc ww EA EAa 
Yc c c+ w w 

(3.82) 

(3.83) 
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(3.84) 

Com esses deslocamentos, aplicando-se os principios da elasticidade, as tensoes podem ser 

calculadas. 

3.2.2.4 As tensoes 

A seguir as expressoes para o cil.lculo das tensoes nos CG' s das s~oes transversais, bern 

como em suas extremidades sao apresentadas (Figura 3.11 ). 

If> I •.Pan:ela 

(a) (b) 

Figura 3.11 Distribui9ao de tensoes. 

FONTE: KREUZINGER, 1995, p.4. 

(c) (d) 

(2"'" - (\), r 
4lf>w - 3<j>, 
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3.2.2.4.1 Tensoes nos centros de gravidade 

A seguir, as expressoes para o ca.Iculo das tensoes nos CG das s~oes transversais sao 

apresentadas para 0 meio do vao, isto e, X=!_ .Sabendo-se que: 
2 

onde: 

Mo = momento fletor no meio do vao ( ver expressao (3. I 02) ); 

vo = deslocamento vertical no meio do vao. 

a.: = distancia entre o CG do concreto e LNw. 

aw = distancia entre o CG da madeira e LNw. 

a.: e aw sao mostrados na Figura 3.11 (a) e deduzidos a seguir. 

M N 
cr=-y+­

I A 

(3.85) 

(3.81) 

(3.86) 

(3.87) 



y CECAC 
aw = E A E A a , que resulta na expressao (3.87). 

Yc c c+ w w 

Sendo que, 

Resulta, 

ac = v E A + E A a , que resulta na expressao (3.86). 
iCC C W W 

V oltando ao calculo das tensoes, para o concreto, tem-se que: 

e 
Para x = -, 

2 
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(3.88) 

(3.89) 



1t 
= -E u -

c cO t 

Da equayao (3.86) tem-se: 

obtendo-se, finalmente: 

E para a madeira, tem-se que: 

t 
Para x = -, 

2 
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(3.90) 

(3.91) 

(3.92) 



1t 
= -E u -

w wO f, 

isolando ana expressao (3.87): 

3.2.2.4.2 Tensoes nos extremos 

No concreto: 

Na madeira: 
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(3.93) 

(3.94 a,b) 

(3.95 a,b) 
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Embora as deduvoes tenham ocorrido para a seviio do meio do vao, as expressoes para o 

ca.Iculo de tensoes podem ser estendidas a outras se96es ao Iongo do comprimento da viga 

composta, bastando substituir nessas expressoes Mo por M(x). 

3.2.2.4.3 Tensoes de cisalhamento 

0 fluxo de cisalhamento ao Iongo do comprimento da viga mista, segundo CECCOTTI 

(1995), pode ser calculado pela expressao: 

3.2.2.5 Dedu~ao da curvatura 

Considere o carregamento senoidal aplicado em uma viga mista como mostrado na Figura 

3.12: 

Figura 3.12 Distribuivao de carregamento senoidal e sua resultante em uma viga bi-apoiada. 
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Tem-se que a resultante da distribuiyao de carregamento Rt e dada por: 

e 1t e 1t le e e 
R = r p sen-xdx=-p -cos-x =-p -(-1-1) 2p -

t j 0 o l o 1t l o 7t o 1t 
0 

(3.96) 

Figura 3.13 Trecho inicial da VIga de comprimento a, cuJa resultante da distribuiyao de 

carregamento R esta aplicada no CG da distribuiyao. 

Seja R a resultante da distribuiyao de carregamento no trecho inicial de viga a, como 

mostra a Figura 3.13. 

ra 1t e 1t Ia e ( 1t ) ( e 1t t) R = J Po sen x dx =-Po -cos-x = -p 0 - cos-a -1 =Po --cos-a+-
o l 1t lo 1t e 1t l 1t 

(3.97) 

Lembrando que: J fg' = fg- J r'g, o momento em torno de A que a distribuiyao de 

carregamento provoca e: 



[ 
t 1t t

2 

1t ] M =p -a-cos-a+-sen-a 
A 0 1t t 1[2 t 

Para que R seja equivalente a distribuiyao senoidal no trecho a e necessilrio que: 

Assim, 

[ 
t 1t t

2 

1t ] Rb=p -a-cos-a+-sen-a 
o n e n2 e 

[ 
t 1t t J [ t 1t t

2 

1t ] p --cos-a+- b=p -a-cos-a+-sen-a 
o n t n o n e n2 t 

t 1t t 2 
1t 

-a-cos-a+-sen-a 
b = n t n2 e 

e n e 
--cos-a+-

x t 1t 

Assim, pode-se calcular M(a): 

e 
M(a)= Po -a- R(a- b) 

1t 

Tomando-se a, agora, como urn valor x qualquer, tem-se: 

e 
M(x) =p

0
-x-
1t 

e n t 2 
n 

-x-cos-x+-sen-x J 
x - __ n=-_e:;___n=

2
----'e;__ p [-!_cos n x + !_ 

e n e o 1t e n 
--cos-x+-

1t e n 
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(3.98) 

(3.99) 

(3.100) 

(3.101) 
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e 
M(x)=p -x-

o iC 

x(- ~cos 1t x + ~) - (- x ~cos 1t x + e: sen 1t x) 
rc e rc rc e 1r- e [ e 1t e] 

------------------ p --cos-x+-
t iC t 0 

iC t iC 
--cos-x+-

1t t 1t 

t [ e rc e e n t
2 

rc J M(x)=p -x- -x-cos-x+x +x-cos-x--sen-x p 
o rc rc e n rc e n 2 t o 

e e t
2 

n 
M(x)=p -x-p -x+p -sen-x 

0 iC 0 iC 0 rc2 e 

t 2 
iC 

M(x) = p -? sen-x 
0 n- e 

(3.1 02) 

De GIRHAMMAR e GOPU (1991 e 1993) tem-se a expressao (3.22) de equilibria, valida 

para o Metodo Exato e Apro:ximado: 

.. (M+Nca) 
v --

- (EI)
0 

(3.22) 

.. (M + EcAcu~a) 
v =- (EI)o (3.103) 

iC 
Admitindo, agora, a aproximavao uc = uco cos-x ( expressao 3.77 a), tem-se que: 

e 

. iC 1t 
u = -u -sen-x 

c cO t { (3.104) 

onde Uco foi obtido na expressao (3.79). 

Assim, 



omitindo X, isto e, v"(x) = v" e M(x) = M, vern: 

lernbrando-se da expressao (3.102), vern: 

. M ( ECAC y CEWAW 7) 
v =- (EI)

0 
l- (EI)er y cEcAc + EwAw a-

Simplificando, chega-se a: 

.. M (EI) 0 
v ----

- (EI)
0 

(EI)er 

E portanto, 

M(x) 
v"(x) --­

(EI)er 
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(3. I 05) 
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Isto signi:fica que, admitindo-se uma distribuivao senoidal de carregamento, se chega a uma 

equavao diferencial para a linha elastica muito mais simples que a desenvolvida por 

GIRHAMMAR e GOPU (1991 e 1993), expressao (3.29). 

Esta equa9ao, agora desenvolvida (3 .1 05), e a ja bern conhecida da Teo ria de Flexao, onde 

substitui-se o EI da viga homogenea por (EI)er no caso de vigas mistas. A soluvao desta equavao e 

muito mais simples do que a expressao (3.29), alem de encontrar-se resolvida, para varios casos 

de carregamentos em livros de Resistencia dos Materiais. Alem disso, esta expressao simpli:ficada 

tambem pode ser facilmente utilizada para a obtenvao indireta do valor real experimental do 

modulo de deslizamento K da ligavao como apresentado por CAPRETTI e CECCOTTI (1996). 

KREUZINGER (1995) lembra ainda que para sistemas mais complicados, tais como vigas 

ou pilares com varia¢o de sevaO transversal ao Iongo do eixo longitudinal, e necessario utilizar-se 

de soluv5es numericas oferecidas por programas de computador. Para tanto, os membros devem 

ser modelados como barras e os conectores como barras ou como molas. 

3.2.2.6 Compara~ao com Walter Pfeil e DIN 1052/69 

PFEIL (1994) seguindo o proposto pela norma alema DIN 1052/69 analisa vigas de sevao 

T compostas por 2 elementos de madeira, identicos em termos de suas propriedades de resistencia 

e rigidez, ligados por conexoes mecanicas deformaveis. A linha neutra n-n devido a flexibilidade 

dos conectores nao coincide com o eixo x-x que passa pelo CG da sevao totalmente composta 

( CG oo ), esta ultima obtida pelo Metodo da Sevao Transformada ( Anexo A ) com ausencia de 

deslizamento entre as partes, como se observa na Figura 3.14. 

Nota-se que as dimensoes a1 e a2 de PFEIL (1994) nao possuem os mesmos valores de ace 

aw dados por KREUZINGER (1995), pois este admite que ace aw representam a distancia entre o 
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CG da area i ( CGi) ate a LN2, enquanto que para PFETI.., (1994) e DIN 1052/69, a1 e a2 sao as 

distancias entre o CG de cada elemento CGi eo CG da Seyao Transformada CGoo (Figura 3.15). 

Pore~ as expressoes para o calculo de tensoes e deslocamentos de ambos autores levam 

aos mesmos resultados, ja que ap6s algumas manipulavoes algebricas pode-se demostrar 

analiticamente que sao identicas. 

PFEIL ( 1994) apresenta as expressoes para o caso de sevao composta formada por urn 

unico tipo de material (madeira). 

on de: 

Considere-se, por exemplo, a expressao para a tensao no CG da mesa: 

Sen do: 

a1 = distancia entre o CG do elemento 1 ao CG da sevao infinitamente rigida; 

a2 = distancia entre o CG do elemento 2 ao CG da seyao infinitamente rigida; 

AI = area da Seyao transversal do elemento 1; 

A2 =area da seyao transversal do elemento 2; 

(3.106) 

(3.107) 
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1-
b a' 

A1 ~~ 
01 

h1 

~ 
Go 

"1 
. 

n. -· ·n "2 -. ---- .. 1h2+~J h2 

2 1+k 

u I \ : 

, .. ~~ 
bo 

Figura 3. 14 Viga composta de pe<;as de madeira maci<;a. 

sen do: 

onde: 

FONTE: PFEIL, 1994, p. 190. 

I ="I. +-
1
-" A.a~ 

r £...J 1 1+k£...J 1 1 
(3.108) 

Ir = momento de inercia da seyao composta ( ou momento de inercia reduzido da se<;ao 

bruta). 

1 
'V =--
• 

1 1 + k 
(3.109) 

(3.110) 



- K 
K=­

s 

ja foi visto na equa9ao (3.8) e K foi dado pela equa9ao (3.7). 
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(3.8) 

No entanto, as expressoes anteriormente apresentadas, para serem aplicadas ao estudo de 

vigas mistas madeira-concreto devem ser convenientemente adaptadas, como apresentado por 

SORIANO et. al. (1998). Assim, a tensao normal que atua no CG da sevao de concreto e dada 

por: 

(3.111) 

sendo a1 , neste caso, aquele mostrado na Figura 3.15 (a), e calculado por: 

(3.112) 

Os demais parametros devem ser modificados para: 

(3.113) 

(EI) = "E.I. + -
1
- "E.A.a! 

f £..... I I l+k£.... I I I 
(3.114) 

(3. I 15) 

onde y 1 e K sao os vistos nas equayoes (3.109) e (3.8), respectivamente. 
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_______ CG,~ CG,~ 

LN,z ____ LN,z 

______________ CG,z CG,z 

Figura 3.15 a) se9ao segundo PFEIL b) se<;ao segundo KREUZINGER 

A Tabela 3.1 apresenta as expressoes para o calculo das tensoes (no caso as tensoes no 

CG da mesa ) segundo os dois autores. 

Tabela 3.1 - Expressoes para o calculo das tensoes no CG da se<;ao de concreto ( mesa ) 

segundo: PFEIL (adaptado) e KREUZINGER. 

PFEIL ( adaptado) 

(EI) = ~ E-I- + 
1 ~ E.A-a2 

r L-s 1 I l+kL-s l I 1 

KREUZINGER 

Yc 
1 

l+k 
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Pode ser demonstrado que as duas expressoes da pnme1ra linha da Tabela 3.1 sao 

equivalentes mesmo sabendo que os valores de a1 e ac, e y 1 

1 
e y c sao diferentes para cada 

l+k 

a 
aut or. Pode-se demonstrar que (EI) r = ( EI) er e que -

1
- = y 1 a 

1 
de PFEIL (1994) e equivalente a 

I +k 

y cac de KREUZINGER (1995). Essas demonstra96es estao apresentadas no Anexo B. 
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3.3 Metodo baseado nos principios de energia 

3.3.1 Introdu~ao 

Em varias aplicayoes, de estruturas mistas conectadas atraves de pregos, o comportamento 

nao e perfeitamente rigido. Esta conexao parcial ( semi-rigida) e que toma as estruturas mistas 

dificeis de serem analisadas. Alem disso, para "elevados" niveis de deslizamento, os conectores 

deixam de apresentar urn comportamento ela.stico linear, como afirmam varies autores, entre eles, 

SANTANA ( 1997) em seu estudo sobre vigas mistas de madeira e compensado. 

Uma teoria de aniilise nao linear de vigas de duas camadas e apresentada. Ambos OS 

efeitos, de deslocamentos pequenos e relayao nao linear dos conectores, sao incluidos. 

3.3.2 Outras pesquisas 

0 comportamento entre as camadas, isto e, as partes da viga mista com deslizamento 

relative, consiste em urn velho problema cujas soluy5es iniciais foram apresentadas por 

GRANHOLM (1949), PLESHKOV (1952) e NEWMARKet al. (1951), segundo citam WHEAT 

e CALIXTO (1994). 

Embora os desenvolvimentos tenham ocorrido separadamente, todos esses autores bern 

como GlRHAMMAR e GOPU (1991 e 1993) e CECCOTTI (1995) baseiam-se em 

deslocamentos infinitesimais, espayamento constante entre os conectores ao Iongo do 

comprimento da viga e comportamento elastica linear da conexao, como vista na seyao 3.2. Nesta 

se9ao porem, a analise engloba uma relayao mais realistica proposta por WHEAT e CALIXTO 

(1994), onde os conectores possuem comportamento elastica nao linear de acordo com os 
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diagramas obtidos por FOSCHI e BONAC (1977). No entanto, o concreto e a madeira sao 

considerados como tendo comportamento elastico linear. 

3.3.3 Teoria geral 

3.3.3.1 Principais hipoteses 

As seguintes hip6teses sao adotadas para o desenvolvimento: 

1. A viga, os carregamentos aplicados e as deforma<;oes encontram-se em urn mesmo 

plano; o plano onde atuam os carregamentos e urn plano de simetria da viga; 

2. 0 elemento ( viga ) e assumido como sendo uma barra, isto e, o comprimento do 

elemento e muito maior do que suas dimensoes laterais; 

3. Os deslocamentos transversais sao pequenos, enquanto que OS longitudinais sao 

infinitesimais; 

4. Somente as deforma<;oes normais paralelas ao eixo do elemento sao consideradas, e em 

cada camada sao constantes ao longo da altura devido aos esfor<;os axiais e variam 

linearmente ao Iongo da altura devido a flexao; 

5. Em qualquer ponto ao longo do comprimento do elemento, cada camada desloca-se 

igualmente na vertical, ou seja, nao ha separa<;ao entre as camadas; 

6. Os materiais sao considerados como sendo linearmente elasticos, com exce<;ao dos 

conectores, que podem ser considerados elasticos nao lineares; 

7. A geometria e propriedades elasticas de cada camada ( material ) sao constantes ao 

longo do comprimento do elemento; no entanto, podem diferir entre as camadas; 

8. Os conectores entre as camadas sao considerados continuamente dispostos ao Iongo do 

comprimento da viga, isto e, conectores deformaveis e discretos sao assumidos 

proximamente espa<;ados com respeito ao comprimento da viga que podem ser 

considerados, analiticamente, como sendo uma conexao continua; 
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9. Nao e considerado o atrito entre as camadas. A intera9ao entre as camadas pro vern 

unicamente das caracteristicas de carga x deslizamento do conector. 

3.3.3.2 Derivac;io da energia total 

Uma aproximayaO variacional e utilizada para derivar as equay5es diferenciais para a viga 

mista. Assume-se que a contribui9ao para a energia potencial total advenha de tres parcelas: 

• Energia de deforma9ao axial e de flexao de cada camada ( Us ); 

• Energia de deforma9ao associada com o deslizamento do conector ( Uc); 

• Energia potencial proveniente do carregamento extemo aplicado ( UL ). 

Assim tem-se, 

(3.116) 

3.3.3.3 Energia de deforma~ao axial e de flexao 

A viga e considerada tendo urn vao L e possuindo duas camadas, cada qual constituindo-se 

de urn material diferente, isto e, com propriedades de resistencia e rigidez diferentes ( no presente 

caso em madeira e concreto ). A deriva9ao inicia assumindo-se que as deforma96es normais 

longitudinais em cada camada resiste aos carregamentos aplicados extemamente. Para obter as 

contribui96es das deformay5es normais longitudinais de ambos deslocamentos, transversais e 

longitudinais, a expressao de Lagrange para deforma9ao-deslocamento e utilizada, 

(3.117) 

onde: 



u 1 = deslocamento paralelo a dimensao longitudinal da viga; 

Uz = deslocamento transversal a viga; 
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Para elementos de barra ( como as vigas ), estas deforma«;oes podem ser calculadas 

considerando-se a configura«;ao indeformada e deformada de urn ponto de uma camada da viga, a 

qual pode ser esquematizada como na Figura 3.16. A partir da figura os deslocamentos podem ser 

dados por: 

onde: 

u 1 = u-zsene 

\)2 w + zcose 

e =arctan(!:) 

1.2 .... 1 

omliguroy;io indcfonnada 

cooligurayilo dcfonuad.1 

'3 

L r---_._--_, 

e = arc I.:1J1 (dw/dx) 

VI D u - l sine 

v2-= w + z: cos a 

.r.,;v I 

Figura 3.16 Configura«;ao indeformada e deformada de uma camada de uma viga. 

FONTE: WHEATe CALIXTO,l994,p.l912. 

(3.118) 

(3.119) 

(3.120) 



onde: 

u = deslocamento axial do CG da camada; 

w = deslocamento transversal do CG da camada; 

z = metade da altura da camada. 
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Substituindo-se as expressoes dos deslocamentos u 1 e Uz ( equa96es (3 .118) e (3 .119)) na 

rela~tao deforma~tao-deslocamento (3 .117), a seguinte equa9ao e obtida: 

(3.121) 

Esta expressao define completamente a rela~tao deforma~tao-deslocamento e e 

independente da magnitude das deforma~t6es e deslocamentos. 

Porem, alguns pesquisadores, K.AMIYA (1987 e 1988); WHEAT et al. (1986); WOLF 

(1989 e 1991), notaram que os sistemas estruturais em geral alcan~tam a resistencia ultima antes 

que a rota9ao na extremidade da viga chegue a 10 graus. Esta observa~tao, alem de estudos 

parametricos efetuados, permitem que a equa9ao anterior seja simplificada para: 

1 '? 

s =u +-w- -zw 
XX 2 (3.122) 

A expressao para a energia de deforma9ao dos materiais que compoem a seyao transversal 

e dada por: 
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(3.123) 

Substituindo-se a expressao (3.122) na expressao (3.123), obtem-se, para camadas de 

seyao retangulares: 

~E;A; r [ .2 1( .)4 '( .)2] ~E); r ( .. )zd UB = k....--J
1 

u. +- w +u. w dx+k....--j
1 

w x 
i=l 2 Le 1 4 1 i=I 2 Le 

(3.124) 

que e a energia de deformayao total das duas camadas devido as deformayoes axiais e por flexao. 

Nesta expressao, Lee o comprimento da barra. 

3.3.3.4 Energia de deforma~io devido ao deslizamento entre as camadas 

0 deslizamento entre as camadas em qualquer ponto ao Iongo da viga e causado pela 

deformayao do conector, assim como pela deformayao da madeira resultante das tensoes de 

contato entre a madeira e o conector. No presente caso existe tambem o contato conector­

concreto, que aqui nao sera considerado, ou seja, sera desprezado. Em geral, essas tensoes de 

contato fazem com que a madeira se tome inelastica , o que viola a hip6tese 6. Porem, assumindo­

se que o carregamento e monotonico e que nao haja descarregamento elastico na madeira ou nos 

conectores, pode-se assumir comportamento elastico sem se introduzir erros significativos na 

energia potencial. 

Considerando .1. como sendo o deslizamento entre as camadas ( Figura 3.17 ), tem-se: 

(3.125) 
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1 
Obs.: 0 sinal negative diante do 2 e oposto ao da equayao (3.17). Isto porque foram 

admitidas configurayoes deformadas distintas. 

I cooligurnyao indcfonnada 

I 

~~ '---_:,--i.____JI -·-x 

u. 
I 

u i+l 

Figura 3.17 Relayao deslocamento- deslizamento. 

FONTE: WHEATe CALIXTO, 1994, p.l914. 

oonligur.a<;i\o dcfonnada 

_L h. I sin 8 
2 I+ 

De acordo com a hip6tese 8, assume-se que os conectores estejam proximamente 

espayados com relayao ao comprimento da viga e desta forma possam ser idealizados como sendo 

uma conexao continua contra o cisalhamento. Se o numero de conectores por linha e igual an e se 

o espayamento entre as linhas for s, a forya por unidade de comprimento p (fluxo de cisalhamento) 

e igual a: 

nF 
p=­

s 

Entao a energia total devido a deformayao dos conectores e dada por: 

(3.126) 
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u =J nF ~dx 
C Le S 

(3.127) 

Para a equac;ao constitutiva entre a forc;a e o deslizamento, os autores utilizaram aquela 

proposta por FOSClll e BONAC ( 1977), cuja obtenc;ao e empirica e esta representada na Figura 

3.18. 

!' 
0 

Fon;:a f 

~-----------------------------

Dcslizamcnlo /::, 

Figura 3.18: Parametres da curva forc;a x deslizamento de Foschi e Bonae. 

FONTE: WHEAT e CALIXTO, 1994, p.1914. 

A expressao e dada por: 

onde: 

F = forc;a no prego; 

k = K = inclinac;ao inicial ou modulo de deslizamento tangente; 

(3.128) 



P 1 = inclinavao para grandes deslizamentos; 

Po= ordenada do ponto que a assintota tracejada na Figura 3.18 intercepta o eixo de F; 

8 = ~ deslizamento. 
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Substituindo-se a forva nos conectores, expressao (3.128), na expressao de De (3.127), 

tem-se finalmente: 

(3.129) 

3.3.3.5 Energia de defonna~ao devido ao carregamento extemo aplicado 

Esta componente e igual ao trabalho negativo devido as foryas extemas aplicadas durante 

a deformayao da viga. Se o membro for sujeito a urn carregamento uniformemente distribuido q e 

a foryas aplicadas em cada CG de cada camada, para cada uma das extremidades, isto e, em x = 0 

e x Le, a expressao para a energia de deformavao associada com o carregamento aplicado e: 

onde: 

2 2 

UL =-J qwdx- LP;
0
u;(O)-'LP;L·u;(Le) 

L. i=l i=l 

q = carregamento uniformemente distribuido na viga; 

P;0 carga axial aplicada no CG da camada i em x = 0; 

P;L. = carga axial aplicada no CG da camada i em x = Le. 

(3.130) 
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3.3.3.6 Energia potencial total 

A expressao para o calculo da energia potencial total U da viga, pode agora ser escrita 

como a soma das equayoes (3.124), (3.129) e (3.130): 

~ E;A; f [ .2 1( ')4 '( .)2] ~E); r ( .. )2 U= £...,--J
1 

u. +- w +u. w dx+£...,--J
1 

w dx+ 
i=l 2 L. 1 4 I i=l 2 L. 

+ t n:(P, +P,L+-exp(- ~)]dx-
2 2 

-J qwdx- L:P;
0
u;(O)-L:P;L•u;{Le} (3.131} 

Le i=l i=l 

3.3.3.7 Equa~oes de Euler-Lagrange 

As equayoes de Euler-Lagrange ( equayoes de equilibrio para o sistema ) sao obtidas 

igualando-se o variacional de U a zero: 

(3.132) 

As expressoes obtidas sao extensas e podem ser vistas no artigo de WHEAT e CALIXTO 

(1994). 

Embora uma soluyao analitica para o sistema de equayoes tenha sido obtida, seu uso foi 

abandonado pelos autores, em detrimento de uma soluyao numerica que possa ser aplicada mais 

facilmente. 0 metodo numerico utilizado foi o "shooting methods", uma tecnica para resolver 

problemas lineares e nao lineares de valores de contomo para dois pontos. Os valores entao 

obtidos foram comparados com seus resultados experimentais, indicando uma boa aderencia. 
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3.4 Modulo de Deslizamento da Conexio 

0 deslizamento entre a madeira e o concreto, mecanicamente conectados, pode ser levado 

em consideravao em modelos estruturais, segundo varios autores e normas - GIRHAMMAR e 

GOPU (1991 e 1993), STEVANOVIC (1996), CAPRETTI e CECCOTTI (1996), 

CECCOTTI(1995), GUTKONSKI e CHEN (1996), McCHUTF 1N (1986), NEWMARK, 

SIESS e VIEST (1951), LHUEDE (1988), ISO 6891/83, DIN 1052/69- por meio do modulo de 

deslizamento da conexao ( expressao (3.7)): 

onde: 

Fs 
K=­

u 

F s = forva de cisalhamento no corrector; 

u = deslizamento entre a madeira eo concreto. 

(3.7) 

NEWMARK, SIESS e VIEST (1951) investigam vigas mistas com interavao incompleta 

( onde existe o deslizamento ), estudando principalmente vigas mistas de perfis metalicos de sevao I 

e mesas de concreto. Assim como existe urn deslizamento relative entre as partes, o modulo de 

deslizamento - 0 imico parfunetro que nao e derivado das dimensoes das vigas ou das propriedades 

de seus materiais - deve ser determinado a partir de ensaios de cisalhamento em corpos de prova. 

Os autores afirmam que a teoria de vigas mistas com interavao parcial ( conexao semi-rigida ) nao 

se limita ao tipo de estrutura analisada. Acreditam que a teoria possa ser usada para qualquer tipo 

de composivao de estruturas com dois materiais conectados mecanicamente desde que as hipoteses 

basicas sejam satisfeitas. 0 artigo desses pesquisadores e bastante extenso e e citado por varios 

outros autores contemporaneos que desenvolveram expressoes mais claras e melhor adaptadas as 

estruturas madeira-concreto, porem ainda baseados nestes mesmos conceitos e hipoteses basicos. 

Como afirmam GUTKONSKI e CHEN (1996), muitos autores exarrunaram o 

deslizamento relative entre elementos conectados mecanicamente e derivaram varios metodos de 
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ensam para medirem o modulo de deslizamento, bern como expressoes empiricas para sua 

determinayao. 0 modulo de deslizamento e definido como a inclinayao da curva carga x 

deslizamento para urn ensaio de cisalhamento em escala real de urn corpo de prova contendo os 

materiais conectados. A relayao e nao linear, mas e freqiientemente assumida, por simplificayao, 

como sendo linear. 

CAPRETTI e CECCOTTI (1996) analisam os efeitos causados as vigas de seyao duplo T 

cujas almas sao de madeira e as mesas de chapa de ayo corrugado e concreto, em ensaios de curta 

e longa durayao ( cinco anos ). Nos ensaios de longa durayao, uma das vigas compoe parte da 

estrutura de uma escola secundaria, Figura 1. 8, enquanto a outra e uma viga de ensaio colocada 

ao ar livre. Os autores concluem que a variayao sazonal da umidade ocasiona flutuayoes sazonais 

nas deflexoes e nos deslizamentos monitorados, tanto na estrutura real como no ensaio. Alem 

desses ensaios, tambem foi executado urn ensaio de curta durayao. E interessante notar que os 

modulos de deslizamento obtidos para OS testes de curta e Ionga durayao foram calculados 

indiretamente a partir de deslocamentos verticais medidos no meio do vao para urn determinado 

carregamento ( 1,25 vez a carga de serviyo de projeto para o ensaio de curta durayao e 0,25 vez a 

carga de serviyo de projeto para os ensaios de longa durayao ). Desta forma, com os 

deslocamentos verticais medidos, e possivel atraves das expressoes (3.105), (3.82), (3.83), (3.84) 

e (3.8), atraves do ca.Iculo inverso, obter-se os modulos de deslizamento para os dois casos. 

CAPRETTI e CECCOTTI (1996) assim como GUTKONSKI e CHEN (1996) mostram 

algo bastante notado na bibliografia pertinente, que consiste na pequena variayao do produto de 

rigidez efetivo (EI)er para grandes altera9oes no modulo de deslizamento K, o que pode justificar 

urn rigor nao tao elevado na determinayao experimental deste ultimo para.metro. Qualitativamente, 

isto pode ser visto na Figura 3.19. Este fato e de grande importancia, como descreve SORIANO 

(1999), por existirem divergencias entre as indicayoes para a determinayao do modulo de 

deslizamento do corpo de prova. Essas divergencias, conforme apresentado nesta seyao, vao 

desde a forma do exemplar, durayao e sequencia de carregamento, ate a relayao de numero de 

conectores a serem utilizados por corpo de prova. 
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Figura 3.19 Rigidez efetiva X modulo de deslizamento. 
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A norma ISO 6891/83 ( equivalente a europeia EN 26891 ), para a determinayao da 

resistencia e da deform~ao da conexao ( deslizamento ), prescreve principios gerais caracteristicos 

de junyoes conectadas mecanicamente, entre eles a determinayao do modulo de deslizamento K da 

conexao. 

A norma e bastante clara com rela9ao ao procedimento de carregamento e medida dos 

deslizamentos, bern como da precisao dos equipamentos necessiui.os. No entanto, as dimensoes 

dos corpos de prova nao sao explicitamente apresentadas ( e dito que as formas e as dimensoes 

dos corpos de prova serao detalhadas para diferentes tipos de conectores em separado em futuras 

normas ). Apenas e recomendado que as dimensoes e formas sejam as mais realisticas possfveis 

para obter -se as informayoes mais proximas da realidade. 

Deve-se ressaltar tambem que a norma ISO 6891/83 e destinada a estruturas de madeira e 

nao madeira-concreto, o que pode trazer algumas imperfeiyoes. No entanto, na ausencia de uma 

norma especifica para projetos de estruturas mistas madeira-concreto, a utiliza9ao desta ISO, para 

estruturas mistas, foi feita por CECCOTTI (1995). 

WILKINSON (1971 e 1972) descreve outra maneira interessante de se obter o modulo de 

deslizamento K da conexao baseado nos estudos de WINKLER (1867) e KUENZI (1955). Em 
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seus estudos, o autor considera o prego ( conector ) como sendo uma viga em contato com 

funda9ao elastica, sendo esta a madeira. Sao utilizados principios basicos da Mecaruca dos Solos e 

derivadas express6es exatas e aproximadas em funyao das dimens6es a e b ( penetra96es do 

conector na madeira - Figura 3.20 ), bern como do parametro 'A. 

A equayao diferencial da linha elastica do prego em contato com a funda9ao elastica e 

dada por: 

on de: 

EI = produto de rigidez do prego; 

v = deflexao do prego no ponto x ( sendo o eixo x axial ao prego ); 

k = modulo de fundayao elastica. 

(3.133) 

A solu9ao desta equa9ao (3.133), bern como as express6es para o calculo de deflex6es, 

momentos fletores e for9as cortantes, envolvem o parametro: 

(3.134) 

Assim, como primeira aproxima9ao para conex6es pregadas, tem-se: 

(3.135) 

onde: 



8 = deslizamento da conexao; 

P = carregamento. 
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e os fatores Lr, Lz, J 1, h, K1 e Kz sao combina~oes de fun~oes trigonometricas e hiperbolicas dos 

parfunetros A.1a e A.zb, em que a e b representam o quanto o prego penetra na madeira mais 

proxima e mais distante de sua cab~a, respectivamente, como mostrado na Figura 3 .20 e Ai 

segundo o definido em (3 .134) para cada uma das camadas i. Desta forma, o termo entre colchetes 

da equa~ao (3.135), representa o inverso do modulo de deslizamento. As expressoes exatas, bern 

como aproximadas para os fatores anteriormente citados sao apresentados na Tabela 3.2. 0 uso 

destas expressoes aproximadas resultam em tres equayoes classificadas segundo os valores de A.1a 

ef.vzb: 

(3.136) 

(3.137) 

(3.138) 
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Figura 3.20 Nota9ao usada para a conexao entre do is membros. 

FONTE: WILKINSON,l972,p.2007. 
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Tabela 3.2 Expressoes para os parametros da equayao (3.135). 

Parametros da Express\\es aproxim<ldas 

equa¢o (3.135) 
ExpressOe:s ex.atas 

>.,a ,e .\ 1 b > 2 >. 
1
a e .\ 2 b < 2 

( 1) {2) {3) (4) 

~ [sinh .\ 1 a cosh .\ 1 a - Bin >. 1 a cos >. 1 a] ~ 2 
L, 

k, slnh2 >.
1
a - slnl . .\

1
a k, k

1
a 

~ [sinh >. 3 b cosh >. 3b - sin >. 3 b cos .\3 b] ~ 2 
L, 

k, sinh* .\2 b - sln2 .\2 b k, k,b 

~ [slnh
2 

>. 1a + sln
2 >. 1a] >.' 3 

J, ::...a 
k

1
a2 k 1 slnh1 >.

1
a - sln2 >.

1
a k, 

~ [slnh
1 

>. 1 b + sln
2 

>. 1 b] >.' 3 
J, :.:.l 

k,h 1 k
2 

slnh1 >. 1 b- stn2 .\
2

b k, 

~ [sinh .\ 1a cosh >. 1a + sin >. 1a cos >.,a] >.' 3 
K, ::...a 

k 1a 2 k, slnh1 .\
1
a - sln1 >.

1
a k, 

' 

~ [sinh >. 1 b cosh >. 2 b + sin >. 3b cos >.zb J >.' 3 
K, :.:.l 

k,b 2 k 2 slnh1 >.
2

b - sin* >.
2

b k, 

FONTE: WILKINSON, 1972,p.2008. 

As expressoes do modulo de deslizamento resultantes para cada caso sao extensas e 

podem ser observadas no trabalho do autor. T odas elas envolvem o parametro ko ( constante de 

capacidade elastica), que pode ser relacionado como modulo de funda9ao: 

(3.139) 

on de: 

d = diametro do prego. 

Assim, conhecida a constante de capacidade elastica do problema, e possivel determinar o 

modulo de deslizamento da conexao, a equa9ao da linha elastica, bern como outros parametros, 

como tensoes etc. 
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WILKINSON nesses mesmos trabalhos, indica que a constante de capacidade elastica e 

uma propriedade relacionada unicamente com a especie da madeira envolvida, atuando como uma 

funda~ao elastica. 0 autor vai mais Ionge e diz que ko apenas depende linearmente do peso 

especifico da madeira. Alem disso, e necessario verificar, se existe a pre fura~o da madeira ou 

nao, e se o carregamento atua paralela ou perpendicularmente as fibras. Porem, segundo 

ALMEIDA (1990) nao se deve considerar que esta resistencia ( resistencia ao embutimento) seja 

proporcional a densidade da madeira para especies brasileiras. 

As hipoteses que WILKINSON considera permitem que se tenham duas madeiras 

conectadas com diferentes densidades, resultando em duas constantes de capacidade elastica: 

(3.140 a,b) 

Nos ensaios de WILKINSON (1971), observou-se que o limite de linearidade no diagrama 

carga x deslizamento foi da ordem de 0,011 in ( 0,28 mm ). Embora a analise deste autor seja 

destinada a estruturas inteiramente em madeira e, mais do que isso, para essencias estrangeiras, 

SANTANA ( 1997) pro poe que ko seja obtido indiretamente a partir de k 0 modulo de funda~ao k 

pode ser considerado como sendo a tangente a origem do diagrama carga linear x deslizamento de 

urn ensaio de embutimento como o da norma NBR 7190/97. Assim, pode-se determinar uma 

resistencia ao embutimento para a madeira e outra para o concreto. 

GUTKONSKI e CHEN (1996) comparando a influencia do tipo de prego e da resistencia 

do concreto em rela~ao ao modulo de deslizamento, verificaram que a resistencia do concreto 

possui grande influencia no modulo de deslizamento, e que 0 tipo de prego possui grande 

influencia com rela~ao a carga ultima. Assim, quando o deslizamento inicia, a maior deforma~ao 

ocorre na regiao de intera~o entre concreto, madeira e pregos, mas a falha e no prego. Isso foi 

verificado ja que depois dos testes, os pregos foram removidos de modo a observar a deforma~ao 

do conector. Na maioria das vezes os pregos somente deformaram-se proximos a interface entre 

madeira e concreto. As partes do prego proximas a sua cabe~a e ponta permaneceram retas. 
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McCUTCHEON (1986) estuda vtgas mistas madeira-compensado-OSB ( OSB: sigla 

utilizada para Oriented Strandboard ) admitindo comportamento linear dos materiais, bern como 

da conexao ( pregos ), isto e, com urn modulo de deslizamento constante. Os resultados dos 

testes indicam que a teoria leva a uma boa estimativa da rigidez da viga, considerando-se a grande 

variabilidade dos materiais envolvidos. Os deslizamentos obtidos nao coincidiram com os previstos 

tao bern como a rigidez, porem isto ja era esperado. A teoria assume uma relac;ao linear para carga 

x deslizamento, enquanto que a relac;ao, na realidade, e nao linear. Segundo McCUTCHEON 

( 1986) isto nao possui urn grande efeito na rigidez de vigas de seyao T ou I, onde o principal 

elemento e a alma, mas e critico com relac;ao a determinac;ao do deslizamento. 

AHMADI e SAKA (1993) analisam ptsos de madeira-concreto que sao largamente 

utilizados na regiao do Golfo Persico devido a alta resistencia dessas estruturas ao calor e a 

agressividade do meio ambiente da area. Quando nenhum conector e utilizado, as vigas de madeira 

e a laje de concreto trabalham independentemente. Os autores sugerem o uso de pregos de alta 

resistencia a urn custo relativamente baixo para funcionarem como conectores ao cisalhamento, de 

forma a fazer com que a estrutura resista aos esforc;os como uma sec;ao composta. Investigac;oes 

experimentais mostraram que e possivel obter uma conexao totalmente rigida ( sem deslizamentos) 

atraves de pregos especificos. A estrutura composta foi entao submetida a ensaios estaticos para 

carregamentos de curta durac;ao, de carregamento ciclico e de carregamento de longa durac;ao. 

Observou-se que em termos de resistencia e de utilizac;ao o comportamento da estrutura esta 

dentro dos limites de vilrias normas. Esta relac;ao tambem foi verificada atraves de anillise por 

elementos finitos. Os resultados teoricos e experimentais obtidos mostram claramente que e 

possivel obter urn sistema mais rigido, maiores vaos e uma significativa reduc;ao no numero de 

vigas de madeira, enquanto que em nada a estrutura perde com relac;ao a sua capacidade de resistir 

ao calor e a agressividade do meio ambiente. Em seus ensaios nao houve diferenc;as significativas 

na resistencia dos pregos que penetravam na madeira, lid ( 11 vezes o difunetro do prego ) ou 

15d, de forma que os autores concluem que para o prego desenvolver completamente toda a sua 

capacidade de resistencia e necessilrio e suficiente que a penetrac;ao na madeira seja de pelo menos 

lid. Este resultado e proximo aqueles dados pelas normas NBR 7190/97 e DIN 1052/69 que 

dizem que o prego deve penetrar na madeira mais distante de sua cabec;a, no minimo, 12d. 
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AHMADI e SAKA (1993), McCHUTEON (1986), NEWMARK, SIESS e VIEST (1951) 

e GUTKONSKI e CHEN (1996) entre outros determinaram em seus ensaios os modulos de 

deslizamento nos pontos cujos deslizamentos sao iguais a 0,015 in ( 0,38 mm)- K15 e 0,040 in 

(1,02 mm)- K40. 0 valor K15 em geral e utilizado como o modulo de deslizamento de servi~o da 

conexao, enquanto K40 como o modulo de deslizamento ultimo. Segundo McCHUTEON 

(1986), a carga que resulta em urn deslizamento de 0,015 in ( 0,38 mm) e escolhida para de:finir a 

rigidez da conexao porque o nivel aproximado de deslizamentos em vigas T e I de seus ensaios 

acusaram essa ordem de deslizamentos em condi~oes de servi~o. Ja AHMADI e SAKA (1993) 

utilizam K15 pois seus gra:ficos revelam que quando o deslizamento atinge 0,015 in ( 0,38 mm) a 

proporcionalidade ( linearidade ) do diagrama carga x deslizamento desaparece. Cabe ressaltar que 

pela forma tipica do diagrama carga x deslizamento os correspondentes modulos de deslizamentos 

sao maiores para menores deslizamentos e assim, K15 e maior que K40 ( ver Figura 3.1 ). Ja, 

LHUEDE (1988) determina os parfunetros de rigidez e resistencia de uma liga~ao pregada para 

urn nivel de deslizamento superior a 0,015 in ( 0,38 mm ). Segundo ele, para esse pequeno 

deslizamento o nivel de variabilidade nos ensaios do respectivo carregamento e muito alto. 

Alternativamente, ALMEIDA (1987) propoe que o ensaio de liga~ao seja feito com 

carregamentos monotonicos, porem mantida a carga constante durante urn certo intervalo de 

tempo. Assim quando, mantido urn carregamento constante, aparecer urn deslizamento de 0,02 

mm ( carga de 1 o. limite ) atingi-se o limite de elasticidade da liga~ao e para este ponto determina­

se o modulo de deslizamento de utiliza~ao. E para aquela carga que provoca urn deslizamento de 

0,10 mm ( carga de 2°. limite ) atingi-se o limite de :fim de deslizamento controlado e para este 

caso calcula-se 0 modulo de deslizamento ultimo. 

Tambem e possivel determinar a resistencia da liga~ao, bern como seu modulo de 

deslizamento pelo que esta exposto no anexo C da NBR 7190/97, para o caso da determina~ao 

direta destes parametros atraves de ensaio de Iiga~oes com pinos ou cavilhas. A norma brasileira 

de estruturas de madeira e bastante precisa com rela~ao as dimensoes dos corpos de prova, 

procedimentos de carregamento, instrumenta~ao e medi~ao. Porem, nada se sabe sobre a sua 

utilizayao para estruturas de madeira-concreto. 
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0 EUROCODE apresenta as seguintes expressoes empiricas que estimam os valores do 

modulo de deslizamento de serviyo ( Estados Limites de Utilizac;ao ): 

• Para conexoes entre madeira-madeira ( ou derivados ). 

pl,5d 
K = _k_ segundo EUROCODE 5 

ser 20 

onde: 

pk =valor caracteristico da densidade da madeira, em kg/m
3

; 

d = difunetro do prego, em mm. 

A expressao foi utilizada, por exemplo, em FERREIRA e ALMEIDA (1997). 

(3. 141) 

Para os casos em que os materiais conectados possuirem densidades diferentes, deve-se 

considerar uma densidade caracteristica equivalente dada por: 

onde: 

p k = valor caracteristico da densidade equivalente, em kg/m
3

; 

P1: 1 =valor caracteristico da densidade da madeira 1, em kg/m
3
; 

pk2 =valor caracteristico da densidade da madeira 2, em kg/m
3

; 

• Para conexoes entre ac;o-concreto ou madeira-concreto. 

Kser = 0,125dE 0,w,meam segundo EUROCODE 4 

on de: 

Eo.w.meam =modulo de elasticidade da madeira medio. 

A expressao foi utilizada, por exemplo, em CECCOTTI (1995). 

(3. 142) 
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Em ambos os casos anteriores pode-se os EUROCODE's estimam o valor de Ku1t 

( utilizado nos Estados Limites Ultimos) atraves de: 

(3.143) 

A maioria das pesquisas feitas sobre as caracteristicas de carga x deslizamento de uma 

conexao refere-se a ligayoes pregadas. Assim, alguns autores assumem que o prego e a madeira 

comportam-se como fundayao elastica (WILKINSON (1971 e 1972) ). Assumindo elasticidade 

no comportamento do prego e da madeira que esta a sua volta apenas, obtem-se respostas 

lineares, segundo experimentos, para pequenos deslizamentos. De fato, a madeira em contato com 

o prego falha devido ao embutimento, enquanto que o ayo que constitui o prego pode escoar 

gerando uma relayao nao linear de carga x deslizamento. Desta forma, FOSCHI e BONAC (1977) 

tratam o problema de interayao madeira-prego como elasto-plastico. As relayoes carga x 

deslizamento obtidas por estes autores sao comparadas com os valores de rigidezes obtidos por 

WILKINSON (1971 e 1972), va.Iidas para pequenos deslizamentos, e de capacidade ultima 

obtidos por LARSEN (1973), va.Iida apenas para determinayao da carga Ultima. Alem disso, uma 

analise por elementos finitos foi realizada pelos autores. Foram obtidos resultados satisfat6rios, 

em cada faixa de validade, entre os metodos como se ve na Figura 3 .21. 
p (!b) I 

J /;J~;nton I•) _ .c:la•:~~)- _ 
JOO r ------.,...-,.:-.-.----. . 

/
. . . 

. . ..... 
• • • • • ·~xperimental 

200 

Modificada 

Paddo 

oos 

0 - .... 

0.10 0.15 C.(m) 

Figura 3 .21 Comparayao entre os resultados experimentais e te6ricos obtidos por FOSCHI e 

BONAC e os resultados te6ricos de WILKINSON e LARSEN. 

FONTE: FOSCill e BONAC,l977,p.l21. 
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Portanto, para analise de vigas mistas madeira-concreto devem ser efetuados ensaios de 

Iigayoes para determinayao do modulo de deslizamento da conexao, parfunetro de relevante 

importancia nos equacionamentos dos Metodos Exato e Aproximado. Para tanto, existem alguns 

procedimentos apresentados nesta seyao, destacando-se o da ISO 6891/83, o da NBR 7190/97, o 

de ALMEIDA (1987) e de WILKINSON (1971 e 1972). 

Da observayao dos valores experimentais obtidos dos trabalhos apresentados nesta se9ao, 

pode-se concluir que a ordem de grandeza do modulo de deslizamento nas vigas de madeira­

concreto conectados atraves de pregos e algo em torno de 2.000 a 20.000 N/mm. 

3.5 Capacidade de Resistencia dos Materiais 

Nas seyoes 3 .2.1 e 3 .2.2 sao apresentados metodos de calculo que permitem determinar 

para vigas mistas de se9ao T, cuja alma e de madeira e a mesa de concreto, as tensoes normais e 

de cisalhamento que atuam nos dois materiais, fluxo de cisalhamento na interface e linha elastica 

da viga. 

A segutr sao apresentadas expressoes dos limites de capacidade de resistencia dos 

materiais, bern como dos limites de deslocamentos permissiveis. Tal estudo servira como urn 

balizamento para o pre-dimensionamento ( determina9ao das dimensoes da se9ao, espa9amento e 

difunetro dos conectores etc.) das vigas mistas. 

3.5.1 Segundo NBR 7190/97 ( Projeto de Estruturas de Madeira ) 

Os procedimentos a seguir destinam-se ao dimensionamento de ligayoes pregadas entre 

pe9as de madeira. 

A norma NBR 7190/97 define a resistencia caracteristica paralela as :fibras da madeira 

( f~o,k ), bern COffiO SeU modulo de e}asticidade a compressaO parale}a as :fibras medio ( ~O,m ) de 



93 

acordo com a classe de resistencia da madeira na umidade padrao de referencia U = 12% ( Tabelas 

8 e 9 da norma ). 

com 

onde: 

0 valor de citlculo fwco,d e obtido a partir do valor caracteristico fwco,k, pela expressao 

f wcO,k 

fwcOd = kmod --
' 'V 

• we 

k mod = k mod, I k mod,2 k mod .. 3 

y we = coeficiente de minorayao das propriedades da madeira; 

kmod = coeficiente de modificayao; 

(3.144) 

(3.145) 

k mod, I = coeficiente que leva em conta a classe de carregamento e o tipo de material 

empregado ( Tabela 10 da norma ); 

k moo..z = coeficiente que leva em conta a classe de umidade e o tipo de material empregado 

( Tabela 11 da norma); 

k mod,3 = coeficiente que leva em conta se a madeira e de primeira ou segunda categoria. 

Nas verificayoes de seguranya que dependem da rigidez da madeira, o modulo de 

elasticidade paralelamente as fibras deve ser tornado com o valor efetivo: 



94 

(3.146) 

Os esforvos resistentes a solicitayao de compressao de pinos embutidos em orificios da 

madeira sao determinados por ensaio especifico de embutimento, realizado segundo metodo 

aproximado, exposto no Anexo B da norma. Na falta da determinayao experimental especifica, 

admitem-se as relayoes aproximadas expressas por 

(3.147 a,b) 

Em Iigayoes pregadas sera obrigatoriamente feita a pre-furavao da madeira, com difunetro 

do nao maior que o difunetro der do prego, com valores usuais: 

d
0 

= 0,98der ( dicotiledoneas) (3.148) 

d 0 = 0,85der ( coniferas) (3.149) 

onde: 

der = difunetro efetivo medido nos pregos a serem usados. 

A penetravao da ponta do prego na peya de madeira mais distante de sua cabeva deve ser 

de pelo menos 12d. 

0 valor da resistencia de urn pino meta.Iico ( prego ou parafuso ) correspondente a uma 

(mica seyao de corte e determinado em funvao do valor do parfunetro 

on de: 

t 
(3=­

d 
(3.150) 



e 

sendo: 
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t = espessura convencional da madeira ( no caso de vigas de seyao T, corresponde a 
espessura da mesa ); 

d = difu:netro do prego. 

Estabelecendo como valor limite 

fyk = 600 MPa ( valor minimo para pregos ) 

y s = 1,1 

fyk = resistencia caracteristica ao escoamento do pino meta.J.ico; 

fyd = resistencia de cruculo ao escoamento do pino metillico; 

y. = coeficiente de minorayao do ayo; 

f\WO,d = resistencia de ca.J.culo de embutimento. 

(3.151) 

(3.152) 

(3.153) 

(3.154) 

0 valor de ca.J.culo Rvd.I da resistencia de urn pino, correspondente a uma unica seyao de 

corte, e dada pelas expressoes seguintes: 



onde: 

I- Embutimento da madeira ( conexiio de "grande'·' rigidez) 

e 
Rvd,l = 0,40~ fwed 

II - Flexiio do pino ( conexiio de "'pequena" rigidez) 

3.5.2 Segundo CECCOTTI ( STEP 2 - Eurocode ) 
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(3.155) 

(3.156) 

(3.157) 

(3.158) 

(3.159) 

CECCOTTI (1995) apresenta o dimensionamento de uma viga mista de sevao T, cuja 

mesa e de concreto e a alma de madeira, baseando-se nas expressoes dos EUROCODEs 2, 4 e 5. 

Os dois materiais, neste exemplo, sao conectados por meio de barras de a<;o para concreto armado 

como os tipos (a2) mostrados na Figura 1.3. 

As propriedades de resistencia e rigidez dos materiais sao obtidas a partir dos 

EUROCODES 2, 4 e 5. Como ja foi dito anteriormente, para o modulo de elasticidade da 

madeira, de deforma<;ao longitudinal do concreto e para o modulo de deslizamento da conexao, os 

valores medios sao utilizados no projeto, embora urn estado limite seja considerado. 
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CECCOTTI (1995) afirma que de acordo com resultados de testes viilidos, quando a 

deformavao no concreto pode ser considerada negligenciavel - isto e, no caso de 

fck,cuho 2: 30N I mm
2 

( fck,cilindt<> = fck 2:21,3 N I mm
2 

) - e a altura que o conector penetra no 

concreto sendo maior que 3d , pode-se admitir como va.Iidas as expressoes empiricas (3.142) e 

(3.143). 

Quanto a conexao, a falha pode ocorrer nos seguintes pontos: 

• concreto ( compressao localizada ) 

(3.160) 

onde: 

d = difu:netro do conector; 

fck = resistencia caracteristica ( cilindro ) do concreto; 

y c = coeficiente de minoravao da resistencia do concreto; 

Ec =valor nominal do modulo de deformavao longitudinal do concreto. 

• conector 

(3. 161) 

onde: 

fu = resistencia a trayaO do ayo; 

y s = coeficiente de minoravao da resistencia do ayo. 



98 

• madeira ( compressao localizada - embutimento ) 

(3.162) 

onde: 

Myd = momento que provoca o escoamento do conector devido a flexao. 

0 autor considera redu~oes nos m6dulos de elasticidade da madeira e de deforma~ao 

longitudinal do concreto devido a fluencia. Dessa form~ parametres que sao fun~oes desses 

valores tambem sofrem altera~oes, como por exemplo o modulo de deslizamento por ele adotado 

( expressao empirica (3.142)). E possivel veri:ficar atraves de seus ca.lculos e expressoes que no 

material que possui maior coeficiente de fluencia (no caso o concreto) as tensoes normais nele 

atuantes diminuirao, enquanto que o de menor coeficiente de fluencia ( no caso a madeira ) 

aumentani o nivel de tensoes normais com o tempo. Assim, as maiores tensoes normais no 

concreto ocorrem no estagio inicial, enquanto que na madeira o caso critico se da ap6s toda a 

deforma~ao lenta. No caso das tensoes tangenciais, elas sao maiores no estagio inicial. 

CECCOTTI (1995), para simplificar os calculos e a favor da seguran~a, admite todo o esfor~o de 

cisalhamento como sendo absorvido pela alma de madeira. 

A nova norma de madeiras, NBR 7190/97, tambem considera o coeficiente de fluencia <P 

da madeira, o qual varia de acordo com as classes de carregamento e de umidade consideradas, 

conforme e mostrado na Tabela 15 da norma. 



3.5.3 Deforma~oes limites para as constru~oes correntes e com materiais frageis nao 

estruturais segundo a NBR 7190/97 

3.5.3.1 Constru~oes Correntes 
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A norma preve que deve ser verificada a seguran<;:a em rela<;:ao ao estado limite de 

deforma<;:oes excessivas que possam afetar a utiliza<;:ao normal da constru<;:ao ou seu aspecto 

estetico, considerando apenas as combina<;:oes de a<;:oes de longa dura<;:ao, levando-se em conta a 

rigidez efetiva definida pelo modulo Eco,ef . 

A tl.echa efetiva Uer, determinada pela soma das parcelas devidas a carga permanente Ua e a 

carga acidental UQ, nao pode superar 1/200 dos vaos, nem 1/100 do comprimento dos balan<;:os 

correspondentes. 

As tl.echas devidas as a<;:oes permanentes podem ser parcialmente compensadas por contra­

tl.echas Uo dadas na constru<;:ao. Neste caso, na verifica<;:ao da seguran<;:a as tl.echas devidas as 

a<;:oes permanentes podem ser reduzidas de Uo, mas nao se considerando redu<;:oes superiores a 

2 
ua, como mostrado na Figura 3.22. 

3 

Figura 3.22 Verifica<;:ao das deforma<;:oes limites. 
Fonte: NBR 7190/97,p.l09. 
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3.5.3.2 Constru~oes com materiais frageis 

Nas constru<;oes em que haja materiais fhigeis ligados a estrutura, como forros, pisos e 

divis6rias, cuja fissura<;ao nao possa ser evitada por meio de disposi<;oes construtivas adequadas, a 

verifica<;ao da seguran<;a em rela<;ao aos estados limites de deforma<;oes procura evitar danos a 

esses materiais nao estruturais. 

Nestes casos, as combina<;oes de a<;oes a considerar sao as especificadas em 4.8.2 ou 4.8.3 

da norma, conforme o rigor da seguran<;a pretendida. 

As flechas totais, incluindo o efeito da fluencia, devidas as combina<;oes de a<;oes 

consideradas, nao devem superar 1/350 dos vaos, nem 1/175 do comprimento dos balan<;os 

correspondentes. As flechas devidas apenas as a<;oes variaveis da combina<;ao considerada nao 

devem superar 1/300 dos vaos ou 1/150 do comprimento dos balan<;os correspondentes, nem o 

valor absolute de 15 milimetros. 

3.5.4 Obten~ao experimental dos parametros de resistencia e rigidez 

Os parametros de resistencia e rigidez indicados anteriormente podem ser obtidos 

diretamente atraves de ensaios padronizados, cujos procedimentos envolvem tamanho de lote, 

quantidade de corpos de prova, velocidade de carregamento, etc. Estas especifica<;oes podem ser 

obtidas nas seguintes normas brasileiras: 

• madeira 

NBR 7190/97 Projeto de estruturas de madeira. 

• concreto 

NBR 5739/94 Concreto - Ensaio de compressao de corpos de prova cilindricos -

Metodo de Ensaio. 

NBR 8522/84 Concreto- Determinayao do modulo de deforma<;ao estatica e diagrama 

tensao-deforma<;ao- Metodo de Ensaio. 
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3.5.5 Considera~oes sobre a defonna~ao lenta nas estrntnras mistas madeira-concreto 

3.5.5.1 Comportamento higroscopico 

Com rela<;ao a analises de Ionga dura<;ao pode-se citar os trabalhos de CAPRETTI e 

CECCOTTI (1996) que planejaram urn ensaio que durou 5 anos, de 1991 a 1996, de vigas de 

alma dupia de madeira laminada colada com mesa de avo corrugado e concreto. As vigas sao 

mostradas nas Figuras 3.23 e 1. 8. 

Figura 3.23 Teste de longa durayao. 

FON1E: CAPREITI e CECCOTTL 1996, p.445. 

Os resultados obtidos das medidas de deslocamentos e deforma<;5es nos meios dos vaos, 

deslizamentos nas extremidades das vigas, bern como da umidade das vigas de madeira permitiram 

algumas condusoes das quais as mais importantes sao citadas a seguir. 

o a diw.inui<;ao da umidade na viga de madeira implica em seu encurtamento fazendo com que os 

deslocamentos verticais diminuam e os desiizamentos aumentem. Por outro lado, o aumento da 

umidade na viga de madeira faz com que ela se alongue aumentando os deslocamentos verticais 

e diminuindo os deslizamentos. T ais fenomenos foram comprovados atraves da investiga<;ao 

que durou 5 anos, como pode ser observado nos diagramas das Figuras 3.24, 3.25, 3.26 e 3.27. 

Nestas :figuras, Sp signi:fica Spring- Primavera. 
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Figura 3.24 Teste de umidade de longa dura9ao na madeira (media de 4 pontos ). 

FONTE: CAPRETII e CECCOTTI, 1996. p.445. 

400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 

tempo [ dias] 

Figura 3.25 Retra9ao e alongamento normal as fibras durante o teste de longa dura9ao. ( medidas 

de 3 pontos: A1, B1 e Cl ). 

FONTE: CAPRETII e CECCOTII, 1996, p.446. 
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Figura 3.26 Deslocamentos verticais no meio do vao ( UI = viga 1; U2 = viga 2) durante o teste 

de longa dura9ao. 

FONTE: CAPRETTI e CECCOITI, 1996, p.446. 
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Figura 3.27 Deslizamentos junto aos apo10s da VJga madeira-concreto .. ( Vl = exiremidade 

esquerda; V2 extremidade direita; \tf..1 = media dos deslizamentos das 

extremidades da viga 1 ). 

FOl\'TE: CAPRETTI e CECCOTTI, 1996, p.447. 

o o coeficiente de fluencia proposto no E1.JROCODE 5 nao e adequado para as estruturas de 

madeira-concreto, pois os resultados experimentais mostraram-se bastante divergentes do valor 

apresentado nesta norma. Segundo os autores este fato pode ser explicado devido ao 

ElJROCODE 5 ser uma norma de estruturas de madeira e no caso estar sendo usado para 

estruturas mistas. 
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3.5.5.2 Fiuenda nas unifies pregadas de madeira 

Segundo ALNIEIDA (1990), a determina9ao do comportamento mecfurico das estruturas e 
feita usualmente por meio de ensaios de curta dura~ao. 0 tempo de dura<;ao dos ensaios nipidos 

esta compreendido entre 3 e 5 minutos. Nos ensaios rapidos nao sao considerados os efeitos 

decorrentes do tempo de dura~ao do carregamento na estrutura, que sao importantes na 

considera~ao das condi96es de servi9o. Para isso, e necessaria a aplica9ao de carregamentos de 

longa dura~ao. Estes ensaios sao conhecidos como ensaios de deforma<;ao lenta, ou ainda ensaios 

de fluencia. 

Para desenvo1ver 0 estudo das cargas de Ionga dura9aO e preciso fazer algumas 

considera<;oes sobre a classifica~ao das cargas em rela9ao ao tempo. 0 ElJROCODE 5 classifica a 

durayao das a96es em quatro categorias conforme a Figura 3.28 e a NBR 7190/97 em cinco 

categorias conforme a Figura 3.29. 

Classe das ~oes 

-Permanente ou 
de longa duracao 

-.Med.ia durac:ao 

-Curta duracao 

-lnst.ant.anea 

Figura 3.28 Classificayao das a96es. 

F01\1E: EUROCODE 5 

Classe de duracao 

10 anos 

8 meses 

1 semana 



Classe de 

carregamento 

Ac;:ao variavel principal da combinac;:ao 

Durac;:ao acumulada Ordem de grandeza da 

durac;:ao acumulada da 

ac;:ao caracteristica 

Permanente Permanente 

Longa durac;:ao Longa durac;:ao mais de 6 meses 

Media durac;:ao Media durac;:ao 1 semana a 6 meses 

I d Curta urac;:ao Curta durac;:ao menos de 1 semana 

Durac;:ao instantanea Durac;:ao instantanea muito curta 

Figura 3.29 Ciasse de carregamento ( Tabela 1 da NBR 7190/97 ). 

FONTE: NBR 7190, 1997, p.24. 

Pelo fato da madeira ser urn material higrosc6pico, as suas propriedades de rigidez e 

resistencia sao afetadas ao longo do tempo pela variayao das condiy5es ambientais, como foi 

mostrado na seyao anterior. Assim, os efeitos estruturais causados pela durayao do carregamento 

dependem da umidade inicial da madeira e das condi<;5es ambientais mantidas durante o ensaio. 

Os valores basicos de resistencia estabelecidos pelo ElJ'ROCODE 5 e 1\i"'BR 7190/97 

devem ser modi:ficados por meio de coe:ficientes de modi:ficayao kmoo determinados em fimyao do 

tempo de durayao do carregamento e da classe de umidade ambiente. 

Em sua analise, AL:tvffiiDA (1990) desenvolve uma maquina de ensaio que mantem o 

carregamento constante ao Iongo do tempo atraves de urn sistema de alavancas em que o 

carregamento e mantido sem ajuda de qualquer sistema de retro-alimenta<;ao eletro-mecaruco. 

Para o projeto dos corpos de prova usou-se o criterio de que a carga atuante fosse menor 

que a carga de primeiro limite, isto e, a carga que define o limite de elasticidade da uniao segundo 

os criterios de AL:f\1EIDA (1987 e 1990) conforme explicado na Sevao 3.4. 

106 
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Ai.em das deformavoes, foram registradas diariamente as condi96es ambientais de 

temperatura e umidade relativa do ar. Os sensores de temperatura e umidade foram colocados 

proximos ao conjunto de corpos de prova para detectar com maier precisao as condi96es 

ambientais. 

Dos ensaios, verificou-se elevadas taxas de fluencia ocorridas nas primeiras 24 horas de 

carregamento o que corresponde ao fenomeno de fluencia nipida. A fluencia rapida e tambem 

verificada em outros materiais como o concreto. Observou-se tambem que apos o 

descarregamento dos ensaios de fluencia, os quais duraram 128 dias, houve uma recupera98.o 

e1astica imediata. 

Sem dii·vida, tais fenomenos semelhat"ltes de flw3ncia ocorrem tambem no concreto. 

Modelos que levam em considera~tao a deforma~tao no concreto estao presentes nas normas 

pertinentes ao materiaL 

Dessa forma a analise da fluencia nas uni5es pregadas de madeira-concreto e bastante 

complexa e a necessidade de uma investigayao sistematica com base em urn extenso planejamento 

de ensaios parece ser a maneira mais racional para compreensao do fenomeno, visto que urn 

estudo teorico deste assunto, alem de demasiadamente complicado, nao produziria bons 

resultados. 

CECCOTTI (1995) apresenta como exemplo urn calculo de uma viga mista madeira­

concreto com conectores tipo a2 ( Figura 1.3 ). Nos calculos o autor utiliza as express5es do 

Metodo Aproximado segundo o EUROCODE 5. 

Ai.em do calculo para as condi~t5es iniciais e determinado tambem as tens5es e 

desloca.rnentos verticais para o estagio final, isto e, quando toda a fluencia no concreto e na 

madeira tiver ocorrido. Para representar este fenomeno, os modulo de elasticidade da madeira eo 

modulo de deforma~tao longitudinal do concreto sao modificados pelas express5es: 



onde: 

onde: 
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( %o-
E E' o 

c,lluencia = c/ 1 , ,(,. (3.163) 
\ T 'l'c,g 

Ec,r1uencia = modulo de deforma<;ao longitudinal do concreto levando-se em considera<;ao 

a fluencia; 

Ec = modulo de deforma<;ao longitudinal do concreto nao levando-se em considera<;ao 

a fluencia; 

%g = porcentagem do carregamento permanente com rela<;ao ao total; 

%q = porcentagem do carregamento variavel com rela<;ao ao total; 

<Pc,g = coeficiente de fluencia do concreto para carga permanente; 

<Pc,q = coeficiente de fluencia do concreto para carga variaveL 

.._ %q ~ 
, ' I 

1 T <Pw,q_) 

(3.164) 

Ev.~nuencia = modulo de elasticidade da madeira levando-se em considera<;ao a fluencia; 

E.v = modulo de elasticidade da madeira nao levando-se em considera<;ao a flu en cia; 

%g = porcentagem do carregamento permanente com rela<;ao ao total; 

%q = porcentagem do carregamento variave] com rela<;ao ao total; 

<P,,;g = coeficiente de fluencia da madeira para carga permanente; 

<P,,~q = coeficiente de fluencia da madeira para carga variavel. 

Com o tempo devido ao alto coeficiente de fluencia do concreto com rela<;ao a madeira, as 

tensoes tendem a migrar do concreto para a madeira. Desta forma , ao longo do tempo, as tensoes 

no concreto diminuem enquanto que na madeira, aumentam. 

Com rela<;ao aos conectores, como o concreto apresenta maior coe:ficiente de fluencia, as 

tensoes que nele atuam diminuirao como tempo. Conseqii.entemente, o fluxo de cisalhamento na 

interface concreto e madeira tambem. Sendo assim, os conectores devem ser dimensionados para 

o estagio inicial de carregamento, ou seja, sem considera<;ao de fluencia. A fluencia do metal que 

constitui o conector nao e considerada pelo autor. 
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3.6 Comentarios 

Na seyao 3.4 foram apresentados OS metodos para determinavao do Modulo de 

Deslizarnento K da conexao que rnede a rigidez da liga9ao entre a madeira e o concreto, alern de 

ser pararnetro fundamental para o dirnensionamento das vigas rnistas ern todas as rnetodoiogias de 

cakulo apresentadas neste trabalho. 

Pelas divergencias que se apresentam para a obten9ao desta propriedade da Iiga9ao, nao 

restarn duvidas de que rnuito estudo ainda e necessario. Pode-se chegar a urn rnetodo de ensaio, 

ern que dirnensoes, carregarnentos, rnateriais e o que rnais for necessario estejam todos 

padronizados a ponto de que, entre outras vantagens, ser possivel a cornpara9ao dos resultados 

obtidos, algo rnuito dificil de ser feito no estagio atual. Hoje, os procedirnentos para deterrnina9ao 

do Modulo de Deslizarnento sao distintos e algumas vezes ate opostos, como no caso da 

quantidade de conectores. Alguns autores afirrnam que a quantidade de pregos nao deve 

ultrapassar de dois, enquanto outros dizern que deve ser tantos quanto necessarios para 

representar o rnais fielrnente possivel a viga rnista real. 

0 objetivo aqui nao e fazer urna analise rninuciosa de cada rnetodologia de ensaio. No 

entanto, pode-se observar que os estudos de ALMEIDA (1987), WILKINSON (1971 e 1972), 

alern das norrnas ISO 6891/83 e 1\.'BR 7190/97 representam os trabalhos rnais consistentes na 

busca de uma rnetodologia Unica e representativa do cornportamento das liga9oes de vigas rnistas 

madeira-concreto. 

Verificou-se tarnbern, como importante conclusao, a pequena varia9ao do produto de 

rigidez efetivo para consideraveis altera9oes no Modulo de Des1izarnento, fato rnostrado na Figura 

3. 19. Isto parece contrariar o que foi dito anteriorrnente sobre os procedirnentos para obten9ao da 

rigidez da liga9ao. Entretanto, pode ser justificado, pois as diferen9as entre os Modulos de 

Deslizamento deterrninados pelos diversos ensaios sao rnuito grandes. Se a diferenya fosse 

pequena, chegar-se-ia a valores de rigidez efetiva praticarnente iguais. 



4 Metodologia 

4.1 Analise teorica 

Serao analisadas as solu96es obtidas a partir dos Metodos Exato e Aproximado. 

No caso do Metodo Exato, e necessaria a obten9ao da equa9ao da linha elastica da viga 

parcialmente composta, que e a soluyaO da equayaO diferencial da viga (3 .29). Assim, e possivel 

obter os esforyos solicitantes em cada elemento ( expressoes (3.11), (3.12) e (3.32)-(3.38) ), bern 

como as tensoes que neles ( madeira e concreto ) atuam ( expressoes (3.40), (3.41), (3.47) e 

(3 .48) ). Para a resolu9ao da equa9ao diferencial da viga, optou-se por utilizar-se do software 

Mathematica
1
, sendo que as condi96es de contorno variam de acordo com o carregamento. 

No caso do Metodo Aproximado, a solu9ao da equa9ao diferencial (3 .1 05) da viga e 

obtida mais facilmente. Para os casos correntes de carregamento, a soluyao e encontrada nos 

livros de Resistencia dos Materiais, bastando apenas substituir, neste caso, EI por (EI)ef· Os 

esfor9os e tensoes atuantes na viga parcialmente composta podem ser obtidos a partir das 

expressoes apresentadas na se9ao 3 .2.2. 

Alem da determina9ao da linha elastica atraves dos metodos acima apresentados de uma 

viga bi-apoiada parcialmente composta sob carregamentos correntes, e interessante o estudo 

comparativo do comportamento da linha elastica nos casos de composi9ao nula ( ausencia de 

conectores) e composi9ao total ( conexao infinitamente rigida ). Graficos como os da Figura 4.1 

podem ser obtidos para diversos carregamentos. 

1 

Mathematica@ e mn software registrado e licenciado pela Wolfram Research, http://www.wolfram.com 



p(x) 

Linha Elastica 

distancia do apoio 

... 

-
Composicao Total ( conexao rigida) 

--~ Composicao Parcial (conexao semi-rigida) 
Metodos Exato e Aproximado 

Composicao Nula ( sem conexao ) 

Figura 4.1 Formas da Iinha elastica para composi9ao total, parcial e nula. 
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Serao considerados dois casos de carregamento. 0 primeiro constitui-se de uma carga 

uniformemente distribuida e o segundo com duas cargas concentradas aplicadas nos ter9os do vao, 

sendo esta ultima configura9ao, identica a utilizada em laborat6rio por SORIANO et al (1998). 

Para esta disserta9ao escolheu-se urna simula9ao numerica em que se adota para cada caso 

os seguintes parametros: 

• K = 6500 N/rnrn e s = 3 ern; 

• K = 6500 N/rnrn e s = 6 em; 

• K= 6500N/mm e s 9 em; 

• K = 13000 N/rnrn e s = 3 em; 

• K 13000N/rnrn e s = 6 em; 



112 

0 K = 13000 N/mm e s=9em; 

0 K = 26000 N/mm e s=3em; 

0 K = 26000 N/mm e s=6em; 

0 K = 26000 N/mm e s = 9 em. 

sendo que para toda a sirnulavao os parfu:netros a seguir apresentados forarn mantidos com os 

valores constantes: 

e he= 4 em; 

• hw= 16 em; 

e be= 30 em; 

• t= 200 ern; 

e Ec = 35419 Iv1Pa; 

o Ew = 11970 IviPa; 

• A:= 120 ern
2

; 

• I = 160 cm
4

· c , 

Para eonsiderar os casos extremos K-+ 0 ( ou 4>s = 0 ) e K-+ cc ( ou u = 0) adotou-se 

nos calculos os vaiores K = 65 N/mm e s = 6 ern e K = 2600000 N/mm e s = 6 em, 

respeetivamente, para que nao houvesse problemas de aproximavao nurnerica no processamento 

do software. 
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4.2 Analise experimental 

A analise experimental aqui apresentada, que sera rnrus adiante confrontada com 

resultados teoricos obtidos a partir dos rnodelos propostos nesta dissertac;ao, baseia-se no traba1ho 

de SORIANO et. al. (1998). 

4.2.1 Caracteriza(,:ao dos materiais 

Os materiais utilizados na investigac;ao experimental de vigas rnistas sao descritos a 

segu1r. 

~~~ Concreto: 

produzido corn cimento CP V ARI, trac;o 1:2:3, ern rnassa, e fator agua/cimento (ale= 0,60). 

Resistencia e modulo de deforrnac;ao longitudinal, conforrne r,.'BR 6118/82, indicados na Tabela 

4.1; 

(4.1) 

e ~Madeira: 

peroba-rosa (6 ern X 16 ern), pertencente a Classe C40 das dicotiledoneas, segundo 1\i'BR 

7190/97. Conforme indicac;oes de M.;\lNIERI e CHIMELO (1989), a resistencia a cornpressao 

paralela as fibras e modulo de deforrnac;ao longitudinal para a presente madeira, adrnitindo-se 

umidade de 15%, e apresentada na Tabela 4.1 ( Observac;ao: os autores nao ensaiaram os 

corpos de prova de madeira ); 

e Pregos: 

cornprimento de 126,5 rnm, e diametro de 6,58 rnm GERDAU (24x60); 
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• Armadura Constndiva: 

<!> 5mm - Avo CA 60 B. 

4.2.2 Geometria da estru:tura 

A Figura 4.2 apresenta o esquema da viga ensaiada, com dimensoes adotadas, tendo-se observado 

principalmente a limitavao do portico de ensaio disponivel, sevao comercial da madeira e 

espa9amentos dos pregos, este ultimo conforme os criterios apresentados abaixo: 

e :N"BR 7190/97 

A norma brasileira, no item 7.6.1 aHnea (a), diz que entre o centro de dois pregos situados em uma 

mesma iinha paralela a direyao das fibras 0 espayamento minimo recomendado e de 6d (3,95cm ). 

No mesmo item, a aHnea (e) prescreve que do centro de qualquer pino a borda lateral da pe9a, 

medido perpendicularmente as fibras, quando 0 esforyO transmitido for paralelo as fibras, a 

distancia minima recomendada e 1,5d ( 0,99 em ). Tem-se que no item 7.3.4 a penetra9ao da 

ponta do prego na pe9a de madeira mais distante de sua cabe9a deve ser pelo menos 12d 

(7,90cm). 

• DIN 1052/73 

Tratando-se ria norma alema, na tabeia 15 item 11.3.13, tem-se que as distancias minimas entre 

OS pregos na dire::;ao paralela as fibras e de 5dn ( 3,29 em ), enquanto que entre OS pregos e a 

borda de madeira e 3dn ( 1,97 em ). No item 11.3 afirma-se que para se ter o complete 

desenvolvimento do esforvo no prego e necessaria que a ponta do prego penetre na madeira mais 

distante de sua eabe9a pelo menos 12dn ( 7,90 em) no caso de unioes com corte simples. 

Assim sendo, as distaneias entre pregos ( 6 em ), entre pregos e bordas ( 3 em ) e penetra9ao na 

madeira mais distante ( 8,65 em ), adotadas na v:iga em estudo, atendem ambas as normas. 



115 

disposic;ao dos pregos no elemento de madeira que constitui a viga composta, pode ser vista na 

Figura 4.6a. 

!( ) 

10 . 10· 

Figura 4.2 - Detalhamento da viga 

4.2.3 Viga de s~o mista 

T ABELA 4.1 - Propriedades fisicas e geometricas 

:(, Ec Ac Ic fw Ew Aw I,.. De 

(MPa) (MPa) (cm2) (cm4) (MPa) (MPa) (cm2) (cm4) 

28,8 35419 120 160 55,5 11970 96 2048 2,96 

4.2.4 Metodologia 

~ 3G 0 

T
__, :: .. 4 

,16 

• 
L-<~~ 

y Ioo 

(em) (cm4) 

4,13 10079 

0 ensaio da viga realizado no Laboratorio de Estruturas e Materiais de Construc;ao (LEMC­

UNICAMP), num portico de capacidade de 400 k:N, ocorreu em estagios de carregamento de 2 e 

5 kN, cujo esquema de aplicac;ao das cargas pode ser visto na Figura 4.5 e Figura 4.6c. Foram 

monitorados 18 pontos e medidos seus deslocamentos com TENSOTAST, tendo como base de 
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medida 50 mm. Os deslocamentos verticals no me1o do vao foram mensurados com relogio 

comparador de precisao de centesimo de milimetro. 0 ultimo estagio de carregamento monitorado 

foi de 55 kN e a ruptura da viga deu-se com 73 k.~. 

4.2.5 Determina~ao do modulo de deslizamento 

0 modulo de deslizarnento K, entre a madeira e o concreto, e definido segundo expressao ( 3. 7 ), 

se9ao 3.4: 

K=F 
v 

(3.7) 

A determina9ao do parametro K, fez-se atraves de ensaios experimentais de dois corpos de prova, 

conforme Figura 4.3 e Figura 4.6b. 

Assumiu-se como modulo de deslizamento K da conexao somente o valor da tangente a origem do 

diagrama carga x deslizamento como apresentado na Figura 4.4. A rigor, a obten9ao deste valor 

deveria seguir algum dos modelos apresentados na se9ao 3. 4 ( Modulo de deslizamento da 

conexao ), no entanto, devido aos propositos preliminares da pesquisa, tal procedimento nao foi 

adotado pelos autores. 0 valor assim obtido deveria ser utilizado apenas no calculo nos Estados 

Limites de Utiliza9ao, como Kser. A partir de urn certo nivel de carregamento o comportamento da 

conexao deixa de ser linear, devendo-se neste caso tomar urn outro modulo de deslizamento (KuJt) 

cujo valor fosse menor que o anterior, o qual seria utilizado para o caJculo nos Estados Limites 

lntimos. No entanto, tal procedimento nao foi rnuito comprometedor, pois GUTKOWSKI e 

CHEN (1996) e CAPRETTI e CECCOTTI (1996) afirmam que a rigidez da viga e diretamente 

proporcional a K, porem pouco sensivel a sua varia9ao, Figura 3. 19, alem disso urn estudo mais 

aprofundado neste aspecto fugiria dos propositos da investiga9ao preliminar. Desta forma, espera­

se que a rigidez da viga para niveis de carregamento proximo a ruptura, segundo a DIN 1052/73, 

esteja urn pouco superestimada. 
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Na Tabela 4.2~ encontram-se os valores medios de desHzamento medidos atraves de 

TENSOT AST com base de medida igual a 50 mm, para as respectivas cargas aplicadas em 

estagios~ a cada corpo de prova em seu centro de gravidade. Os autores obtiveram o valor de 

13000 N/mm para o Modulo de Deslizamento. 

16 ' 4 ' 8 ' 4' 16 

Figura 4.3- Corpo de prova 

4.2.6 Metodo experimental 

T ABELA 4.2- P/4 *v 

Valores Medios 

P/4 v 
(N 

0 

1250 
1875 
2500 
3125 
3750 
5000 
6250 
7500 1,137 

K = !3000 (Nhnm) 

0
o,o 0.2 0,4 0,6 0,8 !,0 1:2 1,4 

Deslizamento (mm) 

Figura 4.4 -Modulo K 

As tensoes normais de compressao e de tra9ao no concreto e na madeira foram calculadas nos 

pontos M8, AI e A2 indicados na Figura 4.5, e Figura 4.6d, considerando-se urn diagrama tensao 

x deforma~o linear com inclina~o igual ao modulo de deforma9ao longitudinal de cada material, 

dados na Tabela 4.1. 

' 
Alllll-2.30 

66.7 

BASE DE MEDIDA =50 mm 

WP 
"0.7 

66.7 

Figura 4.5- Esquema esta.tico e pontos instrumentados no meio da viga 
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Os resultados obtidos para o modulo de deslizamento da conexao podem tambem ser 

comparados com as expressoes empiricas dadas nos ElJROCODES, equavoes (3.142) e (3.143). 

4.3 Esfo.r~os soHdtantes 

4.3.1 Viga bi-apoiada com carga unifo.rmemente distribuida 

M(x) == qt x- .5tx2 

2 2 

M'(x) ==:;- qx 

M"(x) == -q 

qt 
V(x)==-- qx 

2 

4.3.2 Viga bi-apoiada com duas ca.rgas aplicadas nos ter~os do vao 

M(x) == Px 

M'(x) == P 

M"(x) == 0 

V(x) == P 



Pt 
M(x) =~ 

.:> 

M' (x) = l\1( (x) = 0 

V(x) = 0 

119 
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a) disposiyao dos pregos :fixados na madeira antes da concretagem da mesa 

b) corpo de prova de liga<;ao sen do ensaiado para determinayao do modulo de deslizamento 

Figura 4.6 a) e b) 
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c) viga mista sendo ensaiada no LEMC/Unicamp- esquema de carregamento 

d) se91io central da viga mista onde houve a ruptura 

Figura 4.6 c) e d) 



5 Resultados Obtidos 

Serao apresentados a seguir os valores encontrados para as tensoes normais, fluxo de 

cisalhamento e deslocamentos verticais no meio do vao para o carregamento com duas cargas 

aplicadas nos ter<;os do vao, tomando-se para K o valor de 13000 N/mm e s, 6 em, utilizando-se 

dos Metodos Exato ( Tabela 5.1 ) e Aproximado ( Tabela 5.2 ). Estes valores sao referenciais, 

pois podem ser comparados com os obtidos pela analise experimental de SORIANO et. al. (1998). 

Os demais resultados obtidos a partir das combina<;oes de K e s descritas na se<;ao 4.1 sao 

apresentadas no Apendice. 

Nota-se que se K for alterado para 4000 N/mm (Tabelas 5.3 e5.4) os valores te6ricos dos 

deslocamentos verticais aproximam-se bastante dos valores medidos na experimenta<;ao, o mesmo 

nao acontecendo tao bern para as tensoes normais. Isto vai ao encontro do que foi mencionado na 

se<;ao 4.2.5 sobre os possiveis erros na determina<;ao experimental do modulo de deslizamento. 

5.1 I\tletodo Exato - Observa~ao 

As solu<;5es obtidas para a equa<;ao da linha elastica a partir do software itfathematica 

podem ser rearranjadas de modo a apresentarem a mesma forma daquelas mostradas no trabalho 

de SANTANA (1997), como apresentadas na Figura 5.1.( Ver dedu<;ao nos Anexos D e E ). 

Assim, conclui-se que aquelas expressoes nao sao validas apenas para os casos onde a se<;ao 

transversal e duplamente simetrica, mas tambem para se<;5es uma vez simetrica, com eixo de 

simetria paralelo ao carregamento como no caso das vigas T. Tendo em vista que a forma das 

equa<;5es apresentada por SANTANA (1997) e mais simples e equivalente as deste trabalho, 

adotar-se-a esta apresenta<;ao daqui por diante. 



Tabela 5.1 Metodo Exato- K = 13000 N/mm e s = 6 em 

VIGA 81-APOIADA COM CARREGAMENTO APLICADO NOS TERCOS DOS VAOS Metede Exate 

Parametres geem. da set;ae Parametres de elasticidade 

= 

Ac= 
Aw= 
lc::: 

lw= 

Carga 2xF 

[kN] 

10 

20 

30 

40 

50 

60 

lO 

80 

90 

100 

l 

[ern] 

[em] 

120 [ cm
2 J 

96 [ cm
2

] 

160 [ cm
4

] 

2048 [ cm
4

] 

Mmaximo v"(t/2)"' 

[N*m] [cm-1
] 

3333 -0,0000416830 

6667 -0,0000833661 

10000 -0,0001250491 

"13333 -0,0001667322 

1666'7 -0,0002084"152 

20000 -0,0002500983 

23333 -0,0002917813 

2666'7 -0,0003334644 

30000 -0,0003751474 

33333 -0,00041683()5 

:::;; 

r= 

(EI)o = 

(EI)oo = 

9 

1970 

10 [em] 

30181600,00 [MPa cm
4

] 

120637609,07 [MPa cm
4

] 

c:i = 0,00095'7404 [ cm-2
] 

a= 0,030941942 [ cm-
1

] 

f3 = 7, 17877E-05 

v"'(O) = N. Nw 

[ cm-2
] [N] [N] 

-0,0000005920 -20752,72 20752,72 

-0,0000011841 -41505,44 41505,44 

-0,0000017761 -62258,17 62258,'17 

-·0,0000023682 -83010,89 83010,89 

-0,0000029602 -103763,61 103763,61 

-0,0000035523 -124516,33 124516,33 

-0,0000041443 -145269,06 145269,06 

-0,0000047364 -166021,78 166021,78 

-0,0000053284 -186774,50 186774,50 

-O,_O()QQ()~~?()~ ·--=-~~??~~L~ 207527,22 __ 

Cenexae 

K = 2'16,67 [ N I mm
2

] 

Me Mw Tensl!o Norm. Goner.( O'c) Tens!io Norm. Mad. ( crw) 

1 CG 2 1 CG 2 

{MPa cm3
] [MPa cm

3
J [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] 

236,22 1021,84 -2,95 -1,73 2,95 -3,99 2,16 3,99 

472,44 2043,68 -5,91 -3,46 5,91 -7,98 4,32 7,98 

708,66 3065,52 -8,86 -5,19 8,86 -11,97 6,49 11,97 

944,88 4087,37 -11,81 -6,92 11,81 -15,97 8,65 15,97 

1181,10 5109,21 -14,76 -8,65 14,76 -19,96 10,81 19,96 

1417,32 6131,05 -1'7,72 -10,38 17,72 -23,95 12,97 23,95 

1653,54 7152,89 -20,67 -12,11 20,67 -27,94 15,13 27,94 

1889,76 81'14,73 -23,62 -13,84 23,62 -31,93 17,29 31,93 

2125,98 9196,57 -26,57 -15,56 26,57 -35,92 19,46 35,92 

~~§2.~Q__ 1021_1:1._~?- _-29,5l c._::_17,29 --~-'-~~~ ~~~~- _11,62- 39,92 

Fluxo de 

Cis.( <Pmax) 

[kN/cm) 

0,32 

0,64 

0,96 

1,29 

'1,61 

"1,93 

2,25 

2,57 

2,89 

3,21 

Vmaxlma 

[mm] 

1,895 

3,790 

5,685 

7,580 

9,475 

11,370 

13,265 

15,160 

17,056 

18,951_ 

~~ 
(..,) 
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Tabela 5.2 Metodo Aproximado- K = 13000 N/mm e s = 6 em 

VIGA BI-APOIADA COM 2 CARGAS APLICADAS NOS TERCOS DO VAO 

Metodo Aproximado 

Padimetros geometricos da sec;ao Parametres de elasticidade Conexao 

:::: 

:::: s= 

:::: 

:::: 

t= 

Ac= 120 I em
2

] K = 216,67 I N I mm
2

] 

A = w 96 [ cm
2

] k = 4,84 [ adim. ] 

I = c 160 ( em
4 J Yc = 0,17 ( adim.] 

I = w 2048 r em
4 J 

a= 10 [em] 

a = c 6,12 [em] 

a = w 3,88 [em] 

(EI)ef = 7 4738719,34 [ MPa * em
4 

] 

Carga 2xP Mmaxlmo Tensao Norm. Caner.( crc) Tensao Norm. Mad. ( crw) Fluxo de Vmaxima 

1 CG 2 1 CG 2 Cis.( ~max) 

[ kN I [ kN * m I [ MPa J [ MPa J [ MPa I [ MPa J [ MPa J [ MPa I [ kN I em J [mmJ 

10 3333 -3,16 -1,66 3,16 -4,27 2,07 4,27 0,30 1,900 

20 6667 -6,32 -3,31 6,32 -8,54 4,14 8,54 0,60 3,799 

30 10000 -9,48 -4,97 9,48 -12,81 6,21 12,81 0,89 5,699 

40 13333 -12,64 -6,62 12,64 -17,08 8,28 17,08 1,19 7,598 

50 16667 -15,80 -8,28 15,80 -21,35 10,35 21,35 1,49 9,498 

60 20000 -18,96 -9,94 18,96 -25,63 12,42 25,63 1,79 11,398 

70 23333 -22,12 -11,59 22,12 -29,90 14,49 29,90 2,09 13,297 

80 26667 -25,27 -13,25 25,27 -34,17 16,56 34,17 2,38 15,197 

90 30000 -28,43 -14,90 28,43 -38,44 18,63 38,44 2,68 17,097 

100 33333 -31,59 -16,56 31,59 -42,71 20,70 42,71 2,98 18,996 
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Tabela 5.3 Metoda Exato- K = 4000 N/mm e s = 6 em 

VIGA B!-APOIADA COM CARREGAMENTO APLICADO NOS TERc;:OS DOS VAOS Metodo Exato 

Parametros geom. da se((ilo Parametros de elastieidade Conexao 

r= 10 [em] 

(EI)0 = 30181600,00 [MPa em"] 

(EI)0o= 120637609,07 [MPa em"] 

A,= 120 [em
2

] K = 66,67 [ N I mm2
] 

A,= 96 [em
2

] a.-:::::: 0,000294586 [ em-2
] 

lc= 160 [em
4

] ex~ 0,017163501 [ em-1
] 

lw= 2048 [ em
4

] fl= 2,20885E-05 

Carga 2xF Mw,.wrro v'(tl2) = v"(O)= N, N_., M, M. Tmsao Nam. Cmcr.( crc) T ens§o Nam. Mad. { a.., ) Ruxode v'l~:nu 

1 CG 2 1 CG 2 Cis.( <?rm~) 

[kNJ (N'ml tcm· 11 l='l \NJ [NJ (MPacm3J l [MPaj I [MPal [M [mmj 

10 3333 -0,0000009197 -14263,82 14263,82 358,06 1548,89 -4.48 -1,19 4.48 -6.05 1.49 6,05 0,22 2,781 

20 6667 -0.0001263652 -0.0000018394 -28527.63 28527,63 716,12 3097,79 -8,95 -2,38 8.95 -12,10 2.97 12,10 0,44 5,562 

30 10000 -0,0001895478 -0.0000027592 -42791,45 42791.45 1074,17 4648,68 -13,43 -3.57 13.43 -18.15 4,48 18.15 0,67 8,343 

40 13333 -0.0002627304 -0,0000036789 -57055,26 57055,26 1432,23 6195,57 -17,90 -4,75 17,90 -24,20 5,94 24,20 0,89 11,125 

50 16667 -0,0003159130 -0,0000045986 -71319,08 71319,08 1790,29 7744.47 -22,38 -5.94 22,38 -30,25 7,43 30.25 1,11 13.906 

60 20000 -0,0003790956 -0,0000055183 -85582,89 85582,89 2148,35 9293,36 -26.85 -7,13 26.85 -36,30 ~36,30 1.33 16,687 

?0 23333 -0,()()()4422?82 -0,(/(J(J(J(J64380 -99846,71 99846,?1 2506,41 10842.25 -31,33 -8,32 31,33 -42,35 42,35 1,56 19.468 

80 26667 -0,0005054607 -0,0000073578 -114110,53 114110,53 2864,47 12391,15 -35,81 -9,51 35,81 -48,40 48.40 1,78 22,249 

90 30000 -0,0005686433 -0,0000082775 -128374,34 128374,34 3222,52 13940,04 -40,28 -10,70 40,28 -54,45 13,37 1 54.45 2,00 25,030 

100 33333 -0,0006318259 -0,0000091972 -142638.16 142638,16 3580,58 15488,93 -44,76 -11,89 44.76 -60,50 i4.86 [ 60,50 2.22 27.812 



Tabela 5. 4 Metodo Aproximado - K = 4000 N/mm e s = 6 em 

VIGA BI-APOIADA COM CARREGAMENTO APLICADO NOS TERCOS DOS VAOS Metodo Exato 

Parametros geom. da se<(ao Parametros de elasticidade 

[ern] 

[em] 

30 [em 

6 [em l 
= A'ln [em 

Ac= 120 [ cm
2

] 

Aw= 96 [ cm
2

] 

lc = 160 [ cm
4

] 

lw= 2048 [ cm
4

] 

Carga2xP Mmax;mo 1/'(t/2) = 

[kN] [N*m] [cm-1
] 

10 3333 -0,0000631826 

20 6667 -0,0001263652 

30 10000 -0,0001895478 

40 13333 -0,0002527304 

50 16667 -0,0003159130 

60 20000 -0,0003790956 

·ro 23333 -0,0004422782 

80 26667 -0,0005054607 

90 30000 -0,0005686433 

100 33333 -0,0006318259 

= 

r= 10 [em] 

(EI)o = 30181600,00 [MPa cm
4

) 

(EI)oo = 120637609,07 [MPa cm
4

] 

a.?= 0,000294586 [ cm·
2

] 

a= 0,017163501 [ cm-
1

] 

13= 2,20885E-05 

v'"(O) = Nc Nw 

[cm-2
] [N] [ N] 

-0,0000009197 -14263,82 14263,82 

-0,0000018394 -28527,63 28527,63 

-0,0000027592 -42791,45 42791,45 

-0,0000036789 -57055,26 57055,26 

-0,0000045986 -71319,08 71319,08 

-0,0000055183 -85582,89 85582,89 

-0,0000064380 -99846,71 99846,71 

-0,0000073578 -114110,53 114110,53 

-0,0000082775 -128374,34 128374,34 

-0,0000091972 -142638,16 142638,16 

Conexao 

·--
K= 

Me Mw 

[MPacm1 [MPacm3
] 

358,06 1548,89 

716,12 3097,79 

1074,17 4646,68 

1432,23 6195,57 

1790,29 7744,47 

2148,35 9293,36 

2506,41 10842,25 

2864,47 12391,15 

3222,52 13940,04 

3580,58 15488,93 

N/mm] 

em] 

66,67 [ N I mm
2 

] 

Tensao Norm. Concr.( crc) 

1 CG 2 

[MPa] [MPa] [MPa] 

-4,48 -1,19 4,48 

-8,95 -2,38 8,95 

-13,43 -3,57 13,43 

-17,90 -4,75 17,90 

-22,38 -5,94 22,38 

-26,85 -7,13 26,85 

-31,33 -8,32 31,33 

-35,81 -9,51 35,81 

-40,28 -10,70 40,28 

-44,76 -11,89 44,76 

Tensao Norm. Mad. ( crw) 

1 CG 2 

[MPa} [MPa] [MPa] 

-6,05 1,49 6,05 

-12,10 2,97 12,10 

-18,15 4,46 18,15 

-24,20 5,94 24,20 

-30,25 7,43 30,25 

-36,30 8,91 36,30 

-42,35 10,40 42,35 

-48,40 11,89 48,40 

-54,45 13,37 54,45 

-60,50 14,86 60,50 

Fluxode Vmax;me 

Cis.( <!>max) 

[kN/cm] [mm1J 

0,22 2,781 

0,44 5,562 

0,67 8,343 

0,89 11,1~ 

1 '11 13,900 

1,33 16,687 

1,56 19,4611 

1,78 22,24tl• 

2,00 25,031() 

2,22 27,811l 

,_. 
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J .l 

v(x)= (x4 2lL+xl 3 ;\++(~ ll(coshax-tanh~~senhax _:!_o:.
2x2 + 

1
a 2xl-1l 

24EI a El El
0 

) 2 2 2 J 
(2.2.33) 

- 5ql4 + _q_(_§_!_- 1l 1 + _2a2L2 J 
vma c 384El a4EI Elo I) cosh a2l 8 j (2.2.34) 

0:::; x:s; a: 

l 
a:s;x:s; : 

2 

Pal Pa
2 P 3 P ( El )[ ( al) ] v(x)=-x--x -x +-

3
- ---1 ax- coshaa-senhaatanh- senhax 

2EI 2EI 6El a El El
0 

2 

(2.2.37.a) 

Pa
3 

Pal Pa 2 P ( El )[ ( al) ] v(x)=--+-x--x +-
3

- -- 1 aa- coshax senhaxtanh- senhaa 
6EI 2EI 2EI a El E1

0 
2 

(2.2.37.b) 

v . = Pal
2 

_ Pa
3 

+ __£__(_§_!_ 1][aa __ senhaa] 
max 8EI . 6EI a. 3 EI El

0 
') cosh al 

2 

(2.2.38) 

Obs: Neste trabalho, para o caso de cargas aplicadas nos ten;os do vao, adotou-se a nomenclatura y=y(x) para o 

L L 
trecho a ::;; x ::;; . fixando-se o valor de a em 

2 . 3 

Figura 5. I Equav5es de linha elastica e deslocamento vertical 

FONTE: SANTANA,l997,p.40. 
........ 
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A..inda cabe esclarecer que a geometria da sevao transversal da pe9a nao afeta a formula9ao 

da equa9ao diferencial propriamente dita, uma vez que a distin9ao entre se9oes se faz atraves dos 

parfunetros que as compoem, como o a no trabalho de SANT Al'JA (1997) que estuda se<;:oes 

caixao, expressao ( 5.1 ). 

) - 1 2yf t 

( 

-2\ 

a- =2K --+-. -1 
\ErAr (EI)o) 

(5.1) 

A expressao ( 5 .1) e urn pouco distinta daquela apresentada para a 2 
nesta disserta9ao, 

expressao (3.24), devido a dupla simetria existente na se9ao caixao. Entretanto se fizermos com 

- Nw 
que 2 y r = r ,e sw = E A = 0 , e substituirmos na expressao (3.24), justificar-se-a o nao 

w w 

aparecimento deste ultimo termo na expressao (5.1). 

5.2 Resultados experimeutais e troricos 

As Tabelas 5.5, 5.6 e 5.7 apresentam os resultados experimentais de SORIANO et. aL 

(1998), obtidos atraves da aplicayao direta da lei de HOOKE, sabendo-se que tais resultados 

referem-se a seyao localizada no meio do vao da viga. 

5.3 Com:H~oes de contorno - Metodo Exato 

Nesta seyao apresentam-se as condi<;:oes de contorno para os dois casos de 

carregamento em questao visando a obten9ao da solu9ao da equayao diferencial da viga pelo 

Metodo Exato - expressao 3.29. 

5.3.1 Ca:rregamento unifo:rme 

1) v(O) = 0 condi9ao fixada (geometrica) 

2) v ·· ( 0) = 0 condi9ao natural 

De 3.22 tem-se 

( OJ 
I O+E A i 
\ c c t ) 
--:--:---c-- 0 

(El)
0 

-

3) v(t) = 0 condic;ao fixada (geometrica) 

4) v" (t) = 0 condic;ao natural 
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De 3.22 tem-se 

5.3.2 Carga aplicada nos ter~os dos vaos 

1) v{ 0) = 0 condiyao fixada (geometrica) 

2) v" (0) = 0 condiyao natural 

De 3.22 tem-se 

0 

/ t) 
3) y l

2 
= 0 condi9ao fixada (geometrica- simetria) 

.Jt\ 
4) y (

2
) = 0 condi9ao natural 



' ... ( t\ p .Jli\ . -
5) v (-: +---= y -! condivao natural 

"3) (EI) 0 3) 

De 3.22 tem-se 

yair<:ira (f)\ + (EI) o y ... ( ~~ 
(j) dirdta ( !:_) = :> \ :;) 

s \3 r 

.~. (l\ ~- . (e) - ~J l) -d· . (e\ 
Pela continuidade u ""'~"''r""' -) = u """rt.t - tal que,~.. ~'S'l"'""" I - · = ,~.. ued:a ' - I assim 

3 \3 '!'s \.3) '!'s \3)' 

~- . ( e 1 ( ) . ..( e 1 
Vu"'"'""l -I+ EI v I-)· 

\3/ . () J \3 
-----------------=----------------

r 

( ) 
. ..( e'\ 

P+ EI 0 v l.JJ ( ) 
... ( t\ 

0+El 0 y·: I 
' \3/ 

----------=----------
r r 

.. ( e\ J e) 
6) v i - f = v r - i condi('. ao natural 

\3) J \.3) y 

N~ (x) = ~s (x) = -Ku(x) 

U = u( X) e COntinua 

r 
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Nc(x) =-KJ u(x)dx+ constante 

:. N c (x) e continua em [ o~e] 

De 3.22 tem-se 

(Mesquetd<,( ~ l + N esquerdo ( e I rl 
' l 1 ' 1 i I I 

1 • .( ~ l - - \. \ 3) c \ 3J ) 

' (3)- (EI)
0 

_, .. 

1

r l\ a (i\ ... (e\ __ _, r l) 
Sendo M"trerto -l =Mesque!'" i -J e Nutrerlo' -I= NesqmauO l- i tem-se 

\3) \3 c \.3; c 3) 

r e) r l' 
7) vi - ' = y! -I 1

\3) \3) 
condivao natural 

condivao natural 

131 



132 

5.4 Derivadas da Linha Ehistica - I\'Ietodo Exato 

Para o calculo de alguns parametres apresentados nas Tabelas 5.1, 5.2, 5.3, 5.4 e Apendice 

faz-se necessaria ap6s obter a equayao da linha elastica da -vi.ga determinar suas derivadas. A 

seguir sao apresentadas as derivadas ( 1 a a 4a ) da linha elastica para os dois carregamentos em 

estudo. 

5.4.1 Carregamento uniforrne 

,.( ) v- / \ ~ 

'"( ) q I ) q ( EI "' t\ ' { ) ' ( at \ { ) l 
v x = 

24
(EJ) \24-x -12t + 4 (EJ) i (EJ) -11] or· senh\,orx -or 'tgh\-) cosh\orx ! 

"' a ,\ 0 ;._ 2 J 

v (x} = )
r . (at'\ l 

-I /or· cosh(orx)- or 
4tghl -) sen.h(orx) 

1 
1.. \ 2. .J 

Expressoes necessarias para calculo de <J> ma.", Nc, Nw, Me e Mw. 

v"'(O) = 

:f t'\ - qt
2 

q ( (Eit ·\J 2 (at) (at) (at'\ l 
" \' -2 I -- S(Er) + 4(ET) ! (FI) - l a cosnl-)- tghf?! senh: -1- I J 

) ~., ()[ ~.,\.- 0 / \2. \_J \2; .J 



5.4.2 Carregamento aplicado nos ter4;os do vao 

• 1Q trecho 

.,, l p . p lr(EI)"' lr " / ) lfa.e\ 2 ( , rae\) (a.e1l 
v \X,= -(Eli x -r- 3:EI') \ (EI'.' -I i. -a sen!11,ax cosh ~ [+a senl1 ax;senh1 ~ tgh·\?;' I 

. '"" a \, . ., 'O lL "- -' J \ -' - J 

,.,. 1 1 P ( (EIL_ )ll , ( . ( a.t\) 4 ( ) lr at) ( a.t\ l 
v \.XJ = + 3 'ET) f fEr\ -I; -cc senh exx)cosh, ~ +ex senh exx senh ~ )tgh\ ?) 1 

ex \ A "" ~._ \ .1.) 0 ) " _, _, , , _ J 

Expressao necessaria para cruculo de $ ma., . 

• 2Q trecho 



, Pt
2 

Pt . ..._ P ({EI), _ '\1_ .'; (at\\ , .' ( or.t\\ ct (at\ 
Y (x)= 6(EI)_ 3( .) x. 3 • \ 1 (El) IJ) asenh(ax1 senhl J)+acoshtax)senh\. ~ ,t2'hl...,; 

_ EI , a tEI;"' \ o / ~ \ -> J ""\ L. / 

, / ) (at\ ? '( ' (at! (at)l 
a- cosh\ ax, senh\ 3) +a- sen11 ax) seru\ 

3 
) tgh~ 2) J 

.... 1 • P l((EIL, ·'[ , , ) (at\ ~ ( , lfat) (at\ 
y \X)= , . , 'EI) -1 j -a" coshta.x senh! ~ l +a. senh.a.xJsenh ~ itgh:? 1 

a- \ EI), \ 0 1 '- ;j J • -' J \ ~ J 

Expressao necessaria para calculo de Nc, Nw, Me e Mw. 

(at) 

( 
\ (E ) \ senh(--::;- 1 

v" £\ =-~- p I\ I,, -1). '_,~ 
" ,2) 3\El;, a{EI), \ {El) 0 h(\. at) 

cos -
2 

5.5 Resultados experimentais da bibiiografia e teoricos deste trabalho 

134 

As Tabelas 5.5 e 5.6 apresentam a comparas;ao entre os resultados teoricos e experimentais 

obtidos segundo DIN 1052/73, NBR 7190/97 e aplicas;ao direta da lei de HOOKE do trabalho de 

SORIA."'TO et. al. (1998), sabendo-se que tais resultados referem-se a ses;ao localizada no meio do 

vao da viga. A Tabela 5.7 contem, para o carregamento de 2x:P = 30 ki'-J, os deslocamentos 

verticais obtidos a partir dos Metodos Exato e Aproximado. 
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T ABELA 5.5 - Deslocamentos verticais 

Cru:ga deslocamentos verticais (mm) 

:D.P (kN) DINI052173 NBR7l'X>/97 RFAL 

IO 1,905 1,239 2,670 

20 3,811 2,477 5,990 

30 5,716 3,716 8,150 

40 7,622 4,955 H,820 

50 9,527 6,194 16,080 

TABELA 5.6- Tensoes normais 

Quga tensoes no:rmais (MPa) 

.Ponto AI . pontoA2 pontoM8 

:D.P(kN) DIN1052 NBR7l<X> RFAL DIN1052 NBR7l90 RFAL DIN 1052 NBR7190 REAL 

10 5,128 4,724 9,337 -1,030 0,721 -2,633 -1,663 -2,195 -3,542 

20 10,257 9,448 15,322 -2,060 1,441 -2,155 -3,326 -4,390 -3,542 

30 15,385 14,172 21,067 -3,090 2,162 -1,436 -4,989 -6,585 -5l£>7 

40 20,513 18,896 27,770 -4,119 2,882 -5,746 -6,653 -8,779 -7,084 

50 25,642 23,620 35,671 -5,149 3,603 -9,337 -8,316 -10,974 -9,209 

*Nesta tabela, as express5es pam o cilculo dos deslocamentos verticais e tens0es normais, segundo a DIN 

l052n3, foram adaptadas para as posiyaes exatas dos pontos Al, A2 e M8. 

TABELA 5.7- Deslocamentos verticais- 2P = 30 kN 

Carga deslocamentos verticais ( mm ) 

2P(kN) K = 13000 N/mm s=6cm K= 4000 N/mm s=6cm 

DIN 1052 NBR 7190 REAL Met. Ex. MetAprox. Met. Ex. MetAprox. 

30 5,716 3,716 8,150 5,685 5,699 8,343 8,354 



6 Conclusoes 

6.1 Introdu~ao 

A Figura 6. 1 apresenta uma compara9ao bastante interessante de diagramas de tens6es 

segundo as fontes consultadas e a deste trabalho. Inicialmente aparece o diagrama segundo a DIN 

1052/73, em seguida o da norma brasileira atual, NBR 7190/97, eo obtido experimentalmente por 

SORIANO et. al. (1998). Na seqi.H~ncia tem-se os diagramas de tens6es segundo os Metodos 

Aproximado e Exato, num total de 7 diagramas. Alem disso, sao mostrados, tambem, os 

deslocamentos verticais da se91io no meio do vao da viga, com duas cargas concentradas nos 

ter9os do vao, de 15 kN cada uma. 

As conclus6es comparativas aparecem escritas na propria Figura 6.1. Por exemplo, para a 

viga analisada em laboratorio SORIANO et. al. (1998) chegaram a um valor do Modulo de 

Deslizamento ( que mede a rigidez da ligayao ), utilizando um espa9amento entre os pregos de s = 

6 em, de 13 kN/mm. Comparativamente, atraves tanto do Metodo Exato quanto do Metodo 

Aproximado, analisados neste trabalho, chega-se as mesmas tens6es obtidas no laboratorio ao 

utilizar-se K = 4000 N/mm, mantendo-se s 6 em. Isso sugere que a determina9ao do valor K 

13000 N/mm feita em laboratorio pode ter imperfei96es visto que o ensaio nao seguiu nenhuma 

das metodologias existentes, citadas neste trabalho na seyao 3.4. 



2:,)0.;-

P=l5 kN P=15 

vma.=5,7l6mm vmax=3,716mm 

Al 

DIN 1052/69 NBR 7190/97 

vmax=8,150mm vm~x= 8,354 mm 

•-<::;___ll~ 

'-.....3.'··'-""1 14 ;--- -~ 
\- 10 ...... 

\\..W 

\ 

vmax=5,699mm Vmax= 8,343 mm vuu~x= 5,685 mm 

EXPERIMENTAL M. APROX. M. APROX. M. EXATO M. EXATO 
K=4000 N/mm K=13000 N/mm K=4000 N/mmK=l3000 N/mm 

s=6cm s=6cm s=6cm s=6cm 

..... 
Figura 6.1 Diagrama de Tensoes [MPa] e Deslocamentos Verticais [mm] para um carregamento de 2P = 30 kN 

w 
·-..) 
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6.2 Qu.adro comparativo entre o Metodo Exato e 1.\tletodo Aproximado 

Na Tabela 6.1 sao apresentados os erros relativos porcentuais obtidos para tensoes nos 

pontos (1) face superior, (CG) centro de gravidade e (2) face inferior no concreto e na madeira. 

A mesma tabela apresenta os erros relatives porcentuais do fluxo de cisa1hamento (t/>max) 

que ocorre na interface entre a madeira e o concreto nas extremidades da viga, bern como o 

deslocamento vertical maximo (vmax) que ocorre no meio do vao da viga. 

A parte media superior da tabela se refere ao carregamento distribuido, enquanto o 

restante, ao carregamento de 2 cargas concentradas nos ter9os do vao. 

0 erro porcentual foi determinado utilizando-se a expressao 6.1. 

c :::: 1; aprox -/; exato J OO% 

~ ~xato 

onde 1; representa o parametro analisado, que pode assumir os valores de crc, crw, <f!ma"' Vmax· 

(6.1) 

Para o caso do carregamento distribuido, utilizou-se q = 300 N/cm. Ja, no caso de cargas 

concentradas, utilizou-se urn valor P = 25 kl'J aplicado em cada teryo do vao da viga bi-apoiada, 

dando, portanto, urn carregamento total de 2P = 50 kN. 0 valor utilizado para comparar os 

medidos em laborat6rio 2P = 30 kN, foi alterado neste memento porque 50 kN eo valor medio na 

faixa de simulayao numerica ( 10 kN ~ 2P ~ 100 kl'J ). 



Tabela 6.1 Quadro Comparative do Metodo Exato x Metodo Aproximado 139 

( erro relativo porcentual das ten500s, :fluxos e deslocamentos "~<'erticais ) 

s s=3cm K=216,67 N/mm
2 

~ s=6cm K=l08,33 N/mm
2 

,£ ..... 
K=72,22 N/mm

2 :::: s=9cm :::: 

0,28 

0,22 
0 

= 5 s=3cm 

Sh 
K=433,33 N/mm

2 1,00 0,35 

!).) 

r:; 
s=6cm K==216,67 N/mm

2 
~ 

1,21 -1,84 8,66 7,61 0,34 

() 
~ 

s=9cm - ' "0 K=144,44 N/mm-
~ 

0,32 6,09 
·o 
Q., 
~ s K=866,67 N/mm

2 • s=3 em :.s :::: 
~ 

~ z 
> 0 -

0 s=6cm K=433,33 N/mm
2 

0 
\0 
N 
ll -

K=288,89 N/mm
2 

- ') 

K=216,67 N/mm-

K=108,33 N/mm
2 

K =72,22 N/mm
2 0,13 

0,28 

K=216,67 N/mm
2 0,24 

0,19 

- ') 

=866,67 N/mm- 0,29 

0,28 

=288,89 N/mm
2 0,26 

-6,45 33,33 

Referencias: 

q=3.."0 Wcrn ........ .VJga bi-apoiada c! carregamento mrifonne 

21'=50 kN ·-·····-···- VJ8a bi-apoiada c1 2 eazgas l!J>licadas nos !"'99S dos vaos 

~ ........... . ............. Prrimetro que pode assumi: os \'alores de a o Cw, ~ e v~ 



Concluindo, a Tabela 6.1 apresenta urn quadro comparative entre os dois metodos 

principals para soluvao de problemas de vigas mistas madeira-concreto vistos nesta dissertavao: 

Metodo Exato e Metodo Aproximado. Busca-se, portanto, ao final deste estudo verificar o quanto 

os resultados divergem entre si, pois a principia, se os resultados do Metodo Aproximado nao 

fugirem demasiadamente daqueles apresentados pelo Metodo Exato, pode-se dizer que aquele 

metodo e razoavel para ser utilizado em engenharia, e isto e 0 que se pretende, pois seu 

procedimento de calculo e mais simples. De fato, pode-se comprovar, a partir da citada tabela, que 

ambos OS metodos produzem resultados similares. 

6.3 Condusoes finais 

A Tabela 6.2 mostra urn resumo comparativo entre o Metodo Exato e Aproximado obtido 

a partir da Tabela 6.1. 

Tabela 6.2 - Resumo comparative entre o Metodo Exato e Aproximado 

Erro Relative ~1edio Carreg. Distribuido Carreg. Concentr. Aplicado 

Scrc(,l 1,06% 2,89% 

s 
Vc{CGJ 

-1,74% -4,10% 

f;c;c(ZJ 
10,45% 35,52% 

s 
0 w(ll 

8,51% 25,75% 

-
s 

0 w(CG} 
-1,72% -4,09% 

-

Svw/Z) 
1,15% 2,87% 

-
s-

</>, 
16,36% 6,84% 

-
sv 

= 
0,32% 0,23% 
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Em media as tensoes normais, tanto no concreto quanto na madeira, na sevao no meio do 

vao da viga, apresentam urn erro relativo entre o Metodo Exato e Aproximado que varia entre 1% 

a 5% (em valor absolute ) excetuando-se os pontos junto a interface- (2) no concreto e (1) na 

madeira- em que os valores sobem para 8% a ate 35% de diferenya. Isto e devido aos pequenos 

valores ( em modulo ) que as tensoes, em ambos materiais, assumem nestes pontos. Com valores 

baixos, pequenas diferenyas acarretam grandes divergencias porcentuais, o que nao ocorre nos CG 

e pontos extremos da se9ao transversal. Para os deslocamentos verticais, o erro relativo e muito 

pequeno e se situa entre 0,2 a 0,3%. Ja, no caso do fluxo, o erro relativo entre os dois metodos 

apresenta valores porcentuais mais significativos no caso da carga distribuida, 16,36%, enquanto 

que para o carregamento concentrado aplicado e de 6,84%. 

Este trabalho cumpre assim seu objetivo de analisar o tratamento matematico de vigas 

mistas de madeira-concreto, servindo como uma exce!ente referencia para aqueles que desejarem 

dedicar-se ao assunto, pois contam com o estado da arte explicado de forma ampla, direta e 

detaihada. 0 trabalho para os pesquisadores sera relativamente arduo ate chegar -se a uma norma 

sobre Projetos de Estruturas Mistas lvfadeira-Concreto ( hoje nao existe sequer uma norma 

estrangeira sobre o assunto ). Porem, pode-se notar por esta dissertayao, bern como peios artigos 

que ajudaram a compo-la, que as estruturas de madeira-concreto podem, em urn futuro proximo, 

surpreender a constru9ao civil com sua performance e qualidade comparavei ( e por que nao dizer 

superior ) a outros materiais ou combinav5es de materiais disponiveis hoje na industria da 

constru9ao civil. 

Finalmente, e born salientar que quando foram expostas as formulay5es dos modelos de 

calculo que tratam das estruturas mistas, este trabalho apresentou as peculiaridades inerentes as 

vigas em madeira-concreto. Entretanto, tais modelos, em 1inhas gerais, podem tambem servir a 

outras estruturas mistas, isto e, aquelas cujos materiais que as compoem nao sejam exatamente a 

madeira e o concreto, mas outras combinay5es com 2 ou 3 materiais, ampliando assim a 

aplicabilidade dos conceitos desenvolvidos nesta dissertayao. 



7 Sugestoes para trabalbos futuros 

7.1 Enrijecedores de apoio 

Os maiores deslizamentos ocorrem junto aos apoios das vigas entre as peyas de madeira e 

concreto. Isto e prejudicial para a estrutura, pois nessa regiao ha o caminhamento das tensoes da 

viga para o apoio. Sugere-se urn estudo sobre a utiliza9ao de enrijecedores, por exemplo 

cantoneiras de a9o, que minimizem os deslocamentos nesses locais, porem respeitando as normas 

de afastamentos e distancias minimas especificadas para as pe9as de madeira. Os enrijecedores 

tambem devem ser utilizados nas regioes onde ha aplica9ao de cargas concentradas. 

7.2 Pregos de alta resistencia 

Estes tipos de pregos, como afirma AL.rvt:EIDA (1987) sao fabricados com a9o carbono e 

possuem acabamento zincado. Sua utilizayao em vigas de madeira-concreto poderia prover urn 

melhor desempenho a ligayao, pois sua resistencia ao escoamento e muito superior a do prego 

comum ( f y = 600 MPa ), sendo da ordem de fy = 1900 MPa. 

7.3 Fendiihamento 

As fissura96es longitudinais podem ocorrer na madeira e no concreto. Este problema de 

fendilhamento ocorre porque as tensoes de compressao localizada, que os conectores exercem 
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sobre a madeira e o concreto ( efeito de pino ), provocam o aparecimento de urn estado triplo de 

tensoes. As tensoes de tra'(ao normais ao sentido longitudinal da viga sao as principais 

responsaveis pelo aparecimento do fendilhamento. Assim, o problema do fendilhamento e bastante 

importante sobretudo na madeira que possui resistencia a tra<;ao normal as fibras desprezivel. 

Tambem o espa9amento entre os conectores e muito importante, pois pinos muito proximos 

podem fu.cilitar o surgimento do fendilhamento. A disposi<;ao dos pregos ao longo do 

comprimento da viga deve ser feita preferencialmente em "zigue-zague", o que evita o 

aparecimento do fendilhamento. 

Estudo deste assunto e urn tanto complexo visto que as tensoes que surgem ao redor dos 

conectores sao de di:ficil determina<;ao. Desta forma, urn estudo experimental seria o mais 

indicado, como alias foram levantados os espa<;amentos miPimos da :N--:BR 7190/97. 

7.4 Prototipo 

A semeihan<;a do que ocorreu em ALMEIDA (I 990), o auxilio financeiro da iniciativa 

privada pode ser muito bern vindo na investiga9ao do comportamento das estruturas mistas 

madeira-concreto. Sem duvidas que, no futuro, nos trabalhos de pesquisa, a constru9ao de uma 

estrutura em tamanho real ( por exemplo, urn prototipo de uma ponte rodoviaria em area rural ), 

com base em patrocinio privado, permitiria uma melhor confian<;a nos procedimentos propostos 

para o dimensionamento dessas estruturas mistas. 

7.5 Sistemas hiperestaticos 

Na totalidade da bibliografia consultada para a confecyao desta disserta9ao, os autores 

estudaram as vigas mistas madeira-concreto em arranjos isostaticos de viga bi-apoiada. Este 

arranjo pode ser comum se a estrutura a ser construida for uma laje, por exemplo, pensada como 

trabalhando em uma so dire9ao porem, grande parte das vigas que compoem o reticulado 



estrutural propriamente dito sao vigas continuas que junto aos apoios intermediarios costumam 

apresentar trac;ao na mesa superior. Trata-se, portanto, de prever urn sistema capaz de absorver 

estes esforc;os que se invertem pr6ximos aos apoios, ocasionando trac;ao nas mesas de concreto e 

compressao nas almas de madeira. 

7.6 Dimensionamento de lajes 

Em geral, as lajes de madeira-concreto sao dimensionadas como se trabalhassem em uma 

so direc;ao, pois as pr6prias vigas que compoem as lajes sao construidas desta maneira. Seria 

interessante investigar a possibilidade de compor urn reticulado de vigas de madeira ortogonais 

entre si, para que o sistema como urn todo pudesse ter uma rigidez maior, trabalhando e sendo 

dimensionado como grelha. 

7.7 Recomenda~oes para projeto e constru~io 

Nao deve ser utilizada madeira Umida. Se nao for possivel, usar madeira sem a medula ou 

ter certeza que as fissuras nao afetarao as linhas de conectores. Deixar as escoras no local por 

mais tempo do que o necessaria para todos os elementos de concreto. 

Usar protetores contra corrosao dos conectores a base de zinco ou ac;o inoxidaveL 

Armar o concreto, principalmente se espessas mesas de concreto forem projetadas, de 

modo a evitar perda de rigidez devido a fissurac;ao do concreto na regiao de trac;ao. 

Quando do lanc;amento da estrutura, proteger a madeira contra a umidade, por exemplo 

usando protetores plasticos ou utilizando concretos com aditivos de modo a reduzir o fator 

agua/cimento ( que tambem permite menor retrac;ao do concreto ). Isto nao e crucial para a 

madeira, porem, para a aparencia de sua parte superior. Prestar atenc;ao, nao utilizando, madeiras 
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que nao permitam o endurecimento do concreto, como aque1as que contenham sacaroses e 

impe9am a pega do concreto. 

Com o aumento dos vaos, preferir conexoes !eves de modo a minimizar eventuais a9oes 

localizadas, e quando possivel, como CECCOTTI ( 1995), preferir uma estrutura onde a mesa de 

concreto e principalmente importante para reduzir as flechas e nao os valores das tensoes na v'iga 

inteiramente de madeira. 

7.8 Custos 

E extremamente pertinente realizar urn estudo comparative entre as estruturas mistas de 

madeira-concreto com outras de diferentes tipos de materiais. Por exemplo, poder-se-ia analisar 

pontes rodoviarias construidas em madeira-concreto, madeira serrada, madeira laminada colada, 

madeira protendida, a9o, avo-concreto, concreto armado, concreto protendido etc, comparando os 

custos e determinando quais sao as vantagens tecnicas e economicas em fi.mvao de seu vao. 
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A.l Metodo da se~io transformada 

0 Metodo da seyao transformada (MST) pode ser aplicado a uma viga mista desde que a 

ligayao entre os diferentes materiais seja perfeitamente rigida, isto e, que nao ocorra 

escorregamento relativo na interface entre os materiais. Este tipo de conexao, pode por exemplo, 

ser uma cola e pode ser representado pelo modulo de deslizamento da liga<;ao tendendo a infinito 

(K --t X). 

No MST os materiais que compoem a se9ao da viga trabalham, por hipotese, no regime 

ehistico linear, onde para a flexao normal simples a posi9ao da L.N., em uma se<;ao generica, nao 

varia a com a solicitayao. 

Neste metodo converte-se a seyao real da vrga, para efeito de cruculo, em outra 

equivalente composta por apenas urn material, escolhido como referencia. A se<;ao resulta.11te e 

denominada se9ao transformada, se<;ao equivalente ou ainda se<;ao homogeneizada. 

Para que a se<;ao transformada seja equivalente a se<;ao real segundo TIMOSHENKO e 

GERE (1960), e necessaria que ocorra simultaneamente, em ambas as seyoes: 

e a linha neutra esteja na mesma posiqao; 

, a capacidade de resistir ao momento fletor de sen,iqo seja a mesma. 

A seguir sera discutido o MST, segundo POPOV (1978), para o caso de uma viga mista de 

dois materiais cuja se<;ao transversale mostrada na Figura A.l (a), sendo que o material externo 1 

possui modulo de elasticidade e o material interno 2 possui modulo de elasticidade E2. Quando 

a "Viga e submetida a flexao, a premissa basica de deforma9ao usada na Teoria de Flexao ( as 

se<;oes trat1sversais planas permanecem planas) continua valida. Assim sendo, as deforma9oes 

variam linearmente a partir da linha neutra, isto e, s = s(y) com s(y = o) = 0 e 0 diagrama nao 

apresenta descontinuidade ( nao ocorre deslizamento ), como mostra a Figura A.l (b). Para o caso 



el<istico linear, a tensao e proporcional a deformayao ( cr = Ez ), e a distribuiyaO de tensao, 

admitindo E1 > E2 , e a mostrada na Figura A.l (c). Na interface de contato nota-se uma 

descontinuidade no diagrama de tensoes. Embora a deforma9ao em ambos os materiais, nas 

superficies de contato, seja a mesma, desenvolve-se uma tensao maior no material de maior 

modulo de elasticidade. Estas informa9oes sao suficientes para, admitindo uma distribui9ao de 

deforma9ao, resolver qualquer problema de v1ga mista, utilizando uma soluyao por tentativas e 

erros, que determina, assim, uma linha neutra provis6ria, e sua correspondente distribui9ao de 

tensoes. Este procedimento deve prosseguir ate que a for9a resuhante do lado das tensoes de 

compressao seja numericamente igual a for9a resultante do lado das tensoes de tra9ao. Po rem, 

utilizando o MST, simplifica-se drasticamente a amilise de vigas mistas. Para tanto, basta aplicar 

na seyao transversal, as equa9oes de equilibrio: 

(A. I) 

(A.2) 



Sq·ao tr:msvcrsal Va<io<;ao <Ia <lcforma<;iio 

1.LI viga de Joh malcriJis 

(b) 

Sr~5o cquivakntc no malc:ial 1 Se<;ao cquivalcnte no male rial 2 

(d) (c) 

Figura A 1 Viga de dois materiais. 

FONTE: POPOV. 1978, p. 193. 

(c) 

Distribui .. ;5n de tcrl\5.u 

em cada \c(.,:fio cquiv;,h:ntc 
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Segundo POPOV (1978), a transforma<;ao de uma se<;ao e conseguida alterando-se as 

dimensoes de uma se<;ao transversal paralela a linha neutra na rela<;ao dos modulos de elasticidade 

dos materiais. Por exemplo, se a se<;ao equivalente e desejada no material 1, as dimensoes 

correspondentes no material 1 nao sao alteradas. As dimensoes horizontais do material 2 sao 

alteradas pela rela<;ao n, onde n = E2 I E1 , Figura A 1 (d). Por outro lado, se a se<;ao 
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transformada e a do material 2, a dimensao horizontal do outro material e alterada pela relayaO 

n1=E1 I E2, Figura A.l (e). A rela9ao n1 e inversa an. 

A legitimidade das sev5es transformadas e vista comparando as forvas que atuam nas 

se96es originais e nas equivalentes. A for9a correspondente a uma deforma9ao sx , que atua em 

uma area elementar dzdy, na Figura A.l (a), e sxE1dzdy. 0 mesmo elemento de area na Figura A.l 

(e) e nldzdy. A forya que age nele e SxE2nldzdy . Entretanto, pela definivao de nl, 

Assim, as for9as em ambos os elementos sao as mesmas, e ambos, em virtude de sua localiza<;ao, 

contribuem igualmente para o momento resistente. 

Em uma viga com area transformada, as deforma<;6es e tensoes variam linearmente a partir 

da linha neutra (Figura A.l (b) e (f)). As tensoes calculadas da maneira usual sao corretas para o 

material do qual a se9ao transformada e feita. Para o outro material, a tensao calculada deve ser 

multiplicada pela relavao n ou n1 da area transformada para a real. Por exemplo, a forva que age 

sobre n1dzdy, na Figura A.l (e), atua sobre dzdy do material real, e portanto a tensao deve ser 

muhiplicada por n1. 

Admitindo, a partir de agora, que o material adotado como referencia seja a madeira, 

Figura A.2, a razao modular nc, para o concreto, e expressa por: 

(A.3) 

Determina-se a posi<;ao da linha neutra a partir da fibra mais superior da se<;ao atraves da 

expressao: 

(A.4) 

onde: 
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Ac e Aw = areas das se96es transversais de concreto e madeira, respectivamente; 

y c e y w = distancias da fibra mais superior da se9ao composta ate o CG do material 

correspondente (Figura A.2 ). 

---h;.-----4--------

a) se9ao real b) se9ao transformada 

Figura A.2 Exemplo de homogeneiza9ao de uma viga mista madeira-concreto, considerando a 

madeira como material de referencia. 

0 produto de inercia de uma SeyaO infinitamente rigida e apresentado por JOHN e 

CHILVER (1961), segundo expressao: 

(AS) 

nota9ao: 

E * e r: = modulo de elasticidade e momento de inercia genericos, respectivamente; 

Ic e Iw = momento de inercia do elemento de concreto ou de madeira, respectivamente, 

em rela9ao ao CG da se9ao transversal total, ou seja, Ic e Iw mais o 

transporte para o CG da se9ao original; 

Ic e Iw = momento de inercia do elemento de concreto e de madeira em rela9ao ao seu 

proprio CG, respectivamente. 
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Cabe ressaltar que a rigidez a flexao obtida atraves da expressao (A5) e equivalente a 

rigidez para a se<;:ao totalrnente cornposta dada nas express5es (3.27) e (3.28) e cujas dedu<;:5es 

encontrarn-se no Anexo C. 

Sendo o material de referencia a madeira, tern-se que: 

(A6) 

substituindo ern (A.5) : 

(A7) 

Tarnbern ern JOHN e CHIL VER (1961 ), tern-se: 

• area da se<;:ao equivalente 

(AS) 

• momenta estatico da se<;ao equivalente 

(A9) 

• tens5es norrnais na madeira 

(AIO) 
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• tensoes normais no concreto 

M 
crc=nc-y (All) 

E interessante observar que ao aplicar na se9ao transversal a expressao (A 1 ), obtem-se as 

expressoes (A.4), (A8) e (A.9), e aplicando na seyao transversal a expressao (A.2), obtem-se as 

expressoes (A. 7) e (A.1 0). 

Da Figura A.l ( c ), na fibra da interface entre os do is materiais tem-se: 

(A.l2) 

(A. B) 

portanto, 

(A.14) 

considerando a expressao (A.3), tem-se: 

e portanto e obtida: 

(A. IS) 



rela9ao que tambem pode ser derivada das e:x--pressoes (A 1 0) e (A.11 ). 

A.2 Exemplo de aplica~io do Metodo da Se~io Transformada 

Dados: 

• carregamento e geometria (viga bi-apoiada- se9ao T- carregamento uniforme) 

P 
= .-;; kN I = 5 kgf I 

a ~ /m /em 

t=4,00m 

e maddra 

fcod = 16 MPa 

Ew = 10920 :MPa 

e concreto 

fed= 14 MPa 

Ec = 27780 :M:Pa 

A se9ao transversal da viga ( real e transformada ), bern como os diagramas de 

deforma9oes e tensoes sao apresentados na Figura A.3. 
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b.=400mm 

~lOOmm:--
1 ' 

--b.F=lOOmin--
1 I 

Figura A.3 Exemplo de aplicayao do MST. 

Ec 27780 
nc = E = 10920 = 2'54 

w 

0,90 

s[%o] 

0,90 

s[%o] 

0.28 

9,84 

cr[MPa] 

9,84 

cr(MPa] 

7,93 

- - [10*16
3 

"] [40*4
3 

] Iw =Iw +ncic = 
12 

+(10*16)7,18- +2,54 
12 

+(40*4)2,82 2 =15435cm4 

pdl
2 

5 *4002 

Md = -
8

- = 
8 

= 100000 kgf em = 1000 kgf m 
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M 100000 k% 
_d 15 18 = 15 18 = 98 3 5 !Sl ) 

Ioo ' 15435 ' ' em-
9,841\.1Pa 

:. a w = 9,84 J\!IP a < fcod = ftod = 16 J\!IPa 

Md 100000 .., .., k<=>% .., 
n-

1
-4,82 254 4,8 .... = 79,.J2 ) = 7,9.J J\1Pa 
'"' - 15435 em-

:. a c = 7,93 MPa <fed = 14 MPa 

5pdt
4 

5*5*400
4 

t t 
v - = =099cm.::::::-<-

max - 384Ewloo 384 * 109200 * 15435 ' - 400 200 
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B.l Equivalencia entre PFEIL e KREUZINGER 

Sera demonstrada a equivalencia entre as expressoes (3.91) e (3.111) que determinam as 

tensoes normais que atuam no CG da se9ao de concreto segundo KREUZINGER e PFEIL, 

respectivamente. 

v 
' (3.91) Cic,CG =-

(3.111) 

0 sinal negativo na expressao (3.91) mostra apenas que a tensao e de compressao, 

enquanto que a (3 .111) e dada em valor absoluto. M e ~ sao equivalentes, diferindo-se apenas na 

nota9ao. Assim sera demostrado a equivalencia entre (EI)ef e (EI)r e posteriormente entre os 

produtos acre alyl . 

Cabe ressaltar que os indices 1 e c referem-se ao concreto e 2 e w a madeira. 

B.2 Prova de que (El)efde KREUZINGER e equivalente a (EI), de PFEIL. 

De KREUZINGER, tem-se a expressao (3.82): 

( El) ef = E) c + E ,) w + --=---'E'-'_..::..A_c_ a 2 

1+v _v __ 

'C E A 
vt"' w 

Definindo-se, 

(3.82) 
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(B. 

De PFEIL, tem-se a expressao (3.114): 

(EI)r = E 1I1 + E2 I2 + l: k [E 1 A 1 a~ + E 2 A2a;J (3.114) 

(B.2) 

chamando: 

(B.3) 

substituindo-se (B.3) em (B.2), a expressao resulta: 

+-~-2 -[xJaz 
J~ 

1+ 
e X 



Definindo-se, 

1 
B=--------

1t2 1 
-----+ ?-

e-K 

Agora, basta mostrar a equivalencia entre A e B das expressoes (B.l) e (B.5), 

repectivamente: 

A= --1----1-

A= ----1-----1-

-------+---

--_-2_1 __ ECAC EWAW 
!\. 

1-4.-­, ez 

1 
-4.--"-­
, EWAW 
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(B.4) 

(B.5) 

(B. I) 
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(B.6) 

e 

1 
B=-------

1t2 1 
(B.5) 

_E ____ + t-
2
-K 

ErAl +EzAz 

(B.7) 

e portanto A (B. 6) e equivalente a B (B. 7). 

B.3 Prova de que 2e'Yc de KREUZINGER e equivaiente a aa1 de PFEIL. 

De KREUZINGER tem-se: 

(B.8) 
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EwAwa ac y c = ______ n_2 ____ z _______ n_2 _____ _ 

y CECAC + y c e2i((EcAJ + EWAW + t2K ECACEWAW 

a ac y c = _______ n_2 ___ _:::_2__:;:.__ _________ _ 

EcAc (EcAc) nz 
--1t--::-2 _E ___ A_c_ + --1t-, ~-:-- _E_c_A_c_ + EwAw + {2 K E c AcE w Aw 

1 + - ___::___ 1 ~ 
t 2 K , t 2 K 

(B.9) 

EWAW 

De PFEIL tem-se: 

(B.10) 
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(B.ll) 

e portanto acYc (B.9) e equivalente a a1Y1 (B.11 ). 

Assim, esta demostrada a equivalencia entre as expressoes (3.91) e (3.111). Ja a 

equivalencia entre as expressoes para o calculo das tensoes normais em outros pontos ao longo da 

altura da seyao transversal podem ser verificadas analogamente, e nao serao aqui apresentadas. 
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C.l Formas em que se pode expressar (Ei)er 

Da solw,;ao da equa9ao (3. 78) resulta, entre outras, a expressao (3. 81) a qual possui o 

parfu:netro (EI)er ,(3.82). As expressoes para o calculo de tensoes, deslocarnentos, etc. contem esta 

rigidez a flexao efetiva. As formas apresentadas para esta rigidez na seyaO 3.2.2.3 sao: 

Existe tambem outra forma de se escrever a rigidez a flexao efetiva, 

(EI) = E I + E I + v E A a2 + E A a 2 
ef c t: -w w · • c c c c wrtw w 

para verificar a equivalencia entre essas duas expressoes, apresenta-se o desenvolvirnento da 

equa<;ao C. 1: 

substituindo as equa<;oes (3.86) e (3.87) no lugar de ace aw, respectivamente,vem: 

(EJ)ef = 
v

2E 2A 2E A 

c.q.d., poise igual a (3.82). 

(3.82) 

(C. 
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C.2 Centro de gravidade da se~ao homogenea 

A seguir sao apresentadas formas alternativas de se obter o centro de gravidade da seyao 

totalmente composta ( conexao infinitamente rigida ). 

o segundo o lv.fetodo da Sec;iio Transjormada 

soc 
YcG.w =-;:-

... ::c 

E 
r+-c A *O 

E c 
w 

Y CG.w = -------
£~ 

Aw +-' Ac 
E.w 

Awr v = ___ :.:._ __ 
"CG.«l E A + 

\\' \V C 
·-·--····-··---··~---· 

Y CG.co = . f 
ECAC -rEWAW 

onde y CG.:xo e mostrado na Figura A.2. 

(A.9) 

(A.8) 

(C.2) 

(C.3) 



e segundo GIRHAMMAR e GOPU (1991 e 1993) 

Os autores definem, 

sendo: 

e a? e j3 definidos em (3 .24) e (3 .25), respectivamente, tem-se: 

K 

ECAC 
? r 

rr 
Y CG.w = --::K=-..=.:._---::K=--

r 

Yca.o::· = 

EWAW v ---~....:.:.._-r 

-' CG.w- A ..;_ E A 
c { w w 

resultando na expressao (C.3). 
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(C.4) 

(C.5) 
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C.3 Rigidez a flexao 

As defini96es da rigidez a flexao da viga totalmente composta (EI)"", apresentadas nas 

expressoes (3.27) e (3.28), sao deduzidas a seguir. 

• segundo o Metoda da Ser,;iio Transformada 

Sendo a expressao (A5): 

(A.5) 

Pode-se escrever, 

(C.6) 

fazendo E =E ... ., a equa9ao (C.6) torna-se: 

ass1m, 

I = 
"'' 
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(3.27) 

resultando enfim na expressao (3.27). 

" segundo GIRHAA1MAR e GOPU (1991 e 1993) 

Seja a expressao (3 .28), 

(3.28) 



substituindo-se os parametres a? e ~ definidos em (3.24) e (3.25), respectivamente, obtem-se: 

(EI)
0 

(El}x = ? (3 = 
a-- r 

az 

resultando na expressao (3 .27). 

r
2 l 

+ (EI)
0 
j 
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D.1 Carregamento nniforme 

D.1.1 Linha elastica na forma exponendal 

((El)
0

-(Eit,)ea."q ((EI)
0

-(EIL.)eataxq -(El)
0
q+(EIL,q. 

v(x) =- a 4 (EI)<> (EIL(l +eat) - a 4 (EI)
0
(EIL,(1 +eat) - a 4 (EI)

0
(EIL -r-

e(-l2(EI)0q + 12(EIL q -Hx
2 (EI) 0 t

2 q)x ((EI) 0 - (EI)"')qx2 
. qx 4 

' 24a 2 (EI)
0
(EIL, + 2a 2 (EI)

0
(EIL, -12(EIL '24(EIL (D.l) 

D.1.2 Linha elastica na forma trigonometrica 

q f24((E1)0 -(EI},). t(12(EIL +(E1)0 (-12+a
2
t

2 ))x, 12((E1)0 -(EI},)x 2 

3
• 

v(x)=24{EILl a 4 (EI)
0 

-r a?(EI)
0 

-r- a 2 (EI)
0 

-ltx.' 

4 
24{(EI)0 - (EILXcosh(a(t- x)) + senh(a(t- x))) 24((EI)0 - (EI),"')cosh(ax) + senh(ax)) l 

+x - a 4 (EI)
0
(l+cosh(at)+senh(at)) + a 4 (El)

0
(l+cosh(at)+senh(at)) J 

(D.2) 

D.1.2.1 Valor maximo da linha elastica 

i ~~ = q r24((E1)0 -(EIL) + 3((E1)0 -(E1),Jt
2 

_,_ 3t 4 
+ t

2
(12(EIL +(EI)0 (-12+a

2i)) _ 
\2) 24{EI}, L a 4 (EI)

0 
. a 2 (EI)

0 
. 16 . 2a 2 (EI)

0 

( (at/ (at\\ 
48((EI)0 -(EI)"'\_cosh,~,_2; +senhl2J) 

a.;(EI)
0
(I +cosh( at)+ senh(at)) 

(D.3) 



174 

D.2 Duas cargas apHcadas nos ter~os dos vios 

D.2.1 Linba ebistica na forma exponenciai 

( .!_a.\!···?>x)( 7 ") ( ?!_ 
2c:t\ J · { ~U\C-3x)( 1 ) 

9(EIL,le 3 -1+e_ax -2a.\l-e 3 +e 3 )x)+(EI)0 l9e 3 -l+e_ax-

v(~=~------------------------~------~---------------

c:t 

18(EI) 0 (Eit, a.3 

(D.4) 

(D.5) 



D.2.2 Linba elastica na forma trigonometrica 

J . ( ( /a.t\) 1 (at\ (at\1 
P! - 9(EI)" - 2axl - 1 + 2 cosh\ - ! I ( cosh! I + senhl 1 1 + L ~-~__ \ \ 3; )\ \ 3) \ 3)) 

v(x) = . / (at')( (at\ (at\'\ 
18(EI) 0 (EI)"'.a~l-1 +2 cosh -) i cosh(-)+ senhi l/ 

.. \3 \ ,3; \3); 

+ (cosh( ~a(t- 3x)f + senh( ~a(e- 3x))f(- 1 + cosh(2ax) + senh(2ax))( + 
\ \.) J \.) J ) 

r rat\\( (at\, rat\\ 
18(EI)0 (EILa\ -1 + 2coshl

3
) )~cosh 3-) + senhJ, 

3
)) 

. ) ( ( (at\)1/ [(at) (at~\ ' ( ' ') 
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D.2.2.1 Valor maximo da linha elastica 

(D.8) 
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E.l Principais rela~oes das fun~oes bipe:rbolicas 

A Tabela E.l apresenta as principais definic;oes, identidades e derivadas das func;oes 

hiperb6licas. A Figura E.l representa os graficos de senh e cosh. 

Tabela E.l Definic;oes, identidades e derivadas das 

funyoes hiperb6licas 

e~ e-x 
sen h x = ----------- · 

2 

eX+ e""X 
COS h X = ------ · 

2 

ex - e-"' sen h x 
tg h X = ------- = · --------' 

ex+ e-., ens h x 

ex+ e-x coshx 
cotg h x = ----- = --------- · 

e-' - e··x sen h x 

2 l 
scchx = ---- = ----

e"' + e-x cos h x 

2 
cosec h x = --- = ---------- · 

ex-e-x scnhx 

ldentidades 

sen h (-x) =-sen h x. 

cosh (-x) = cosh x. 

tg h (-x) = - tg h x. 

cos h 2 x - sen h 2 x = l . 

l-tgh 2 x=sech 2 x. 

cotg h2 x- 1 = cosec h2 x. 

sen h (x + y) = sen h x cos h y + cos h x sen h y. 

cosh (x + y) = cosh x cosh y + sen h x sen h y, 

tg h X+ lg h y 
t~ h (x + y) = ----------- · 

1 + tg h X tg h)' 

sen h 2x = 2 sen h x cos h x. 

co:; h 2x = cos h 2 x + sen h2 x. 

c' = cos h x + sen h x. 

c- "" = cos h x --sen h x. 

sen h' x = cosh x. 

cosh' x = sen h x. 

tg h' x = scch 2 x. 

colg h' x =--cosec h 2 x. 

sc•: h' x = sec h x tg h x. 

Dcriuadas 

cosec h' x = cosec h x co!g h x. 

Fonte: MOISE, 1970,p.l97. 

y 

y =cosh x 

y = scnh x 

Figura E.l Gnificos de senh e cosh. 
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A 

APENDICE 



1\tiETODO APROXIMADO 

• Carregamento uniforme 

K = 6500 kN/mm 

K = 6500 kN/mm 

K = 6500 kN/mm 

K = 13000 kN/mm 

K = 13000 k['J/mm 

K = 13000 kN/mm 

K = 26000 kl'J/mm 

K = 26000 kN/mm 

K = 26000 k.N/mm 

~ Carregamento aplieado 

K = 6500 kl'l/mm 

K = 6500 kl'f/mm 

K = 6500 kN/mm 

K = 13000 kN/mm 

K = 13000 kl'f/mm 

K = 13000 kN/mm 

K = 26000 kN/mm 

K = 26000 kl'f/mm 

K=26000 

K-+0 

K-+x 

s = 3 em; 

s = 6 em; 

s=9em; 

s = 3 em; 

s=6em; 

s = 9 em; 

s=3em; 

s = 6 em; 

s=9em. 

s=3 em; 

s= 6 em; 

s=9em; 

s=3 em; 

s=6em; 

s=9em; 

s = 3 em; 

s=6em; 

s = 9 em; 

s=6em; 

s=6 em. 



(& .METODO EXATO 

• Carregamento uniforme 

K = 6500 kl~/mm s = 3 em; 

K = 6500 kN/mm s=6cm; 

K = 6500 kl"\I/mm s=9em; 

K = 13000 k_W/mm s = 3 em; 

K = 13000 kN/mm s=6em; 

K = 13000 kN/mm s=9em; 

K = 26000 kl"\I/mm s=3em; 

K = 26000 kN/mm s= 6 em; 

K = 26000 kl'J/mm s=9 em. 

• Carregamento aplicado 

K = 6500 kl~/mm s=3 em; 

K = 6500 kN/mm s=6cm; 

K = 6500 kN/mm s=9em; 

K = 13000 k:N/mm s=3 em; 

K = 13000 kl~/mm s = 6 em; 

K = 13000 k:N/mm s = 9 em; 

K = 26000 k:N/mm s=3em; 

K = 26000 k:N/mm s=6em; 

K = 26000 kN/mm s = 9 em; 

K~O s=6cm; 

K~x s= 6 em. 



C.Unif. K=6500 s=3 

VIGA 81-APOIADA COM CARREGAMENTO UNIFORME 

Parametres geometricos da segao Parametres de elasticidade Conexao 

:::: 

:::: 

= 

t= 

Ac= 

Aw= 

lc = 

lw = 

a= 

a = w 

[em] 

6 [em] 

30 [ern ] 

6[em 

200 em 

120 [ em
2

] 

96 [ em
2 J 

160 [ em
4

] 

2048 [ em
4

] 

10 [em] 

6,12 [em] 

3,88 [em 1 

(EI)et = 74738719,34 [MPa cm
4

] 

= 

= 

K= 
lr-
"-

"'! = ,c 

Metoda Aproximado 

216,67 [ N I mm
2

] 

4,84 [ adimens. J 

0,17 [ adimens. ] 

Carga q Mmaximo Tensao Norm. Caner.( crc) Tensao Norm. Mad. ( crw) Fluxo de 
A 

CG 2 
A 

CG 2 Cis.( <!>max) I I 

[ N I em] [ N * m] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ MPa J [ MPa] [ MPa] [ kN I em] 

50 2500 -2,37 -1,24 2,37 -3,20 1,55 3,20 0,30 

100 5000 -4,74 -2,48 4,74 -6,41 3,11 6,41 0,60 

150 7500 -7,11 -3,73 7,11 -9,61 4,66 9,61 0,89 

200 10000 -9,48 -4,97 9,48 -12,81 6,21 12,81 1 '19 
250 12500 -11,85 -6,21 11,85 -16,02 7,76 16,02 1,49 

300 15000 -14,22 -7,45 14,22 -19,22 9,32 19,22 1,79 

350 17500 -16,59 -8,69 16,59 -22,42 10,87 22,42 2,09 

400 20000 -18,96 -9,94 18,96 -25,63 12,42 25,63 2,38 

450 22500 -21,33 -11,18 21,33 -28,83 13,97 28,83 2,68 

500 25000 -23,70 -12,42 23,70 -32,03 15,53 32,03 2,98 

550 27500 -26,06 -13,66 26,06 -35,23 17,08 35,23 3,28 

600 30000 -28,43 -14,90 28,43 -38,44 18,63 38,44 3,58 

Vmaxima 

[mm] 

1,394 

2,787 

4,181 

5,575 

6,969 

8,362 

9,756 

11,150 

12,544 

13,937 

15,331 

16,725 



C.Unif. K=6500 s=6 

VIGA 81-APOIADA COM CARREGAMENTO UNIFORME Metodo Aproximado 

Parametros geometrieos da segao Parametres de elastieidade Conexao 

= 9 

1 970 s= 

:::: 

= 

A = c 120 [ em
2

] K= 108,33 [ N I mm
2

] 

A = w 96 [ em
2 J k= 9,68 [ adimens.] 

I = c 160 [ em
4

] "'! = ,c 0,09 [ adimens. ] 

lw = 2048 [ em
4

] 

a= 10 [em] 

a = c 7,43 [em] 

a = w 2,57 [em] 

(EI)er = 597 40194,71 [MPa em
4

] 

Carga q Mmaximo Tensao Norm. Coner.( crc) Tensao Norm. Mad. ( crw) Fluxo de Vmaxima 

1 CG 2 1 CG 2 Cis.( ~max) 

[ N I em] [ N * m] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ kN I em] [mm] 

50 2500 -2,96 -1,03 2,96 -4,01 1,29 4,01 0,25 1,744 

100 5000 -5,93 -2,06 5,93 -8,01 2,58 8,01 0,49 3,487 

150 7500 -8,89 -3,09 8,89 -12,02 3,87 12,02 0,74 5,231 

200 10000 -11,86 -4,12 11,86 -16,03 5,15 16,03 0,99 6,975 

250 12500 -14,82 -5,15 14,82 -20,04 6,44 20,04 1,24 8,718 

300 15000 -17,79 -6,18 17,79 -24,04 7,73 24,04 1,48 10,462 

350 17500 -20,75 -7,22 20,75 -28,05 9,02 28,05 1,73 12,206 

400 20000 -23,72 -8,25 23,72 -32,06 10,31 32,06 1,98 13,949 

450 22500 -26,68 -9,28 26,68 -36,07 11,60 36,07 2,23 15,693 

500 25000 -29,64 -10,31 29,64 -40,07 12,89 40,07 2,47 17,437 

550 27500 -32,61 -11,34 32,61 -44,08 14,17 44,08 2,72 19,180 

600 30000 -35,57 -12,37 35,57 -48,09 15,46 48,09 2,97 20,924 



C.Unif. K=6500 s=9 

VIGA 81-APOIADA COM CARREGAMENTO UNIFORME 

Parametros geometrieos da segao Parametros de elastieidade Conexao 

= 

= 

£= 

Ac= 

Aw= 

lc = 

lw = 

[em 

6 em 

30 [em] 

6 em] 

200 em 1 

120 [ em
2

] 

96 [ em
2

] 

160 [ em
4

] 

2048 [ em
4

] 

a= 10[em] 

ac = 8,08 [em ] 

aw = 1,92 [em] 

(EI)ef = 52296142,71 [MPa em
4

] 

= 

= s= 

K= 
k= 

'I = ,c 

Metoda Aproximado 

72,22 [ N I mm
2 

] 

14,52 [ adimens. ] 

0,06 [ adimens.] 

Carga q Mmaximo Tensao Norm. Caner.( crc) Tensao Norm. Mad. ( crw) Fluxo de 

1 CG 2 1 CG 2 Cis.( <!>max) 

[ N /em] [ N * m] [ MPa] [MPa] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ kN I em] 

50 2500 -3,39 -0,88 3,39 -4,58 1 '1 0 4,58 0,21 

100 5000 -6,77 -1,76 6,77 -9,16 2,20 9,16 0,42 

150 7500 -10,16 -2,64 10,16 -13,73 3,30 13,73 0,63 

200 10000 -13,55 -3,52 13,55 -18,31 4,40 18,31 0,85 

250 12500 -16,93 -4,40 16,93 -22,89 5,51 22,89 1,06 

300 15000 -20,32 -5,29 20,32 -27,47 6,61 27,47 1,27 

350 17500 -23,70 -6,17 23,70 -32,04 7,71 32,04 1,48 

400 20000 -27,09 -7,05 27,09 -36,62 8,81 36,62 1,69 

450 22500 -30,48 -7,93 30,48 -41,20 9,91 41,20 1,90 

500 25000 -33,86 -8,81 -iDH -45,78 11,01 45,78 2,11 

550 27500 -37,25 -9,69 -50,36 12.11 1 50,36 2,33 

600 30000 -40,64 -10,57 40,64 -54,93 13,21 54,93 2,54 

Vmaxima 

[mm] 

1,992 

3,984 

5,976 

7,967 

9,959 

11,951 

13,943 

15,935 

17,927 

19,919 

21,910 

23,902 



C.Unif. K=13000 s=3 

VIGA 81-APOIADA COM CARREGAMENTO UNIFORME Metodo Aproximado 

Parametres geometrieos da se<;ao Parametres de elastieidade Conexao 

= = 35419 ::: 

= = 970 s= 

= 

= 

= 

Ac= 120 [ em
2

] K = 433,33 [ N I mm
2

] 

A = w 96 [ em
2

] k = 2,42 [ adimens. ] 

I = c 160 [ em
4

] Yc = 0,29 [ adimens. ] 

lw= 2048 [ em
4

] 

a= 10 [em J 

a = c 4,80 [em J 

a = w 5,20 [em] 

(EI)ef = 89886300,4 [MPa em
4

] 

Carga q Mmaximo Tensao Norm. Coner.( cr0 ) Tensao Norm. Mad. ( crw) Fluxo de Vmaxima 

1 CG 2 1 CG 2 Cis.( <!>max) 

[N/em] [N*m] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ kN I em] [mm] 

50 2500 -1,97 -1,38 1,97 -2,66 1,73 2,66 0,33 1,159 

100 5000 -3,94 -2,77 3,94 -5,33 3,46 5,33 0,66 2,318 

150 7500 -5,91 -4,15 5,91 -7,99 5,19 7,99 1,00 3,477 

200 10000 -7,88 -5,54 7,88 -10,65 6,92 10,65 1,33 4,635 

250 12500 -9,85 -6,92 9,85 -13,32 8,65 13,32 1,66 5,794 

300 15000 -11,82 -8,30 11,82 -15,98 10,38 15,98 1,99 6,953 

350 17500 -13,79 -9,69 13,79 -18,64 12,11 18,64 2,32 8,112 

400 20000 -15,76 -11,07 15,76 -21,31 13,84 21,31 2,66 9,271 

450 22500 -17,73 -12,45 17,73 -23,97 15,57 23,97 2,99 10,430 

500 25000 -19,70 -13,84 19,70 -26,63 17,30 26,63 3,32 11,589 

550 27500 -21,67 -15,22 21,67 -29,30 19,03 29,30 3,65 12,748 

600 30000 -23,64 -16,61 23,64 -31,96 20,76 31,96 3,99 13,906 



C.Unif. K=13000 s=6 

VIGA 81-APOIADA COM CARREGAMENTO UNIFORME 

Parametres geometricos da segao Parametres de elasticidade Conexao 

:::: 

:::: 

::: 

= 

A= c 

A = w 

I = c 

I = w 

4 em J 

[em] 

30 [em] 

6 [em] 

200 [em 

120 [em
2

] 

96 [ cm
2

] 

160 [ cm
4

] 

2048 [ em
4

] 

a= 10 [em] 

ac = 6, 12 [ em ] 

aw = 3,88 [ em 1 

(EI)ef = 74738719,34 [Mpa cm
4

] 

= 

= 

35419 

970 

= 
s= 

K= 

k= 

y = ,c 

Metodo Aproximado 

216,67 [ N I mm
2

] 

4,84 [ adim. ] 

0,17 [ adim.] 

Carga q Mmaximo Tensao Norm. Goner.( a 0 ) Tensao Norm. Mad. ( aw) Fluxo de 
A 

CG 2 1 CG 2 Cis.( ~max) I 

[N/cm] [ N * m] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [MPa] [ MPa] [ MPa] [ kN I em] 

50 2500 -2,37 -1,24 2,37 -3,20 1,55 3,20 0,30 

100 5000 -4,74 -2,48 4,74 -6,41 3,11 6,41 0,60 

150 7500 -7,11 -3,73 7,11 -9,61 4,66 9,61 0,89 

200 10000 -9,48 -4,97 9,48 -12,81 6,21 12,81 1 '19 

250 12500 -11 ,85 -6,21 11,85 -16,02 7,76 16,02 1,49 

300 15000 -14,22 -7,45 14,22 -19,22 9,32 19,22 1,79 

350 17500 -16,59 -8,69 16,59 -22,42 10,87 22,42 2,09 

400 20000 -18,96 -9,94 18,96 -25,63 12,42 25,63 2,38 

450 22500 -21,33 -11,18 21,33 -28,83 13,97 28,83 2,68 

500 25000 -23,70 -12,42 I 23,70 -32,03 15,53 32,03 2,98 

550 27500 -26,06 -13,66 26,06 -35,23 17,08 35,23 3,28 

600 30000 -28,43 -14,90 28,43 -38,44 18,63 38,44 3,58 

Vmaxima 

[mm] 

1,394 

2,787 

4,181 

5,575 

6,969 

8,362 

9,756 

11 '150 

12,544 

13,937 

15,331 

16,725 



C.Unif. K=13000 s=9 

VIGA BI-APOIADA COM CARREGAMENTO UNIFORME 

Parametros geometrieos da segao Parametros de elastieidade Conexao 

= 
= 

= 

Ac= 120 [ cm
2 1 

Aw= 96 [ em
2

] 

I = c 160 [em
4

] 

lw = 2048 [ em
4

] 

a= 10 [em 1 
ac = 6,91 [em J 

aw= 3,09 [em] 

(EOet = 65721858,88 [Mpa cm
4

] 

35419 

970 

= 
= 

K= 

k= 

'I : ,c 

Metodo Aproximado 

144,44 [ N I mm
2

] 

7,26 [ adim.] 

0,12 [ adim.] 

Carga q Mmaximo Tensao Norm. Coner.( ere) Tensao Norm. Mad. ( crw) Fluxo de 

1 CG 2 1 CG 2 Cis.( ~max) 

[ N I em] [ N * m] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ kN I em] 

50 2500 -2,69 -1,13 2,69 -3,64 1,41 3,64 0,27 

100 5000 -5,39 -2,25 5,39 -7,29 2,82 7,29 0,54 

150 7500 -8,08 -3,38 8,08 -10,93 4,22 10,93 0,81 

200 10000 -10,78 -4,51 10,78 -14,57 5,63 14,57 1,08 

250 12500 -13,47 -5,63 13,47 -18,21 7,04 18,21 1,35 

300 15000 -16,17 -6,76 16,17 -21,86 8,45 21,86 1,62 

350 17500 -18,86 -7,89 18,86 -25,50 9,86 25,50 1,89 

400 20000 -21,56 -9.G" 21,56 -29,14 11,27 29,14 2,16 

450 22500 -24,25 1 -10 4 24,25 -32,78 12,67 32,78 2,43 

500 25000 -26,95 ; -1 1 27 26,95 -36,43 14,08 36,43 2,70 

550 27500 -29,64 -12,39 29,64 -40,07 15,49 40,07 2,97 

600 30000 -32,34 -13,52 32,34 -43,71 16,90 43,71 3,24 

Vmaxima 

[mm] 

. 1,585 

3,170 

4,755 

6,340 

7,925 

9,510 

11,095 

12,680 

14,265 

15,850 

17,435 

19,020 



C.Unit K=26000 s=3 

VIGA 81-APOIADA COM CARREGAMENTO UNIFORME Metoda Aproximado 

Parametres geometrieos da sec;:ao Parametres de elastieidade Conexao 

= 

= 

= 

A = c 

(EI)er = 

Carga q 

[N/em] 

50 

100 

150 

200 

250 

300 

350 

400 

450 

500 

550 

600 

30 [em l 
6 [em] 

em] 

120 [ em
2

] 

96 [ em
2

] 

160 I em
4

] 

2048 [ em
4

] 

10 [em] 

3,74 [em] 

6,26 rem] 

102113185 [Mpa em
4

] 

35419 

1970 

Mmaximo Tensao Norm. Goner.( ere) 

1 CG 2 

[ N * m] [ MPa] [ MPa] [ MPa] 

2500 -1,73 -1,47 1,73 

5000 -3,47 -2,94 3,47 

7500 -5,20 -4,40 5,20 

10000 -6,94 -5,87 6,94 

12500 -8,67 -7,34 8,67 

15000 -10,41 -8,81 10,41 

17500 -12,14 -10,27 12,14 

20000 -13,87 -11,74 13,87 

22500 -15,61 -13,21 15,61 

25000 -17,34 -14,68 17,34 

27500 -19,08 -16,14 19,08 

30000 -20,81 -17,61 20,81 

= 

s= 

K= 

k= 

Yc = 

866,67 [ N I mm
2 

] 

1 ,21 [ adim. ] 

0,45 [ adim. ] 

Tensao Norm. Mad. ( crw) Fluxo de 

• CG I 2 Cis.( ~max) 

[ MPa] [MPa] [ MPa] [ kN I em] 

-2,34 1,83 2,34 0,35 

-4,69 3,67 4,69 0,70 

-7,03 5,50 7,03 1,06 

-9,38 7,34 9,38 1,41 

-11,72 9,17 11,72 1,76 

-14,07 11,01 14,07 2,11 

-16,41 12,84 16,41 2,47 

-18,76 14,68 18,76 2,82 

-21 '1 0 16,51 21 '10 3,17 

-23,44 18,34 23,44 3,52 

-25,79 20,18 25,79 3,87 

-28,13 22,01 28,13 4,23 

Vmaxima 

[mm] 

1,020 

2,040 

3,060 

4,080 

5,101 

6,121 

7,141 

8,161 

9,181 

10,201 

11,221 

12,241 



C.Unif. K=26000 s=6 

VIGA 81-APOIADA COM CARREGAMENTO UNIFORME Metoda Aproximado 

Parametros geometrieos da se9ao Parametros de elasticidade Conexao 

= = 35419 

:::: = i 970 

= 
:::: 

::::: 

A = c 120 [ em
2

] K = 433,33 [ N I mm
2 

] 

A = w 96 [ em
2 

J k = 2,42 [ adim.] 

I = c 160 [ em
4

] Yc = 0,29 [ adim.] 

I = w 2048 [ em
4

] 

a= 10 [em] 

a = c 4,80 [em] 

a = w 5,20 [em] 

(EI)et = 89886300,4 [Mpa em
4

] 

Carga q Mmaximo Tensao Norm. Caner.( crc) Tensao Norm. Mad. ( crw) Fluxo de Vmaxima 

1 CG 2 1 CG 2 Cis.( ¢max) 

[N/em] [ N * m J [ MPa] [ MPa] [ MPa] ( MPa] [ MPa J [ MPa J [ kN I em] [mm] 

50 2500 -1,97 -i ,38 1,97 -2,66 1,73 2,66 0,33 1,159 

100 5000 -3,94 -2,77 3,94 -5,33 3,46 5,33 0,66 2,318 

150 7500 -5,91 -4,15 5,91 -7,99 5,19 7,99 1,00 3,477 

200 10000 -7,88 -5,54 7,88 -10,65 6,92 10,65 1,33 4,635 

250 12500 -9,85 -6,92 9,85 -13,32 8,65 13,32 1,66 5,794 

300 15000 -11,82 -8,30 11,82 -15,98 10,38 15,98 1,99 6,953 

350 17500 -13,79 -9,69 13,79 -18,64 12,11 18,64 2,32 8,112 

400 20000 -15,76 -11,07 15,76 -21,31 13,84 21,31 2,66 9,271 

450 22500 -17,73 -12,45 17,73 -23,97 15,57 23,97 2,99 10,430 

sao 25000 -19,70 -13,84 19,70 -26,63 17,30 26,63 3,32 11,589 

550 27500 -21,67 -15,22 21,67 -29,30 19,03 29,30 3,65 12,748 

600 30000 -23,64 -16,61 23,64 -31 ,96 20,76 31,96 3,99 13,906 



C.Unif K=26000 s=9 

VIGA BI-APOIADA COM CARREGAMENTO UNIFORME 

Parametres geometrieos da se<;ao Parametres de elastieidade Conexao 

::: 

:::: 

= 

:::: 

£= 

A = c 

Aw= 

I = c 

4 [em] 

16 em] 

30 em] 

6 em] 

200 [em] 

120 [ em
2

] 

96 [ em
2

] 

160 [em
4

] 

2048 [ em
4

] 

10 [em J 

5,56 [em] 

4,44 [em] 

(EI)er= 81212158,79 [Mpa em
4

] 

= 35419 

= 1 970 s= 

K= 

k= 

y = ,c 

Metoda Aproximado 

288,89 [ N I mm
2

] 

3,63 [ adim.] 

0,22 [ adim. ] 

Carga q Mmaximo Tensao Norm. Caner.( ere) Tensao Norm. Mad. ( crw) Fluxo de 

1 CG 2 1 ,.... '"' 2 Cis.( ~max) 1 .. .,\.;1 

[N/cm] [N*m] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [MPa] [ MPa] [ kN I em] 

50 2500 -2,18 -1 ,31 2,18 -2,95 1,64 2,95 0,31 

100 5000 -4,36 -2,62 4,36 -5,90 3,27 5,90 0,63 

150 7500 -6,54 -3,93 6,54 -8,84 4,91 8,84 0,94 

200 10000 -8,72 -5,24 8,72 -11 '79 6,55 11,79 1,26 

250 12500 -10,90 -6,55 10,90 -14,74 8,18 14,74 1,57 

300 15000 -13,08 -7,85 13,08 -17,69 9,82 17,69 1,89 

350 17500 -15,26 -9,16 15,26 -20,63 11,45 20,63 2,20 

400 20000 -17,45 -10,47 17,45 -23,58 13,09 23,58 2,51 

450 22500 -19,63 -11,78 19,63 -26,53 14,73 26,53 2,83 

500 25000 -21,81 -13,09 21,81 -29,48 16,36 29,48 3,14 

550 27500 -23,99 -14,40 23,99 -32,43 18,00 32,43 3,46 

600 30000 -26,17 -15,71 26,17 -35,37 19,64 35,37 3,77 

Vmaxima 

[mm] 

1,283 

2,565 

3,848 

5,131 

6,413 

7,696 

8,979 

10,261 

11,544 

12,826 

14,109 

15,392 



C. Apl. K=6500 s=3 

VIGA BI-APOIADA COM 2 CARGAS APLICADAS NOS TERCOS DO VAO 

Metodo Aproximado 

Parametros geometricos da segao Parametros de elasticidade Conexao 

= :::: 

= rem] = s= 

= 

= 

= 

A = c 120 [ em
2

] K = 216,67 [ N I mm
2

] 

A = w 96 [ em
2

] k = 4,84 [ adim. ] 

I = c 160 [ em
4

] Yc = 0,17 [ adim.] 

lw = 2048 [ em
4

] 

a= 10 [em J 

ac = 6,12 [em] 

a = w 3,88 [em] 

(EI)er= 74738719,34 [ MPa * em
4 

J 

Carga 2xP Mmaximo Tensao Norm. Coner.( crc) Tensao Norm. Mad. ( crw) Fluxo de Vmaxima 

1 CG 2 1 CG 2 Cis.( <l>max) 

[ kN] [ N * m] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ kN I em J [mm] 

10 3333 -3,16 -1,66 3,16 -4,27 2,07 4,27 0,30 1,900 

20 6667 -6,32 -3,31 6,32 -8,54 4,14 8,54 0,60 3,799 

30 10000 -9,48 -4,97 9,48 -12,81 6,21 12,81 0,89 5,699 

40 13333 -12,64 -6,62 12,64 -17,08 8,28 17,08 1,19 7,598 

50 16667 -15,80 -8,28 15,80 -21,35 10,35 21,35 1,49 9,498 

60 20000 -18,96 -9,94 18,96 -25,63 12,42 25,63 1,79 11,398 

70 23333 -22,12 -11,59 22,12 -29,90 14,49 29,90 2,09 13,297 

80 26667 -25,27 -13,25 25,27 -34,17 16,56 34,17 2,38 15,197 

90 30000 -28,43 -14,90 28,43 -38,44 18,63 38,44 2,68 17,097 

100 33333 -31,59 -16,56 31,59 -42,71 20,70 42,71 2,98 18,996 



C. Apl. K=6500 s=6 

VIGA 81-APOIADA COM 2 CAR GAS APLICADAS NOS TER<;OS DO V AO 

Parametres geometrieos da segao Parametres de elastieidade Conexao 

= 

= 
:::: 

A= c 

A = w 

I = c 

6 [em] 

30 [em 

6[cm 

200 [em] 

120 [ em
2

] 

96 [ em
2

] 

160[em
4

] 

2048 [ em
4

] 

a= 10 [em] 

ac = 7,43 [ em ] 

aw = 2,57 [ em ] 

(EI)er = 597 40194,71 [ MPa * em
4

] 

:::: 

:::: 

9 

11970 = 

K= 

k= 

.,, = 
IC 

Metoda Aproximado 

108,33 [ N I mm
2

] 

9,68 [ adim. ] 

0,09 [ adim. ] 

Carga 2xP Mmaximo Tensao Norm. Caner.( cr0 ) Tensao Norm. Mad. ( crw) Fluxo de 

1 CG 2 1 CG 2 Cis.( ~max) 

[ kN] [ N * m] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ MPa] fMPal f kN I em] 

10 3333 -3,95 -1,37 3,95 -5,34 1,72 5,34 0,25 

20 6667 -7,91 -2,75 7,91 -10,69 3,44 10,69 0,49 

30 10000 -11 ,86 -4,12 11,86 -16,03 5,15 16,03 0,74 

40 13333 -15,81 -5,50 15M37 6,87 21,37 0,99 

50 16667 -19,76 -6,87 19, ,72 8,59 26,72 1,24 

60 20000 -23,72 -8,25 23, -32,06 10,31 8 

70 23333 -27,67 -9,62 27,67 -37,40 12,03 37,40 1,73 

80 26667 -31~-11 00 31,62 -42,75 13,74 42,75 1,98 

90 30000 -35:5 -12:37 35,57 -48,09 15,46 48,09 2,23 

100 33333 -39,53 -13,74 39,53 -53,43 17,18 53,43 2,47 

Vmaxima 

[mm] 

2,377 

4,753 

7,130 

9,506 

11,883 

14,259 

16,636 

19,012 

21,389 

23,765 



C. Apl. K=6500 s=9 

VIGA 81-APOIADA COM 2 CAR GAS APLICADAS NOS TERCOS DO V Ao 
Metodo Aproximado 

Parametros geometricos da segao Parametros de elasticidade Conexao 

= ::::: = 
= ::::: 

= 

= 

:::: 

A = c 120 [ cm
2

] K = 72,22 [ N I mm
2 

] 

Aw= 96 [ cm
2

] k = 14,52 [ adim. ] 

l = c 160 [ cm
4

] Yc = 0,06 [ adim. ] 

lw = 2048 [ cm
4

] 

a= 10 [em] 

a = c 8,08 [em] 

aw = 1,92 [em J 

(EI)ef = 52296142,71 [ MPa * em
4 

] 

Carga 2xP Mmaximo Tensao Norm. Concr.( crc) Tensao Norm. Mad. ( crw) Fluxo de Vmaxima 

1 CG 2 
A CG 2 Cis.( ~max) I 

[ kN] [ N * m] [ MPa] [ MPa] [ MPa J [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ kN I em] [mm] 

10 3333 -4,52 -1 '17 4,52 -6,10 1,47 6,10 0,21 2,715 

20 6667 -9,03 -2,35 9,03 -12,21 2,94 12,21 0,42 5,430 

30 10000 -13,55 -3,52 13,55 -18,31 4,40 18,31 0,63 8,144 

40 13333 -18,06 -4,70 18,06 -24,41 5,87 24,41 0,85 10,859 

50 16667 -22,58 -5,87 22,58 -30,52 7,34 30,52 1,06 13,574 

60 20000 -27,09 -7,05 27,09 -36,62 8,81 36,62 1,27 16,289 

70 23333 -31 ,61 -8,22 31,61 -42,73 10,28 42,73 1,48 19,004 

80 26667 -36,12 -9,40 36,12 -48,83 11,75 48,83 1,69 21 '719 

90 30000 -40,64 -10,57 40,64 -54,93 13,21 54,93 1,90 24,433 

100 33333 -45,15 -11 '75 45,15 -61,04 14,68 61,04 2,11 27,148 



C. Apl. K=13000 s=3 

VIGA BI-APOIADA COM 2 CARGAS APUCADAS NOS TERCOS DO VAO 

Metodo Aproximado 

Parametros geometrieos da segao Parametros de elastieidade Conexao 

= = 
= = 
= 
= 

= 

A = c 120 [ em
2

] K = 433,33 [ N I mm
2

] 

Aw = 96 [ em
2

] k = 2,42 [ adim. ] 

l = c 160 [ em
4

] Yc = 0,29 [ adim. ] 

I = w 2048 [ em
4

] 

a= 10 [em] 

a = c 4,80 [em] 

a = w 5,20 [em] 

(EI)ef = 89886300,4 [ MPa * em
4

] 

Carga 2xP Mmaximo Tensao Norm. Coner.( crc) Tensao Norm. Mad. ( crw) F!uxo de Vmaxima 

1 CG " 1 CG 2 Cis.( ~max) .:. 

[ kN] [ N * m] [ MPa] [ MPa] [MPa] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ kN I em] [mm] 

10 3333 -2,63 -1,85 2,63 -3,55 2,31 3,55 0,33 1,579 

20 6667 -5,25 -3,69 5,25 -7,10 4,61 7,10 0,66 3,159 

30 10000 -7,88 -5,54 7,88 -10,65 6,92 10,65 1,00 4,738 

40 13333 -10,51 -7,38 10,51 -14,20 9,23 14,20 1,33 6,318 

50 16667 -13,13 -9,23 13,13 -17,76 11,53 17,76 1,66 7,897 

60 20000 -15,76 -11,07 15,76 -21,31 13,84 21,31 1,99 9,477 

70 23333 -18,39 -12,92 18,39 -24,86 16,14 24,86 2,32 11,056 

80 26667 -21,02 -14,76 21,02 -28,41 18,45 28,41 2,66 12,636 

90 30000 -23,64 -16,61 23,64 -31,96 20,76 31,96 2,99 14,215 

100 33333 -26,27 -18,45 26,27 -35,51 23,06 35,51 3,32 15,795 



C. Apl. K=i3000 s=6 

VIGA BI-APOIADA COM 2 CAR GAS APLICADAS NOS TERf;OS DO V Ao 
Metodo Aproximado 

Parametros geometrieos da segao Parametros de elastieidade Conexao 

= 

A = c 

A = w 

I = c 

lw= 

a= 

a = c 

aw = 

[ 

[ern] 

[ 

120 [ em
2

] 

96 [ em
2

] 

160 [ em
4

] 

2048 [ cm
4

] 

10 [em] 

6,12 [em] 

3,88 [em] 

(EI)ef = 7 4 738719,34 [ MPa * em
4 

] 

Carga 2xP Mmaximo Tensao Norm. Goner.( C>c) 

1 CG 2 

[ kN] [ N * m] [ MPa] [ MPa] [ MPa J 

10 3333 -3,16 -1,66 3,16 

20 6667 -6,32 -3,31 6,32 

30 10000 -9,48 -4,97 9,48 

40 13333 -12,64 -6,62 12,64 

50 16667 -15,80 -8,28 15,80 

60 20000 -18,96 -9,94 18,96 

70 23333 -22,12 -11,59 22,12 

80 26667 -25,27 -13,25 25,27 

90 30000 -28,43 -14,90 28,43 

100 33333 -31,59 -16,56 31,59 

K= 216,67 [ N I mm
2

] 

k= 4,84 [ adim. ] 

., = 
,c 0,17 [ adim.] 

Tensao Norm. Mad. ( C>w) Fluxo de 

1 CG 2 Cis.( ~max) 

[ MPa] [ MPa] [ MPa] [ kN I em] 

-4,27 2,07 4,27 0,30 

-8,54 4,14 8,54 0,60 

-12,81 6,21 12,81 0,89 

-17,08 8,28 17,08 1 '19 
-21,35 10,35 21,35 1,49 

-25,63 12,42 25,63 1,79 

-29,90 14,49 29,90 2,09 

-34,17 16,56 34,17 2,38 

-38,44 18,63 38,44 2,68 

-42,71 20,70 42,71 2,98 

Vmaxima 

[mm] 

1,900 

3,799 

5,699 

7,598 

9,498 

11,398 

13,297 

15,197 

17,097 

18,996 



C. Apl. K=13000 s=9 

VIGA BI-APOIADA COM 2 CAR GAS APLICADAS NOS TERCOS DO V AO 

Metoda Aproximado 

Parametros geometrieos da sec;ao Parametros de elasticidade Conexao 

= 
= 
= 

= 

t= 

A = c 

16 [em 1 

30 em] 

6 [em J 

200 em] 

120 [ cm
2

] 

96 [ cm
2

] 

160 [em
4

] 

2048 [ em
4

] 

a= 10 [em 1 
ac = 6,91 [em ] 

aw = 3,09 [em 1 

(EI)er = 65721858,88 [ MPa * cm
4

] 

Carga 2xF Mmaximo Tensao Norm. Coner.( crc) 
A 

CG 2 I 

[ kN] [N*m] [ MPa] [ MPa] [MP~ 

10 3333 -3,59 -1,50 3,59 

20 6667 -7,19 -3,00 7,19 

30 10000 -10,78 -4,51 10,78 

40 13333 -14,37 -6,01 14,37 

50 16667 -17,96 -7,51 17,96 

60 20000 -21,56 -9,01 21,56 

23333 -25,15 -10,51 25,15 

80 26667 -28,74 -12,02 28,74 

90 30000 -32,34 -13,52 32,34 

100 33333 -35,93 -15,02 35,93 

K= 
k= 

y = ,c 

144,44 [ N I mm
2

] 

7,26 [ adim. J 

0,12 [ adim.] 

Tensao Norm. Mad. ( crw) Fluxo de 

1 
,...,..... 

I M~mf~~(~~~; 
I. ... A;;:~ 

[ MPa] [ MPa] 

-4,86 1,88 4,86 0,27 

-9,71 3,76 9,71 0,54 

-14,57 5,63 14,57 0,81 

-19,43 7,51 19,43 1,08 

-24,28 9,39 24,28 1,35 

-29,14 11,27 29,14 1,62 

-34,00 13,14 34,00 1,89 

-38,85 15,02 38,85 2,16 

-43,71 16,90 1 43,71 2,43 

-48,57 18,78 1 48,57 2,70 

Vmaxima 

[mm] 

2,160 

4,320 

6,481 

8,641 

10,801 

12,961 

15,122 

17,282 

19,442 

21,602 



c~ Apl. K=26000 s=3 

VIGA 81-APOIADA COM 2 CAR GAS APUCADAS NOS TERCOS DO VA. a 
Metodo Aproximado 

Parametros geometrieos da se<;ao Parametros de elastieidade Conexao 

:::: 

= 

= 

Ac= 120 [ em
2

] K= 866,67 [ N I mm
2 

] 

A = w 96 [ em
2

] k= 1,21 [ adim~] 

I = c 160[em
4

] y = ,c 0,45 [ adim. ] 

lw= 2048 [ em
4

] 

a= 10 [em] 

ac = 3,74 [em] 

aw = 6,26 [em] 

(EI)ef = 102113185 [ MPa * em
4 J 

Carga 2xP Mmaximo Tensao Norm. Coner.( ere) Tensao Norm. Mad. ( crw) Fluxo de Vmaxima 
A CG 2 1 CG 

,.., 
Cis.( 9maxJ I L. 

[ kN] [ N * m] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ MPa J [ MPa] [ kN I em J [mm] 

10 3333 -2,31 -1,96 2,31 -3,13 2,45 3,13 0,35 1,390 

20 6667 -4,62 -3,91 4,62 -6,25 4,89 6,25 0,70 2,781 

30 10000 -6,94 -5,87 6,94 -9,38 7,34 9,38 1,06 4,171 

40 13333 -9,25 -7,83 9,25 -12,50 9,78 12,50 1,41 5,561 

50 16667 -11,56 -9,78 11,56 -15,63 12,23 15,63 1,76 6,952 

60 20000 -13,87 -11,74 13,87 -18,76 14,68 18,76 2,11 8,342 

70 23333 -16,19 -13,70 16,19 -21,88 17,12 21,88 2,47 9,733 

80 26667 -18,50 -15,65 18,50 -25,01 19,57 25,01 2,82 11 '123 

90 30000 -20,81 -17,61 20,81 -28,13 22,01 28,13 3,17 12,513 

100 33333 -23,12 -19,57 23,12 -31,26 24,46 31,26 3,52 13,904 



C. Apl. K=26000 s=6 

VIGA BI-APOIADA COM 2 CAR GAS APLICADAS NOS TERCOS DO V AO 

Metodo Aproximado 

Parametros geometrieos da segao Parametros de elastieidade Conexao 

= 

= 

A = G 

A = w 

(EI)ef = 

Carga 2xP 

[ kN] 

10 

20 

30 

40 

50 

60 

70 

80 

90 

100 

l 
200 [em] 

120 [ em
2

] 

96 [ em
2

] 

160 [ cm
4

] 

2048 [ em
4

] 

10 [em] 

4,80 [em] 

5,20 [em] 

89886300,4 [ MPa * cm
4

] 

= 

Mmaximo Tensao Norm. Coner.( cr0 ) 

1 CG 2 

[N*m] [MPa] [ MPa] [ MPa] 

3333 -2,63 -1,85 2,63 

6667 -5,25 -3,69 5,25 

10000 -7,88 -5,54 7,88 

13333 -10,51 -7,38 10,51 

16667 -13,13 -9,23 13,13 

20000 -15,76 -11,07 15,76 

23333 -18,39 -12,92 18,39 

26667 -21,02 -14,76 21,02 

30000 -23,64 -16,61 23,64 

33333 -26,27 -18,45 26,27 

K= 
k= 

"( = .c 

433,33 [ N I mm
2

] 

2,42 [ adim. ] 

0,29 [ adim. ] 

Tensao Norm. Mad. ( crw) Fluxo de 

1 CG 2 Cis.( ~max) 

[ MPa] [MPa] [MPa] [ kN I em] 

-3,55 2,31 3,55 0,33 

-7,10 4,61 7,10 0,66 

-10,65 6,92 10,65 1,00 

-14,20 9,23 14,20 1,33 

-17,76 11,53 17,76 1,66 

-21,31 13,84 21,31 1,99 

-24,86 16,14 24,86 2,32 

-28,41 18,45 28,41 2,66 

-31,96 20,76 31,96 2,99 

-35,51 23,06 35,51 3,32 

Vmaxima 

[mm] 

1,579 

3,159 

4,738 

6,318 

7,897 

9,477 

11 ,056 

12,636 

14,215 

15,795 



C. Apl. K=26000 s=9 

VIGA BI-APOIADA COM 2 CARGAS APUCADAS NOS TERCOS DO VAO 

Metoda Aproximado 

Parametres geometrieos da sec;ao Parametros de elastieidade Conexao 

::;; = 
= = 11 

= 
= 

t= 

A = c 120 [ em
2

] K = 288,89 [ N I mm
2 

] 

Aw = 96 [ em
2

] k = 3,63 [ adim. ] 

I = c 160 [em
4

] Yc = 0,22 [ adim ] 

lw= 2048 [ em
4

] 

a= 10 [em] 

a = c 5,56 [em] 

a = w 4,44 [em] 

(EI)er= 81212158,79 [ MPa * em
4

] 

Carga 2xP Mmaximo Tensao Norm. Coner.( crc) Tensao Norm. Mad. ( crw) Fluxo de Vmaxima 

1 CG 2 
A 

CG 2 Cis.( ~max) I 

[ kN] [ N * m] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ kN I em] [mm] 

10 3333 -2,91 -1,75 2,91 -3,93 2,18 3,93 0,31 1,748 

20 6667 -5,82 -3,49 5,82 -7,86 4,36 7,86 0,63 3,496 

30 10000 -8,72 -5,24 8,72 -11 ,79 6,55 11,79 0,94 5,245 

40 13333 -11,63 -6,98 11,63 -15,72 8,73 15,72 1,26 6,993 

50 16667 -14,54 -8,73 14,54 -19,65 10,91 19,65 1,57 8,741 

60 20000 -17,45 -10,47 17,45 -23,58 13,09 23,58 1,89 10,489 

70 23333 -20,35 -12,22 20,35 -27,51 15,27 27,51 2,20 12,237 

80 26667 -23,26 -13,96 23,26 -31,44 17,45 31,44 2,51 13,986 

90 30000 -26,17 -15,71 26,17 -35,37 19,64 35,37 2,83 15,734 

100 33333 -29,08 -17,45 29,08 -39,30 21,82 39,30 3,14 17,482 



C. Apl. K=65 s=6 

VIGA BI-APOIADA COM 2 CARGAS APLICADAS NOS TER(fOS DO VAO 

Metodo Aproximado 

Parametros geometrieos da ser;ao Parametros de elastieidade Conexao 

= 

= 

A = c 

A = w 

I = c 

I = w 

a= 

a = w 

[em] = 

16 [em] = 

30 [ern J 

200 [em] 

120 [ em
2

] 

96 [ em
2

] 

160 [em
4

] 

2048 [ em
4

] 

10 [em] 

9,96 [em] 

0,04 [em] 

(EI)ef = 30618537,64 [ MPa * em
4

] 

Carga 2xP Mmaximo Tensao Norm. Coner.( crc) 

1 CG 2 

[ kN] [N*m] [ MPa] [ MPa] [ MPa] 

10 3333 -7,71 -0,04 7,71 

20 6667 -15,42 -0,08 15,42 

30 10000 -23,14 -0,12 23,14 

40 13333 -30,85 -0,16 30,85 

50 16667 -38,56 -0,20 38,56 

60 20000 -46,27 -0,24 46,27 

70 23333 -53,98 -0,28 53,98 

80 26667 -61,70 -0,32 61,70 

90 30000 -69,41 -0,36 69,41 

100 33333 -77,12 -0,40 77,12 

K= 

k= 

"I : ,c 

1,08 [ N I mm
2

] 

968,04 [ adim. ] 

0,00 [ adim.] 

Tensao Norm. Mad. ( crw) Fluxo de 

1 CG 2 Cis.( ~max) 

[MPa] [ MPa J [MPa] [ kN I em] 

-10,43 0,05 10,43 0,01 

-20,85 0,10 20,85 0,01 

-31 ,28 0,15 31,28 0,02 

-41,70 0,20 41,70 0,03 

-52,13 0,25 52,13 0,04 

-62,55 0,30 62,55 0,04 

-72,98 0,35 72,98 0,05 

-83,40 0,40 83,40 0,06 

-93,83 0,45 93,83 0,06 

-104,25 0,50 104,25 0,07 

Vmaxima 

[mm] 

4,637 

9,274 

13,911 

18,548 

23,185 

27,821 

32,458 

37,095 

41,732 

46,369 



C. Apl. K=2600000 s=6 

VIGA BI-APOIADA COM 2 CAR GAS APUCADAS NOS TERCOS DO V Ao 
Metodo Aproximado 

Parametros geometrieos da se9ao Parametros de elastieidade Conexao 

= 

Ac= 120 [ em
2 

J K= 43333,33 [ N I mm
2

] 

Aw = 96 [ cm
2 J k= 0,02 [ adim.] 

I = c 160[em
4

] 'f = ,c 0,98 [ adim. ] 

lw = 2048 [ em
4

] 

a= 10 [em] 

a = c 2,17 [em] 

aw = 7,83 [em J 

(EOet = 12017 4096,6 [ MPa * em
4

] 

Carga 2xP Mmaximo Tensao Norm. Coner.( ac) Tensao Norm. Mad. ( aw) Fluxo de Vmaxima 

1 CG 2 1 CG 2 Cis.( ~max) 

[ kN] [N*m] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ kN I em J [mm] 

10 3333 -1,96 -2,08 1,96 -2,66 2,60 2,66 0,37 1 '181 
20 6667 -3,93 -4,16 3,93 -5,31 5,20 5,31 0,75 2,363 

30 10000 -5,89 -6,24 5,89 -7,97 7,80 7,97 1 '12 3,544 

40 13333 -7,86 -8,32 7,86 -10,62 10,40 10,62 1,50 4,726 

50 16667 -9,82 -10,40 9,82 -13,28 13,00 13,28 1,87 5,907 

60 20000 -11 ,79 -12,48 11,79 -15,94 15,60 15,94 2,25 7,088 

70 23333 -13,75 -14,56 13,75 -18,59 18,20 18,59 2,62 8,270 

80 26667 -15,72 -16,64 15,72 -21,25 20,80 21,25 3,00 9,451 

90 30000 -17,68 -18,72 17,68 -23,91 23,40 23,91 3,37 10,633 

100 33333 -19,65 -20,80 19,65 -26,56 26,00 26,56 3,74 11,814 



C. Unit. K=6500 s=3 

VIGA BI-APOIADA COM CARREGAMENTO UNIFORME Metodo Exato 

Parametros geom. da se<;:ao Parametros de elasticidade Conexao 

[em] :::: 9 N/ 

em] -· '1970 

[em] 

[em] 

em} r== 10 [em) 

(EI)o = 30181600,00 [MPa cm
4

] 

(EI)oo == 120637609,07 [MPa cm
4

] 

Ac = 120 [ cm
2

] K= 216,67 [ N I mm
2

] 

Aw= 96 [ cm
2

] 
~ 

0,000957404 [ cm-
2

] a 

lc = 160 [ cm
4

] Cl = 0,030941942 [ em 
1 

] 

lw = 2048 [ cm
4

] f:l 7,17877E-05 

Carga q Mmaximo v"(c/2) = v"'(O) = Nc Nw Me Mw Tensao Norm. Goner.( ac) Tensao Norm. Mad. ( aw) Fluxo de Ymaxima 

1 CG 2 1 CG 2 Cis.( 4•rnax) 

[ N /em] [N*m] [em-1
] [ em-2

] [ N] [ N] [MPa em
3

] [MPa em
3

] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [MPa] [ kN I em] [mm] 

50 2500 -0,0000325243 -0,0000008143 -15183,66 15183,66 184,32 797,32 -2,30 -1,27 2,30 -3,11 1,58 3,11 0,25 1,389 

100 5000 -0,0000650485 -0,0000016285 -30367,32 30367,32 368,63 1594,64 -4,61 -2,53 4,61 -6,23 3,16 6,23 0,51 2,778 

150 7500 -0,0000975728 -0,0000024428 --45550,98 45550,98 552,95 2391,95 -6,91 -3,80 6,91 -9,34 4,74 9,34 0,7?_ 4,167 

200 10000 -0,0001300970 -0,0000032571 -60734,64 60734,64 737,26 3189,27 -9,22 -5,06 9,22 -12,46 6,33 12,46 1,02 -5,556-

250 12500 -0,0001626213 -0,0000040714 -75918,30 75918,30 921,58 3986,59 -11,52 -6,33 11,52 -15,57 7,91 15,57 1,27 6,945 

300 15000 -0,0001951455 -0' 0000048856 -91101,96 91101,96 1105,90 4783,91 -13,82 -7,59 13,82 -18,69 9,49 18,69 '1,53 8,334 

350 17500 -0,0002276698 -0 '0000056999 -106285,62 106285,62 1290,21 5581,22 -16,13 -8,86 16,13 -2'1,80 11,07 21,80 1,78 9,722 

400 20000 -0,0002601940 -0,0000065142 -121469,28 121469,28 1474,53 6378,54 -18,43 -10,12 18,43 -24,92 12,65 24,92 2,03 '11 '111 

450 22500 -0,0002927183 -0,0000073285 -136652,94 136652,94 1658,85 7175,86 -20,74 -11,39 20,74 -28,03 14,23 28,03 2,29 12,500 

500 25000 -0,0003252425 -0,0000081427 -151836,60 151836,60 1843,16 7973,18 -23,04 -12,65 23,04 -3'1,15 15,82 31 ,'15 2,54 13,889 

550 27500 -0,0003577668 -0,0000089570 -167020,26 167020,26 2027,48 8770,50 -25,34 -13,92 25,34 -34,26 17,40 34,26 2,80 15,278 

600 30000 -0,0003902910 -0,0000097713 -182203,92 182203,92 2211,79 9567,81 -27,65 -15,18 27,65 -37,37 18,98 37,37 3,05 16,667 



C. Unif. K=6500 s=6 

VIGA 81-APOIADA COM CARREGAMENTO UNIFORME Metodo Exato 

Parametros geom. da sec;:ao Pan3metros de elasticidade Conexao 

:::: s 

r= 10 [em] 

(EI)o = 30181600,00 [MPa cm
4

] 

(EI)o0 = 120637609,07 [MPa cm
4
] 

Ac = 120 [ cm
2

] K= 108,33 [ N I mm
2

] 

A = w 96 ( cm
2

] = 0,000478702 [ cm·
2

] 

lc::: 160 [ cm
4

] (X 0,021879257 [ cm-
1

] 

lw = 2048 [ cm
4

] fl= 3,58938E-05 

Carga q Mmaximo v"(el2) = v"'(O) = Nc Nw Me Mw Tensao Norm. Goner.( cr0 ) Tensao Norm. Mad. ( uw) Fluxo de Vmaxima 

1 CG 2 1 CG 2 Cis. ( •Pmax) 

[ N I em] [ N *m] [cm'
1

] [ cm-2
] [N] [N] [MPa em

3
] [MPa cm

3
] [ MPa] [MPa] [ MPa] [ MPa] [ MPa 1 [ MPa 1 [ kN I em] [mm1 

50 2500 -0' 0000409240 -0,0000009681 -12648,47 12648,47 231,92 1003,24 -2,90 -1,05 2,90 -3,92 1,32 3,92 0,21 1,739 

100 5000 -0,0000818481 -0,0000019362 ··25296,94 25296,94 463,84 2006,47 -5,80 -2,11 5,80 -7,84 2,64 7,84 0,42 3,478 

150 7500 -0,0001227721 -0,0000029043 -37945,40 37945,40 695,75 3009,71 -8,70 -3,16 8,70 -11,76 3,95 11,76 0,62 5,217 

200 10000 -0,0001636962 -0,0000038724 .. 50593,87 50593,87 927,67 4012,94 -11,60 -4,22 11,60 -15,68 5,27 15,68 0,83 6,956 ----
250 12500 -0,0002046202 -0,0000048405 ··63242,34 63242,34 1159,59 5016,18 -14,49 -5,27 14,49 -19,59 6,59 19,59 1,04 8,695 

300 15000 -0,0002455443 -0,0000058086 --75890,81 75890,81 1391 ,51 6019,41 -17,39 -6,32 17,39 -23,51 7,91 23,51 '1,25 10,433 

350 17500 -0' 0002864683 -0,0000067767 -88539,27 88539,27 1623,43 7022,65 -20,29 -7,38 20,29 -27,43 9,22 27,43 '1,45 12,172 

400 20000 -0,0003273924 -0,0000077448 -101187,74 101187,74 1855,35 8025,88 -23,19 -8,43 23,19 -31,35 10,54 31,35 '1,66 13,911 

450 22500 -0,0003683 '164 -0,0000087129 -113836,21 113836,21 2087,26 9029,12 -26,09 -9,49 26,09 -35,27 11,86 35,27 '1,87 15,650 

500 25000 -0,0004092405 -0,000009681 0 -126484,68 126484,68 2319,18 10032,35 -28,99 -10,54 28,99 -39,19 13,'18 39,19 2,08 17,389 

550 27500 -0 '0004501645 -0,0000106491 -139133,15 139133,15 2551 '10 11035,59 -31,89 -11,59 31,89 -43,11 14,49 43,11 2,29 19,128 

600 30000 -0,000491 0886 -0,0000116172 -151781,61 151781,61 2783,02 12038,82 -34,79 -12,65 34,79 -47,03 15,81 47,03 2,49 20,867 
------



C. Umt. K=6oUO s=9 

VIGA BI-APOIADA COM CARREGAMENTO UNIFORME Metodo Exato 

Parametros geom. da se<;ao Parametros de elasticidade Conexao 

em] 9 N/ 

em] = '1'1970 !MPal s em 

l 

r= 1 0 [ em ] 

(EI)0 = 30181600,00 [MPa cm
4

] 

(EI)oo = 120637609,07 [MPa cm
4

] 

Ac::::: 120 [ cm
2 

j K= 72,22 [ N I mm
2 

] 

A,= 96 [ cm
2

] 
2 

0,000319135 [ cm-
2

] a = 

lc = 160[cm
4

] ex= 0,017864339 [ cm·
1

] 

I = w 2048 ( cm
4 

] f) 2,39292E-05 

Carga q Mmaxlmo v"(e/2) v"'(O) = Nc Nw Me Mw Tensao Norm. Concr.( crc) Tensao Norm. Mad. ( crw) Fluxo de Vmaxima 

1 CG 2 1 CG 2 Cis. ( <llmax) 

[N/cm] [ N * m] [cm'1 ] [ cm-2
] [ N] [N] [MPa cm

3
] [MPa cm

3
] [ MPa] [MPa] [ MPa] [ MPa] [MPa] [MPa] [ kN I em] [mm] 

50 2500 -0,0000469589 -0,0000010718 -10827,04 10827,04 266,12 1151,18 -3,33 -0,90 3,33 -4,50 1 '13 4,50 0,18 1,988 

100 5000 -0,0000939179 -0,0000021436 -21654,08 21654,08 532,24 2302,36 -6,65 -1,80 6,65 -8,99 2,26 8,99 0,35 3,975 

150 7500 -0,0001408768 -0,0000032155 -32481 '12 32481 '12 798,35 3453,53 -9,98 -2,71 9,98 -13,49 3,38 13,49 0,53 5,963 

200 10000 -0,0001878358 -0,0000042873 -43308,15 43308,15 1064,47 4604,71 -13,31 -3,61 13,31 -17,99 4,51 17,99 0,71 7,950 

250 12500 -0,000234 794 7 -0,0000053591 ··54135,19 54135,19 1330,59 5755,89 -16,63 -4,51 16,63 -22,48 5,64 22,48 0,88 9,938 

300 15000 -0,0002817537 -0,0000064309 -64962,23 64962,23 1596,71 6907,07 -19,96 -5,41 19,96 -26,98 6,77 26,98 1,06 11,925 

350 17500 -0,0003287126 -0,0000075028 -75789,27 75789,27 1862,83 8058,25 -23,29 -6,32 23,29 -31 ,48 7,89 31,48 1,24 13,913 

400 20000 -0,0003756716 -0,0000085746 -86616,31 86616,31 2128,95 9209,42 -26,61 -7,22 26,61 -35,97 9,02 35,97 'I ,41 15,900 

450 22500 -0,0004226305 -0,0000096464 ··97443,35 97443,35 2395,06 10360,60 -29,94 -8,12 29,94 -40,47 10,15 40,47 1,59 17,888 

500 25000 -0,0004695895 -0,0000107182 -108270,39 '108270,39 2661 '18 11511,78 -33,26 -9,02 33,26 -44,97 11,28 44,97 1,77 19,875 

550 27500 -0 '0005165484 -0,000011790'1 -119097,42 119097,42 2927,30 12662,96 -36,59 -9,92 36,59 -49,46 12,41 49,46 1,94 21,863 

600 30000 -0,000563507 4 -0,0000128619 -129924,46 129924,46 3193c~ ~-3814,13 -39,92 -10,8~- _2~,9~- -53,96 _1~,_53 __ 53,96 2,12 23,850 
------- - -----------



C. Unif. K==13000 s=3 

VIGA BI-APOIADA COM CARREGAMENTO UNIFORME Metodo Exato 

Parametros geom. da segao Parametros de elasticidade Conexao 

[ = 

] 

r= 10 [em] 

(EI)o = 30181600,00 [MPa cm
4

] 

(EOoo = 120637609,07 [MPa cm
4

] 

A = c 120 [cm
2

] K= 433,33 [ N I mm
2 

] 

A :::: w 96 [ cm
2

] = 0,001914808 [ cm·
2

] 

I = c 160 [ cm
4

] ex= 0,043758514 [ cm·1
] 

lw = 2048 [ cm
4

] I:\ 0,000143575 

Carga q Mmaximo v"(t/2) = v"'(O) = Nc Nw Me Mw Tensao Norm. Coner.( rrc) Tensao Norm. Mad. ( crw) Fluxo de VmaxJma --
1 CG 2 1 CG 2 Cis.( <Pmax) 

[ N /em] [N*m] [em-1
] [ em.2 ] [N] [N] [MPa em

3
] [MPa em

3
] [MPa] [MPa] [ MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [ kN I em] [mm] 

50 2500 -0,0000270473 -0,0000006982 -16836,70 16836,70 153,28 663,05 -1,92 -1,40 1,92 -2,59 1, 75 2,59 0,29 1,155 

100 5000 -0,0000540945 -0,0000013965 -33673,41 33673,41 306,56 1326,10 -3,83 -2,81 3,83 -5,18 3,51 5,18 0,58 2,310 

150 7500 -0,0000811418 -0,0000020947 -50510,11 50510,11 459,83 1989,16 -5,75 -4,21 5,75 -7,77 5,26 7,77 0,87 3,464 

200 10000 -0,0001081891 -0,0000027930 -67346,81 67346,81 613,11 2652,21 -7,66 -5,61 7,66 -10,36 7,02 10,36 'I ,16 4,619 

250 12500 -0,0001352363 -0,0000034912 -84183,51 84183,51 766,39 3315,26 -9,58 -7,02 9,58 -12,95 8,77 12,95 '1,45 5,774 

300 15000 -0,0001622836 -0,0000041895 -101020,22 101020,22 919,67 3978,31 -11,50 -8,42 11,50 -15,54 10,52 15,54 1,74 6,929 

350 17500 -0,0001893308 -0,0000048877 -117856,92 117856,92 1072,95 4641,36 -13,41 -9,82 13,41 -18,13 12,28 18,13 2,02 8,084 

400 20000 -0,0002163781 -0,0000055860 -134693,62 134693,62 1226,22 5304,41 -15,33 -11 ,22 15,33 -20,72 14,03 20,72 2,31 9,238 

450 22500 -0,0002434254 -0,0000062842 -151530,33 151530,33 1379,50 5967,47 -17,24 -12,63 17,24 -23,31 15,78 23,31 2,60 10,393 

500 25000 -0,0002704726 -0,0000069824 -168367,03 168367,03 1532,78 6630,52 -19,16 -14,03 19,16 -25,90 17,54 25,90 2,89 1'1,548 

550 27500 -0,0002975199 -0,0000076807 -185203,73 185203,73 1686,06 7293,57 -21,08 -15,43 21,08 -28,49 19,29 28,49 3,18 12,703 

600 - 30~~- c..:-0,0003245672 -0,0000083789 -202040,44 202040,4~- 1839,34 7956,62 -22!~ -16,84 22,99 -31,08 21,05 31,08 3,47 13,858 



L,;. umt. K==l :suuu s=6 

VIGA 81-APOIADA COM CARREGAMENTO UNIFORME Metede Exate 

Parametres geem. da se<;ae Parametres de elasticidade Cenexae 

[ ] = 35419 r /mrn 

[em] E,.,= 1970 fMPal s= 

[em 1 
em] 

em J r= 10 [em] 

(EI)0 == 30181600,00 [MPa cm
4

] 

= 120637609,07 [MPa cm
4

] 

A = c 120 [ cm
2

] K= 216,67 [ N I mm
2

] 

Aw= 96 [ cm
2

] = 0,000957404 [ cm-
2

] 

I = c 160 [ cm
4

] ex= 0,030941942 [ cm-1
] 

I = w 2048 [ cm
4

] j) = 7, 17877E-05 

Carga q Mmaximo v"(t/2) = v"'(O) = Nc Nw Me Mw Tensao Norm. Coner.( crc) Tensao Norm. Mad. ( crw) Flllxo de Vmaxima 

1 CG 2 1 CG 2 Cis.( 4•rnax) 

[ N /em] [ N * rn] [ ern-1
] [ ern-2

] [N] [ N] [MPa ern
3

] [MPa ern
3
] [ MPa] [ MPa] [MPa] [ MPa] [ MPa] [MPa] [ kN I ern] [rnrn] 

50 2500 -0' 0000325243 -0,0000008143 ·15183,66 15183,66 184,32 797,32 -2,30 -1,27 2,30 -3,11 1,58 3,11 0,25 1,389 

100 5000 -0,0000650485 -0,0000016285 -30367,32 30367,32 368,63 1594,64 -4,61 -2,53 4,61 -6,23 3,16 6,23 0,51 2,778 

150 7500 -0,0000975728 -0,0000024428 -45550,98 45550,98 552,95 2391,95 -6,91 -3,80 6,91 -9,34 4,74 9,34 0,76 4,167 

200 10000 -0,0001300970 -0,0000032571 -60734,64 60734,64 737,26 3189,27 -9,22 -5,06 9,22 -12,46 6,33 12,46 1,02 5,556 

250 12500 -0,0001626213 -0,0000040714 ··75918,30 75918,30 921,58 3986,59 -11,52 -6,33 11,52 -15,57 7,91 15,57 '1,27 6,945 

300 15000 -0,0001951455 -0,0000048856 -91101,96 91101,96 1105,90 4783,91 -13,82 -7,59 13,82 -18,69 9,49 18,69 1,53 8,334 

350 17500 -0,0002276698 -0,0000056999 -106285,62 106285,62 1290,21 5581,22 -16,13 -8,86 16,13 -21,80 11,07 21,80 1,78 9,722 

400 20000 -0,0002601940 -0,0000065142 -121469,28 121469,28 1474,53 6378,54 -18,43 -10,12 18,43 -24,92 12,65 24,92 2,03 11,111 

450 22500 -0,0002927183 -0,0000073285 -136652,94 136652,94 1658,85 7175,86 -20,74 -11,39 20,74 -28,03 14,23 28,03 2,29 12,500 

500 25000 -0,0003252425 -0,0000081427 -151836,60 151836,60 1843,16 7973,18 -23,04 -12,65 23,04 -31 '15 15,82 31,15 2,54 13,889 

550 27500 -0,0003577668 -0,0000089570 -167020,26 167020,26 2027,48 8770,50 -25,34 -13,92 25,34 -34,26 17,40 34,26 2,80 15,278 

--~05J~ 30000 -0,0003902910 -0,0000097713 -182203,92 182203,92 2211,79 9567,81 -27,65 -15,18 27,65 -37,37 18,98 37,37 3,05 16,667 



C. Unif. K=13000 s=9 

VIGA 81-APOIADA COM CARREGAMENTO UNIFORME Metodo Exato 

Parametros geom. da se9ao Parametros de elasticidade Conexao 

em J 9 I 

em] 1 '1970 

em] 

r= 10 [em] 

(EI)0 = 30181600,00 [MPa cm
4

] 

(EI)oo = 120637609,07 [MPa cm
4

] 

Ac= 120 [cm
2

] K= 144,44 [ N I mm
2

] 

Aw= 96 [ cm
2

] 0,000638269 [ cm-
2

] 

lc::: 160 [ cm
4

] Ct.= 0,02526399 [ cm-1
] 

I = w 2048 [ cm
4

] f)= 4,78584E-05 

Carga q Mmaximo v"(t/2) = v"'(O) = Nc Nw Me Mw Tensao Norm. Goner.( crc) Tensao Norm. Mad. ( crw) Fluxo de Vmaxima 

1 CG 2 1 CG 2 Cis.( <Jlmax) 

[ N /em] [ N *m J [em-1
] [ em-2

] [N] [N] [MPa cm
3

] [MPa cm
3

] [ MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [ MPa] [MPa] [ kN I em] [mm] 

50 2500 -0,0000370928 -0,0000008999 -13804,79 13804,79 210,21 909,31 -2,63 -1 '15 2,63 -3,55 1,44 3,55 0,23 1,580 

100 5000 -0,0000741856 -0,0000017998 ·-27609,59 27609,59 420,41 1818,63 -5,26 -2,30 5,26 -7,10 2,88 7,10 0,46 3,160 

150 7500 -0,0001112784 -0,0000026997 -41414,38 41414,38 630,62 2727,94 -7,88 -3,45 7,88 -10,66 4,31 10,66 0,69 4,740 

200 10000 -0,0001483713 -0,0000035996 -55219,18 55219,18 840,83 3637,26 -10,51 -4,60 10,51 -14,21 5,75 14,21 0,91 6,320 

250 12500 -0,0001854641 -0,0000044995 -69023,97 69023,97 1051,03 4546,57 -13,14 -5,75 13,14 -17,76 7,19 17,76 'I ,14 7,900 

300 15000 -0,0002225569 -0,0000053994 -82828,77 82828,77 1261,24 5455,88 -15,77 -6,90 15,77 -21 ,31 8,63 21,31 '1,37 9,480 

350 17500 -0,0002596497 -0,0000062993 -96633,56 96633,56 1471 ,45 6365,20 -18,39 -8,05 18,39 -24,86 10,07 24,86 '1,60 11,061 

400 20000 -0,0002967 425 -0,0000071992 -110438,36 110438,36 1681,65 7274,51 -21,02 -9,20 21,02 -28,42 11,50 28,42 '1,83 12,641 

450 22500 -0 I 0003338~53 -0,0000080991 -124243,15 124243,15 1891,86 8183,83 -23,65 -10,35 23,65 -31,97 12,94 31,97 2,06 14,221 

500 25000 -0,0003709282 -0,0000089990 -138047,95 138047,95 2102,06 9093,14 -26,28 -1'1 ,50 26,28 -35,52 14,38 35,52 2,28 15,801 

550 27500 -0,0004080210 -0,0000098989 -151852,74 151852,74 2312,27 10002,45 -28,90 -12,65 28,90 -39,07 15,82 39,07 2,51 17,381 

600 30000 -0,0004451138 -0,0000107988 -165657,53 165657,53 2522,48 10911,77 -31,53 -13,80 31,53 -42,62 ~!.~2~- 42,62 
L ______ - -------

18,961 



C. Unit. K==26000 s=3 

VIGA BI-APOIADA COM CARREGAMENTO UNIFORME 

Parametros geom. da seyao Parametros de elasticidade 

Ac== 

Aw= 

lc == 

I = w 

Carga q 

[ N/cm] 

50 

100 

150 

200 

250 

300 

350 

400 

450 

500 

550 

600 

1 
[Gill 

120 [ cm
2

] 

96 [ cm
2

] 

160 [ cm
4

] 

2048 [ cm
4

] 

Mmaximo v"(e/2) = 

[ N * ml [cm'1 ] 

2500 -0,0000239535 

5000 -0,0000479070 

7500 -0,0000718605 

10000 -0,0000958140 

12500 -0,0001197675 

15000 -0,0001437210 

17500 -0,0001676745 

20000 -0,0001916280 

22500 -0,0002155815 

25000 -0,0002395350 

27500 -0,0002634885 

30000 -0,000287 4420 

11970 

r= 10 [em] 

(EI)0 = 30181600,00 [MPa cm
4

] 

(EI)oo = 120637609,07 [MPa cm
4

] 

2 
0,003829615 [ cm·

2
] lX 

lX= 0,06'1883884 [ cm·
1

] 

f3 0,000287151 

v"'(O) = Nc Nw 

[ cm'
2 1 [ Nl [N] 

-0,0000006152 -17770,45 17770,45 

-0,0000012304 -35540,90 35540,90 

-0,0000018456 -53311,35 53311,35 

-0,0000024608 -71081,80 71081,80 

-0,0000030759 -88852,25 88852,25 

-0,0000036911 -106622,70 106622,70 

-0,0000043063 -124393,15 124393,15 

-0,0000049215 -142163,60 142163,60 

-0,0000055367 -159934,04 159934,04 

-0,0000061519 -177704,49 177704,49 

-0,0000067671 -195474,94 195474,94 

-0,0000073823 -213245,39 213245,39 

Metoda Exato 

Conexao 

[ I 

K= 866,67 [ N I mm
2 

] 

Me Mw Tensao Norm. Concr.( crc) 

1 CG 2 

[MPa cm
31 [MPa cm

3
] [ MPal [MPal [MPal 

135,75 587,21 -1,70 -1,48 1,70 

271,49 1174,42 -3,39 -2,96 3,39 

407,24 1761,63 -5,09 -4,44 5,09 

542,98 2348,84 -6,79 -5,92 6,79 

678,73 2936,05 -8,48 -7,40 8,48 

814,47 3523,26 -10,18 -8,89 10,18 

950,22 4110,47 -11,88 -10,37 11,88 

1085,96 4697,68 -13,57 -11,85 13,57 

1221,71 5284,89 -15,27 -13,33 15,27 

1357,45 5872,10 -16,97 -14,81 16,97 

1493,20 6459,31 -18,67 -16,29 18,67 

1628,95 7046,52 -20,36 -17,77 20,36 
-· 

Tensao Norm. Mad. ( crw) Fluxo de Vmaxima 

1 CG 2 Cis.( ~maxl 

[MPal [ MPal [ MPa I [ kN I em I [mml 

-2,29 1,85 2,29 0,31 1,017 

-4,59 3,70 4,59 0,63 2,034 

-6,88 5,55 6,88 0,94 3,052 

-9,18 7,40 9,18 1,26 4,069 

-11,47 9,26 11,47 1,57 5,086 

-13,76 11 '11 13,76 1,89 6,103 

-16,06 12,96 16,06 2,20 7,120 

-18,35 14,81 18,35 2,51 8,138 

-20,64 16,66 20,64 2,83 9,155 

-22,94 18,51 22,94 3,14 10,172 

-25,23 20,36 25,23 3,46 11 '189 

-27,53 22,21 27,53 3,77 12,207 



C. Unit. K==26000 s=6 

VIGA 81-APOIADA COM CARREGAMENTO UNIFORME Metoda Exato 

Parametros geom.da se<;:ao Parametros de elasticidade Conexao 

-
INII-'-'al 

r= 10 [em] 

(EI)o = 30181600,00 [MPa cm
4

] 

(EI)oo = 20637609,07 [MPa cm
4

] 

A = c 120 [ cm
2

] K= 433,33 [ N I mm
2 

] 

A = 96 [ cm
2

] 
J 

0,00'1914808 [ cm-
2

] w a 

I = c 160 [ CIT1
4

] ex 0,043758514 [ cm-1
] 

lw:: 2048 [ cm
4 

] f3 = 0,000143575 

Carga q MmEndmo v"(t/2) = v"'(O) = Nc Nw Me Mw Tensao Norm. Coner.( ac) Tensile Norm. Mad. ( aw) Fluxo de Vmaxlma 

1 CG 2 1 CG 2 Cis.( ~max) 

[ N /em] [N*m] [ em-1
] [ em.2 ] [ N] [N I [MPa em

3
] [MPa em

3
] [ MPa] [MPa) [MPa] [MPa] [ MPa] [MPa] [ kN I em] [mm] 

50 2500 -0,0000270473 -0,0000006982 -16836,70 16836,70 153,28 663,05 -1,92 -1,40 1,92 -2,59 1,75 2,59 0,29 1,155 

100 5000 -0,0000540945 -0,0000013965 -33673,41 33673,41 306,56 1326,'10 -3,83 -2,81 3,83 -5,18 3,51 5,18 0,58 2,310 

150 7500 -0,0000811418 -0,000002094 7 -50510,11 50510,11 459,83 1989,16 -5,75 -4,21 5,75 -7,77 5,26 7,77 0,87 3,464 

200 10000 -0,0001081891 -0,0000027930 -67346,81 67346,81 613,11 2652,21 -7,66 -5,61 7,66 -10,36 7,02 10,36 1,16 4,619 

250 12500 -0,0001352363 -0,0000034912 -84183,51 84183,51 766,39 3315,26 -9,58 -7,02 9,58 -12,95 8,77 12,95 1,45 5,774 

300 15000 -0,0001622836 -0,0000041895 -101020,22 101020,22 919,67 3978,31 -11,50 -8,42 11,50 -15,54 10,52 15,54 1,74 6,929 

350 17500 -0,0001893308 -0,0000048877 -117856,92 117856,92 1072,95 4641,36 -13,41 -9,82 13,41 -18,13 12,28 18,13 2,02 8,084 

400 20000 -0,0002163781 -0,0000055860 -134693,62 134693,62 1226,22 5304,41 -15,33 -11,22 15,33 -20,72 14,03 20,72 2,31 9,238 

450 22500 -0,0002434254 -0,0000062842 -151530,33 151530,33 1379,50 5967,47 -17,24 -12,63 17,24 -23,31 15,78 23,31 2,60 10,393 

500 25000 -0,0002704726 -0,0000069824 -168367,03 168367,03 1532,78 6630,52 -19,16 -14,03 19,16 -25,90 '17,54 25,90 2,89 11,548 

550 27500 -0,0002975199 -0,0000076807 -185203,73 185203,73 1686,06 7293,57 -21,08 -15,43 21,08 -28,49 19,29 28,49 3,18 12,703 

600 30000 -0,0003245672 -0,0000083789 -202040,44 202040,44 1839,34 7956,62 -22,99 -16,84 22,99 -31,08 21,05 31,08 3,47 13,858 -



G. Unit. K.==~bUUU s=!:l 

VIGA BI-APOIADA COM CARREGAMENTO UNIFORME 

Parametros geom. da sec;,;ao Parametros de elastieidade 

l 

A = c 120 [ em
2

] 

A = w 96 [ em
2

] 

I = c 160 [ em
4

] 

I = w 2048 [ em
4

] 

Carga q Mmaximo v"(t/2) = 

[N/cm] [ N * m] [cm-1
] 

50 2500 -0,0000299081 

100 5000 -0,0000598161 

150 7500 -0,0000897242 

200 10000 -0,0001196323 

250 12500 -0' 0001495403 

300 15000 -0,0001794484 

350 17500 -0,0002093565 

400 20000 -0,0002392645 

450 22500 -0,0002691726 

500 25000 -0 '0002990806 

550 27500 -0 '0003289887 

600 30000 -0,0003588968 

:: 

r= 

(EI)o = 

(EI)oo = 

2 
Ci 

Ct 

f:\= 

v"'(O) = 

[cm-2
] 

-0,0000007616 

-0,0000015232 

-0,0000022848 

-0,0000030463 

-0,0000038079 

-0,0000045695 

-0,000005331'1 

-0,0000060927 

-0,0000068543 

-0,0000076159 

-0,000008377 4 

-0,0000091390 

3541 

'l 

10 [em] 

30181600,00 [MPa em
4

] 

120637609,07 [MPa em
4

] 

0,001276538 [ em-
2

] 

0,035728677 (em 
1

] 

9,57169E-05 

Nc Nw 

[ N] [ N] 

--15973,27 15973,27 

--31946,54 31946,54 

-47919,80 47919,80 

-63893,07 63893,07 

--79866,34 79866,34 

-95839,61 95839,61 

-111812,87 111812,87 

-127786,14 127786,14 

-143759,41 143759,41 

-159732,68 159732,68 

-175705,94 175705,94 

-191679,21 191679,21 

Metoda Exato 

Conexao 

I 

K= 288,89 [ N I mm
2 

] 

Me Mw Tensao Norm. Goner.( crc ) 

1 CG 2 

[MPa cm
3

] [MPa cm
3

] [ MPa] [ MPa] [ MPa] 

169,49 733,18 -2,12 -1,33 2,12 

338,98 1466,37 -4,24 -2,66 4,24 

508,47 2199,55 -6,36 -3,99 6,36 

677,96 2932,73 -8,47 -5,32 8,47 

847,45 3665,92 -10,59 -6,66 10,59 

1016,94 4399,10 -12,71 -7,99 12,71 

1186,43 5132,28 -14,83 -9,32 14,83 

1355,92 5865,46 -16,95 -10,65 16,95 

1525,41 6598,65 -19,07 -11 ,98 19,07 

1694,90 7331,83 -21,19 -13,31 21,19 

1864,39 8065,01 -23,30 -14,64 23,30 

2033,88 8798,20 -25,42 -15,97 25,42 

Tensao Norm. Mad. ( crw) Fluxo de Vmaxima --
1 CG 2 Cis.( <~max) 

[ MPa] [ MPa] [MPa] [ kN I em] [mm] 

-2,86 1,66 2,86 0,27 1,278 

-5,73 3,33 5,73 0,54 2,556 

-8,59 4,99 8,59 __ f--~,81 3,834 

-11 ,46 6,66 11,46 '1,08 5,112 

-14,32 8,32 14,32 '1,35 6,390 

-17,18 9,98 17,18 '1,62 7,668 

-20,05 11,65 20,05 '1,89 8,946 

-22,91 13,31 22,91 2,16 10,224 

-25,78 14,97 25,78 2,43 11,503 

-28,64 16,64 28,64 2,70 12,781 

-31,50 18,30 31,50 2,97 14,059 

-34,37 19,97 34,37 3,24__ 15,337 



C. Apl. K=6500 s=3 

VIGA 81-APOIADA COM CARREGAMENTO APLICADO NOS TERCOS DOS VAOS Metodo Exato 

Parametros geom. da segao Parametros de elasticidade Conexao 

[ern l 

ern 

J 

1 
] r= 10 [em] 

(EI)o =: 30181600,00 [MPa cm
4

] 

(EI)00 == 120637609,07 [MPa cm
4

] 

A = c 120 [cm
2

] K= 216,67 (N/mm
2

] 

Aw= 96 [ cm
2

] 0,000957404 [ cm-
2

] 

I = c 160 [ cm
4

] U= 0,030941942 [ cm-
1

] 

lw = 2048 [ cm
4

] f:l 7, 17877E-05 

-Carga 2xP Mmi!ndmo v"(e/2) = v'"(O) = Nc Nw Me Mw Tensao Norm. Concr.( crc) Tensao Norm. Mad. ( crw) Fluxo de Vmaxtma 

1 CG 2 1 CG 2 Cis.( ~maxl 

[ kN] ( N * m] (cm-1
] [ cm-2

] [ N] [ N] [MPa cm
3

] [MPa cm
3

] I MPa] [ MPa] [MPa] [MPa] [ MPa] [ MPa] [ kN I em] [mm] 

10 3333 -0,0000416830 -0,0000005920 -20752,72 20752,72 236,22 1021,84 -2,95 -1,73 2,95 -3,99 2,16 3,99 0,32 1,895 

20 6667 -0,0000833661 -0,0000011841 -41505,44 41505,44 472,44 2043,68 -5,91 -3,46 5,91 -7,98 4,32 7,98 0,64 3,790 

30 10000 -0,0001250491 -0,0000017761 -62258,17 62258,17 708,66 3065,52 -8,86 -5,19 8,86 -11,97 6,49 11,97 0,96 5,685 

40 13333 -0,0001667322 -0,0000023682 -83010,89 83010,89 944,88 4087,37 -11 ,81 -6,92 11,81 -15,97 8,65 15,97 '1,29 7,580 

50 16667 -0,0002084152 -0,0000029602 -103763,61 103763,61 1181,10 5109,21 -14,76 -8,65 14,76 -19,96 10,81 19,96 1,61 9,475 

60 20000 -0,0002500983 -0,0000035523 -124516,33 124516,33 1417,32 6131,05 -17,72 -10,38 17,72 -23,95 12,97 23,95 1,93 11,370 

70 23333 -0,0002917813 -0,0000041443 -145269,06 145269,06 1653,54 7152,89 -20,67 -12,11 20,67 -27,94 15,13 27,94 2,25 13,265 

80 26667 -0,0003334644 -0,0000047364 -166021,78 166021,78 1889,76 8174,73 -23,62 -13,84 23,62 -31,93 17,29 31,93 2,57 15,160 
---'-·-

90 30000 -0,0003751474 -0,0000053284 -186774,50 186774,50 2125,98 9196,57 -26,57 -15,56 26,57 -35,92 19,46 35,92 2,89 17,056 

1()() - 3333~ -0,0()()_416830~ -0,0000059204 -207527,22 207527,22 2362,20 10218,42 -29,53 -17,29 29,53 -39,92 21,62 39,92 3,21 18,951 



L;. API. K=o~uu s=o 

VIGA BI-APOIADA COM CARREGAMENTO APLICADO NOS TERCOS DOS VJ.\OS Metodo Exato 

Carga 2xF Mmaximo v"(e/2) = v"'(O) = Nc Nw Me Mw Tensao Norm. Concr.( O'c) Tensao Norm. Mad. ( O'w) Fluxo de Vmaxima 

1 CG 2 1 CG 2 Cis. ( 'Pmax ) 
[ kN] [N*m] [cm-1

] [ cm-2
] [N] [ N] [MPa cm3

] [MPa cm
3

] [MPa] [ MPa] [MPa] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ kN I em] [mm] 

10 3333 -0,000053207 4 -0,0000007661 -17274,49 17274,49 301,53 1304,36 -3,77 -1,44 3,77 -5,10 1,80 5,10 0,27 2,373 

20 6667 -0,0001064148 -0,0000015322 -34548,98 34548,98 603,06 2608,71 -7,54 -2,88 7,54 -10,19 3,60 10,19 0,54 4,745 

30 10000 -0,0001596222 -0,0000022983 -51823,47 51823,47 904,59 3913,07 -11,31 -4,32 11,31 -15,29 5,40 15,29 0,81 7,118 

40 13333 -0,0002128296 -0,0000030644 -69097,96 69097,96 1206,11 5217,42 -15,08 -5,76 15,08 -20,38 7,20 20,38 '1,08 9,490 

50 16667 -0,0002660370 -0,0000038305 -86372,45 86372,45 1507,64 6521,78 -18,85 -7,20 18,85 -25,48 9,00 25,48 1,34 11,863 

60 20000 -0,0003192444 -0,0000045966 -103646,94 103646,94 1809,17 7826,14 -22,6'1 -8,64 22,61 -30,57 10,80 30,57 1,61 14,235 

70 23333 -0,0003724518 -0,0000053627 -120921,43 120921,43 2110,70 9130,49 -26,38 -10,08 26,38 -35,67 12,60 35,67 1,88 16,608 

80 26667 -0,0004256592 -0,0000061288 -138195,92 138195,92 2412,23 10434,85 -30,15 -11,52 30,15 -40,76 14,40 40,76 2,15 18,980 

90 30000 -0,0004788666 -0,0000068949 -155470,41 155470,41 2713,76 11739,20 -33,92 -12,96 33,92 -45,86 16,19 45,86 2,42 21,353 

100 33333 -(),()005320739 ' -0,0000076610 - -1727441J() 172744,90 3()1_5,28 13043,56 =~7,69 -14,40 37,69 -50,95 17,99 50,95 2,69 23,725 



C. Apl. K=6500 s=9 

VIGA BI-APOIADA COM CARREGAMENTO APLICADO NOS TERCOS DOS VAOS Metodo Exato 

Parametros geom. da segao Parametros de elasticidade 

ern] 

em J 

em] 

em] 

ern 

Ac = 120 [ cm
2 J 

Aw = 96 [ cm
2

] 

lc= 160[cm
4

] 

lw = 2048 [ cm
4

] 

Carga 2xP Mmiindmo v"(e/2) = 

[ kN] [ N * m] [cm'1 ] 

10 3333 -0,0000614737 

20 6667 -0,00012294 73 

30 10000 -0,0001844210 

40 13333 -0,0002458946 

50 16667 -0,0003073683 

60 20000 -0 '0003688419 

70 23333 -0,0004303156 

80 26667 -0,0004917892 

90 30000 -0,0005532629 

100 33333 -0,0006147365 

r= 10 [em] 

(EI)0 = 30181600,00 [MPa cm
4
] 

(EI)oo = 20637609,07 [MPa cm
4

] 

0,000319135 ( cm-
2

] 

a== 0,017864339 [ cm·
1

] 

13 2,39292E-05 

v"'(O) = Nc Nw 

[ cm-2
] [ N] [ N] 

-0,0000008933 -14779,60 14779,60 

-0,0000017866 -29559,20 29559,20 

-0,0000026799 -44338,81 44338,81 

-0,0000035732 -59118,41 59118,41 

-0,0000044665 -73898,01 73898,01 

-0,0000053598 -88677,61 88677,61 

-0,0000062531 -103457,21 103457,21 

-0,0000071464 -118236,82 118236,82 

-0,0000080397 -133016,42 '133016,42 

-0,0000089330 -147796,02 147796,02 

Conexao 

I 

~-

72,22 [ N I mm
2 

] K= 

Me Mw Tensao Norm. Concr.( a
0

) Tensao Norm. Mad. ( aw) 

1 CG 2 1 CG 2 

[MPa cm3
] [MPa cm

3
] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] 

348,37 1507,00 -4,35 -1,23 4,35 -5,89 1,54 5,89 

696,75 3014,00 -8,71 -2,46 8,71 -11 '77 3,08 11,77 

1045,12 4521,00 -13,06 -3,69 13,06 -17,66 4,62 17,66 

1393,49 6028,00 -17,42 -4,93 17,42 -23,55 6,16 23,55 

1741,87 7535,00 -21,77 -6,16 21,77 -29,43 7,70 29,43 

2090,24 9042,00 -26,13 -7,39 26,13 -35,32 9,24 35,32 

2438,62 10549,00 -30,48 -8,62 30,48 -41,21 10,78 41,21 

2786,99 12056,00 -34,84 -9,85 34,84 -47,09 12,32 47,09 

3135,36 13563,00 -39,19 -11,Q8 39,19 -52,98 13,86 52,98 

3483,74 15069,99 -43,55 -12,32 43,55 -58,87 15,40 58,87 

Fluxo de Vmaxima 

Cis.( '~max) 

[ kN I em] [mm] 

0,23 2,711 

0,46 5,423 

0,69 8,134 

0,92 10,845 

1 '15 13,557 

1,38 16,268 

1,61 18,979 

'1,84 21,690 

2,07 24,402 

2,30 27,1_!~ 



C. Apl. K==13000 s=3 

VIGA 81-APOIADA COM CARREGAMENTO APLICADO NOS TER<;:OS DOS VAOS Metede Exate 

Parametres geem. da se9ae Parametres de elasticidade 

A = c 

A = w 

I = c 

I = w 

Carga 2xP 

[ kN] 

10 

20 

30 

40 

50 

60 

70 

80 

90 

100 

em] 

em] 

em] 

120 [ cm
2

] 

96 [ cm
2

] 

160 [ cm
4

] 

2048 ( cm
4

] 

Mm<hdmo v"(e/2) = 

[ N * m] [cm-1
] 

3333 -0,0000342122 

6667 -0,0000684245 

10000 -0,0001026367 

13333 -0,0001368489 

16667 -0,0001710612 

20000 -0,0002052734 

23333 -0,0002394856 

26667 -0,0002736979 

30000 -0,0003079101 

33333 -0,0003421223 

r= 10 [em] 

(EI)0 = 30181600,00 [MPa cm
4

] 

(EI)oo = 120637609,07 [MPa cm
4

] 

2 0,001914808 [ cm-
2

] Ct 

(X= 0,043758514 [ cm·
1

] 

f3 0,000143575 

v"'(O) Nc Nw 

[ cm-2
] [ N] [N] 

-0,0000004853 -23007,53 23007,53 

-0,0000009705 -46015,07 46015,07 

:.0,0000014558 -69022,60 69022,60 

-0,0000019411 -92030,14 92030,14 

-0,0000024263 -115037,67 115037,67 

-0,0000029116 -138045,21 138045,21 

-0 '0000033969 -161052,74 161052,74 

-0,0000038821 -184060,27 184060,27 

-0,0000043674 -207067,81 207067,81 

-0,0000048527 -230075,34 230075,34 

Conexae 

""~ 

K= 

Me Mw 

[MPa cm
3
] [MPa cm

3
] 

193,88 838,70 

387,76 1677,40 

581,65 2516,09 

775,53 3354,79 

969,41 4193,49 

1163,29 5032,19 

1357,17 5870,88 

1551,06 6709,58 

1744,94 7548,28 

1938,82 8386,98 

[ 

[ 

433,33 [ N I mm
2 

] 

Tensao Norm. Concr.( cr 0 ) 

1 CG 2 

[MPa] [ MPa] [ MPa] 

-2,42 -1,92 2,42 

-4,85 -3,83 4,85 

-7,27 -5,75 7,27 

-9,69 -7,67 9,69 

-12,12 -9,59 12,12 

-14,54 -11,50 14,54 

-16,96 -13,42 16,96 

-19,39 -15,34 19,39 

-21,81 -17,26 21,81 

' -24,24 -19,17 24,24 

Tensao Norm. Mad. ( crw) 

1 CG 2 

[MPa] [ MPa] [ MPa] 

-3,28 2,40 3,28 

-6,55 4,79 6,55 

-9,83 7,19 9,83 

-13,10 9,59 13,10 

-16,38 11,98 16,38 

-19,66 14,38 19,66 

-22,93 16,78 22,93 

-26,21 19,17 26,21 

-29,49 21,57 29,49 

-32,76 23,97 32,76 

Fluxo de Vmaxima 

Cis.( <!>max) 

[ kN I em] [mm] 

0,35 1,575 

0,71 3,150 

1,06 4,725 

1,41 6,300 

1,77 7,875 

2,12 9,450 

2,47 11,025 

2,83 12,600 

3,18 14,'175 

3,54 15,750 



C. Apl. K=13000 s=6 

VIGA BI-APOIADA COM CARREGAMENTO APLICADO NOS TERCOS DOS VAOS Metoda Exato 

Parametros geom. da sec;:ao Parametres de elasticidade 

em] 

[em 

em] 

ern] 

em] 

A = c 120 [cm
2

] 

A = w 96 [ cm
2

] 

lc = 160 [ cm
4

] 

lw::: 2048 [ cm
4

] 

Carga 2xF Mmaximo v"(t/2) = 

[ kN] [ N * m] [cm-1
] 

10 3333 -0,0000416830 

20 6667 -0,0000833661 

30 10000 -0,0001250491 

40 13333 -0,0001667322 

50 16667 -0,0002084152 

60 20000 -0,0002500983 

70 23333 -0,0002917813 

80 26667 -0,0003334644 

90 30000 -0,0003751474 

100 33333 -0,0004168305 

r= 

(EI)0 = 
(EI)oo = 

<X= 

f3 

v"'(O) = 

[ cm-2
] 

-0,0000005920 

-0,0000011841 

-0,0000017761 

-0,0000023682 

-0,0000029602 

-0,0000035523 

-0,0000041443 

-0,0000047364 

-0,0000053284 

-0,0000059204 

10 [em] 

30181600,00 [MPa cm
4

] 

'120637609,07 [MPa cm
4

] 

0,000957404 [ cm-
2

] 

0,030941942 (cm-
1

] 

7, 17877E-05 

Nc Nw 

[N] [N] 

-20752,72 20752,72 

-41505,44 41505,44 

-62258,17 62258,17 

-83010,89 83010,89 

-103763,61 103763,61 

-124516,33 124516,33 

-145269,06 145269,06 

-166021,78 166021,78 

-186774,50 186774,50 

-207527,22 20_Z527,22 
-

Conexao 

[ 

K = 216,67 [ N I mm
2

) 

Me Mw Tensao Norm. Concr.( crc) Tensao Norm. Mad. ( crw) 

1 CG 2 1 CG 2 

[MPa cm
3
] [MPa cm

3
] [MPa] [ MPa] [MPa] [MPa] [ MPa] [ MPa] 

236,22 1021,84 -2,95 -1,73 2,95 -3,99 2,16 3,99 

472,44 2043,68 -5,91 -3,46 5,91 -7,98 4,32 7,98 

708,66 3065,52 -8,86 -5,19 8,86 -11,97 6,49 11,97 

944,88 4087,37 -11 ,81 -6,92 11,81 -15,97 8,65 15,97 

1181,10 5109,21 -14,76 -8,65 14,76 -19,96 10,81 19,96 

1417,32 6131,05 -17,72 -10,38 17,72 -23,95 12,97 23,95 

1653,54 7152,89 -20,67 -12,11 20,67 -27,94 15,13 27,94 

1889,76 8174,73 -23,62 -13,84 23,62 -31,93 17,29 31,93 

2125,98 9196,57 -26,57 -15,56 26,57 -35,92 19,46 35,92 

2362,20 L10218,42 -29,53 ' -17,29 ' 29,53 ... -39,92 21,62 39,92 

Fluxo de Vmaxima 

Cis.( $max) 

[ kN I em I [mm] 

0,32 1,895 

0,64 3,790 

0,96 5,685 

1,29 7,580 

1,61 9,475 

1,93 11,370 

2,25 13,265 

2,57 15,160 

2,89 17,056 

3,21 18,_951 
-- -· 



\,.;. Apl. 1\='1 jUUU s=l:l 

VIGA BI-APOIADA COM CARREGAMENTO APLICADO NOS TERCOS DOS VA.OS Metodo Exato 

Parametros geom. da set;:ao Parametros de elasticidade 

Ac:::: 

Aw= 

lc = 
lw= 

Carga 2xP 

[ kN] 

10 

20 

30 

40 

50 

60 

70 

80 

90 

100 

em] 

em] 

em 1 

em] 

em] 

120 [ cm
2 1 

96 [ cm
2 1 

160 [ cm
4 1 

2048 [ cm
4 1 

Mmaximo v"(t/2) = 

[N*m] [cm-1
] 

3333 -0,00004 79526 

6667 -0,0000959052 

10000 -0,0001438579 

133:33 -0,0001918105 

16667 -0,0002397631 

20000 -0,0002877157 

23333 -0,0003356683 

26667 -0,0003836209 

30000 -0,0004315736 

33333 -0,0004 795262 

r= 

(EI)o = 
(EI)oo = 

2 
ex = 

ex 

[) = 

v"'(O) = 

[ cm-2
] 

-0,0000006860 

-0,0000013721 

-0,0000020581 

-0,0000027 441 

-0,0000034302 

-0,0000041162 

-0,0000048022 

-0,0000054883 

-0,00000617 43 

-0,0000068603 

10 [em 1 
30181600,00 [MPa cm

4
] 

120637609,07 [MPa cm
41 

0,000638269 [ cm·
2

] 

0,02526399 [ cm·
1 1 

4,78584E-05 

Nc Nw 

[N] [ N] 

-18860,47 18860,47 

-37720,93 37720,93 

-56581,40 56581,40 

-75441,86 75441,86 

-94302,33 94302,33 

-113162,80 113162,80 

-132023,26 132023,26 

-150883,73 150883,73 

-169744,20 169744,20 

-188604,66 188604,66 

Me 

[MPa cm
3

] 

271,75 

543,50 

815,25 

1087,00 

1358,75 

1630,50 

1902,25 

2174,00 

2445,74 

2717,49 

Conexao 

[ 

[em 

K = 144,44 [ N I mm
2 1 

Mw Tensao Norm. Concr.( cr0 ) 

1 CG 2 

[MPa cm
3

] [MPa] [ MPa] [ MPa] 

1175,54 -3,40 -1,57 3,40 

2351,07 -6,79 -3,14 6,79 

3526,61 -10,19 -4,72 10,19 

4702,15 -13,59 -6,29 13,59 

5877,69 -16,98 -7,86 16,98 

7053,22 -20,38 -9,43 20,38 

8228,76 -23,78 -11,00 23,78 

9404,30 -27,17 -12,57 27,17 

10579,84 -30,57 -14,15 30,57 

11755,37 -33,97 -15,72 33,97 

Tensao Norm. Mad. ( crw) 

1 CG 2 

[ MPa] [MPa] [MPa] 

-4,59 1,96 4,59 

-9,18 3,93 9,18 

-13,78 5,89 13,78 

-18,37 7,86 18,37 

-22,96 9,82 22,96 

-27,55 11,79 27,55 

-32,14 13,75 32,14 

-36,74 15,72 36,74 

-41,33 17,68 41,33 

-45,92 19,65 45,92 

Fluxo de Vmaxima 

Cis. ( '~max ) 

[ kN I em] [mm] 

0,29 2,156 

0,59 4,312 

0,88 6,468 

1 '17 8,624 

1,46 10,780 

1,76 12,936 

2,05 15,091 

2,34 17,247 

2,64 19,403 

2,93 21,559 



C. Apl. K=26000 s=3 

VIGA 81-APOIADA COM CARREGAMENTO APLICADO NOS TERCOS DOS VAOS 1\!letodo Exato 

Parametros geom. da se9iilo Parametros de elasticidade Conexao 

em 3541 I 

·1 em] 

r= 10 [em] 

(EI)0 = 30181600,00 [1\!JPa cm
4

] 

(EI)00 = '120637609,07 [MPa cm
4

] 

A = c 120 [ cm
2

] 

~-

K:::: 866,67 [ N I mm
2 

] 

A = 96 [ cm
2

] 
2 

0,003829615 [ cm-
2

] w <X 

I = c 160 [ cm
4

] ex= 0,061883884 [ cm·
1

] 

I = w 2048 [ cm
4

] f3 = 0,000287151 

Carga 2xP Mmaximo v"(t/2) = v'"(O)= Nc Nw Me Mw Tensao Norm. Concr.( ere) Tensao Norm. Mad. ( crw) Fluxo de Vmaxima 

1 CG 2 1 CG 2 Cis.( <Pmax) 

[ kN] [N*m] [cm-1
] [ crn-2

] [N] [N] [MPa cm3
] [MPa cm

3
] [MPa] [MPa] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ MPa] [ kN I em] [rnm] 

10 3333 -0,0000301815 -0,0000004349 -24224,08 24224,08 171,04 739,89 -2,14 -2,02 2,14 -2,89 2,52 2,89 0,37 1,386 

20 6667 -0,0000603630 -0,0000008697 -48448,16 48448,16 342,08 1479,77 -4,28 -4,04 4,28 -5,78 5,05 5,78 0,74 2,773 

30 10000 -0,0000905444 -0' 0000013046 -72672,24 72672,24 513,12 2219,66 -6,41 -6,06 6,41 -8,67 7,57 8,67 1 '11 4,159 

40 13333 -0,0001207259 -0,0000017394 -96896,32 96896,32 684,16 2959,54 -8,55 -8,07 8,55 -11,56 10,09 11,56 '1,48 5,546 

50 16667 -0,0001509074 -0,00000217 43 -121120,39 121120,39 855,20 3699,43 -10,69 -10,09 10,69 -14,45 12,62 14,45 1,84 6,932 

60 20000 -0,0001810889 -0,0000026091 -145344,47 145344,47 1026,24 4439,31 -12,83 -12,11 12,83 -17,34 15,14 17,34 2,21 8,319 

70 23333 -0,0002112704 -0,0000030440 -169568,55 169568,55 1197,28 5179,20 -14,97 -14,13 14,97 -20,23 17,66 20,23 2,58 9,705 

80 26667 -0,0002414519 -0,0000034 788 -193792,63 193792,63 1368,32 5919,09 -17,10 -16,15 17,10 -23,12 20,19 23,12 2,95 11,092 

90 30000 -0,0002716333 -0,0000039137 -218016,71 218016,71 1539,36 6658,97 -19,24 -18,17 19,24 -26,01 22,71 26,01 3,32 12,478 

100 33333 -0,0003018148 -0,0000043485 -242240,79 242240,79 1710,40 7398,86 -21,38 -20,19 21,38 -28,90 25,23 28,90 3,69 13,865 



G. Apl. K.==~oUUU s=o 

VIGA 81-APOIADA COM CARREGAMENTO APLICADO NOS TERCOS DOS VAOS Metoda Exato 

Parametros geom. da seyao Parametros de elasticidade 

[em] 

l 
em 1 
ern] 

Ill em] 

Ac= 120 [ cm
2

] 

Aw= 96 [ cm
2

] 

lc = 160 [ cm
4

] 

lw= 2048 [ cm
4

] 

Carga 2xF Mmaximo v"(e/2) = 

[ kN] [ N * m] [cm-1
] 

10 3333 -0,0000342122 

20 6667 -0,0000684245 

30 10000 -0,0001026367 

40 13333 -0,0001368489 

50 16667 -0,0001710612 

60 20000 -0,0002052734 

70 23333 -0,0002394856 

80 26667 -0,0002736979 

90 30000 -0,0003079101 

100 33333 -0,0003421223 

r= 

(EI)0 = 

(EI)oo = 

2 
Ct = 

a 

J:l 

v"'(O) = 

[ cm'
2

1 

-0,0000004853 

-0,0000009705 

-0,0000014558 

-0,0000019411 

-0,0000024263 

-0,0000029116 

-0,0000033969 

-0,0000038821 

-0,0000043674 

-0,0000048527 

35419 

1970 

10 [em] 

30181600,00 [MPa cm
4

] 

20637609,07 [MPa cm
4
] 

0,001914808 [ cm·
2

] 

0,043758514 [ cm·
1

] 

0,000143575 

Nc Nw 

[N 1 [ N) 

-23007,53 23007,53 

-46015,07 46015,07 

-69022,60 69022,60 

-92030,14 92030,14 

-115037,67 115037,67 

-138045,21 138045,21 

-161052,74 161052,74 

-184060,27 184060,27 

-207067,81 207067,81 

-230075,34 230075,34 

Conexao 

-~ 

K= 

Me Mw 

[MPa cm
3
1 [MPa cm

3
] 

193,88 838,70 

387,76 1677,40 

581,65 2516,09 

775,53 3354,79 

969,41 4193,49 

1163,29 5032,19 

1357,17 5870,88 

1551,06 6709,58 

1744,94 7548,28 

1938,82 8386,98 

[N/mm 

em 

433,33 [ N I mm
2 

] 

Tensao Norm. Concr.( crc) 

1 CG 2 

[MPa1 [ MPa] [ MPa) 

-2,42 -1,92 2,42 

-4,85 -3,83 4,85 

-7,27 -5,75 7,27 

-9,69 -7,67 9,69 

-12,12 -9,59 12,12 

-14,54 -11,50 14,54 

-16,96 -13,42 16,96 

-19,39 -15,34 19,39 

-21,81 -17,26 21,81 

-24,24 -19,17 24,24_ 

Tensao Norm. Mad. ( crw) 

1 CG 2 

[ MPa 1 [ MPa1 [MPa] 

-3,28 2,40 3,28 

-6,55 4,79 6,55 

-9,83 7,19 9,83 

-13,10 9,59 13,10 

-16,38 11,98 16,38 

-19,66 14,38 19,66 

-22,93 16,78 22,93 

-26,21 19,17 26,21 

-29,49 21,57 29,49 

-32,76 ~.§JI_ . 32,?~ 

Fluxo de Vmaxima 

Cis.( 'Pmax) 

[ kN I em 1 [mm] 

0,35 1,575 

0,71 3,150 

1,06 4,725 

'1,41 6,300 

'1,77 7,875 

2,12 9,450 

2,47 11,025 

2,83 12,600 

3,18 14,175 

...:~ 15,750 



C. Apl. K=26000 s=9 

VIGA 81-APOIADA COM CARREGAMENTO APLICADO NOS TERCOS DOS VAOS Metodo Exato 

Parametros geom. da sec;ao Parametros de elasticidade 

= 

= 

-~ 

Ac= 

Aw= 

lc = 
lw:::: 

Carga 2xF 

[ kN] 

10 

20 

30 

40 

50 

60 

70 

80 

90 

100 
- -----~-

em] 

em] 

[em] 

em 1 
# "" [ em ] 

120 [cm
2

] 

96 [ cm
2 J 

160 [ cm
4

] 

2048 [ cm
4

] 

Mmaximo v"(t/2) = 

[ N * m] [cm-1
] 

3333 -0,0000380993 

6667 -0,0000761985 

10000 -0,0001142978 

13333 -0,0001523970 

16667 -0,0001 904963 

20000 -0,0002285956 

23333 -0,0002666948 

26667 -0,0003047941 

30000 -0,0003428933 

33333 -0,0003809926 

r= 

(EI)o = 
(EI)oo = 

a2 

a= 

f'\ = 

v"'(O) = 

I cm-2
] 

-0,0000005397 

-0,0000010794 

-0,0000016191 

-0,0000021588 

-0,0000026985 

-0,0000032383 

-0,0000037780 

-0,0000043177 

-0,0000048574 

-0,0000053971 

354"1 

10 (em] 

30181600,00 [MPa cm
4

] 

120637609,07 [MPa cm
4

] 

0,001276538 ( cm-
2

] 

0,035728677 [ cm·
1

] 

9,57169E-05 

Nc Nw 

[ N] [ N] 

-21834,37 21834,37 

-43668,73 43668,73 

-65503,10 65503,10 

-87337,47 87337,47 

-109171,83 109171,83 

-131006,20 131006,20 

-152840,57 152840,57 

-174674,94 174674,94 

-196509,30 196509,30 

-218343,67 218343,67 

Me 

[MPa cm
3
] 

215,91 

431,82 

647,73 

863,64 

1079,55 

1295,46 

1511,37 

1727,28 

1943,19 

2159,10 

Conexao 

[ I 

"' [ 

K= 

Mw 

[MPa crn
3
] 

933,99 

1867,97 

2801,96 

3735,95 

4669,93 

5603,92 

6537,91 

7471,89 

8405,88 

9339,87 

2 
288,89 [ N I mm ] 

Tensao Norm. Concr.( crc) 

1 CG 2 

[MPa] [MPa] [MPa] 

-2,70 -1,82 2,70 

-5,40 -3,64 5,40 

-8,10 -5,46 8,10 

-10,80 -7,28 10,80 

-13,49 -9,10 13,49 

-16,19 -10,92 16,19 

-18,89 -12,7 4 18,89 

-21,59 -14,56 21,59 

-24,29 -16,38 24,29 

-26,99 -18,20 26,99 

Tensao Norm. Mad. ( crw) 

1 CG 2 

[MPa) [MPa) [MPa] 

-3,65 2,27 3,65 

-7,30 4,55 7,30 

-10,95 6,82 10,95 

-14,59 9,10 14,59 

-18,24 11,37 18,24 

-21,89 13,65 21,89 

-25,54 15,92 25,54 

-29,19 18,20 29,19 

-32,84 20,47 32,84 

-36,48 22,74 36,48 

Fh.1xo de Vmaxlma 

Cis.( $max} 

[ kN I em) [mm] 

0,34 1,744 

0,67 3,487 

1,01 5,231 

"1,35 6,974 

·t,69 8,718 

2,02 10,462 

2,36 12,205 

2,70 13,949 

3,03 15,692 

3,37 17,436 



C. Apl. K=65 s=6 

VIGA 81-APOIADA COM CARREGAMENTO APLICADO NOS TIERCOS DOS VAOS Metoda Exato 

Parametros geom. da se9ao Parametros de elasticidade 

I. em 

[em 

em 

em 

[em 

Ac = 120 [ cm
2 

] 

Aw = 96 [ cm
2

] 

lc = 160 [ cm
4

] 

lw = 2048 [ cm
4

] 

Carga 2xP Mmaximo v"(c/2) = 

[ kN J [ N * m] [cm-1
] 

10 3333 -0,0001087863 

20 6667 -0,0002175726 

30 10000 -0,0003263589 

40 13333 -0,0004351452 

50 16667 -0,0005439315 

60 20000 -0,0006527178 

70 23333 -0,0007615041 

80 26667 -0,0008702904 

90 30000 -0,0009790767 

100 33333 -0,0010878630 

r= 

(EI)0 = 

(EI)oo = 

2 
a = 

a= 

f3 = 

v"'(O) = 

[ cm-2
] 

-0,0000016307 

-0,0000032614 

-0,0000048921 

-0,0000065229 

-0,0000081536 

-0,0000097843 

-0,0000114150 

-0,0000130457 

-0,0000146764 

-0,0000163072 

g 

i 1970 

10 [em] 

30181600,00 [MPa cm
4

] 

120637609,07 [MPa cm
4

] 

4,78702E-06 [ cm-
2

] 

0,002187926 [ cm·
1

] 

3,58938E-07 

Nc Nw 

[N] [N] 

-499,89 499,89 

-999,77 999,77 

-1499,66 1499,66 

-1999,55 1999,55 

-2499,44 2499,44 

-2999,32 2999,32 

-3499,21 3499,21 

-3999,10 3999,10 

-4498,98 4498,98 

-4998,87 4998,87 

Conexao 

K= 

Me Mw 

[MPa cm
3
] [MPa cm

3
] 

616,50 2666,85 

1232,99 5333,70 

1849,49 8000,54 

2465,99 10667,39 

3082,48 13334,24 

3698,98 16001,09 

4315,47 18667,94 

4931,97 21334,79 

5548,47 24001,63 

6164,96 ' 26668,48 

N/ 

em 

] 

1,08 ( N I mm
2

] 

Tensao Norm. Concr.( ac) 

1 CG 2 

[MPa] [MPa] [MPa] 

-7,71 -0,04 7,71 

-15,41 -0,08 15,4'1 

-23,12 -0,12 23,12 

-30,82 -0,17 30,82 

-38,53 -0,21 38,53 

-46,24 -0,25 46,24 

-53,94 -0,29 53,94 

-61,65 -0,33 61,65 

-69,36 -0,37 69,36 

-77,06 -0,42 77,06 

Tensao Norm. Mad. ( aw) 

1 CG 2 

[MPa] [MPa] [MPa] 

-10,42 0,05 10,42 

-20,83 0,10 20,83 

-31,25 0,16 31,25 

-41,67 0,21 41,67 

-52,09 0,26 52,09 

-62,50 0,31 62,50 

-72,92 0,36 72,92 

-83,34 0,42 83,34 

-93,76 0,47 93,76 

-104,17 0,52 104,17 

Fluxo de Vrnaxima 

Cis.( ~max) 

[ kN I em] [mm] 

0,01 4,637 

0,02 9,274 

0,02 13,910 

0,03 18,547 

0,04 23,184 

0,05 27,821 

0,05 32,457 

0,06 37,094 

0,07 41,731 

0,08 46,368 



C. Apl. K=2600000 s=6 

VIGA BI-APOIADA COM CARREGAMENTO APLICADO NOS TERCOS DOS VAOS Metoda Exato 

Parametros geom. da seoao Parametros de elasticidade 

Ac= 
A:,= 

lc = 
lw= 

Carga 2xP 

[ kN I 

10 

20 

30 

40 

50 

60 

70 

80 

90 

100 

[ 

[ 

[ ] 

[ 

r J 

120 [ cm
2 1 

96 [ cm
2

] 

160 [ cm
4

] 

2048 [ cm4
] 

Mmaxlmo v"(t/2) = 

[N • m] [cm-1
] 

3333 ·0,000027631 0 

6667 -0,0000552619 

10000 -0,0000828929 

13333 -0,0001105239 

16667 -0,0001381548 

20000 -0,0001657858 

23333 -0,0001934168 

26667 -0,0002210477 

30000 -0,0002486787 

33333 -0,0002763096 

r= 

(EI)o = 

(EI)oo = 

2 
a = 
a= 

13= 

v"'(O) = 

(cm"2
] 

-0,0000004145 

-0,0000008289 

-0,0000012434 

-0,0000016579 

-0,0000020723 

-0,0000024868 

-0,0000029013 

-0,0000033157 

-0,0000037302 

-0,0000041446 

35419 

1 970 

10 [em 1 
30181600,00 [MPa cm

41 
120637609,07 [MPa cm

41 

0,191480758 [cm"
2 J 

0,437585143 [ cm·
1 J 

0,014357534 

Nc Nw 

[N] [N] 

-24993,87 24993,87 

-49987,73 49987,73 

-74981,60 74981,60 

-99975,46 99975,46 

-124969,33 124969,33 

-149963,20 149963,20 

-174957,06 174957,06 

-199950,93 199950,93 

-224944,80 224944,80 

-249938,66 249938,66 

Me 

[MPacm
3
] 

156,59 

313,17 

469,76 

626,34 

782,93 

939,51 

1096,10 

1252,69 

1409,27 

1565,86 

Conexao 

K 2600000 [ N I 

6 [em] 

K = 43333,33 [ N I mm2
] 

Mw Tensao Norm. Concr.( cr0 ) 

1 CG 2 

[MPa cm
3

] [MPa] [MPa] [MPa] 

677,36 -1,96 -2,08 1,96 

1354,72 -3,91 -4,17 3,91 

2032,08 -5,87 -6,25 5,87 

2709,44 -7,83 -8,33 7,83 

3386,80 -9,79 -10,41 9,79 

4064,17 -11,74 -12,50 11,74 

4741,53 -13,70 -14,58 13,70 

5418,89 -15,66 -16,66 15,66 

6096,25 -17,62 -18,75 17,62 

6773,61 -19,57_ ~:_20~83 ... 'J.E},S! 

Tensao Norm. Mad. ( crw) 

1 CG 2 

(MPa] [MPa] [MPa] 

-2,65 2,60 2,65 

-5,29 5,21 5,29 

-7,94 7,81 7,94 

-10,58 10,41 10,58 

-13,23 13,02 13,23 

-15,88 15,62 15,88 

-18,52 18,22 18,52 

-21,17 20,83 21,17 

-23,81 23,43 23,81 

•. -26,46 26,04 26,46 

Fluxo de Vma>dma 

Cis.( ~mox> 

[kN/cm] [mm] 

0,37 1,181 

0,75 2,362 

1,12 3,544 

1,50 4,725 

1,87 5,906 

2,25 7,087 

2,62 8,268 

3,00 9,450 

3,37 10,631 

3,75 11,812 


