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Resumo

Este estudo revisa os fundamentos da teoria da plasticidade incremental em uma formulagao
elastoplastica do comportamento no ponto material e sua ligacao com o método dos elemen-
tos finitos. Documenta a implementacao na linguagem de programacao C++ dos modelos
elastoplasticos de DRUCKER-PRAGER, MOHR-COULOMB e VON MISES. E realizado uma
série de simulagoes de carregamento uniaxial para os modelos implementados e finalmente
solucionados trés problemas elastoplésticos em elementos finitos. Em cada um dos problemas
resolvidos foi utilizado o modelo elastoplastico adequado ao material do problema em questao.
Os problemas solucionados foram todos em estado plano de deformagao e consistiram em: 1)
um ensaio de compressao diametral; ii) um problema de estabilidade de taludes; iii) e um
tubo de ago pressurizado internamente. A implementacao da formulacao elastoplastica foi

validada comparando os resultados das simulagoes com os da literatura.

Palavras chave: Modelagem constitutiva, elastoplasticidade, plasticidade.
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Abstract

This work reviews the fundamentals of the theory of plasticity in an incremental formulation
of the elastoplastic behavior at a material point and its connection with the finite element
method. It documents the implementation of the elastoplastic models of Drucker-Prager,
Mohr-Coulomb and von Mises in the programming language C+-+. A series of simulations
of uniaxial loading models are carried out and three problems in elastoplastic finite element
method are solved. In each of the modeled cases the most appropriate elastoplastic model
among those implemented is employed. The problems were solved in plane strain state and
comprise: 1) a diametral compression test of concrete or Brazilian Disc Test; ii) a problem
of slope stability; iii) and an internally pressurized vessel. The implementation of the elasto-
plastic formulation was validated by comparing the simulation results with the results from

the literature.

Keywords: Constitutive modeling, elastoplasticity, plasticity.
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Capitulo 1

Introducao

A plasticidade tem papel importante no estudo das estruturas por descrever o comportamento
dos materiais de uma maneira mais realista que uma simples analise linear e elastica. No
decorrer dos anos novas técnicas de simulagao numérica tem surgido com o aparecimento
de computadores cada vez mais rapidos e com a necessidade em se economizar materiais.
No Brasil o crescente ntimero de hidrelétricas em construgao tem aumentado a procura por
estudos mais aprofundados a respeito do estado de tensao e deformagao nestas estruturas.
Obras deste tipo em geral empregam enormes quantidades de material, e portanto novas
técnicas que permitam otimizar o emprego destes materiais sao muito importantes, como
¢ o caso do estudo elastoplastico. Este estudo permite o entendimento mais profundo do
comportamento dos materiais da estrutura, possibilitando sua melhor utilizagdo. Outras
areas também demandam o estudo mais aprofundade de técnicas numéricas elastoplasticas,
como a industria do petrdleo conforme detalhado em estudo de SANTOS [22], onde o estudo
elastoplastico visou a compreencao da interagao entre a rocha, os recursos minerais que esta

armazena e as estruturas de engenharia construidas para viabilizar a sua extracgao.

Por plasticidade se entende um estado de deformacoes que é irreversivel ou que apre-
sente deformagoes permanentes mesmo depois que o esforco é retirado. Devido natureza de
deformagoes permanentes ou residuais, o processo plastico, tem uma descricao matemaética
diferenciada da descricao puramente eléstica e também mais complexa conforme descrito por
SouzA NETO [10], LUBLINER|17], HILL|1] e CHEN|8]. Afim de melhor descrever o comporta-
mento de materiais solidos em regime pléstico, foram desenvolvidos modelos elastoplasticos
que descrevem o fenémeno da plastificacao.

Um modelo elastoplastico é constituido por quatro fundamentos principais: (a) compor-
tamento da tensao-deformagao no dominio elastico (b) os critérios de plastificagao e falha (c)

as leis de escoamento plastico (d) as regras de encruamento ou endurecimento.

Devido a complexidade matemética das teorias constitutivas elastoplasticas, solucoes ana-

liticas exatas podem ser obtidas apenas sob circunstancias bastante simplificadas. A existén-



cia de solugoes analiticas em geral sao restritas a apenas materiais perfeitamente plasticos
e sao utilizadas para a determinacao do limite de carregamento. Devido a dificuldade em
se encontrar solugdes analiticas para problemas de plasticidade, faz-se necessario o emprego
de um método de solucao numérica. O método mais utilizado e difundido é o método dos
elementos finitos que consiste em uma técnica de obtencao de solucoes aproximadas para
problemas de valor de contorno RYLO[20], ODEN|3|. Este método ¢ considerado a mais po-
derosa e confidvel ferramenta para a analise de problemas de mecéanica dos s6lidos envolvendo
materiais elastoplasticos e é adotado pela vasta maioria dos softwares comerciais que visam
a analise elastoplastica.

Um dos principais diferenciais deste estudo, consistiu na utilizagao da biblioteca de
elementos finitos PZ, desenvolvida no Laboratério de Mecanica Computacional da Uni-
camp(LabMeC'). Esta biblioteca conta com a orientacao a objetos que oferece ganhos em
termos de gerenciamento de codigo e geracao de codigos reutilizaveis. Esta biblioteca, escrita
na linguagem de programacao C' + + é modularizada, e permite ao programador utilizar
tecnologias previamente desenvolvidas e validadas por outros programadores anteriormente,
sem que seja necessario a reimplementacao de novos métodos e classes sempre que um pes-
quisador decidir sobre o estudo de algum item especifico sobre elementos finitos. O PZ, conta
com uma vasta gama de modulos que sao constituidos por classes, e que implementam todos

os requesitos para a montagem de um problema de elementos finitos.

Este trabalho estende o ambiente elastopléstico criado por SANTOS|22] que corresponde a
um integrador de variaveis plasticas genérico, dotado de subincrementagao adaptativa para a
evolucao das variaveis plasticas em modelos constitutivos com suporte a nao-associatividade,
endurecimento isotrépico e superficies de escoamento e plastificagao multiplas. A imple-
mentacao de novos modelos é facilitada por tecnologias de diferenciacao automética, que
poupam o programador de implementar todas as derivadas analiticas necessarias ao esquema
de integracao. O ambiente criado permite que sejam implementados novos modelos elasto-
plasticos para diferentes materiais(MORH-COULOMB, DRUCKER-PRAGER, TRESCA, VON
Mises, LADE-KIM, SANDLER-DIMAGIO, etc) sem que se altere o integrador da equagao
diferencial ordinéria gerada pelo problema elastopléastico. Gragas a estruturacao do codigo
desenvolvido no LabMeC, a constituicao de novos modelos é extremamente facilitada, se com-
parada a outras linguagens de programacao, visto que novos modelos elastoplasticos podem
ser implementados com a criagdo de apenas trés novas classes: 1) uma que contenha um
tipo de resposta eléstica; 2) outra que contenha uma funcdo de plastificagdo e uma regra
de escoamento; 3) uma terceira que contenha uma regra de encruamento ou endurecimento.
Outra vantagem do c6digo modularizado foi a utilizagdo como "caixa preta" da técnica de
diferenciagao automéatica desenvolvida por SANTOS[22|, que permite o calculo de uma ma-
triz constitutiva elastoplastica numericamente de forma consistente que é uma das maiores

dificuldades na implementacao de modelos elastoplasticos. Matrizes consistentes podem ser

2



obtidas apenas analiticamente quando uma forma fechada da resposta de tensoes pode ser
obtida como resultado do incremento de deformacgoes. Em outros casos apenas a matriz
aproximada pode ser desenvolvida. Usando a diferenciacao automética, é possivel obter-se
matrizes tangentes consistentes em fungao do céalculo do incremento de tensoes.

Neste estudo foram implementados os modelos elastoplasticos de MOHR-COULOMB e
DRUCKER-PRAGER além do estudo do modelo para metais de VON MISES. A fim de validar
a consisténcia dos modelos implementados foram escolhidos trés problemas a serem solu-
cionados através do método dos elementos finitos. Eles consistem no ensaio de compressao
diametral, um problema de estabilidade de talude e um tubo de ago pressurizado. Todos os
problemas escolhidos estao documentados na literatura.

Uma das caracteristicas mais marcantes dos metais é a sua independéncia da pressao
hidrostatica durante o escoamento. Este fato implica que a tensao de cisalhamento por si
sO é critica e que a deformagao plastica volumétrica é negligivel até mesmo para deforma-
¢oes plasticas grandes. A tensdo méaxima de cisalhamento de TRESCA e a tensao maxima
octaédrica de VON MISES para o escoamento mostram uma boa aproximacgao dos resultados
experimentais e a regra do escoamento plastico associadas a essas duas fungoes de plastifi-
cacao preveem a deformagao plastica sem mudanca na deformagao plastica volumétrica. Os
modelos de TRESCA e de VON MISES com ou sem endurecimento sao geralmente empregados
no estabelecimento de leis constitutivas para metais. Neste trabalho na simulacao de metais
foi utilizado somente o modelo de VON MISES.

O concreto e o solo, diferentemente do ago, se comportam mecanicamente de forma com-
plexa. A resisténcia tltima ou a resisténcia que estes materiais entram em colapso, depende do
nivel de confinamento ao qual estao submetidos, comportando-se como materiais dependente
da pressao hidrostatica, e que pode ter a envoltéria de resisténcia modelada pelas superfi-
cies dos modelos elastopléasticos de MOHR-COULOMB ou DRUCKER-PRAGER, por exemplo.
Estes materiais no passado, antes dos computadores potentes e do método dos elementos
finitos, eram estudados majoritariamente baseado na anélise elastica combinada com vérios
procedimentos classicos bem como na utilizacao de procedimentos empiricos baseados em
dados experimentais. Tais técnicas ainda sao muito utilizadas e necessarias. No entanto, o
rapido desenvolvimento de novas técnicas numéricas e dos computadores de alta velocidade
tem munido os engenheiros com uma ferramenta réapida e poderosa para uma analise nao
linear completa destas estruturas. Através do uso do método dos elementos finitos e perfor-
mando uma anélise incremental plastica, deformacoes e falha de estruturas friccionais podem
ser realizadas com maior precisao e comportamentos complexos dos materiais friccionais, tais
como, relagoes multiaxiais nao lineares de tensao-deformagao podem ser modelados de forma
mais realista.

Gragas ao rapido desenvolvimento dos computadores de alta velocidade e de técnicas

numéricas modernas, como as desenvolvidas no LabMeC' anélises incrementais plasticas de
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qualquer problema estrutural podem agora serem executadas através do poderoso método dos
elementos finitos. O desenvolvimeto deste estudo, como previamente destacado, se beneficiou
enormemente da modularizacao do ambiente PZ que permite a utilizacao de técnicas numé-

ricas modernas previamente desenvolvidas por outros pesquisadores, como [22, 11, 12, 9].



Capitulo 2
Mecanica dos melos continuos

Mecéanica dos meios continuos é um ramo da mecéanica que lida com a anélise da cineméatica
e do comportamento mecanico de materiais modelados como uma massa continua ao invés
de particulas discretas.

A modelagem de um objeto como um objeto continuo pressupoe que a substancia do
objeto preenche completamente o espaco que ocupa. Ao modelar objetos de forma continua
o fato de que matéria é constituida de atomos é ignorado o que para escalas maiores que
as iteratomicas tem grande precisdo (SOUzZA NETO[10], CHEN|8]). As leis fundamentais da
fisica como a conservacao de massa, a conservacao do momento e da conservacao da energia
podem ser aplicadas utilizando-se da mecéanica dos meios continuos.

Mecéanica dos meios continuos trata as propriedades fisicas de solidos e liquidos que sao
independentes de qualquer sistema de coordenadas particular em que sao observados (GUR-
TIN [15]). Estas propriedades fisicas sdo entao representados por tensores, que sdo objetos
matematicos que tém a propriedade necesséaria de ser independente do sistema de coordena-
das.

2.1 Cinemaética

Cinematica refere-se a descricao do movimento dos corpos. Nesta secao serao discutidos os
conceitos de rotacao, translagao, movimentos em geral e o formalismo matematico destas
representacoes.

As variaveis cinematicas sao aquelas que representam matematicamente um movimento,
como por exemplo, os campos vetoriais de deslocamentos.

Seja um corpo com dominio §2, e ¢ :  — ) uma funcao que mapeia pontos materiais p

para pontos espaciais ,

= ¢(p) (2.1)



O campo vetorial de deslocamentos u(p) que é representado na figura 2.1, é definido por:

u(p) = w(p) —p (2.2)

Figure 2.1: Deformacao. (Figura de [10])

Uma deformacao rigida como representado na figura 2.2 é uma deformacao que preserva
as distancias entre todas as particulas materiais de um corpo. As deformagoes rigidas podem
ser uma translagdo, uma rotacao ou uma combinac¢ao entre ambas. A translagdo é um

mapeamento com campo vetorial de deslocamentos u constante,

e(p)=p+u (2.3)

Seja R um tensor de rotacao! e ¢ um ponto fixo sobre o qual o corpo rotaciona, o mapea-

mento corresponde a uma rotagao e é definido por:

¢(p) =q+ R(p—1q) (2.4)

O deslocamento de corpo rigido com translagao e rotagao é definida por:

o(p) =g + R(p—q) (2.5)

'Um tensor de rotacdo é um tensor ortogonal com determinante igual a um.
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Figure 2.2: Deformacoes rigidas. A esquerda translacao e a direita uma rotacao puras.
(Figura de[10])

De interesse para a analise estrutural sao apenas as deformagoes na imediacao do ponto
em estudo. Estas deformacoes sao melhor estudadas através do gradiente da funcao de
mapeamento. Uma maneira grafica de se representar o gradiente pode ser observado na
figura 2.3. Nesta figura mostra-se a deformacao de uma fibra de tamanho infinitesimal dp
através da funcao de mapeamento. O gradiente da deformagao F é o operador linear que

mapeia as fibras da configuracao de referéncia dp para a configuracao deformada dz.

_____________

Figure 2.3: Gradiente de deformacao. Configuracao de referéncia a esquerda e deformada a
direita. (Figura de[10])

O gradiente da deformacdo F também é definido como:

F =Vo(p) (2.6)

ou ainda,



F =1+ Vu, (2.7)

O gradiente de deformag¢ao F' para uma translagao é identidade I, e para uma rotagao o

gradiente F' é um tensor ortogonal.

Nota-se que caso F' corresponda a um movimento de corpo rigido nao deve-se haver
medidas de deformacao, pois elas devem se anular. No estudo de cinematica procuramos
uma medida de deformacao que pode diferenciar uma deformagao real de um movimento de
corpo rigido. Para que este efeito fosse anulado é empregado o teorema da decomposicio
polar de F', que divide a deformacao em rotagao e alongamento. Sao definidos os tensores de

deformagao direito e esquerdo de CAUCHY-GREEN respectivamente por:

A decomposicao polar de F' permite escreve-lo como sendo o produto de um tensor orto-

gonal por um tensor simétrico,

F=RU (2.8)

Esta decomposicao polar tem a interpretacao fisica para F configurando-o como um
alongamento das fibras no ponto p composto com uma rotagao de corpo rigido caracteri-

zada por R. Alternativamente a decomposicao polar pode ser escrita como

F=VR (2.9)

neste caso a deformacao no ponto é caracterizada por uma rotacao composta com um

alongamento de fibras. estas caracterizagoes estao ilustradas na figura 2.4.

As medidas de deformacao conhecidas como deformacoes de CAUCHY-GREEN sao defor-

macoes que independem da rotacao das fibras e sao definidas nas equagoes 2.10.

U?=F"F, V2=FF" (2.10)
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Figure 2.4: Decomposic¢ao polar do gradiente de deformagao. (Figura de [10])

Além de U e V, existem outras medidas de de deformagoes similares a estes tensores. Um

exemplo é o tensor de Green-Lagrange:

E = %(UQ—I) (2.11)

O tensor E pode ser reescrito como

E = % (Vu+ Vu" + Vu' Vu) (2.12)

Para deformacoes infinitesimais os termos de segunda ordem sao desconsiderados, obtendo-

se entao o tensor de deformacoes infinitesimais,
1 T
e=3 (Vu+ Vu') (2.13)
A representagao matricial na base cartesiana de ¢ ¢,

Exx Exy Eaz
Eyy Eyz (2.14)
Sym Ezz

Um dos principais axiomas da mecanica dos meios continuos consiste na representacao
da resposta material independente da posi¢ao do observador GURTIN|[15]|. A localizagao do
observador em relacao ao fendémeno condiciona a representacao dos eventos que este teste-
munhard. Caso um observador esteja em um referencial rotacionado por R a deformacao £*

sera



e =RTeR (2.15)

Uma propriedade dos tensores que nao variam com a posi¢ao do observador sao as invariantes.
O emprego de invariantes é 1til por tornar objetivas a analise das deformagoes.

Seja um tensor A de segunda ordem, o determinante de A — w/l admite a representagao,

det (A — wI) = —w? + I;(A)w? — L(A)w + I;(A) (2.16)

para todo w e R,onde

Li(A) =tr(A) (2.17)
L(A) = %[(tr A)2 —tr (AQ)] (2.18)
I3(A) = det (A) (2.19)
Chama-se
Js = (11(A), I(A), I3(A)) (2.20)

o conjunto dos invariantes de A.
O tensor A* = RTA R tem as mesmas invariantes do tensor A.
Demonstra-se que J, é completamente caracterizada pelo conjunto de autovalores de A.

De fato, um simples célculo mostra isso

[1(A> = w1 + w2 + w3

IQ(A) = WiWwsz + Wows + Wiws

[3 (A) = W1WaWws

2.1.1 Propriedades do tensor de deformacoes infinitesimal ¢
O tensor de deformacoes € tem algumas propriedades que correspondem a fisica de deformacgao

do corpo dentre elas destam-se:

Alongamento de uma fibra Dado um dire¢do n um ntumero (n.en) é o alongamento de

uma fibra na diregao n.
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Deformacao volumétrica O traco do tensor de deformacoes ¢ representa a deformacao

volumétrica.

Mudanga de angulo Dado duas dire¢oes ortogonais n e m o valor 2(n.em) representa a

mudanca de angulo entre duas fibras originalmente alinhadas com as dire¢oes n e m.

Deformagao maxima de uma fibra Sejam ); os autovalores e v; os autovetores do tensor
£ . \; sao as deformagoes das fibras associadas as direcoes v; . Em consequéncia \; maximo

representa a maior deformacao.

2.2 Tensao

Tensao é uma medida de intensidade de for¢a nos pontos do corpo. O postulado de CAUCHY
estabelece que para um ponto p material e uma direcao n existe uma forca por unidade
de area que é funcao da direcao n. Demontra-se que esta forca depende linearmente da
correspondente normal tal que

t(n) =on (2.21)

onde 71" é o tensor de tensdo.

n

t(P,n)
— 4

Figure 2.5: Postulado de CAUCHY.

Do balango de momento linear? tem-se que para um corpo em equilibrio e para qualquer

dominio

2Traducédo de Linear Momentum Balance.
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/aﬂt(n) dA + / bdV = 0 (2.22)

Q
Aplicando-se o teorema da divergéncia de GAUSS descrito em GURTIN|[15]| na equagao
2.22 obtem-se

/divadV—i—/dezO (2.23)
Q Q

e de acordo com o teorema da localiza¢ao (GURTIN[15]|) pode-se escrever,

divo +b =10 (2.24)

Demonstra-se pelo balan¢o de momento angular (GURTIN|[15]) que o tensor o é simétrico.

Sua representacao na base cartesiana é,

Oz Tey Taz
(2.25)

vy Tyz

A representagao esquematica do tensor de tensao é mostrada na figura 2.6 onde o cubo é

infinitesimal.

Y‘/ é

Figure 2.6: Componentes do tensor de tensoes.

Assim como no tensor de deformacoes, o mesmo vale para o tensor de tensoes o com
relacao a resposta material ser independente da posicao do observador, sendo que caso um

observador esteja em um referencial rotacionado por R a tensao o* serd

12



c*=R'0cR (2.26)

2.2.1 Propriedades do tensor de tensoes o

O tensor de tensoes ¢ tem algumas propriedades que correspondem a fisica de tensoes do

corpo. Dentre elas destam-se:

Tensao em uma diregao Dado um diregao n o valor (n.on) é a componente normal da

tensao atuando sobre o plano n.

Pressao O traco ou a soma da diagonal do tensor de tensdes o representa a pressao hi-

drostéatica.

Cisalhamento Dado duas diregdes ortogonais n e m o valor (m.on) representa o cisalha-

mento sobre o plano definido por n e na direcao m.

Tensoes e direcoes principais Sejam \; os autovalores e v; os autovetores do tensor o .

A; sao as tensoes principais associadas as direcoes principais v; .

Tensor deviatorico O tensor deviatorico s que representa um estado de cisalhamento puro

ele é calculado subtraindo-se a parcela da pressao hidrostéatica do tensor e é representado por:

s(o) =0 — %tr(a)[

Existem modelos elastopléasticos que sao representados somente em funcgao deste tensor,
como o de VON MESES por exemplo, modelo em que o escoamento independe da pressao
hidrostéatica.

Os invariantes deste tensor sao que sao vastamente empregados nas modelagens elasto-

pléasticas e sao definidos como:

Ji =0 (2.27)
Jy = %[(tr $)% — tr (s2)] (2.98)
Js = det(s) (2.29)

No apéndice estao documentados as derivadas destes invariantes.
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2.3 Equacoes constitutivas

As equagoes constitutivas sao as leis que relacionam o tensor ¢ com o tensor €. Visto que

0* = RoRT e ¢* = ReRT qualquer fungao o(¢) precisa satisfazer a relacio fundamental

Ro(e)RT = o(ReR") (2.30)

Caso o material tiver eixos de simetria e que a relacao tensao deformacao for elastica
demonstra-se que a relagao entre tensao e deformagao depende essencialmente de duas cons-
tantes A e i que sao chamadas de constantes de Lamé. No caso de deformagoes infinitesimais

esta relacao é linear e é representada por

o= Mr(e)] +2pue (2.31)

Em engenharia é comum se escrever as constantes de Lamé em funcao do moédulo de

Young F e do coeficiente de poisson v,

vE
A= (1+v)(1—2v) (2:32)
= ﬁ (2.33)

No estudo elastoplastico a deformagao total é composta pela soma de duas partes, uma

elastica e outra plastica,

e=¢c"+¢’ (2.34)

sendo que a durante a plastificacao do material a lei constitutiva 3.2 nao é valida para a

deformagao total, mas somente para a deformacao elastica, que é escrita como

o= Mr ()] + 2ue® (2.35)

A nao linearidade da relacao tensao deformacao depende essencialmente da evolucao de

P,
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Capitulo 3

Elastoplasticidade

Este capitulo apresenta os fundamentos necessérios para a modelagem de um problema elasto-
plastico. Nele sao descritos os elementos basicos envolvidos no processo elastoplastico tais
como a divisao da deformacao total em parcelas elastica e plastica, os conceitos de superficies

de falha, escoamento plastico e leis de encruamento.

A elastoplasticidade, de acordo com SOUzA NETO [10], é o estudo comportamental de
materiais que depois de um ciclo de carregamento apresentam deformacao permanente, os
fendmenos pléasticos sao considerados instantaneos e nao sao afetados pela taxa de carrega-

mento.

Também neste capitulo, é introduzido o comportamento material microscopico que explica
a incompressibilidade e independéncia de pressao hidrostatica dos materiais de acordo com
o trabalho de FION[14].

3.1 Plastificacao de metais

A origem da falha em metais é escorregamento dos cristais conforme descrito por[5] e [17].
Os metais sao normalmente policristalinos, isto é, constituidos de muitos graos cristalinos
nos quais os atomos estao arranjados em uma estrutura regular. A micrografia tipica para
uma superliga de niquel-policristalinos é mostrado como exemplo na figura 3.1, em que os

contornos dos graos podem ser vistos.
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Figura 3.1: Microcristais. Figura de [14].

A representacao da estrutura cristalografica de uma pequena regiao de um tunico grao
por planos de atomos é mostrada na figura 3.2. Pode-se visualizar a deformagao plastica
ocorrendo, como mostrado na figura 3.2 (a) e (b). Ao contrario da deformacao eléstica,
que envolve somente o alongamento das ligagoes interatdmicas, na deformacao plastica o
deslizamento exige a quebra e reformacao de ligagoes interatomicas e o deslizamento entre
planos. Esta reformacao s6 ocorre em materiais com ligagoes metélicas. Pode-se observar
que este tipo de plastificagao por deslizamento preserva o volume aparente do material, razao
pela qual a plastificacao em metais é regida pelo cisalhamento apenas. No caso do concreto
ocorre a propagacao de microfissuras por friccao e nao somente por deslizamento, com quebra

irrecuperéavel de ligacoes interatomicas.

Figura 3.2: Deslizamento dos d&tomos.
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A figura 3.3 ilustra um exemplo de plastificacao macroscopica.

(b)

Figura 3.3: Plastificagdo macroscopica de uma barra de zinco. Figura de [14]

3.2 Plastificagcao de materiais friccionais

Nem todos os tipos de plastificacao sao processos incompressiveis. Em um material poroso
sob compressao pode haver deformacao plastica com comprometimento de parte do material
poroso, acarretando em reducgao do volume aparente do material quando alcanga a deformagao
pléstica. Consequentemente, existe uma mudanca de volume e uma dependéncia da pressao
hidrostatica. No entanto, a mudanca de volume nao é originaria do processo plastico por si
s6, mas sim do fechamento dos poros.

Este material pode falhar de trés maneiras distintas:
e Tracao;
e (Cisalhamento;

e Compressao que é um tipo de falha que na qual a estrutura do material sofre uma

reducao de volume, colapso dos poros e fragmentacao dos graos;

3.3 Fundamentos da teoria da plasticidade

Para o entendimento do fenémeno plastico, é escolhido um exemplo de carregamento uni-
axial ilustrado na figura 3.4. Na figura 3.4 é observado um ciclo de carregamento uniaxial
de uma barra metalica, e é plotada a tensao o em relacao a deformacao €. A barra inicial-

mente é carregada até um estado de tensao igual a og, depois é feito o descarregamento;
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e subsequentemente ¢é feito um recarregamento até um nivel de tensao superior o;. Como
mostrado na figura 3.4, é feito um carregamento e um descarregamento, depois novamente
um carregamento e assim por diante. Durante este ciclo observa-se que o material mantém
deformagoes residuais, ou permanentes (¢), e que uma vez que o material plastifica, em um
proximo passo de carregamento, sua resposta vai depender do historico anterior.

Quando o material é carregado além do limite elastico, por exemplo a trajetoria OyYyZy,
observa-se que o material descarregado Zy(O; apresenta uma deformacao residual chamada

plastica.

Figure 3.4: Ensaio uniaxial de uma barra metalica.

O fendmeno elastoplastico ¢ mateméaticamente subdividido nos seguintes topicos:

Decomposicao do tensor de deformagao em parcelas elastica e pléstica;

Lei de elasticidade;

Critério de Plastificagao;

Lei de escoamento pléstico;

Lei de endurecimento (hardening);

3.3.1 Decomposicao do tensor das deformacoes

A deformagao total ¢ pode ser dividida em duas partes, uma elastica ¢, e outra, plastica &”
eq. 3.1. A parcela plastica nao ¢é relacionada ao estado de tensoes do material, mas com o

historico dos processos dissipativos irreversiveis aos quais o material foi submetido.
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e=¢e"+¢P (3.1)

3.3.2 Lei de elasticidade

A relagao tensao deformacao elastica isotropica e infinitesimal no espacgo tridimensional é:

o= Xtr ()] + 2ue® (3.2)

onde \ e i sdo as constantes de Lamé, que sao escritas em func¢ao do modulo de Young

E e do coeficiente de Poisson v,

vE

A= T =)

P=50+0)

3.3.3 Critério de plastificacao

Descreve a transigao entre os dominios eléstico e plastico. E uma funcao potencial ¥ no
espaco das tensoes que define os dominios elastico e plastico. E estabelecido que a mesma

assume valores nao-positivos em regime elastico e nulos em regime plastico.

dominioelastico = {a/V (o, A) < 0}; e (3.3)
dominio plastico = {o /¥ (o, A) = 0} (3.4)
U(o, A) (3.5)

3.3.4 Lei de escoamento plastico

Em um ciclo de carregamento o estado de tensao nao deve ultrapassar o dominio elastoplés-
tico. Quando violado em uma analise elastica, faz-se necessério reestabelecer o equilibrio com
a decomposicao da deformacao em parcela elastica e plastica. A lei de Escoamento pléstico
ou direcao de escoamento especifica como evolui o tensor de deformacao pléastica e em um

processo de plastificacao

e’ =N (3.6)



O tensor N definido na equagao 3.7 é expresso como a variacao do potencial plastico com

respeito a tensao e representa a dire¢cao do escoamento

o

N =
do

(3.7)

3.3.5 Lei do endurecimento (Hardening)

A lei do endurecimento caracteriza uma expansao da superficie ou translacao (ganho de
resisténcia do material) conforme o mesmo plastifica. O endurecimento se comporta em
fungao de um conjunto de varidveis de dano internas a. No caso de endurecimento isotrépico
ilustrado na figura 3.5 este conjunto de variaveis se reduz a somente um escalar, sendo «a o

escalar que representa a evolucao do trabalho plastico.

Figure 3.5: Endurecimento isotréopico visto no plano deviatorico.

No endurecimento cinemético a forma da superficie permanece constante, no entanto
h& um translado da superficie de falha durante a plastificacao como visualizado na figura
3.6. Neste caso, as variaveis internas « tera de ser representada vetorialmente para definir a

direcao e a taxa de endurecimento.
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Figure 3.6: Endurecimento cinematico.

Os modelos chamados de perfeitamente plasticos se caracterizam pela auséncia de en-

durecimento, ou seja, a superficie de escoamento permace fixa (figura 3.7).

Figure 3.7: Auséncia de endurecimento.

A evolugao de um conjunto de variaveis de endurecimento ¢é escrita em funcao do potencial

plastico cuja definicao é dada por um critério de plastificacao:

o
H=—2 (3.8)
& =AH (3.9)

sendo H modulo de endurecimento do material.

21



3.3.6 Associatividade

O modelo é considerado associativo quando a lei de escoamento pléstico a funcao de plasti-
ficag@o coincidem,V = ®.
Nos modelos associativos, a evolucao das equagoes para a deformacao plastica e as vari-

aveis de dano sao dados por

- 0P
P _
=75 (3.10)
(§
. . 0P

A associatividade implica na ortogonalidade entre a direcao de escoamento pléstico e
a superficie de escoamento. Segundo SANTOS|22]|, a associatividade também implica em

tensores constitutivos simétricos.

3.3.7 Condigoes de carregamento e descarregamento

O comportamento elastoplastico de um material pode ser completamente caracterizado pela
juncao das leis de endurecimento, escoamento, e critério de falha que definem quando o regime
é elastico ou plastico. Esta caracterizacao leva as relacoes complementares de carregamento
de KUHN-TUCKER.

A definicao do estado atual é de responsabilidade da funcao de plastificacao, se é menor

que zero o regime ¢ eléstico, se for igual a zero, o regime é plastico.

o <0
O multiplicador elastoplastico v assume valores positivos no regime plastico e nulo no
regime elastico.
5> 0

A consisténcia de uma aproximagao elastoplastica deve satisfazer Y& =0 .

3.4 Aproximacao elastoplastica no ponto material

Os topicos apresentados definem uma equacao diferencial ordinaria com restricao e que deve
ser solucionada a partir de um valor inicial. Durante um ciclo de carregamento, em um
intervalo de pseudo-tempo [to, t], as variaveis de dano internas representadas pela deformagao

pléstica P e pelo conjunto de todas as varidveis associadas ao encruamento «. Elas evoluem
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como £” e & para cada incremento de deformacdo. A caracterizacdo completa de um modelo

elastoplastico requer a definicao da evolugao de ambas variaveis de dano internas.

e’ =4N(o, A) (3.12)
a=7vH(o,A) (3.13)

e sujeito a restricao
O(0,A) =0 (3.14)

Este sistema de deve ser resolvido em cada ponto de integracao, e para tal deve-se adotar
um método de resolucao deste sistema. Neste simulador, o integrador utilizado foi Fuler
Trapezoidal centrado de segunda ordem associado ao FEuler implicito de primeira ordem

Uma revisao e descrigao mais detalhada sobre o método das diferencgas finita pode ser
encontrados em NUMERICAL RECIPES|[19] e integradores que utilizam outros métodos como

o de Runge-Kutta sdo encontrados em [4].

De acordo com o artigo DEVLOO[12], dado um estado de deformagao €", sua correspon-
dente deformagao plastica eP™ e as variaveis internas o™, a deformacao plastica e as variaveis

n+1

de dano internas correspondentes a €""" sao obtidas como solucao do sistema nao linear de

equacoes:

Eny1 = Ep + Ac
Ent1 = Ent1 — 517)L+1
On+1(En1) = Abr(eq )1 + 2peg 4y (3.15)
b(0p41, Aps1) <0
Ent1 — &b = AYN(0pt1, Antr)

Opy1 — Qp = A7H<O-n+1; AnJrl)

O namero de equagoes deste sistema ¢ igual ao niimero de de fungoes de plastificagao mais
o nimero de componentes do tensor de deformacao mais o nimero de varidveis internas. As
variaveis dependentes do sistema sao valores de Ay , os valores da deformacao plastica e},
e as variaveis internas «,,;. Para a solucao deste sistema um método iterativo deve ser

adotado. No caso deste estudo o método adotado foi o de NEWTON.

O residuo do sistema de equagoes é calculado como:
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®(ont1, An1)
Res(ep 15 ni1, AV, Ent, Epy) = e—el — AyN(opi1, Ans1) (3.16)

Apy1 — O — A’VH(On—i-la An—i—l)

A matriz jacobiana que é o gradiente do residuo é calculada como:

8Res(sﬁ+1,an+1,A7,sn+1) T

6sfl 1
8Res(sz+l JQn4+1,A7,En+1)

p _

T(€n+1> g1, A’y) - i1
n

8Res(aﬁ+1,an+1,A'y,an+1)

OA~

Caso a fungao viole a zona elastica o residuo deve ser reduzido através do método iterativo

de NEWTON e quando convergir gerar como resultado as variaveis b, a,y1e Ay.

3.5 Modelos constitutivos

Para obter melhor qualidade de informacao sobre o comportamento do concreto ou do solo
e dos metais deve-se recorrer a modelos elastoplasticos que sejam capazes de representé-lo
com maior exatidao.

Os modelos em estudo neste trabalho serao os seguintes

e VON MISES
e MOHR-COULOMB

e DRUCKER-PRAGER

3.6 Modelo elastoplastico de VON MISES

Critério de falha de voN MISES. Apropriado para descrever o escoamento em metais,
este critério foi proposto por VON MISES EM 1913. Segundo este modelo, o escoamento

plastico acontece quando o segundo invariante J; atinge um combinagao critica.

O(0) =/3Jy — 7. (3.17)
Este critério independe da pressao hidrostatica.
Regra do escoamento plastico VON MISES. Considerando a o critério de plastificacao

de VON MISES como a funcao de plastificacao, o vetor de de escoamento plastico é obtido

por
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N:%:%[m}:\énzn' (3.18)

3.7 Modelo elastoplastico de MOHR-COULOMB

Critério de falha de MOHR-COULOMB Este critério é adequado para materiais fricci-
onais sensiveis a pressao, como solo, rocha, concreto. Este critério considera que o fenémeno
da plastificacao, se deva ao cisalhamento das interfaces internas. Citando SOUzZA NETO [10],
generalizando-se a lei de friccao de COULOMB, para qualquer direcao em um meio conti-
nuo o escoamento plastico tem inicio quando, em um plano arbitrario do corpo, a tensao de

cisalhamento, 7, e a tensao normal, o,,, atingem uma combinagao critica

T =c—o,tan ¢, (3.19)

onde ¢ é a coesao e ¢ o angulo de atrito interno.

.. . A\ T
T=c -0, tan ¢ (critical line)

Figura 3.8: Critério de Mohr-Coulomb.

O critério de MOHR-COULOMB no espago das tensoes principais é representado em termos

dos invariantes e assume a forma:

®(0) = (cos — % sin @ sin )/ Js + %Il sin ¢ — ccos ¢. (3.20)
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Figura 3.9: Representacao do critério de Mohr-Coulomb no espago das tensoes.

Neste estudo, foi dada uma atengao especial ao tratamento das fungoes de plastificacao de
MOHR-COULOMB. A fungao de plastificacado de MOHR-COULOMB que em sua forma geral
é representada pela expressao 3.20, também pode ser representada por multi-superficies, que
no caso deste critério, sao seis, devido as seis faces que podem ser observadas na figura 3.9.

Cada uma destas faces podem ser representadas por uma das expressoes abaixo:

Oi(0,A) = — ((Ul ; US) + (01 ; 03) singb) tan ¢ — (01 ; 03) cos ¢+ ¢ (3.21)
Oy(0,A) = — ((gQ JQF 03) + (02 ; U3> singzﬁ) tan ¢ — (02 ; 03) cosp+c (3.22)
O3(0,A) = — ((02 —; 01) + (02 g 01) singzﬁ) tan ¢ — (02 ; 01) cosp+c (3.23)

Oy(0,A) = — ((03 —; 01) + (03 ; Jl) singb) tan ¢ — (03 ; 01) cos ¢ + ¢ (3.24)




O5(0,A) = — ((03 ;— 02) + (03 ; 02) singzﬁ) tan ¢ — (03 ; 02) cosp+c (3.25)

Og(0, A) = — ((gl ; 02) + (01 ; UQ) singzﬁ) tan ¢ — (01 ; UQ) cosp+c (3.26)

No entanto, com o auxilio do Lode Angle é possivel prever o comportamento elastoplas-

tico do material utilizando o modelo de MOHR-COULOMB com apenas trés superficies. Isto
é possivel gracas ao calculo dos autovalores do tensor de tensoes analiticamente. As ex-
pressoes 3.27, 3.28 e 3.29 possibilitam a determinacao analitica e sem esfor¢o computacional
dos autovalores e permite também que os mesmos sejam determinados em ordem crescente,
possibilitando saber qual é o maior e qual é o menor autovalor. Os autovalores 01,09 € 03

podem ser calculados analiticamente de acordo com CHEN |[8].

I 2
=—+ —=J 0 3.27
01 3 + \/§ QCOS( )7 ( )
I 2 2m
09 = 31 + ﬁ JQ COS(Q - ?% (328)
1 2 2m
03 = 51 + % JQ COS(@ + ?) (329)

Com isto, é possivel descartar trés funcoes e trabalhar com apenas as trés fungoes abaixo,
visto que o estado de tensoes critico estaréd invariavelmente em uma das trés fungoes abaixo,

j& que se conhece a ordem de grandeza dos autovalores:

Oi(0,A) = — ((01 —; 03) + (Jl ; 03) singb) tan ¢ — (Jl ; 03) cosp+c (3.30)

Oy(0, A) = — ((01 —; 02) + (Jl ; 02) singb) tan ¢ — (Ul ; 02) cosp+c (3.31)

O3(0,A) = — ((02 —; 03) + (02 g 03) singzﬁ) tan ¢ — (02 ; 03) cosp+c (3.32)

Para que se possa encontrar os autovalores analiticamente é necessario primeiro que se

conheca o Lode Angle. E possivel definir na superficie de plastificacdo, um de angulo 6, que
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fica no intervalo de 0 < 6 < % e é chamado de Lode Angle (). A figura 3.10 ilustra os

meridianos de compressao e de tragao que sao fungoes de 6.

‘ ﬁCcol¢

Figura 3.10: Forma da superficie de falha de MOHR-COULOMB. A esquerda observa-se os
meridianos de tra¢do e compressao e a direita o plano deviatorico. Figura retirada de [8].

Este angulo considera a ordenagao das tensoes principais o1 > 09 > 03 , situagao na qual
o estado das tensoes possiveisse resume a % do plano de Haigh- Westergaard com 0 < 6 < 3.
Nesta regiao considera-se que os autovalores calculados analiticamente nas equagoes 3.27,
3.28, 3.29, respeitam a ordem o7 > g9 > 03. O Lode Angle é obtido pela equagao 3.33 e é

funcao dos invariantes.

1
6 = = arccos ﬂiﬁ : (3.33)

Regra do escoamento plastico de MOHR-COULOMB O escoamento ou evolucao das
deformagoes pléasticas em relagao ao acréscimo de tensao, considerando-se associatividade

para o critério de Mohr-Coulomb, é definido como,

0o

1 1 1 1
S JQ(—sinH——cos@sinqb)Vé’——COSQ——sin@sin(b)VJQnLgsingbV]l. (3.34)
o

V3 2V T2 V3

no caso de escolha de implementacao das funcoes de falha separadamente, as derivadas

ficam,

0 Vo, —V V V Vo, —V
Tt = (s (TG ) 4 (TR ) tanto) - conte) (VE2) 339
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% — <sm¢ (—Wl 5 W?) + (—vm ; VUQ)) tan(g) — cos(¢) <—v‘“ > W2) (3.36)

% _ (Sin¢ <V02 ; VU?,) + (@)) tan(¢) — cos(o) (@) . (3.37)

A derivada do Lode Angle (V) mostrada na equagao 3.38 permite o célculo analitico das
derivadas dos autovalores, que sao usados no célculo da direcao de plastificacao como pode

se observar nas equagoes 3.35, 3.36, e 3.37.

—9v3J3V.J + 3v3VJ3
5 3
472 2J3

Vo = . (3.38)
27J32
V=g

Para o calculo da derivada do Lode Angle e dos autovalores foi necessario o desenvol-

vimento analitico das derivadas dos invariantes! , que se encontam detalhadas no apéndice
A.

Abaixo sdo escritas as derivadas dos autovalores.

VI, cos(0)VJy 2/ Jasin(0)VH
Vo, = + - , 3.39
I RV N5 V3 (339

VI sin(0)VJy | 2cos(§ — 0)\/ 2V o

Vo = + , 3.40
"= AT V3 (340)
Vo, — VI, sin(@)VJy  2cos(F + 9)\/72V6. (3.41)

3 V3V V3

3.8 Modelo elastoplastico de DRUCKER-PRAGER

Critério de falha de DRUCKER-PRAGER Ele consiste em uma modificagao do critério
de VON MISES, em que se introduz a sensibilidade a pressao hidrostatica. Ele estabelece
que quando uma combinagao critica entre a pressao hidrostética e tensao de cisalhamento
¢ atingida, o material chega ao limite da zona elastica. Esta relacao, devido a isotropia do

material, é representada pelas invariantes.

L
\ J2+77§ =, (3.42)

1 As derivadas VI, e V.Jy sdo calculadas neste trabalho na notacio compacta, e se encontram detalhadas
no apéndice.
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onde 7 e ¢ sao parametros materiais. Para n = 0 o cilindro de VON MISES é recuperado.
O cone de DRUCKER-PRAGER é mostrado na figura 3.11.
E interessante notar que a forma de cone advém do fato deste critério levar em conside-

racao o efeito da pressao hidrostética.

Figure 3.11: Critério de falha de Drucker-Prager.

Buscando se assemelhar ao critério de MOHR-COULOMB é conveniente definir o critério

de DRUCKER-PRAGER na forma

2(0,0) = Vo + 0t~ g (3.43)

onde ¢ é a coesao e os parametros £ e n podem ser escritos em fungao dos critérios de

Mohr-Coulomb de acordo com o comportamento do meridiano escolhido:

1. Aproximacao circunscrita ao critério de MOHR-COULOMB,

6 sen ¢ 6 cos ¢
- , - . 3.44
! V3(3 — sen @) : V3(3 — sen @) (3.44)
2. Aproximacao inscrita ao critério de MOHR-COULOMB,
6 sen ¢ £ 6 cos ¢ (3.45)

= V3(3+ sen o)’ V3(3 +sen¢)
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Drucker—Prager

N\

Mohr—Coulomb

Drucker—Prager

Figure 3.12: Critérios de Mohr e Drucker inscrito e circunscrito

Regra do escoamento plastico de DRUKER-PRAGER A regra do escoamento plastico
ou diregao de escoamento no caso da associatividade ¢ a varia¢ao da fungao de falha ®(equagao

3.43) com respeito a o, e gera o tensor, N, que para o caso de DRUCKER-PRAGER fica:

1 n

N = - 3.46

3.9 Resultados dos testes no ponto material.

Para a validacao do funcionamento do modelos elastoplastico de DRUCKER-PRAGER e MOHR-
COULOMB, e do integrador foi efetuado um teste de carregamento uniaxial no ponto material.
Este teste consiste na aplicacao de uma tensao e o célculo da correspondente deformagao, e
em seguida sao plotados os pontos. Posteriormente foi feita uma comparacao com a literatura
CHEN][6].
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de DRUCKER-PRAGER inscrito.
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d) Ciclo de carregamento realizado com o modelo de
DRUCKER-PRAGER inscrito.

Figura 3.13: Resultados dos ensaios de compressao uniaxial no ponto material.
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Capitulo 4

Aproximacao numeérica e implementacao

4.1 Formulacao

Neste trabalho foi implementado um material elastoplastico em duas dimensoes. Devido a
isso, julgou-se necessério a descricao da formulagao de elementos finitos por tras da imple-
mentacao deste material. No ambiente de programagao orientada a objeto desenvolvido no
laboratorio de mecéanica computacional chamado de PZ, para a implementacao da equacao
diferencial de um novo material, deve-se apenas enfraquecer a equagao e criar um classe no
ambiente que contenha esta equacao, denominada de material.

A formulagao de elementos finitos, parte da equagao governante do problema mecéanico,

em que a equagao de equilibrio é representada por,

R, = /Q [div (o) + b] ¢ dw. (4.1)

Segundo a mecénica dos meios continuos GURTIN|[15], o divergente de um produto tensor-

vetor respeita a relagao de equivaléncia 4.2.

div (S"v) =8 : Vo +v-div(S) (4.2)

Aplicando-se esta relagao a expressao 4.1 a equagao do problema mecanico pode ser escrita

CO1mo:

R, = /Q [div (o) — o : V| dw + /Q by dw. (4.3)

O teorema do divergente quando aplicado ao primeiro termo da equagao acima resulta na

equacao 4.4. Substituindo-se este resultado em 4.3 resulta na eq. 4.5.

/Q div (0) duw — / o0 ds (4.4)

o0N

33



Ru:/a':chdw—/b~<pdw—/ op-nds (4.5)
Q o9

A equacao 4.5 recebe o significado fisico de principio dos trabalhos virtuais quando se

considera que as fungoes teste ¢ representam deslocamentos infinitesimais ficticios.

O termo de contorno (0€2) da equagao 4.5 pode ser substituido pelas condigoes de contorno

de tensao t aplicadas ao contorno I :

Ru:/a:Vgovdw—/b-godw—/t.god'y. (4.6)
Q r

Substituindo-se a lei constitutiva resulta na expressao 4.7.

Ru:/]DAe:chdw—/b-godw—/t-god'y. (4.7)
Q Q r

Onde D = g—‘; , ¢ a matriz constitutiva elastopléstica, e Ae é o acréscimo de deformagao.

Quando ¢é feita a utilizagao do método dos elementos finitos para solucionar um pro-
blema elastoplastico a solu¢ao deve ser dividida em dois niveis, um relativo a decomposi¢ao
elastoplastica em cada ponto de integracao, e outro relativo a aproximacao por elementos

finitos.

No ponto de integracao sera feita a decomposicao elastopléastica pelo integrador, que
proporcionara como resultado a decomposicao da deformacao em partes eldstica e pléstica.
Baseado nesta resposta, o método dos elementos finitos utiliza as deformagoes decompostas
fornecidas na montagem das matrizes de rigidez e no vetor de carga e depois resolve o sistema
linear. No entanto por se tratar de um problema com nao linearidade material, é necessario
adotar o método de NEWTON e resolver o sistema até que a solugao atinja uma tolerancia

estipulada conforme ilustrado na figura 4.1.
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Figura 4.1: NEWTON RAPHSON

4.2 Implementacao

Nesta secao é feita uma descricao do ambiente de programacao e das classes desenvolvidas
para a solu¢ao de um problema elastoplastico. O cédigo em estudo foi escrito em C++ e se
utiliza muito da tecnologia dos templates sao objetos genéricos como descrito nos artigos [16]
e [2]. E tembém muito explorada neste simulador a tecnologia de diferenciacdo automatica,
que permite o calculo de uma matriz constitutiva elastoplastica numericamente de forma
consistente, que é uma das maiores dificuldades na implementacao de modelos elastoplasticos.
Matrizes consistentes podem ser obtidas apenas analiticamente quando uma forma fechada da
resposta de tensoes pode ser obtida como resultado do incremento de deformacoes. Em outros
casos apenas a matriz aproximada pode ser desenvolvida. Usando a diferenciagao automaética,
é possivel obter-se matrizes tangentes consistentes em funcao do céalculo do incremento de
tensoes.

Aqui primeiramente é feita uma descrigao dos modulos que compdem o ambiente de
programagao PZ, depois sao descritas as classes que compoem a solucao do problema elasto-
plastico no ponto material e por tltimo sao descritas as classes referentes a aproximagcao
por elementos finitos, que no caso elastoplastico tem algumas particularidades. Dentre estas

particularidades no método dos elementos finitos, destacam-se algumas:
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Equagao diferencial que rege o problema fisico.

Classes que armazenam as variaveis de dano em cada ponto de integracao.

Malha computacional descontinua para pos-processamento.

Método anélise que efetua o célculo do residuo.

Transferéncia de solu¢ao de uma malha computacional continua para uma discontinua.

Pos processamento das variaveis elastoplasticas («,®,PlasticSteps,etc).

4.3 Ambiente PZ

O ambiente PZ consiste em uma biblioteca de classes na linguagem de programacao C-++
construidas no decorrer dos tiltimos vinte anos pelo professor Philippe Remy Bernard Devloo
e colaboradores. Esta biblioteca é um conjunto de classes que contemplam os conceitos de
matriz, elemento, malha, espaco de interpolacao, refinamento, modelos constitutivos etc, que
podem ser empregados para montar métodos numéricos, dentre eles o método dos elementos

finitos. O PZ é dividido nos seguintes modulos:

e Common: defini¢oes de tipos bésicos e servem para a portabilidade do c6digo;
e [til: classes auxiliatérias ao desenvolvimento cientifico;

e Geom: abstragoes geométricas de elementos bésicos (ponto, aresta, triangulo, quadrilatero,
tetraedro, hexaedro e piramide) e as fungoes de mapeamento desde a geometria de um

elemento mestre;
e Shape: composto pelas classes de construgao das funcoes de forma para cada geometria;

e Topology: contém as defini¢oes basicas dos elementos geométricos, tais como numeragao

de ponto, aresta, face e volume;

e Material: implementa as diversas variantes de equagoes diferenciais que representam

as modelagens constitutivas dos diversos materiais suportados pelo PZ;

e Mesh: implementa o conceito de malha. No PZ ha uma distin¢ao entre malha geomé-
trica e computacional. A malha geométrica objetiva a discretizacao espacial do dominio
de analise e contém os elementos geométricos, nos, sistemas de coordenada elementares
e condigoes de contorno. A malha computacional esta relacionada com o espacgo de

interpolacao da solugao.

36



o Analysis: gerencia o processo de montagem (assembly) e solu¢ao do sistema de equagoes

relacionado a uma malha computacional;

e [ntegral: retine as regras de integracao de Gauss para uma, duas e trés dimensoes e

diversos graus polinomiais;
e Matriz: implementacoes dos tipos matriciais suportados pelo PZ;

e StrMatriz: Classes que encapsulam o armazenamento de matriz e incluem um contexto
de malha, viabilizando a contribui¢cao material de cada elemento computacional & matriz

do problema;

e LinearSolvers: define os métodos de precondicionamento e resolucao de sistema de
equacoes modelados como matrizes. A depender do tipo da matriz, podem estar
disponiveis diversos métodos de decomposicao. Os métodos iterativos de Gauss-Seidel,

Jacobi e os baseados em gradientes conjugados|2| estao disponiveis;
e Post: Classes que produzem a saida para pos-processadores;
e Pre: Classes de pré-processamento e leitura de malha;

e Save: Modulo que permite salvar e recuperar dados de memoria para disco e vice-versa.

Todas as classes que podem ser salvas em disco devem derivar da TPZSaveable;

e Refine: Elenca os padroes geométricos de refinamento e processos de refinamento au-

tomatico de uma malha;

4.3.1 Plasticidade

Classe TPZPlasticStep. Esta classe desenvolvida por SANTOS|[22| é responsavel pela de-
composicao elastoplastica de uma dada deformacao total. Isto é feito através do método
publico ApplyStrainComputeDep que é chamado na montagem da matriz global e do vetor
global de carregamento interno. Este método consiste em decompor uma deformacao to-
tal imposta em parcelas elastica e plastica, e calcular a tensao correspondente e a matriz
constitutiva elastopléstica.

O calculo da decomposi¢gao da deformacao é feito separadamente do céalculo da matriz
constitutiva elastoplastica. A decomposicao é feita no método ProcessStrain, que verifica se
a deformacao é elastica ou plastica, aloca espago no vetor de memoria afim de guardar o
historico material e chama o integrador elastopléstico se necessario. O nome do método que
faz a integracao elastoplastica é PlasticIntegrate. Uma vez feita a decomposi¢ao da defor-
macao, é calculada a matriz constitutiva elastoplastica com a chamada do método Compute-
Dep. Seu construtor tem a forma de TPZPlasticStep< YieldCriterion , TPZFElasticResponse
, TPZThermoForceA >.
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Elas recebem como parametros os seguintes objetos genéricos(templates):

1. TPZTermoForceA: é um argumento genérico que informa a evolucao da forca termodi-
namica de acordo com a evolucao da variavel de dano a durante o escoamento pléastico

com encruamento ou amolecimento.

2. TPZFElasticResponse: é um argumento genérico para a agregacao do comportamento

em regime elastico ou de uma lei elastica.

3. TPZYieldCriterion: Argumento template que implementa um critério de plastificacao
®(0, A) e uma diregao de escoamento pléastico N (o, A). No caso de o modelo presisar de
implementar de uma superficie de plastificacao, a implementacao deve ser feita nesta
classe. Esta classe também pode ser genérica o que facilita a montagem de modelos

assoclativos e nao associativos.

Classe TPZTensor. O construtor é TPZTensor<T>. Esta classe implementa um tensor
simétrico de segunda ordem 3x3. O argumento genérico pode ser, por exemplo, um ntmero.
Esta classe armazena o tensror na forma de vetor. Implementa-se algumas funcionalidades
bésicas de um tensor, como o célculo das invariantes principais e suas derivadas. Esta classe
implementa também para um dado tensor de tensao o calculo do Lode Angle 6, da derivada

do Lode Angle V@, dos autovalores analiticoso; e das derivadas dos autovalores Vo;.

Classe TPZPlasticState. Implementa um conceito de estado de variaveis plasticas, util

aos algoritmos da classe principal. A classe representa uma agregacao de:

e fEpsT: um tensor do tipo T'PZTensor <'I' > para armazenar o estado de deformacao

total €;

e fEpsP: um tensor do tipo TPZTensor < T > para armazenar o estado de deformacao

plastica e?;
e fAlpha: um escalar do tipo T para armazenar a variavel de dano k.
Classe TPZYCDruckerPrager. Esta classe implementa o modelo elastoplastico de Drucker-

Prager. Nela sao calculadas de acordo com a segado , a fungao de plastificacao ®(o, A), as

derivadas da funcao de plastificacao N (o, A) e o modulo de endurecimento H (o, A).

Classe TPZYCMohrCoulomb. Esta classe implementa o modelo elastopléastico de Mohr-
Coulomb. Nela sdo calculadas de acordo com a secdo 3.5, a funcdo de plastificacao ®(o, A),

as derivadas da funcao de plastificacdo N (o, A) e o mdédulo de endurecimento H (o, A).
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4.3.2 Elementos finitos

Esta secao descreve as classes do problema de elementos finitos.

Classe T PZFElastoPlasticMem. Implementa a memoria plastica a ser armazenada em

cada ponto de integracao. Esta memoria conta com:
e fPlasticState: um objeto State;
e fSigma: um objeto o da classe TPZTensor<REAL >,

e fPlasticSteps: um inteiro steps para armazenamento do niimero de incrementos plésti-

cos da tultima decomposicao.

Classe TPZMatWithMem<T>. Classe derivada da classe fundamental TPZMaterial

de materiais do PZ. Armazena um histérico de objetos do tipo genérico 7.

Classe TPZMatFElastoPlastic<TPlasticStep, TMFEM>. Classe especializada deri-
vada do material com memoria TPZMatWithMem<TMEM > que implementa a equacao di-
ferencial do problema elastopléastico. Os calculos de contribuicao e pds-processamento estao

disponiveis apenas nos pontos de integracao, onde o histérico elastoplastico é conhecido.

Classe TPZMatFElastoPlastic2D < TPlasticStep, TMEM >. Classe derivada do ma-
terial TPZMatFElastoPlastic<TPlasticStep, TMEM> que implementa a equagao diferencial

do problema elastoplastico em duas dimensoes.

Classe TPZCompEIWithMem<T>. Cria um elemento computacioanl com memoria.

O que quer dizer que cada elemento computacional da malha armazena o histérico pléstico.

Classe TPZFElastoPlasticAnalysis. Controla a simulagao global, montando o vetor de
cargas, a matriz de rigidez, resolucao do sistema linear, método de NEWTON global, atua-
lizacao da memoria elastopléstica de cada elemento, transferéncia de solucao para a malha

computacional de poés-processamento.

4.3.2.1 TPZPostProcMat

Implementa um material para efeito de pés-processamento responsavel por extrair de um
material de referéncia as solugoes nos pontos de integracao e interpolé-las no espago de in-
terpolacao de elementos finitos. Este material foi projetado para pos-processar as solugoes
elastoplasticas mas serve para pos-processar qualquer tipo de material do PZ, inclusive aque-

les que contam com solugoes disponiveis continuas e que seriam naturalmente pos-processaveis
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segundo a estrutura do PZ. A classe conta com um vetor de objetos TPZPostProcVar que
especifica quais variaveis do material de referéncia devem ser interpoladas, bem como qual
o nome das varidveis que pos-processa. O método de contribuicao do material & matriz de
rigidez e vetor de carga monta na verdade uma matriz de transferéncia e um vetor de solugoes

ponderadas, base para a modelagem tradicional do método dos minimos quadrados.

4.3.2.2 TPZCompElPostProc<T>

Esta classe é derivada da classe TPZReferredCompEl<T> que representa uma malha com-
putaciona de referéncia. Enquanto na malha principal o vetor solu¢ao Auwu; armazena os
deslocamentos dos graus de liberdade e o contexto elastoplastico é completado pelo histérico
plastico armazenado no material, na malha auxiliar o vetor solugao armazena os multipli-
cadores das fungoes de forma representando todas as variantes de solucoes pos-processadas.
Estas solugoes pos-processadas podem ser, por exemplo, deslocamentos, deformagoes, ten-
soes, contextos plasticos etc. Observa-se, portanto, que a malha auxiliar é uma abstragao
puramente matematica e que pode conter uma quantidade muito maior de graus de liberdade
que a malha principal. Embora a solugao de deslocamentos Au seja continua no dominio
do problema, algumas variaveis pos-processadas nao o sao. Este é o caso das varidveis de
deformagao, por exemplo, que sdo obtidas por diferenciacao do vetor Au. Para viabilizar
o processo de transferéncia de solugoes corretamente o elemento computacional TPZCom-
pEIPostProc<T> é derivado também do elemento computacional descontinuo do PZ que
implementa a modelagem de GALEKIN descontinuo SANTOS|21]. Esta modelagem permite
que a solucao da malha de elementos finitos seja continua apenas no dominio elementar e
descontinua na interface entre elementos. Variaveis naturalmente continuas, como é o caso
dos deslocamentos, podem apresentar descontinuidade nestas interfaces a depender do grau
de interpolacao proposto. Como se propoe a mesma ordem de interpolagao da solugao prin-
cipal para o poés-processamento, a solugao auxiliar ou pés-processada é também continua,
a nao ser por pequenos desvios devido a erros de truncamento na inversao do sistema de
equagoes de transferéncia. No caso de varidveis descontinuas, a solugao auxiliar nao impoe

continuidade.

4.3.2.3 TPZPostProcAnalysis

Encapsula e automatiza os processos de criacao de malha auxiliar, definicao de materiais e

variaveis a pos-processar, transferéncia da solugao da malha principal e pdés-processamento.
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Capitulo 5

Exemplos de aplicacao

Neste capitulo sao solucionados trés problemas através do método dos elementos finitos com

modelagem elastoplastica documentados na literatura.

5.1 Cilindro com pressao interna

Nesta simulacao é possivel estudar o comportamento dos metais através da aplicacao do
modelo elastoplastico de VON MISES. E feita uma simulacdo do comportamento de um longo
cilindro metéalico sujeito a uma pressao interna em dois simuladores, no ambiente PZ e no
software comercial Ansys e depois sao comparados os resultados com a solucao analitica

proposta por HILL [1].

Este problema ¢é analizado utilizando-se do estado plano de deformacoes e devido a sime-
tria apenas um seguimento de 90° é considerado. Uma pressao P é aplicada na face interna
e acrescida gradualmente até que se atinja a carga limite, que nesta simulacao, ¢ quando o
residuo do método de NEWTON nao converge mais. Para o presente problema, o escoamento
pléstico comecga na superficie interna e propaga gradualmente. Na pratica o colapso ocorre
quando o escoamento plastico atinge a face externa e o cilindro inteiro plastifica, no entanto
isto nao foi possivel com o uso do PZ, pois o problema se tornou instavel a partir do momento

em que a plastificacao atingiu pouco mais da medade da se¢ao do cilindro.
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v 0.30
oy | 0.24GPa

Tabela 5.1: Constantes do ago

<

Figura 5.1: Cilindro pressurizado internamente. Com uma parte plastica e outra parte

elastica.

A solugao analitica das tensoes radiais e tangenciais proposta por HILL para o critério de

VON MISES na zona plastica é

e na zona elastica,

202 | r2
2782 rp2

g = V3 — 41
2b% | r2
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100 mm

100mm

Figura 5.2: Malha geométrica para a simulagao do cilindro.

5.1.1 Discussao

O resultado obtido pelo método dos elementos finitos ao longo da espessura do cilindro estéa
bem proximo da solugao exata proposta por HILL [1]. Vale a pena mencionar que no nivel de
pressao P = 0.1G Pa o cilindro inteiro ainda ¢ elastico. Com a pressao igual a P = 0.16G Pa
a fronteira plastica ja progrediu bastante e se encontra quase na metade da espessura do
cilindro. A transicao entre as zonas eléstica e plastica é claramente marcada pela mudanca

drastica do grafico da tensao tangencial oy mostrado na figura 5.4.
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Figura 5.3: Resultados da simulagao do tubo obtidos no PZ com polinémios quadraticos.
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do cilindro para uma pressao interna de 0.16 GPa. Em

vermelho resultados numéricos PZ, e em preto analiticos

obtidos por HILL [1].

Figura 5.4: Resultados numeéricos e analiticos da simulagao do cilindro pressurizado internamente.
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Figura 5.5: Comparagao dos resultados obtidos no PZ com os obtidos no Ansys. Resultados para uma pressao interna de P = 0.16 G Pa
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5.2 Ensaio Brasileiro de tracao indireta

O ensaio de compressao diametral ou Brazilian Disc Test descrito nos artigos [18] e [13].
Este ensaio ¢ comumente empregado para determinacao da resisténcia a tragao do concreto
e consiste em aplicar carregamentos diametralmente opostos no corpo de prova a fim de
solicita-lo a tracao. Este teste foi criado pelo engenheiro brasileiro Fernando Lobo Carneiro
e surgiu durante a abertura da Avenida Presidente Vargas, na cidade do Rio de Janeiro, em
1943. A igreja de Sao Pedro construida em 1732, situava-se bem no centro da futura avenida.
A solugao imaginada, na época, foi deslocé-la para o lado, usando rolos de concreto com
60cm de didmetro.

Para esta simulacao o modelo elastoplastico adotado foi o de DRUKER-PRAGER com a
aproximagao interna da superficie de MOHR-COULOMB. O modelo consistiu na aplicagao de
cargas em extremidades opostas e a aplicagdo de molas com uma rigidez pequena(da ordem
de 1072k N/m?) em dois pontos, para evitar singularidade na matriz e ou movimento de corpo
rigido. O resultado das tensoes no centro do disco enquanto o material se encontra na zona
elastica é obtido analiticamente segundo TIMOSHENKO|23]. A solugao eléstica analitica é
funcao da carga aplicada P do diametro do disco D e da espessura do disco t,

A malha geométrica proposta para as simulagoes é uma malha composta por elementos
quadrilaterais e triangulares. Na construcao desta malha foram utilizdos elementos transfi-
nitos desenvolvidos por Lucci|9] no Laboratério de Mecanica Computacional. Esta técnica
permite modelar elementos de qualquer topologia regular através de curvas ou superficies
associadas aos seus contornos, as quais sao estendidas para o interior de seus dominios com

a garantia de continuidade e suavidade.

Parametro
Moédulo de Young 20000M Pa
Coeficiente de Poisson 0.20
Coesao 9.2376 M Pa
Modulo de endurecimento da coesao equivante 1 MPa a cada 0.1% de deformacao | 1000M Pa
Angulo de atrito interno 20°

Tabela 5.2: Parametros utilizados na simulacao do Brazilian Disc Test
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Figura 5.6: Valores da fungao de plastificagdo de DRUCKER-PRAGER inscrito para dois niveis
de refinamento, h = 3 & esquerda e h = 2 & direita, com polinémios quadraticos. Observa-se
que no centro do disco, apesar da tensao limite de tracao do concreto ter sido atingida, o
material continua nao plastificando, devido a auséncia da modelagem para tracao de Rankine.

5.2.1 Discussao

Os resultados obtidos a partir do acréscimo gradual de carregamento, mostram uma evolugao
da zona plastificada em dire¢ao ao centro do disco. Na figura 5.8 e na figura 5.6, observa-se
que o critério de DRUCKER-PRAGER evolui ao longo do disco, e nota-se que na zona onde é
atingida a plastificagao o valor do critério é igual a zero. Na face em que o carregamento é
aplicado, apesar de a tensao ser grande, nao ha plastificagao devido ao aumento de resisténcia
advinda do confinamento. A zona plastificada em forma de bulbo, porpaga gradualmente em
diregcao ao centro do disco. A simulacao nao se mostrou totalmente consistente, visto que a
regiao central do corpo de prova, deveria ter falhado a tracao, no entanto isto nao ocorreu.
Uma das provaveis causas da auséncia de plastificagao no centro disco, é devido a necessidade
da implementagao do modelo elastoplastico de Rankine, de manera que seja possivel modelar
a a plastificacdo do material sobre uma solicitagao de tragao apenas.

Na figura 5.9 observa-se como evoluem as tensoes ao longo do eixo y. Nota-se que ela é
maior nas faces onde a carga é aplicada e decresce até o centro do disco.

Nao houve necessidade em se refinar mais a malha, pois conforme mostrado nos gréaficos
das figuras 5.9 e 5.8, a diferenga de resultados entre os dois niveis de refinamento utilizados

se mostraram pequenas.
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Figura 5.7: Resultados obtidos com polinémios de ordem p = 2 para dois niveis de refinamento, h = 3 a esquerda e h = 2 a direita.
Foi aplicado um carregamento diametralmente oposto de 60kN.
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Figura 5.8: Variagao dos resultados ao longo do eixo y com refinamento h = 2 em azul e outra com A = 3 em preto. Com y variando
de [7.5,—=17.5].
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5.3 Estabilidade de talude

O segundo problema a ser tratado ¢ a analise de taludes. Neste teste, foi realizada a analise
elastoplastica de um talude de terra, conforme ilustrado na figura 5.10 utilizando-se estado

plano de deformagoes com apenas o peso proprio do solo.

©
©
©
© ©
€ ©

Figura 5.10: Malha de geométrica em uma anélise de estabilidade de talude.

Propriedades do solo - DRUCKER-PRAGER ‘ ‘

Modulo de elasticidade E 20000 kPa
Coeficiente de Poisson v 0.49
Coesao ¢ 50 kPa
Angulo de atrito interno ¢ 20°
Peso especifico 7y 20 KkN/m?

Tabela 5.3: Constantes materiais do solo

O colapso do talude na simulagao numeérica, é considerado quando o resultado nao mais
converge. Em sua obra CHEN [7] tabelou os valores relativos as configuragoes dos taludes, que
descreviam com qual carregamento os mesmos deveriam colapsar. Se o angulo de inclinagao
do talude for maior que o angulo de atrito interno do material ¢, como no presente problema,

o talude ira colapsar conforme CHEN|[7| quando a taxa N
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N=n2 (5.1)

c
atingir um limite critico. Aqui, h denota a altura do talude, ¢ é a coesao e v é o peso

especifico do solo

v = pg, (5.2)

com p sendo a densidade e g a aceleracao da gravidade. Para a presente geometria e as

constantes materiais, a taxa N é

N =4. (5.3)

O valor critico de N, denotado de Ny, é chamado fator de estabilidade. O fator de
estabilidade para este problema tabulado por CHEN [7] para os dngulos 5 = 45° ¢ ¢ = 20°,

adotados na presente simulacao, é

N, = 16.18. (5.4)

Este valor corresponde ao mecanismo de colapso mostrado na figura 5.11, e significa, que
é necessario usar um fator de gravidade de aproximadamente quatro vezes para que o talude

colapse.

h=10m

Figura 5.11: Geometria
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Na figura 5.12 sao apresentados os resultados do deslocamento em dois niveis de refi-

namento. Na figura 5.13 é feita uma comparagao dos resultados obtidos no PZ com os

resultados obtidos no Ansys.

Displacement Magnitude
0.2 0.4
R Pl
2e-09 0.5203

Displacement Magnitude
0.2 0.4
R i
2e-09 0.5203

Figura 5.12: Deslocamentos em dois niveis de refinamento.

5.3.1 Discussao

O formato da cunha de ruptura ilustrada na figura 5.14(d) retirada de SOuzA NETO [10] néo

foi bem reproduzida pelo softwarwe Ansys, ja os resultados do PZ se mostraram satisfatorios.

Em ambas as simulagoes realizadas neste problema, uma no software Ansys e a outra no PZ,

foi utilizado o modelo de DRUCKER-PRAGER inscrito. Os deslocamentos encontrados foram

iguais aos obtidos no Ansys.
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Figura 5.13: Resultados da simulagao elastopléstica para fator de gravidade critico N = 16.18, especificado por CHEN[7]|. Aqui é feita
uma comparacao com o software Ansys.
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Figura 5.14: Resultados da simulagao elastoplastica para fator de gravidade critico N = 16.18, especificado por CHEN|7] .
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Capitulo 6

Conclusao

Os objetivos deste estudo que consistiram na implementacao de modelos elastoplasticos,
foram alcancados. Além dos objetivos terem sido atingidos, o trabalho foi muito além do ini-
cialmente planejado. Este trabalho de mestrado, partiu de um projeto anterior realizado no
Laboratorio de Mecanica Computacional, por SANTOS|22|, que desenvolveu toda a base elas-
topléstica que se encontra no ambiente computacional PZ. Além do aprendizado, objetivou-se
ampliar a contribui¢cdo de SANTOS [22|, implementando novas classes ao pacote elastoplas-
tico desenvolvido. Foram criadas as classe dos modelos elastopléasticos de MOHR-COULOMB,
DRUKER-PRAGER, e foi revista a classe de VON MISES. O desenvolvimento das fungoes de
plastificagoes para o modelo de MOHR-COULOMB, pode se beneficiar do calculo analitico
dos autovalores o que possibilitou a ordenacao das tensoes principais, nao requerendo mais
seis fungoes de plastificagao como é usual, mas apenas trés. Apesar disso foram encontrados
dificuldades na implementacao das fungoes de plastificacao e nas derivadas para os modelos
de MOHR-COULOMB, devido a complexidade numérica envolvida no calculo do Lode Angle
e sua derivada. Os modelos DE VON MISES e DRUCKER-PRAGER foram implementados
mais facilmente, ja que sao modelos que independem do Lode Angle e apresentam regra de

escoamento plastico mais simples.

O alto custo computacional envolvido na solug¢ao do problema elastoplastico em uma ma-
lha de Elementos Finitos em trés dimensoes, motivou a implementac¢ao da equacao diferencial
do problema eléstopléastico em duas dimensoes, para o estado plano de deformacoes, visando
diminuir a demanda computacional diminuindo o tamanho da malha e consequentemente o

nimero de pontos de integragao.

O simulador foi validado contra simulagoes analiticas e numéricas obtidas no Ansys. O
simulador aparenta ser robusto, e nao requerer calibragao, visto que os resultados se mostra-
ram de acordo com a solugoes analiticas. Novos problemas podem se beneficiar do modelo
elastoplastico consistente, sobretudo os problemas com modelos constitutivos complexos, atu-

almente nao-lineares e com endurecimento.
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Grande parte do progresso obtido neste estudo deve-se a modulariza¢ao do PZ [11]. Esta
modularizacao permitiu que estudos feitos anteriormente fossem apreveitados, de modo que
a atencao pudesse ser voltada ao foco deste estudo acelerando a producao de conhecimento.

Outra conclusao importante foi observada nos resultados relacionados ao ensaio Brasileiro.
O resultado nao se mostrou consistente na zona tracionada do corpo de prova, pois apesar de a
tensao limite de tracao do concreto ter sido atingida, o modelo elastoplastico de DRUCKER-
PRAGER nao representou a plastificacao adequadamente. O estado de tensao em que o
material se encontra quando esté totalmente tracionado, escapa para fora da superficie de
plastificacago de DRUCKER-PRAGER. Uma das hipoteses para a solucao deste problema é
a implementacao de um modelo que represente o comportamento do material friccional a
tragao pura como por exemplo o modelo elastoplastico de RANKINE, de forma que haja um
chaveamento entre as funcoes de DRUCKER-PRAGER e RANKINE dependendo do estado de

tensao em que o ponto material se encontre.
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Apéndice A

Calculo do gradiente dos invariantes

Primeiro invariante I; e seu gradiente VI,

Seja um tensor A simétrico. O seu primeiro invariante é definida por:

I(A) = tr(A).

Calculando a derivada direcional, tem-se,

Dtr(A)[U] = lim [

a—0

tr(A+alU) — tr(A)}

(07

logo,

Dtr(A)[U] = lim

a—0

«

{tr(A) +atr(U) — tr(A)} 7
resolvendo,

Dtr(A)U] = Tr(U).

(A.3)

Sabendo-se que o gradiente é o operador linear que relaciona a derivada direcional com a

funcao objeto

Vitr(A)U = tr(U),

conclui-se que,

VI (A) = Vir(A) = 1.

29
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Segundo invariante [, e seu gradiente VI,

O segundo invariante é definida por:

L(A) = % [tr(A)? — tr(A2),] (A.5)

Calculando a derivada direcional somente do segundo termo (tr(A?),

Dir(A?)[U] = gﬁ% [tr(A + ozUC)Y —tr(A) } ’ (A.6)
expandindo,
Dir(A3)[U] = tim {tr(A)Z +atr(AU) + oztro(éU A) + a?trU? — tr(A)Q] | (A7)
tem-se,
Dtr(A?)[U] = tr(AU) + tr(U A), (A.8)
de GURTIN [15], tr(AU) = AT.U,
Dtr(A*)[U] = AT.U +U" A, (A.9)
Dtr(A?)[U] = 2AT.U. (A.10)

analogamente ao calculo do gradiente anterior, sabe-se que o gradiente é o operador linear

que relaciona a derivada direcional com a fungao objeto

Vir(A?) = 247, (A.11)
Entao o gadiente de I é
Vi, = tr(A)Vir(A) — AT, (A.12)
utilizando A.4 em A.12, obtem-se
Vi, = tr(A)I — AT, (A.13)
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Segundo invariante do tensor deviatorico J; e seu gradiente

VJy

Para s tensor deviatorico, Jy é escrito,

1 2 2
Jy = 5[(257“5) —tr(s%)],

substituindo s por (A — Tr(A)I), obtém-se

Jz(A) =35

e calculando o gradiente fica,

VJy = % {2# (A - étr(A)I) Vir (A - %tr(A)I)] - % Vir (A - %tr(A)I)Q . (A.14)

Para o calculo do VI, ¢ necessario calcular a deriva direcional de tr(A — $tr(A)I)?,

3

Y

. (A B %tr(A)])Q U] = lm {tr(A +aU — 5tr(A+ aZ)IP —tr(A — ttr(A)I)?

(A.15)

desenvolvendo,

. tr(A2+a2U2—%trQ(A—&—aU)I—Q—AaU—&-aUA—%tr(A—l—aU)(A—&—aU))
Ul = lim, o -

°l

Dir (A — Ltr(A)I)

[0}

tr(AQ—%tr(A)-l-étrz(A)) )
(A.16)

expandindo o termo tr?(A + aU),

tr*(A+ aU) = tr*(A) + 2atr(A)tr(U) + o’tr U?, (A.17)
e substituindo A.17em A.16,
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Dtr (A= tr(A)N* U] = lim, o

<tr(;tTZ(A)I—g(atr(A)tr(U))1+aAU+aUA+gtr(A)(A+aU)—gatr(U)(A+aU))
3

a

(07

B (gtr(A)A—;tﬁ(A)))
(A.18)

simplificando,

9

)
a—0

o (A - %tr(z‘l)]> 0] = tim [tr CootrlA)rI T oAU+ oUA Y Sir(A)all — satr(0)4)

(67

aplicando o trago,

Dir ( A %tr( A) ]>2 U] = lim [—%atr(AW(U )+ atr(AU + UA) + 2atr(A)tr(U) — %atr(U)tr(A)] |

(0%

cancelando termos,

Dtr (A - %tr(A)])Z U] = —gtr(A)tr(U) +tr(AU + UA),

como o gradiente ¢ o operador linear que relaciona a derivada direcional com a funcao
objeto, o gradiente do termo tr (A — Ltr(A)I) %6

1 2 2

Substituindo em A.14, tem-se

Vs (A) =

N | —

(—%tr(A)] + 2AT) : (A.19)

resolvendo,

VJy(A) = AT — étr(A)I . (A.20)

conforme documentado na literatura.
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Testes realizados durante a depuracao dos modelos elasto-
plasticos

Durante o desenvolvimento deste trabalho, foram executados diversos testes de validacao.

Neste apéndice serao descrito alguns destes testes.

Teste de validagao do modelo constitutivo de Drucker Prager

Para a verificagao do funcionamento do modelo constitutivo de Drucker Prager foram feitos
testes de carregamento no ponto material a fim de verificar a coeréncia das curvas obtidas
na simulagao e as curvas presentes na literatura CHEN|[8].

Para este teste, o procedimento foi a incrementacao do tensor de tensoes, primeiramente
uniaxialmente, e em seguida com carregamentos multiaxiais. Depois foi feita a comparagao

das curvas de tensao e deformagao obtidas com as ilustradas no livro do CHEN |[8].

TENSAO_DEFORMACAO
TENSAO

60

20

o (L i | R
0.002 0.004 0.006 9.008 0.010
o

-20

Figura A.1: tensao deformagao
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Testes de validacao com rotacao do elemento tridimensional

Este teste consistiu em rotacionar a malha de elementos finitos, as forcas aplicadas e as con-
dig¢oes de contorno e comparar as invariantes do tensor de tensao deste modelo rotacionado,
figura A.2, com as invariantes do modelo nao rotacionado e concluir que sao iguais.

O carregamento excedeu o regime eléstico. Neste problema, as condi¢oes de contorno

utilizadas foram cargas distribuidas nas extremidades e também foram presos tres pontos na

base inferiror.

Displacement Mt

Displacement M
1975

1975

o
o~

0.12

0.08

R

3e-10

L. -

Figura A.2: Invariante I; com elemento rotacionada
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Teste de confinamento do elemento

A figura A.3 representa este teste que é semelhante ao anterior, porém com cargas distribuidas
nas laterias, caracterizando um confinamento. Isto possibilita validar o comportamento do
c6digo sob um estado de carregamento nas trés diregoes principais, ou seja, o elemento além

de rotacionado, esta sujeito a uma complexa configuracao de carregamento.

Displacement M

E] 563

Displacement Mt

E] 563

~0.12

2e-09

L.

Figura A.3: Invariante J5 do elemento rotacionado e confinado
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