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RESUMO

GONCALVES, P. C. Estudo de alternativas para aplicaciao do Método dos Elementos de
Contorno para Elasticidade. Campinas, Faculdade de Engenharia Civil, Arquitetura e

Urbanismo, Universidade Estadual de Campinas, 2006. 125 p. Dissertacao (Mestrado).

O método dos elementos de contorno foi usado no estudo de problemas de estados
planos. O objetivo deste trabalho € a introducao do operador diferencial tangente no nicleo das

equacdes integrais de forcas de superficie, como uma alternativa para a aplicagdo do método dos

elementos de contorno. A singularidade forte do tipo 1/ r>, presente no nicleo da equagio
integral de contorno, foi reduzida a uma singularidade de ordem 1/r com o uso do operador

diferencial tangente. A formulagdo trabalhou com elementos de contorno continuos e
descontinuos. Na determinag@o de deslocamentos e tensdes para pontos préoximos do contorno,

trabalhou-se apenas com ndcleos com uma singularidade de ordem 1/r. A técnica da

regularizacdo indireta, quando se evitam expressdes analiticas, foi aplicada na equacdo integral de
deslocamentos. Quando o ponto de colocagdo foi levado ao contorno, a singularidade, presente
nas equacdes integrais de contorno, foi tratada pelo valor principal de Cauchy para elementos
lineares na obtencdo de tensdes internas € no contorno. A formulagdo do método dos elementos
de contorno dual usou a equacido integral de forcas de superficie, com a aplicacdo do operador
diferencial tangente, no tratamento de problemas com trinca em andlises da mecanica da fratura
eldstico-linear. Os fatores de intensidade de tensdo sdo obtidos através do método da extrapolacdo

de deslocamentos.

Palavras Chave: Método dos elementos de contorno; técnica da regularizagdo, operador

diferencial tangente, métodos dos elementos de contorno dual.
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ABSTRACT

GONCALVES, P. C. Study of alternatives for application of Boundary Elements Method for
Elasticity. Campinas, Faculdade de Engenharia Civil, Arquitetura e Urbanismo, Universidade

Estadual de Campinas, 2006. 125 p. Dissertacdo (Mestrado).

The Boundary Element Method was used to study plane state problem. The aim of this study
is an application of the tangential differential operator in the kernels of boundary integrals
equations for tractions, as an alternative for the applications of Boundary Element Method.
Strong singularity of orderl/r?, present in the kernels of boundary integrals equations was
reduced to a weakly singularity of order 1/r when the tangential differential operator was used.

The formulation worked with continuous and discontinuous boundary elements. On
determination of displacements and stresses for boundary near points, the equation worked only

with kernels contained singularity of orderl/r. The indirect regularization technique, with

avoided analytic expressions, was applied on the boundary integral equations for displacements.
When the collocation points was led to boundary, the singularity, present on the boundary
integrals equations, was treated by the Cauchy principal value sense for linear boundary elements.
The formulation of the dual boundary elements methods used a boundary integral equation for
traction, with the application of the tangential differential operator, to treat plane problems with
cracks of the linear elastic fracture mechanics. The stress intensity factors are obtained with the

displacement extrapolation method.

Key Words: Boundary elements method, indirect regularizations technique, tangential

differential operator, Boundary elements method dual.
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1-INTRODUCAO

Muitos modelos estudados na engenharia sdo derivados de problemas que envolvem a
teoria da elasticidade. Estdo relacionados com a mecanica dos sélidos, que traduz como conceito
principal o deslocamento que um objeto estd submetido como resposta a um carregamento

aplicado.

Estes problemas sdo na sua maioria tratados por métodos numéricos devido a sua
complexidade, pois seria praticamente impossivel resolvé-los analiticamente. Os métodos
numéricos partem do principio ser possivel dividir um corpo em estudo, em vdrias pequenas
partes e, em seguida, “conectar” estas pequenas partes por meio de equacdes diferenciais. E
possivel obter respostas com razodvel precisdo para varidveis como tensdes e deslocamentos do
corpo. Com mais divisdes do corpo em pequenas partes, mais precisas serdo as respostas, porém,

serdo de dificil obtencdo sem o emprego computacional.

Muitas destas técnicas s@o utilizadas na mecanica dos sélidos, como por exemplo,
método dos elementos finitos, método das diferencas finitas e o método dos elementos de
contorno. Neste trabalho € apresentado o Método dos Elementos de Contorno (MEC) para

solugd@o de problemas da elasticidade.

O MEC basicamente se resume em transformar as equacdes diferenciais em equacgdes
integrais aplicadas ao contorno. Estas equacdes sdo integradas sobre o contorno, o qual é dividido
em pequenos segmentos denominados: elementos de contorno. Como em qualquer método
numérico, as condicdes de contorno devem ser satisfeitas. Um sistema linear de equacdes é

montado e desta forma € obtida uma resposta tnica.



O método dos elementos de contorno tem emergido como uma das mais importantes
técnicas computacionais de simulacdo, justamente por apresentar solucdes aproximadas de boa

precisdo para muitos problemas da engenharia.

O estudo do MEC vem sendo atualizado por muitos cientistas ao longo dos anos e
tépicos contempordaneos importantes tém sido apresentados, como, por exemplo, a técnica da
regularizacdo indireta, apresentada neste trabalho, como forma de tratar as equacdes integrais que
possuem hipersingularidade. A hipersingularidade (ou singularidade forte) presente nos nicleos
das equagdes integrais de contorno vem sendo alvo de muitas pesquisas com o objetivo de reduzi-
la, pois o desenvolvimento das expressdes analiticas envolvendo-a é muitas vezes complexo. A
aplicacdo da técnica da regularizacdo indireta, proposta neste trabalho, permite a reducido da
ordem da singularidade forte para uma singularidade fraca do tipo 1/r, sendo possivel, assim, o

tratamento numérico dos nucleos das integrais de contorno.

Este trabalho estd dividido em 9 capitulos. A revisdo bibliogrifica sobre a aplicacdo de

problemas de elasticidade pelo método de elemento de contorno estd no capitulo dois.

No terceiro capitulo, estd contido um breve resumo da teoria da elasticidade, que
apresenta as relacdes constitutivas empregadas na evolugdo das equacgdes dos estados planos de
tensdo e deformacdo necessdrias para a formulacdo das solugdes fundamentais para

deslocamentos e de forcas de superficie, aplicadas ao MEC.

O método dos elementos de contorno aplicado a problemas elastostéticos € apresentado
no quarto capitulo, em que se desenvolve toda a estratégia usada na formulacdo das equacdes
singulares e hipersingulares. Sao desenvolvidos, ainda, os nicleos das integrais de contorno para
tensdes em pontos internos € no contorno, bem como a formulacdo aplicada na obtencido da

equacao integral de contorno para forcas de superficie.



No quinto capitulo serd demonstrada a técnica da regularizagdo. Nesta técnica, evita-se a
aplicagdo das equagdes integrais hipersingulares. Inicialmente, com esta técnica, foi estudado o
problema potencial e, posteriormente, foi extrapolada para o problema de elasticidade, sendo este

estudo o objetivo deste trabalho.

No sexto capitulo, estdo descritas as técnicas da integracao numérica.

O sétimo capitulo € dedicado a aplicacdo da alternativa proposta para exemplos de

problemas planos de elasticidade.

No oitavo capitulo € apresentado um breve resumo da mecanica da fratura eldstico-linear

aplicada no método de elementos de contorno dual.

Apdés o desenvolvimento das equacdes integrais de deslocamentos e de forcas de

superficie, foi possivel analisar problemas com trinca, comuns na engenharia.

As conclusdes sobre os exemplos analisados no sétimo e oitavo capitulo sdo
apresentadas no nono capitulo, onde todas as observagdes sobre a utilizacdo do método numérico

840 expostas.






2 — REVISAO BIBLIOGRAFICA

O estudo da aplicacdo de técnicas de equagdes integrais como alternativa a resolucio de

equacoes diferenciais data desde do século XIX.

O ponto de partida do estudo da teoria da elasticidade com equagdes integrais pode ser
atribuido a Betti (1872 apud BREBBIA and DOMINGUEZ [1], 1992, p. 148). Betti formulou o
teorema do trabalho, no qual demonstrou que o trabalho das tensdes de um primeiro estado auto-
equilibrado nas deformacdes de um segundo estado auto-equilibrado € igual ao trabalho das

tensoes do segundo estado nas deformacdes do primeiro estado auto-equilibrado.

A equagdo integral que relacionou valores de contorno de deslocamentos e tensdo foi
estabelecida por Somigliana (1886 apud KANE [2], 1994, p. 143), a qual recebeu o nome de

Identidade de Somigliana.

Em 1903, com o trabalho de FREDHOLM [3], deu-se o inicio da aplicacdo das equagdes
integrais para valores de problemas no contorno. Fredholm usou equacdes integrais discretizadas
em problemas de potencial harmonico, as quais fundamentaram as bases do método dos

elementos de contorno por aproximacao indireta.



A aproximagdo € definida como indireta por ter sido usadas funcdes de densidades
ficticias, isto é, que ndo tinham sentido fisico, mas puderam ser utilizadas para calcular

quantidades fisicas, como por exemplo, deslocamentos e tensoes.

Devido as dificuldades de encontrar a solucdo analitica, o uso das equacdes integrais, até
entdo, era limitado na investigacdo tedrica da existéncia de uma solu¢@o Unica para os problemas

fisicos.

Na formulagdo direta, as quantidades fisicas reais do material sdo usadas como varidveis
do problema, como deslocamentos e tensdes, ou seja, seus valores reais sao usados desde o inicio,
sem aproximagdes. Foi a identidade de Somigliana o suporte principal para a formulacio direta

das equagdes de contorno do método dos elementos de contorno.

Os trabalhos de Somigliana e FREDHOLM [3], j4 citados, formam a base para o atual

M¢étodo dos Elementos de Contorno.

Virios estudos em equacdes integrais para o Potencial e Elasticidade comecaram a surgir
desde entdo através de livros e artigos de escritores russos, dos quais destacaram-se: em 1929
KELLOG [4], em 1953 MUSKHELISVILI [5], em 1957 MIKHLIN [6], em 1964 SMIRNOV [7]
e em 1965 KUPRADZE [8]. Andlogo as equagdes integrais de FREDHOLM (3], ja citado, para a
teoria do potencial, KUPRADZE [8], ja citado, introduziu equacdes integrais vetoriais para a

teoria da elasticidade. Todos estes autores utilizaram formulagdes indiretas.

Até o inicio dos anos sessenta, a formulacdo das integrais era solucionada apenas
analiticamente para problemas simples, portanto, ndo havia grandes trabalhos que pudessem
alcancar a larga escala de problemas que poderiam ser resolvidos por equacdes integrais. Nos
primeiros anos da década de sessenta, com o surgimento de computadores, a técnica numérica se
desenvolveu e iniciou seu caminho voltado para aplicacdes na engenharia. Particularmente, com a
técnica dos elementos finitos demonstrou ser possivel solucionar, utilizando o computador, uma

grande variedade de complexos problemas de engenharia com razoavel precisao.



Um dos trabalhos mais notérios foi publicado em 1963, por JASWON [9] e SYMM
[10]. A técnica de aproximacdo desenvolvida por eles solucionava as equacOes integrais de
contorno de FREDHOLM [3], ja citado e consistia em discretizar o contorno em uma série de
pequenos segmentos (elementos) lineares e as equagdes integrais de contorno de um problema
potencial bi-dimensional governado pela equagcdo de Laplace sdo aplicadas a um ndmero
particular de pontos (nds). A fungdo potencial foi assumida constante sobre cada elemento. A
técnica de integracdo usada foi a regra de Simpson, exceto para algumas integrais singulares, as
quais foram tratadas analiticamente. Um sistema de equacdes lineares foi obtido e, assim, as
incégnitas do problema foram determinadas. Os referidos autores propuseram uma formulacio
mais geral, através da aplicacio da terceira identidade de Green, com potenciais e suas derivadas
desconhecidas de contorno. O resultado desta formulacdo foi demonstrado em JASWON [8], ja
citado e em JASWON e PONTER [11], em 1963.

Técnica similar para equagdo integral por aproximacdo foi adotada por JASWON e

PONTER [11], ja citado, para problemas de tor¢ao em barras com diferentes secoes.

A primeira publicacio sobre a técnica de aproximagdo direta do método dos elementos
de contorno, usando deslocamento e for¢a de superficie em uma equacio integral aplicada sobre o
contorno, foi de RIZZO [12] em 1967, que explorou a analogia entre a teoria do potencial e a
teoria da elasticidade cldssica e projetou a aproximacdo numérica para solucionar o problema. Ele
utilizou elementos lineares para discretizar o contorno, onde as fungdes, agora de deslocamentos
e forcas de superficie, eram assumidas constantes sobre cada elemento. A regra de Simpson foi

utilizada para integrais ndo singulares.

O trabalho de RIZZO [12], ja citado, foi expandido por CRUSE [13], em 1969, para
problemas tridimensionais, onde ele discretizou a superficie em elementos triangulares com os

valores de deslocamentos e for¢as de superficie, assumidos constantes sobre cada elemento.

O desenvolvimento do Método dos Elementos de Contorno continuou com estudos e

publicacdes no inicio dos anos setenta.



Em 1975, LACHAT [14] propde a utilizacdo de polindmios de grau mais alto com
funcdes de densidade que puderam trazer melhores resultados. Tal proposta foi implementada por
LACHAT et al. [15,16]. Mais tarde outros autores, como CRUSE E WILSON [17], em 1978,
passaram a usar elementos isoparamétricos quadraticos, onde tanto a geometria do contorno como

as funcdes densidade sdo aproximadas por funcdes quadréticas.

Em 1976, HANSEN [18] apresentou a andlise de placas infinitas com furos e contorno
nao carregado através do método direto. Ele utiliza duas equagdes integrais, uma correspondente
a expressdo do deslocamento e outra correspondente a sua derivada em relacdo a uma direcdo

qualquer.

Em 1977, CRUSE [19] apresentou uma representacdo bidimensional de tensdo,
semelhante a identidade de Somigliana e a denominou de identidade de Somigliana para tensoes.

Diferente dos problemas de Potencial, os problemas planos relacionados a elastostética
utilizam quatro varidveis, sendo duas para deslocamentos e duas para forcas de superficie, onde

ambas possuem componentes nos eixos de coordenadas X e Y.

Durante os anos da década de 60, as solu¢des apresentadas para as equacdes integrais de
contorno eram quase que exclusividade do dominio dos cientistas matemadticos e fisicos. Trabalho
pioneiro, como o de HESS e SMITH (1967 apud BREBBIA and DOMINGUEZ [1], 1992, p. 45),
foi interpretado como o inicio de um novo método para solu¢des de problemas gerais de
engenharia. Porém, somente nos anos 70 e inicio dos anos 80, os nomes das equagdes integrais de
contorno e método das equagdes integrais passaram a serem chamadas por método dos elementos
de contorno a partir de publicacdes de BREBBIA [20] em 1978 e BANERJEE E BUTTERFIELD
[21], em 1981 tornando-se, assim, um método de analise muito popular na comunidade da

engenharia.

Em 1978, BREBBIA [20], ja citado, fez uma generalizacdo do Método dos Elementos de

Contorno, apresentando uma formulacio onde as relacdes de integrais podiam ser obtidas a partir



da técnica dos residuos ponderados. Desta forma, tornou-se facil relacionar e combinar o método

dos elementos de contorno com outras técnicas numéricas, como o método dos elementos finitos.

Todas estas publicacdes foram cruciais para fundamentar e demonstrar que o método dos
elementos de contorno ¢ uma técnica numérica de aproximagdo de grande forca e precisao.
Assim, estabeleceu-se firmemente como uma importante alternativa técnica predominante dos
métodos numéricos para andlise na mecanica dos sélidos. O método dos elementos de contorno é
aplicado para obter solu¢des para um grande leque de problemas fisicos. Como ja foram citados
nos vdrios trabalhos neste capitulo, problemas que contém func¢des de potencias, tais como
propagacdo de temperatura, movimento de fluxo, eletrostiticos e muitos outros. Também, para

problemas elastostéticos.

Elementos estruturais tipo placas tornaram-se cada vez mais utilizados e importantes na
engenharia. Estes elementos tém sido tratados pelo método dos elementos de contorno com boa

eficiéncia.

Foi em 1979 que trabalhos de STERN [22] e TOTTENHAN [23] deram inicio ao estudo

intensivo das placas. Eles utilizaram a teoria cldssica para seus estudos de placas.

COSTA E BREBBIA (1984 apud SIMOES [24], 2001, p. 5) empregaram o método
direto na formulacdo desenvolvida para resolver problemas de placas tais como: flexdo, flexao

em base eldstica, vibracdo e flambagem.

Em 2000, PALERMO JR [25], apresentou trabalho sobre a analise eldstica de placas,
onde houve uma conexao nas formulagdes do método dos elementos de contorno entre a teoria

classica e a de Mindlin.

O estudo de placas segundo a teoria cldssica, levando em considera¢do a ndo linearidade

geométrica foi apresentado no trabalho de SIMOES [24], em 2001. Neste trabalho foram feitas



andlises para diferentes condi¢cdes de contorno, inclusive na obtencdo das freqiiéncias naturais das

placas usando a teoria das vibracdes livres.

No campo da mecanica da fratura, vérios trabalhos foram apresentados com a aplicacao
do método dos elementos de contorno.

CRUSE e VAN BUREN (1969, apud FIGUEIREDO E ALMEIDA [26], 2003, p. 6)
demonstrou andlise de trinca por modelo de trinca eliptica. Porém, esta andlise foi considerada

pobre porque ocasionou erros.

BLANDFORD et al (1981 apud FIGUEIREDO E ALMEIDA [26], 2003, p. 6),

apresentou um método aplicdvel para presenca de duas superficies de trincas coplanares.

Em 1992, o método dos elementos de contorno dual foi desenvolvido por PORTELA,

ALIABADI e ROOKE [27] para problemas de corpos com trincas bidimensionais.

No caso de corpos com trinca tridimensionais, podem ser citados os trabalhos de MI e

ALIABADI [28], em 1992.

WATSON (1995 apud FIGUEIREDO E ALMEIDA [26], 2003, p.7) apresentou estudo
da aplicacdo direta do método dos elementos de contorno aplicado a problemas de fraturas no

estado de deformacao.

Recentemente uma alternativa de aplicacdo do método dos elementos de contorno no
tratamento das equacdes integrais de contorno tem sido difundida e muito estudada por vérios
pesquisadores, como o jd citado trabalho de KANE [2] e o trabalho de BONNET [29], em 1999.
Trata-se da regularizacdo indireta das equacdes integrais de contorno singulares e hipersingulares,
onde se evita o desenvolvimento de integrais analiticas no elemento que contém o ponto de

colocagdo, incluindo aquelas no sentido do valor principal de Cauchy.
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3 - ELASTICIDADE LINEAR

3.1 - Introducao

Este capitulo trata, de forma resumida, a teoria da elasticidade como suporte para o

estudo proposto da técnica dos elementos de contorno.

No inicio do capitulo serdo apresentadas as equacOes bdsicas da elastostdtica linear,
usadas na formulacdo das integrais de contorno, as quais sdo escritas a partir da teoria da
aproximacao, apresentada com detalhes em BREBBIA et al.,[30]. Nos tdpicos seguintes serdo
discutidos os estados planos de tensdo e de deformacgdo. O capitulo serd encerrado com o tépico

sobre o estudo da solu¢do fundamental a partir do vetor de Galerkin, conforme BECKER [31].

3.2 - Equacdes basicas da Elastostatica Linear — Hipodteses basicas

A grande maioria dos materiais usados na engenharia possui, até um certo grau, as
propriedades da elasticidade. O estudo da mecénica dos sélidos baseia-se na aplicacdo de forcas
sobre o corpo e nas deformacdes resultantes desta aplicacdo. Se tais deformagdes ndo excedem
um certo limite, as deformacdes desaparecem quando as forcas cessarem de atuar, assim, pode-se

classificar tal comportamento como el4stico.
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Para o estudo proposto neste trabalho sdo consideradas as seguintes hipéteses bésicas:

. O material que constitui o corpo eldstico ¢ homogéneo em todo seu volume e
isotrépico, ou seja, as propriedades eldsticas sdo as mesmas em todas as direcdes;

. E vélida a geometria de pequenos deslocamentos;

. O estado deformado do corpo ndo € levado em consideracdo. Assim, equacgdo de

equilibrio pode ser escrita em funcdo do estado indeformado.

3.3 — Tensoes e equilibrio do corpo sob forcas aplicadas

As forcas aplicadas sobre um corpo sdo classificadas em dois grupos, conforme
apresentado em TIMOSHENKO [32]:

. Forcas de superficie. Sdo forcas distribuidas sobre a superficie do corpo, tais como
pressdo de um corpo sobre outro ou pressdo hidrostatica.

. Forcas de volume. Sao forcas distribuidas pelo volume de um corpo, como, por

exemplo, forcas gravitacionais, forgas de inércia.

O equilibrio das forcas atuantes em um corpo € ilustrado pelos dois elementos ctibicos
infinitesimais representados pelas figuras 3.1 e 3.2. Na figura 3.1 é analisado o equilibrio das
forcas de superficie, ou seja, das tensdes nas faces do elemento. Para esta andlise € utilizada uma
equacdo em série de Taylor, a qual foi representado apenas pelo primeiro termo da série em (3.1)

(ver KANE [2]).
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X

Figura 3.1 — Elemento infinitesimal sob a¢do de forcas de superficie.

)bx/

Figura 3.2 — Elemento infinitesimal sob acdo de forcas de volume.
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Partindo do tensor de tensdes:

Q
)

(o2
o, O, O (3.2)
o

Por equilibrio de momentos, as componentes de cisalhamento nas faces perpendiculares
sdo iguais:

0, =0,,,0, =0

Oy =0 fay xz Y zy vz

w0
Pode-se escrever, a partir do equilibrio:

do,, 00, do

+ +—=%+b,=0
d d d

x y z

= 1h,=0 (3.3)

A equagdo (3.3) é conhecida como equagdo de equilibrio e pode ser escrita de forma
indicial:

0, ;j+b =0 3.4)

onde i e j variamde 1 a 3.

As componentes do tensor de tensdes sdo projetados em um contorno diferencial dI" do

elemento da figura (3.3) e produz forgas de superficie ou tragdes ¢;, onde sdo relacionadas por
meio dos cossenos diretores da componente normal, #;, em relacdo aos eixos X, y € z, da seguinte
forma (BREBBIA and DOMINGUES [1]):

1, =0 N, +0,,n,+0,. n,

t,=0,n, +0,n,+0,n,

t,=0,n,+0,n,+0, n, 3.5

7y
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Ou em forma indicial:

=0 N, (3.6)

Ondeiejvariamde 1 a3.

Figuras 3.3 — Componentes da for¢a superficial na face de um elemento infinitesimal.

3.4 — Deformacao

O corpo da figura (3.4), sob acdo de carregamento, tem a posi¢cdo de seus pontos
deslocados da forma original, ou seja, pode ser dizer que o corpo deforma-se.

Figura 3.4 — Representacao do comportamento de um objeto

s6lido na sua forma original e deformada.
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O deslocamento dos pontos do corpo sdo representados pelo vetor deslocamento u; € a

distancia entre as posicao original e a nova posicdo apds a deformacdo € descrita pela expressao

diferencial em relag@o as coordenadas x;:

ou; ou; ou;
du; =220 g+ 2 g, + gy =, jdx; (3.7
ox, ox, 0x3 '

Dentro do corpo pode-se imaginar uma linha infinitesimal, representada na figura (3.5),
que vai, originalmente, do ponto A, de coordenada x;, ao ponto B, de coordenada x; +dx; . Apés

a deformagio, o novo comprimento da linha é representado pela distincia do ponto A”, de

coordenada x; +u;, ao ponto B, de coordenada (x; +dx; )+ (u; +du;).

Figura 3.5 — Deformacao da linha infinitesimal do elemento sélido.

As componentes e comprimentos da linha infinitesimal, antes e depois da deformacao,

podem ser escritos pelas seguintes relacdes:

X, =X +u (3.8)
€
ds? =dx, dx, (3.10)
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Sendo 6;; o delta de Kronecker, que possui os seguintes valores:

I, i=j
5[‘12{0. - }
N l-_;t]

A razao do estudo do comprimento da linha infinitesimal, antes e depois da deformacdo,
importante para mecanica dos sélidos, é prover as informagdes necessdrias para computar as
deformacdes do corpo. Para determinar o campo de deformagdo de um corpo, pode-se considerar
a diferenca entre quadrados dos comprimentos da linha infinitesimal, demonstrados na figura
(3.5). A razao do uso dos quadrados dos comprimentos € livrar-se do incomodo da raiz quadrada.

Assim, pode-se escrever (ver KANE [2]):

% 2
% \2
(ds ) 5 +u; )(5,-k gy )dxjdxk — Oy dx;dx 3.12)
2 )
(ds ) —ds? = ,- Oix +u,k)(5j,+uj’1)dxkdxl—dx,-dxj}
% 2
(dS ) _ds —5 ﬂé‘lké‘jl +é‘lku +§]1ul,k +ui,k ”j,l ]dxkdxl _dxld.x]}
Mas
5U5lk5 dxkdxl :5jk5jldxkdxl :§k1dxkdxl :dxA dxA
5 5!/6 ujl dxkdxl :§jk uj’l dxkdxl :uk’l dxkdxl
§5J1 I/li k dxkdxl = 5” u,- k dxkdxl :ul’k dxkdxl (3.13)
Oy gy dxdxy =u iy uj dxdx,
€
* |2 2
las'f - as? =2, dx,ax, (3.14)
onde
=4 }

A equacdo (3.15) é conhecida como tensor de deformacao.
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Com a hipétese anterior, quando considera pequenas deformagdes, pode-se desprezar o

termo do produto presente na equacao (3.15), ou seja:

1

3.5 — Relacoes Constitutivas

As tensdes e deformagdes de um corpo podem ser relacionadas pelas equagdes

constitutivas.

As relacdes tensdo-deformacdo eldsticas lineares isotrdpicas sdo uma 6tima aproximacao
para o comportamento da grande maioria dos materiais presentes na engenharia. Um sélido
eldstico é definido como um corpo que se deforma quando submetido a tensdes e, quando estas
tensdes sao removidas, as deformagdes cessam.

A equacido linear que relaciona as componentes de tensdo e de deformacdo para um

material eldstico de Cauchy é conhecida como Lei de Hooke:
;i =Ciju €u (3.17)

Onde Cyy, € um tensor de quarta ordem de 81 constantes, como pode-se ver em CHEN

[33]. Sendo o; € ¢, simétrico, tem-se as seguintes condigdes:
Cijkl =C jikl = Cijlk =C jilk (3.13)

Assim, o nimero maximo de constantes independentes € reduzido a 36. Para o material
elastico de Green, a existéncia da funcio densidade energia de deformacdo permite que sejam

considerado os pares C;)(y)- Assim, vale a relagdo:

Cly) (ki) = Clwa)(e) (3.19)

Este fato leva a redu¢do do nimero de constantes de 36 para 21.

18



Considerando, agora, um plano de simetria eldstica, o nimero das constantes € reduzido
para 13. Se hd um segundo plano de simetria eldstica ortogonal ao primeiro, entdo as constantes
necessdrias serdo reduzidas a 9. Para um material transversalmente isotropico, pode-se reduzir o
nimero de constantes necessdrias para 5. Finalmente, ao considerar um sélido cujas propriedades
eldsticas sdo independentes da direc¢do, as constantes necessdrias serdo apenas 2.

O tensor de quarta ordem Cy,, para materiais eldsticos isotropicos, pode ser escrito

como:
Cijg =A0;0, + ﬂ(5ik Oy +8;0 ) (3.20)

Onde A, u sdo constantes escalares independentes.

Das equacdes (3.17) e (3.20) tem-se:
O-ij :2«5U5k1 €rl +ﬂ(5ik5jl +5i15jk)ek1 (3.21)

Sendo a relacao:
Ot € = ep (3.22)

Pode-se, finalmente, escrever a equacao tensdo-deformacio da seguinte forma:

Onde as duas constantes independentes, 4 e 4 sdo conhecidas como constantes de

Lamé e podem ser relacionadas com o médulo de elasticidade E, o coeficiente de Poisson v e o
mddulo transversal G, valendo para materiais isotropicos, as seguintes relacdes (ver KANE [2] e

CHEN [33]):

y= 2(++ﬂ) (3.25)
A =(1—+l)€(1+v) (3.26)
H=G= 2(112:r V) 3.27)
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A partir das relacdes (3.24) a (3.27) pode-se substituir na equagado (3.23), ficando:

VES;e Ee;
o, = + (3.28)
Tot+v)i-2v) (1+v)
Sabendo que:
O = AbpCpm + 2L e (3.29)

onde J;;, =3, vem:

O-kk =(32«+2ﬂ)emm (3.30)

c

e, =—k (3.31)
34+2u

Substituindo a expressdo (3.31) na equacido (3.23), vem:

O ik
7y =0, 22, (332)

Ou, escrevendo as componentes da deformacao em relacio a tensdo:

o /Mijakk
e =—L V% (3.33)
Toou 2u(BA+2u)

Sabendo que a relagdo deformacgdo — deslocamento, definida na equacdo (3.16), é:

. ou;
0y =+ du; o) (3.34)
) axj ox;

1

Substituindo a equacdo (3.34) na equagdo tensao-deformacao (3.23), pode-se escrever a
equacao tensdo — deslocamento como:

. ou;
o, =2t uy i+ u du; My (3.35)
To1=2vlox, )Y dx;  Ox;

1

Substituindo a equagdo tensdo — deformacao (3.23) na equacgdo de equilibrio (3.4), tem-
se:
(A6, € + 212 ¢; )’j +b, =0 (3.36)

E substituindo a equagdo deformacgao — deslocamento (3.34) na equacdo (3.36), vem:
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1 1
ﬂa(l/{k,k +”k,k ),j +2ﬂ§(1/£i’j +”j,i),j +bi =0

Reorganizando a equagdo (3.37), vem:

Al ; ),,- + gl j +u )’j +b; =0
Separando os termos:

ﬂ(”j,j),i +Hu; i pu; i +bi=0
Da equacdo (3.39), vem:

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

Como vale a expressdo E =2u(1+V), e substituindo na equagio (3.26), tem-se:

_ V2,u(1 + V)
(1-2v)1+v)

Reorganizando a expressdo (3.41)

Vem:

l_2vy+y(1—2v)_2vy+ﬂ—2vy_ U

o (1-2v) (1-2v)

Substituindo a expressdo (3.44) em (3.40), vem:

H -
,uui,jj +muj,ﬁ +bi =0

Isolando u# e passando o termo b; para o lado

escrever, em notagao indicial:

1-2v
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(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

direito da equagdo (3.45), pode-se



2. 0%u . .
97U, +[ ! j Yoo b (3.46)

A equacdo diferencial de deslocamento acima (3.46) é chamada de equacdo de Navier.

3.6 — Estado Plano de Tensao

Seja, por exemplo, uma chapa fina carregada por forcas de tracdo 7, paralelas ao plano

da chapa e distribuidas uniformemente ao longo da espessura.

X2

.. LM

Figura 3.6 — Chapa fina sob ac¢do de forgas de tracdo t paralelas a seu plano

As componentes de tensdo 0,3,0,3 € 033 sdo nulas em ambas as faces da chapa e pode-

se admitir, em principio, que sdo nulas também no interior da chapa. O estado de tensdo € entdo

especificado somente por o,,, 0,, € 0},, sendo que o,, =0,,. Este estado é denominado estado

plano de tensdo. Pode-se admitir que, por aproximagdo, as trés componentes sdo independentes

do eixo 3, ou seja, elas ndo variam ao longo da espessura 4.

As componentes que definem o estado plano de tensdo sdo fungdes apenas dos eixos x,

e x,, conforme figura 3.6, (TIMOSHENKO [32]).

No estado plano de tens@o o objeto € livre para contrair ou expandir na direcdo de x;.
Como todos os componentes do tensor de tensdo na dire¢do x; s@o zero, pode-se escrever
(KANE [2]):
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O-ij :ﬂé‘l] Crk + Zﬂekk
Sendo o033 =0, vem:

0=Aey; +ep +e33)+ 233

0=Aey; +ex )+ (A+2p)es;

ou

€33 :m(eu +€zz)

Substituindo a equagdo acima (3.50) na equagdo (3.47), vem:

o1 =/1(€11 tey +633)+ 2ue =/1(€11 +e22)+/1 (611 +€22)+ 2ue

A
(A+2u)

Reorganizando a equagdo (3.51), tem-se:

-1 A
o1 :l(l'f'mjekk +2,U€11 = (ﬂ+2ﬂ)(ﬂ+2ﬂ_ﬂ)ekk +2'u€11

Finalmente pode-se escrever:

2A4u
O, =—e,;, +2Ue
11 A+ 24 e T eHeq

Repetindo o processo parai=j =2, tem-se:

2Au
Oy y =——e,, +2Ue
22 A+2u ke TeHen

e
Oy =2Ue,

Assim, pode-se finalmente escrever:

Onde i=1,2 e j=12.
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(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)



3.7 — Estado Plano de Deformacao.

Considera-se agora uma situa¢do onde a dimensdo de um corpo na direcdo x; seja muito

grande. Se um corpo longo cilindrico ou prismético € solicitado por forcas que sdo
perpendiculares aos elementos longitudinais e ndo variam ao longo do comprimento, pode-se
admitir que todas as secdes transversais estdo nas mesmas condi¢cdes. Pode-se, também, supor
que as secdes extremas sdo confinadas entre planos rigidos fixos sem atrito, de tal forma que o
deslocamento na dire¢do axial € impedido. Assim, levando em conta que ndo exista deslocamento
axial nas extremidades e, por simetria, na secdo central, pode-se admitir que 0 mesmo ocorre em
todas as secdes transversais. Muitos problemas deste tipo sdo encontrados na engenharia, como
por exemplo, muros de arrimos com pressdo lateral, tineis, etc. Considerando que os
carregamentos nestes casos ndo variam e, assim, levando em conta que as condi¢des sdo as
mesmas para todas as secOes transversais, pode-se considerar que apenas uma fatia entre as duas
secdes que distam uma unidade entre si serd o suficiente para estudar o caso. As componente de

deslocamento u; e u, sdo fungdes dos eixos x; € x,, mas sdo independentes da coordenada
longitudinal x;. Se a componente de deslocamento longitudinal u; for nula, tem-se

(TIMOSHENKO [32]):

23 ax:; axZ
aul au3
=4+ —2=0
‘3 0x3 i ox;
ex :%: 0 3.57)
3

Partindo da equacdo (3.48), a tensdo normal o5 terd o seguinte valor:

o33 =v(o), +0y,) (3.58)
ou
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As relagdes do estado plano de tensdo podem ser obtidas a partir das relagdes do estado

plano de deformac¢do quando € considerada a seguinte relagao:

v = v (3.60)
1+v

3.8 — Vetor de Galerkin

As equagdes de Navier s@o de dificil solu¢do analitica devido ao acoplamento dos termos
das equagdes. Existem muitos métodos por aproximagdes para desacoplar as equagdes de Navier.
Geralmente o desacoplamento é acompanhado por substitui¢des estratégicas de algumas funcdes
por componentes de deslocamento ou tensdo, a componente do deslocamento u; € substituida na
equacdo (3.46) por uma expressdo envolvendo um outro vetor g de derivadas de segunda ordem

chamado de vetor Galerkin (KANE [2] e BECKER [31]). Seja a relagdo:
2Hu;=cg; ;i —8&;jji 3.61)
Substituindo na equacao (3.46):

c 1 1 c 1
(Egi,kk _Egk,kij’jj'i'm(agj,kk ~ 5 8k }ji“‘bi =0 (3.62)

Organizando a equagdo (3.62), vem:

c

2

1 c 1
e ==+ — +b. =0 3.63
81k g"”‘fﬂ( A () 2(1—2v)J l (5.65)

Sabendo-se que gy kiji=g;j kkji=8kkjji> @ constante ¢ pode ser agora determinada fazendo a
quantidade dentro do parénteses na equacao (3.63) se igualar a zero.

c 1
—_ _+ i
2 20-2v) 2(1-2v)

-0 (3.64)

ou
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Da equacdo (3.65), pode-se escrever, apds dedugdes matematicas:

c—1=1-2v
c=2(1-v)
Logo:

2u; =21-v)g; ;i ~ & 1. (3.66)

Organizando os termos da equacdo, chega-se:

8 j.ji

M) (3.67)

Up=8ijj—

Com este valor particular usado para a constante c, as equagdes de Navier (3.46) em

termos do vetor Galerkin vém a ser (KANE [2]):

b.
8im T—=0 (3.68)
Y7,
Na forma vetorial:
v2(v2e)+ 20 (3.69)
)7

O operador mostrado nesta equacdo ¢ chamado de operador biharmonico, quando as

forcas de corpo s@o iguais a zero na equagdo (3.69) é chamada de equacao biharmdnica (KANE

[2D.
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3.9 — Solu¢ao Fundamental

Solucdo fundamental € a solucdo que satisfaz as equagdes de Navier (3.46). Como

demonstrado no item 3.8, nas equacgdes de Navier, o vetor de deslocamentos u; pode ser expresso

em termos de um outro vetor (Galerkin).

2 2
" %G, 1 3%, 570
0x;0x ; 2(1-2v) 0x;0x ;

onde o vetor G; € o vetor de Galerkin.
A substituicdo dos valores dos deslocamentos por suas relacdes com o vetor de Galerkin
na equacdo de Navier (3.46) transforma as equagOes diferenciais para aquelas do tipo

biharmdnica, que podem ser solucionadas analiticamente com maior facilidade, assim:

VZ(VZG— Z(II_V)V(VG)J +$V{V(VZG—ﬁV(VG)J} :—% (3.71)

Organizando a equagdo (3.71), tem-se:

vig-— L vigi—L v vigo_ 1 vigl|-_h
2(1-v) 1-2v 2(1-v) 7
ViGo— L vigs_ L vigo_ L 1 g b
2(1-v) 1-2v 1-2v 2(1-v) 7
1 1 1 b
ViG] 1- + - =L
( 20-v) (1-2v) (1—2v)2(1—v)J U
4 b;
viG(1)=—— (3.72)
y7i
Finamente:
v2(viG,)-- 2 (3.73)
i
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A solu¢do fundamental para a equagdo diferencial (3.73) € baseada na cldssica solucdo
tridimensional de uma forca concentrada aplicada no interior de um dominio infinito, chamada
solugdo de Kelvin. Assumindo uma forc¢a unitdria aplicada em um ponto interno p, o objetivo é
estudar o efeito desta forca em um outro ponto Q, em qualquer local do dominio. Esta solu¢do
deve satisfazer as seguintes condicoes:

1 — As tensdes devem desaparecer quando a distdncia entre os pontos p € Q
tendem ao infinito.
2 — As tensdes devem ser “singulares” no préprio ponto p, isto €, tendem ao

infinito quando a distancia entre p e Q tendem a zero.

Assim, pode-se obter a solucdo de Kelvin para a equacdo (3.73) da seguinte forma

(BREBBIA et al., [30] e BANERIJEE [34]):

b =A" f (3.74)

Com f =1

Onde A representa a fungdo delta de Dirac, que pode ser definida como sendo uma

forma matemadtica de representar o efeito no ponto Q, de coordenada x, devido a carga

concentrada unitdria aplicada no ponto interior p, de coordenada & .Assim, pode-se escrever que:

_ [0 Quando x=¢&
Alx.g)= {0 Quando x #¢& } (3.75)

O que pode ser representado graficamente pela figura (3.7):

f

A o) 00
¢
g
e p- X
Ponto p

Figura 3.7 — Funcgao delta de Dirac
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A func¢do delta de Dirac assume valor zero em todos os pontos em x, exceto quando é

feito x=¢, quando ocorre a singularidade. Assim, a fun¢do apresenta as seguintes propriedades:

TA(x, Exix=1 (3.76)
[ (Al )= £(2) 5.77)

Assim, a equacgdo (3.73) pode ser escrita em termos da fun¢do delta de Dirac:

v2(v3g, )=—%A”f (3.78)

A solucdo para G; é dada por:

G, =Gf (3.79)
Pode-se verificar que o vetor de Galerkin, dado na equagdo a seguir (3.80), € a solucdo
da equacao (3.73) e satisfaz as condi¢des 1 e 2 (BECKER [31]):

1
8z(1-v)

G= r(p,Q) (3.80)

A funcdo r(p,Q) € a distancia fisica entre os pontos p e Q.

Assim, substituindo a equacdo (3.80) na equagdo (3.70), pode-se obter a solucdo
fundamental para o problema plano de tensdo bi-dimensional em termos de deslocamentos,

demonstrada com detalhes no trabalho de KANE [2]:

» __ 1 _ 1 dr(p.0)ar(p.0)
Uilp ’Q)_wa(l—v){(3 4V)1n{r(p,Q)}5”'+ o, o G-8D

i J

Onde o indice i representa a direcdo de aplicacdo da carga concentrada unitdria em um

ponto qualquer no dominio e, o indice j representa a direcdo da resposta, devido a aplicacdo da

carga unitdria, em um outro ponto no dominio.
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A partir das relacdes tensdes — deformacdes (lei de Hooke):

1

e =E[0'11 —V(O'zz + 033 )]
1

€ :E[O'zz —V(O'n +O'33)]
1

€33 =E[0'33 —V(O'n +0'22)]

1
€ :Zo'lz (3.82)

e derivando o vetor de deslocamento (3.81), pode-se obter a equacdo das forcas de

superficie:
* _ 1 ar(p,Q)j _ ar(p,Q)ar(p’Q)
by (p.0)= 47[(1—V)r(p,Q)( n ) ¢ 2V)§ij 2 X; ox ; ’
(3.83)
L =w Jorp.o)  ar(p.0)
47(1-v)r(p,Q) axj l ox; !

Onde os indices i e j representam as direcdes ja definidas na equacdo (3.81).
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4 - METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

4.1 - Introducao

Em um problema fisico, cuja condi¢do de vinculacdo e carregamento seja generalizada,
muitas vezes devido a sua complexidade, a obtencdo da solugdo analitica para as equacgdes de

Navier pode ser muito trabalhosa ou até mesmo impossivel (KANE [2]).

A maioria dos métodos numéricos aplicados em problemas elastostéticos da engenharia
tem por base algumas equacdes da mecanica e as relacdes constitutivas do material para descrever

o comportamento de um corpo.

Os métodos numéricos podem ser divididos em técnicas de dominio e técnicas de
contorno. As técnicas mais conhecidas sdo apresentadas, a seguir, de maneira bastante sucinta
(BECKER [31]). Nas técnicas de dominio, o método das diferencas finitas (MDF) é o mais antigo
e simples e consiste em escrever as derivadas que governam as equacdes diferenciais em termos
de equacgdes de diferengas. Assim, para um dominio bi-dimensional, € introduzida uma grade de
“células” internas ao dominio e as derivadas da fun¢do procurada sdo substituidas por diferencas
de valores dessa fun¢@o nos pontos internos. Isto resulta em um sistema linear de equagdes o qual

fornece uma solugdo dnica desde que as condi¢des do problema em estudo sejam satisfeitas.

Um das principais desvantagens deste método nos problemas de engenharia € ndo ser

adequado para problemas de geometria irregular.
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O método dos elementos finitos (MEF) € outra técnica de dominio, onde o dominio é
dividido em pequenos segmentos finitos, o que justifica o0 nome “Elementos Finitos”. Sobre cada
elemento, o seu comportamento é descrito por equacdes diferenciais. Todos estes pequenos
elementos estdo ligados entre si e todos os requisitos de continuidade e equilibrio estdo satisfeitos
entre as ligacdes de um elemento com seu vizinho. Da mesma maneira que ocorre no método
MDF, desde que as condi¢des de contorno do elemento estejam satisfeitas, uma dnica solugdo

serd obtida de um sistema linear de equagdes.

Praticamente todos os problemas de engenharia com geometria complexa podem ser
resolvidos pelo método MEF. Para obter uma boa precisdo nos resultados é necessdrio o uso de

um grande nimero de elementos finitos.

Na técnica de contorno tem-se o Método dos Elementos de Contorno (MEC) e sera

apresentado neste capitulo.

As equacdes diferenciais que governam o comportamento do problema sdo
transformadas em equagdes integrais, as quais sdo numericamente integradas sobre o contorno de

um elemento (BREBBIA et al., [30]).
O MEC pode ser facilmente aplicado em contornos de complexa geometria, onde o
contorno do corpo em estudo é dividido em pequenos segmentos chamado elementos de

contorno.

A formulacdo do MEC pode ser tratada por meio de técnicas, tais como residuos

ponderados, apresentado com detalhes em BREBBIA [20]:

[Ryd@=0 (4.1)
Q

Onde R € o erro distribuido no dominio Q multiplicado por uma funcio peso V.

32



Neste trabalho, porém, serd apresentado o teorema da reciprocidade de Betti, além de ter
notacdes semelhantes aquelas usadas em problemas de engenharia, este teorema consiste,
principalmente, em transformar equagdes diferenciais de dominio em equacdes integrais de
superficie. Como nos outros métodos de aproximacdo numérica, desde que sejam satisfeitas as

condi¢des de contorno, uma solucdo tnica € obtida de um sistema linear de equacdes.
4.2 - Equacoes Integrais da Elastostatica e o Teorema de Green

O teorema de Green, também conhecido como teorema da divergéncia, permite

transformar uma integral de volume em uma integral de superficie (ou contorno).

[V fdQ=§fndr (4.2)
Q T

Onde f € uma funcdo qualquer, que tem derivadas de primeira ordem com relacdo as

[Ie4)

coordenadas cartesianas x, y, e z. “n” € o vetor unitdrio normal a superficie de contorno.

Usualmente aplica-se a segunda identidade de Green, que relaciona duas varidveis de
dominio, ¢ e y, com derivadas de primeira e segunda ordem em relagdo ao contorno denominado

I.

| (Wzv/—w2¢)d9=§(¢aa—"’ —wi—ﬂdr (4.3)
o T n n

Onde ai ¢ a derivada das fun¢des em direcdo do vetor normal. A segunda identidade de
n

Green € geralmente aplicada para formulacio do problema potencial.

A equacdo de equilibrio de tensdes, na forma indicial, pode ser escrita como:

do j;
+F, =0 (4.4)

Xi
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A equacdo (4.4) é aplicada na solu¢do de problemas de engenharia relacionados a
elastostatica e € tratada aplicando-se o teorema de Betti ou teorema da reciprocidade. Este
teorema estabelece que, para um corpo em equilibrio sujeito a dois estados (sejam 1 e 2) de
tensdo e deformacio diferentes, onde podem ser representados por 6, 6@ , €V e €, o trabalho
realizado pelas tensdes do estado 1 nos deslocamentos do estado 2 € igual ao trabalho realizado

pelas tensdes do estado 2 nos deslocamentos do estado 1, assim:

Q Q

Para efeito de notacdo, o estado 1 foi representado pelo simbolo * e o estado 2 foi
suprimido o indice.

Escrevendo o teorema de Betti em termos dos deslocamentos:

[o, o dQ:jo;.*%dQ (4.6)
Y ox ! ox;

Q J Q

Aplicando a regra da cadeia no primeiro elemento:
du; <\ 90

O u; |—
J v ax l: ( ) ox;

Q
Separando o segundo termo em duas integrais:

0
fo,

Q

}d Q 4.7)

u.dQ (4.8)

P) ' do;
:Q 8xj (O'ij u; )dQ—g[ axj]

Utilizando a equagdo de equilibrio em termos da forca de dominio e aplicando-a no

dltimo termo do lado direito da expressdo:

0
for,

Q

- ai. oy u e+ J Fu e 4.9)

Aplicando o teorema da divergéncia no primeiro termo do lado direito chega-se:

*

IGU%LdQ =I(6U u,.*)njdl“+jFiul.*dQ (4.10)
Q Xj r o
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A relagdo (3.6) dada no capitulo 3 pode ser substituida na equagdo (4.10), ou seja:

[o, 40 =[PudT+[FudQ 4.11)
5 ox; T Q

J

Adotando o mesmo procedimento para o segundo termo da equacdo (4.6) chega-se a:
[Pu/dT+[Fu dQ=[P u; dT+ [F u; dQ (4.12)
r Q r Q

Se tomar o segundo termo do lado direito da equacdo (4.10) e considerar que F é uma

perturbacdo singular, ou seja, utilizando o conceito do delta de Dirac, conforme foi exposto em

capitulo 3, pode-se escrever:

[Fluda=u, (4.13)
Q

Chega-se a:
Uy (o) == B (X, x0 Ju; (X)aT(X)+] p, (X) Uy (X, 2 )aT(X)+ [ F,(X) U, (X, )dQ  (4.14)

A equacgdo (4.14) é conhecida como identidade de Somigliana, onde X, € o ponto origem
onde se esta calculando o deslocamento. Este ponto é conhecido como ponto fonte e X, na

equacgdo, representa 0 ponto no contorno, conhecido como ponto campo, conforme demonstrados

na figura (4.1), sendo r a distancia entre os pontos fonte e campo.

XZA

Xo

» X

Figura 4.1 — Representacdo dos pontos fonte x,e campo X .
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Com a equagdo de Somigliana, pode-se escrever o deslocamento de um ponto interno no

dominio, em funcdo dos deslocamentos e for¢as do contorno.

Se acrescentar ao contorno uma pequena regido circular de raio €, com seu centro em x,,

pode-se escrever a equacdo integral para deslocamentos em pontos de contorno, ou seja, € um

artificio onde a equacgdo integral passa a relacionar apenas pontos de contorno:

r

n ITe

Figura 4.2 — Acréscimo de um contorno infinitesimal I', ao contorno I" de dominio Q.

Considerando que o acréscimo no dominio € de contorno suave, o raio arbitrdrio € é feito

tender a zero (& — 0), entdo pode-se reescrever a equacgdo (4.14), levando em conta a subtracdo

do contorno original a parcela I' e adicionando o contorno I'¢, chega-se:

u;(xg) =~ J._Pij*(X’xO) I (X, x0)u ; (X)dr(Xx )+
IPj(X)uij;(X, J.P (X, xp)dT(X )+ (4.15)

jF(x)u,.j*(x,xo)dQJr ij(X)u,.j*(X,xo)dQ

Os termos da equacdo (4.15) em fungdo de I'e representam a integracdo da superficie da

regido acrescida no contorno. A divisdo da equacdo em duas integrais de superficie, fazendo a
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superficie ao redor da singularidade tendendo a zero, resulta em uma equacio integral regular e
outra singular, chamada de integral no sentido do valor principal de Cauchy (KANE [2] e

BANERIJEE [34]).

Considerando que nio ha forcas de volume e passando os dois primeiros termos do lado

direito para o lado esquerdo na equacgdo (4.15), pode-se escrever:

I X XO I X xo )dF(X):

4.16
JP (X, xp)dr IP “(X,xp)dr(X) (10

Sabendo que a solu¢do fundamental (3.73) e sua derivada (3.75), demonstradas no

capitulo 3 sao:

U;'(X,xo)=;){(3—4v)ln[r(xl’x )}50 N ar(;i,xo)ar(;i,xo)}

8au(l-v l. j

s

_ -1 ol X, x) o X, x,) 0 X, x)) 1-v  |odX.x) onX.x)
%(X,)@)—W_V),(X%)( a}f]{(l ~2V)§+2 ax;% j%} PR ){ axj’*’ni af nj}

A solugdo das integrais da equacdo (4.16) sobre o contorno I's é obtida da derivada da
solucdo fundamental (3.75). Assim, resolvendo cada integral isoladamente, tem-se, para o

segundo termo do lado esquerdo da equacdo (4.16):

I (1-2w)8, + 21 )ﬂu AT (@17

4x(1-v) on

FL ", dT" I{;[(l—%)(r,-nj—rjni)_

Devido o dominio adicional ser circular dr(x) =r.d@, a dire¢do do raio € coincide com a

normal, portanto tem-se as seguintes condi¢des:

a) rn; =r;n, =0

b 2
)an
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Reescrevendo a equagdo (4.17):

jP ujdl == ].[[1—21/5 + 2 Ju; rde (4.18)
0

)r
Onde se pode cancelar a varidvel r, assim:

1

ype (1-2v)5, + 25,7, Ju; a6 (4.19)

JPudF—

O — N

Para tratar o lado direito da expressdo acima, primeiro fazem-se os indices do lado

direito iguais, assim:

; 1%
FLE-,- u,-dF=—m£[(l—2V)+2%] u; d6 (4.20)

Em seguida, separa-se o lado direito em duas integrais, da seguinte forma:

T
ng.. ; 47[(1_ g 1-2v) u, d9]+j[2r ) dé) 4.21)

Agora, fazendo o indice 1 variar de 1 a 2 na expressdo r;u; da equagdo (4.21), tem-se:

. 1 T
[ By ujdr=————[[(1-2v) w; a6]+[[2r,(r +1u, ) d6] (4.22)
0

J
o 47(1-v) 0

Em seguida ¢ feito, primeiramente, i = 1:

VA
IJ‘gpij*ujdr 4ﬂ(1 ) g 1-2v) u; d6) +£[(2r1 u1+2r1r2u2)d6’] (4.23)

T z 11 d
2M1J.r12d9:2u1J-C0329d9= |:§9+Zsen20:| =u T (4.24)

0 0

0
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7 z 2 A7
21, [ 17, d6 =21, [ sen Oc0s 260 dO=2u, ~ o ~o (4.25)
0 0 0

Substituindo estas defini¢des (4.24) e (4.25) no lado direito da equacgdo (4.23), pode-se

€eScrever:

L e )= —— (1= 20+ )= 21—V )iy ==Ly (426)
4z(1-v) 4r(1-v) 4r(1-v) 2
Portanto, para i=1, tem-se:

j Pjujdl=—— u1 4.27)
Para o caso de i=2, tem-se:
1 T T
j P u;dl=— j [(1-2v) u, d6] + j (2r2r1u1 +2r22u2)d<9 (4.28)
: 47(1-v)
£ 0 0
Lembrando que:
T
2u, [riryd6 =0 (4.29)
0
E que:
v v
2uy [ r,* d6 = 2u, [sen® 6 d6 =0 (4.30)
0 0

Substituindo as duas defini¢des (4.29) e (4.30) na equacao (4.28), chega-se a:

jP u;dl'= ——u2 4.31)

Portanto, pode-se escrever:

: 1
j By (X xg) () dT'= =, (xg) (4.32)

39



Aplicando a solu¢@o fundamental ao quarto termo da equagdo (4.16), tem-se:

" T
rjgpj u," dr= {! W[—(3—4v)1nr5,j+rirj]}1>jrde (4.33)

Fazendo i e j variar de 1 a 2 na equagdo (4.33) e separando a integral em duas partes,

pOdC—SC €SCrever:

T
[Pyu; dr= o #(1 ” [j 3—4v)Inr P, rd6+ j r1P1+r2P2)rd0} (4.34)
I'e 0
Ao fazer “r” tender a zero na equagdo (4.34), a segunda integral do lado direito desta

equagdo sera zero, portanto:

T
P.u., dl= 3—4v)lnr P, rd
P ar= Vh ] (439)

Voltando a equacdo (4.16) e substituido os valores encontrados (4.32) e (4.35), pode-se

€screver:

i (g ) + J.[R;(X,xo)uj(X)dF(X)—%u(xo): [P () (3. x0T ()] + 0 (4.36)

r-r I-r

Fazendo as operagdes na equagdo (4.36), tem-se:

[1--) j[ (X x0 Ju (X )dr(x )= j[P “(X. xp)dr(x)] (4.37)

Levando para o contorno, ou seja, fazendo r—0, as integrais I'-T sdo obtidas no

sentido do valor principal de Cauchy, tem-se (KANE [2]):

(xo) +j[ (X xg Ju (X )T (x )= j[P (X x)dr (X )] (4.38)
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Generalizando a equacdo, pode-se reescrever a identidade de Somigliana (4.14) da

seguinte forma:

Cy u, (Xo )+ J- [P; (X’xo )uj (X )dF(X )] = J.[P (X)u; (X’xo )dF(X )] (4.39)

J
r r
Onde constante C; vale 1 quando o ponto fonte esta no dominio, quando o ponto fonte

esta fora do dominio, vale 0 e quando o ponto esta no contorno e tem tangente continua, ou seja,

o contorno € suave, a constante C vale V2.

4.3 - Implementacio Numérica

Para aplicacdo das equagOes integrais, que solucionam os problemas fisicos, em um

determinado contorno, faz-se necessario a divisdo deste contorno em elementos (BECKER [31]).

Considerando um dominio arbitrdrio Q de contorno I', conforme indicado na figura

4.3):

Figura 4.3 — Dominio arbitririo Q de contorno T'.
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Dividindo o contorno em elementos:

Figura 4.4 —Discretizagcao do contorno.

A solu¢do numérica do MEC consiste em dividir o contorno I' em N trechos,
aproximados por funcdes de interpolacdo. Estes trechos recebem o nome de elementos de

contorno. A unido dos pontos que ligam os trechos entre si € dada o nome nés.

Assumindo que se tem M (n° arbitrdrio) pontos nodais no contorno da figura (4.4), cada

nd terdo quatro varidveis: u; € u, para deslocamentos e p, e p, para forcas de superficie,

somando um total de 4M variaveis.

Para qualquer problema de solucdo dnica deve ter metade das varidveis prescritas em
todos os pontos nodais, ou seja, em um né particular, ou se deve ter ambos deslocamentos, ou
ambas forcgas de superficie ou, ainda, uma componente de deslocamento e uma de forca prescrita,

isto €, valores conhecidos.

A estas condi¢des de valores prescritos dia-se o nome de condi¢des de contorno. Das 4M
varidveis, 2M sdo incégnitas e, portanto, hd necessidade de se ter 2M equacdes para solugdo do

problema.

Para cada n6é no contorno, associam-se 2 equacdes integrais, onde a carga unitdria

utilizada na solucdo fundamental € aplicada na direcdo 1 para primeira equacdo e na direcio 2
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para segunda equa¢do em cada né. Uma forma de se exemplificar seria considerar uma forca
devida a carga unitdria, aplicada no n6 1. Usando a solu¢do fundamental, pode-se determinar o
deslocamento em todos os nés, desde do né 1 até dltimo né N. Com isto, forma-se a primeira
equacdo do sistema linear. Quando a forca € colocada no né 2, repete-se o processo, obtendo-se a
segunda equagdo do sistema linear. A carga percorre todo contorno até o né N, completando-se,
assim, o sistema linear de equacdes. Assim, a equacdo (4.39) pode ser escrita em forma de

somatorio:

¢, Uy )+ S [P (X x ), (X)ar ()= [[, ()05 (%, 5)ar(x)]  @40)

4.4 - Elemento de Contorno

Como ja foi mencionado, para solucdo do dominio € necessdria a divisdo do contorno em
trechos aproximados por fungdes interpoladoras denominadas fungdes de forma. Cada trecho,
resultado da divisdo do contorno, recebe o nome de elemento de contorno. Neste trabalho o
elemento de contorno € isoparamétrico, ou seja, tanto sua geometria quanto os deslocamentos e

forcas do problema da elastostética, sao descritas pela mesma fun¢do de forma.

A variacdo descrita para cada elemento pode ser: constante, linear, quadrética, ctibica ou

de ordem superior.

Neste trabalho sdo apresentados exemplos com elementos isoparamétricos lineares e
quadraticos. As formulacdes e as equacgdes que definem os elementos lineares e os elementos

quadréticos serdo apresentadas paralelamente ao longo deste capitulo.

S=¢,()S,; (4.41)
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A equagdo acima (4.41) ¢ uma forma generalizada para qualquer elemento, onde S
representa uma de suas varidveis, como por exemplo, deslocamento, forca em um ponto ou

mesmo as coordenadas de um ponto interno e @ representa as funcdes de forma.

Como forma de exemplificar pode-se considerar a geometria de um elemento qualquer,

por exemplo, um elemento isoparamétrico quadratico, conforme figura abaixo.

Figura 4.5 — Elemento quadrético

O elemento tem sua geometria definida pelas coordenadas de seus trés nds, escritas em

funcdo das coordenadas locais & [31]:

3

X(f)zigl(ﬂi(f)xi =0 ()X +0,(O) X, +93(8) X5 (4.42)
3

Y(§)=l_§1 @ ()Y, =0 (Y + 0, (DY, +¢; (DY, (4.43)

A variavel intrinseca local £ tem sua origem no né médio do elemento e assume valores
de —1 para o nd inicial e +1 para o n6 final do elemento, ou seja, tem valores diferente de zero
quando estd nas extremidades do elemento. Como o elemento em estudo é isoparamétrico,

podem-se escrever as equagdes, por exemplo, dos deslocamentos u para os eixos de coordenadas

Xey:
3
1&)=L 0Dty =P Oty +92 ENtr + 03 (4.44)
3
uy(g):i{‘] ¢i(§)“yi:¢1 (g + P (St yy +05(H)u 5 (4.45)
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As fungdes de forma ¢, para os elementos quadréticos sdo dadas a seguir [31]:
_q 5 ij
¢ =4 ( )

0, =(1+8)(1-¢)

05— gg ; %J (4.46)

As fungdes de forma (4.46) podem ser representadas de forma gréfica:

o 1
\—/
(%) 1
3 1

Figura 4.6 — Funcdo de forma de um elemento quadrético.

Para o caso de elementos lineares, que sdo delimitados por dois nds em suas

extremidades, as expressdes que definem sua geometria sdo as seguintes:

2
X(f):i§1¢i(§)xi:(ﬁ1(§)x1+¢2(§)X2 (4.47)

2
Y(§)=l_)::1 @, O)Y; = (DY, + ¢, ()Y, (4.48)

E as expressoes dos deslocamentos sdo:

2

ux(§)=l_§1 @Sy =P (ugy + 92 (S, (4.49)
2

uy(g):i{‘] ?; (g)uyi =0 (g)uyl %) (g)uyZ (450)
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As funcdes de forma s@o definidas, para o caso de elementos lineares, como:

¢ = (1-¢)

1
2
o) =%(1+§) 4.51)

Estas funcdes interpoladoras (4.51) podem ser representas de forma grafica:

o 1

0, 1

N
[ ]

Figura 4.7 — Funcdo de forma de um elemento linear

4.5 - Pontos de Colocacao

Também chamados pontos fonte. Sdo os pontos onde sdo escritas as equagdes integrais.

Estudos tém demonstrado que resultados melhores tém sido alcangados quanto mais

préoximos do contorno, ou sobre ele, os pontos fonte for posicionado, se comparados aqueles

locados distantes do contorno.

Freqiientemente, na literatura, os ndés de contorno sdo utilizados como pontos de

colocagdo. Neste trabalho os pontos de colocacao coincidem com os nds de contorno.

Como foi permitida neste trabalho a descontinuidade dos parimetros nodais em

elementos descontinuos, pontos internos ao elemento foram usados como ponto de colocagao.

Também foram usados pontos internos ao dominio como pontos de colocagao.
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4.6 - Tipos de Elementos

Os tipos de elementos dependem da forma geométrica descritas pelo contorno. Para
trechos que nao possuem angulosidade e ndo hd varia¢do de carregamento e/ou vinculagdes, sao
comumente usados elementos lineares ou quadriticos continuos. Os nds sdo comuns entre 0S

elementos adjacentes.

Figura 4.8 — Elemento linear continuo.

nol nod2 né3
@ ®
£=-1 £=0 £=1

Figura 4.9 — Elemento quadrético continuo.

Quando ha presenca de angulosidade no contorno e/ou variacdo de vinculacdo, langa-se
mao dos elementos lineares ou quadraticos descontinuos. Os pontos nodais sdo definidos nos
extremos do elemento e coincidem com os pontos geométricos. No caso de haver, por exemplo,
uma angulosidade, ou seja, mudancga de dire¢do do contorno geométrico, aplica-se a técnica dos

noés duplos, que consiste em adotar dois nds com as mesmas coordenadas geométricas.

Figura 4.10 — Elementos com presenca de nds duplos
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A figura 4.10 pode representar, por exemplo, um canto de uma placa com adog¢ao de dois
nds no mesmo ponto geométrico, o que define o termo né duplo. Devido a presenca do né duplo,
pode-se perceber que sdo gerados dois tipos de elementos, chamados elementos descontinuos ou

mistos.

Os pontos nodais sdao adotados como referéncia para escrever as equagdes integrais,
porém, quando ocorrer a presenca de nés duplos, os quais possuem as mesmas coordenadas
geométricas e, portanto, levando a uma mesma equacdo integral, uma estratégia usualmente
empregada para resolver este problema é deslocar os pontos de colocagdo para o interior dos

elementos concorrentes ao né duplo na proporcao de 1/6 do comprimento do elemento.

Ponto de colocagio

/ Ponto de colocagdo
\¢
L/6

Figura 4.11 — Elemento descontinuo

4.7 - Sistema linear — Montagem das matrizes H/G

Como ja foi discutido no item (4.2), as equagdes integrais de contorno derivaram da

identidade de Somigliana (4.39).

Ao assumir o ponto de colocacdo percorrendo do né 1 até o né N, ter-se-4 um sistema

linear de 2N equacdes.

Tradicionalmente, quando o ponto de coloca¢do ndo esta localizado sobre o elemento

que esta sendo integrado, as equacdes integrais podem ser resolvidas por meio de técnicas de
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integracdo numérica. Quando o ponto de colocacdo pertence ao elemento que esta sendo
integrado, ocorre presenca de singularidade neste ponto e € necessdrio o desenvolvimento de
expressdes analiticas. Neste trabalho € desenvolvida a integracdo numérica relacionada com a
quadratura de Gauss, e, onde ocorre singularidade, esta serd tratada pela aplicacdo da técnica da
regularizacdo, exceto para determinacdo de tensdes no contorno e no uso da formulacdo das

equacdes integrais de contorno para forcas de superficie, onde serdo tratadas analiticamente.

4.7.1 - Formulacao Numérica — Integracao Numérica dos Nucleos

Para a aplicacdo da quadratura de Gauss € necessario a mudanca de varidveis, do sistema

global X, Y, referentes ao contorno global I', para um sistema linear ¢ .

O intervalo de variagdo do sistema de coordenadas escolhidas, de —1 a +1 para as
funcdes de forma, ndo é arbitrdrio e sim coincidente com o limite usado na técnica de integracdo

da quadratura de Gauss (BECKER [31]).

Ao dividir o contorno em elementos, é feita a integracdo numérica sobre cada elemento,

usando a coordenada local ¢ e a coordenada de contorno I".

A partir das funcdes de interpolacdo ¢ (4.46) e (4.51) e da solucao fundamental, pode-se

definir as sub-matrizes H e G no sistema local da seguinte forma:

Hy =[P (X.x0)p J()ag (4.52)

Gy = [ U;(X.x0)p J(¢)ag (4.53)

O termo J(£) nas equagdes acima (4.52) e (4.53) é denominado Jacobiano de

transformacdo da varidvel de contorno I' para a coordenada intrinseca & .
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Para os elementos quadréticos, o Jacobiano de transformagdo pode ser definido como:

ar _|(dax)’ (dyY
%‘J@J (%) 39

sendo:

dx(§) _dgi(§)

dé aE !

dy(f)_ dﬂ”i(f)

df_ A& Yi

(4.55)

onde as componentes das derivadas sdo escritas como funcdes de ¢,, sendo que i varia

de 1 até 3 e valem:

8¢1(§)_ 1

o& = 2

a(ﬂz(f)__

= (4.56)
8¢3(§)_ 1

26 T2

Para o caso do elemento linear, o jacobiano vale J(£)=L/2, onde L é o comprimento do

elemento.

A equacdo dos deslocamentos (4.39), agora, pode ser escrita em termos de coordenadas

locais ¢

60, 0)+ S e (6w ke @k, () =3 ST W 6 x @, (x) @57

m=1k=1 m=1k=1

onde X € o ponto campo, x,€ o ponto fonte, M é o n° de elementos e N varia, para

elementos lineares de 1 a 2 e para elementos quadraticos, varia de 1 a 3. O indice i representa a
direcdo de aplicacdo da carga concentrada unitdria no ponto fonte e, o indice j representa a

direcdo da resposta, devido a aplica¢do da carga unitdria, no ponto campo.
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Pode-se atribuir as matrizes H e G na equacdo (4.57) da seguinte forma:

C, U, (x)+ ii[HU]uj(X)Zii[Glj]pj(X) (4.58)

m=lk=1 m=lk=1

Para exemplificar a aplicacdo da formula¢do da equacdo (4.58) pode-se considerar o
elemento quadratico de trés nds, mostrado na figura (4.12), pertencente a um problema com trés

elementos, conforme apresentado em KANE [2]:

Figura 4.12 — Direc¢des dos eixos nos trés nés do elemento quadratico.

Para a formulacdo singular do Método de Contorno, pode-se aplicar, inicialmente, o
ponto de colocagdo da solucdo fundamental diretamente no né 1 e escrever a equagdo (4.58). A
equacdo matricial produz as duas primeiras linhas do sistema de equagdes. A razao de resultar
duas linhas € devido a aplica¢do do ponto de colocagdo, primeiro na direcdo 1, depois na direcao

2. Assim, para o primeiro nd, a equacgao (4.58) fica escrita da seguinte forma:
{Cn (xo)clz(xo)}{lﬁ(xo)} + i{Hn Hy, }{”1 (X)} _ i{Gn G, }{lﬁ (X)} (4.59)
Gy (xo )sz(xo) U, (xo) ca iy Hyy || 4y (X) =621 Gy Pz(X) '
Como ja foi mencionado, a constante C;;assume os seguinte valores:
C; =0, para o ponto de colocagdo fora do contorno;
para ponto de colocacdo no dominio;

C; =5,

ij°

1

; » para ponto de colocag@o sobre o contorno.

Sendo que ij variam de 1 a 2.

Substituindo os valores de C; na equagéo (4.59), fica:
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{1/2 0}{%(%)}_%{}51 le}{%(x)}:i{(;n Gy }{lﬁ(xq (4.60)
0 12 Uz(xo) cal Hy Hy uz(X) c=1L 621 Gy Pz(X)
Pode-se notar que o pardmetro Cj; contribui apenas na diagonal da matriz H.

Repetindo este processo, agora com o ponto de colocagdo da solucdo fundamental no né
dois, duas novas equacdes sdao produzidas, ocupando, por sua vez, as linhas 3 e 4 das matrizes G e
H. Assim, pode-se verificar que cada linha das matrizes correspondem as dire¢des do ponto de
colocagdo. As colunas das matrizes, por sua vez, correspondem aos nds dos elementos. De uma
forma resumida, cada elemento quadrético contribui em seis colunas das matrizes e cada posicao

do ponto de colocagdo contribui em duas linhas.

Vale lembrar que as matrizes [G] e [H] contém os valores dos nucleos das integrais das

solugdes fundamentais de forcas de superficie e de deslocamentos, P,e U

, P;e Uy, respectivamente. Os

vetores [U] e [P] representam os deslocamentos e forcas nas dire¢des i, j , nos pontos nodais.

O processo de aplicacdo do ponto de colocacgdo € repetido até que se alcance o dltimo no,
produzindo assim as duas dltimas equacdes do sistema. No final deste processo s@o obtidas duas

matrizes 2N x 2N, onde N € o nimero total de ndés. Assim, pode-se escrever:
[H]v]=[c]P] (4.61)
Como j4 foi visto, a solu¢do fundamental € singular. Esta singularidade significa que os
nucleos contém termos de ordem % ou ln(%), onde r¢é a distancia entre o ponto fonte x, € o

ponto campo X e tende a zero quando ocorre aproximacao destes dois pontos.

Desta forma, pode-se examinar trés possibilidades de posicdo dos pontos x, € X :
1) x, e X estdo em elementos diferentes. Neste caso ndo ocorre a singularidade nos

nicleos Pje Uy, e pode-se aplicar a quadratura de Gauss-Legendre definida pela express@o.

ij
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fllf(f)df => &) w, (4.62)

g=1
onde G € o nimero total dos pontos da integragdo Gaussiana e £, € a coordenada
Gaussiana associado a fung@o peso W, .
2) xy e X estdo no mesmo elemento, mas x, # X . Neste caso os nicleos P; e Uj; sdo

singulares, mas a funcdo de forma ¢(£) na vizinhanga de x, é de ordem r(x,,X). Portanto, os

produtos dos nicleos com as funcdes de forma ndo sdo singulares e a integral pode ser resolvida
usando a quadratura Gaussiana.

3) x, € X estdo no mesmo elemento e x, =X . Neste caso a quadratura de Gauss nao
pode ser usada devido a presenca de singularidade dos nicleos. Para tratar deste caso sdo
desenvolvidas expressdes analiticas ou, pode ser utilizado o conceito de regularizacdo, descrito

no capitulo 5.
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4.7.2 - Consideracao de corpo rigido

As matrizes dos elementos de contorno devem ser aplicadas em problemas fisicos com
solug@o unica. Qualquer problema fisico pode ser escolhido, independentemente da geometria.
Em problemas elastostiticos escolhe-se uma condi¢do fisica chamada movimento de corpo
rigido, com deslocamentos constantes em todos seus nés em qualquer direcdo. Esta condi¢do
resulta em forgas de superficie iguais a zero, fazendo o lado direito da equagdo (4.61) ser nulo, ou

seja:
[H][u]=0 (4.63)

Assim, a soma de todos os coeficientes em qualquer linha da matriz [H] deve ser zero.

4.7.3 - Condicoes de Contorno

Em qualquer problema da mecénica dos sélidos, haverdo locais onde as componentes de
deslocamentos serdo prescritas (conhecidas) e outros pontos onde forcas serdo prescritas, ou seja,
em um dado problema de mecanica, tem-se 2N equacdes, 0 que resulta em quatro varidveis

(,.,u,, py, p,) por né, onde ha a necessidade de duas varidveis terem valores prescritos, ou seja,

2N valores prescritos.

Para ser possivel a resolucio de um sistema, as matrizes [H] e [G] devem ser
organizadas de forma que todas as varidveis prescritas (conhecidas) fiquem do lado direito da

equacio e as que ndo sdo conhecidas fiquem do lado esquerdo do sistema de equagdes, ou seja:

[t |x=[6" Iiv] (4.64)

Onde a matriz [y] contém todos os valores das varidveis prescritas (deslocamentos e/ou

forcas prescritas) e a matriz [x] contém todas as varidveis a serem determinadas. As matrizes
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[H*] e [G*] sdo as formas modificadas das matrizes [H ] e [G ] ou seja, ao passar os valores

prescritos de um lado para outro, os coeficientes das matrizes, referentes as linhas dos valores
prescritos, também trocam de lado. Desta forma, o sistema linear final pode ser escrito da

seguinte forma:
[r°][+1=[5] (4.65)

Onde a matriz [B] é o vetor que contém o produto da matriz [G]* pelos valores

conhecidos.

Se, por exemplo, um né de um determinado elemento tem um deslocamento prescrito,
entdo o seu coeficiente da matriz [H] é multiplicado pelo valor do deslocamento conhecido e
movido para o lado direito da equagdo apds a troca do seu sinal. Em seguida, o coeficiente
relativo 2 mesma posi¢do da matriz [G] € movido para o lado esquerdo, também, apds troca de

sinal.

Para ilustrar esta manipulacdo das matrizes, pode-se considerar, por exemplo, que em

um dado problema, os nés 2 e 4 tem deslocamentos conhecidos [u], e [u],, enquanto os nés 1 e 3
tém forcas conhecidas [p]1 e [p]3, respectivamente. As matrizes [H] e [G] podem ser escritas da

seguinte forma:

[H], [H], [H]s [H] - u], ] (6], [6], [G]5[Gliy -] [p] |

[t ],y [H ], [H ]y [H ]y . [u], [G, (G, [Gs [Glay - [r],

[HLy [H [H]s [HLy | x| s = |[6ly Gl Gl (Gl | x| [p]s (4.66)
[H ]41 [H ]42 [H ]43 [H ]44 [M]4 [G]41 [G]42 [G]43 [G ]44 [P]4

Os coeficientes da matriz [H] multiplicados pelos deslocamentos prescritos [u],e [u],

sdo transferidos para o lado direito com seus sinais trocados e, em suas posicoes, sdo colocados

os coeficientes correspondentes da matriz [G] multiplicados pelas varidveis [p]2 e [p]4 apos a

troca de seus sinais.
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by -halily -l6he ] [l T [6h -Ehaloh ] (D) ]

[H]Zl _[G]ZZ [H]23 _[G]24 [P]z [G]Zl —[H]zz [G]23 _[H]24 [u]2

[H]31 _[G]32 [H]33 _[G]34 el X [”]3 = [G]31 —[H]32 [G]33 —[H]34 | X [p]3 4.67)
[H],, (Gl [H ]43 (Gl - [P]4 Gy, ~[H,, [G]43 ~[Hly [“]4

O sistema (4.67) pode, agora, ser resolvido, pois todos os coeficientes do lado direito sdo

conhecidos.

Ap6s a resolugdo do sistema linear, o vetor [x] da equacdo (4.65) de varidveis, até entdo
desconhecidas, possui agora valores de deslocamentos e de forcas de superficies, que devem ser

separados em seus respectivos vetores.
4.8 - Deslocamentos em pontos internos no dominio

Com a resolu¢@o do sistema linear para todos os pontos nodais no contorno, os valores
de deslocamentos e forcas de superficie s@o determinados. A determinagdo de deslocamentos em
qualquer ponto no dominio é de forma direta, a partir dos valores encontrados no contorno pela

equacio linear (4.65) (KANE [2]).

Pelo fato do ponto de colocacdo ser interno, nunca haverd a possibilidade dos pontos x,

e X coincidirem, ou seja, ndo hd a possibilidade de singularidade. Portanto, pode-se aplicar a
quadratura de Gauss nos nticleos das integrais.
Para a equacdo de deslocamentos (4.39) a constante C vale 1, pois o ponto de colocacao

estd dentro do dominio. Sendo x, o ponto de colocacdo no dominio e considerando a auséncia de

forcas de volume , pode-se escrever:

I [y (X Ju; (X)dr ()] +[|U; (5. x0) p, ()T ()] (4.68)
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Na forma matricial:
—|uu+lo]p (4.69)

x .
Onde u~ € o vetor dos deslocamentos internos.

4.9 - Tensoes nos pontos internos no dominio e no contorno

4.9.1 - Tensoes para pontos internos

Para encontrar a deformag¢do em pontos no dominio, deve-se encontrar a variacdo de
deslocamentos nas partes internas para um conjunto fixo de valores de deslocamentos e forcas
superficiais no contorno. Parte-se do principio que ao considerar o deslocamento entre dois
pontos, a variacdo deste deslocamento pode ser entendida como uma derivada.

Assim, sejam dois pontos x, € x; distantes A, e A, no dominio, pode-se escrever:

dupp _ () —u(x) (4.70)

X X|—>X,
ox '™ T X =X,

Pode-se escrever, a partir da equacdo de deslocamento (4.39) e considerando nulas as

forgas de volume:

9u;
ox

=] [y O, () GO+ [ (e, (0ar(x) @

X

Lembre-se que as derivadas em relacdo ao ponto fonte correspondem as derivadas em

relac@o ao ponto campo, com sinal trocado. Organizando a equacao (4.71), tem-se:

u; 3 - I p
S = Lo s (M) 08 (3, (WD) a7
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A equacdo integral para tensdes em um ponto interno no dominio pode ser obtida pela

aplicacdo da equacdo diferencial (4.72) substituindo-a na equagdo da lei de Hooke. Assim:

S;
1-2v

ou (xo):zﬂ[eik (t0)+ —Y— S (50 )j “4.73)

onde o, € atensdo em um ponto interno e €; € a deformagdo no ponto interno e vale:

g, = L[ Qi due (4.74)
2\ ox;

1

Substituindo a solu¢do fundamental e sua derivada, chega-se, assim, na equagdo integral
para tenses em pontos internos, que € escrita em termos de nicleos de terceira ordem S;; e Dy;,
da seguinte forma:

0 (9)= = [ S (X0 Ju; (X )AT(X )+ [ Dy (X, 0 ) p (X )aT(x) (4.75)

sendo o nicleo Sy, 0 resultado da aplicag@o da derivada de P; em relacdo ao ponto

campo x;, com o sinal trocado e apds o uso do tensor de tensdes o, definido na equagdo (4.73).

O nicleo Dy, resulta da aplicag@o da derivada de U ; em rela¢do ao ponto campo x;

com o sinal trocado e apds o uso do tensor de tensdes o, definido na equagdo (4.73).

Pode-se deduzir o nicleo de terceira ordem Dy; da seguinte forma:

Partindo da derivada da solugiio fundamental U,

ij €m relagao a0 ponto campo x na

direcdo k , tem-se:

ou; 1 1 1 1
i _
o, 87[,11(1—21/)[_ (3-4v)s; Tk +7(5ik — i )r; +7(5jk —Tn )ﬁ}
au; 1
v L G-av)5, r + 84 r; + S5 i = 2rrim ] (4.76)
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a”Zj 1
e B2y O W+ Gy + 8y =2y (4.77)

Substituindo as expressdes (4.76) e (4.77) na definicdo de ¢;, , equagdo (4.74), tem-se:

1

£ =———
*16mull —v)r

[— (2—4v)((5jkri + §ijrk)+ 20, 1; —4rl~rjrk] (4.78)

Dividindo por dois todos os termos do lado direito da equacdo acima (4.78):

1

£ =———
T 8au(l—v)r

[— (1- 2V)((5jkrl- +6;1; )+ Oulj = 2111y ] 4.79)

Para obter o termo ¢,,,, do tensor de tensoes (4.73), basta substituir as varidveis i =k =m
na equacao (4.79):

1
8mu(l-v)r

mm

[— (1—2V)(5jmrm +5jmrm)+ Opmj —errmrm] (4.80)

Sendo, por defini¢do, que:

jmtm =1
T by =1
P (4.81)
Tem-se:
1

Organizando a equacdo (4.82), chega-se a:

1

:m[_ (1-2v)2r,] (4.83)

mm

Substituindo as equagdes (4.80) e (4.83) na equagdo (4.73), chega-se a:

1

4r(l-v)r [_ (- ZV)(éf" 7+ 0y T )+ (1-2v)5 i~ 2rirjrk] (4.84)

O =
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Como a derivada € em relagdo ao ponto campo, deve-se trocar o sinal da equacdo (4.84)

para definir o tensor de terceira ordem Dj; . Assim, pode-se escrever:

1

= v)r = )84 i + 8y 1 = S 1)+ 21y ] (4.85)

Dy, =

Para chegar ao outro tensor de terceira ordem, § ik » € necessario, inicialmente, encontrar

a derivada da equag@o da solugdo fundamental P; em relagdo ao ponto campo na diregéo & :

Sabendo que vale a propriedade:

olr) 1 60 —rr) (4.86)

axk r

e aplicando a propriedade da derivada do produto na soluciao fundamental P; em relacdo

ak, tem-se:
oP, _1
Y = r12V rn =T 12V§+2rr+
axk 4”(1 _ V)r k { ( ) [( ]}
+ﬁ%(1—2‘/){%”j(5ik —’?Vk)—%”i(5jk — 1Ty )}‘
m=vir (4.87)
1 11
- | —-n (0 1-2v)o.. +2r.r. )|+
4 (1 V)r2 }"|:}"n ( nk rl’lrk)(( ) i rlrj):|
1 1
- ~0+2|(5, —rr ), +(5, —r.r, )r
A (1 V)VZ r|:rn I"( [ rlrk)r] (]k r]rk)rl])}
Organizando os termos da equacgdo (4.87) pode-se chegar a:
oF; 1
8x,i :47z'(l—v)r2 {Zrnn [(1 2V)(5' T H A = 6yr; ]kr]}+
1
+W{Z(I_ZV)[rk”j”i —rkrinj]—Zrirjnk }+ (4.88)

1
+ m [(1 - ZV)(5ik”j —Oyny — O n; )]
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Andlogo, pode-se escrever a derivada em relacdo a i :

8Pk*j 1
= 2 n, (1= 2v)8, 1 +drrr, — Syr; — 8ir ||+
axi 47[(1_V)r2{rnnn[( V) k_]rl rlrjrk lkr_] ljrk]}
1
+—— VR -2v)lr;ring —rinn; |- 2rrin; [+ 4.89
47[(1—]/)]"2{( )[ Jj"k k j] k'j } ( )
1
471'(1—V)r2 [( )( k' kj ij k)]

A equacdo (4.74) pode ser escrita da seguinte forma:

1(op. 0P,
L o=—| —L 4k 4.90
ik 2[axk " axij (430)

Desta forma a equacio (4.73) pode ser escrita como:

oP, OJP,; )
ij kj HV
; = + + o) 491
O-lk (XO ) ,U( axk ax‘ ] 1-2v ik 8mm ( )

Substituindo as equacdes (4.88) e (4.89) na equagdo (4.91), tem-se:

Ot (x0)= mbmnn [(1 - 2V)§l~jr,< +arrn — 5ik”j - 5jl<ri ]+

+ 2(1 - 2V)[rk ring =1y rinj]— 2rriny + (1 - 2V)(§iknj - Jijnk - 5jknl~) }+

+ ﬁ{b’nnn [(1 - 2V)5kjri +arrin —Oyr; —0yn ]+ 492)
+ 2(1 - 2v)[ri iy = rirknj]— 2rerin; + (1 - 2")(5i/<”j - kani - 5ijnk ) H+

2uv S 1
1-2v) " az(1-v),?

+2(1—2V)[r Filly = Tt ]—Zrmrjnm +(1—2V)(5 N =0yl = Ol )}

m m'm'tj mm'" j mj'tm

{2rnn,1 [(1 - 21/)5 1yt An, i, — 5mmrj - 5mjrm]+

+( mj-J

Fazendo as operacdes e organizando os termos da equagdo (4.92), apds a troca do sinal,

pode-se definir o tensor de terceira ordem S, :

Sik i

“2x(l-v)r (4.93)
—2W|rrin; + rl-rjnk]—(l—Zv)(Zrirknj +5jknk +5jknl~)+(l—4v)nj5l-k }

%{Zrnnn [— (1 - 2V)5‘1< rp+anrn - V(é'ijrk - 5l<j”i )]+
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Pode-se observar que o nicleo de tensdo Sy; € hipersingular (ou singularidade forte)

devido a presenca do termo 1/ r? . A hipersingularidade pode ser entendida quando o raio r, ou

seja, a distdncia entre os pontos fonte e campo, tende a zero, assim 1/ tende mais rapidamente

ao infinito do que 1/r.

As tensOes em pontos internos, obtidas pela equacdo (4.75), para elementos lineares e
elementos quadriticos, tem seus nucleos resolvidos numericamente, usando a técnica da

regularizacdo quando ocorre a singularidade, dada no capitulo 5.
4.9.2 - Tensoes no contorno para elementos lineares

Partindo da aplicacdo da derivada da equacdo de deslocamentos (4.39), em relacdo ao
ponto fonte. Aplicando o processo limitante do ponto de coloca¢do tender ao contorno, ou seja,

x0— T, pode-se escrever a equagado integral de contorno para o tensor de tensoes:
1
0 (o)== [ 845 (X, x0 )u; (X)aT (X )+ [ Dy (X, x0) p (X )T () (4.94)
r r

A equacdo (4.94) é vilida para contorno com tangente continua e o ponto de aplicacdo
da carga deve estar localizado em regido onde existe continuidade da funcdo derivada dos
deslocamentos. Neste trabalho, os pontos de colocacdo sdo posicionados internos ao elemento,

satisfazendo, assim, a condic¢ao de continuidade.

Quando o ponto de coloca¢do ndo pertence ao elementos que estd sendo integrado, ou
seja, quando x0=# X, os nucleos das integrais de contorno podem ser resolvidos por técnica

numérica. No caso do ponto de colocacdo pertencer ao elemento que estd sendo integrado, ocorre
a presenca de singularidade, devido ao termo 1/r e hipersingularidade, devido ao termo 1/ P2
Portanto, os nidcleos das integrais de contorno da equagdo de tensdes, para pontos no contorno,

sdo resolvidos por equagdes analiticas.
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Neste trabalho, os ntcleos das equagdes analiticas estdo escritos em funcdo da
coordenada tangencial do elemento, que coincide com a coordenada global I'. A relagdo entre

coordenada normal e tangencial do elemento & representada pela figura 4.13.

2/\ =S
N{ = So
0 > 1 N2 = -S4
0
n

Figura 4.13 — Relacio entre coordenadas N e S.

Para os elementos lineares, no caso do uso de equacdes analiticas, tem o sistema local &,

substituido por um sistema ‘r’, o qual tem origem no ponto médio do elemento. Os valores neste
sistema partem do centro e evoluem para os extremos dos elementos e os limites de integracdo do
elemento sdo relacionados pela distancia ‘a’, conforme figura 4.14, onde é mostrado o novo

sistema local de coordenadas e o sistema global de coordenadas T".

a l-a 1°tramo: T = -r

2°tramo: ' =r

Figura 4.14 — Sistema de coordenadas em funcdo de uma posicao arbitrdria distante ‘a’
de uma extremidade.

A formulagéo analitica para o nicleo singular Dy; :

1 1 l—a . l—a

2 1 a, l—-a
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A formulagéo analitica para o ndcleo hipersingular Sy, :

Sikj1 :M(iu—_v){ZV kS N +Sisjnk]+

1 1 I 4.97)
~ (= 2w )sysin, + Oy + 8y J+ (1= 4v)n, 8, }-H_ —=-1-n ;a}}
Sika :zﬂ_(iu—_v){ZV[sksjni +S,~Sjnk]+ "
_(1_2V)(25isknj +5jknk +5jkni)+(l_4v)nj5ik }{%|:_ lila _1+1nl;a:|}

Os indices 1 e 2 presentes na formulag@o dos nucleos Dy; e Sy;, nas equagdes (4.95) a

ikj

(4.98), referem-se aos nds inicial e final do elemento.
4.10 - Uso do Operador Tangente para determinacao de Tensoes

Outra forma de determinar tensdo em pontos internos e no contorno ¢ usando o operador
. 1 . -
tangente, que possui a vantagem de trabalhar apenas com termo de ordem —, ou seja, elimina-se
r

a forte singularidade presente em S, .

[

A derivada da equacdo dos deslocamentos em relacdo ao ponto fonte corresponde

(€N

derivada em relacdo ao ponto campo com sinal trocado, conforme dada na equagdo (4.71),

escrita novamente:

U, (x0) = [ Py (g0 X, (X )dT (X )= [ U 4 (9. X ) p (X )dT(X)

onde P,.; (xO,X JeU U (xO,X ) sdo combinagdes lineares da solugdo fundamental de forgas
de superficie e de deslocamentos, respectivamente. u j(X ) e p j(X ) sdo os vetores de

deslocamentos e forcas de superficie, respectivamente.
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A primeira e a segunda integral na equacdo (4.71) sdo regulares para pontos de
colocagdo internos. Para pontos de coloca¢do que aproximam-se do contorno, a primeira integral

da equagdo (4.71) exibe singularidade forte do tipo 1/r* e a segunda integral exibe uma

singularidade de ordem 1/r.

O objetivo da aplicacdo do operador diferencial tangente na primeira integral da equacao
(4.71) € eliminar a hipersingularidade (ou singularidade forte) presente na equagdo, ou seja, as

duas integrais da equagdo (4.71) passam a ter termos apenas de ordem 1/r.

Aplicando a expressdo (3.6) na primeira integral da equacdo (4.71), pode-se escrever a

seguinte relacdo:
J- ij.k xO’ X)dr( = J. [( lp] )(xo ’ (X )] uj (X )dF(X) (499)
F
Trabalhando apenas com o termo do lado direito da equacgdo (4.99), pode-se escrever:

Iai[(O-ipjXXO’X)np(X)]uj(X)dF(X):I{Dpk[aipj(XO’X)]+nk lp/p }u (4 100)

Na equagdo (4.100) o termo D ,, € chamado Operador Diferencial Tangente, o qual tem a

seguinte defini¢do matematica:
D, [fO]=n, (X)f, (X)=n, (X)f,(X) (4.101)

Os produtos do lado direito da equagdo (4.101) podem ser escritos da seguinte forma:

n ()X (X)af(X):nk[af(X)n +3f(X)SP}_n{af(X)n +af(X)Sk} (4.102)

ox g ox, on " Os on * Os

p

Fazendo as operagdes algébricas na equagdo (4.102), tem-se:

af (X af (X af (X af (X
nk(X)%p)—np(X)%k)znksp fa(s )—npsk fa(s ) (4.103)

Percebe-se que a equacdo (4.103) € uma equagdo diferencial usando a derivada em
relacdo a tangente. Dai vem o nome operador diferencial tangente.
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O segundo termo da integral do lado direito da equagdo (4.100) se torna nulo para o caso

dos pontos x, € X ndo coincidirem quando € usada a solucdo de Kelvin, dada na equagdo (3.74)

no capitulo 3.

Aplicando a integracdo por partes no termo restante da integral do lado direito da

equacio (4.100), quando a linha de contorno é fechada, t€ém-se:
[D,lo, (5. X)]u, (x)ar j (50, X) D, Ju, (X)Jar(x) (4.104)
T

A equagdo integral de contorno usando o operador diferencial tangente €, portanto, dada

por:

t,, (x0) = [0, (0. X) Dy Ju, (X ) (x) - [U;, (. X) p, (X )ar(X) (4.105)

r r

As integrais da equacdo (4.105) sdo regulares em pontos internos e exibem apenas
singularidade de ordem 1/r quando o ponto campo aproxima-se do ponto de colocagio.
A equacdo integral de contorno para tensdes pode ser obtida da equagdo (4.105) usando

o tensor de Hooke e a propriedade simétrica do vetor U, ik (x0 L X):
O-Im (XO Clmtkj- ipj xO ’ X) ka[ uj (X)]dr( J‘ jlm xO ’ )dr( ) (4 106)

Sendo C,,, um tensor de quarta ordem definido na equacdo (3.20), no capitulo 3

Escrevendo a equagdo (4.106) em funcdo de Dy; e S, , tém-se:

O-ik(xo): c J-Sikj(XO’X)uj(X)dr(X)-i_J.D

r r

ikjm ij (Xo ) X) P; (X )dF(X) (4.107)

Para pontos sobre o contorno, a equagdo de tensdo (4.107), escrita em termos de Dy; e

S. ., vale:

ikj >
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%O-ik(xo)zc J-kaj(xo’X)uj(X)dr(X)—i_J-D

r r

ikjm ij (xo’ X) P; (X )dF(X) (4.108)

Usando o mesmo tratamento aplicado para a formulagdo da equacdo integral do item
4.9.2, onde para elementos lineares, quando o ponto de colocacdo ndo pertence ao elemento que
estd sendo integrado os nucleos das integrais de contorno podem ser resolvidos numericamente.
No caso do ponto de colocacdo pertencer ao elemento que estd sendo integrado, ocorrendo

presenca de singularidade, os nicleos das integrais s@o resolvidos por expressdes analiticas.

Da mesma maneira, os nucleos usados nas equacdes analiticas estdo em funcdo da
coordenada tangencial do elemento, que coincide com a coordenada global I', cuja demonstracdo

estd representada na figura 4.13.

Assim, os limites de integracdo do elemento sdo relacionados pela distincia ‘a’,

conforme mostrado na figura 4.14.

A formulagdo analitica para o nucleo singular D;; € a mesma definida no item 4.9.2 e

novamente aqui apresentada:

1 l—a  l—a
Dikjlz_m[(l_zv)( jksi+5ijsk_5iksj)+2'sisjsk]{ l .ln P _1}

2 1 a, l—a
D, = —m[(l—2v)(5jk 5; +0,; 5, — 0y sj)+ 25,55, ]{7.ln - +1}

Para a formulagdo analitica para o nicleo Sy, que neste caso € singular, tem-se:

1. 1-
Sikjl = _Cikjm O (xo ) X)[”il,j (X)nm (X) Ui (X)nj (X )] {_Z-IHTQ} (4.109)

S, =—C

1

11—
i Ot (0 X it (X)), (X) =, (X ), (X)] {7.1117“} (4.110)
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Observou-se neste trabalho que para os elementos lineares descontinuos, com presenca

de nds duplos, hé a necessidade de corregéo das componentes dos nucleo S;; que usa o operador

tangente, de modo a incluir o efeito dos extremos.

Para definir a técnica da corre¢do dos componentes do nicleo Sy;, para elementos

lineares descontinuos, pode-se partir do termo do lado esquerdo da equacdo (4.99), o qual pode

ser escrito da seguinte forma:
JDpk[aipj(xO’X)]uj( '[ —n sk [O-ipj(‘XO’X)]uj(X)dF(X) (4.111)
T r
Aplicando a integracdo por partes no termo do lado direito da equacgdo (4.111), tém-se:

){ o, (0. X ) u,(x)] -0, xO,X)aiuj(X)}dr(X) 4.112)
)

Se considerar que I' é uma linha aberta e usando o teorema fundamental do célculo,

pode—se €SCrever:

(nks -n sk)[(fw xo,X)u.(X)'ﬁnél —J.(nksp —npsk)aipj(xo,X)aiuj(X)dF(X) (4.113)
N

J inicial
r

4.10.1 - Implementacao numérica do Operador Diferencial Tangente

A implementacdo numérica do operador tangente no programa € definida da seguinte

forma:

Tomando o termo da derivada do deslocamento pelo cosseno diretor da normal em

relag@o as coordenadas locais &, tem-se:

du. 9
oy, =419 o ds (4.114)
ox, ag ar s 0x

Sendo que:
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8F:1

3
9 _ 1
ar J(¢)

onde J ¢ o Jacobiano de transformacao definido no item 4.7.1.

Considerando a relagao:

os i
ox, 7
pode-se escrever, para o primeiro termo do lado direito da equacdo (4.106) em termos da

coordenada local &:

[o,; (0. X)D, [, ()b (x) = [0, (xO,X(f))%(spnk - sknp)aa—ngdf (4.115)

4.11 - Montagem do programa computacional usando a Equacao Integral de

Contorno para forcas de Superficie.

Uma alternativa de se obter deslocamentos, para elementos lineares, ¢ usando a

formulacdo da equacdo integral de contorno para forcas de superficie.

O objetivo da aplicacdo da formulagdo das forcas de superficie é permitir escrever duas
equagdes para um mesmo ponto de colocacdo. Esta caracteristica é fundamental em casos de

problemas de fratura, cujas faces da trinca coincidem.

Em um contorno suave, a equagado integral de contorno para forgas de superficie pode ser
obtida diretamente a partir dos niicleos das equagdes integrais analiticas de tensdes Sy; € Dy,

multiplicado pelo cosseno diretor da normal em um ponto de colocag¢do x” no contorno suave.
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Assim, tem-se:

—1,(x)=—n, (x,)lsikj (x", X Ju; (X)dT(X )+ n, (x')lJ:lej (x. X)p,;(X)dr(X) (4.116)
onde n; é o cosseno diretor da normal no ponto fonte.

Da mesma forma como foi aplicada na formulagdo das integrais de tensdes, a estratégia

do uso das integrais analiticas € usada quando o ponto de colocagdo coincide com o elemento que

estd sendo integrado, caso ndo coincida, € usada a técnica de integracdo numérica.

Também, pode-se escrever a equacgdo integral de contorno para forcas de superficie a

partir da formulacdo do operador tangente da seguinte forma:

%tk l,gmj' (x X)ka[uj(X)]dF(X)—ni(x')_lDl,q(x X) p,(X)d0(X) (4.117)
%tk () =, ()C, [ S,y & X) w, (X)L (X) =1, ()] D, (¥, X) p, (X)aL(x)  @.118)
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5 - TECNICA DA REGULARIZACAO INDIRETA

5.1 - Introducao

Recentemente vém sendo estudadas varias maneiras de tratar a singularidade presente no
ndcleo das equagdes integrais de contorno. Existem vdrios processos para atingir tal objetivo.
Neste trabalho € apresentado o conceito da regularizacdo indireta, demonstrado no trabalho de

KANE [2].

Inicialmente a técnica da regularizacdo indireta foi estudada, neste trabalho, para a
aplicacdo na equacgdo integral para o problema potencial de temperatura, onde se trabalha com um
ndmero menor de varidveis. Em seguida, usando os conhecimentos adquiridos no problema do
potencial e tendo como objetivo principal de estudo deste trabalho, a técnica foi extrapolada na

aplicacdo em equagdes integrais envolvendo problemas de elasticidade.

5.2 - Regularizacao indireta para o problema potencial de temperatura

A equagdo integral de contorno, a partir da segunda identidade de Green, para problema

potencial de temperatura é:

Cy(x) J¢Xxo) Jz/f Xxo) aT(X ) (5.1)
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onde a fungdo ¢(X, x,) é a solugdo fundamental dada por:

1 1

Sendo X e x, os pontos campo e fonte, respectivamente, r(X,x,) o raio (distincia)

entre os pontos X € x,

Considerando o ponto fonte x, fora do dominio, a constante C vale 1. Movendo o

ponto x, até um ponto localizado no contorno, d,, a singularidade presente no nicleo da

equacdo (5.1) pode ser tratada apenas com o artificio de somar e subtrair o termo l//(do) na

segunda integral do lado direito da equagdo (5.1) da seguinte forma (ver KANE [2]):

Jyix) 2 (X, i M) = [T ()= e 132 (0, 5 Jar () +

a

r (5.3)
J.—¢ X xo )
Fa

Considerando a condi¢do de Holdes, ou seja, se a fun¢do y tem aproximacgdo continua
no ponto d,, entdo o termo [w(X)-w(d,)] tem aproximacio para zero semelhante a (X —d,).

Assim, o dltimo termo do lado direito da equacdo (5.3) permanece singular, porém agora de
forma simplificada. Este processo € conhecido como o isolamento da singularidade da equacgdo

integral de contorno. Substituindo o resultado desta aplicacdo (5.3) na equacio (5.1), tem-se:

w(xo) J¢X xo)% J[W w(d,)] ¢(X X0 )dT(X )+
5.4

~vld, )Jg—;ju,x@ Jar(x)

Desde que a equacgdo (5.4) produza uma resposta constante para qualquer objeto, entao
esta resposta pode ser caracterizada como uma solu¢do simples do tipo y =Cr, onde Cté uma
constante qualquer, como temperatura por exemplo. Deve-se notar que esta temperatura
Ct satisfaz a equacdo diferencial de Laplace, ou seja, V2¢=0. Substituindo a relacio w =Cr na

equacdo (5.4), tem-se:
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Ci= oo, xgJoar()- l(o)%(X,xo)dF(X)—Ctl%(X,xo)dr(X) (5.5)

Realizando as operagdes algébricas na equacdo acima (5.5), tem-se:

J.%(X,Xo)dl“(x):_%:

r

-1 (5.6)

Substituindo a relagdo (5.6) na equacgdo (5.4), pode-se, agora, escrever a equagdo integral

de contorno para o problema potencial da seguinte forma:

)=o) = [ (X, ) S (0 (6) = [y ()=l 192 (X, g Jar(x) (5.7)

on -

O limite das integrais da expressdo (5.7) pode agora ser tomado como o ponto x,
aproximando do ponto no contorno d,. Nota-se que a nova equacdo integral de contorno (5.7)

contém integrandos que sdo, no maximo, fracamente singulares e, portanto, podem ser integrados

numericamente. Assim, pode-se dizer que a equagdo intergral de contorno acima foi regularizada.

A implementacdo desta técnica na rotina dos programas se da de uma forma pratica, ou
seja, ao fixar o ponto de colocacdo e percorrer todos os pontos do contorno, basta apenas subtrair
as contribuicdes destes pontos na diagonal da matriz H. Esta caracteristica define o termo

regularizacdo indireta.
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5.3 - Regularizacio Indireta para problemas de Elasticidade

Da mesma forma do tratamento do potencial, a técnica da regularizacdo indireta é

aplicada a problemas planos de elasticidade (deslocamentos e tragdes).

A técnica consiste em reduzir a forte singularidade presente na solu¢do fundamental para

0 nucleo P; devido a relacdo yz , quando o limite da equacdo integral de contorno (4.39),
r

demonstrada no capitulo 4 é feito x, — X , ou seja, a distancia dos dois pontos tende a zero r — 0

Andlogo ao comportamento do problema potencial, inicialmente pode-se considerar o

ponto fonte x, no interior do dominio, entdo, da equacdo (4.39), tem-se C=1, assim,

reescrevendo a equacao (4.39) do capitulo 4, tem-se:

(xo)+ H (X x0 )u, (% )T ()] = [|U; (X .30 )p (%) dr(%)]

E observado o comportamento singular & medida que o ponto fonte X, se aproxima de
um ponto no contorno d,. Da mesma forma como no problema potencial, é feito o procedimento
em que se faz a soma e a subtragio de u,(d,) na integral da solugio fundamental P,; da equacdo
de deslocamentos (4.39).

J.Uij*(X’xO)pj(X)dF(X):J.Pij*(X’xO)[uj(X)_uj(dO)]dF(X +

(dO)J EX X0 )dT(X )+ u, (x,) (5.8)

Substituindo-se a solu¢do associada com o movimento de corpo rigido u; =a; na

equacdo anterior (5.8) chega a.

0= aJ (X, x0)dT(X )+ g (5.9)
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[ By (x,xp)ar(x) =——L=-5; (5.10)
r J

Substituindo a relagdo dada por (5.10) na equacdo (5.8), obtém-se a regularizagdo da

equacao integral de contorno para deslocamentos:

u ; (xg j (o) ()= (d)ar(x) = [uy" (X x0 )P, (X )ar(x) (5.11)

E importante observar que quando o ponto x, aproxima-se do ponto d,, 0 primeiro

termo do lado direito da equagdo (5.11) anula-se.
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6 - TECNICA DA INTEGRACAO NUMERICA

6.1 - Introducao

Como j4 foi apresentado no capitulo 4, quando o ponto de colocagdo ndo pertence ao

elemento que estd sendo integrado, ou seja, quando ponto fonte x, e o ponto campo X ndo

coincidem, as integrais de contorno podem ser tratadas por técnicas numéricas.

Por outro lado, quando o ponto de colocacdo pertence ao elemento que estd sendo

integrado, ou seja, ponto fonte x, e o ponto campo X coincidem, os nicleos das integrais podem

ser solucionados por equagdes analiticas ou pela técnica de regularizacdo. Neste trabalho foi

adotada a técnica da regularizacdo para a equacio de deslocamentos.

Uma particularidade observada neste trabalho € em rela¢do aos elementos descontinuos,
com a presenca de nds duplos. Neste caso, o ponto de colocagdo é deslocado para dentro do
elemento que estd sendo integrado e o elemento € dividido em elementos menores, os quais se
convencionou chamar de sub—elementos. Observou-se com aplicacao desta técnica uma melhora

nos resultados obtidos.
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6.2 - Quadratura Gaussiana Ordinaria

Para elementos constantes ou lineares, quando usados na discretizacdo do contorno, é
possivel utilizar equacdes analiticas na formulacdo das equagdes integrais de contorno, obtendo

respostas precisas.

Por outro lado, no caso de elementos de ordem superior, torna-se muito complexo a
aplicagdo destas integrais analiticas. Para este caso, a técnica da integracdo numérica € utilizada.

Uma técnica muito utilizada € a regra de Simpson para integrar fungdes com uma
varidvel singular independente e pode ser adaptada para duas varidveis independentes, isto &,
integrais bidimensionais. A desvantagem deste método € que a funcdo a ser integrada é aplicada

somente a intervalos fixos e torna-se mais trabalhosa para equagdes integrais de ordem superior.

Outra técnica numérica muito difundida, utilizada neste trabalho, é a quadratura de
Gauss. Esta técnica proporciona resolucdes de mesma precisdao que a regra de Simpson, porém, as
funcdes sdo resolvidas para intervalos ndo necessariamente fixos, ou seja, tem-se maior controle
na localizagcdo dos pontos que definem o intervalo a ser integrado, o que € uma vantagem quando
os pontos, por exemplo, sdo colocados diretamente sobre os nds de um elemento de contorno.
Como foi demonstrada em KANE [2] e BECKER [31], a quadratura de Gauss € uma das técnicas

mais eficientes para integra¢do numérica de fun¢des polinomiais.

A quadratura de Gauss consiste em solucionar o valor de uma dada equacdo integral por
aproximacao através da integracdo de uma fun¢do polinomial em um intervalo padronizado de —1

até +1.
A fungdo polinomial, descrita dentro do limite de integral padronizado, é calculada para

um certo nimero de pontos Gaussianos, conhecidos como coordenadas Gaussianas. Nestes

pontos a fungcdo é multiplicada por uma funcdo ponderadora denominada peso. Apds cada
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operacdo de multiplicacdo da fun¢do pelo peso, o resultado é somado sucessivamente a fim de
calcular a integral.

Os pontos de Gauss e as funcdes peso sdo otimizados de tal forma a dar a melhor
precisdo possivel, ou seja, quanto maior o nimero de pontos de Gauss utilizados, melhor serd a

precisdo nas respostas.

A equacio (6.1) representa o0 método da quadratura Gaussiana para uma fun¢do com uma

variavel independente singular:
+1 G
[r@ag=3 rle,)w, ©.1)
-1 g=1

Onde G € o nimero total dos pontos de Gauss, &, as coordenadas dos pontos de Gauss e

W, estd associado a fungdo peso.

A funcgdo 6.1 para quatro pontos de Gauss pode ser representada graficamente:

Fe A

6 1)

-1 ¢ & & &y +1 ¢

Figura 6.1 — Funcdo integral com quatro pontos de Gauss.

Para fun¢do com duas varidveis independentes, a equacdo (6.1) € facilmente adaptada:
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+1 +1 G, G,
[ [1&.6)ds de =3 > 1l&,.E) WW, (6.2)
-1 4 m=1 n=l

Como ja foi mencionada, a técnica da quadratura de Gauss apresenta resultados com

precisdo quando o ponto de colocacdo ndo pertence ao elemento que estd sendo integrado.

Quando o ponto de colocagdo pertencer ao elemento, a singularidade presente nos
nicleos das integrais, para valores de deslocamentos e tensdes em pontos internos, € tratada pela
técnica da regularizagdo, vista no capitulo 5, permitindo, assim, o uso da quadratura de Gauss.
Entretanto, observou-se neste trabalho a necessidade de adotar algumas particularidades expostas

a seguir.

As equagdes que definem as sub-matrizes H e G dadas em (4.52) e (4.53),

respectivamente e repetidas abaixo sdo:

+1
HY = [P} (X,x0) @ J(£)dé
-1

+
Gi,;' = J.U;(X,xo)(ﬁk J(&)aé
el

Para o caso de elemento linear, que € definido por n6 inicial i e n6 final j, tomando as

equacgdes acima e considerando, por exemplo, que o ponto de colocagdo estd no né inicial i, a
varidvel k vale 2 na primeira equacio (4.52), entdo os coeficientes da matriz H existem apenas

para o né final j, ou seja, ha contribuicdes apenas para o né final. J4 para a segunda equacgdo

(4.53), a varidvel k varia de 1 até 2, ou seja, todos os coeficientes da matriz G sdo diferentes de

Z€10.

J4 no caso do ponto de colacdo coincidir com o né final j, as contribui¢des calculadas

na sub-matriz H serdo apenas para o né inicial i.
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Para o caso de elementos quadraticos continuos, delimitados por né inicial i, né médio
m e no final j, todos coeficientes das matrizes H e G sdo calculados. Neste caso, para os
coeficientes da matriz G, os parametros utilizados para cdlculo da integral sio os mesmos
definidos no capitulo 4 , porém, para os coeficientes da matriz H , os pardmetros, demonstrados

em BONNET [29], sdo definidos da seguinte forma:

Considerando o elemento quadrético da figura 6.2:

Figura 6.2 — Elemento quadrético

Onde 1, 2, 3 sdo os nds inicial, médio e final do elemento e £ € a coordenada do ponto
de colocacdo no interior do elemento quadratico que estd sendo integrado, com origem no né

central 2.

Partindo das equacdes (4.42) e (4.43) que definem as coordenadas dos pontos locais &,

demonstradas no capitulo 4:

3
X(f)zlgl(ﬂi(f)xi =0 (X1 +9, ()X, +93(8) X5

3
Y(f)zlzf]%(f)yi =0 (Y + 0, (O, +9; (DY,

e das equagdes que definem as coordenadas o ponto de colocagio & :

_ 3 _ _ _ _
X(Cf):l_)::l(ﬂi(f)xi =0, ()X, +0,(E) X, +93(E) X5 (6.3)
_ 3 _ _ _ _
Y(f)=i§1¢i(f)Yi =0, (DY + 0, (Y, +93(O)Y; (6.4)
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Fazendo a subtragdo das equacdes (4.42) e (4.43) pelas equagdes (6.3) e (6.4), tem-se:

X&) - X&) =016 -9, X, +(0,(6) -0, ) X5 +(p5(&) —3 (D) )x 4 6.5)

Y($) - Y(E) = ((Pl &) - (5) )Yl + (‘Pz &) -9, (E) )Yz + ((P3 &) -5 (E) )Y3 (6.6)

Sendo as funcdes de forma ¢, (4.46) para os elementos quadrdticos, apresentadas no

capitulo 4, como:

w52

2 2

0, (§)=01+£)1-¢)

os)-4 53]

Para encontrar as novas funcdes de forma aplicadas para o elemento quadratico, deve-se,

primeiro, substituir nas equacdes acima & por ¢ formando, assim novas equagdes:

0,(E)- E[g + l} 6.7)

Em seguida faz-se a subtracdo das equagdes (4.46) pelas novas equagdes (6.7),

finalmente tem-se:

oole-2--2)le+ o)1)
P () S ) )
oole-2)--2) [+ g)+] (6.8)
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sendo ¢g, as funcdo de forma modificadas aplicada ao elemento quadritico continuo.

As coordenadas dos pontos de Gauss, agora, sdo definidas pelas novas func¢des de forma

pg; , ficando:
X(§—§)= P, (f—E)Xl +¢(P2(§—E)X2 +¢¢3(§—2)X3 (6.9)
Y(E-&E)= 09, (& - O, + 90, (£~ EY, +99;(E - )Y, (6.10)

Todos os demais parametros para a integracdo do nucleo sdo em fungdo das equagdes

(6.9) e (6.10).

A técnica descrita anteriormente contém a regularizacdo indireta quando se faz £-& e

permite tratar, assim, a singularidade presente no ntcleo.

6.3 - Sub-Elementos

No caso de elementos quadriticos continuos, para os coeficientes da matriz H, basta
aplicar a técnica tratada no item 6.2, porém, quando o elemento que estd sendo integrado é

quadrético descontinuo, verificou-se a necessidade de dividi-lo em sub-elementos.

Seja, por exemplo, o elemento quadratico definido no intervalo de —1 até +1, indicado na

figura 6.3, usando agora a coordenada intrinseca &. O elemento € dividido em trés sub-elementos

da seguinte forma:
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Figura 6.3 — Elemento quadratico dividido em sub-elementos

Onde os trés novos elementos sao:

Sub-elemento 1 Sub-elemento 3
Figura 6.4 — Sub-elementos.

As posicoes dos pontos de colocagdo ¢, sdo definidas pelas funcdes de forma dada em

(4.46) no capitulo 4 e pelas varidveis intrinsecas &;, que valem, neste caso:

&=-1
52 Z_%
& z—%

& =0 (6.11)

S =+%

% =+%
G =+l
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Aplicando os valores da varidvel & nas equacdes (4.42) e (4.43) demonstradas no

capitulo 4, pode-se determinar as coordenadas X (&) e Y(£) dos pontos dos sub-elementos e com

isso, definir os pardmetros necessarios para o cdlculo dos nucleos das integrais.

Cada sub-elemento € resolvido independentemente, onde sempre o ponto de colocacdo
coincide com o né central do sub-elemento. Para este n6, € usada a técnica de integracdo

utilizando o conceito demonstrado no item 6.2, ou seja, com as fun¢des de forma modificadas

op; . Neste caso varidvel intrinseca & tem valor zero.

Para os outros dois nés do sub-elemento que estd sendo integrado, € utilizado a
integracdo numérica pelo método da quadratura de Gauss.
Para cada sub-elemento integrado, as contribui¢des calculadas sdo espalhadas para os

demais n6s do elemento original através das fungdes de forma definidas em (4.46).

6.4 - Programas usados no trabalho

No trabalho foram desenvolvidos trés programas aplicados nos problemas de

elasticidade.

O primeiro programa usa elementos isoparamétricos quadrdticos na andlise de
deslocamentos e tensOes. Neste programa s3o obtidos valores de deslocamentos para pontos
internos a0 dominio e para pontos sobre o contorno. Os valores de tensdes, neste programa, sao

obtidos apenas para pontos internos ao dominio.

O segundo programa usa elementos isoparamétricos lineares, na andlise de
deslocamentos e tensdes em pontos internos ao dominio € em pontos no contorno. Este programa
segue a mesma estratégia do programa para elementos quadréticos, apenas algumas sub-rotinas

sdo diferentes daquelas apresentadas no primeiro programa.
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No terceiro programa sdo usadas as duas equacdes integrais, uma para deslocamento e
outra para forcas de superficie. O programa ¢é usado para estudo da mecanica da fratura eldstico
linear e podem ser determinados os fatores de intensidade de tensdao e de deslocamentos em
pontos internos.

Para efeito de ilustracdo é apresentado na figura 6.5 o fluxograma da montagem do
primeiro programa, que parte de um arquivo de dados montado previamente. Na seqiiéncia, as
sub-rotinas do primeiro programa e as diferentes sub-rotinas usadas nos outros dois programas

serdo explicadas de maneira bastante sucinta.

INICIO
( ) —

—>»| ENTRADA y| INTEGRACAO NUMERICA 4
DOS SUB-ELEMENTOS
4_
» MATRIZGH [ » - -
— INTEGRACAO NUMERICA
REGULARIZADA
) <
PROGRAMA CONDICOES DE X 2
¥ > INTEGRACAO NUMERICA
PRINCIPAL CONTORNO —> ¢ i
—>  soLucio |
v
SAIDA
»  TENSOES

Figura 6.5 — Fluxograma do programa de elasticidade que usa elementos quadraticos.

86



A sub-rotina PROGRAMA administra todas as sub-rotinas usadas no programa e ao
final monta o arquivo de saida, que contém os dados de entrada e os resultados de deslocamentos

e tensoes obtidos pelo programa.

A sub-rotina ENTRADA faz a leitura de todos os dados, relacionados com o problema,
necessdrios para a execucdo do programa. A leitura € feita a partir de um arquivo montado
previamente por um editor de texto. Os dados lidos sdo, entre outros, o nimero de nds de
contorno, nimero de nds internos ao dominio, leitura dos elementos de contorno com seus nos

inicial, central e final e, também, a leitura das propriedades do material.

A sub-rotina MATRIZ GH monta as matrizes globais G e H da estrutura. Nesta sub-
rotina, os pontos de colocagdo t€ém suas coordenadas armazenadas em vetores para a integracao.
Quando ha presenga de nés duplos, estes sdo deslocados de 1/6 do comprimento do elemento
concorrente ao n6 duplo. Ainda nesta sub-rotina é efetuado o teste se o elemento que estd sendo
integrado possui o ponto de colocacdo. Caso afirmativo, a sub-rotina usa outra sub-rotina auxiliar,
a sub-rotina INTEGRACAO NUMERICA DOS SUB-ELEMENTOS, que trata os elementos
descontinuos, ou seja, que possuem nds duplos. Esta sub-rotina estd ligada diretamente com as
outras duas sub-rotinas que auxiliam a sub-rotina Matriz GH e usa a técnica dos sub-elementos,
mostrada no item 6.3 do capitulo 6. A sub-rotina INTEGRACAO NUMERICA
REGULARIZADA ¢ usada para elementos continuos, onde € aplicada a equacdo integral de
deslocamentos regularizada escrita em termos das func¢des de forma modificadas, conforme

mostradas no item 6.2 do capitulo 6.

A sub-rotina INTEGRACAO NUMERICA, que emprega a técnica da quadratura de
Gauss-Legendre, € usada quando o ponto de colocacido ndo pertence ao elemento que esta sendo

integrado.
Para o programa que usa elementos isoparamétricos lineares, a sub-rotina MATRIZ GH
tem praticamente as mesmas caracteristicas da sub-rotina usada no primeiro programa. Neste

segundo programa, a sub-rotina identifica em que nd, inicial ou final do elemento que estd sendo
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integrado, o ponto de colocagdo se encontra. Em seguida usa-se a sub-rotina auxiliar
INTEGRACAO NUMERICA NOS DUPLOS, quando hd a presenca de nés duplos. Nesta sub-
rotina, apds o ponto de colocagdo ser deslocado para dentro do elemento, conforme demonstrado
no item 4.6 do capitulo 4, o elemento é dividido em dois sub-elementos e ao final deste processo
o programa usa a sub-rotina INTEGRACAO NUMERICA que emprega a técnica da quadratura
de Gauss-Legendre. Em ambas sub-rotinas de integracdo ¢ usada a técnica da regularizacdo,
conforme descrito no item 6.2 do capitulo 6. No caso do programa tratar problemas que usam
apenas elementos continuos, a sub-rotina MATRIZ GH usa diretamente a sub-rotina

INTEGRACAO NUMERICA.

No terceiro programa, a sub-rotina MATRIZ GH difere das outras usadas nos dois
programas, quando usa a equacgdo integral de deslocamento e a equagdo integral de forcas de
superficie para tratar problemas com trinca. Nesta sub-rotina é realizado o teste se o ponto de
colocagdo pertence ao elemento que estd sendo intergrado. Caso afirmativo, as equacdes integrais
de deslocamentos e de forcas de superficie empregam a formulacio das integrais analiticas. Caso
o elemento que estd sendo integrado ndo contenha o ponto de colocacdo, as equagdes integrais de
deslocamentos e de forcas de superficie sdo tratadas numericamente. Neste programa a técnica da

regularizagdo indireta ndo foi desenvolvida.

A sub-rotina CONDICOES DE CONTORNO impde as condicdes de contorno do

problema, ou seja, organiza o sistema de equacdes conforme os valores prescritos e as incognitas.
A sub-rotina SOLUCAO resolve o sistema de equagdes montado anteriormente.
A sub-rotina TENSOES calcula os valores de tensdes em pontos internos, a partir dos

valores de deslocamentos encontrados anteriormente e com o uso das duas equagdes integrais de

tensoes, a hipersingular e a que usa o operador diferencial tangente.
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7 - EXEMPLOS NUMERICOS

7.1. Introducao

Neste capitulo sdo apresentados alguns exemplos de problemas do estado plano de
tensdo e deformacdo para demonstrar a aplicacdo do método dos elementos de contorno a

elasticidade.

Os problemas envolvem elementos continuos e descontinuos lineares e quadréticos na

discretizagdo do contorno.

Nos problemas que se usou a equacdo de deslocamentos como base para montagem do
sistema de equacdes as singularidades foram tratadas através do processo de regularizacio
indireta mostrada no capitulo 5. Na modelagem numérica as equagdes integrais de deslocamentos

fizeram uso de elementos isoparamétricos lineares ou quadréticos.

Quando se usou o método das duas equacdes integrais, a equacdo integral de
deslocamentos e a equacdo integral de forcas de superficie, as singularidades foram tratadas pelo
valor principal de Cauchy quando a equacdo intergal de superficie empregou o operador
diferencial tangente. Para a equagdo integral de deslocamentos foram usadas expressoes

analiticas.
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Quando o elemento que estd sendo integrado ndo contém o ponto de colocagdo, a
equacao integral de forcas de superficie ndo empregou o operador diferencial tangente mas usou a

singularidade forte do tipo 1/r?, a integral analitica foi feita com base no valor principal de

Hadamard. A equacdo integral de deslocamentos, neste caso, foi tratada numericamente.

Para resultados de tensdes em pontos no contorno, o sistema foi montado empregando o
operador diferencial tangente na equacdo integral de tensdes. Quando ocorre singularidade sdo
empregadas expressoes analiticas.

Por outro lado, para fins de comparacdo sdo apresentados resultados de tensdes para
pontos no contorno usando a equacao integral de tensdo que emprega a singularidade forte do tipo

1/r> . Da mesma forma, para tratar as singularidades sdo empregadas expressdes analiticas.

Cada exemplo estudado tem suas respostas comparadas com as solugdes analiticas
apresentadas na bibliografia utilizada. Isso torna a comparacdo confidvel para os resultados

apresentados.

Na integra¢do numérica dos exemplos foram utilizados 8 pontos de Gauss.

7.2 - Defini¢ao da posicao dos Pontos de Colocaciao em Elementos Lineares e

Quadraticos

Como exposto nos capitulos anteriores, a posi¢do dos pontos de colocagcdo nos

elementos lineares e quadraticos é determinada com a seguinte estratégia:

Os pontos de colocagdo coincidem com os nds de contorno dos elementos continuos do

tipo linear ou quadrético.
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No caso de elementos lineares descontinuos, os pontos de colocacdo sdo deslocados para

dentro dos elementos a uma distancia de % do comprimento (L) do elemento, ilustrado pelas

figuras 7.1 e 7.2 abaixo:

el

1 !

Figura 7.1 — Elemento linear com n6 duplo inicial.

)

L

QN

Figura 7.2 — Elemento linear com n6 duplo final.

No caso de elementos quadraticos descontinuos, os pontos de colocagdo sdo deslocados

para dentro do elemento a uma distancia de % do comprimento (L) do elemento. Quando se usa

a técnica da regularizacdo indireta, o ponto de colocacdo € posicionado no né central do

elemento.

7.3 - Exemplos de problemas em Estado Plano de Tensao

Neste item s@o mostrados alguns exemplos de chapas solicitadas nas bordas e com
restri¢do ao deslocamento. As condi¢des de contorno necessdrias para a montagem das matrizes
[H] e [G], descritas no item 4.7.3 do capitulo 4, podem ser ilustradas, tomando como base o

primeiro exemplo de chapas, das figuras 7.3 a 7.5, onde os dois lados paralelos ao eixo X e o lado
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paralelo ao eixo Y, correspondente ao intervalo dos nés 10 ao 18, possuem forgas superficiais
prescritas, nulas e ndo nulas. Portanto as incognitas a serem determinadas sdo de deslocamentos.
O lado paralelo ao eixo Y, delimitado do né 28 ao né 36, possui deslocamentos prescritos em
uma direcdo e forcas nulas prescritas na outra direcdo. Neste exemplo apenas um né tem

deslocamentos prescritos em ambas direcdes, neste caso impedido de deslocar.

O mesmo raciocinio € aplicado aos demais exemplos de chapas, conforme cada
ilustracdo. A simbologia dos apoios ilustrada nos exemplos determina que todos os nds daquele

lado da chapa possuem, ao menos, uma dire¢do impedida de deslocar.

7.3.1 - Exemplos de Chapas quadradas

Os exemplos de chapas quadradas sdo extraidos dos trabalhos de FIGUEIREDO E
ALMEIDA [26] e BREBBIA et al [30]. A chapa usada nos dois exemplos, ilustrada na figura 7.3,
€ solicitada em estado plano de tensdo, onde as propriedades do material adotadas nestes
exemplos sdo as mesmas usadas nas fontes literdrias para efeito de comparagdo de resultados:

E =5 kN/m?

v=03

As forgas aplicadas no contorno sdo p=2 kN/m? e o lado da chapa tem 4,00m. Para os
exemplos de chapas analisados foram usadas as mesmas discretizagdes de malhas dos exemplos
apresentados na referéncia bibliografica. Foram usados 32 elementos de contorno para elementos
lineares e 16 elementos de contorno quadraticos. Nos dois casos foram usados 36 nds de contorno
e considerados elementos continuos e descontinuos, com presenca de nds duplos concorrentes aos
cantos da chapa, conforme ilustra a figura 7.4. Foram utilizados quatro pontos internos ao

dominio para cédlculos dos deslocamentos e tensdes, dispostos de forma eqiiidistante.
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Com o objetivo de demonstrar a eficiéncia das equagdes de tensdo (4.107) e (4.108), que
¢ obtida a partir do operador tangente, os valores de tensdes para pontos internos € no contorno
para elementos lineares sdo comparados aqueles obtidos pela outra equacdo de tensdo (4.75) e

(4.94), de formulacao hipersingular.

A figura 7.3 ilustra as posi¢des dos pontos internos da chapa utilizada nos dois exemplos

demonstrados neste item. Da mesma forma, a figura 7.4 ilustra a discretizacido da chapa nos dois

exemplos.
A

9 8 /

& & \ JEmmN
@)
o

5 4 -

+ + 6 @—%
@)
O

1 2 —

+ + B
@)
o
o\
g( _> ><

2.00 1.00 [, 1.00

Figura 7.3 — Ilustracdo da chapa com a posi¢do dos pontos internos € no contorno para o calculo

das tensoOes e deslocamentos.
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Figura 7.4 — Discretizacdo da chapa com a posi¢cdo dos nés de contorno, inclusive os nds

duplos.

No primeiro exemplo tem-se o carregamento na chapa no sentido do eixo x, conforme
ilustra a figura 7.5. Todos os nés do lado oposto ao carregamento tém deslocamentos impedidos
no eixo x, exceto o nd central, que possui deslocamento impedido em ambas direcdes. Os
resultados obtidos do primeiro exemplo sdo comparados com aqueles demonstrados no trabalho
de FIGUEIREDO E ALMEIDA [26] cujas solugdes analiticas sdo obtidas do trabalho de
TIMOSHENKO [32].
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Na tabela 7.1 sdo apresentados os valores de deslocamentos nos pontos internos para
elementos quadréticos. Na tabela 7.2 sdo apresentados os valores de deslocamentos para nés no
contorno. Os deslocamentos obtidos em pontos internos e no contorno para elementos lineares a

partir da equacao de deslocamentos, estdo apresentados nas tabelas 7.3 e 7.4. Todos os valores de

\VARVARVAAVA

Figura 7.5 — Ilustracdo do carregamento e apoios da chapa.

-

deslocamentos foram obtidos a partir da equagao integral de deslocamentos regularizada.

Tabela 7.1 — Deslocamentos nos pontos internos para elementos quadraticos (m).

solugdo analitica

irl:toer:;oos; apresentada em [26] elementos quadraticos Diferenca (%)
Ux Uy Ux Uy Ux Uy
1 0,8000 0,0000 0,7983 0,0000 0,2115 0,0000
2 1,2000 0,0000 1,1987 0,0000 0,1045 0,0000
3 0,8000 -0,1200 0,7983 -0,1199 0,2115 0,0659
4 1,2000 -0,1200 1,1987 -0,1199 0,1045 0,0659
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Tabela 7.2 — Deslocamentos nos pontos no contorno para elementos quadraticos (m).

Ponn;os ar;src;tjeg:tc;::?::(ige] elementos quadraticos Diferenca (%)
contorno Ux Uy Ux Uy Ux Uy
5 1,6000 0,0000 1,5999 0,0000 0,0053 0,0000
6 1,6000 -0,1200 1,5999 -0,1207 0,0053 0,6034
7 1,6000 -0,2400 1,6032 -0,2405 0,2041 0,1988
8 1,2000 -0,2400 1,1987 -0,2398 0,1061 0,0878
9 0,8000 -0,2400 0,7983 -0,2398 0,2118 0,0869

Tabela 7.3 — Deslocamentos, obtidos a partir da equacao de deslocamentos, nos pontos
internos para elementos lineares (m).

solugdo analitica elementos lineares - Eq. . o
.Pontos apresentada em [26] deslocamentos Diferenca (%)
internos
Ux Uy Ux Uy Ux Uy
1 0,8000 0,0000 0,8000 0,0000 0,0000 0,0000
2 1,2000 0,0000 1,2000 0,0000 0,0000 0,0000
3 0,8000 -0,1200 0,8000 -0,1200 0,0000 0,0000
4 1,2000 -0,1200 1,2000 -0,1200 0,0000 0,0000

Tabela 7.4 — Deslocamentos, obtidos a partir da equacdo de deslocamentos, nos pontos no
contorno para elementos lineares (m).

Pontos solugéo analitica elementos lineares - Eq. Diferenca (%)
no apresentada em [26] deslocamentos
contorno Ux Uy Ux Uy Ux Uy

5 1,6000 0,0000 1,5999 0,0000 0,0052 0,0000
6 1,6000 -0,1200 1,5999 -0,1200 0,0052 0,0000
7 1,6000 -0,2400 1,6000 -0,2400 0,0000 0,0000
8 1,2000 -0,2400 1,2000 -0,2400 0,0000 0,0000
9 0,8000 -0,2400 0,8000 -0,2400 0,0000 0,0000

Na tabela 7.5 sdo apresentados os valores de tensdes nos pontos internos, para elementos
quadraticos e lineares, no sentido do carregamento. Para os elementos lineares foi usada a
formulacdo da equacdo integral de deslocamentos regularizada. Na tabela 7.6 sdo apresentados os

valores de tensdes para pontos no contorno usando a mesma formulacao.
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Tabela 7.5 — Tensdes nos pontos internos, onde para elem. lineares foi usada a formulacao da

equacgdo de deslocamentos regularizada (kN/m?).

olementos quadréticos - elementos Diferenca (%) | Diferenca (%)
Pontos solugéo analitica [26] Equa 20 (4.75) lineares, usando para elem. para elem.
internos quagac {+ equacio (4.75) Quad. lineares.
sigma Xxx sigma Xxx sigma Xx sigma Xx sigma Xx
1 2,0000 1,9989 1,9999 0,0550 0,0050
2 2,0000 1,9989 1,9999 0,0550 0,0050
3 2,0000 1,9989 1,9999 0,0550 0,0050
4 2,0000 1,9989 1,9999 0,0550 0,0050

Tabela 7.6 — Tensdes nos pontos no contorno para elem. Lineares, onde foi usada a

formulacdo da equagdo de deslocamentos regularizada (kN/m?).

P solugao analitica [26] elementos I|r~1eares,
ontos no usando equacgéo (4.94)
contorno
sigma xx sigma xx

5 2,0000 2,0000

6 2,0000 2,0000

7 2,0000 2,0000

8 2,0000 2,0000

9 2,0000 2,0000

Pode-se perceber que os resultados obtidos de deslocamentos e tensdes sao muito
préoximos aos resultados apresentados no trabalho de FIGUEIREDO E ALMEIDA [26], com
diferencas inferiores a 0,5%. E importante observar que os resultados de deslocamentos obtidos
pela formulacdo usando elementos lineares e quadrdticos empregou a equagdo integral de
deslocamentos regularizada ao passo que os resultados obtidos no trabalho FIGUEIREDO E

ALMEIDA [26], as singularidades foram tratadas com expressdes analiticas.
Percebe-se, ainda, que os resultados foram melhores quando se usou a formulagdo com

elementos lineares comparados com aqueles que usou elementos quadraticos, devido a geometria

do modelo estudado.
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No segundo exemplo, extraido do trabalho de BREBBIA et al [30], tem-se carregamento
nos dois sentidos do eixo X. Nos nés dos lados paralelos ao eixo X tem-se restricdo ao

deslocamento no sentido do eixo Y, conforme ilustrados na figura 7.6.

EAVAVAVAVAVAVAVAVAVARR

R AVAVANAVAVAVAVAVA S

Figura 7.6 — Chapa com carregamento no eixo x nos dois sentidos e restri¢ao no eixoy.

Neste exemplo, sdo apresentados os resultados dos deslocamentos na direcio do
carregamento para elementos quadriticos, onde se usou a equacgdo integral de deslocamentos
regularizada e para elementos lineares, onde foram usadas as duas formulagdes, a da equagdo
integral de deslocamento regularizada e a da equacgdo integral de forcas de superficie. Também
sdo apresentados os valores de tensdes, na direcio X e Y, nos pontos internos € no contorno
obtidas pela equacdo de tensdo hipersingular (4.75) e (4.94). Sao apresentados, ainda, os
resultados das tensdes obtidas pela equagdo que contém o operador tangente (4.107) e os valores
sao comparados com aqueles obtidos pela equagdo (4.75). Os resultados obtidos sdo comparados

com os resultados previstos pela solucdo analitica, apresentados no trabalho de referéncia.
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Tabela 7.7 — Deslocamentos na dire¢do do carregamento nos pontos internos (m).

. ) Diferenga
Pontos soluca lementos glementos glementos Diferenca D|ferenga lemn linares-
§a0 eleme I - lineares-e elem elem.lineares- | &€ ares
i litica [30] | quadraticos Ineares-eq. ; g : ) eq.forgas sup
Internos | ana desloc. forgas sup. Quad.(%) |eq. desloc.(%) (%)
1 0,7280 0,7278 0,7279 0,7280 0,0227 0,0137 0,0000
2 1,0920 1,0922 1,0920 1,0920 0,0224 0,0000 0,0000
3 0,7280 0,7278 0,7279 0,7280 0,0227 0,0137 0,0000
4 1,0920 1,0922 1,0920 1,0920 0,0224 0,0000 0,0000

Tabela 7.8 — Deslocamentos na dire¢do do carregamento nos pontos no contorno (m).

Pontos - elementos elementos Diferenca Diferenca
solucao elementos . . .
no analitica [30] | quadréticos lineares-eq. lineares-eq. elem. elem.lineares-
contorno desloc. forgas sup. Quad.(%) |eq. desloc.(%)
5 1,4560 1,4571 1,4561 1,4560 0,0779 0,0069
6 1,4560 1,4571 1,4561 1,4560 0,0779 0,0069
7 1,4560 1,4571 1,4561 1,4560 0,0779 0,0069
8 1,0920 1,0922 1,0920 1,0920 0,0224 0,0000
9 0,7280 0,7278 0,7279 0,7280 0,0227 0,0137

Tabela 7.9 — Tensdes nos pontos internos, onde para elem. lineares foi usada a formulagdo da
equacao de forgas de superficie (kN/m?).

= o elementos quadraticos - elementos Iinea[es, . o
Pontos solugao analitica [30] Equacéo (4.75) usando equagdo |Diferenga (%) para elem. Quad.
internos (4.75)
sigma xx | sigma yy [ sigma xx | sigmayy |sigma xx|sigma yy| sigma xx sigma yy

1 2,0000 0,6000 1,9987 0,6005 2,0000 | 0,6000 0,06283 0,08342

2 2,0000 0,6000 1,9987 0,6005 2,0000 | 0,6000 0,06283 0,08342

3 2,0000 0,6000 1,9987 0,6005 2,0000 | 0,6000 0,06283 0,08342

4 2,0000 0,6000 1,9987 0,6005 2,0000 | 0,6000 0,06283 0,08342

Tabela 7.10 — Tensdes nos pontos no contorno para elem. Lineares, onde foi usada a
formulacdo da equacdo de forcas de superficie (kN/m2).

- . elementos lineares,

Pontos no solugéo analitica [30] usando equacio (4.94)
contorno

sigma xx | sigma yy | sigma xx | sigma yy

5 2,0000 0,6000 2,0000 0,6000

6 2,0000 0,6000 2,0000 0,6000

7 2,0000 0,6000 2,0000 0,6000

8 2,0000 0,6000 2,0000 0,6000

9 2,0000 0,6000 2,0000 0,6000

99



Com o objetivo de comparar as duas formulagdes das equacdes integrais de tensdes, sao
apresentados os resultados das tensdes nos pontos internos obtidos pela equagdo integral de
tensdes hipersingular (4.75) e a equacdo integral de tensdes definida a partir do operador tangente

(4.107). A tabela 7.11 apresenta os resultados das tensdes obtidos pelas duas formulagdes.

Tabela 7.11 — Comparacdo de tensdes calculadas nos pontos internos pelas equacdes (4.75) e
(4.107) (KN/m?2).

elementos lineares, equagéao elementos lineares, equacdo
lPontos hipersingular (4.75) usando Operador Tangente
internos (4.107)
sigma xx | sigmayy | sigmaxx | sigmayy
1 2,0000 0,6000 2,0000 0,6000
2 2,0000 0,6000 2,0000 0,6000
3 2,0000 0,6000 2,0000 0,6000
4 2,0000 0,6000 2,0000 0,6000

Neste exemplo € importante observar que os resultados de deslocamentos obtidos pela
formulacdo que usa a equacgdo integral de forcas de superficie convergiram quando comparados
com aqueles apresentados em BREBBIA et al [30]. Por outro lado, os resultados obtidos pela
formulacdo que usa a equacdo integral regularizada foram muito satisfatdrios, apresentando
diferencas inferiores a 0,1%. Também € importante observar que os resultados de tensdes obtidos
quando se empregou a equacdo que usa o operador diferencial tangente convergiram quando

comparados com os resultados obtidos pela equagdo integral hipersingular.

7.3.2 Exemplo de Chapa retangular

O terceiro exemplo, extraido do trabalho de BREBBIA [1], é um problema simples de
uma chapa solicitada no eixo X, de tal forma que provoca na chapa o efeito de flexdo, conforme

demonstrado nas figura 7.7. O carregamento nas bordas da chapa é distribuido linearmente,
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variando nos cantos da placa, de valor p=1000 MPa, e as dimensdes da chapa sdo de 8,00m x
4,00m.
Para o material foram usadas as seguintes constantes:

Moédulo transversal g =80000MPa ;

Coeficiente Poisson v =0,25

No exemplo sdo considerados 12 elementos lineares isoparamétricos e 6 elementos

quadréticos isoparamétricos, onde para ambos, sdo usados 16 nds de contorno.

Todos os dados do problema, como dimensdes, as constantes, carregamentos € a

discretiza¢do da malha, foram extraidos do trabalho de BREBBIA [1].

Os resultados sdo para o ponto A, mostrado na figura 7.7, onde sdo calculados os
deslocamentos em X e Y pela equacdo integral de deslocamentos regularizada para elementos
quadraticos e pelas duas equacdes integrais, a equacao integral de forcas de superficie e a equagdo
integral de deslocamentos regularizada, para elementos lineares. Os resultados sdao comparados

com os resultados da solugdo analitica obtidos do trabalho de BREBBIA [1].

ﬁg\ A ©=1000 MPq
N ?

4.00m

L N
4

8.00m

Figura 7.7 — Chapa retangular com carregamento linear variado nos cantos.
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Tabela 7.12 — Deslocamentos no ponto A (m).

Figura 7.8 — Discretizacdo da chapa retangular com os pontos no contorno.

solucao elementos . . Diferenca
b elementos . Diferenca Diferenca .
= analitica elementos . ) lineares - Form. i ) i Linear-
onto A . lineares - Eq. quadratico linear
apresentada em| quadraticos forcas F.Superf.
deslocamentos L (%) Eq.Desl.(%)
[1] superficie (%)

Ux -0,0200 -0,0199 -0,0187 -0,0202 0,3908 6,3958 0,9850
Uy 0,0200 0,0199 0,0166 0,0203 0,3165 16,9197 1,3554

No terceiro exemplo pode-se observar que os resultados de deslocamentos no ponto A

foram melhores quando foram usados elementos quadraticos devido ao uso de uma malha pobre.
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7.4. — Exemplos de corpos em Estado Plano de Deformacao

Neste item sao estudados alguns exemplos de problemas do estado plano de deformacao.
Sao exemplos de tubos de paredes espessas e cavidade circular em dominio infinito, extraidos do
trabalho de FOLTRAN [35], cujas solucdes analiticas apresentadas no trabalho de BREBBIA [1],
sdo comparadas com as solucdes obtidas pelo programa. H4, também, problemas extraidos do
trabalho de BECKER [31] e estudo do comportamento para um ponto interno que tende ao

contorno na discretizacdo de um tubo apresentado no trabalho de FOLTRAN [35].

7.4.1 - Exemplos de tubos de paredes espessas e chapa quadrada

A figura 7.9 mostra a defini¢do do problema dos exemplos de tubos de paredes espessas

apresentados neste item.

Figura 7.9 — Defini¢do do problema do tubo de paredes espessas.
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No primeiro exemplo, extraido do trabalho de BECKER [31], o cilindro tem raio interno
de 3m e externo de 6m. Esta solicitado por uma pressao interna de 1.0 kN/m? e foi considerado
como propriedade do material Mddulo de elasticidade £ =1.0 kN/m? e Coeficiente de Poisson

v=0,3.

A figura 7.10 demonstra as condi¢des de contorno do problema, onde os lados que estdao
representados pelos apoios possuem deslocamentos prescritos em uma direcdo e for¢a nula na
outra direcdo. Um lado do tubo possui forgas prescritas em ambas dire¢des e no lado que ndo
possui restricdo ao deslocamento, sdo consideradas for¢as nulas. Desta forma, em todos os nos,
existem quatro varidveis, sendo duas conhecidas e duas incégnitas, satisfazendo as condi¢des de

contorno do problema.

77777774

77777777907 777777790777 777713
N R R R 7

777777/

sSoode ofoody erads efendo cfento

TII7777  T77770 TITT077 TT770707 T770777

Figura 7.10 — Condicdes de contorno do tubo, com as posi¢des dos oito pontos internos.

Na discretizacdo do problema foram usados 28 nés de contorno, sendo 4 duplos. O
primeiro caso € analisado para 24 elementos lineares isoparamétricos e a seguir tem-se o segundo
caso para 12 elementos quadriticos isoparamétricos. Devido a simetria, sdo apresentados
resultados para um quarto do tubo. Para ambos casos sdo analisados os deslocamentos e tensoes
dos oito pontos internos e comparados com os resultados apresentados no trabalho de BECKER

[31].
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Na figura 7.11 é demonstrada a discretizacdo do problema, extraida do trabalho de

BECKER [31].

10 11 12

Figura 7.11 — Discretizagdo do problema do tubo, com pontos internos e no contorno e
presenca de n6s duplos.

As coordenadas X, Y dos pontos internos estdo na tabela 7.13, conforme apresentadas
em BECKER [31]. Estas coordenadas estao em relagdo com o centro do tubo, que estd na origem

dos eixos coordenados X, Y.

Tabela 7.13 — Coordenadas X, Y dos pontos internos do tubo.

Pontos internos Coordenadas X Coordenadas Y
1 3,75000000 1,36808000
2 3,06418000 2,57115000
3 2,00000000 3,46410000
4 0,69460000 3,93923000
5 4,69846000 1,71010000
6 3,83022000 3,21393000
7 2,50000000 4,33013000
8 0,86824000 4,92404000
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Na tabela 7.14 tém-se os resultados dos deslocamentos em pontos internos para
elementos quadraticos. Os resultados de deslocamentos para elementos lineares a partir das duas
equacdes, a de deslocamentos e a de forgas de superficie, estdo apresentados nas tabelas 7.15 e

7.16.

Tabela 7.14 — Deslocamentos nos pontos internos para elementos quadraticos (m).

irITt()er::]%s; api‘;ggﬁg;:i';ﬁg 1] elementos quadraticos Diferenca (%)
Ux Uy Ux Uy Ux Uy
1 43176 1,5687 4,3045 1,5628 0,3044 0,3752
2 3,5172 2,9546 3,5074 2,9424 0,2775 0,4130
3 2,2940 3,9734 2,2878 3,9668 0,2711 0,1654
4 0,7900 4,5225 0,7908 4,5120 0,1038 0,2322
5 3,7434 1,3635 3,7353 1,3565 0,2158 0,5126
6 3,0529 2,5626 3,0437 2,5532 0,3023 0,3682
7 1,9940 3,4508 1,9851 3,4418 0,4487 0,2602
8 0,6931 3,9199 0,6866 3,9157 0,9317 0,1068

Tabela 7.15 — Deslocamentos nos pontos internos, a partir da equacio de deslocamentos, para
elementos lineares (m).

solugdo analitica elementos lineares - Eq. . o
irthoerlllt’l?)i apresentada em [31] deslocamentos Diferenca (%)

Ux Uy Ux Uy Ux Uy
1 4,3176 1,5687 4,2637 1,5472 1,2493 1,3718
2 3,5172 2,9546 3,4593 2,9002 1,6451 1,8406
3 2,2940 3,9734 2,2565 3,9176 1,6364 1,4043
4 0,7900 45225 0,7890 4,4895 0,1253 0,7297
5 3,7434 1,3635 3,7020 1,3461 1,1059 1,2758
6 3,0529 2,5626 3,0025 2,5188 1,6509 1,7076
7 1,9940 3,4508 1,9621 3,4006 1,6005 1,4545
8 0,6931 3,9199 0,6854 3,8964 1,1175 0,6007

106




Tabela 7.16 — Deslocamentos nos pontos internos, a partir da formulagdo de forgas de
superficie, para elementos lineares (m).

~ L elementos lineares -
Pontos solugao analitica 1 Formulagao forgas de Diferencga (%)
internos apresentada em [31] superficie
Ux Uy Ux Uy Ux Uy
1 43176 1,5687 5,3259 1,4023 23,3535 10,6062
2 3,5172 2,9546 4,1390 2,4501 17,6787 17,0751
3 2,2940 3,9734 2,5492 3,0402 11,1253 23,4861
4 0,7900 45225 0,8527 3,2813 7,9434 27,4443
5 3,7434 1,3635 4,7083 1,3047 25,7753 4,3095
6 3,0529 2,5626 3,5432 2,2286 16,0587 13,0326
7 1,9940 3,4508 2,0990 2,6229 5,2645 23,9901
8 0,6931 3,9199 0,7127 2,7281 2,8240 30,4034

Devido a geometria curva do tubo, pode-se perceber que os resultados de deslocamentos
obtidos quando se usaram elementos quadraticos foram mais proximos da solu¢do analitica do
que quando se usaram elementos lineares. O que objetivou apresentar este exemplo foi comparar
resultados, usando elementos lineares, obtidos pelas duas equacdes, a equacdo integral de
deslocamentos regularizada e a equacdo integral de forcas de superficie, que usa expressoes
analiticas para tratar as singularidades. Pode-se perceber que os resultados obtidos quando se
usou a equacdo integral regularizada foi muito satisfatério, com diferencas em torno de 1%, ao
passo que, para os resultados usando uma formulagdo com equacdes integrais analiticas, as

diferengas foram muito grandes.

Com o objetivo de estudar uma convergéncia de resultados de deslocamentos, obtidos a
partir da equacdo integral de deslocamentos para elementos isoparamétricos lineares, neste
primeiro exemplo de tubo as malhas foram discretizadas com o dobro do nimero de elementos
usados inicialmente, ou seja, a malha usou 48 elementos isoparamétricos lineares com 52 nds de
contorno, sendo 4 nds duplos. Em seguida foi novamente dobrado o nimero de elementos na
malha passando para 96 elementos isoparamétricos lineares com 100 nds de contorno, sendo 4

nds duplos.

Na tabela 7.17 estdo apresentados os resultados de deslocamentos obtidos usando a

malha com 48 elementos isoparamétricos lineares.
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Tabela 7.17 — Deslocamentos nos pontos internos usando uma malha com 48 elementos
isoparamétricos lineares, (m).

solugéo analitica elementos lineares - Eq. .
.Pontos apresegntada em [31] deslocamentos | Diferenca (%)
internos
Ux Uy Ux Uy Ux Uy
1 4,3176 1,5687 4,2990 1,5635 0,4315 0,3334
2 3,5172 2,9546 3,5021 2,9381 0,4303 0,5586
3 2,2940 3,9734 2,2853 3,9602 0,3789 0,3311
4 0,7900 4,5225 0,7942 4,5083 0,5403 0,3138
5 3,7434 1,3635 3,7315 1,3579 0,3171 0,4099
6 3,0529 2,5626 3,0396 2,5504 0,4363 0,4755
7 1,9940 3,4508 1,9843 3,4372 0,4883 0,3928
8 0,6931 3,9199 0,6898 3,9134 0,4813 0,1665

Na tabela 7.18 estdo apresentados os resultados de deslocamentos obtidos usando a

malha com 96 elementos isoparamétricos lineares.

Tabela 7.18 — Deslocamentos nos pontos internos usando uma malha com 96 elementos
isoparamétricos lineares, (m).

solugdo analitica elementos lineares - Eq. .
'Pontos aprese(z;ntada em [31] deslocamentos | Diferenca (%)
Internos Ux Uy Ux Uy Ux Uy
1 4,3176 1,5687 4,3119 1,5691 0,1312 0,0263
2 3,5172 2,9546 3,5145 2,9489 0,0754 0,1917
3 2,2940 3,9734 2,2938 3,9735 0,0079 0,0026
4 0,7900 4,5225 0,7908 4,5196 0,1063 0,0634
5 3,7434 1,3635 3,7425 1,3621 0,0234 0,1024
6 3,0529 2,5626 3,0504 2,5596 0,0826 0,1189
7 1,9940 3,4508 1,9911 3,4487 0,1474 0,0603
8 0,6931 3,9199 0,6916 3,9228 0,2113 0,0750

Percebe-se que mesmo usando elementos isoparamétricos lineares, que descrevem uma
geometria de vdrios trechos retos ao longo do contorno curvo, refinando a malha pode-se
conseguir melhorar muito os resultados de deslocamentos. As diferencas entre os resultados
obtidos pela formulacdo que usa uma malha com 96 elementos isoparamétricos lineares e os

resultados previstos pela solugdo analitica s@o inferiores a 0,3%.

E importante, também, observar o tempo de processamento necessdrio para cada tipo de
discretizacdo estudadas usando a equacgdo integral de deslocamentos. No exemplo que usou uma
malha com 24 elementos isoparamétricos lineares, o tempo de processamento foi de 0,7
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segundos. Para a segunda discretizacdo, com 48 elementos lineares, o tempo de processamento
gasto foi de 2,4 segundos e na ultima discretizacdo, o tempo de processamento foi de 9,15

segundos.

Os proximos exemplos de tubos de paredes espessas sdo extraidos do trabalho de
FOLTRAN [35], onde os resultados obtidos sdo comparados com os resultados obtidos pelas
solugdes analiticas apresentadas no trabalho de BREBBIA [1].

Nos dois exemplos, foram considerados para o tubo, conforme apresentado no trabalho
de FOLTRAN [35], a acdo de pressdo interna de 100 N/mm?2, raio interno de 10mm e externo de
25mm e material com as seguintes constantes:

Moddulo de elasticidade E=200 kN/mm?

Coeficiente de Poisson v =0,25

Figura 7.12 — Condig¢des de contorno do cilindro.

A discretizacdo do segundo exemplo, para um quarto do tubo, estd demonstrada na
figura 7.13. Sdo 34 nds de contorno, sendo 4 nds duplos. O primeiro caso é analisado para 30
elementos lineares isoparamétricos e a seguir tem-se o segundo caso para 15 elementos

quadréticos isoparamétricos.
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Figura 7.13 — Discretiza¢do do contorno do cilindro.

Sao apresentados os resultados dos deslocamentos, para elementos quadraticos, na tabela
7.19, nos pontos 1, 2, e 3. Estes resultados, obtidos da formula¢do numérica, sdao comparados com

os resultados previstos pela solucdo analitica em FOLTRAN [35].

Tabela 7.19 — Deslocamentos nos pontos de contorno 1, 2, e 3 do tubo sob pressdo interna

(10 mm).

Pontos « - - . o
contorno solugdo analitica [35] | elementos quadraticos Diferenca (%)
1 8,0325 7,9201 1,3987
2 5,2912 5,2811 0,1908
3 4,4526 4,4664 0,3110

Com o objetivo de dar continuidade no estudo da formulagdo das duas equacdes, a
equacdo integral de deslocamentos regularizada e a equacgdo integral de forcas de superficies,
aplicadas a contornos curvos, os resultados de deslocamentos obtidos para os trés pontos no
contorno sdo apresentados na tabela 7.20 e comparados com aqueles obtidos pela solugdo

analitica.
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Tabela 7.20 — Comparacdo dos deslocamentos nos pontos 1, 2, e 3, obtidos pelas duas
formulacodes ( 10"3mm).

Pontos = . elementos lineares - Eq.|elementos lineares | Diferenca linear- Diferenca linear-
solucao analitica [35] forga sup.
contorno desloc. forga sup. Eq. deslc. (%) (%)
1 8,0325 7,7801 8,1161 3,1428 1,0409
2 5,2912 5,2465 5,4815 0,8440 3,5962
3 4,4526 4,4050 4,7124 1,0681 5,8348

Neste segundo exemplo de tubos, novamente pode-se perceber que os resultados de
deslocamentos obtidos para elementos lineares, usando a equacdo integral regularizada, foram

satisfatorios, mesmo se tratando de um contorno curvo e usando uma malha pobre.

No terceiro exemplo, é analisado a discretizagdo para uma secdo de meio tubo,
demonstrada na figura 7.14, com o objetivo de melhorar os resultados. Segue-se a mesma
metodologia, porém, neste exemplo sdo apresentados os resultados dos deslocamentos para os
pontos no contorno 1 e 3 e para o ponto interno 2.

Os resultados dos deslocamentos, obtidos da formulacdo da equacdo de deslocamentos,
apresentados na tabela 7.21, sdo comparados com os resultados previstos pela solucdo analitica

apresentada em FOLTRAN [35].

Figura 7.14 — Discretiza¢ao do contorno do meio tubo.
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Tabela 7.21 — Deslocamentos nos pontos de contorno 1 e 3 e no ponto interno 2 do tubo (10~ mm).

= s . elementos Diferenga linear Diferenca
Pontos solugao analitica [35] elementos lineares quadraticos (%) quadratico (%)
1 8,0325 8,0200 8,0197 0,1561 0,1589
2 5,2912 5,2846 5,2811 0,1245 0,1908
3 4,4526 4,4655 4,4405 0,2903 0,2706

Sdo apresentados na tabela 7.22 os resultados das tensdes radiais no ponto interno, a
partir da equacdo de deslocamentos, para elementos quadréticos e lineares. As tensdes foram
calculadas pelas duas equagdes, a hipersingular (4.75) e pela equacdo (4.107) definida a partir do
operador tangente. Com o objetivo de comparar a formulacdo usada neste trabalho com os valores
apresentados na literatura, t€m-se ainda, na tabela 7.22, os valores obtidos pela solugd@o analitica

apresentados no trabalho de BREBBIA [1] e os valores obtidos do trabalho de FOLTRAN [35].

Tabela 7.22 — Médulo das tensdes radiais calculadas no ponto interno do tubo, pelas equagdes
(4.75) e (4.107) (N/mm?2).

. - - ~ Resultado obtido | Resultado obtido
Tipo de solugao analitica solucdo apresentada em ~ ~
clemento apresentada em [1] [35] pela equagao pela equagao

(4.75) (4.107)
Elementos
lineares 19,5999 19,6720 19,6720
19,8251
Elementos
quadraticos 19,8674 19,8201 19,8201

Neste exemplo, pode-se perceber que na discretizacdo de meio tubo os resultados de
deslocamentos obtidos para elementos isoparamétricos lineares e quadréticos sao melhores que a
discretizacdo para um quarto do tubo. As diferencas nesta discretizacdo, comparadas com o0s
resultados previstos pela solucdo analitica, sdo inferiores a 0,3%.

Para os valores de tensdo no ponto interno, percebe-se que os resultados obtidos pelas
duas equacdes (4.75) e (4.107) s@o mais préoximos da solucdo analitica apresentada por BREBBIA
[1] quando comparados com os resultados apresentados no trabalho de FOLTRAN [35].

A seguir é apresentado um exemplo onde deslocamentos e tensdes sdo estudadas em um

ponto interno, o qual tende ao contorno.
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Neste exemplo é usada a discretizacdo do cilindro da figura 7.14, para elementos
quadraticos. Sdo apresentados valores de tensdes radiais no ponto interno, conforme demonstrado
na figura 7.15.

Na tabela 7.23 sdao mostrados os valores das tensdes radiais, calculados pela equacao

(4.107) definida a partir do operador tangente, para o ponto interno a uma distancia de %C , onde

L € o comprimento do elemento de contorno mais préximo ao ponto interno e X a unidade por
qual o comprimento € dividido. Os valores das tensdes radiais calculadas sdo comparados com o0s
resultados calculados a partir da expressdo analitica dada no trabalho de CHEN [33], para cada

posicdo do ponto tendendo ao contorno.

Figura 7.15 — Discretiza¢do do contorno com ponto interno tendendo ao contorno
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Tabela 7.23 — Médulo das tensdes radiais calculadas no ponto interno do tubo tendendo ao
contorno (N/mm?2).

Solugéo analitica Elementos
Distancia do calculada pela e . o
contorno | expressao dada em quadratlcfos, usando | Diferengas (%)
33] equacao (4.107)

L 42,5502 42,4568 0,2195
L/2 64,3050 64,5874 0,4392
L/4 79,7794 81,0697 1,6174
L/6 85,9059 87,9825 2,4173
L/8 89,1850 91,8627 3,0024

L/10 91,2267 94,3849 3,4619
L/12 92,6202 96,1766 3,8398
L/16 94,3994 98,5930 4,4424
L/20 95,4875 100,0202 4,7469
L/30 96,9627 102,5721 5,7851

L/ 100 99,0764 109,0488 10,0654

Quando o ponto estd exatamente sobre o contorno, o valor das tensdes radiais calculados

pela expressao analitica dada por CHEN [33] € de 100,00 N/mm?.

Neste estudo, observa-se que os resultados de tensdes obtidos para o ponto préximo do
contorno sdo satisfatorios, embora se tenha usado a equacdo integral de tensdes para pontos
internos. Estudo semelhante foi apresentado no trabalho de FOLTRAN [35], o qual usou uma
técnica de sub-elementos para obter resultados préximos da solucdo analitica, ao passo que, nesta
formulacdo, ndo foi usado nenhum tipo de técnica. Percebe-se que para uma distincia de até
metade do elemento proximo do ponto interno, os resultados sdo satisfatérios, apresentando uma

diferenca inferior a 0,5%.
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7.4.2 - Exemplo de cavidade circular em meio elastico infinito.

Figura 7.16 — Definicdo do problema da cavidade

A cavidade circular em meio eldstico infinito caracteriza um problema do tipo
encontrado em perfuracdes de tineis e pocos profundos, onde o dominio é considerado infinito.

Na figura 7.16 tem-se a definicao do problema.

Este exemplo foi extraido do trabalho de BREBBIA [1]. A cavidade circular tem furo de

raio 3 metros com uma pressao interna de p=100Pae foi adotado um material de modulo de

elasticidade E =207900 Pa e coeficiente de Poisson v =0,1.

A figura 7.17 mostra a discretizagdo do problema, com os primeiros quatro pontos
internos, onde sdo calculados os deslocamentos e tensdes, cujas distancias estdo em relagdo ao

centro do furo da cavidade.
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Figura 7.17 — Localizac¢do dos quatros primeiros pontos onde sio calculados os deslocamentos e

tensoes.

Na discretizacdo do problema foram usados 24 nés de contorno, com 24 elementos
lineares isoparamétricos para o primeiro exemplo e 12 elementos quadraiticos isoparamétricos
para o outro exemplo. Os resultados dos deslocamentos calculados pela formulacdo numérica sdao

comparados com as solucdes analiticas apresentadas no trabalho de BREBBIA [1].

Tabela 7.24 — Deslocamentos nos quatro primeiros pontos internos da cavidade em dominio
infinito (mm).

Distancia do solugao analitica ref.[1]|  elementos lineares elementos Diferenca linear Diferenca
centro ’ quadraticos (%) quadratico (%)
4m 1,1905 1,1653 1,1876 2,1191 0,2428
6m 0,7965 0,7768 0,7916 2,4686 0,6147
10m 0,4762 0,4661 0,4750 2,1204 0,2603
20m 0,2381 0,2331 0,2375 2,1204 0,2603

Os resultados das tensdes nos pontos internos, calculados pela formulacdo numérica,
apresentados na tabela 7.25, sdo comparados com as solu¢des da teoria da elasticidade, obtidas no
trabalho de BREBBIA [1]. As tensdes calculadas para elementos lineares, sdo obtidas a partir da

formulacdo da equacdo de deslocamentos.
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Tabela 7.25 — Tensdes radiais nos quatro primeiros pontos internos da cavidade em dominio
infinito (Pa).

Distancia do solugéo analitica clementos lineares elementos Diferenca linear Diferenca
centro ref. [1] quadraticos (%) quadratico (%)
4m 56,2500 55,0747 56,2049 2,0895 0,0801
6m 25,0000 24,4704 24,9366 2,1185 0,2537
10m 9,0000 8,8093 8,9768 2,1185 0,2583
20m 2,2500 2,2023 2,2442 2,1185 0,2583

Com o uso de elementos quadriticos obtém-se resultados melhores, embora as

diferencas entre o resultados usando elementos lineares e os resultados previstos pela solucdo

analitica sdo na ordem de apenas 2%. Os resultados obtidos de deslocamentos, onde se usou a

equacdo integral de deslocamentos regularizada, sdo muito préximos dos resultados da solucdo

analitica, atestando novamente a boa convergéncia da formulacio usada neste trabalho.
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8 - PROBLEMAS DE FRATURA PELA TECNICA DAS DUAS EQUACOES
INTEGRAIS DE CONTORNO - METODO DUAL

8.1 - Introducao

Com a montagem do programa computacional envolvendo as duas equacdes integrais de
contorno, a equagdo de deslocamentos e a equagdo integral de forcas de superficie, verificou-se
que bons resultados foram alcangados. Criou-se, assim, a possibilidade de analisar exemplos
numéricos de problemas que envolvam trincas, estudados pela mecanica da fratura. Desta forma,

motivou-se a desenvolver uma nova rotina neste trabalho.

Tomando como referéncias os trabalhos de FIGUEIREDO E ALMEIDA [26] e
ALMEIDA E PALERMO [36], é tratado neste capitulo um resumo da teoria da mecanica da

fratura eléstico-linear, aplicada na rotina computacional desenvolvida.

No final do capitulo € apresentado um exemplo numérico cujos resultados sdo

comparados aqueles disponiveis na bibliografia de referéncia.

A modelagem matemadtica de trinca, presente no problema analisado neste trabalho, pode
ser definida como sendo uma linha, onde as duas faces da trinca coincidem nesta linha. Como as
faces coincidem, os pontos de colocagdo das duas superficies vao coincidir, levando a obter uma
mesma equacdo para as duas faces. Desta forma, ndo se pode alcancar a solucdo total do

problema apenas com a aplicacdo direta da equacdo integral de deslocamentos.
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O método das duas equagdes integrais de contorno é usado para tratar o problema, pois

em cada face da trinca é usada uma equacdo diferente, mesmo que ambas faces se coincidam.

8.2 - As duas Equacoes Integrais de Contorno — Método Dual

Para problemas que envolvem trincas, varias estratégias tém sido usadas, como o método
dos deslocamentos descontinuos, o método das fun¢des de Green em trincas, o método da sub-
regido (ou sub-dominio) e o método dos elementos de contorno dual (DBEM), conforme

demonstrado em FIGUEIREDO E ALMEIDA [26] e ALMEIDA E PALERMO [36].

As andlises propostas neste trabalho, para problema de trinca, se desenvolvem a partir do
método dos elementos de contorno dual, onde as duas equagdes do método sdo a equacao integral
de deslocamentos (4.39) e equacdo integral de forcas de superficie (4.118), ambas apresentadas

no capitulo 4. Podem ser novamente escritas:

€, )+ 187 (.5 ), (Va0 = 35, () ()

8.3 - Modelagem da trinca usada no trabalho

Na estratégia usada no programa computacional para o problema da trinca, foram
considerados, ao longo da trinca, elementos de contorno continuos. Concorrentes ao né da trinca,

foram considerados elementos mistos, uma vez que na ponta da trinca foram usados nds duplos.
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Os elementos de contorno usados no exemplo de problema com trinca foram elementos
isoparamétricos lineares. As funcdes de forma foram escritas em relacdo aos extremos do

elemento.

Para satisfazer as condicdes de continuidade na equacdo integral de contorno, os pontos
de colocacdo sempre serdo posicionados no interior do elemento. Conforme apresentado no item

7.2 do capitulo 7.

8.4 - Fatores de Intensidade de Tensao

As andlises de tensdes nas vizinhancas de uma trinca podem ser realizadas através da
determinacdo do fator de tensdo “K”. O valor de “K” depende basicamente do nivel de tensdo no

corpo longe da trinca e da geometria do espécime com trinca.

A Trinca pode ser solicitada em trés modos independentes, conforme é demonstrado na

figura 8.1, que pode ser visto em FIGUEIREDO E ALMEIDA [26].

F
Modo I Modo II Modo III

Figura 8.1 — Modos de deformacio da trinca.

Modo I - Tensdo normal de tracdo, ensaio Compact Tension.
n n

Modo II - Tensao de cisalhamento na direcao "x

Modo III - Tensdo de cisalhamento na direcao "z"
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Neste trabalho apenas serd analisado o modo L.

A extrapolacdo dos deslocamentos proximos a ponta da trinca € um processo usado para

obter os fatores de intensidade de tensao.

Seja um sistema de coordenadas polares, dado por r e 8, com centro na ponta da trinca,

o qual define a superficie da trincaem 8=1r.

O campo de deslocamentos na superficie da trinca, considerando a expansdo de

Williams, conforme apresentado em FIGUEIREDO E ALMEIDA [26], é:

) (0=7) =y (0=—m)=" Lk, |2 @.1)
i 27

O fator de intensidade de tensdo para o modo I de deformacdo é K,, x4 é o mddulo
transversal e k=3—-47, onde 7=v para o estado plano de deformacio e n=v/(1+v) para o

estado plano de tensdo, sendo v o coeficiente de Poisson.

Percebe-se na equagdo (8.1) que o fator de intensidade de tensdo pode ser obtido quando
os deslocamentos nas superficies da trinca sdo conhecidos. Os elementos lineares que pertencem
as duas superficies da trinca sdo ilustrados na figura 8.2, com os pontos “B” e “C” localizados na

ponta da trinca. Os pontos “D” e “E” s@o os pontos iniciais dos elementos concorrentes a trinca.

*9
o

Elemento Linear

Figura 8.2 — Elemento linear da ponta da trinca.

A expressdo do fator de intensidade de tensd@o K, para o elemento linear, em fun¢do dos
deslocamentos nos ponto “D” e “E” é dada por:

KPE =P —uE) ﬁlﬁ\@ 8.2)

k
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8.5 - Exemplo numérico

O exemplo apresentado neste item € de um corpo solicitado no modo I com trinca de
canto. E calculado o fator de intensidade de tensdo e os resultados sio comparados aos resultados
apresentados no trabalho de FIGUEIREDO E ALMEIDA [26], onde os resultados obtidos no
trabalho de Civelek sao referéncia para o trabalho de FIGUEIREDO E ALMEIDA [26].

A placa retangular que contém a trinca horizontal de canto, mostrada na figura 8.3 é
discretizada com uma malha de 48 elementos lineares mais 8 elementos em cada superficie da
trinca, resultando em um total de 64 elementos isoparamétricos lineares. Nos cantos da placa e na

ponta da trinca foram introduzidos nds duplos.

L S S

A
h
— |+
PR h
|t o '

ty v v

Figura 8.3 — Esquema da placa com trinca de canto.

[Pl 13 2

O comprimento da trinca é “a”, a largura da placa é representado por “w” e o seu
comprimento € 2h. As forcas distribuidas “t” sdo simétricas e aplicadas nas bordas extremas
superior e inferior da placa. Os resultados obtidos sdo para a relacdo h/w igual a 0,5, conforme
demonstrados na tabela 8.1. Foram considerados cinco valores para a relacdo a/w: 0,2; 0,3; 0,4;

0,5; 0,6.
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O fator de intensidade de tensdo foi obtido pela equacdo (8.2).

Tabela 8.1 — Resultados do fator de intensidade no modo I: K, / Jra

Portela, Civelek, Figueiredo e resultados usando
a/w apresentado em | apresentado em Almeida [26] operador diferencial
[26] [26] discretizacao 3 tangente
0,2 1,566 1,488 1,511 1,503
0,3 1,962 1,848 1,882 1,879
0,4 2,230 2,324 2,380 2,383
0,5 3,268 3,010 3,100 3,117
0,6 4,580 4,152 4,397 4,352
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9 — CONCLUSOES

O trabalho foi iniciado com as formulacdes das integrais de contorno aplicadas a
problemas de elasticidade. Quando o ponto de colocacdo coincidia com o ponto fonte, expressoes
analiticas eram desenvolvidas. Com o aumento de dificuldade de desenvolvimento dessas
expressdes para elementos de contorno de ordem maior (quadritico, dentre outros), o
desenvolvimento e aplicagdo da técnica de regularizacdo indireta foram apresentados neste
trabalho, onde os nicleos das integrais de contorno foram tratados numericamente. O método dos
elementos de contorno foi aplicado na andlise de vdrios problemas em regime eldstico, usando a

técnica da regularizacdo para a equacgdo integral de deslocamentos.

Os resultados obtidos em chapas demonstram o sucesso da aplicacdo da regularizacao
indireta para elementos lineares e quadréticos, os valores de deslocamentos foram muito

préximos aos resultados das solugdes analiticas.

Nos exemplos de tubos de paredes espessas, a aplicacdo da técnica da regulariza¢io nas
equacdes integrais de deslocamentos apresentou melhor eficicia quando foram tratados elementos
quadraticos do que para elementos lineares. Mesmo sucesso se percebeu nos resultados
analisados no problema de cavidades em meio eléstico infinito, onde as diferencas entre valores
obtidos e aquelas da solucdo analitica ndo foram superiores a 1%. Isso se deve ao fato dos

elementos de ordem linear considerar um contorno curvo como vérios segmentos de trechos retos.
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Outro desenvolvimento feito no trabalho foi transformar a singularidade forte do tipo
1/ r*, presente no niicleo da equacdo integral de contorno que contém a solucfio fundamental de
forgas de superficie, em uma singularidade fraca de ordem 1/r. Para este propésito foi aplicado o

operador diferencial tangente no nicleo da equacao integral que contém a singularidade forte.

Desta forma foi permitido desenvolver uma formulacdo para obtengdo de tensdes em
pontos internos préximos ao contorno, para elementos lineares e quadraticos, onde se trabalhou

apenas com nucleos que possuem singularidade fraca.

A aplicagdo do operador diferencial tangente possibilitou, também, obter tensdes no
contorno para elementos lineares, ao usar as equagdes integrais de contorno de tensdes, onde a
singularidade foi tratada pelo valor principal de Cauchy quando o ponto de colocagdo foi levado

ao contorno.

Os exemplos apresentados de chapas, no capitulo 7, demonstram que os resultados de
tensdes em pontos internos, para elementos quadraticos, usando o operador diferencial tangente
obtiveram diferencas muito inferiores a 1% se comparados aqueles apresentados pela solucdo
analitica dada na literatura. Quando se usou a discretizacdo de elementos lineares, tanto para as
tensdes em pontos internos, como em pontos no contorno, os valores obtidos, empregando o

operador tangente, convergiram.

Nos exemplos de tubos e da cavidade circular em meio eldstico, os valores de tensoes
internas usando o operador diferencial tangente foram melhores quando se trabalhou com
elementos quadraticos, uma vez que o elemento de ordem superior descreve melhor um contorno

curvo.
Na seqiiéncia do trabalho foi apresentada a formulacdo das equagdes integrais de forcas

de superficie, para elementos lineares. Usando esta formulacdo nos exemplos de chapa, percebeu-

se que os valores de deslocamentos, comparados aqueles apresentados na solucdo analitica,
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convergem. Assim, conclui-se pela boa estabilidade da formulacdo das equagfes integrais de
forcas de superficie como alternativa a das equagdes integrais de deslocamentos.

Com os resultados satisfatérios de deslocamentos, obtidos pela aplicacdo das duas
equacdes integrais de contorno, ambas usando o operador diferencial tangente, foi estimulado o
estudo do método dos elementos de contorno dual no desenvolvimento de um exemplo de chapa
com trinca de canto. Os resultados obtidos dos fatores de intensidade de tensdo na ponta da trinca,

do exemplo do capitulo 8, foram muito préximos daqueles apresentados na literatura.

Este trabalho sugere fortemente o uso do operador diferencial tangente na formulacio
das tensodes integrais de forcas de superficie para a aplicacio do método dos elementos de

contorno dual.

E importante observar que o tempo de processamento computacional gasto em todos os
exemplos foi inferior a trés segundos, mesmo usando um processador convencional Pentium III
800 com 512 de memoria. Exce¢do tnica quando se usou uma malha com 96 elementos
isoparamétricos lineares no primeiro exemplo de tubos de paredes espessas do capitulo 7, item
7.4.1, cujo tempo de processamento foi de 9,15 segundos. Quando comparado com o tempo gasto
nos exemplos apresentados na bibliografia de referéncia, percebe-se que o tempo de
processamento inferior a trés segundos € bastante pequeno. Este dado €, também, importante para

validar a formulagdo utilizada no trabalho.

Futuramente existem alguns aspectos que poderdo ser abordados na continuidade do

trabalho:

. Aplicacdo da técnica da regularizacdo indireta na equacdo integral de forcas de
superficie;

. Aplicacdo do operador diferencial tangente aos tratamentos do MEC para

problemas tridimensionais, incluindo fratura e plasticidade, onde se acredita que haverd melhor

precisdo para determinacdo de tensdes na vizinhanga do contorno com procedimentos numéricos.
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