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RESUMO

FORTI, Nadia Cazarim da Silva. Analise Numérica de Vigas Mistas em concreto e madeira.
Campinas: Faculdade de Engenharia Civil — UNICAMP, 2004. Dissertacdo (Mestrado) —
Faculdade de Engenharia Civil, UNICAMP, 2004.

O desenvolvimento tecnoldgico do projeto em estruturas de madeira permitiu melhorar o
conhecimento de suas propriedades mecanicas e dos sistemas de conexdes em estruturas.
Estruturas mistas de madeira com concreto ou ago e os reforcos do material com fibras de
polimeros estruturais passaram a ser realidade. As estruturas mistas, constituidas por materiais de
diferentes propriedades mecénicas associados, sdo uma solugdo alternativa as estruturas de uso
corrente na construcdo civil. Essa medida busca obter reducio de custos de constru¢do, mantendo
também a seguranca estrutural, com um desempenho arquitetonico e ambiental vantajoso. A
integracdo de uma estrutura mista deve-se, em geral, a efici€éncia do sistema de ligacao, podendo
ser do tipo rigido ou flexivel. Esse sistema € responsdvel por transmitir a for¢a de cisalhamento
longitudinal na interface dos dois materiais combinados ao longo do comprimento da viga e
também, impedir o desprendimento vertical dos mesmos. Esta pesquisa contribui para a andlise
do comportamento mecéanico de vigas mistas de tr€s maneiras: via programa de elementos finitos
bidimensionais, via resolu¢do analitica das equacdes de equilibrio e via a equagdo do principio
dos trabalhos virtuais. A ultima abordagem foi concebida a partir de pesquisas de teoria das
estruturas, expandindo seus conceitos para vigas mistas. A formulacdo proposta satisfaz as
equacgdes de equilibrio mostrando-se consistente e seus resultados sdo condizentes com dados
experimentais. Essa formulacdo pode ser facilmente integrada a codigos de elementos finitos

requerendo apenas elementos unidimensionais.

Palavra chave: estruturas mistas, principio dos trabalhos virtuais, concreto e madeira.
\



ABSTRACT

FORTI, Nadia Cazarim da Silva. Analise Numérica de Vigas Mistas em concreto e madeira.
Campinas: Faculdade de Engenharia Civil — UNICAMP, 2004. Dissertacdo (Mestrado) —
Faculdade de Engenharia Civil, UNICAMP, 2004.

The technologycal development of the design in wood structures has improved the
knowledge of the material mechanical properties and the connection systems applied to
structures. Composite structures of wood with concrete or steel and structural reinforcement
using polymer fibers have become a reality. These structures, constituted by associating materials
with different mechanical properties are an alternative solution for current using structures in
civil construction. This arrangement aims at obtaining a reduction of construction costs also
maintaing the structural safety with advantageous environmental and architectural performance.
The integration of a composite structure is, in general, due to the efficiency of the connection
system that can be rigid or flexible type. This system is responsible to transfer the longitudinal
shear force on the interface of the associated materials along the beam length and to avoid the
vertical detachment of them as well. This research contributes to the analysis of the mechanical
performance of the composite beams in three ways: bidimensional finite element program,
analytical solution of the equilibrium equations and virtual work principle equation via. The last
approach was conceived from structural theory researches, expanding their concepts for
composite beams. The proposal formulation fulfils the equilibrium equation showing to be
consistent and the results fit with the experimental data. This formulation can be easily integrated

to a finite element procedure requiring unidimensional elements only.

Key words: composite structures, virtual work principle, concrete and wood.
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NOMENCLATURA

Letras romanas

h. = altura da mesa de concreto;

h,, = altura da alma de madeira;

q = carregamento linearmente distribuido;

r = distancia entre os centros de gravidade da mesa de concreto e alma de madeira;
u = vetor deslocamento;

w, v = deslocamento vertical;

A = area;

Ep = médulo de deformagdo longitudinal da mesa;

E4 = médulo de deformagdo longitudinal da alma;

F = forgas de corpo, vetor de carga;

H = carga axial aplicada a mesa;

I, = momento de inércia na mesa;

I4 = momento de inércia na alma;

K = médulo de deslizamento da ligagdo;

K. = modulo de deslizamento de um conector;

[K] = matriz de rigidez;

Kserv = médulo de deslizamento para o estado limite de utilizagao;
M, = momento fletor interno na mesa;

My = momento fletor interno na alma;

Ny, = forca horizontal interna na mesa;

Ny = forca horizontal interna na alma;



P; = carga concentrada

R; = reagdo de apoio;

T = forcas de superficie;

Ty = forca cortante na mesa;

T4 = forca cortante na alma;

T = fluxo de cisalhamento nos conectores;

V = forca cortante;
Letras gregas

o, B, y = coeficientes de equagdes;

0 = deslizamento relativo;

du, dv, de = deslocamentos/ deformagdes virtuais;

€ = deformacao.

© = tensao;

0 = giro da sec¢do transversal;
V= gradiente;

T = tensao de cisalhamento;

¢ = fun¢des aproximadas;

o = coeficientes multiplicadores das fungdes @.

X1
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1 INTRODUCAO

1.1 Consideracoes Gerais

1.1.1 Madeira

A madeira, apesar de ser um material com inimeras vantagens para aplicagdo em
constru¢do, ainda € pouco e mal utilizada na pratica da engenharia no Brasil. Esta constatagdo €
mais evidente quando se comparada a paises como EUA, Austrdlia, Canadd e paises europeus,
onde a aplicacdo da madeira € significativa, especialmente em estruturas de residéncias, gindsios

esportivos e pontes, segundo afirmacdes do arquiteto argentino CARUANA (1997).

2

E de se notar que se de um lado existe um déficit habitacional crescente no Brasil e
potencial para o uso de espécies de reflorestamento, existe por outro a nao consolidacdo de um
parque industrial no setor madeireiro que poderia contribuir para solugdes inteligentes e

econdOmicas nesta questao nacional.

Na verdade a industria é formada por empresas de pequeno e médio porte que nao
possuem um acompanhamento técnico mais apurado, capaz de garantir a qualidade do material

fornecido. Agrava-se a situagdo com a auséncia de um corpo normativo completo em muitas de



suas aplicacdes e pelo ndo cumprimento das normas quando elas existem. A madeira de
reflorestamento, por seu cardter de matéria prima renovavel, passivel de manejo econdmico, se
eucalipto e pinus com amplas possibilidades de aplicacdes em madeira laminada colada, forma

ideal de uso da madeira estrutural.

Caso o Brasil consiga desencadear um processo de aproveitamento de madeira de
reflorestamento, ou nativa, criar-se-a suporte técnico e industrial capaz de disseminar seu uso em
vdrios segmentos da construgdo. Isso propiciard um enorme potencial de aplicacdo e exploracao,
visto que s6 no Estado de Sdo Paulo existe cerca de 200.000 ha de pinus e 460.000 ha de

eucaliptos em condic¢des de utilizacao.

A versatilidade do material, aliada, sobretudo a questdo econdmica, tem sido
responsdvel pela verdadeira explosdo do uso da madeira na Europa e América do Norte apds a

crise energética dos anos 70.

Ao tracar um paralelo entre a realidade brasileira e do exterior, onde € tradicional o uso
da madeira, observa-se que no exterior existe um processo industrial consolidado que garante
desde a qualidade da matéria prima até o produto final. Este processo de aprimoramento
permanente consagrou praticas de melhoria das espécies, manejo florestal e outros procedimentos
que possibilitam a homogeneidade e qualidade da matéria-prima, técnicas que sé ha pouco tempo

comecaram ganhar espago no Brasil.

A madeira, além de suas inumeras possibilidades estéticas, € ainda acrescentadas
qualidades como leveza, resisténcia mecanica e maleabilidade, embora estas caracteristicas
variem segundo a espécie. Por outro lado, tem como desvantagem ser vulnerdvel ao
intemperismo, umidade, fogo e ataques bioldgicos. Para estes casos ha solugdes de projetos e

tratamentos quimicos capazes de otimizar seu desempenho e durabilidade.



A idéia equivocada de que a madeira possui pequena vida til tem negligenciado o uso
deste material para construcdo. Utilizada com tecnologia e tratamento quimico pode ser

efetivamente protegida contra deterioracdo por um periodo de 50 anos ou mais.

1.1.2 Panorama das pontes vicinais de madeira no Estado de Sao Paulo

As pontes sdo de grande importancia e necessidade para o desenvolvimento e progresso

dos municipios do Estado de Sao Paulo

Incorretos processos de constru¢do e de manutencdo foram empregados nestas vias ao
longo dos anos, principalmente pela caréncia de informagdes técnicas por parte das

administragdes estaduais e municipais.

O estado precario das estradas e pontes vicinais tem sido um grave obsticulo para o
desenvolvimento e melhoria da qualidade de vida de sua popula¢do que delas necessitam para o

escoamento dos seus produtos e para o atendimento as suas demandas bdsicas.

E urgente a necessidade de se implantar nas estradas municipais e estaduais os avangos
tecnoldgicos atuais para a construcdo e recuperacdo das pontes de madeira. Uma pesquisa
realizada junto a Prefeitura Municipal de Campinas, mostra que 53% das pontes vicinais da

regido necessitam de manutencoes.

Outro exemplo € a cidade de Piracicaba, “sua drea rural é uma das mais extensas do
Estado de Sao Paulo, com 100.000 ha. Nos tltimos 10 anos foram construidas 200 pontes na drea
rural, exigindo trabalho intenso no que diz respeito a manuten¢do” afirma o Secretario Municipal

de Agricultura e Abastecimento Mério Tomazello Filho.
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No més de fevereiro de 2003 apds um periodo longo de chuvas intensas na cidade de

Campinas, 34 pontes vicinais desabaram ou foram interditadas por risco de acidentes, Fig.1.1.

FIGURA 1.1: Pontes e passarelas danificadas em Campinas
FONTE: Prefeitura Municipal de Campinas

FIGURA 1. 2: Ponte do Jardim Capivari destruida pelas chuvas



1.1.3 Pontes e placas mistas de madeira e de concreto

A evolugdo da engenharia da madeira permitiu melhorar o conhecimento de suas
propriedades mecanicas, dos sistemas de conexdes entre pecas e de protensdo. Estruturas mistas
de madeira com concreto ou ago e os reforcos com fibras de polimeros estruturais passaram a ser

realidade.

As estruturas mistas constituidas por materiais de diferentes propriedades de elasticidade
e de resisténcia podem ser associadas, como uma solu¢do alternativa as estruturas de uso corrente
na constru¢do civil. Essa medida busca obter reducdo de custos de constru¢do mantendo a

seguranga estrutural com um desempenho arquitetonico e ambiental vantajoso.

Em obras de grande porte € comum a associacdo do aco e do concreto, com aplicagdes
em construgdes industriais, esportivas e pontes, possibilitando, entre outras vantagens, a reducdo

de formas e cimbramentos temporarios para o lancamento do concreto.

As estruturas com se¢Oes mistas em concreto e madeira surgem como uma opgao
bastante competitiva para constru¢des de porte menor, tais como painéis de paredes, piso e
coberturas, e também, como estruturas de pequenas pontes como se pode observar aplicagdes

com sucesso em diversos paises, como EUA, Canada, Itdlia, Noruega e Suica.

A aplicacdo da madeira como elemento estrutural pode ser notada num grande ntimero
de construcdes situadas tanto na drea urbana quanto rural. A madeira € apreciada para a execucao
de diversos elementos construtivos com performance arquitetonica, conforto térmico e acustico

privilegiados.



Nas estruturas mistas, especificamente aquelas compostas por concreto e madeira, para
se obter basicamente uma estrutura mecanicamente eficiente, o concreto deve atuar as
solicitagdes de compressdao e a madeira aos esforcos de tracdo, comportamento este assegurado

por meio de um sistema de ligagdo convenientemente locado na estrutura.

A utilizagdo de secdes compostas terd grande importancia nas execucdes de pontes de
estradas vicinais e vias de acesso as propriedades agricolas, de forma a proporcionar uma solucdo
mais econdmica que as obras em concreto armado, considerando o menor peso proprio € maior

durabilidade e maior capacidade de carregamento que as pontes em madeira.

O sistema de tabuleiros mistos tem sido utilizado com sucesso nas construcdes e €
constituido de uma placa de concreto conectada a elementos estruturais de madeira de tal modo
que as partes funcionem em conjunto. O nivel de transferéncia de esfor¢os entre a placa de
concreto e os elementos de madeira, pode definir um comportamento monolitico, quando nio ha
deslocamentos relativos entre esses materiais, ou comportamento “ndo monolitico” quando as

transferéncias de tensdes ocorrem com pequenos deslocamentos relativos.

Nos tabuleiros mistos, a placa de concreto protege a madeira contra intempéries, o
desgaste superficial por abrasdo, diminui as vibragdes provocadas pelas cargas dinamicas com
aumento do peso proprio, aumenta o isolamento actstico, a prote¢do contra fogo e proporciona
maior rigidez e resisténcia se comparado ao tabuleiro de madeira. A resisténcia ao carregamento

aumenta na ordem de duas vezes e a rigidez de trés a quatro vezes segundo CECCOTTI, (1995).

FIGURA 1.3: Secdo de um tabuleiro de concreto-madeira
FONTE: YTTRUP (1996)
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1.2 Objetivos do Trabalho

Os objetivos do presente trabalho sdo:

. Revisdo bibliografica em meios técnico—cientificos, para auxiliar na interpretacao
dos resultados encontrados e que demonstrem a necessidade do estudo desse

trabalho.

. Andlise do comportamento estrutural da viga mista, através de cddigo comercial

de elementos finitos (SAP 2000).

. Proposta de uma formulacdo variacional de viga mista utilizando as equacgdes do

principio dos trabalhos virtuais.

. Validacdo dos resultados computacionais obtidos utilizando os resultados

experimentais apresentados na tese de doutorado de SORIANO (2001).



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 Consideracoes Gerais

A utilizacdo de concreto moldado in-loco em pontes de madeira é uma alternativa
vidvel, principalmente quando as formas de madeira ficam incorporadas ao tabuleiro ou quando o
concreto se apdia em outro tabuleiro continuo de madeira. Para esta finalidade, existem
conectores capazes de ligar o concreto a madeira, permitindo um comportamento conjunto na

flexdo e dando origem as estruturas mistas de concreto e madeira.

Existem relatos de estruturas mistas na Inglaterra que antecedem a Primeira Guerra
Mundial. Em 1914 a empresa Brow and Company iniciou uma série de ensaios de estruturas
compostas para piso. Em 1922, no Canad4, foram realizados ensaios pela empresa Dominium
Bridge Company também relacionados a estruturas compostas. No ano de 1930, o sistema ja
estava desenvolvido e alguns métodos de dimensionamento estabelecidos. Entre 1922 e 1939
foram construidos muitos edificios e pontes € em 1944 as estruturas mistas foram introduzidas
nos documentos normativos da American Association of State Highway Officials (AASHO),
posteriormente denominada AASHTO, segundo MALITE (1990). Desde entdo os sistemas de

conexdes, modelos de cdlculo e recomendagdes de projetos foram continuamente evoluindo.



Mais recentemente, na Austrdlia, pontes em madeira vem sendo transformadas em

estruturas mistas de concreto-madeira, segundo YTTRUP & NOLAN (1999).

Ponte simétrica

FIGURA 2.1: Se¢do de um tabuleiro de concreto-madeira
FONTE: YTTRUP & NOLAN (1999), pg. 72

W Sy '
FIGURA 2.2: Ponte na Floresta da Tasmania - Australia
FONTE: YTTRUP & NOLAN (1999), pg. 74

FIGURA 2.3: Ponte na Floresta da Tasmania - Australia
FONTE: FONTE: YTTRUP & NOLAN (1999), pg. 71
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2.2 Abordagem dos materiais

2.2.1 Madeira

Como material de constru¢do, a madeira oferece muitas peculiaridades. Entre as
vantagens, destaca-se como um dos poucos materiais renovaveis, com baixa energia de
processamento (muito menor que o ago, aluminio ou concreto), fornece um isolamento térmico,
por polegada de espessura, muito maior do que 0s metais ou o concreto, maior relacio resisténcia
e rigidez para peso do que outros materiais, relativamente f4cil para trabalho, exigindo

ferramentas simples e, em algumas circunstancias, apresenta alta durabilidade natural..

Entre as desvantagens, destaca-se o fato de a madeira ser combustivel, apresentar baixa
durabilidade natural, quanto ao ataque de organismos xiléfagos (principalmente as espécies
provenientes de reflorestamento e de rdpido crescimento), apresentar defeitos decorrentes das
tensdes de crescimento e de uma secagem mal conduzida. Por essas razdes € tdo importante o uso
decorrente do tratamento da madeira, que € regulamentado pela Federacdo, conforme publicacdo

do IBDF et al (1973).

2.2.2 Concreto

O concreto ao ser comparado com a madeira, possui uma massa especifica muito
elevada, da ordem de 2,5 a 3,5 vezes a da maioria das espécies de madeira. E um material que
oferece facilidade em moldar as diversas formas do projeto arquitetonico. Também se deve
mencionar os avancos obtidos com pesquisas que permitiram superar algumas limitacdes desse
material, como por exemplo, o concreto protendido e pecas pré-moldadas. A utilizacdo dessas
pecas, principalmente em constru¢des de grande porte, tem contribuido para reduzir o consumo

de materiais para formas e cimbramentos, bem como reduzir o tempo de execugdo de obras civis.
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2.3 Vantagem das estruturas mistas sobre as convencionais

NATTERER et al. (1996) compara as estruturas mistas com as constru¢cdes de madeira e
relata que as mistas apresentam comportamento mais adequado de resisténcia a propagacao de
fogo, melhores propriedades acusticas e de vibracdes, destacando-se também os efeitos

favoraveis as propriedades de curvatura e estabilidade global da estrutura.

Comparando-se estruturas mistas com lajes de piso ou cobertura em concreto armado,
além da redug¢do do custo direto por metro quadrado, CECCOTTI (1995) também aponta a maior
rapidez de execucdo da estrutura, emprego de menor numero de escoras e fOrmas como
elementos favordveis as suas aplicacdes. A execug¢do de uma estrutura mais leve, gracas a
reducdo do peso préprio, possibilita o emprego de sistema de fundag¢do mais simples. Do ponto
de vista arquitetdnico, as vigas de madeira que podem ficar aparentes internamente, propiciam

um aspecto melhorado.

As estruturas com se¢des mistas em madeira-concreto apresentam capacidade de carga,
aproximadamente, duas vezes maior que em estrutura exclusivamente em madeira e rigidez
ampliada de trés a quatro vezes, descreve CECCOTTI (1995). Numa compara¢do com estruturas
que contenham materiais que trabalhem independentes (sem conectores), as estruturas mistas
podem promover aumento em torno de duas vezes para a resisténcia ultima, conforme PINCUS
(1969), AHMADI e SAKA (1993) e McCULLOUGH (1943). Tratando-se do deslocamento

vertical no meio do vao ocorre uma drastica redug@o para aproximadamente 1/5.

MAGALHAES e CHAHUD (1998) mediante ensaios de duas vigas “T” em concreto-
madeira com conectores metdlicos (pregos), verificaram um aumento da rigidez de 40% em

relacdo a uma viga em madeira.
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Numa andlise comparativa entre trés tipos de seg¢des para piso sob carregamento de
servico q = 2,5 kN/m?, CECCOTTI (1995) apresenta na Fig.2.4, o peso proprio da estrutura em
funcdo do vao livre. Verifica-se, que uma se¢do em concreto-madeira tem peso préprio reduzido,
significativamente, em relacio a secdo de concreto armado e um pequeno aumento em relacdo a

secdo de madeira.

) 10 (a) ’WM,, /4 "'u '"I"”
3 WAL
\\ .\ AN xm \
W 8
© secdo somente madeira
6
s (NG
N S &ﬂ madeira-concreto
@ (©)
-
2 4 6 8 10
¢ (m) somente concreto

armado

FIGURA 2.4 - Peso préprio x vao para pisos sob agao de servico de 2,5 kN/m’
FONTE: CECCOTTI (1995), p. 1.

NATTERER et al. (1996) indicam o emprego de se¢des mistas para constituir estruturas
de piso. Um por exemplo € a ponte do rio Orbe na Suica, com vao de 13 e 4 metros de largura. As
vigas circulares de madeira sdo dispostas verticalmente, sobre as quais se aplica a placa de
concreto. Para que ocorra a interacdo entre os dois materiais, fendas sdo abertas na madeira e
pinos metdlicos sdo empregados. Esses pinos foram elaborados para que depois de presos a
madeira, e através de uma rosca na extremidade superior, pode-se aplicar uma forca normal a

superficie da laje de concreto, como uma for¢a de protensdo, comprimindo-a contra madeira.

Com o intuito de melhorar a eficiéncia do sistema de piso comumente empregado na

regido do Golfo Pérsico, alguns testes foram produzidos por AHMADI e SAKA (1993). Devido a
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grande variacdo de temperatura, umidade e presenca de sais agressivos, sdo contra-indicadas
estruturas em concreto armado. Neste sentido, grande parte das residéncias e comércios possuem
sistemas de pisos constituidos por vigas de madeira e laje de concreto que € langado sobre placas
de compensado. Observa-se que esses materiais trabalham independentes por ndo disporem de

um sistema de conexao.

Com o estudo da conexdo entre dois materiais, os autores buscam vantagens
proporcionadas pela secdo mista, como, por exemplo, distanciar as vigas de madeira, reduzindo o

volume desse material e aumentar a capacidade de carga e reduzir o deslocamento vertical.

McCULLOUGH (1943) descreve estudos no sentido de desenvolver estrutura em
concreto-madeira para aplicagdes em pontes, localizadas em Oregon (EUA). O sistema busca,
basicamente, atender vaos pequenos, de forma a estabelecer um custo de execu¢do intermedidrio
entre pontes em concreto armado e cavaletes em madeira ndo tratada. Para prover a interacdo
entre o concreto-madeira, foram testados os seguintes sistemas para a transferéncia das forcas

tangenciais: pinos, entalhes, tubos metdlicos, chapa de aco e combinac¢d@o de entalhes e pinos.

A leveza das estruturas mistas em concreto-madeira, e o possivel emprego de elementos
de madeira laminada colada, sdo fatores que contribuem para a sua producdo pré-fabricada. A
producdo industrial de elementos pré-moldados em concreto-madeira iniciou-se na Suécia na
década de 70. Atualmente, outros paises como Noruega e Finlandia também processam de forma

racional esse tipo de estrutura.

2.4 Sistemas de conexao em estruturas mistas de madeira e concreto
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TARANTINO e DEZI (1992) retratam em seus trabalhos a necessidade do estudo do
sistema de ligacdo, responsdvel por transmitir a for¢a de cisalhamento longitudinal na interface

dos dois materiais combinados ao longo do comprimento da viga.

Na andlise de ligacdes de pecas de madeira, RACHER (1995) ressalta a importancia do
sistema de ligacdo, visto que o seu comportamento afeta diretamente a distribui¢do de forcas na

peca e conseqiientemente deformagdes da estrutura.

Conforme SORIANO (2001) o sistema de liga¢do, que caracteriza o comportamento de

toda estrutura, pode ser denominado como rigido e semi-rigido (flexivel).

Um exemplo de conexdo rigida é a utilizacdo do adesivo estrutural rigido, epéxi, ao
longo de toda superficie de contato entre o material misto, GIRHAMMAR e GOPU (1993). A
ligacdo rigida consiste na integracdo total da secdo, ou seja, a sec@o trabalha monoliticamente.
Estudos desenvolvidos no Brasil, colando diretamente vigas de madeira com pecas estruturais de
concreto armado foram apresentados por NICOLAS (2001). Também SORIANO (2001) ensaiou
vigas mistas de madeira e concreto com se¢do T, onde a alma de madeira foi colada a laje de

concreto.

No sistema de conexdo semi-rigida, a ligacdo entre os materiais € feita através de pinos
de acgo, pregos, parafusos, cavilhas e perfis metdlicos. A ligacdo semi-rigida apresenta uma

integracdo parcial da se¢@o, havendo deslizamento relativo entre os dois materiais.

|
I| ll'n
T T T [y, B

a) composicdo total b) composigio parcial

FIGURA 2.5: Deslocamentos verticais de uma viga mista
FONTE: WRIGHT (1990), pg. 51
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CECCOTTI (1995) estudou a variagdo de inércia efetiva comparando os deslocamentos
verticais de estruturas mistas fletidas com diversos conectores e apresentou a classificacdo dos

conectores mais utilizados, Fig. 2.6:

, T B
iy B

I e —

fal

Grupo (a)-> Pinos metahcos ou de madeira: 1- pregos ou cavilhas; 2- barras de aco coladas; 3-

parafuso auto-atarrachante e barras de ago; 4- parafuso em X.

!

ik

Grupo (b)-> 1- anéis inteiros ou bipartidos; 2- anéis dentados; 3- tarugos de aco ou madeira; 4-

chapas estampadas.

ie)

U pbats
W =

Grupo (c)=> Entalhes com pinos de ago: 1- entalhes redondos; 2- entalhes prismadticos; 3-

entalhes cOnicos com pinos protendidos; 4- pranchas com alturas alternadas e conectores

Bl

e W R

metalicos.

{d) |

Grupo (d)=> 1- trelicas de ago continuas; 2- placas de ago continuas.

FIGURA 2.6: Sistemas de conectores
FONTE: CECCOTTI (1995), pg. 3
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Os conectores dos grupos (a), (b), e (c) s@o considerados semi-rigidos, ou seja, permitem

pequenos deslocamentos relativos entre a madeira e o concreto na flexdo.

Os grupos apresentam aproximadamente uma seqiiéncia crescente de rigidez. Para o
grupo (a), que representa a forma mais flexivel das ligagdes estudadas, obteve-se uma reducio de
50% do produto de inércia tedrico. Ja no grupo (d), o produto de inércia efetivo resultou proximo
ao tedrico. Entretanto essa compara¢do deve ser analisada com cuidado, afirma PIGOZZO
(2002), uma vez que no grupo (a) os pinos de aco ou parafusos posicionados em “X” apresentam
menores embutimentos na madeira, menores esmagamentos do concreto e, portanto, menores
esmagamentos relativos, podendo superar a rigidez dos conectores dos grupos (b) e (c) que estdo
relacionados com o ajuste do conector ao respectivo entalhe, da resisténcia e dimensdo do
material utilizado para a execucdo e da resisténcia ao cisalhamento do concreto que preenche o

entalhe.

Vigas em concreto e madeira com entalhes efetivando a ligagc@o, descritas e ensaiadas
por WILLIAMS (1943), apresentaram falhas por cisalhamento longitudinal do concreto ou da
madeira. Dentre outros sistemas de ligacdes testados, tais como parafusos, pregos de dormentes

de ferrovias, as vigas com entalhes foram as que apresentaram os resultados mais insatisfatorios.

As conexdes com pregos e parafusos sdo as mais estudadas. Por outro lado, a
disponibilidade de resinas estruturais de alta resisténcia viabiliza a utilizacdo de conectores, como
pinos, chapas e anéis, se colados nos furos ou respectivos entalhes, transformando-os em

conectores de alta resisténcia e rigidez.

Sao descritas por CRISINEL (1990) as conexdes semi-rigidas, onde o intuito da

composi¢do da estrutura mista € a reducio dos deslocamentos e ndo o aumento da resisténcia.

3
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MATTHIESEN (2001), apresentou ensaios de conectores de barra de aco estriado,
introduzidos em furos inclinados de 50° em relacd@o as fibras de madeira, para ligacdes mistas de

madeira e concreto. Em seu trabalho MATTHIESEN (2001) concluiu que:

. Pinos “X” aumentaram a rigidez em 61% em rela¢do aos pinos posicdes 90°;

. Pinos “X” aumentaram a rigidez em 59% em relagdo aos pinos somente

comprimidos, inclinados nas posi¢des 50° as fibras da madeira;

. O pino comprimido contribuiu com 63% da rigidez da conexao “X”.

(a) Pinos em 90° que trabalham a flexdo; (b) Pinos em “X”, com inclina¢do de 50° que

trabalham com esforcos axiais.

FIGURA 2.7: Parte do corpo de prova tipo “push out” com pinos de 12,5mm
FONTE: MATTHIESEN (2001)
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(a) Pinos comprimidos, com inclinacdo de 50°, que trabalham com esforcos axiais; (b)

Pinos em “X” com inclinag¢do de 50°.

FIGURA 2.8: Parte do corpo de prova tipo “push out” com pinos
de 12,5mm, e em X em relagdo as fibras da madeira
FONTE: MATTHIESEN (2001)

2.5 Modulo de deslizamento da ligacao

O modulo de deslizamento (K;.) define a rigidez do conector e é determinado
experimentalmente por meio de ensaios em corpos de prova. Corresponde ao coeficiente angular
da curva carga - deslocamento, considerando as dimensdes, as caracteristicas fisicas dos

componentes e propriedades dos materiais envolvidos na estrutura mista.
A eficiéncia dos conectores € representada pelo médulo de deslizamento Kj.. Este

pardmetro estd definido em GUTKOWSKI e CHEN (1996) como sendo funcdo da diferencga

entre o deslizamento total de duas camadas, ou seja, concreto e madeira.
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FIGURA 2.9: Curvas experimentais carga x deslizamento para ligacdes
solicitadas a tragdo paralela: (a) ligacao colada, (b) anel partido,
(c) conector de anel de macho e fémea, com pega dentada, (d) cavilha,
(e) parafuso de porca, (f) chapa estampada, (g) pregos.
FONTE: RACHER (1995), p. 5.

O deslizamento entre os dois materiais estd relacionado com a da rigidez da conexao,

que por sua vez depende do espacamento e rigidez individual dos conectores, descreve

NEWMARK (1951).

Uma viga mista com conexdo parcial apresenta curva carga x deslocamento vertical
como ilustrada na FIG 2.9. De acordo com WRIGHT (1990), essa curva € caracterizada por trés
segmentos: a) um estdgio inicial de carregamento, com pequenos deslizamentos os conectores
apresentam comportamento eldstico; b) elevando-se o carregamento na viga, cada conector
receberd grande carga e, portanto, trabalhard em regime pléstico, e por conseqiiéncia ocasionara
aumento significativo do deslocamento vertical da viga; ¢) com o aumento do carregamento,

quando todos os conectores alcangarem o limite de plasticidade ocorrerd ruptura da viga.
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FIGURA 2.10: Carga x deslocamento vertical de viga mista com interacio parcial
FONTE: WRIGHT (1990), p. 52.

A norma ISO 6891/83 prescreve principios gerais para a determinacdo do deslizamento
e da resisténcia da conexdo. Entre eles a determina¢do do médulo de resisténcia Kjc). A norma é
bastante clara quanto ao comportamento de carregamento € medida dos deslizamentos, mas as
dimensdes dos corpos de prova ndo sdo explicitamente apresentadas, apenas recomendando-se
que as dimensdes e forma do corpo de prova sejam as mais realistas possiveis. Essa norma ¢é
destinada a estruturas exclusivamente de madeira e ndo madeira e concreto, mas foi utilizada por

CECCOTTI (1995) no desenvolvimento do seu trabalho.

As indicagdes do EUROCODE 4 sdo também seguidas por CECCOTTI (1995) dentre
outros pesquisadores, cujo procedimento para a determinagdo do modulo de deslizamento
consiste em estabelecer o mdédulo de deslizamento de servico Ki.( ser) e o mddulo de
deslizamento ultimo Kj. (u). O primeiro, que corresponde aos niveis iniciais de carregamento, €
obtido pela inclinacdo da reta secante no inicio da curva carga x deslocamento e no ponto
correspondente a 40% da forca de ruptura, com seu respectivo deslocamento. J4, o médulo de
deslizamento dltimo € representado pela inclinagdo de uma reta com valor de 2/3 K. (ser),

conforme apresentado na Fig. 2.11.
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FIGURA 2.11: Representacdo do médulo de deslizamento por conector
FONTE: SORIANO (2001), p. 37.

Nos procedimentos de cdlculo com ligagdes por pinos, assume-se um sistema de ligacao
uniformemente distribuido ao longo da superficie de contato entre os dois materiais. Ou seja, a
resisténcia ao deslocamento proporcionada pelos pinos que s@o discretos, é considerada constante

e expressa por unidade de espacamento dos conectores.

Essa simplificagdo adotada para os sistemas de conectores discretos busca aproximar o
comportamento dos sistemas por cola. Porém, em razdo da flexibilidade, nos pinos metalicos os
valores do mdédulo de deslizamento resultam menores que os apresentados nas ligagdes por
adesivo. Dessa maneira, uma comparacgdo entre a eficiéncia dos sistemas de ligacdes por pinos e
por adesivos € possivel através do modulo de deslizamento por unidade de comprimento, por

exemplo, nas unidades K(N/mm/ m)
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2.6 Modelos de corpo de prova para determinacdao do modulo de
deslizamento

O coeficiente de deslizamento K de uma ligagc@o de estruturas é um pardmetro de grande
importancia para elaboracdo de projetos, e sua determinacdo pode ser através de corpos de prova
que representem a ligacdo em estudo. Esses modelos de avaliacdo da capacidade de carga para o
sistema de conexdo implicam num baixo custo de confeccdo quando comparados com o custo de

uma viga, por exemplo.

Quando os elementos a serem conectados forem constituidos de madeira, a ABNT/ NBR
7190 (1997) - Projeto de estruturas de madeira, em seu anexo C, descreve o processo para
caracterizar os diversos tipos de ligacdes com pinos metdlicos, cavilhas, anéis metdlicos e chapas
com dentes estampados. Sdo indicados para a caracterizacdo minima da resisténcia de uma
ligacdo pelo menos seis corpos de prova; ou um nimero minimo de 2 exemplares quando na
caracterizag¢do simplificada. A NBR 7190 (1997) além de indicar todo um processo de extracao
do corpo de prova descreve que o exemplar representativo da ligacdo em andlise deve apresentar
simetria, contendo quatro pinos metdlicos, tanto em carregamentos paralelos quanto normais as

fibras da madeira.

Na determinagdo das propriedades de resisténcia e rigidez, CECCOTTI (1995) indica
testes conforme EN 26891 “Estruturas de madeiras - testes de ligacdes feitas com conectores
mecanicos - Principios gerais para determinacdo de caracteristicas de resisténcia e
deformabilidade”, e que os exemplares reproduzam os arranjos reais nos elementos estruturais. O
dispositivo de ensaio ilustrado na Fig. 2.12 deverd conter no méximo dois elementos de conexdo

em linha, de forma a evitar a influéncia do niimero de conectores nos resultados do ensaio.
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FIGURA 2.12 - Um possivel arranjo para determinar o comportamento

carga x deslizamento de um sistema de conexao.
FONTE: CECCOTTI (1995), p. 5.

Em RICHART e WILLIAMS (1943), sdao apresentados resultados de ensaios de corpos
de prova constituidos de um elemento de concreto envolvido por dois outros em madeira.
Conforme Fig. 2.13, tem-se 4 conectores metdlicos (parafusos) por corpo de prova, os quais estao
dispostos em trés dire¢des diferentes. Para o tipo A, o autor descreve maior capacidade portante,
e justifica que os parafusos ao serem tracionados tendem a atrair, em suas direcdes, os elementos
laterais de madeira, mobilizando dessa maneira, forcas de atrito entre o concreto e a madeira. A
disposi¢do dos parafusos formando angulo de 45° faz com que o parafuso atue na tragdo,

cisalhamento e flexdo, concomitantemente.

(l!.’

I‘ T NIERN f&

Corte x-x

4 Parafusos, 4" x 3/8"
Concreto (1:2:3), C=15,9 MPa aos 7 dias.

(medidas em cm)

FIGURA 2.13 - Disposi¢ao dos parafusos em corpos de prova
FONTE: Adaptado de RICHART e WILLIANS (1943), p. 260.
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No estudo comparativo de resultados experimentais € computacionais, apresentado por
SOUZA e CHAHUD (1998), encontra-se relatado o comportamento de corpos de prova em
concreto e madeira, em que a ligacdo entre esses dois materiais € obtida por cavilhas e
cantoneiras metdlicas. Para a obtencdo das curvas carga x deslizamento foram moldados trés
corpos de prova para cada tipo de conector considerado. As dimensdes para cada corpo de prova

foram adotadas com base nos estudos de OLLGAARD et al. (1971), conforme Fig. 2.14.

conector

madeira

o W
S
T

|
N
V)]

R CE \ ] \ \
concreto
75| 39 y 5
Af - - v A 10 15 10 +
20 pY
R corte AA

(medidas em cm)
FIGURA 2.14 — Dimensdes dos corpos de prova
FONTE: SOUZA e CHAHUD. (1998), p. 375.

NEWMARK (1951) apresenta um estudo de ligacdes em estruturas mistas em ago-
concreto, confrontando resultados obtidos de ensaios com corpos de prova e, também, em vigas,
retratando a situagdo real das ligacdes. Os corpos de prova para obtencdo do mddulo de
deslizamento entre as duas mesas em concreto e o elemento central em ago, foram moldados com

apenas um conector (cantoneira metélica) para cada laje de concreto, conforme ilustra a Fig. 2.15.

! perill

FIGURA 2.15 - Corpo de prova
FONTE: NEWMARK (1953), p. 77.
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2.7 Modelo para analise de vigas compostas

Os modelos matemdticos para a representacdo do comportamento de estruturas mistas
em geral propostos na literatura, sdo abordados com base no principio de equagdes de equilibrio e
no principio da energia. Diferente das estruturas mistas em concreto-madeira existem diversas
publicagdes para as estruturas em ago-concreto, incluindo normas internacionais, como, por
exemplo, a BS 5400 (1979), bem como a nacional NBR 8800/86 (Projeto e execugdo de
estruturas de aco de edificio). Tendo em vista a complexidade que envolve o comportamento das
estruturas com sec¢Oes mistas, algumas simplificacdes sdo assumidas para uma abordagem

aproximada do problema.

2.7.1 Método de Calculo para Estruturas Mistas em Concreto-Madeira com
Base no Principio de Equacoes de Equilibrio

A formulagdo apresentada nesta secdo estd descrita em STEVANOVIC (1996), em que

sdo utilizadas as teorias de elasticidade linear e de vigas de Euler-Bernoulli:

® a madeira e concreto sdo considerados materiais eldsticos isotropicos, sendo vélida a

lei de Hooke;

® secdes planas permanecem planas e perpendiculares ao eixo da secdo apds

deformacao;

® a madeira e concreto apresentam deslocamentos verticais iguais em todos os pontos

de conexoes;
Sao assumidas mais duas hipéteses para formulagdo de STEVANOVIC (1996):
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e o0s conectores sdo discretos, porém considerados como conexdes equivalentes

continuas com constante elastica;

® caso haja carga axial, a carga serd aplicada no centro de gravidade da mesa de

concreto.

O deslizamento entre ambos os materiais € representado pela razdo entre a fluxo de

cisalhamento na superficie da liga¢do T (N/m) e o mddulo de deslizamento K(N/mz):

T, (%)

o(x) = (2.01)
Q)
” . e
Hé d':’”:r— HT#FI, ] H
- s O
2
5 D
a3 ol A
R."q i 't' ‘+I RH
zZ.w
a) acoes b) for¢as numa se¢do

FIGURA 2.16 - Ac¢des e reacdes em viga mista concreto-madeira

FONTE: STEVANOVIC (1996), p. 426.

Das condig¢des de equilibrio da secdo a esquerda n-n da Fig. 2.16, tém-se as expressoes

de equilibrio de forgas:

® somatdria das for¢as na direcdo x:
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Nb+Nd_H:0

e somatdria das forgas na direcao z:

X
Ty + Ty +Ry — [q)dt =0
0
sendo:
Da somatdria do momento em torno do ponto k, tem-se:
X
My +My—N, -r+H-r—R, -x+j(x-t)q(t)dt:0
0
sendo:
Mb +Md_Nb -r=MX _H'r
onde:
X
Ty =R, - [q(odt
0
X
M, =R, -x+[(x-q()dt=0
0
Vadx
oy o Mprdl, |
T, NSRRI i
2 e e 5
M;E "Hd — MFdMa‘ -\Qé HrdH
T 1D Ngrad "] T T-4T,
L T :
i 24 H 7o' oy,
| ===k ! F 4
Esforgos internos em um Distribuigdo de
a . ) b)
elemento diferencial deslocamentos

FIGURA 2.17 — Vistas laterais de um elemento infinitesimal
FONTE: STEVANOVIC (1996), p. 427.
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Das condic¢des de equilibrio de um elemento de concreto dx, a distancia x da origem da

ordenada, tem-se:

1 —_dNb (2.09)

s dx

Assumindo que a for¢a H € constante ao longo do comprimento, entao:

dH _

0 2.10
™ (2.10)

Das consideragdes de equilibrio, pode-se escrever:

T, = dM (2.11)
dx

Do equilibrio de forcas no elemento de concreto, obtém-se:

dM,

Ty =T, 1, + (2.12)
dx
Do equilibrio de for¢as no elemento de madeira, obtém-se:
Ty=T, 1, + M, (2.13)
dx

Considerando que as curvaturas sio iguais para o concreto e madeira, e negligenciando

as deformagdes de cisalhamento e o encurtamento do eixo, a curvatura € aproximada por:
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M, = My

Mo (2.14)
Eply, Eqly

onde: EyI, e Eyly sdo as rigidez de flexdo das se¢Oes de concreto e de madeira, respectivamente.

Combinando as egs. (2.02), (2.06) e (2.14), obtém-se:

Mb=%[Mx—(H—Nb)-r] (2.15)
EI,

Mdz%[MX—(H—Nd)-r] (2.16)
EI,

com:

2.17)

A eq. (2.17) representa a rigidez a flexdo de uma se¢do ndo-composta.

Das condi¢des de compatibilidade na interface de ligagc@o entre a madeira e o concreto, o

deslocamento total na conexdo sera:

Au=duy —du, +w'r (2.18)
onde:
duy = Npdx (2.19)
ApEy
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N 4dx (2.20)

du,; =
¢ A4Eq
Auzts o 9Ny 1 2.21)
K dx K

Diferenciando-se a eq. (2.18), e levando-a em (2.19), (2.20) e (2.21), obtém-se:

Ae=¢g4—&, +W'r (2.22)
2
re=-Y I\Lb L (2.23)
dx- K
£, = No (2.24)
AyEy,
£y = N (2.25)
AqEq
wie | My —(H=Ny)-r (2.26)
EI,

Pela combinagdo das eq. (2.22) a (2.25), tem-se a equagdo diferencial bdsica do

problema em fung¢do da for¢a normal no concreto:

d’N,

Ny =M, - H (2.27)

onde:
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2
P DL S (2.28)

:I;r (2.29)
0
2
y=K ——+ (2.30)
A.E; EI,

A combinacdo das eq. (2.26) e (2.27) resulta numa equagdo diferencial de quarta ordem,
considerando o deslocamento w para a viga composta de concreto-madeira, simplesmente

apoiada, sujeita ao carregamento conforme Figura 18:

2 2
WV _ g2 @My M} @'H-ay, (2.31)
EL, El, EL

onde:

El 2E AE, A (2.32)
0 :EdId+EbIb+—r d**d~=b"*b

EL, =
(04 —ﬂ-r EdAd +EbAb

A eq. (2.32) representa a rigidez de flexdo para acdo composta total. O termo a,_, que

representa a distancia entre o centro de gravidade da se¢do rigidamente composta ao c.g. da se¢ao

de concreto, € obtido por:

M@=y _ rEAy (2.33)
(@ - B-1) EaAq+EpA, ”

A solucdo geral da equagdo diferencial (2.31) é dada por:
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w = a;senh(ox) +a,cosh(ax) + ag+ay+w (2.34)

P

onde: a; até a4 sdo constantes que dependem das condi¢des de contorno (condi¢des de apoio), e

wp € solucdo particular que depende do carregamento externo.

Quando a solug@o para w € conhecida, para uma dada condicdo de contorno, as forcas

internas podem ser facilmente calculadas.
M, =-w' - EyI, (2.35)

Md = —WH . EdId (236)

Pela substitui¢do da eq. (2.35) em (2.15) obtém-se Ny, que € a for¢a resultante da tensao
normal na se¢do transversal de concreto, e da eq. (2.37) em (2.02), a resultante da tensdo normal

na madeira, respectivamente:

— —_— II .
Nb _ H-r MXr w EIO (237)

I
Ny _My+w -El, (2.38)
Tr

A tensdo de cisalhamento entre o concreto e a madeira € obtida combinando-se as eq.

(2.37) e (2.09):

1 11T
o - My +wEl (2.39)

S

T
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2.7.2 Modelo numérico de vigas compostas

a) Método de elementos finitos

O método de elementos finitos é uma técnica de resolu¢do aproximada de problemas de
valor de contorno ODEN, GRAHAN e BECKER (1981). O método envolve o particionamento
do dominio em um numero finito de elementos (os elementos finitos) e, usando conceitos
variacionais, envolve a construcao de uma aproximagdo da solucio sobre esses elementos. Uma
andlise de elementos finitos €, em geral, constituida dos seguintes passos:

* constru¢do de uma formulacdo variacional para o problema. Em elasticidade, a
minimiza¢do do funcional de energia de deformacdo conduz a formulagdo variacional — o que
equivale a formulagdo do principio dos trabalhos virtuais;

* defini¢cdo da geometria do problema, seu dominio e condi¢gdes de contorno;

* escolha do espaco de aproximacgdo: definicdo das fungdes, se polinomiais ou

trigonométricas, e sua ordem de interpolacao;

* aplicagdo do método de Galerkin para o espaco de fungdes adotado;

* resolucdo do sistema algébrico [K] {u} = {F}, em que [K] é a matriz de rigidez da

estrutura, F € o vetor de carga e u € o vetor multiplicador das funcdes adotadas;

e analise dos resultados.

b) Modelagem via programa SAP2000
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SORIANO (2001) apresenta em sua tese de doutoramento uma simulagdo
computacional de uma viga mista através de um programa de elementos finitos. Foi utilizado o
programa SAP2000® disponivel e licenciado pela Faculdade de Engenharia Civil, Arquitetura e

Urbanismo.

Em razdo das caracteristicas e dimensdes das vigas e painéis ensaiados, optou-se por
utilizar elementos de cascas para representar as pecas de concreto e de madeira. As malhas de
elementos para as mesas em concreto foram definidas nos planos horizontais contidos a meia

espessura da mesa, e a espessura atribuida a cada elemento € a espessura real da peca.

As pecas em madeira foram modeladas por uma malha no plano vertical da viga, cuja
espessura corresponde a da peca de madeira. Baseado na drea do elemento finito e da sua

espessura, o programa considera automaticamente o peso proprio da estrutura.

Os conectores metélicos foram representados por elementos lineares com as respectivas
caracteristicas geométricas dos pregos e parafusos utilizados nas estruturas, bem como suas
caracteristicas mecéanicas. Desse modo, o sistema de conexdo mantém-se discreto e o0s
espacamentos sdo as distancias reais utilizadas. Os nés do elemento linear unem a face superior

da viga de madeira a mesa de concreto.

Para assegurar uma das hipoteses bdsicas assumidas para a estrutura mista, os dois nds
de uma tnica barra sdo restringidos de maneira a apresentarem o mesmo deslocamento na dire¢do

vertical.

Para validacdo dos resultados dessa modelagem foram realizadas diversas simulagcdes

como, por exemplo, supor que os conectores representassem um sistema de ligacdo perfeita com
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rigidez infinita. Outra simulagdo foi a da inexisténcia do sistema de conexdo, ou seja, a mesa de

concreto estaria sobreposta na madeira e livre para deslizar sobre a peca de madeira.
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FIGURA 2.18 — Detalhe da representacdo dos conectores metalicos
FONTE: SORIANO (2001), p. 138.

As sec¢des de instrumentacdo para a andlise dos estados de tensdo e deformacdo em cada
estrutura foram localizadas nas se¢des posicionadas a um ter¢o dos apoios, de forma a evitar a
regido central das estruturas, onde certamente existem os efeitos da carga concentrada. A carga
concentrada foi considerada como carga distribuida equivalente nos elementos da laje proximos a
regido central da viga. Dessa maneira, foi possivel simular a real aplicacio da carga em

laboratério através de uma chapa de ago.

O efeito de ndo-linearidade do material ndo é considerado no programa utilizado para a
modelagem. Dessa simplificacdo sdo esperadas diferencas entre os resultados de ensaios e o0s
obtidos da modelagem como ocorre, por exemplo, com o concreto que para um determinado

nivel de tensdo passa a comportar-se em regime plastico.
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A seguir sdo apresentadas as Fig. 2.19, 2.20, 2.21 e 2.22 que ilustram os resultados

obtidos por SORIANO (2001).
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FIGURA 2.19 — Representacdo de uma viga em concreto-madeira
FONTE: SORIANO (2001), p. 139.
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FIGURA 2.20 — Representagc@o de um painel em concreto-madeira
FONTE: SORIANO (2001), p. 139.
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FIGURA 2.21 - Tensdes ao longo da viga mista de concreto-madeira

FONTE: SORIANO (2001), p. 142.
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FIGURA 2.22 - Tensdes no painel misto de concreto-madeira

FONTE: SORIANO (2001), p. 142.
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3 METODOLOGIA

3.1 Estudo teorico.

O arranjo estdtico de uma estrutura mista pode ser apresentado como o de duas pecas,

uma em concreto e outra em madeira, solidarizadas por meio de dispositivos como conectores.

Os conectores sao responsdveis pela transmissdo de esforgcos entre as duas pecas da

estrutura mista, de modo que elas trabalhem mecanicamente em conjunto.

Na hipétese de as duas pecas serem conectadas rigidamente, trabalhariam
monoliticamente, de maneira simples e convencional. Nesse caso, sdo vdlidas as hipdteses de

Bernoulli-Navier para qualquer secao, havendo apenas uma linha neutra.

Na hipétese de ndo haver conectores, as duas pecas trabalhariam independentes,

podendo deslizar uma sobre a outra livremente.
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O arranjo ideal € o da primeira hipdtese, em que as pecas trabalham monoliticamente.
Nessa situacdo o concreto trabalharia simplesmente a compressdo, obtendo-se o aproveitamento
maximo desse material. Entretanto, alguns tipos de conectores fornecem apenas uma interacao
parcial entre os dois materiais. Assim, a hipétese de célculo a ser adotada € a de conexdo semi-
rigida, em que o deslizamento de interface entre os dois materiais deve ser considerado. Esse caso

€ o de mais dificil modelagem e serd o tipo tratado neste trabalho.

Adesivos estruturais rigidos, como o epdxi, garantem a rigidez da conex@o entre oS
materiais. LigacOes com pinos de ago, pregos, parafusos, cavilhas e perfis metdlicos conferem
uma conexdo semi-rigida a estrutura. Pode-se, também, dividir os conectores pela maneira com a
qual a interacdo entre elementos € dada, em discreta ou continuamente. Pinos, pregos e parafusos,
por exemplo, transmitem esfor¢os entre os elementos pontualmente onde estdo localizados. Por
1sso sdo considerados de interacdo discreta. Adesivos rigidos transferem os esfor¢os de maneira

continua ao longo das pegas e por isso sdo considerados de interagdo continua.

Essa classificacdo dos conectores em discretos e continuos € importante para a
modelagem numérica de uma viga mista. SORTANO (2001) trata o problema das duas formas
apresentadas. Em uma andlise, via programa de computador de elementos finitos SAP2000, os
conectores sdo tratados como elementos discretos entre os materiais. Em outra andlise, via
resolucdo analitica de equacdo diferencial e utilizando-se o programa Mathematica, os conectores
sdo tratados como elementos continuos ao longo da viga. Para os dois casos, foram consideradas

ligacdes semi-rigidas.

A andlise desenvolvida via resolucdo analitica da equagdo diferencial, conduziu a
valores muito proximos dos observados experimentalmente. J4 na andlise via programa de
elementos finitos, a estrutura simulada apresentou-se mais rigida que a estrutura ensaiada em

laboratério (ver Fig. 3.1). SORIANO aponta algumas justificativas:
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“Essa divergéncia de resultados certamente, deve ser atribuida ao fato que o modelo
utilizado no SAP ndo esteja representando coerentemente o comportamento de conectores com
maiores didmetros, como no caso dos parafusos utilizados. Admitindo-se para esses conectores
mais rigidos, a hipétese de haver um pequeno esmagamento das paredes dos furos da madeira,
que ocasionard um deslizamento horizontal entre as pecas e conseqiientemente, implicando num
acréscimo da flecha. Por outro lado, na ligacdo por pregos, os comportamentos representados
pela modelagem sugerida tiveram bons resultados o que se deve, provavelmente, ao fato do

deslizamento ocorrer com predominancia do efeito de flexdo do pino” (SORIANO, 2001, P.154).

SORIANO (2001) também argumenta que a considera¢do de conectores de interagdao
continua, tal como utilizada na sua modelagem via resolucdo analitica da equacdo diferencial,
traz vantagens, uma vez que independe do modo de ruptura da ligacdo, sendo o comportamento
dos conectores caracterizado diretamente pelo médulo de deslizamento, obtido através de ensaios

de corpos de prova.
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FIGURA 3.1: Comparag¢do de deslocamentos verticais.

FONTE: SORIANO (2001), p. 152.
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Com base nos resultados apresentados, propde-se uma modelagem numérica via
SAP2000, buscando-se suprir as deficiéncias encontradas por SORIANO (2001), associando-se o

conceito de interacio continua ao modelo discreto utilizado no SAP.

Propde-se ainda, a resolucdo das equagdes diferenciais de estruturas mistas pelo método
dos elementos finitos ou pelo método de andlise matricial das estruturas (método dos
deslocamentos associado a interagdo de conectores). A escolha deve ser tomada com o estudo

aprofundado das equagdes diferenciais e dos métodos de resolugdo dessas equacdes.

3.2 Modelo implementado no programa SAP 2000.

Os dados utilizados para a elaboracdo do modelo de viga mista concreto-madeira
implementados no programa SAP sdo os descritos na TAB.3.1 e TAB.3.2 SORIANO (2001)
experimentou dois prototipos por grupo de conectores, ou seja, VP 1/2 — 1, VP 1/2 - 2, VP 3/8 —

1 e VP 3/8 - 2 e seus resultados serdo comparados com o resultado do programa SAP.

TABELA 3.1 — Propriedades dos componentes das vigas mistas (VP 3/8) e (VP 1/2)
FONTE: SORIANO (2001).

Concreto Madeira
Secdo (mm”) 12000 7500
Inércia (mm”*) 1,6%10° 14,063%10°
E (N/mm°) 19300 14700
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Viga Mista (VP 3/8):

e Estado Limite de Utiliza¢do K (ser) = 11471 N/mm;

e Estado Limite de Utilizac¢do K (ser) = 2885,4 N/mm/cm;

e Estado Limite de Utiliza¢do K. (u) = 7647 N/mm;

e Estado Limite de Utiliza¢do K (u) = 1019,6 N/mm/cm;

Viga Mista (VP 1/2):

Estado Limite de Utilizacdo K. (ser) = 15464 N/mm;

Estado Limite de Utilizagdo K (ser) = 2061,9 N/mm/cm;

Estado Limite de Utilizacdo K. (u) = 10309 N/mm;

Estado Limite de Utilizacdo K (u) = 1374,6 N/mm/cm;

i =%
D R G
_l,“ir A0 b nl_ Sagao Tranaveraal

FIGURA 3.2 — Detalhe da viga mista (VP)
FONTE: SORIANO (2001), p. 186.
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Para efeito de cdlculo, serdo consideradas uma carga uniformemente distribuida que
corresponde ao peso proprio da viga g = 0,36 N/mm, e uma carga concentrada Px, aplicada no

meio do vao.

| Pic q=0,36N/mm
& o |

FIGURA 3.3- Esquema estético da viga mista (VP)
FONTE: SORIANO (2001), p. 188.

Os conectores foram simulados através de elementos de viga, unindo a secdo de
concreto a de madeira em alguns pontos. Entretanto, buscou-se um comportamento continuo da
conexdo. Para isso a rigidez dos elementos de viga foi escolhida de modo a simular a mesma

rigidez do modulo de deslizamento obtido em laboratorio.

Na Fig.3.4 € apresentado o processo de célculo da rigidez equivalente ao modulo de

deslizamento:
K (N/mm?) * L (mm) = K equiv (N/mm)
aplicando-se uma forg¢a horizontal de:
K equiv (N)

deve-se obter um deslocamento horizontal unitdrio (mm), onde K (N/mmz) ¢ o modulo de

deslizamento da ligag@o obtida em laboratério e L(mm) € o comprimento total da viga.
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FIGURA 3.4 — Conectores equivalentes da viga mista

A Fig.3.6 apresenta a malha utilizada para o cdlculo dos deslocamentos da viga mista.
Os elementos finitos adotados para a confeccdo da malha foram as projecdes da viga no plano
vertical, para que os esforcos T (deslizamento) fossem excéntricos a pega, ou seja, simulando a
real condi¢do. A forga excéntrica gera momento negativo aliviando a flecha.

\

| I

FIGURA 3.5 — Sec¢ao utilizada para confeccao da malha (cm)

[ ||
1 I I I I
]

FIGURA 3.6 — Malha utilizada para caracterizar a viga mista no SAP.
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FIGURA 3.8 — Detalhe das tensdes ao longo da viga mista de concreto-madeira (VP 1/2)
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FIGURA 3.9 - Tensdes ao longo da viga mista de concreto-madeira (VP 3/8)

e —msmmmEmEee

TS0 o0S0 o0 %50 E

FIGURA 3.10 — Detalhe das tensdes ao longo da viga mista de concreto-madeira (VP 3/8)
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3.3 Modelo de funcionamento de viga composta.

3.3.1 Principio dos trabalhos virtuais (PTV)

7z

O principio dos trabalhos virtuais é uma poderosa técnica para resolucdo de diversos

problemas na engenharia, principalmente na mecanica dos sélidos.

O termo virtual é usado para designar o trabalho realizado por forcas externas
(verdadeira) com uma variagdo de deslocamentos (deslocamentos imaginérios, virtuais). O
principio dos trabalhos virtuais € enunciado como: o trabalho virtual das forcas internas é igual
ao trabalho virtual das forcas externas para qualquer deslocamento virtual que respeite as

vinculagoes da estrutura.

A equagdo do principio dos trabalhos virtuais para um estado de for¢as em equilibrio € um

estado independente de deslocamentos compativeis com as vinculagdes da estrutura é dada por:

I%‘ dg; dV = .[Ti ou, dA + J.F1 du; dV (3.01)
A% A v

em que: Gjj s30 as tensdes da estrutura; d¢;; sdo deformagdes compativeis com os deslocamentos
virtuais du;; T; séo forgas de superficie; A sdo superficies de aplicagio da carga Ti; V € o volume

do corpo; F; forgas de corpo.

O lado esquerdo da eq (3.01) representa o trabalho virtual das forgas internas (TViy) € 0

lado direito o trabalho virtual das forgas externas (T Vx).
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3.3.2 Introducao a Teoria de Vigas.

Duas teorias para andlise de vigas muito conhecidas s3o a teoria de viga de Euler-
Bernoulli e a teoria de viga de Timoshenko, FILHO (1997). A diferenca entre as duas reside no
fato de a teoria de Euler-Bernoulli ndo considerar a energia de deformacdo da forca cortante,
enquanto a teoria de Timoshenko faz uso da deformacgdo da forca cortante para o célculo dos
deslocamentos. Neste trabalho serdo tratadas vigas segundo a teoria de Euler-Bernoulli em duas

dimensoes.

Teoria de Euler-Bernoulli

Considere a viga ilustrada na Fig. 3.11 de comprimento L, se¢do transversal de drea A e

momento de inércia I. A viga € definida no plano XY.

FIGURA 3.11 - Viga convencional de Euler-Bernoulli

a) Hipotese cinemdtica
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Na teoria de Euler-Bernoulli admite-se que as secdes transversais normais ao eixo da

viga antes da deformacgdo permanecem planas e ortogonais a esta apds deformagdes.

O vetor deslocamento pode ser expresso por:

_ { i, } (3.02)
u =
Uy

Uy =u—6 (3.03)

U, =v (3.04)

9 _av (3.05)
dx

onde: O = o giro da secdo transversal; u = vetor deslocamento horizontal, v = vetor

deslocamento vertical.

O tensor de deformagdes infinitesimais € definido como:

VI_/; _ |:M,— yu’” _v} (3.06)
12 0
8:l(V;+V;Tj: u'— yu -y (3.07)
2 0 0
(3.08)

e=le,]=lw- 1

E o tensor de tensoes se resume a:

oc=lo.]=[E €] (3.09)
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b) Esforcos solicitantes

Os esforcos solicitantes em um elemento de barra sdo forcas normais, cortantes e

momento fletor.

N=[o.dA=[EedA=[E(w-y")dA=E Auw (3.10)
A A A
V=[zdA=0 (3.11)
A
M = J.yO'di = IyEe‘di = J.yE(u’—yv”)dA =EIv” (3.12)
A A A

¢) Aplicagao do principio dos trabalhos virtuais

O trabalho virtual dos esforgos internos de uma barra € igual ao trabalho virtual das

acgoes:
TVint = TVext (313)
L (3.14)
J.O'xé'e‘de = J.ql-5ul-ds +Pou;
% 0
TViy = [0, 8€.aV = [0 (Su=ysv")dV (3.15)
14 %
& (3.16)
TV :J. 5u’.|.0'di— 5v”.|.y0'x ds
0 A A
L (3.17)
TV = I(5u’N — 8V M)ds
0
(3.18)

TV.

int =

(SWE Au—6v (- EIv”))ds

S —
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(3.19)

TV, (EASW w+EISv"v")ds

int =

S —y

Substituindo-se eq. (3.19) em (3.14), tem-se:

(3.20)

O —y I~

L
(EASWu+EISV'v")ds = Iqlﬁuids + Pdu;
0

A eq. (3.01) considera acdes de carga vertical concentrada e distribuida sobre a viga. A

generalizacdo para momentos e for¢as horizontais pode ser encontrada em FILHO (1997).

3.4 Formulacao de viga mista.

A abordagem escolhida para a formulacdo de uma estrutura mista € a do principio dos
trabalhos virtuais. A viga mista serd considerada como duas vigas independentes (uma de
concreto e outra em madeira) conectadas. A energia de deformacdo da estrutura serd dada como a
soma das energias de deformacdo das duas vigas com a energia de deformagdo dos conectores e
por isso, o trabalho virtual das forcas internas do conjunto serd a soma dos trés trabalhos virtuais

internos individuais.

Tv. C+1v. V4TV, S =TV (3.21)

nt nt nt ext

onde:S = conector; W = madeira e C = concreto;
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O trabalho virtual de uma viga foi apresentado na secdo 3.3.2 Nesta secdo serdo

apresentados o trabalho virtual interno dos conectores e a formulagdo final de viga mista

3.4.1 Trabalho virtual das forcas internas dos conectores

A conexdo entre as duas vigas (concreto e madeira) serd tratada como continua e sua

relacdo tensdo x deslizamento como sendo linear.

a) Hipotese cinemadtica

Como hipoéteses, assume-se que o deslocamento vertical das duas vigas € o mesmo, e por
conseqiiéncia suas derivadas também o sdo. Como a abordagem € a de vigas de Euler-Bernoulli, a

derivada do deslocamento vertical € igual ao giro da sec@o transversal, e as duas vigas tém o
mesmo giro.

o€ = (3.22)

oV =v (3.23)

A tensdo de cisalhamento dos conectores € dada por:

(3.24)
Ts=KAu

onde: K é o médulo de deslizamento Au é o deslocamento relativo entre a fibra inferior da viga

de concreto e a fibra superior da viga de madeira
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FIGURA 3.12 - Cinematica de uma viga mista

Au = uint erface _ U igt erface

int hc
Mzn erface _ u, +0c hc
2

interface _ w

U, =u,—60,—

, h

Au=u, +v—=-—|u, —v—->=
2

C /hw

Au=u, +v——u, +v 5
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h.+h 3.30
Au=uc—uw+v’( < Wj (3-30)
2
Denominando a distincia entre os centros de gravidade das pecas de r, tem-se
e h. +h,, (3.31)
2
Au=u,.—u, +vr
(3.32)
e finalmente:
Ts = K(uc -u, +v'r)
(3.33)
b) Trabalho virtual das forcas internas
O trabalho virtual das forcas internas é dado por:
L (3.34)
TV, = ITS§Auds
0
L (3.35)
VS, = jKAu&Auds
0
Substituindo a eq. (3.32) na eq. (3.35), tem-se
(3.36)

L
TVie = _[K (w,—u,, +vr)(Su.—Su, +vr)ds
0
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3.4.2 Formulacao de viga mista

A formulacdo de viga mista proposta € aquela que satisfaz a equacdo do principio dos

trabalhos virtuais, eq (3.21):

c w N
% +TV; + TVint = TVext

nt nt

Considerando que existirdo apenas forcas externas verticais na viga mista, o trabalho

virtual das forcas externas é o mesmo da eq (3.14). Finalmente, os termos da eq (3.21) sdo:

L . (3.37)
Vi = | (ECAC(Sucuc +Eclc§v”v”)ds
0
L . (3.38)
TV = (EWAW5uWuW +EW1W§V"V”)ds
0
A eq. (3.36) a qual expandindo os termos em parénteses temos:
¢ & (u du.—u.bu,+u 6vr—u,du, +u,du, —u,6vr (3.39)
Vv =[K| ° ) o ds
o \FVou.r—vou,r+vovr
E finalmente:
L (3.40)
TV, = Iql-5vl-ds +Pdv;
0

O problema consiste em encontrar u, uy € v que satisfacam a eq. (3.21) para quaisquer

deslocamentos virtuais du., ouy, € dv que respeitem os vinculos da estrutura.
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3.5 Metodo de Rayleigh - Ritz.

O método de Rayleigh - Ritz é uma técnica de resolucdo aproximada de formulacdes

variacionais, como a do PTV. A solu¢do aproximada é dada por:

N (3.41)
dajpli(x) —> v
i=1

N c
sol (x)=1 20 92;(x)——p u,
i=1

N w
Za;l ¢3i(x)-—> u,
i=1

. . C w ., .
Os indices v, u~ e u" representam as varidveis da eq (3.41):

y = deslocamento vertical; ¢ = deslocamento horizontal da fibra média da viga de

w . . . . .
concreto; u” = deslocamento horizontal da fibra média da viga de madeira

¢1(x), P2(x) e P3(x) sdo as fungdes aproximantes, podendo ser iguais ou nao.

As funcdes @(x) devem possuir algumas propriedades, de modo a garantir a boa

qualidade da aproximacao.

A primeira propriedade diz respeito a regularidade das fungdes @(x). Para a aproximacao
dos deslocamentos horizontais, as fungdes @(x) devem ser continuas em todo o dominio. J4 para a

aproximagdo dos deslocamentos verticais, € necessdrio que as fun¢des sejam continuas e que suas
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primeiras derivadas também o sejam. A restricdo da derivada € necessdria para garantir que o giro

(derivada do deslocamento vertical) seja continuo em todo o dominio.

Além da restricdo de regularidade, € necessdrio que as funcdes @(x) satisfacam as
condicdes de contorno da estrutura, respeitando seus vinculos. As condi¢des de contorno

impostas nas simulagdes feitas foram:
o deslocamentos verticais nulos nos apoios;
. deslocamento horizontal nulo no meio da estrutura. Devido a simetria da estrutura

simulada e da simetria de carregamento, optou-se por impor o deslocamento

horizontal nulo no meio do vao das vigas.

Com a imposi¢do dessas condi¢cdes de contorno, evita-se qualquer tipo de movimento de
corpo rigido, o que tornaria a matriz de rigidez singular e dificultaria a resolu¢do do sistema

algébrico.

Uma vez escolhida as fun¢des @(x), substituem-se as funcdes u., uy € v por:

(3.42)

>a0.)

N
e as funcdes Ou, duy, € Ov por Z(p (x).
i=1
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Como a eq. (3.21) é valida para quaisquer deslocamentos virtuais du,, duy € dv que

respeitem os vinculos da estrutura, pode-se escolher, por exemplo:

N
1) ov = duy, = 0; 5u0=2(p2,~(x).
i=1

substituindo a eq.(3.21) pelos valores do exemplo 1 temos:

L . L (3.43)
J (EcAc5ucuc )ds + IK . 0u, —u,Su, +vu.r)ds=0
0 0
N
2) Ov =0u, =0; Suw=2(p3l-(x).
i=1
substituindo a eq.(3.21) pelos valores do exemplo 2 temos:
L . L (3.44)
.[ (ECAC§ucuC )ds + jK(uc5uc —u,0u, +vSu.r)ds=0
0 0
N
3) du,, = Ou. = 0; 8V=Z¢1i(x).
i=1
substituindo a eq.(3.21) pelos valores do exemplo 3 temos:
(3.45)

L
(E.1.6vVv")ds+ I (E, 1,,6vVv7)ds
0

O —

L L
+IK(uC5v'r—uw5v'r+v’5v’r2)ds=jqi5vids+1°i§vi
0 0
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As eq.(3.43), (3.44) e (3.45)constituem as equagdes do problema, que possui trés

equagoes e trés incognitas.

Fazendo-se a substitui¢do das varidveis do problema pelas fungdes aproximantes @(x), o

sistema de equagdes 3.43 a 3.45 pode ser escrito em formato matricial como:
[k Hat=1{F} (3.46)

em que [K] é chamada matriz de rigidez, o a solu¢@o do sistema linear e F o vetor de carga.

A construgdo do problema algébrico, com a constru¢cdo da matriz de rigidez e do vetor

de carga, para o problema da viga mista € dada pela eq (3.41).

A matriz de rigidez pode ser dividida em trés termos: da viga de concreto, da viga de

madeira e a matriz de rigidez da conexao.

[k, )= & e [k J+ | (3.47)

Os elementos da matriz de rigidez da viga de concreto sdo dados por:

) - - (3.48)
K§ = [ (B4 02,102, (x)+ E.1,01 (x)p1 (x)) ds
0

e em formato matricial:
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.T (Eclc¢1z(x)¢lj(x)) ds 0 0 (349)
0 L
Ky = 0 [(Eep2 ()02, ()as 0
0
0 0 0

O elemento (3,3) da matriz tem valor zero porque diz respeito ao deslocamento
horizontal da viga de madeira, e ndo hd interacdo horizontal entre as vigas exceto pela conexao,

cuja matriz de rigidez serd definida logo mais.

Os elementos da matriz de rigidez da viga de madeira sdo dados por:

L ; ; » » (3.50)
KY = [ (£,4, 03,03, ()+ E, 1,01, ()01 (1) ds
0

que em formato matricial:

L (3.51)
(Ew1w¢1i (x)¢1j(x)) ds 0 0

S~

KW = 0 0 0

(11,003, ()03 () s

0 0

S —_

Pode-se notar que até agora ndo hd interacdo entre a viga de madeira e o deslocamento

horizontal do concreto (varidvel nimero 2), ilustrado pelo termo (2,2) com valor igual a zero.
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Finalmente, a matriz de rigidez da conexao € oriunda do trabalho virtual dos conectores,

eq. (3.39) e substituindo as varidveis pelas funcdes @(x), tem-se:

P2:(x)92;(x) =92 ;()P3;(x) + 92, ()PL ()7 = 93 (P2, (x)
K = j K| +93;(093,;(x) =93 ,;(0)0l,(x) + @1 ;(x)92,(x) r — 91 ;()@3,(x)r | ds

+ ol (0@l (x)r

ou, em formato matricial:

L L
K = '[Kgoli(x)qDZj(x)rds IK¢2i(x)¢2j(x)ds
0 0

L L
jK(pl;.(x);olf,.(x)ﬂds ngozj(x)(pl;(x)rds
0 0

L L
- [Keli(0@3;(x)rds  —[Kp2;(x)p3;(x)ds
0 0

L

0
L

- [Ko2,;(0)93,(x)ds
0
L
[Kp3:(x)93; (x)ds
0

- [K3 ;01 (x) rds

(3.52)

(3.51)

O trabalho virtual das forcas externas produz o vetor de carga Fi. O TV externo, neste

caso, é dado por:

L
TV, = J.q,ﬁvids +Pov;
0

trocando dv; por @(x) e em formato matricial é

L
[ai01;(0)ds + Pl (xp)
0

0
0
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em que xp; € o ponto de aplicacdo da forca P;. Se fosse desejado aplicar forcas horizontais na
estrutura, seja na viga de concreto ou madeira, dever-se-ia acrescentar os termos adequados no

vetor Fi acima. O mesmo para aplicacdo de momentos distribuidos ou concentrados.

3.6 Escolha das funcoes aproximantes ¢(x)

Para as simulac¢des deste trabalho foram utilizadas fungdes senoidais como aproximacao
da solugdo. As fungdes senoidais sdo continuas, bem como suas derivadas. Além disso, foram
impostas as condi¢des de contorno de deslocamentos verticais nulos nos apoios e deslocamentos

horizontais nulos no meio da estrutura.

As fungdes abaixo sao definidas como:

a) ShapeV [i_]=Sen(Pix 2i-1)/L)

Foram utilizadas para aproximar o deslocamento vertical. Sdo continuas em todo o
dominio, bem como suas derivadas. Além disso, satisfazem as condi¢cdes de contorno de serem

nulasemx=0ex=L.

ol 1
0.8 1
0.5
0.6
0.4} 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0.2l -0.5
-1

0.5 1 1.5 2 2.5 3
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FIGURA 3.13 - Fungdes aproximantes para o cdlculo do deslocamento vertical.
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b) ShapeU [i_]= Sen[Pi (x-L/2) (2 i-1)/L]

Foram utilizadas para aproximar o deslocamento horizontais. Sdo continuas em todo o
dominio, bem como suas derivadas. Além disso, satisfazem as condi¢des de contorno de serem

nulasem x =L/ 2.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Uma das andlises realizadas neste trabalho, e definida na metodologia, utiliza o

programa SAP2000 para comparacdo de exemplos que sugerem que a hipétese de conexao

continua é superior a discreta. Os resultados dessa andlise sdo apresentados nas TAB.4.1 e 4.2 e

nas correspondentes Fig.4.1 e 4.2.

Nas tabelas 3 e 4 sao comparados os resultados de SORIANO (2001):

1. dos valores experimentais de deslocamentos da viga mista (Exp.1 e Exp.2);

2. resultados numéricos utilizando o programa SAP2000 (SAP);

3. resultados analiticos via STEVANOVIC (MATH).

com as analises realizadas neste trabalho:

1. resultados numéricos utilizando o programa SAP2000 (SAP2);

resultados da formulacdo do principio dos trabalhos virtuais (PTV) via método de Rayleigh-Ritz.
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Também para comparacio, sdo apresentados os resultados de duas configuracdes limites
para a estrutura: com conexao perfeitamente rigida (EI1) e sem nenhuma conexdo (EIO), em que
as pecas de concreto e madeira podem deslizar-se livremente. Os resultados de viga mista
(conexdo semi - rigida) devem necessariamente estar contidos entre os graficos de EIl e EIO. As

FIG 40 e 41 representam os valores das tabelas.

TABELA 4.1 — Resultados dos deslocamentos verticais a L / 2 da viga (VP3/8).

Experimental Numérico Analitico
Carga SAP2000 [Kser| Ku
Pk |Exp.1| Exp.2 | EIO Ell SAP [SAP2| PTV | PTV [ MATH
0 0 0 0 0 0 0 | 0.00 | 0.00| 0.00

5 474 | 4.63 [11.84] 3.09 | 3.36 |4.37| 422 | 466 | 4.22
10 [9.64 | 937 |23.67| 6.17 | 6.72 |8.74| 843 | 9.33 | 8.43
15 [14.71| 14.38 |35.51| 9.25 |10.07|13.12/12.65|13.99| 12.65
20 |21.20| 19.68 |47.34| 12.34 | 13.43 |17.48/16.87 |18.66| 18.66
25 |26.68| 25.17 |59.18| 15.42 | 16.8 |21.86|21.08 |[23.32| 23.32
30 [32.81| 32.74 |71.01] 18.51 | 20.14 |26.22]| 25.30 |[27.99| 27.99

VIGA MISTA (VP3/8
Carga Pk (kN) ( )
30 —EXxp.1
25 m—EXp.2
20
el =1 (0]
15
Y Z / =
5 = SAP
0 I I I I I I I SAP2
0 5 10 15 20 25 30 35
Deslocamento vertical (mm)

FIGURA 4.1 — Resultados dos deslocamentos verticais a L / 2 da viga (VP3/8).
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TABELA 4.2 — Resultados dos deslocamentos verticais a L / 2 da viga (VP 1/2).

Experimental Numérico Analitico
Carga SAP2000 | Kser| Ku
Pk |Exp.1| Exp.2 EIO Ell SAP | SAP2| PTV | PTV | MATH
0 0 0.000 | 0.00 0 0 0 0.00 | 0.00 0.00

5 |4.13| 4430 |[11.84| 3.085 3.25 | 400 | 3.96 | 4.32 3.92

10 [8.34| 8.720 |23.67| 6.169 6.49 | 799 | 792 | 8.65 7.92

15 [12.26] 13.010 | 35.51 9.254 9.74 111.98 11.88| 12.97 | 11.88

20 [16.76| 17.860 |47.34| 1234 [12.99|15.98|15.84| 17.29 | 17.29

25 |22.94| 23.680 |59.18 15.42 116.2219.97 |19.80| 21.61 | 21.61

30 [30.61] 29.080 |71.01 18.51 19.5 | 23.97 | 23.76 | 25.94 | 25.94

Carga Pk (kN) VIGA MISTA (VP1/2)
% m——EXP. 1
25
e EX. 2
20
el = [0
15 i
10 | Ell
5 - = SAP
0 ‘ ‘ ‘ ‘ == SAP2
0 5 10 15 20 25 30 35

Deslocamento vertical (mm)

FIGURA 4.2 — Resultados dos deslocamentos verticais a L / 2 da viga (VP 1/2).

* Legenda dos graficos:
Pk = carga concentrada no meio do vao da viga mista;

Exp.1 e Exp.2 = vigas de concreto e madeira conectados com parafusos de didmetro de

g (viga VP3/8) e ¥2” (viga VP1/2) ensaiadas em laboratério, SORIANO (2001);
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EIO = rigidez equivalente de uma viga mista sem conexdo entre a mesa de concreto e a

alma de madeira;

EIl = rigidez equivalente de uma viga mista com conexao total (sem deslizamento) entre

a mesa de concreto e a alma de madeira;

SAP = os conectores metdlicos foram representados por elementos lineares com os
respectivos diametros dos pregos e parafusos utilizados nas estruturas. Desse modo, o sistema de
conexdo mantém-se discreto e os espacamentos sdo as distancias reais utilizadas. Os nds do

elemento linear unem a face superior da viga de madeira a mesa de concreto, SORIANO (2001).

SAP2 = Os conectores foram simulados através de elementos de viga, unindo a secdo de
concreto a de madeira em alguns pontos. Entretanto, buscou-se um comportamento continuo da
conexdo. Para isso a rigidez dos elementos de viga foi escolhida de modo a simular a mesma

rigidez do médulo de deslizamento obtido em laboratorio.

Os resultados obtidos foram plenamente satisfatérios e, em comparacdo com SAP,
sugerem que a hipdtese de conex@o continua é superior a discreta. Entretanto, essa andlise
apresentou uma deficiéncia: foi observado que os resultados variam com o tamanho das barras
utilizadas para simular a conexdo da viga mista. Isso porque as barras transmitem, além dos
esfor¢os horizontais esperados, esforcos de momento as pecas de madeira e concreto. Como o
valor do momento € proporcional a0 comprimento da barra, quanto maior for a barra, maior sera
o erro. Na andlise apresentada buscou-se utilizar um comprimento muito pequeno dos elementos
de barra que simularam a conexdo (1lmm) visando-se a minimizar os efeitos de momento que

possam ser transmitidos pelos elementos de barra.

Outra andlise realizada neste trabalho foi a comparacdo entre os resultados da

formulacdo proposta do PTV com os resultados de laboratério de SORIANO (2001).
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Os resultados obtidos da formulagdo proposta (PTV) foram verificados e validados com
as equagdes de equilibrio enunciadas por STEVANOVIC (1996). As verificagbes sdo

apresentadas no apéndice deste trabalho.

Os resultados obtidos através da resolucdo analitica da formulacdo de STEVANOVIC
(1996) foram comparados diretamente com os resultados do PTV. A comparacdo foi feita via

graficos das duas solugdes. Foram comparadas para os casos de carregamento uniformemente

distribuido e carregamento de carga concentrada no meio do vao.

A Fig.4.3 mostra o deslocamento vertical para o método do PTV, de Stevanovic e a

diferenca entre os graficos para o caso de uma carga distribuida.

\' Oig: odn. oA 2@ / \ 0.5 1 1.5 2 2.5 A
-g_ouooz -g_ouooz
k1 k1
-0.0004; b -0.0004; b
-0._oooa -0._oooa
-0.0008, -0.0008,
-0.001 -0.001

ol
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ek
n
(K

(a) (b)
f fl
- ||| |||
- i 1
l1-10 ] | ||r |I Ilr"|| n | III'-'II I|| || | |
| | || Yo ' b | | | |
| jols 1I|j -EJ. | TEIE
! ! | |
~1.207 | |I II'--'I A I| ||
_3.10-" ! (c) I'.-I

FIGURA 4.3 — Deslocamento vertical para carga distribuida (a) via PTV, (b) Stevanovic e

(c) Diferencga entre as solucoes.
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Uma vez verificada a qualidade da solu¢do, compararam-se também as derivadas das
solucdes. S@o particularmente importantes a 2* e a 3* derivadas por estarem intimamente ligadas
ao momento e ao esforco cortante. A Fig.4.4 mostra a 1* derivada da solugdo pelos dois métodos
e a diferenca entre elas. A Fig.4.5 apresenta os resultados para a 2* derivada e a Fig.4.6 para a 3*

derivada.

u.oo1!

0.0005)

-0._0005

-0.001

(b)

FIGURA 4.4 — (a) Primeira derivada da solug@o via PTV e Stevanovic para carga distribuida

(b) Diferenca entre os graficos

0.001! 5:10" ||“|I |II1I|
| M
0.0008 | II ||_II b FII}.\J[\_/‘II' I.'ﬂ'l [ |
0.0006 I IILIII 51 i ll'-.__l.'ll 2 II'-__.I'I_J-IIII5|I | r
o.0004 T 11 || v Y ||
0.0002 _l_lu_ull ||
o:5 31 1.5 2 3.5 1 d
(a) (b)

FIGURA 4.5 — (a) Segunda derivada da soluc¢do via PTV e Stevanovic para carga distribuida

(b) Diferenca entre os graficos
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FIGURA 4.6 — (a) Terceira derivada da solugd@o via PTV e Stevanovic para carga distribuida

(b) Diferenca entre os graficos

O mesmo procedimento foi realizado para o caso de carga concentrada no meio do vao

da viga mista. A Fig.4.7 compara as solugdes encontradas.

-0._0us; -0._0us;

-0.01 -0.01
-0.015 -0.015

-0.02; -0.02;

-0.025 -0.025

(b)

FIGURA 4.7 — Deslocamento vertical para carga concentrada (a) via PTV, (b) Stevanovic e

(c) Diferenca entre as solucdes
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Foram comparadas, do mesmo modo, as derivadas da solucdo. A Fig.4.8 mostra os

resultados para a 1* derivada. A Fig.4.9 da 2° derivada e a Fig.4.10 da 3* derivada.

| ]
Sooooz; Il

.uuum; o ||| |'F“I o
VAV
RTTIIEY ',J | v
.uuunzg |||
b)

FIGURA 4.8 — (a) Primeira derivada da solugdo via PTV e Stevanovic para carga concentrada

(b) Diferenca entre os graficos
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FIGURA 4.9 — (a) Segunda derivada da solugado via PTV e Stevanovic para carga concentrada

(b) Diferenca entre os graficos
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FIGURA 4.10 — (a) Terceira derivada da solu¢do via PTV e Stevanovic para carga concentrada

(b) Diferenca entre os graficos
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As oscilagdes da 3* derivada no método do PTV estdo relacionadas com a
descontinuidade da funcdo exata. A oscilagdo em torno da descontinuidade € caracteristica do
método de Rayleigh-Ritz. Para suprir essa deficiéncia seria necessdrio a divisdo do dominio em
elementos e aplicar a forca concentrada em um né. Essa técnica € chamada de método dos
elementos finitos e para sua utilizacdo é necessdria a teoria de vigas de Timoshenko, ou fungdes

de base de elementos finitos do tipo C1 (continua na derivada) entre elementos.

A terceira derivada da solucdo € associada a forca cortante de uma viga e, apesar das

oscilagdes, a simulagdo conduziu a bons resultados.

A formulacio de STEVANOVIC (1996) baseia-se nas equacdes de equilibrio.
Entretanto, seu desenvolvimento e resolu¢do sdo complexos. A formulagdo proposta neste
trabalho, baseada no PTV, é mais genérica e pode ser facilmente integrada a codigos de
elementos finitos. A integracdo dessa formulacdo em codigos de elementos finitos permitiria uma
maior divulgacio dos procedimentos de célculo e do comportamento de vigas mistas, o que seria

um catalisador do emprego desse tipo de estrutura.

A observacdo dos graficos das Fig.4.11 e 4.12 mostra que os resultados da formulacao
proposta do PTV conduz a resultados proximos aos experimentais. A Fig.4.13 mostra que os

resultados da andlise SAP2 sdo préximos aos resultados do PTV e dos experimentais.
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Load (kN) VIGA MISTA (VP3/8)

30

—Exp.1
25 - —EXp.2
20 e =1 (0]
15 1 Ell

10 - — PTV - Kser

5 / —u=PTV - Ku

= MATH

0 5 10 15 20 25 30
Deslocamentos (mm)

FIGURA 4.11 — Resultados dos deslocamentos verticais a L./ 2 da viga (VP 3/8)

VIGA MISTA (VP1/2)

Load (kN)

30 s ” Exp.1

25 Exp.2

20 EI0

15 Ell

T E— | ——PTV Kser
5 / —e—PTV - Ku
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ MATH

0 5 10 15 20 25 3

Deslocamento (mm)

FIGURA 4.12 — Resultados dos deslocamentos verticais a L./ 2 da viga (VP 1/2)
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VIGA MISTA (VP1/2)

Load (kN)

30 e Exp. 1
251 m—EXp.2
20" —EI0
15 1

Ell
10 T ¢ /
/ m— SAP - Ku
5

e PTV - Ku

0 i I I I I I
0 5 10 15 20 25 30
Deslocamentos (mm)

FIGURA 4.13 — Resultados dos deslocamentos verticais a L. / 2 da viga (VP 1/2)

* Legenda dos graficos:

PTV = formulacdo variacional proposta neste trabalho a partir do principio dos trabalhos

virtuais. Essa curva ndo pode ser observada no grifico porque seus valores coincidem com

Stevanovic (MATH).

K ser = médulo de deslizamento (N/mm?) para o estado limite de utilizacdo.

Ku = médulo de deslizamento (N/mmz) para o estado limite de dltimo.

MATH = resolug¢do analitica das equacdes de equilibrio da viga mista - conforme
formulagdo proposta em STEVANOVIC (1996) — apresentada por SORIANO (2001). Os valores

do grafico foram obtidos por meio de duas simulacdes: para cargas até 15 kN foi utilizado o

modulo de deslizamento de servigo (Kser) e a partir de 15 kN foi utilizado o valor ultimo (Ku).
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5 CONCLUSOES

O desenvolvimento tecnoldgico do processo de concepgdo e construcio de estruturas em
madeira permitiu melhorar o conhecimento do comportamento desse material e seu conseqiiente
emprego em estruturas mistas. A aplicacdo de estruturas em concreto e madeira permite valorizar
as melhores caracteristicas de cada material. Entretanto, o comportamento mecanico de estruturas

mistas, em particular o comportamento de suas conexoes, ainda ¢ um desafio.

Este trabalho contribui com a andlise de estruturas mistas e propde uma formulacio
variacional baseada no principio dos trabalhos virtuais. Esse principio tem sido utilizado em

quase todos os campos da engenharia estrutural.

A formulacdo proposta satisfaz as equacdes de equilibrio mostrando-se consistente e
seus resultados sdo condizentes com dados de laboratério. Essa formulacdo pode ser facilmente

integrada a c6digos de elementos finitos.

A integracdo dessa formulagdo em cdédigos de elementos finitos permitird uma maior
divulgacido dos procedimentos de cédlculo e do comportamento de vigas mistas, 0 que serd um

catalisador do emprego desse tipo de estrutura.
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APENDICE A: UTILIZACAO DO SOFTWARE MATHEMATICA® NA RESOLUCAO
DAS FORMULACOES DO PTV E STEVANOVIC.

* Definicio das funcdes aproximantes senoidais impares.
NumVal={};
ShapeV[i_]=Sin[Pi x (2 i-1)/Len];
ShapeU[i_] = Sin[Pi (x-Len/2) (2 i-1)/Len];

* Definicao das propriedades da secio: 1 é concreto e 2 é madeira.
Il=(bl h1"3)/12;
I2=(b2 h273)/12;
Al=bl hl;
A2=b2 h2;

* Matriz de rigidez da viga de concreto e madeira.
KIJFlex[i_, j_]1={{
Simplify[ (E1 I1+E2 I2)D[ShapeV[i], {x,2}]D[ShapeV[il, {x,2}]1],
0,0},
{0,E1 Al D[ShapeU[i],x]D[ShapeU[]j],x]1,0},
{0,0,E2 A2 D[ShapeU[i],x]D[ShapeU[j]l,x]}};

* Matriz de rigidez da conexao.
KIJGlue[i_, j_]1={
{Konst ((hl+h2)/2)”72 D[ShapeV[i],x]D[ShapeV[]jl, x],
Konst (hl+h2)/2 D[ShapeV[i],x] ShapeU[]j],
-Konst (hl+h2)/2 D[ShapeV[i],x]ShapeU[]j]},

{Konst (hl+h2)/2 ShapeU[i]D[ShapeV[]jl,x],
Konst ShapeU[i]ShapeU[]j],
—-Konst ShapeU[i]ShapeU[]jl},

{-Konst ShapeU[i]D[ShapeVI[]jl,x] (hl+h2)/2,
—-Konst ShapeU[i]ShapeU[j],
Konst ShapeU[i]ShapeU[]j]}};
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* Matriz de rigidez completa.
KIJ[i_,j_]= KIJFlex[i,j] + KIJGluel[i, jl;

Stiff[i_, J_]:= Table]
Integrate [N[KIJ[i,jl[[idf, jdf]]/.Numval]l, {x,0,Len/.Numval}] +
KIJBC[i,3j][[idf, jdf]], {idf, 1,3}, {Jjdf,1,3}];

StiffMatrixBlock[n_] := Table]
Stiff[i, 3] /. Numval ,{i,1,n},{]j,1,n}]

LoadVecBlock[n_]:=

Table[{ (P/1000) *ShapeV[i]/.x—Len/2/.Numval, 0,0}, {i,1,n}]+
Table[{Integrate[ (Q/1000)ShapeVvI[i], {x,0,Len}]/.Numval,0,0},{i,1,n
Y1i

StiffMatrix[n_]:= Block[{i, j,idf, jdf,LocalStiffBlock,LocalStiff},
LocalStiffBlock=StiffMatrixBlock[n];
LocalsStiff=Table[0, {3 n}, {3 n}];
For[i=1, i<n, i++,

For[idf=1, idf<3, idf++,
For[j=1, j<n, j++,
For[jdf=1, jdf<3, jdf++,
LocalStiff[[(i-1)*3+idf, (j-
1) *3+jdf]]l=LocalStiffBlock[[1, j,1idf, Jdf]]1;
]
]
]
17
LocalStiff
]

LoadVec([n_]:= Block[{i,idf,RhsBlock,Rhs},
RhsBlock=LoadVecBlock[n];
Rhs=Table[0, {3 n}];

For[i=1, i<n, i++,
For[idf=1, idf<3, idf++,
Rhs[[3(i-1)+idf]]1=RhsBlock[[1,1df]];
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* Método de resolucdo do problema: chama a construcio da matriz de rigidez e
vetor de carga, resolve o sistema algébrico e constroi a solu¢cio aproximada.
BeamAppr[n_]:=
Block([{i, j,idf, jdf, LocalStiffBlock,RhsBlock,LocalStiff,Rhs},

LocalStiff=StiffMatrix[n];

Rhs = LoadVec[n];

Sol = LinearSolve[LocalStlff Rhs];

SolFunction = Sum[{Sol[[3(i-1)+1]
1)+2]]ShapeU[i],Sol[[3(i-1)+3]]ShapeU[i

SolFunction

]

i ShapeV([i],Sol[[3 (i~
(11}/.Numval, {i,1,n}];

* Definicao dos valores do projeto: valor de P e q.

(*VALOR DA FORCA CONCENTRADA NO MEIO DA VIGA E DISTRIBUIDA EM kN
e kN/m*)

P=-15;
0=-0.36;

* Valores de K: 0, infinito, K de servico e tltimo de VP1/2 e K de servico e ultimo
de VP3/8:

(* Espacamento entre conectores *)
sconect=0.075;

(*SEM RIGIDEZ*)
(*SubKonst={KonstVvVal—0}; *)

(*RIGIDEZ INFINITAY*)
(*SubKonst={Konstval—>9999/ sconect};*)

(*VIGA VP 1/2%*)
(* Servico *)

SubKonst={KonstVal—15.464/ sconect};
(* Ultimo *)

(*SubKonst={KonstVal—(2/3) 15.464/sconect};*)
*VIGA VP 3/8%*)
* Servico *)

(
(
(*SubKonst={KonstVal—11.471/sconect}; *)
(* Ultimo *)

(

*SubKonst={KonstVal—(2/3)11.471/sconect}; *)

* Definicao das propriedades da viga: h, b, E L etc.
(*PROPRIEDADES DA VIGA™*)
NumValFirst={hl1l—4/100,h2—15/100,b1—3/10,b2—5/100, Konst—KonstVa

1,Len—3,E1—-19297,E2—14700};

NumVal=NumValFirst/. (SubKonst/.NumValFirst) ;
VallLen=Len/.NumVal;
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* Chama método de resolucao BeamAppr.
(*RESOLVE O PROBLEMA*)
Displacement=BeamAppr[8];
Print ["FEITO!"];
FEITO!

* P6s-processamento dos resultados.
(* POS PROCESSAMENTO *)

* Funcio deslizamento: uc —uw +r v’
(* DESLIZAMENTO *)
DeltaU=Displacement[[2]]-Displacement[[3]1]+((hl+h2)/2)
D[Displacement [[1]],x]/.Numval;

* Desenha funcio deslocamento horizontal da fibra inferior da viga de concreto.
Print ["Horiz Sup na borda"]
HorizNaBorda=Displacement [[2] ]+D[Displacement[[1]], x]
hl/2/.NumVal;
Plot [HorizNaBorda, {x,0,ValLen}]

* Desenha funcio deslocamento horizontal da fibra inferior da viga de madeira.
Print ["Horiz Inf na borda"]
HorizNaBorda=Displacement [[3]]-D[Displacement[[1]], x]
h2/2/.Numval;
Plot [HorizNaBorda, {x,0,ValLen}]

¢ Desenha deslizamento.
Print ["DeltaU"]
Plot [DeltalU, {x,0,Vallen}]

* Calcula e desenha funcoes: Normal do concreto e da madeira, momento do

concreto e da madeira.

(* TENSOES *)

NormalValSup = Simplify[ (D[Displacement[[2]],x]) E1 Al /.
NumVall];

NormalValInf=Simplify[ (D[Displacement[[3]],x
MomentoValSup=Simplify[1l.0*D[Displacement[[1
I1/.NumvVall;
MomentoValInf=Simplify[l.0*D[Displacement[[1]], {x,2}] E2
I2/.Numval];

Print ["Normal Sup Inf"]

Plot [NormalValSup, {x,0,ValLen}]/.NumVal

Plot [NormalValInf, {x,0,Vallen}]/.NumvVal

Print ["Flecha"]

Plot [Displacement [[1]], {x,0,Vallen}]/.NumVal

Print ["Momento Sup Inf"]

Plot [MomentoValSup, {x,0,ValLen}]/.NumVal

Plot [MomentoValInf, {x,0,Vallen}] /.NumVal

1) E2 A2/.NumvVall];
11,{x,2}] E1

* Retorna valor do deslocamento vertical a L/3 e L/2 da viga.
Displacement[[1]]/.{x—>Vallen/3}
Displacement[[1]]/.{x—>Vallen/2}
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* Respostas:

* Deslocamento horizontal da fibra inferior da viga de concreto.
Horiz Sup na borda

0.00003
0.00002

0.00001

0.5 1N A5 A 25 3

-0.00001
-0.00002

—-0.00003

* Deslocamento horizontal da fibra superior da viga de madeira.
Horiz Inf na borda

0.0003
0.0002

0.0001

w F

0.5 1 1. 2 2.5
-0.0001

—-0.0002

—-0.0003
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.07

.06

.05

.04

.03

.02

.01

.0003

.0002

.0001

.0001

.0002

.0003

* Deslizamento relativo entre as vigas.

0.5

2.5

* Esforco normal na viga de concreto.

.01
.02
.03
.04
.05
.06

.07

0.5

1.5

2.5

* Esforco normal na viga de madeira.

0.5

1.5

2.5

89



¢ Flecha

-0.002

-0.004

-0.006

-0.008

-0.01

-0.012

0.0005

0.0004

0.0003

0.0002

0.0001

0.003

0.002

0.001

0.5

1.5

2.5

* Momento fletor na viga de concreto.

0.5

1.5

2.5

* Momento fletor na viga de madeira.

0.5

1.5

2.5
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¢ Deslocamento vertical a L/3.
-0.0104131

* Deslocamento vertical a L/2.
-0.0124074

* Desenha deslocamentos: vertical e horizontais no centro de gravidade das pecas.
(* PLOT TODOS DESLOCAMENTOS ¥*)
Plot [Displacement[[1]], {x,0,Vallen}]
Plot [Displacement[[2]], {x,0,VallLen}]
Plot [Displacement [[3]], {x,0,Vallen}]

¢ Deslocamento vertical

0.5 1 1.5 2 2.5 3
-0.002

-0.004

-0.006

-0.008

-0.01

-0.012

* Deslocamento horizontal da viga de concreto.

0.0002

0.0001

0.5 1
-0.0001

-0.0002
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* Deslocamento horizontal da viga de madeira.

0.0006
0.0004

0.0002

0.5 1 .5 2 2.5 3
—-0.0002

-0.0004

-0.0006
* Verificacao de consisténcia: a forca de cisalhamento (Ts) longitudinal deve ser

igual a derivada da forca normal em qualquer uma das vigas (Ts2).

(* VERIFICANDO CONSISTENCIA TS = D[NORMAL,X] *)

Ts=DeltaU Konst/.NumVal;

Ts2=D[NormalValSup, x]/.NumVal;

Diff=Ts-Ts2;

Plot [Diff, {x,0,3}]

Plot [Ts, {x,0,3}]

Plot[Ts2, {x,0,3}]

* Diferenca entre T's e Ts2.

310°'°
21076 F

17107t F

SN 'Wﬁ ;
-2°107°

171071

3710710 |
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¢ Ts = k DeltaU

0.02

-0.02

-0.04

-0.06

*Ts=N’

0.06

0.02

-0.02

-0.04

* Verificando equacoes de equilibrio. As equacdes de equilibrio foram obtidas em
SORIANO (2001) e representam o método proposto por STEVANOVIC (1996) para o
calculo de vigas mistas.

(* VERIFICANDO EQUILIBRIO Mc + Mw — Nc r = Mx (eq B.03 - SORIANO
(2001), pp 229). ISOLANDO Mw = MomentoValInf, PODE-SE COMPARAR OS
VALORES *)

* Calculo de Mx para meia viga. A segunda metade da viga tem outra equacao por
causa da forca concentrada P.

(* CARGA CONCENTRADA E DISTRIBUIDA *)
Mx [x_]=(-P/1000) /2 x + (-Q/1000) Vallen/2 x-(-Q/1000) x"2/2;

(* PLOT Mx *)

Print ["Mx"];
Plot [Mx[x], {x,0,Vallen/2}]
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(* MOMENTO Mw VIA EQ B.03 ¥*)
MomentoInfCompare=Mx[x]-MomentoValSup+NormalValSup
(hl1+h2)/2/.Numval;

(* PLOT MOMENTO Mw CALCULADO PELO PTV %)

Print ["Mw via PTV"];

Plot [MomentoValInf, {x,0,VallLen/2}]

(* PLOT MOMENTO Mw CALCULADO VIA B.03 *)

Print ["Mw via eq B.03"];

Plot [MomentoInfCompare, {x,0,Vallen/2}]

(* PLOT DIFERENCA ENTRE Mw PTV E VIA B.03 *)

Print ["Diferenca entre Mw PTV e via B.03"];

Plot [MomentoValInf-MomentoInfCompare, {x,0,Vallen/2}]

(* COMPARANDO VALORES DE Mw EM ALGUNS PONTOS DA VIGA *)
Print ["Mw em alguns pontos: nosso e via B.03"];

Table [Chop [MomentoValInf]l/.{x—>1i*0.3},{i,0,5}]
Table [Chop [MomentoInfCompare] /. {x—>1*0.3},{i,0,5}]

e Mx.

0.01
0.008
0.006
0.004

0.002

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
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e Mw via PTV.

0.003
0.002
0.001
0.2 04 0.6 0.8 1 1.2 1.4
* Mw via eq B.03.
0.004
0.003
0.002
0.001
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
* Diferenca entre Mw via PTV e via B.03.
0.0001
0.00005
2 o /0.6 08/ 1 \i:?/ 1.4
~0.00005
-0.0001
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* Mw em alguns pontos: via PTV e via eq B.03.

0,0.000597189,0.00118757,0.00182686,0.00266439,0.00390113}
0.000579828,0.00117332,0.00183999,0.00271611,0.00418577}

* Verificando outras equacoes de equilibrio.

(* VERIFICANDO EQUILIBRIO
Tw = Ts rw + Mw' (eq B.07-Soriano,pp 230)
Tc Ts rc + Mc' (eq B.06-Soriano,pp 230)
Tx = Tc + Tw (eqg B.02-Soriano,pp 228) *)

(* CALCULO DE Tc *)
CortanteSup = -Ts hl/2+D[MomentoValSup, x]/.Numval;

(* CALCULO DE Tw *)
CortanteInf = -Ts h2 / 2 + D[MomentoValInf, x]/.NumVal;

(* CALCULO DE Tx - wvia PTV *)
CortanteTotal=CortanteInf+CortanteSup;
Print ["Tx - nosso metodo - viga toda"];
Plot [CortanteTotal, {x,0,VallLen}];

(* CALCULO DE Tx *)

Tx = D[Mx[x],x];

Print ["Tx - via equilibrio - meia viga"];
Plot[Tx, {x,0,Vallen/2}1;

(* ERRO = Tx — CortanteTotal - meia wviga¥*)
Plot [Tx—CortanteTotal, {x,0,Vallen/2}]

* Tx — via PTV - viga toda

0.0075
0.005

0.0025

w

0.5 1 1.5 2 2.5
—-0.0025
-0.005

-0.0075
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* Tx - via equilibrio - meia viga

0.014
0.012
0.01

0.008

0.006
0.004

0.002

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

* Diferenca entre graficos de Tx.

0.0015
0.001

0.0005

N4 0:4\9;6 018\_/ 1. p
~0.0005

-0.001

(* VERIFICANDO Mw = Mc EwIw / EcIc (eq B.11-SORIANO, pp 231) *)
MomentoInfCompare=MomentoValSup E2 I2 / (E1 Il1l) /.NumVal;
Plot [MomentoVallInf, {x,0,Vallen}]
Plot [MomentoInfCompare, {x,0,VallLen}]
Plot [MomentoValInf-MomentoInfCompare, {x,0,Vallen}]

97



0.003

0.002

0.001

0.5 1 1.5 2 2.5 3

0.003

0.002

0.001

0.5 1 1.5 2 2.5 3

1710718 ¢

51077 b

il I ‘ " lHlI Al *JJ‘!&‘“”I,.V'.
R W

-510 "7

-17107"° }

(* VERIFICANDO Mw = EwIw/EIO (Mx+Nc r) (eq B.14-SORIANO,pp 231) Mx
= Mw EIO/EwIw -Nc r *)

MxCompare=MomentoValInf (E1 I1+E2 I2)/(E2 I2) - NormalValSup
(h1+h2) /2 /.NumVal;
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Plot [MxCompare, {x,0,VallLen/2}1;
Plot [Mx[x], {x,0,Vallen/2}];
Plot [Mx [x]-MxCompare, {x,0,VallLen/2}];

0.01
0.008
0.006
0.004

0.002

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

0.01

0.008

0.006

0.004

0.002

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

0.0001

0.00005 ///"\\

O>2k//6.4 a\ﬁ#//0.8 1 1.2 11.4

-0.00005

—0.0001
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* Comparacao dos resultados com resultados via método de STEVANOVIC (1996).
* Resolucio via Stevanovic.

(* STEVANOVIC - SOLUCAO *)
r=(hl+h2)/2;
EIO=E1 Il + E2 I2/.NumVal;

alpha=Sqrt [Konst (1/(El Al) + 1/(E2 A2)+r"2/EIO0)]/.NumvVal;
alpha2=alpha”?2;

beta=Konst r/ EIO;

EI8=EIO alpha”2/ (alpha”2-beta r)/.NumvVal;

(* CARGA PONTUAL *)
Solucao=DSolve [{

D[wl[x], {x,4}]-alpha2 D[wl[x], {x,2}]==(alpha2/EI8) (-
(P/1000)x/2),

D[w2[x],{x,4}]-alpha2 D[w2[x], {x,2}]==(alpha2/EI8) (-
P/1000 (Vallen-x)/2),

wl[0]==0,

D[wl[x],{x,2}]==0/.{x—0},
w2 [Vallen]==0,

D[w2[x],{x,2}]==0/.{x—>VallLen},
wl[Vallen/2]==w2[Vallen/2],

Dlwl[x],{x,1}]==D[w2[x],{x,1}]1/.{x—>Vallen/2},

D[wl[x],{x,2}]==D[w2([x], {x,2}]/.{x—>Vallen/2},
D[wl[x], {x 3}11==D[w2[x], {x,3}]+(P/1000) /EIQO/.{x—>Vallen/2}},
{wlx],w2[x]},x];
Partl([x ]=Solucao[[l,l,2]];
Part2[x_]=Solucaol[[1,2,2]1];

wStevanovic=If [x<Vallen/2,Partl[x],Part2([x]];

(* CARGA DISTRIBUIDA *)
(*Solucao=DSolve [ {
D[wl[x],{x,4}]-alpha2 D[wl[x],{x,2}]==(alpha2/EI8)
(Mx[x])-D[Mx[x],{x,2}]/EIO,
wl[0]==0,

Diwl([x],{x,2}]1==0/.{x—0},
1[ValLen]==0,

D[wl[x],{x,2}]1==0/.{x—>VallLen}},
{wllx]},x];

wStevanovic=Solucaol[[1l,1,2]];%*)

W

* Desenha solucio de Stevanovic — neste caso para carga pontual. O sinal de — é

para compensar o eixo vertical de Stevanovic que é para baixo enquanto o do PTV é para
cima.

Plot [-wStevanovic, {x,0,ValLen}]
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0.5 1 1.5 2 2.5 3
-0.002

-0.004

-0.006

-0.008

-0.01

-0.012

* Desenha solucao do PTV.
Plot [Displacement[[1]], {x,0,Vallen}]

0.5 1 1.5 2 2.5 3
-0.002

-0.004

-0.006

-0.008

-0.01

-0.012

* Desenha diferenca entre solucoes.
Plot [Displacement[[1l]]+wStevanovic, {x,0,Vallen}]
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