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RESUMO 

Carnic, Marco Antonio. Analise em regime plastico de placas de concreto refonrado 

com fibras de a9o sabre base elastica. 

Campinas, Faculdade de Engenharia Civil, Universidade Estadual de 

Campinas, 1998. p. 103. Dissertac;§o. 

Neste trabalho e apresenta'da uma analise em regime plastico, atraves da 

teoria das linhas de ruptura, de placas de concreto refor98do com fibras de a90 

sabre base elastica. 

Foram analisadas as teorias elastica e plastica, sendo a analise plastica 

realizada segundo modelos propostos por dois autores. Com base neste estudo foi 

possfvel comparar as teorias, mostrando, desta forma, suas diferen98S. 

Para aplica9ao da teoria plastica no dimensionamento das placas de 

concreto refor9ado com fibras de a9o, foram introduzidas adapta96es no modele 

escolhido, uma vez que este foi desenvolvido para aplica96es com uso somente de 

armadura convencional. 

Tais adapta¢es tiveram por finalidade facilitar o emprego do modele por 

projetistas da area. Assim sendo, procurou-se, tambem, mostrar urn exemplo de 

aplicac;§o, com dados reais de projeto. 

Os resultados encontrados demonstram que e possfvel obter grandes 

avan9os nos projetos dos pisos e dos pavimentos de concreto refor9ado com fibras 

de a9o sabre base elastica, sendo possfvel substituir totalmente, com seguran9a, as 

armaduras convencionais pelas fibras de a90. 
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ABSTRACT 

The main objective of this work is to analyse steel fiber concrete slabs on 

elastic sub-grade, according to yield line theory. 

The target is to evaluate which are the right procedures among the calculation 

in practice, showing that even the elastic theory is conservative. 

We hope this work will give information and provide some know how to the 

experts in this area. 

Due to the lack of divulgations of this methodology, these professionals have 

many difficulties in design of steel f1ber concrete slabs on elastic sub-grade. 

Finally, our expectation is that this work will bring some lights on the 

possibilityof the substitution of the conventional reinforcement by steel fibers. 

This is possible because the steel fiber concrete is a ductile material, which 

provides load capacity absorption to the slabs and it is absolutely reasonably to take 

this characteristic in consideration, and then replace all the commonly conventional 

reinforcement used in this kind of structures. 



1. INTRODUCAO 

0 dimensionamento dos pisos e dos pavimentos de concreto e realizado a 

partir de procedimentos de calculo que consideram as ac;:Oes atuantes em placas 

apoiadas sobre base elastica, levando em conta as vinculac;:oes existentes com 

placas adjacentes. 

Tais procedimentos sao largamente empregados pela sua facilidade de 

aplicac;:ao, dispensando modelos de calculo mais sofisticados que utilizam, por 

exemplo, o metodo dos elementos finitos. 

Este tipo de estrutura e solicitado, predominantemente, por cargas acidentais 

(rodas de vefculos automotores, empilhadeiras, pes de montantes de prateleiras) e 

por cargas permanentes, devendo tambem ser levados em considerac;:ao efeitos 

produzidos por variac;:8o de temperatura e retrac;:8o. Para analise dos efeitos destes 

carregamentos nas placas e possfvel tomar dois caminhos. 

0 primeiro, ha muito tempo seguido pelos projetistas deste tipo de estrutura, e 

o da teoria elastica, existindo diversas publicac;:Oes da ABCP (Associac;:8o Brasileira 

de Cimento Portland) sobre o assunto. 

Para as placas de concreto simples, o dimensionamento tem por base a 

determinac;:ao das tensoes de trac;:ao causadas pela flexao das placas, no qual sao 

empregados abacos que representam as expressoes deduzidas por Westergaard
1

. 

Esta metodologia e preconizada pela PCA2 

No infcio da decada de sessenta foi desenvolvido pelo United States Corps of 

Engineers uma metodologia alternativa para o dimensionamento de pisos e 

pavimentos de concreto armado, tendo por base estudos experimentais. Cabe 

ressaltar que tal metodologia nao e aplicavel aos casos de cargas provenientes de 

pes de montantes de prateleiras, uma vez que o estudo experimental desenvolvido 

nao contemplou tal situac;:ao de carregamento. 

Para o dimensionamento de placas de concreto com armaduras, com ou sem 

func;:ao estrutural, podem tambem ser empregados os criterios existentes em 

publicac;:ao do IBTS
3 



2 

Nas placas com armaduras sem funyao estrutural, a finalidade destas e 
impedir as fissuras de retrayao. Tais armaduras sao normal mente posicionadas junto 

a face superior da placa, nao devendo distar desta mais que 5 em. 

Nos casos de armaduras com funyao estrutural, etas sao posicionadas junto a 
face tracionada da placa. Nestas situac;:oes a determinayao dos esforc;:os solicitantes 

segue o mesmo modelo empregado para as placas de concreto simples, 

procedendo-se, a partir da determinac;:iio destes, o dimensionamento usual de 

concreto armado. 

Cabe salientar que para este dimensionamento e apenas considerado o caso 

de carregamento no interior da placa, sendo obrigat6ria a utilizac;:iio de barras de 

transferemcia para a ligayao entre placas adjacentes, cuja finalidade e transferir as 

cargas de uma placa a outra. Estas barras sao empregadas independentemente do 

tipo de junta existente entre as placas (juntas serradas ou de construc;:ao) e da 

intensidade do carregamento atuante. 

0 segundo caminho a ser percorrido para a analise de placas sobre base 

elastica e o da teoria das charneiras plasticas. Essa teoria foi desenvolvida por 

Johansen4 e publicada na Dinamarca em 1943, durante a 2" Guerra Mundial. 0 

trabalho de Johansen foi posteriormente traduzido por Mason5 e publicado no Brasil 

em 1962. Destacam-se, tambem, os trabalhos de Chamecki
6

, de 1948, e de 

Langendonck
7

, de 1970, que muito contribuiram para a difusao da teoria das 

charneiras plasticas. 

A aplicac;:ao desta teoria para as placas de concreto armada apoiadas sabre 

base elastica foi desenvolvida por Losberg8
, e publicada em meados de 1961, 

Em outro trabalho publicado em 1962, Meyerhof9 analisa a capacidade 

portante dos pavimentos de concreto, fomecendo expressoes que permitem 

determinar a carga ultima nas placas de concreto simples e armado, tendo por base 

urn modelo de placa rigido-plastica sobre base elastica, para varias situac;:Oes de 

carregamento e condic;:oes de contorno, desprezando efeitos de empenamento. 

Os trabalhos de Losberg e Meyerhof sao os precursores do modelo 

desenvolvido, a luz da teoria das charneiras plasticas, para 0 dimensionamento de 

placas de concreto reforc;:ado com fibras de ac;:o sobre base elastica, objetivo 

principal desta dissertayao. 
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Esta dissertac;:Bo tern tambem por finalidade demonstrar que o emprego da 

teoria elastica para a analise das placas de concreto refon;:ado com fibras de aye 

(CRFA), sabre base elastica, conduz a solugoes conservadoras, uma vez que o 

material apresenta caracteristicas de plastificac;:Bo com ductilidade, adequando-se 

perfeitamente ao modele das charneiras plasticas. 

A NBR 611810 em seu item 3.3.2- Estruturas laminares planas solicitadas 

predominantemente por cargas normais ao seu plano (lajes), permite que nestes 

cases de carga esses elementos sejam calculados como placas em regime elastica 

ou em regime rigido-plastico. Estabelece, tambem, em seu item 3.3.2.2, hip6teses a 

serem adotadas para o calculo no regime rfgido-plastico pela teoria das charneiras 

plasticas. Tais procedimentos, no entanto, nao sao muito explorados pelos 

calculistas de estruturas que atuam no segmento de pisos e pavimentos. 

Em virtude da possibilidade de aplicac;:Bo da teoria das charneiras plasticas 

quando se utiliza o CRFA em placas sobre base elastica, e ainda, face a retomada 

dessa metodologia como base de dimensionamento em muitas normas e 

procedimentos em pafses europeus, este trabalho apresenta seus fundamentos, 

para que possam servir como base para a elaborac;:Bo de normas e/ou 

procedimentos de dimensionamento dos pisos e dos pavimentos em CRFA. 

Os objetivos deste trabalho sao apresentados no capitulo 2. 

0 capitulo 3 apresenta uma sintese da teoria das placas, que serve de 

fundamento para o desenvolvimento da teoria de placa sobre base elastica. 

No capitulo 4 e mostrado todo o desenvolvimento dos trabalhos de varies 

autores, em especial Westergaard, com base na teoria elastica. 

0 capitulo 5 apresenta os trabalhos de Losberg e Meyerhof, que levam em 

conta os fundamentos da teoria da plasticidade aplicada as placas sobre base 

elastica. 

Como a aplicac;:Bo do CRFA nos pisos segue o dimensionamento com base 

na teoria das charneiras plasticas, o capitulo 6 apresenta uma analise comparativa 

entre as expressoes de Westergaard, Losberg e Meyerhof, mostrando ainda um 

caminho para aplicac;:Bo em projeto. 

Uma vez que, em seus trabalhos, Losberg e Meyerhof apresentam resultados 

experimentais, bern como aplicagao pratica somente com o uso de armaduras, 
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faz-se necessaria uma adaptayao para aplicayao quando se utiliza o CRFA, o que e 
feito no capitulo 7, inclusive apresentando um exemplo de aplicayao com dados 

reais de projeto. 

Os capitulos 8 e 9 apresentam, respectivamente, os comentarios finais e 

algumas sugestoes para pesquisas futuras. 
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2. OBJETIVOS 

Este trabalho tern como objetivo a analise em regime plastico, atraves da teoria 

das chameiras plasticas linhas de ruptura, de placas de concreto refon;:ado com 

fibras de ac;:o sobre base elastica. 

Pretende-se avaliar, entre os procedimentos de calculo, qual deve ser o mais 

adequado para aplica<;ao pratica, mostrando-se inclusive que a teoria elastica conduz 

a soluc;:Oes conservadoras. 

Espera-se com este trabalho fomecer informac;:Oes e subsidies aos projetistas 

desta area que, em virtude da pouca divulga<;ao desta metodologia, tern dificuldades 

de efetuar o dimensionamento de placas em concreto refon;:ado com fibras de ac;:o 

sobre base elastica. 

Finalmente, espera-se que este trabalho esclare99 sobre a possibilidade de 

substitui<;ao das armaduras convencionais pela utiliza<;ao das fibras de ac;:o como 

reforc;:o do concreto, uma vez que o incremento de ductilidade conferido ao material 

pelas fibras de ac;:o garante a ele adequada capacidade de carga. Desta forma, no 

dimensionamento atraves da teoria das chameiras plasticas linhas de ruptura e 
perfeitamente possivel levar essa caracteristica em considera<;ao e, portanto, 

substituir toda armadura convencional comumente utilizada neste tipo de estrutura. 
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3. TEORIA DAS PLACAS 

As propriedades de flexao de uma placa dependem fundamentalmente de sua 

espessura, em comparac;:iio com as outras dimensoes. As placas podem ser 

divididas em 3 casas: 

a) placas finas com pequenas flechas; 

b) placas finas com grandes flechas; 

c) placas grossas. 

Para o caso de placas apoiadas sabre base elastica, interessa analisar mais 

especificamente o caso de placas finas, ort6tropas e com pequenas flechas (valores 

pequenos comparados a espessura da placa). Segundo Timoshenko11
, a teoria e 

desenvolvida com base nas seguintes hip6teses: 

a) nao ha deformac;:iio no plano medic da placa. Esse plano permanece 

neutro durante a flexao; 

b) os pontes situados inicialmente normais ao plano medic da placa 

permanecem depois da flexao na normal a superficie media da placa; 

c) as tensoes normais na direc;:iio transversal da placa sao desprezadas 

(crz=o). 

Tomando como base estas hip6teses, todas as tensoes podem ser expressas 

em func;:iio da flecha w da placa, que por sua vez e func;:iio das coordenadas no 

plano da placa. No entanto, w tern que satisfazer uma equac;:iio diferencial linear em 

derivadas parciais que, junto com as condic;:oes de contomo, define w. Assim sendo, 

a soluc;:iio da equac;:iio fornece informa<;:Qes necessarias para o calculo das tensoes 

em qualquer ponte da placa. 
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3.1. FLExAO PURA EM PLACAS 

3.1.1. Curvaturas das placas com pequenas flechas 

Ao se estudar as pequenas flechas de uma placa, deve-se tomar como plano 

xy 0 plano medio da placa antes da flexao. 

_,o't---,----o-.x 

w ·. ___ _l_ 

m ,.,, 

Figura 3. 1 : Curvaturas no plano xy 

Como <llx e <py sao muito pequenos, pode-se escrever: 

Para se determinarem as curvaturas da placa, deve-se levar em conta que as 

flechas sao muito pequenas. Neste caso, as curvaturas das superficies nos pianos 

paralelos aos pianos xz e yz sao respectivamente: 

(3.1) 

(3.2) 
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3.1.2. Relacoes entre momentos fletores e curvaturas 

Na flexao pura de uma placa retangular submetida a mementos 

uniformemente distribuidos nas bordas, como indica a Figura 3.2, toma-se como 

plano xy o plano media da placa antes da flexao, sendo os eixos x e y orientados 

segundo as bordas da placa. 0 eixo z e perpendicular ao plano media e positive para 

baixo. 

Seja Mx o momenta fletor por unidade de comprimento que atua sabre uma 

borda paralela ao eixo y, e My o momenta fletor por unidade de comprimento que 

atua sabre a borda paralela ao eixo x. Esses mementos sao considerados positives 

quando estao orientados conforme a Figura 3.2, ou seja, quando produzem 

compressao na face superior da placa e tra98o na face inferior. 

My 

/ 

y z 

Figura 3.2: Flexao pura de placa retangular devida a mementos 

uniformemente distribuidos nas bordas 

Considerando um elemento de placa formado por pianos paralelos a xz e yz 

como indica a Figura 3.3 e sendo a combina98o das flexoes uniformes, de acordo 

com a Figura 3.2, as tensoes sao iguais em todos os elementos, conforme indica a 

Figura 3.3. Desta forma a flexao sera uniforme na placa. 
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dx 

h/2 

Figura 3.3: Elemento de placa formado por pianos paralelos a xz e xy 

As deformagoes longitudinais nas dire¢es x e y da lamina elementar abed, 

conforme Figura 3.3, a uma distancia z da superffcie neutra, sao dadas por, como no 

caso das vigas: 

!; = 
X 

z 

Ex = -z · 
82w 
ax2 

!; = y 

82w 
ay2 

(3.3) 

(3.4) 

Utilizando a lei de Hooke, as tensoes correspondentes na lamina abed sao 

expressas por: 

(3.5) 

(3.6) 
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Estas tensoes sao proporcionais a distancia z da lamina abed ate a superffcie 

neutra e dependem dos valores de curvatura da placa fletida. 

As tensoes normais distribufdas sabre as laterais do elemento da Figura 3.3 

podem ser reduzidas a pares de forc;:as, cujo valor total por unidade de comprimento 

e igual aos mementos extemos Mx e My. Oeste modo obtem-se as equa<;Oes: 

J:
/2 

cr ·Z·dz = M ·d 
--h/2 X X y 

(3.7) 

J:
/2 

cr ·Z·dz=M ·d 
-h/2 y y X 

Substituindo crx e cry, tem-se: 

fht2 E . z2 
( 1 1) 

M = --·dZ· -+v-
x -ht21- v2 r r 

X y 

Como D = ( 2 ) 
12 1 v 

(rigidez a flexao da placa) (3.8) 

(3.9) 

e e 
1 
-=---

tem-se: 

(3.1 0) 
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Analogamente: 

e (3.11) 

3.1.3. Estudo em coordenadas polares 

As placas apoiadas sobre base elastica, utilizadas como elementos de 

pavimentac;:So. evidentemente jamais sao circulares. No entanto devem ser 

dimensionadas para uma carga concentrada, recaindo-se no caso da placa circular 

carregada simetricamente. Este estudo e bastante simplificado tomando-se como 

sistema de referencia um sistema em coordenadas polares 

Assim sendo, e conveniente desenvolver o estudo dos elementos anteriores 

mediante uma transformac;:So de coordenadas, passando de cartesianas a polares. 

Desta forma, considera-se um elemento laje como indicado na Figura 3.4. 

z iT. , 
l yz 

.. dr 

,_ 
•rz 

Figura 3.4: Elemento de laje 

T omando-se as tensoes correspondentes em coordenadas polares: 

-cr, =cr.· cos
2 

q> +crY· sen
2 

q> + 2txy · senq> · cosq> (na direc;:So or) 

(3.12) 



Pode-se tambem escrever: 

f
h/2 

cr ·Z·dZ=M 
-hf2 r r 

f
h/2 

cr ·Z·dZ=M 
-h/2 tp t 

12 

(3.13) 

Os valores de Mr e Mt sao, desta forma, expressos em fun~o dos 

deslocamentos w, considerando as dire<;:5es ortogonais r e t no Iugar de x e y, 

chegando-se a: 

cp = _ _!_ dw 

r r dr 

Utilizando-se estas rela<;:5es, obtem-se: 

(3.14) 

(3.15) 

(3.16) 

onde Mr e Mt representam os momentos fletores por unidade de comprimento, 

atuando ao Iongo das se<;:oes circulares e da se<;:ao diametral rz da placa 

respectivamente. 

As equa<;:oes anteriores sao determinadas considerando urn elemento de 

placa em equilibria conforme a Figura 3.5, separando esta por se<;:oes cilindricas ab 

e cd e por duas se<;:Oes diametrais ad e be. 
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0 + ___<:iCL d r 
I dr 

O~_~~M-, (7r7~~~~~~~-)---, r 

----1---. h-

\: ~~--' 
0 \\ ·. d M, 

r : dr : Mr + ~ar-dr 
---~---~..; 

z 

Figura 3.5: Elemento de placa em equilfbrio 

0 momenta que atua em cd e: 

M, ·r·dcp (3.17) 

0 momenta correspondente em ab e: 

( M, + d;, dr}(r+dr)·dcp (3.18) 

Os mementos dos Iadas ad e be sao iguais a Mt.dr e na placa r 0 z e igual a: 

M, ·dr·dcp (3.19) 

Os esfon;:os cortantes que atuam sabre o elemento, em razao da simetria, 

anulam-se nas sec;:oes diametrais da placa, no entanto persistem nas sec;:oes 

cilfndricas cd e ab. 

Sendo Q a forc;:a cortante por unidade de comprimento da sec;:8o cilfndrica de 
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raio r, a forr;a total devida ao esforc;:o cortante sobre o lado ed do elemento e: 

Q-r·d<p (3.20) 

e a correspondents forr;a cortante em ab e: 

( Q+ ~~dr}(r+dr)·d<p (3.21) 

Desprezando-se as parcelas infinitesimais, pode-se afirmar que estas forr;as 

dao urn memento no plano rz igual a: 

- Q-r·d<p·dr (3.22) 

Fazendo-se o equilfbrio de forr;as, no elemento abed, tem-se: 

Desprezando-se as parcelas infinitisimais de ordem superior, e fazendo-a na 

forma de derivada indicada, tem-se: 

dQ d 
Q+-·r+p·r=O ~ -(Q·r)=-p·r 

dr dr 
(3.23) 

Fazendo-se o equilfbrio de mementos no elemento abed, tem-se: 

( M,+ dd~' dr}(r+dr)·d<p-M,·r·d<p-M,·dr·d<p Q·r·d<p·d, =0 
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Desprezando-se as parcelas infinitesimais de ordem superior e fazendo-a na 

forma de derivada indicada, tem-se: 

M + dM, -r-M 
r dr t 

d 
Q-r=O => -(M,·r)=M

1
+Q-r 

dr 

Substituindo M, e Mt. conforme as expressoes 3.16, tem-se: 

d2
<p 1 d<p <p Q 

--+----=--
d·r2 r dr r2 D 

etambem: 

d
3
w 1 d2w 1 dw Q 

--+-------=-
dr

3 
r dr2 r3 dr D 

(3.24) 

(3.25) 

(3.26) 

A integra9§o destas equac;:oes pode ser simplificada, escrevendo-as na forma 

de derivada indicada. Assim sendo: 

com 
dw 

<p=-
dr 

(3.27) 

(3.28) 

0 termo Q da expressao 3.28 e melhor expresso fazendo-o em fun9§o da 

carga distribufda q sobre a placa. 
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Assim sendo, multiplicando-se ambos os membros da equayao por 2.n.r, 

tem-se: 

Q · 2nr = J: q · 2nr · dr 

Na forma de derivada indicada tem-se: 

r._!.[!._!(r· dw)]=_!_r q·r·dr 
dr r dr dr oJo 

Derivando os membros da equayao com relayao a r e dividindo por r, tem-se: 

!._!·{r·_![!._!(r · dw)]} = _9_ 
r dr dr r dr dr 0 

(3.29) 

3.2. PLACAS APOIADAS SOBRE BASE ElASTICA 

Nas placas apoiadas sabre base elastica, a intensidade da reayao de apoio do 

solo e proporcional aos deslocamentos verticais w da placa. A expressao k.w 

represents esta intensidade. A constante k e designada modulo de reayao da 

fundac;:ao e seu valor depende das propriedades do terrene. 

Utilizando-se a equayao 3.29, e fazendo: 

pode-se entao escrever a equayao diferencial, somando-se ainda a parcela - kw, 

referente a reayao do terreno, a carga q. 
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Assim sendo, a equa98o diferencial da placa sera: 

(3.30) 

Para o case particular em que a placa suporta uma carga P no interior, q e 

nulo em toda superffcie da placa, exceto no interior. lntroduzindo-se a nota98o: 

k 1 

onde t eo raio de rigidez relative da placa, a equa98o (3.30) resultara: 

lntroduzindo as variaveis adimensionais 

tem-se: 

w 
-=Z 
~ 

e 
r 
-=X 
e 

( ~+!·~).( d
2

z +!. dz)+z = 0 l dx
2 

x dx l dx2 x dx 

Utilizando o operador t. : 

d
2 

1 d 
L'.=--+-·

dx2 x dx 

(3.31) 

(3.32) 

(3.33) 
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tem-se: 

ou V4 z+z=O (3.34) 

Esta e uma equagao diferencial de 4" ordem, conhecida como equagao de 

Lagrange, cuja solugao geral se obtem da seguinte forma: 

z =A, X, (x) + A2 X2 (x) + A3 X3 (x) + A
4 
X

4 
(x) 

Os valores de A1. A2, A3 e A. dependem das condi¢es de contorno 

estabelecidas de acordo com os vfnculos nos bordos da placa. 

A solugao dos problemas de contorno relativos as placas sobre base elastica 

e tratada por Westergaard'. Utilizando o metodo de Ritz, com aproximac;:Oes 

sucessivas, baseado no princfpio de minima energia, e levando em consideragao 

resultados experimentais, as seguintes expressoes sao apresentadas, e dizem 

respeito aos deslocamentos verticais, para os 3 casos classicos de cargas, indicados 

na Figura 3.6. 

CASO II 

CASO I CASO Ill 

Figura 3.6: Posicionamento das cargas nas placas 
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3.2.1. Carga no canto da placa - Caso 1 

z = 11-088·-- ·--( a-J2J P 
c ' ' f k. £2 (3.35) 

3.2.2. Carga no interior da placa - Caso II 

z, = P 2 ·[1-(a)

2 

·( 0,217-0,367 ·log.!)] 
8·k·f e e (3.36) 

3.2.3. Carga na borda da placa - Caso Ill 

z =_!_(1+0 4-u)-~·[1-0 760·(1+0 5-u)·.!J 
e J6 ' k . £2 ' ' f (3.37) 

Assim sendo, as reac;:oes do solo na placa podem ser expressas em func;:§o de 

k.z, e, atraves destas expressoes de deslocamentos verticais, substituindo-as nas 

expressoes de M, e Mt, (expressoes 3.16), obtem-se as expressoes indicadas nos 

itens a seguir: 

3.2.4. Carga no canto da placa 

(3.38) 

3.2.5. Carga no interior da placa 

Mma. = -P·(1+u ){ 0,1833 ·log~ -0,0490-0,0078 · ~ J (3.39) 
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3.2.6. Carga na borda da placa 

M · =-P·(1+05·u)·(0489·1og
8
. -0012-0063· 8

) 
max '' I!'' I! (3.40) 

Para placas de concreto simples, os procedimentos para dimensionamento 

utilizam as maximas tensoes de trac;:§o que ocorrem na placa. Westergaard1 

apresenta tambem as expressoes de tensoes maximas para os 3 cases de 

carregamento expostos anteriormente. Essas expressoes estao descritas no Capitulo 

4 a seguir. 
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4. PLACAS APOIADAS ELASTICAMENTE - TEORIA ElASTICA 

Atribui-se a Westergaard
1 o estudo das cargas pontuais em artigo publicado 

em abril de 1926, intitulado: "Stresses in Concrete Pavements Computed by 

Theoretical Analysis". Este foi o grande marco para a determinagao das tensoes que 

se verificam em placas de concreto, sobre base elastica, sob agao das cargas 

transmitidas pelas rodas dos veiculos. 

Antes disto, varios artigos sobre o assunto foram feitos, abordando: pesquisas 

sobre o sub-leito, cargas nos pavimentos, tensoes nos pavimentos de concreto, 

efeitos de repetigao de cargas, efeitos de temperatura, posicionamento de cargas de 

rodas nas placas, impacto e efeitos de fadiga. 

Algumas destas investigagoes sao datadas de 1920, como o programa 

desenvolvido pela Division of Highways, Departament of Public Works and Buildings 

of Illinois. 

Deve-se a Older 
12

, em artigo de 1924, a apresentagao de alguns resultados 

das investigagoes citadas anteriormente, apresentando, entao, uma primeira 

indicagao para dimensionamento de placas de concreto utilizadas como 

revestimento, atraves da expressao: 

onde: 

d=~ ou (4.1) 

W - carga aplicada no canto da placa; 

5 - tensao de tragao assumida como o modulo de ruptura do concreto; 

d - espessura da placa. 

Esta expressao resulta da consideragao de uma carga concentrada no vertice 

do angulo formado pelas bordas livres do pavimento. Somente esta situagao era 

considerada por Older a mais desfavoravel. 



PONTO DE APUCACAO 

DA CARGA 

SUPOSTA SECAO DE 
ENGASTAMENTO 

Figura 4.1: Situayao de Carga no Canto da Placa 

M=-W.x 

Na faixa de comprimento 2x tem-se: 

m = M I 2x = -W. X I 2 x =-WI 2 

22 

Obs: 0 sinal (-) indica que o momento traciona a face superior na se<;:ao 

considerada. 

A tensao na borda superior de seyao de engastamento e: 

m-e W-3 
5=-=

I d2 

h 
onde c =-

2 

Dai tem-se: 

2 3-W 
d =-

s :.d= )3~W 

(4.2) 

(4.3) 
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A expressao apresentada por Older conduzia a valores de tensoes muito 

altos, acarretando grandes espessuras. lsto se deve ao fato da nao considera9§o da 

contribui9§o do sub-leito como reac;:ao, o que alivia o nivel de tensoes. 

Tambem se deve a A.T. Goldbeck13
, em artigo de 1925, onde sao mostrados 

resultados obtidos no programa desenvolvido pelo United States Bureau of Public 

Roads, junto com o Federal Aid Roads, no campo experimental de Arlington, 

Virginia. Ha grandes contribui<;:Oes referentes a: sub-leitos, cargas nos pavimentos e 

tensoes em pavimentos de concreto. 

A partir de entao, Westergaard1 publica o artigo "Stresses in Concrete 

Pavements Computed by Theoretical Analysis", dando urn tratado matematico a luz 

da Teoria da Elasticidade. 

4.1. TENSOES EM PAVIMENTOS DE CONCRETO SEGUNDO WESTERGAARD 

Para se obterem as tensoes em placas de concreto sabre base elastica, 

algumas hipoteses devem ser consideradas: 

• a placa de concreto comporta-se como urn material homogemeo, isotropico e 

elastica; 

• as rea<;:Oes do sub-leito sao assumidas como verticais, e sao proporcionais aos 

deslocamentos verticais da placa; 

• a rea9§o do sub-leito (p), por unidade de area, e proporcional ao deslocamento 

vertical (z) no ponte. A constante de proporcionalidade k e denominada "modulo 

de rea9§o do sub-leito" ou "modulo do sub-leito", assumida constante e igual em 

todos os pontes da area de aplicac;:ao da carga; 

• a espessura da placa e uniforme; 

• a carga no interior e no canto da placa e uniformemente distribuida sabre area 

circular de contato; 

• a carga na borda da placa e distribufda uniformemente na area semicircular de 

contato, sendo o centro da circunferencia coincidente com a borda da placa. 
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CASOII 

CASOI CASO Ill 

Figura 4.2: Casos de posicionamento de cargas 

4.1.1. Tensoes na placa 

As expressoes propostas por Westergaard1 sao a seguir apresentadas: 

Caso I - Carga no canto da placa: 

0" =-·-· 1- !!. 3 p [ ( )",6] 
c h2 f a,= a-../2 (4.3) 

Caso II - Carga no interior da placa: 

(4.4) 

Caso Ill - Carga na borda da placa: 

cr = o 529·(1+0 54·v)·-'=-·[log-(E·h
3 J-o 71] 

e ' ' h2 k. b4 ' (4.5) 
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onde: 

P - carga. 

cr c - tensao maxima de tra98o na face superior da place, na dire98o para lela 

a bissetriz do angulo do canto da place, devida a aplicac;ao da carga 

no canto da place. 

cr ; - tensao maxima de tra98o na face inferior da place, sob o ponto de 

aplica98o da carga P, devida a aplica98o da carga em urn ponto no 

interior da place, a uma distancia consideravel das bordas. 

cr e - tensao maxima de tra98o na face inferior da placa, sob 0 ponto de 

aplica98o da carga P, na dire98o paralela a borda, devida a aplica98o 

da carga na borda da placa. 

h - espessura da place. 

v - coeficiente de Poisson. 

k - modulo de rea98o do sub-leito. 

e raio de rigidez relativo da place. 

a - raio da area de contato da carga. 

b - raio equivalente da area de distribui98o de pressao. 

A seguir sao detalhados alguns destes conceitos. 

4.1.2. Coeficiente "k" 

A rea98o do sub-leito e dada por k.z, onde o coeficiente "k" e obtido atraves 

do ensaio de placa circular, onde e avaliada a carga necessaria para provocar urn 

deslocamento vertical (y) unitario no sub-leito, ou seja: 

m ''' I~ desloc. 
vertical (y) 

Figura 4.3: Modulo de Rea98o do Sub-leito 
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(4.6) 

0 coeficiente "k" e chamado de "modulo de rea~;ao do sub-leito" e seu valor 

e considerado uniforme em toda a area da placa. 

4.1.3. Raio de rigidez relativo " t" 

A medida da rigidez do conjunto placalsub-leito e dada pelo raio de rigidez 

relative "t n. expresso da seguinte fonma: 

(4.7) 

onde: 

D - rigidez da placa a flexao 

E - modulo de deformayao do concreto 

( = 4 J 
12·{1-v2 ·k 

(4.8) 

Figura 4.4: Representayao de " t" 

onde " t • e a distancia entre o ponto de aplicayao da carga e o ponto onde o 

momenta e nulo. 
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4.1.4. Raio de contato " a " 

Eo raio da area de contato da carga P. Para os caso de carga no canto da 

placa (caso I) e de carga no interior da placa (caso II), o raio da area de contato e 

dado por urn circulo, e no caso de carga na borda da placa (caso Ill), o raio da area 

de contato e dado por urn semi-circulo (Figura 4.2). 

4.1.5. Raio equivalente " b " 

Como visto anteriormente a, significa o raio da area de contato de carga. No 

entanto deve-se considerar urn espraiamento da carga ate a face inferior da placa. A 

area tera entao urn raio equivalente b que e encontrado levando-se em 

consideracao a espessura da placa (h) eo raio real da area de contato da carga (a). 

Segundo Nadai
14 

, e dado por: 

b = ~1,6·a 2 +h 2 -0,675 ·h para a< 1,724·h (4.9) 

b=a para a?: 1,724 ·h (4.1 0) 

4.2. VERIFICAI;AO DO MODELO MATEMATICO ATRAVES DE MODELOS 

EXPERIMENTAIS 

Ap6s a introdu9flo por Westergaard do modele matematico apresentado 

anteriormente, foram realizadas pelo Bureau of Public Roads a partir de 1930 em 

Arlington, Virginia, uma serie de pesquisas sobre o assunto, visando comparar os 

resultados experimentais com o modele matematico desenvolvido por Westergaard. 

No transcorrer de tais investigacoes, Westergaard 15 apresenta o artigo de 

1933, onde desenvolve teoria suplementar baseada na redistribui9flo de reacoes do 

sub-leito, valida somente para o caso de cargas aplicadas no interior da placa. 

Na teoria original, a rea9flo do sub-leito e assumida como proporcional ao 

deslocamento vertical da placa no ponto de aplica9flo da carga. Como a acao no 



28 

sub-leito e feita por um corpo continuo, a reac;:So do sub-leito se da numa area ao 

redor da carga, e nao somente no seu ponto de aplicac;:So. Em func;:So disso, 

Westergaard leva conta, nesse trabalho, uma redistribui9ao das rea9(ies, ou seja, 

um acrescimo da reac;:ao na regiao proxima a carga. 

Portanto, o deslocamento vertical no ponto de aplicac;:So da carga sera menor, 

levando, portanto, a menores valores de tens5es do que apresentado na teoria 

original. 

Assim sendo, e proposta uma nova equac;:So para o caso de carga no interior 

da placa, ou seja: 

P [ ( E h 

3 

J ( e )
2 

J cr 1 = 0 ,275 · (1 + v )- h 2 • log · k _· b 
4 

- 54 ,54 · L · Z (4.11) 

onde sao introduzidos 2 novos parametres: 

L - maxima distancia radial tomada a partir do ponto de aplica9ao da carga, 

da area de rea96es do sub-leito. 

Z - relac;:So de reduc;:So do deslocamento vertical maximo. 

Segundo Westergaard, os valores de Z variam entre 0 e 0,39. Com Z = 0, a 

expressao se reduz a apresentada na teoria original. Ele sugere que e razoavel 

assumir: L = 5.e 

Em publicac;:So do Wire Reinforced Institute, de autoria de Bradbury16 , o 

autor sugere a utilizac;:So de um valor medio para Z, igual a 0,20, e L = 5.t. 

Assim sendo, a expressao anterior assume a seguinte forma: 

cr 1 = 0,275 · (1 + v )· : 2 • [log · ( ~ _· =: J - 0 ,436 J (4.12) 

Nos anos de 1935 e 1936, Teller e Sutherland 17
, atraves da Divisao de 

Testes do Bureau of Public Roads, apresentam uma serie de publica96es sobre os 

resultados das investiga9(ies feitas em Arlington. 
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Posteriormente, em 1943, Teller e Sutherland18 apresentam ainda mais 

informac;:Oes sobre investigac;:Oes feitas em Arlington, onde tratam da determinac;:ao 

do modulo de reac;:ao do sub-leito e as relac;:oes carga-deslocamento vertical e carga

tensao para placas de espessura uniforme em pavimentos. 

Ap6s esse vasto trabalho, sao sugeridas algumas adaptac;:oes nas equac;:Oes 

originais, sendo entao propostas algumas alterac;:oes para aplicac;:ao. Sao elas: 

Caso I - Carga no canto da placa 

Equac;:ao Te6rica: 

3-P [ (a)"'"] 
{jc =IT' 1- --; a,= a-../2 

Equac;:ao Experimental: 

3-P [ (a )''2 ] 
{jc =IT' 1- T a,= a-../2 (4.13) 

Caso II - Carga no interior da placa 

Equac;:Bo Te6rica (com teoria suplementar): 

a; = 0,275 · (1 + v )· : 2 • [log · ( ~ .·:; ) - 54 ,54 . ( ~ ) 
2 

. z J 

As investigac;:oes em Arlington foram feitas nas condic;:oes em que a sub-base 

apresentava Z = 0,05 e L = 1, 75.t. Tais valores apresentam reduc;:oes significativas 

nas tensoes. A sugestao proposta par Bradbury16 (Z = 0,20 e L = 5 . t) conduz a 

valores mais conservadores do que os obtidos experimentalmente, e que, mesmo 

sem ter sido levado a ensaio em Arlington, serve de boa referemcia para aplicac;:ao. 
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Em artigo de 1939, E.F. Kelley 19 apresenta comparac;:oes entre os resultados 

das varias expressoes estudadas. 

Caso Ill - Carga na borda da placa 

Equac;:ao Te6rica: 

cr.= 0,529 ·(1+0,54 ·v)·:2 ·[log -(;:::)-0,71] 

Equac;:ao Experimental: 

cr e = 0,529 ( ) p [ (E·h 3

) (01·b) ] · 1 + 0 ,54 · v · -
2 

• log 
4 

+ log ' 
2 

- 1 ,08 
h k·b 1-v 

(4.14) 

As tres equac;:5es experimentais dos tres casos citados anteriormente, 

levando em considerac;:ao a contribuicao de Bradbury para o caso de carga no 

interior da placa, sao apresentadas na publicac;:ao de Eisenmann20
, que trata de 

dimensionamento de pisos e de pavimentos de concreto. 

Ainda em 1939, Westergaard21 apresenta o calculo das tensoes nos 

pavimentos de concreto para utilizac;:ao em aeroportos. lsso ocorreu em virtude do 

aumento da utilizac;:ao dos aeroportos e pelo fato das express5es originalmente 

definidas para cargas rodoviarias nao representarem a realidade dessas situac;:5es. 

Este perfodo se da concomitante a 2•. Guerra Mundial. 

Desta forma as express5es sao reavaliadas para esse caso, uma vez que, 

nos pisos dos aeroportos as areas de contato das rodas das aeronaves sao maiores 

do que as consideradas para cargas rodoviarias. 

Em 1947, Westergaard22 apresenta reformulac;:5es nas express5es das 

tens5es, levando em considerac;:ao nova forma da area de contato da roda com a 

placa, para pavimentos de concreto de aeroportos. 
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Em 1951, Pickett e Ray 
23 

propoem urn metodo grafico para encontrar os 

valores dos mementos e deslocamentos verticais, simplificando a aplica<;:ao das 

expressoes de Westergaard. 

4.3. RESUMO DAS EXPRESSOES 

As expressoes de Westergaard utilizadas atualmente sao: 

Caso I - Carga no canto da placa 

3 p [ ( )1,2] 
crc =IT· 1- ~ 1 

(4.13) 

Caso II - Carga no interior da placa 

cr = 0 275 ·(1+v)-~·[log ·(E·h
3 )-o 436] 

I ' h2 k ·b4 ' (4.12) 

Caso Ill - Carga na borda da placa 

cr e = 0,529 ( ) p [ (E·h
3

) (01·b) ] · 1 + 0,54 · v · - 2 • log 
4 

+log ' 
2 

- 1,08 
h k·b 1-v 

(4.14) 
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5. PLACAS SOBRE BASE ElASTICA EM REGIME PLASTICO 

5.1. CONSIDERA<;OES GERAIS SOBRE A TEORIA DA PLASTICIDADE 

Mason
5

, na tradu98o do trabalho original de Johansen4
, apresenta, nas 

consideragoes gerais, os seguintes conceitos que elucidam o comportamento dos 

materials em regime plastico: 

"Admitindo-se que a ruptura em um solido tensionado ocorra quando uma 

certa fun9Bo das tensoes aproximar-se de um valor limite, deduz-se que a ruptura 

devera iniciar-se em pontos isolados do solido. 

Em regime de ruptura os materials frageis carecem totalmente de capacidade 

de absorver tensoes, de modo que, apos iniciado o colapso, em um ponto, propaga

se ele muito rapidamente aos demais e a capacidade resistente do solido e 

imediatamente esgotada. 

Por outro lado, os materials plasticos carecem de capacidade de absorver 

tensoes acima de um certo limite. A plastifica9Bo propaga-se as regioes vizinhas tao 

logo a carga externa seja aumentada. 

Quando o material possuir limites superior e inferior de escoamento, significa 

que o material, apos iniciada a plastifica9Bo em um setor, nao possui capacidade, de 

absorver as tensoes naquele setor devido ao decrescimo da tensao de escoamento 

para o limite inferior. 

Desta maneira as regioes vizinhas deverao absorver a diferen<;a eo dominio 

plastico se expande. Se o material permitir deforma<;:Oes consideraveis sem perda da 

capacidade de absorver tensoes, a carga podera ser aumentada alem do valor que 

provocou o inicio da plastifica98o. As zonas plasticas crescerao assim ate um ponto 

em que seu aumento que chega depois e impossivel ou que as deformagoes sejam 

excessivas." 
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5.2. PLASTICIDADE PERFEITA 

Esquematicamente, o processo de deforma9'3o de alguns dos materiais mais 

frequentes utilizados nas construgoes podem ser divididos em tres fases 

caracteristicas: 

a) fase elastica, na qual as deformag5es sao muito pequenas, reversiveis e 

proporcionais aos esforgos; 

b) fase de cedencia plastica, na qual as deformag5es, tambem pequenas, sao 

essencialmente irreversfveis e crescem sem varia9<'io sensfvel dos esforgos; 

c) fase de ruptura plastica ou de grandes deformag5es, na qual estas aumentam 

muito mais rapidamente do que os esforgos, ate atingir o limite de resist€mcia 

do material. 

Oeste processo ficam expressamente exclufdas as grandes deformagoes de 

escoamento plastico que acompanham certas operagoes mecanicas (trefilagem, 

puncionamento, dobragem, etc.), produzidas por solicitagoes que nada tern em 

comum com as solicitag5es exteriores das estruturas resistentes das construgoes, e 

se situam fora do campo da engenharia civil. lgualmente nele nao se enquadram as 

alteragoes dos estados de deformagao e de tensao no decorrer do tempo (fluencia, 

relaxagao e de envelhecimento). Tambem nao compreendem os efeitos de 

temperatura muito elevadas, que alteram a estrutura dos materiais. 

Com estas restrig6es, o conceito enunciado e perfeitamente claro e traduz o 

comportamento dos materiais mais usados nas construgoes (agos, concretos, pedra, 

madeira, etc.). 

5.3. CONDI<;OES DE PLASTICIDADE 

Quando urn corpo, submetido a a9'3o de forgas exteriores de solicitagao 

gradualmente crescentes, se deforma em regime de elasticidade perfeita, existe 

correspondencia biunfvoca entre seus estados de tensao e de deformagao, regulada 

pela lei de Hooke generalizada. E daf resulta que, em regime elastica, o estado de 
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deforma98o do corpo pode ser considerado complete e exclusivamente definido pelo 

seu estado de tensao. 

Na fase plastica a lei de Hooke generalizada deixa de prevalecer, mas ela tem 

ainda validade no instante em que se iniciam as deformac;oes plasticas (instante que 

coincide com aquele em que cessam as deforma<;5es meramente elasticas). A 

condi98o de plasticidade, que exprime os requisites a serem satisfeitos quando sao 

produzidas deformac;oes plasticas, pode ser expressa atraves de uma rela<;8o 

funcional entre as tensoes. 

Se o corpo e is6tropo, a condi98o de plasticidade nao deve ser influenciada 

pela orienta98o dos eixos coordenados, podendo ser expressa s6 em termos das 

tensoes principais por uma equa98o do tipo: 

f (a"!, a.z, a;)= 0 

Sejam quais forem as variaveis escolhidas, o regime elastico e caracterizado 

por: 

f ( 0 

e o regime plastico por: 

f= 0 

nao podendo ser nunca: 

f) 0 

uma vez que o estado de tensao nao varia em regime de plasticidade perfeita. 

Portanto a condi<;8o de plasticidade devera ser expressa por: 

f So 0 
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A condigao de plasticidade e susceptive! de varias interpretac;:oes geometricas 

extremamente elucidativas. 

Se, por exemplo, se adotam as coordenadas de Haigh e Westergaard, isto e, 

se se considera o espayo tridimensional em que as tensoes principais sao tomadas 

como coordenadas ortogonais, o estado de tensao em um corpo podera ser 

representado por um ponte deste espac;:o. 

0 Iugar geometrico dos pontes que representam estados de tensao 

correspondentes ao infcio de deforma<;:oes plasticas sera uma superffcie cuja 

equagao e precisamente a condic;:ao de plasticidade: 

Esta superffcie e a fronteira do dominic limitado, do espa<;:o das tensoes 

principais, cujos pontes representam estados de tensao correspondentes a 

deformac;:oes elasticas e e chamado de superffcie das deforma<;:5es plasticas ou 

superficie de cedencia. 

5.4. CRITERIOS DE PLASTIFICAc;;AO 

Os criterios de plastificagao sao divididos em dois grupos: um para materiais 

que independem da pressao hidrostatica (materiais metalicos) e outro que dela 

dependem (materiais nao metalicos: solos, rochas e concreto). 

Para os materiais metalicos, a plastificagao e definida em func;:ao dos limites 

elasticos do material sob estados de tensao. Para os nao metalicos, a caracterfstica 

da superffcie de ruptura e a de um material isotr6pico e a ruptura do material e 
usualmente definida em termos de sua capacidade de distribuic;:ao de carga. 
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5.4.1. Criterios de plastificacao para materiais metillicos 

a) Tresca (1864): Historicamente o primeiro criterio de plastificac;:8o para urn 

estado de tensoes combinadas para metais, que sugere que o 

escoamento pode ocorrer com base na maxima tensao de cisalhamento; 

b) von Mises (1913): Tambem adequado para metais, sugere que o 

escoamento pode ocorrer com base na maxima tensao octaedrica de 

cisalhamento. 

5.4.2. Criterios de plastificacao para materiais nao metillicos 

a) Rankine (1876}: e geralmente adotado para materiais frageis. A ruptura 

ocorre quando a maxima tensao de trac;:ao e atingida; 

b) Mohr-Coulomb (1900): Este criterio pode ser considerado como uma 

generalizac;:ao do criterio de Tresca, ou seja, ambos os criterios consideram 

a maxima tensao de cisalhamento como decisiva para o impedimento da 

ruptura. No entanto, Mohr admite que a tensao de cisalhamento e funyao 

da tensao normal no plano do ponto considerado; 

c) Drucker-Prager (1952): Este criterio pode ser considerado como uma 

modificayao do criterio de von Mises. introduzindo-se a influencia da 

componente da tensao hidrostatica na ruptura. 

5.4.3 Ruptura do concreto sob tensoes biaxiais 

Antes da teoria da plasticidade poder ser aplicada para pavimentos de 

concreto, a resistencia do material sob tensoes combinadas nas duas direyoes deve 

ser conhecidas. Uma vez que a resistencia a trac;:ao do concreto e bern menor do 

que sua resistencia a compressao, a condiyao de ruptura do concreto sob estado 

biaxial de tensoes pode ser aproximada por urn quadrado (maxima tensao de trac;:8o, 

ou criterio de ruptura de Rankine). Desta forma o criterio de Rankine e uma boa 

aproximac;:ao da condic;:8o real de ruptura das placas de concreto sob tensoes 

combinadas. 
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5.5. METODO DE CALCULO PlASTICO SEGUNDO LOSBERG 

A utilizayao dos princfpios da plasticidade para aplicayao no 

dimensionamento de placas sobre apoio elastico foi desenvolvida por Losberg8
, em 

sua publica<;ao de 1961. 

Nesse trabalho, ap6s extensivas investiga9(ies entre 1945 e 1960, foi 

desenvolvida uma teoria para aplicayao em projeto de placas sobre base elastica. 0 

trabalho foi motivado pela observayao das solicita96es ocorridas nas pistas de 

aeroportos, uma vez que na epoca iniciava-se a utilizayao de grandes aeronaves, 

aumentando desta forma as cargas nos pisos. 

Com OS procedimentos de calculo ainda fundamentados na teoria da 

elasticidade, e com o aumento do nivel de cargas, podendo estas atingir ate 150 tf, 

as espessuras dos pisos seriam da ordem de 80 em, para o caso de concreto 

simples. 

Assim sendo, Losberg
8 desenvolve estudos sobre capacidade de carga das 

placas de concreto com armadura convencional distribuida em malha, sendo entao 

possivel caracterizar a carga ultima dessas placas em funyao dos momentos 

elasticos. 

A Figura 5.1. mostra a distribuiyao de momentos em uma placa de concreto 

sobre base elastica, devida a uma carga concentrada em seu interior. As curvas A e 

B mostram a distribui9ao de momentos de acordo com a teoria elastica, para uma 

carga pequena (B) e uma carga maior (A). A curva C mostra a distribuiyao do 

momento ap6s a placa ter atingido o estagio plastico, quando a carga aplicada leva 

a plastifica980 da face inferior da placa. 
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Figura 5.1: Distribui<,;ao de mementos em placa sobre base elastica devida a carga 

concentrada antes (A e B) e ap6s a plastifica((Bo (C) 

No que segue serao analisadas as situa<,;oes classicas de cargas 

concentradas em placas de concreto sobre base elastica, segundo Losberg8 

5.5.1. Carga no centro da placa 

a) Equa~toes de equilibria 

Serao consideradas aqui somente carregamento com distribui((Bo circular e 

para carga simples. 

A placa de concreto e apoiada sobre o solo e solicitada por uma carga 

concentrada distribufda sobre uma area circular de raio c. Admite-se que esta carga 

esteja aplicada a uma distancia consideravel das bordas livres da placa. Considera

se ainda a forma<,;ao de uma chameira circular na face superior da placa. 

0 momento fletor atuante na charneira circular, cuja posi<,;ao e dada por ro, e 
assumido como constante e igual ao momento ultimo negativo m'. 
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Sao admitidas ainda as seguintes hip6teses: 

Dentro da zona circular da linha de ruptura, a plastificagao esta 

ocorrendo na face inferior da placa, fissurando-a radialmente, ate o limite da 

linha de ruptura circular. 0 momenta atuante ao Iongo de todo o comprimento 

da fissura radial e admitido constante e igual ao momenta ultimo positive 

(momenta plastico) m (Figura 5.2). 

A pressao no sub-leito Ps. que depende das propriedades do solo e da 

placa, tern uma distribuigao que, dentro da zona delimitada pela linha de 

ruptura, pode ser aproximada par urn cone com valor de pica igual a Po e raio 

da base igual a t (Figura 5.2). 

.p 

+ linha de 

.,. Rupturo 

distribu~t;:ao de 

pressao cdotada 

Figura 5.2: Linha de ruptura para placa apoiada em solo e consideragao da 

distribuigao de pressao sob a placa. 



40 

As equac;:oes de equilibria sao estabelecidas para urn elemento de placa, que 

e limitado por duas linhas de ruptura radiais e parte de uma linha de ruptura circular 

na face superior (Figura 5.3). 

I I 
! I 
t d I 
t r ; 

' ' 

q 

Figura 5.3: Elemento de placa 

A equa<;:ao de equilibria de forc;:as e dada por: 

p 
-·dq> 
21t 

' c : 

3; . 2; r 
/4 13 0 

t 

Figura 5.4: Equilibria de forc;:as e mementos 

(5.1.) 
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A equagao de equilfbrio de mementos e dada por: 

p 2 
-·dcp·-·C 
21t 3 

= !.~ 2 
·dcp·!. ro ·P ·~·~·r +!·r ·d"'·P ·(1- r•)·~·~-

2° 3t 0 43°20YO t3° (5.2) 

-m·r0 ·dcp-m'·r0 ·dcp+q·r
0 

·dcp·r
0 

Seja q a forya cortante ao Iongo da segao circular. lsto pede ser calculado 

pelo equilfbrio das equagoes para o pequeno elemento em forma de anel, de acordo 

com a Figura 5.6. 0 memento na segao circular a - a e igual ao memento ultimo 

negative m', como visto anteriormente. Portanto, a equayao do memento atuante em 

a - a e dada por: 

m'· r0 · dcp- m'·{r0 + dr)dcp- m · drdcp + Q· r
0 

· drdcp = 0 

m'·drdq> +m·drdcp = q·r0 ·drdq> 

m+m 
Q=--

ro 

\ 

!_ 

Figura 5.5: Forya cortante q na linha de ruptura circular 

(5.3) 



Se a expressao 5.3 for colocada nas express5es originais de equilibrio 5.1 e 

5.2, obtem-se, ap6s simplifica¢es: 

p 2 
-·dcp·-·C 
21t 3 

= !.r. 2 ·d<n.!. ro ·p .~.~·r. +!·r. 2 ·dm·p ·(1- r")·~·r. -
2° "'3t 0 43° 2° 'Y 

0 t 3° 

-m·r0 ·dcp-m'·r0 ·dcp+Q·r0 ·dcp·r0 

P c 1 3 1 3 r0 -·- = -·P ·fo --·Po ·fo ·-
1t330 4 t 

A partir destas express5es, o memento ultimo e obtido por: 

ou ainda se r. for eliminado da expressao anterior, fazendo-se: 
' t 

r0 P c 4 4 
--=-·-· 3 3 

t 1t 3 p0 ·r0 

(5.4) 

(5.5) 

(5.7) 

42 
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obtem-se: 

m+m'= ~-(1- 8 -~) _ _!__P -r 2 

21t 9 r0 18 ° 0 (5.8) 

Esta equayao pede ser mais conveniente para usa em certos casas. 0 raio da 

charneira ro pede ser determinado para a equayao. fazendo-se: 

(5.9) 

Se a carga ultima au o momenta ultimo forem calculados par estas equa¢es, 

e essencial conhecer p0 e t, isto e, a intensidade e o raio da area de distribuiyao da 

pressao. 

b) Estimativa da pressao do sub-leito 

0 equilfbrio das equa96es derivadas acima deve ser obtido assumindo-se que 

a zona central da placa esta em estado plastico. A pressao do sub-leito e funyao da 

deformayao da placa e das propriedades elasticas do solo. 

Uma simplificayao pede ser feita, au seja, a forma do volume de distribuiyao 

de pressoes pede ser aproximada par urn cone. De acordo com esta considera9ao e 
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posslvel estimar a posigao da geratriz do cone com a ajuda das curvas de 

distribuiyao de pressoes no solo baseada na teoria elastica. A pressao no solo e 

proporcional a carga P atuante na placa, e a altura do cone de pressao pode ser 

determinada pela seguinte expressao: 

(5.10) 

onde: 

y - constante estimada pela curva te6rica de pressao. 

€ - raio de rigidez relative da placa. 

Se esta expressao for colocada nas expressoes 5.7, 5.8 e 5.9, obtem-se a 

expressao geral para a carga ultima: 

m+m' ~- 1 -r-~-r 2 (1-~-.!!!.J 
21t 2 f

2 0 
3 t 

(5.11) 

ou 



m+m' = ~-[1- 8 -~-y . .::-(.!!_)
2

] 

27t 9 r0 9 f (5.12) 

onde o raio que define a posi9§o da linha de ruptura circunferencial e dado par: 

r0 P c 4 
--=-·-· 3 

t 1t 3 Po -r0 

4 ro 4. c. t'2 

---= 3 

3 t y·7t·3·r0 

4 P c 4·f2 4 

3 =-;· 3. y·P-r
0

3 3 

c 

=> ~ = 3 ( e 3 ro) (5.13) 
y·Jt· 1 ~·-

4 t 
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Quando calculado de acordo com as expressoes 5.11, 5.12, as valores de t e 

y sao primeiramente estimados de acordo com a curva te6rica de pressao. Entao .!!_ 
t 

e calculado par aproxima96es sucessivas atraves da expressao 5.13, ap6s o que 

m + m' (au P) e obtido pel as expressoes 5.11 au 5. 12. 



5.5.2. Carga na borda da placa 

0 
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~ ~ . I ){k 

I ~Pmox p 0 ~P., 
\ lfistnbuirOo de pressOo real/ '- - 1 1 

1 

\ drsmbuir;:Go de press6o odotodo '. • ' 
' ' 

Figura 5.6: Distribuir;Bo de pressao adotada para carga aplicada na borda de 

placa apoiada sobre o solo 
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Figura 5.7.: Linha de ruptura adotada para uma carga distribuida em urn circulo 

tangente a borda de uma placa apoiada sobre o solo 
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A analise deste caso e similar a anterior. A Figura 5.7 mostra as linhas de 

ruptura assumidas. Assim sendo, as expressoes utilizadas para este caso sao: 

(5.15) 

m+m' = p ·[(1+~)·tga- 4 
·y 

4 r0 3 ·(r")
2 

·(1-~- ro -~- ro ·tga)·tg2a](5.16) 
e 8 t 16 t. 

m' = p ·[(1+~)·tga- 2 
·y 

4 r0 3 
·(r• )

2 

·(1- 1. r0 
_ 3 .2.tga)] 

e 4 t 8 t. 
(5.17) 

Estimando-se os valores de y, to e t, o procedimento e semelhante ao caso de 

carga tratado anteriormente. Os valores de t e to podem ser estimados de acordo 

com: 

t=1,5.t+3.c 

0 valor de y e estimado de acordo com a curva te6rica da distribui9cJio de 

pressoes. 

5.5.3. Carga no canto da placa 

Para os casos de cargas no canto, Losberg8 considera que, do ponto de vista 

da carga ultima, a Teoria da Elasticidade pode ser aplicada. A se9cJio crftica que 
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ocorre a distancia x, da borda tambem corresponde a linha de ruptura da carga 

ultima. 

Portanto pode-se tomar, para efeito de encontrar a carga ultima, a mesma 

expressao dada pela Teoria da Elasticidade, ou seja: 

(5.18) 

+ 
.7 

Figura 5.8: Carga no canto da placa 
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5.6. METODO DE CALCULO PlASTICO SEGUNDO MEYERHOF 

Quando uma carga concentrada, muito menor que a carga ultima, e aplicada 

sabre uma pequena area circular em uma placa infinita de concreto em contato 

com a base, as tensoes e deslocamentos verticais da placa podem ser 

considerados como uma elastica e infinita placa apoiada sobre o solo (Figura 

5.9). 

b 

h 

p 

Figura 5.9: Se<;:ao da placa 

Com o crescimento de carga, as tensoes de flexao que atuam sob esta tornam-se 

equivalentes a resistencia do concreto a flexao, a placa entra em escoamento, 

fissurando radial mente na face inferior (Figura 5.1 0). 

Figura 5. 1 0: Planta da placa 
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A carga de escoamento Py pode ser estimada pela teoria elastica e expressa 

em termos do momenta elastica de resistencia da placa por unidade de 

comprimento: 

(5.19) 

onde fct,H e a resistencia do concreto a tra98o na flexao e h e a espessura da placa. 

Com o incremento de carga, as fissuras radiais aumentam ate surgirem 

tensi:ies ao Iongo de sec;:ao circunferencial da placa. Quando estas tensi:ies atingem 

a resistencia do concreto a tra98o, forma-se uma fissura de tra98o na face superior 

da placa (Figura 5.1 0). A capacidade de carga ultima ou carga de colapso da placa e 

entao atingida. 

A determina98o da carga te6rica de colapso de uma placa apoiada 

elasticamente e func;:ao dos tipos de carregamentos, bern como das condic;:i:ies de 

contorno. No que segue, sao discutidas as hip6teses e procedimentos para a 

determina98o de tais cargas. 

5.6.1. Carga no centro da placa 

A carga P e distribuida uniformemente sabre uma pequena area circular de 

raio a sabre uma placa fina, rigida, perfeitamente plastica, de comprimento infinite e 

com espessura h constante. A placa deve ter capacidade de atingir a plastifica98o 

total, ou seja, suportar o momenta M0 por unidade de comprimento, em todas as 

direc;:i:ies, e estar totalmente apoiada em urn solo elastica (Figuras 5.9 e 5.10). 

Sendo Mr e Mt os mementos fletores radiais e tangenciais (circunferenciais) 

respectivamente, por unidade de comprimento, Q a correspondente forc;:a cortante 

vertical, por unidade de comprimento, as equac;:i:ies de equilibria sao expressas, 

como ja vista na teoria geral de placas: 



d(rQ) =- r. p 
dr 

d(rM,) = Mt + r. Q 
dr 
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(5.20) 

(5.21) 

onde p e a pressao no elemento de placa, tomando-se como positive for<;as e 

mementos que produzem tensoes de tragao na face inferior da placa. 

Usando o criterio de plastificagao de Rankine para o concreto (Figura 5.11 ), e 

desprezando efeitos de membrana na placa, o memento fletor tangencial 

(circunferencial) Mt e igual a Moe o memento fletor radial M, varia de M0, no centro 

de aplicagao da carga P (r = 0), para - M0, na chameira plastica circunferencial 

(r = b), enquanto M. = 0 no raio intermediario de r = c. 

Mo 

·~ ,-----+------, 

+· --+----------j'-----------1---- Mt 

'-- ~----------+---------~ 

M, 

Figura 5. 11: Criterio de plastificagao de Rankine 
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Alem disso, o deslocamento vertical da placa w deve satisfazer a seguinte 

regra associada com a condi<;:So de plasticidade, e, no presente caso, a rela<;:So de 

curvatura e expressa por: 

d2w 
-- = 0 (para 0 < r <b) 
dr2 

r b 

Figura 5.12: Distribui<;:So de deslocamentos verticais 

lntegrando, tem-se: 

r 
W=W0 --·W

0 
b 

onde w0 eo deslocamento vertical sob a carga (r=O) 

(5.22) 

(5.23) 

A rela<;:ao de deslocamento vertical e entao dada na forma de um cone 

invertido que tern o apice sob a carga. 

A condi<;:So de equilibria requer que a carga P seja balanceada pela 

resultante da pressao de rea<;:ao do solo na placa, que e tornado pelo volume do 

disco de deslocamento vertical de raio b proporcional a k, onde k e o modulo de 

rea<;:ao do solo. Desta forma, a pressao de rea<;:ao e: 

P=-k·W (5.24) 
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A pressao total de reac;:ao do disco de deslocamentos verticals sera: 

(5.25) 

1t ·b
2 

·W ·k 
.. P= o 

3 

Substituindo 5.23 e 5.25 em 5.24, tem-se: 

= 

(5.26) 

Substituindo a equa<;ao 5.25 em 5.20, integrando e respeitando as condi<;6es 

de contorno r · Q = 0 quando r = 0 e r = b, bern como respeitando a condic;:8o de r.Q 

em r = c (Figura 5.13), obtem-se: 

p 

Figura 5.13: Ponto de r = c (M, = 0) 
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[ 3-P ( r2

)] d(r-Q)= 1t·b2 • r-b dr 

3-Pf( r
2

) 3·P[f 1f 2 J r-Q=--2 r-- ·dr+C1 =--
2 

r-dr-- r dr +C
1 1t·b b 1t·b b 

No intervalo 0 < r < a, tem-se: 

(5.27) 

No intervalo a < r < b, tem-se: 

3·P·r2 

( 2 r) P 
r . Q 2 · 1t · b2 . 

1- 3. b - 1t · 2 (5.28) 

sendo a parcela ~-~ (Figura 5. 14) a subtragao referente a carga distribuida na 
1t -a 2 

p 
area de raio a no intervale 0 < r < a e a parcela aquela relativa ao intervalo 

1t·2 

a < r < b fazendo-se r = a. 



p 
77·02 ~ ' 

I
P ~ r' 

/ 2 
I / 

h 

;;;LLI 

Figura 5.14: Parcela referente a carga distribuida na area de raio a 
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Substituindo as equa96es 5.27 e 5.28 na equa~o 5.21 e integrando com as 

condi96es de contorno anteriormente descritas para M, e Mt e a exig€mcia de 

continuidade de M, em r = a, no intervale 0 < r < a, tem-se: 

d(r·M,)=M +3·P·r
2

( 1_2_.!:_)- P-r
2 

dr 
1 

2x · b
2 

3 b 2x · a 2 

r-M = M + · 1--·- dr 
[ 

3 . P . r
2 

( 2 r ) p . r
2 

] 

r I 21t · b2 3 b 21t · a2 

r · M = M1 • dr + · r · dr · · dr · r · dr [ f 3 .p f 2 P f r P f 2 J 
r 2x. b2 2x. b2 b 2x. a2 

M = M + 3 . p . r2 . (_!- _!. _r_) 
' 

1 
2x · b2 3 3 2 · b 

M =M + · 1--p -r
2 

( r ) 
, 

1 
2x · b2 2 · b 

(5.29) 
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Como, usando o criteria de plastificac;Bo de Rankine visto anteriormente, o 

memento fletor tangencial ( circunferencial) Mt e igual a M0, pode-se escrever a 

equa9ao anterior como: 

M =M + P·r2 ·(1--r-)- P·r2 
r 

0 
2n. b2 2. b 6n. a2 

e no intervale a < r < b, tem-se: 

d(r · Mr) 

dr 

lntegrando, tem-se: 

M = M + P·r2 ·(1--r )-~·(1- 2. a) 
r t 2n. b2 2 . b 21t 3 r 

(5.30) 

Da mesma forma como exposto anteriormente Mt e igual a Mo. Portanto: 

M = Mo + P·r2 ·(1--r-)-~·(1-~·!) 
r 2n. b 2 2. b 2n 3 r 

(5.31) 

Quando r = b, o valor de Mr sera igual a - M0, portanto: 

-M = M +~·(1-_!)-~·(1- 2 .!) 0 0 
2n 2 2n 3 b 

-M = M +~·(_!-1+ 2 .!) 0 0 
2n 2 3 b 
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P. = 81t · Mo (5.32) 

•• 0 (1-~·~) 

onde Poe a carga de colapso para (0,05 <alb< 0,75) 

Para uma pequena area de contato de carga (aproximadamente alb < 0,05), a 

equac;:ao 5.32 satisfaz, mas nao para o caso da fixac;:Bo do valor de colapso quando 

se tern a carga concentrada. Para esse caso, em outro trabalho, Meyerhof aponta 

que seu limite e dado por. 

(5.33) 

Quando o tamanho da placa e menor do que o necessario para o 

desenvolvimento do momento radial limite Mr = -M0 em r = b, a carga de colapso e 

inferior a obtida para as placas grandes. 

A analise apresentada anteriormente pode ser estendida para obter uma 

soluc;:Bo no caso de uma carga central concentrada sobre uma placa circular de 

pequena dimensao. Caso particular acontece quando o raio total e igual a b; entao o 

momento fletor radial Mr = 0 e as equac;:oes 5.32 e 5.33 podem ser expressas, 

respectivamente, por: 

p _ 47t·M0 
0 - 3 a 

1-- ..... 
(para 0,05 <alb< 0, 75) (5.34) 

4 b 

(para a= 0) (5.35) 

lsto e interessante para se notar que a carga de colapso te6rica para placas 

pequenas e metade da relativa a placa infinita, e para uma carga pontual (equac;:ao 

5.35) e identica a de outros metodos de analises, Meyerhof 24 e Johanson 25
. 
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As equagoes 5.34 e 5.35 podem ser utilizadas para estimar a carga de 

colapso de placas de concreto simples, onde Mo =My (momento elastico). 

Em trabalho de Meyerhof 24
, e mostrado que um raio efetivo de b = 3,9.L 

pode ser sugerido como uma aproximagao segura para a estimativa da carga de 

colapso nos casos de carga no centro da placa. Esta sugestao e baseada no estudo 

de Westergaard 
1 

, sendo este valor o "raio da calota de deslocamentos verticais", 

conforme Figura 5.15. Assim sendo as expressoes 5.34 e 5.35 em fungao deL, que 

e o raio de rigidez da placa, resultam: 

•' 
• • .. 
~. w 

I 
u ! 6 CL 

~ 

I 
•• .. 
~A .. 
~: 

.. .. 
~· .. 
go. .. 
• • .. 
§, 

" 
• ,, 

'IH-li'+t+l+r ~iti·f~+:~H· lti+t+H--!t-H-t+-il-ii-H--il--t-i ll-+-t!-+-1 -ii-+-il , 
i \\.\ .. "+'..) I I I I l I ! I I ! 

1\ \J\\~T _,'//v/t! 1 ; 11 1 1 !i --".~· 1 1 1 ! 
-n .. 

Figura 5.15: Deslocamentos verticais produzidos por uma carga atuando em um 

ponto no interior da placa a uma consideravel distancia da borda 

4·Jt·M 
Po= o 

1- a 
3-L 

(p/ a/L > 0,2) (5.36) 

(p/ a= O) (5.37) 
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5.6.2. Carga na borda da placa 

Uma carga concentrada P e distribuida uniformemente sabre uma area 

circular de raio a, tangente a borda de uma placa como a anterior. Seu 

correspondente mecanisme de colapso e mostrado na Figura 5.16. 

b 

2a 

Figura 5.16.: Carga na borda de placa semi-infinita 

Assumindo que as condic;:oes de tensoes e deformac;:oes no setor central 

(angulo central de 90") e o mesmo que o da placa infinita, enquanto que na outra 

zona triangular ( angulo com a borda de 45"). as condic;:oes sao similares para as 

placas em forma de cunha. entao combinando a carga de colapso para cargas 

centradas (equac;:Oes 5.32 e 5.33) com a carga de colapso obtida previamente para 

placas em forma de cunha. conforme trabalho de Meyerhof 24
• a carga de colapso e: 

2·(7t+2)·M 
,., - 0 
ro-

1-4·.J2. -~-
3·b 

P0 = (7t+2)·M0 

(para 0,05 <alb< 0,75) (5.38) 

(para a= 0) (5.39) 
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No entanto, para uma placa sem redistribui9ao de mementos no setor central, 

conforme equa96es 5.36 e 5.37, obtem-se: 

(para 0,05 <alb< 0,75) (5.40) 

(para a= 0) (5.41) 

Com a aplica98o para placas de concreto simples, onde M0 = My, conforme 

vista anterionmente, de maneira similara tem-se: 

n _ lt·M0 +4·Mn 
r-o-

1-4 . .J2 . __Cl__ 
3·b 

(para 0,05 <alb< 0,75) 

(para a= 0) 

(5.42) 

(5.43) 

Como indicado anteriormente, com base no estudo de Westergaard 
1

, 

pode-se fazer b = 2,9.L para a carga de borda, e a correspondente carga de colapso 

e dada pelas equa¢es: 

P _(1t+4)·M0 
0 - 2 a 

1-~··~· 

(para a/L > 0,2) (5.44) 

3 L 

(para a= 0) (5.45) 
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5.6.3. Carga no canto da placa 

Para uma carga concentrada aplicada sobre uma area circular, no canto de 

uma placa, o correspondente mecanisme de colapso e mostrado na Figura 5.17. 

\ 

), 

.2a! 

b 

Figura 5.17: Carga no canto de placa semi-infinita 

0 problema e identico ao de uma carga aplicada numa placa em forma de 

cunha conforme trabalho de Meyerhof 24 citado anteriormente. A carga de colapso e 

dada por: 

P _ 4·M0 
0 - 8 a 

1- . --
3 b 

(para 0,05 <alb< 0,375) (5.46) 

(para a= 0) (5.47) 
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Como indicado anteriormente, com base no estudo de Westergaard 1
, 

pode-se fazer b = 2,7.L para a carga de canto, e a correspondents carga de colapso 

e dada pelas equac;:Oes: 

n - 4·Mo ..... -
a 

1--
L 

(para all > 0,2) (5.48) 

(para a= 0) (5.49) 
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6. ANALISE COMPARATIVA ENTRE OS METODOS 

Conhecidos os procedimentos te6ricos para a formulac;:ao das equac;:Oes dos 

tres casos classicos de posicionamento de cargas, faz-se necessaria uma analise 

comparativa entre essas expressoes, visando estabelecer urn procedimento de 

calculo para as placas de concreto reforc;:ado com fibras de ac;:o sobre base elastica. 

Em seu trabalho, Meyerhof 
9 

apresenta uma comparac;:ao entre as teorias de 

calculo de carga ultima, onde e citado o trabalho desenvolvido por Losberg8
, o qual 

se baseia na teoria das linhas de ruptura de Johansen
4

. 

Losberg considera somente as equac;:oes de equilfbrio, ignorando a regra de 

deslocamento vertical da placa associada com a condic;:§o de plasticidade. A carga 

de colapso e entao estimada em termos de momenta resistente da placa, do raio da 

charneira circunferencial e da pressao de reac;:ao distribufda no solo, que e assumida 

como sendo igual a teoria elastica. Tais considerac;:Qes sao aplicadas aos casos de 

cargas no interior e na borda das placas. 

A carga de colapso para o caso de carga aplicada no canto e tomada como 

identica a da teoria elastica. 

Com base nessas teorias e nos resultados de ensaios realizados, Meyerhof 

faz simplificac;:oes, propondo expressoes bastante conservadoras para uso em 

projeto, nas situac;:oes onde a ?. h. Tais express6es, denominadas Meyerhof -

projeto, sao apresentadas a seguir junto com o resumo das demais express6es. 



6.1. RESUMO DAS EXPRESSOES 

6.1.3. Carga no canto da placa 

a) Westergaard 

Pela expressao 3.38, tem-se: 

onde: M = Mmax (momenta negative) 

t : raio de rigidez relative da placa 

a : raio da area de contato de carga 

b) Losberg Idem Westergaard 

c) Meyerhof 

Pelas expressoes 5.48 e 5.49, tem-se: 

p 4 

M 
1

_ a 

L 

(a/L>0,2) 

p -=2 ; (a=O) 
M 

onde: M = Mo = m + m' 

L = t : raio de rigidez relative da placa 

a : raio da area de contato de carga 

d) Meyerhof - projeto 

:=2{1+4·~) 
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(6. 1) 



onde: M = M0 = m + m' 

L = t : raio de rigidez relative da placa 

a : raio da area de cantata de carga 

6.1.2. Carga no interior da placa 

a) Westergaard 

Pela expressao 3.39, tem-se: 

p (1+v) 
- = - -;=------'----'------,--:-,-

M [ 0,1833-log~-0,0490-0,0078{ ~ )] 

onde: M = Mmax 

e : raio de rigidez relative da placa 

a : raio da area de cantata de carga 

v = 0,15 : coeficiente de Poisson 

b) Losberg 

Pelas expressoes 5.12 e 5.13, tem-se: 

c 

ro = P 

r , y·n-(1-!-~) 

onde: M = m + m' 

c = a : raio da area de cantata de carga 

Y e t : estimados de acordo com a curva te6rica de pressao 
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c) Meyerhof 

Pelas express5es 5.36 e 5.37, tem-se: 

p 47t 
(a/l > 0,2) =--.----~ 

M 1 a 
1--·~~ 

3 l 

p 
- = 27t ; (a= 0) 
M 

onde: M = Mo = m + m' 

l = e : raio de rigidez relative da placa 

a : raio da area de contato de carga 

d) Meyerhof- projeto 

: =6{1+2· ~) 

onde: M = Mo = m + m' 

l = t: raio de rigidez relative da placa 

a : raio da area de contato de carga 

6.1.3. Carga na borda da placa 

a) Westergaard 

Pela expressao 3.40, tem-se: 

p 1 
= 

M [(1+0,5 ·u)·( 0,489 ·log~ -0,012-0,063 · ~)] 

onde: M = Mmax 

e: raio de rigidez relative da placa 

a : raio da area de contato de carga 

v = 0.15 : coeficiente de Poisson 
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(6.2) 



b) Losberg 

Pelas expressoes 5.15 e 5.16, tem-se: 

~ · C ·COta·(1+_i ·COt a) 
2 fi 37t 

onde: M = m + m' 

c = a : raio da area de contato de carga 

Y , t e tk: estimados de acordo com a curva te6rica de pressao 

c) Meyerhof 

Pelas expressoes 5.44 e 5.45, tem-se: 

p 

M 

(u4) 

1-2 -~ 
3 L 

P = 1t + 2 · (a = o) 
M 2 ' 

onde: M = M0 = m + m' 

L = e : raio de rigidez relative da placa 

a : raio da area de contato de carga 

d) Meyerhof- projeto 

~=35·(1+3· a) 
M ' L 

onde: M = Mo = m + m' 

L = e : raio de rigidez relative da placa 

a : raio da area de contato de carga 

(6.3) 
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6.2. ATRIBUI<;AO DE VALORES PARA AS EXPRESSOES 

Atribuindo-se valores aos diversos parametros constantes das expressi:ies 

anteriores, chega-se aos resultados contidos nas Tabelas 6.1, 6.2 e 6.3. 

6.2.1. Carga no canto da placa 

Tabela 6.1: Comparative entre modelos- carga no canto da placa 

alt I Westergaard Meyerhof ! Meyerhof - projeto 
I 

P/M P/M P/M I 
I 

0,00 2,00 2,00 I 2,00 

0,20 3,76 5,00 3,60 

0,40 6,89 6,70 5,20 

0,60 21,21 10,00 6,80 

0,80 - 20,00 8,40 

1,00 - - I 10,00 

6.2.2. Carga no interior da placa 

Tabela 6.2: Comparative entre modelos- carga no interior da placa 

ale 

0,00 : 

0,20 

0.40 

0.60 

0,80 

1.00 

Westergaard 

P/M 

0,00 

4,90 

7,05 

9.40 

12,12 

15.31 

Meyerhof 

P/M 

6.28 

13.46 

14,50 

15.71 

17.14 

18.85 

[ Meyerhof - projeto 1 

I P/M I 

6,28 

8,40 

10,80 

13,20 

15,60 

18.00 

Los berg 

P/M 

2,00 

3,76 

6,89 

21,21 

-

-

Los berg 

P/M 

6,28 

8.11 

9,79 

11,84 

14.57 

18,48 



69 

6.2.3. Carga na borda da placa 

Tabela 6.3: Comparative entre modelos- carga na borda da placa 

aft Westergaard Meyerhof Meyerhof - projeto Los berg 

P/M P/M P/M P/M 

0,00 0,00 3,57 3,50 4,00 

0,20 2,54 8,24 5,60 5,81 

0,40 4,01 9,74 7,70 7,63 

0,60 5,88 11,90 9,80 9,55 
I 

0,80 8,47 15,30 I 11,90 11,43 

1,00 12,40 21,42 14,00 -

........... ·-.. -----------
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6.3. ANALISE COMPARATIVA 

As Figuras 6.1, 6.2 e 6.3 mostram em forma de graficos os resultados obtidos 

anteriormente. 

No caso de carga no centro da placa, os resultados obtidos por Meyerhofl 

sao maiores do que os encontrados por Losberg8
, adequando-se, no entanto, com 

os resultados experimentais encontrados em seu trabalho. 

A diferenga entre as duas teorias e pequena para os casas de cargas no 

canto e borda da placa, sendo os valores das cargas de colapso pelo metoda de 

Losberg um pouco menores do que pelo metoda de Meyerhof. Essa diferenga se 

deve a aproximagao feita por Losberg, de um mecanismo triangular de colapso em 

substituigao ao mecanismo proposto por Meyerhof. 

As equagoes propostas por Meyerhof para projeto correspondem a 

linearizag5es das equag5es originals, sendo conservadoras e apresentando boa 

concordancia com as de Losberg. Tais equagoes tem ainda a grande vantagem de 

serem facilmente aplicaveis, em fungao dos poucos para metros envolvidos. 

Desta forma, tamar-se-a como base para a aplicagao da teoria das linhas de 

ruptura as placas de concreto reforgado com fibras de ago sabre base 

elastica,tomar-se-ao as expressoes (6.1, 6.2 e 6.3), que correspondem as 

linearizagoes anteriormente citadas. Sao elas: 

(6.1) 

(6.2) 

~=3 5 ·(1+3·~) 
M ' L 

(6.3) 
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- .. -. Westergaard ---- Losberg ....... Meyerhof --Meyerhof- projeto 

25 ,----------------~-----------, 

WESTERGAARD IDEM 

LOSBERG 

I 

I' 

15 --~-~-~ -~-~-- ·------ --------~}---, --~ 

5 .-
,· 

-~ 
.· 

I 

I 
I 
I 
I 
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Figura 6.1: Comparativo entre modelos- carga no canto da placa 
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Figura 6.2: Comparativo entre modelos- carga no interior da placa 
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Figura 6.3: Comparativo entre modelos- carga na borda da placa 
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7. APLICACAO DA TEORIA DAS LINHAS DE RUPTURA AS PLACAS 

DE CONCRETO REFORCADO COM FIBRAS DE ACO 

0 concreto refor9<2do com fibras de a9o tern sido empregado ha muitos anos 

no exterior, tendo seu maior campo de aplica9§o em pisos e pavimentos apoiados 

diretamente sabre o solo, podendo substituir totalmente as armaduras contfnuas, 

garantindo da mesma forma a seguran98 e a integridade da estrutura. 

A melhoria da capacidade de carga que se tern com o uso das fibras de a9o 

leva a redu96es de espessura das se¢es e melhor desempenho. 

A utiliza9§o do concreto refor9<2d0 com fibras de a9Q, como material 

suplementar em elementos estruturais (vigas, pilares e lajes), tern por finalidade 

inibir a fissura9ao, melhorar a resistencia ao impacto ou ao carregamento dinamico e 

resistir a desintegra9§o do material. 

0 uso deste material no Brasil e recente, tendo como principais aplica¢es os 

pisos industriais e algumas obras de revestimentos em concreto projetado, nao 

existindo ate o memento nenhum criteria para dimensionamento. 

7.1. DEFINI<;AO E MATERIAlS CONSTITUINTES 

0 concreto refor9<2do com fibras de a90 e urn composite onde a matriz e o 

concreto de cimento Portland e o refor90 constitufdo por fibras de a9o aleatoriamente 

distribufdas na matriz. As fibras sao elementos descontfnuos onde o comprimento 

predomina sabre a se9ao transversal. 

As fibras de a9o para uso em concreto tern comprimentos que variam entre 30 

e 60 mm e diferentes formas de se9§o transversal. dependendo do processo de 

fabrica9ao. Fibras de se9ao transversal circular sao produzidas a partir do corte de 

fios trefilados, enquanto que as de se9ao retangular a partir do corte de chapas de 

a90. 
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As fibras de a9o sao mais eficientes do que outros tipos de fibras, como de 

asbesto, sinteticas (nylon ou polipropileno) e de vidro, grac;:as a sua alta resistencia a 
trac;:So e grande capacidade de aderencia a matriz que a envolve. 

Geralmente, estas fibras possuem deformac;:Oes ao Iongo de todo o seu 

comprimento (fibras onduladas) ou somente nas extremidades, formando ganchos. 

Tais deformac;:Oes tern a finalidade de melhorar o comportamento da fibra com 

relac;:So a aderencia, atraves de ancoragem mecanica. 

A eficiencia de urn comp6sito esta intimamente relacionada com duas 

propriedades fundamentais da fibra de a9o, sua resistencia a trac;:So e seu fator de 

forma, que e a relac;:So entre o comprimento da fibra e seu diametro (diametro 

equivalente no caso de se980 transversal nao circular). Quanta maior o fator de 

forma maior sera a quantidade de fibras incorporadas, aumentando, portanto, a 

eficiencia do comp6sito. 

A matriz do comp6sito pode ser constitufda de concreto convencional ou de 

alto desempenho. Na dosagem de uma matriz de concreto para confecc;:So de urn 

comp6sito com fibras, deve-se ter atenc;:So com a trabalhabilidade da mistura, uma 

vez que a introdu9ao das fibras causa uma consideravel perda de trabalhabilidade. 

lsto ocorre porque as fibras possuem grande area superficial, tern maior cantata 

entre si e com os outros elementos constituintes do concreto, aumentando muito o 

atrito entre os materiais, diminuindo a fluidez da mistura. 

Misturas com maior porcentagem de argamassa e o uso de aditivos 

superplastificantes auxiliam neste aspecto. 

Outro fator importante a considerar no estudo da dosagem da matriz diz 

respeito ao diametro maximo do agregado graudo, que nao deve ser maior do que 2 

vezes o comprimento da fibra, pois o efeito de ponte de transferencia de tensoes da 

fibra de a9o no comp6sito pode ser reduzido. 

Tal fato ocorre quando o agregado. por ser maior que a fibra, e iniciando-se 

normalmente a fissurac;:So na regiao de ligac;:So pasta-agregado graudo (zona de 

transic;:So), e necessaria que as fibras respeitem tal dimensao para poder interceptar 

as fissuras quando do seu surgimento. Por esse motive, recomenda-se o emprego 

de agregados com diametro maximo nao superior a 19 mm. 
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7.2. FUNCAO DAS FIBRAS DE ACO COMO REFORCO 

As matrizes de concreto sem o refor<;:o das fibras apresentam comportamento 

fragil, com baixa capacidade portante e baixas deforma9oes quando submetidas a 

esfor<;:os de trac;:Bo, praticamente nao apresentando deforma¢es plasticas. 

A maioria dos concretes empregados correntemente, que incorporam fibras 

de a9o, utilizam baixos consumes de fibra, o que resulta num aumento muito pouco 

significative de suas resistemcias a compressao e a trac;:Bo. Desta forma, a matriz 

fissura com o mesmo nivel de tensao e de deformac;:Bo do que quando nao armada. 

0 refor90 com fibras descontinuas e aleatoriamente distribuidas na matriz tern 

como papel principal controlar a propagac;:Bo de fissuras no concreto, alterando o 

seu comportamento mecanico ap6s a ruptura da matriz, melhorando 

consideravelmente a capacidade de absor9ao de energia do concreto, ou seja, a sua 

tenacidade, transformando urn material de caracteristica fragil em ductil. lsto ocorre 

porque as fibras criam pontes de transferencia de tensoes atraves das fissuras, 

preservando uma certa capacidade portante das se¢es. 

SEM FIBRAS 

CONCENTRAcAO DE TENSi?ES/ 
NA FRENTE DE PROPAGAcAO 
DAFISSURA 

FISSURA 

.::::::_FISSURA 

~ .. --;_: v·~ 
--............ ~.1-\~ 

\ FIBRAS ATUANDO COMO 
PONTE DE TRANSFERE:NCIA 
DE TENS6ES 

Figura 7.1: Mecanisme de refon;:o das fibras de a90 
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7.3. TENACIDADE E RESISTENCIA EQUIVALENTE A TRACAO NA FLExAO 

A avalia<;ao do material e o controle de qualidade dos concretes refon;ados 

com fibras de ar;:o deve ser feita atraves da medida de sua tenacidade, principal 

propriedade incrementada pela adir;:ao das fibras ao concreto. 

0 papel principal das fibras se desenvolve ap6s a fissura<;ao da matriz, pois 

elas geram mecanismos de absorr;:ao de energia, relacionados com o alongamento 

das fibras presentes na zona fissurada e com a ruptura da aderemcia fibra-matriz, 

aumentando a tenacidade do comp6sito 

A tenacidade a flexao dos concretes reforr;:ados com fibras e, de acordo com 

a JSCE26
, numericamente igual a area contida sob a curva carga-deslocamento 

vertical, para urn deslocamento maximo de C /150. 

A Fig. 7.2. mostra, esquematicamente, a curva carga-deslocamento vertical e 

as dimensoes e os esquemas de carregamento de corpos-de-prova empregados 

nos ensaios. 

0 

I 
) 
I 

I 

B 

Tenacidade Tr = Area OABCD 

Ponto A: 1' fissura 

DESLOCAMENTO VERTICAL (mm) 

150 

LVDT 
450mm 

I 

t 
I 

81so=J mm 

Figura 7.2: Tenacidade segundo a norma JSCE 
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A resistencia equivalents a trac;:ao na flexao dos concretes refon;ados com 

fibras e determinada a partir do conhecimento da tenacidade Tt: 

T-e 450 1 
f =I - ·T=--·T 
ct,eq 3·b·h2 3.150.150 2 1 150 2 

(7.1) 

7 .4. COEFICIENTE DE DUCTILIDADE 

Este parametro pode ser utilizado no dimensionamento, permitindo quantificar 

a contribuic;:ao das fibras de a9o no comportamento p6s fissurac;:ao dos concretes. 

E expresso pela relac;:ao entre a resistencia equivalents (fct,eq}, e a resistencia 

a trac;:ao na flexao da matriz de concreto (fct,fl}. 

R - fct,eq 

e3- f 
ct,ft 

(7.2) 

Nas tabelas 7.1 e 7.2 sao mostrados resultados obtidos por Pinto JrY, para 

diferentes concretes incorporando fibras de a90. 

As principais caracteristicas das fibras utilizadas neste estudo sao a seguir 

apresentados. 

composic;ao do ac;o: baixo teor de carbone 

processo de fabricac;ao: trefilac;:ao de fios 

sec;ao transversal: circular 

comprimento: t = 50 mm 

diametro: d = 1,05 mm 

fator de forma: t I d = 48 

resist{mcia a trac;ao: fym = 11 oo MPa 

GEOMETRIA DA FIBRA 

d* 
__,r----------~fr---~'--

t 
71 
k 

71 
k 
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Observando os resultados contidos nas tabelas 7.1 e 7.2, nota-se que a 

incorporac;:ao de baixos teores de fibras nao causa aumento das resistencias a 

compressao (fcm,2s) e a trayao na flexao (fc1m,fl) dos concretes, uma vez que estas 

dependem apenas das caracterfsticas da matriz. 

0 efeito das fibras fica evidenciado ap6s a fissurayao da matriz, retratado nas 

tabelas pelas resistencias equivalentes medias a trayao na flexao (fc1m,eq) e pelos 

coeficientes de ductilidade (ReJ). Observando estes valores nota-se o incremento de 

ductilidade a medida que au menta o teor de fibras incorporadas. 

Tabela 7.1: Propriedades dos CRFA- Cimento CP II E 32 

fclc ······· ' CF f.;...,a ······· i. f fCtm,eq Re3 

······· 
••••••• 

I· . . . ......... i ~-·· 
l •· 

··••.· .... 

r . 
····· 

(MPa) ••••• (kg/m
3
) 1 (MPa)._.· >• <r.Pa) 1. (MPa) {%) ; 

i 
!·. ······ .. . . r; I . . I . . .. 
.... · I · .. ····· . .... 

0 30,3 3,55 - 0 

20 25,3 3,79 1,56 51,5 

20 25 26,0 3,76 1,83 54,5 

30 28,2 4,01 2,07 66,1 

35 26,8 3,77 2,61 62,6 

0 33,5 3,60 - 0 

20 33,5 3,98 1,91 55,9 

25 32,3 
25 

4,45 1,99 64,3 

30 32,0 4,71 2,16 74,8 

35 34,2 4,44 2,48 74,6 

0 36,3 3,96 - 0 

20 37,5 4,60 1,76 58,7 

25 37,5 4,55 1,92 60,9 
30 

30 38,2 4.57 2,57 68,2 

35 35,5 4,46 2,63 72,5 

CF : consume de fibras 



80 

Tabela 7.2: Propriedades des CRFA- Cimento CP V RS/MS 

f.iti · ... CF• · ...• !r t.:m,23 ··· I t....,. i. f.:U..,eq 
! R.-3 

.... . •.·.·; 
····. 

·.· .. 

i · .. ·•··•·. 
L .•. ········•.· 

1. 

(kgtm;:·· i .. ;.·. •. 
(PJIPa) i (MPa). •·.·. • (MPa) 

1
• (MPa). 

I 
(~) . 

·.·•···· i . · •..•..••.•••• 
> >• ······ ... .· .......•. I ··. ······· ......• . .... · ........ · ... 

0 39,7 5,01 - 0 

20 38,5 5,05 1,67 43,9 

25 40,8 5,48 1,82 45,9 

30 30 39,3 5,22 2,20 47,3 

35 33,7 4,62 2,56 56,4 

0 54,9 6,50 - 0 

20 58,5 6,45 1,64 41,6 

25 53,7 6,31 1,76 46,8 

40 30 55,0 7,46 1,77 48,1 

35 51,0 5,89 1,77 56,4 

0 62,9 7,05 - 0 

20 66,8 7,54 1,51 45,2 

25 65,3 7,45 2,09 46,7 

50 30 57,5 7,36 1,66 49,3 

35 68,8 7,78 2,26 55,7 

CF : consume de fibras 

7.5. CONSIDERA<;OES SOBRE 0 MODELO DE CALCULO ELASTICO 

APLICADO AO CONCRETO REFOR<;ADO COM FIBRAS DE A<;O 

A aplica9ao do modele de calculo elastico ao dimensionamento des pisos e 

pavimentos em CRFA conduz a resultados conservadores, uma vez que deixa de 

levar em considera9ao o comportamento p6s fissurayao do material, fate bastante 

significative no resultado finaL 
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Neste procedimento toma-se como base a verifica9iflo da maxima tensao de 

tra9iflo na placa, limitando-a a resistencia equivalente (fct,eq) do CRFA. Tal 

considera<;ao nao gera grandes ganhos do ponto de vista quantitativa, uma vez que 

as resistencias equivalentes dos CRFA nao sao muito maiores do que as tensoes 

admissiveis empregadas nos procedimentos de calculo elastica. 

As tensoes admissiveis utilizadas no dimensionamento das placas de 

concreto simples dependem do tipo de carga atuante, como por exemplo: 

cargas de roda: 0,5 fct.fl 

cargas uniformemente distribuidas: 0,7 fct. 11 

cargas de pes de prateleiras: 0,33 fctofl· 

Na Tabela 7.3 sao apresentados valores de tensoes admissiveis e de 

resistemcias equivalentes, ficando demonstrado que a utiliza9iflo de fibras de a<;o 

com a finalidade de elevar a tensao admissivel de projeto nao e significativa. A 

eleva9iflo destas tensoes admissiveis s6 e conseguida com altas dosagens de fibra, 

da ordem de 1% ( = 80 kg I m 
3 

) a 2% ( = 160 kg I m 3 
) em volume, acarretando 

imensas dificuldades na mistura bem como eleva9iflo do custo. 

Tabela 7.3: Comparative entre tensoes admissiveis 

20 3,79 1,90 1,25 1,56 

25 3,98 1,99 1,31 1,91 

30 4,60 2,30 1,52 1.76 
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Assim sendo, para dosagens usuais, de 20 a 30 kg/m3
, o incremento de 

resistencia nao e significativo, o que, do ponto de vista do dimensionamento atraves 

do modelo elastico, nao apresenta grandes vantagens. 

7 .5.1. Trabalho experimental realizado no Thames Polytechnic 

0 trabalho experimental desenvolvido no Thames Polytechnic
28 mostra 

comparac;:oes entre placas em concreto simples, com armaduras convencionais 

simples e nas duas faces e em CRFA com diferentes tipos de fibras, apoiadas sobre 

base elastica, com carga no centro, comparando-as do ponto de vista das cargas de 

primeira fissura e de ruptura. 

A Figura 7.3 mostra o modelo experimental e na Tabela 7.4 sao apresentados 

os resultados obtidos no referido trabalho. 

K • 0.035 N/ 
/mm' 

Figura 7.3: Modelo experimental 
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Tabela 7.4: Resultados Experimentais- Thames Polytechnic 

P1 180 200 

F1 

200 > 320 + 

F2 

280 380 

02 de a<;:o (60/1,00) 220 350 

20 kg/m3 

03 de a<;:o (60/1,00) 200 300 

20 kg/m3 

04 de a<;:o (60/0,80) 260 390 

20 kg/m3 

05 de a<;:o (60/1 ,00) 240 340 

30 kg/m3 

01 de a<;:o (60/0,80) ++ 290 > 345 + 

30 kg/m3 

M1 de a<;:o irregulares 180 200 

30 kg/m3 

+ excedida a capacidade do equipamento 

++ 60: comprimento da fibra em mm; 0,80: diametro da fibra em mm 
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Observando os resultados contidos na Tabela 7.4, pode-se extrair as 

seguintes principais conclusoes: 

18
) E possivel a substitui<;:ao total das armaduras em malha por baixos teores 

de fibras de ac;o, mantendo a mesma capacidade portante das placas; 

28
) Esta substitui<;:ao s6 e possivel quando se empregam fibras de boa 

qualidade, como fica evidenciado comparando-se os resultados obtidos 

para a placa M 1 com as demais placas de concreto reforvado com fibras 

de ac;o; 

38
) Fica evidenciado o ganho de tenacidade nas placas em concreto 

reforvados com fibras de ac;:o, o que sugere que tal caracteristica deve ser levada em 

considerac;:8o no dimensionamento. 

7.5.2. Trabalho te6rico-experimental desenvolvido em BRUNSWICK 

0 trabalho de Falkner e Teutsch29 
, sequencia! ao desenvolvido no Thames 

Polytechnic, teve por finalidade realizar uma analise comparativa te6rico

experimental somente entre placas de concreto simples e de CRFA, apoiadas sobre 

base elastica. Nesse trabalho procurou-se incluir na analise dados sobre a 

tenacidade do material como elemento de projeto, justificando desta forma urn 

modele plastico de dimensionamento. Tambem foram ampliados os cases de 

carregamento, ou seja, cargas no canto e borda das placas, combina<;:ao de 

multiplas cargas, efeitos de espavamentos de juntas, influemcia de temperatura e 

retra<;:ao, efetuando-se, tambem simulac;:oes numericas por elementos finites 

(programa ANSYS). 

Os resultados dos ensaios realizados para placas de 3m x 3 m, com carga 

aplicada no centro e distintos m6dulos de reac;:ao do sub-leito, sao sumarizados na 

Tabela 7.5. 
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Tabela 7.5: Resultados experimentais- Falkner 

P1 sem fibras 165 180 0,025 

fibras 
P2 irregulares 165 210 0,025 

30 kg/m3 

Dramix 
P3 60/0,8 

20 kg/m3 
165 240 0,025 

Dramix 
P4 60/0,8 

20 kg/m3 
215 380 0,05 

fibras 
P5 215 235 0,05 

P6 sem fibras 215 220 0,05 

Observando os resultados contidos na Tabela 7.5, fica evidente que a carga 

F'R, que corresponde a forma~o da charneira positiva nas placas. e fun~o do 

modulo de rea~o do sub-leito, aumentando a medida que este aumenta, elevando 

desta forma a capacidade de carga ultima das placas (Fu). 

As principais conclusoes obtidas sao a seguir apresentadas: 

1a) o usc de fibras de at;:o para refort;:o do concreto nao incrementa nas placas 

capacidade de absorver tensoes, colaborando. no entanto, no controle de 

fissura~o; 

2a) a introdu~o de fibras de at;:e incrementa a capacidade de carga das 

placas, chegando a rela~o carga/deslocamento vertical a patamares superiores ao 

. ----------
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das placas em concreto simples, mostrando urn desempenho bastante significative 

p6s-fissurac;:ao (tenacidade); 

3a) o desempenho das placas de concreto simples e reforc;:adas com fibras de 

ac;:o sobre base elastica, com relac;:i:io a capacidade de carga e a deslocamentos 

verticais, pode ser caracterizado segundo 3 distintas regioes de comportamento: 

REGIAO I : F < FR 

Placa nao fissurada. A capacidade de carga e os deslocamentos verticais 

podem ser avaliados com base na teoria da elasticidade. 

Ap6s ter sido ultrapassada a resistemcia a trac;:i:io na flexao, correspondente a 
carga de primeira fissura FR. formam-se pequenas fissuras radiais junto a zona de 

introduc;:i:io de carga. Essas fissuras se propagam ate as bordas da placa com o 

aumento do carregamento. Com as dosagens de fibras de ac;:o normalmente 

utilizadas nos pisos e pavimentos, o valor da carga F'R e func;:i:io, exclusivamente, da 

capacidade de suporte do solo (modulo de reac;:i:io do sub-leito). 

REGIAO Ill : F > F'R 

Ap6s ter sido atingida a carga F'R a placa ainda apresenta capacidade de 

carga, grac;:as ao efeito de engrenamento proporcionado pelas fibras de ac;:o. Tal 

capacidade de carga e influenciada pelo tipo e pelo teor de fibras adicionadas ao 

concreto. determinando assim a magnitude da carga de ruina, que ocorre por efeito 

de punc;:i:io. 

A Figura 7.4 ilustra as regioes acima descritas. 
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Figura 7.4: Diagrama carga x deslocamentos verticais, mostrando as diferentes 

regioes 

0 comportamento ate a rufna, em termos dos mementos radiais e 

transversais atuantes, em placas de concreto simples e de CRFA, e mostrado 

esquematicamente nas figuras 7.5 e 7.6, respectivamente. 

Observando estas figuras, nota-se que ate ser atingida a carga de primeira 

fissura FR, o comportamento de ambas e identico. 

A partir do aparecimento das fissuras e que o comportamento dos dois tipos 

de placas torna-se diferente. A placa de concreto simples nao tern capacidade para 

suportar os mementos tangenciais. A fissura formada sob a carga rapidamente se 

propaga em diregao as bordas. Quando essa fissura atingir a face superior da placa, 

esta entra em colapso. 

No caso das placas em CRFA, ap6s o aparecimento das fissuras (fase 

plastica), inicia-se a formag§o de charneiras plasticas sob a carga. Devido ao 
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comportamento p6s fissura98o do CRFA, a placa ainda e capaz de suportar os 

momentos atuantes, sendo esta fun98o da tenacidade do material. 

Quanto maior o coeficiente de tenacidade (R.,3), maior sera a tensao residual 

na fase plastica, que nada mais e do que a propria resistencia equivalente a tra98o 

na flexao (fct,eq) definida anteriormente, ou seja: 

f = f = f -R.3 
ct,eq res,ft ct,ft 

100 
(7.3) 

A finalidade da teoria das chameiras plasticas e a determina98o dos 

momentos de plastifica98o que se devem atribuir a placa em estudo para que sua 

rufna nao se de sob a a9ao de cargas de calculo inferiores as impostas pelo 

projetista. 

Assim sendo, a carga de colapso e fun98o da soma de dois momentos 

maximos, quais sejam: 

Mn : Momenta fletor negativo dado pelo momenta radial (M,), devendo ser tornado 

como limite o valor do momenta fletor elastica (M.); 

Mp: Momenta fletor positivo dado pelo momenta tangencial (Mt), devendo ser levado 

a plastifica9a0 em fun9a0 do teor de fibras incorporadas (Mt)-

Quando o valor da soma (Mp + Mn) for inferior ao valor de Me, teoricamente 

nao ha necessidade de utiliza98o das fibras de a90 e a placa trabalha, dentro da 

teoria das linhas de ruptura, como concreto simples. No entanto, para esta situa9ao 

a forma de ruptura e fragil, o que nao e seguro. Assim sendo e necessaria utilizar as 

fibras de a9o com a finalidade de transformar o material concreto de fragil em ductil, 

e satisfazer desta forma a seguran98. As dosagens incorporadas deverao ser feitas 

de acordo com as dosagens mfnimas especif1cas para cada tipo de fibra. 
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Quando o valor da soma Mp + Mn for superior ao valor de Me. o momenta 

fletor Mp sera levado a plastificagao. Assim sendo, pode-se escrever a seguinte 

expressao: 

(7.4) 

R 
onde a parcela --.!!..M e o acrescimo dado ao momenta elastica (Me). 

100 e 

proporcionado pela parcela da tensao residual na fase plastica (fres,11) definido na 

expressao 7.3. 
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7.6. DIMENSIONAMENTO SEGUNDO A TEORIA DAS LINHAS DE RUPTURA 

Tendo por base os trabalhos de Losberg8 e Meyerhof 
9 

, que levam em conta 

a capacidade de distribuic;:8o de cargas nos pisos e pavimentos de concreto, 

apresentam-se, a seguir, as expressoes que permitem a determina<;;ao das cargas 

ultimas nas placas de CRFA, sobre base elastica, para os 3 cases classicos de 

posicionamento das cargas. 

7.6.1. Caso 1- Carga no canto da placa 

onde: 

Conforme expressao 6.3: 

(7.5) 

Po : carga ultima 

L : raio de rigidez relative ""* 

p : pressao de enchimento do pneu 

Mo = Mp + Mn 

Mp • memento fletor positive a ser levado a plastificac;:8o 

Mn : momento fletor negative, devendo ser tornado como limite o valor do 

momento fletor elastico 

a : raio da area de contato da carga ""* 
{f) 

a=!-

~ Jt·P 
(P = carga de roda) 
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No caso da area de contato de carga ser retangular (A), esta deve ser 

transforrnada numa area circular equivalente, resultando: 

Assim sendo, a expressao 7.5 assume a seguinte forma: 

(7.6) 

onde: 

7.6.2. Caso II- Carga no interior da placa 

Conforme expressao 6.1: 

(7.7) 

Como Mo = Mp + Mn, analogamente tem-se: 

(7.8) 

onde: M = fct.n . b. h2 
n 6 



7.6.3. Caso Ill- Carga na borda da placa 

Conforme expressao 6.2: 

Como Mo = Mn+ Mp, analogamente tem-se: 

(M,+M.)o [ p(J ')] 
35· 1+-

' L 

M = 
fct,fl ·b·h2 

onde: 
n 6 

7.7. EXEMPLO DE APLICA<;:AO 

(7.9) 

(7.1 0) 

No exemplo que se segue e apresentado uma aplica<(iio com dados reais de 

projeto, pretendendo-se mostrar a aplica<(iio das expressoes. 

fck = 30 MPa 

E = 31000 MPa 

carga de roda = 6 tf = 37500 N 

k = 0,06 N/mm3 

p = 0,7 N/mm2 

coeficiente de impacto: 1,4 

h = 120 mm 
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coeficiente de seguran99: 1,2 ( este valor e utilizado para os casas de pisos onde sao 

levados em considerayao os efeitos de temperatura e 

de retra<(iio) 

Obs.: sera levado em considerayao coeficiente de seguran9a = 1,2 



7.7.1. Raio da area de contato e raio de rigidez relativa 

a= fP= 
v~ 

1,4·37500 = 
155 

mm 

1t. 0,7 

L=•~ =• 31000·120
3

/12 = 441 mm 
\1(1-=7Fk" {1-0,15)-o,o6 

7.7.2. Carga no canto da placa 

A resistencia do concreto a tragao na flexao pode ser dada por: 

fct.n = 0,393 ·iff::= 0,393 · V37,5 2 = 4,40 N/ mm 2 
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onde feu e a resistencia do concreto a compressao medida em cubos, sendo obtido 

- f - fck pela relayao cu = -. 
0,8 

18497 = [1 +(~o~ )] { 4,4° -~- 1202 J 

18497 = 1+(R•3 ) =:> R =?5% 
10560 100 •3 
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7.7.3. Carga no interior da placa 

M = 
1
•
2

"
1
•
4

"
37500 

6166 Nmm/mm 
0 

6 { 1 +(~~~
5
)] 

M = 
4

•
40 

"
1202 

= 10560 Nmm I mm 
n 6 

Mo = 6166 < M. = 10560 

nao existe MP 

7.7.4. Carga na borda da placa 

1
•
2

·
1
,4·

37500 
= 8762 Nmm/mm 

[ (
3·155)] 3,5. 1+ 441 

M0 = 8762 < M. = 10560 

nao existe MP 
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8. CONSIDERACOES FINAlS 

0 dimensionamento das placas de concreto refon;:ado com f1bras de ac;:o 

sabre base elastica tern sido motivo de discussao e controversia no meio tecnico 

entre alguns projetistas. lsto se deve ao fato de se levar em conta que o fator mais 

importante nesse tipo de estrutura e a resistencia do material, ou seja, em placas de 

concreto simples, sua resistencia a trayao na flexao, e em placas estruturalmente 

armadas, as resistencias de seus materiais constituintes, ac;:o e concreto, bern como 

a solidariedade entre ambos. 

Assim sendo, e facil conceber o dimensionamento estrutural com base na 

teoria elastica, para o caso do concreto simples, e aplicar os conceitos do concreto 

armada quando se tern as placas estruturalmente armadas. 

A adiyiio das fibras de ac;:o ao concreto tern por finalidade inibir a abertura das 

fissuras bern como a sua propagayao. Este fato pode, em principia, levar a 

conclusao de que sua finalidade seria simplesmente de combate a fissurayao do 

material concreto, o que nao deixa de ser uma verdade. No entanto, face a esse 

controle de fissurac;:ao, o material apresenta capacidade de se deformar absorvendo 

carga, caracteristica esta de material com ductilidade. 

Desta forma, e possivel sua aplicayiio em alguns elementos estruturais que 

apresentem possibilidade de redistribuiyao de esforc;:os, sem que isso comprometa 

seu estado de servic;:o. Essa possibilidade aparece, em geral, quando os elementos 

estruturais tern interface com urn meio elastica, ou seja: pisos, pavimentos. 

revestimento de tuneis, revestimento de taludes, etc. Portanto, esta totalmente 

descartada a possibilidade de uso das fibras de ac;:o em substituiyiio as armaduras 

de flexao das estruturas de concreto armada que nao apresentem tal possibilidade. 

Estudos tern sido realizados sabre as contribuic;:oes das fibras de ac;:o no 

combate ao cisalhamento, fadiga e resistencia ao impacto. 

Assim sendo, pelo fato de ser a ductilidade a grande contribuiyiio das fibras 

de ac;:o ao concreto, deve-se tirar proveito, estruturalmente, dessa caracterfstica. 0 

presente trabalho mostra que o dimensionamento elastica conduz a ganhos somente 
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do ponto de vista qualitative, ou seja, dimensionando-se elasticamente tira-se 

proveito da adic;ilo das fibras somente no controle de fissura<;:ao. 

Ja por sua vez o calculo plastico possibilita levar em considera9ao a 

plastifica98o do material, caracterfstica essa do concreto refor9ado com fibras de 

a90. Com essa considera<;:ao pode-se nao s6 se ter ganhos do ponto de vista 

qualitative, com o controle de fissura<;:ao, mas tambem quantitativa, reduzindo 

espessuras. 

E importante destacar que, para cargas de servi90, a placa trabalha numa 

regiao caracterizada por pequenas deforma9i)es (REGIAO II). Assim sendo, e 

possfvel o emprego da teoria das linhas de ruptura, sem desta forma comprometer a 

situa<;:ao em servi90 das placas de concreto refor98do com fibras de a90 sabre base 

elastica. 
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9. SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS 

0 presente trabalho aborda somente os 3 casas classicos de carga numa 

placa isolada. Os pisos e pavimentos apresentam interfaces com as placas vizinhas, 

atraves das juntas, que podem ser de varios tipos. 

As cargas aplicadas no canto e na borda da placa transferem-se para as 

placas vizinhas. sendo a intensidade desta transferemcia func;:Bo do tipo de junta. 

Sugere-se que esse problema seja aprofundado, uma vez que, em func;:Bo da 

transferencia de carga, casas que apresentem na placa isolada situac;:oes mais 

desfavoraveis podem conduzir a situac;:Oes menos desfavoraveis quando 

comparadas com a carga no centro da placa. 

A variac;:Bo de temperatura entre as faces superior e inferior da placa e o 

efeito da retrac;:Bo sao fatores que influenciam o comportamento das placas. Assim 

sendo, estes fatores tambem podem ser explorados. 

Tambem nao se tern muita informac;:ao a respeito da aplicac;:Bo da teoria das 

linhas de ruptura as placas apoiadas elasticamente submetidas a cargas 

uniformemente ou parcialmente distribufdas, fato que merece uma analise mais 

cuidadosa. 

Finalmente, sugere-se o estudo de multiplas cargas nas placas. lsto ocorre 

quando se tern eixos de veiculos com duas ou quatro rodas e prateleiras com varios 

pontos de apoio. Como estas cargas podem estar pr6ximas entre si, existe influencia 

de uma carga sabre a outra, sendo esta func;:Bo do raio de rigidez relativo da placa, 

estudo este de grande interesse para aplicac;:ao pratica. 
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