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Resumo

Rosa, A. L., Simulagdo Numérica de Processos de Fratura em Vigas de Concreto
Armado e Refor¢cado com Fibras de Ago, Utilizando a Curva Tensao-Abertura de
Fissura. Campinas, 2005. Dissertacao de Mestrado, 187p. Faculdade de Engenharia Civil,

Arquitetura e Urbanismo. Universidade Estadual de Campinas, Campinas, S.P., Brasil.

Este trabalho enfoca o estudo de processos de fratura em vigas de concreto, concreto
reforcado com fibras de aco, concreto armado e concreto armado reforcado com fibras de
aco, através da simulagao numérica com o codigo de elementos finitos DIANA. O estudo
envolve a area de pesquisa em materiais compodsitos a base de cimento, resultantes da
adicio de fibras de aco descontinuas orientadas aleatoriamente, ¢ a analise numérica de
s6lidos contendo fissuras. Foram realizadas simula¢oes numéricas de processos de fratura
em vigas, sob carregamento monotonico, de acordo com os modelos de fissura discreta
(“discrete crack model”) e de fissura distribuida (“smeread crack model”). As curvas tensio-
abertura de fissura (0 —w), que caracterizam o comportamento do concreto e do
concreto refor¢ado com fibras de ago, apds a tensdo de tragao ser atingida, foram obtidas
por retroanalise de vigas entalhadas submetidas ao ensaio de flexdo em trés pontos. As
simulagoes foram realizadas para comparar resultados numéricos e experimentais de vigas
entalhadas carregadas em trés pontos e vigas armadas projetadas para ruptura a flexdo e ao
esfor¢o cortante. Em todos os casos, foram considerados espécimes sem e com adi¢ao de

fibras de aco.

Palavras-Chave: simulagao numérica, analise nao-linear, processos de fratura, concreto

armado reforcado com fibras de aco, método dos elementos finitos.



Abstract

Rosa, A. L., Numerical Simulation of Fracture Processes in Concrete Beams with
Conventional and Steel Fiber Reinforcements, Using the Stress-Crack Opening
Relationship. Campinas, 2005. Master Thesis, 187p.. School of Civil Engineering,

Architecture and Urban Design. State University of Campinas, S.P., Brazil.

This work addresses the study of fracture processes in concrete beams with conventional
and steel fiber reinforcements, through numerical simulation with DIANA Finite Flement
Analysis code. The study include the research area of cementitious material composites,
obtained from the addition of discrete and randomly oriented steel fibers to the concrete,
and the area of numerical analysis of solids containing cracks. Numerical simulations of
fracture processes in beams, subject to flexure and shear under monotonic load, were
performed according to the sweared crack model and to the discrete crack model. The stress-
crack opening curves (0 —w), used to characterize the material constitutive behavior of
the concrete after tensile stress is reached, were obtained by inverse analysis of notched
prismatic specimens subject to three-point-bending tests. The simulations were performed
to compare numerical and experimental results from notched three-point-bending
specimens and from reinforced beams designed for diagonal shear or flexural failure.

Specimens with and without steel fibers were analyzed in all the cases.

Keywords: numerical simulation, nonlinear analysis, fracture process, steel fiber

reinforced concrete (SFRC), finite element method.

xiii



Sumario

Capitulo 1..cciiiiiiiiiiiiiiiiiiii e e e s e e e e 1
04 LR T T o T PP 1
1.1 CONSIACTACOES (GRIAIS..uruveuieeuiirieirienirieteteteteeentetesestesetesetesenessesesseseesaeseteseneesensasesesesensesens 1
1.2 JUSHECATIVA ..o 3
1.3 ODJEUVO ottt 4
T4 ESTIULULA vttt 5
CaPItUlo 2. s a e s s e e e s e e nes 7
Tipos de Ruptura em Materiais EStruturaiS......cccevvueeivniieeiiinineeiinnnnneeennnnneeinnneeen. 7
CaPItulo 3. e aaa e s e e s e e e nes 13
Materiais COMPOSItOS ..cciiiiiiiiiurtriiiiiiiiiiitititteeeeeeneiteee et saaaeeeeesee s s ssssssaaeeeees 13
3.1 Os Comp6sitos de Cimento € FIDIas ... 13
3.1.1 Tipos de FIDIas oo s 15
3.1.2 Interacdo Fibra-Matriz: Mecanismos de Transferéncia de Tensoes............... 16
3.1.3 Mecanismos de Ruptura em Materiais Compositos Refor¢ados com Fibras
............................................................................................................................................. 19
3.2 O Concreto Reforcado com Fibras de AGo (CRFA) ..o, 21
3.2.1 Aplicagao Estrutural do CREA.......cccccoviiiiiiiiiiiiicnicccceeees 27
CaPItulo ... s aa s e e e 33
Métodos Numéricos em Mecanica Computacional .........ceeeueeeeiiineeeiinineneennnnnnen. 33
4.1 O Método dos Elementos Finitos (MEE) ... 34
4.1.1 NoOtas HISEOIICAS ..c.coviiiiiiiiiciciiiiicc e 36
4.1.2 Condicoes de Contorno em Problemas de Elasticidade Linear ..................... 40
4.1.3 Condicdes de Contorno em Materiais com Nao-Linearidade .......cccceeeennnee 47
4.1.4 Estratégias de Solucdo em Analise Nao-Linear........cccocoovvvvviiccincncinnnen. 51

XV



CaPItUIO 5 ceeeeeniiieieiieecce e s s 71

Modelos Constitutivos para a Modelagem Numérica dos Materiais......ccccuuveeennnes 71
5.1 Representacdo Numeérica dos Materials ........ccoceueiviicreirinininininicciccesscssccsssenes 72
5.1.1 Modelo Continuo de Representagao.........ocevviiiiciiiniiicininiicniniccenecens 73
5.1.2 Modelo Misto de Representagao ... 74
5.1.3 Modelo Discreto de Representagao ........cuecueueueieiiiniiiiininininininisinisisieiseeeenenen 76
5.2 Critérios de RUPLULA...c.ccuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 77
5.2.1 Critério de TIESCA c.vvuuiiiiiiiiiiciiricce e 80
5.2.2 Critério de VON MISES ...cuvuiuiiiiiiiiiiiiiieieiiiiiceseiiciesesssiesesessieae s sssesenns 80
5.2.3 Critério de Drucker-Prager......cocooiiiiiiiiiiiiiiiiciesceeeseecceeenes 31
5.2.4 Critério de Mhor-Coulomb ... 82
5.2.5 Critério de Rankine.......cccooeviiiiiiiiiiiiiniciiiiiiiciiccciccc e 34
5.2.6 Critérios de Ruptura no Programa Diana ..........ccccevvviiciiniicivniccinicnnn. 84
5.3 Representagao Numérica de Fissuras no Programa Diana ..o 86
5.3.1 Modelo de Fissura DISCIeta.......cociiuriiiieiiiiiiiiiiiiiciniiceieeicceiscisenenns 87
5.3.2 Modelo de Fissura Distribufda........ccooveuiiiiiiiiiiiniiiiiiiiciiicccccccne 89
5.4 Obtencao da Curva de Amolecimento dos Materiais Quase-frageis........cocovuvvvuencee. 103
5.4.1 Analise Inversa de Dados EXperimentais .......cccccevvivevivivinininirininicccccennns 104
CaAPILULO 6 ceeeeennnnreiiiiiiieeiiiiee ettt re s aar e e s ba s e e s aaa e s e anane 111
Simulagao Numérica de Vigas de CS, CA, CRFA e CARFA...........cccvvvvviiiinnnnnnns 111
6.1 Descricao do Ensaio Experimental .......cccccccvviininininininiiiiiiiccccceeeeesseeeee 112
6.1.1 Arranjo Estrutural I (AEL) ..c.oooiiiiiiiccccces 112
6.1.2 Arranjo Estrutural IT (AEIL) ..c.ccooouiiiiiiiiiiiiiiicicccccccccee 116
6.2 Estudo da Discretizagao das VIZas ... 118
6.2.1 Analise das Tensoes em Regime EIAStICO ..o, 120
6.3 Simula¢ao Numérica do Ensaio da Viga Ranhurada Carregada em Trés Pontos (Three
Point Bending Test - 3PBT) ....cccciiiiiiiiiiiiiiiicicccccee e 141
6.3.1 Simulagao Numérica do Ensaio 3PBT do Arranjo Estrutural I (AEI)....... 142
6.3.2 Simulagao Numérica do Ensaio 3PBT do Arranjo Estrutural II (AEII) ... 145
6.4 Analise Nao-Linear das Vigas de CA e CARFA ..o, 153
0.4.1 Analise Nao-Linear das Vigas do Arranjo Estrutural I (AEI)...................... 154
0.4.2 Analise Nao-Linear das Vigas do Arranjo Estrutural IT (AEII) .................. 171
CaAPILULO T aeeeeeeeiiiiiiiiiiieecccccttiee e e e s sa s s s e e e s e e s s asnanaes 177
Consideragoes FiNais .......ccoiviinuniiiiiiiiiiiiiiiniiiicinieeccinneeeeccssssssssssnnns 177
Referéncias Biblio@raficas .....cccccueeeeeeiiiiiiiinniniiiiiiiiiiiinieeeccninieeeccannnns 181

xXvi



Capitulo 1

Introducgao
1.1 Consideragoes Gerais

Simular computacionalmente elementos estruturais representa um elo de interacao entre
as analises experimentais, as dedugbes analiticas e a implementa¢io de formulagoes
numéricas no atual estagio de modernidade para o estudo comportamental das estruturas.
A analise numérica permite avaliar a resposta estrutural, a fim de validar a objetividade da
formula¢dao implementada, a sua extensao para outros materiais e a sua aplicagdo as mais

diversas condi¢oes de carregamento.

A composi¢ao de novos materiais, com vista a superar as limitagdes impostas pelos
materiais de uso tradicional em engenharia (ago, madeira, ceramica concreto e concreto
armado), bem como a utilizagdo de novos conceitos sobre o comportamento teérico das
estruturas, significa um avang¢o nos métodos de andlises, além dos ja tradicionalmente
aceitos, contribuindo para uma maior compreensio de sua resposta as solicitacoes
mecanicas. Dois exemplos desses avangos sao: os modelos teéricos que representam a
nao-linearidade no pds-pico, dos materiais quase-frageis, tal qual o concreto e o concreto
reforcado com fibras de aco (CRFA), conforme se enuncia em Mecanica da Fratura, e as

analises das tensbes e das deformacdes com base no Método dos Elementos Finitos
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(MEF), permitindo assim a simulacio numérica dos mais diversos arranjos e tipos

estruturais.

Sob estes aspectos simula-se computacionalmente, tipos estruturais em concreto simples
(CS), concreto armado (CA), concreto reforcado com fibras de ago (CRFA) e concreto
armado refor¢cado com fibras de aco (CARFA), modelados com o cédigo de elementos
finitos DIANA Finite Element Analisys, a partir da caracterizagdo da curva tensdo-
abertura de fissura (o—w). A curva tensido-abertura de fissura (o —w), obtida por
retroandlise das curvas P—0 (carga-deslocamento do ponto de aplicagio de carga) ou
P—-CMOD (carga-abertura da boca da fissura) do ensaio experimental de vigas
ranhuradas e carregadas em trés pontos (3PBT - Three Point Bending Test), ¢ tomada
como padrao do comportamento do material no trecho de amolecimento, ou seja, apos se

atingir o valor maximo no grafico tensio-deformagao.

No presente trabalho ¢ feito um estudo de processos de fratura em vigas armadas para
ruptura a flexdo e ao esfor¢o cortante, de acordo com os modelos de fissura discreta

(“discrete crack model”), e de fissura distribuida (“Ssmeread crack model”).

Para o estudo do comportamento a flexao ¢ feita a simulagdo numérica de duas vigas
geometricamente similares, com a mesma taxa de armadura longitudinal e transversal,
confeccionadas em concreto (viga de comparacao) e em CRFA, de um conjunto de vigas
ensaiadas no Laboratério de Materiais e Estruturas da Faculdade de Engenharia Civil,
Arquitetura e Urbanismo da Universidade Estadual de Campinas (FEC/UNICAMP). As
vigas sdo bi-apoiadas e carregadas com forgas iguais e simétricas, situadas a um terco e a

dois tercos do vao.

Para o estudo do comportamento ao cisalhamento sao feitas simulagdes de vigas em
escala real, com armadura longitudinal, confeccionadas em concreto simples (viga de
comparac¢ao) e em CRFA, com sec¢ao retangular e em T, bi-apoiadas e carregadas no vao
de cisalhamento 4 = 3,54, em relagio a um dos apoios, de acordo com os resultados

experimentais obtidos por Barragan (2002), na Universitat Politécnica de Catalunya
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(UPC), realizado em grande parte, dentro do projeto europeu Brite-Euram BRPR-CT9S-
0873. A viabilidade da utilizagao destes resultados experimentais se deve a cooperacao
internacional entre a Faculdade de Engenharia Civil, Arquitetura e Urbanismo da
Universidade Estadual de Campinas (FEC/UNICAMP) a Escola Politécnica da
Universidade de Sio Paulo (EPUSP) e a Universitat Politécnica de Catalunya (UPC), em
vigor para o biénio 2003-2004, como resultado de um convénio entre o Conselho de
Apetfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES/Brasil) e o Ministerio de
Educacion y Ciencia (MEC/Espanha).

Um estudo das curvas carga-deslocamento (P —0) e catga-abertura da boca da fissura
(P — CMOD), através de um modelo numérico do ensaio 3PBT também ¢ discutido, com

o fim de validar a confiabilidade do método de obten¢ao da curva o —w, enquanto
relacdo constitutiva do material para a representacao dos processos de fratura no concreto

e no concreto reforcado com fibras de aco.

1.2 Justificativa

A simulagdo numérica de estruturas é uma poderosa ferramenta para descrever com
suficiente detalhe as observagdes experimentais relativas ao comportamento das
estruturas. A grande vantagem da analise numérica (protétipo eletronico) é que as
condi¢bes de contorno e o efeito de escala no elemento estrutural podem ser levados em
consideraciao de forma bastante realista, obtendo-se significativos ganhos. Em particular,
para a analise de fraturas, a aproximagdo numérica ¢ essencial devido a importante
interagao entre o crescimento da fissura e a resposta estrutural. Isso justifica o emprego de
uma ferramenta computacional para a simulagdo numérica de processos de fratura, sendo
também uma introdu¢io a Mecanica Computacional Aplicada, uma vez que um
conhecimento sistematico da forma como estao implementados os modelos constitutivos
do comportamento mecanico dos materiais, as estratégias numéricas para a iteracao dos
sistemas de equagOes nao-lineares que estabelecem o equilibrio entre esforcos externos e
internos nos noés do elemento finito, o refinamento da malha e suas condi¢cdes de

contorno, devem ser bem compreendidas e dominadas para se obter respostas
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satisfatorias e confidveis no atual estagio de desenvolvimento dos métodos numéricos em

Engenharia de Estruturas.

1.3 Objetivo

O objetivo deste trabalho ¢ investigar a habilidade dos modelos numéricos baseados na
curva O —w em representar a resposta ao fraturamento do CRFA, pela anilise
comparativa dos resultados numéricos com os resultados experimentais, dando uma
contribuicao aos estudos da aplicacdo estrutural deste tipo de material. Os resultados
numéricos ¢ os resultados experimentais sao aqui confrontados e discutidos, através de
uma analise criteriosa dos modelos de fissuras utilizados, pela compara¢io do panorama
de fissuracdo obtido para os modelos de vigas analisados e pela comparagio dos
diagramas: carga-deslocamento do ponto de aplica¢ao de carga. Uma sintese do método

seguido para o cumprimento deste objetivo é:

e estudo da discretizacio da malha de elementos finitos a ser utilizada na analise
nao-linear de vigas de CS, CA, CRFA e CARFA, através de uma analise em regime
elastico linear;

e obtencio das curvas P—0 e P—CMOD, a partit da simulagio numérica do
ensaio 3PBT, para a valida¢ao do método de obtengdo da curva o —» enquanto
modelo constitutivo;

e simulacao numérica de vigas de CA e CARFA contemplando os efeitos de nio-
linearidade, em particular os processos de fratura;

e comparacido dos diagramas: carga-deslocamento do ponto de aplicacio de carga
obtidos da analise numérica e da analise experimental;

e analise comparativa do panorama de fissuracio;

e discussao dos resultados.
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1.4 Estrutura

Este texto esta dividido em 7 capitulos, inclusive este capitulo introdutério, onde sao
dadas as principais considera¢oes sobre o trabalho de pesquisa realizado, com a
apresentacao do escopo, da justificativa, do objetivo e da presente estrutura. Os demais

capitulos sao os descritos a seguir:

Capitulo 2: Tipos de Ruptura em Materiais Estruturais — Este capitulo
descreve a importancia da caracterizagio do material estrutural, uma vez que o
comportamento global da estrutura ¢ grandemente influenciado pelos mesmos. A
caracteriza¢ao dos materiais permite definir os limites de aplicagio de uma determinada

teoria.

Capitulo 3: Materiais Compositos — Expoe a idéia de materiais compdsitos
utilizados em Engenharia de Estruturas e as suas principais caracteristicas mecanicas, tais
como, mecanismos de ruptura e de transferéncia de tensOes entre a fibra e a matriz de
cimento. A performance do CRFA para alguns tipos de carregamentos e de acordo com

dados experimentais tirados da literatura também ¢ apresentada.

Capitulo 4: Métodos Numéricos em Mecanica Computacional — Neste
capitulo se faz uma descricao do Método dos Elementos Finitos (MEF) e as idéias basicas
utilizadas nas estratégias numéricas, que controlam o processo incremental de carga e a
iteragao dos sistemas de equagdes ndo-lineares, para o equilibrio dos esfor¢os externos e
internos no elemento estrutural. A complexidade da analise nao-linear demanda o
dominio dessas técnicas para o efetivo manuseio de um cédigo de calculo baseado em
elementos finitos. Esse capitulo indica qual processo incremental deve ser utilizado em

funcdo da resposta estrutural esperada.

Capitulo 5: Modelos Constitutivos para a Modelagem Numérica dos

Materiais — Descreve os modelos constitutivos para a modelagem numérica dos
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materiais estruturais. E uma descricdo dos modelos de fissura distribuida (“sweared crack
model”), de fissura discreta (“discrete crack model”) e dos critérios de ruptura empregados
neste estudo, uma vez que os processos de fratura tém inicio quando as tensoes, nos nos

do elemento finito, sdo superiores aos limites de resisténcia do meio material.

Capitulo 6: Simulagdo Numérica de Vigas de CS, CA, CRFA e

CARFA — Apresenta os resultados das simulagdes realizadas nas vigas em 3PBT, nas
vigas de concreto armado (CA) e concreto armado refor¢ado com fibras de ago (CARFA),
relacionando e discutindo os resultados numericamente obtidos. Este capitulo descreve as

estratégias seguidas na busca dos objetivos expostos no Capitulo 1.

As consideragoes finais sobre este trabalho de pesquisa, junto com uma proposta para
futuras investigacOes, sao feitas no Capitulo 7. Apds, segue-se as Referéncias

Bibliograficas.



Capitulo 2

Tipos de Ruptura em Materiais Estruturais

O comportamento mecanico das estruturas ¢ grandemente influenciado pelos materiais
utilizados. Com base na resposta tensio-deformagio, oriunda de um ensaio de tragdo
axial, muitos materiais de engenharia podem ser caracterizados em fragil, ductil ou quase-

fragil (Fig. 2.1).

Tenséo Tens@o Tenséo
/
/
/
| / /
| / /
| / J )
| / /
\ / /
\ / /
\ / / /
\ / / /
\ / / /
L
Deformagdo Deformacgéo Deformag@o
(a) (b) (c)

Figura 2.1 — Diferentes tipos de resposta de um material sob carregamento axial:
(a) elastico-fragil; (b) elastico-plastico (ductil); (c) quase-fragil
(softening)

Utllizando a formulagao de Inglis (1913), para o estado de tensio em uma placa com

largura infinita ¢ com um furo eliptico (Fig. 2.2), onde o defeito do material ¢é
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representado pelo furo, Shah, Swartz e Ouyang (1995), fazem a seguinte consideragdao
sobre a ruptura de uma estrutura com base na performance do material: “O colapso de

uma estrutura depende das propriedades do material usado na sua construgao”.

ST

Figura 2.2 - Ruptura de um elemento estrutural considerando diferentes
tipos de materiais: (a) ruptura fragil, (b) ruptura ductil, (c) ruptura
quase-fragil
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A presenca de um furo na placa altera a distribuicio de tensio, tal que a tensio na

vizinhanca do furo, o, . , ¢ maior que a tensao nominal, 0, para os pontos distantes

mdx >

(Fig. 2.2(a)). Para uma analise elastica do campo das tensoes, a relagdo entre o, , e Oy,
derivado por Inglis (1913) é:
2
o =1+ |6, =Ko, 2.1)
a;

onde a,e a, sao os eixos maior e menor da elipse, respectivamente, e K, é o fator de

concentra¢ao de tensdo. Se a placa ¢é feita de um material perfeitamente fragil, ira falhar de

forma catastréfica quando o valor de o, for igual a sua resisténcia a tracdo f, (Fig.

max

2.2a). Por outro lado, se a placa ¢ constituida de um material ductil, o carregamento

aplicado pode continuamente aumentar para valores superiores de o,, = f, devido a

redistribuicio de tensoes plasticas. A placa rompe quando a tensio normal em toda

extensao da secao A-A alcanca o valor f, (Fig. 2.2(b)). Para a placa feita de material

quase-fragil, uma regido inelastica se desenvolve na frente do furo (Fig. 2.2(c)). Essa regido
inelastica é referida como zona de processos de fratura e/ou zona de plastificacio no
fronte da fissura (Gdoutos 1993, Broek 1987, Hellan 1984). A tensao normal de tragao
decresce em diregao ao furo dentro da zona de processos. O desenvolvimento da zona de

processos resulta no trecho de amolecimento, “soffening”, da resposta tensao-deformacao.

A descri¢ao acima indica que a caracterizagao da ruptura das estruturas se relaciona nao sé
com a sua geometria, mas também com o tipo de material empregado. Quando um
material ductil é usado a estrutura rompe apenas quando a tensio nominal na se¢ao critica
alcanca, em seu todo, a tensdo limite de escoamento. Entretanto um critério de resisténcia
baseado na tensio nominal pode ser utilizado para descrever a ruptura da estrutura.
Quando um material perfeitamente fragil é usado, a estrutura falha quando a maxima
tensao ¢ igual a sua resisténcia a tracdo. Uma vez que a maxima tensao nao depende da

propriedade do material, mas apenas da geometria estrutural e das suas condi¢bes de
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contorno (valores de #,e @, no exemplo acima), um critério de resisténcia em termos da

tensao nominal nao é conveniente.

O processo de ruptura para um material fragil pode ser descrito através da energia elastica
dissipada pela estrutura. Uma vez que apenas energia elastica esta envolvida, um simples
critério de energia é suficiente para descrever a ruptura de estruturas feitas de materiais
frageis. No caso de um material quase-fragil (ex: concreto, concreto com fibras de ago e
rocha), a ruptura da estrutura ¢ adicionalmente caracterizada pelo desenvolvimento de
uma zona de processos inelasticos na se¢ao critica. Semelhante aos materiais frageis, a
ruptura da estrutura deve ser caracterizada em termos energéticos e nao em critérios de
resisténcia. Nesse caso, energia elastica e energia de “plastificagao” (inelastica) devem ser
utilizadas para uma completa descri¢ao deste tipo de estrutura. Os critérios de energia para
a ruptura das estruturas podem ser estabelecidos usando principios de Mecanica da

Fratura Elastica Linear (MFEL) e Mecanica da Fratura Nao-Linear (MFNL).

Uma das mais importantes questdes em Mecanica da Fratura ¢ que o comportamento do
material e da estrutura ndo podem ser separados. Curiosamente, essa grande dependéncia

entre a resposta do material e o comportamento estrutural tem sido brutalmente

negligenciada (Van Mier, 1996).

A ocorréncia de fissuras e/ou fraturas é um acontecimento fisico intrinseco ao
comportamento de um material sob uma dada solicitagio mecanica. Como tal tem
recebido um especial interesse, nos dias atuais, sobre a sua influéncia no comportamento
estrutural. Esse interesse tem impulsionando o desenvolvimento da Mecanica da Fratura

Aplicada ao Concreto e, por extensdo, ao Concreto Reforcado com Fibras de Aco

(CRFA).

O comportamento quase-fragil do concreto, erroneamente aceito como material fragil
(ver: Silva Jr., 1982), devido as técnicas menos precisas de experimentagdo, onde a tensio
cal a zero apés o estabelecimento do carregamento maximo (Fig. 2.1(a)), ¢ uma das

questoes defendidas para a utilizagdo da Mecanica da Fratura no estudo do concreto e por

10
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extensio do CRFA. Seu comportamento ¢é distinto da realidade perpetuada pela
resisténcia dos materiais, que assume a ruptura de um elemento estrutural quando um
limite de resisténcia ¢ excedido e, para a descri¢io do material, a simples determinacao de
sua resistencia ¢ suficiente (Van Mier, 1996). As analises limites no estado plastico
(critérios de ruptura) nao podem dar informagdes no regime pos-pico e a energia dissipada

neste processo (Bazant e Planas, 1998).

Um outro fato que tem motivado a defesa na utilizagdo da Mecanica da Fratura para o
estudo das estruturas constituidas de materiais quase-frageis, bem como para o projeto de
dimensionamento (Casanova e Rossi, 1997; Olesen, 2001; RILEM, 2002), ¢ o chamado
efeito de escala, “size-effect law”, (Bazant, 1991; Bazant e Planas, 1998). De acordo com
Baziant (1991), o efeito de escala é definido como a dependéncia da resisténcia nominal
em estruturas geometricamente similares de diferentes tamanhos. E convenientemente

caracterizado em termos da resisténcia nominal, o, , representando o valor da tensiao
nominal, o, para um carregamento ultimo, P,. Desse modo o efeito de escala significa a

perda da resisténcia do material com o aumento de algum parametro similar ao elemento

estrutural ou a reducido da ductilidade (Fig. 2.3).

(a) (b)

log (resisténcia estrutural)

v 3 A
/ “ oritério de

T T ’ ittt ™7 resisténcia
N

Tenséo M v 2

escala de
laboratorio

pequenos espécimes

grandes espécimes
escala Teal
 a Ll

Deslocamento

log (tamanho)

Figura 2.3 — Efeitos de escala: (a) nas curvas da tensio nominal versus deslocamento e,
(b) em relagdo a resisténcia do material estrutural
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De acordo com Bazint e Planas (1998): “O estudo e o projeto de estruturas de concreto
ja experimentou duas revolugdes. A primeira, que tornou a tecnologia do concreto
possivel para a aplicagio estrutural, foi o desenvolvimento da analise elastica sem a
contribui¢dao da tragao, durante os anos de 1900 a 1930. A segunda revolu¢ao, com base
nos conhecimentos te6ricos alcancados nos anos de 1930, foi a introducao dos limites de
analises no regime plastico entre 1940 e 1970. Ha agora boas razdes para se acreditar que a
introducdo da Mecanica da Fratura no dimensionamento de estruturas de concreto deve
ser a terceira revolucao. As teorias, formuladas em sua maior parte apos 1980, sinalizam

nessa direcio.”

A Mecanica da Fratura é, sem duvida, de grande importancia para as estruturas de
concreto de resisténcia normal e alta, estruturas de concreto reforcado com fibras,
estruturas de concreto com grandes propor¢Oes, entre outras, ao traduzit o
comportamento mais que real que ¢ o estado fissurado de um elemento estrutural sob

uma dada acio mecanica.

E mister, no atual estado de conhecimento, que a direcio para a qual se tem que avancar,
em termos de investiga¢do cientifica em engenharia de estruturas, ¢ na definicao de leis
constitutivas e comportamentais para os materiais, a fim de se efetivar uma analise mais
realista e um calculo mais rigoroso dos seus elementos. A simulagdo numérica e o estudo
de modelos para a representagao de processos de fratura e de dano nos materiais quase-

frageis ¢ um pré-requisito para novos avangos tecnologicos.
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Materiais Comp0sitos

3.1 Os Compésitos de Cimento e Fibras

Do progressivo desenvolvimento tecnolégico que tem contribuido para o avango da
Engenharia de Estruturas desde a metade do século passado, pés 2° grande guerra, até os

dias atuais é de grande destaque sua correlagdo com os avangos na Ciéncia dos Materiais.

A Ciéncia dos Materiais, com suas interagdes fisico-quimica e mecanica, tém contribuido
com informacdes valiosas sobre a microestrutura dos materiais e sua relacio com as
propriedades de engenharia, bem como, selecionando e processando métodos para
combina-los, de formas distintas, a fim de se obter um material resultante com uma ou
mais caracterfsticas desejaveis. Tals materiais, tecnologicamente mais avangados, quando
comparados com os que lhe deram origem, sio comumente denominados de materiais

Compostos.

Largamente utilizados em engenharia aeronautica e aeroespacial para resistir a grandes
variagoes de temperatura, radiacdo e pressdo, Os materials COmMpOStos, para uso em
engenharia de estruturas, resultam da combina¢do de materiais cimenticios (pasta de

cimento, argamassa ¢ concreto) com fibras discretas e/ou continuas de origem e formas
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diversas, bem como propriedades quimicas e mecanicas, relacionadas com seu tipo e

natureza. Estes compostos sio denominados compdsitos cimenticios refor¢ados com

fibras (CCREF).

Segundo Li (2000), as fibras devem ter sido originalmente introduzidas numa tentativa de
fortalecer a matriz de cimento, sem se fazer distincdo da diferenca entre a resisténcia a
tracdo do material e a sua tenacidade. O estudo cientifico reconheceu que o efeito mais
significativo da adi¢ao de fibras, em matrizes frageis, ¢ a reducdo dessa caracteristica. Para
certas classes de compésitos, com alto volume de fibras continuas, a habilidade das fibras
em substancialmente aumentar a resisténcia a tra¢ao e a ductilidade do compdsito é
reconhecida desde o trabalho de Aveston, Cooper e Kelly (1971). Entretanto, apenas
muito recentemente, esse comportamento foi conseguido para baixos volumes de fibras
descontinuas (menos que 2%), através de um estudo cuidadoso da interface fibra-matriz e

de um tratamento da superficie da fibra, com o auxilio dos estudos de micromecanica.

O aumento da tenacidade dos CCRF ¢é acompanhado de uma melhora na sua resisténcia a
fadiga e as cargas de impacto. Dai surge um grande interesse na sua utilizagdio em
componentes estruturais e nao estruturais como em painéis para vedagio, vigas de pontes,
aduelas para galerias enterradas, lajes, pavimentos, grandes contéineres de concreto e
estruturas hidraulicas, onde o controle das fissuras, devido as solicitacbes mecanicas ou
devido a retragao (térmica e/ou plastica), imprime uma maior durabilidade aos mesmos, o

que significa uma grande vantagem economica na amortizagao de custos.

A utilizagdo de fibras para o reforco de componentes de pequena espessura, onde as
barras de ago nio podem ser utilizadas, tal qual em painéis é denominada de reforco
primario. Para outras aplicacdes, que nio sao as de reforco, tal qual no controle da

retracdo sdo denominadas de reforco secundario.
A natureza do reforgo classifica a utilizagao das fibras entre as aplicacdes estruturais, semi-
estruturais e ndo-estruturais. Uma classificagdo das fibras, segundo a sua aplica¢do ¢ feita

por Li (2000).
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3.1.1 Tipos de Fibras

As fibras podem ser agrupadas em trés grandes categorias: fibras naturais (ex: sisal, casca
de coco e celulose), metdlicas (fibras de aco) e sintéticas (fibras de carbono, vidro,
polipropileno e nylon). Individualmente, podem ser constituidas de um unico filamento
(monofilamento), ou pela reunido de filamentos unitarios (multifilamentos), flexiveis e de
diametro diminuto (aproximadamente 707 ou menos), dispostas na forma de um feixe.
Podem, ainda, ser continuas alcancando toda extensio do elemento estrutural, onde
exerce sua funcdo de reforco, ou discretas (ndo continuas), usualmente menores que
50mm de comprimento (Bentur e Mindess, 1990). O arranjo das fibras no reforco da
matriz de cimento pode se dar em uma, duas ou trés diregoes (Fig. 3.1), conforme a fibra
seja discreta ou continua e de acordo com a geometria do espécime estrutural. Se a razao
entre o comprimento da fibra e a espessura do espécime ¢é suficientemente grande, as

fibras assumem uma distribui¢ao bidirecional (Fig. 3.1b).

Figura 3.1 — Arranjos de fibras em uma (a), duas (b, c) e trés dire¢ées (d), para fibras
discretas (b, d) e para fibras continuas (a, c)
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3.1.2 Interacdo Fibra-Matriz: Mecanismos de Transferéncia de
Tensoes

O estudo dos mecanismos responsaveis pela transferéncia de tensGes nos materiais
compositos permite um maior entendimento do seu modo de ruptura (ductil, fragil ou
quase-fragil) e serve como base para a melhora de sua performance através da modifica¢ao
da intera¢do fibra-matriz. Essa modificacdo pode ser alcancada, por exemplo, alterando a

forma da fibra ou pelo tratamento da sua superficie.

A capacidade das fibras em mobilizar esforcos ¢ devido a tensdes de aderéncia
desenvolvidas entre a fibra e a matriz de cimento. Essas tensoes de aderéncia sao tensoes
de cisalhamento (elastica e de atrito) na interface entre a fibra e a matriz que a envolve e,
sua natureza, resulta da adesdo fisico-quimica e do deslizamento relativo fibra-matriz,

influenciado pelo estado confinado da fibra (Naaman e Namur, 1991).

Nos primeiros estagios de carregamento, de um espécime em material compdsito, a
transferéncia elastica de tensao de cisalhamento ¢é requerida devido a diferenca de médulo
de elasticidade entre a fibra e a matriz. Essa transferéncia domina o mecanismo de
mobilizacio de esfor¢os se a aderéncia fisico-quimica na interface ¢ suficiente para
conduzir um deslocamento compativel entre os elementos em contato (fibra e matriz).
Em estagios mais avancados de carregamento ocorre uma perda da aderéncia (decoesao)
através da interface, o que implica em um deslocamento relativo entre a fibra e a matriz,

originando a tensao de cisalhamento de atrito.

A perda de aderéncia na interface pode ocorrer antes ou depois da fissuragao da matriz. Se
a resisténcia a tracdo da matriz ¢ alta, espera-se que a decoesdo ocorra antes que a
fissuracao da matriz, quando a tensido de cisalhamento elastica atingir a resisténcia de
aderéncia. Nos compositos com baixa resisténcia a tragdo da matriz, as fissuras devem
preceder a decoesdo. Nesse caso o avan¢o da fissura intercepta a fibra e o processo de
decoesio assume uma natureza diferente, como resultado da interagao entre a fissura e a

fibra que a transpde.
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Uma componente mecanica de ancoragem, para fibras com geometria complexa, também
se desenvolve na interface fibra-matriz ndo podendo, portanto, ser interpretada em termos
de tensoes de cisalhamento na interface (Bentur e Mindess, 1990). A ancoragem mecanica
¢ uma solucdo pratica para compensar a baixa capacidade de vinculagao de forcas na
interface. Durante o carregamento do material compésito um grande volume da matriz é
mobilizado para resistir a extragao da fibra, como pode ser visto na Fig. 3.2, onde fissuras
avancam dentro da matriz ao resistir o arrancamento de uma fibra com extremidade em

gancho.

Figura 3.2 — Fibra com extremidade em gancho exibindo um petfil de dano além da
interface ao ser arrancada da matriz de cimento

Mudangas de volume na matriz, a diferenca entre o coeficiente de Poisson da fibra e da
matriz, deformagdes plasticas da fibra, etc., induzem concentra¢es de tensdes e de
deformagoes, em diversos pontos do compésito. Por isso a mobiliza¢do de forgas durante
o arrancamento da fibra ¢ um fenémeno bastante complexo. Esses efeitos causam o
enfraquecimento e a decoesdo prematura da interface, induzindo variagées consideraveis

na componente de atrito da aderéncia fibra-matriz, que € sensitiva as tensoes normais.

Uma fissura originada por uma tensdo, o, perpendicular a sua diregao de propagagio, ao

se aproximar da superficie da fibra, sofre um desvio de um angulo aproximado de 90°

(Fig. 3.3b). Esse desvio se deve ao campo de tensio de tracdo, o, devido ao estado de
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confinamento que se desenvolve na dire¢io de propagacio (Fig. 3.3a). A tensdo, O,

causa uma decoesao da fibra, antes que a fissura atinja a sua superficie, uma vez que seu
valor maximo ocorre a frente do fronte da fissura atingindo a regidao menos resistente da
interface fibra-matriz que ¢ a zona de transi¢do. Assim, o caminho da fissura ¢ desviado
para o caminho de menor resisténcia, ao longo da interface decoesa, ao invés de seguir o

caminho reto através da fibra. Esse mecanismo é denominado de mecanismo de Cook-

Gordon (1964), segundo Bentur e Mindess (1990).

— (1)

Tensdo
A

)

(2)

distancia do fronte (8)

da fissura

o

(a) (b)

Figura 3.3 — Mecanismo de Cook-Gordon: (a) campo de tensdes no fronte da fissura; (b)
descri¢do esquematica do processo de arrancamento: (1) aproximacgao da fissura na
interface, (2) ruptura da interface a frente da fissura, (3) mudanga na diregio de
propagagio da fissura.

A assimetria da fissura com rela¢io a fibra, causada pela sua ramificagao, induz uma flexao
localizada podendo criar uma componente de ancoragem. Devido a flexdo localizada, uma
concentracao de tensao pode ocasionar uma ruptura prematura da fibra, caso esta seja
fragil, ou provocar um escoamento localizado, caso a fibra seja ductil, fornecendo um

mecanismo adicional de energia (Bentur e Mindess, 1990).
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As caracteristicas da matriz, tais como, constituintes, propriedades fisicas e mecanicas, o

fato da matriz estar ou niao fissurada, bem como, a natureza da fibra, sua resisténcia,

geometria, orientacao e/ou distribuicdo, exercem influéncia direta na transmissdo de

esforcos entre a matriz de cimento e a fibra.

3.1.3 Mecanismos de Ruptura em Materiais Compositos Reforcados
com Fibras

Similar a0 comportamento do concreto simples a ruptura dos materiais compositos, sob

diversos tipos de carregamento, ocorre apos a ruptura da matriz ao longo de planos onde

a deformacgdo por tracio excede um valor admissivel. A ruptura é seguida por uma

fissuragdo multipla da matriz, antes da ruptura do composito, se as fibras sio

suficientemente longas (ou continuas). Entretanto quando fibras curtas e resistentes (ago,

polipropileno, vidro, etc.) sdo usadas para reforcar matrizes frageis (concreto, argamassa e

pasta de cimento), estando a matriz fissurada, um dos seguintes tipos de ruptura ira

ocorrer (Gopalaratnam e Shah, 1987):

O composito rompe imediatamente apos a fissuracao da matriz. Isso se deve a
uma quantidade inadequada de fibras na se¢io critica ou a um comprimento de

fibra insuficiente para transferir as tensdes de tragao através da matriz fissurada.

Uma vez que o carregamento maximo no compésito nao ¢ significantemente
diferente do carregamento da matriz, o compdsito continua a carregar um esfor¢o
decrescente apos se atingir um valor maximo. A resisténcia do compésito, apds o
estabelecimento do carregamento maximo, ¢é fornecida pela tensio de
cisalhamento devido ao atrito, desenvolvida na interface fibra-matiz, quando a
fibra é arrancada da secio fissurada. Durante o arrancamento ha um consideravel

aumento na resisténcia a fratura do compésito.

Se apos a fissuracao da matriz, o compodsito € capaz de suportar um carregamento

crescente, a tensao maxima no composito e a correspondente deformacio sdo
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maiores que a da matriz individualmente. No trecho inelastico, definido entre a
tensdo correspondente a formacdo da primeira fissura e a tensio maxima
alcancada pelo compésito, ocorre uma decoesiao progressiva e um deslizamento
sob atrito, da interface fibra-matriz, com a formacao de micro-fissuras. Esse tipo

de ruptura resulta no uso eficiente dos constituintes: fibra e matriz.

A Fig. 3.4, obtida do ensaio de prismas de concreto com fibras e rompidos a flexao, nos
ajuda a compreender os tipos de ruptura descritos acima. O primeiro caso ¢ representado
pelo trecho OAB, enquanto o segundo e o terceiro sao representados pelos trechos OAC
e OAE. O trecho intermediario OAD define o comportamento do composito para um

volume de fibras denominado critico.

Carga

E

O B

Figura 3.4 — Compésito reforgado com fibras em teores abaixo (OAE), acima (OAC) e
igual ao volume critico (OAD), durante o ensaio de tragdo na flexdo.

Deslocamento

O volume critico (I”)) corresponde ao volume de fibra capaz de manter a mesma

capacidade portante para o composito apos a ruptura da matriz, ou seja, abaixo do volume
critico ocorre uma queda no carregamento que o material tem capacidade de suportar.
Acima do volume critico o compdsito continua aceitando niveis de carregamentos

crescentes mesmo apos a ruptura da matriz. Dessa forma tem se como premissa que
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volumes de fibras inferiores ao volume critico sio responsaveis pela redugao da
propagacao das fissuras e o conseqiiente aumento da resisténcia ao fraturamento do
CCRF em relacdo aos materiais cimenticios de uso comum (pasta de cimento, argamassa e
concreto de cimento Portland). Um volume da ordem de 7% do volume de concreto é

definido como volume critico (1)), quando se utiliza fibras de ago como reforgo, segundo

Figueiredo (2000).

3.2 O Concreto Reforgado com Fibras de Ago (CRFA)

Para as aplicagoes estruturais um destaque deve ser dado as fibras de ago descontinuas
adicionadas ao concreto e entio denominado concreto reforcado com fibras de aco
(CRFA). O concreto refor¢cado com fibras de aco (CRFA) constitui o material estrutural

focalizado neste trabalho.

As fibras de ago sio produzidas em varios formatos, dimensoes e tipos de aco. Ha trés
tipos mais comuns de fibras de ago, disponiveis no mercado brasileiro. O primeiro tipo
produzido foi 4 fibra de aco corrugada (Fig. 3.5). E fabricada a partir do fio que sobra da
produgao de 1a de ago. Trata-se, portanto, de uma sobra industrial. Esse fio é cortado com
um comprimento que varia entre 257zm a 50mm , conformado longitudinalmente, para se
obter o formato corrugado. O formato corrugado tem por objetivo melhorar a aderéncia
da fibra com a matriz de concreto. Tem como vantagens principais o baixo custo e a

pouca ou nenhuma interferéncia na consisténcia do concreto (Figueiredo, 2000).

Figura 3.5 — Fibra de ago corrugada (desenho sem escala).
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O segundo tipo de fibras de ago foi desenvolvido e posteriormente produzido com o
objetivo especifico de atuar como refor¢o do concreto. Trata-se de uma fibra com
ancoragem em gancho em suas extremidades e secio retangular (Fig. 3.6). E produzida a
partir de chapas de ago que sdo cortadas na largura da fibra e, concomitantemente,

conformadas de modo a se obter o formato desejado da ancoragem em gancho.

Figura 3.6 — Fibra de ago em gancho e segio retangular (desenho sem escala).

O terceiro tipo de fibras de ago possui um formato similar ao anterior, com a diferenca
basica na forma circular caracteristica da segao transversal (Fig. 3.7). Estas fibras sao
produzidas a partir de fios trefilados, progressivamente, até se chegar ao diametro
desejado. Esse tipo de fibra acaba por apresentar uma maior resisténcia mecanica (dado o
seu encruamento), que pode ser aumentada quando se utiliza acos com maior teor de
carbono. Apresentam comprimentos variando de 25 a 60mm e fator de forma entre
25 a 120, o qual ¢ dado pela relacio entre o comprimento da fibra (/) e o diametro (d) da

circunferéncia com area equivalente 4 sua se¢do transversal.

Figura 3.7 — Fibra de ago em gancho e segido circular (desenho sem escala).
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A adigao de fibras de aco na mistura agua, cimento e agregado, com o objetivo de se obter
um material mais resistente, homogéneo, isotrépico e moldavel foi uma pergunta que se
iniciou a mais de um século atras e que nos dias atuais pode ser considerado uma
realidade. O sucesso no emprego do concreto refor¢ado com fibras de ago teve inicio nos
anos sessenta ¢, desde entdo, muitos pesquisadores estao tentando avaliar as propriedades

potenciais desse material para as mais diversas aplicagoes (Barragan, 2002).

O advento do refor¢co do concreto com fibras aumentou a sua versatilidade, enquanto
material, proporcionando um método efetivo para superar suas caracteristicas de
fragilidade (Meta e Monteiro, 1985). A baixa capacidade de deformacio na matriz
fissurada é contornada pela transposi¢ao das fissuras pelas fibras (Fig. 3.8), prevenindo
uma ruptura catastrofica enquanto a fissura se propaga. O resultado da transposi¢ao da

fissura pelas fibras é denominada efeito de ponte de transferéncia de tensdo, “briding effect”.

fibra MACTOfISSUTAS

\
1

agregados

‘ regido livre ‘ ‘ zona de pTocessos‘
de lensdes de fratura

mitertravamento
de agregados

Figura 3.8 — Representacdo esquematica da ponte de trasnferéncia de tensdo no concreto.

O sucesso na utilizagdo das fibras de ago para o reforco da matriz de concreto se deve, em
grande parte, ao seu elevado moédulo de elasticidade (E), quando comparado com o
moédulo da matriz. A Tabela 3.1 mostra as propriedades fisicas e mecanicas de alguns tipos

de fibras para uma compara¢ao com as propriedades da matriz.
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Tabela 3.1 — Propriedades tipicas de alguns tipos de fibras.

. Diadmetro | Densidade | Mddulo de | Resisténcia | Deformacgio
Material . X ~
(um) (g/cm?) | elasticidade | a Tragido na ruptura

(GPa) (GPa) (%)
Aco 5,0-500 7,84 190-210 0,5-2,0 0,5-3,5
Vidro 9,0-15 2,0 70-80 2,0-4,0 2,0-3,5
Amianto 0,02-0,4 2,6 160-200 3,0-3,5 2-3
Polipropileno 20-200 0,9 5-77 0,5-0,75 8
Kevklar 10 1,45 65-133 3,6 2,1-4
Carbono 9 1,9 230 2,6 1
Nylon - 1,1 4,0 0,9 13-15
Celulose - 1,2 10 0,3-0,5 -
Acrilico 18 1,18 14-19, 5 0,4-1,0 3
Polietileno - 0,95 0,3 0,7x103 10
Fibra de madeira - 1,5 71 0,9 -
Sisal 10-50 1-50 - 0,8 3
Matriz de cimento - 2,5 10-45 3,7x10-3 0,02
(para comparagio)

Esse aspecto é mais bem compreendido ao se observar a Fig. 3.9, na qual se representa o
trabalho de uma matriz hipotética refor¢ada com dois tipos de fibras, uma de médulo de
elasticidade alto e outra de moédulo baixo, sendo todas de comportamento elastico
perfeito. A curva de tensio por deformagao da matriz esta representada pela linha OA,
enquanto as linhas OB e OC representam o trabalho elastico das fibras de alto e baixo
modulo de elasticidade, respectivamente. No momento em que a matriz se rompe (ponto
A) e transfere a tensio para a fibra de baixo médulo (ponto C), esta apresenta uma tensio
muito baixa neste nivel de deformacido (o), devendo ser deformada intensamente, até o
ponto D, para garantir o mesmo nivel de tensio (tensio correspondente a ruptura da
matriz de cimento, o, ). Logo, a fibra de baixo moédulo nio podera oferecer uma
capacidade de refor¢o apds a fissuracdo da matriz, para um dado carregamento, ou
permitira uma grande deformagao do compdsito com o conseqiiente aumento do nivel de
fissuracdo (ponto D). Isto ocorreria supondo-se que a fibra de baixo moédulo tenha
resisténcia mecanica suficiente para atingir o nivel de tensao associado ao ponto D (o, )
O que normalmente acontece ¢ que fibras de baixo moédulo apresentam menor resisténcia

mecanica (ver, Tab. 3.1). Por outro lado, a fibra de alto médulo de elasticidade ja
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apresentara um elevado nivel de tensio (tensao na fibra de médulo de elasticidade alto,

0.,) no momento da ruptura da matriz, o que lhe permitira atuar como um reforgo ja a

partir do ponto B, caso sua resisténcia nao seja superada (Figueiredo, 2000).

Tensdo (0)

Ty, B
- — fibra de médulo de elasticidade alto (Fa)

—  fibra de médulo de elasticidade baivo (Eb)

I
|
|
|
I Ervm = deformacdo correspondente & rupiura
: de matriz
I
|

a.

TR

(tensdo de
rupture da

matriz)

CrE‘ b

v Erm Deformacéo (&)

Figura 3.9 — Diagrama tensdo-deformagio para matriz e fibras trabalhando em conjunto

Segundo Vandewalle (RILEM, 2002), apds a matriz atingir a tensdao de fissura (resisténcia
a tragdo), da se inicio a um processo de competi¢ao, a mobilizacio dos esforcos, entre a
fibra e a matriz de cimento. Para pequenas aberturas de fissuras a agdo da matriz ¢é
dominante, enquanto a resposta em fases posteriores, grandes aberturas de fissuras, a fibra

¢ a principal contribui¢ao (Fig. 3.10).
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Tensdo {(MPa)

4,00 [ T ]
300 | |
CRFA

2,00 | _

contribuio
1,00 do concreio

B contribuicio ]
da fibra

0,00 | I I

0,071 0,710 1,00 10,00  w (mm)

Figura 3.10 — Competigdo a mobilizagdo de esforgos entre a fibra e a matriz de cimento.

Na maioria das aplicagoes, as fibras sio usadas em volumes inferiores a 1% do volume de
concreto. O conteudo de fibra ¢ limitado pelo seu alto custo (Li, 2000), além do fato de
que volumes crescentes de fibras implicam em uma reducao da sua trabalhabilidade para

os métodos tradicionais de mistura (Bentur e Mindess, 1990).

Concretos incorporados com altos volumes de fibras de ago tém sido continuamente
processados tal qual, SIFCON - Slurry Infiltrated Fiber Concrete - (Balaguru e Kendzulak,
1987; Mondragon, 1987; Homrich e Naaman, 1987), com refor¢o entre 4% e 20%, ou
mais. Esses concretos, com alto volume de fibras imersos na matriz de cimento, sio
chamados de concretos refor¢ados de alto desempenho. Li (2002), cita que apesar do alto
desempenho destes tipos de concreto, sua utilizagdo comercial é restrita a pequenos
elementos estruturais, possivelmente devido as limitagcdes impostas pelo seu peso elevado,
pelo custo associado com o alto conteido de fibra utilizado, além das penalidades

impostas pelos métodos de processamento destes tipos de compositos.
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3.2.1 Aplicagao Estrutural do CRFA

Segundo Soroushian (1999), dependendo da caracteristica da fibra e da fragdo de volume
utilizada, a melhora de diferentes caracteristicas do concreto endurecido pode ser obtida

através da introdugao de fibras de ago (Fig.3.11).

resisténela oo mpacto

resiséncia & fadiga (71000 ciclos)

tenacidads no ensaio 4 flexdo

resisténecia i flexdo

resisténcia & trogio

reducdo das fissurns devido & retragio

| ] ] | |
50 100 150 200 250  {%)

Figura 3.11 — Desempenho do CRFA para diferentes caracteristicas do concreto
endurecido (aumento percentual em relagido ao concreto simples).

Varios estudos laboratoriais, ao redor do mundo, tém demonstrado que, sem sombra de
duvidas, a adicao de fibras de aco ao concreto é efetiva no aumento da resisténcia e da
ductilidade de elementos estruturais submetidos a flexdo, ao esfor¢o cortante, a tor¢ao e a
uma combinagdo de carregamentos (Li, 2000). Uma descrigao detalhada das propriedades

e do comportamento mecanico do CRFA pode ser encontrada em Balaguru e Shah

(1992).

Em elementos de concreto armado a adi¢do de fibras aumenta consideralvemente a
resisténcia a flexdo da estrutura, com o conseqlente aumento da sua capacidade de

rotagdo. Para as vigas de CRFA, com ou sem armadura principal, o ganho de resisténcia e
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o ganho de ductilidade apresentado pela viga no pés-pico (apos a resisténcia a tragao do
composito ser atingida) estd associado ao efeito de ponte de transferéncia de tensiao
quando a viga é fletida além do limite elastico. Para vigas com armadura dupla, o aumento
da sua ductilidade, relativamente a uma viga confeccionada em concreto simples (CS), esta
também associado ao aumento da capacidade de deformagdo na regiao comprimida da
viga. O aumento da capacidade de deformacio na regido comprimida exerce um efeito
retardado no esmagamento do concreto. Resultados de parte de um estudo realizado por
Craig (1987), em vigas com armadura dupla e simples, com e sem fibras de aco, ¢

apresentado no grafico da Fig. 3.12.

226‘ 1T LI ‘ T 1T LI ‘ LI ‘ T 1T LI
i com fibras e com armadura de compresséo |
- '__-—-__—-'———_‘_——--_—_—_ -
162,45
L / \\ . i
— o / \ com fibras |
& i T ]
§ 113 A/\ sem fibros mas com -\'--.
\g - \ armodure de compressdo —
"§ = sem fibras b
E L J
= 56,5
= i |
O | I | - | I I | | | I | | | I ]
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Deslocamento {mm)

Figura 3.12 — Aumento da ductilidade em vigas de CA e CARFA

Uma aplicagao potencial do CRFA ¢é a substituicao efetiva dos estribos, comumente
utilizados em vigas de concreto armado, contra a ruptura diagonal devida ao esfor¢o
cortante. O uso de armadura para o refor¢o ao esfor¢o cortante em vigas de concreto
armado ¢ bastante laborioso e a sua substituicio por fibras de a¢o pode representar um

ganho de tempo consideravel no canteiro de obras.

Na ruptura ao cisalhamento, a adigao de fibras ao concreto, tem a capacidade de combater

a sua natureza fragil. Tao logo a fissura diagonal é formada, as fibras sdo ativadas pela

28



Capitulo 3 — Materiais Compésitos

transposicao das fissuras. Se a o efeito de ponte e a resisténcia ao cisalhamento na
superficie da fibra sao altos o suficiente a natureza fragil, deste tipo de ruptura, pode ser
evitada (Li, 2000). O efeito da adi¢do de fibras para resistir a0 esfor¢o cortante em vigas
de CARFA depende da razao entre o vio de cisalhamento « e a sua altura-util 4 (Fig.

3.13). Na Fig. 3.13, b representa a largura da viga.

20
B L Al T T1 L L L | L ]
P P |
15 | © ro .
[ q ‘ B
(V, /ol /1 [ o PT:WP i
10 [ m ]
s ]
. 3 .
5L | i
= sem flbro — e & — {%|Fibra
o — 1,5 fibra -
0 B Ll Ll Ll Ll Ll Ll I | | Ll ]
o 7 oo 3 4 5] 4]
a/d
Figura 3.13 — Variagdo da capacidade resistente ao esforgo cortante com a razido a/d em
vigas de CRFA

O modo de vigas submetidas a tor¢ao ¢é similar ao das vigas submetidas ao cisalhamento
por cortante, no sentido de que fissuras diagonais se formam em resposta as tensoes
principais de tragao. Novamente, as fibras sao efetivas em transpor as fissuras diagonais e

retardar a ruptura dos elementos estruturais, conforme demonstra a Fig. 3.14.
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Figura 3.14 — Aumento da capacidade resistente a tor¢io em elementos de CRFA

A Fig. 3.15 mostra o efeito da adi¢ao de fibras de ago no comportamento de um elemento
estrutural submetido ao esforco combinado de torcao, flexdo e cisalhamento. Sob uma
combinagdo de carregamentos, o exato local onde ocorrera uma fissura ¢ dificil de prever.

As fibras, devido a sua distribuicio randomica, conseguem transpor as fissuras em

qualquer dire¢ao e no local em que estas se formam.
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Figura 3.15 — Aumento da capacidade resistente em elementos estruturais de CRFA, sob a
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Um aumento da resisténcia ao arrancamento da armadura para o CRFA, também ¢
observado em relagdo ao concreto de uso comum. As evidéncias experimentais mostram
que o deslizamento relativo (“bond-slip”), entre a armadura e o CRFA ¢é drasticamente
alterado. E registrado um fator de 2 a 5 para o aumento da resisténcia de aderéncia, e um
aumento de até 20 vezes no carregamento maximo, obtido para o ensaio de arrancamento

(Li, 2000).
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Capitulo 4
Métodos Numéricos em Mecanica

Computacional

A complexidade do modelo matematico que representa o comportamento de muitos

problemas de engenharia levou o desenvolvimento de métodos aproximados para a sua

solucao (Assan 2003).

Os métodos utilizados para aproximar o conjunto solucio y(x;), de um dado problema,

onde x; sdo as condi¢des de existéncia ou de dominio, sio denominados Mézodos

)

Numiricos. Como exemplo de métodos numéricos para a aproximacao do valor da “funcio’

y(x;), pode se citar os métodos variacionais, com destaque para os métodos de

Kantorovich, Tretftz, Rayleigh-Ritz ¢ o método dos residuos ponderados onde se tem,

entre outros, os métodos dos quadrados minimos, da colocagao e de Galerkin.

Solugdes faceis e pouco trabalhosas somente existem para uma pequena classe de
problemas, usualmente para aqueles com uma geometria regular e com condi¢oes simples
de restricGes e carregamento. Isso é verdade ndo apenas para a analise estrutural, mas

também para modelos fisicos em geral. A mais universal técnica numérica aplicavel para
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problemas com geometria e condi¢es de contorno arbitraria, nos dias atuais, ¢ o Método

dos Elementos Finitos (MEF).

Apesar de concorrer em certos campos com outras técnicas, tais quais, diferencas finitas,
elementos de contorno, volumes finitos ¢ o método espectral ou da malha ausente, o

MEF ocupa uma posi¢ao dominante (Jirasek 2003).

4.1 O Método dos Elementos Finitos (MEF)

O método dos elementos finitos ¢ visto com um procedimento numérico para aproximar
a solugao de problemas cujas condigdes de contorno sio tratadas como condig¢bes de
dominio. Esse dominio é substituido pela unido de subdominios disjuntos chamados

elementos finitos, tornando o meio continuo em discreto, como mostra a Fig. 4.1.

//\

elemento

] )( finito

Figura 4.1 — Malha de elementos finitos

A divisao do dominio da-se o nome de reticulado, rede on malha de elementos finitos. A malha
b
pode ser aumentada ou diminuida ao se variar o tamanho dos elementos finitos. Os

pontos de intersec¢ao dessa rede sio chamados de nos.
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Os elementos finitos podem ser unidimensionais, planos (bidimensionais) e volumétricos
(tridimensionais), com lados retos (lineares) ou curvos (ex: elementos isoparamétricos),
ver Fig. 4.2. Seu uso se deve a conveniéncia ao estudo que sera realizado (estado plano de
tensoes, de deformagdes, assimetria, estado tri-axial de tensoes, efeitos de segunda ordem,

etc.), uma vez que dependem dos graus de liberdade nodais, conforme defini¢ao posterior.

fﬁ

Figura 4.2 — Geometrias tipicas de elementos finitos unidimensionais, planos e
volumétricos

VABEVRN

Elementos lineares unidimensionais podem ser empregados, por exemplo, no estudo de
vigas de eixo reto, trelicas e porticos em geral; elementos curvos podem ser empregados
para o estudo de cabos ou armaduras com disposi¢io em curva (ex: na modelagem de
vigas balcio e de reservatérios circulares). Os elementos bidimensionais podem ser
empregados no estudo de chapas, placas e cascas. Para o estudo de membros estruturais

no espaco, empregam-se os elementos volumétricos.

Nos nés do elemento finito sao definidos os graus de liberdade e/ou incégnitas, que
podem ser campos de tensoes, de deslocamentos e outros, relativamente ao problema em
estudo, o que permite a defini¢io de uma fun¢iao aproximadora para os valores dos graus

de liberdade de cada n6 I do elemento. A integracio da fun¢do aproximadora dos
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valores incognitas, de todos os nés da malha de elementos finitos, origina a func¢ao

aproximadora para o dominio do problema analisado.

Para um ponto qualquer dentro do elemento finito, uma vez que os valores das incognitas
nao sao conhecidos, seu valor pode ser aproximado por funcdes de interpolagao

polinomiais, que sao definidas em termos dos valores das incégnitas nos nés do elemento.

Se o problema a resolver envolve campos de deslocamentos descritos pelas fungoes
aproximadoras e o principio da minima energia potencial é empregado, de acordo com o
critério de Rayleigh-Ritz, os graus de liberdade ou incognitas sio as componentes dos
deslocamentos nodais e o método dos elementos finitos ¢ denominado de wodelo da rigidez

(“Direct Stiffness Method”) ou modelo dos deslocamentos.

Se o problema a resolver envolve campos de tensdes ou esforgos internos e o principio da
minima energia complementar ¢ utilizado, os graus de liberdade ou incégnitas sao tensodes

ou esforcos internos o método dos elementos finitos ¢ denominado de wodelo das forcas ou

modelo da flexibilidade.

Existem outros modelos, para o método dos elementos finitos, baseados em principios
variacionais generalizados tais quais, os modelos hibridos, mistos e os modelos de
equilibrio (Felippa, 2004).

4.1.1 Notas Historicas

4.1.1.1 Quem Inventou o Método dos Elementos Finitos (MEF)?
Embora a denominagdo Método dos Elementos Finitos seja bastante recente, a idéia do

método ja era conhecida pelos pensadores da Grécia Antiga. Euxddio, criador do método

da exaustdo, que consiste em inscrever e circunscrever figuras retilineas em figuras
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curvilineas, ja pensava, dessa forma, ao discretizar uma figura continua para facilitar certos
calculos (Assan, 2003). Esse método permitiu que fossem calculadas areas de figuras

curvas e volumes de solidos como esferas e cones.

Um exemplo desse antigo conceito ¢ o calculo do comprimento C da circunferéncia,
através da aproximacgdo geométrica dada pela soma dos lados de um poligono inscrito
(Fig. 4.3) ou pela solugao analitica dada pela Eq. (4.1), onde: L, :2rSeﬂ(7Z/ﬂ) ¢ o
comprimento de um elemento genérico de extremidades 7/ (definidas como sendo os nds

do elemento), d =2r ¢é o diametro, » ¢ o raio e #» ¢ o numero de lados. Na Fig. 4.3b,

tem-se #=2§.

C =lim nL,, = lim 2urSen(rt/n) = 27r (4.1)

n—>x0 n—>0

(a) () (c) (d)

2r Sinimsn)

N g i
g

7 & - = = /f\
T

7
Figura 4.3 — Calculo do comprimento da circunferéncia: (a) modelo continuo, (b)
aproximagio discretizada pela inscrigdo de um poligono regular, (c) elemento
desconectado, (d) elemento genérico 7

Para este simples problema podemos estimar o erro da aproximagao como:
Erro=2r[7r —nSen(7 / n)] e mostrar que o erro converge para a solucio exata no limite
quando 7 —> o (Fig. 4.4). O exemplo acima descreve a idéia do método dos elementos
finitos que ¢ a discretizagdo do continuo e/ou sua divisdo em subdominios e, a partir dai,

definida uma funcdo para o comportamento do elemento discreto, neste caso o
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comprimento L, traduzir o comportamento do todo. Os passos desctitos neste exemplo

introduzem os conceitos presentes na analise de qualquer problema utiizando o método
tais quais, a discretizagdo do dominio, a equagdo do elemento, a associa¢ao (assemblagem)
das equagdes do elemento e sua solu¢do e a verificagdo da convergéncia através da

estimativa do erro da aproximacao.

10

]

4 6 8

Figura 4.4 — Convergéncia da solugao através do método dos elementos finitos.

Segundo Felippa (2004), o MEF tal como ¢ usado nos dias de hoje foi introduzido por M.
J. Turner da empresa de aeronautica Boeing, durante os anos de 1950 a 1962. Ele formulou
e aperfeicoou o método dos elementos finitos wodelo da rigidez; (““Direct Stiffness Method”). Ao
lado de Turner, os maiores colaboradores com a pratica corrente do MEF, incluem: B. M.
Irons, inventor dos elementos isoparamétricos e das fungoes de forma; R. |. Melosh, que
reconheceu a ligacdo do modelo da rigidez com o método de Rayleigh-Ritz, sistematizando a
formulagao variacional do método, e E. L. Wilson, que desenvolveu o primeiro programa
usando o MEF. Todos esses pioneiros atuaram na area da industria aeroespacial, pelo
menos em uma parte de suas carreiras. Somente nessas grandes companhias, durante os
anos de 1950, é que se tinha o principal ingrediente para o desenvolvimento do método

que sdao os computadores digitais.
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Quatro académicos: . H. Argyris, R. W. Clough, H. C. Martin, e O. C. Zienkiewicy sao 0s
grandes popularizadores do método. Sdo eles os responsaveis pela transferéncia de
tecnologia da industria aeroespacial para a maior parte das aplicagdes em engenharia,
durante os anos de 1950 e 1960. O primeiro aprendeu o método, direta ou indiretamente,
com Turner, enquanto consultor da Boeing. Argyris era um especialista no método das forcas
da hiperestatica classica no Imperial College de Londres e trocava correspondéncias com
Turner. Clough e Martin eram professores juniores da Universidade da Califérnia em
Berkeley e da Universidade de Washington, respectivamente. Esses entraram em contato
com o grupo de Tumner, através de um intercambio de verdo, durante 1952 e 1953. Essa
colaboracio resultou num trabalho pioneiro publicado em 1956 por Turner, Clough, Martin
e Topp, sob o titulo: “Stfiness and Deflection Analysis of Complex: Structures” e popularmente
conhecido por TCMT. O nome Método dos Elementos Finitos foi batizado por Clough em
1960, em contraposicdo ao nome Elementos Infinitesimais do Caleulo  Diferencial. Esse
pesquisador foi o primeiro a expandir a idéia do método para aplicacio em Engenharia
Civil. Olek Zienkiewicy era um experto no método das diferencas finitas e foi convencido por
Clough em 1964 a usar o MEF. Zienkiewicz fol o primeiro a escrever um livro texto sobre o

assunto em 1967.

O artigo de Turner, Clough, Martin e Top (1956), considerado um dos trabalhos mais
relevantes para o desenvolvimento do Mértodo dos Elementos Finitos, onde sdo apresentadas
aplicacbes de elementos finitos simples, tais como elementos de barra e elementos
triangulares, utilizados para a analise da estrutura de avides, e o trabalho de Argyris e
Kelsey (1955), é reconhecido como o ponto de partida do MEF, tal como hoje é usado
em diversas areas, além da Engenharia de Estruturas. O desenvolvimento do Método dos
Elementos Finitos a outras areas de estudo sé foi possivel devido ao desenvolvimento e a
rapida evolugdo da capacidade de processamento dos computadores digitais capazes de

resolver o grande nimero de operagdes envolvidas.

Como indicam as fontes histéricas o método dos elementos finitos nao pode ser atribuido

a um unico individuo. Fazendo uso das palavras de Assan (2003):
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“Todavia nao se pode esquecer que os fundamentos nos quais o método dos elementos finitos se sustenta
tém de ser apreendidos, e nomes como Bernoulli, Navier, 1agrange, Cauchy, Mhor, Maxwell, Clapeyron,

Castigliano, Betti e tantos outros ndo podem deixar de ser lembrados”.

Os pioneiros do Método dos Elementos Finitos, tal como ¢ utilizado nos dias atuais, eram
engenheiros versados em mecanica classica. Eles seguiram um século de tradi¢ao tratando
os elementos estruturais continuos, como dispositivos discretos de transmissao de forgas,
com propriedades de rigidez e elasticidade conhecidas, tal qual, os trabalhos pioneiros de
McHenry (1943-1944) e de Hreinnikoff (1941), ao substituir um elemento estrutural
continuo, por exemplo, uma placa, por uma estrutura formada por barras, seguindo a
geometria original e mantendo as mesmas condi¢des de vinculagGes e cargas, o que

originou a Andlise Matricial de Estruturas.

Os métodos que originaram a analise matricial de estruturas, embora considerem o meio
continuo discretizado, nao apresentam o rigor conceitual do método dos elementos
finitos, ao admitir fungdes continuas que representam, por exemplo, o campo de
deslocamentos no dominio de um elemento para, a partir dai, se obter o estado de
deformacdes correspondentes que, associado as relagGes constitutivas do material,

permitem definir o estado de tensoes em todo o elemento.
O modelo discreto para a aproximagao do continuo, de acordo com o MEF, nos da uma

melhor aproximag¢ao do comportamento real das estruturas do que qualquer outro

método de analise disponivel nos dias de hoje.

4.1.2 Condig¢oes de Contorno em Problemas de Elasticidade Linear
Considerando um espago tridimensional de coordenadas x = {x,,xz,x 5 }T, um problema

em elasticidade linear é descrito através de equagdes basicas, que traduzem o campo das

deformacdes (4.2), das tensdes em funcdo das deformagdes (4.3) e das condi¢des de
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equilibrio (4.4), validas dentro de um dominio 1, que representa o corpo ou o elemento

estrutural em analise.

. Ou,
g, =] QO “.2)
72 axj. Ox,
0, =Djéy 4.3)
oo, -
—L+bh =0 (4.4
Ox !

De forma equivalente, as Egs. (4.2), (4.3) ¢ (4.4) podem ser escritas na notagao de

engenharia, como:

&=0u 4.5)
c=De¢ (4.6)
o'c+b=0 (4.7)

. T
Nas Eqs. (4.2) a (4.7), dadas acima, %Z{u,,%z,%} ¢ o vetor dos deslocamentos;
5—{5 £,¢& }T—{g E,),E53,26,5,28,5,2¢8 }T < tri 1 d
TV 5807 Vs VS TAE115€22565554625,48)5,48, ¢ a matriz coluna das

~ T :
componentes das deformagoes; O'={0'77,0'22,0'33,0'23,0'73,0',2} ¢ a matriz coluna das

- - -\
componentes de tensao; b= {Zi,/ﬂz,b;} sao as forcas de volume atuando em um ponto

qualquer do corpo;

41



Capitulo 4 — Métodos Numéricos em Mecanica Computacional

i 0 0
Ox,
0o 2
Ox,
2
_ X3
=, o & 49
Ox; Ox,
9o , 9
Ox; Ox,
o 9o
| Ox, Ox, |

¢ a matriz do operador diferencial que representa na notagdo de engenharia a parte

simétrica do operador gradiente, dado na Eq.(4.2); e D, é a matriz de rigidez elastica do

material, dada, para materiais isotropicos, como:

1-v 1 0 0 0
1—v 0 0 0
1 1 1-v 0 0 0
p-—2E 1o 0o o =y 0 4.9
(1+v)1-2v) 2y

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0o =2

L 2

onde, E é o moddulo de elasticidade do material e v é coeficiente de Poisson. As
equagoes (4.2), (4.3) e (4.4) devem satisfazer condi¢bes de contorno apropriadas, ou seja,
os deslocamentos prescritos (restricdes de apoio) e o carregamento externo, que assim se

escrevem, nas equacoes (4.10) e (4.11).

w=u, (4.10)
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oun, =1t (4.11)
De forma equivalente,
n=u (4.12)
no =1t (4.13)
onde:
, 0 0 0 n; mn
n= n, 0 ny; 0 n

(4.14)

¢ a matriz que contém as componentes 7, dos versores normais a superficie externa,
. T sl () . -
devido as forgas de superficie # =\1,72,75( , atuando em uma porg¢ao da superficie livre,

- - - : .
S,, no contorno de 17; %257,%2,%3} ¢ o deslocamento prescrito, em uma regido

restringida, S#, na superficie do corpo.

Para problemas formulados, em estado plano de tensoes, estado plano de deformacdes e
em assimetria, todas as matrizes podem ser reduzidas em relacio as respectivas

formulagées. Tomando um estado plano de tensdes no plano (x, y), tem-se:
5—{5 g }"—{g £,,,2& }' —{ }T A matriz de rigidez elastica dad
=&Yy f =\E1E252E1f 5 0 =104,,0,,,0,,f . A mattiz de rigidez elastica dada

em (4.9) ¢ substituida por:

7 v 0
E
D, = s|v 1 0 (4.15)
I=v ) 1—v
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e o operador diferencial dado em (4.8) ¢ reduzido, conforme a equagao matricial (4.16).

9 9] ]
Ox, Ox
o=| 0 9 |- 0 9 (4.16)
O, %]
BN B NCACA
| Ox, Ox, | |0y Ox|

4.1.2.1 Discretizagio Através do Método dos Elementos Finitos

A versio padrio do MEF ¢é o modelo dos deslocamentos. Esse modelo ¢ uma
generalizagio do método da rigidez da andlise estrutural (hiperestatica), sendo as
componentes dos deslocamentos aproximadas através da combinacao linear de fun¢des de

interpolacio N, (x), I=1,2,..N

nod >

convenientemente escolhidas e denominadas de

Jfungies de interpolacio e/ou fungoes de forma. A propriedade tipica das fun¢des de forma é que

cada uma delas se associa com um dos enésimos noés (N, ,) do modelo, sendo o valor da
I —ésima fungao igual a um para o n6 de nimero [ e igual a zero para os demais nés do

reticulado, rede ou malha de elementos finitos. Essa aproximagao dos deslocamentos ¢

lida, matematicamente, da seguinte forma:

AN nod

N
n(x)~ D N (x)d,, i=1,23 4.17)
I=1

onde, &,, sio parametros dos deslocamentos nodais a descobrir. Introduzindo, por

conveniéncia, a nota¢ao matricial e dispondo os parametros dos deslocamentos em um
vetor (matriz coluna) 4 e as fungdes de forma em uma matriz N, a aproximagao (4.17) é

reescrita, como:

#(x) = N(x)d (4.18)
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A relagdo entre as deformagdes e os deslocamentos dado pela Eq.(4.2), fornece a

aproximagao para as deformagoes, Eq.(4.19).

1| Ou. On . 71\‘].7(/ ON ON
g(x)=S| St~ L)y +—L(x)d, |, i,j=123 (419
o 2(8‘” 8»«1.] 2;[8‘% () Ox, (x) I/] 2] (4.19)

J J
Na notagao matricial a Eq.(4.19), se escreve como:
&(x) = B(x)d (4.20)

onde B ¢ a matriz de incidéncia cinematica (ou simplesmente matriz B), que armazena

as derivadas parciais das funcbes de forma em relagio ao sistema de coordenadas no

espaco.

Substituindo a aproximacao das deformagdes (4.20) na equagao constitutiva (4.3), obtém-

se a aproximacao das tensoes:
o(x)= D, (x)B(x)d (4.21)

As aproximagdes para os deslocamentos, para as deformagdes e para as tensoes satisfazem
as condi¢des cinematicas (4.2) e as equagbes constitutivas (4.3) de forma plena.
Entretanto, para as condi¢oes de estatica, uma vez que as aproximag¢oes dependem apenas
de certo nimero de parametros de deslocamentos desconhecidos, a equagao diferencial de
equilibrio (4.4) em geral nao pode ser satisfeita de forma exata em todos os pontos do
corpo. Ao invés de se utilizar diretamente essas equagdes, essas devem ser substituidas

pelo Principio dos Trabalhos Virtnais (PT17), com a exigéncia que a igualdade:

[o"seav = [7"6uds + [b" Sud (4.22)
v s, v
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deve conter um campo virtual de deslocamentos o# e um campo virtual de deformacdes
0¢ que satisfaca a equacdo cinemdtica, 0 =0d« em 17, e a condi¢do de contorno,
on =0 na superficie restringida Su.

Considerando o deslocamento virtual como uma combinacio linear das funcées de forma,

Su(x) =~ N(x)od (4.23)

onde &d ¢é uma matriz coluna dos parametros (arbitrarios) dos deslocamentos virtuais. O

correspondente campo de deslocamentos, derivado das equagoes cinematicas, ¢ dado por:
o€ (x) = B(x)od (4.24)

Substituindo (4.21), (4.23) e (4.24) na igualdade (4.22), denominada de forma fraca de

equilibrio, obtém-se a forma fraca discretizada (4.25).

[d" B (x)D (x)B(x)dddV" = [F"N(x)3ddS + [b" N (x)5ddV  (4.25)

Uma vez que d e od nio estdo em funcio do sistema de coordenadas no espago, podem

ser retirados fora da integral e a Eq.(4.25) pode ser reescrita, como:

d"K'éd = fl5d (4.26)

ext

onde,

K. = [B'()D, (x)B(x)dV 4.27)

¢ a matriz de rigidez elastica global e
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fur = [NT ()78 + [N (x)bdV (4.28)
s, 1%

¢ o vetor das forgas nodais (externas) equivalente. A equagao (4.26) ¢ satisfeita para uma

mattiz coluna arbitriria de parametro virtual de deslocamento o4 apenas se,

Kd=7f, (4.29)

que ¢ a equacao discretizada de equilibrio que permite computar o valor do parametros

desconhecidos, 4, dos deslocamentos.

4.1.3 Condig¢oes de Contorno em Materiais com Nao-Linearidade

As derivacoes feitas anteriormente podem ser estendidas para o caso de nao-linearidade
fisica do material. A principal diferenca é que a relagiao constitutiva é agora nao-linear. De

maneira formal
o=0(¢g) (4.30)

onde & ¢é o operador constitutivo da tensdo, denotando o comportamento nio linear do

material. A aproximacao (4.21), para o estado de tensio, é entdao substituida por:
o(x) = o (B(x)d) (4.31)
e a forma fraca de equilibrio discretizada passa a ser:

[&" (B(x)d)B(x)8ddl” = [7'N (x)ddds + [0 N (x)5ddV" (4.32)
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ou, de forma equivalente,
S (d)0d = f,0d (4.33)
onde:

Fuld) =[BT ()& (B(x)d)dV (4.34)

¢ a matriz coluna das for¢as internas equivalentes que agora dependem, de forma nio
linear, dos parimetros dos deslocamentos. A forma final da equagao discretizada de

equilibrio ¢ entao:

Jicld)= [ (4.35)

que ¢ um conjunto de equagodes algébricas nao-lineares. A Eq. (4.29) obtida para a
elasticidade linear pode ser interpretada como sendo um caso especial da Eq. (4.35), onde

as forcas internas sio dadas pela fung¢do de 1° grau: f, (d)=K.d.

4.1.3.1 Linearizacdo de Equagdes Nao-Lineares

A solu¢io numérica das equagdes nio lineares freqiientemente explora o conceito de
linearizacdo. Supondo que & é um estado de deformacio ¢ & = 5(£) é o correspondente
estado de tensdo de acordo com a equacgdo constitutiva (4.30), a funcdo & pode ser

expandida através da série de Taylor na vizinhanc¢a de &, de acordo com a Eq. (4.36).

55 +Ae)=5(2)+ aa—" Ac+... (4.36)
g _

=€
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Na Eq. (4.36), uma deformacao & qualquer é expressa como sendo a soma de uma
deformagao conhecida € e um incremento arbitrario Ag . Para pequenos incrementos de
Ag , os termos quadraticos e de ordem superior da Eq. (4.36) podem ser negligenciados, o

que conduz a lei constitutiva de linearizagao
o ~&(2)+D(&)Ae 4.37)

que aproxima a Eq. (4.30) para deformagdes na vizinhanca de &. Na Eq. (4.37),
DE@&/ 0g, & a matriz de rigidez tangente do material, ¢ a presenca de &, enquanto

argumento, indica que a matriz tangente depende, em geral, da forma como ¢ avaliada. As
propriedades dos materiais também podem variar no espago, e assim o vetor de

coordenadas espaciais x é também um argumento, o que resulta D = D(x, ).

Com as equagdes constitutivas linearizadas, pode-se desenvolver as equagbes constitutivas
para as forcas internas. Supondo que 4 seja os deslocamentos nodais conhecidos,
gerando um campo de deformagdes &(x)=B(x)d e um campo de tensodes

o(x)=06(&(x)) = 5(B(x)&7), a expansio da série de Taylor para as forgas internas nas

proximidades de 4, implica na Eq. (4.38).

fin(d +Ad) = fim(ZH% Ad . (4.38)

d=d

Para pequenos valores do incremento, Ad , os termos nao-lineares de segunda ordem e os
termos de ordem superior podem ser ignorados. Assim a Eq. (4.39) ¢ a aproximacao linear

da Eq. (4.38).

fo(d+Ad)= f_(d)+K(d)Ad (4.39)
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Na Eq. (4.39), K=0f,,/0d ¢ a matriz de rigidez tangente do modelo estrutural ou matriz

de rigidez tangente global. Diferenciando (4.34), obtém-se a matriz de rigidez global K dada
pela Eq. (4.40).

60 oe

= jB DBl (4.40)
e od

of
zﬁz J.B G = jB addT/ J.B

Comparando a Eq. (4.40) com a Eq. (4.27) da analise linear, a tnica diferenga é que a

matriz de rigidez elastica do material, D, , ¢é substituida pela matriz de rigidez tangente, D .

Usando uma notagao mais rigorosa, a Eq.(4.40) pode ser reescrita, como:

K(d)= j B" (x)D(x, B(x)d )B(x)dl” 4.41)

onde fica explicito que para um ponto genérico do sistema de coordenas x a matriz D ¢é

avaliada pelo estado de deformacao.

Nas implementa¢oes numéricas a contribui¢ao de cada elemento finito, para o vetor das
forgas internas e para a matriz de rigidez, é avaliada separadamente. Assim, a matriz global
¢ obtida pela associagdo dessas contribui¢oes. A integracao no volume de cada elemento,

17, é feito numericamente de acordo com a Eqs. (4.42) e (4.43).
“\‘Tfm
jBT(x)E(B(X)d)dV ~ Y @;B" (x,)&(B(x})d) (4.42)
v k=1

IB (x)D(x,B(x)d)B(x)dV =~ Za),fB (x,)D(x/.,B(x)d)B(x;) (4.43)
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onde: x,,£=12,..N; , sio os pontos de integracio do elemento de nimero ¢, ¢

nt >

w,, k=1,2,..N; ,sio os correspondentes pesos de integracio.

int 2

4.1.4 Estratégias de Solugdo em Anilise Nao-Linear

O objetivo da analise nio linear com o MEF ¢ tracar a resposta de um modelo estrutural
sujeito a um histérico de carregamento e que ¢ feito através de um processo denominado
incremental-iterativo (Jirasek, 2003). O carregamento ¢ aplicado em diversos passos
incrementais e a resposta estrutural, apds cada passo, ¢ computada pela equacio de

equilfbrio (4.35).

E importante distinguir entre o critério que fixa o tamanho de cada passo incremental ¢ o
critério que define o passo do processo iterativo que resolve a equacdo de equilibrio.
Exemplos de técnicas para o controle do tamanho do passo incremental incluem o
controle de carregamento (“Joad control”), o controle direto ou indireto do deslocamento
(“direct or indirect displacement control”), e o controle de comprimento de arco (“arc-length
control”). Exemplos de métodos iterativos incluem os métodos de Newton-Raphson,
Newton-Raphson modificado, o método secante ¢/ou método de quase-Newton, com
destaque ao método BFGS, onde um relato detalhado pode ser encontrado em Dennis e

Schnabel (1983).

De uma forma geral os métodos iterativos se distinguem pelo fato de manter a matriz de
rigidez constante ou de atualiza-la a cada iteracio. Conforme afirmam Kwak e Filippou
(1990), Fairbairn e Menezes (1993), os métodos iterativos podem ser classificados em trés
grandes categorias: método da rigidez inicial, método da rigidez tangente e o método da

rigidez secante, ilustrados na Fig. 4.5 (variagoes sao admitidas nesses esquemas).

Dois componentes adicionais no processo incremental-iterativo sido os critérios de

convergencia, ou seja, o erro admitido na solugdo, e que podem ser baseados em forgas,
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deslocamentos e em energia, ¢ os aceleradores de convergéncia, tal qual a técnica

conhecida como procura de linha (“%ine-search”), relatada em Crisfield (1983).

S o -
¢ ()
FL o .,
.
o (b)
F ..
O T
(c)

Figura 4.5 — Métodos iterativos: (a) método da rigidez inicial; (b) método da rigidez
tangente; (c) método da rigidez secante

4.1.4.1 Métodos Incrementais-Iterativos

4.1.4.1.1 Método de Newton-Raphson com Controle de Carregamento

A maneira mais natural de representar um passo incremental consiste em expressar O
carregamento externo ao final de cada passo. O carregamento é entao expresso em termos

do vetor das forcas nodais (externas) equivalente, f,

ext d

ou convertido para esse formato

através da integracao da Eq. (4.28). A discretizagao do carregamento ¢é entdo descrita pela
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seqiéncia £, f(2 f0) " etc.. O objetivo é determinar o correspondente vetor dos

ext Xt Xt
deslocamentos nodais, 4",d?,d", etc., tal que cada par ordenado (4", f)) satisfaca a

Eq. (4.35).

Considerando um passo incremental 7z, qualquer, o passo iterativo ¢ iniciado com o
—71 . . . .~
deslocamento 4", calculado no passo incremental anterior e satisfazendo a condigio de

equilibrio entre as correspondentes forgas interna f, (4”7") e externa £ (d"7").

ext
Aumentando-se a for¢a de £, (4"™") para f” deve se encontrar o correspondente

deslocamento 4

ext

através da resolugao da equagao de equilibrio (4.44).

fuld")= £ (4.44)

Sendo Ad" =d" —4"" o deslocamento incremental desconhecido, a0 se aumentar a

()

ext

n,0) — d(ﬁ—7)

forca externa de f,,(d“™") para o deslocamento inicial é dado por 4"

Apés a linearizagio do lado esquerdo da equagdo nio-linear (4.44) ao redor de 4",

obtém-se a equagdo linearizada,

Sl d®)+ K(@")AG = £ (4.45)
onde: Ad"" ¢ a primeira aproximagio do deslocamento incremental desconhecido Ad".
Introduzindo a simplificacio K" = K(d"”) e f"” = £, (d""), a equacio (4.45) pode

ser reescrita na Eq.(4.40).

KOOAZ"D = f00 — 00 (4.46)

ext nt
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O deslocamento incremental Ad""” dado em (4.46) satisfaz de forma exata a equacio

linearizada  (4.45). Entretanto, a atualizagdio do vetor dos deslocamentos

A" =d"? + Ad"" satisfaz a equagio ndo-linear (4.44) apenas de forma aproximada.

O préximo passo é a linearizagio da Eq. (4.44) ao redor de 4" e determinar a corregio

do deslocamento incremental, o que ¢ feito, naturalmente, com a atualizagdo da Eq. (4.46)

para a matriz de rigidez K”" e para a forca interna f"

mnt

, como mostra a Fig. (4.6). Tal

atualizagao deve ser repetida, tantas vezes quanto necessaria, até que as equagoes de

equilibrio sejam satisfeitas com suficiente precisao.

A
fﬂ A1)
(n) .
fext &= ]C(nt,?)
_ Fin1)
int
f(ﬂt_u
Ad
o™ fm2)
-

A1 gmi) gl g o

Figura 4.6 — Processo de iteragdo de Newton-Raphson

O processo iterativo ¢ convenientemente escrito através das férmulas recursivas

K(ﬂ,l‘*7)§d(ﬂ,i) — (n) _ .(/7,/'77)
wwtwwi0+£wﬂiztlin (4.47)
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onde: 4" ¢ aproximacio do deslocamento apds a i-ésima iteracio, no passo incremental

n, e od"” ¢é a corregio do deslocamento aplicado. O deslocamento incremental

acumulado ¢ dado pela Eq. (4.48).

Ad"D =" 5d"H (4.48)

k=1

Em condi¢des normais a seqiiéncia de aproximagdes 4" converge para d“’ quando
n — oo. Naturalmente, o processo de iteracao para, ap6és um numero finito de ciclos ¢ a
ultima aproximagao ¢ tomada como valor de convergéncia. O processo de iteragdo

explicado acima ¢ conhecido como o étodo de Newton-Raphson.
Cada iteragao envolve trés operagdes computacionais:

1. montagem da matriz de rigidez (global) da estrutura;
2. avaliacdo das forcas internas;
3. solugio do sistema de equagdes ndo-lineares e a verificagdo da respectiva

convergencia.

Em muitas situagdes os passos 1 e 3 consomem muito trabalho computacional. O custo
computacional pode ser reduzido se a matriz de rigidez nao for atualizada a cada iteragdo.
O wmiétodo de Newton-Raphson modificado avalia a matriz de rigidez apenas no comego do passo
incremental, mantendo-a constante nas iteracoes subseqiientes, isto ¢, a mattiz K" na
Eq. (4.47) ¢ substituida por K"” = K" Isso significa que K s6 é exata para a primeira
iteragao. Nesse caso, como pode ser visto na (Fig. 4.7) a taxa de convergéncia ¢é reduzida e
o aumento no numero de iteracbes necessarias para se conseguir a mesma exatidio é

compensado, na maioria esmagadora das vezes, pelo nimero reduzido de operacoes

realizadas.

55



Capitulo 4 — Métodos Numéricos em Mecanica Computacional

A (73
Al ()
Vi BRI A
(n)
et ﬁ‘;/
ini
f(n’Z)
i
(n,7)
mt
(n—1)
fg::t N
= EOCY
£ g £
= =
le] K KW
: g e d™ d
% ksBeie!

Figura 4.7 — Processo de iteragdo de Newton-Raphson modificado

4.1.4.1.2 Controle Direto de Deslocamentos

Independentemente da escolha do algoritmo iterativo, qualquer estratégia de solugido
usando o controle de carregamento falha se o carregamento predefinido nao é capaz de
mobilizar a resisténcia da estrutura. Isso tipicamente acontece se o carregamento ¢
monotonicamente aumentado, além da capacidade de carga da estrutura. Essa situagao ¢é

lustrada na Fig. 4.8, onde o diagrama carga-deslocamento sé pode ser tracado para

. 5 . 6 :
valores abaixo de f{’’. Para o incremento [’/ o carregamento aplicado excede o

X1

maximo carregamento que pode ser transmitido a estrutura, e a equagao de equilibrio nao
tem solucdo. O processo iterativo oscila ou diverge e o equilibrio nao pode ser

restabelecido.
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Figura 4.8 — Divergéncia no algoritmo para o controle do passo de carregamento

Em muitas analises em engenharia é necessario determinar a carga correspondente ao
colapso da estrutura e o seu correspondente deslocamento. A divergéncia do processo
iterativo ¢ frequentemente tomada como um indicador da ruptura estrutural, onde o
ultimo passo de convergéncia fornece informagdes sobre o comportamento anterior ao
colapso. Apesar disso, simulagoes com o método dos elementos finitos, para problemas
complexos de engenharia, podem divergir por diferentes razdes muitas das quais sao
puramente numéricas e nao guardam nenhuma relagio com o colapso real da estrutura.
Sendo assim, ¢ prudente o uso de técnicas que seguem o diagrama carga-deslocamento,
além do valor maximo alcangado, quando um valor limite é claramente demonstrado.
Além disso, o comportamento no pds-pico do grafico carga-deslocamento ¢é, por si s6, de
grande interesse, conforme relatado no capitulo 2 e em alguns pontos do capitulo 3, uma

vez que nos fornece informagdes sobre a ductilidade da estrutura.

As técnicas incrementais, mais simples, utilizadas para contornar os pontos limites sao
motivadas por considera¢Oes, puramente, fisicas. Uma descricdo completa dessas técnicas
para os materiais quase-frageis, tal qual o concreto e o CRFA, pode ser encontrada em

Van Mier (1996).
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A Fig. 4.9 mostra uma viga simplesmente apoiada carregada com uma forga concentrada
F, no ponto médio da distancia entre os apoios. Suponha que a mesma ¢é constituida de
um material elasto-plastico perfeito ou apresenta amolecimento, ou seja, o diagrama carga-
deslocamento apresenta um patamar para os valores finais de carregamento ou um valor
maximo seguido de um trecho descendente. Em um experimento realizado sob controle
de carregamento, fornecida a for¢a F, o correspondente deslocamento é medido.
Quando o carregamento aplicado excede a carga de colapso da estrutura, verifica-se a
ocorréncia de uma ruptura desavisada (brusca). Durante a ruptura, a estrutura nao esta em
equilibrio estatico, e os deslocamentos e as deformag¢oes progridem de forma dinamica.
Como alternativa, o experimento pode ser controlado diretamente, através do
deslocamento do ponto de aplicagio de carga (Fig. 4.9b). Nesse caso, o ponto de
carregamento pode ser considerado como um apoio adicional, onde a forc¢a atuante na
estrutura é o valor da reacdo gerada no apoio. Nesse tipo de experimento, denominado de
controle direto de deslocamento, o equilibrio é mantido, mesmo apds a reagdo atingir seu

maximo valor, e o diagrama carga-deslocamento pode ser tragado no regime pos-pico.

(a) )

b) | |

) o = .

Figura 4.8 — Experimento realizado sob: a) controle de carregamento, b) controle de
deformacgao

A mesma idéia utilizada no modelo fisico para o controle direto do deslocamento, pode
ser explorada nas simulagoes numéricas. Dividindo os deslocamentos nodais em dois
grupos: o primeiro contendo os deslocamentos nodais que sio deixados livres e o

segundo contendo os deslocamentos predefinidos nos nés que serao controlados, o vetor

, ~ . . T .
dos deslocamentos é entdo particionado em {d,,dz} e o vetor das forgas internas e
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p T o :
externas sera {fim,, it 2} e { tts S 2} , respectivamente. As forcas externas f,_,,,

correspondentes aos deslocamentos desconhecidos d,, sio predeterminadas e, por

simplicidade, admitidas com valor igual a zero. Assim, todas as forcas externas atuantes na

estrutura sio representadas pelas reagdes f, nos suportes com deslocamentos

ext,2
predefinidos 4,. Impondo a condi¢do de equilibrio (4.44) para cada partigdo, o resultado

sao as equacoes (4.49) e (4.50).
fim,i(dndz) =0 (4.49)

fim,z(di’dz) = fm,z (4.50)

Para um dado valor 4,, os deslocamentos 4, podem ser calculados resolvendo a Eq.

(4.49). Apos, as reacoes f,, , sdo obtidas pela substituicdo dos deslocamentos 4, no lado

esquerdo da Eq. (4.50).

n—T1)

Em um passo incremental tipico #, partindo-se do deslocamento convergido 4" e

dY™" do passo anterior, a Eq. (4.49) é substituida pela equacio linerizada (4.51) ao redor

dos deslocamentos convergidos.

FUh 4 KU OAdD + KETPALS" =0 (4.51)

nt, 7

Na Eq. (4.51) K,, =&,

int,7

/ od e K, =0f,, / 0d , sdo elementos da matriz de rigidez global

dada pela Eq. (4.52).

a][int,i a]rint,i

of, od od K, K,
K= int _ 1 2 — 452
6d afim,z afint,Z |:K27 K22:| ( )
od,  od,
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O incremento dos deslocamentos prescritos &, é conhecido por antecedéncia e igual a

AdY" =AdY =d” —d"™" . Dessa forma a Eq. (4.51) pode ser reescrita na Eq. (4.53).

KO™DAdD == foh KGN (4.53)

int, 7

Resolvendo (4.53) para Ad\"", constréi-se a primeira aproximacio 4" =4 + Ad"" e
A" =dV" + AdS" =d” . Repetindo a linearizagio da Eq. (4.49) ao redor de

(d""”,d""), a correcio do deslocamento incremental é calculada. Esse procedimento é

repetido até que o critério de convergéncia seja satisfeito.

O processo iterativo escrito na forma recursiva resulta na Eq. (4.54)

Ky 0ed " = = firh — K0 6d 0 (4.54)
d;”’i) — d7(/1,i77) + 5d7(n,i)
onde:
d;n,m :6{7(1177) (4_55)
d =407 (4.56)
ody =d —d (4.57)
oS =0; (i=2,3,.) (4.58)

4.1.4.1.3 “Arc-Length” e Controle Indireto de Deslocamento

O controle direto de deslocamentos pode ser aplicado nas situagdes em que a estrutura ¢

carregada em apenas um ponto ou quando o carregamento ¢ transmitido através de uma
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placa rigida, uma vez que todos os pontos da superficie carregada exibem o mesmo
deslocamento. Entretanto, nem sempre esse ¢ o caso a ser considerado na simulagdo
numérica. Tomando como exemplo a Fig. (4.10), onde se tem uma barragem carregada
devido a pressdo hidrostatica resultante do empuxo e da veia (fluxo) vertente, a forma do
correspondente perfil de deslocamento niao é conhecida previamente. Um outro caso,
onde o controle direto do deslocamento é falho, consiste na ruptura fragil caracterizada

»

pelo diagrama-carga deslocamento, onde o efeito de “snap-back” ou “snap-throngh” é

caracteristico, conforme mostra a Fig. 4.11a.

nivel d dgua

9 W
Figura 4.10 — Barragem de gravidade sob pressdo hidrostatica

Técnicas mais avancadas de controle incremental abandonam a idéia de considerar o
carregamento externo ou o deslocamento do apoio conhecido por antecipagao. Ao invés

disso, o histérico do carregamento é parametrizado, através de um multiplicador, u, ¢ a

forca externa e/ou o vetor dos deslocamentos do apoio, passam a ficar em funcdo desse

multiplicador. Um exemplo ¢é o carregamento proporcional, caracterizado por:

Joltt)= (4.59)

onde, f/ ¢é o vetor de referéncia de carga. De acordo com a Eq. (4.59) todas as

componentes do vetor das forcas externas variam proporcionalmente, podendo ser
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estritamente crescentes ou estritamente decrescentes. O caso mais geral ¢ a funcio linear

de carregamento:

ful)=fy+u f (4.60)

com a constante f, e a parcela proporcional x f. Para a barragem da Fig. 4.10, f,

corresponde ao efeito do empuxo sobre a parede do reservatério, enquanto, u [,

corresponde a pressao hidrostatica adicional, devido a0 aumento unitario do sobrefluxo.

Um controle mais flexivel do processo incremental consiste em especificar uma equagao
que restringe o tamanho do passo em fun¢io dos deslocamentos desconhecidos e do
multiplicador de carga. Isso pode ser feito, por exemplo, estabelecendo a condi¢ao de que
o tamanho do passo é constante e igual a distancia geométrica, A/, medida sobre o
diagrama carga-deslocamento, entre um estado final ¢ um estado inicial. Essa idéia ¢ o

método do controle do comprimento do arco (“arc-length control”).

A Fig. 4.11 mostra que a idéia do controle do comprimento do arco ¢ uma combinagao do
controle de carregamento e do controle do deslocamento. E uma 6tima idéia para
contornar diagramas com um limite supetior (“Suap-trough”) e com um limite de retorno
(“snap-back”). A Fig. 4.11(b) mostra, conforme visto anterirormente, que o controle de
carregamento ¢ falho ao redor do ponto limite onde o digrama tem um tangente
horizontal. Na Fig. 4.11(c), o controle de deslocamento pode contornar esse ponto,
porém, nao ¢ eficiente no ponto onde o diagrama possui uma tangente vertical. O critério
do comprimento de arco automaticamente enfatiza sua robustez para contornar pontos

limites, Fig. 4.11(d).
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Figura 4.11 — (a) Diagrama carga-deslocamento com snap-back, (b) controle de
carregamento, (c) controle direto de deslocamento, (d) controle através de arc-length

Apesar da simplicidade do método do controle do comprimento do arco é imperativo o
fato de que forcas e deslocamentos tém unidades completamente diferentes, ¢ uma
medida puramente geométrica ¢ desprovida de sentido. Assim ¢ necessario a introducao
de um fator de escala, ¢, que multiplica o parametro de carga e o transforma em um
dimensional de comprimento. O tamanho do passo para o qual o parimetro de carga

muda para Ay e o deslocamento para Ad é definido como:

Al = \JAd"Ad + (A’ . (4.61)

Através do ajuste do fator de carga a contribuicio relativa entre o carregamento e

deslocamento ¢ ampliada ou reduzida. Uma boa escolha ¢ derivar o fator de carga no

trecho de resposta elastica e obtendo ¢=,/d/d , onde d, ¢ solugio da equagio

Kd =f.
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Em um processo incremental, através do método do comprimento do arco, um passo

1

, . Lo e . —1 N _ .
tipico # ¢ iniciado com o deslocamento 4"~ e o parametro 4™ obtidos em um passo

anterior. O passo seguinte é encontrar o deslocamento 4 e do parimetro u".
Comparando com o controle de carregamento e com o controle de deslocamentos, o
parimetro 4 ¢é uma incégnita adicional. A equagio adicional ¢ fornecida por uma
equagiao que fixa o tamanho do passo. Por exemplo, o tamanho do passo, dado na Eq.

(4.61), pode ser fixado em A/. O problema é tratado como um sistema de N a1

equagdes nao-lineares, onde: N,

;, ¢ o numero de componentes de deslocamentos

desconhecidas (graus de liberdade), que serdo resolvidas pelo processo iterativo.
Computacionalmente é mais eficiente tratar as equacoes de equilibrio e as equagdes que

fornecem as restri¢oes separadamente.

Tomando, por simplicidade, a Eq. (4.60), a linearizacao da condi¢iao de equilibrio para a

7 — ésima iteracao resulta em:

K(n,z'—7)5d(n,i) =]_[o +lu<n,z—7)j7_f_(n,z—7> _1_5#(;«,1')]7 (4.62)

nt

onde, 84" e Su”" sio as incognitas que corrigem o deslocamento e o parimetro de

carga, respectivamente. Recorrendo as equagoes:

K050, = f+ p* 0 f = f (3.69)

nt

K"6d, = f (4.64)
a correcao dos deslocamentos resulta em,

8" = 6d, + ou""od . (4.65)
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Ao se substituir a equagao (4.65) na condigao de restricio dada em (4.61) e com o passo
A/ fixado, obtém-se a equacio quadritica de restricio (4.66) em funcio do parimetro

su".

(A" 4 854N (A" + 84"y + 2 (A + Su"Y = (Al)? (4.66)

A Eq. (4.66) normalmente tem duas raizes reais, correspondentes a dois pontos de
equilibtio com distancia A/ dos pontos (4“7, u”™"), conforme indica a Fig. (4.12). A
raiz correta ¢ selecionada de acordo com a marcha na dire¢io do equilibrio (Crisfield,
1981) e a corregao do deslocamento é determinada em (4.65). Apods a atualizagiao do vetor
dos deslocamentos e do parametro de carga, o ciclo de iteragao é repetido até que o

critério de convergéncia seja satisfeito.

i

Figura 4.12 — Pontos que satisfazem a condigdo de restri¢do no método do controle do
comprimento do arco

O método de controle incremental tipo ‘“arc lenght” tem um bom desempenho, nas
simulagdes numéricas, quando a estrutura toda, ou uma grande parte dela, participa do
mecanismo de ruptura. Nos casos em que a ruptura ¢é localizada a sua robustez ¢

deteriorada. O problema ¢ contornado, adaptando a equagao de restricdo para o problema
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particular, através do controle do processo incremental, por meio do deslocamento de um

ponto cuidadosamente selecionado. A motivagdao aqui é novamente fisica.

Se o diagrama carga-deslocamento de um material estrutural exibe “suap-back”, o controle
direto do deslocamento, aplicado em um ensaio experimental, implica em uma ruptura
catastréfica. Quando o deslocamento imposto pelo dispositivo de carregamento atinge um

valor critico, que guarda relacio com a tenacidade a fratura, K_, do material, a propaga¢ao

da fratura e/ou condu¢io do processo de separacdo entre as partes do corpo ¢é
espontinea, mesmo se o ponto de catregamento ¢ mantido constante. Entretanto, a
abertura e o crescimento instavel da fratura podem ser usados como uma variavel de

controle do processo incremental.

Se o arranjo experimental é conduzido de forma que a for¢a aplicada é continuamente
ajustada em funcao do valor medido para a abertura da fratura, a resposta estrutural pode
ser tracada de uma maneira estavel apos se atingir o ponto de retorno do grafico carga-
deslocamento. A mesma idéia pode ser explorada, nas simula¢ées numéricas, através da
selecio de uma combinagdo linear conveniente das componentes dos deslocamentos
usadas como variavel de controle e que sio aumentandas, monotonicamente, durante o
processo de fraturamento. Assim, a condi¢ao que fixa o tamanho do passo incremental é

formulada como:

c'Ad =Al (4.67)

onde, ¢ ¢ uma matriz coluna, contendo os coeficientes das componentes individuais dos
deslocamentos na combinagao linear selecionada. Matematicamente falando a Eq. (4.67) ¢
a proje¢ao do vetor dos deslocamentos em uma dire¢do dada por ¢. A projecio do
diagrama carga-deslocamento no eixo horizontal, demonstra que o processo incremental
se assemelha com o controle direto de deslocamento. A diferenca nio esta no fato de que

o valor do deslocamento projetado nao é imposto de forma direta (em contraste com o
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deslocamento do suporte), mas no fato de que o parametro de carga ¢ ajustado para se

obter a proje¢ao de deslocamento desejada.

Essa técnica é denominada de “controle indireto dos deslocamentos”. O algoritmo que trata o
problema ¢ muito similar com o método do controle do comprimento do arco com a
restricdo quadratica em (4.66) sendo substituida por uma restri¢ao linear, conforme a Eq.

(4.68).
(AL + 54"y = AT (4.68)

Substituindo a Eq. (4.68) na condi¢ao (4.65), a corre¢io do valor do multiplicador de

carga ¢ encontrada (Eq. (4.69)).

A7 T nyi— T
o) A=A

(4.69)

O controle indireto de deslocamento é mais simples que a técnica do controle do
comprimento do arco, além de nio requerer o uso de regras para a determinacao da raiz e
que muitas vezes pode cair no dominio dos numeros complexos. A questdo chave ¢ uma
boa escolha do vetor de projecao ¢. Nas analises praticas, a escolha pode ser guiada pelo
mecanismo de ruptura esperado. Freqiientemente ¢é suficiente controlar o deslocamento
através de um ponto especifico na estrutura, por exemplo, o deslocamento horizontal na
crista da barragem da Fig (4.13a). Em um experimento simulando o ensaio 3PBT, a
variavel de deslocamento pode ser a abertura da boca da fissura (CMOD), que é expressa

como a diferenca entre dois pontos localizados nos lados opostos do entalhe (Fig. 4.13b).
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conirole
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e
controle

(0)

Figura 4.13 — Controle indireto de deslocamento: (a) barragem de gravidade, (b) viga
ranhurada no ensaio de 3PBT

4.1.4.1.2 Métodos Incrementais Iterativos no Programa DIANA

Os métodos iterativos disponiveis no programa DIANA Finite Element Analysis siao os
métodos de Newton-Raphson, regular e modificado, o método da rigidez constante, o
método da rigidez linear e o método secante e/ou de quase-Newton, de acordo com o
algoritmo de Broyden, Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BEGS) e Crisfield, ver Diana User’s
Manual (2003).

Esses métodos podem ser combinados com o acelerador de convergéncia “Yine search” e o

processo continuo de iteracao. O erro admitido no critério de convergéncia pode ser
. A . ~ , -2

baseado em forca, deslocamento e energia. A tolerancia padrao é da ordem de 107, para

4 o, .
forca e deslocamento, e de 10™ para o critério de energia.

A maneira como a resolugdao do sistema de equagdes nao-lineares é paralisada, deve ser
analisada com suficiente rigor, no programa DIANA Finite Element Analysis, ou em
qualquer outro programa baseado no MEF. O programa informa se a solugdo convergiu
ou divergiu e o colapso numérico pode niao ter nenhuma relagdo com o colapso real da

estrutura. O resultado deve ser interpretado através da resposta do diagrama carga-
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deslocamento, para algum ponto notavel da estrutura, com a introducio de valores

decrescentes de carregamento a partir do valor corresponde a resisténcia estrutural.

Para o controle do passo incremental o programa, DIANA Finite Element Analysis,
dispoe do controle do carregamento, do controle direto do deslocamento, do controle do
comprimento de arco (“arc length control”), com restricdo quadratica ou linear, do controle
indireto de deslocamento e do controle indireto de deslocamento com a variante CMOD.
O método de controle do comprimento do arco pode ser combinado com o método
adaptativo de incremento de carga, “adaptive load incrementation” (Diana User’s Manual,

2003).
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Capitulo 5
Modelos Constitutivos para a Modelagem

Numérica dos Materiais

O inicio da ruina ou do colapso de um material estrutural e/ou estrutura sob uma dada
solicitacdo mecanica, exclusive os fenomenos da flambagenr e de deformagiao excessiva, é
estabelecido quando o estado de tensao-deformagio atuante no espécime estrutural atinge
determinados limites estabelecidos como critérios de ruptura. Esses critérios, baseados na
Teoria da Plasticidade (ver: Chen e Han, 1988), nada dizem a respeito da condugao do
processo de ruptura, ou seja, da abertura e do crescimento da fratura. Entretanto, uma vez
estabelecida a condi¢ao de ruina uma descontinuidade no meio ¢ introduzida e o processo
de ruptura ¢ iniciado. Assim, para uma adequada representagdo do comportamento
mecanico do material estrutural acopla-se, ao critério de ruptura, um modelo para a

representa¢ao da descontinuidade introduzida no meio.

A observagao fisica do processo de ruptura ou fratura ¢é traduzida, nas formulagoes
computacionais, através dos modelos numéricos de fissuras, de acordo com a representagao
dada para o meio material. O meio material pode ser representado como continuo,

discreto ou combinado (misto), segundo classificagao feita por Jirasek (2003). Os modelos
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numéricos de fissuras apoéiam-se nos conceitos teoricos da mecinica da fratura, da mecinica do

dano e da fisica estatistica.

Os modelos numéricos mais proeminentes, para a analise de fraturas em materiais quase-
frageis, através do método dos elementos finitos, sao os modelos de fissura distribuida,
“smeared crack model”, e de fissura discreta, “discrete crack model”. Nesses modelos, a
resisténcia a tracao do material ¢ quem define o inicio do fraturamento que ¢ entdo
governado por uma lei dada em fungdo da abertura da fratura e obtida do ensaio de um
espécime do material. Essa lei ¢ a curva de amolecimento: tensdo-abertura de fissura

(o—w).

5.1 Representagio Numérica dos Materiais

A estrutura ou o espécime a ser analisado é usualmente considerado como uma associagao
de entidades elementares, cujo objetivo é descrever a ligacdo entre a deformagdo e as
forcas que estas transmitem (Jirasek, 2003). Na representacio do meio material como
continuo (Fig. 5.1a), o elemento de constru¢do é um volume infinitesimal, e o
comportamento do material é descrito através da relagdo tensio-deformagdo. Por outro
lado os modelos discretos (Fig. 5.1b) sdo tratados como entidades finitas, tais como:
particulas ou elementos de barra que estabelecem a relagio entre as forgas internas
atuantes e os deslocamentos relativos e/ou rotacoes de forma individual. Como
alternativa 2o modelo continuo e 20 modelo discreto, os modelos mistos combinam
quantidades continuas com quantidades descontinuas. Nos modelos mistos (Fig. 5.1c)
uma relagdo tensdao-deformacio ¢é atribuida a quantidade continua, enquanto uma lei de

separacao ¢ atribuida a parcela descontinua.
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Figura 5.1 — Modelos para a representagio do meio material: (a) modelo continuo, (b)
modelo discreto, (c) modelo misto

5.1.1 Modelo Continuo de Representagio

O exemplo mais simples de representa¢ao do meio material continuo ¢ a relagao tensao-
deformacgao, de acordo com a lei de Hooke, enunciada na Teoria da Elasticidade (ver:
Timoshenko e Godier, 1980). Dada para os materiais isotrépicos com comportamento
elastico-linear, utiliza apenas dois parametros para descrever o comportamento do
material. Modelos eldsticos mais gerais abandonam a consideracio de isotropia e/ou de
linearidade, para levar em conta efeitos de ortotropia e de anisotropia, ao se aumentar o

numero de constantes eldsticas.

Os modelos elasticos que nao apresentam linearidade sio os modelos de hiper-
elasticidade, que deriva a relagdo tensao-deformacido através de um potencial elastico, ou
de hipo-elasticidade, que postula as equagdes constitutivas diretamente de um processo
incremental, ao variar a matriz de rigidez tangente ou o médulo de flexibilidade (Jirasek,

2000).

Outros exemplos, para a representacao do meio continuo, sao os modelos de plasticidade
que usualmente decompde a deformacio em uma parcela elastica e outra plastica,
assumindo que a matriz de rigidez permanece constante; o modelo numérico de fissuragao

distribuida  “sweared crack model”, onde a deformagdo total é decomposta em uma
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deformacio elastica e em uma “deformacio de fissura”; o modelo da banda de fissura,
“crack band model”, caracterizado através de uma deformacao de amolecimento e do valor
da largura da banda, /4, no fronte da fissura (Bazant, 1976; Bazant e Cedolin, 1979, 1980,
1983; Cedolin e Bazant, 1980; Bazant e Oh, 1983); a teoria de Cosserat e do gradiente
continuo, onde, na descri¢io do continuo ¢ adicionado graus de liberdade para a rotagao e
gradientes de deformacao, respectivamente (de Borst e Muhlhaus, 1991); e os modelos da
mecanica do dano dos meios continuos, que descreve o processo de plastificacio como

um fenoémeno irreversivel, que conduz a degradacao progressiva da rigidez.

No modelo isotrépico de representacio do dano, a degradacdo progressiva da rigidez é
um tensor, obtido da multiplica¢do da rigidez inicial por um escalar, isto é, o dano ¢é
caracterizado por um simples parametro (Jirasek, 2000). Teorias mais refinadas levam em
conta o carater anisotropico do dano. As formulag¢oes anisotrépicas de dano podem ser
baseadas no principio da equivaléncia de deformag¢des ou no principio da equivaléncia de

energia.

Os modelos de materiais para a representacao do continuo tém um carater tensorial, no
sentido que estabelecem uma relacao direta entre o tensor das tensdes e o tensor das

deformacdes.

5.1.2 Modelo Misto de Representagao

O modelo misto de representacio do meio material resulta de um acréscimo ao modelo
continuo pela introdugdo de uma elevada concentragao de deformaciao devido ao esfor¢o
de tragdo ou a um intensivo deslizamento por cisalhamento. O valor elevado da
concentragao de deformacao ou do intensivo deslizamento implica na descontinuidade
interna do meio. Para descrever a descontinuidade interna é necessario um postulado que

descreve como esta se inicia e como esta se propaga. Um exemplo ¢ a generalizacio do
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critério de Gruffith (1920), da mecanica da fratura elastica linear, para um material com uma
pré-fissura ou entalhe. A propagac¢ao da fissura ¢ iniciada quando a tensao, que representa
a singularidade, no fronte da fissura, atinge um valor critico. A dire¢ao de propagagao
pode ser definida de varios modos: baseada na maxima tensio tangencial, no valor

maximo da taxa de energia liberada ou na minima densidade de energia de deformagao.

O critério classico de Griffith ndo se aplica aos materiais quase-frageis. Para esses materiais
deve-se fazer uso dos modelos coesivos da MFNL, a menos que a dimensao do espécime

¢ bastante grande em relagdo ao tamanho da fissura (ex. estudo de barragens de concreto).

Para os materiais quase-frageis existem os modelos constitutivos baseados nas curvas de
resisténcia (curva-R), que considera a tenacidade a fratura como uma fungao da extensao
da fissura, e o modelo da fissura ficticia, ‘ficticions crack model”, proposto por Hillerborg,
Modéer e Petersson (1976) e Hillerborg (1980). O modelo da fissura ficticia abandona a
hipotese de que as faces de separagdo da fissura sao livres de tensoes e introduz uma lei de
separacao que governa a perda progressiva da coesao no fronte da fissura. Essa lei de
separa¢ao ¢ formulada com uma explicita dependéncia da tensao de tracdo transmitida na

separa¢ao (abertura) da fissura.

O modelo numérico de fissura discreta, “discrete crack model”, esta de acordo com o modelo

de representacao misto, isto é, uma lei de separaciao representa a descontinuidade e uma
b b

lei com base no meio continuo, representa a regiao fronteirica 2 descontinuidade, ou seja

5 b b

para os pontos que ainda nao atingiram o critério de ruptura, que ¢ definido pela maxima

tensao de tragio.

No modelo tipo “discrete crack model”, a fissura é moldada como uma descontinuidade entre
os elementos finitos utilizados para discretizar a estrutura. A menos que a trajetoria da
fissura ¢ conhecida por antecedéncia, o modelo de fissura discreta requer uma permanente

atualizagdo da malha de elementos finitos a cada passo de carregamento (Wawrzynek,
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1981; Bittencourt, Wawrzynek, Ingraffea e Sousa, 1996). Entretanto, a descontinuidade
pode ser introduzida no interior do elemento e esse inconveniente pode ser contornado,
através dos modelos de fissura embebida, “embedded crack approach”, (Dvorkin, Cuitifio e

Goia, 1990; Klisinski, Runesson e Sture, 1991).

Outros tipos de modelos que exploram a descontinuidade do meio, através do critério de
ruptura dado pela maxima tensdo de tragdo, sio os modelos utilizados para simular a
perda de coesdo entre elementos de interface, por exemplo, a decoesdo entre o concreto e
a armadura ou entre a fibra e a matriz de cimento nos materiais compositos (Aveston,
Cooper e Kelly, 1971; Shah e Ouyang 1991). A diferenca aqui é que a posicio da

descontinuidade é conhecida por antecipagao.

5.1.3 Modelo Discreto de Representagao

O modelo discreto abandona a idéia de representagao do continuo através de uma lei
constitutiva. A simulacao do comportamento do material ¢ feita de forma direta, com base
em um modelo simplificado da sua microestrutura, ou seja, das particulas constituintes,

das fases existentes e das ligacoes entre si (Bazant e Planas, 1998).

O termo discreto, aqui utilizado, refere-se aos modelos de representa¢do que varrem a
estrutura interna do material, porém, sem o rigor de abordar a sua estrutura atobmico-
molecular. A idéia é considerar a heterogeneidade do meio material para a partir daf

traduzir o seu comportamento global.
Os modelos discretos sao representados por uma associagao de entidades elementares, tal

como barras, molas, barras fletidas, esferas ou outra geometria para a descricio das

particulas.

76



Capitulo 5 — Modelos Constitutivos para a Modelagem Numérica dos
Materias

Um exemplo extremo, de modelo discreto de representagdo, ¢ o concreto numérico de
Roelfstra, Sadouki e Wittmann (1985), Wittmann, Roelfstra e Kamp (1988), Roelfstra
(1988), em que a argamassa, os agregados e a interface (zona de transi¢ao), sio modelados
de forma independente através do método dos elementos finitos. O concreto numérico
requer a geragao da geometria do material (posicionamento da distribui¢do randomica dos
agregados na argamassa de cimento) e uma discretizagao adequada dos elementos a fim de

reproduzir a geometria da interface (Bazant e Planas, 1998).

Dois outros exemplos sdo: os modelos de particula, ‘particle models” (Cundall e Strack,
1979; Jirasek e Bazant, 1995); e o modelo reticulado, “attice model” (Hansen, Roux, e

Herrmann, 1989; Herrmann, 1991; Schalangen, 1993; Bittencourt e Kang, 2004).

O modelo de particula é bastante empregado para o estudo da microestrutura e da
propagagao de fissuras em geomateriais. Foi originalmente idealizado como particulas
rigidas que se interagem por friccdo para simular o comportamento de solos granulares

(Jirasek, 2000).

No modelo reticulado o material é esquematizado como uma malha de elementos de barra
que, em substituicio a0 meio continuo, ira representar a heterogeneidade do material
através da implementacdo direta do nivel de desordem. Nesse modelo as barras do
reticulado sdo arranjadas de forma que as suas extremidades vao coincidir com o centro

das particulas constituintes do material, onde translagdes e rotagoes sio definidas.

5.2 Critérios de Ruptura

A maioria dos critérios de ruptura, definidos em teoria da plasticidade, faz uso da divisao
do estado de tensao e de deformacido em uma parcela volumétrica e outra desviatoria

(estado distorcional), para a definicao da lei sob a qual o material escoa e/ou plastifica,
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entrando assim em colapso. O fendmeno do escoamento é um processo irreversivel de
deformacao que ocorre no interior do material, tal como o deslizamento de cristais nos
materiais metalicos, ndo estando, porém, restrito a esse grupo. A formulagio matematica
do fenomeno de ruptura pode ser estendida para outros tipos de materiais, como solo e

concreto (Diana User’s Manuals, 2003).
O tensor das tensoes pode entdo ser decomposto em:

c=0,0+s (5.1)
Onde, 0, =0:0/3=0,,/3 ¢éa ten¢do volumétrica principal (estado hidrostatico), & é
um tensor de primeira ordem (delta de Kronecker), e s sdo as tensOes desviatorias e
k=1,2,3.
De forma similar, o tensor das deformagdes & pode ser decomposto como,

E=&.0+¢ (5.2)

onde: &, =¢:0/3=¢,,/3 éa deformagio volumétrica principal, ¢ é a deformagio no
estado desviatorio e £=17,2, 3. Para um material isotropico o0, e s podem ser escrito

em termos do médulo volumétrico ou de compressaio K e do médulo de elasticidade

transversal G, conforme as equagoes (5.3) e (5.4).

o, =3Ke, (5.3)

5 =2Ge (5.4)
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Uma vez que, para os materiais isotrépicos as tensdes principais sao suficientes para a

representacio do estado de tensdo, o colapso de um material estrutural pode ser
estabelecido em termos dos invariantes I,, [, e J,, onde: I, é o primeiro invariante do
tensor das tensoes; [, e J; sdo o segundo e o terceiro invariantes das tensoes

desviatorias (Egs. (5.5), (5.6) e (5.7)), respectivamente.

l,=0:0=0,, =0,+0,+0,=30,, =30, (5.5)
11 _7[( )2 ( )2 ( )2] 2 2 2
]z—zy.s—zy&;y—g o, —-0,) +\o,,-0,,) +\lo;,—0,) |[+0,+0,,+0; =
1 3
:Z[(O-’ _0-2)2 + (0-2 _0-3)2 + (0-3 _0-1)2 :_Tjn
(5.6)
J;= det|s| = det‘sy.‘ =5,5,5 = (0', -0, )(02 -0, )(03 - O'V) (5.7)

Nas equagoes acima, o0,,7 =1,2,3 sdo as tensoes principais; s,,7 =1,2,3 sdo as tensoes
desviatérias principais; 0,, € 7,, sdo as tensdes octaédricas normal e tangencial. Assim, o
colapso em termos dos invariantes I,, [,, ], pode ser escrito conforme a Eq. (5.8),

onde: x é uma constante do material.

Sy J5555%) =0 (5-8)

Os principais critérios de ruptura sio os critérios de Tresca, Von Mises, Drucker-Prager,
Mhor-Coulomb e o critério de Rankine. Esses critérios sio comumente denominados
como dependentes da pressio, ‘presure-dependent”, quando o material esta em funcio do

primeiro invariante, [,, e independentes da pressdao, ‘presure-independent”, em caso

contrario.
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5.2.1 Critério de Tresca

O critério de Tresca ¢ historicamente o mais antigo dos critérios de ruptura. Ele estabelece
que o colapso do material inicia quando a maxima tensao de cisalhamento atinge um valor

limite K =7,. O critério de Tresca requer que uma das 6 igualdades (Eq. (5.9)), seja

satisfeita.

12 . =17,; 22 ’ =17,; 32 : =17, (5.9)
Em termos dos invariantes o critério de Tresca é escrito na Eq. (5.10).
F(],,0)=24], sin(0+§)—ao; (0<6<60" (5.10)

Na Eq. (5.9) 7, é obtido da igualdade (5.11) ¢ 8 da condi¢io (5.12); o, é obtido de um

ensaio de tragdo axial e corresponde ao valor de tensdao para o qual o material entra em

colapso.

o, =21, (5.11)

(5.12)

5.2.2 Critério de Von Mises

O critério de Von Mises ¢ estabelecido pela igualdade (5.13), com x =7, expresso em

termos 0,, conforme a Eq. (5.14).
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JU)=AJ,—7,=0 (5.13)
0, =T,N3 (.14

Na Fig. 5.2 tem-se a representacdo dos critérios de Tresca e de Von Mises no plano

meridiano (Fig. 5.2a), no plano deviatério (Fig. 5.2b) e para o estado plano de tensio (Fig.

’ ﬁ\)

” 1
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Figura 5.2 — Critérios de Von Mises (linha cheia) e de Tresca (linha pontilhada): (a) plano
meridiano; (b) plano desviatério; (c) estado plano de tensio.

Vé-se que o critério de Von Mises, representado através de um circulo (Fig. 5.2b) e de
uma elipse (Fig. 5.2¢), envolve o critério de Tresca, representado por um hexagono.

5.2.3 Critério de Drucker-Prager

O critério de Drucker-Prager, formulado em 1952, é uma simples modificagdao do critério
de Von Mises, onde a influéncia da pressao hidrostatica no mecanismo de ruptura ¢

introduzida pela inclusio do termo al,, na Eq. (5.15), resultando na condig¢ao (5.10).

fU)=al,+4],—7,=0 (5.16)
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O parametro « (coeficiente de atrito) ¢ uma constante do material. Quando seu valor é
igual a zero a Eq. (5.16) se reduz ao critério de Von Mises.

A superficie de ruptura para o critério de Drucker-Prager é representada por um cone no
espaco das tensoes principais (espagco de Westergaard). Se ¢ é constante a representacao
da superficie de ruptura no plano meridiano é uma linha reta (Fig. 5.3a). De uma forma

geral @ depende de o e a linha representada no plano meridiano ¢ curva. No plano
0,— 0, (estado plano de tensdo), o critério de Drucker-Prager é representado por uma

elipse assimétrica em relagdao a origem (Fig. 5.3c).

(b) (c)

o

m A1)
A

Figura 5.3 — Critério de Drucker Prager: (a) plano meridiano; (b) plano deviatério; (c)
estado plano de tensdo.

W7

5.2.4 Critério de Mhor-Coulomb

O critério de Mhor-Coulomb é uma generalizagio do critério de Tresca. No caso mais

simples, o valor critico da tensdao de cisalhamento ¢ dado pela Eq. (5.17).

T=*cFotang (5.17)
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Na Eq. (5.17) o ¢é a tensdo normal e ¢ ¢ ¢ sdo constantes. O parametro ¢, denominado
de coesao, representa a resisténcia ao cisalhamento entre as superficies do material ¢ o

parametro ¢ ¢ o angulo de atrito interno.

O critério de Mohr-Coulomb ¢ facilmente visualizado no plano ¢ —7 (Fig. 5.4). No caso
mais geral a reta definida na Eq. (5.17) ¢ definida por uma func¢io nao linear 7(o). Na
Fig. 5.5 ¢ mostrada a superficie de ruptura no plano meridiano (Fig. 5.5a), no plano

desviatério (Fig. 5.5b) e para o estado plano de tensao (Fig. 5.5¢).

/

5 c

cay c

Figura 5.4 — Critério de Mhor-Coulomb.

(a) v (b) (c) |
\
/ o3 o2

Figura 5.5 — Critério de Mhor-Coulomb: (a) plano meridiano; (b) plano deviatério; (c)
estado plano de tensao.
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Em funcdo dos invariantes das tensoes o critério de Mohr-Coulomb pode ser escrito na

Eq. (5.18).

—1 sin sin| z \/Ecos z sin@—ccos@ =
f(I,,]Z,Q)—ﬁl, ing+4//,si (9+3j+\/Z (9+3j1 ¢ $=0 (5.18)

5.2.5 Critério de Rankine

O critério de Rankine ou da maxima tensio normal é obtido fazendo ¢ = 90" no critério
de Mhor-Coulomb. De acordo com o critério de Rankine o estado colapso de um material
estrutural é estabelecido quando a maxima tensao principal alcanga volar o, e a piramide
hexagonal de Mhor-Coulomb ¢ transformada na piramide triangular de Rankine (Fig. 5.6).

(a) (b) o1 (c)

A

/ v oz

\

Figura 5.6 — Critério de Rankine: (a) plano meridiano; (b) plano desviatério; (c) estado
plano de tensdo.

5.2.6 Critérios de Ruptura no Programa Diana

Os critérios de ruptura disponiveis no programa DIANA Finite Element Analysis para
os materiais quase-frageis sio os critérios de Tresca, Von Mises, Drucker-Prager, Mohrt-
Coulomb e Rankine. No programa DIANA o limite de ruptura a tragdo é dado para um

valor constante da resisténcia a tragao (“constant stress cut-off”’), ou seja, o critério de Rankine
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(Fig. 5.7(a)) ou para os valores da tensao principal variando, segundo a Fig. 5.7(b), entre os

valores f, e f,(1+0,/ f.).

(@) A ORI

a7 o7

Ji fi

Ji gz £ I Oz

fC

Figura 5.7 — Limite de ruptura a tragao nos materiais quase-frageis no programa DIANA:
(a) “constant stress cut-off’; (b) “linear stress cut-off”.

Para o comportamento a compressao os critérios de Tresca, Von-Mises, Mohr-Coulomb e
Drucker-Prager podem ser empregados. Para o emprego dos critérios de Mohr-Coulomb
e Drucker-Prager ¢ necessario informar o valor do angulo de dilatancia, que consiste em
uma medida do aumento de volume que acompanha o comportamento do concreto
comprimido. O programa DIANA também dispoe dos critérios de Egg Clam-clay, Mhor-
Coulomb modificado e o modelo de Hoek-Brown, ver Diana User’s Manual (2003). Os
critérios de Egg Clam-clay e Mhor-Coulomb representam o comportamento do material
tanto na tracio quanto na compressao. O modelo de Hoek-Brown ¢ indicado para o

estudo do comportamento mecanico de rochas.

Os modelos de Tresca e Von Mises sao também empregados para a modelagem dos
materiais que independem da pressio hidrostatica, tais quais as armaduras nas estruturas
de CA e CARFA. No programa DIANA é mais conveniente o uso da opgao “reznforcement”
para a modelagem da armadura. Essa opgao utiliza o critério de Von-Mises para

representar o comportamento mecanico da armadura que pode ser modelada com os
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modelos reologicos elasto-plastico perfeito (Fig. 5.8(a)), elasto-plastico com encruamento

(Fig. 5.8(b)), ou fornecido pelo usuario.
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Figura 5.8 — Modelo elasto-platico perfeito (a) e elasto-plastico com encruamento (b)

5.3 Representagao Numérica de Fissuras no Programa Diana

Para a simulagdo dos processos de fratura nos materiais quase-frageis, tal qual o concreto
e o CRFA, estao implementados no programa DIANA o modelo de fissura discreta,
“discrete crack model”, o modelo de fissura distribuida, “sweared crack nwodel”, e o modelo
denominado “fotal strain crack model”, que se baseia em deformagdes. O modelo tipo “Yotal
strain crack model”, nao faz uso dos critérios de ruptura para o estabelecimento do inicio do
colapso do material e o seu comportamento mecanico ¢ traduzido pelo historico completo
das deformacdes, tanto na tragao quanto na compressiao. Esse modelo nao sera utilizado
neste trabalho, uma vez que, a maioria das variaveis requerida para o seu uso efetivo,
relativamente ao comportamento do concreto ¢ do CRFA a compressao, nio foram

determinadas nas investigagoes experimentais.
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5.3.1 Modelo de Fissura Discreta

O modelo de fissura discreta, “discrete crack model”, implementado no programa DIANA ¢é
limitado a representagdo de fissuras entre elementos de interface. Esses elementos
relacionam a forga atuante na interface com os deslocamentos relativos das superficies em
contato. O modelo de fissura discreta é capaz de simular tanto o Modo-I quanto o Modo-
IT de fraturamento. Para uma combinacdo entre esses dois modos (modo misto de
fraturamento), deve se usar o conceito de “wrack dilatancy” (ver: Diana User’s Manuals,

2003).

No modo I, que ¢ de interesse para a simulag¢ao de espécimes em 3PBT, a lei constitutiva

do material é expressa em termos da tensao de tracdo (7,) em funcao (f,) da abertura

relativa da fratura (A, ), tal que:

t,=1A,) (5.19)

n

A tensdao normal 7, = f, (Aﬂ ) ¢ governada pelas curvas de amolecimento mostradas na
Fig. 5.9, para uma resposta fragil, amolecimento linear, nio-linear ¢ multi-linear, onde: G,

denota a energia de fratura (irea sobre o grifico 7, = f, (A, )) para o Modo-L

i, i, ty i,
L A Te fe
G G
Ain An Atn Aum

() fragil (b) linear {c) ndo—linear {(d) multi-linear
Hordijk et wl.

Figura 5.9 — Curvas de amolecimento para o Modo-I de fraturamento.
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As equagdes de governo para a fratura discreta, de acordo com as suas respectivas curvas,

sao dadas por:

e Fratura fragil

£a) [1 7, <0 0
5 o oA, (= (20
e Amolecimento linear
) | o7- Ao, A,
n u, — A ” o ult (5_21)

S o A, (A, (e

onde: A, =2G, / /, (abertura ultima da fratura) é o ponto de intersec¢ao da curva com

o cixo 4, = (Fig. 5.7b).

e Amolecimento nao-linear (Hordijk et al.)

A, ’ A,
T+ ¢ A exp| —¢, A
o)

T (5.22)

A
I B A—h(i + ‘73 )CXP(_ 52) i 0<Am <A”w

Ay it

0 i A, (A, (o

Na equagao acimac¢, =3, ¢,=06.93 e a abertura uUltima da fratura é dada por:

A, =5136G,/f.

"
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¢ Amolecimento Multi-linear

O amolecimento multi-linear ¢ completamente definido pelo usuario. Para uma
representacao bi-linear (representacao de Hillerborg) o ponto de intersec¢ao entre as duas

retas (Fig. 5.7d) possui coordenada (4 f,,5A, ).

“, Jult

5.3.2 Modelo de Fissura Distribuida

O modelo de fissura distribuida, “sweared crack model”, consiste em um modelo particular
desenvolvido especificamente para os materiais quase-frageis. Existe uma certa confusio
na literatura porqué a expressdo “Sweared crack” é frequentemente interpretada como a
contraparte da expressao “discrete crack” e, nesse sentido, qualquer modelo baseado no
continuo (independente de ser baseado em plasticidade ou dano (ex. o modelo “%ozal strain
crack model”) pode ser rotulado de “Sweared crack model” (Jirasek, 2000). Entretanto, o termo
“smeared crack model” é reservado para uma classe mais estreita de modelos que decompde a

deformagdao em uma parcela elastica e outra inelastica, relacionada com a abertura da

fissura (), devido a forga de tracdo f,, transmitida através da mesma, e que depende do

comportamento da zona de processos de fratura (ZPF), na ponta da trinca (Fig. 5.10).
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Figura 5.10 — Zona de processos de fratura no concreto.

O modelo de fissura distribuida foi originalmente introduzido por Rashid (1968). Com a
introdugdo da fissura o material passou a ser representado como ortotrépico (Kwak e
Fillipou, 1990). Inicialmente a dire¢ao da fissura foi assumida como fixa e o cisalhamento
na superficie da fissura foi tratado com a introdugdo do fator de reten¢iao ao cisalhamento
(Suidan e Schnobrich, 1973). Mais tarde foram admitidas rotagdes nos eixos de ortotropia
(Cope, Rao, Clark e Norris, 1980), o que implicou no desenvolvimento do modelo de
fissura rotacional, “rotating crack model” (Gupta e Akbar, 1984). O modelo original de
fissura fixa, “fixed crack model”, foi estendido para o modelo de multiplas fissuras nao-
ortogonais (De Borst e Nauta, 1985; De Borst, 1986). O modelo de multiplas fissuras nao-
ortogonais sera o modelo utilizado nesta investigacao. Esse o modelo esta implementado,
no codigo de calculo DIANA Finite Element Analysis, com a denominacgao

“Multidirecional Fixed Crack”.
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5.3.2.1 Multidirecional Fixed Crack

No modelo “wultidirecional fixed crack” a deformagao total & (Eq. 5.23), normal a fratura e
na dire¢ao da forca de tragao f,, ¢ decomposta em uma parcela elastica &°, representando
o material integro, ¢ em uma deformacio de fissura ¢” (Fig. 5.11). Com a parcela

decomposta da deformagio € ¢ possivel modelar um grande nimero de fissuras que

ocorrem simultaneamente.

e=¢&"+¢&" (5.23)

A deformagio de fissura ¢” (Eq. 5.24) é o resultado da divisao da abertura da fratura ()
pela largura de banda de fissura (4) que ¢, por defini¢do, a largura de uma zona de

concetracio de deformacio e/ou microdefeitos (zona de danificacio) que se desenvolve
no material estrutural em estudo e nas areas de maxima tensao de tragao, preconizando o

crescimento e a abertura da trinca.

" =w/h (5.24)
O'm':,‘

S S

t
Enn Enn

Figura 5.11 — Decomposi¢ao da deformagio na dire¢io normal a fratura.
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O modelo “Multidirecional Fixed Crack”, admite uma tensdo s; correspondente a uma

deformacio ¢ em um sistema de coordenadas 7,7, alinhado com cada fissura 7 que se
desenvolve no interior do elemento (Fig. 5.12). O vetor que associa cada deformagao de
fissura ¢ denotado por ¢” (Eq. 5.25). No modelo ‘Multidirecional Fixed Crack” a fissura é
iniciada quando a tensiao de tragdo do material é excedida e o angulo entre uma fissura
existente ¢ a tensdao principal de tragio excede o angulo limite (&, ), entre duas fissuras
consecutivas, denominado “threshold angle” (Fig. 5.12). O parametro &, ¢ por padrio igual

a 60°. Se este parametro for modificado para 90° tém-se o modelo de fissura fixa (“Fixed

Crack Model”) e se for modificado para 0° tém-se o modelo rotacional de fissura (“Rozating

Crack Model”).

\tz\
q

A
A

Figura 5.12 — Multidirecional Fixed Crack Model

¢’ = (ef,ej,...,ej’,...,e;r) g (5.25)
& ={es i) 5.26)

A relagio entre a deformacio global de fissura €” e o vetor ¢” ¢é dada pela equacio (5.27).

£ = Ne” (5.27)
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Na equagdo acima N ¢ a matriz que transforma o sistema de coordenadas local para o

sistema de coordenadas global. A matriz N escrita em funcio do vetor #' = {/X,m n },

x 7 x

normal ao plano da fissura, é dada pela Eq. (5.28).
N=[N,N,,.N.,..N ] (5.28)

Onde, para o estado plano de deformagao:

I /7,
mf m.m
N, = T (5.29)
., n.an,
2 m, A +1 m,

De forma similar obtém-se vetor das tensdes s”

b

= (75T s )" (5.30)

FEETIITR A

~ . r r T ~ ~
com a tensao na fissura / dada por s = {O'” T } . A relagio entre a tensio global o

nnyid " nt,i
e o vetor §7 é escrita como:

s"=N'o (5.31)

A Egq. (5.31) pode ser escrita em funcio da deformacio de fissura ¢”, de acordo com a

Eq. (5.32).

s = f(e")=D,¢" (5.32)
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0 DH

sec ante

slec ante 0
D, = (5.33)

Na equagdao (5.32), D, ¢é a matriz que relaciona as tensdes com as deformagdoes na
fissura, incluindo as propriedades da fissura nos modos I e II de fraturamento. A condigao

s = f(e")= D, ¢" pode ser escrita de forma simplificada a fim de contemplar a tensio

normal a superficie da fissura (o

7,0

) e a tensdo de cisalhamento (7], ,) resultando na

relacio constitutiva (5.34). Nas Eq. (5.33) a (5.35), D! e D! sao os modulos

sec ante sec ante

secantes obtidos em fun¢io das curvas de amolecimento a tragdo, o, = f (5:”): e ao

o

cisalhamento, 7, = f (}/ ), do material em estudo (Fig. 5.13); & e y, sdo as

nn
deformacoes correspondentes a tensiao normal e a tensdo de cisalhamento; 4 e f sio
fatores de redugao do moédulo de elasticidade longitudinal e transversal, respectivamente.

O fator f, denominado fator de retencio ao cisalhamento, leva em conta a rugosidade

nas faces da fissura, em modo II de fraturamento, devido ao intertravamento dos

agregados.
0;:1 _ DsIcc ant 0 gZ? (5 3 4)
“ 0 D"|lr, '
Ds]cca/zt = LE (0 < ILl < 7) Ds]clca/zt = LG (0 < IB < 7) (5'35>
1—u -5
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cr cr
Onp Tt

I 7
Dseccmte Dseccmte

or er
Ean Vi

Figura 5.13 — Médulos secante em regime de fissuragao

A partir da relagao (5.23) a tensao golbal é calculada como:

o=Dle-e"). (5.36)

Substituindo (5.27) em (5.26), vem:
o =Dle+Ne7). (5.37)
Com a notacio §s” =N'oc =D ¢ =N'e" (igualdade entre as equagdes (5.31) e (2.32)),

resulta:

oc=Dle-N(D.,,)'N'c} (5.38)

sec ante

oc={D.-DN®D", +N'DN)'N'D e (5.39)

sec ante

Relagao Tensao-Abertura de Fissura

A abertura da fratura esta relacionada com uma propriedade intrinseca a0 comportamento

mecanico do material estrutural que ¢ a taxa de energia consumida durante a propagagao
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da fratura. Essa taxa de energia ¢ quantificada pela area sob o grafico tensdo-abertura de

fissura e/ou diagrama de amolecimento (Fig. 5.14).

= )

Figura 5.14 — Diagrama tensdo-abertura de fissura.

Dessa forma a relagio entre a tensio normal a fissura o e a correspondente deformacio

i

g & escrita através da relacio multiplicativa (5.40), onde: f, ¢ a resisténcia a tragdo;

nn

g”

i, ult

¢ a deformacao ultima e y(...) representa o diagrama de amolecimento.

o (en)= fof 2 (5.40)

nn ult

. . . . : I
Se a curva de amolecimento do matetial ¢ relacionada com a energia de fratura G, para o

Modo-I de fraturamento, e para um comprimento de banda de fissura denotado por 4, a

relacao (5.41), ¢ entdo obtida.
GL=h[" "o (e Jer (5.41)

/ a_g o \Tm nn

m

A substituiciao da Eq. (5.40) na Eq. (5.41), resulta em:
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I A
G} = /?/[l .[:; -0 )}( ””” ]ng (5'42)

nn ult

-
71

Substituindo a variavel & por

= (5.43)

e consequentemente de’ =&,

nn,ult

dx , obtém-se a relacdo (5.44).

G =t [k Yo (5:44)

o

Assumindo que a deformagdo dltima de fissura & ¢ finita, a expressao final para a

1, ult

deformacao ultima ¢ dada por:

or Vi
g =—x—= 5.45
nn ult a /?/f[ ( )
com o fator & dado pela Eq. (5.40).
o= fj:y(x)dx (5.46)

O valor &7

nn,ult

¢ assumido como sendo uma constante relacionada com a propriedade do
. , C A . N ~ : I ,
material, através da resisténcia a tragdo (f,), da energia de fratura (G,) e da édrea do

clemento finito (A,), pela introdugao da largura da banda da fissura (b =,/ A, ).
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Para a representacao da fissuracdo distribuida, nos materiais coesivos, o program Diana
admite o comportamento fragil (“Brittle Cracking”) e as opgdes de amolecimento linear
(“Linear Tension Softening”), amolecimento multi-linear, (“Multilinear Tension Softening”) e

amolecimento nao-linear (“Nonlinear Tension Softening”).

e Fratura fragil

No modelo para a fratura fragil (Fig. 5.15) o comportamento fragil é caracterizado pela

perda total de resisténcia apos se atingir o critério de ruptura.

Onn

Jt

T
peak
Enn Enn

Figura 5.15 — Ruptura fragil (Diana User’s Manual, 2003).

A energia dissipada pela estrutura para que ocorra a ruptura ¢ dada na Eq. (5.47), onde:

e =f|E.

nn

1
G =7 ) (5.47)

e Amolecimento linear

No caso do amolecimento ser admitido como linear (Fig. 5.16) a relagao entre a tensao ¢ a

deformacao de fissura ¢ dada pela Eq. (5.48).
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- o 8,1,1 . o a
i&‘) — 7_ or Zf 0 < g;m < gﬂﬂ,h/f (5 48)

f - g/m,u/t
7 . or or
0 Z]r g/m,u/t < gﬂﬂ <

A estimativa da deformagao ultima (Eq. 5.50) ¢ obtida para & de acordo com a condi¢ao

(5.49).

0
Onn

cr cr
Enn,uit Enn

Figura 5.16 — Amolecimento linear (Diana User's Manual, 2003).

1
= e = dic + [0 = (1= ) = — 5.49
a= [kt = [ sleedde+ [oube = [(1—0ycbe = (5.49)

G[
&y =215 (5.50)

’ b,

Sendo:

L0 (5.51)

dx|._,

O menor valor da deformagao tltima de fissura é dada por:
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g =l (5.52)

nnyult ,;min E

¢ Amolecimento multilinear

O modelo multilinear (Fig. 5.17) adota semi-retas para descrever a curva de amolecimento
do material. Nesse modelo a inclina¢ido da primeira semi-reta deve obedecer a condi¢ao
(5.53), onde E ¢ o médulo de elasticidade, a fim de se evitar o comportamento de “szap-

back” no modelo constitutivo.

2l Il > | (5.53)

( 11 }8761,77-1,7 )

(/ tn, E’IC’:L:L‘YL /)

cT
an'n

Figura 5.17 — Amolecimento Multilinear

A condi¢ao (5.53) pode ser escrita como:

Swm|  >_F (5.54)
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A
’ E dx

(5.54)

x=0

e Amolecimento nao-linear

Duas curvas de amolecimento nao-linear (Fig.5.18) estao disponiveis, no programa
DIANA, para a simulagio da fissuracio distribuida. Essas curvas sio os modelos de

Reinhardt (1984) e Hordijk (1991).

or
Orn

i

G /h

or or
Ennult Enn

Figura 5.18 — Amolecimento Nao-Linear

Modelo de Reinhardt: Esse modelo é uma modificacio do modelo linear, através da

€quagao:

gar ‘1
o | er . or or
G/m (g/m) — 7 - g””” Z]r 0 < gﬂﬂ < gmz,u/t (5. 5 4)

; or or
0 if € <& <00

nn,ult
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Na equagdo acima ¢, = 0,37 e o valor de & ¢ calculado pela Eq. (5.55).

o= fy(x)dx = _Ey(x)dx—i— f&dx

_ ‘[(7—%’ = ¢ (5.55)
T+,
Assim, obtém-se a deform¢ao ultima como:
I
&y = 4226 /j—f (5.56)

12

Modelo de Hordijk: No modelo de Hordijk a condi¢ao que relaciona a tensdo com a

deformacgao de fissura é a Eq. 5.57.

3
e e
nn nn
1+ (c, e J exp(— ‘, e J
or or nn,ult 1, ult
ouler)

/. w14 yexp(—c,) if O<el <&l

nn,ult

(5.57)

nn,ult

. or or
0 ?f g}m,y/t < g}m <®

Os parametros ¢, e ¢, valem 3 e 6.93, respectivamente. Com o valor de @ (Eq. 5.58),

calcula-se &7

1, ult

(Eq. 5.59).

102



Capitulo 5 — Modelos Constitutivos para a Modelagem Numérica dos
Materias

R

= fy(x)dx = _[y(x)dx + Jmde
‘[(7 + (f,X )3 )exp (— czx)— x(7 +e¢/ )exp (— ¢, )dx

—12¢] —=12¢)c,—6¢)c; —2¢) — 2¢)¢) (5.58)

—ch =]l +12¢) exp(e,)+ 2¢) exp(c,)

Zf;‘ exp(¢,)

nn,ult

Gl
g7 =5 736/7—; (5.59)

5.4 Obtengao da Curva de Amolecimento dos Materiais Quase-frageis

A representagao dos processos de fratura nos materiais quase-frageis ¢ feita com base nos
modelos coesivos, tal qual modelo de Hillerborg, Moodér e Petersson (1976), Hillerborg
(1980). Para esses modelos, uma lei constitutiva que relaciona a tensao com a abertura da

fissura (curva o —w) ¢é requerida.

A curva 0 —w pode ser obtida a partir de vigas prismaticas ranhuradas e carregadas em
trés pontos (Three Point Bending Test — 3PBT), segundo recomendac¢io dos Comités
Técnicos RILEM (2000a). Outros tipos de ensaio também podem ser realizados para a
obten¢ao da curva de amolecimento, tais quais: o ensaio de compressao diametral
(Barragan, 2002) e o ensaio de tracao uniaxial (Kooiman, 2000; Barragan, 2002), que ¢ de
dificil execucio.

A curva de amolecimento (¢ —») nido ¢ obtida de forma imediata (direta) para os ensaios
de flexdo e de compressio diametral. Dessa form ¢é necessario o emprego de uma
estratégia para a sua obtencdo. Essa estratégia ¢ feita analiticamente através da analise

inversa e/ou retroandlise (Sousa, 2002; Sousa e Gettu, 2004; Sousa, Gettu ¢ Barragin,
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2002a, 2002b) a partit dos pardmetros fornecidos pelas cutvas P—6 ou P-CMOD,
obtidas do ensaio experimental. Na Fig. 5.19 é mostrado o arranjo estrutural para a

execucao do ensaio 3PBT segundo os Comités Técnicos RILEM (2000a).

l carregamento
To0mm entalhe~
a5mm "
|‘—P—|—1—’|‘—P—|
25 S00mm 20
mm mm

Figura 5.19 — Ensaio 3PBT segundo RILEM (2000a)

O ajuste para a obten¢dao da curva o —w, através de analise inversa, foi feito com o
programa FIT3PB, escrito através da técnica de Programagio Orientada a Objetos (POO)

em linguagem C++ (Sousa, 2002).

5.4.1 Analise Inversa de Dados Experimentais

Os fendomenos fisicos sao descritos por uma relacao de causa (agdes aplicadas pelo meio) e
efeito (resposta que caracteriza o fenémeno e que depende das a¢oes e das restricoes do
sistema). A determinagdo dos efeitos a partir das condi¢oes iniciais do sistema (a¢Oes e
restri¢oes) sao os chamados problemas diretos, enquanto a determina¢ao de alguma das
condicbes iniciais, sendo conhecidos os efeitos, ou as restricGes do sistema, sendo
conhecidas as agoes e os efeitos, caracterizam os problemas inversos. A Fig. 5.20 esboga,

de maneira pictéria, a relagio entre problemas diretos (D) e problemas inversos (D™).
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CoUSQs eferfos

Figura 5.20 — Representagao pictoria de problemas diretos e problemas inversos

Em engenharia de estruturas os modelos sao, normalmente, bem conhecidos e, portanto,
o problema de analise inversa se reduz a identificacio de seus parametros visando a
melhor aderéncia entre os valores medidos e os calculados, sejam estes relacionados com a
geometria da estrutura, com as propriedades dos materiais, ou com a caracteriza¢ao das

acoes.

De acordo com Roelfstra e Wittman (1986) um procedimento de analise inversa, para o
ajuste da curva o —w, consiste em 4 passos (Fig. 5.21): 1) entrada de valores,
processamento computacional da analise, ajuste de valores de acordo com um critério de

convergéncia e a resposta final da andlise (valores finais).
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Figura 5.21 — Procedimento para analise inversa
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Dado um conjunto de parametros (valores de entrada), representados por um vetor p, a
resposta final da analise inversa ocorre quando o erro calculado na analise (Passo 1] - Fig.
5.21) é inferiror a uma dada tolerancia ( To/) e/ou quando um certo nimero de passos é

computado. Na Fig. 521 P, representa a curva obtida experimentalmente e P,

num

representa a curva obtida pela aproximac¢ao numérica a partir dos valores de entrada.

No programa FIT3PB o erro calculado em um ponto da curva P-CMOD,
correspondente a uma dada abertura da fratura (CMOD)), representada por um escalar v,

é dado como:
o(p,v)=PL.(psv)—D,,(p:7) (5.60)

A curva o —w que representara a resposta final da analise inversa ¢ obtida pela
minimizagao do erro durante o ajuste de modo que o critério de convergéncia fica

estabelecido com a minimizag¢ao da fungao de erro, descrita por:

¢, (0= [ 160 vy (5.61)

Na Eq. (5.61), w(») é um peso de integracdo que prioriza certos pontos da curva

P—-CMOD e v, ¢éamaxima abertura da fratura. Na implementagdo computacional a

max

estratégia para determinar o minimo da fungdo de ¢, baseia-se no que se segue:

1. Partindo do conjunto de parametros de entrada que representa a curva de

amolecimento calcula-se a funcio de erro &

sqr 2
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2. Se &

.- estd dentro da tolerancia tém-se um ponto de minimo e o ajuste da curva

de amolecimento o —w ¢ obtido. Caso contrario, novos passos devem ser

realizados até o esbalecimento do ponto de minimo;

3. A primeira e a segunda derivada da fungdo de erro, ¢, , sio numericamente

avaliadas, resultando em uma estimativa da fun¢ao gradiente (Eq. 5.62) e da matriz
Hessiana (Eq. 5.63). Essa estratégia visa determinar as derivadas parciais de acordo

com o Método das Diferencas Finitas para um par de parametros (p;,p,) € suas
varigoes Ap, e Ap, (Fig. 5.22), de modo a se obter uma forma polinomial

quadritica, ¢(p;, p,), obtida por interpolagio.

— M (5.62)
; o .
2
b, = T2 56
‘ apl.apj

L(piy pj + Bpj)

{pi — Api. pj) (pi + Api, pj)

—e

(pi. )

i T(znl of —Apj)

Pt

Figura 5.22 — Esquema para derivadas parciais
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4. Se a matriz Hessiana resulta positiva definida, a direcao de busca ¢ indicada através
do método de Newton-Raphson, de outro modo a diregdo de busca é contraria a

dire¢io indicada pela fungao gradiente (Eq. 5.62);

5. Uma vez que a dire¢io de busca ¢ determinada, um algoritmo de busca linear ¢é

empregado para se encontrar o valor de minimo em tal direcao.
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Capitulo 6
Simulag¢ao Numérica de Vigas de CS, CA,

CRFA e CARFA

Neste capitulo apresenta-se as simulagées numéricas realizadas nas vigas em 3PBT,
confeccionadas com CS e CRFA, nas vigas de CA e nas vigas de CARFA, objetos deste
estudo. As estratégias seguidas, para a garantia da confiabilidade da analise numérica,
também s3o discutidas, com base na discretizacio da malha de elementos finitos e na

validagao do modelo constitutivo empregado.

Inicialmente, faz-se uma descricdo das analises experimentais realizadas. Essa descricao
inclui o esquema estrutural (condi¢des de carregamento e de vincula¢do), as caracteristicas
geométricas das secOes e as propriedades dos materiais empregados. Apos, faz-se um
estudo da discretizacdo da malha de elementos finitos, analisando o estado de tensdes no
regime elastico, através da comparagao da resposta numérica com o resultado analitico.
Definida a malha de elementos finitos é feito um estudo do ensaio a flexdo 3PBT,
utilizando o modelo de fissura discreta, para a validagao do método de obtengao da curva
o —w enquanto modelo constitutivo para a representagdo dos processos de fratura ao se
comparar as curvas P—90 e P—-CMOD da simulagio numérica com a curva

experimental. Cumprida estas etapas, passa-se a analise nao-linear dos modelos, com a
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defini¢ao dos parametros mais adequados para a simula¢io do CRFA, ao se combinar os

critérios de ruptura com os modelos numéricos representativos da fissurac¢ao distribuida.

6.1 Descrigao do Ensaio Experimental

Os modelos estruturais utilizados nos ensaios experimentais constituem-se de vigas
ensaiadas ao esfor¢o cortante, caracterizando o tipo de ruptura cisalhamento-flexdo, e a
flexdo, para o caso de ruptura em flexdo pura, relativamente as cargas aplicadas. Esses
modelos estruturais serdo denominados de Arranjo Estrutural I (AEI) e Arranjo

Estrutural IT (AEII), respectivamente, para efeito de sua descrigao.

6.1.1 Arranjo Estrutural I (AEI)

Para o Arranjo Estrutural I (Fig. 6.1), duas séries de viga foram testadas. Essas séries
consistem de vigas com se¢ao retangular e em T, superarmadas na dire¢ao longitudinal a
fim se evitar a ruptura por flexao. A Fig. 6.2 e a Fig. 6.3, mostram as caracteristicas da

secdo transversal de cada viga.

carregarmento
—  ¢=Z20cm :::;:;:
i | i i |
A A A | A
c a b C

Figura 6.1 — Representagio do Arranjo Estrutural I (AEI)

A analise experimental envolveu a identificagio dos modos de ruptura, da resposta carga
deslocamento e a influéncia da geometria da segdo transversal, a fim de se identificar o

efeito de escala. Nas vigas de secdo retangular foi analisada a influéncia da variacdo da
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altura e, nas vigas com se¢ao em T, foi avaliado o efeito do aumento e/ou da diminui¢io
da largura e da altura da mesa. Para todas as vigas foi mantida a taxa de armadura
longitudinal, o volume de fibras, a resisténcia a compressao e a relacio entre o vao de
cisalhamento e a sua altura util. Como pode ser identificado, nas figuras 6.2 e 6.3, algumas
vigas foram ensaiadas duas vezes com o objetivo de verificar a repetibilidade dos

resultados.

Vigas em concreto simples (CS) também foram moldadas, com as mesmas dimensdes e
taxa de armadura, para as vigas retangulares com 30 cm e 60 cm de altura e para a viga em
T com largura de mesa igual a 100 cm. As vigas em concreto simples (CS) foram usadas

como referéncia para que a influéncia da adigao de fibras pudesse ser identificada.

I 54| 50
47| 45
26| 30 e
JhES J¢32 Ml e
. » o >S9 > HH
- —_ -
+— i H—
20 20 20
a =81 cm a =137 cm a =189 cm
b =129 om b=733 om b = 261 om
" bf "
I A Conzianies:
b a = 755 em
b=225 cm
48| 5d VoriGveis:
4 50 | »5 |ro0
34682 o | X
*e e 1= s|X| x| X
—F
20

Figura 6.2 — Segao transversal da primeira série de vigas de CRFA.
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Figura 6.3 — Segao transversal da segunda série de vigas de CRFA.

A tensao de escoamento da armadura, para as séries de vigas analisadas, vale

f, =50&N Jen’, v=015 e médulo de elaticidade E =210 GPa. A resiténcia
caracterfstica do concreto utilizado na mistura foi de f, =30MPa e o teor de fibra

incorporado foi de 40/ég/m3 , V=0,2 e o mbdulo de elasticidade 34,3 GPa . A Tab. 6.1,

mostra a propor¢ao dos materiais utilizados na mistura do concreto. As caracteristicas da
fibra utilizada sio dadas na Tab. 6.2. Os valores do abatimento do tronco de cone e da
resisténcia média a compressao do concreto, utilizado para moldar as duas séries de vigas,
encontram-se na Tab. 6.3. Na Fig. 6.4 estdo esquematizados os pontos onde foram feitas

medig¢oes.

114



Capitulo 6 — Simulagao Numérica de Vigas de CS, CA, CRFA e
CARFA

—  transdutor de cerregairiento
[] [] deslocamentos [] []

roseta @ i
=== apnio transdutor de — ’774;77
deslocamentos

Figura 6.4 — Detalhe experimental

=

Tabela 6.1 — Composigdo da mistura (por m?)

Cimento (CEM 1425 R) - (kg) 385

Agua (litros) 168
Brita (5 — 12 mm) (kg) 183
Brita (12 — 25 mm) (kg) 773
Areia (0 - 5 mm) (kg) 851
Plastificante (litros) 4,6

Tabela 6.2 — Propriedades da fibra

Dramix® RC 65/60 BN - fibra de aco de baixo

carbono com extremidade em gancho

Comprimento (mm) 60
Fator de forma (1/d) 65
Resistencia a tracao (MPa) 1000

Min. valor da maxima

0,8
Deformacao (%)
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Tabela 6.3 — Caracteristicas do concreto

Slump f.
Mistura (cm) (resisténcia média a
compressao em MPa)
Concreto simples 23 32,1 (£2%)
CRFA-1 17 37,7 (£2%)
CRFA-2 20 38,8 (£1%)

6.1.2 Arranjo Estrutural II (AEII)

O Arranjo Estrutural II, conforme ¢ mostrado na Fig. 6.5, consiste de uma viga bi-
apoiada e com carregamentos simétricos, caracterizando o tipo de ruptura a flexdo pura.
Os carregamentos estdo aplicados a um ter¢o e a dois tercos da distancia entre os apoios.
A viga possul se¢ao retangular e ¢ armada na dire¢ao longitudinal (armadura principal) e
na direcdo transversal (estribos verticais), para se evitar a ruptura ao esfor¢o cortante.

Foram confeccionadas com concreto simples (CS) e com concreto reforgado com fibras
de aco (CRFA). A proporcio de fibras foi de 40kg/m’ e as propriedades dos materiais

utilizados para a dosagem do concreto de confecgdo das vigas, se encontram nas Tabelas

6.4, 6.5 ¢ 6.6.. O coeficiente de Poisson ¢ igual a 0,2e¢ o moédulo de elasticidade vale

28,30 GPa.
fdcm
£
carregamento 7,5cmi
A Y 248

bl 20om

E,SGmi

4
c=7& cm, a=50cm 2072, 5mam
v v v V L v est, §6,3mm o/ 10em
A A A A A A
C 04 02 04 C

Figura 6.5 — Representacgio do Arranjo Estrutural II (AEII)
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Tabela 6.4 — Composic¢do da mistura (por m3)

Cimento (CP II — E32) - (kg) 50

Agua (litros) 21

Brita (19 mm) (kg) 135
Areia (0 - 5 mm) (kg) 115
Plastificante (litros) 0,53

Tabela 6.5 — Propriedade da fibra

Dramix® RC 80/60 BN - fibra de aco de baixo

carbono com extremidade em gancho

Comprimento (mm) 60
Fator de forma (1/d) 80
Resisténcia a tragao (MPa) 1200

Min. valor da maxima

Deformacao (%)

Tabela 6.6 — Caracteristicas do concreto

Slump f.
Mist
stura (cm) (resisténcia média a
compressio em MPa)
Concreto simples - 437
CRFA - 40,4
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Foram utilizados agos do tipo A e do tipo B, com v = 0,75 . As caracteristicas das

armaduras longitudinal e transversal para o arranjo AEII se encontram no grafico da Fig.

6.6.

200,0
N R I —
| | | |
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720,08 =k = ———
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| | | | |
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Figura 6.6 — Diagrama tensdo-deformagio da armadura

6.2 Estudo da Discretizagdo das Vigas

O estudo da discretizagdo das vigas, definidas segundo os arranjos estruturais acima
descritos, foi feito com base no panorama das tensoes, obtido para cada viga analisada,

segundo trés densidades de malhas.

Os elementos finitos empregados nas discretiza¢Oes sao os elementos isoparamétricos de
alta ordem, em estado plano de tensio e com dois graus de liberdade por né, CQ16M,
TO6MEM e CL12I, mostrados na Tab. (6.7), com seus respectivos polindmios para

translacdes #, 7 =1,2 e o estado de tensao assumido. Esses elementos foram empregados
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para a modelagem do concreto e do concreto com fibras. O elemento CQ16M ¢ baseado

em interpolagao quadratica com pontos de integracao de Gauss, ver Diana User’s Manuals

(2003).

Tabela 6.7 — Elementos CQ16M, TGMEM e CL12I no sistema de coordenadas

adimensionais e 7.

3
3 n

CQI6M

T6MEM

CL12I

”z‘(§>77):do +d7§+4277+43§77+
”4‘52 +d5772 +45§277+d7§772

Ty

..
i

n(&,n)=a,+aé +a,n

%i(éi n)=a,+ 415 ta,n+ 43577 +

4452 ta; 772

Tnormal

Oazial

Para a discretizacdo da armadura foi utilizado o elemento finito de trelica L4TRU (Tab.

0.8). Esse tipo de elemento ¢ automaticamente embebido no material estrutural

eliminando a necessidade de se preocupar com a ligagdo entre 0s mesmos, a menos que se

deseja alterar as propriedades da interface. Na maioria dos codigos de calculo, que utilizam

o método dos elementos finitos, o material estrutural e a armadura devem possuir nos

comuns, ao longo da sua interface, a fim de garantir uma aderéncia perfeita e a

compatibilidade entre os deslocamentos.

119




Capitulo 6 — Simulagao Numérica de Vigas de CS, CA, CRFA e
CARFA

Tabela 6.8 — Elementos I4TRU no sistema de coordenadas & .

L4TRU
”/(5) =a,+ ”75

——- .
‘ Taxial

6.2.1 Analise das Tensoes em Regime Elastico

6.2.1.1 Solugdo Analitica: Se¢oes Constituidas de Materiais Heterogéneos

Para as se¢des de vigas dadas na Fig. 6.7, suposta constituida dos materiais com mddulos
de elasticidade E , E , E e suas respectivas areas A, A e A (area liquida),

submetida ao esforco cortante © e ao momento fletor M, os valores das tensdes
maximas de tracdo e de compressio podem ser obtidos a partir da equivaléncia ente as

areas dos materiais envolvidos (se¢ao homogeneizada) e impondo a condigdo de

momento estatico nulo em relagdo a linha neutra. As tensdes maximas de tragdo (o) e

de compressio (0“) sao calculadas pelas equagoes (6.1) e (6.2) e a tensio de

cisalhamento (7 ), ao longo da altura da sec¢ao, ¢ calculada pela Eq. (6.3), onde seu valor

maximo corresponde ao valor da maior relagio M, /b. Nas equagoes (6.1) a (6.3) M ¢
momento fletor atuante na se¢ao; 17 ¢ o valor do esfor¢o cortante; M, é o momento

estatico; & ¢ a largura da segdo na diregao paralela a linha neutra e passando por um ponto

qualquer da mesma; x ¢ a posi¢ao da linha neutra; I, ¢ o momento de inércia da sec¢ao

homogeneizada e / ¢ a altura total da viga.
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Figura 6.7 — Viga com segdo retangular e em T, constituida de materiais heterogéneos,
submetida ao esforgo cortante |7 e a0 momento fletor M .

Para as se¢Oes retangulares o valor da profundidade da linha neutra ¢ dado pela Eq. (6.4).

2y (4) + 2dd |+ 244,00 —1)+ 24 A (s —1)
2b,(d+d" )+ Alw 1)+ A4,(n 7))

(6.4)

Para as secoes em T a Eq. (6.4) deve ser substituida pela Eq. (6.5).
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i, 07 + (0" + 2dd" [+ 204 (u=1)+ 24 A (-1~ b =0 )b, ¥ o
T e d Al e A1) h, b, 5, )] 0
Nas equacdes (6.4) e (6.5) que definem a posicio da linha neutra #» = E, /E[ en=E/E, .
O significado de 4,, d, d , d', h, e b, ¢ mostrado na Fig. 6.8. O valor de E, ¢ o valor

de E,, para analise das tensGes no regime elastico, foram adotados iguais a 270 GPa e

30 GPa , respectivamente. Assim, 7 =7 .

6.2.1.2 Analise Numérica das Tensdes e Comparagiao com a Solugdo Analitica
6.2.1.2.1 Discretizagdo do Arranjo Estrutural I (AEI)

Para a discretizacao do Arranjo Estrutural I (AEI), caracterizado por vigas carregadas no
vao de cisalhamento « = 3.54, a discretizacdo da malha de elementos finitos foi feita para

a viga com se¢ao retangular de dimensoes 20x30 ez e para a se¢ao em T com dimensdes

1050 ¢m , relativamente a altura e a largura da mesa.

Uma vez que as vigas de se¢do retangular sio geometricamente similares, uma mesma
densidade de malha foi utilizada nas simulagdes numéricas, ou seja, a propor¢ao de

elementos, relativamente a geometria do modelo, foi mantida constante.

Para as se¢oes em T, cujas varidveis sao a altura e a largura da mesa, a densidade de malha

utilizada na viga de dimensdes 70x50 oz foi estendida as demais vigas. Sendo tais

variavels crescentes tem-se, como conseqiéncia, o aumento da rigidez estrutural. Assim, a
malha ideal deve ser capaz de representar a concentragao de tensiao entre a alma e a mesa
o que ¢é possivel somente com a simulagao tridimensional. Como alternativa, a malha

utilizada para a simula¢do numérica da viga foi a malha cuja densidade de elementos
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representou um valor de tendéncia para a concentra¢ao de tensiao nos apoios, bem como,

a que melhor aproximou o valor das tensoes devido ao calculo analitico.

Vigas de Se¢ao Retangular

Foram utilizadas as malhas A, B, e C, mostradas na Fig. 6.8, Fig. 6.9 e Fig. 6.10, para a
discretizagdo das vigas de secdo retangular. O nimero de elementos e o nimero de nos
sao dados na Tab. 6.8. Nessas malhas pode se observar a maior densidade de elementos
no trecho que caracteriza o vao de cisalhamento. Essa atitude objetiva capturar, com
maior precisdo, o comportamento dessa regido, que ¢ a regido mais critica do modelo

estrutural, devido a maior proximidade do carregamento aplicado e a reagao de apoio.

Figura 6.8 — Malha de elementos finitos A, restri¢des de apoio e posicionamento do
carregamento externo.

Figura 6.9 — Malha de elementos finitos B, restrices de apoio e posicionamento do
carregamento externo.

Figura 6.10 — Malha de elementos finitos C, restrigées de apoio e posicionamento do
carregamento externo.
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Tabela 6.8 — Caracteristicas da malha de elementos finitos
(segio retangular).

N° de N° de
Malha
elementos nos
A 112 401
B 144 513
C 448 1473

Procedendo a simulagio numérica da viga de secdo retangular, para um carregamento
igual a 5 £N mais o peso proprio, o estado de tensio no regime elastico linear, para as
trés densidades de malhas dadas na Tab. 6.8, é mostrado nas figuras (6.11), (6.12) e (6.13),

para as tensdes normais, ¢ nas figuras (6.14), (6.15) e (06.16), para as tensdes de

cisalhamento.

e Tensao Normal na Flexao

| I I B |
m
=
w

Figura 6.11 — Tensdo normal no regime elastico - malha A (unidade: MPa)
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Figura 6.12 — Tensao normal no regime elastico - malha B (unidade: MPa)

LBOE
. 386
166
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Figura 6.13 — Tensao normal no regime elastico - malha C (unidade: MPa)

e Tensao de Cisalhamento na Flexdo

286
213
141
.BBE-1
-.4E1E-2
- I72E-1

-.222
-.295

- .33
]

Figura 6.14 — Tensdo de cisalhamento no regime elastico - malha A (unidade: MPa)
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-.3119
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Figura 6.15 — Tensdo de cisalhamento no regime elastico - malha B (unidade: MPa)
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Figura 6.16 — Tensdo de cisalhamento no regime elastico - malha C (unidade: MPa)

Observando os panoramas das tensoes, dados nas figuras 6.11 a 6.16, vé-se que, para as
trés densidades de malhas analisadas, ndo ha uma diferenga significativa no valor das
tensoes. A Tab. 6.9 resume os valores maximos e minimos obtidos para as tensoes
normais (atuantes na se¢ao de momento maximo) ¢ o valor da maxima tensio de
cisalhamento (atuante na se¢do de maxima cortante) para as trés densidades de malhas

analisadas numéricamente.
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Tabela 6.9 — Valores maximos de tensido (MPa)

Malha o o™ T

t mdx

A 123 0821 0,11

b

B 13 0818 0,11

b

C 13 0821 0,11

b

A Tab. 6.10 mostra o valor das tensGes maximas, calculadas analiticamente para a viga em

estudo, segundo as equagoes (6.1), (6.2) e (6.3), dadas na segdao 6.2.1.1, e com base no

diagrama de esforcos solicitantes, dado na Fig. 6.17. Nessas equa¢oes x = 0,164,
M=M,=402 Nm, 1,=54321%10"»*, 1V =1,=557 N e a relagio

M, /b=0,013448 m’ .

Tabela 6.10 — Calculo analitico dos valores
maximos de tensdao (MPa) — secio retangular.

~ mdx mdx
Secao o. o, T

mdx

retangular 1,22 1 0 0,14

b

O wvalor das reagdes de apoio e dos pontos notaveis dos diagramas da Fig. 6.17 é dado nas

equagoes 0.6 a 6.14.
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Figura 6.17 — Diagrama de esforgos solicitantes para o arranjo estrutural AEI

b a+b

Ri—(d+b)P+K > )+5}q (6.6)
a a+b

RZ_(a+bjP+K 5 j—kf}q (6.7)

M =M,=-2 (6.8)
2
2
MZ:( ab jp+ (“bjﬂ qa—M 6.9)
a+b 2 2
UV, =1/, =—q (6.10)
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b a+b
Vg_(d+bjp+( : jq 6.11)
b b—a
Vj_(ﬁbjp{ . jq 6.12)
1% —(b_”j —( ? JP (6.13)
L2 1 a+b ’

a+b a
V5——( 2 )q_(a—%bjp (6.14)

Optou-se pela proporcao de elementos dado pela malha A para a simulagao subsequente
das demais vigas de secdo retangular em regime nao linear. Como pode ser visto na Fig.
0.18 € 6.19 as tensdes ao longo das se¢oes de momento maximo e de maxima cortante sao
as que mais se aproximam da resposta analitica do modelo. No grafico da Fig. 6.18 a
concentra¢ao de tensao devido ao carregamento aplicado é capturada pelo segmento de

reta que atinge a borda mais comprimida na se¢do da viga.
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Figura 6.18 — Tensdao Normal (ELEMENT EL. SXX. G SXX) ao longo da se¢ido de
momento maximo — (unidade: tensdo em MPa e altura da segdo em mm)

mMOoOEZT AW

A ' Model: R206X300
Y | ' LC1: Load case 1
Elenent EL.SXX.C SMY R T- W P —
Max/Min on whole graph:
Yaax z 300 Yain S 0
Kmax z .164E-1 Kmin ; -.12 [
Variation zlong a line .

.12 1 _.8E-1 .BE-1 CAE-1 C2E1 B L2E-1

Figura 6.19 — Tensdo de Cisalhamento (ELEMENT EL. SXX. G SXY) ao longo da se¢ido
de momento maximo — (unidade: tensdo em MPa e altura da se¢do em mm)

E importante observar que, em termos de simulagio numérica, a malha ideal nio ¢ a
malha mais refinada e sim a malha que quando comparada com a solu¢ao analitica do
modelo, na maioria das vezes impossivel de ser formulada, ou com uma segunda malha de
elementos, da uma diferenca de resultado considerada razoavel, em termos de grandeza,

para o problema analisado.

A malha ideal é aquela que produz uma solugio com um erro toleravel com menor
numero de graus de liberdade. No caso do MEF tal malha pode ser obtida por meio da
utilizacdo de técnicas auto-adaptativas nao disponiveis no codigo de calculo DIANA. A

implementagdo e a descri¢dao de técnicas auto-adaptativas sio encontradas em Rylo (2002).

Matematicamente a malha mais refinada ¢ a ideal, uma vez que se tem um maior volume

de elementos e, conseqiientemente, um maior nimero de pontos de integracio, fazendo
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convergir para um valor limite um determinado resultado. A maior precisaio do modelo,
porém, ¢ corroborada pelo trabalho computacional excessivo que, além de consumir
muito espaco de memoéria, o que requer o uso de maquinas mais robustas, sem a sua real

necessidade, consome um tempo precioso para o processamento da analise.

Vigas de Se¢dao em T

Para as vigas de se¢oes em T formam utilizadas as malhas D, E, e F, no estudo da sua
discretizagao, conforme mostrado na Fig. 6.20, Fig. 6.21 e Fig. 6.22. O numero de

elementos e o nimero de nds encontram-se na Tab. 6.10.

Tabela 6.10 — Caracteristicas da malha de
elementos finitos (se¢do em T)

N° de Ne°de
Malha
elementos  Nos
D 205 708
E 246 833
F 820 2645

Figura 6.20 — Malha de elementos finitos D, restricoes de apoio e posicionamento do
carregamento externo
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Figura 6.21 — Malha de elementos finitos E, restri¢des de apoio e posicionamento do
carregamento externo

Figura 6.22 — Malha de elementos finitos F, restrigoes de apoio e posicionamento do
carregamento externo

Para as malhas D e F, uma distribuicdo uniforme de elementos foi utilizada nas regides da
alma e da mesa da se¢io T. Para a malha E; o dobro de elementos foi introduzido no
modelo, a fim de capturar a concentracio de tensao na transi¢io que caracteriza a

descontinuidade geométrica entre a mesa e a alma da se¢ao T.

Como pode ser observado pelas figuras 6.23 a 6.25, para as tensdes normais, e nas figuras
6.26 a 6.28, para as tensOes de cisalhamento, as densidades de malhas utilizadas nao
apresentaram diferengas significativas nos panoramas de tensao para a viga em estudo.
Todas as malhas parecem fazer uma distingdo clara entre o comportamento da mesa € o

comportamento da alma, relativamente a tensao de cisalhamento.

e Tensao Normal na Flexao

LA87
«319
262
15
«372E-1
-.733E-1
-.188
-.3
-.413
-.528

1

Figura 6.23 — Tensdo normal no regime elastico - malha D (unidade: MPa)
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1,483
I.367
l.2s

133

.164E-1
-1
I-.217
I-.324
I- .45
I- 567
1

Figura 6.24 — Tensao normal no regime elastico - malha E (unidade: MPa)

I.418
I.3%5
l.232

.169

-.144E-1
I-.138
I-.261
I-.284
I-.=a7
I-.53
1

Figura 6.25 — Tensdo normal no regime elastico - malha F (unidade: MPa)

e Tensao de Cisalhamento na Flexio

1.442
I.345
1,249
152
545E-1L
l-.424E-1
I-.139
1-.236
1-.333
I-.42
1

Figura 6.26 — Tensdes de cisalhamento no regime elastico - malha D (unidade: MPa)
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442
.345
.249
152
«545E-1
- .424E-1
-.133
-.236
-.333

- .43

1

Figura 6.27 — Tensdo de cisalhamento no regime elastico - malha E (unidade: MPa)

-4E

. 3563
L2497
.14
.329E-1
-.739E-
-.151
-.287
-.394

-.501
1

Figura 6.28 — Tensdes de cisalhamento no regime elastico - malha F (unidade: MPa)

A Tab. 6.10 resume os valores maximos e minimos obtidos para as tensoes normais
(atuantes na secao de momento maximo) e o valor da maxima tensdo de cisalhamento
(atuante na se¢ao de maxima cortante) para as trés densidades de malhas analisadas

numeéricamente.

Tabela 6.10 — Valores maximos de tensido (MPa)

Malha o™ o™ T

c t mdx

D  -0.637 0597 0,10
E 0675 0597 0.13

F  -0,691 059 0,11

5
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Na Tab. 6.12 tem-se o valor das tensdes maximas, calculadas analiticamente para a segdo
em T, segundo as equagodes (6.1), (6.2) e (6.3), dadas na se¢dao 6.2.1.1, e com base no
diagrama de esforcos solicitantes, dado na Fig. 6.17. Nessas equagdes x=0,23 m,
M=M,=8980,93 Nm, 1,=326%10"w", 17=1,=780173N e a relacio
M, /b=0,0365 m’. Pela observacio da resposta analitica com a escala de cores obtidas

para os estados de tensao vé-se uma boa convergéncia de valores.

Tabela 6.12 — Calculo analitico dos valores
maximos de tensdo (MPa) — secido T

Secio o o' T

c t mdx

retangular  -0,63 0,74 0,13

b bl

Optou-se pela propor¢ao de elementos dado pela malha D para a discretizagao das vigas
com se¢io em T. Essa malha representa com bastante regularidade o panorama das
tensdes normal e de cisalhamento, mostradas nas Fig. 6.23 e na Fig. 6.26, respectivamente.
As figuras (6.29) e (6.30) mostram a tensido normal no ponto de momento maximo e de

maxima cortante para a malha adotada.
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MOETDT A OHD

| |Model: T10XSOMD i
L {LCL: Load case 1 R
! Element EL.SXX.G SXX !
| |Max/Min on whole graph: f
v |Ynaxk = 500 fmin z @ '
' [Mmaw = .597 Xmin z -.637 .
\ |Variation along a line '

] -.6 -4 -.2 ]
ELEMENT EL.SKX.G SkX

Figura 6.29 — Tensdo Normal (ELEMENT EL. SXX. G SXX) ao longo da se¢io de
momento maximo — (unidade: tensdo em MPa e altura da se¢do em mm)

E’ D O O 1 010 ) e 11 5 1 5 61 15 0 ) e 0 ) ) e e o o 308 - - -----

S ] [ ] 1 [ ] 1
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N Model: T1AXSEMD : 1

Co_____ Y. (I LC1: Load case 1 [N T, N [

E! Elenent EL.SKX.C SKY i 1
. Max/Min on whole graph: !
' Yrax z 500 Ymin z @ i '
! Xmax = .173IE-1 Xmin 2 -.108| !
! variation along a 11ne i i
be N e T SRS - 3

12 1 _L8E-1 _J6E-1 CAE-1 -1 D L2E-1
ELEMENT EL.SXK.G SXY

Figura 6.30 — Tensdo de Cisalhamento (ELEMENT EL. SXX. G SXY) ao longo da segido
de momento maximo — (unidade: tensdo em MPa e altura da se¢io em mm)

136



Capitulo 6 — Simulagao Numérica de Vigas de CS, CA, CRFA e
CARFA

6.2.1.2.2 Discretizagdo do Arranjo Estrutural IT (AEII)

Com base na experiéncia adquirida com a discretizacdo das vigas anteriores e tendo em
vista os bons resultados que o codigo de calculo DIANA gera, ao representar o estado
plano de tensao em vigas, uma tnica densidade de malha foi escolhida para a discretizagao
do esquema estrutural II (AEII). A malha utilizada ¢ mostrada na Fig. 6.31 e suas
caracteristicas sao dadas na tabela 6.11. Os panoramas de tensiao estio mostrados na Fig.

0.32, para a tensdo normal, e na Fig. 6.33, para a tensao de cisalhamento.

Tabela 6.11 — Caracteristicas da malha de
elementos finitos do arranjo AEII

N°de Ne°de
Malha
elementos  Nos
AEII 144 513

Figura 6.31 — Malha de elementos finitos AEII, restricées de apoio e posicionamento do
carregamento

1.77
1.32
a7l
423
-.244E-1
-.472
-.3119
-1.37
-1.81
-2.26

Figura 6.32 — Tensio normal no regime elastico - malha AEII (unidade: MPa)
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Rrirk
B0
.43
258
.859E-1
- .8R9E-1
-.258
-.43
- B0l
f_.772

Figura 6.33 — Tensdes de cisalhamento no regime elastico - malha G (unidade: MPa)

Na Fig. 6.34 tem-se o diagrama de esfor¢os solicitantes para a viga em analise. A Tab. 6.12

mostra o valor das tensdes maximas, calculadas analiticamente, segundo as equagoes (6.1),

(6.2) e (6.3). Nessas equagoes x =0,103m, M=M;,=2824 Nm, 1, = 11284107 w*

b

I"=17,=5900 N e a relagao M, /b= 10,0054 m’ . O valor das reacdes de apoio e dos

pontos notaveis dos diagramas da Fig. 6.34 ¢ dado nas equagdes 6.15 a 6.22.

Tabela 6.12 — Calculo analitico dos valores maximos
de tensdo (MPa) — arranjo AEII.

Secio o™ oM T

c t mdx

retangular 2,43 2 58 0,28
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Figura 6.34 — Diagrama de esforgos solicitantes para o arranjo estrutural AEII
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V, =1, =—q¢ (6.19)
3aq

V=V, =ps=t (6.20)

IV, =-1, =P+ % 6.21)

V, =1, = %” (6.22)

Comparando os valores maximos de tensio calculados analiticamente (Tab. 6.12) e a
resposta numérica, dada pelo panorama das tensoes (Figs. 6.32 e 6.33) e pela variagao da
tensdao ao longo das se¢oes de momento maximo (Fig. 6.35) e de maxima cortante (Fig.
6.36), verifica-se uma boa convergéncia de valores, justificando a escolha da malha

adotada.

=

o= HwH

m

Model: pEIL  F---- 50 ¢ ----1+1-
LC1: Load case 1
Element EL.S5HH.G SH¥
Max/Min on whole graph:

[ i el el

1 1
| |
¥max = 200 ¥Ymin = @ F----25—4---- L , !
Kmax z 2.2 Emin z -2.31 1 1 1 1
Variation along a Tine \ X \ \
1 1 1 1 o T 1 1 1
-2.5 -2 -1.5 -1 -.5 2] .5 1 1.5 2 2.5

ELEMENT EL.5HX.G SKK

Figura 6.35 — Tensido Normal (ELEMENT EL. SXX. G SXX) ao longo da se¢do de
momento maximo - (unidade: tensdo em MPa e altura da se¢do em mm)

140



Capitulo 6 — Simulagao Numérica de Vigas de CS, CA, CRFA e
CARFA

Model: REII
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Max/Min on whole graph: !
Wmax = 200 Ymin = 0 X
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Variation along a line
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1 | 1
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'
1
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1
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-.279 -.25 -.228 -2 =175 -.15 0 -.125 -.1 -.75E-1-.5E-1 -.25E-1-.18G6E-8
ELEMEMT EL.SH¥.G SHY

Figura 6.36 — Tensao de Cisalhamento (ELEMENT EL. SXX. G SXY) ao longo da
se¢do de momento maximo — (unidade: tensio em MPa e altura da se¢io em mm)

6.3 Simulagiao Numérica do Ensaio da Viga Ranhurada Carregada em

Trés Pontos (Three Point Bending Test - 3PBT)

O ensaio 3PBT foi simulado com o modelo de fissura discreta, ‘Wiscrete crack model”,
implementado no cédigo de calculo DIANA. O arranjo da malha de elementos finitos
utilizada na simulag¢do numérica do ensaio 3PBT é mostrado na Fig. 6.37. Nessa malha,
além do elemento quadrangular CQ16M, foram utilizados os elementos TOMEM
(elemento triangular de trés noés) e o elemento de interface CL12I (ver: Diana User’s
Manual, 2003). Nesse exemplo a interface representa a fissura discreta, localizada no
ponto médio do vao. Na interface foi atribuida a propriedade constitutiva do material
(curva o —w) para a representagao da resposta nao-linear fisica no poés-pico. O elemento

triangular foi utilizado com o fim de permitir uma maior concentragao de elementos ao
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redor da fissura discreta e também da ranhura, uma vez que a concentragao de tensio,
antes do inicio do crescimento da fissura, ¢ dominante nesse ponto da estrutura, bem
como, na ponta da trinca, a medida em que esta se propaga. Fora da regiao definida pela

fissura discreta o material tem um comportamento elastico-linear.

MODEL: 2PBT-RILEM
AMALY SIS DIANA
MODEL TYPE: STRUCTURAL 20D

Figura 6.37 — Malha de elementos finitos utilizada no ensaio 3PBT, restricdes de apoio e o
posicionamento do carregamento

6.3.1 Simula¢iao Numérica do Ensaio 3PBT do Arranjo Estrutural I
(AEI)

A fissura discreta foi simulada com as curvas o —w», mostradas nas figuras 6.38 ¢ 6.39,
obtidas através do ajuste de curva feito com o programa FIT3PB. Na Fig. 6.38 a curva de
amolecimento do concreto (CS) é o modelo de Hordijk. Para o CRFA a curva de

amolecimento é o modelo bi-linear, onde: 4, é a inclinagio do trecho descendente da

curva e «, ¢ ainclinagdo do trecho ascendente.

Nas figuras 6.40 e 6.41 estaio mostradas as curvas P—CMOD para o concreto simples
(CS) e para o CRFA utilizados na confec¢ao das vigas do arranjo estrutural AEI. Na Fig.

6.42, mostra-se a curva carga-deslocamento para o CRFA. Nessas figuras esta
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representado, para compara¢do, a curva obtida do ensaio experimental e a curva

proveniente da simulacio numérica do ensaio 3PBT.

w
)

w
!

—— Gf=0,075N/mm
ft=3,08MPa

N
(&)
I

N
I

Tensao (MPa)
o

0 ‘ :
0 0,05 0,1 0,15

W (mm)

Figura 6.38 — Curva 0 — » para o CS - AEI

4 _
—— Bilinear
3 ft=3,04
1 a1=81,78
az2=1,21

Tenséao (MPa)

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
W (mm)

Figura 6.39 — Curva 0 —» para o CRFA - AEI
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16,0 7
120 |
—— Experimental
£ s0 | — Diana
o |
40
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2
CMOD (mm)

Figura 6.40 — Curva carga-abertura da boca da fissura (CMOD) para o CS - AEI

12
£ 84 —— Experimental
o 1 —Diana
4 |
0 — —t et —
0 0,2 0,4 0,6 0,8
CMOD (mm)

Figura 6.41 — Curva carga-abertura da boca da fissura (CMOD) para o CRFA - AEI
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12
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S35
o — Experimental
| — Diana
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0 0,2 0,4 0,6 0,8
DESLOCAMENTO (mm)

Figura 6.42 — Curva carga-deslocamento para o CRFA - AEI

6.3.2 Simulagdo Numérica do Ensaio 3PBT do Arranjo Estrutural II
(AEII)

Na Fig. 6.43 é mostrada a configura¢ao das curvas P —CMOD , obtidas da simulagiao

numérica e do ensaio experimental da viga ranhurada em 3PBT, para o CRFA utilizado na

confecgao da viga do arranjo estrutural AEIL
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Figura 6.43 — Curva carga-abertura da boca da fissura (CMOD) para o CRFA — AEII

A curva o —w, obtida com o ajuste de curvas com o program FIT3PB, utilizada para a
simulag¢ao numérica da fissura discreta ¢ o modelo bi-linear (Fig. 6.44). O ensaio 3PBT
para a caracterizacdo da curva O —Ww nesse arranjo estrutural, foi realizado com um
pequena modificacao em relagdo a recomendacao do RILEM (2000a). A diferenca ¢é a

distancia entre os apoios que foi de 450 mm ao invés de 500 mm .

6,00 -
—— Bilinear
_ 5007 ft=5.277
& 4,00 a1=63,9
§, a2=1,04
o 3,004
uT
(2]
£ 200
|—
1,00 A
0,00 +—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—F—+—+—F+—+——+—+—+—+—|
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

W (mm)

Figura 6.44 — Curva 0 — » para o CRFA - AEII
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A comparagio dos graficos, resultantes da simulacio numérica e do resultado
experimental, demonstra que o método de obtencdo da curva ¢ —w, enquanto relagiao
constitutiva, para a representa¢ao dos processos de fratura no CS e no CRFA, ¢é bastante
objetivo. Onde a coincidéncia entre os mesmos nao ocorre, tem-se uma suficiente
proximidade de resultados com as inclina¢des sendo mantidas entre os diversos trechos. A
evidéncia experimental da diferenca de inclinagio entre as curvas P—J e P—CMOD
(Fig. 6.45), no trecho relativo ao estabelecimento do carregamento ultimo, também foi
verificada com a simulagdo numérica (Fig. 6.46). Tal constatagao sustenta a hipotese inicial
e da confiabilidade ao método de obtencdo da curva o —w. Porém, a diferenca de
inclinagao entre as curvas P—0 e P—CMOD levanta a hipétese da possibilidade de
alguma imcopatibilidade com o protétipo e/ou o método de ensaio admitido para a
obten¢ao do modelo constitutivo para o material fraturado. Um estudo nessa diregao ¢

bastante pertinente a fim de se aprimorar o método de ensaio.

RESULTADO EXPERIMENTAL

E 4
¥ 84 ——CMOD
o | Deslocamento
4]
0 + + + + t + + + + t + + + + t + + + + {
0 0,2 0,4 0,6 0,8

DESLOCAMENTO, CMOD (mm)

Figura 6.45 — Comparagio entre a inclinagio das curvas P—0 ¢ P—CMOD do resultado
experimental
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RESULTADO NUMERICO (DIANA)
12
§ 8 ——CMOD
= 1 Deslocamento
o |
4l
0 | I B e

0 0,2 0,4 0,6 0,8
DESLOCAMENTO, CMOD (mm)

Figura 6.46 — Comparagio entre a inclinagdo das curvas P — 9 e P — CMOD da analise
numeérica

Analisando os resultados obtidos com a simulacio numérica do ensaio 3PBT, constatou-

se que o limite de proporcionalidade, f, ,, dado na Eq. 6.23, segundo recomendagao dos

Comités Técnicos RILEM (2000a), nao se verifica, sendo uma estimativa erronea para o
calculo da tensao de tragao na flexdo, enquanto valor da tensiao para a qual se tem o inicio

da abertura da fratura.

3F L.
Jop = 2607,

[N/ mm’] (6.23)

Na equagdao acima F, (em N) é o maior valor do carregamento no intervalo entre o

trecho ascendente das curvas P—J ou P—CMOD e uma reta paralela ao mesmo,

passando pelo ponto de abscissa 0,05 zm ; L ¢é a distancia entre apoios (unidade: »m); b
¢ a largura da viga (unidade: ) e b, € a altura da viga menos a profundidade do entalhe

(unidade: »m).
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Tomando como exemplo o ensaio 3PBT, realizado para o arranjo estrutural AEI, o valor

de F, é de 73,9 £N . Esse valor ocorre no 11° passo de carregamento (FBY), ver Fig.
0.47, com um deslocamento (LOAD) correspondente a 0,055 . O termo LOAD para

o deslocamento significa que a analise numérica do ensaio 3PBT foi realizada com

controle de deslocamentos.

MODEL: 2SFPET-RILEM

MODAL FEX....G FEY
MAXAMIN OM WHOLE GRAPH:
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1.4 4 3 - - HMIN = ,BE-Z
1.2 o N |vARIATION OWER LOADCASES
: | | 4w MODE 297
'''''' T e MODE 1%
F T %
R R e R T . .
"l" ] ] ]
. S S e S S S B S S S S S S e S e
] ] ]
-4 B T T T T
2 [ P I — - — d _ - - L - - - _1
" 1 1 1 1 1
o i i 1 i i i
] 2 .4 .B .8 1 1.2
LOaD

Figura 6.47 — Diagrama carga-deslocamento P — 0 no ensaio 3PBT

O célculo da tensio, de acordo com a equagao 6.23, resulta no valor de 4,0 MPa . Esse
valor de tensido nao correspondente ao valor do parametro f, da curva o —w, obtida

através da retroanalise realizada com o programa FIT3PB e igual a 3,04 MPa .

Na Fig. 6.48, vé-se que as tensdes principais de tragao, para o 11° passo de carregamento,
nao ocorrem na extremidade do entalhe, conforme sugere a escala de cores. Fica assim
evidente que a abertura da fissura teve inicio em um passo de carregamento anterior ao

estabelecimento de F,. As figuras 6.49, 6.50 e 6.51 confirmam essa afirmagao.
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MODEL: 2FPEBT-RILEM

LCi: LoaD CASE 1

STEFP: 11 LOAD: .BBE-1
ELEMEMT FRIMC STRESS FMAX
CALCULATED FROM: EL.SHX.G
MAx = 18.7 MIN = -7.7%

Figura 6.48 — Tensdes principais de tragio - ensaio 3PBT
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I T ] ] ]

]
/

[ L
RS QDA

-

\

Figura 6.49 — Abertura da fissura no 11° passo de carregamento no ensaio 3PBT
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MODEL: 3FPET-RILEM

LC1l: LoAaD CASE 1

STEP: 11 LOAD: .BBE-1
GAUSS EL.STH.L S5TH

MAx = 2.02 MIM = -18

.MIN

Figura 6.50 — Valores extremos das tensdes de tragdo ao longo da fissura para o 11° passo
de carregamento no ensaio 3PBT

MODEL: 3SFET-RILEM

LC1: LOAD CASE 1

STEF: 11 LOAD: .BBE-1
GAUSS EL.STH.L STw

MAX = 2.02 MIM = -12
FACTOR = &

e ~ 924

T -1.17
-3.27
-5.37
-7.47
-3.56
-11.7

T -13.8

—-15.8

Figura 6.51 — Distribuigdo de tensdo ao longo da fissura, ensaio 3PBT, para o 11° passo de
carregamento

Analisanda a resposta numérica verificou-se que o crescimento da fissura ocorre a partir

do 6° passo incremental (STEP: 6), para uma forca de 9,7 £, aplicada no meio do vao,
e para o correspondente deslocamento vertical de 0,03 . A Fig. 6.52 mostra a tensio

de tracao (EL. STX.L. STX), desenvolvida na ponta da fissura, para tal passo incremental.

Pela observacao da Fig. 6.52 constata-se que o valor maximo da tensio de tragao,
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concorda com o valor do parametro, f,, dado pela curva o—» (Fig. 6.38), como era de

se esperar.

I
MODEL: SFET-RILEM
DEFORMATION = .124E4
LC1: LoaD CASE 1
STEF: & LoaD: .3E-1
GAUSS EL.STR.L STE
MAxX = 3.04
MIM = -11.8
FACTOR = &

Figura 6.49 — Distribuigdo de tensido ao longo da fissura, para o 6° passo de catregamento
no ensaio 3PBT

O processo incremental-iterativo para a simulagio numérica do ensaio 3PBT foi o
controle direto de deslocamento com o critério de convergéncia baseado em energia e o
método secante BFGS, com o acelerador de convergéncia “%ine search”. O controle indireto
tipo CMOD também foi empregado. O controle direto de deslocamento se mostrou mais
adequado para este tipo de simulagdio, uma vez que, consumiu menos trabalho

computacional.

Uma observagdo importante, em termos do comportamento fisico das simulagbes
realizadas, se deve ao aspecto dos graficos apresentados na Fig. 6.41, para o arranjo
estrutural AEI, e na Fig. 6.43, para o arranjo estrutural AEIIL. No grafico da Fig. 6.43, nio
se verifica um decréscimo, seguido por uma ascensao no valor da for¢a atuante, com o

aumento da abertura CMOD, apds o ponto de derivada igual a zero. O decréscimo,
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seguido da ascensio, sugere o inicio da mobilizagao do efeito de ponte de transferéncia de

tensao entre a fibra e a matriz fissurada.

Uma vez que a matriz de concreto, utilizada para a confec¢do da viga correspondente a
Fig. 6.43, tem uma maior resisténcia em relagdo ao concreto utilizado para a viga da Fig.
0.41, sendo, portanto, mais fragil, pode se supor que a diferenca de comportamento se
deve a diferenca entre o fator de forma entre as fibras utilizadas, ja que a porcentagem de
fibra ¢ a mesma para essas matrizes. O menor diametro da fibra utilizada para a confec¢ao
das vigas do arranjo estrutural AEII, implica em uma maior quantidade de fibra por
volume, sendo, portanto, mais eficiente no controle das fissuras que se abrem, uma vez
que se tem um menor espagamento médio entre fibras. Deve-se salientar, ainda, que na
matriz mais resistente a for¢a de adesdo na interface fibra-matriz ¢ maior e a fibra é mais
solicitada no inicio da fissura¢do o que implica em um comportamento mais estavel nessa

fase.

6.4 Analise Nao-Linear das Vigas de CA e CARFA

Para a analise da resposta nao-linear fisica das vigas de CA ¢ CARFA combinou-se ao
critério de Rankine, que representa o limite de ruptura a tragao, os critérios de Von Mises,
Tresca, Drucker-Prager e o critério de Mohr-Coulomb, para a representa¢ao do limite de
ruptura do material a compressao. Para a representa¢ao dos processos de fratura foram

utilizadas as curvas ¢ —w, dadas na Fig. 6.39 e na Fig. 6.44.

A combinacio do critério de Rankine com os demais critérios, acima descritos, foi

realizada para as vigas do arranjo estrutural I (AEI), com secdo retangular 20x30 e,
confeccionada em concreto simples (R20x30 ez — CA) e para a viga de se¢ao retangular
de concreto reforgado com fibras de ago (R20x30 e — CARFA) . Esse procedimento foi

seguido com o objetivo de verificar qual a melhor combinacdo de critérios para a analise

comportamental desses materiais, quando combinados com a curva o —w. Apds a
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defini¢ao do critério mais adequado, a0 se comparar a resposta numérica com a resposta

experimental, procedeu-se a simulagao das demais vigas.

Na simulagdo das vigas do arranjo estrutural I (AEI), foi utilizado o controle direto de
deslocamentos para o controle do passo incremental e o método secante BFGS, com
acelerador de convergéncia tipo “ine search”, para o controle do processo iterativo. O erro
admitido no critério de convergéncia foi baseado em energia (ver: Capitulo 4) e igual a
70, Na simulagio das vigas do arranjo estrutural II (AEII) o controle direto de
deslocamento foi substituido pelo controle do comprimento do arco, “arch lenght control”.

Para todas as vigas o fator de reten¢do ao cisalhamento [, foi tomado igual a 0,2. A

coesio do  material  foi calculada como c= f(I—=Seng)/2Cosp e o

Senp=(f./ f, =D/(J.] f, +1).

6.4.1 Analise Nio-Linear das Vigas do Arranjo Estrutural I (AEI)

e R20x30-CA

Para a viga de concreto simples (R20x30 ¢m — CA) a combinagao do critério de Rankine

com os critérios de Von Mises, Tresca, Drucker-Prager ¢ Mohr-Coulomb resultou em
valores semelhantes. Uma analise do histérico das tensdes desenvolvidas na viga
demonstrou que o limite de ruptura a compressio nao foi atingido durante o processo
incremental de carregamento. A modelagem numérica apresentou uma resposta mais
rigida do que a resposta experimental. O carregamento, correspondente ao deslocamento
que caracteriza a ruptura da viga ensaiada, foi superior ao resultado experimental, porém,

bastante préximo (Fig. 6.50).

Apesar da indefini¢ao do critério de ruptura mais adequado para uma combinagao com a
curva O —w, nesse caso especifico, o limite de ruptura do material a compressao nao sera

ignorado na simulag¢ao das demais vigas confeccionadas em CA. O critério de Drucker-
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Prager por seu carater mais geral, ao incluir o efeito da pressao hidrostatica (representada

por I,) na tensao de cisalhamento, sera entao adotado.

R20X30 - CA

120 + | ——R20X30-CA|- -~~~ -~~~
—m— Diana

P (kN)

Desloacamento (mm)

Figura 6.50 — Diagrama carga deslocamento para a viga R20x30-CA

As figuras 6.51 e 6.52 mostram o estado fissurado das vigas resultantes do ensaio
experimental e da simula¢do numérica. A resposta numérica do panorama de fissuras, para
a viga em estudo, concorda apenas parcialmente com o resultado experimental
caracterizado por uma fissura dominante no vao de cisalhamento. O modelo de fissura
distribuida apenas sugere o tipo de ruptura que ira prevalecer no elemento estrutural. No
resultado experimental a fissura parte do apoio, face a armadura, e caminha em dire¢io ao
carregamento (Fig. 6.51). Um outro inconveniente ¢ que o codigo de calculo DIANA
disponibiliza todas as deformagdes de fissuras nos elementos que ultrapassaram a

resisténcia a tragdo do material estrutural. Dessa forma nao ¢é possivel vizualizar somente

155



Capitulo 6 — Simulagao Numérica de Vigas de CS, CA, CRFA e
CARFA

as deformagbes correspondentes as aberturas de fissuras de tamanho macroscopico

(visiveis a olho nu).

N

/N AN

Figura 6.51 — Estado fissurado da viga R20x30-CA (ensaio experimental)

21UE-2

2IE-2

2112

ABIE-2

{4 1 : _ I5E-2
- . . L2

90%-3

B02E-3

Figura 6.52 — Panorama de fissuras para a viga R20x30-CA (resposta numérica)

A maior concentracio de fissuras inclinadas no vao de cisalhamento, bem como a
ocorréncia das maiores deformagdes de fissuras nessa regido, nao é capaz de representar a
fissuracdo ao longo da armadura. Tal ocorréncia se deve, em grande medida, a adogdo da
aderéncia perfeita entre os materiais envolvidos. Uma analise mais realista deve abandonar
a idéia hipotética de aderéncia perfeita, admitida entre o agco e o concreto, introduzindo
uma propriedade entre a interface desses materiais a fim de simular o deslizamento
relativo, “bond skip”, entre os mesmos. A adogao dessa medida deve alterar o panorama de

fissuracio no elemento estrutural.

° R20x30-CARFA

Para a viga de concreto refor¢ado com fibras de a¢o (R20x30 oz — CARFEA) a

combinacio do critério de Rankine com os critérios de Von Mises, Tresca, Drucker-
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Prager ¢ Mohr-Coulomb é mostrado na Fig. 6.53, para as duas séries de vigas ensaiadas

(curvas CARFA1 e CARFA2).

R20X30 - CARFA

350

—e— R20X30 - CARFA1
300 /| —a— R20X30 - CARFA2
—e— Drucker- Prager
250 1 —=— Mhor-Coulomb

Von-Mises
_. 200 | @ Tresca
z |
o 150 -
100 -

50 -

4 6 8 10 12

Desloacamento (mm)

Figura 6.53 — Diagrama carga-deslocamento para a viga R20x30-CARFA

Todos os critérios utilizados resultaram em uma resposta numérica com um carregamento
ultimo superiror ao resultado experimental (Fig. 6.53). Para os critérios de Mohr-Coulomb
e de Drucker-Prager, foi necessaria uma maior quantidade de passos incrementais para se
conseguir a convergéncia do sistema de equagdes nao-lineares. Para o critério de Von
Mises o colapso numérico da estrutura ocorreu com um deslocamento inferior ao
deslocamento real da estrutura. O critério de Tresca foi o critério que mais se aproximou
do resultado experimental. Esse critério demonstrou ser bastante estavel na fase de pos-

processamento da estrutura e sera o critério adotado na simulacio das demais vigas de

CARFA.
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As figuras 6.54 e 6.55 mostram o estado fissurado da viga R20x30 ¢z — CARFA

resultantes do ensaio experimental e da simulagdo numérica, respectivamente. A
representagdo numérica do panorama de fissuragdo novamente s6 é capaz de configurar
parcialmente o estado fissurado, resultante do ensaio experimental. Uma maior
concentracio de fissuras no vao de cisalhamento é verificada, bem como, a inclinacio das
mesmas em um angulo proximo de 45° graus. No vao de cisalhamento também ocorre os

maiores valores de deformagao de fissura (Fig. 6.55).

e A
/)J \ —

Figura 6.55 — Estado fissurado da viga R20x30-CARFA2 (ensaio experimental)

.243E-2

\222E-2

J134E-2

J16BE-2

IE Iy J133E-2

§is i } J11E-2
B31E-3

.654E-3

J2TTE-3

Figura 6.55 — Panorama de fissuras para a viga R20x30-CARFA (resposta numérica)

A observagio feita anteriormente para a viga R20x30 cn — CA , relativamente a interface

entre o concreto ¢ a armadura, também se aplica a viga em estudo.

Ao se comparar os graficos das figuras 6.50 e 6.53 vé se claramente a superioridade do
concreto reforcado com fibras de agco (CRFA) em relacdao ao concreto simples (CS) para o
tipo de ruptura cisalhamento-flexdo. Essa observagdo evidencia a capacidade da fibra em

reduzir a caracteristica de fragilidade da matriz de cimento.
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O diagrama carga-deslocamento e o panorama de fissuras, resultante da simulac¢do
numérica e do ensaio experimental, para as demais vigas do arranjo estrutural I (AEI),

estdo mostrados a seguir (Fig. 6.56 a 6.87).

° R20x45-CARFA

R20X45 - CARFA

350 ‘

—e— R20X45 - CARFA1

300 - \ -
—m—Diana

P (kN)

Desloacamento (mm)

Figura 6.56 — Diagrama carga-deslocamento para a viga R20x45-CARFA

— ///{_7

FAN FAN
Figura 6.57 — Estado fissurado da viga R20x45-CARFA (ensaio experimental)

!
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Figura 6.58 — Panorama de fissuras para a viga R20x45-CARFA (resposta numérica)

o R20x50-CARFA

R20X50 - CARFA

500 \

—e—R20X50 - CARFA2| - b ST E T ——

450 |

P (kN)

Desloacamento (mm)

Figura 6.59 — Diagrama carga-deslocamento para a viga R20x50-CRFA

_ ~

AN JZAN
Figura 6.60 — Estado fissurado da viga R20x50-CARFA (ensaio experimental)
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.21E-2

+186E-2
.163E-2
.14E-2

WALTE-2
J932E-3
.699E-3
.466E-3
.233E-3

Figura 6.61 — Panorama de fissuras para a viga R20x50-CARFA (resposta numérica)

. R20x60-CARFA

R20X60 - CARFA
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—e— R20X50 - CARFA1

—=— R20X50 - CARFA2 1
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Desloacamento (mm)

Figura 6.62 — Diagrama carga-deslocamento para a viga R20x60-CARFA

v

Figura 6.63 — Estado fissurado da viga R20x60-CARFALI1 (ensaio experimental)
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Figura 6.64 — Estado fissurado da viga R20x60-CARFA2 (ensaio experimental)
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Figura 6.65 — Panorama de fissuras para a viga R20x60-CARFA (resposta numérica)
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Figura 6.66 — Diagrama carga-deslocamento para a viga R20x60-CA
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Figura 6.67 — Estado fissurado da viga R20x60-CA (ensaio experimental)

Capitulo 6 — Simulagao Numérica de Vigas de CS, CA, CRFA e

CARFA

T10X50 - CARFA

—=—T10X50 - CARF2

—m— Diana

Figura 6.68 — Panorama de fissuras para a viga R20x60-CA (resposta numérica)

T10x50-CARFA

500 | | —*— T10X50 - CRFAT

8 9 10 11 12 13 14 15 16
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Figura 6.69 — Diagrama carga-deslocamento para a viga T10x50-CARFA
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Fiy

Figura 6.70 — Estado fissurado da viga T10x50-CARFA1 (ensaio experimental)

P

Figura 6.71 — Estado fissurado da viga T10x50-CARFA2 (ensaio experimental)

.4BBE-2
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Figura 6.72 — Panorama de fissuras para a viga T10x50-CARFA (resposta numérica)
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T15x50-CARFA

T15X50 - CARFA

—=—T15X50 - CARFA2
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500 | | —*— T15X50 - CARFA1

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
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Figura 6.73 — Diagrama carga-deslocamento para a viga T15x50-CARFA
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Figura 6.74 — Estado fissurado da viga T15x50-CARFAI1 (ensaio experimental)

iy

Figura 6.75 — Estado fissurado da viga T15x50-CARFA2 (ensaio experimental)
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Figura 6.76 — Panorama de fissuras para a viga T15x50-CARFA (resposta numérica)
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Figura 6.77 — Diagrama carga-deslocamento para a viga T15x75-CARFA
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Figura 6.78 — Estado fissurado da viga T15x75-CARFA1 (ensaio experimental)
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Figura 6.80 — Diagrama carga-deslocamento para a viga T15x100-CRFA




Figura 6.81 — Estado fissurado da viga T15x100-CRFA1 (ensaio experimental)
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Figura 6.82 — Panorama de fissuras para a viga T15x100-CARFA (resposta numérica)
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Figura 6.83 — Diagrama carga-deslocamento para a viga T15x100-CA
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Figura 6.84 — Estado fissurado da viga T15x100
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Figura 6.85 — Panorama de fissuras para a viga T15x100-CA (resposta numérica)

T230x50-CRFA

P
I;JJHH A

169

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
Desloacamento (mm)

1

0
Figura 6.86 — Diagrama carga-deslocamento para a viga T23x50-CARFA
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Figura 6.87 — Estado fissurado da viga T23x50-CARFA (ensaio experimental)
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Figura 6.88 — Panorama de fissuras para a viga T23x50-CARFA (resposta numérica)

Nas vigas de concreto armado reforgado com fibras de ago (CARFA) e se¢ao retangular o
valor do carregamento, relativamente ao deslocamento ultimo do ensaio experimental, foi
superestimado na simulacio numérica do conjunto de vigas, exce¢ao feita a viga

R20x45 em — CARFA . Nas vigas ensaiadas mais de uma vez, a fim de se verificar a

repetibilidade dos resultados, tém-se uma menor discrepancia entre a resposta numérica e
a resposta experimental. Cabe salientar que a repetibilidade dos resultados nio se

verificou, o que sugere alguma deficiéncia em alguma fase da investigacdo experimental.

Para as vigas de segdo retangular em concreto armado (CA) a resposta numérica fol
compativel com a resposta experimental. A maior inclinagdo no trecho inicial das curvas
carga-deslocamento, tanto para as vigas de CARFA, quanto para as vigas de CA, mostrou
uma maior rigidez do modelo numérico para esse tipo de analise. Quanto ao panorama
das fissuras, obtido com a simulacio numérica, sio validas as observacoes feitas

anteriormente para as vigas R20x30 oz — CA e R20x30 cn — CARFA .

Para as vigas com se¢ao em T o método de analise utilizado superestima a capacidade de
carregamento da estrutura, tanto para as vigas de CA, embora de forma menos acentuda,

quanto para as vigas de CARFA. Uma investigacdo criteriosa das possiveis causas dessa
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discrepancia de comportamento deve ser feita, possivelmente, com o emprego de
modelos numéricos tridimensionais. Vé-se claramente para essas vigas que a inclinagao
das fissuras tem uma direcio aproximada de 45 no vio de cisalhamento e nas
proximidades dos apoios. Essas fissuras inclinadas de 45° parecem estar sendo limitadas,
na parte superior da viga, pela mesa da se¢do em T, embora avancam em dire¢ao ao
carregamento aplicado, conforme evidéncia experimental. A observagio do panorama das
fissuras no vao de cisalhamento e nas proximidades dos apoios nao é sugestivo quanto ao
tipo de ruptura dominante no elemento estrutural. Nao ha concordancia entre o
panorama de fissuras obtido da simulagio numérica com a resposta experimental. Na
simulagdo numérica, as maximas deformagoes de fissuras ocorrem abaixo do ponto de
aplica¢ao do carregamento e na face inferior das vigas, ao invés de ocorrerem no vao de
cisalhamento. As fissuras desenvolvidas na interface aco-concreto, no ensaio

experimental, também ndo é pronunciada na investigacao numérica.

6.4.2 Analise Nao-Linear das Vigas do Arranjo Estrutural II (AEII)

Para a viga do arranjo estrutural II (AEII) modelada com concreto simples (CS), a energia
de fraturamento foi estimada, de acordo com a Eq. (6.24), proposta pelo CEB-FIP
Model Code (1990), uma vez que, o ensaio 3PBT s6 foi realizado para a viga de CRFA,
cuja curva tensdo abertura de fissura (o —w), para a representagdo dos processos de

fratura, foi mostrada no grafico da Fig. 6.40, item 6.3.

0,7

G, =G,| L= (6.24)
f;'/}lﬂ

Na Eq. (6.24) f,, ¢é a resistéencia média do concreto a compressio aos 28 dias, f

assume o valor de 70 MPa ¢ G s obtido da Tab.6.13, é funcao do diametro maximo do

agregado.
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Tabela 6.13 — Relagdes entre o didmetro maximo do

agregado e a energia de fratura

d, . (mm) G,/ m?)

8 25
16 30
32 58

Sendo o diametro maximo do agregado igual a 79 mm para o concreto utilizado na
confeccio da viga do AEIl, tem-se, por interpolagio, G =3375] /m’ e
G, =94,76 ] /m°. Adotando a curva de amolecimento linear para a simulacio do

or

. 4
comportamento do material durante o fraturmento tem-se &, , =7,2*%10", para uma

largura de banda » = 50mm e f, = 5,27 MPa .

nnult

. AEII-CARFA e AEII-CA

Para as vigas do arranjo estrutural II (AEII), confeccionadas em concreto armado (CA) e
com concreto armado reforcado com fibras de aco (CARFA), o aspecto do diagrama
carga-deslocamento (Fig. 6.89 e Fig. 6.91) se assemelhou ao diagrama obtido do ensaio
experimental, caracterizado por um comportamento, cujos estadios de deformagao sio
bastante nitidos. Para ambas as vigas, simuladas numericamente, a carga correspondente
ao inicio da plastificagdo da armadura se aproximou da resposta encontrada no ensaio
experimental. O mesmo se aplica ao valor obtido numéricamente para a carga de primeira
fissura (carga correspondente a mudanga de inclinagdo da curva carga-deslocamento),
conforme se vé na Fig. 6.89. Na Fig. 6.90 é mostrado a tensao desenvolvida na armadura
longitudinal ao longo do comprimento da viga e para o passo de carregamento
correspondente a colapso da estrutura. Apos a plastificagdo da armadura a viga trabalha

como um tirante de concteto.
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Figura 6.90 — Diagrama de tensio ao longo da armadura para a viga de CA do arranjo

Figura 6.89 — Diagrama carga-deslocamento para a viga de CA do arranjo estrutural AEII




Capitulo 6 — Simulagao Numérica de Vigas de CS, CA, CRFA e
CARFA
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Figura 6.91 — Diagrama carga-deslocamento para a viga de CARFA do AEII

Na Fig. 6.92 é mostrado o panorama de fissuras das vigas AEII-CARFA e AEII-CA,
obtidas do ensaio experimental. Na Fig. 6.93 é mostrado o panorama de fissurag¢ao para a
viga AEII-CARFA, fruto da simulagdo numérica. Nessa figura apenas a metade da viga
esta sendo mostrada, uma vez que na simulacdo numérica foi explorada a simetria
estrutural. O panorama de fissuragdao para a viga AEII-CA ¢ bastante semelhante ao da

viga de CARFA e portanto nao é mostrada.
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Figura 6.93 — Panorama de fissuras para a viga AEII-CRFA (tesposta numérica)
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Analisando o panorama de fissuragao obtido na simulagao numérica (Fig. 6.93), com o
panorama de fissurag¢ao obtido experimentalmente (Fig. 6.92), constata-se a capacidade do
modelo de fissura distribuida em sugerir o tipo de ruptura em elementos estruturais onde
a ruptura por flexao é predominante. Na Fig. 6.93, observa-se claramente que o tipo de
ruptura dominante é o Modo I de fraturamento (devido a flexdao pura, relativamente ao
carregamento aplicado) conforme indicam as fissuras verticais na extremidade mais a

esquerda da viga onde ocorre as maiores deformacaoes de fissuras.
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Capitulo 7

Considera¢des Finais

Este trabalho apresentou um estudo dos processos de fratura em vigas armadas
confeccionadas com concreto simples (CS) e com concreto reforcado com fibras de ago
(CRFA), através de modelos numéricos de fissuras baseados na curva de amolecimento
o —w. O estudo se desenvolveu de forma comparativa entre as respostas obtidas com a
analise numérica e os resultados obtidos de ensaios experimentais. A analise numérica foi
realizada com o cédigo de elementos finitos DIANA Finite Element Analysis. Os
resultados numéricos e os resultados experimentais foram discutidos através da
comparagao dos diagramas carga-deslocamento do ponto de aplicagao de carga e do

panorama de fissuracao dos espécimes analisados.

Antes de se estabelecer o modelo de elementos finitos definitivo, para a simulagdo dos
processos de fratura, avaliou-se a qualidade da malha de elementos finitos, com uma
analise do estado de tensido no regime elastico linear e com o subsidio de formulacSes
analiticas. Em seguida o ensaio a flexao 3PBT, utilizado para a obten¢ao da curva o —w,
foi simulado com o finalidade de se avaliar o método indireto de obtencio da lei
constitutiva do material. A resposta numérica mostrou que existe objetividade na forma de
obten¢ao de tal parametro e a curva obtida analiticamente, através de retroanalise, é
bastante representativa. Essa conclusio foi formulada através da comparagao das curvas

P—-6, P—CMOD e com a avaliagao do estado de tensdao na ponta da trinca.
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Dando seguimento ao estudo dos processos de fratura para as vigas em escala real, com e
sem fibras de aco, apds a escolha do critério de ruptura mais adequado para uma
combina¢dao com a curva O —w, observou-se, para as vigas do arranjo estrutural I (AEI),
que as curvas carga-deslocamento, resultantes da simulagio numérica, apresentou uma
maior inclinagdo em relagdo as curvas experimentais. Isso evidenciou uma maior rigidez

do modelo numérico.

Para as vigas do arranjo estrutrural AEI e se¢do retangular, confeccionadas com concreto
reforcado com fibras, a resposta numérica superestimou o carregamento relativamente ao
deslocamento dltimo obtido experimentalmente. Para as vigas de secdo retangular em
concreto armado (CA) a resposta numérica foi compativel com a resposta experimental.
Para as vigas com se¢io em T, o método de analise utilizado também superestimou a
capacidade de carregamento da estrutura, tanto para as vigas de CA, embora de forma

menos acentuda, quanto para as vigas de CARFA.

Devido a propria variabilidade dos resultados obtidos para as vigas ensaiadas mais de uma
vez na investigagao experimental, a fim de se verificar a repetiblidade dos resultados, uma
explicacdo razoavel do comportamento dos diagramas carga-deslocamento, verificado
para as vigas de CA e de CARFA, necessita de uma maior investigacao. Essa investigacao
deve contemplar as condigdes em que os ensaios foram realizados, os equipamentos, a
necessidade de medicdo de um maior numero de variaveis para a tradugdo do
comportamento mecanico do material e/ou estrutura objeto do estudo e melhorias nos
modelos numéricos implementados, como, por exemplo, contemplar do efeito de flexao

localizada da armadura e o deslocamento relativo entre a armadura e o material cimenticio.

Para as vigas do arranjo estrutural I (AEI), a inclinacdo das fissuras em uma diregao
aproximada de 45° no vao de cisalhamento e nas proximidades do apoio, a maior
concentragao de fissuras nessa regidao, bem como, a ocorréncia das maiores deformagdes
de fissuras s6 foi capaz de configurar parcialmente o tipo de ruptura das vigas de secao
retangular. Para as se¢oes em T o panorama de fissuras é excessivo e nao sugere o tipo de

ruptura por cisalhamento, conforme a resposta experimental. Nas vigas do arranjo
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estrutural II (AEII) o panorama de fissuras, obtido na siumulagdo numérica, é bastante
representativo do tipo de ruptura dominante na viga armada projeta para ruptura por

efeito de flexdo.

A riqueza de detalhes obtida com a simula¢ao numérica de elementos estruturais evidencia
seu potencial para uma investigagdo minuciosa do comportamento estrutural. Uma
investigacdo mais criteriosa garantindo maior veracidade as analises levadas a efeito nesse
trabalho, consiste na simulacao da aderéncia entre os materiais envolvidos, na simulacio
numérica das vigas de se¢ao T no espago tridimensional, na investigagao da relagio de
dependéncia entre os parametros que caracterizam as propriedades fisicas das fibras
(orientagio da fibra, fator de forma, eficiéncia da ancoragem, volume de fibra incorporado
na matriz de cimento, etc.) com o modelo constitutivo do material no estado multi-axial
de tensdao. Essas investigagoes, frente as limitagoes de abrangéncia e de tempo, estdo

reservadas para futuras incursoes.
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