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RESUMO

O presente trabalho aborda a andlise de instabilidade de estruturas
reticuladas tridimensionais constituidas por barras deformaveis em seu plano e
fora dele com o objetivo de estudar a influéncia que os contraventamentos
exercem nas estruturas. Estas barras sao deformaveis por flexao, por forga
axial, por for¢ca cortante e torgdo. Um programa de computador foi
desenvolvido para possibilitar a determinacdo dos pardmetros de instabilidade
da estrutura, considerando a nao linearidade geomeétrica, em teoria de
segunda ordem, no regime elastico. A técnica empregada € a matricial
utilizando fungbes de rigidez tridimensionais (Funcgdes de Estabilidade
desenvolvidas para considerar os efeitos simultdneos de flex&o, forga cortante,
forga axial e forgdo). A instabilidade global da estrutura e atingida quando um
determinado carregamento provocar a degeneragdo da matriz de rigidez global
da estrutura, ou seja, tornando-a singular. Neste caso, o carregamento é
considerado critico e através dele pode-se determinar os parametros de
instabilidade da estrutura global. Com as ferramentas desenvolvidas foi
possivel o estudo da instabilidade das estruturas com vinculos rigidos e
elasticos. Possibilitou também o estudo dos efeitos dos contraventamentos

elasticos nestas estruturas.

Exemplos numéricos s80 apresentados para demonstrar a
potencialidade do processo desenvolvido e para comparar com resultados de
analises obtidas por outros autores que utilizam outros processos e pelo

programa ANSYS 5.2.
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ABSTRACT

This paper approaches the analysis of instability of tridimentional
reticulation structures composed by deformable frames along its plane and out
of it with the goal of study the influence of the bracing on the structures. This
frames are deformable by flexion, axial force, shear force and torsion. A
software was developed to determine the parameters of instability of the
‘structure, considering geometrical non linearity, in theory of elastic second
order. The technigue used is the matricial using tridimentional stability functions
(Stability functions developed to consider simultaneous effects of flexion, axial
force, shear force and torsion.). The global instability of the structure is reached
when loading to cause the degeneration of the global stiffness matrix of the
structure, i.e., it becomes a singular matrix. In this case, the loading is
considered critical and through it the instability of global structures parameters
can be calculated. Examples are showed fo demonstrate the potentiality of the
process developed and to compare with results obtained from other authors

who use other process and ANSYS 5.2 program.



CAPITULO I

INTRODUCAO

1.1 - CONSIDERAGOES GERAIS

Hoje, o avango no uso de edificagbes em Estruturas Metalicas
e devido as vantagens econdmicas do processo industrial de fabricagéo
dessas estruturas, a redugdo no tempo de execugdo da obra, o aumento do
espaco util interno da obra, com vaos maiores e pilares menores, 0 alivio
das fundagbes devido ao menor peso proprio do ago em relagao as
estruturas de concreto, a redugdo na mao-de-obra para execugdo €
facilidade de montagem. Estas estruturas sdo normalmente utilizadas para

construg@o de galpbes, edificios, pavilhbes e coberturas em geral.

A Engenharia de hoje busca aperfeicoar as estruturas através do
refinamento dos processos de calculo e através de novas concepgdes
estruturais. Para que isto acontega, e necessario compreender o
comportamento da estrutura quando esta estd sob a agdo dos
carregamentos que lhe s3o impostos. O carregamento critico & équele que
ao ser aplicado na estrutura provoca o colapso da mesma. Desta forma,

consideragbes ligadas a instabilidade das estruturas sdo de fundamental



importancia para qualguer projeto em desenvolvimento. Neste aspecto, &
importante na analise dessas estruturas a determinacdo do ponto critico de
instabilidade. Como se tem observado, algumas estruturas metalicas tém
entrade em ruina devido & ndo verificagdo deste conceito. Este tipo de
colapso produz grandes danos; isto acontece porque quando as estruturas
se encontram com carregamentos proximos do carregamento critico de
instabilidade, estas estéo sujeitas a grandes deslocamentos para pequenos
incrementos de carga. Estes grandes deslocamentos podem fazer com que
a estrutura entre em ruina sem a capacidade de aviso prévio, pois o colapso
pode acontecer de forma rapida. Assim, a estrutura perde as caracteristicas
geomeétricas para a qual foi projetada, perdendo sua finalidade. Desta forma,
a analise de instabilidade global & de fundamental importancia devendo ser
considerada como uma fase de calculo do projeto, que tem como objetivo

garantir a seguranga das estruturas.

Os fendmenos de instabilidade das estruturas s&o conhecidos gragas
a prépria evolucao das pesquisas da Teoria das Estruturas. Isto permitiu que
fossem projetadas estruturas cada vez mais esbeltas, através de formas
adequadas, 0 que estimula o engenheirc a ser cada vez mais audacioso,
concebendo estruturas mais econdmicas e seguras e com capacidade de

cargas maiores.

A teoria de instabilidade das estruturas teve seu inicio com o estudo
de Leonard Euler. Em 1744 ele apresentou o estudo do problema de
instabilidade de barras por flexdo. Desde entdo, muitos pesquisadores {ém
apresentado estudos a respeito da analise da instabilidade. Existem hoje
varios tipos de anélises para uma estrutura reticulada plana. Estas anélises
sdo baseadas na hipdtese de pequenos deslocamentos. Para a teoria de
primeira ordem tem-se a hipotese do equilibric da estrutura ser considerado
na posigdo indeformada e para a teoria de segunda ordem na posigéo
deformada. Neste caso pode-se analisar o equilibrio da estrutura na posi¢&o

deformada ou na posi¢do indeformada sujeita a perturbagdo em sua



vizinhanga. Este tipo de andlise é conhecida como Efeito da N&o-
Linearidade Geométrica. Quando esta andlise é feita considerando
expressbes aproximadas, ou linearizadas, esta analise € conhecida como
teoria de segunda ordem. Quando se consideram as expressdes exatas,

esta é chamada de teoria de terceira ordem.

1.2 - SITUACAO DO PROBLEMA

A formula de Euler para carregamento critico de flambagem eléastica
por flexdo de uma barra esbelta ¢ uma das mais antigas férmulas que até
hoje € utilizada pela engenharia. Segundo JOHNSTON ", o historico desta
formula, junto com suas modificagSes realizadas por Engesser e Shanley
para o comportamento inelastico, fornecem a base para a histdria da

instabilidade de barras iniciada a2 mais de 254 anos airas.

Existem muitos fatos que compbem o histdrico da flambagem. A
historia sera recontada de uma forma sucinta levando em consideragéo as

seguintes hipoOteses:

1) a barra é perfeitamente reta e a carga ¢ aplicada ao longo de seu eixo

centroidal;
2) a segdo transversal & constante e feita de um material homogéneo;
3) a relagdo tensdo-deformacéo € assumida linear,

4) adota-se a relacdo tensdo-deformagdo igual tanto na tragdo quanto na

COMPressao;



5) as condigbes de extremidade da barra isolada s&o consideradas perfeitas
(os estudos de Euler foi para uma barra em balango, ou seja, apoio fixo

em uma extremidade e apoio livre na outra);

A fungéo estrutural da barra perfeita em estudo é transmitir a forga
aplicada de compressdo de um ponto para outro. Para pequenos
incrementos de carga esta barra deve permanecer reta. Com o acréscimo
do carregamento axial uma barra esbelta alcanca um estado no qual uma
perturbagao infinitesimal provoca a flexdo da barra. A carga para a qual a

barra fica instavel € denominada de carga critica.

1.2.1 - INSTABILIDADE POR FLEXAO DE BARRAS NO
REGIME ELASTICO

Em 1678, Robert Hooke (1635-1703) estabeleceu a hipotese
preliminar do estudo da teoria da flambagem elastica quando declarou que o
deslocamento de um corpo elastico era proporcional & carga causadora do
deslocamento, JOHNSTONY, Hooke afirmou que esta relagdo linear entre
forgca e deslocamento, conhecida hoje como Lei de Hooke, poderia ser
aplicada a corpos elasticos como metal, madeira, pedras, tijolos, e coisas
parecidas, TIMOSKENKOW, Esta conclusdo foi utilizada mais tarde como

base para o desenvolvimento da mecanica dos corpos elasticos.

QOutro importante passo foi dado por Jacob Bernoulli (1654-1705),
gquando estudou a deflexdo e a curvatura de uma viga retangular em
balango, TIMOSKENKOY, Jacob Bernoulli afirmou, em 1705, com base na
Lei de Hooke, que para uma viga fletida a curvatura da elastica em cada

ponto € proporcional aoc momento de flexdo naquele ponto. O que estava



correto e foi usado mais tarde por outros matematicos principalmente por

Euler em suas consideragdes sobre curvas elasticas.

O irm&o mais novo de Jacob Bernoulli, John Bernoulli (1667-1748), foi
considerado 0 maior matematico de seu tempo. O resuitado de seu trabalho
traduz-se entre outros no desenvolvimento do calculo diferencial e na
formulagao dos principios dos trabalhos virtuais. Mas, a sua mais importante
contribui¢do para a resisténcia dos materiais foi 0 fato de ter sido professor
de Leornard Euler e ter um filho, Daniel Bernoulli, que avangou seus

estudos.

Daniel Bernoulli (1700-1782), além de matematico era um
experimentador e suas experiéncias forneciam novos problemas
mateméaticos para Euler. Daniel Bernoulli sugeriu a Euler que ele deveria
aplicar o célculo variacional para obter as equagfes das curvas elasticas. O
trabalho de Euler, mais tarde, foi baseado nesta sugestdo. A “World Who's
Who in Science”, apresenta nove membros da familia Bernoulli que entre os
anos de 1654 e 1863 contribuiram substancialmente para o0

desenvolvimento da matematica e da mecanica, JOHNSTON™,

Leonard Euler (1707-1783) €& considerado © mais produtivo
matematico de todos os tempos, JOHNSTON", Em 1736, Euler publicou
seu famoso livro sobre mecéanica, “Mechanica sive motus scientia analytice
exposita”, TIMOSHENKOY, Neste livio em vez de empregar o método
geométrico usado por Newton e seus seguidores, Euler introduziu o meétodo
analitico. Ele mostrou como as equagdes diferenciais do movimento da
particula podem ser derivadas e como 0 movimento de um corpo pode ser
encontrado por integragdo destas equagbes diferenciais. Este método
simplificou a solugéo dos problemas, e o livro teve uma grande influéncia
proporcionando o desenvolvimento da mecénica. Lagrange (1736-1813)

afirmou em seu livro “Mécanigue analytique” (1788), que o livro de Euler era



0 primeiro tratado mecénico no qual o céalculo era aplicado & ciéncia dos

movimentos dos corpos.

No periodo da publicagdo de seu livro, Euler voltou seu interesse para
as curvas elasticas. Seguindo a sugestdo de Daniel Bernoulli e baseado na
teoria de Jacob Bernoulli, Euler comegou a investigar as formas das curvas
de vigas elasticas esbeltas sobre varias condigbes de carregamento. O
principal resultado do trabalho de Euler foi publicado em seu livro "Methodus
Inveniendi Lineas Curvas...” publicado em 1744. Este era o primeiro livro de
calculo variacional e que também continha o primeiro tratamento sistemético
das curvas elasticas. Neste livro ele apresenta a “férmula da coluna” que
ainda hoje carrega seu nome chamada de Formula de Euler. A carga de
Euler € a carga critica para qual uma barra esbelta elastica pode suportar
um carregamentc axial em uma configuragdo ligeiramente fletida. As
colunas do tempo de Euler eram feitas de alvenaria ou de madeira. As de
madeira eram consideradas por Euler como “propensa a flambar’, e,
portanto, apropriada para a aplicagdo de sua formula. Euler, como o mais
produtivo matematico, possui uma extensa bibliografia composta de 866

publicagbes.

Euler baseou sua férmula na hipotese de que 0 momento de rigidez
em qualquer ponto da barra era igual a “Ek?/p”, onde "Ek*” era uma
constante que devia ser determinada por meios experimentais e “p” era o
raio de curvatura da barra fletida, JOHNSTON", Euler tinha apenas idéias
errbneas da relagdo entre a forma geométrica da secéo transversal e o
termo “Ek?". Ele declarou, mais tarde, em 1759, em seu tratado sobre
barras: “Parece que o momento de rigidez € proporcional ac quadrado da
espessura, ou mesmo seu cubo; do qual podemos concluir gue se a barra é
cilindrica seu momento de rigidez sera proporcional a terceira poténcia, ou
possivelmente & quarta poténcia do didametro da base”. Desta forma, Euler

ilustra a incerteza sobre o conceito do momento de inércia da segéo



transversal desconhecido naquela época, bem como o desconhecimento da
distribuigéo' das tensbes e da localizagdo do eixo neutro de uma barra
fletida. O primeiro a estabelecer o conceito de momento de inércia foi
Christian Huygens (1629-1695), TIMOSKENKOQO'Z.

Em sua formula que apresenta a forga necesséaria para uma barra

flambar:
n’Ek?
P, = B (1.1)

Euler definiu “E” como uma propriedade elastica e “k*” como uma
propriedade dimensional da barra. Esta ndo foi apenas a primeira solugdo
tedrica para um problema de instabilidade, mas também a primeira solugdo

de um problema de auto valores, THURLIMANME, Embora Euler ndo
tivesse nenhuma base para a determinagdo independente de “E” e “k*", ele

propds corretamente que o termo “E k*” poderia ser determinado por um

ensaio em uma viga em balango com carga “P” na extremidade livre, no qual
“A" & a deflexdo da viga, como mostra a eq.(1.2).

P

e (1.2)

Ek?

A transicdo de “Ek?" de Euler para “El” requer a aplicagdo da Lei de
Hooke em conjunto com a correta consideragao da distribuigéo das tensoes

internas de uma barra fletida.

Hoje, sabe-se que a Féormula de Euler poderia ter sido deduzida da
seguinte maneira: seja uma barra com extremidades rotuladas e
indeslocaveis perpendicu!armenté ao seu eixo. Para a determinagdo da
carga de flambagem elastica a Fig.l-1 mostra esta barra na sua
configuragdo fletida para um carregamento "P" centrado. Da resisténcia dos

materiais tem-se:



M 1
El, R

z

(1.3)

sendo “M” o momento fletor num ponto “A” qualquer igual a “Py”; "E” é o
modulo de elasticidade longitudinal; “l,” € o momento de inércia da segao

transversal em relag@o ac eixo de flexdo z-z (perpendicular ao plano da

Fig.l-1); e —;— € a curvatura no ponto "A”.

A expressao aproximada da curvatura é dada por:

1 d?
Desta forma tem-se;
Py d’y
E—lz = " (1.5)
f P
Fazendo o = T resuita;
y'+ofy=0 (1.6)
=
|
LLLL .
L
x b Z
f ¥
‘—7‘\“— L
Y
AL
z
Yosod ‘ =y
]
=

Figura 1-1 Barra para Determinagdo da Carga de Flambagem Elastica.



A solugdo desta equacéo diferencial é dada por:

y=Clsena x+ C2cosa x (1.7)

Aplicando-se as condigdes de contorno na eq.(1.7) para x=0 e x=L e

lembrando que para os dois casos y=0, obtém-se:
x=0 => C2=0 (1.8)
x=L => Cilsenal=0 (1.9)

A eq.(1.9) pode ser interpretada de duas maneiras: para C1=0 tem-se
a forma reta da barra e para senal=0 tem-se a forma curva, ou seja, barra

fletida (C1= 0). A expressdo senal=0 representa, portanto, a condicéo de
flambagem da barra. Assim, para al=nn ou « =~?~}T-, sendo n=1, 2, 3....,

obtém-se a linha elastica de flambagem:

y = C1sena ><=C1se':n?1r_—)E (1.10)

Lembrando que a=

nn :
e 8 %=, pode-se concluir que a carga

4

tedrica de flambagem é dada pela seguinte expresséo:
n 2
P, =Elo? =EEZ(T_’3] (1.11)

O valor n=0 conduz a uma forma reta para a barra 0 que néo é
interessante neste caso. O valor de n=1 corresponde ao primeiro modo de
flambagem, conforme mostrado na Fig.l-1. Qutros valores para “n” (2, 3,
4,...) correspondem a outros modos de flambagem e cargas de flambagem

mais elevadas, sem interesse pratico.

Desta forma, para n=1, tem-se a atual “Foérmula de Euler’, dada por:
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n’El,
Eujer T Lz

P (1.12)

Alguns outros pesquisadores contribuiram paralelamentie para o
desenvolvimento da teoria de flambagem. Mariotte (1620-1684) realizou
experimentos com vigas em balango, TIMOSKENKOM. Mariotte ndo estava
apenas interessado na resisténcia dos materiais mas também nas
propriedades elasticas e concluiu que em todo material testado o
alongamento era proporcional a aplicagdo de forcas. Ele afirmou que
fraturas ocorrem quando o alongamento excede certo limite. Os resultados
de seus experimentos foram publicados em 1686, apos sua morte. Ele foi o
primeirc a reconhecer que as fibras superiores de uma viga em balango,
com uma carga em sua extremidade livre, eram estendidas, enguanto as
fibras inferiores eram encurtadas. Leibniz (1646-1716) em 1684, afirmou que
eram corretas as conclusdes de Mariotte e recomendou a aplicagdo da Lei
de Hooke para o problema. Parent (1666-1716) em 1713 mostrou a correta
distribuicdo das tensdes em uma viga fletida retangular, mas seu trabalho
dava margens para investigagbes futuras. Em 1773, 29 anos depois da
apresentagao da formula da coluna de Euler, Coulomb (1736-1806) aplicou
corretamente a Lei de Hooke e as equagdes do equilibrio estatico para
desenvolver a formula que relaciona o momento de flex8o com as tenses
normais em uma viga em balango. As deformagdes por cortante foram
negligenciadas por Coulomb e uma tecria mais completa de uma viga fletida
utilizando a teoria da elasticidade foi desenvolvida mais tarde pelo trabaltho
de Navier e St. Venant, JOHNSTONM™,

Embora a formula de Euler seja conhecida universalmente e tida
como sendo a base para o dimensionamento de barra esbelta de ago, ela foi
bastante criticada nos anos de 1800, isto porque falhava gquando previa a
capacidade de resisténcia a compressdo dos materiais utilizados naquela
época, como a alvenaria, madeira ou ferro fundido. Somente 100 anos

depois da contribuicdoc de Euler € que os materiais para 0$ quais sua
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formula € mais apropriada tornaram-se disponivel para uso comercial em
estruturas. As estruturas que eram inicialmente de ferro forjado passaram a
ser de ago, por volta de 1850. A partir de 1900, as estruturas de liga de
aluminio tém sido acrescentadas na familia destes metais para construgao,
JOHNSTONM,

Por falta de experimentos que comprovassem a eficacia da formula
de Euler seu trabalho foi bastante criticado. Em 1822, J. Robinson

o

classificou o trabalho de Euler como “.. um éarido discurso matematico,
procedimento de suposicdo que {para falar favoravelmente) séao
extremamente desnecessarios ... sua teoria da resisténcia de barras e uma
das mais fortes evidéncias deste seu desmedido procedimento ..",
JOHNSTON!™. Em 1840, E. Hodgkinson relatou experimentos com barras
esheltas de ferro forjado. Em revisdo desses resultados Todhunter e
Pearson dao algum crédito, ainda com relutancia, ao trabalho de Euler, mas
fazem uma previsdo das coisas que estariam por vir; eles afirmaram: “... eu
arrisco uma opinido para pensar que a teoria de Euler de forma modificada
pode a}udar-nos'...”. Em 1905, na oitava edigdo de seu livro "Modern Framed
Structures” Johnson, Bryan e Turneaure recomendam a Formuia de Euler,
precedida por uma constante de modificagdo obtida através de dados

experimentais, JOHNSTON!", Estava firmada a teoria de Euler.

Concluindo, a histéria da Férmula de Euler persiste a mais de 250
anos. Embora conhecido pelos engenheiros até hoje pelo desenvolvimento
da Férmula de Euler, € ainda pouco prestigiado, até pela “World Who's Who
in Science” que falha ao mencionar suas contribuigbes, JOHNSTON, E
necessario, portanto, de tempos em tempos, recontar esta histéria para que
ela ndo se perca no tempo. Ao mesmo tempo deve ser reconhecido que ndo
existe em estruturas reais barras perfeitas. As barras nunca s&o
perfeitamente retas e apresentam imperfeictes e tensdes residuais vinda do
proprio processo de fabricagdo. As barras quando carregadas, quase

sempre, apresentam apreciavel redugao de resisténcia a momentos fletores,
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o qual pode somente ser estimado. Barras reais ndo possuem ligagbes
perfeitamente rigidas em suas extremidades que podem variar com a vida
da estrutura. Existe uma vasta, e as vezes confusa, literatura dedicada aos
fatores que fazem uma barra real diferente da barra perfeita de nossa
histéria, mas sua histéria continua fascinante, que devido a sua proporgéo

pode ser considerada uma verdadeira epopéia.

E importante salientar que toda analise descrita acima, até agora, foi
feita sempre supondo a barra isolada da estrutura e admitindo-se vinculos
perfeitos em suas extremidades. Portanto, ainda n&o analisando a barra

acoplada em um portico.

1.2.2 - ANALISE ELASTICA DE ESTRUTURAS EM TEORIA
DE SEGUNDA ORDEM

A analise agora sera feita considerando a barra acoplada & estrutura
do portico. Cada extremidade da barra estarad rigidamente ligada & barra

adjacente compartilhando a rigidez do conjunto da estrutura do pértico.

A analise elastica linear de estruturas, ou a chamada analise elastica
em teoria de primeira ordem, & bem conhecida pelos engenheiros da época
atual. Esta teoria analisa o equilibrio na posigdo indesiocada quando as
deformacbes e deslocamentos sao pequenos em relagdo as dimensdes da
estrutura. Com © uso dos micro-computadores, a analise matricial tem se
tornado muito popular porque fornece um consistente metodo de analise
estrutural. Entretanto, na anélise realista para o dimensionamento de
estruturas, vérios efeitos secundarios deveriam ser adicionados aos

esforgos de primeira ordem. AL-MASHARY ¢ CHEN™ citam entre esses

efeitos secundarios:
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1) a nao-linearidade geométrica dos efeitos P-§ e P-A, conhecidos como
efeitos de segunda ordem. O efeito P-& seria o momento obtido pelo
produto da carga axial com o deslocamento transversal da barra e ©
efeito P-A seria 0 momento obtido peio produto das cargas verticais

muiltiplicadas pelos deslocamentos longitudinais da estrutura;

2) o efeito de encurtamento ou arqueamento da barra quando ela &

carregada axialmente;

3} o comportamento semi-rigido das conexdes ao invés de completamente

rigido;
4) a incerteza na idealiza¢ao do tipo de apoio;
5) os efeitos do recalque diferencial nas fundacgdes;
6) os efeitos da variagdo ndo-uniforme da temperatura;

7) os efeitos causados pelas imperfeicdes geométricas, ou seja, as barras

ndo séo perfeitamente retas;
8) os efeitos causados pela excentricidade do carregamento;
9) os efeitos causados pela presenga das tensdes residuais.

Esses efeitos influenciardo no comportamento estrutural o que
resultard na reduglo da rigidez da estrutura e/ou da sua resisténcia; isto

afetara a distribuicdo dos esforcos internos no sistema estrutural.

A introdugdo desses efeitos na analise estrutural durante o
dimensionamento nao € usualmente considerado na pratica, principalmente

devido ao fato que:

1) as técnicas desenvolvidas até o momento n&o tém alcangado um estado

de maturidade;
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2) a introdugao destes efeitos na analise pode envolver consideravel tempo

de programagéo;

3)e também pelo fato dos engenheiros acostumados com ©
dimensionamento pratico ndo estarem familiarizados com as implicagdes

desses efeitos e suas possiveis influéncias nas analises.

1.2.2.1 PROCESSOS ANALfTICOS APROXIMADOS PARA
ANALISE ELASTICA DE ESTRUTURAS EM TEORIA
DE SEGUNDA ORDEM

Existem varios processos aproximados para analise elastica de
estruturas em teoria de segunda ordem, mas nestas analises dificimente se
consideram todos os efeitos secundarios. Sera feita uma breve revisdo de

alguns desses processos.

A) Efeito P-A

O efeito P-A seria © momento produzido pelas cargas verticais vezes
o deslocamento longitudinal da estrutura. Este efeito é caracterizado,
portanto, pela atuagdo das cargas verticais aplicadas a estrutura deformada.
Desta forma, a carga vertical vezes o deslocamento provoca um momento
extra na estrutura que deve ser considerado. QO processo consiste em
calcular os esforcos solicitantes e deslocamentos adicionais provocados
pelas cargas verticais. Estes novos esforcos s8o incorporados ao
carregamento da estrutura. Neste processo, o efeito P-8, ou a redugéo da

rigidez da barra, devido a carga axial é negligenciado.
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A norma NBR 8800" recomenda as seguintes etapas para a

aplicagao da combinagéo de agbes:

Etapa 1) Aplicar a estrutura a combinagdo apropriada de ag¢des de calculo,

ver Fig.l_2;

Etapa 2) Fazer a analise elastica em teoria de primeira ordem da estrutura,
determinando os deslocamentos horizontais “A" ao nivel de cada

andar;

Etapa 3) Calcular os valores das forgas cortantes ficticias "V,"
P
Vi=£=(A,,-4) (1.13)

sendo *V;" a forga cortante ficticia agindo no andar “i'; "> P," é 0

0]
i

somatorio das forgas normais nos pilares do andar “i", inclusive nos

pilares que n&c pertencem ao sistema resistente a cargas

(133108

horizontais; *h"” é a altura do pilar “I"; e “A..", "A" s8o os

N

deslocamentos horizontais dos niveis “i+1” e “i", respectivamente.
Etapa 4) Calcular os valores das forgas horizontais ficticias “H."
H=V_-V, (1.14)

Etapa 5) Aplicar novamente o carregamento inicial a estrutura como na

etapa 1, incluindo agora as forgas “H.";

Etapa 6) Repetir as etapas 2 até 5, até que os resultados sejam
convergentes, ou seja, quando o valor “A,” no final de um ciclo for
quase igual & previsdo para este ciclo. Se, apds cinco ciclos de
iterac@o, os resultados ndo convergirem, talvez a estrutura seja

excessivamente flexivel.
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Figura |-2 Efeito P-A.

Apbs a convergéncia do processo as forgas e momentos resultantes

em cada barra agora incluem o efeito P-A.

B) Processo da Expressdo Analitica de Amplificagao do

Momento Fletor

Este processo tem por base a amplificacdo dos momentos obtidos
pela analise em teoria de primeira ordem produzidos pelo carregamento

atuante. Seja o caso geral dado pela Fig.l_3:
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Y

Figura |_3 Momentos de Extremidades Desiguais Com Carregamento

Transversal.

sendo "W” o carregamento transversal distribuido ao longo do comprimento
da barra; "M," e "M," s@o os momentios aplicados nas extremidades da
barra; "y" &€ o deslocamento transversal da barra no plano da estrutura; “x” &
a diregdo do eixo ao longo do comprimento da barra; “El” é a rigidez a flexéo
e “P” é a forga axial atuante na barra. Fazendo-se o equilibrio de momentos
em uma posigdo “x" da barra denominado de “M,” e lembrando da equagdo
classica da resisténcia dos materiais, onde o momento esta relacionado com
a curvatura, tem-se:

2

M, =M, +Py = E15Y (1.15)
dx

sendo "M;" o momento resultante do carregamento transversal da barra.

Dividindo ambos os lados da eq.(1.15) por “El” e admitindo barra de

secao transversal constante, resulta:
bl ALV 1 (1.16)

Derivando duas vezes a eq.(1.16), tem-se:



dy Pd%y 1dM
El dx?

dx* +E—Z—i-¢d—><_2-

Reescrevendo a eq.(1.15), tem-se;

dy__M

X

dx? El

Derivando duas vezes a eq.(1.18), chega-se a:

dy  1dM,

dx*  El dx?

Substituindo a eq.(1.18) e eq.(1.19) na eq.(1.17), resulta:

1 d°M, F’[ M}_ 1 d°M,

Bl o BV E)TTE o

Fazendo o’ = g , tem-se:

2 it
M oy, -
dx dx

A solugéo para esta equacio diferencial pode ser dada por:

M, = Clsena x+C2cosa X

18

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)

Considere o caso particular de M,=M,=M sem o carregamento

transversal apresentado na Fig.l-4, citado por SALMON & JOHNSON®,

como 0 caso da "Férmula Secante”.

O maximo valor de “M,”, dado pela eq.(1.22), pode ser obfido

igualando sua derivada a zero, assim:

dM,

=Clacosax-C2asenax=0
dx
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Clocosa x=C2asena X

Ct1 _ sena X

e =fanag x
C2 cosax

M M
x
B S =
—“*L“‘i” | 1

L |

Figura|_4 Momentos Iguais sem Carregamento Transversal.

Assim, pode-se concluir que:

C2

COS O X = — e
NCT + 28

C1

SENO X = — e
NCT +C2°

(1.23)

Substituindo a eq.(1.23) em eq.(1.22), obtém-se a expressdo para O

momento maximo:

2 2
Mymax = 1 b2 =~C1? +C2? (1.24)
JC12+C2?  JC12+ 022

As constantes “C1” e “C2" podem ser determinadas pelas condigbes

de contorno aplicadas a eq.{1.22). Para x=0 e x=L tem-se M,=M, assim:

x=0 => C2=M | (1.25)
X=L => M=Clsenal+Mcosal
01:w (1.26)

sena L
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Substituindo a eq.(1.26) e a eq.(1.25) na eq.(1.24), tem-se:

M(1- cosa L)) ‘
M, = (| 1= C0sabl)l
e \/[ senal ) T

2
(1-cosa L)J
M =M, || sl 1
s \/[ senol )

1-2cosabL+cos?al+senal
Myax =M 2
sen‘o L

2(1-cosa L)
M =M_ |
XMAX \/1—cosgo¢L

2(1-cosal) 2
M = =M - 1.27
MR TV (1-cosa L)(1+ cosa L) (1+cosal) (.27)

< L a b 1+cosal
Lembrando das relagbes goniometricas que cos > 7 > e

que sec= = , na eq.(1.27), tem-se:
2 al
CO8 ——
2
M, =M — | =Msec it (1.28)
ol 2
cos -

Atraves da tecoria dos pequenos deslocamentos pode-se considerar

x? , al (L)
que cosx=1-—, OU Seja, COS—— =1—-—"—

21" 5 514 assim voltando na

eq.(1.28), tem-se:
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1 1
=M — {1.29)
2
cos&k 1. ¢ L*
2 8

MxMAX =M

Substituindo o valor de o em eq.(1.29), obtém-se:

1 1
Mane =M 57 | =M 577 (1:30)
Y J——

El8 L=

Lembrando que P € dado pela eq.(1.12), pode-se fazer:

ﬂ_g_j.szmm%ﬁ_ (1.31)

1- r T
Perr 8 0.81Pcpyr

MxMAX = M

Esta é a solucdo correta do M,,.. Comparando com a NBR 8800%,
item 5.6.1.3.2- Estados Limites - € necessario a multiplicagéo do fator de

seguranca ¢.=0.9 na eq.(1.31). Assim, resulta:

M. =M 1P =Mwwm%wm— (1.32)
T e P s
0.81P.zy 0.9 0.73 Pegyr

Desta forma, o fator 1P amplia o momento “M" calculado

L
0.73 Pesyr

em teoria de primeira ordem.
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C) Processo B,-B,

O processo B.‘B,, apresentado pela AISC/LRFDY, ndo separa o
efeito P-& do efeito P-A. Estes efeitos sd@o considerados na amplificagdo dos
momentos resultantes para dois casos particulares: o de n&o haver
translacdo lateral, onde sdo colocados vinculos adequados que impedem
sua translacéo e o caso da translacao lateral permitida no qual a translagéo
é livre, conforme Fig |-5. Segundo AL-MASHARY & CHENY, esta solugdo
tem sido largamente discutida por vérios autores como Cheong-Sait-Moy €
Downs, Grundy e Lemessurier, Em 1986, a especificacdo AISC/LRFD™
recomendou um procedimento no qual dois fatores de amplificagéo
diferentes fossem utilizados um para o caso de ndo haver translagdo e outro
para o0 caso de translacdo permitida. Estes coeficientes sdo sugeridos na
determinagao do momento de dimensionamento de barras para 0 caso em

que fosse realizada a andlise apenas em tecria de primeira ordem.

O processo se resume em calcular o momento de dimensionamento

“M," da barra como:

M, =BM, +B,M, (1.33)

Lil

sendo "M," ¢ momento elastico em teoria de primeira ordem da barra
assumindo ndo haver deslocamento horizontal na estrutura, caso de néo
haver translacédo; "M, " € o momento elastico em teoria de primeira ordem da
barra assumindo translag@o lateral da estrutura, caso da transiagdo
permitida; “B,” é o fator de amplificagdo do momento P-3; e “B," é o fator de

amplificagéo do momento P-A.
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Figura |-5 Processo B,-B.,.

O valor de “M,” determinado desta forma sera utilizado para o

dimensionamento de barras comprimidas nas expressOes de iteragcdo para

flexo-compressao.

O fator “B,"” € dado por:

B, =21 (1.34)

sendo “P" a forga axial de compressdoe na barra; “C." € um coeficiente de

equivaléncia do momento aplicado definido da seguinte maneira:

a) para barras comprimidas restringidas em estruturas indeslocaveis e nao

sujeitas a carregamentos transversais entre seus apoios:
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C, =06-04—" (1.35)

L} M n - .
sendo -ﬁ-‘w a relacao entre © menor e 0 maior dos momentos fletores de
2

i 1w

calculo, nas extremidades apoiadas da barra. A relagdo i é positiva
2

quando estes momentos provocam curvatura reversa na barra e negativa

guando provocam curvatura simples;

b) para barras comprimidas em estruturas indeslocaveis e sujeitas a
carregamentos transversais enire apoios, o valor de “C,"° pode ser

determinado por analise ou ser tomado igual a:
- barras cujas extremidades s&o engastadas C.=0.85
- barras cujas extremidades séo articuladas C.=1.0

O valor “P," & dado por.

2
pmﬂ'E!

1.
© (KLY (1.39)

sendo “K” o comprimento efetivo de flambagem. No caso de n&o haver
translagdo permitida, ou seja, estruturas contraventadas, o valor de “K” para
barras comprimidas deve ser unitario, a ndo ser que a analise estrutural

mostre que um valor menor deva ser utilizado.

O fator “B, "¢ dado por:

(1.37)
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sendo ZP 0 somatorio de todas as forgas axiais em todas as colunas de
um pavimento; para a “ZPG" o valor de "P,” € o mesmo dado pela

€q.(1.36), mas neste caso da translagdo permitida onde a estabilidade
depende da rigidez & flex8o da conexd0 viga coluna o valor de “K” para
barras comprimidas deve ser determinado por analise estrutural e ndo deve

ser menor que a unidade.

Desta forma, o momento “M,” obtido pela eq.(1.33) inclui os efeitos

P-6 & P-A.

1.2.2.2 - PROCESS0OS NUMERICOS PARA ANALISE
ELASTICA DE ESTRUTURAS EM TEORIA DE
SEGUNDA ORDEM

A equacdo diferencial que governa uma barra tem a seguinte formula:

d4y+P§2—y—

El
dx* dx?

—w (1.38)

sendo “w" o carregamento transversal distribuido ao longo do comprimento
da barra; "y’ € o deslocamento transversal da barra no plano da estrutura;
*x" & a dire¢@o do eixo ao longo do comprimento da barra; “El” é a rigidez a

flexéo e “P" é a forga axial atuante na barra.

Para resolver esta equacgdo diferencial pode-se recorrer a dois
processos. 0 processo aproximado feito atraves do metode dos elementos
finitos ou através da solugéo da prépria equacéo diferencial do problema,
conhecido como processo das fungbes de rigidez. Estes processos

numéricos consideram a degenerag@o geomeétrica da estrutura através dos
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efeitos P-8 e P-A, conhecidos como efeitos de segunda ordem, quando ao
ser aplicado um carregamento a estrutura passa a apresentar uma

configuragdo deformada.

A) Método dos Elementos Finitos

Para resolver esta equagdo pelo metodo dos elementos finitos ha
necessidade de assumir uma funcdo aproximada para o deslocamento "y" e
uma funcdo aproximada para a deformagéo axial ao longo da barra. Assim,
definindo-se os graus de liberdade da barra e as novas fungbes
aproximadoras, através do método dos elementos finitos obtem-se a matriz
de rigidez [K.] e a matriz de rigidez geomeétrica [K;]. Sendo conhecido o
vetor de cargas nodais equivalentes obtém-se os deslocamentos através da

equacdes de equilibrio:
[Ke +KJ{d} = {F} (1.39)

sendo [K, +K,] a matriz de rigidez; {d} & o vetor das componentes

deslocamentos da estrutura e {F} é o vetor de cargas nodais equivalentes.

A matriz [K.] € a matriz de rigidez elastica obtida com as hipoteses
da teoria de primeira ordem e [K,] e a matriz de rigidez geométrica que &
linearmente proporcional a forga na barra “P". Quando “P" € negativo, ou

seja de compresséao, entdo esta matriz reduzira a rigidez da barra, e quando

“P” & positivo, no caso de fragdo, a rigidez da barra sera acrescida.

Esta formulagdo matricial ndo é exata porque foram utilizadas fungdes
aproximadoras para os deslocamentos a fim de representar a curva de

deflexdo da barra. Alguns autores como Grundy, Allen € Bulson e Goto €
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Chen afirmam que a imprecis&o desta fung&o torna-se evidente quando “P”

é muito grande, AL-MASHARY £ CHEN. Este problema pode ser vencido

dividindo & barra em sub-'etementos, mas esta solugdo dificulta a
modelagem e aumenta o esforgo numérico e torna a interpretagdo dos
resultados mais complicada. Um dos primeiros a levar em consideracéo a
influéncia geométrica foi MARTIN® em 1960. O termo “matriz geométrica
somente foi utilizado pela primeira vez por ARGYRIS® em 1964. Estas

matrizes podem ser encontradas no trabalho de AL-MASHARY € CHEN" e
no livio de PRZEMIENIECKI" entre outros.

Quando a barra apresenta carregamento entre suas exiremidades a
eq.(1.39) sera acrescida de um vetor de agbes de engastamento

perfeito {F.} , desta forma tem-se:

[Ke +KHd}h+{F} = {F} (1.40)

B) Processo das Fungoes de Rigidez

Neste processo a equacdo diferencial, dada pela eq.(1.38), é
resolvida de forma exata assumindo a hipdtese de pequenos
deslocamentos. A solucdo é feita através das equagdes de equilibrio e das
condigdes de contorno gue aparecem na barra quando esta é analisada na
posigdo deformada e deslocada. A matriz de rigidez & obtida através da
solugdo da equacgdo diferencial que fornece as fungbes de rigidez. Este

processo € conhecido desde 1930. Entretanto, Livesiey € Chandler e Horne
€ Merchant foram os primeiros a tabular na forma conveniente para ser

usada na analise de instabilidade, escrita com fatores de corregdo baseados

na matriz de primeira ordem, AL-MASHARY £ CHENM,
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Desde entdo a matriz de rigidez da barra baseada nas fungbes de
rigidez pode ser escrita de varias formas. Estas podem ser obtidas nas

referéncias AL-MASHARY g CHEN" e GERE ¢ WEAVER",

A equagdo elementar da matriz de rigidez neste caso, através do

processo dos deslocamentos, pode ser escrita da seguinte forma:
K Nd} +{F}+{F,} = {F} (1.41)

sendo [K,] a matriz de rigidez baseada nas func¢bes de rigidez; {d} é o vetor
das componentes dos deslocamento da estrutura; {F,} € um vetor das

compeonentes das forgas de extremidade devido a carga lateral “P”; {F,} €

um vetor das componentes das forgas de exiremidade devido ao efeito de

encurtamento da barra; e {FF} & o vetor de forgas.

1.2.2.3-PROCESSO PROPOSTO POR AL-MASHARY £ CHENM
PARA ANALISE ELASTICA DE ESTRUTURAS EM
TEORIA DE SEGUNDA ORDEM

Foram mostrados anteriormente alguns processos aproximados e o
processo matricial com fungdes de rigidez. Estes processos analisados aqui,
sob vérios pontos de vista, com suas simplificagbes e generalizagdes, visam
abranger todo tipo de estrutura e carregamento com exatiddo. Estas
simplificagdes podem muitas vezes levar a interpretagbes errbneas dos
processos. Por outro lado, 0 avango no usc de micro-computadores facilita

analises mais complexas para o dimensionamento das estruturas.

A vantagem dos processos aproximados € que somente a anélise em
primeira ordem € necessaria para o dimensionamento. O efeito de segunda

ordem € considerado através da aplicagdo de fatores de amplificagdo.
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Entretanto, as desvantagens destes processos sdo muitas, por exemplo,

podemos citar algumas delas para o processo B, -B, :

1) é restringido para estruturas retangulares;

2)é feita uma correcdo local nas barras, mas ndo é analisado o
comportamento global desta barra na estrutura (na verdade, as barras
sobre a agéo do efeito de segunda ordem redistribuem as suas forgas

internas);

3) interpretacGes erréneas do processo pode levar a colocacdo errada dos
suportes artificiais para 0 caso de ndo haver translagdo e também erros
no célculo de alguns fatores, tais como: o fator “C,.” ou no comprimento

efetivo de flambagem “K”:

4)a soma dos dois momentos amplificados, no caso de ndo haver
translacéo e para o caso da translagdo permitida, embora eles possam

nao ocorrer na mesma localizagao;

5) ndo se pode prever os momentos finais corretos nas barras, assim como
as forgas axiais. Entretanto, na analise de segunda ordem, os momentos
sdo amplificados para tentar levar em consideragdo a acgdo global da

estrutura que € o caso reai;

6) & exigido um esforgo consideravel no calculo do fator de amplificacéo,
principalmente se esse calculo € manual, e portanto existe uma boa

chance de se cometer em erros no processo,

7) s&o necessarias duas analises em teoria de primeira ordem para a
solugdo da estrutura com diferentes carregamentos e condicbes de
contorno: uma para © caso de ndo haver translagio e outra para o caso

da translacdo permitida.
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Por outro lado, o processo matricial também apresenta aiguns

inconvenientes, tais como:

1) ele requer uma ferramenta especial para a analise incluindo habilidade
computacional de hardware e software, 0 que nio esta disponivel para a

maioria dos engenheiros calculistas;

2) é necessario prever uma tolerdncia ou dividir a barra em sub-elementos,
no caso da anadlise baseada na matriz geométrica do método dos

elementos finitos;

3) A precisdo das respostas obtidas nos processos sofisticados utilizando os
recursos de hardware e software pode ndc ser relevante no

dimensionamento.

Por esses motivos fica claro que se faz necessario um processo de
analise em segunda ordem mais simples e versatil, o qual possa ser
aplicado a todo tipo de estruturas e para qualquer carregamento; e que
também seja simples de entender e facil de ser aplicado, ndo exigindo um
tempo extra de execugdo ou uma grande capacidade computacional. Esse
processo deve ajudar o calculista no dimensionamento sem exigir rotinas
desnecessarias e deve simplificar o processo exato ao invés de acrescentar
mais complicagbes na andlise em teoria de primeira ordem. Com ¢ objetivo

de resolver o citado acima, AL-MASHARY ¢ CHEN™, propdem um processo

de analise em teoria de segunda ordem baseado nas fungbes de rigidez.

Observando as duas equagbes fundamentais da matriz de rigidez
dadas pelas e€q.(1.40) e eq.(1.41), pode se concluir que o efeito da néo-
linearidade na equagdo é resultado da presenca da carga axial "P" na matriz
de rigidez e da presenca do deslocamento nodal no vetor forca quando se

considera o efeito de encurtamento das barras na analise.
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O processo proposto por AL-MASHARY & CHEN® para a andlise

simplifica o problema por considerar dois aspectos:

1} a forga axial na barra calculada pela analise em teoria de segunda ordem
usualmente nao diverge muito da correspondente calculada pela anélise

em teoria de primeira ordem;

2)a inclusdo do efeito de encurtamento das barras ndo altera
significativamente os resultados finais dos momentos e forgas cortantes,
mas complica significativamente o esforgo computacional na analise e

requer mais iteragdes.

Portanto, o processo proposto por AL-MASHARY g CHEN® para a

analise é baseado nas seguintes suposigdes:
1) O efeito de encurtamento nas barras e negligenciado;

2) apenas uma iterag8o baseada na analise da formulagdo em teoria de

segunda ordem com fungdes de rigidez é realizada;
3) a matriz de rigidez é a mesma dada pela eq.(1.41);

4) o valor da forga "P” para cada barra e analisado dentro do programa pela
andlise em teoria de primeira ordem, a qual usa a mesma formulagao da

analise em segunda ordem, mas com P=0.

1.2.3- PROCESSO DE ANALISE DE INSTABILIDADE
ELASTICA POR FLEXAO DE PORTICOS PLANOS

YAGUI'™ em 1978, SERRAI™ em 1994 ¢ REQUENAM em 1995,

apresentaram novas fungbes de rigidez capazes de considerar os efeitos da
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néo-linearidade geométrica em teoria de segunda ordem, de forma mais
completa. Com base nos conceitos de flambagem de barras e na andlise de
estrutura em teoria de segunda ordem, REQUENA! abordou o problema de
como determinar O carregamento critico de instabilidade por flexdo.
Segundo GALAMBOSM™, o primeiro modo de falha de uma estrutura &
denominado de instabilidade. REQUENAM apresenta em seu trabalho um
fluxograma para a determinagdo da instabilidade da estrutura para
estruturas planas constituidas de elementos de barras deformaveis por
fiex&o, por forga axial e por forca cortante, em seu plano, no regime eléstico.
REQUENA™ utiliza a técnica matricial com fungdes de rigidez
desenvolvidas para a determinacdo da instabilidade completa do portico

plano. As hipdteses para analise do sistema estrutural sdo as seguintes:

1) a estrutura do portico transversal é considerada plana constituida de
elementos de barra, deformaveis por flexdo, por forga axial e por for¢ga

cortante, em seu plano;

2) 0 desenvolvimento matricial é feito com base no processo dos

deslocamentos para estruturas no regime elastico;

3) na analise da instabilidade do portico é levada em conta a influéncia da
forga axial nos elementos de barra, caracterizada pelo efeito da néo-

linearidade geometrica em teoria de peguenos deslocamentos;

4) o carregamento critico da estrutura é alcangado quando ela deixa de ser
estavel em seu proprio plano, admitindo-a estavel no plano perpendicular

por vinculagbes adequadas;
5) as se¢bes transversais permanecem inalteradas durante o processo;
6) as barras sdo consideradas perfeitamente retas;

7) as agbes sdo aplicadas apenas no plano do pértico



A verificagdo da estabilidade é feita através do processo dos
deslocamentos. A matriz de rigidez de cada elemento de barra, a qual
relaciona as forgas com os deslocamentos em seus vinculos externos,
sofrerd a influéncia da forga axial para um determinado carregamento. As
matrizes de rigidez dos elementos contribuirdo para a montagem da matriz
de rigidez da estrutura. Esta relaciona as a¢des nas coordenadas nodais da
estrutura com os respectivos deslocamentos. Desta forma, a matriz de
rigidez global da estrutura também estara afetada pelo efeito da forga axial
(ndo-linearidade geomeétrica). Portanto, pesquisa-se um carregamento critico
capaz de degenerar a rigidez da estrutura, através da singularizacdo de sua

matriz de rigidez.

1.2.4- PROCESSO DE ANALISE DE INSTABILIDADE
DE TRELICAS PLANAS CONSIDERANDO SEUS
CONTRAVENTAMENTOS

Em 1992, GALAMBOS g XYKIS'® fizeram um relato sobre o

problema da instabilidade lateral para um sistema onde se considera o efeito

dos contraventamentos em trelicas. As hipoteses consideradas por eles

para a analise sao;

1) comportamento elastico antes e durante a flambagem;

2) o0 equitibrio & formulado na posicdc deformada usando a teoria de
pequenas deformacgdes e pequenos deslocamentos;

3) as forgas devidas ao comportamento plano no instante da flambagem séo
determinadas, na analise, em teoria de primeira ordem para uma trelica
plana com nés articulados;

4) para analise de flambagem todas as barras da estrutura formada pela

trelica e contraventamentos s&@o considerados rigidamente conectados;
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5) as segbes transversais permanecem em sua forma original;

6) a secao transversal é idealizada sem empenamento;

7) € considerado que as cargas sejam aplicadas verticalmente nos pontos
contraventados do banzo superior da trelica;

Neste processo sdo apresentadas trés equagbes diferenciais que
regem o problema de uma barra tridimensional sujeita aos efeitos de flexo-
torcdo. As equagles diferenciais s8o resolvidas e expressdes exatas sao
obtidas para a matriz de rigidez de cada elemento. Estas s&o matrizes de
dimensdo 12x12. As mairizes de rigidez de cada elemento sdo
convenientemente agrupadas para formar a matriz de rigidez global da
estrutura tridimensional. Para gqualquer aplicagdo da forga vertical, a forga
axial em cada elemento € determinada pela andlise em teoria de primeira
ordem. Estas forgas axiais sdo entéo substituidas na matriz de rigidez lateral
torcional global e o seu determinante é calculado. Este processo é repetido
até descobrir qual o menor valor da forga aplicada “P" que tormna o
determinante igual a zero. O carregamento aplicado correspondente a esta
condigdo de determinante zero é o carregamento de flambagem para o
sistema. Esta analise e realizada com a utilizagdo do método dos elementos
finitos para verificagdo da instabilidade elastica do sistema.

Segundo os proprios autores GALAMBOS ¢ XYKISI™, algumas

criticas podem ser feitas a esse tipo de analise:

1) @ matriz de rigidez global € muito grande e requer um grande esforgo
computacional para calcular o determinante;

2) analiticamente e complicado calcular as propriedades das matrizes de
transformagdes utilizadas neste processo;

3) devido ao grande esfor¢o computacional requerido, somente estruturas

com uma, duas ou trés trelicas podem ser resolvido.
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1.3 - PROPOSTA DO TRABALHO

A primeira etapa do estudo objetiva conhecer o comportamento de
estruturas reticuladas planas atraves da analise de sua instabilidade. Para
tanto, desenvolveu-se um programa de computador capaz de analisar esta
instabilidade baseado no fluxograma proposto por REQUENA"™ que
considera o efeito da ndo-linearidade geométrica em teoria de segunda
ordem baseada nas fungfes de rigidez. Este programa determina o
carregamento critico de instabilidade por flexdo de porticos planos com
barras no regime elastico. Conseqglientemente, € possivel determinar
também os comprimentos efetivos de flambagem das barras. Este programa

forneceu a base para o desenvolvimento do trabatho.

A segunda etapa do estudo aborda estruturas tridimensionais
constituidas por barras com se¢bes transversais duplamente simeétricas
deformaveis em seu plano e fora dele. Este estudo tem a finalidade de
conhecer o comportamento de estruturas reticuladas tridimensionais através
da analise de sua instabilidade. Com este intuito, pretende-se desenvolver
um programa de computador capaz de fazer esta analise de instabilidade
em estruturas tridimensionais. Este programa levard em consideragao o
efeito da ndo-linearidade geomeétrica em teoria de segunda ordem baseado
nas fungbes de rigidez ftridimensionais. E também determinara o
carregamento critico de instabilidade por flexdo de porticos tridimensionais

com barras no regime elastico.
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1.3.1 - JUSTIFICATIVAS

Estruturas aporticadas planas sdo consideradas rigidas em seu
plano. Por isso, uma das hipdteses assumidas para analise de porticos
planos é que estes nao sofrem deslocamentos fora do seu plano. E admitido
que o portico seja estavel fora do plano por vinculagbes adequadas. Estas
vinculacbes sdo chamadas de contraventamentos. As estruturas devem ser
adeguadamente contraventadas, pois além das cargas aplicadas no seu
plano, certamente ao longo de sua vida Util, haveréd também carregamento
fora dele. Os contraventamentos s&o mais comumente fabricados em barras
de pouca rigidez e podem apenas ser solicitados a tragéo. Entretanto, pouco
se sabe se essas vinculagbes realmente conseguem garantir a estabilidade
da estrutura fora do plano. Os contraventamentos sé@o os principais elos de
ligac@o entre poérticos planos possibilitando a formagao de estruturas mais
complexas. Portanto, sdo um dos responsaveis pela estabilidade global das

estruturas.

1.3.2- OBJETIVOS

Com os mesmos objetivos propostos por GALAMBOS g XYKISH,
tem 1.2.4, de analisar a influéncia que os contraventamentos exercem
sobre as estruturas, e sendo conhecedora das limitagdes encontradas por
eles, e que se propde um novo tipo de analise. Esta analise leva em
consideragdo o avang¢o dos micro-computadores e o desenvolvimento de

fungbes de rigidez para o caso tridimensional, as quais sdo capazes de
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considerar as deformagdes por flexdo, por forga axial e por forga cortante.

Esta proposta é baseada nas seguintes hipoteses:

1)a estrutura do portico tridimensional & considerada constituida de
elementos de barras tubulares deformaveis por flexdo, por forga axial e
por forga cortante em seu plano e fora dele;

2) o desenvolvimento matricial € feilo com base no processo dos
deslocamentos para estruturas no regime elastico;

3) na analise da instabilidade do pértico tridimensional é levada em conta a
influéncia da forga axial nos elementos de barras, caracterizada pelo
efeito da nao-linearidade geométrica em feoria de peguenos
deslocamentos;

4) apenas para inicializar a analise as forgas axiais “P” s@o obtidas em teoria
de primeira ordem; com os valores de “P” inicia-se 0 processo iterativo em
teoria de segunda ordem;

5)a analise de instabilidade € realizada considerando a estrutura
tridimensional, ou seja, formada pelos porticos e sistema de
coniraventamentos,

6) as se¢des transversais permanecem inalteradas durante o processo,

7) as sec¢hes transversais sao idealizadas sem empenamento;

8) as se¢bes transversais sdo duplamente simetrica;

9) as forgas axiais "P” séo aplicadas sem excentricidade;

10) as barras sdo consideradas perfeitamente retas;

11) & considerado que as cargas sejam aplicadas no plano do portico e fora

dele.

Com base nestas hipoteses resolvem-se as equagdes diferenciais do
sistema e obtém-se as funcdes de rigidez para o caso tridimensional. Entdo
aplica-se 0 mesmo processo proposto para analise de instabilidade elastica
por flexdo no plano, mas agora a analise de instabilidade por flex&o é feita

considerando o comportamento global da estrutura, ou seja, o
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comportamento tridimensional que corresponde a um comportamento mais

real da estrutura.

1.3.3 - OBJETIVOS ESPECIFICOS

Sera apresentado nos proximos capitulos o desenvolvimento da
formulagdo das funcSes de rigidez no plano e para o caso tridimensional.
Para o caso tridimensional sera desenvolvido um outro programa de
computador, que leve em consideracdo o efeito da ndo-linearidade
geométrica em teoria de segunda ordem. Este programa analisaré o
comportamento global da estrutura. Portanto, a analise da estrutura estara

bem mais proxima do seu comportamento real.

O objetivo principal deste trabalho € o desenvolvimento de um
programa de computador para a andlise de instabilidade de estruturas
tridimensionais, para avaliar a real eficiéncia dos contraventamentos no

comportamento global das estruturas.

Como extensdo do trabalho, utilizando esta teoria, pretende-se
analisar estruturas tridimensionais, para o caso de perfis duplamente

simetricos.



CAPITULO Il

INSTABILIDADE DE ESTRUTURAS PLANAS

2.1 - INTRODUGAO

Este capitulo aborda apenas as estruturas planas deformaveis em
seu plano. Estas estruturas s&o constituidas de elementos de barra
deformaveis por flexdo, por forga axial e por forga cortante. Apresenta-se
aqui o desenvolvimento completo da formulagdo das fungdes de rigidez,
bem como o fluxograma do programa de computador para analise de
instabilidade de porticos planos, em teoria de segunda ordem, com as

funcbes de rigidez.

2.2 - SISTEMA DE REFERENCIA

2.2.1 - SISTEMA DE REFERENCIA GLOBAL DE EIXOS PARA
ESTRUTURAS PLANAS

O sistema de referéncia global de eixos adotado para estruturas

planas serd dextrorso, com eixos “x., Yy, "z, € origem “O" num ponto
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de referéncia global e local. Os eixos “X", *Y," s80 eixos paralelos aos eixos
globais com origem “Og" coincidente com a origem do sistema local “O;" da

(15414
}

barra

2.3 - MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO DE BARRA COM
FUNGOES DE RIGIDEZ

A matriz de rigidez do elemento com fungbes de rigidez, também.
- chamadas de fun¢Oes de estabilidade, pode ser encontrada no trabatho de

AL-MASHARY g CHENM™ e GERE ¢ WEAVER!"". Esta matriz de rigidez do

elemento considera as deformacgdes nos elementos de barra admitindo as
interacBes entre forgcas axiais e flexdo. Assim, através do uso dessa matriz
com fun¢des de rigidez € possivel considerar os efeitos da ndo-linearidade
geométrica no calculo dos deslocamentos da estrutura. Novos estudos
realizados por YAGUI', SERRAI™ e REQUENA"Y, apresentam novas
fungbes de rigidez capazes de considerar simultaneamente as deformagbes
por forca axial, por for¢a cortante e por flexdo. Estas novas fungbes de
rigidez consideram os efeitos da nao-linearidade geomeétrica em teoria de

segunda ordem de forma mais completa.

O presente trabalho apresenta a dedugd@o desses coeficientes de
rigidez para elementos de barras, admitindo que essas fun¢bes de rigidez
regem os deslocamentos do elemento de barra no plano considerando ©
efeito da forca axial de forma mais completa. A matriz de rigidez de um
elemento de barra sera definida em fungdo de suas coordenadas locais e

dos deslocamentos admitidos em seu plano.
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2.3.1- FORMULAGAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ DO
ELEMENTO DE BARRA CONSIDERANDO O
EFEITO DA FORCA AXIAL

Para uma barra fletida a presenga do esfor¢o normal causa variagéo
nos momentos fletores. Como conseqiiéncia sua derivada, que fornece o
esforgco cortante, também seré alterada pela presencga do esforgo normal.
Neste caso 0s coeficientes da matriz de rigidez da barra sdo determinados
em teoria de segunda ordem e resultam fungdes ndo-lineares da forga axial.
Quando as tensdes se mantém proporcionais as deformacgbes e com a
hipbtese assumida de pequenos deslocamentos estas fungdes podem ser

consideradas exatas.

A influéncia da forga axial e os efeitos da forga cortante nas
deformacgbes serdo consideradas na dedugdo das fungbes de rigidez. Nesta
etapa sera considerado o caso de flex3o apenas no plano. A extensdo para

o caso tridimensional sera realizada no capitulo il

Na Fig.ll-2 é esguematizado o sistema de coordenadas para uma

barra de segao prismatica engastada nas exiremidades.

Levando-se em conta a simetria, o equilibrio de esforgos e a
aplicagdo do Teorema da Reciprocidade, a matriz de rigidez que relaciona
os deslocamentos “D” com os esforgos “F” em relag8o as seis coordenadas
definidas tem a forma mostrada na Fig.l-3, na qual os valores n&o nulos sdo
designados por S1, 82, 83, 84 e $5.
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by

1o 5
T, ' ;\4 X
<, "

°_
Figura 1-2 Sistema de Coordenadas para o Plano.

Os valores de S1, 82 até S6 serdo deduzidos de forma sistematica,
com o propdsito de programagéo para computadores possibilitando a
analise de estruturas mais complexas. A dedugéo terd como base a barra
prismatica, da Fig.l}-2, engastada em ambas as extremidades designadas
por “i” e "k". Cada coluna da matriz de rigidez (Fig.ll-3) representa os valores
dos esforgos exercidos pelas restrigdes quando é imposto um deslocamento
unitario na diregdo e sentido da coordenada respectiva mantendo todos os
outros nulos. Na Fig.ll-4 sao ilustrados os trés tipos basicos possiveis de

deslocamento.

s, 0 0 -8, 0 ©

o s, S, 0 -8, S,

so| 0 S S, 0 -s, 8,
-8, 0 0 S, 0 O

o -8, -8, 0 S, -S,

0 S, S, 0 -S, S,

Figurall-3 Matriz de Rigidez da Barra com Fungdes de Rigidez para o Plano.
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O coeficiente “S1" é o valor da rigidez axial da barra. Este coeficiente
ndo e afetado com a presenga do esforgo normal “P". Assim, tem-se que
S,,=-8,, =81

Yu
1
S N/ kk—-S'] XM
3 R -
(o)
I
5 ]W
§'J\I —
I— | Y i
/, A
53 )
2w S5
v

S 2y

Figura 11-4 Estados de Deslocamento: (a)Translacdo Unitaria Horizontal, (b)

Translagdo Unitéria Vertical, e {¢ ) Giro Unitério.

Adotando a notagéo tradicional para as caracteristicas geométricas

da sec¢ao e propriedades elasticas do material, tem-se:

EA
St=— (2.1)

L
Fazendo a somatéria dos momentos no no inicial da barra, ao se
aplicar um deslocamento unitario na diregdo do eixo “y", conforme mostrado

na Fig.ll-4(b), admitindo “P” de tragao, obtém-se:
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S3+83-LS2+P=0 2.2)

_ 2S3+P
L

S2 (2.3}

Fazendo-se 0 mesmo para o estado de deslocamento da Fig.ll-4(c)

obtém-se:
S4+85-LS8S3=0 (2.4)
S5=83L-84 (2.5)

Para a montagem da matriz de rigidez, portanto, é necessario apenas
o célculo dos coeficientes “S17, “S3” e “84". Os valores “S2" e "S5” séo

obtidos através do equilibrio das agdes exercidas na barra.

O valor dos coeficientes “S3" e “S4" depende do sentido do esforgo
normal “P" que influi no valor do momenio fletor e sua derivada, esforgo
cortante. A distor¢do “y" definida pela diferenca entre a inclinagéo “0" da
linha elastica e o giro “¢” da sec&o transversal que independem do valor e

sentido de “P”, sédo

y'=0=06+y (2.6)
cQ
thadreyy (2.7)

Substituindo eq.(2.7) na eq.(2.6), tem-se:

.0
y—¢+GA (2.8)

Derivando "y' * e lembrando que ¢'= m%, resulta:

w__M_ ¢ dQ
V=B GA o) (2.9)
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Sendo:P Forga axial no elemento de barra;
A Area da secao transversal;
| Momento de inércia em relagdo ao eixo z;

G Modulo de elasticidade transversal;

E Mddulo de elasticidade longitudinal;
o Coeficiente de forma;
L Comprimento da barra;

Existem trés casos a serem considerados para a determinagdo da
matriz de rigidez. O primeiro € quando o valor da forga axial na barra & nulo,
0 segundo quando este valor é negativo e finalmente quando este valor é
positivo. O valor no sinal do esfor¢o normal influenciard no tipo de sclugéo

geral que sera utilizado para solugdo da equacao diferencial do problema.

2.3.1.1- Caso P = zero

Fazendo-se o equilibrio de momentos em uma posicdo “X” da barra

para o caso mostrado na Fig.ll-4(c), obtém-se:

M= 84 — 83x (2.10)
dM

Q== -83 2.11
™ (2.11)

dQ

2= 2.12

Ix (2.12)

Substituindo as eq.(2.11) na eq.(2.8), resulta:



47

cS3
A S fntied 2.1
y'=¢ GA (2.13)

Substituindo as eq.(2.10) e eq.(2.12) na eq.(2.9), tem-se:

__(54-83x) 84 S3 2.14
y El TR (2.14)

Aplicando as condigdes de contorno na eq.(2.14) parax =0 e x =1,

obtém-se:
S4 '
Moy = e 2.15
Yo =g (2.15)
. S84 L83
Yu=- E| + Ej (2.16)
Derivande duas vezes a equagao eq.(2.14), resulta:
yY =0 (2.17)

A equagao diferencial para o caso de P=0 tem como solugdo geral a

seguinte expressao:

y=C,x*+C,x* +C,x+C, (2.18)
y'=3C,x* +2C,x+C, (2.19)
y'=6C,x+2C, (2.20)

Aplicando as condigbes de contorno na eq.(2.20) parax=0e x =L,

resulta:
Y0 = 2C, (2.21)

¥, =6CL+2C, (2.22)
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Comparando a eq.(2.21) com a eq.(2.15) e a eq.(2.22) com a
eq.(2.16), tem-se:

54 S4

—El—:ZC2 = C, =~5F | (2.23)
S4 LS3
6C1L+2C2 = ——ET+—1—§T (2.24}

Substituindo o valor de “C,” obtido pela €g.(2.23) na eq.(2.24) tem-

se o valor de “C,”, portanto:

S4 S4 LS3
GC1L*2"§§=—E§+—‘EF‘

Isolando “C,", tem-se:

83
C,=— 2.25
"= BE] (2.25)

Aplicando as condigbes de contorno na eq.(2.18), tem-se:
Yo =0=C,=0 (2.26)
Yo, =0=CLP+C,L*+C,L+C, =0 (2.27)

Com as condigbes de contorno na eq.(2.13) e eq.(2.19) para x=0 e

lembrando que (b; =1 no né inicial da barra, obtém-se:

. cS3 . cS3
yw):‘i’;"a:?'y(a):'f—a (2.28)

Yiy=3C,0+2C,0+C, =y, =C, (2.29)

lgualando a eq.(2.28) com a eq.(2.29), resulta que:
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cS3
C., =122 2.30
3 GA (2:30)

Aplicando as condicbes de contorno na eq.(2.13) € eq.(2.19) para x=L

e lembrando que ¢, =0 no no6 final da barra, obtém-se:

, cS3 . cS3
Y(L)z‘i’k“a::’Y{L):““G“‘A“ (2.31)

Y, =3CL2+2CL+C, (2.32)

lgualando a eq.(2.31) com a eq.(2.32), tem-se:

cS3

3CL*+2C,L+C, =~ GA (2.33)
Substituindo o valor de “C,", "C," e “C," dados por eq.(2.25), €q.(2.23)

e eq.(2.30) na eq.(2.33), obtem-se:

54 cS3 = ¢S3

3532 54 4 S8
6EI 2F| GA  GA

Fazendo-se as simplifica¢des, chega-se:

S8e Sy 1038 34
E El €l El

Multiplicando por “2E!", resulta:

284 2E
S312 =2 S4-2EI=83= 22 _2E (2.34)
L L?

Voltando na eq.(2.27) e substituindo o valor de ‘C,", Gl "Gy e "G
dados por eq.(2.25), eq.(2.23), eq.(2.30) e eq.(2.26), tem-se:
$30_ S4:, 83

L +L-—L+0=0
BEl 2El GA
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resuita;

Multiplicando por 12E]

L

oy 654 12E1 cS312EI_
L L GA U

12¢El

Assumindo K= —— , tem-se:
GAL

654 12El

283 - 227 L 125 Ks3=0 (2.35)
E

Substituindo o valor de “S3” dado pela eq.(2.34) na eq.(2.35), obtém-

se:

{254 ) 854 1281 (294 28
L L3 L L? L 2/

484 4El 654 12E1 254 | Z2EI
- - -+ -K +K =

0
L2 L L? L L

284 BEl_, 284
L L

Multiplicando por “L”, tem-se:

-~284+§§i._s<284 +K3§i=o

254 +Kzs4=§_§l+p<?

284(1+K) = 2= (4 +K)

(4 +K) (2.36)
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Fazendo I'= —L-— obtém-se:

(1+K)
$4=(4+K) (2.37)

Substituindo o valor de “"S4” dado por eq.(2.36) na eq.(2.34), resulta:

_2_E

2E| 2&(4+K_g
L L{1+K)

(4+4K)-5 =83 ="—- K

S3 E B

_2ET4+K—1~KJWZEI 3

=TTk T AR

Lembrando-se que I'=

6EI
S3= T | (2.38)
O valor de “S2" dado pela eq.(2.3) pode ser obtido substituindo o
valor de “S3” dado por eq.(2.38) e fazendo P=0; desta forma, chega-se que:
2 BEI _12Er

32=E?‘::>82- i_3

(2.39)

Para obter o valor de “S5” sera substituido na eq.(2.5) o valor de “S3”
e "S4” dado pelas eq.(2.38) e eq.(2.37), assim obtendo:
6EI' EI EF

S5 = -il(z —K) (2.40)
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2.3.1.2- Caso P de Compressao

0w, n

Fazendo-se o equilibrio de momentos em uma posigdo “x" da barra
para o caso mostrado na Fig.ll-4(c) e levando em consideragéo a atuagao

de uma for¢ga normal “P” de compressao, obtém-se:

M= 84 - 83x+Py (2.41)

a=-M__s3.py (2.42)
ax

Q_py (2.43)

ax

Substituindo a eq.(2.42) na q.(2.8), resulta:

c cS3 ¢P
e+ -C (-834+Py) =022 P
Y'=0+ga(-83+PY) =0 orrpy

PRV - N -[1__95].,,4,_
Ver' T eA T TeA) T

os3
GA

cP '
Fazendo a=1-~—, chega-se:
GA %9

A, 653
y“a(d’ GA} (2.44)

Substituindo eq.(2.41) e €q.(2.43) na eq.(2.9), tem-se:

W (S4-83x+Py) ¢ w S4 83 Py cP

y'=-— + Py's - —+ —x—-—+—y
El GA El  El El  GA

w CP ., 84 83 Py

YooY =t X =

GA El EI =
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l.embrando que a= 1~ EE tem-se:
GA

w1
Y= ga(msu +83x - Py) (2.45)

Derivando duas vezes a eq.(2.45), obtém-se:

w_S3 Py (2.46)
aEl aEl '
v Py" W P .
. e " = )
yeam Y e
5 P
Fazendo o = —, tem-se:
aEl
y" +afy"=0 (2.47)

A equacdo diferencial de quarto grau para o caso de “P" de

compresséo tem como solugao geral a seguinte expressao:
y=C,senax +C,cosax +C,x+C, (2.48)

Fazendo-se a primeira e segunda derivadas da solugdo geral da

equacao diferencial
y'=oaC,cosax~aC,senoax+C, (2.49)
y'=-a’C, senax- a’C, cosax

y"'=—-a*(C, senox+C, cosax) (2.50)
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e aplicando as condigOes de contorno na eq.(245) parax=0ex =L, e

lembrando que para os dois casos y = 0, obtém-se;

-

Y= aEI(mS4) (251)
(R} 1
Y= 55(-84+L 83) (2.52)
Com as condigdes de contorno na eq.(2.50) para x = 0 e x = L, resulta
em:
yn({)) - """C(.2C2 (253)
y"'yy=—o*(C,senal + C,cosal ) (2.54)

Comparando a eqg.(2.51) com a eq.(2.53) e a eq.(2.52) com a
eq.(2.54), tem-se:

1 S84
—(-84)=-a*C C,=——
oE ("84m0 C = Cam o
. P .
Lembrando que o = —, obtém-se:
akl

S4 akl 84
C, oz e = O, = 20 2.55
2SZE P TP (2.:55)

_1_(... S4 +1 33) = —aZ(C1 senalL+C,cosa L)

ak|
Substituindo o valor de “C,” tem-se o valor de “C.”, portanto:
S4
~ 34 +L 83)=| - ——
aEIaz( + ) ( C,senal 5 COSaL)
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Multiplicando por “P" e lembrando que a® = ;%, tem-se:

;gt—%@(*84+t 83)=(-CPsenal -S4 cosaL)

Simplificando, resulta:

C,Psenal=84-L83-84cosal

-1 83+S4{1-cosal)
T Psenal

(2.56)

Aplicando as condigbes de contorno na eq.(2.48) para x=0 e x=L,

tem-se:
Yo =0=C,+C, =0 (2.57)
Yo, =0= C,senol+C,cosal+C,L+C, =0 (2.58)

Supondo as condigles de contorno na eq.(2.44) e eq.(2.49) para x=0

e lembrando que ¢ ; = 1 no né inicial da barra, obtém-se:

, 1 cS3 . 1 ¢33
Yo (0~ a)= Y= 3 (- 5] (2:59)
Y= aCy +Cy (2.60)

Igualando a eq.(2.59) com a eq.(2.60), resulta:

1(1_083
a

3] - ac, +c, (2.61)
Aplicando as condigbes de contorno na eq.(2.44) e na eq.(2.49) para

x=L e lembrando que @, = 0 no né final da barra, obtém-se:
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Y= ;(m “‘C;E'J =Yy= __ECC_SS% (2.62)
Y, =aC,cosal —aC,senal +C, (2.83)
lgualando eq.(2.62) com eq.(2.63), tem-se:
—wﬁiizanosaL -aC,senal +C, (2.64)
aGA

As equacles eq.(2.55), eq.(2.56), eq.(2.57), eq.(2.58), eq.(2.61) e
eq.(2.64) formam um sistema de seis equacgdes a seis incognitas, sendo as
incognitas  “C,”, “C,", “C;", “C,", “S3" e “S4”". Da eq.(2.55) e da eq.(2.57)

obtém-se o valor de "C,”:

S4
C,=-— 2.65
s="5 . (2.65)

Substituindo o valor de "C," dado por eq.(2.56) na eq.(2.61), chega-

se a:

-1 83+S4(1-cosal)
C3 +a o
Psenal

1 cS3 (—L S3+S4(1-cos a:L))
(24

37 a aGA Psenal
1 cS3 a
C, m_a_[1_ GA}”PsenaL(”L $3 + S4(1-cosal)) (2.66)

Substituindo o valor de “C,”, “C,”", “C,” e “C,”, dado pelas eq.(2.56),
eq.(2.55), eq.(2.66) e eq.(2.65), respectivamente, na eq.(2.58), resulta:



~L 83+ 84(1- L 4
+S4(1-cosa )SenaL+§~'—COSaL+

Psenal P
E—[?— c(;sﬂ - seTl-L 83+S4(1~cosaL))]L~% =0
Entdo:
_L_§§_+§iwmmw__84cosaL +—S—ECOSCZL+—[:(1——-9—S—3-) -
P P P P a GA
ES—EE%—L—(ML S3 +S4(‘3mcosm.))m—8§ =0

Simplificando:

LS3 L cLS3 aS3L° alS4(1-cosal )
P "a aGA Psenal  Psencl

Psenal

Multiplicando por , resulta:

_S3Psenal . Psenal cS3Psenal 4 aS3L - a84(1 — COS od_) =0

p a aGA
Psean oL _caconel s 033: ;i”__“L —aS3L +aS4(1—cosal)

P Sea” oL _s3sen ocL( azc + 1) ~ oS3 +aS4(1-cosal)

Sendoque a=1- EF—)— = EP— =1-a, entdo fica:

GA GA

P Sea” o _s3 senaL(—m1 2 1} ~aS3L +aS4(1- cosal )
a

Psean ol _ 83(ser;at_ mai,) +0S4(1-cosal.)

57

(2.67)
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Substituindo o valor de “C,", “C,” e “C,;"dado por eq.(2.56), eq.(2.55) e

eq.(2.66), respectivamente, na eq.(2.64), resulta:

cS3 [“331_ +84(1- cos od_)) aS4
- senal +

— e = (1, COS
aGA ¢ ¢ Psenal

_1_( “083)“ o
a GA Psencl

(-S3L +84(1- cosalL))

Entéo, tem-se:

cS3 _-oS3Lcosal a84cosal(l-cosal) aS4senal

_ - A +
aGA Psenal Psenal P

1 cS3 . aS3L «S4(1~ cosal )

a aGA Psenal Psenal

Simplificando, tem-se:

aS3L aS4
Psenal (1 o8 aL) i Psenal
[cos al(1-cos aL) ~sen®al - (1-cos ocL)] + 1. 0

a
Simplificando, tem-se:

aS3L
Psenal.

oS4
PsenolL

(1 - COS OLL) +

[COSOLL-—COSZ abl ~ 1+ cos? ai,m1+cosczi,.] +-1— =0
a

Simplificando novamente, tem-se:

aS3L 1
1 L L — =
PsenaL( cosa. )+PsenaL(2c:osa 2) ~1—a 0

1
Psenal

}Z’ = [-oS3L(1- cosal ) - aS4(2cos al. - 2)]
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PsenalL

= —aS83L{1-cosal )+ 2aS4(1- cosol)

Psenal

+aS3L(1-cos od_)j

aS4(1-cosal) = (2.68)

2

Da eq.(2.68) na eq.(2.67), resulta:

L{1-
(Pszzod_ . aS3L( 2(:050&.)] . 83( senal. maL) _ Psean al

- L
Pszn ol _ 83( senal oLs al(1-cosa )J
a

a 2

—oalk +—~
2 2

Psenal = 2383( senal al _o_d___cic)jil__)

Psenal = S3(2senol —aal - acl.cosal)

Mas a” = ;% = P = a?aFEl, assim:

4
a“aElsenal (2.69)

S3=
(2senal - aal ~aal cosal.)

Substituindo “S3” dado por eq.{2.69) na eq.(2.67) obtém-se o valor de
“S4", portanto:

Psenal _ a’aElsenal [senat_ ~ aL}
a (2sencol —aoal — acl cosal) a

+aS4(1-cosal)

Multiplicando por @ sabendo que P = a’akl, tem-se:

Psenq
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S4aa(1-cosal) 1- senal —aok
Psenal (2senal — aoal - acl cosal.)

Multiplicando por (2senol —aal —aal cosal), obtém-se:

Sd4aa(t—cosal)
Psenal
aclLcosal -senal +aal

(2senal ~aal - acl cosal)=2senal —aal -

Simplificando e substituindo o valor de P = «aEl, tem-se:

S4ac(t-cosal)(2senal —aal ~aalcosal ) =
a’aElsenal(senol - acl.cosal)

Simplificando novamente, tem-se:

S4(2senol - acl ~acl cosal -~ 2senalcosal +acl cosal +
aal.cos? al) = o Elsenal(sencal —aal cosal.)

Sendo que:
aocL cos® al. = aaL(1-sen®al) = acgl - aal sen® al
Portanto, tem-se:

S4(2sencl ~aal —aal cosal - 2senal cosol +al. cosal. +
aol —aabl sen?al) = o Elsenal(senal - aal cosal)

Simplificando e dividindo por senal , tem-se:

S4(2-2cosal —acl sen al)=«o Ellsencl —aal cosal)

g4 ¢ Ellsencl - aal.cosal.) (2.70)
(2-2cosal —aal sen al) '
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Para que o denominador das eq.(2.69) e eq.(2.70) se tornem iguais,
facilitando a programacgdo, multiplica-se o numerador e o denominador da

eq.(2.69) por (1-cosal), assim tem-se:

a’aElsenal 1—cosal
(2senal —aol —aal cosal ) 1-cosal

S3 =

Portanto, fica:

83 = a’aElsenal(1-cosal)
(2 senol —aol — aal.cosal - 2senal cosal +aal cosal +aal cos® aL)

Simplificando, tem-se:

a*aElsenal{i-cosal)

S3 =
(2 senal —aal ~ 2senal cos el + aal — acl sen? aL)

Assim, resulia:

azaEi("wCOSch) (2 71)

83 =
(2-2cosal - aol sen aL)

Através das condi¢bes de equilibrio dado por eg.(2.3), lembrando que

“‘P" & de compressao, podemos fazer:

S0 283 -~P
L
Substituindo o valor de “S3” dado pela eq.(2.71), tem-se:
2
a“akEl1~ cosal) — «aEl
(2-2cosol —aalk sen al )
.82 =

L

20%aEl1- cosal) - a2aEi(2— 2cosal - acl sen {xL)

L(2-2cosal —acL sen od.)

S2 =
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Fazendo as multiplicacbes, obtém-se;

o= 20.°aEl - 2a*aElcos ol — 20.°aEl + 2a*aElcosal + o *a’ElL sen oL
L(2—2cos ak —acl sen ocL)

Simplificando, resulta;

o’a’Elsen ol

S2 = (2.72)
(2-2cosal —aol sen al)

Através das condigbes de equilibrio dado por eq.(2.5), podemos
fazer:
S5 =83L -S4

Substituindo o valor de "S3” e “S4” dado pela eq.(2.71) e eq.(2.70),
respectivamente:
S5 a’akEl(1-cosal) _ o El(senal —aal cosal.)

T 2-2cosal - aaLsenol (2—2cosal —aalsen al)

Assim, tem-se:

g5 . @ aEIL —o”aElL cosal — o Elsenol + o aElL cosal
2~2cosal —aol senal

Simplificando, tem-se:

oEl(a al -senal.)

S5 =
2—-2cosal ~aal senal.

(2.73)
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2.3.1.3- Caso P de Tragao

Fazendo-se o equilibrio de momentos em uma posigdo “x" da barra
para o caso mostrado na Fig.ll-4(c), levando em consideragdo a atuagdo de

uma forga normal “P” de trag&o, obtém-se:

M= 84 - S3x-Py (2.74)

Q= M = 83 - Py’ (2.75)
dx

dQ

o __P N3 .

Ix y | (2.76)

Substituindo €q.(2.75) na eq.(2.8), resulta:

c cS3 ¢P
— e (=83 PV = — i -
y ¢+GA( y) ¢ GA GAy

y'+_C_P_y'=¢)__E,§w§gg> '(1..;.C_P_)-¢_E_S_§
Ga’ AT YU"GA) TV " ea

cP
Fazendo a= 1+ —, chega-se;
GA S

v=2[o- 353} 2.77)



Substituindo eq.(2.74) e €q.(2.76) na eq.(2.9), tem-se:

. (S4-83x-Py) ¢ N S4 83 Py cP
- Py =t S0y Y OF
4 El AT T T E Y B TaaY
. cP . S4 S3 Py
y [— [ — — X —
GA ETECTE

"(1+£}m—§i+ﬁx+i¥»
Y WUeA) T TE TE N E

cP
Seja a =1+ —, portanto:
] GA p

1 1
y'= E_ET(—S4 +S3x+Py) (2.78)

Derivando duas vezes a €q.(2.78), obtem-se:

S3 Py
lflm — + L 2-79
y akEl akl ( )
v Py v P
= — o —— o= 0
Y=Y T’
2 P
Fazendo o = —, resulta:
akl
y" —a’y"=0 (2.80)

A equacdo diferencial de quarto grau para o caso de “P" de tracdo

tem como solugdo geral a seguinte expressdo:
y=C,senhax +C,coshax +C,x+C, (2.81)

Fazendo-se a primeira e segunda derivadas da solucdo geral da
equagao diferencial, obtém-se:
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y'=0C, coshax+aC, senhax+C, (2.82)
y'= a?’C, senhax+a?C, coshax
y"'=a?(C, senhax+C, coshax) (2.83)

Aplicando as condicBes de contorno na eq.(2.78) para x=0 e x=L,

lembrando que para os dois casos y=0, obtéem-se:

1
V' = -5(-54) (2.84)

1
V') =g (-84+L 83) (2.85)

Com as condigBes de contorno na eq.(2.83) para x=0 e x=L, resulta

em:

V' = @C, (2.86)

¥y, =a*(C, senhal + C, coshal.) (2.87)
Comparando eq.(2.84) com eq.(2.86) e eq.(2.85) com eq.(2.87),

tem-se:

(-84)=a'C, = C, =- 2

Lembrando a* = me:w tem-se:
akl

C. = S4 gkl C —._MS.._{;_ (288)

2SR P TR

5"1%7(” S4+L 83)= a*(C,senhal +C, coshal ) (2.89)
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Substituindo o valor de “C.” obtido na eq.(2.88) na €q.(2.89) tem-se o
valor de “C,", portanto:

1 ( S4 J
~Eo7 (- 84+L 83)=| Cysenhal — 5~ coshal

Multiplicando por “P" e lembrando «? = %, tem-se:
a

P aEl

—p (-S4+LS3)= (CPsenhal-s4 coshal)

C,Psenhal =-84 +L S3+S4coshal

LS3+ S4(coshal -1)
T Psenhal.

(2.90)

Aplicando as condigdes de contorno na eq.{2.81) para x=0 e x=L,

tem-se:
Yoy =0=C,+C, =0 (2.91)
Yo, =0= C,senhal +C,coshal +C,L+C, =0 (2.92)

Aplicando as condigbes de contorno nas eq.(2.77) e €q.(2.82) para

x=0 e lembrando que ¢j = 1 no no inicial da barra, obtém-se:

, 1 cS3 \ 1 cS3
om0 -ga)=Yo=3 (50 (259
Yig=0aC, +C, : (2.94)

Igualando eq.(2.93) com eq.{2.94), resulta:

1[1-28—:’) = aC, +C, (2.95)
a
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Aplicando as condigdes de contorno na eq.(2.77) e eq.(2.82) para x=L

e lembrando que ¢, = 0 no no6 final da barra, obtém-se:

, 1 cS3 . cS3
O O | @
Y, =aC, coshal. +aC,senhal +C, (2.97)

lgualando eg.(2.96) com €q.(2.97), tem-se:

cS3
As eq.(2.88), eq.(2.89), eq.(2.91), €q.(2.92), eq.(2.95) e eq.(2.98)
formam um sistema de seis equagfes e seis incognitas, sendo as incognitas
“C,", "Gy Gy, "G, “S3” e “S47. De eq.(2.88) e eq.(2.91) obtém-se o valor
de ilC4!t:

c,=>- (2.99)

Substituindo o valor de “C,” dado por €q.(2.90) na eq.(2.95), tem-se:

c _1_cs3 a[SBL+S4(COShaL-1)
*"a aGA Psenhal

3 1 ¢83 aS3L OLS4(GOSh ocL——'l)
*"a aGA Psenhol Psenhal

(2.100)

Substituindo o valor de “C,”, “C,”, “C,” e “C,"” dado pelas eq.(2.90),
£q.(2.88), q.(2.100) e q.(2.99), respectivamente, na eq.(2.92), resulta:

S3L + S4(coshal ~ 1)
Psenhaol

1 ¢S3 aS3L aS4(coshal - 1) LS4

a aGA Psenhol Psenhal P

senhal - usgcosh al +

=0
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Simplificando, tem-se:

S3L . S4coshal S4 S4coshal

P PP P
L cS3L  oS3°  aSdl(coshal -1) LS4
a aGA Psenhal Psenhal P

Simplificando novamente, tem-se:

S3L L oS3L  aS3® aS4l(coshal - 1)
P a aGA Psenhal Psenhal

= (

Multiplicando por w, resulta:

Psenhal N cS3Psenhal

S3senhal
o= aGA

~aS3L - aS4(coshal - 1) =0

Psenhol _ _s3senhol + 257 SGe;h“L +aS3L + aS4(cosh ol - 1)

a a

Psenhol

. = S3senh aL(aPG—CA - 1) +oS3L + aS4(coshal. - 1)

cP cP
Sendoque a=1+—>=> — =a~1, entéo fica:
qu + GA = GA a entdo

Psenhal (

. = S3senhal 9% - 'E) +aS3L + aS4(coshal - 1)

Psenhal

- = S3 senh od_(— g) +aS3L + aS4(cosh ab — 1)

senhal
a

Psenhal B
a

SB(od_ - } + a84(cosh ol - ‘!) (2.101)

Substituindo o valor de °C;”, “C,"” e “C;” dado pelas eq.(2.90),
£q.(2.88) e eq.(2.100), respectivamente, na eq.(2.98), resulta:



-1
WMCSB =acoshab {SBL ’ S4(COSh ok )J - asS4 senhol +
Psenhal

aGA
1 ¢83 aS3L wa84(coshaL—1)

a aGA Psenhal Psenhal

Simplificando, resulta:

[«S3L + aS4(coshal - 1)Jcoshal oS4 senhal .

Psenhal P
1 a38L  oaS4(coshal ~1) _ 0
a Psenhol Psenhol

Multiplicando por Psenhal , tem-se:

oS3L coshal +«84 coshal(coshal —1) - aS4 senh® ol +

Psenhol _ saL - aS4(coshal ~1) = 0

Simplificando, resulta:

aS3L coshal + aS4 cosh? al — oS4 coshal - aS4senh ol +

Psenhal  s3l - aS4coshol + oS4 = 0

Lembrando que cosh? al —senh?al =1, tem-se:

aS3L coshal + oS4 — aS4 coshal +

Psenhol _ aS3L - aS4 coshal +aS4 =0

Simplificando, tem-se:

«S3L coshol + 2054 — 2654 coshal + ~SeMok g3l =0

a

Psenhaol

5 = 2aS4(coshal. — 1) - aS3L(coshal. ~ 1)

69

(2.102)
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Portanto, tém-se duas equagbes e duas incognitas dadas por
eq.(2.101) e eq.(2.102), assim isolando eq.(2.102) e substituindo na
eq.(2.101), resulta:

aS4(coshal —1) = Psenhal  aS3l(coshal -1)

2a 2
Psenhal senhal) Psenhol «aS3L(coshal —1)
———— =83/ aL - + +
a 3 2a 2

senhal
a

2Psenhal = 2383(051. - ] +Psenhal + aaS3L(coshal. - 1)

Psenhal = 2a853al. - 283 senhal + aaS3L coshal — aaS3L

Psenhol = S3(aal — 2senhal + aal coshal )
2 P 2 .
Mas a® = — = P = a“aEl, assim:
akl

B a‘aElsenhal
(aal — 2senhal + aal coshal.)

(2.103)

Substituindo “S3” dado por €q.(2.103) na eq.(2.102) tem-se o valor de
“84”, portanto:

Psenhol Psenhal
" = 2uaS4(coshal - 1)~ al(coshal —1
aS4( al ~1)~al(cosha )(aaL-ZSenhaLJraaLcoshaL)

Psenhal(aal - 2senhal + acl coshal )+ aclP senhal(coshal. - 1)
(acl — 2senhul + acl coshal }{coshal. — 1)

2a084 =

Psenhol{aol - 2senhol + acl coshal.) + acl.Psenhal{coshal - 1)
senhal(2 - 2coshal. + axl senhal)

20584 =
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Simplificando, tem-se:

Placl - 2senhol + aal coshal +aal coshal - aal]

2a084 =
(2-2coshol +aal senhal)
Simplificando novamente, e sabendo que P = a?aEl, tem-se:
S - aEl(axl coshal - senhal.) (2.104)

" (2-2coshal +aal senhal)

Para que o denominador das eq.(2.103) e eq.(2.104) se tornem
iguais, o que facilita a programacdo, multiplica-se 0 numerador e o

denominador da eq.(2.103) por (coshal - 1), assim tem-se:

3. a‘aElsenhal (coshal —1)
(acl — 2senhol + aal coshal.) (coshal - 1)

B a’aElsenhal(coshal 1)
(—aalk - 2senhal coshal. + 2senhal + aol + acl senh? al)

53

Simplificando, tem-se:

_ a’aElsenhal{coshal — 1)
senhol(2 - 2coshal + acl senh ol)

Simplificando novamente, tem-se:

a’aEl(coshal ~ 1) (2.105)

S3 =
(2-2coshal +aalsenh ol)

Através das condigBes de equilibrio dado por €q.(2.3), lembrando que

“P” & de tracdo, podemos fazer:

_ 283+P

S2
L

Substituindo o valor de “83” dado por eq.(2.105), tem-se:
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a’aEl{coshal — 1)
(2 — 2coshal. + aol senh aL)
L

+o’aEl
82 =

S0 - 2a*aEl(coshal — 1) + a?aEl2 ~ 2coshal +aal senhal.)
- L{2 - 2coshal +aol senhal )

5o - 2a’aElcoshol - 2a’aEl+ 204kl - 2a”aElcoshol + o a’ElL senhol
L(2 - 2coshal +aol senhal )

Simplificando, tem-se:

a’a’El-senhal

SZ2= -
(2~2coshal + aal senhal.)

(2.106)

Através das condi¢des de equilibrio dado por eq.(2.5), podemos

fazer:

S5=L 83-54

Substituindo o valor de “S3” e “S4” dado por eq.{(2.105) e eq.(2.104),
respectivamente, resulta:

S5 - a’aEl(coshal - 1) L aEKaal coshol - senhal)
2-2coshal +aclsenhal  (2-~2coshal +aal senhal)

S5 = a?aElL coshal — a”aElL -~ a?aEll coshal + aElsenhal
2-2coshol +acl senhol

Simplificando, tem-se:

S5 - aEl(senhal -~ aal)
2—-2coshol +acl senhal

(2.107)
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Para facilitar a utilizago dos coeficientes de rigidez da matriz de

rigidez do elemento de barra € mostrada a seguir a Tabela |l-1 com seus

termos representados por fatores que podem ser alterados conforme a

condigdo de influéncia da forca cortante ou sob a variagéo da forga axial.

Convém observar que para o caso P=0, quando se faz o coeficiente de

forma igual a zero, “c=0", ou seja desprezando o efeito da cortante, 0s

coeficientes séo idénticos aos usualmente apresentados para a matriz de

rigidez em teoria de primeira ordem. Nas colunas laterais tem-se os

coeficientes em segunda ordem no qual as fungdes de rigidez séo fungdes

nao-lineares de "P".

Tabela -1 Fungbes de Rigidez de Barra com Interagéo entre Forga Axial,
Forga Cortante e Flex&o

VaEl,

S Compressao (P < 0} (P=0}) Tragao (P > 0)
s1 EA, EA, EA,
L L L
S2 El, a® o® sen ol 12E1, El, a® a® senh ol
¢c LS 4)1
S3 El,ac®(1-cos al) 6 El, El, 2 o (cosh al 1)
¢ L b,
S4 | Elo(senal-aalcosal) EL El,a{aa Ll coshal - senhal)
(4 +K)
¢'c 1— ¢l
85|  El, aaal -sen ol) El, El, a (senhal - aal)
(2-K) :
9. L ¢,
¢, =2-2cosal—aalsen al 12¢cEl, ¢, =2~ 2coshal +aalsenh ol
T GAL
a = 1 ok CP IPI = -—-—E—Z—-—
GA, a= =7 14K
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2.5 -PROCESSO DE DETERMINACAO DA INSTABILIDADE DE
PORTICO PLANO (CARGA CRITICA)

A matriz de rigidez de um elemento de barra [S,_Ji dada pela Fig.ll_3,
relaciona o vetor dos esforgos {F}j com o vetor dos deslocamentos {D } nas

coordenadas locais do elemento, ver Fig.li_2.

Portanto, a formulac@o matricial para o i-ésimo elemento da estrutura

=[Sw] . D}, (2.108)

A matriz de rigidez da estrutura [S, ] relaciona o vetor das agbes {A}

com o vetor dos deslocamentos {D}, nas “n" coordenadas do sistema global,

desta forma tem-se:
{A}(m) '_'[SKG}{M) {D}(md} (2.109)

A matriz de rigidez da estrutura [S, ] pode ser obtida através da
contribuigdo dos elementos de barra, segundo GERE & WEAVER ",

tem-se que:
(Sl =2 [o]  [8w] (] (2.110)

onde n = numero total de coordenadas da estrutura formada apenas por
elementos de barra, no sistema global, nb = niimero de elementos de barra;

[bli= submatriz de ordem 6 x n, correspondente ao elemento ", da matriz de
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transformacado [b] de ordem 6nb x n, que relaciona os deslocamentos da

estrutura com os deslocamentos dos elementos.

A técnica para determinagao do carregamento critico, denominado de
"Wea » CcOnsiste em avaliar os deslocamentos da estrutura produzidos por um
determinado carregamentio, inicialmente sem o efeito das forgas normais e

posteriormente considerando os seus efeitos.

A estrutura € calculada sucessivas vezes até que haja convergéncia
nos valores dos deslocamentos, mediante uma folerdncia previamente

estabelecida.

Uma estrutura sera considerada estavel sob um certo carregamento
se sua matriz de rigidez for definida positiva. Neste caso, todos o©s
deslocamentos da estrutura serdo determinados; poréem, se este
carregamento levar a estrutura a uma situagdo de instabilidade, a matriz de
rigidez da estrutura deixarda de ser definida positiva; portanto os

desiocamentos tornar-se-8o indeterminados.

Finalmente, o carregamento critico de instabilidade de uma estrutura
sera considerado definido quando apds sucessivos aumentos no
carregamento da estrutura a rigidez for se degenerando até gue o
determinante de sua matriz de rigidez se torne nulo, indicando o surgimento

do menor auto valor igual a zero.

2.6- FLUXOGRAMA DAS PROGRAMAGCOES PARA
COMPUTADOR
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O fluxograma resumido, apresentado a seguir, visa esclarecer o
programa de computador desenvolvido para o calcuio do parémetro critico
de instabilidade “W_,~ de porticos planos, com base no fluxograma
desenvolvido por REQUENA,

O programa foi desenvolvido em linguagem BORLAND PASCAL
V7.0, em dupla precisdo, com a finalidade de determinar a capacidade
maxima de carregamentos nas estruturas ao se atingirem os limites de suas

estabilidades:

O programa foi montado em sub-rotinas que facilitam a separa¢ao
das etapas de calculo além de propiciarem melhor entendimento do

processo.

A deformac¢do por cortante pode ser ou nado considerada no

programa.

Caso ndo se consiga convergéncia em um namero de ciclos
previamente estabelecido de 50 ciclos, mediante também uma preciséo
desejada previamente estabelecida em 10° o programa para ©
processamento avisando que ultrapassou o nimero de ciclos previsto sem

ter entretanto obtido convergéncia.

Este fluxograma visa a determinagdo do pardmetro critico de
instabilidade para porticos planos e a partir dele sera elaborado um
programa que considera a determinagdo do parédmetro critico de
instabilidade para porticos tridimensionais, utilizando as fungfes de rigidez

tridimensionais que sera deduzida no Capitulo {11,



2.6.1 - FLUXOGRAMA RESUMIDO DO PROGRAMA

DESENVOLVIDO PARA CALCULO DA
INSTABILIDADE DE PORTICO PLANO

IDENTIFICAGAO DOS ARQUIVOS DE ENTRADA E DE SAIDA
NO DISCO. CONDICAO SOBRE CONSIDERAGCOES DE
CALCULO EM TEORIA DE PRIMEIRA OU SEGUNDA ORDEM E
COM OU SEM CORTANTE. DEFINIGAO DA TOLERANCIA “TOL”
PARA DETERMINAR A CONVERGENCIA DESEJADA NO

l

{EETURA E IMPRESSAO: DAS CARACTERISTICAS ELASTICO-
GEOMETRICAS DO PORTICO PLANO, CONSTITUIDO DE
ELEMENTOS DE BARRA; DAS CONDICAO DE VINCULACOES
EXTERNAS E DOS DADOS DE CARREGAMENTO.

l

MONTAGEM DAS MATRIZES DE RIGIDEZ DOS ELEMENTOS
DE BARRA. OBS: MATRIZES COM “P=0", EM TEORIA DE
PRIMEIRA ORDEM.

MONTAGEM DA MATRIZ DE RIGIDEZ DO SISTEMA. OBS:
MATRIZ EM TEORIA DE PRIMEIRA ORDEM.

l

9
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O

l

MONTAGEM DA MATRIZ DE ENGASTAMENTO PERFEITO
PARA O CASO DE CARGA DISTRIBUIDA E CARGA
CONCENTRADA. CALCULO DO VETOR DE CARGA NODAL
EQUIVALENTE.

l

MONTAGEM DO VETOR DAS AGCOES COMBINADAS: CARGA
APLICADA NOS NOS E CARGA NODAL EQUIVALENTE,

CALCULO DOS DESLOCAMENTOS GLOBAIS DO SISTEMA.
OBS: DECOMPOSIGAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ POR
CHOLESKI.

CALCULO DAS AGOES DE EXTREMIDADE DOS ELEMENTOS,
EM ESPECIAL AS FORGCAS AXIAIS, E CALCULO DAS
REACOES DE APOIO. OBS: EM TEORIA DE PRIMEIRA ORDEM.

@
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ORDEM=S.
DESEJA CARGA
CRITICA?

| sim

PROCURA-SE A BARRA CRITICA, OU SEJA, A BARRA COM
MAJIOR ESFORCO DE COMPRESSAO Ppggirscritica - CALCULA

4PEuIer
PBarra critica

PARA OBTER O PARAMETRO INICIAL “W" MULTIPLICADOR
DAS CARGAS. (ZERA O NCICLOS=0)

Wiax =  FAZ WAy =0 E WBiyc = Wuax

() - |
(WA + WB)_

OBTEM O PARAMETRO MULTIPLICADOR: W = 5 ;

INCREMENTO DO (NCICLOS+1); INCREMENTA-SE COM “W" O
VETOR DAS ACOES COMBINADAS, OS DESLOCAMENTOS E
AS AGOES DE EXTREMIDADE.

SRS
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O

l

MONTAGEM DAS MATRIZES DOS ELEMENTOS DE BARRA
AFETADAS PELAS FORCAS AXIAIS. OBS: MATRIZES COM
P = 0, EM TEORIA DE SEGUNDA ORDEM. FAZ-SE AUX1=0.

l

MONTAGEM DA MATRIZ DE RIGIDEZ DO SISTEMA AFETADA
PELAS FORCAS AXIAIS. OBS: MATRIZES COM P = 0, EM
TEORIA DE SEGUNDA ORDEM.

DECOMPOSICAO DA MATRIZ DO SISTEMA POR CHOLESKY.
VERIFICA SE A MATRIZ E DEFINIDA POSITIVA.
SE DEF. POS.=> INS=1 ; SE NAO DEF. POS. => INS=0.

l SIM
(INS=0)

-

NAO
| (Ns=1)

®
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®

1

OBTEM-SE OS DESLOCAMENTOS GLOBAIS PROVOCADO
PELAS AGCOES COMBINADAS INCREMENTADAS POR “W", EM
TEORIA DE SEGUNDA ORDEM.

NOVOS ESFORCOS AXIAIS PARA O MESMO CARREGAMENTO
QUE PRODUZIRAOQ NOVOS EFEITOS AXIAIS NA MATRIZ DE
RIGIDEZ.

l

COMPARAGCAO DOS DESLOCAMENTOS ATUAIS DO SISTEMA
COM OS ANTERIORES. VERIFICAGAO DA CONVERGENCIA
DOS DESLOCAMENTOS; SE SIM FAZ-SE AUX1=1; SE NAO
FAZ-SE AUX1=0.

SIM
(AUX1=1)

A DESLOCAMENTO>TOL

NAO
| (auxi=o)

&
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®- ¢

TROCA DOS LIMITES DE PESQUISA DO PARﬁ\’METRO
MULTIPLICADOR; PARA INS=0, ESTRUTURA INSTAVEL FAZ-
SE WB=W; PARA INS=1, ESTRUTURA ESTAVEL FAZ-SE WA=W

l

SiM NAO

wB=W WA=W

l

CALCULA A DIFERENCA ENTRE OS LIMITES DE PESQUISA
DO PARAMETRO "W COMPARADO COM "TOL”: SE NAO FAZ-
SE AUX2=0; SE SIM FAZ-SE AUX2=1.

l

NAO SIM
(AUX2=0) (AUX2=1)
— WB-WA>TOL —

l

O
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-

VERIFICA-SE O NCICLOS>580; SE SIM FIM DO PROCESSO; SE
NAO TEM-SE DUAS SAIDAS: PARA AUX2=1 CONTINUA O
PROCESSO MAS PARA AUX2=0 FIM DO PROCESSO.

NCICLOS>50
AUX2=0

O VALOR DO PARAMETRO CRITICO FOI ENCONTRADO:
Werir = W . IMPRIME O VALOR DEWcgir E O NCICLOS.

CALCULA Pegirlil E PARAMETRO DE FLAMBAGEM DADO

PEuler [3]

POR: K[i] = PARA CADA ELEMENTO.

Perir [i]




CAPITULO Il

INSTABILIDADE DE ESTRUTURAS
TRIDIMENSIONAIS

3.1 - INTRODUGAO

Este capitulo aborda estruturas tridimensionais constituidas por
barras deforméaveis em seu plano e fora dele. Estas barras sdo admitidas
como deformaveis por flexdo, por forgca axial e por forga cortante.
Apresenta-se aqui o desenvolvimento da formulag&o das fungdes de rigidez
tridimensionais, bem como o fluxograma do programa de computador para
andlise de instabilidade de pérticos tridimensionais, em teoria de segunda

ordem, com as fungbes de rigidez tridimensionais.

3.2- SISTEMA DE REFERENCIA

3.2.1-SISTEMA DE REFERENCIA GLOBAL DE EIXOS PARA

ESTRUTURAS TRIDIMENSIONAIS
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O sistema de referéncia global de eixos adotado para o caso de
estruturas tridimensionais sera dextrorso, com eixos “xg", "y, ‘2" e origem
“O" num ponto qualguer. O eixo “Xg", horizontal, sera orientado da esquerda
para a direita, o eixo “y;", vertical, sera orientado de baixo para cima,

conforme mostrado na Fig.lli-1.

3.2.2-SISTEMA DE REFERENCIA LOCAL DE EIXOS PARA O
ELEMENTO DE BARRA

O sistema de referéncia local de eixos adotado para o elemento de

({1

J
, NO centro de gravidade da secdo transversal da barra, conforme

i
!

barra “iI" sera dextrorso, com eixos “x”, “y", "z" e origem “O” no no inicial

(1133
J

da barra

mostrado na Fig.ll-1.

Figura l1i-1 Sistema de Referéncia Tridimensional.
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Para facilitar a visualizagdo o eixo “O sera tido como
coincidente com o eixo "Q”, assim “O=0". O eixo “X" serd o proprio eixo da
barra orientado do no inicial *j” para o né final “k". Para estabelecer as
diregbes para 0s eixos "y" e “z”" devido a muitas possiveis escolhas convem

tomar o eixo “z” horizontal, ou seja, pertencente ao planc formado pelos

H L 4, 2]

eixos X" e "zg". Assim, conclui-se que o eixo “y' se localiza

[T ]

perpendicularmente ao plano definido pelos eixos “X" e “z". Para especificar
a posicédo dos eixos sera tomado um &ngulo de giro em torno de “x”. Assim,
para visualizar melhor como se mede tal &ngulo, considere as {rés
sucessivas rotacdes dos eixos da estrutura (eixos globais) para os eixos da
barra (eixos locais): as primeiras duas rotagfes do angulos "f"” em torno do
eixo "yg" e “y" em torno do eixo “zg". A terceira transformagao consiste numa

rotagdo atraves do angulo “o” em torno do eixo “x", fazendo com que 08
eixos se tornem coincidentes com os eixos da barra “y" e “z". A definicdo
destes angulos se torna importante quando for realizada a programacao da

matriz de rotagdo da estrutura.

3.3- MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO DE BARRA COM
FUNCOES DE RIGIDEZ TRIDIMENSIONAIS

A matriz de rigidez do elemento com fungbes de rigidez
tridimensionais, também chamadas de fungbes de estabilidade
tridimensionais, serdo desenvolvidas aqui. Os coeficientes de rigidez do
elemento tridimensional consideram simultanea'mente as deformagdes por
for¢a axial, por forga cortante, por flexdo e tor¢do, além dos efeitos da néo-

linearidade geometrica em teoria de segunda ordem.
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3.3.1 - DEDUGCAO DAS EQUAGOES DIFERENCIAIS

Com o proposito de diminuir o peso préprio das estruturas metalicas
comegou-se a reduzir as espessuras das paredes das barras criando o
grupo das barras com se¢do delgada. Entretanto estas barras passaram a
apresentar problemas de instabilidade. A partir da teoria para barras de
secio delgada, proposta por VLASSOV!"? em 1940, houve um avango no
estudo da resisténcia dos materiais. Constatou-se que e possivel obter o
mesmo modulo de resisténcia com uma espessura da parede da barra-

menor, reduzindo desta forma o seu peso proprio, MORI'™,

A Fig.lll-2 mostra uma barra genérica com seg&o transversal
constante ao longo de “X’, cuja estabilidade sera estudada. S&o
consideradas duas hipbteses basicas de célculo na dedugéo das equagbes
diferenciais. A primeira hipotese é que a barra € considerada rigida em seu
plano “z-y", ou seja, a seg¢do transversal projeta-se indeformada no seu
plano “z-y” apos a deformagado da barra. A segunda hipbtese €& que a
superficie definida pela linha do esqueleto e pela perpendicular a se¢do
transversal, chamada de superficie media, ndo sofre distorgéo, ou seja, séo
admitidas apenas translagdes e rotagbes da segdo inteira sendo que o0s

deslocamentos s&o admitidos apenas na diregao longitudinal da pega.

Figura lll-2 - Barra Generica.
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I 4E, 9% [N

Serdo admitidos desiocamentos lineares u”, v e W

[13gs 1) [P ) $F e 1

respectivamente nas dire¢bes e sentidos dos eixos X", "y" e "Z" e ©
deslocamento angular “¢” em torno do eixo "x". Os deslocamentos “u”, V' e
“w” podem ser escritos como fungdes de “x”, “y” e “z”. Com base na hipttese
de que a barra é considerada rigida no plano “z-y” pode-se admitir que 0s

deslocamentos serdo fungBes apenas de “X". Os eixos "y e “Z” s8o eixos

principais de inércia da secao transversal.

Seréd adotado para referéncia dos deslocamentos o ponto "D,
coincidente com o centro de torgdo da segdo transversal. O centro de torgdo
é definido como um ponto pertencente ao plano da secgéo pelo qual
passando a resultante das cargas transversais ndo ocorre torgdo. Assim, 0s
deslocamentos da barra serdo escritas em relagdo a ele através das

fungdes:
Vvp(x) : deslocamento do centro de torgao na diregao de y;

w,(x) : deslocamento do centro de torgdo na direcéo de z; e,

¢(x) . rotagdo da segdo em torno de um eixo longitudinal passando pelo

centro de torgao;

Admitindo-se o carregamento composto por duas forgas longitudinais
aplicadas nas se¢Oes extremas com excentricidade "a” e “b” em relagéo aos

w, n FIo 1

eixos “y” e “z", respectivamente, obtém-se os esforgos solicitantes, em teoria

de primeira ordem:
N=P

M, =Pb (3.1)

¥

M. =Pa

F4
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A tensdo normal “c” admitinda ser positiva no caso da tragdo é dada

om%+—l-iy+————z+——m “ (3.2)

sendo “N" a forga normal; "M,” e "M,” os momentos fletores, conforme

nl ”

eq.(3.1), “B” o bimomento, "A," a area da segao transversal, ", e “I.” 0s

L ”

momentos principais de inercia, “J, " 0 momento setorial de inércia e "o” um

valor genérico da area setorial com polo no centro de torgéo “D”.

Para a dedugdo das equagbes diferenciais nao sera considerado o

efeito do bimomento, portanto a eq (3.2) passa a ser:

M
o= N M M (3.3)
AT TR

Utilizando a conhecida relagdo da resisténcia dos materiais entre o
momento fletor e a segunda derivada do deslocamento obtém-se as flexbes
nos planos “x-y" e “x-z". Para a rotagcdo em torno do eixo “X* a teoria da

flexo-torgao apresenta a relagdo correspondente a torgao. Desta forma, tem-

se;
ELvy"'=-M,
Elwy"= M, (3.4)

EJ,6"-Gld'= M,

sendo “J;” 0 momento de inércia a torgdo da segdo, "M,” o momento torgor,
‘E" 0 modulo de elasticidade do material, e “G” o moédulo de elasticidade
transversal. Salienta-se que as eq.(3.4) sdo vaélidas apenas no regime

elastico onde o0 mddulo de elasticidade permanece constante.,
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Derivando-se as duas primeiras equacgdes da eq.(3.4) duas vezes e

uma vez a ultima, obtém-se:

E;ZVD!'.'m p

¥
El,w,""=p, (3.5)
EJ, ¢"""-Gd,¢"'= -m

A primeira derivada do momento permite calcular a cortante e a
segunda derivada permite calcular as forcas transversais distribuidas “p,” e
"p,". Estas forgas s&@o consideradas positivas gquando no sentido dos
respectivos eixos. O momento torgor distribuido “m”, resultante da derivada
do momento torgor, é considerada positiva quando no sentido horéario para
um observador olhando no sentido positivo do eixo "x”. A barra genérica em

estudo possui apenas forgas axiais aplicadas nas extiremidades, portanto:
Py = (3.6)

Pode-se realizar o estudo em teoria de segunda ordem, ou seja, O
estudo do equilibrio na posigdo deslocada considerando-se os acréscimos

nas cargas distribuidas provocadas pelos esforgos axiais, RACHID g

MORI"! (1989). Denomina-se por CDY o acréscimo de carga distribuida na
diregéo de “y", CDZ o acréscimo de carga distribuida na direg@o “z" e CTD o
acrescimo de momento forgor distribuido. Desta forma, da eq (3.5) e eq

(3.6), tem-se:
ELv,""= CDY

El,w,""'= CDZ (3.7)
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EJ ¢""-GJ¢"= -CTD

A figll-3 mostra um elemento de volume "dSdx” e os seus

deslocamentos. A fig.lll-4 mostra, para a determinagéo de CDY, que a forga

adicional na diregdo de “y”" € dada por:
—cdSV' +0dS(V'+dv' )=cdSdv
Distribuindo em “dx” obtém-se:

Gng—\{-xstV”
dx

Figura l11-3 - Elemento de Volume "dSdx”.

A carga distribuida na diregdo de “y", CDY, vale:

CDY = o v'dS (3.8)
5
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y T | V't dY
) v \'
o dS

Figura l1I-4 - Acréscimo na CDY.

Analogamente para a dire¢do “z” obtém-se:

CDZ= [ow"dS (3.9)
: |

O acréscimo no momento torgor distribuido, CTD, é obtido
considerando que as resultantes infinitesimais por unidade de comprimento
CDY e CDZ dado pela eq (3.8) e eq (3.9), respectivamente, estdo aplicadas

no ponto " Q" ", ver Fig. -5, da posicéo deslocada.

Z*ZD

Figura 1lI-5 - Acréscimo na CTD.
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Estdo indicados na fig. IlI-5, as distancias destas resultantes até a

]

nova posicdo “ D' “ do centro de torgdo. Desta forma, o acréscimo no

momento torcor distribuido fica:

CTD = [fo W (y—y +v=v,) =0 V' (z-2,+w-w,)}S (310)
]

Seja o deslocamento de um ponto genérico "Q,,"” do esqueleto,
utilizado para vincular “v’, "w” e “¢" mostrado na Fig. lll-6. Este
deslocamento é tido como a superposi¢do de uma translaggo e uma rotagdo
da se¢ao. A translagdo e representada pela passagem de um ponto
genérico de “Q” para um outro ponto “ Q' “ e é representada por duas
componentes “v," e “w,". A rotagdo € representada pela rotag@o em torno do
ponto “ D’ “, ou seja, passa de "D'Q’ “ para "D'Q" “ através de um angulo “¢".
Observe-se que o sinal negativo de “w,” & devido ao seu deslocamento ser

contrario ao eixo “z”, assim obtém-se:

v, =r¢cos8 ={z~z,)
~w, =rpsend = (y-y,)
Por superposicao de “v." e "w,”, obtém-se:

v=vp +(z-2, )

W= Wy —(y=Yp Jo (3.11)
Utilizando a eq.(3.11) na eq.(3.10), resulta:

CTD= [ow" (y~y;)dS- [ov*(z-2,)dS+
g

® 3.12
_[cr w“¢>(z—zD)dS+_[c; V' (y-vy,)dS (312
s s
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G

D{y,. v, Ceniro de Torgo

Figura 111-6 - Deslocamento de um Ponto Geneérico.

As fungdes V7, "w” e “¢” sdo consideradas suficientemente pequenas,
dentro das aproximag¢des da teoria de segunda ordem, para que 0S

guadrados e os produtos das fungbes e derivadas possam ser desprezados.

Desta forma, a eq.(3.12) se torna:

CTD= [ocw"(y~-y,)dS~ [o v"'(z-2;)dS (3.13)
s 8

Atraves da expressdo de CDY, CDZ e CTD dado pelas €q.(3.8),
€q.(3.9), eq.(3.13), respectivamente, e da substituicdo de "v' e "w” dados
pela eq.(3.11) na eq.(3.7), obtem-se:

Elve""= [o]vy +(2-2;)¢]"dS

S

El,wp "= [o[wy - (y-y5)¢]"dS (3.14)
5
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EJ,4""-Gg"=~ o [wo —(y=yo) 4] (Y- o) dS +

é[cr [VD ~+~(zmzm)<$>]"(z—zo)d8

Substituindo o valor de "¢’ dado pela eq.(3.3) e derivando como

indicado na eq.(3.14), resulta:

| I

z ¥

El,vp""'= I[Ai+"w""3“y+ —pﬁz} [Vp''+Z ¢"-2,¢""| dS
S X
ou:

[ERA} N 1 N (£} N (2]
Elv, =2V !ds + A—Xq; szds ~ -A:q) zasjd8+

%VD"jde + y«%cp”jyzds - m“fi%-zb ¢" [ydS +
3 8 s

z EZ 4

M M M
—Lvy" [zdS + l—Y@"szds - --i—*izD ¢" [2ds
] s S8

!)’ Y ¥
Integrando e lembrando que iyzjzz dS e que os momenios
S

estaticos [zdS, [ydS e o momento de inércia centrifugo e [yzdS séo
s s s

nulos quando calculados em relag8o aos eixos principais de inércia, resulta:
El, vp""=Nv," =Nz, ¢"+M, ¢" (3.18)

Analogamente, substituindo o valor de “¢” dado pela eq.(3.3) e
realizando as operagbes de derivagdo e integragdo indicadas na segunda

eq.(3.14), obtém-se:

EL wy""=Nw,"+Ny, ¢"-M, ¢" | (3.16)

Para a terceira eq.(3.14), obtém-se:
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M M
EJ,¢""-GJ,¢"= j{%ﬂ—zw%z} [Vo"' +2¢" - zp¢"](z~2;) dS -
s

X z ¥

M
j[:’ +-§d-5y+—l~y—2} [Wo" =y 6" +¥50"|(y - ¥p ) dS
] z ¥

X

Multiplicando, resulta:

EJ@d)l!lf—GJtéll‘m

M
j %—+—P‘f—z~y+———iz [ZVD"+22 ¢ =222, ¢"-2Zy V" + 23 ¢”]d8——
z y

S

N M M 1 e TE e Ty
[l =2y =Lz [yw =y ¢"+ 2y yp "= yp wp "'~ y§ 9"]dS
s

EJ ¢H“""‘“’GJ ¢l!=
N
A

Ve jzdS+A o f2 o5 - 2~A-2D¢"jzd8w—§mzb Ve J'dS+/:\I

X X X

+—Mivo” _(yzd8+—z¢" '{.yzzdS—2E|A—?"— z, 0" jyzd MZ zD vy fde

22 ¢ [ds
S

M
+§‘E”mzo¢"jyd3+| VD"jzzdS+ IY¢“jz3ds 2——zD¢"jz ds
Z ¥ Y ‘!

M M (2} tr N [}
_m,xzDvD"jzdS+leg¢ szSuA—wa Jde+A_x¢ é[yzcis

IY £ Y

N Y N 1 N 2 1y Mz 1 4
A | A Yo W é[dS+~A~:yD¢ des_?wo sijc::s

M LB ) Mz [ %) Mz 1] Mz Tt
+TEG" [y'a8 -2y 6 [yPdS + = yp wy' [ydS < v ¢ [ydS
8 z s

;Z 5 z s z

M M M M .,
-»~t—"wg" JyzdS-z»i—”c;)" JyzzdS - 2wi-~‘~’~ Yp 0" _[yzd8+l—”yb W, szS
3 v §

b S Y s ¥

M
+i—y yZ ¢ jzdS
s

y
Integrando, tem-se:
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EJ&)¢P“|“GJt¢f'=
M
:I ¢'"l, =Nz, vy"+Nzi ¢ + ¥i¢"_{y z?dS + M, VD"+—]—Y—¢"JZBGS-—
X z S Y s

L2 ) N TE L 5] 1% Er MZ Tt
2M, z; ¢ +—A_I"‘¢ +Ny, wp"+Ny2 ¢"~M, w, +m{m¢ é[y3<:§8—

X 2

M
2M, vy, é”+-l~i¢"jy2 zdS
s

(3.17)

O raio de giragdo polar em relagdo ao centro de torgéo, “iy", € dado
por:
| +1

i2 =yZ+2z5+ ”A = (3.18)

X

As caracteristicas geométricas da segéo dadas por ‘K" e "K,” s&o

definidas por:

1 1 1

K, = 24723)dS= 3 ds 2 ds
, 2]zsfy(y +2%) 2izsjy +2|2Jyz
(3.19)
K x..’...jz(y%zz)dsz 1 J23d8+-3-j2y2d8
=20, ¢ 21, ¢ 21, 2

Reagrupando a eq.(3.17), resulta:

EJ,4""-GJ,¢"'=
1

{ y§ +z§ +£—ty + l JM}HW 2I'\/1y Zy ¢"-2M, yy ¢+

X X

Mzd»’[ L fyrds+L Jy szs}f\’*yé'{i fzras < [y zds|-
'Z g ‘Z S Ey 8 Ey s

Nzg vp"+M, vp"+ Ny, wp'' =M, w,"

E utilizando as eq.(3.18) e eq.(3.19), tem-se:
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EJ,¢""-GJ "=
NiZ ¢~ 2M, z; 0"~ 2M, v, 0"+ M,¢" 2K, +M,¢" 2K, -

Nzy vp"+ M, vp"+ Ny, wy'" ~M, w,"
Reagrupando os termos, obtém-se:

EJ,¢""-GJg"=[Ni§ +2M, (K, -2,)+2M, (K, -yp)] 6"+
(M, =Nzy)vg" - (M, =Nyy ) wp"

(3.20)

Portanto, o sistema de equagdes diferenciais procurado sera dado
pelas eq.(3.15), eq.(3.16) e eq.(3.20). Assim:

EL vp""=NV,"+(Nz, -M, ) ¢"=0
El, wy""~Nwy" ~ (Ny, —M, )¢"'=0 (3.21)

EJmé)“"-[Ni§ +2M, (K, ~z,)+2M, (KymyD)-hGJ‘}ej)"
~(M, -Nzy)vp"+ (M, =Ny, ) w,"=0

O sistema de equacgses lineares a coeficientes constantes, dado pela
eq.(3.21), € valido para os casos de solicitagdo por momento fletor

constante e forcas longitudinais em barras prismaticas, RACHID € MOR} ¥

(1993). A perda de estabilidade neste caso pode ocorrer de trés modos. A
primeira € atraves da instabilidade por flexdo na direcdo do eixo “z” e na
direg&o do eixo "y” tida como flambagem de Euler. A segunda através da
instabilidade por tor¢do caracterizada pela rotagdo “¢” em torno do centro de
tor¢do “D”. E a terceira por instabilidade lateral caracterizada pela flexdo e

torgdo, simultaneamente.

A resolugdo deste sistema de equacdes diferenciais ordinarias,
homogéneas e de coeficientes constantes, eq.(3.21), conduz basicamente a
dois tipos de solugbes: problema de auto-valores e problema de segunda

espécie. Por problema de auto-valores entende-se que ndo é possivel
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determinar a equacgao da elastica, apenas sua forma porque nao e possivel
determinar as constantes multiplicadoras. O valor critico do carregamento &
obtido através das condigbes de contorno. Por problemas de segunda
espécie entende-se aquele em que a equacdo da elastica é determinada
para qualquer carregamento sendo que para o carregamento definido como
carregamento ultimo as fungfes que definem a elastica degeneram para

valores infinitos.

A resolugdo do sistema de equacgbes diferenciais dado pela eq.(3.21),
nao sera enfocada neste trabalho devido as simplificagfes admitidas nas
hipoteses da analise proposta. Com base na hipétese de se¢éo duplamente

simetrica resulta que:

Yo = 4p =0
i2=1y+iz
K,=K,=0

Considere, também, uma segdo com area setorial nula de modo que:

Por fim, considerando a forga aplicada sem excentricidade, portanto,
a=b=0, obtém-se um sistema com irés equacbes desaclopadas. Para um

carregamento de compressdo centrada tem-se:

N=_P
M, =0 (3.22)
M, =0

~ As equagbes desaclopadas sdo obtidas da eq.(3.22) em eq.(3.21),

assim tem-se;

El, vp""+Pv,"=0
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Ely wp"+Pw,''=0 (3.23_a}
[Pz -GJ]e" =0
Pelo fato de se considerar as derivadas dos deslocamentos

transversais como despreziveis, as equagdes ficam simplificadas e podem

ser escritas como:

El, vi"+Pvy =0

El, wo"+Pw, =0 (3.23_b)
[Pig -GJ ] =0

Estas s&o as equagbes diferenciais que serdo utilizadas neste

trabalho para o desenvolvimento das fung¢des de rigidez tridimensionais.

3.3.2- FORMULAGAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO DE
BARRA TRIDIMENSIONAL CONSIDERANDO O EFEITO DA
FORGA AXIAL

Continuando a assumir que quando as tensfes se mantém
proporcionais as deformagdes e valendo a hipotese de pequenos
deslocamentos, as fungdes de rigidez tridimensionais também podem ser
consideradas exatas. A influéncia da forga axial e os efeitos da forga
cortante nas deformagdes serdo consideradas na dedugdo das fungbes de

rigidez tridimensionais.

Na Fig.ll-7 é esquematizado o sistema de coordenadas para uma

barra de segao prismatica engastada nas extremidades.
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Figura ll-7 Sistema de Coordenadas para o Caso Tridimensional.

A Fig.ill-8 mostra a matriz de rigidez que relaciona os deslocamentos

‘D" com os esforgos “F”, analogamente ac procedimento usado no caso
plano descrito no capitulo 1.

Utilizando-se a notag8o tradicional para as caracteristicas
geométricas da secao e propriedades elastica do material. Os coeficientes
tambem serdo deduzidos numa forma sistematica, com o propésito de

programacao para computadores.
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Figura 111-8 Matriz de Rigidez da Barra com Func¢des de Rigidez

Tridimensionais.

Considere esta barra prismatica engastada em ambas as
extremidades designadas por *J” e “k”, como mostrado na Fig lil-7. Os
coeficientes de rigidez para a barra engastada s@o os esforgos exercidos
sobre a barra pelas restri¢des, quando sdo impostos a cada extremidade da
barra deslocamentos unitarios (franslagbes e giros). Para a determinagéo
dos coeficientes de rigidez s8o impostos deslocamentos unitarios de

w, N [T H

translagéo na dire¢cdo do eixo “X", translagdo na diregdo do eixo “y”,

(L.}

translagéo na diregao do eixo “z°, rotagdo em torno do eixo “X”, rotagdo em
torno do eixo "y" e rotagdo em torno do eixo “z" em ambas as extremidade
da barra. Os deslocamentos unitarios sdo considerados como produzidos
um de- cada vez, enquanio que todos os outros deslocamentos de
extremidade se mantem nulos. Os sentidos positivos das trés translacgtes e
das trés rotagbes em cada extremidade da barra estdo indicados na Fig.lli-

7. Como resultado, destes deslocamentos, obtém-se os valores néo nuios
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da matriz da Fig.lll-8. Na Fig.lll-9 sdo ilustrados os seis tipos basicos

possiveis de deslocamentos.

Yu Y
1
1
o1 | X kA ‘Si Xy 6 j " "thf_m__
v § & - e Q
() (a)
Zu M
L Yu Y
sz]

Figura 1ll-9 Estados de Deslocamento: (a)Translagdo Unitaria na Diregdo do
Eixo X ; (b) Translagdo Unitaria na Diregdo do Eixo Y, (c) Translagdo
Unitaria na Direg&o do Eixo Z; (d ) Giro Unitario em relagdo ao Eixo X; (e)

Giro Unitario em relagdo ao Eixo Y; (f) Giro Unitario em relagdo ao Eixo Z.

O coeficiente “S1” é o valor da rigidez axial da barra. Este coeficiente
nao € afetado com a presencga do esforco normal “P°, Fig.lll-9(a). Assim,

tem-se que S,, =-S,, = $1.
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Adotando a notagao tradicional para as caracteristicas geométricas
da secao e propriedades elasticas do material e lembrando da resisténcia

dos materiais, tem-se:

o =EE
N _gab
A L

Para um deslocamento unitario AL=1, obtém-se o valor do coeficiente
S$1 dado por:
EA

S1= -2 3.24
- - (3.24)

O coeficiente S,, =-8,,, =86 s&o afetados pelo valor da for¢ca

normal "P", Fig.lll-9(d). Para se obter a equacéo relativa ao momento torgor

considere a terceira equacao da eq.(3.4) e da eq.(3.21).

A terceira equacgdo da €q.(3.4), mostrada abaixo, traz 0 momento
torgor total, "M,", em teoria de primeira ordem dado por duas parcelas: a

parcela relativa a flexo-tor¢éo, EJ,¢", e a parcela relativa a torgao livie GJyo'.
EJ ¢""-GJ,¢'=-M, (3.4)

A terceira equagao da €q.(3.21), mostrada abaixo, ao ser integrada

uma vez, traz o momento torgor total em teoria de segunda ordem:

EJ,¢"" = [Ni§ +2M, (K, = 25)+2M, (K, - y5)+GJ,] ¢"

(3.21)
W(My“NZE})VD”-'-(Mz”NYD ) WDHZO

Integrando-se uma vez, e lembrando que J =0, K;=K,=0, z,=Y,=0, e

fazendo N=P sendo “P" positivo considerado de tracio tem-se:

(GJ, +Pig) =M, | (3.25)
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Onde “i;” € o raio de giragdo da secdo transversal e “M" é o

momento tor¢or em teoria de segunda ordem na extremidade "j" e k.

Chamando de “¢" e “¢," as rotagSes em torno do eixo “x" nas

Han

extremidades " e “K” respectivamente, resulta:

1 ¢y W(é)j
o=t (3.26)

GJ, +Pi2

: (3.27)

M, = (é)k "é’j)

Fazendo, (¢, ~¢;)=1 como deslocamento relativo unitario, pode-se

obter o coeficiente de 'rirgidez “S6”, desta forma tem-se:

_ GJ, +PiZ

: (3.28)

Su =S, =56
O valor de "P" deve entrar na eq.(3.28) com sinal negativo para
compresséo e positivo para trago.

Fazendo a somatéria dos momentos no no inicial da barra, ao se
aplicar um deslocamento unitario na direcéo do eixo "y", conforme mostrado

na Fig.ll1-9(b), obtém-se:
S3+83-82L+1P =0 (3.29)

_2834P
L

s2 (3.30)

Observa-se que a eq.(3.30) é igual a eq.2.3), portanto os
coeficientes “S2” e "S3” do caso tridimensional sdo os mesmos “S2” e “83"

do caso plano.
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Fazendo agora, a somatdria dos momentos no né inicial da barra, ao

i F1

se aplicar um deslocamento unitario na direcdo do eixo “z", conforme

mostrado na Fig.l11-9(c), obtém-se:

_S5-85+84L-1P =0 (3.31)
S4 = 2Si+P (3.32)

Observa-se que a €q.{3.32) € semelhante a eq.(2.3), diferindo no fato

que para este caso tridimensional o desiocamento unitario é na direcdo do

P13

y' e
nao mais no eixo “z”. Assim, os coeficientes “S2” e "S83" do caso plano sao

eixo “z", portanto, momento de inércia passa a ser em relagdo ao eixo

semelhante ao “S4” e “S5" do caso tridimensional, respectivamente. Os
coeficientes “S2" e “S3” do plano apresentam momento de inercia em
relagdo ao eixo “z", enguanto “S4” e "S5 do caso tridimensional

[ L]

apresentam momento de inércia em relagéo ao eixo "y".

Fazendo-se a somatéria de momentos no né inicial da barra, ao se
aplicar um giro unitario do eixo *y" para o estado de deslocamento dado pela
Fig.1H-9(f), obtém-se:

S8+ 810-83L =0 (3.33)

$10 = S3L - S9 (3.34)

Observa-se que a eq.(3.34) ¢ semelhante a eq.{(2.5), portanto os
coeficientes “S9” e “S10” do caso tridimensional sdo iguais ao coeficiente
“S4” e “S5" do caso plano, respectivamente, com os momentc de inércia em

relagdo ao mesmo eixo "z, pois 0 giro ocorre em "y’ para ambos 0s casos.
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Fazendo-se a somatoria dos momentos no n¢ inicial da barra, ac se
aplicar um giro unitario do eixo “z" para o estado de deslocamento dado pela

Fig.l1l-9(e), obtem-se:

S7+S8-S5L=0 | (3.35)
S8 = S5L - S7 (3.36)

Observa-se gque a eq.(3.36) é semelhante a eq.(2.5), diferindo no fato

L1

gue para este caso tridimensional o giro unitario € no eixo “z", portanto,
momento de inércia passa a ser em relagdo ao eixo “y” e ndo mais no eixo
“z". Assim, os coeficientes “S4”" e "S5” do caso plano sao semelhante ao
“S7" e "S8” do caso tridimensional, respectivamente. Os coeficientes “S4" e

“S§" do plano apresentam momento de inércia em relagdo ac eixo “Z7,

enquanto “S7" e "S8” do caso tridimensional apresentam momento de

M, 9

inércia em relag&o ao eixo “y".

Portanto, a matriz de rigidez para o caso tridimensional estd montada
baseada nos coeficientes de rigidez do caso plano. O desenvolvimento dos
coeficientes de rigidez para o caso tridimensional segue a mesma

formulagéo do capitulo Il

3.4 -FUNGOES DE RIGIDEZ PARA O CASO TRIDIMENSIONAL

A Tabela IlI_1, traz um resumo dos coeficientes de rigidez para
facilitar a montagem das matrizes .de rigidez do elemento de barra
tridimensional com seus termos representados por fatores que podem ser
alterados conforme a condigdo de influéncia da forga cortante ou sob

variagao da forga axial.
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Tabela ii-1

Fungbes de Rigidez de Barra com Interagdo entre Forga Axial; Forga

Cortante, Flexao e Torcao

S Compressao (P <0) (P=0) Tragdo (P > 0)
P
S EA, EA, E A,
L L L
s2 El, a® o] sen a,l 12EL El, a° ol senh a,l
3
d)CZ L ¢1Z
S3 El,aa? (1-cos a,L) 6 El El, a a? (cosh a,L-1)
2
o, L ¢y,
S4 El, a® o sen oL 12E1 El, 2 o,” senh a L
é)Cy L'3 ¢ty
S5 El,aa? (1-cos a,L) 6 EI, El, a o2 (cosh oL~ 1)
2
d)cy L ¢{y
S6 GJ, +Pi? GJ, GJ, +Pi2
L. L L
S7 Elyay(senayb—aayi_cosayi_) (s k) El, | Elya,(ac,Lcosha,l -senha L)
L
¢)€y q)ty
S8 El, o, (aayL—seﬂ oayL) (z_ky)f_"y El, o, (senh ocyi.waayi_)
d)cy ¢ly
S9 | El,a,(sena,l-aa,lcosa,l) (4 +k,) El, | Eho,(ac,Lcosha,l -senha,l)
¢CZ : L ¢t2
S10 El, o, (ac,L —sen a,L) (2-k,) EL El, a, (senh a,L -aa,l)
2L
¢CZ ¢tz

¢, =2~2c0sa,l -aa,lsen a,l

¢y =2-2c0sa Ll - ?Cix%,ien o b

a=1+ cP Eg:iy+lz

GA A,
. 12¢EL

S S L=

(1+k,) GA L
Pl _12cEl,
T (1ek,) YT GA L
[P [P
* YVaElL Y YaEl

¢,, =2~2cosha,l +aa Lsenha,l
¢,, =2-2cosha L +aa lsenha L
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3.5- PROCESSO DE DETERMINAGAO DA INSTABILIDADE DE
PORTICO TRIDIMENSIONAL ( CARGA CRITICA )

A matriz de rigidez de um elemento de barra [S ] dada pela Fig.ill-8
relaciona o vetor dos esforgos {F}j com o vetor dos deslocamentos {D }j nas

coordenadas locais do elemento, ver Fig.1ll-7.

Portanto, a formulagdo matricial para o i-ésimo elemento da estrutura

fica:

{F } = [SKB };‘

o, (3.37)

i(12,1) {12=12} {121}

A matriz de rigidez da estrutura [S, ] relaciona o vetor das agbes {A}

com o vetor dos deslocamentos {D}, nas “n” coordenadas do sistema global:

{A}(nx‘]} = [SKG](nxn) {D}(m) (3.38)

A matriz de rigidez da estrutura [S, ] pode ser obtida através da

contribuigdo dos elementos de barra:

[Sce] =2 [l [Swl__[F] (3.39)

onde "n” € numero iotal de coordenadas da estrutura formada apenas por
elementos de barra, no sistema global; "nb” é nimero de elementios de

barra; [b]; € submatriz de ordem 12xn, correspondente ao elemento V", da

matriz de transformagdo [b] de ordem 12nbxn, que relaciona os

deslocamentos da estrutura com os deslocamentos dos elementos.

A técnica para determinagéo do carregamento critico, para o0 caso de
portico tridimensional, denominado também de “W_,”, € a mesma utilizada

para o caso de portico plano.
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3.6 - FLUXOGRAMA DAS PROGRAMAGOES PARA
COMPUTADOR PARA O CASO TRIDIMENSIONAL

O fluxograma, para o calculo do pardmetro critico de instabilidade de

porticos tridimensionais, € o mesmo utilizado para o caso de pértico plano.

O programa sera desenvolvido em linguagem BORLAND PASCAL
V7.0, em dupla precisdo, com a finalidade de determinar as capacidades
maximas de carregamentos nas estruturas ao atingirem os limites de suas

estabilidades.

O programa sera montado em sub-rotinas que facilitam a separagéo
das etapas de célculo, além de propiciarem melhor entendimento do

processo.

Caso nao se consiga convergéncia em um namero de ciclos
previamente estabelecido de 50 ciclos, mediante também uma preciséo
desejada previamente estabelecida em 10° o programa para o
processamento avisando que ultrapassou o nimero de ciclos previsto sem

ter entretanto obtido convergéncia.

Através deste programa sera possivel abordar estruturas
tridimensionais constituidas por barras de segdes transversais duplamente
simétricas deformaveis em seu plano e fora dele. O programa levard em
consideragéo o efeito da ndo-linearidade geométrica em teoria de segunda
ordem com base nas fungbes de rigidez tridimensionais desenvolvidas neste
capitulo. E também permitira a determinacdo do carregamento critico de
instabilidade por flexdo de poérticos tridimensionais com barras no regime

elastico.



CAPITULO IV

ANALISE DE INSTABILIDADE DOS PORTICOS
TRIDIMENSIONAIS COM VINCULOS RIGIDOS E
ELASTICOS

4.1 - INTRODUCAO

Através do fluxograma proposto no capitulo |, item 2.6, mas
utilizando-se as fungbes de rigidez tridimensionais dadas no capitulo 11,
foram desenvolvidos dois programas para computador. o primeiro faz a
andlise de instabilidade de porticos tridimensionais, em tecria de segunda
ordem, no regime elastico, com as funcbes de rigidez tridimensionais,
denominado de programa tipo | e o segundo faz esta mesma anadlise
considerando o efeito dos vinculos elasticos, programa tipo I[l. Estes
programas foram utilizados na solugdo de uma série de problemas relativos

a determinac&o de parémetros criticos "Weg:"

Os exemplos numéricos foram separados em dois tipos; no

primeiro, utilizando o programa tipo | € no segundo utilizando o programa
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tipo 1l. Os exemplos de estruturas tridimensionais analisadas
separadamente em cada plano ou analisadas de forma globalizada tiveram
seus resultados comparados com resultados tedricos, resultados de

publicacées e resultados obtidos através do programa ANSYS V-5.21%,

4.2 - PROGRAMA ANSYS V-5.2

O programa de computador ANSYS V-52%4 \tilizado para
comparacdes de resultados utiliza o0 Método dos Elementos Finitos, por isso,
faz-se necessario a discretizagdo das barras em varios sub-elementos. Os
elementos de barra tridimensionais utilizados foram: o "BEAM4 3-D" e ©
“LINK8 3-D". O elemento "BEAM4 3-D" apresenta seis coordenadas por no
sendo trés de translagbes nas diregdes de “X", "Y" e “Z" e trés de rotagGes
em torno de “X", Y e “Z". O elemento “LINK8 3-D” apresenta trés
coordenadas por n6 sendo as trés de translagbes nas diregdes X", "Y" e “Z".
A carga critica € obtida apenas por flambagem elastica por flex&o, pois ©
ANSYS V-5.2% ndo considera a flambagem por torgdo. Isto, juntamente
com a necessidade de subdivisdo das barras, quanto mais sub-elementos
melhores resultados, talvez explique a divergéncia de alguns resultados que

serdo apresentados.

4.3- VINCULOS ELASTICOS

Vinculos elasticos sdo apoios com condigdes de restrigbes
intermediarias entre uma restricdo nula e uma restrico total. Estas

restrigbes podem impedir parcialmente as transla¢gbes nas dire¢des dos
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eixos “X", "Y” e “Z", como também, as rotagdes em torno dos eixos ‘X", “Y" e
*Z". O nimero de vinculos elasticos que uma estrutura pode ter e igual ao
namero de graus de liberdade desta estrutura, assim, um né livre (sem

nenhuma restrigdo) pode ter seis vinculos elasticos no caso tridimensional.

Os vinculos elasticos podem ser ilustrados por molas elasticas com
suas constantes de rigidez. No Método da Rigidez estas constantes de
rigidez podem ser incorporadas na matriz de rigidez global da estrutura, da

seguinte maneira:

1) localiza-se a posigéo da coordenada que serd afetada pela restricéo

elastica na matriz de rigidez global da estrutura;

2) soma-se na diagonal principal, da matriz de rigidez giobal da estrutura,
correspondente a posigdo da restricdo elastica o valor da constante de

rigidez da mola;

Desta forma, os deslocamentos obtidos através desta matriz de
rigidez considera o efeito dos vinculos elasticos. Para o calculo das ag¢bes
de extremidades procede-se da mesma maneira descrita no fluxograma do
capitulo Ill, mas as reagbes de apoios nos vinculos elasticos devem ser
calculados como o produto, com sinal negativo, da constante de rigidez da

mola pelo deslocamento do no, na coordenada considerada.

4.4 - EXEMPLOS NUMERICOS DO PROGRAMA TIPO |

O programa do tipo | faz a andlise de instabilidade de porticos
tridimensionais formados por barras com se¢io duplamente simétrica, em
teoria de segunda ordem, no regime elastico, com as fung¢bes de rigidez

tridimensionais.
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4.4.1 - EXEMPLO NUMERICO 4.1

Neste primeiro exemplo, serd apresentada uma barra bi-apoiada dada

pela Fig.IV-1.
Ly
—~ b 38 T0 pet
; } S ie A Rata s
—H 2 h=- ; .
x=Ji= 1808 cm o -5
: Z
T G4 B ‘ 5
2= 048 8 cnf .
Ny ie Y
B Digm=15.24 ¢ i
VAR (v fe OB o —D——
L= VAR
Tol=iE-2
c=1.9
<Er/\ =023 .
S ~ e
E=20500 KN/cm
Pl KN

Figura V-1 Exemplo Numérico 4.1

Com o objetivo de analisar o efeito da torgédo foi determinado o
comprimento minimo necesséario no qual a barra flamba por torgao,
denominado de ‘L, Para isto considere que a carga critica de Euler dado
pela eq.(1.12) seja igual a carga critica de tor¢&o definida por:

GJ
Prorgao =7 t (4.1)
ID

Lembrando-se que “G” é o mddulo de elasticidade transversal, “J;" € 0
‘momento de inércia & torcdo da segdo e "iy” € o raio de giragao da segao
transversal. Assim, tem-se:

GJ, n%El

v L2

Ip




Isolando o valor de "L", tem-se "L e

7°Elid

LL.imi:e = Gl
t

N,
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(4.2)

Este é o valor limite do comprimento da barra, o qual para valores

menores que este a barra devera flambar por torcdo e para valores maiores

a barra deveré flambar por flexao.

No exemplo

numerico

4.1,

utilizando

a eq.(4.2),

tem-se

“Lime=25.89cm”. A partir deste dado foi montada a Tabela V-1 com valores

variados de "L” acima e abaixo do valor limite.

Tobela V=1 Exemplo Numeérico 4.1
ESTEL | (em) P(Euler) P(torcBo) P(encontrodo)
11 20 479919.3835 | 286193.007 286103.0064
2| 25 | 3071484054 | 286193.007 286193 0064
S0 20 | 283975.9666 | 286193.007 283975 0677
410 30 | 223297.5038 | 286183.007 213297.5030
51 40 |:119979.8459 | 286193.007 119979 8450
o 50 | 787871014 286183.007 76787.1008
71 60 | s3324 3750 286193.007 53324 3757
&1 70 | 381770025 286183.007 29177.0931
St 80 299849615 286193.007 29994.9605
100 G0 | 236997276 286193.007 23699.7234
T 100 | 19196 7753 286793.007 10185.7759

Na Tabela IV_1 ¢ mostrado o valor tedrico esperado e o valor
denominado por “P(encontrado)’, obtido pelo programa desenvolvido,

(valores sublinhados).
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n

, O programa

apresenta flambagem por torgdo e para valores maiores do que “Lme» ©

programa apresenta flambagem

por flexdo. Tanto para flambagem por

torgdo quanto para flambagem por flexdo, os valores apresentados peio

programa fornece cargas criticas iguais aos valores tedricos esperados.

4.4.2 - EXEMPLO NUMERICO 4.2

Neste segundo exemplo,

sera apresentada a mesma barra bi-

apoiada, mas agora com trés nos intermediarios, dada pela Fig.iV-2.

o8 cr” e vl
b N/

om : |

o | |

24 cmi P
o, 2

KN /om

A= 5628
fe Ix=Ji=18
FIPRN e H
5 YE Q4B E
N z= 9488
W . L
) LIOT= 1D,
P @ t= 0.8 <
(23 L= VAK
A Tol=1E -3
e
{ = c=1.9
; <E N v 3
~ F=20500
P=1 KN
Figura IV-2 Ex

emplo Numeérico 4.2

Neste exemplo, a barra foi subdividida em quatro elementos para

verificar a interacdo entre eles.

Desta forma apresenta-se dois casos:

CASO A onde a coordenada correspondente a torgdo é deixada livre e

CASO B onde esta coordenada € impedida. Isto foi feito para comprovar que

quando a coordenada da torgdo é

deixada livre, abaixo do "L . calculado,

a flambagem ocorre por tor¢do e acima deste valor ocorre por flex&o.
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Quando a coordenada da torgéo for impedida, para qualquer valor de "L a

flambagem ocorre por flexao.

Na Tabela V-2 & mostrado o valor tedrico esperado e o valor
denominado por “P{encontrado)”, obtido pelo programa desenvolvido, para

cada um dos casos.

mpm; - N ’7 o ey ey ey ! e P FaalV ‘_/_ iy
(O R W e v . CXe A N e (PR - L
= d e e N - ~ ™ +
= L{em; PlEuter) Pltorgdo) P{encanirado)
;
- ~ oy ey ~ey oo - —
< il L7091 3855 28681893 007 286525 0064
oy
R I M 0079 5450 TRETUS 00T 0070 F4RG
) i L] Yysd 50y LIS RN R TNy 2 /Y nant
D) e
=z Tl = . == —~ oy - ~ e,
S i SI324 2758 288192007 S52I24 3759
4 =0 28884 8670 ZBE1935.007 289384 9619
e
[ A ~ w2 IR Tl N ot BN Aoty ISEEOTN Co
U Sl G 98 7n2 286162007 81, 77508
o st s e e o -
I~ e 470910 AR25 288125007 479919 3833
-
o0 7 A Ao7e 5O a7 A GGTC SASS
) 9272, 0400 286183007 9979 85452
Z
o~ foe) s - = - A
U ~0 D3524 5709 25671825007 05324 3759
PN
19 =0 288994 9615 280182007 29994 9614
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Conclui-se, para o CASO A, que para valores mencres do que “Lmie.
o programa apresenta flambagem por tor¢do e para valores maiores do que
“‘Lume. © programa apresenta flambagem por flexdo. Para o CASO B,
conclui-se que para valores menores ou maiores do que "L . © programa
apresenta flambagem por flexao pois a coordenada da tor¢ao esta impedida.
Nos dois casos os valores apresentados pelo programa fornece cargas
criticas iguais aos valores tedricos esperados. Isto demonstra a
confiabilidade do programa desenvolvido quando ocorre a subdivisdo da

barra e a variagdo das restricbes nos vinculos considerados.
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4.4.3- EXEMPLO NUMERICO 4.3

Neste terceiro exemplo, serd apresentada uma barra bi-apoiada
tridimensional, com seg¢fBo transversal retangular e com trés nos

intermediarios, dada pela Fig.lV-3. Para este exemplo 0 “L .=15.71cm".

™ iz
i . -
A= 17.52 ¢t | ;
. e o 4 vy
,___w,q% /\é/\ H=Ji=250.8cmr MRS AU 1 WP § .
&) ly=310.0 ¢~ | |
R i ol i .‘
LE H=12.0 ¢m iz
a0 b= 6.0cm e
(23 L= VAR
o) Toi=1E—~3
] e -
L = L,
L__WQ o v=0.3 .
L4 ANEAR L ‘
=00500 KN Jom
]

AL e |

It

Figura 1V-3 Exemplo Numérico 4.3

Este exemplo foi subdividido em trés casos. No CASO A, para um
“L=80cm”, cada barra apresenta um “L=20 cm” superior ao ‘L. -
Deixando-se 0s pontos intermediarios sem contraventamentos, a flambagem
ocorrera por flexdo em torno do eixo z-z. No CASO B, adotando-se 0 mesmo
comprimento de "L=80 cm” mas contraventando o no trés em torno de z-z,
ocorrerd flambagem por flexdo em tormmo do eixo y-y. No CASO C,

objetivando atingir flambagem por tor¢do adota-se “L=60cm”, para que cada
barra tenha um “L=15 ¢cm’, portanto, inferior ao “L,; ;. , considerando todos

08 nos restringidos em torno de z-z e y-y, desta forma, deveréd ocorrer

flambagem por torgéo.
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Na Tabela IV-3 é mostrado o valor tetrico esperado e o valor,

denominado por “P(encontrado)”, obtido pelo programa desenvolvido, para

cada caso.
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Conclui-se, que no CASO A a carga critica obtida denota flambagem

por flexdo em torno do eixo z-z, CASO B carga critica denota flambagem por

flexdo em torno do eixo y-y e CASO C carga critica denota flambagem por

torcdo como era desejado, sendo que os valores apresentados pelo

programa da carga critica est&o iguais aos valores tedricos esperados.

4.4.4 - EXEMPLO NUMERICO 4.4

Neste quarto exemplo, sera apresentada uma treliga contida no plano
dada pela Fig.IV-4.
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Figura IV-4 Exemplo Numérico 4.4

A Tabela V-4 mostra os valores dos "W, obtidos atraves do

programa de computador ANSYS V-5.2%3 onde cada barra da trelica foi

subdividida em quatro elementos por se tratar do Método dos Elementos

Finitos e o valor obtido pelo programa desenvolvido chamado de

“Werir{€Nncontrado)”, lembrando que neste caso, ndo & necessario subdividir

a barra.

T by | A O ey \ = Z

[obelg (V=4 Exemplo Numérico 4.4

ol 3 P . H A — -

S CARREGAMENTO Werit (ANSYS) | werit (INCONTRADD)
(‘ﬁﬂi E’.EMENT'\,S} (1 FLTMENTO

Conclui-se que o

“Werrl{encontrado)”

obtido pelo programa

desenvolvido estd satisfatério quando comparado ao "W g(ANSYS)" do

programa de computador ANSYS V-5.2!

221
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4.4.5- EXEMPLO NUMERICO 4.5

Neste quinto exemplo, seré apresentada uma estrutura tridimensional

dada pela Fig.IV-5.

a
)

U
17

Figura IV-5 Exemplo Numérico 4.5

Este exemplo foi proposto por BENJAMIN ¢ EBECKEN® no qual as

colunas recebem a quase totalidade das cargas, enquanto as vigas tem
como fungao principal fazer a ligagdo entre elas. Para a analise através do
Método dos Elementos Finitos os autores discretizaram o pértico em

quarenta elementos, oito em cada coluna e dois em cada viga.

Tanto no caso do Método dos Elementos Finitos, proposto por
BENJAMIN & EBECKEN®! quanto para o programa desenvolvido pelo
Processo das Fungbes de Rigidez, o coeficiente de empenamento “c,” foi
considerado igual a zero, pois ambos os programas foram desenvolvidos
para segbes transversais duplamente simétricas. Neste caso, preocupou-se
apenas com os efeitos de flexdo ou de torgdo, ndo sendo considerados os

efeitos de flexo-torgado. Portanto, para este exempio foi admitido “c,=0"

Na Tabela V-5, @ mostrado o valor de "W ;" obtido pelo programa

de computador ANSYS V-5.2%9 para dois casos: um guando a barra for
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f

subdividida em quatro elementos e outro quando a barra é subdividida em

n

dez elementos. Apresenta-se, também, o valor de "Wepyr

autores BENJAMIN ¢ EBECKEN® denominado por “Weg-{autores)’ e o

obtido pelos

resultado obtido pelo programa desenvolvido denominado por

“Wer(encontrado)”.

T : = T e I [ =
robec V=32 Zwxemolo Numérico 4.0
TERTE el LR Dol Lons T P : i Foup gk ot o U T g P
EEH CARREGAMENTO ot {ANEVE] Wort (ANEYS] | Werit [oulores) woei (ENCONTRADG)
(& ELEMINTOS) Sz ELTWENTOSY (B DLEMINTOS—phor R EMENTDY
e R ] ~ NN o W e
g 3 s I ™y
- A EANA- I L AW \.1503

Conclui-se que o “Wese(encontrado)” obtido pelo programa
desenvolvido esta satisfatorio quando comparado ao resultado obtido pelos

autores ou pelo programa de computador ANSYS V-5.2%,

4.4.6- EXEMPLO NUMERICO 4.6

Neste sexto exemplo, sera apresentada uma estrutura tridimensional

um pouco mais complexa, dada pela Fig.iV-6.

Ly
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( em =0 BEE oo _E @ _Z
—~ -~ £ H
= 0.428 om 'é
f NP 4 : :
[ y= 0426 om Pl
! :_\i?""’"" '—‘4' s I as \y

Figura IV-6 Exemplo Numérico 4.6
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Na Tabela V-6 € mostrado o valor de “Wx;" obtido pelo programa de
computador ANSYS V-5.2%% para a barra subdividida em quatro e dez
elementos respectivamente. Apresenta também, o valor de “W.g;" obtido

pelo programa desenvolvido denominado por “Wr(encontrado)”.

Tobelo IV—90 Exemple Numérico 4.6
WS CARREGAMENTO Werli (ANSYS) Werit (ANSYS) werit (ENCONTRADD)
{4 ELEMENTOS) (10 ELEMENTOS) {1 ELEMENTO)
B
|
1 ; 3.7447 3.7368 3.7226
P
P |
i
Z2 | 37447 5.7368 37226
;
E/
5! 1.0459 1.6403 1.0404
<
A
e
o
4 i 1.06267 1.6209 1.6206
3
B
5| ° 1.3996 1.3963 | 1.3920

Conclui-se que para determinados tipos de carregamento seria
necessario uma subdivisdo maior para cada uma das barras. Note que o
valor do “Wgg," decai quando a barra subdividida em quatro elementos
passa para dez elementos. E que para outros tipos de carregamentos a

subdivisdo em dez elementos ja trazem resultados satisfatorios.
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4.5 - EXEMPLOS NUMERICOS DO PROGRAMA TIPO II

O programa do tipo Il faz a analise de instabilidade de porticos
tridimensionais em teoria de segunda ordem, no regime elastico, com as
fungbes de rigidez tridimensionais considerando o efeitos dos vinculos

elasticos.

4.5.1- EXEMPLO NUMERICO 4.7

Neste sétimo exemplo, serdo apresentadas trés condigbes de
vinculacdo: a primeira com uma extremidade engastada e outra livre; a
segunda com uma extremidade engastada e outra com apoio fixo
(articulag@o moével) e a terceira com uma exiremidade engastada e a outra

com apoio mola (vinculo elastico), conforme mostrado pela Fig.IV-7.

P s b . :y
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4 H
o~ x=0t=1808 ot 2 LN 2
— @ G M A -
iy= 948 8 o ~
7= Q4B.E o L
Dicm= 1524 cm ; ,Yi
|
= OR om . P
! = o = = 0.8 -
L / A A = B0 o
| Tol=1f-3
1 v=0.3 _
,-‘ o ~ N E=20800 Ki /e
sy AN . N
o PN

Figura V-7 Exemplo Numerico 4.7



Tobelo V-7 bExemplo Numérico 4.7

SEE CARREGAMENTO K {muola) werit (TEORICO) | Werit (ENCONTRAGO)
P
@
© E— J498.7404 (7498 7415
e .
(D)
P
E@
= B1362.1479161362.1475
(5 (3
e O
. 0.0000° 74987413
o) 0.0001 7498.7466
0.1 7505.2240
1 7563.5772
() (v
10 8146.2727
100 13883.7706
- O 11000 51449.9317
10000 50882.72772
100000 61315.2114
100C0C00 £61357.4830
10000000 £1361.6808
100000000 £1362.1070
1000000000 61362.143C
10000000000 613621475
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O objetivo deste exemplo é mostrar que através do vinculo elastico
pode-se obter 0 mesmo efeito de um apoio real na barra. Os apoios reais
podem ser obtidos através de constantes de rigidez de mola compativeis
com o tipo de apoio que se deseja. Para comprovar este fato, calcula-se o
“Werr' para a Barra (a) e para a Barra (b), considerando ser os limites de

comportamento dos apoios.

Varia-se a rigidez da constante da mola de modo que uma rigidez

muito pequena simula um apoio livre, resultando um "W igual ao da
Barra (2) e uma rigidez muito grande simula um apoio fixo, resultando um

"Werr igual ao da Barra (b).

Na Tabela V-7 é mostrado o valor da constante da mola, o valor
tedrico do "Weg;” esperado e o valor denominado por “W g, {encontrado)”,

obtido pelo programa desenvolvido.

Conclui-se que para valores da constante da mola por volta de 10° o
apoio elastico se comporta como um apoio livre e para valores da constante
da mola por volta de 10" o apoio eléstico se comporta como um apoio fixo,
sendo que o valor apresentado pelo programa da carga critica no caso dos
apoios molas estdo iguais aos valores teodricos esperados. Assim, conclui-se
gue o apoio elastico pode ser considerado como apoio real desde gue

tenham a constante de mola compativel.

4.5.2 - EXEMPLO NUMERICO 4.8

Neste oitavo exemplo, serdo apresentadas trés estruturas contidas no
plano: a primeira estrutura sendo um portico engastado nas bases; na
segunda estrutura o mesmo pértico com um apoio movel no nod “27
impedindo seu deslocamento horizontal e na terceira tem-se 0 mesmo

portico com um apoio elastico no no 2" impedindo parcialmente seu
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deslocamento horizontal, conforme mostrado pela Fig.lV-8. Este poértico é

submetido a carregamento vertical nos nés "2” e "3".

O objetivo deste exemplo também & mostrar que através do vinculo

elastico pode-se obter o mesmo efeito de um apoio real na estrutura.
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Figura IV-8 Exemplo Numeérico 4.8

Da mesma forma mostrada no exemplo anterior, para comprovar este

fato calcula-se o “Wqrr" para a Estrutura (a), para a Estrutura (b) e para

Estrutura (c), neste caso fazendo a variag8o da constante da mola.

Na Tabela V-8 & mostrado o valor da constante da mola, o valor do

“Wen-" Obtido pelo programa de computador ANSYS V-52% e o valor

denominado por “W.qr (encontrado)”, obtido pelo programa desenvolvido.

Observa-se gue como as cargas ocorrem diretamente em diregdo as

barras verticais, ndo ha aplicacdo de esforgos na barra horizontal até o

instante de ocorrer a instabilidade. Neste caso, a segado transversal da barra

horizontal, mesmo que pequena pode ser considerada como indeformavel e

portanto transmitindo todos os efeitos do nd “2" para o nd "3" e vice-versa.



Tobelo V=8 Exemplo Numérico 4.8

STl CARREGAMENTO K {mola} Werit[ANSYS) Werit (ENCONTRADD)
{10 ELEMENTOS)
P P
. — 21907.993 (21907 8764
[o]
= =
o 2 e 76428169 76422 6245
b
0.000001 1907 4
0.00007 21907.8764
i " 10.0001 21907.8799
“ 0.001 21907.9103
0.0 21908.2250
. S 21942.6999
10 22255.9633
100 25374.4319
1000 55020.1283
10000 76421.5572
100000 76422.5351
1000000 76422 6156
10000000 76402 6745
1000000000 76422 6245
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Conclui-se que para valores da constante da mola por volta de 10°,
tem-se o apoio elastico do no “2" se comportando como se ele ndo existisse
e para valores da constante da mola por volta de 107, tem-se o apoio
elastico do n6 “2” se comportando como um apoio movel. Assim conclui-se

gue o0 apoio elastico do né “2" pode ser considerado como apoio real, desde

que tenham a constante de mola compativel.

4.5.3 - EXEMPLO NUMERICO 4.9

Neste nono exemplo, serdo apresentadas trés estruturas contidas no
-plano: a primeira estrutura € um pértico engastado nas bases; na segunda
estrutura tem-se o mesmo portico com apoios fixos nas bases (ou seja
apenas a coordenada de rotagdo em torno de “Z" esta liberada) e a terceira
tem-se 0 mesmo poértico com um apoio elastico nas bases na coordenada

de rotagdo em torno do eixo “Z", conforme mostrado pela Fig.IV-9. Este

portico é submetido a carregamento vertical no né “2" e n6 “3".

i

A= 36.2% o
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x=m =0 0YD M
= =) D o o poly= Q4B B C
) £y Paong Z= G488 o
L) ) i am .
e i &) e Sigm= 152
H i i : -~y Z
L ‘ i= 0.8 cm —
L I ‘\ L= 80 o
S = Teim iR e 2
oim TE -2
Tmt @

P NP oH000A A .

Figura V-9 Exemplo Numérico 4.9



Tobelo V=9 Exemplc Numérico 4.9

RS CARRTGAMENTO K (molo) Ugcgééﬁ?;i;g}g) | Werit (ENCONTRADD)
p P
o ——— 21907,983 |21907.8764
p P
" B 5389.9787 0. 9744
b
FAN PN
0.000001 5389 9744
0.00001 n389.8744
JP }*’ 0.001 5389.9744
© 1 538%9.995¢
100 5392.1073
10000 5601.0914
1000000 153R89.7889
100000000 21815.3342
10000000000 27906.8485
100000000000 21907.7834
1000000000000 21007 8674
10000000000000 21907.8745
100000000000000 21007 R764
1000000000000000 21907.8/64
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Neste caso o efeito do vinculo mola afeta apenas a coordenada de
rotagdo em torno de “Z" do no das bases. Neste caso o efeito de um
engastamento pode ser obtido através um apoio elastico na coordenada de

rotagé@o do no.

De forma similar aos exemplos anteriores os “Wcg; $&0 calculados.
Na Tabela IV-9 é mostrado o valor da constante da mola, o valor do “Wege"
obtido pelo programa de computador ANSYS V-5.2% ¢ o valor denominado

por “Werr (encontrado)”, obtido pelo programa desenvolvido.

Da mesma forma, conclui-se que os apoios elasticos na coordenada
de rotacdo dos nés das bases podem ser considerados como apoios reais

desde que tenham a constante de mola compativeis.

4.5.4 - O EFEITO DOS VINCULOS RIGIDOS E ELASTICOS

Os vinculos, também chamados de contraventamentos, ndo devem
ser considerados como elemento estrutural porque as restricbes para estes
sédo diferentes das demais barras da estrutura, isto é, os contraventamentos
nao tem vinculos perfeitos com a estrutura e requerem uma rigidez minima
para impedirem o deslocamento da estrutura. Estas restrigbes variam
através da vida da estrutura e dependem da deformabilidade dos demais
contraventamentos, do tipo de ligagado entre eles, do tipo de ligagbes com as

demais barras e do carregamento aplicado entre cutras coisas.

A fim de resolver tais problemas tem-se buscado cada vez mais
refinados métodos de andlises, entretanto segundo BALLIO e
MAZZOLANI®, n&o ha ainda instrumentos sofisticados para calcular essa

influéncia e permitir a completa simulagio da flambagem global da estrutura.



E importante, entdo, que o engenheiro mantenha o bom senso aliado
aos metodos aproximados de calculo, que j& provaram ser satisfatérios e
sao agora estabelecidos na pratica, para poder alerta-lo em relagdo ao

fendémeno da instabilidade e orienta-lo de como prevé-la.

O exemplo numérico 4.10, ver Fig.IV_10, traz alguns métodos
comumente utilizados. Estes métodos mostrados s&o adaptacbes de
problemas praticos a respeito da determinacdo do comprimento efetivo de
flambagem e da determinagdo do tipo de restrigbes para o0s
contraventamentos, bem como, para prever a minima rigidez e resisténcia
necessaria que estes devem ter para garantir a indeslocabilidade das
estruturas. Neste exemplo, no CASO (a) a barra (2) representa um exemplo
tipico de um contraventamento, no CASO (b) este contraventamento sera
substituido por um apoio fixo (vinculo rigido) e para o CASO (c) serd

substituido por um apoio mola (vinculo elastico).

Para se determinar o limite entre um apoio fixo e um apoio elastico,
considere 0 CASO ( b ), onde a barra é carregada axialmente. O apoio fixo,
no topo da barra, ndo permite qualquer deslocamento horizontal da barra,
portanto, esta barra deve ser considerada como um sistema contraventado.
O contraventamento necessario para criar este tipo de apoio fixo foi
idealizado por uma mola, como mostrado no CASO (c), a qual ¢ capaz de
desenvolver uma reacdo horizontal “Q" diretamente proporcional a sua
constante de rigidez. Quando esta mola tiver uma constante de rigidez
acima de um valor limite a estrutura sera considerada como tendo um
contraventamento rigido e portanto sem deslocamento lateral. Se a mola
tiver uma constante de rigidez abaixo de um valor limite a estrutura sera
considerada como tendo um contraventamento ndo suficientemente rigido
para evitar o deslocamento lateral. O equilibrio exigido, portanto, se faz com
a barra numa configuragao ligeiramente fletida, onde o deslocamento lateral
é representado por “A” e “Q” & considerado a for¢a da mola, ver Fig.IvV10(d),

entdo pode-se fazer:
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PA=QL=(K,, AL 4.1)

Se “(K,..A)L" for menor que "PA" ocorre o deslocamento lateral da
barra, ou seja, a rigidez da mola ndo é suficiente para impedir o
deslocamento lateral da barra. Se "(K,,8)L" for maior que “PA" n&o ocorrera
o deslocamento lateral da barra, ou seja, a rigidez da mola é suficiente para
impedir o deslocamento lateral da barra, portanto, a coluna deve ser
considerada contraventada. O contraventamento ideal, entdo, deve ser
aquele que tenha rigidez suficiente para prevenir o deslocamento lateral do

topo da barra. Cancelando na eq.(4.1) “A", e isolando-se “K_.", tém-se:

P

mola = 'ir (42)

No caso, o maximo carregamento para 0 qual o contraventamento
deve ser exigido é o carregamento critico de flambagem elastica, dado pela

eq.(1.12). Portanto, substituindo a eq.(1.12) na eq.(4.2) tem-se 0 K, para

uma barra:
P, n°EI
Kidea! = Li = E (4.3)

Entao, quando o “P_,” € atingido e 0 "K,,” for igual ao ‘K., @ coluna
flambara sem que haja deslocamento lateral do topo da barra, em outras
palavras, isto caracteriza um sistema contraventado. Quando *K,,," for
menor que 0 Ky, ao se atingir o "P_,” ocorrera um deslocamento lateral do
topo da barra. Em outras palavras, isto caracteriza um sistema nao

contraventado.

Este conceito pode ser estendido para uma coluna de dois tramos
conforme mostrado no exemplo numérico 4.11, ver Fig.lV_11. Considere
que ocorra um deslocamento no nd “2" chamado por “A”, entdo pode-se

escrever que:
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L (4.4)

Cancelando na eq.(4.4) "A", substituindo “Po;" dado pela eq.(1.12)

isolando-se "K .., obtém-se o “K," para uma barra com dois tramos:

P.. n?El
Kicseas =2 Lt =2 E (4.5)

Da mesma forma pode-se estender este conceito para uma coluna de
trés tramos conforme mostrado no exemplo numérico 4.12, ver Fig.lV_12.
Considere que ocorra um deslocamento no né “2” e no nd “3” chamado de
"A”, entdo pode-se escrever que:

Q (K, o)
amA=§Lm*%?WL (4.6)
Cancelando na eq.(4.6) "A", substituindo “P.g;” dado pela eq.(1.12) e

isolando-se “K,,,.", obtém-se 0 “K., para uma barra com trés tramos:

P ’El
Kidea% =3 Lf =3 E (4.7)

Por esse mesmo processo, segundo SALMON & JOHNSON®, pode-

se determinar o “K., para alguns casos com numero de tramos iguais. Em
geral, tem-se:
2E|

P it Vs
Kigeal =P an =P E (4.8)

sendo, que “B" varia de 1 a 4 para um numero infinito de tramos conforme
mostra o Grafico 1V-1. O valor de “f” pode ser obtido através da eq.(4.8) da

seguinte forma:
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Kigem L L3
= 'ﬁ = Kigeal ";I”“EWE““"E (4.9)
2
| e
e
Kideml L 3

5:

o
ferit Z

T2 3 4 5 6 7 8

Numero de iromos iguois
o {3
Grafico V=1 Valor de f

Fonte: SALMON & JOHNSON®, pag.546.

GALAMBOS!"™! apresenta os seguintes valores para o valor de “B™:

para coluna de um framo =>  “p=1.0%
para coluna de dois tramos =>  "B=2.07
para coluna de trés tramos =>  "B=3.0"
para coluna de quatro tramos =>  “B=3.417
para coluna de cinco tramos => “B=3.63";
para coluna de infinitos tramos  => “B=4.0".

Estes valores serdo testados pelos exemplos apresentados a seguir.

No exemplo numérico 4.10, ver Fig.IV_10, para o CASO (a) tem-se a
barra (1) e a barra (2). A barra (2) representa um exemplo tipico de um

confraventamento. Atraves da eq.(3.37), reescrita a seguir, pode-se



136

determinar também, a area ideal para os contraventamentos, definida por
“Aidealu-

{F} =Skl {D.} (4.10)

Para um elemento submetido apenas a esforgo axial, como e o caso
dos elementos admitidos como contraventamentos, no caso a barra (2) do

exemplo numérico 4.10, tera sua matriz de rigidez dada por:

E. A
[SKG]{Z} = (E) =
{2)

(4.11)

Da eq.(4.1) sabe-se que "Q” é a for¢ca da mola e que "A" ¢ ©
deslocamento lateral da mola. Pode-se fazer “Q = {F}" e “A = {DJ}", na

£q.(4.10). Assim, substituindo eq.(4.11) em €q.(4.10), resuita em:

AR

(4.12)
i"(2) E{Z)A

(2)

Mas, a forca da mola € dada por “Q = K. A ",entdo pode-se fazer

que
Q
= 413
A Kmoia ( }
lgualando a €q.(4.13) e eq.{(4.12) resulta em:
Q - QL{Z} = Kmnza - E(2)A(2} (414)
Kmeﬁa E(Z)A(2) L(Z)

Sabendo que 0 " K, da mola é dado pela eq.(4.8) pode-se igualar a
eq.(4.8) a eq.(4.14), assim tem-se que:
°El _ EgAe

- (4.15)
E Lo

K ideal —
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Portanto, a area ideal "A,,," necessaria € dada por:

(4.16)

L
Aideal =K = B

ideal =
= (2)

sendo que o indice (2) representa a barra considerada como elemento do
contraventamento. No caso “L," e "E." representam o comprimento e o
moduto de elasticidade longitudinal do contraventamento respectivamente. A
eq.(4.16) pode ser utilizada para alguns casos de estruturas com numero de
tramos iguais, variando-se o valor de “B". Quando se tem um
contraventamento com uma érea acima da “Ag. © contraventamento e
considerado rigido e suficiente para conter o deslocamento da estrutura. Se
o contraventamento possuir uma éarea inferior a "A,, © contraventamento

nao sera suficiente para evitar o deslocamento da estrutura.

Os exemplos a seguir demostrardo a validade das férmulas do "Kge.”

e da “A,,, dados pelas eq.(4.8) e eq.(4.16) respectivamente.

4.5.5 - EXEMPLO NUMERICO 4.10

Neste décimo exemplo, sera apresentada uma estrutura contida no
plano. No CASO (a), a barra (2), representa um exemplo tipico de um
contraventamento. A ligagdo entre a coluna, no caso barra (1), e a barra do
contraventamento, no caso barra (2) € uma articulagéo, isto vale para os
- demais exemplos. No CASO (b) este contraventamento sera substituido por
um apoio rigido {vinculo rigido). Para o CASO (c) sera substituido por um
apoio mola {(vinculo elastico) e no CASO (d) apresenta-se o deslocamento

“A" da mola, conforme Fig.1V-10.
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Figura IV-10 Exemplo Numérico 4.10

Neste exemplo, calcula-se 0 “Wegr” para o CASO (a) para diferentes
valores de areas para barra(2) que simula o contraventamento, inclusive
para o valor da "A,.,". Calcula-se também 0 "W;" para o CASO (b) onde o
contraventamento foi substituido por um apoio rigido. Estes "W, deverao
ser iguais quando a area do contraventamento for superior “A,.,;, dado pela
eq.(4.16). Para CASO (c), varia-se a rigidez da constante da mola de uma
rigidez muito pequena para uma rigidez capaz de simular um apoio fixo

resultando um “W.;” igual ao do CASO (b).

Na Tabela IV-10 & mostrado o valor da constante da mola, o valor de
“B", a &rea do contraventamento denominada como “Area(2)”, o valor tedrico
do “Wenr(tebrico)” esperado e o valor denominado por “W ; (encontrado)’,

obtido pelo programa desenvolvido.

Seja “B=1, apresentado por GALAMBOS!", da eq.(4.8) tem-se o valor

do "K' t€0Orico dado por:
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g 2 20500 948.8
Kigear = B n,_s —1- e = 3749370184

Tabelo IV—10 Cxemplo Numérico 4.10
"5 CARREGAMENTO K [molc) ,5‘ AreolZ) | Werit (TEORICO) Worit (ENCONTRADD

p — 10.53 173840000
®_<_2L<I@ — 10.90 29519.9997
- 18145 20004 GEOA
o . — 1119 129994.961529994.9606
25994 9606
— |10.66 29994 9606
€ — |36.29 29994 9605

(e — iz

w

E®
— — | — 29994.9615/299894.9606

<0

0.00001 el B — 0.0009

P 0.001 — | e e 0.0796

M@ 1 — | — — 79.2995

100 - — e 7999.8995
(1) 200 — | — — 15960.9998
374 _— e 29920.0000
374837018 11.000] — — 78994 95806
400 —_— — —_— 28994 9506
1000 e | e 29994 8606
1000000 ] — 29994 9606

(el

<0

Pela Tabela IV-10 conclui-se que o "K,.," & realmente ¢ ‘K., para
que a mola passe a representar um comportamento de apoio fixo (vinculo
rigido) apresentando um “Weg; igual ao CASO (b). Portanto, o valor de “p",

apresentado por GALAMBQOS!"™ “B=1" esta correto.
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Através do K, » Obtém-se da eq.(4.16) a "Ag,.

Lz) 50 2
=K = 374.9370184 ——— = 0.9144805327 cm

A . Pl
ideal E(z) 20500

idea

Conclui-se da Tabela IV-10, que o valor da “"A,." obtido pela
eq.(4.16) esta correto, onde para areas inferiores a estrutura deixa de ser
considerada contraventada apresentando um valor de "W x-(encontrado)”
menor que 0 "Weq(tebrico)’ esperado e para areas superiores, a estrutura
passa a ser considerada coniraventada, apresentando um valor de
“Wegr(encontrado)” igual ao “Wg-{tedrico)” esperado. Assim, conclui-se que
0 apoio elastico pode ser tido como apoio rigido desde que tenham a
constante de mola compativel. E que um confraventamento pode ser
considerado como um elemento que possa impedir o deslocamento lateral

da estrutura desde que a sua area seja superior a uma “A., -

De forma similar € apresentado a seguir 0s exemplos numericos 4.11,
4.12, 4.13 e 4.14 para dois tramos iguais, para trés tramos iguais, para

quatro tramos iguais e para seis tramos iguais, respectivamente.

4.5.6 - EXEMPLO NUMERICO 4.11

Neste décimo primeiro exemplo, serd apresentada uma estrufura
contida no plano para cinco casos distintos. No CASO (a), a barra(3)
representa um exemplo tipico de um contraventamento; no CASO (b) esta
estrutura é representada por uma barra bE»apoiada; no CASO (c) esta barra
€ contraventada no meio por um apoio rigido (vinculo rigido); no CASO (d)
esta barra € contraventada no meio por um apoio mola (vinculo elastico) e

no CASO (e) € mostrado o deslocamento "A” da mola, conforme Fig.IV-11.
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Lo0 KN/C"\ Z

Figura 1V-11 Exemplo Numeérico 4.11

De forma similar ac exemplo numérico 4.10, na Tabela 1V-11 &
mostrado o valor da constante da mola, o valor de “f", a éarea do
contraventamento denominada como “Area(2)”, o valor teérico do “Wege”
esperado e o valor denominado por “Wggr (encontrado)’, oblido pelo

programa desenvolvido.

Seja “ B =2", apresentado por GALAMBOS!"™ na eq.(4.8), tem-se 0
valor do “K.," tedrico dado por:
n?E| n? 20500 948.8

= = 749.8740368
E 2 80° 8.8

Kideal = B

Atraveés do "K,., ", obtem-se da eq.(4.16) a "Ag..,"

A =K ﬁ = 749.874036 ——§9—-— = 1828961065 cm”
ideal ™ ' Videal E{z} - . 20500 o cm

Conclui-se da Tabela iV-11, que o valor de "B=2.0" adotado por
GALAMBOS™, o valor de "K,,.,;" dado pela eq.(4.8) e o valor da “Ay.,” obtido
pela q.(4.16) estéo corretos.



Tobela V=11 Exemplo Numérico 4,17

TESTE

CARREGAMENTO

¥ (molo)

4

LA cont

weril (TEORICO)

Werit {ENCONTRADO),

=

18
(2

(3) 5O

(1)
<0

0.53

1.19

1.82

1,8780

4.50

36.28

28994 9615

144258201

22641.6385

29896.9066

78994 9606

29994 9600

29984.95086

(&)

B

E@

<0

7498.7404

7408 74173

16
(2)

<d®
M
<0

29884.9615

9994.9605

{d)

Q/2

G/2

16
@

&
<0

0.60001

7498 7413

0,001

74987734

1

75311607

100

107171812

200

13883.77086

500

22990.8694

749

29871.648%

749.874

.

259949606

800

29994 9806

1000000

25994 9E06!

4.5.7 - EXEMPLO NUMERICO 4.12
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Neste décimo segundo exemplo, sera apresentada uma estrutura

contida no plano para quatro casos distintos.
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No CASO (a), as barras (4) e (5) representam um exemplo tipico de
contraventamentos; no CASO (b) esta estrutura & representada por uma
barra bi-apoiada; no CASO (c) estas barras (4) e (5) sao substituidas por
apoios rigidos (vinculos rigidos); no CASOQO (d) estas barras (4) e (5) séo

substituidas por apoios molas (vinculos elasticos), conforme Fig.IV-12.

ey o, Lt -
T—-—@;I_ 2 g & P
R LS o L

%y

L f ; P .

: (el L

5 P .

e el L H 4 s
e me G TG S ‘ W
‘ fr-) ;

RNt o i i ‘e
50 - L e L WL
O RE . ’ . —~
L R N Y L 10) s
i H i

- 3 : ¢
ey )

;

Figura 1V-12 Exemplo Numerico 4.12

De forma similar ao exemplo numérico 4.10, na Tabela IV-12 €&
mostrado o valor da constante da mola, o valor de “B", a area do
contraventamento denominada como “Area(2)’, o valor teérico do “Weg”
esperado e o valor denominado por "Wcer (encontrado)’, obtido pelo

programa desenvolvido.
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Tobelo V=12 Exemplo Numérico 4.12
HSE CARREGAMENTO K {molo) i A comir. | Werit (TEORICO) Werit (ENCONTRADD)
]
. - 10.53 17180.7370
(3) — 11,19 21609.7506
o THae| | — |274 |29992.9615 [29979,9016
g . — 27434 28994 9606
(S) ®
’ A — 14.50 20994 9606
0 — 136.29 29994 9606
ip
160
(e — — | — |3332.7735 774
()
<10
=
@
(3)
(<) B e — | — |29994.9615 299949
()
19!
(1)
<O
0.00001 — | = — 33327742
P
4y 0.001 — | — — 3332.8457
(3)@ 1 e — 3405.7216
. Me 250 — | — — 17738.9164
:‘g 500 — | — — 21797.0500
W
m@ 1000 | — e 28601.3203
<O 124 - — 294986.3074
11124 811055130000 — — 79994 9606
1400 — | - — 29994 9606
1000000 —_ | - — 9994

Seja “p =3", apresentado por GALAMBOS"®, na eq.(4.8), tem o valor

do "Ki.s teorico dado por:
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2E| _ 220500 94838
Kidea.mﬁan =3°= 5 = 1124811055

Através do ‘K, ', obtém-se da eq.(4.16) a "A,..":

L 50 |
Agosr = Kigen == = 1124.811055 —— = 2, 2
dear = Kideal E, 811055 50500 2743441598 cm
Conclui-se da Tabela 1V-12, que o valor de “B=3.0" adotado por
GALAMBOS"™, o valor de “K,,,,,” dado pela eq.(4.8) e o valor da “A.," obtido

pela eq.(4.16) estdo corretos.

4.5.8 - EXEMPLO NUMERICO 4.13

Neste décimo terceiro exemplo, sera apresentado uma estrutura
contida no plano para quatro casos distintos. No CASO (a), as barras (5), (6)
e (7) representam um exemplo tipico de contraventamentos; no CASO (b)
esta estrutura é representada por uma barra bi-apoiada; no CASO (c) estas
barras (5), (6) e (7) sdo substituidas por apoios rigidos (vinculos rigidos); no
CASO (d) estas barras (5), (6) e (7) sdo substituidas por apoios molas

{(vinculos elasticos), conforme Fig.IV-13.

De forma similar 20s exemplos numéricos anteriores, na Tabela 1V-13
€& mostrado o valor da constante da mola, o valor de “B”, a area do
contraventamento denominada como “Area(2)’, o valor tedrico do “Wegs”
esperado e © valor denominado por “Wg.- (encontrado)’, obtido pelo

programa desenvolvido.

Seja “ B =3.41", apresentado por GALAMBOS!™ na eq.(4.8), tem-se 0

valor do "K.. tebrico dado por:
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2 2
n° El n* 20500 9488
Kigear = B =5 =341 e = 1278535233
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Figura IV-13 Exemplo Numérico 4.13

Através do “K.. » obtém-se da eq.(4.16) a "Ag.,":

A =K Lo _ 1278535233 —0 — 3418378617 cm?
ideal — ideal E(z} - . 20500 T W cm

Pela Tabela 1V-13 conclui-se que 0 "Kg.," teodrico ndo é exatamente
igual 20 "Kyne - O "Kigeal” €NCONtrado pelo programa, denominado de K., » €
“Krowo=1280,5". Este foi 0 K.« Para o qual a mola passou a apresentar um

comportamento de apoio fixo (vinculo rigido) apresentando um "W, igual

ao CASO (c).



Tecbhetg 1V~13 Exempio Numérico 4.13

TSE|  CARREGAMINTO K (molg) £ Acontrd Werit (TEGRICO) Wer it {ENCONTRADO)
L;@ — J0.53 144258201
“ — 31184 299854976
@,@.@@
, o — 131217259894, 96815 208985.4808
) Gle — Sntutoh R
M — 31232 25004 9606
%’ —— 1450 290994 9E06
4@ — 136.29 26694 9K0F
|s=
ke
(e} — — | — [1874.6851 |1B874.6842
()
<o)
i
ép
ke
(%)
KB
(el ) — — | — 1299549615 |20994.8606
e
{2}
A
&}
4o
b 00000007 ] — 1R74 BRED
® 0.0000% | — 1874.6860
{4}
® 1 —_ | — — 2004.3705
{3}
“ o 500 27005 8634
“’@ 1000 — | — - 280R1.6474
E;@ 1278 535233 241 — e 299854876
1280 — | — — 20984.2723
1280.5 3415 — — 29004 GR06
1500 — — — 28994, 9606
1000000 — e 29994 9608
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Através do “K,,,=1280.5" obtido pelo programa, obtéem-se da eq.(4.9)

© novo valor de ";3;’ denominado de “B,,.. € obtém-se da eq.(4.16) a nova

area denominada de "A__ "

B

novo —

K

ideal

P

L_

K

ideal
crif

nova

L3

—— = 12805

7 E|

80°

n? 20500 948.8

= 3415240259
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L
Aore = Kigea E‘—z’ = 1280, % - 3123170732 cm?
(2)

s

Portanto, o valor de “B", apresentado por GALAMBOS™, “$=3.41" &
aproximadamente igual ao “B,,.=3.4152" obtido através do ‘K, dado pelo
programa e o valor da “A,.,=3.1184 cm? obtido pela eq.(4.16) é também
aproximadamente igual ao obtido através do programa de ‘A,,,=3.1232

cm?”. Neste caso os valores de “B” e da “A,," 80 considerados corretos.

4.5.9 - EXEMPLO NUMERICO 4.14

Neste décimo quarto exemplo, sera apresentada uma estrutura

contida no plano para quatro casos distintos.

= F) o it
£ — '/\\ <§/_\\ P
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’\D) R A Ry
fEn {EY ol
& (7 N Y 22 et
5 '\7 Py e f
f o ) " 4
) K SN e
(5) - ey £8 Cr :’
RORG) = EE ot A
* {8) - - ey e
(D) & MmE 5 oeem Zo_ Lz
(4) - N
Iy . = :
H v = g P
TAN o . oy ‘
RO, BB e () G B -3 o
f_() - LY S 2 I : H ;
(3 Gy
I 7oy
" '\\_,
(% JETa
ol R o oy - N
_;__:)_\_.@C {...__"W.._.\E \;/, M!YE{A SO0 W o o
Y e
£2) . N
' 2 2
s . g e e PRI
L ; o _ L= 30 o
N [ : H N / L= upr
™ i . o s
J—Q"“- :J\‘r ,1.wm.<§ \ -; I <§ \/? Q ‘.:

Figura 1V-14 Exemplo Numérico 4.14
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No CASO (a), as barras (7), (8), (9), (10) e (11) representam um
exempio tipico de contraventamentos; no CASO (b) esta estrutura é
representada por uma barra bi-apoiada; no CASO (c) estas barras (7), (8),
(9), (10) e (11) sdo substituidas por apoios rigidos (vinculos rigidos); no
CASQ (d) estas barras (7), (8), (9), (10) e (11) sdo substituidas por apoios

molas (vinculos elasticos), conforme Fig.IV-14.

De forma similar aos exemplos numéricos anteriores, na Tabela IV-14
€ mostrado o valor da constante da mola, o valor de "B", a area do
contraventamento denominada como “Area(2)", o valor teérico do “Wesy"
esperado e o valor denominado por “Wees (encontrado)”, obtido pelo

programa desenvolvido.

Seja " B =3.85", adotado pelo Gréfico IV-1(estimado), na eq.(4.8), tem

o valor do "K,,," tedrico:

n?E| nZ 20500 94838
R 80°

Kigear = B = 1443507521

Através do “K..’ , obtém-se da eq.(4.16) a "A.,

L
Aigear = Kiges —E-El = 1443.507521% = 3.520750051cm?

2

Pela Tabela 1V-14 conclui-se que o "K,,,," tedrico ndo é exatamente o
Kime - O “Kgeal €NCONtrado pelo programa, dencominado de K., €
“Koowo=1400.0". Portanto, o valor de “B" aproximado, obtido pelo Grafico V-1,
“B=3.85" ndo e exato. Conclui-se também da Tabela 1V-14 que, o valor da

"M Obtido pela eq.(4.16) também nao é exato.
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Tobelg V=14 Exemplo Numérico 4.14

ST CARREGAMENTO K (mola) B A ponie { Werit (TEORICO) Weril (ENCONTRADO
0 — 10.53 14425.8201
@
g%@ — | 2.71 290741287
1)
“ - 1247 28884 8815 129981.7728
(] Seae —_
— 34246 Qg4
Ol
- — 135 994
Slaige 23208 4
0 —
e 36.29 29994.9606
ki@

— — | — 18331834 |833.1929

A

(6}

KO ;

{3)

& :

“@ e - e | - 120094 9615 [79994.960
Go
[#:3]
<UD
{3
<o
. 0.0000007 | — | — o £33.1929
]

%Ex@ 0.00001 — | — B33.1965
i;"}@ 1 — | — — 1124.9861
4} — — J—

@ e 500 21787.0500
f‘.ﬁ@ 1000 — | = — 2B601.3293
{2)

e 1300 — | — — 29711.8975
<o 1369 — | - — 20994.1972
1400 3734 — — 29994.9606
1443 507521 .85 | — — 29994 9606
1000000 — | — S 29994 9606

Atraves do “K,,,.=1400.0" obtido pelo programa, obtém-se da eq.(4.9)
0 noveo valor de "B” denominado de “B,..., € obtém-se da eq.(4.16) a nova

area denominada de “A__ "

neva
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L L 80°
= = : =3, 455
K 14000n2 50500 948.8 3.733960

Kiea
Bnova: ;)I

crit

ideal 7,[2 E I

L 50
=K., = =1400.0 —— = 3414634146 cm”
Anava igeal E{ZJ 020500 3 14 601’1’1
Conclui-se da Tabela IV-14 que, o valor da "A,," obtido pela

eq.(4.16) atraves do “K,,,.=1400.0" ndo é exata.

Para este exemplo numerico os valores do "Ki.. € da “Age, obtidos

atraves do “p" estimado ndo s&o considerados satisfatérios, deve-se estimar

um valor novo, de “B=3.85" para “B=3.73" por exemplo.

Através das analises realizadas anteriormente pode-se concluir que
as equagdes para o calculo de “K,,,,” dado pela eq.(4.8) e para o célculo da
“Ages dado pela eq.(4.16) sdo satisfatorias para comparar com os dados
resultantes do programa desde que se utilize os valores de “B” fornecidos
por GALAMBOS'™ na falta de valores o Grafico V-1, fornecido por

SALMON g JOHNSONF serve como uma referéncia que deve ser utilizada

com cuidado porque induz a uma margem de erro maior, como & mostrado
na Tabela IV-15. Para barras com 1, 2, 3 ou 4 tramos iguais, apresentadas
respectivamente pelos exemplos numéricos 4.10, 4.11, 4.12 e 4.13 os
valores de “B” fornecidos por GALAMBOS!"® s&o considerados satisfatérios.
Para o exemplo numerico 4.14 com uma barra com seis tramos iguais o

valor de “B” estimado pelo Grafico V-1 n&o foi considerado satisfatorio.

Estas equagbes para o calculo de "K,,” dado pela eq.(4.8) ou a ©
célculo da “A,," dado pela eq.(4.16) representam, respectivamente, a
rigidez de uma mola ou a area necessaria de uma barra para garantir que
um pilar isolado esteja contraventado. Mas para se descobrir como um

sistema de contraventamento formado por uma ftreliga pode garantir a
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estabilidade entre porticos, exige o desenvolvimento de outros tipos de
equacbes, outros tipos de anadlises, novos métodos. Sabe-se que este
estudo depende do tipo de ligagdo entre contraventamentos, da sua
deformabilidade, do tipo de ligagdo entre o portico e o contraventamento, do
tipo de carregamento aplicado entre outras variaveis. Mas, o programa
proposto pode esclarecer alguns pontos deste tipo de sistema de
contraventamento trelicado, que € utilizado na prética, o que sera visto no

capitulo V. Segundo BALLIO & MAZZOLANI® como j& foi dito, ndo ha

ainda instrumentos sofisticados para calcular esta influéncia e permitir a

simulagéo completa da flambagem global da estrutura.

Jobele V=15 Resulicdos
Txemplos Daodos Tebrico Progroma | Froo
Fxemplo 000 000 0%
Numeérico Kideg| 3749370184 37437084 0%
£10 Ades 0.9144805227 [0.014£80R327 0%
Exempio 2.000 2.000 0%
Numeérico Kiden| 748 B740RE8 1740 8740368 0%
4.1 Adeol 1 H28967085  |1.82B867085 0%
Exemplo 3.000 3.000 0%
Numérico Kigeai 1124.871055 124.811055 0%
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Exemplo 3.4 34185240250 [5.05567 3228955
NumiErico Kideal &
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CAPITULO V

ESTUDO DO EFEITO DOS CONTRAVENTAMENTOS
ELASTICOS NA RIGIDEZ DAS ESTRUTURAS

5.1 - INTRODUCAO

Este capitulo mostra os resultados do estudo do efeito dos
contraventamentos com alguns exemplos numéricos praticos. O programa
desenvolvido foi utilizado na solugdo de uma série de problemas com ©
objetivo de obter o pardmetro critico “Weg', 0 coeficiente de fambagem “K”
e principalmente obter as informacbes necessarias para comprovar a real

influéncia dos contraventamentos.

5.2 - COEFICIENTES DE FLAMBAGEM “K”

Através da eq.(1.12), da "Formula de Euler’, que mostra a menor

carga de flambagem de uma barra com extremidades rotuladas e
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indeslocaveis perpendicularmente ao eixo, pode-se obter o coeficiente de

flambagem da barra:

B 72El

E:)Euter - (KL)2 (51)

Sendo, “K” denominado por coeficiente de fambagem e é funcéo das
condicbes de extremidade da barra. O produto "KL & conhecido como
comprimento efetivo de flambagem, “L.,,=KL", que pode ser definido, para
uma barra dada, como sendo o comprimento real de uma barra bi-rotulada

com 0s mesmos valores de ‘E”, “I" e “P,,,” da barra dada, ou seja:

n%El

(5.2)
PEleer

(KL)Z = (LFiam )2 =

O comprimento de flambagem € tambem igual & distancia entre dois
pontos de curvatura nula (pontos de inflexdo) na curva de flambagem ver
Fig.V-1.
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Na préatica, para uma coluna contraventada, ver Fig.V-2, € adotado
para a lambagem em torne eixo y-y (local} "K 4 =2" € para flambagem em
torno do eixo z-z (local) K, ,4.=1" representando o comportamento isolado
de cada barra, mas somente quando a barra estd isolada ndo sofrendo
influéncia de carga ao longo de seu comprimento. Portanto, a interpretagéo
tradicional mostra “K" diferentes para cada lado e "Pgy diferentes para
cada lado, entdo deve-se calcular para ambos os lados 0 “Peg; € 0 menor

deles sera 0 "P.g; da coluna.

Z
- F P
o
v 'é v .
- m?ﬁwm | H ﬁ.. @
rd 1
i | ‘
L Kzz Kﬁﬂ
3 | |
| !
K=2 ; K=1
Flembogem Flombagem
em torno do em torno do
gixo y—y €ino z—-2
(Local) (tocal)

Figura V=2 Exemplo Tebrico

O programa proposto calcula o “K” da seguinte maneira: a partir da
eq.(5.2) o0 "Pg,.. que representa o valor da carga critica da estrutura como

um todo sera denominado por *P.g.", desta forma, pode-se obter o valor do
“KH:

71'2E’ /"szE . EDEuler i
KL)? = K2 = K, o= 3
( ) = PCR;TL‘? > {i) p (5 )

PCR;TK Xf CRIT;i}

" sera um valor no

Portanto, 0 "K” do programa, denominado por "K,.,",

qual para cada barra obter-se-a, ja de inicio, o valor da carga critica da

coluna que seria 0 menor valor do caso pratico. Entdo o programa
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tridimensional permite informar uma relagdo de "K" que represente para
cada lado o que acontece com ¢ global da barra, ou seja, com este
programa os valores de “K” representam o comportamento global da barra.
Assim, a carga critica estard automaticamente definida como sera

demonstrado nos exemplos a seguir.

5.3 - EXEMPLOS NUMERICOS

Com base no exemplo tetrico, ver Fig.V-2, utilizar-se-a quatro tipos

de perfis com o objetivo de avaliar o *K,,," em relag@o ao "K .. » bem como

entender a carga critica obtida através do programa.

5.3 1- Exemplo Numérico 5.1

Neste primeiro exemplo, a coluna da Fig.V-2 sera mostrada com ©

perfil abaixo:

b /}/ ~

,.
]
.

Figura V-3 Exemplo Numérico 5.1
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Para o CASO (a) tem-se a coluna sem contraventamento e para o
CASO (b) tem-se a coluna contraventada ao meio da barra e para este caso
é mostrado a configuragdo flambada da coluna nas duas diregdes, conforme
Fig.V-3.

Neste exemplo, no CASO (a), calcula-se 0 “Pcry” para a coluna com o
“Kouio=1" Nas duas diregbes, como “P=1" e a barra € isolada implica em

I —_ i,
Perm™Wearr':

2
w<El
CRIT CRIT (K raiico L)E
7420500 26.15
Perr(2—2) =Peair (Y- ¥) = (<80 826.6950 KN

Portanto a flambagem no CASO (a), sem contraventamento, devera

ocorrer com o valor esperado de "Pg+(Téorico)=826.6850 KN".

Na Tabela V-1 é mostrado o valor de “Pqrr(Teobrico)” esperado, o
valor de "Pggr(Encontrado)’, bem como o “K,” e o0 “K,", obtido pelo programa

desenvoivido.

Tabela V-1 Exemplo Numérico 5.1

Barra | Pcgo{Teorico) Perir(Encontrado) K, K

(1) 826.6950 826.6942 1.000 1.000

Com o "K," e o "K,” obtido através do programa, calcula-se dois
valores iguais de "Pqgy" que € 0 mesmo obtido como “P.y,(Tedrico)”, assim

fem-se:
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220500 26.1
Perir(Z-2) =P (y—y) == 2(?5 307 > _ 8266950 KN OK!
X

No CASO (b), calcula-se 0 "Pcry” para a coluna com 0 "Kguien=2"
para flambagem em torno do eixo y-y (local) e "K, .i=1" para flambagem

em torno do eixo z-z (local) nas duas dire¢des:

72El 2 00 261
Perir{y —y) = Yoy & 2009 26‘ % 8266950 KN
(Ky(pratico) i—) (2~ 40)
2 2
El 20500 26.15
Perir(z-2)= F = 2 = 3306.7801KN

(Kz(pratéco} L)z B (-E x 40)2

Portanto a flambagem no CASO (b), com contraventamento, devera
ocorrer com © valor esperado de “P.g.(Téorico)=826.6950 KN", que

representa a flambagem em torno do eixo y-y.

Na Tabela V-2 é mostrado o valor de “Pgr(Tedrico)” esperado, o
valor de “Pqgr(Encontrado)’, bem como o K" e 0 “K,”, obtido pelo programa

desenvolvido.

Tabela V-2 Exemplo Numeérico 5.1
Barra | Pgr{Tebrico) | =~ Perr(Encontrado) K, K,
(1) 826.6950 826.6958 2.000 | 2.000
(2) 826.6950 826.6958 2.000 2.000

Com 0 "K,” e 0 "K,” sdo obtido dois valores iguais de "Pegy” que € 0
mesmo obtido como “P.g.(Tedrico)", assim tomando por exemplo a barra (1)

tem-se:
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7220500 26.15
(2 x 40)?

Perir(z—~2) = Pegir (YY) = = 826.6950 KN OK!

Portanto, 0 "K,,,.” apresenta a carga critica final da cofuna.

5.2 2- Exemplo Numérico 5.2

Neste segundo exemplo, a coluna da Fig.V-2 sera mostrada com o
perfil abaixo:

en

T
I
3 LR
&
s
H
|
i

4
R S ¢ B

N e
[
L S A
Boon Y

3o

Tinemr .
loambogem
e torno cdo em tormo do o |
elxg y—y e

2 Z

{Locni}

Y

L
P
(
A

T
@]
S
J

Figura V-4 Exemplo Numérico 5.2

Para o CASQO (a) tem-se a coluna sem contraventamento e para ¢
CASO (b) tem-se a coluna contraventada ao meio da barra e para este caso

& mostrado a configuragéo flambada da coluna nas duas diregfes, conforme
Fig.V-4.

Neste exemplo, no CASO (a), calcula-se 0 "Pqy” para a coluna com o
“Kosio=1" Nas duas diregoes:
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7Bl 220500 26.72

= _—y) = = = 8447148 KN
criT(Y~Y) (KpraticoL)z (1><8O)2
“E| 220500 14.02
Ponr(z-2)= ——2_ T 20000 1902 _ 450003 kN
(KpraticoL) (1> 80)

Portanto a flambagem no CASO (a), sem contraventamento, devera
ocorrer com o valor esperado de “Peg{Téorico)=443.2223 KN” em torno do

eixo z-z.

Na Tabela V-3 & mostrado o valor de "P.x(Tebrico)" esperado, o
valor de "Pcr-(Encontrado)”, bem como o "K," e 0 “K,", obtido pelo programa

desenvolvido.

Tabela V-3 Exemplo Numeérico 5.2

Barra | Pcgr(Tedrico) Pcrr(Encontrado) K, K,

(1) 443.2223 443.2215 1.0000 | 1.3805

Com o “K,” e o "K” obtido através do programa, calcula-se dois

valores iguais de “P.g;” que & 0 mesmo obtido como "P.«(Tebrico)”, assim

tem-se:
2720500 26.72
P -y)= = 4432383 KN OK!
e lY = Y) = 2505 % 80)7
220500 14. |
Perr (2-2) = = 02 _ 4432023 KN OKI

(1x 80)?

No CASO (b}, calcula-se o ‘Perr para a coluna com 0 K ue0=2"
para flambagem em torno do eixo y-y (local) & "K, 0 =1" para flambagem

em torno do eixo z-z (local) nas duas dire¢des:
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7°El 7220500 26.72
Pegir (Y= Y) = y 720500 = 8447148 KN

(K y(pratico) L)? (2 x 40)?

z°El,  #%20500 14.02

5 = 5 =1772.8884 KN
(K z{pratico) L) (1x 40)

Perir(2-2) =

Portanto a flambagem no CASO (b), com contraventamento, devera
ocorrer com o valor esperado de "Pgg.(Téorico)=844.7148 KN’, que

representa a flambagem em torno do eixo y-y.

Na Tabela V-4 ¢ mostrado o valor de “P.g-(Teorico)” esperado, o
valor de “Pgr(Encontrado)”, bem como 0 "K,” e 0 "K,", obtido pelo programa

desenvolvido.

Tabela V-4 Exemplo Numérico 5.2
Barra | Pg+(Teorico) Perr(Encontrado) K, K,
(1) 844.7148 844.7142 1.4487 | 2.000
(2) 844.7148 844.7142 1.4487 | 2.000

Com o *K," e 0 “K;” s&0 obtido dois valores iguais de "Pcry" que € ©

mesmo obtido como “Pr+(Teobrico)”, assim tomando por exemplo a barra (1)

tem-se:
220500 26.72

Perr (Y= y) =2 (2% 407 = 8447148 KN OK!
220500 14.02

Popir (Y~ V)= z = 8447432 KN OK!

(14487 x 40)?

Portanto, 0 "K,,," apresenta a carga critica final da coluna.
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5.3 3- Exemplo Numérico 5.3

Neste terceiro exemplo, a coluna da Fig.V-2 serd mostrada com o

perfil abaixo:
. z
z p = ,
fe BEB e ey
v Loe Y g C P
_{\%E__.,,____N ¥=m Ji=mgHE T3om y [ »
3 ! ! e mn 4 oY T
/ ; ; FYmD0 UG o Lok
¥ : Pl ramnanem ombogem  z=14.07 o R
Z ; B L N :
Lanl [sete] mo L= A&D om iz
! Toi=iE -3
=03
% E=20500 Kn/em?
| ry=3.178 om
| =158 om
i rym 2w
72 S
L. P=1 KN
./n\
0 Lt )
o

Figura V-5 Exemplo Numérico 5.3

Para o CASO (a) tem-se a coluna sem contraventamento e para 0
CASO (b) tem-se a coluna contraventada ao meio da barra e para este caso

& mostrado a configura¢éo flambada da coluna nas duas diregdes, conforme
Fig.V-5.

Neste exemplo, no CASO (a), calcula-se 0 "Pry" para a coluna com o

"Koanee=1" nas duas diregoes:

7 °El 22 08
Perm{y-y)= bt 0500 526' = 1772.8894 KN
(K pratico L) (1x 80) :

#°El,  x"20500 14.02
(Kpratimi'-):2 (1 X 80)2

PCRIT (Z - Z) = = 4432223 KN
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Portanto a flambagem no CASO (a), sem contraventamento, devera
ocorrer com o valor esperado de “P.g(Téorico)=443.2223 KN" em torno do

eixo z-Z.

Na Tabela V-5 & mostrado o valor de “P.r{Teodrico)’ esperado, o

valor de "Pcgr(Encontrado)’, bem como o "K,” e 0 “K,’, obtido pelo programa

desenvolvido.
Tabela V-5 Exemplo Numérico 5.3
Barra | Pcgr(Tebrico) Pcrr(Encontrado) K, K,
(1) 443.2223 443.2215 1.0000 | 2.0000

Com o "K,” e 0 "K;" obtido através do programa, calcula-se dois

valores iguais de "P.r;” que € o mesmo obtido como “Pegr(Tedrico)”, assim

tem-se:
7220500 56.08
P —y)= = 443222 oK
crir (Y = Y) (2807 44 3 KN
220500 14.
P (2-2) == 0z _ 4432223 KN OK!

(1x 80)2

n

No CASO (b), calcula-se 0 "Pgg;” para a coluna com o "Kguicn™2
para flambagem em torno do eixo y-y (local) e "K i =1" para flambagem

em torno do eixo z-z (local) nas duas diregbes:

2
7 El 220500 56.
Perir(y - y) = r -2 > 9 _ 17728804 KN
(K y{pratico} L) (2 x 40)
2 2
Ei 20500 14.02
Per(z-2)= =t = & =1772.8894 KN

(K oration) L) (1x 40)?
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Portanto a flambagem no CASO (b), com contraventamento, devera
ocorrer com o valor esperado de “P.g:(Téorico)=844.7148 KN", que
representa a flambagem em torno do eixo y-y ou também a flambagem em
torno do eixo z-z. Isto ocorre porque a relagdo entre os raios de giragao é

”

exatamente igual a dois. Neste caso 0 K" deve serigual ao "K ., -

Na Tabela V-6 € mostrado o valor de "Pqar{Teorico)" esperado, o

valor de “Pggr(Encontrado)’, bem como o “K," e 0 K", obtido pelo programa

desenvolvido.
Tabela V-6 Exemplo Numérico 5.3
Barra | Pcgrr(Teobrico) Pcrr{Encontrado) K, K,
(1) 1772.8894 1772.8902 1.0000 | 2.000
(2) 1772.8894 1772.8902 1.0000 | 2.000

Com o "K,” e 0 "K,” s&o obtido dois valores iguais de "Per;” que € 0

mesmo obtido como “P.g+(Tebrico)”, assim tomando por exemplo a barra (1)

tem-se:
2
7220500 56.08
Perir{y-y)= 22407 " 1772.8894 KN OK!
220500 14.02
Porm (Y - y) = = = 1772.8894 KN OK!

(1x 40)?

Portanto, 0 "K,,,,” apresenta a carga critica final da coluna.

5.3 4- Exemplo Numérico 5.4
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Neste quarto exemplo, a coluna da Fig.V-2 serd mostrada com o perfil

abaixo:

[t}
L8]
k3]

e

<
i
B

Figura V-6 Exemplo Numérico 5.4

Para o CASO (a) tem-se a coluna sem contraventamento e para o
CASO (b) tem-se a coluna contraventada ac meio da barra e para este caso
& mostrado a configuragdo flambada da coluna nas duas diregGes, conforme
Fig.V-6.

Neste exemplo, no CASO (a), calcula-se 0 “Pegyy para a coluna com o

“Komice=1" Nas duas diregdes:

7°Ely %2050 73275

= 5930.2012KN
(K pratico L) (1x 500)°

Perir(Y—Y¥) =

°El 2 1432,
Pery(2-2)= ——2 =% 20509 5271 = 1159.5030 KN
(K prat%coL) (1x 500}

Portanto a flambagem no CASO (a), sem contraventamento, devera
ocorrer com o valor esperado de “Pgr(Téorico)=1159.5030 KN" em torno do

eixo z-zZ.
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Na Tabela V-7 é mostrado o valor de “Pgg(Tebrico)” esperado, o
valor de “Pegr(Encontrado)’, bem como o “K,” e 0 "K,", obtido pelo programa

desenvolvido.

Tabela V-7 Exemplo Numeérico 5.4

Barra | P.g.{(Teorico) Pcrr{Encontrado) K, K,

(1) 1159.5030 1159.5034 1.0000 | 2.2615

Com o “K,” e 0 "K obtido através do programa, calcula-se dois

valores iguais de "Pr” que é 0 mesmo obtido como “Peg+{Tedrico)’, assim

fem-se:
2
7220500 73275
P —y)= =1159.5147 KN OK!
R Y = Y) = 2 2615 500)?
220500 143271
Perir(z~2)= d =1159.5030 KN OK!

(1x 500)2

No CASO (b), calcula-se 0 "Per;” para a coluna com 0 “Kpmuien=2"
para flambagem em torno do eixo y-y (local) e K puiey=1" para flambagem

em forno do eixo z-z {local) nas duas diregbes:

2
7°El 220500 73275
P (Y- Y) = r -2 =02 - 59302012 KN
(K y(pratico} L) (2 x 250)
2 i
El 20500 143271
Perrr(2-2) = —— == 23 = 4638.0121KN
(K z{pratico} L) (1 X 250)

Portanto a flambagem no CASO (b), com contraventamento, devera
ocorrer com o valor esperado de "P.s-(Téorico)=4638.0121 KN", gque

representa a flambagem em torno do eixo z-z.
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Na Tabela V-8 € mostrado o valor de “Pqrq(Tebrico)” esperado, o

valor de "P-(Encontrado)”, bem como o “K,” e 0 “K,”, obtido pelo programa

desenvolvido.
Tabela V-8 Exemplo Numerico 5.4
Barra | Pcrqr(Tedrico) Perr{Encontrado) K, K,
(1) 4638.0121 4638.0120 1.000 | 2.2615
(2) 4638.0121 4638.0120 1.000 | 2.2615

Com o "K," e 0 "K,"” s&o obtido dois valores iguais de “Pggy” que € 0

mesmo obtido como "P,(Tedrico)’, assim tomando por exemplo a barra (1)

tem-se:
2
7220500 7327.5
P ~y)= = 4638. OK!
erm (YY) = a5 gm0y 000986 KN
220500 143271
Porir (Y - ¥) = = - 4638.0121KN OKI

(1% 250)2

Portanto, o "K,,," apresenta a carga critica final da coluna.

Através destes exemplos foi possivel interpretar os coeficientes de
flambagem obtidos pelo programa e também entender que estes valores de

“K" ja interpreta a carga critica da estrutura global.
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5.4 - EXEMPLOS DE ESTRUTURAS CONTRAVENTADAS

Para avaliar a influéncia real dos contraventamentos, que & ¢ objetivo
do trabalho, serd mostrado dois casos usuais de contraventamentos em

estruturas como: contraventamentos de treliga e contraventamentos de pilar.

Os exemplos utilizados nesta fase foram também calculados pelo
programa ANSYS V-522 e sera mostrado no trabalho, a titulo de
ilustracdo, os desenhos da estrutura indeformada e deformada. Cada barra
da estrutura sera dividida apenas em quatro elementos porque o objetivo foi
de obter apenas as deformadas das estruturas e néo o valor real do "Wegy',
j& que torna-se complicado, nestes exemplos, subdividir cada barra em mais
elementos. Portanto o “Wg,;" fornecido pelo ANSYS V-5.2%4 n&o serd o
exato. Para que se obtenha um “Wcg,” mais preciso pelo ANSYS V-5.2%3

cada elemento devera ser dividido no minimo em dez elementos™,
5.4.1 - Contraventamentos de trelica

Antes de avaliar a influéncia real dos contraventamentos em trelicas

mostrar-se-a um exemplo em que 0 programa iré fornecer os coeficientes de

£y

flambagem, ‘K,.,", € comparar com 0s "K,.;, utilizados pelos calculistas

para trelicas.
5.4.1.1 - Exemplo Numérico 5.5

Neste quinto exemplo sera mostrado uma trelica, ver Fig.V-7:
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Figura V-7 Exemplo Numeérico 5.5

Para esta trelica obtém-se 0 "W g, através do programa ANSYS V-

5.2 ¢ através do programa, ver Tabela V-9:

Tabela V-9 Exemplo Numérico 5.5

Werr(ANSYS) Wera(PROGRAMA)

5.3848 4.3221

Para esta trelica o valor de “P" vai ser substituido por um

carregamento pouco menor que o ‘W' com 0 objetivo de obter os
esfor¢os maximos anterior a perda de estabilidade da estrutura. Estes
esforgos estdo proximos a carga critica suportada pela barra. Assim fazendo

"P=4.315 KN" resulta num "W ,,=1.0021 KN",

Na pratica, os calculistas adotam, neste caso onde a relagéo
entre raios de giragdo é igual a 2, que 0 K, ...=2" para flambagem em

torno do eixo y-y (local) e K, .~ 1" para flambagem em torno do eixo z-z
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(local) e como ja foi dito adota-se o menor valor para o dimensionamento da

barra. Por exemplo adotando-se a barra (1), tem-se:

: 2
e #220500 14.02
P (y—y) = y - 16,6853 KN
crir(Y =¥) =1 L)~ (2x206.16)?

y{pratico)

7°El,  7%20500 56.08

- = ey = 266.9641KN
( z{praticn) ) (1x - )

Perir(z-2) =

Entao, pela pratica, a barra seria dimensionada com carga critica
“Pcrir=16.6853 KN”.

O programa obteve, para barra (1) um esforgo igual a "P=58.4431KN", para
um carregamento préximo ao critico. Neste caso, mesmo que a relagao
entre raios de girac&o seja igual a 2, o programa obteve “Kyprog=1.0688"
para flambagem em torno do eixo y-y (local) e “Kypog=2.1175" para

flambagem em torno do eixo z-z (local).

Atraves dos resultados obtidos, pode-se observar que a interpretacao
tradicional do parametro “K” s6 pode ser feita com barras isoladas ou no
méaximo para barras acopladas a uma trelica plana. No caso da andlise
tridimensional com agdes aplicadas ao longo dos nés da estrutura o

t:l

parametro “Wcgrr” surge como fator limitante de instabilidade global. Os
parametros "K" encontrados representam apenas relagbes entre a barra

isolada e a barra acoplada na estrutura.

Entdo, através do programa, a barra deveria ser dimensionada com
carga critica "Perr=59.5340KN". Isto mostra que o célculo pratico é
conservativo e esta a favor da seguranga, mas nao representa o real da
estrutura. A Tabela V-10 mostra para o banzo superior, os coeficientes de
flambagem “K,” e o "K,”, o esforgo critico obtido para um carregamento
proximo ao critico denominado por “Pcrir{Préximo)”, o esforco critico obtido
através dos “Kg, denominado por “Pcrr(Programa)”, o esforco critico

obtido pela pratica denominado por "Pcrr(Pratico)”.
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Tabela V-10 Exemplo Numérico 5.5
Barra K, Ky Perm(Proximo) | Perir(Programa) | Perir(Pratico)
(1) 21175 | 1.05688 59.4431 59.5340 16.6853
(2) 2.1168 | 1.0584 59.4849 59.5790 16.6853
(3) 22444 | 11222 52.9123 52.9971 16.6853
(4) 24551 | 1.2275 44 2207 44.2909 16.6853

A deformada desta estrutura pode ser observada através do

programa ANSYS V-5.2%% como mostra a Fig.V-8.

1 METS 3.2
GEY L5 1558
15: 5%, 36

CX SPLACEMERT
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2K ]
PACT-5, 2¥%
REYS-D

R 1

PECA—-80

A -3

WE w2

i -
DISY-BEZ. £53
XE  ~300
LY 3

8F -, 147E-13
-BUPPER

s,

Figura V-8 Deformada do Exemplo Numeérico 5.5
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5.4.1.2 - Exemplo Numérico 5.6

Neste sexto exemplo sera mostrado um pértico composto de duas

trelicas unida pelos contraventamentos e pelas tergas. A trelica & a mesma

mostrada no exemplo numérico 5 com o mesmo tipo de carregamento, ver
Fig.V-9.

i AETE &2
GOY 16 1959
AL 1858
BLEMENT L
TIFE Mk

o 1

e -~

8y -z
DESY-BI] . 304
e -800

P 110

EF ~250

% -RUPFER

Figura V-9 Exemplo Numérico 5.6

Os contraventamentos formam um trelica no plano do telhado onde
os banzos desta trelica sdo compostos pelo banzo superior da trelica
principal. Seus montantes sdo compostos pelas tergas e as diagonais s&o
representadas pelos contraventamentos. Na préatica sao utilizadas diagonais

em cruz mas que resistem apenas a esforgos de tragdo, assim quando os
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esforgos impbem esforcos de compressao em uma delas a outra passa a
trabalhar tracionada. Assim por apenas uma delas estar submetida a
esforgo, e esforco de tragdo, a modelagem para explicar a influéncia dos

contraventamentos apresenta apenas uma delas.

A fim de evitar que houvesse fransmisséo de momentos flefores para
a trelica os contraventamentos e as tercas tiveram suas inércias reduzidas,
mas de tal forma que ndo causasse um problema numérico no programa. A
area da terga foi estimada em "A=6.51cm?’, visto que a distancia entre as
trelicas foi estipulado em cinco metros. Variou-se as areas dos
contraventamentos a fim de se obter 0 mesmo "W, da trelica isolada do
exemplo numerico 5.5, que foi de "W r(Programa)=4.3221 KN". O resultado
do programa para este caso encontra-se na Tabela V-11 e o0 novo "Weg:"

sera denominado de "W.,-(Conjunto)":

Tabela V-11 Exemplo Numérico 5.6
Area (cm?) Werr{Conjunto)
0.1 4.3327
$3/8"=0.72 4.3327
12 =127 4.3327
¢ 17 =507 4.3327
100 4.3327

Portanto, 0 "Weg(Conjunto)=4.3327 KN” e muito proximo do

"Werr(Programa)=4.3221 KN” obtido através da trelica isolada. Assim pode
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se afirmar que neste caso, o contraventamento utilizado na pratica, que e de

“¢ 3/8”, & suficiente para garantir a estabilidade da treliga.

Serd mostrado na Fig.V-10 a deformada obtida pelo programa
ANSYS V-5.2%2 para este exemplo e 0 “Wcrt(ANSYS)” para o conjunto foi
de "Wcrr(ANSYS)=5.5032 KN” e para a trelica isolada do exemplo anterior
era de “Wer{ANSYS)=5.3848 KN". Devido a inércia ser considerada baixa,
mas ainda existente, quando ocorre a perda de estabilidade da trelica esta
provoca um giro nos nés que também afetam as tercas e as barras de
contraventamentos, conforme pode-se ver na Fig.V-10, mas pelos esforcos

obtido pelo programa a barra dos contraventamentos apresentam esforgos

de tracao.

i RHSYE 3.2
LT 16 15993
13:24:41
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REY &l

Lol -1

PaCH~-an
w1

w -2

B -2
DESY-E50.47%
¥F -308.25
YF ~532.34
EF 224617
& -BEUFPER

Figura V-10 Deformada do Exemplo Numérico 5.6
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5.4.2 - Contraventamentos de Pilar

Recomenda que os pilares metalicos sejam confraventados no eixo
de menor inércia. Assim diminui-se o comprimento de flambagem do pilar
aumentando a carga critica que o pilar pode suportar. O exemplo numérico
5.7, que sera mostrado a seguir, utiliza ¢ mesmo perfil adotado no exempio
numérico 54, e tem por objetivo avaliar a influéncia real dos
contraventamentos em pilares. E recomendado que entre porticos a cada
seis vdos tenha-se um sistema de contraventamento. Portanto cada sistema
de contraventamento deve suportar trés vdos adjacentes. Com base nestas

informacdes foi montado o exemplo a seguir.

9.4.2.1 - Exemplo Numérico 5.7

Neste sétimo exemplo sera mostrado um conjunto de cinco pilares

com o sistema de contraventamento, ver Fig.V-11.

Comeo foi dito no caso da treliga, exemplo 5.6, na pratica utiliza-se
para o sistema de contraventamento diagonais em cruz, mas estas resistem
apenas esforgos de trag&o. Quando os pilares sdo carregados apenas uma
delas esta submetida a esforgos, por isso no modelo apresentado aparece

apenas uma delas.

A fim de evitar que houvesse transmissdo de momentos fletores para
os pilares os contraventamentos tiveram suas inércias também reduzida,

mas de tal forma que n&o causasse um problema numerico no programa.
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Figura V-11 Exempio Numerico 5.7

Na pratica é utilizado, como ja foi dito no exemplo numérico 4.4, para
calcular 0 "Wegy” da coluna, adotar “K,4.,,=2" para flambagem em torno do
eixo y-y e "K,,ume=1" para flambagem em torno do eixo z-z. E tambem
utilizar cantoneiras para as barras dos contraventamentos admitindo que

estas sao suficientes para garantir a estabilidade do pilar.

Com o objetivo de verificar a veracidade da afirmacéo acima variou-
se as areas dos contraventamentos, utlizando ferros redondos e
cantoneiras, a fim de se obter o mesmo “Wg;” obtido com o pilar isolado
dado pelo exemplo numérico 4.4 (b), que foi de "W.r;=4638.0121 KN~
representande a flambagem em tormo do eixo z-z. Caso o
"Werr{Encontrado)” pelo programa seja igual ao “Weg;” da coluna isolada os
perfis utilizado nos contraventamentos s&o suficiente para garantir a
estabilidade do conjunto de pilares. Os resultados sdo apresentados na
Tabela V-12. Nesta Tabela é mostrado as areas dos contraventamentios, o

"Werr(Encontrado)” e 0 °K," e o “K” obtidos pelo programa.
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Tabela V-12 Exemplo Numérico 5.7

Perfil Area(cm?) | Wegr(Encontrado) K, K,
¢ 3/8" 0.72 541.9319 2.9255 6.6160
¢ 1/2" 1.27 881.1114 2.2943 5.1886
o1 5.07 2661.4846 1.3201 2.9854
L 2" x2"#1/4" 6.06 3156.3492 1.2122 2.7414
L 3"x 3"#3/8 13.61 4180.8907 1.0533 2.3819
L4”x 4" #3/8 18.45 4490.5225 1.0163 2.2984
LS x5 #1/2 30.64 4571.0448 - 1.0073 2.2780
L6"x6"#1/2 37.09 4570.2907 1.0074 2.2782
- 1000.0 4584.0058 1.00569 2.2748

Observe que para qualquer uma das cantoneiras adotada o

“Werr(Encontrado)” ndo chega em "W ;,=4638.0121 KN” do pilar isolado.

Nem que num absurdo utilizando uma &rea igual a "A=1000.0 cm® o

“Werr(Encontrado)” ndo chega no valor critico, entdo conclui-se, que os

perfis cantoneiras adotados para os contraventamentos dos pilares, para

este caso, ndo sdo suficientes para garantir a sua estabilidade e portanto

nao esta correto 0 uso de "K...2" para flambagem em torno do eixo y-y

e "Kipeicy™1" para flambagem em torno do eixo z-z. Assim ao se adotar

cantoneiras para perfis de contraventamentos os

devidamente calculados.

“K” devem ser
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De acordo com os resultados obtidos pelo programa ao utilizar-se a
cantoneira 2" x 2" #1/4 para os confraventamentos deveriam-se utilizar

“Kyiprog=2.7414" & “Kprogy=1.2122", assim tem-se:

2220500 7327.5
(27414 x 250)?

Perir(Yy-Y) = = 3156.3460 KN

7220500 143271
(12122 x 250)?

Perir(Y-Y) = = 3156.3368 KN

Entdo a carga critica do pilar € de “Wegir(Encontrado)=3156.3492
KN” e ndo “Wert=4638.0121 KN como é adotadc na pratica pelos
calculistas. Neste caso, de contraventamentos de pilares, o erro esta contra
a seguranga da estrutura e deveria ser analisado com mais cuidado. O
ANSYS V-5.2% obtém para este caso um “Werr(ANSYS)=3486.6736 KN’ e

apresenta a deformada mostrada pela Fig.V-12.
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Figura V-12 Deformada do Exemplo Numérico 5.7



179

Aumentando-se a area dos confraventamentos, por exemplo para

“A=1000.0 cm”®, a deformada passa a ser a apresentada pela Fig.V13.

RAREYE 5.2
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; } P -230

" ;ﬁ % B

Figura V-13 Deformada do Exemplo Numérico 5.7



CAPITULO Vi

CONCLUSOES

6.1 - CONSIDERACOES FINAIS

A}No dimensionamento de barras de trelicas metalicas séo utilizadas,
normalmente, as expressdes tedricas de Euler, no regime elastico, que
admitem os coeficientes de flambagem tedricos recomendados pelas
normas, consequentemente os valores dos esforgos maximos, "Pegry .
admitidos sem os efeitos dos coeficientes de seguranga, fornecem
informagdes individualizadas das barras como se fossem isoladas.
Coﬁstata-se. através de um processo que utiliza o efeito da instabilidade
global da estrutura, que os coeficientes de flambagem séo caracteristicos
das relagbes de rigi.dezes entre as barras e da geometria global da
estrutura. Consequentemente, os valores reais encontrados modificam os

resultados dos valores dos "P.gs estimados. Exemplificando estas
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consideragbes, observa-se no exemplo numérico 5.5, ver Tabela V-10,
que os valores tedricos de Euler ndo correspondem aos valores
encontrados. Demonstrando que o efeito globalizado é muito diferente do

individualizado.

B) Os contraventamentos utilizados nas treligas metalicas de cobertura,
normalmente constituidos por perfis esbeltos, representados através do
exemplo numérico 5.6, apresentam a rigidez suficiente para garantir a
estabilidade global, fora do plano da trelica. Isto, dentro dos padrbes de
estruturas trelicadas consideradas leves e com carregamentos

moderados.

C) Nos casos de pilares metalicos, normalmente constituidos por segbes
transversais mais pesadas e muito rigidas, exigem contraventamentos
também rigidos. Através do exemplo numérico 5.7, verifica-se que por
mais que se enrijeca as se¢des transversais dos contraventamentos néo
se consegue chegar aos valores tedricos consagrados, “Pg,., . Portanto,
deve-se adotar perfis comerciais nestes contraventamentos e verificar a
instabilidade global para se definir os coeficientes de flambagem que

realmente demonstrem o comportamento dos pilares da estrutura.

D) A utilizagdo do programa ANSYS V-5.2%% ¢ bastante trabalhosa e nao
conduz a resultados precisos, quando utilizado com pouca discretizagéo.
O fato do ANSYS V-5.21% tilizar o método dos elementos finitos faz com
que as barras necessitem de subdivises para se obter um resultado
mais preciso, 0 que forna o programa algumas vezes inviavel,
dependendo do exemplo. Para utilizagdo do programa desenvolvido ndo
€ necessario fazer subdivisGes por utilizar-se das fungdes de rigidez. No
exempio numérico 5.6, para o programa desenvolvido, utilizou-se 32 nés
e 67 barras, ja para o ANSYS V-5.2 foram utilizados 233 nos e 268
barras, subdividindo cada barra em apenas quatro elementos. Portanto, a

utilizagdo do programa desenvolvido é bastante viavel no uso cotidiano
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de qualquer engenheiro, visto que sua utilizagdo € menos onerosa e
apresenta resultados precisos. A analise de estruturas tridimensionais,
conhecidas como espaciais, que utilizam ligagbes rigidas e barras
tubulares, necessitam de um programa eficiente para a verificagdo da
instabilidade global da estrutura, o que foi visto no exemplo numérico 4.6,
com resultados mostrados na Tabela IV-6. Este programa demonstrou
bons resultados com pouco tempo de processamento, porque utiliza a
mesma quantidade de barras adotadas na estrutura, sem necessidade de

subdivisfes.

E) Todas as andlises realizadas neste trabalho utilizaram a hipdtese de
regime elastico das barras. Propbe-se para futuros ftrabalhos, a

complementacdo deste para analises no regime inelastico das barras.

F) Propbe-se, também, o estudo das ligacdes semi-rigidas. No caso do
exemplo numerico 5.6, foi necessaria a redugéo das inércias das barras
das tergas e dos contraventamentos para evitar que houvessem
“transmissdes de momentos fletores nas conexdes, 0 que n3o seria

necessario com o efeito das ligagbes semi-rigidas.

G) Apesar dos exemplos apresentados ndo serem totalmente conclusivos,
demonstrou-se a potencialidade do programa tridimensional desenvolvido
e a necessidade da analise de instabilidade global para cada estrutura,
apds seu dimensionamento convencional, pois s6 apds esta analise
pode-se garantir, para cada caso analisado, a real segurancga da

estrutura.
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ANEXO A



MANUAL DE INSTRUCAO DO PROGRAMA

Dissertagdo de Mestrado:
“ESTUDO DA INFLUENCIA DOS CONTRAVENTAMENTOS NA
INSTABILIDADE DE ESTRUTURAS METALICAS APORTICADAS”

Eng ® ROSILENE DE FéTIMA VIEIRA
Orientador: Prof. Dr. JOAO ALBERTO VENEGAS REQUENA

Nome do programa: vi_elas.pas
Este programa processa estruturas no maximo com seis nés devido a
capacidade limitada de memaria do turbo pascal.
Exempio para teste: vi3.dat (arquivo de entrada)
vid.out (arquivo de saida)

Nome do programa: vin.pas
Este programa pode ser rodado apenas na estagdo de trabalho portanto
processa estruturas com um numero de nés limitado pela capacidade de memoria
da estacao.
Exemplo para teste: exx6.dat (arquivo de enfrada)
exx6.out (arquivo de saida)

Tela de Entrada do Programa

UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS - UNICAMP
POS GRADUACAQO EM ESTRUTURA - ENGENHARIA CIVIL
PROGRAMA DE ANALISE DA INSTABILIDADE DE PORTICO ESPACIAL

ALUNA: ROSILLENE DE FATIMA VIEIRA RA - 950884

POR FAVOR DESLIGUE A TECLA CAPSLOCK DO TECLADO

QUAL E O NOME DO ARQUIVO DE ENTRADA DE DADQOS.DAT: <nome>
QUAL E O NOME DO ARQUIVO DE SAIDA.OUT: <nome>

VOCE DESEJA OS CALCULOS EM TEORIA DE:

PARA O CASO DE PRIMEIRA ORDEM DIGITE =>1
PARA O CASO DE SEGUNDA CRDEM DIGITE =>2
PARA O CASO DE INSTABILIDADE DIGITE => 3

Para o caso “2" ou *3"
COM CORTANTE <cc> OU SEM CORTANTE <sc> :
QUAL A TOLERANCIA DESEJADA ;



Arquivo de Entrada

Primeiro Passo: Dados da Estrutura
Linha=> nimero de barras (M) - numero de nds (NJ) - numero restricées (NR) -
ntimero de ndés com restricdes (NRJ) - nimero de materiais (NMAT) - nimero de
nos com restricdes eldsticas (NVEJ).

Sequndo Passo: Coordenadas dos Nos
REPETIR ATE NJ:
Linha=> nimero do nd - coord. X - coord. Y - coord. Z

Terceiro Passo: Propriedades e Orientacdes das barras
REPETIR ATE M:
Linha=> nimero da barra - nd inicial - né final - tipo de material - aux AA
Obs: AA=0 indica secao transversal normal
AA=1 indica secdo transversal inclinada (Ver GERE ¢ WEAVER!"" pag.272)
Neste caso: Coordenadas do Ponto P
Linha=> numero da barra - coord. X - coord. Y - coord. Z

Quarto Passo: Restricdes de Nos
REPETIR ATE NRJ;
Linha=> nimerodond-trans. X-trans. Y -trans. Z-rot. X-rot. Y -rot. Z

Quinto Passo: Vinculos Elasticos de Nés

Caso haja restricfes elasticas nos nés (NVEJ<>0)

REPETIR ATE NVEJ:

Linha=>nuimerodond -trans. X-trans. Y -trans. Z-rot. X-rot. Y -rot. Z

Sexto Passo: Tipes de Materiais

REPETIR ATE NMAT:

Linha=> numero do material

Linha=> area (Ax) - momento de inércia em relacdo ao eixo X (Jt) - momento de
inércia em relagdo ao eixo Y (ly) - momento de inércia em relagdo ao eixo Z (I2) -
Poisson - coeficiente de forma (c) - médulo de elasticidade longitudinal (E)

Sétimo Passo: Dados de Carregamento
Linha=> namero de nos carregados (NLJ) - nimero de barras carregadas (NLM)

Qitavo Passo: Agdes aplicadas nos noés

Caso haja nds carregados (NLJ<>0):

REPETIR ATE NLJ: |

Linha=> nimero do né - forga X - forga Y - foca Z - momento X - momento Y -
momento Z

Nong Passo: A¢bes aplicadas nas barras
Caso haja barras carregadas (NLM<>0):
Obs: carregamento =1. indica carregamento concentrado
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carregamento =2: indica carregamento distribuido
REPETIR ATE NLM:
Linha=> nimero da barra carregada (barra) - nimero de cargas (ncargas)
Linha=> carregamento - carga em Y CAY- carga em Z CAZ
Caso carregamento seja concentrado:

Linha=> distancia da aplicagdo do carregamento a partir do né inicial (a)
(O<a<L)

ARQUIVO DE SAIDA

PROGRAMA DE ANALISE DA INSTABILIDADE DE PORTICO ESPACIAL

ot L B e Y Y AP i P s e e ey e s . A b e e e SR A, T ety P R e T e Sy APV T T e T YR UM i TP YO ol M P o -l M S A
R L D L R R R R R s L L R T e e R e e e R e e e L L S N T RS RN

DADOS DA ESTRUTURA

CALCULO DA INSTABILIDADE DA ESTRUTURA

COM CORTANTE <CC> OU SEM CORTANTE <SC>:

TOLERANCIA : |

BARRA - G.LIB - NOS - N.RES - NO.RES - NMATE - N.VIN
M N NJ NR NRJ NMAT  NVEJ

COORDENADAS DOS NOS
J X Y Z

PROPRIEDADES E ORIENTACQES DOS MEMBROS
MEMBRO JJ JK TIPO AA L CX CY CZ

RESTRICOES DE NO
NO TRANS. X TRANSYY TRANS.Z ROT.X ROT.Y ROT.Z

VINCULOS ELASTICOS DE NOS
NO TRANS.X TRANS.Y TRANS.Z ROT.X ROT.Y ROT.Z

TIPO DE MATERIAIS - DEFINICOES
TIPO Ax Jt Iy |z POISSON ¢ E G

DADOS DE CARGA



NOS CARREG. BARRAS CARREG.

ACOES APLICADAS NOS NOS
NO FORCA X FORCA'Y FORCA Z MOMENTO X MOMENTO Y MOMENTO 2

FIM DA PRIMEIRA ORDEM.
INICIO DA SEGUNDA ORDEM.

NUMERQO DE CICLOS EXTERNO:
O Werit:

BARRA L PCRIT PeulerZ PeulerY Ptor KZ KY KZ*L KY*L

FiM DA SEGUNDA ORDEM.



DADOS DO EXEMPLO: vid.dat

ARQUIVO DE ENTRADA: vi3.dat

CASO (C) Kumora=0.00001
3418411

1 ¢ 000

2 0. 80.0 0.

380, 80.0 0.

480 00 0.

11210

22310

33410

L1t

2001110

30061110

41010111
20.00001000.00.00.00.0

1

36.29 1898.0 948.8 948.8 0.3 1.9 20500.

ARQUIVO DE SAIDA: vi3.out
PROGRAMA DE ANALISE DA INSTABILIDADE DE PORTICO ESPACIAL

DADOS DA ESTRUTURA

CALCULO DA INSTABILIDADE DA ESTRUTURA
COM CORTANTE <ec> OU SEM CORTANTE <s¢> : s¢
TOLERANCIA ¢ 1.00000000000000E-0003

BARRA G.LIB NOS N.RES NO.RES NMATENO.VIN

M N NJ NR NRJ NMAT NVEJ
36 4 18 4 1 1

LA



COORDENADAS DOS NOS
X Y Z

0.00 0.00 0.00

0.00 30.00 0.00

80.00 80.00 0.00

80.00 6.00 0.00

EOR PRI D R

PROPRIEDADES E ORIENTACOES DOS MEMBROS
MEMBRO JI JK TIPO AA L CX Cy (CZ
1 P2 1 0 80.000.000 1.0000.000
3 1 0 80.00 1.000 0.000 0.000
4

2 2
3 3 1 0 80.00 0.000 -1.000 0.000

RESTRICOES DE NO
NO TRANS.X TRANS.YY TRANS.Z ROT.X ROT.YY ROT.Z
1 1 1 1 [ S

B O L N
—

0 0 1 I
o 0 1 1 1
1 1 1 1 !
YINCULOS ELASTICOS DE NO

NO TRANS.X TRANS.Y TRANS.Z ROT.X ROT.Y ROT.Z
2 0.0000 0.0600 0.0000 0.0000 0.0006 0.0000

TIPO DE MATERIAIS - DEFINICOES
TIPO Ax Jt Iy [z POISSON ¢ E G
1 36.29 1898.00 948.80 948.80 030 1.9020500.00 7884.62

DADOS DE CARGA
NOS CARREG. BARRAS CARREG,
2 0

ACOES APLICADAS NOS NoS

NO FORCA X FORCA Y FORCA Z MOMENTO X MOMENTO Y MOMENTO Z
200 -10 0.0 0.0 0.0 00

300 10 0.0 0.0 0.0 0.0

FIM DA PRIMEIRA ORDEM.
INICIO DA SEGUNDA ORDEM,

NUMERO DE CICLOS: 27
O Werit: 2.19078763588861E+0004
BARRA L. PCRIT PeulerZ PeulerY Ptor KZ KY KZ*L KY*L

1 80.00 21907.88 29994.96 29994.96 286193.01 1.1701 1.1701 93.6082 93.61
3 80.00 21907.88 29994.96 29994.96 286193.01 1.1701 1.1701 93.6082 93.61

FIM DA SEGUNDA ORDEM.



DADOS DO EXEMPLOQ: exx6.dat

A 19 ('.r'nj:
s (080505 f'*m‘l;
by 0426 cin
by L1426 l_nﬂ

D =197 e
T K

L= 500 KN /em®

ARQUIVO DE ENTRADA: exx6.dat
241224410
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9
10
11
12
|

IS B N NIV 8

0
i
12
13
14
I5
16
17
t8
9
20
2l
22
23

0.00 0400 240.00
0.60 000 000
240,00  0.00  0.00
24000 000 240.00
0.00 240.00 240.00
0.00 240.00  0.00
240.00 24000  0.00
240.00 240.00 240.00
0.00 480.00 240.00
.00 4806.00 0.00
240.00 480.00 000
240.00 480.00 240.00
!
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239 1210

Liritrtl

210101011

IR TR AN I

4111 1E1

1

1.190.8530.426 0.426 0.3 1.2 20500.0
20

10 0. -1.0.0.0.0.

12 0, -1.0.0.0.0.

ARQUIVO DE SAIDA: exx6.out
PROGRAMA DE ANALISE DA INSTABILIDADE DE PORTICQO ESPACIAL

DADOS DA ESTRUTURA

CALCULO DA INSTABILIDADE DA ESTRUTURA
COM CORTANTE <CC> OU SEM CORTANTE <5C> : s¢c
TOLERANCIA : [.000000000000E-003

BARRA G.LIB NOS N.RES NO.RES N.MATEN.VIN
M N NJ NR NRJ NMAT NVEJ
24 48 12 24 4 1 O

COORDENADAS DOS NOS
J X Y Z

I 0.00 0.00 240.00

2 0.00 0.00 0.00

3 240,00 0.00 000

4 240.00 0.00 240.00
5 0.00 240.00 240.00
6 0.00 240.00 0.00

7 240.00 24000 0.00
8 240.00 240.00 240.00
9 0.00 480.00 240.00
10 0.00 480.00 0.00
11 240.00 480.00 0.00
12 240.00 480.00 240.00

PROPRIEDADES E ORIENTACOES DOS MEMBROS
MEMBRO IJ JK TIPO AA L CX CY CZ
1 240.00 0.600 1.000 0.000
240.00 0.060 1.000 0.000
240.00 0.000 1.000 0.000
240.00 0.000 1.000 6.000
240.00 0.006 1.000 6.000
240.00 0.000 1.000 0.000
240.00 0.000 1.000 0.000
240.66 0.000 1.000 0.000
339.41 0.000 0.707 -0.767
339.41 0.707 6.7G7 0.000
339.41 0.000 0.707 0.707
339.41 -0.707 0.707 0.000
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i3 510 1 0 339.410.0000.707 -0.707
id 6 11 1 0 339.410.7070.707 0.000
13 712 1 0 339410.0000.707 0.707
16 8 9 1 0 33941-0.7070.707 0.000
17 56 1 0 240.00 0.000 0.000 -1.000
2] 6 7 1 0 240.00 1.0000.000 0.000
19 7 8 1 0 240.00 0,000 0.000 1.000
20 5 8 1 0 24000 1.0000.0000.000
21 9 10 1 0 240.000.000 0.000 -1.000
22 1011 1 0 240.00 {.000 0.000 0.000
23 12 18 1 0 240.00 0.000 0.000 -1.0600
24 912 1 0 240.00 1.000 0.000 0.000

RESTRICOES DE NO
NO TRANS.X TRANS.Y TRANS.Z ROT.X ROT.Y ROT.Z
1t I 1 1 1 1

(9]

1 1 1 1 1
1 1 1 I 1 1
1 t I 1 1 : 1

EES VS |

TIPO DE MATERIAIS - DEFINICOES
TIPO Ax Jt Iy Iz POISSON ¢ E G
I 119 0.85 043 043 030 1.2020500.00 7884.62

DADOS DE CARGA
NOS CARREG., BARRAS CARREG.
2 0

ACOES APLICADAS NOS No§

NO FORCA X FORCA Y FORCA Z MOMENTO X MOMENTO ¥ MOMENTO Z
1006 -10 00 00 00 00

1200 -10 00 00 00 00

FIM DA PRIMEIRA ORDEM.
INICIO DA SEGUNDA ORDEM.

NUMERO DE CICLOS EXTERNG: 13
O Werit: 3.722588977352E+000

BARRA L PCRIT PeulerZ PeulerY Ptor KZ KY KZ*L KY*L
240.00 0.01 1.50 1.50 9393.70 13.6312 13.6312 3271.4837 3271.48
24000 3.7t 1.50 1.30 9393.70 0.6348 0.6348 152.3403 152.34
24000 0.01  1.50 1.50 9393.70 13.6312 13.6312 3271.4837 3271.48
240.00 371 150 1.30 9393.70 0.6348 0.6348 152.3403 152.34
24000 372 1.50 1.50 9393.70 0.6343 0.6343 132.2210 152.22
240.00 3,72 1.50 1.50 9393.70 0.6343 0.6343 152.2210 152.22
33941 0.00 075 0.73 9393.70 12.4894 124894 4239.0340 4239.03
33941 0.00 0.75 0.75 9393.70 12.4894 12.4894 4239.0340 423903
17 240.00 -0.00 1.50 1.50 939370 22.6792 22.6792 5443.0005 5443.00
18 240.00 0.00 1.50 1.50 9393.70 24.2439 24.2439 5818.3317 5818.33
19 240.00 -0.00 1.50 1.50 9393.70 22.6792 22.6792 35443.0005 3443.00
20 240.00 0.00 1.50 1.50 9393.7¢ 24.2439 242439 5818.5317 35818.53
21 240.00 -0.00 .50 1.30 9393.70 33.0636 33.0636 79352728 7935.27
23 240.00 -0.00 150 1.30 9393.70 33.0636 33.0636 79352728 793527
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FIM DA SEGUNDA ORDEM.



