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RESUMO 

0 presente trabalho aborda a analise de instabilidade de estruturas 

reticuladas tridimensionais constituidas por barras deformaveis em seu plano e 

fora dele com o objetivo de estudar a influencia que os contraventamentos 

exercem nas estruturas. Estas barras sao deformaveis por flexao, por fon;:a 

axial, por forc;:a cortante e torc;:ao. Urn programa de computador foi 

desenvolvido para possibilitar a determinac;:ao dos parametres de instabilidade 

da estrutura, considerando a nao linearidade geometrica, em teoria de 

segunda ordem, no regime elastico. A tecnica empregada e a matricial 

utilizando func;:oes de rigidez tridimensionais (Func;:oes de Estabilidade 

desenvolvidas para considerar os efeitos simultaneos de flexao, forc;:a cortante, 

forc;:a axial e torc;:ao). A instabilidade global da estrutura e atingida quando urn 

determinado carregamento provocar a degenerac;:ao da matriz de rigidez global 

da estrutura, ou seja, tornando-a singular. Neste caso, o carregamento e 

considerado critico e atraves dele pode-se determinar os parametres de 

instabilidade da estrutura global. Com as ferramentas desenvolvidas foi 

possivel o estudo da instabilidade das estruturas com vinculos rigidos e 

elasticos. Possibilitou tambem o estudo dos efeitos dos contraventamentos 

elasticos nestas estruturas. 

Exemplos numericos sao apresentados para demonstrar a 

potencialidade do processo desenvolvido e para comparar com resultados de 

analises obtidas por outros autores que utilizam outros processes e pelo 

programa ANSYS 5.2 . 
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ABSTRACT 

This paper approaches the analysis of instability of tridimentional 

reticulation structures composed by deformable frames along its plane and out 

of it with the goal of study the influence of the bracing on the structures. This 

frames are deformable by flexion, axial force, shear force and torsion. A 

software was developed to determine the parameters of instability of the 

structure, considering geometrical non linearity, in theory of elastic second 

order. The technique used is the matricial using tridimentional stability functions 

(Stability functions developed to consider simultaneous effects of flexion, axial 

force, shear force and torsion.). The global instability of the structure is reached 

when loading to cause the degeneration of the global stiffness matrix of the 

structure, i.e., it becomes a singular matrix. In this case, the loading is 

considered critical and through it the instability of global structures parameters 

can be calculated. Examples are showed to demonstrate the potentiality of the 

process developed and to compare with results obtained from other authors 

who use other process and ANSYS 5.2 program. 



CAPiTULO I 

INTRODUCAO 

1.1 - CONSIDERACOES GERAIS 

Hoje, o avanc;:o no uso de edificac;:oes em Estruturas Metalicas 

e devido as vantagens econ6micas do processo industrial de fabricac;:ao 

dessas estruturas, a reduc;:ao no tempo de execuc;:ao da obra, o aumento do 

espac;:o util interne da obra, com vaos maiores e pilares menores, o alfvio 

das fundac;:oes devido ao menor peso proprio do ac;:o em relac;:ao as 

estruturas de concreto, a reduc;:ao na mao-de-obra para execuc;:ao e 

facilidade de montagem. Estas estruturas sao normalmente utilizadas para 

construc;:ao de galpoes, ediffcios, pavilhoes e coberturas em geral. 

A Engenharia de hoje busca aperfeic;:oar as estruturas atraves do 

refinamento dos processes de calculo e atraves de novas concepc;:oes 

estruturais. Para que isto acontec;:a, e necessaria compreender o 

comportamento da estrutura quando esta esta sob a ac;:ao dos 

carregamentos que lhe sao impastos. 0 carregamento critico e aquele que 

ao ser aplicado na estrutura provoca o colapso da mesma. Desta forma, 

considerac;:oes ligadas a instabilidade das estruturas sao de fundamental 
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importancia para qualquer projeto em desenvolvimento. Neste aspecto, e 

importante na analise dessas estruturas a determina9ao do ponto critico de 

instabilidade. Como se tem observado, algumas estruturas metalicas tem 

entrada em ruina devido a nao verifica({ao deste conceito. Este tipo de 

colapso produz grandes danos; isto acontece porque quando as estruturas 

se encontram com carregamentos pr6ximos do carregamento crftico de 

instabilidade, estas estao sujeitas a grandes deslocamentos para pequenos 

incrementos de carga. Estes grandes deslocamentos podem fazer com que 

a estrutura entre em ruina sem a capacidade de aviso previo, pois o colapso 

pode acontecer de forma rapida. Assim, a estrutura perde as caracteristicas 

geometricas para a qual foi projetada, perdendo sua finalidade. Desta forma, 

a analise de instabilidade global e de fundamental importancia devendo ser 

considerada como uma fase de calculo do projeto, que tem como objetivo 

garantir a seguran({a das estruturas. 

Os fenomenos de instabilidade das estruturas sao conhecidos gra9as 

a propria evolu({aO das pesquisas da Teoria das Estruturas. lsto permitiu que 

fossem projetadas estruturas cada vez mais esbeltas, atraves de formas 

adequadas, o que estimula o engenheiro a ser cada vez mais audacioso, 

concebendo estruturas mais economicas e seguras e com capacidade de 

cargas maiores. 

A teoria de instabilidade das estruturas teve seu inicio com o estudo 

de Leonard Euler. Em 17 44 ele apresentou o estudo do problema de 

instabilidade de barras por flexao. Desde entao, muitos pesquisadores tem 

apresentado estudos a respeito da analise da instabilidade. Existem hoje 

varios tipos de analises para uma estrutura reticulada plana. Estas analises 

sao baseadas na hip6tese de pequenos deslocamentos. Para a teoria de 

primeira ordem tem-se a hip6tese do equilibria da estrutura ser considerado 

na posi({ao indeformada e para a teoria de segunda ordem na posi({ao 

deformada. Neste caso pode-se analisar o equilibria da estrutura na posi({ao 

deformada ou na posi({ao indeformada sujeita a perturba9ao em sua 
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vizinhanga. Este tipo de analise e conhecida como Efeito da Nao­

Linearidade Geometrica. Quando esta analise e feita considerando 

expressoes aproximadas, ou linearizadas, esta analise e conhecida como 

teoria de segunda ordem. Quando se consideram as expressoes exatas, 

esta e chamada de teo ria de terce ira ordem. 

1.2 - SJTUACAO DO PROBLEMA 

A formula de Euler para carregamento critico de flambagem elastica 

por flexao de uma barra esbelta e uma das mais antigas formulas que ate 

hoje e utilizada pela engenharia. Segundo JOHNSTON 111, o historico desta 

formula, junto com suas modificag6es realizadas por Engesser e Shanley 

para o comportamento inelastico, fornecem a base para a historia da 

instabilidade de barras iniciada a mais de 254 anos atras. 

Existem muitos fatos que compoem o historico da flambagem. A 

historia sera recontada de uma forma sucinta levando em consideragao as 

seguintes hipoteses: 

1) a barra e perfeitamente reta e a carga e aplicada ao Iongo de seu eixo 

centroidal; 

2) a se<;:ao transversal e constante e feita de um material homogeneo; 

3) a relagao tensao-deformagao e assumida linear; 

4) adota-se a relagao tensao-deformagao igual tanto na tragao quanto na 

compressao; 
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5) as condi<;:6es de extremidade da barra isolada sao consideradas perfeitas 

(os estudos de Euler foi para uma barra em balan<;:o, ou seja, apoio fixo 

em uma extremidade e apoio livre na outra); 

A fun<;:ao estrutural da barra perfeita em estudo e transmitir a for<;:a 

aplicada de compressao de urn ponto para outro. Para pequenos 

incrementos de carga esta barra deve permanecer reta. Com o acrescimo 

do carregamento axial uma barra esbelta alcan<;:a urn estado no qual uma 

perturba<;:ao infinitesimal provoca a flexao da barra. A carga para a qual a 

barra fica instavel e denominada de carga critica. 

1.2.1- INSTABILIDADE POR FLE:xAO DE BARRAS NO 

REGIME ELASTICO 

Em 1678, Robert Hooke (1635-1703) estabeleceu a hip6tese 

preliminar do estudo da teo ria da flambagem elastica quando declarou que o 

deslocamento de urn corpo elastica era proporcional a carga causadora do 

deslocamento, JOHNSTONI'l. Hooke afirmou que esta rela<;:ao linear entre 

for<;:a e deslocamento, conhecida hoje como Lei de Hooke, poderia ser 

aplicada a corpos elasticos como metal, madeira, pedras, tijolos, e coisas 

parecidas, TIMOSKENKOI2
1. Esta conclusao foi utilizada mais tarde como 

base para o desenvolvimento da mecanica dos corpos elasticos. 

Outro importante passo foi dado por Jacob Bernoulli (1654-1705), 

quando estudou a deflexao e a curvatura de uma viga retangular em 

balan<;:o, TIMOSKENK0121 • Jacob Bernoulli afirmou, em 1705, com base na 

Lei de Hooke, que para uma viga fletida a curvatura da elastica em cada 

ponto e proporcional ao momenta de flexao naquele ponto. 0 que estava 
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correto e foi usado mais tarde por outros matematicos principalmente por 

Euler em suas considera96es sobre curvas elasticas. 

0 irmao mais novo de Jacob Bernoulli, John Bernoulli (1667-1748), foi 

considerado o maior matematico de seu tempo. 0 resultado de seu trabalho 

traduz-se entre outros no desenvolvimento do calculo diferencial e na 

formula9ao dos principios dos trabalhos virtuais. Mas, a sua mais importante 

contribuiyao para a resistencia dos materiais foi o fato de ter sido professor 

de Leornard Euler e ter um filho, Daniel Bernoulli, que avan9ou seus 

estudos. 

Daniel Bernoulli (1700-1782), alem de matematico era um 

experimentador e suas experiencias forneciam novos problemas 

matematicos para Euler. Daniel Bernoulli sugeriu a Euler que ele deveria 

aplicar o calculo variacional para obter as equa96es das curvas elasticas. 0 

trabalho de Euler, mais tarde, foi baseado nesta sugestao. A "World Who's 

Who in Science", apresenta nove membros da familia Bernoulli que entre os 

anos de 1654 e 1863 contribuiram substancialmente para o 

desenvolvimento da matematica e da mecanica, JOHNSTON1' 1• 

Leonard Euler (1707-1783) e considerado o mais produtivo 

matematico de todos os tempos, JOHNSTON1' 1• Em 1736, Euler publicou 

seu famoso livro sobre mecanica, "Mechanica sive motus scientia analytice 

exposita", TIMOSHENK0121• Neste livro em vez de empregar o metodo 

geometrico usado por Newton e seus seguidores, Euler introduziu o metodo 

analitico. Ele mostrou como as equa96es diferenciais do movimento da 

particula podem ser derivadas e como o movimento de um corpo pode ser 

encontrado por integra9ao destas equa96es diferenciais. Este metodo 

simplificou a solu9ao dos problemas. e o livro teve uma grande influencia 

proporcionando o desenvolvimento da mecanica. Lagrange (1736-1813) 

afirmou em seu livro "Mecanique analytique" (1788), que o livro de Euler era 
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o primeiro tratado mecanico no qual o calculo era aplicado a ciencia dos 

movimentos dos corpos. 

No periodo da publicagao de seu livro, Euler voltou seu interesse para 

as curvas elasticas. Seguindo a sugestao de Daniel Bernoulli e baseado na 

teoria de Jacob Bernoulli, Euler comegou a investigar as formas das curvas 

de vigas elasticas esbeltas sobre varias condig6es de carregamento. 0 

principal resultado do trabalho de Euler foi publicado em seu livro "Method us 

lnveniendi Lineas Curvas ... " publicado em 1744. Este era o primeiro livro de 

calculo variacional e que tambem continha o primeiro tratamento sistematico 

das curvas elasticas. Neste livro ele apresenta a "formula da coluna" que 

ainda hoje carrega seu nome chamada de Formula de Euler. A carga de 

Euler e a carga critica para qual uma barra esbelta elastica pode suportar 

um carregamento axial em uma configuragao ligeiramente fletida. As 

colunas do tempo de Euler eram feitas de alvenaria ou de madeira. As de 

madeira eram consideradas por Euler como "propensa a flambar'', e, 

portanto, apropriada para a aplicagao de sua formula. Euler, como o mais 

produtivo matematico, possui uma extensa bibliografia composta de 866 

publicag6es. 

Euler baseou sua formula na hip6tese de que o momento de rigidez 

em qualquer ponto da barra era igual a "Ek 2 I p", onde "Ek 2
" era uma 

constante que devia ser determinada por meios experimentais e "p" era o 

raio de curvatura da barra fletida, JOHNSTONI'l. Euler tinha apenas ideias 

err6neas da relagao entre a forma geometrica da segao transversal e o 

termo "Ek 2
". Ele declarou, mais tarde, em 1759, em seu tratado sobre 

barras: "Parece que o momento de rigidez e proporcional ao quadrado da 

espessura, ou mesmo seu cubo; do qual podemos concluir que se a barra e 

cilindrica seu momento de rigidez sera proporcional a terceira potencia, ou 

possivelmente a quarta potencia do diametro da base". Desta forma, Euler 

ilustra a incerteza sobre o conceito do momento de inercia da segao 
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transversal desconhecido naquela epoca, bern como o desconhecimento da 

distribuigao das tensoes e da localizagao do eixo neutro de uma barra 

fletida. 0 primeiro a estabelecer o conceito de momenta de inercia foi 

Christian Huygens (1629-1695), TIMOSKENKOI2
1. 

Em sua formula que apresenta a forga necessaria para uma barra 

flambar: 

(1.1 ) 

Euler definiu "E" como uma propriedade elastica e "k
2

" como uma 

propriedade dimensional da barra. Esta nao foi apenas a primeira solugao 

te6rica para urn problema de instabilidade, mas tambem a primeira solugao 

de urn problema de auto valores, TH0RLIMANM 131• Embora Euler nao 

tivesse nenhuma base para a determinagao independente de "E" e "k 2
", ele 

propos corretamente que o termo "E k2
" poderia ser determinado por urn 

ensaio em uma viga em balango com carga "P" na extremidade livre, no qual 

"!>" e a deflexao da viga, como mostra a eq.(1.2): 

(1.2) 

A transigao de "Ek 2
" de Euler para "EI" requer a aplicagao da Lei de 

Hooke em conjunto com a correta consideragao da distribuigao das tensoes 

internas de uma barra fletida. 

Hoje, sabe-se que a Formula de Euler poderia ter sido deduzida da 

seguinte maneira: seja uma barra com extremidades rotuladas e 

indeslocaveis perpendicularmente ao seu eixo. Para a determinac;:ao da 

carga de flambagem elastica a Fig.l-1 mostra esta barra na sua 

configuragao fletida para urn carregamento "P" centrado. Da resistencia dos 

materiais tem-se: 
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M 1 
(1.3) 

sendo "M" o memento fletor num ponto "A" qualquer igual a "Py"; "E" e o 

modulo de elasticidade longitudinal; "I;' e o memento de inercia da se<;ao 

transversal em rela<;ao ao eixo de flexao z-z (perpendicular ao plano da 

Fig.l-1 ); e" 
1 

"e a curvatura no ponto "A". 
R 

A expressao aproximada da curvatura e dada por: 

1 d2y 
R =- dx2 

Desta forma tem-se: 

Py d2 y 

Elz =- dx2 

Fazendo a = ~ p , resulta: 
Elz 

X 

A 

T77T 

t p 

L 2 
I 
I L 

L 

12 
y 

(1.4) 

(1.5) 

(1.6) 

Figura 1-1 Barra para Determina<;ao da Carga de Flambagem Elastica. 
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A solu<;ao desta equagao diferencial e dada por: 

y = C1 sen a x + C2 cos a x (1.7) 

Aplicando-se as condigoes de contorno na eq.(1.7) para x=O e x=L e 

lembrando que para os dois casos y=O, obtem-se: 

X= 0 => C2 =0 (1.8) 

x = L => C1 sena L = 0 (1.9) 

A eq.(1.9) pode ser interpretada de duas maneiras: para C1 =0 tem-se 

a forma reta da barra e para senaL=O tem-se a forma curva, ou seja, barra 

fletida ( C1 * 0 ). A expressao senaL=O representa, portanto, a condi<;ao de 

nn 
flambagem da barra. Assim, para aL=nn ou a = L, sendo n=1, 2, 3 .... , 

obtem-se a linha elastica de flambagem: 

nn x 
y = C1 sena x = C1 sen- (1.10) 

L 

Lembrando que a=~ p e a= nn pode-se concluir que a carga 
Elz L 

te6rica de flambagem e dada pela seguinte expressao: 

(1.11) 

0 valor n=O conduz a uma forma reta para a barra o que nao e 

interessante neste caso. 0 valor de n=1 corresponde ao primeiro modo de 

flambagem, conforme mostrado na Fig.l-1. Outros valores para "n" (2, 3, 

4, ... ) correspondem a outros modos de flambagem e cargas de flambagem 

mais elevadas, sem interesse pratico. 

Desta forma, para n=1, tem-se a atual "Formula de Euler", dada por: 
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(1.12) 

Alguns outros pesquisadores contribulram paralelamente para o 

desenvolvimento da teo ria de flambagem. Mariotte ( 1620-1684) realizou 

experimentos com vigas em balango, TIMOSKENKOI21. Mariotte nao estava 

apenas interessado na resistencia dos materials mas tambem nas 

propriedades elasticas e concluiu que em todo material testado o 

alongamento era proporcional a aplicagao de forc;as. Ele afirmou que 

fraturas ocorrem quando o alongamento excede certo limite. Os resultados 

de seus experimentos foram publicados em 1686, ap6s sua morte. Ele foi o 

primeiro a reconhecer que as fibras superiores de uma viga em balango, 

com uma carga em sua extremidade livre, eram estendidas, enquanto as 

fibras inferiores eram encurtadas. Leibniz (1646-1716) em 1684, afirmou que 

eram corretas as conclus6es de Mariotte e recomendou a aplicac;ao da Lei 

de Hooke para o problema. Parent (1666-1716) em 1713 mostrou a correta 

distribuigao das tens6es em uma viga fletida retangular, mas seu trabalho 

dava margens para investigag6es futuras. Em 1773, 29 anos depois da 

apresentac;ao da formula da coluna de Euler, Coulomb (1736-1806) aplicou 

corretamente a Lei de Hooke e as equac;oes do equilibria estatico para 

desenvolver a formula que relaciona o momenta de flexao com as tensoes 

normals em uma viga em balanc;o. As deformac;oes por cortante foram 

negligenciadas por Coulomb e uma teoria mais completa de uma viga fletida 

utilizando a teoria da elasticidade foi desenvolvida mais tarde pelo trabalho 

de Navier e St. Venant, JOHNSTON 11 l. 

Embora a formula de Euler seja conhecida universalmente e tida 

como sendo a base para o dimensionamento de barra esbelta de ago, ela foi 

bastante criticada nos anos de 1800, isto porque falhava quando previa a 

capacidade de resistencia a compressao dos materials utilizados naquela 

epoca, como a alvenaria, madeira ou ferro fundido. So mente 100 a nos 

depois da contribuigao de Euler e que os materials para os quais sua 
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formula e mais apropriada tornaram-se disponivel para uso comercial em 

estruturas. As estruturas que eram inicialmente de ferro forjado passaram a 

ser de a<;:o, por volta de 1850. A partir de 1900, as estruturas de liga de 

aluminio tem sido acrescentadas na familia destes metais para constru<;:ao, 

JOHNSTON 111 • 

Por falta de experimentos que comprovassem a eficacia da formula 

de Euler seu trabalho foi bastante criticado. Em 1822, J. Robinson 

classificou o trabalho de Euler como " ... um arido discurso matematico, 

procedimento de suposi<;:ao que (para falar favoravelmente) sao 

extrema mente desnecessarios ... sua teo ria da resistencia de barras e uma 

das mais fortes evidencias deste seu desmedido procedimento ... ", 

JOHNSTON1'l. Em 1840, E. Hodgkinson relatou experimentos com barras 

esbeltas de ferro forjado. Em revisao desses resultados Todhunter e 

Pearson dao algum credito, ainda com relutancia, ao trabalho de Euler, mas 

fazem uma previsao das coisas que estariam por vir; eles afirmaram: " ... eu 

arrisco uma opiniao para pensar que a teoria de Euler de forma modificada 

pode ajudar-nos ... ". Em 1905, na oitava edi<;:ao de seu livro "Modern Framed 

Structures" Johnson, Bryan e Turneaure recomendam a Formula de Euler, 

precedida por uma constante de modifica<;:ao obtida atraves de dados 

experimentais, JOHNSTONI'l. Estava firmada a teoria de Euler. 

Concluindo, a historia da Formula de Euler persiste a mais de 250 

anos. Embora conhecido pelos engenheiros ate hoje pelo desenvolvimento 

da Formula de Euler, e ainda pouco prestigiado, ate pela "World Who's Who 

in Science" que falha ao mencionar suas contribui<;:5es, JOHNSTON1'1. E 

necessaria, portanto, de tempos em tempos, recontar esta historia para que 

ela nao se perca no tempo. Ao mesmo tempo deve ser reconhecido que nao 

existe em estruturas reais barras perfeitas. As barras nunca sao 

perfeitamente retas e apresentam imperfei<;:oes e tensoes residuals vinda do 

proprio processo de fabrica<;:ao. As barras quando carregadas, quase 

sempre, apresentam apreciavel redu<;:ao de resistencia a momentos fletores, 
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o qual pode somente ser estimado. Barras reais nao possuem ligac;:oes 

perfeitamente rigidas em suas extremidades que podem variar com a vida 

da estrutura. Existe uma vasta, e as vezes confusa, literatura dedicada aos 

fatores que fazem uma barra real diferente da barra perfeita de nossa 

historia, mas sua historia continua fascinante, que devido a sua proporc;:ao 

pode ser considerada uma verdadeira epopeiia. 

E importante salientar que toda analise descrita acima, ate agora, foi 

feita sempre supondo a barra isolada da estrutura e admitindo-se vinculos 

perfeitos em suas extremidades. Portanto, ainda nao analisando a barra 

acoplada em um portico. 

1.2.2 -ANALISE ELASTICA DE ESTRUTURAS EM TEORIA 

DE SEGUNDA ORDEM 

A analise agora sera feita considerando a barra acoplada a estrutura 

do portico. Gada extremidade da barra estara rigidamente ligada a barra 

adjacente compartilhando a rigidez do conjunto da estrutura do portico. 

A analise elastica linear de estruturas, ou a chamada analise elastica 

em teoria de primeira ordem, e bem conhecida pelos engenheiros da epoca 

atual. Esta teoria analisa o equilibrio na posic;:ao indeslocada quando as 

deformac;:oes e deslocamentos sao pequenos em relac;:ao as dimensoes da 

estrutura. Com o uso dos micro-computadores, a analise matricial tem se 

tornado muito popular porque fornece um consistente metodo de analise 

estrutural. Entretanto, na analise realista para o dimensionamento de 

estruturas, varios efeitos secundarios deveriam ser adicionados aos 

esforc;:os de primeira ordem. AL-MASHARY s CHENI41 citam entre esses 

efeitos secundarios: 
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1) a nao-linearidade geometrica dos efeitos P-o e P-A, conhecidos como 

efeitos de segunda ordem. 0 efeito P-o seria o momento obtido pelo 

produto da carga axial com o deslocamento transversal da barra e o 

efeito P-A seria o momento obtido pelo produto das cargas verticais 

multiplicadas pelos deslocamentos longitudinais da estrutura; 

2) o efeito de encurtamento ou arqueamento da barra quando ela e 

carregada axialmente; 

3) o comportamento semi-rigido das conexoes ao inves de completamente 

rigido; 

4) a incerteza na idealizagao do tipo de apoio; 

5) os efeitos do recalque diferencial nas fundagoes; 

6) os efeitos da variagao nao-uniforme da temperatura; 

7) os efeitos causados pelas imperfeigoes geometricas, ou seja, as barras 

nao sao perfeitamente retas; 

8) os efeitos causados pela excentricidade do carregamento; 

9) os efeitos causados pela presenga das tensoes residuais. 

Esses efeitos influenciarao no comportamento estrutural o que 

resultara na redugao da rigidez da estrutura e/ou da sua resistencia; isto 

afetara a distribuigao dos esforgos internos no sistema estrutural. 

A introdugao desses efeitos na analise estrutural durante o 

dimensionamento nao e usualmente considerado na pratica, principalmente 

devido ao fato que: 

1) as tecnicas desenvolvidas ate o momento nao tern alcangado urn estado 

de maturidade; 
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2) a introdu9ao destes efeitos na analise pode envolver consideravel tempo 

de programa9ao; 

3) e tambem pelo fato dos engenheiros acostumados com o 

dimensionamento pratico nao estarem familiarizados com as implica96es 

desses efeitos e suas possiveis influencias nas analises. 

1.2.2.1 PROCESSOS ANALiTICOS APROXIMADOS PARA 

ANALISE ELASTICA DE ESTRUTURAS EM TEORIA 

DE SEGUNDA ORDEM 

Existem varios processos aproximados para analise elastica de 

estruturas em teoria de segunda ordem, mas nestas analises dificilmente se 

consideram todos os efeitos secundarios. Sera feita uma breve revisao de 

alguns desses processos. 

A) Efeito P-6 

0 efeito P-ll seria o momento produzido pelas cargas verticais vezes 

o deslocamento longitudinal da estrutura. Este efeito e caracterizado, 

portanto, pela atua9ao das cargas verticais aplicadas a estrutura deformada. 

Desta forma, a carga vertical vezes o deslocamento provoca urn momento 

extra na estrutura que deve ser considerado. 0 processo consiste em 

calcular os esfor9os solicitantes e deslocamentos adicionais provocados 

pelas cargas verticais. Estes novos esfor9os sao incorporados ao 

carregamento da estrutura. Neste processo, o efeito P-8, ou a redu9ao da 

rigidez da barra, devido a carga axial e negligenciado. 
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A norma NBR 880015
1 recomenda as seguintes etapas para a 

aplicac;:ao da combinac;:ao de ac;:oes: 

Etapa 1) Aplicar a estrutura a combinac;:ao apropriada de ac;:oes de calculo, 

ver Fig.l_2; 

Etapa 2) Fazer a analise elastica em teoria de primeira ordem da estrutura, 

determinando os deslocamentos horizontals "t.;'' ao nivel de cada 

andar; 

Etapa 3) Calcular os valores das forc;:as cortantes ficticias "V;'': 

(1.13) 

sendo "W' a forc;:a cortante ficticia agindo no andar "i"; ":L;P;" eo 

somat6rio das forc;:as normais nos pilares do andar "i", inclusive nos 

pilares que nao pertencem ao sistema resistente a cargas 

horizontais; "h;" e a altura do pilar "i"; e ".0.;. 1", "t-;" sao os 

deslocamentos horizontals dos niveis "i+1" e "i", respectivamente. 

Etapa 4) Calcular os valores das forc;:as horizontals ficticias "H;'': 

H; =vi_,- vi (1.14) 

Etapa 5) Aplicar novamente o carregamento inicial a estrutura como na 

etapa 1, incluindo agora as forc;:as "H;''; 

Etapa 6) Repetir as etapas 2 ate 5, ate que os resultados sejam 

convergentes, ou seja, quando o valor "Ll;" no final de um ciclo for 

quase igual a previsao para este ciclo. Se, ap6s cinco ciclos de 

iterac;:ao, os resultados nao convergirem, talvez a estrutura seja 

excessivamente flexivel. 



i+2 l __ f1_;+_2--r+1 -Hi+2 

Jhi+l 2 ~, 
i+1 

l !:1;+1- t~+~ 1 

-H·I+1 

l !:1; ... t~-
lp -H; 
t 1-1 

- --v- 1 

l !:1;-1 f I ~-1 - Hl-1 

Figura 1-2 Efeito P-t.. 
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Ap6s a convergencia do processo as forc;:as e momentos resultantes 

em cada barra agora incluem o efeito P-t.. 

B) Processo da Expressao Analitica de Amplifica9ao do 

Momenta Fletor 

Este processo tem por base a amplificagao dos momentos obtidos 

pela analise em teoria de primeira ordem produzidos pelo carregamento 

atuante. Seja o caso geral dado pela Fig.1_3: 



W(x) 

M

1 mnrmn "'" [Tml ~~ 2 
X k~ -~--}p ,I , ·I -L-- T 

Figura 1_3 Momentos de Extremidades Desiguais Com Carregamento 

Transversal. 
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sendo "w" o carregamento transversal distribuido ao Iongo do comprimento 

da barra; "M," e "M2" sao os momentos aplicados nas extremidades da 

barra; "y" e 0 deslocamento transversal da barra no plano da estrutura; "x" e 

a diregao do eixo ao Iongo do comprimento da barra; "EI" e a rigidez a flexao 

e "P" e a forga axial atuante na barra. Fazendo-se o equilibria de momentos 

em uma posigao "x" da barra denominado de "M," e lembrando da equagao 

classica da resistencia dos materiais, onde o momenta esta relacionado com 

a curvatura, tem-se: 

(1.15) 

sendo "M/' o momenta resultante do carregamento transversal da barra. 

Dividindo ambos os Iadas da eq.(1.15) por "EI" e admitindo barra de 

segao transversal constante, resulta: 

(1.16) 

Derivando duas vezes a eq.(1.16), tem-se: 
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d4y P d2y _ 1 d2M; 
-+-------
dx4 El dx2 El dx2 

(1.17) 

Reescrevendo a eq.(1.15), tem-se: 

(1.18) 

Derivando duas vezes a eq.(1.18), chega-se a: 

(1.19) 

Substituindo a eq.(1.18) e eq.(1.19) na eq.(1.17), resulta: 

(1.20) 

p 
Fazendo a 2 =-, tem-se: 

El 

(1.21) 

A soluc;:ao para esta equac;:ao diferencial pode ser dada por: 

Mx = C1 sen a X+ C2 cos ax (1.22) 

Considere o caso particular de M,=M2=M sem o carregamento 

transversal apresentado na Fig.l-4, citado por SALMON s JOHNSON 16
l, 

como o caso da "Formula Secante". 

0 maximo valor de "M,", dado pela eq.(1.22), pode ser obtido 

ioualando sua derivada a zero, assim: 

dM 
__ x =C1acosax-C2asenax=0 
dx 



C1a cosa X= C2a sena x 

C1 = sena x = tan a x 
C2 cos ax 

M M 
X 

k~--D ---~T-
X --- /7777 

L 

y 

Figura I_ 4 Momentos lguais sem Carregamento Transversal. 

Assim, pode-se concluir que: 
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(1.23) 

Substituindo a eq.(1.23) em eq.(1.22), obtem-se a expressao para o 

momenta maximo: 

M MAX= cf + C22 =-Jcf +C22 
x -Jcf + C22 -Jcf + C22 

(1.24) 

As constantes "C 1" e "C2" pod em ser determinadas pel as condic;;oes 

de contorno aplicadas a eq.(1.22). Para x=O e x=L tem-se Mx=M, assim: 

X= 0 => C2= M 

x=L => M=C1senaL+McosaL 

C
1 

= M - M cos a L 

sen a L 

(1.25) 

(1.26) 



Substituindo a eq.(1.26) e a eq.(1.25) na eq.(1.24), tem-se: 

M = (M(1-coscxl))
2 

+M2 
xMAX sen ex L 

M =M ((1-coscxl))
2 

1 xMAX sen (X L + 

1 - 2 cos ex L + cos 2 ex L + sen2 ex L 
MxMAX = M r-------:;:------­

sen2 ex L 

2(1-coscxl) 
MxMAX = M 

1-cos2 ex L 

M M =M / 2(1-coscxl) =M 2 
x AX V(1-coscxL)(1+coscxL) (1+coscxl) 
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(1.27) 

ex L 11 +cos ex L 
Lembrando das relagoes goniometricas que cos

2 
=I 

2 
e 

cxl 1 
que sec-= L , na eq.(1.27), tem-se: 

2 (X 
cos-

2 

[ 
1 ] cxl MxMAX = M ex L = Msec-

cos-
2 

2 

(1.28) 

Atraves da teoria dos pequenos deslocamentos pode-se considerar 

que 
x2 

cos x = 1 - - ou seJ· a, 
2!' 

a L (a L)2 
. 

cos-= 1-
21 

, asstm voltando na 
2 . 4 

eq.(1.28), tem-se: 



Substituindo o valor de a 2 em eq.(1.29), obtem-se: 

1 1 
MxM'v = M --::-2 = M --2-=c---::-2 

~ PL PL n 
1

- El 8 
1

- El 8 n 2 

Lembrando que p GRIT e dado pela eq.(1.12), pode-se fazer: 

1 
MxMAX = M ----;:­

p 1!2 

1--­
PCRIT 8 

1 
= M -----,p=---

1----
0.81 PCRIT 

21 

(1.29) 

(1.30) 

(1.31) 

Esta e a soiU<;:ao correta do MxMAX· Comparando com a NBR 8800 151
, 

item 5.6.1.3.2- Estados Limites - e necessaria a multiplicac;ao do fator de 

seguranc;a ~c=0.9 na eq.(1.31 ). Assim, resulta: 

1 
MxMAX = M --~p;::---

1 - -::-:c--c=---::-:::-
0.81 PCRIT 0.9 

1 
=M ---=p--

1----
0.73 PCRIT 

(1.32) 

Desta forma, o fator 

em teoria de primeira ordem. 

1 
p 

1----
0.73 PCRIT 

amplia o momenta "M" calculado 
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0 processo B,~B 2 , apresentado pela AISC/LRFD[7], nao separa o 

efeito P-o do efeito P-t-.. Estes efeitos sao considerados na amplifica9ao dos 

momentos resultantes para dois casos particulares: o de nao haver 

transla9ao lateral, onde sao colocados vinculos adequados que impedem 

sua transla9ao e o caso da transla9ao lateral permitida no qual a transla9ao 

e livre, conforme Fig 1-5. Segundo AL-MASHARY E CHEN141, esta solu9ao 

tem sido largamente discutida por varios autores como Cheong-Sait-Moy E 

Downs, Grundy e Lemessurier. Em 1986, a especifica9ao AISC/LRFD171 

recomendou um procedimento no qual dois fatores de amplificavao 

diferentes fossem utilizados um para o caso de nao haver transla9ao e outro 

para o caso de transla9ao permitida. Estes coeficientes sao sugeridos na 

determina9ao do momento de dimensionamento de barras para o caso em 

que fosse realizada a analise apenas em teoria de primeira ordem. 

0 processo se resume em calcular o momento de dimensionamento 

"Mu" da barra como: 

(1.33) 

sendo "Mn," o momento elastico em teoria de primeira ordem da barra 

assumindo nao haver deslocamento horizontal na estrutura, caso de nao 

haver transla9ao; "M"" e o momento elastico em teoria de primeira ordem da 

barra assumindo transla9ao lateral da estrutura, caso da transla9ao 

permitida; "B," eo fator de amplifica9ao do momenta P-o; e "B/ eo fator de 

amplifica9ao do momento P-t-.. 
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0 valor de "Mu" determinado desta forma sera utilizado para o 

dimensionamento de barras comprimidas nas express5es de iteragao para 

flexo-compressao. 

0 fator "8," e dado por: 

(1.34) 

sendo "P" a forga axial de compressao na barra; "Cm" e um coeficiente de 

equivalencia do momento aplicado definido da seguinte maneira: 

a) para barras comprimidas restringidas em estruturas indeslocaveis e nao 

sujeitas a carregamentos transversa is entre seus apoios: 
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(1.35) 

sendo " M, " a relac;:ao entre o menor e o maior dos mementos fletores de 
M2 

calculo, nas extremidades apoiadas da barra. A relac;:ao " M, " 
M2 

e positiva 

quando estes mementos provocam curvatura reversa na barra e negativa 

quando provocam curvatura simples; 

b) para barras comprimidas em estruturas indeslocaveis e sujeitas a 

carregamentos transversais entre apoios, o valor de "Cm" pode ser 

determinado por analise ou ser tornado igual a: 

- barras cujas extremidades sao engastadas 

- barras cujas extremidades sao articuladas 

0 valor "P." e dado por: 

(1.36) 

sendo "K" o comprimento efetivo de flambagem. No caso de nao haver 

translac;:ao permitida, ou seja, estruturas contraventadas, o valor de "K" para 

barras comprimidas deve ser unitario, a nao ser que a analise estrutural 

mostre que um valor me nor deva ser utilizado. 

0 fator "B 2 "e dado por: 

(1.37) 
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sendo "IP" o somatorio de todas as for<;:as axiais em todas as colunas de 

urn pavimento; para a "IP." o valor de "P." e o mesmo dado pela 

eq.(1.36), mas neste caso da transla<;:ao permitida onde a estabilidade 

depende da rigidez a flexao da conexao viga coluna o valor de "K" para 

barras comprimidas deve ser determinado por analise estrutural e nao deve 

ser menor que a unidade. 

Desta forma, o momenta "Mu" obtido pela eq.(1.33) inclui os efeitos 

P-8 e P-t.. 

1.2.2.2 - PROCESSOS NUMERICOS PARA ANALISE 

ELASTICA DE ESTRUTURAS EM TEORIA DE 

SEGUNDA ORDEM 

A equa<;:ao diferencial que governa uma barra tern a seguinte formula: 

El d•y + p dzy = w 
dx

4 
dx 2 

(1.38) 

sendo "w" o carregamento transversal distribuido ao Iongo do comprimento 

da barra; "y" e 0 deslocamento transversal da barra no plano da estrutura; 

"x" e a dire<;:ao do eixo ao Iongo do comprimento da barra; "EI" e a rigidez a 

flexao e "P" e a for<;:a axial atuante na barra . 

Para resolver esta equa<;:ao diferencial pode-se recorrer a dois 

processos: 0 processo aproximado feito atraves do metoda dos elementos 

finitos ou atraves da solu<;:ao da propria equa<;:ao diferencial do problema, 

conhecido como processo das fun<;:6es de rigidez. Estes processos 

numericos consideram a degenera<;:ao geometrica da estrutura atraves dos 
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efeitos P-o e P-Ll, conhecidos como efeitos de segunda ordem, quando ao 

ser aplicado um carregamento a estrutura passa a apresentar uma 

configurac,:ao deformada. 

A) Metodo dos Elementos Finitos 

Para resolver esta equac,:ao pelo metodo dos elementos finites ha 

necessidade de assumir uma fungao aproximada para o deslocamento "y'' e 

uma func,:ao aproximada para a deformac,:ao axial ao Iongo da barra. Assim, 

definindo-se os graus de liberdade da barra e as novas func,:oes 

aproximadoras, atraves do metodo dos elementos finites obtem-se a matriz 

de rigidez [K.J e a matriz de rigidez geometrica [Kg]. Sendo conhecido o 

vetor de cargas nodais equivalentes obtem-se os deslocamentos atraves da 

equac,:oes de equilfbrio: 

(1.39) 

sendo [Ke +Kg] a matriz de rigidez; {d} e o vetor das componentes 

deslocamentos da estrutura e {F} e o vetor de cargas nodais equivalentes. 

A matriz [K.J e a matriz de rigidez elastica obtida com as hip6teses 

da teoria de primeira ordem e [K
9

] e a matriz de rigidez geometrica que e 

linearmente proporcional a forc;:a na barra "P". Quando "P" e negative, ou 

seja de compressao, entao esta matriz reduzira a rigidez da barra, e quando 

"P" e positive, no caso de trac,:ao, a rigidez da barra sera acrescida. 

Esta formulac;:ao matricial nao e exata porque foram utilizadas fungoes 

aproximadoras para os deslocamentos a fim de representar a curva de 

deflexao da barra. Alguns autores como Grundy, Allen E Bulson e Goto E 
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Chen afirmam que a imprecisao desta fun9ao torna-se evidente quando "P" 

e muito grande, AL-MASHARY 8 CHENI•J. Este problema pode ser vencido 

dividindo a barra em sub-elementos, mas esta solu9ao dificulta a 

modelagem e aumenta o esfor9o numerico e torna a interpreta9ao dos 

resultados mais complicada. Um dos primeiros a levar em considera9ao a 

influencia geometrica foi MARTINI"l em 1960. 0 termo "matriz geometrica 

somente foi utilizado pela primeira vez por ARGYRIS 19l em 1964. Estas 

matrizes podem ser encontradas no trabalho de AL-MASHARY 8 CHENI•J e 

no livro de PRZEMIENIECKII1°l, entre outros. 

Quando a barra apresenta carregamento entre suas extremidades a 

eq.(1.39) sera acrescida de um vetor de a96es de engastamento 

perfeito {F,} , desta forma tem-se: 

(1.40) 

B) Processo das Fun~oes de Rigidez 

Neste processo a equa9ao diferencial, dada pela eq.(1.38), e 

resolvida de forma exata assumindo a hip6tese de pequenos 

deslocamentos. A solu9ao e feita atraves das equa96es de equilibrio e das 

condi96es de contorno que aparecem na barra quando esta e analisada na 

posi9ao deformada e deslocada. A matriz de rigidez e obtida atraves da 

solu9ao da equa9ao diferencial que fornece as fun96es de rigidez. Este 

processo e conhecido desde 1930. Entretanto, Livesley 8 Chandler e Horne 

8 Merchant foram os primeiros a tabular na forma conveniente para ser 

usada na analise de instabilidade, escrita com fatores de corre9ao baseados 

na matriz de primeira ordem, AL-MASHARY 8 CHENI•J. 
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Desde entao a matriz de rigidez da barra baseada nas fungoes de 

rigidez pode ser escrita de varias formas. Estas podem ser obtidas nas 

referencias AL-MASHARY !> CHENI4l e GERE !> WEAVERI''l. 

A equagao elementar da matriz de rigidez neste caso, atraves do 

processo dos deslocamentos, pode ser escrita da seguinte forma: 

(1.41) 

sendo [K 2 ] a matriz de rigidez baseada nas fungoes de rigidez; {d} eo vetor 

das componentes dos deslocamento da estrutura; {F1} e um vetor das 

componentes das forgas de extremidade devido a carga lateral "P"; {Fb} e 

um vetor das componentes das forgas de extremidade devido ao efeito de 

encurtamento da barra; e {F} e o vetor de forgas. 

1.2.2.3-PROCESSO PROPOSTO POR AL-MASHARY E CHENr41 

PARA ANALISE ELASTICA DE ESTRUTURAS EM 

TEORIA DE SEGUNDA ORDEM 

Foram mostrados anteriormente alguns processes aproximados e o 

processo matricial com fungoes de rigidez. Estes processes analisados aqui, 

sob varios pontos de vista, com suas simplificagoes e generalizagoes, visam 

abranger todo tipo de estrutura e carregamento com exatidao. Estas 

simplificagoes podem muitas vezes levar a interpretagoes erroneas dos 

processes. Por outre lado, o avango no uso de micro-computadores facilita 

analises mais complexas para o dimensionamento das estruturas. 

A vantagem dos processes aproximados e que somente a analise em 

primeira ordem e necessaria para o dimensionamento. 0 efeito de segunda 

ordem e considerado atraves da aplicagao de fatores de amplificagao. 
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Entretanto, as desvantagens destes processes sao muitas, por exemplo, 

podemos citar algumas delas para o processo 8 1 -8 2 : 

1) e restring ida para estruturas retangulares; 

2) e feita uma correifao local nas barras, mas nao e analisado o 

comportamento global desta barra na estrutura (na verdade, as barras 

sobre a a9ao do efeito de segunda ordem redistribuem as suas for9as 

intern as); 

3) interpreta96es err6neas do processo pode levar a colocaifao errada dos 

suportes artificiais para o caso de nao haver transla9ao e tambem erros 

no calculo de alguns fatores, tais como: o fator "Cm" ou no comprimento 

efetivo de flambagem "K"; 

4) a soma dos dois mementos amplificados, no caso de nao haver 

translaifao e para o caso da translaifao permitida, embora eles possam 

nao ocorrer na mesma localizaifao; 

5) nao se pode prever os mementos finais corretos nas barras, assim como 

as for9as axiais. Entretanto, na analise de segunda ordem, os mementos 

sao amplificados para tentar levar em considera9ao a a9ao global da 

estrutura que eo caso real; 

6) e exigido urn esfor9o consideravel no calculo do fator de amplificaifaO, 

principalmente se esse calculo e manual, e portanto existe uma boa 

chance de se cometer em erros no processo; 

7) sao necessarias duas analises em teoria de primeira ordem para a 

soluifao da estrutura com diferentes carregamentos e condi96es de 

contorno: uma para o caso de nao haver translaif80 e outra para o caso 

da translaifao permitida. 
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Por outro lado, o processo matricial tambem apresenta alguns 

inconvenientes, tais como: 

1) ele requer uma ferramenta especial para a analise incluindo habilidade 

computacional de hardware e software, o que nao esta disponivel para a 

maioria dos engenheiros calculistas; 

2) e necessaria prever uma tolerancia ou dividir a barra em sub-elementos, 

no caso da analise baseada na matriz geometrica do metoda dos 

elementos finitos; 

3) A precisao das respostas obtidas nos processes sofisticados utilizando os 

recursos de hardware e software pode nao ser relevante no 

dimensionamento. 

Por esses motivos fica clara que se faz necessaria um processo de 

analise em segunda ordem mais simples e versatil, o qual possa ser 

aplicado a todo tipo de estruturas e para qualquer carregamento; e que 

tambem seja simples de entender e facil de ser aplicado, nao exigindo um 

tempo extra de execu9ao ou uma grande capacidade computacional. Esse 

processo deve ajudar o calculista no dimensionamento sem exigir rotinas 

desnecessarias e deve simplificar o processo exato ao inves de acrescentar 

mais complicagoes na analise em teoria de primeira ordem. Com o objetivo 

de resolver o citado acima, AL-MASHARY £ CHENI•l, propoem um processo 

de analise em teoria de segunda ordem baseado nas fun96es de rigidez. 

Observando as duas equagoes fundamentals da matriz de rigidez 

dad as pelas eq.(1.40) e eq.(1.41 ), pode se concluir que o efeito da nao­

linearidade na equagao e resultado da presen9a da carga axial "P" na matriz 

de rigidez e da presenga do deslocamento nodal no vetor forga quando se 

considera o efeito de encurtamento das barras na analise. 
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0 processo proposto por AL-MASHARY E CHEN 141 para a analise 

simplifica o problema por considerar dois aspectos: 

1) a fon;:a axial na barra calculada pela analise em teoria de segunda ordem 

usualmente nao diverge muito da correspondente calculada pela analise 

em teoria de primeira ordem; 

2) a inclusao do efeito de encurtamento das barras nao altera 

significativamente os resultados finais dos momentos e fon;:as cortantes, 

mas complica significativamente o esforgo computacional na analise e 

requer mais iteragoes. 

Portanto, o processo proposto por AL-MASHARY E CHEN 141 para a 

analise e baseado nas seguintes suposigoes: 

1) 0 efeito de encurtamento nas barras e negligenciado; 

2) apenas uma iteragao baseada na analise da formulagao em teoria de 

segunda ordem com fungoes de rigidez e realizada; 

3) a matriz de rigidez e a mesma dada pel a eq.(1.41 ); 

4) o valor da forga "P" para cada barra e analisado dentro do programa pela 

analise em teoria de primeira ordem, a qual usa a mesma formulagao da 

analise em segunda ordem, mas com P=O. 

1.2.3- PROCESSO DE ANALISE DE INSTABILIDADE 

ELASTICA POR FLE:x.AO DE PORTICOS PLANOS 

YAGUII121 em 1978, SERRAI13
l em 1994 e REQUENAi141 em 1995, 

apresentaram novas fungoes de rigidez capazes de considerar os efeitos da 
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nao-linearidade geometrica em teoria de segunda ordem, de forma mais 

completa. Com base nos conceitos de flambagem de barras e na analise de 

estrutura em teoria de segunda ordem, REQUENAI'4
1 abordou o problema de 

como determinar o carregamento critico de instabilidade por flexao. 

Segundo GALAMBOS1'
5

1, o primeiro modo de falha de uma estrutura e 

denominado de instabilidade. REQUENAI'4
1 apresenta em seu trabalho um 

fluxograma para a determinagao da instabilidade da estrutura para 

estruturas planas constituidas de elementos de barras deformaveis por 

flexao, por forga axial e por forga cortante, em seu plano, no regime elastico. 

REQUENA1141 utiliza a tecnica matricial com fungoes de rigidez 

desenvolvidas para a determinagao da instabilidade completa do portico 

plano. As hipoteses para analise do sistema estrutural sao as seguintes: 

1) a estrutura do portico transversal e considerada plana constituida de 

elementos de barra, deformaveis por flexao, por fon;:a axial e por forga 

cortante, em seu plano; 

2) o desenvolvimento matricial e feito com base no processo dos 

deslocamentos para estruturas no regime elastico; 

3) na analise da instabilidade do portico e levada em conta a influencia da 

forga axial nos elementos de barra, caracterizada pelo efeito da nao­

linearidade geometrica em teoria de pequenos deslocamentos; 

4) o carregamento critico da estrutura e alcangado quando ela deixa de ser 

estavel em seu proprio plano, admitindo-a estavel no plano perpendicular 

por vinculagoes adequadas; 

5) as segoes transversa is permanecem inalteradas durante o processo; 

6) as barras sao consideradas perfeitamente retas; 

7) as agoes sao aplicadas apenas no plano do portico 
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A verifica<;:ao da estabilidade e feita atraves do processo dos 

deslocamentos. A matriz de rigidez de cada elemento de barra, a qual 

relaciona as for<;:as com os deslocamentos em seus vinculos externos, 

sofrera a influencia da for<;:a axial para urn determinado carregamento. As 

matrizes de rigidez dos elementos contribuirao para a montagem da matriz 

de rigidez da estrutura. Esta relaciona as a<;:oes nas coordenadas nodais da 

estrutura com os respectivos deslocamentos. Desta forma, a matriz de 

rigidez global da estrutura tambem estara afetada pelo efeito da for<;:a axial 

(nao-linearidade geometrica). Portanto, pesquisa-se urn carregamento critico 

capaz de degenerar a rigidez da estrutura, atraves da singulariza<;:ao de sua 

matriz de rigidez. 

1.2.4- PROCESSO DE ANALISE DE INSTABILIDADE 

DE TRELI(,;AS PLANAS CONSIDERANDO SEUS 

CONTRAVENTAMENTOS 

Em 1992, GALAMBOS E XYKISi' 6
l fizeram urn relato sobre o 

problema da instabilidade lateral para urn sistema onde se considera o efeito 

dos contraventamentos em treli<;:as. As hip6teses consideradas por eles 

para a analise sao: 

1) comportamento elastica antes e durante a flambagem; 

2) o equilfbrio e formulado na posi<;:ao deformada usando a teoria de 

pequenas deforma<;:oes e pequenos deslocamentos; 

3) as for<;:as devidas ao comportamento plano no instante da flambagem sao 

determinadas, na analise, em teoria de primeira ordem para uma treli<;:a 

plana com n6s articulados; 

4) para analise de flambagem todas as barras da estrutura formada pela 

treli<;:a e contraventamentos sao considerados rigidamente conectados; 
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5) as se<;6es transversals permanecem em sua forma original; 

6) a se<;ao transversal e idealizada sem empenamento; 

7) e considerado que as cargas sejam aplicadas verticalmente nos pontos 

contraventados do banzo superior da treli<;a; 

Neste processo sao apresentadas tres equa<;oes diferenciais que 

regem o problema de uma barra tridimensional sujeita aos efeitos de flexo­

tor<;ao. As equa<;6es diferenciais sao resolvidas e expressoes exatas sao 

obtidas para a matriz de rigidez de cada elemento. Estas sao matrizes de 

dimensao 12x12. As matrizes de rigidez de cada elemento sao 

convenientemente agrupadas para formar a matriz de rigidez global da 

estrutura tridimensional. Para qualquer aplica<;ao da for<;a vertical, a for<;a 

axial em cada elemento e determinada pela analise em teoria de primeira 

ordem. Estas for<;as axiais sao entao substituidas na matriz de rigidez lateral 

torcional global e o seu determinante e calculado. Este processo e repetido 

ate descobrir qual o menor valor da for<;a aplicada "P" que torna o 

determinante igual a zero. 0 carregamento aplicado correspondente a esta 

condi<;ao de determinante zero e o carregamento de flambagem para o 

sistema. Esta analise e realizada com a utiliza<;ao do metodo dos elementos 

finitos para verifica<;ao da instabilidade elastica do sistema. 

Segundo os pr6prios autores GALAMBOS E XYKISi' 51, algumas 

criticas podem ser feitas a esse tipo de analise: 

1) a matriz de rigidez global e muito grande e requer urn grande esfor<;o 

computacional para calcular o determinante; 

2) analiticamente e complicado calcular as propriedades das matrizes de 

transforma<;6es utilizadas neste processo; 

3) devido ao grande esfor<;o computacional requerido, somente estruturas 

com uma, duas ou tres treli<;as podem ser resolvido. 
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1.3- PROPOSTA DO TRABALHO 

A primeira etapa do estudo objetiva conhecer o comportamento de 

estruturas reticuladas planas atraves da analise de sua instabilidade. Para 

tanto, desenvolveu-se urn programa de computador capaz de analisar esta 

instabilidade baseado no fluxograma proposto por REQUENAI'•l que 

considera o efeito da nao-linearidade geometrica em teoria de segunda 

ordem baseada nas fun96es de rigidez. Este programa determina o 

carregamento crftico de instabilidade por flexao de porticos pianos com 

barras no regime elastico. ConseqOentemente, e possfvel determinar 

tambem os comprimentos efetivos de flambagem das barras. Este programa 

forneceu a base para o desenvolvimento do trabalho. 

A segunda etapa do estudo aborda estruturas tridimensionais 

constitufdas por barras com se96es transversais duplamente simetricas 

deformaveis em seu plano e fora dele. Este estudo tern a finalidade de 

conhecer o comportamento de estruturas reticuladas tridimensionais atraves 

da analise de sua instabilidade. Com este intuito, pretende-se desenvolver 

urn programa de computador capaz de fazer esta analise de instabilidade 

em estruturas tridimensionais. Este programa levara em considera9ao o 

efeito da nao-linearidade geometrica em teoria de segunda ordem baseado 

nas func;;oes de rigidez tridimensionais. E tambem determinara o 

carregamento critico de instabilidade por flexao de porticos tridimensionais 

com barras no regime elastico. 
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1.3.1- JUSTIFICATIVAS 

Estruturas aporticadas planas sao consideradas rigidas em seu 

plano. Por isso, uma das hipoteses assumidas para analise de porticos 

pianos e que estes nao sofrem deslocamentos fora do seu plano. E admitido 

que o portico seja estavel fora do plano por vinculac;;oes adequadas. Estas 

vinculac;;oes sao chamadas de contraventamentos. As estruturas devem ser 

adequadamente contraventadas, pois alem das cargas aplicadas no seu 

plano, certamente ao Iongo de sua vida util, havera tambem carregamento 

fora dele. Os contraventamentos sao mais comumente fabricados em barras 

de pouca rigidez e podem apenas ser solicitados a trac;;ao. Entretanto, pouco 

se sabe se essas vinculac;;oes realmente conseguem garantir a estabilidade 

da estrutura fora do plano. Os contraventamentos sao os principais elos de 

ligac;;ao entre porticos pianos possibilitando a formagao de estruturas mais 

complexas. Portanto, sao um dos responsaveis pela estabilidade global das 

estruturas. 

1.3.2- OBJETIVOS 

Com os mesmos objetivos propostos por GALAMBOS s XYKISf' 5
l, 

item 1.2.4, de analisar a influencia que os contraventamentos exercem 

sobre as estruturas, e sendo conhecedora das limitac;;oes encontradas por 

eles, e que se propoe um novo tipo de analise. Esta analise leva em 

consideragao o avanc;;o dos micro-computadores e o desenvolvimento de 

fungoes de rigidez para o caso tridimensional, as quais sao capazes de 
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considerar as deforma<;6es por flexao, por for<;a axial e por for<;a cortante. 

Esta proposta e baseada nas seguintes hipoteses: 

1) a estrutura do portico tridimensional e considerada constituida de 

elementos de barras tubulares deformaveis por flexao, por for<;a axial e 

por for<;a cortante em seu plano e fora dele; 

2) o desenvolvimento matricial e feito com base no processo dos 

deslocamentos para estruturas no regime elastica; 

3) na analise da instabilidade do portico tridimensional e levada em conta a 

influencia da for<;a axial nos elementos de barras, caracterizada pelo 

efeito da nao-linearidade geometrica em teoria de pequenos 

deslocamentos; 

4) apenas para inicializar a analise as for<;as axiais "P" sao obtidas em teoria 

de primeira ordem; com os valores de "P" inicia-se o processo iterative em 

teoria de segunda ordem; 

5) a analise de instabilidade e realizada considerando a estrutura 

tridimensional, ou seja, formada pelos porticos e sistema de 

contraventamentos; 

6) as se<;6es transversals permanecem inalteradas durante o processo; 

7) as se<;6es transversals sao idealizadas sem empenamento; 

8) as se<;oes transversals sao duplamente simetrica; 

9) as for<;as axiais "P" sao aplicadas sem excentricidade; 

1 0) as barras sao consideradas perfeitamente retas; 

11) e considerado que as cargas sejam aplicadas no plano do portico e fora 

dele. 

Com base nestas hipoteses resolvem-se as equa<;oes diferenciais do 

sistema e obtem-se as fun<;6es de rigidez para o caso tridimensional. Entao 

aplica-se o mesmo processo proposto para analise de instabilidade elastica 

por flexao no plano, mas agora a analise de instabilidade por flexao e feita 

considerando o comportamento global da estrutura, ou seja, o 
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comportamento tridimensional que corresponde a um comportamento mais 

real da estrutura. 

1.3.3 - OBJETIVOS ESPECfFICOS 

Sera apresentado nos pr6ximos capitulos o desenvolvimento da 

formula<;:ao das fun<;:oes de rigidez no plano e para o caso tridimensional. 

Para o caso tridimensional sera desenvolvido um outro programa de 

computador, que leve em considera<;:ao o efeito da nao-linearidade 

geometrica em teoria de segunda ordem. Este programa analisara o 

comportamento global da estrutura. Portanto, a analise da estrutura estara 

bem mais proxima do seu comportamento real. 

0 objetivo principal deste trabalho e 0 desenvolvimento de um 

programa de computador para a analise de instabilidade de estruturas 

tridimensionais, para avaliar a real eficiencia dos contraventamentos no 

comportamento global das estruturas. 

Como extensao do trabalho, utilizando esta teoria, pretende-se 

analisar estruturas tridimensionais, para o caso de perfis duplamente 

simetricos . 



CAPiTULO II 

INSTABILIDADE DE ESTRUTURAS PLANAS 

2.1 - INTRODU<;AO 

Este capitulo aborda apenas as estruturas planas deformaveis em 

seu plano. Estas estruturas sao constituidas de elementos de barra 

deformaveis por flexao, por for9a axial e por for9a cortante. Apresenta-se 

aqui o desenvolvimento completo da formula9ao das fun96es de rigidez, 

bern como o fluxograma do programa de computador para analise de 

instabilidade de porticos pianos, em teoria de segunda ordem, com as 

fun96es de rigidez. 

2.2 - SISTEMA DE REFERENCIA 

2.2.1- SISTEMA DE REFERENCIA GLOBAL DE EIXOS PARA 

ESTRUTURAS PLANAS 

0 sistema de referencia global de eixos adotado para estruturas 

planas sera dextrorso, com eixos "XG"· "YG"· "ZG" e origem "0" num ponto 
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de referencia global e local. Os eixos "x,:. "Y5 " sao eixos paralelos aos eixos 

globais com origem "08" coincidente com a origem do sistema local "0(' da 

barra 'T'. 

2.3- MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO DE BARRA COM 

FUNCOES DE RIGIDEZ 

A matriz de rigidez do elemento com func;;oes de rigidez, tambem 

chamadas de func;;oes de estabilidade, pode ser encontrada no trabalho de 

AL-MASHARY E CHENI•J e GERE E WEAVERI"l. Esta matriz de rigidez do 

elemento considera as deformac;;oes nos elementos de barra admitindo as 

interac;;oes entre forc;;as axiais e flexao. Assim, atraves do uso dessa matriz 

com func;;oes de rigidez e possivel considerar os efeitos da nao-linearidade 

geometrica no calculo dos deslocamentos da estrutura. Novos estudos 

realizados por YAGUII' 21, SERRAI'31 e REQUENAf14
1, apresentam novas 

func;;oes de rigidez capazes de considerar simultaneamente as deformac;;oes 

por forc;;a axial, por forc;;a cortante e por flexao. Estas novas func;;oes de 

rigidez consideram os efeitos da nao-linearidade geometrica em teoria de 

segunda ordem de forma mais completa. 

0 presente trabalho apresenta a deduc;;ao desses coeficientes de 

rigidez para elementos de barras, admitindo que essas func;;oes de rigidez 

regem os deslocamentos do elemento de barra no plano considerando o 

efeito da forc;;a axial de forma mais completa. A matriz de rigidez de um 

elemento de barra sera definida em func;;ao de suas coordenadas locais e 

dos deslocamentos admitidos em seu plano. 



2.3.1- FORMULA~AO DA MATRIZ DE RIGIDEZ DO 

ELEMENTO DE BARRA CONSIDERANDO 0 

EFEITO DA FOR~A AXIAL 
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Para uma barra fletida a presen<;:a do esfort;:o normal causa variat;:ao 

nos mementos fletores. Como conseqOencia sua derivada, que fornece o 

esfort;:o cortante, tambem sera alterada pela present;:a do esforgo normal. 

Neste caso os coeficientes da matriz de rigidez da barra sao determinados 

em teoria de segunda ordem e resultam fungoes nao-lineares da fort;:a axial. 

Quando as tensoes se mantem proporcionais as deformagoes e com a 

hip6tese assumida de pequenos deslocamentos estas funt;:5es podem ser 

consideradas exatas. 

A influencia da forga axial e os efeitos da fort;:a cortante nas 

deformagoes serao consideradas na dedu<;:ao das funt;:5es de rigidez. Nesta 

etapa sera considerado o caso de flexao apenas no plano. A extensao para 

o caso tridimensional sera realizada no capitulo Ill. 

Na Fig.ll-2 e esquematizado o sistema de coordenadas para uma 

barra de set;:ao prismatica engastada nas extremidades. 

Levando-se em conta a simetria, o equilibria de esfor<;:os e a 

aplicat;:ao do Teorema da Reciprocidade, a matriz de rigidez que relaciona 

os deslocamentos "D" com os esfort;:os "F" em relat;:ao as seis coordenadas 

definidas tem a forma mostrada na Fig.ll-3, na qual os valores nao nulos sao 

design ados por S 1, S2, S3, S4 e S5. 
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1 y 

12 l 5 

~ ~ 
X 

3 6 
L 

Figura 11-2 Sistema de Coordenadas para o Plano. 

Os val ores de S 1, S2 ate S6 serao deduzidos de forma sistematica, 

com o prop6sito de programa<;:ao para computadores possibilitando a 

analise de estruturas mais complexas. A dedu<;:ao tera como base a barra 

prismatica, da Fig.ll-2, engastada em ambas as extremidades designadas 

por "j" e "k". Gada coluna da matriz de rigidez (Fig.ll-3) representa os valores 

dos esfor<;:os exercidos pelas restri<;:oes quando e impasto um deslocamento 

unitario na dire<;:ao e sentido da coordenada respectiva mantendo todos os 

outros nulos. Na Fig.ll-4 sao ilustrados os tres tipos basicos possiveis de 

deslocamento. 

s, 0 0 -S, 0 0 

0 s2 s3 0 -S2 s3 

S= 
0 s3 s. 0 -S3 ss 

-S, 0 0 s, 0 0 

0 -S2 -S3 0 s2 -S3 

0 s3 ss 0 -S3 s. 

Figurall-3 Matriz de Rigidez da Barra com Fun<;:6es de Rigidez para o Plano. 
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0 coeficiente "S1" eo valor da rigidez axial da barra. Este coeficiente 

nao e afetado com a presen9a do esfor9o normal "P". Assim, tem-se que 

s, = -s., = s1. 

Figura 11-4 Estados de Deslocamento: (a)Transla9ao Unitaria Horizontal, (b) 

Transla9ao Unitaria Vertical, e (c) Giro Unitario. 

Adotando a nota9ao tradicional para as caracteristicas geometricas 

da se9ao e propriedades elasticas do material, tem-se: 

S1= EA 
L 

(2.1) 

Fazendo a somat6ria dos mementos no n6 inicial da barra, ao se 

aplicar um deslocamento unitario na dire9ao do eixo "y", conforme mostrado 

na Fig.ll-4(b), admitindo "P" de tra9ao, obtem-se: 



S3 + S3 - L S2 + P = 0 

S2 = 2S3+P 

L 
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(2.2) 

(2.3) 

Fazendo-se o mesmo para o estado de deslocamento da Fig.ll-4(c) 

obtem-se: 

S4 + S5- L S3 = 0 (2.4) 

S5 = S3L-S4 (2.5) 

Para a montagem da matriz de rigidez, portanto, e necessario apenas 

o calculo dos coeficientes "S1", "S3" e "S4". Os valores "S2" e "S5" sao 

obtidos atraves do equilibrio das a96es exercidas na barra. 

0 valor dos coeficientes "S3" e "S4" depende do sentido do esfor9o 

normal "P" que influi no valor do momento fletor e sua derivada, esfor9o 

cortante. A distor9ao "y" definida pela diferen9a entre a inclina9ao "8" da 

linha elastica e o giro "<!>" da se9ao transversal que independem do valor e 

sentido de "P", sao 

Substituindo eq.(2.7) na eq.(2.6), tem-se: 

, " cQ Y='f'+-
GA 

Derivando "y' "e lembrando que <j>'=- M , resulta: 
El 

(2.6) 

(2.7) 

(2.8) 

(2.9) 



Sendo:P 

A 

For<;a axial no elemento de barra; 

Area da se~tao transversal; 

Memento de inercia em rela~tao ao eixo z; 

G Modulo de elasticidade transversal; 

E Modulo de elasticidade longitudinal; 

c Coeficiente de forma; 

L Comprimento da barra; 
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Existem tres casos a serem considerados para a determina~tao da 

matriz de rigidez. 0 primeiro e quando o valor da for~ta axial na barra e nulo, 

o segundo quando este valor e negative e finalmente quando este valor e 

positive. 0 valor no sinal do esfor~to normal influenciara no tipo de solu~tao 

geral que sera utilizado para solu~tao da equa~tao diferencial do problema. 

2.3.1.1- Caso P =zero 

Fazendo-se o equilibrio de mementos em uma posi~tao "x" da barra 

para o caso mostrado na Fig.ll-4(c}, obtem-se: 

M=S4-S3x 

dM 
0=-=-53 

dx 

dQ =0 
dx 

Substituindo as eq.(2.11) na eq.(2.8), resulta: 

(2.1 0) 

(2.11) 

(2.12) 



y'= ~ _ c83 
GA 

8ubstituindo as eq.(2.1 0) e eq.(2.12) na eq.(2.9), tem-se: 

.. (84- 83x) 84 83 
y =- --+-X 

El El El 
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(2.13) 

(2.14) 

Aplicando as condi<;:oes de contorno na eq.(2.14) para x = 0 ex= L, 

obtem-se: 

(2.15) 

(2.16) 

Derivando duas vezes a equa<;:ao eq.(2.14), resulta: 

(2.17) 

A equa<;:ao diferencial para o caso de P=O tem como solu<;:ao geral a 

seguinte expressao: 

(2.18) 

(2.19) 

Y"-6C X+2C - 1 2 (2.20) 

Aplicando as condi<;:Bes de contorno na eq.(2.20) para x = 0 e x = L, 

resulta: 

y"IOI = 2C2 (2.21) 

y"1L1 = 6C,L + 2C 2 (2.22} 
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Comparando a eq.(2.21) com a eq.(2.15) e a eq.(2.22) com a 

eq.(2.16), tem-se: 

(2.23) 

(2.24) 

Substituindo o valor de "C/ obtido pela eq.(2.23) na eq.(2.24) tem­

se o valor de "C1", portanto: 

lsolando "C,", tem-se: 

c = 83 
1 

6EI 

Aplicando as condi<;oes de contorno na eq.(2.18), tem-se: 

(2.25) 

(2.26) 

(2.27) 

Com as condi<;oes de contorno na eq.(2.13) e eq.(2.19) para x=O e 

lembrando que~ i =1 no n6 inicial da barra, obtem-se: 

, " cS3 , 
1 

cS3 
y (0) = 'Y -- :::::- y (0) = --

' GA GA 
(2.28) 

(2.29) 

lgualando a eq.(2.28) com a eq.(2.29), resulta que: 
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C = 1_ cS3 
3 

GA 
(2.30) 

Aplicando as condi<;6es de contorno na eq.(2.13) e eq.(2.19) para x=L 

e lembrando que~ k =0 no n6 final da barra, obtem-se: 

, " cS3 , cS3 
y (L) = 'l'k- GA => y (L) =- GA (2.31) 

(2.32) 

lgualando a eq.(2.31) com a eq.(2.32), tem-se: 

(2.33) 

Substituindo o valor de "C,", "C2" e "C3" dados por eq.(2.25), eq.(2.23) 

e eq.(2.30) na eq.(2.33), obtem-se: 

3 S3 L2 _ 2 S4 L + 1_ cS3 = _ cS3 

6EI 2EI GA GA 

Fazendo-se as simplifica<;oes, chega-se: 

Multiplicando por "2EI", resulta: 

2 2 S4 2 El 
S3 L = 2 L S4- 2 El => S3 = -L--7 (2.34) 

Voltando na eq.(2.27) e substituindo o valor de "C,", "C/, "C3" e "C;' 

dados por eq.(2.25), eq.(2.23), eq.(2.30) e eq.(2.26), tem-se: 



Multiplicando por 
12

;
1 
, resulta: 

L 

12cEI 
Assumindo K = -- tem-se: 

GAL2
' 
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(2.35) 

Substituindo o valor de "S3" dado pela eq.(2.34) na eq.(2.35), obtem-

se: 

Multiplicando por "L", tem-se: 

-284 +BEl -K2S4 +K 2EI = 0 
L L 

284 + K2S4 = BEl+ K 2EI 
L L 

284(1+K)= 
2
E

1
(4+K) 

L 

El 
84= ( )(4+K) 

L1+K 
(2.36) 



F azendo I'= ( 
1 

) , obtem-se: 
1+K 
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(2.37) 

Substituindo o valor de "S4" dado por eq.(2.36) na eq.(2.34), resulta: 

I 
Lembrando-se que I'= ( ) , tem-se: 

1+K 

(2.38) 

0 valor de "S2" dado pela eq.(2.3) pode ser obtido substituindo o 

valor de "S3" dado por eq.(2.38) e fazendo P=O; desta forma, chega-se que: 

(2.39) 

Para obter o valor de "S5" sera substituido na eq.(2.5) o valor de "S3" 

e "S4" dado pelas eq.(2.38) e eq.(2.37), assim obtendo: 

S5 = El' (2- K) 
L 

(2.40) 
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2.3.1.2- Caso P de Compressao 

Fazendo-se o equilfbrio de mementos em uma posiyao "x" da barra 

para o caso mostrado na Fig.ll-4(c) e levando em considerayao a atuayao 

de uma forya normal "P" de compressao, obtem-se: 

M=S4-S3x+Py 

Q = dM = -83 + Py' 
dx 

dQ = Py" 
dx 

Substituindo a eq.(2.42) na eq.(2.8), resulta: 

, " c ( 83 p ') " cS3 cP , Y='l'+-- + y ='1'--+-y 
GA GA GA 

y'- cP y'= ~ _ cS3 => y'(1- cP) = ~ _ cS3 
GA GA GA GA 

cP 
F azendo a = 1--, chega-se: 

GA 

y'= 2(~ _ cS3) 
a GA 

Substituindo eq.(2.41) e eq.(2.43) na eq.(2.9), tem-se: 

,. cP , S4 S3 Py 
y --y =--+-X--

GA El El El 

(2.41) 

(2.42) 

(2.43) 

(2.44) 



y"(1- cP) = _ S4 + S3 x- Py 
GA El El El 

cP 
Lembrando que a = 1--. tem-se: 

GA 

y"= -
1
-( -S4 + S3x- Py) 

aEI 

Derivando duas vezes a eq.(2.45), obtem-se: 

... S3 
y = aEI 

Py' 

aEI 

P" p 
y'v = _ _'j_ :::::> y'v + -y"= O 

aEI aEI 

p 
F azendo a 2 = -, tem-se: 

aEI 

53 

(2.45) 

(2.46) 

(2.47) 

A equagao diferencial de quarto grau para o case de "P" de 

compressao tem como solugao geral a seguinte expressao: 

y=C,senax +C 2 cosax +C 3 x+C 4 (2.48) 

Fazendo-se a primeira e segunda derivadas da soluC(ao geral da 

equagao diferencial: 

y'= aC, cos ax- aC 2 sen ax+ C3 (2.49) 

y"= -a
2
(C, senax+C 2 cos ax) (2.50) 
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e aplicando as condigoes de contorno na eq.(2.45) para x = 0 e x = L, e 

lembrando que para os dois cases y = 0, obtem-se: 

y"1o) = -
1
-( -S4) 

aEI 

1 
y"<Ll= aEI(-S4+L S3) 

(2.51) 

(2.52) 

Com as condigoes de contorno na eq.(2.50) para x = 0 ex = L, resulta 

em: 

" 2c Y IO) =-a 2 (2.53) 

(2.54) 

Comparando a eq.(2.51) com a eq.(2.53) e a eq.(2.52) com a 

eq.(2.54), tem-se: 

Lembrando que a 2 = ~, obtem-se: 
aEI 

C = S4 aEI ::::> C = _S_4 
2 

aEI P 
2 P 

Substituindo o valor de "Cz" tem-se o valor de "C1", portanto: 

1 ( S4 ) 
2 (-S4+LS3)= -C 1 senal--P cosal 

aEia 

(2.55) 



Multiplicando por "P" e lembrando que a 2 = .£__, tem-se: 
aEI 

a:l a:l (- S4 + L S3) = (- C1Psena L- S4 cos a L) 

Simplificando, resulta: 

c, Psena L = S4 -L S3- S4cosa L 

-L S3 + S4(1- cosal) 
c, = ___ P_s_e__,_n_a_L---'-
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(2.56) 

Aplicando as condigoes de contorno na eq.(2.48) para x=O e x=L, 

tem-se: 

(2.57) 

YeLl= 0 =::> c, senal + C2 cosal + C3L + C4 = 0 (2.58) 

Supondo as condigoes de contorno na eq.(2.44) e eq.(2.49) para x=O 

e lembrando que ¢ j = 1 no n6 inicial da barra, obtem-se: 

(2.59) 

(2.60) 

lgualando a eq.(2.59) com a eq.(2.60), resulta: 

1 ( cS3) - 1-- =aC, +C 3 a GA 
(2.61) 

Aplicando as condigoes de contorno na eq.(2.44) e na eq.(2.49) para 

x=L e lembrando que ¢ k = 0 no n6 final da barra, obtem-se: 



56 

, 1 (" c83) , c83 
y (L) =a 'l'k - GA => y (L) =- aGA (2.62) 

y'
1
L) = aC 1 cosal - aC 2 senal + C3 (2.63) 

lgualando eq.(2.62) com eq.(2.63), tem-se: 

c83 
- =aC,cosaL -aC 2 senaL+C 3 

aGA 
(2.64) 

As equac;oes eq.(2.55), eq.(2.56), eq.(2.57), eq.(2.58), eq.(2.61) e 

eq.(2.64) formam um sistema de seis equac;oes a seis incognitas, sendo as 

incognitas "C1", "C2", "C3", "C."', "83" e "84". Da eq.(2.55) e da eq.(2.57) 

obtem-se o valor de "C;': 

C 
__ 84 

4 - p 
(2.65) 

8ubstituindo o valor de "C1" dado por eq.(2.56) na eq.(2.61), chega-

sea: 

C +a (-L 83 + 84(1- cosal)J = 2_ c83 
3 Psenal a aGA 

C = 1 _ c83 _a (-L 83 + 84(1- cosal)J 
3 a aGA Psenal 

1 ( c83) a ( ) 
C3 =a 1- GA - Psenal -L 83 + 84(1- cosal) (2.66) 

8ubstituindo o valor de "C " "C " "C " e "C " dado pelas eq (2 56) 
1 ' 2 ' 3 4 ' . . ' 

eq.(2.55), eq.(2.66) e eq.(2.65), respectivamente, na eq.(2.58), resulta: 



-LS3+S4(1-cosal) S4 

P L 
senal+-P casal+ 

sen a 

[ 1(1- ~:)- Pse~al (-L S3 + S4(1- cosal))l- ~
4 

= 0 

Entao: 

_ L S3 + S4 _ S4cosal + S4 cosal+!:.(1- cS3) _ 
P P P P a GA 

al S4 
Psenal LS3+S4(1-cosal))- p =0 

Simplificando: 

LS3 L cLS3 aS3L2 aLS4(1-cosaL) 
---+-- + - =0 

P a aGA Psenal Psenal 

M It· 1
. d Psenal It u 1p 1can o por , resu a: 

L 

S3Psenal Psenal cS3PsenaL 
83

L 
84

(
1 

L) 
0 

P 
+ +a -a -cosa = 

a aGA 

Psenal 

a 

cS3PsenaL ) 
S3 sen al + aS3L + aS4( 1- cos al 

aGA 

Psenal ( Pc ) --- = S3 sen al -- + 1 - aS3L + aS4( 1- cos al) 
a aGA 

cP cP _ 
Sendo que a= 1- -. - => - = 1- a, entao fica: 

GA GA 

Psenal (1-a ) 
a = S3senal -a-+1 -aS3L+aS4(1-cosaL) 

57 

(2.67) 
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Substituindo o valor de "C1", "C/ e "C3"dado por eq.(2.56), eq.(2.55) e 

eq.(2.66), respectivamente, na eq.(2.64 ), resulta: 

_ cS3 = a. cos a.L ( -S3L + S4( 1- cos a.L )) _ a.S4 sen a.L + 
aGA P sen a.L P 

!(1- cS
3
)- a. (-S3L + 84(1- cosa.L)) 

a GA Psena.L 

Entao, tem-se: 

cS3 -a.S3L cos a.L a.S4 cos a.L( 1 - cos a.L) 
--- = + ---,-._.c---,---..!.. 

aGA Psena.L Psena.L 

1 cS3 a.S3L a.S4( 1- cos a.L) 
----+---
a aGA Psena.L Psena.L 

Simplificando, tem-se: 

a.S3L (1 L) a.S4 -cosa. +---
Psena.L Psena.L 

a.S4sena.L 
p 

[cosa.L(1- cosa.L)- sen 2 a.L- (1- cosa.L)) + 1 = 0 

Simplificando, tem-se: 

a.S3L (1 L) a.S4 -cos a. + =----
Psena.L Psena.L 

[cosa.L- cos
2 

a.L -1 + cos
2 

a.L -1 + cosa.L) + 1 = 0 

Simplificando novamente, tem-se: 

a.S3L ) aS4 1 
=---:-(1- cosa.L + (2cosa.L- 2) +- = 0 
Psena.L Psena.L a 

1 1 
- = [-a.S3L( 1 - cos a.L) - a.S4( 2 cos a.L - 2 )j 
a Psena.L 

+ 



Psenal 
---= -aS3L(1- cosaL}+ 2aS4(1- cosal) 

a 

(
Psenal ~ 

a + aS3L(1- cosal)) 

aS4(1-cosaL} = 
2 

Da eq.(2.68) na eq.(2.67), resulta: 

(
Psenal aS3L(1-cosaL}) (senal 
---+ +S3 --

2a 2 a 

Psenal (senal al(1- cosal)) 
---= S3 al + --'-----'-

2a a 2 

P L 2 S3(
senal L al alcosal) 

sena = a a +-----
a 2 2 

P sen al = S3(2 sen al- aal- aal cos al} 

Mas a 2 = ---'=-- :::::> P =a 2 aEI , assim: 
aEI 

83 
= a 2aEisenaL 

(2senal- aal- aal cosal} 
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(2.68) 

(2.69) 

Substituindo "S3" dado por eq.(2.69) na eq.(2.67) obtem-se o valor de 

"S4", portanto: 

Psenal a
2
aEisenaL (senal L) 

a = (2senaL-aaL-aalcosaL) a -a 

+aS4( 1 - cos al) 

Multiplicando por a , e sabendo que P =a 2 aEI, tem-se: 
Psenal 



S4aa(1- casal)= 
1

_ senal- aal 

Psenal (2senal- aal- aalcosal) 

Multiplicando por (2senal- aal- aalcosal). obtem-se: 

S4aa(1- casal) 
---'-----'-(2senal- aal- aalcosal) = 2senal- aal­

Psenal 

aal cos al - sen al + aal 

Simplificando e substituindo o valor de P = a 2aEI, tem-se: 

S4aa(1- cos al )(2 sen al- aal- aal cos al) = 

a 2aEisenal(senal- aalcosal) 

Simplificando novamente, tem-se: 

S4(2 sen al- aal- aal cos al- 2 sen al cos al + aal cos al + 

aalcos 2 al) =a Elsenal(senal- aalcosal) 

Sendo que: 

aal cos 2 al = aal(1- sen 2 al) = aal- aalsen 2 al 

Portanto, tem-se: 

S4(2 sen al- aal- aal cos al- 2 sen al cos al + al cos al + 

aal- aalsen 2 al) =a Elsenal(senal- aal cos al) 

Simplificando e dividindo por sen al, tem-se: 

S4(2- 2 casal- aal sen al) =a El(senal- aal casal) 

54 
= a E I( sen al - aal cos al) 

(2- 2 cos al- aal sen al) 
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(2.70) 
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Para que o denominador das eq.(2.69) e eq.(2.70) se tornem iguais, 

facilitando a programa9ao, multiplica-se o numerador e o denominador da 

eq.(2.69) por (1- casal), assim tem-se: 

83 
= a'aEisenal 1- casal 

(2senal- aal- aalcosal) 1- casal 

Portanto, fica: 

83 
= a'aEisenal(1- casal) 

(2senal- aal- aalcosal- 2senalcosal + aalcosal + aalcos 2 al) 

Simplificando, tem-se: 

83 
= a 2aEisenaL(1- casal) 

(2senal- aal- 2senalcosal + aal- aalsen 2 al) 

Assim, resulta: 

83 
= a 2aE1(1-cosaL) 

(2- 2cosal- aalsen al) 
(2.71) 

Atraves das condi96es de equilibria dado por eq.(2.3), lembrando que 

"P" e de compressao, podemos fazer: 

82 
= 2S3-P 

l 

Substituindo o valor de "S3" dado pela eq.(2.71), tem-se: 

2[ a
2

aEI(1-cosaL) aL)]-a'aEI 
(2- 2cosal- aalsen 

82=~----------~----~~----
L 

2a 2aEI(1- cos al)- a 2 aE1(2- 2cosal- aal sen al) 
82=--------,-------~------~----~ 

L(2- 2cosal- aalsen al) 



Fazendo as multiplicac;oes, obtem-se: 

82 
= 2a 2aEI- 2a 2aEicosaL- 2a 2aEI + 2a 2aEicosaL + a 3a2EIL sen aL 

L( 2- 2 cos aL- aaL sen aL) 

Simplificando, resulta: 

82 
= a 3 a2Eisen aL 

( 2- 2cosaL- aaL sen aL) 
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(2.72) 

Atraves das condic;oes de equilibria dado por eq.(2.5), podemos 

fazer: 

85 = S3L-S4 

Substituindo o valor de "83" e "84" dado pela eq.(2.71) e eq.(2.70), 

respectivamente: 

85 
= a

2
aEI(1-cosaL) L- a El(senaL-aaLcosaL) 

2- 2 cos aL- aaL sen aL (2- 2 cos aL- aaL sen aL) 

Assim, tem-se: 

85 
= a 2

aEIL-a
2
aEILcosaL-a ElsenaL+a 2 aEILcosaL 

2 - 2 cos aL - aaL sen aL 

Simplificando, tem-se: 

85 
= aEI(a aL- senaL) 

2- 2 cos aL - aaL sen aL 
(2.73) 
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2.3.1.3- Caso P de Trayiio 

Fazendo-se o equilibria de mementos em uma posi<;ao "x" da barra 

para o caso mostrado na Fig.ll-4(c), levando em considera<;ao a atua<;ao de 

uma for<;a normal "P" de tra<;ao, obtem-se: 

M = S4- S3x- Py 

Q = dM = -S3- Py' 
dx 

dO= -Py" 
dx 

Substituindo eq.(2.75) na eq.(2.8), resulta: 

y' = ~ + ~ ( _83 _ Py') = ~ _ cS3 _ cP y' 
GA GA GA 

y'+ cP y'= ~ _ cS3 => y'(1 + cP) = ~ _ cS3 
GA GA GA GA 

cP 
Fazendo a= 1 + GA , chega-se: 

y'= ~(~ _ cS3) 
a GA 

(2.74) 

(2.75) 

(2. 76) 

(2.77) 



Substituindo eq.(2.74) e eq.(2.76) na eq.(2.9), tem-se: 

Y
"= (S4- S3x -Py) + _:_(-P ") = _ S4 + S3 x + Py _ cP ,, 

El GA y El El El GAy 

, cP , S4 S3 Py 
y +-y =--+-X+-

GA El El El 

y"(1+ cP) = _ S4 + S3 X+ Py 
GA El El El 

Seja a = 1 + cP , portanto: 
GA 

1 
y"= -(-S4 + S3x+Py) 

aEI 

Derivando duas vezes a eq.(2.78), obtem-se: 

,, S3 Py' 
y =-+­

aEI aEI 

p " p 
y'v = _'j_ :::;. y'v __ y" = O 

aEI aEI 

p 
Fazendo a 2 =-, resulta: 

aEI 
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(2.78) 

(2.79) 

(2.80) 

A equa<;:ao diferencial de quarto grau para o case de "P" de tra<;:ao 

tem como solu<;:ao geral a seguinte expressao: 

(2.81) 

Fazendo-se a primeira e segunda derivadas da solu<;:ao geral da 

equa<;:ao diferencial, obtem-se: 
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y'= aC 1 cosh ax+ aC 2 senhax+ C3 
(2.82) 

y"= a 2 (C 1 senhax+ C2 cosh ax) (2.83) 

Aplicando as condi96es de contorno na eq.(2.78) para x=O e x=L, 

lernbrando que para os dois casos y=O, obtern-se: 

Y"1o) = -
1
-(-84) 

aEI 

1 
y"(Ll= aEI(-84+L 83) 

(2.84) 

(2.85) 

Com as condi96es de contorno na eq.(2.83) para x=O e x=L, resulta 

em: 

" 2c Y (OJ= a 2 (2.86) 

y"
1
Ll =a 2 (C, sen hal+ C2 cos hal) (2.87) 

Comparando eq.(2.84) com eq.(2.86) e eq.(2.85) com eq.(2.87), 

tem-se: 

1() 2 84 -E -84 =a C2 =:>C 2 =-
2 a I aEia 

p 
Lembrando a 2 = -, tem-se: 

aEI 

(2.88) 

(2.89) 
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8ubstituindo o valor de "C2" obtido na eq.(2.88) na eq.(2.89) tem-se o 

valor de "C,", portanto: 

-
1
--;:-2 (- 84 + L 83) = (c 1 sen hal-

8
p
4 

coshal) 
aEia 

Multiplicando por "P" e lembrando o. 2 =--'=--, tem-se: 
aEI 

P aEI ( ) ( ) ---p -84+L83 = C1Psenhal-84 coshal 
aEI 

C1 Psenhal = -84 +L 83 + 84coshal 

L 83 + 84(coshal -1) 
C 1 =-~P~se~n~h-a~L-~ (2.90) 

Aplicando as condi96es de contorno na eq.(2.81) para x=O e x=L, 

tem-se: 

(2.91) 

(2.92) 

Aplicando as condi((6es de contorno nas eq.(2.77) e eq.(2.82) para 

x=O e lembrando que ¢ j = 1 no n6 inicial da barra, obtem-se: 

(2.93) 

(2.94) 

lgualando eq.(2.93) com eq.(2.94), resulta: 

1 ( c83) - 1-- =o.C 1 +C 3 
a GA 

(2.95) 
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Aplicando as condigoes de contorno na eq.(2.77) e eq.(2.82) para x=L 

e lernbrando que ¢ k = 0 no no final da barra, obtem-se: 

y'<Ll = aC, coshal + aC 2 senhal + C3 

lgualando eq.(2.96} com eq.(2.97), tem-se: 

cS3 
--- = aC 1 coshal + aC

2 
senhal + C 3 

aGA 

(2.96) 

(2.97) 

(2.98) 

As eq.(2.88), eq.(2.89), eq.(2.91 ), eq.(2.92), eq.(2.95) e eq.(2.98) 

formam urn sistema de seis equagoes e seis incognitas, sendo as incognitas 

"C1", "C2", "C3", "C;', "S3" e "S4". De eq.(2.88) e eq.(2.91) obtem-se o valor 

de"C/: 

C 
_ S4 

4 - p 
(2.99) 

Substituindo o valor de "C1" dado por eq.(2.90) na eq.(2.95), tem-se: 

C =~- cS3 -a(S3L+S4(coshal-1)) 
3 

a aGA Psenhal 

1 cS3 aS3L aS4( cosh al- 1) 
c 3 = - - -- - ::---:---:-

a aGA Psenhal Psenhal 
(2.1 00) 

Substituindo o valor de "C1", "C2", "C3" e "C." dado pelas eq.(2.90), 

eq.(2.88), eq.(2.1 00) e eq.(2.99), respectivamente, na eq.(2.92), resulta: 

S3L+S4(coshal-1) h L S4 h L 
--::--'--:---:---'-sen a - -cos a + 

Psenhal P 

[ ~ _ cS3 _ aS3L _ aS4( cosh al -1)]L + S4 = 
0 

a aGA Psenhal Psenhal P 



Simplificando, tem-se: 

S3L S4 cosh al S4 S4 cosh al 
-+ -- + 

p p p p 

L cS3L aS3L2 aS4L(coshaL-1) S4 
----- +-=0 
a aGA Psenhal Psenhal P 

Simplificando novamente, tem-se: 

S3L L cS3L aS3L2 aS4L( cosh al -1) 
+----- - =0 

P a aGA Psenhal Psenhal 

M I. 
1
. d Psenhal I 

u t1p 1can o por L , resu ta: 

S3 h L 
Psenhal cS3PsenhaL S ( ) 

sen a + aS3L -a 4 cosh al - 1 = 0 
a aGA 

Psenhal 83 h L cS3PsenhaL 83L 84( h L 1) ---= - sen a + +a +a cos a -
a aGA 

Psenhal ( Pc I ) 
--a-- = S3 senh al -aG_A_- 1) + aS3L + aS4( cosh al- 1 

cP cP _ 
Sendo que a = 1 +- :::::> - = a- 1, entao fica: 

GA GA 

Psenhal (a-1 I 
a = S3 senh al -a-- 1) + aS3L + aS4( cosh al- 1) 

P senh al ( 1) 
a = S3 senh al -a + aS3L + aS4( cosh al - 1) 

Pse:hal = s3(NL senhal) ( ) ~ a + aS4 coshal -1 
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(2.101) 

Substituindo o valor de "C,", "C2" e "C3" dado pelas eq.(2.90), 

eq.(2.88) e eq.(2.100), respectivamente, na eq.(2.98), resulta: 



_ cS3 = a cosh al ( S3L + S4( cosh al -1)) _ aS4 senh al + 
aGA Psenhal P 

1 cS3 aS3L aS4( cosh al -1) 

a aGA Psenhal Psenhal 

Simplificando, resulta: 

[aS3L + aS4(coshaL -1)Jcoshal aS4senhaL 
+ 

Psenhal P 

1 aS3L aS4(coshaL -1) = 
0 

a Psenhal Psenhal 

Multiplicando por Psenhal, tem-se: 

aS3L cosh al + aS4 cosh al( cosh al -1)- aS4 senh 2 al + 

Psenhal 
:._::_.::.:..:.:.:....:::::::. - aS3L - aS4( cosh al - 1) = 0 

a 

Simplificando, resulta: 

aS3L cosh al + aS4 cosh 2 al - aS4 cosh al- aS4 senh 2 al + 

Psenhal 
----- aS3L - aS4 cosh al + aS4 = 0 

a 

Lembrando que cosh 2 al- senh 2 al = 1, tem-se: 

aS3L cosh al + aS4 - aS4 cosh al + 

Psenhal 
:_::..:.:.:.:..:..:::= - aS3L- aS4 cosh al + aS4 = 0 

a 

Simplificando, tem-se: 

Psenhal 
aS3L cosh al + 2aS4- 2aS4 cosh al + - aS3L = 0 

a 

Psenhal 
:._::_::..:..::_:....:::::::_ = 2aS4( cosh al - 1)- aS3L( cosh al- 1) 

a 
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(2.102) 
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Portanto, tem-se duas equa<;:oes e duas incognitas dadas por 

eq.(2.101) e eq.(2.102), assim isolando eq.(2.102) e substituindo na 

eq.(2.1 01 ), resulta: 

S4( h L 1) 
Psenhal aS3L(coshaL-1) 

a cos a - = + __ :........,,-----'-
2a 2 

Psenhal = 53(al- senhal) + Psenhal + aS3L(coshaL-1) 

a a 2a 2 

( 
senhal) 2P senh al = 2aS3 al - a + P senh al + aaS3L( cosh al -1) 

P senh al = 2aS3aL- 2S3 senh al + aaS3L cosh al - aaS3L 

Psenhal = S3(aal- 2senhal + aalcoshal) 

Mas a 2 = _t:_ ~ P =a 2aEI, assim: 
aEI 

53
= a

2
aEisenhaL 

(aal- 2 sen hal+ aalcoshal) 
(2.103) 

Substituindo "S3" dado por eq.(2.1 03) na eq.(2.1 02) tem-se o valor de 

"S4", portanto: 

Psenhal = 2aS4(coshaL -1)- aL(coshaL -1) p sen hal 
a (aal- 2 sen hal+ aalcoshal) 

2
aaS

4 
= P senhaL(aaL- 2 sen hal+ aal cos hal)+ a aLP senhaL(coshaL -1) 

(aal- 2 sen hal+ aalcoshaL)(coshaL -1) 

2
aaS

4 
= Psenho.L(aal- 2senhal + aalcoshal) + aaLPsenhaL(coshaL -1) 

senhal(2- 2coshal + aal senhal) 



Simplificando, tem-se: 

2
aaS

4 
= P[aal -2senhal + aalcoshal + aalcoshal- aal] 

(2- 2coshal + aal sen hal) 

Simplificando nova mente, e sabendo que P =a 2aEI, tem-se: 

S
4 

= aEI(aalcoshaL- senhal) 

(2- 2coshal + aalsenhal) 
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(2.104) 

Para que o denominador das eq.(2.103) e eq.(2.104) se tornem 

iguais, o que facilita a programac;:ao, multiplica-se o numerador e o 

denominador da eq.(2.1 03) por (cos hal -1), assim tem-se: 

S
3 

= a
2
aEisenhaL (coshal -1) 

(aal- 2senhal + aal cos hal) (coshal -1) 

S
3

= a 2aEisenhaL(coshaL-1) 

(-aal- 2senhalcoshal + 2senhal + aal + aal senh 2 al) 

Simplificando, tem-se: 

S 3 =----~a~
2

a~E~I~s~en~h~a=L~(c=o=s~h~a=L_-~1~) __ _ 

senhaL(2-2coshaL+aalsenh al) 

Simplificando novamente, tem-se: 

S 3 =----~a_
2

~aE_I~(c_o_s_h~aL~--1)~-­
(2-2coshaL+aalsenh al) 

(2.1 05) 

Atraves das condic;:oes de equilfbrio dado por eq.(2.3), lembrando que 

"P" e de trac;:ao, podemos fazer: 

S2 = 2S3+P 

L 

Substituindo o valor de "S3" dado por eq.(2.1 05), tem-se: 



2[ cx
2

aEI{coshcxL-1) NL)]+a 2aEI 
(2- 2coshcxl + aalsenh ~ 

82=~~--------------~~----
L 

2cx 2aEI{coshcxL -1) + a 2aE1(2- 2coshcxl + aalsenhal) 
82=----~~~~----~------~----~ 

L(2- 2coshcxl + acxlsenhal) 
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82 
= 2cx 2aEicoshcxL- 2a 2aEI + 2a 2aEI- 2cx 2aEicoshcxL + cx 3a2EILsenhcxL 

L(2- 2coshcxl + acxlsenhal) 

Simplificando, tem-se: 

82
= cx 3a2EI-senhcxl 

(2- 2coshcxl + acxlsenhcxl) 
(2.1 06) 

Atraves das condi<;:oes de equilibrio dado por eq.(2.5), podemos 

fazer: 

S5 =L S3-S4 

Substituindo o valor de "S3" e "S4" dado por eq.(2.1 05) e eq.(2.1 04 ), 

respectivamente, resulta: 

85
= cx

2
aEI(coshcxL-1) L- cxEI(acxlcoshcxL-senhcxL) 

2- 2 cosh cxl + acxl senh al (2- 2 cosh al + aal senh cxl) 

85 
= a 2aEILcoshaL- a 2aEIL -a 2 aEILcoshaL + aEisenhaL 

2- 2coshal + aalsenhal 

Simplificando, tem-se: 

85 =--~a_E~I(s_e_n_h_a_L_-_a_cx_L~)--

2- 2 cosh al + acxl senh al 
(2.1 07) 
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2.4- FUNCOES DE RIGIDEZ 

Para facilitar a utilizac;:ao dos coeficientes de rigidez da matriz de 

rigidez do elemento de barra e mostrada a seguir a Tabela 11-1 com seus 

termos representados por fatores que podem ser alterados conforme a 

condic;:ao de influencia da forc;:a cortante ou sob a variac;:ao da forc;:a axial. 

Convem observar que para o caso P=O, quando se faz o coeficiente de 

forma igual a zero, "c=O", ou seja desprezando o efeito da cortante, os 

coeficientes sao identicos aos usualmente apresentados para a matriz de 

rigidez em teoria de primeira ordem. Nas colunas laterais tem-se os 

coeficientes em segunda ordem no qual as func;:oes de rigidez sao func;:oes 

nao-lineares de "P". 

Tabela 11-1 Func;:oes de Rigidez de Barra com lnterac;:ao entre Forc;:a Axial, 

Forc;:a Cortante e Flexao 

8 Compressao (P < 0) (P-O) Trac;ao (P > 0) 

81 E Ax E Ax EAx 

L L L 

82 El, a2 a 3 sen al 12 E I~ El, a2 a
3 

senh al 

<l>c 
L3 <j>, 

83 El,aa
2 

(1-cos al) 6 El~ El, a a
2 

(cosh al-1) 

<l>c 
Lz 

<!>, 

84 El,a(sena L- aalcosa L) ~~~ (4+K) 
El,a(aa L cosh a L- senhal) 

<!Jc <jl, 

85 El, a(aal-sen al) E~~ (2-K) 
El, a (senhaL-aaL) 

<l>c <!>, 

<jl, = 2-2cosal-aalsen al 12cEI, <jl, = 2- 2coshal + aalsenh al 
K-

- GA L2 

' 
1 + 

cP 

a=~ al~llz ,. = I, 
a --

GAx 
z 1+ K 



74 

2.5 -PROCESSO DE DETERMINACAO DA INST ABILIDADE DE 

PORTICO PLANO (CARGA CRfTICA) 

A matriz de rigidez de um elemento de barra [S"
8
li, dada pela Fig.ll_3, 

relaciona o vetor dos esfor<;:os {F}i com o vetor dos deslocamentos {DL}i nas 

coordenadas locais do elemento, ver Fig.ll_2. 

Portanto, a formula((ao matricial para o i-esimo elemento da estrutura 

fica: 

{F}. = (SKB ]. {DL }. 
1

(6•1) 
1
(th6) 

1(fh1) 

(2. 1 08) 

A matriz de rigidez da estrutura [SKG] relaciona o vetor das a((6es {A} 

com o vetor dos deslocamentos {D}, nas "n" coordenadas do sistema global, 

desta forma tem-se: 

A matriz de rigidez da estrutura [SKG] pode ser obtida atraves da 

contribuigao dos elementos de barra, segundo GERE E WEAVER 1
11

1, 

tem-se que: 

(2.110) 

onde n = numero total de coordenadas da estrutura formada apenas por 

elementos de barra, no sistema global; nb = numero de elementos de barra; 

[b]i= submatriz de ordem 6 x n, correspondente ao elemento "i", da matriz de 
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transforma<;:ao [b] de ordem 6nb x n, que relaciona os deslocamentos da 

estrutura com os deslocamentos dos elementos. 

A tecnica para determina<;:ao do carregamento critico, denominado de 

"Wcni'• consiste em avaliar os deslocamentos da estrutura produzidos porum 

determinado carregamento, inicialmente sem o efeito das for<;:as normais e 

posteriormente considerando os seus efeitos. 

A estrutura e calculada sucessivas vezes ate que haja convergencia 

nos valores dos deslocamentos, mediante uma tolerancia previamente 

estabelecida. 

Uma estrutura sera considerada estavel sob um certo carregamento 

se sua matriz de rigidez for definida positiva. Neste caso, todos os 

deslocamentos da estrutura serao determinados; porem, se este 

carregamento levar a estrutura a uma situa<;:ao de instabilidade, a matriz de 

rigidez da estrutura deixara de ser definida positiva; portanto os 

deslocamentos tornar-se-ao indeterminados. 

Finalmente, o carregamento critico de instabilidade de uma estrutura 

sera considerado definido quando ap6s sucessivos aumentos no 

carregamento da estrutura a rigidez for se degenerando ate que o 

determinante de sua matriz de rigidez se torne nulo, indicando o surgimento 

do me nor auto valor igual a zero. 

2.6- FLUXOGRAMA DAS PROGRAMACOES PARA 

COMPUTADOR 
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0 fluxograma resumido, apresentado a seguir, visa esclarecer o 

programa de computador desenvolvido para o calculo do parametro critico 

de instabilidade "Wcni' de porticos pianos, com base no fluxograma 

desenvolvido por REQUENAI14
1. 

0 programa foi desenvolvido em linguagem BORLAND PASCAL 

V7.0, em dupla precisao, com a finalidade de determinar a capacidade 

maxima de carregamentos nas estruturas ao se atingirem os limites de suas 

estabilidades. 

0 programa foi montado em sub-rotinas que facilitam a separagao 

das etapas de calculo ah§m de propiciarem melhor entendimento do 

processo. 

A deformagao por cortante pode ser ou nao considerada no 

programa. 

Caso nao se consiga convergencia em um numero de ciclos 

previamente estabelecido de 50 ciclos, mediante tambem uma precisao 

desejada previa mente estabelecida em 1 0'3 , 0 programa para 0 

processamento avisando que ultrapassou o numero de ciclos previsto sem 

ter entretanto obtido convergencia. 

Este fluxograma visa a determinagao do parametro critico de 

instabilidade para porticos pianos e a partir dele sera elaborado urn 

programa que considera a determinagao do parametro critico de 

instabilidade para porticos tridimensionais, utilizando as fungoes de rigidez 

tridimensionais que sera deduzida no Capitulo Ill. 



2.6.1 - FLUXOGRAMA RESUMIDO DO PROGRAMA 

DESENVOLVIDO PARA CALCULO DA 

INSTABILIDADE DE PORTICO PLANO 

IDENTIFICAyAO DOS ARQUIVOS DE ENTRADA E DE SA[DA 

NO DISCO. CONDiyAO SOBRE CONSIDERAyOES DE 
CALCULO EM TEORIA DE PRIMEIRA OU SEGUNDA ORDEM E 
COM OU SEM CORTANTE. DEFINiyAO DA TOLERANCIA "TOL" 
PARA DETERMINAR A CONVERGENCIA DESEJADA NO 

l 
LEITURA E IMPRESSAO: DAS CARACTER[STICAS ELASTICO­
GEOMETRICAS DO P6RTICO PLANO, CONSTITU[DO DE 
ELEMENTOS DE BARRA; DAS CONDI9AO DE VINCULAyOES 
EXTERNAS E DOS DADOS DE CARREGAMENTO. 

l 
MONTAGEM DAS MATRIZES DE RIGIDEZ DOS ELEMENTOS 
DE BARRA. OBS: MATRIZES COM "P=O", EM TEORIA DE 
PRIMEIRA ORDEM. 

l 

MONTAGEM DA MATRIZ DE RIGIDEZ DO SISTEMA. OBS: 
MATRIZ EM TEORIA DE PRIMEIRA ORDEM. 

l 

C) 
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C) 
1 

MONTAGEM DA MATRIZ DE ENGASTAMENTO PERFEITO 
PARA 0 CASO DE CARGA DISTRIBU[DA E CARGA 

CONCENTRADA. CALCULO DO VETOR DE CARGA NODAL 
EQUIVALENTE. 

1 
MONTAGEM DO VETOR DAS A<;:OES COMBINADAS: CARGA 
APLICADA NOS N6S E CARGA NODAL EQUIVALENTE. 

1 

CALCULO DOS DESLOCAMENTOS GLOBAIS DO SISTEMA. 
OBS: DECOMPOSI<;:AO DA MATRIZ DE RIGIDEZ POR 
CHOLESKI. 

1 

CALCULO DAS A<;:OES DE EXTREMIDADE DOS ELEMENTOS, 

EM ESPECIAL AS FOR<;:AS AXIAIS, E CALCULO DAS 

REA<;:OES DE APOIO. OBS: EM TEORIA DE PRIMEIRA ORDEM. 

l 

0 
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0 
l 

ORDEM=S. 
DESEJA CARGA 

CRJTICA? 

l SIM 

NAO 

PROCURA-SE A BARRA CRlTICA, OU SEJA, A BARRA COM 

MAIOR ESFOR<;:O DE COMPRESSAO Psarra critica . CALCULA 

4PEuler 
Wmax = ; FAZ WAINIC = 0 E WBINIC = WMAX ' 

PBarra critica 

PARA OBTER 0 PARAMETRO INICIAL "W" MUL TIPLICADOR 

DAS CARGAS. (ZERA 0 NCICLOS=O) 

l 

- (WA + WB) 
OBTEM 0 PARAMETRO MUL TIPLICADOR: W = ; 

2 
INCREMENTO DO (NCICLOS+1); INCREMENTA-SE COM "W" 0 
VETOR DAS A<;:OES COMBINADAS, OS DESLOCAMENTOS E 
AS A<;:OES DE EXTREMIDADE. 

l 

0 
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0) 
1 

MONTAGEM DAS MATRIZES DOS ELEMENTOS DE BARRA 
AFETADAS PELAS FORyAS AXIAIS. OBS: MATRIZES COM 

P ;e 0, EM TEORIA DE SEGUNDA ORDEM. FAZ-SE AUX1=0. 

1 
MONTAGEM DA MATRIZ DE RIGIDEZ DO SISTEMA AFETADA 

PELAS FORyAS AXIAIS. OBS: MATRIZES COM P ;e 0, EM 
TEO RIA DE SEGUNDA ORDEM. 

1 
DECOMPOSiyAO DA MATRIZ DO SISTEMA POR CHOLESKY. 
VERIFICA SEA MATRIZ E DEFINIDA POSITIVA. 
SE DEF. POS.=> INS=1 ; SE NAO DEF. POS. => INS=O. 

1 SIM 

(INS=O) 
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-® 
NAO 

1 (INS=1) 



0 
1 

OBTEM-SE OS DESLOCAMENTOS GLOBAIS PROVOCADO 

PELAS A<;6ES COMBINADAS INCREMENTADAS POR "W", EM 
TEORIA DE SEGUNDA ORDEM. 

1 

NOVOS ESFOR<;OS AXIAIS PARA 0 MESMO CARREGAMENTO 

QUE PRODUZIRAO NOVOS EFEITOS AXIAIS NA MATRIZ DE 
RIGIDEZ. 

1 
COMPARA<;AO DOS DESLOCAMENTOS ATUAIS DO SISTEMA 

COM OS ANTERIORES. VERIFICA<;AO DA CONVERGENCIA 
DOS DESLOCAMENTOS; SE SIM FAZ-SE AUX1=1; SE NAO 
FAZ-SE AUX1=0. 

1 
SIM 

(AUX1 =1) 

NAO 

1 (AUX1 =0) 

0 
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0) 
l 

TROCA DOS LIMITES DE PESQUISA DO PARAMETRO 
MUL TIPLICADOR; PARA INS=O, ESTRUTURA INSTAVEL FAZ­
SE WB=W; PARA INS=1, ESTRUTURA ESTAVEL FAZ-SE WA=W 

l 
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NAO 

l 
CALCULA A DIFEREN<;A ENTRE OS LIMITES DE PESQUISA 
DO PARAMETRO "W" COMPARADO COM "TOL": SE NAO FAZ­

SE AUX2=0; SE SIM FAZ-SE AUX2=1. 

NAO 

(AUX2=0) 

I 

l 

l 

0 

SIM 

(AUX2=1) 

I 



0 
1 

VERIFICA-SE 0 NCICLOS>50; SE SIM FIM DO PROCESSO; SE 
NAO TEM-SE DUAS SA[DAS: PARA AUX2=1 CONTINUA 0 
PROCESSO MAS PARA AUX2=0 FIM DO PROCESSO. 

1 

NAO 
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NCICLOS>50 

AUX2=0 
-® 

1 SIM 

0 VALOR DO PARAMETRO CR[TICO FOI ENCONTRADO: 

WcRIT = W . IMPRIME 0 VALOR DEWcRIT E 0 NCICLOS. 

CALCULA PcRIT [i] E PARAMETRO DE FLAMBAGEM DADO 

POR: K[i] = PEuler [i] PARA CADA ELEMENTO. 

PcRIT [i] 

l 

FIM 



CAPiTULO Ill 

INSTABILIDADE DE ESTRUTURAS 

TRIDIMENSIONAIS 

3.1 - INTRODUCAO 

Este capitulo aborda estruturas tridimensionais constituidas por 

barras deformaveis em seu plano e fora dele. Estas barras sao admitidas 

como deformaveis por flexao, por fon;:a axial e por fon;:a cortante. 

Apresenta-se aqui o desenvolvimento da formulac;;ao das func;;oes de rigidez 

tridimensionais, bem como o fluxograma do programa de computador para 

analise de instabilidade de porticos tridimensionais, em teoria de segunda 

ordem, com as func;;oes de rigidez tridimensionais. 

3.2- SISTEMA DE REFERENCIA 

3.2.1- SISTEMA DE REFERENCIA GLOBAL DE EIXOS PARA 

ESTRUTURAS TRIDIMENSIONAIS 
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0 sistema de refen3ncia global de eixos adotado para o caso de 

estruturas tridimensionais sera dextrorso, com eixos "xG"· "yG"· "zG" e origem 

"0" num ponto qualquer. 0 eixo "xG"· horizontal, sera orientado da esquerda 

para a direita, o eixo "yG"• vertical, sera orientado de baixo para cima, 

conforme mostrado na Fig.lll-1. 

3.2.2· SISTEMA DE REFERENCIA LOCAL DE EIXOS PARA 0 

ELEMENTO DE BARRA 

0 sistema de referencia local de eixos adotado para o elemento de 

barra "i" sera dextrorso, com eixos "x". "y". "z" e origem "0;'' no n6 inicial "j" 

da barra "i", no centro de gravidade da segao transversal da barra, conforme 

mostrado na Fig.lll-1. 

Figura 111-1 Sistema de Referencia Tridimensional. 
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Para facilitar a visualiza<;ao o eixo "0(' sera lido como 

coincidente como eixo "0", assim "0;=0". 0 eixo "x" sera o proprio eixo da 

barra orientado do n6 inicial "j" para o n6 final "k". Para estabelecer as 

dire<;6es para os eixos "y" e "z" devido a muitas possiveis escolhas convem 

tomar o eixo "z" horizontal, ou seja, pertencente ao plano formado pelos 

eixos "xG" e "zG"· Assim, conclui-se que o eixo "y" se localiza 

perpendicularmente ao plano definido pelos eixos "x" e "z". Para especificar 

a posi<;ao dos eixos sera tornado um angulo de giro em torno de "x". Assim, 

para visualizar melhor como se mede tal angulo, considere as tres 

sucessivas rota<;oes dos eixos da estrutura (eixos globais) para os eixos da 

barra (eixos locais): as primeiras duas rota<;oes do angulos "W' em torno do 

eixo "yG" e "y" em torno do eixo "zp"· A terceira transforma<;ao consiste numa 

rota<;ao atraves do angulo "a" em torno do eixo "x", fazendo com que os 

eixos se tornem coincidentes com os eixos da barra "y" e "z". A defini<;ao 

destes angulos se torna importante quando for realizada a programa<;ao da 

matriz de rota<;ao da estrutura. 

3.3- MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO DE BARRA COM 

FUN<;OES DE RIGIDEZ TRIDIMENSIONAIS 

A matriz de rigidez do elemento com fun<;6es de rigidez 

tridimensionais, tambem chamadas de fun<;6es de estabilidade 

tridimensionais, serao desenvolvidas aqui. Os coeficientes de rigidez do 

elemento tridimensional consideram simultaneamente as deforma<;6es por 

for<;a axial, por for<;a cortante, por flexao e tor<;ao, alem dos efeitos da nao­

linearidade geometrica em teoria de segunda ordem. 
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3.3.1 - DEDU<;AO DAS EQUA<;OES DIFERENCIAIS 

Com o proposito de diminuir o peso proprio das estruturas metalicas 

come<;ou-se a reduzir as espessuras das paredes das barras criando o 

grupo das barras com se<;ao delgada. Entretanto estas barras passaram a 

apresentar problemas de instabilidade. A partir da teoria para barras de 

se<;ao delgada, proposta por VLASSOVI' 7
1 em 1940, houve urn avan<;o no 

estudo da resistencia dos materiais. Constatou-se que e possivel obter o 

mesmo modulo de resistencia com uma espessura da parede da barra 

menor, reduzindo desta forma o seu peso proprio, MORI118l. 

A Fig.lll-2 mostra uma barra generica com se<;ao transversal 

constante ao Iongo de "x", cuja estabilidade sera estudada. Sao 

consideradas duas hipoteses basicas de calculo na dedu<;ao das equa<;6es 

diferenciais. A primeira hipotese e que a barra e considerada rigida em seu 

plano "z-y", ou seja, a se<;ao transversal projeta-se indeformada no seu 

plano "z-y" apos a deforma<;ao da barra. A segunda hipotese e que a 

superficie definida pela linha do esqueleto e pela perpendicular a se<;ao 

transversal, chamada de superficie media, nao sofre distor<;ao, ou seja, sao 

admitidas apenas transla<;6es e rota<;6es da se<;ao inteira sendo que os 

deslocamentos sao admitidos apenas na dire<;ao longitudinal da pe<;a. 

Figura 111-2- Barra Generica. 

p ---
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Serao admitidos deslocamentos lineares "u", 'V' e "w" 

respectivamente nas direyoes e sentidos dos eixos "x", "y" e "z" e o 

deslocamento angular "~" em torno do eixo "x". Os deslocamentos "u", 'V' e 

"w" pod em ser escritos como funyoes de "x". "y" e "z". Com base na hip6tese 

de que a barra e considerada rigida no plano "z-y" pode-se admitir que os 

deslocamentos serao funyoes apenas de "x". Os eixos y· e "z" sao eixos 

principais de inercia da seyao transversal. 

Sera adotado para referencia dos deslocamentos o ponto "D", 

coincidente com o centro de toryao da sec;:ao transversal. 0 centro de torc;:ao 

e definido como um ponto pertencente ao plano da sec;:ao pelo qual 

passando a resultante das cargas transversais nao ocorre torc;:ao. Assim, os 

deslocamentos da barra serao escritas em relac;:ao a ele atraves das 

func;:oes: 

v0 (x) : deslocamento do centro de torc;:ao na direc;:ao dey; 

w0 (x) : deslocamento do centro de torc;:ao na direc;:ao de z; e. 

~(x) : rotac;:ao da seyao em torno de um eixo longitudinal passando pelo 

centro de toryao; 

Admitindo-se o carregamento composto por duas foryas longitudinais 

aplicadas nas seyoes extremas com excentricidade "a" e "b" em relayao aos 

eixos y· e "z", respectivamente, obtem-se os esforc;:os solicitantes, em teoria 

de primeira ordem: 

M =Pb y (3.1) 

M =Pa z 
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A tensao normal "cr" admitinda ser positiva no caso da tragao e dada 

por: 

(3.2) 

sendo "N" a forga normal; "M/ e "Mz" os mementos fletores, conforme 

eq.(3.1 ), "B" o bimomento, "Ax" a area da segao transversal, ''ly" e '\" os 

mementos principais de inercia, "Jro" o momenta setorial de inercia e "w" urn 

valor generico da area setorial com polo no centro de torgao "D". 

Para a dedugao das equagoes diferenciais nao sera considerado o 

efeito do bimomento, portanto a eq (3.2) passa a ser: 

(3.3) 

Utilizando a conhecida relagao da resistencia dos materiais entre o 

momenta fletor e a segunda derivada do deslocamento obtem-se as flexoes 

nos pianos "x-y" e "x-z". Para a rotagao em torno do eixo "x" a teoria da 

flexo-torgao apresenta a relagao correspondente a torgao. Desta forma, tem­

se: 

(3.4) 

sendo "J," o momenta de inercia a torgao da segao, "M," o momenta torgor, 

"E" o modulo de elasticidade do material, e "G" o modulo de elasticidade 

transversal. Salienta-se que as eq.(3.4) sao validas apenas no regime 

elastica onde o modulo de elasticidade permanece constante. 
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Derivando-se as duas primeiras equa<;:oes da eq.(3.4) duas vezes e 

uma vez a ultima, obtem-se: 

El v ""= p z D y 

El w ""= p y D z 
(3.5) 

EJ """-GJ ""= -m ro 't' t 't' 

A primeira derivada do momento permite calcular a cortante e a 

segunda derivada permite calcular as for<;:as transversais distribuidas "py" e 

"pz". Estas for<;:as sao consideradas positivas quando no sentido dos 

respectivos eixos. 0 momento tor<;:or distribuido "m", resultante da derivada 

do momento tor<;:or, e considerada positiva quando no sentido horario para 

um observador olhando no sentido positivo do eixo "x". A barra generica em 

estudo possui apenas for<;:as axiais aplicadas nas extremidades, portanto: 

m=O 

Py = 0 

Pz = 0 

(3.6) 

Pode-se realizar o estudo em teoria de segunda ordem, ou seja, o 

estudo do equilibrio na posi<;:ao deslocada considerando-se os acrescimos 

nas cargas distribuidas provocadas pelos esfor<;:os axiais, RACHID E 

MORJ1' 91 (1989). Denomina-se por CDY o acrescimo de carga distribuida na 

dire<;:ao de "y", CDZ o acrescimo de carga distribuida na dire<;:ao "z" e CTD o 

acrescimo de momento tor<;:or distribuido. Desta forma, da eq (3.5) e eq 

(3.6), tem-se: 

Elz v0 ""= CDY 

(3.7) 
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A flg.lll-3 mostra um elemento de volume "dSdx" e os seus 

deslocamentos. A flg.lll-4 mostra, para a determina9ao de COY, que a for9a 

adicional na dire9ao de "y" e dada por: 

-cr dS v' + cr dS ( v' + dv' ) = cr dS dv' 

Oistribuindo em "dx" obtem-se: 

ds dv' dS " cr -=cr v 
dx 

v+dv 

v 

w+dw 

dS 

Figura 111-3- Elemento de Volume "dSdx". 

A carga distribuida na dire9ao de "y", COY, vale: 

COY= fcr v" dS (3.8) 
s 
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ex 

L.__:...._:....____.JI-

v-~ cv 

cr dS 
- v'+ dv' 

v 

-
cr dS 

Figura 111-4- Acrescimo na CDY. 

Analogamente para a dire<;:ao "z" obtem-se: 

CDZ = fa w" dS (3.9) 
s 

0 acrescimo no momenta tor<;:or distribuido, CTD, e obtido 

considerando que as resultantes infinitesimais por unidade de comprimento 

CDY e CDZ dado pela eq (3.8) e eq (3.9), respectivamente, estao aplicadas 

no ponto" Q" ", ver Fig. 111-5, da posi<;:ao deslocada. 

-t~~CG 
0 -t-yD! y 

Vc; 
u 

WG 

----~~~--u--~ v __!__ 

crw"dS 

crv"dS 

Figura 111-5- Acrescimo na CTD. 
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Estao indicados na fig. 111-5, as distancias destas resultantes ate a 

nova posic;:ao " D' " do centro de torc;:ao. Desta forma, o acrescimo no 

memento torc;:or distribuido fica: 

CTD = f[cr w" (y- yd + v- vd)-cr v" (z- z, +W- wd)~S 
s 

(3.1 0) 

Seja o deslocamento de urn ponto generico "Qy_z" do esqueleto, 

utilizado para vincular "v", "w" e "~" mostrado na Fig. 111-6. Este 

deslocamento e tido como a superposic;:ao de uma translac;:ao e uma rotac;:ao 

da sec;:ao. A translac;:ao e representada pela passagem de urn ponto 

generico de "Q" para urn outro ponto " Q' " e e representada por duas 

componentes "v0 " e "w0 ". A rotac;:ao e representada pela rotac;:ao em torno do 

ponto" D' ", ou seja, passa de "D'Q' "para "D'Q" "atraves de urn angulo "~"­

Observe-se que o sinal negative de "w," e devido ao seu deslocamento ser 

contrario ao eixo "z", assim obtem-se: 

Por superposic;:ao de "v," e "w,", obtem-se: 

(3.11) 

Utilizando a eq.(3.11) na eq.(3.1 0), resulta: 

CTD= Jcrw"(y-y0 )dS- Jcrv"(z-z0 )dS+ 
s s 

Jcrw"Hz-z0 )dS+ Jcrv"Hy-y0 )dS 
(3.12) 

s s 
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z CG 

y 

Q" 

D(y
0

• Yo); Centro de Tor~6o 

Figura 111-6- Deslocamento de urn Ponto Generico. 

As tun96es "v", "w" e "~" sao consideradas suficientemente pequenas, 

dentro das aproxima96es da teoria de segunda ordem, para que os 

quadrados e os produtos das tun96es e derivadas possam ser desprezados. 

Desta forma, a eq.(3. 12) se torn a: 

CTD= Jcrw"(y-y0 )dS- Jcrv"(z-z0 )dS (3. 13) 
s s 

Atraves da expressao de COY, CDZ e CTD dado pelas eq.(3.8), 

eq.(3.9), eq.(3. 13), respectivamente, e da substitui9ao de "v" e "w" dados 

pela eq.(3. 11) na eq.(3.7), obtem-se: 

Elzvo""= Jcr[vo +(Z-Z 0 )~]"dS 
s 

Elyw 0 ""= Jcr[wo -(Y-YoH]"dS (3. 14) 
s 
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EJw<jJ""-GJ,<jJ"=- fa [ Wo - (y- Yo) <jJ ]" (y- Yo) dS + 
s 

fa [vo +(z-z0 )<P]"(z-z0 )dS 
s 

Substituindo o valor de "a" dado pela eq.(3.3) e derivando como 

indicado na eq.(3.14 ), resulta: 

ou: 

E1
2
v0 ""= AN v0 " fdS + _.!'i_<jJ" fzdS - N <jJ"z0 fdS+ 

, s A, s A, s 

M M I M _z Vo" JydS + _z $" y zdS - _z Zo $" JydS + 
lz S lz S lz S 

M M M 
_Y V0 " fzdS + _Y <jJ" fz2dS- _Y Z0 <jJ" fzdS 
ly s ly s ly s 

lntegrando e lembrando que IY = fz 2 dS e que os momentos 
s 

estaticos f z dS, f y dS e o momento de inercia centrifugo e f y z dS sao 
s s s 

nulos quando calculados em rela<;ao aos eixos principais de inercia, resulta: 

El v ""=Nv "-Nz A."+M "" z D 0 D't' y't' 
(3.15) 

Analogamente, substituindo o valor de "a" dado pela eq.(3.3) e 

realizando as opera<;oes de deriva<;ao e integra<;ao indicadas na segunda 

eq.(3.14 ), obtem-se: 

El w ""= N w "+ N y ""- M "" y D D D't' z't' (3.16) 

Para a terce ira eq.(3.14 ), obtem-se: 
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Multiplicando, resulta: 

Sendo: 

EJro$'"'-GJ,$" = 

~v 0 " IzdS + ~$" Iz 2 dS- 2~z 0 $" IzdS- ~z 0 v0 " Ids+~ z~ $"IdS 
A, s A, s A, s A, s A, s 

+ Mz v
0

" IyzdS+ Mz $" Iyz2dS-2Mz z
0 

$" IyzdS- Mz Z
0 

V
0

" IydS 
lz S lz S lz S lz S 

M M M M 2 

+-z z~ $" IydS+-Y v0 " Iz2dS+-Y $" Iz3dS-2-Y Z0 $" Iz dS 
lz S IY S ly S IY s 

M M N N 
__ Y z0 v0 " IzdS + _Y z~ $" IzdS- -w0 " I ydS + -$" IY 2 dS 

ly s IY s A, s A, s 

- 2~Yo$" IydS +~Yo W0 " Ids+~ y~ $"IdS- Mz w0 " Iy2dS 
A, s A, s A, s lz s 

+ Mz $"I y3dS- 2 Mz Yo $"I y2dS + Mz Yo Wo" I ydS + Mz Y~ $"I ydS 
lz S lz S lz S lz S 

M M M M 
- _Y w0 " I yzdS + _Y $"I y2zdS- 2-Y Yo $"I yzdS + _Y Yo W0 " IzdS 

ly s ly s ly s ly s 

M 
+-Y y~ $" IzdS 

ly s 

lntegrando, tem-se: 



97 

EJW ~""-GJ,~"= 

N M M 
-""1 -Nz v "+Nz2 ""+-z ""fyz2dS+M v "+-Y ""fz3dS-A 't' y 0 0 O't' I 't' y 0 I 't' 

X Z $ Y S 

N M I 2M z ""+-1 ""+Ny w "+Ny2 ""-M w "+-z "" y3dS-
Y O't' A z't' 0 0 O't' z 0 I 't' 

X Z S 

M 
2Mz Yo ~"+-f~"Jy 2 

zdS 
y s 

(3.17) 

0 raio de gira<;ao polar em rela<;ao ao centro de tor<;ao, "i0 ", e dado 

por: 

2 2 2 I + lz 
io =Yo +Zo +-Y­

Ax 
(3.18) 

As caracteristicas geometricas da se<;ao dadas par "K/' e "Kz" sao 

definidas par: 

(3.19) 

Reagrupando a eq.(3.17), resulta: 

EJW ~""-GJ,~"= 

[ Y
2 

+Z
2 
+-

1
-1 +-

1
-1 ]N""-2M z ""-2M y ""+ o o A y A z 't' y o't' z o~· 

X X 

MA"[ .2. fy 3
dS+ 

1 Jyz 2 dS]+MY~"[.2. fz
3
dS+ 

1 
fy 2 

zds]-
lz S lz S ly S IY S 

N z v "+ M v " + N y w " - M w " DO yO DD zD 

E utilizando as eq.(3.18) e eq.(3.19), tem-se: 



EJro ~" "-GJ,~" = 

Ni
2 

"'"-2M z "'"-2M y "'"+M "'"2K +M "'"2K -0 'f y D 'f z D '+' z'f y y't' z 

N z v "+ M v " + N y w " - M w " 00 yO DO zD 

Reagrupando os termos, obtem-se: 

EJro~'"'-GJ,~"= [N i~ + 2 MY ( Kz- Z0 ) + 2 Mz (Ky- Yo )j ~" + 

(My -Nz0 )v0 "-(Mz -Ny0 ) w 0 " 

98 

(3.20) 

Portanto, o sistema de equa<;:oes diferenciais procurado sera dado 

pelas eq.(3.15), eq.(3.16) e eq.(3.20). Assim: 

El v '"'-Nv "+(Nz -M )"'"=0 z D D 0 y 'f 

El w ""-Nw "-(Ny -M )"'"=0 y 0 D D z 'f 

EJro~""- [N i5 + 2 MY ( Kz- z0 ) + 2 Mz (Ky- Yo)+ GJ,] ~" 

-(My -Nz0 )V 0 "+(Mz-Ny0 ) W 0 "=0 

(3.21) 

0 sistema de equa<;:oes lineares a coeficientes constantes, dado pela 

eq.(3.21 ), e valido para os casos de solicita<;:ao por momenta fletor 

constante e for<;:as longitudinais em barras prismaticas, RACHID E MORI 1
20

1 

(1993). A perda de estabilidade neste caso pode ocorrer de tres modos. A 

primeira e atraves da instabilidade por flexao na dire<;:ao do eixo "z" e na 

dire<;:ao do eixo "y" tida como flambagem de Euler. A segunda atraves da 

instabilidade por tor<;:ao caracterizada pela rota<;:ao "~" em torno do centro de 

tor<;:ao "0". E a terceira por instabilidade lateral caracterizada pela flexao e 

tor<;:ao, simultaneamente. 

A resolu<;:ao deste sistema de equa<;:oes diferenciais ordinarias, 

homogeneas e de coeficientes constantes, eq.(3.21 ), conduz basicamente a 

dois tipos de solu<;:oes: problema de auto-valores e problema de segunda 

especie. Por problema de auto-valores entende-se que nao e possivel 
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determinar a equa<;:ao da elastica, apenas sua forma porque nao e possivel 

determinar as constantes multiplicadoras. 0 valor critico do carregamento e 

obtido atraves das condi<;:oes de contorno. Por problemas de segunda 

especie entende-se aquele em que a equa<;:ao da elastica e determinada 

para qualquer carregamento sendo que para o carregamento definido como 

carregamento ultimo as fun<;:oes que definem a elastica degeneram para 

valores infinitos. 

A resolu<;:ao do sistema de equa<;:oes diferenciais dado pela eq.(3.21 ), 

nao sera enfocada neste trabalho devido as simplifica<;:oes admitidas nas 

hip6teses da analise proposta. Com base na hip6tese de se<;:ao duplamente 

simetrica resulta que: 

Yo =Zo =0 

·2 
lo = 

A, 

+ lz 

K =K =0 y z 

Considere, tambem, uma se<;:ao com area setorial nula de modo que: 

J = 0 ro 

Por fim, considerando a for<;:a aplicada sem excentricidade, portanto, 

a=b=O, obtem-se um sistema com tres equa<;:oes desaclopadas. Para um 

carregamento de compressao centrada tem-se: 

(3.22) 

As equa<;:oes desaclopadas sao obtidas da eq.(3.22) em eq.(3.21 ), 

assim tem-se: 

Elz V 0 ""+ P v0 " = 0 
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(3.23_a) 

Pelo fato de se considerar as derivadas dos deslocamentos 

transversais como despreziveis, as equayoes ficam simplificadas e podem 

ser escritas como: 

El, V0 "+PV0 =0 

Ely w0 "+ P w0 = 0 

[Pi~ - GJ,j ~ = 0 

(3.23_b) 

Estas sao as equayoes diferenciais que serao utilizadas neste 

trabalho para o desenvolvimento das funyoes de rigidez tridimensionais. 

3.3.2- FORMULA<;AO DA MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO DE 

BARRA TRIDIMENSIONAL CONSIDERANDO 0 EFEITO DA 

FOR<;AAXIAL 

Continuando a assumir que quando as tensoes se mantem 

proporcionais as deformayoes e valendo a hip6tese de pequenos 

deslocamentos, as fungoes de rigidez tridimensionais tambem podem ser 

consideradas exatas. A influencia da forga axial e os efeitos da forga 

cortante nas deformagoes serao consideradas na dedugao das fungoes de 

rigidez tridimensionais. 

Na Fig.lll-7 e esquematizado o sistema de coordenadas para uma 

barra de sec;ao prismatica engastada nas extremidades. 
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Figura 111-7 Sistema de Coordenadas para o Caso Tridimensional. 

A Fig.lll-8 mostra a matriz de rigidez que relaciona os deslocamentos 

"0" com os esfon;:os "F", analogamente ao procedimento usado no caso 

plano descrito no capitulo II. 

Utilizando-se a nota~tao tradicional para as caracteristicas 

geometricas da seyao e propriedades elastica do material. Os coeficientes 

tambem serao deduzidos numa forma sistematica, com o prop6sito de 

programayao para computadores. 



SKG = 

S1 0 0 0 0 0 -S1 0 0 0 0 

0 S2 0 0 0 S3 0 -S2 0 0 0 

0 0 S4 0 -S5 0 0 0 -S4 0 -S5 

0 0 0 S6 0 0 0 0 0 -S6 0 

0 0 -S5 0 S7 0 0 0 S5 0 sa 
0 S3 0 0 0 S9 0 -S3 0 0 0 

-S1 0 0 0 0 0 S1 0 0 0 0 

0 -S2 0 0 0 -S3 0 S2 0 0 0 

0 0 -S4 0 S5 0 0 0 S4 0 S5 

0 0 0 -S6 0 0 0 0 0 S6 0 

0 0 -S5 0 sa 0 0 0 S5 0 S7 

0 S3 0 0 0 S10 0 -S3 0 0 0 

Figura 111-a Matriz de Rigidez da Barra com Func;;oes de Rigidez 

Tridimensionais. 
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0 

S3 

0 

0 

0 

S10 

0 

-S3 

0 

0 

0 

S9 

Considere esta barra prismatica engastada em ambas as 

extremidades designadas por "j" e "k", como mostrado na Fig 111-7. Os 

coeficientes de rigidez para a barra engastada sao os esfon;:os exercidos 

sobre a barra pelas restric;;oes, quando sao impostos a cada extremidade da 

barra deslocamentos unitarios (translac;;oes e giros). Para a determinac;;ao 

dos coeficientes de rigidez sao impostos deslocamentos unitarios de 

transla<;:ao na diregao do eixo "x", transla<;:ao na diregao do eixo "y", 

translagao na diregao do eixo "z", rota<;:ao em torno do eixo "x", rotac;;ao em 

torno do eixo "y" e rotagao em torno do eixo "z" em ambas as extremidade 

da barra. Os deslocamentos unitarios sao considerados como produzidos 

um de . cada vez, enquanto que todos os outros deslocamentos de 

extremidade se mantE~m nulos. Os sentidos positivos das tres transla<;:oes e 

das tres rota<;:i:ies em cada extremidade da barra estao indicados na Fig.lll-

7. Como resultado, destes deslocamentos, obtem-se os valores nao nulos 
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da matriz da Fig.lll-8. Na Fig.lll-9 sao ilustrados os seis tipos basicos 

possiveis de deslocamentos. 

Sl 
_____ k ~ __::__: XM 

S6 k - SS XM 

~------~--

(c) (d) 

S3 

-55 - ss 

Figura 111-9 Estados de Deslocamento: (a)Translac;;ao Unitaria na Direc;;ao do 

Eixo X; (b) Translac;;ao Unitaria na Direc;;ao do Eixo Y; (c) Translac;;ao 

Unitaria na Direc;;ao do Eixo Z; (d ) Giro Unitario em relac;;ao ao Eixo X; (e) 

Giro Unitario em relac;;ao ao Eixo Y; (f) Giro Unitario em relac;;ao ao Eixo Z. 

0 coeficiente "S 1" e o valor da rigidez axial da barra. Este coeficiente 

nao e afetado com a presenc;;a do esforc;;o normal "P", Fig.lll-9(a). Assim, 

tem-se que S, = -8 71 = S1 . 
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Adotando a nota<;:ao tradicional para as caracterfsticas geometricas 

da se<;:ao e propriedades elasticas do material e lembrando da resistencia 

dos materiais, tem-se: 

Para um deslocamento unitario t.L=1, obtem-se o valor do coeficiente 

S1 dado por: 

S1 = EA, 
L 

(3.24) 

0 coeficiente S44 = -S104 = S6 sao afetados pelo valor da for<;:a 

normal "P", Fig.lll-9(d). Para se obter a equa<;:ao relativa ao momento tor<;:or 

considere a terceira equa<;:ao da eq.(3.4) e da eq.(3.21 ). 

A terceira equa<;:ao da eq.(3.4), mostrada abaixo, traz o momento 

tor<;:or total, "M."', em teoria de primeira ordem dado por duas parcelas: a 

parcela relativa a flexo-tor<;:ao, EJw$"', e a parcela relativa a tor<;:ao livre GJ,$'. 

(3.4) 

A terceira equa<;:ao da eq.(3.21 ), mostrada a baixo, ao ser integrada 

uma vez, traz o momento tor<;:or total em teo ria de segunda ordem: 

EJ w $"" - [ N i~ + 2 MY ( K, - Z0 ) + 2 M, (K Y - y 0 ) + GJ,] $" 

-(My -Nz0 )v0 "+(M, -Ny 0 ) W
0

" 0 
(3.21) 

lntegrando-se uma vez, e lembrando que Jw=O, Kz=Kv=O, z0 =Yd=O, e 

fazendo N=P sendo "P" positivo considerado de tra<;:ao tem-se: 

(3.25) 
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Onde "i0 " e o raio de gira<;:ao da se<;:ao transversal e "M/' e o 

momento tor<;:or em teoria de segunda ordem na extremidade "j" e "k". 

Chamando de "~/' e "~k" as rota<;:oes em torno do eixo "x" nas 

extremidades "j" e "k" respectivamente, resulta: 

(3.26) 

(3.27) 

Fazendo, (~k- ~;) = 1 como_ deslocamento relativo unitario, pode-se 

obter o coeficiente de rigidez "S6", desta forma tem-se: 

S - -S - S6 = GJ, +Pi~ 
44 - 10 4 -

L 
(3.28) 

0 valor de "P" deve entrar na eq.(3.28) com sinal negativo para 

compressao e positivo para tra<;:ao. 

Fazendo a somat6ria dos momentos no n6 inicial da barra, ao se 

aplicar urn deslocamento unitario na dire<;:ao do eixo "y", conforme mostrado 

na Fig.lll-9(b), obtem-se: 

S3 + S3 - S2L + 1P = 0 

52
= 2S3+P 

L 

(3.29) 

(3.30) 

Observa-se que a eq.(3.30) e igual a eq.(2.3), portanto OS 

coeficientes "S2" e "S3" do caso tridimensional sao os mesmos "S2" e "S3" 

do caso plano. 
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Fazendo agora, a somat6ria dos mementos no n6 inicial da barra, ao 

se aplicar um deslocamento unitario na dire~tao do eixo "z", conforme 

mostrado na Fig.lll-9(c), obtem-se: 

-S5- S5 + S4L-1P = 0 

84 
= 2S5+P 

L 

(3.31) 

(3.32) 

Observa-se que a eq.(3.32) e semelhante a eq.(2.3), diferindo no fato 

que para este caso tridimensional o deslocamento unitario e na direifao do 

eixo "z", portanto, momento de inercia passa a ser em relagao ao eixo "y" e 

nao mais no eixo "z". Assim, os coeficientes "S2" e "S3" do caso plano sao 

semelhante ao "S4" e "S5" do caso tridimensional, respectivamente. Os 

coeficientes "S2" e "S3" do plano apresentam momento de inercia em 

relaifao ao eixo "z", enquanto "S4" e "S5" do caso tridimensional 

apresentam momento de inercia em relaifao ao eixo "y". 

Fazendo-se a somat6ria de mementos no n6 inicial da barra, ao se 

aplicar um giro unitario do eixo "y" para o estado de deslocamento dado pel a 

Fig.lll-9(f), obtem-se: 

S9 + S1 0- S3L = 0 (3.33) 

S10 = S3L- S9 (3.34) 

Observa-se que a eq.(3.34) e semelhante a eq.(2.5), portanto os 

coeficientes "S9" e "S 1 0" do caso tridimensional sao iguais ao coeficiente 

"S4" e "S5" do caso plano, respectivamente, com os momento de inercia em 

relagao ao mesmo eixo "z", pois o giro ocorre em "y" para ambos os casos. 
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Fazendo-se a somat6ria dos mementos no n6 inicial da barra, ao se 

aplicar urn giro unitario do eixo "z" para o estado de deslocamento dado pela 

Fig.lll-9(e), obtem-se: 

87 + 88 - 85L : 0 (3.35) 

88: 85L-87 (3.36) 

Observa-se que a eq.(3.36) e semelhante a eq.(2.5), diferindo no fato 

que para este caso tridimensional o giro unitario e no eixo "z", portanto, 

momento de inercia passa a ser em rela<;ao ao eixo "y" e nao mais no eixo 

"z". Assim, os coeficientes "84" e "85" do caso plano sao semelhante ao 

"87" e "88" do caso tridimensional, respectivamente. Os coeficientes "84" e 

"85" do plano apresentam momento de inercia em rela<;:ao ao eixo "z", 

enquanto "87" e "88" do caso tridimensional apresentam momento de 

inercia em rela<;:ao ao eixo "y". 

Portanto, a matriz de rigidez para o caso tridimensional esta montada 

baseada nos coeficientes de rigidez do caso plano. 0 desenvolvimento dos 

coeficientes de rigidez para o caso tridimensional segue a mesma 

formula<;:ao do capitulo II. 

3.4 -FUN~OES DE RIGIDEZ PARA 0 CASO TRIDIMENSIONAL 

A Tabela 111_1, traz urn resumo dos coeficientes de rigidez para 

facilitar a montagem das matrizes de rigidez do elemento de barra 

tridimensional com seus termos representados por fatores que podem ser 

alterados conforme a condi<;:ao de influencia da for<;:a cortante ou sob 

varia<;:ao da for<;:a axial. 



108 

Tabela 111-1 Func;:oes de Rigidez de Barra com lnterac;:ao entre Forc;:a Axial; Forc;:a 
Cortante, Flexao e Torc;:ao 

51 Compressao (P < 0) (P=O) Trac;:ao (P > 0) 
p 

51 EAx EAx EAx 

L L L 
52 El, a2 a; sen a,L 12 E I~ El, a2 a; senh a,L 

~cz L3 
~., 

53 El, a a; (1- cos a,L) 6 El~ El, a a; (cosh a,L -1) 

~cz 
L2 

~tz 

54 ElY a
2 
a~ sen a,L 12 E I~ ElY a

2 
a/ senh aYL 

~cy L3 ~ty 

55 Ely a a~ (1-cos a,L) 6 El~ El, a a; (cosh a,L -1) 

~cy 
L2 

~ty 

56 GJ, +Pi~ GJ, GJ, +Pi~ 

L L L 
57 El,aY(senaYL- aaYLcosa,L) Ei' El,aY(aa,Lcosha,L- senhaYL) 

(4+k,)~ 
~cy ~ty 

58 El, a, ( aa,L- sen a, L) ( ) El~ El, aY (senh a,L-aaYL) 

~cy 

2-k, -L-

~ty 

59 El,a,(sena,L- aa,Lcosa,L) ( ) El~ El,a,(aa,Lcosha,L- senha,L) 
4+k, --

~cz 
L ~tz 

510 El, a, (aa,L-sen a,L) {2 -k,) ~I; El, a, (senh a,L-aa,L) 

~cz ~tz 

~cz = 2- 2cosa,L- aa,L sen a,L ~., =2-2cosha,L+aa,Lsenha,L 

~cy = 2-2 cos a,L- aa,L,sen aYL ~., = 2- 2coshaYL + aaYLsenhaYL 

cP ,2 I, +I, 
a= 1+-- lo=--

GAx A, 

I' = 1, k = 12cEI, 
z (1+k,) ' GA L2 

' 
, I, 12cEI, 
I = k = 
y (1+k,) ' GA L2 

y 

a,=~ a~i, a -y-Jl 
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3.5- PROCESSO DE DETERMINACAO DA INST ABILIDADE DE 

PORTICO TRIDIMENSIONAL ( CARGA CRITICA) 

A matriz de rigidez de um elemento de barra [SK
8

]; dada pela Fig.lll-8 

relaciona o vetor dos esfon;:os {F}j com o vetor dos deslocamentos {DL}i nas 

coordenadas locais do elemento, ver Fig.lll-7. 

Portanto, a formulac;:ao matricial para o i-esimo elemento da estrutura 

fica: 

(3.37) 

A matriz de rigidez da estrutura [SKG] relaciona o vetor das ac;:6es {A} 

com o vetor dos deslocamentos {0}, nas "n" coordenadas do sistema global: 

(3.38) 

A matriz de rigidez da estrutura [SKJ pode ser obtida atraves da 

contribuic;:ao dos elementos de barra: 

(3.39) 

onde "n" e numero total de coordenadas da estrutura formada apenas por 

elementos de barra, no sistema global; "nb" e numero de elementos de 

barra; [b]i e submatriz de ordem 12xn, correspondents ao elemento "i", da 

matriz de transformac;:ao [b] de ordem 12nbxn, que relaciona os 

deslocamentos da estrutura com os deslocamentos dos elementos. 

A tecnica para determinac;:ao do carregamento critico, para o caso de 

portico tridimensional, denominado tambem de "We,/', e a mesma utilizada 

para o caso de portico plano. 



3.6 - FLUXOGRAMA DAS PROGRAMA<;;:OES PARA 

COMPUTADOR PARA 0 CASO TRIDIMENSIONAL 

I 10 

0 fluxograma, para 0 calculo do parametro crftico de instabilidade de 

porticos tridimensionais, eo mesmo utilizado para o caso de portico plano. 

0 programa sera desenvolvido em linguagem BORLAND PASCAL 

V7.0, em dupla precisao, com a finalidade de determinar as capacidades 

maximas de carregamentos nas estruturas ao atingirem os limites de suas 

estabilidades. 

0 programa sera montado em sub-rotinas que facilitam a separagao 

das etapas de calculo, alem de propiciarem melhor entendimento do 

processo. 

Caso nao se consiga convergencia em um numero de ciclos 

previamente estabelecido de 50 ciclos, mediante tambem uma precisao 

desejada previa mente estabelecida em 1 0'3, 0 programa para 0 

processamento avisando que ultrapassou o numero de ciclos previsto sem 

ter entretanto obtido convergencia. 

Atraves deste programa sera possfvel abordar estruturas 

tridimensionais constitufdas por barras de segoes transversais duplamente 

simetricas deformaveis em seu plano e fora dele. 0 programa levara em 

consideragao o efeito da nao-linearidade geometrica em teoria de segunda 

ordem com base nas fungoes de rigidez tridimensionais desenvolvidas neste 

capitulo. E tambem permitira a determinagao do carregamento critico de 

instabilidade por flexao de porticos tridimensionais com barras no regime 

elastico. 



CAPiTULO IV 

ANALISE DE INSTABILIDADE DOS PORTICOS 

TRIDIMENSIONAIS COM VJNCULOS RJGIDOS E 

ELASTIC OS 

4.1 -INTRODUCAO 

Atraves do fluxograma proposto no capitulo II, item 2.6, mas 

utilizando-se as func;;oes de rigidez tridimensionais dadas no capitulo Ill, 

foram desenvolvidos dois programas para computador: o primeiro faz a 

analise de instabilidade de porticos tridimensionais, em teoria de segunda 

ordem, no regime elastica, com as func;;oes de rigidez tridimensionais, 

denominado de programa tipo I e o segundo faz esta mesma analise 

considerando o efeito dos vinculos elasticos, programa tipo II. Estes 

programas foram utilizados na soluc;;ao de uma serie de problemas relativos 

a determinac;;ao de parametres criticos "WcR
1
/. 

Os exemplos numericos foram separados em dois tipos: no 

primeiro, utilizando o programa tipo I e no segundo utilizando o programa 
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tipo II. Os exemplos de estruturas tridimensionais analisadas 

separadamente em cada plano ou analisadas de forma globalizada tiveram 

seus resultados comparados com resultados te6ricos, resultados de 

publicac;;oes e resultados obtidos atraves do programa ANSYS V-5.2122
1. 

4.2 - PROGRAMA ANSYS V-5.2 

0 programa de computador ANSYS V-5.21221 utilizado para 

comparac;;oes de resultados utiliza o Metodo dos Elementos Finites, por isso, 

faz-se necessaria a discretizac;;ao das barras em varios sub-elementos. Os 

elementos de barra tridimensionais utilizados foram: o "BEAM4 3-D" e o 

"LINKS 3-D". 0 elemento "BEAM4 3-D" apresenta seis coordenadas por n6 

sendo tres de translac;;oes nas direc;;oes de "X", "Y" e "Z" e tres de rotac;;oes 

em torno de "X", "Y" e "Z". 0 elemento "LINKS 3-D" apresenta tres 

coordenadas por n6 sendo as tres de translac;;oes nas direc;;oes "X", "Y" e "Z". 

A carga critica e obtida apenas por flambagem elastica por flexao, pois o 

ANSYS V-5.2122
1 nao considera a flambagem por torc;;ao. lsto, juntamente 

com a necessidade de subdivisao das barras, quanto mais sub-elementos 

melhores resultados, talvez explique a divergencia de alguns resultados que 

serao apresentados. 

4.3- VINCULOS ELASTICOS 

Vinculos elasticos sao apoios com condic;;oes de restric;;oes 

intermediarias entre uma restric;;ao nula e uma restric;;ao total. Estas 

restric;;oes podem impedir parcialmente as translac;;oes nas direc;;oes dos 
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eixos "X", "Y" e "Z", como tambem, as rota<;:6es em torno dos eixos "X", "Y" e 

"Z". 0 numero de vinculos elasticos que uma estrutura pode ter e igual ao 

numero de graus de liberdade desta estrutura. assim, um n6 livre (sem 

nenhuma restri<;:ao) pode ter seis vinculos elasticos no caso tridimensional. 

Os vinculos elasticos podem ser ilustrados por molas elasticas com 

suas constantes de rigidez. No Metodo da Rigidez estas constantes de 

rigidez podem ser incorporadas na matriz de rigidez global da estrutura, da 

seguinte maneira: 

1) localiza-se a posi<;:ao da coordenada que sera afetada pela restri<;:ao 

elastica na matriz de rigidez global da estrutura; 

2) soma-se na diagonal principal, da matriz de rigidez global da estrutura, 

correspondente a posi<;:ao da restri<;:ao elastica o valor da constante de 

rigidez da mola; 

Desta forrna, os deslocamentos obtidos atraves desta matriz de 

rigidez considera o efeito dos vinculos elasticos. Para o calculo das a<;:6es 

de extremidades procede-se da mesma maneira descrita no fluxograma do 

capitulo Ill, mas as rea<;:6es de apoios nos vinculos elasticos devem ser 

calculados como o produto, com sinal negativo, da constante de rigidez da 

mola pelo deslocamento do n6, na coordenada considerada. 

4.4 - EXEMPLOS NUMERICOS DO PROGRAMA TIPO I 

0 programa do tipo I faz a analise de instabilidade de porticos 

tridimensionais formados por barras com se<;:ao duplamente simetrica, em 

teoria de segunda ordem, no regime elastico, com as fun<;:6es de rigidez 

tridimensionais. 
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4.4.1 - EXEMPLO NUMERICO 4.1 

Neste primeiro exemplo, sera apresentada uma barra bi-apoiada dada 

pela Fig.IV-1. 

"?;r' ...., 0 2 
,L,= .J'O.L~ c::: 

'x=,J'""''898 C:"C':L. 
L 

\'""' OLJ:< R C':"" 

.;= 9Ls·.-s CrTL 

~= VAC: 

c:::::. ':. 9 

E=2050C) i<\:/ 

Figura IV-1 Exemplo Numerico 4.1 

' / 

,y 

-·-

Com o objetivo de analisar o efeito da ton;:ao foi determinado o 

comprimento minimo necessario no qual a barra flamba por tort;:ao, 

denominado de "L,;m;,;·. Para isto considere que a carga critica de Euler dado 

pela eq.(1.12) seja igual a carga critica de tort;:ao definida por: 

(4.1) 

Lembrando-se que "G" e o modulo de elasticidade transversal, "J," e o 

momento de inercia a tort;:ao da set;:ao e "i 0 " e o raio de girat;:ao da set;:ao 

transversal. Assim, tem-se: 
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lsolando o valor de "L", tem-se "Lumtte": 

Lumtte = (4.2) 

Este e o valor limite do comprimento da barra, o qual para valores 

menores que este a barra devera flambar por tor<;:ao e para valores maiores 

a barra devera flam bar por flexao. 

No exemplo numerico 4.1, utilizando a eq.(4.2), tem-se 

"Lumtte=25.89cm". A partir deste dado foi montada a Tabela IV-1 com valores 

variados de "L" acima e abaixo do valor limite. 

Tobelo IV-1 Exemplo Nurn§rico 4. ~! 

T[STE L(cm) P(Euier) P( tor~ 5o) P(encontrodo) 

1 20 479919.3835 286193.007 286., 93 0064 

2 25 307148.4054 286193 007 286193 0064 

3 26 283975.9666 286193 007 283975.9672 

4 30 213297.5038 286193.007 213297.5030 

5 40 119979.8459 286193.007 ·;19979.8450 

6 50 76787.1014 286193.007 76787.1008 

7 60 53324.3759 286193.007 53324.3752 

8 70 39177.0925 286193.007 39177.0931 

9 80 29994.9615 286193.007 299:!4 9605 

w 90 23699.7226 286.193 007 23699. 722)4 

< 1 100 191CJfi 77'i) 286193.007 ·,grgs. 7759 . I 

Na Tabela IV _1 e mostrado o valor te6rico esperado e o valor 

denominado por "P(encontrado)", obtido pelo programa desenvolvido, 

(valores sublinhados). 
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Conclui-se que para valores menores do que "Lum;te"• o programa 

apresenta flambagem por torc;:ao e para valores maiores do que "Lum;te"· o 

programa apresenta flambagem por flexao. Tanto para flambagem por 

torc;:ao quanta para flambagem por flexao, os valores apresentados pelo 

programa fornece cargas criticas iguais aos valores te6ricos esperados. 

4.4.2 - EXEMPLO NUMERICO 4.2 

Neste segundo exemplo, sera apresentada a mesma barra bi­

apoiada, mas agora com tres n6s intermediaries, dada pela Fig.IV-2. 

iy= 9£8.8 

:z= 948. e 

t= 0.8 C::i 

~ = \1 AR 

c=! .9 

v=0.3 
' L 

E = 20500 KN! cr.: 

:y 

~z~0.--L v1 
' 
! 

! y i 
' I 

. ' 

-· D-' 

Figura IV-2 Exemplo Numerico 4.2 

Neste exemplo, a barra foi subdividida em quatro elementos para 

verificar a interac;:ao entre eles. Desta forma apresenta-se dais casas: 

CASO A onde a coordenada correspondente a torc;:ao e deixada livre e 

CASO B onde esta coordenada e impedida. lsto foi feito para comprovar que 

quando a coordenada da torc;:ao e deixada livre, abaixo do "Lumite" calculado, 

a flambagem ocorre por torc;:ao e acima deste valor ocorre por flexao. 
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Quando a coordenada da tor<;ao for impedida, para qualquer valor de "L" a 

flambagem ocorre por flexao. 

Na Tabela IV-2 e mostrado o valor te6rico esperado e o valor 

denominado por "P(encontrado}", obtido pelo programa desenvolvido, para 

cada um dos casos. 

4.2 
0 '(cc er) "(:orc;cc) ! o(eccor,:•odo) 

6 

286'·93.007 533/L )759 

80 29994.95!5 285':93.007 2999Li-_ 9619 

Conclui-se, para o CASO A, que para valores menores do que "Lum;te" 

o programa apresenta flambagem por tor<;ao e para valores maiores do que 

"Lum;••" o programa apresenta flambagem por flexao. Para o CASO B, 

conclui-se que para valores menores ou maiores do que "Lum;te" o programa 

apresenta flambagem por flexao pois a coordenada da tor<;ao esta impedida. 

Nos dois casos os valores apresentados pelo programa fornece cargas 

criticas iguais aos valores te6ricos esperados. lsto demonstra a 

confiabilidade do programa desenvolvido quando ocorre a subdivisao da 

barra e a varia<;ao das restri<;6es nos vinculos considerados. 
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4.4.3- EXEMPLO NUMERICO 4.3 

Neste terceiro exemplo, sera apresentada uma barra bi-apoiada 

tridimensional, com se<;:ao transversal retangular e com tres n6s 

intermediaries, dada pel a Fig.IV-3. Para este exemplo o "Lum;,.=15.71 em". 

0 
\) 

b= 6.0 c:--:: 

L= V.L..P. 

7o,·=~E-3 

c= 2.3 

v=0.3 

r "'r.. r fl(\ 
t=LU:)~J:'"' 

P= ~I K\ 

/! ·/ 2 
~ '\ c~ 

Figura IV-3 Exemplo Numerico 4.3 

'z 

~-p-

Este exemplo foi subdividido em tres cases. No CASO A, para urn 

"L=80cm'", cada barra apresenta urn "L=20 em" superior ao "Lumn."· 

Deixando-se os pontes intermediaries sem contraventamentos, a flambagem 

ocorrera por flexao em torno do eixo z-z. No CASO B, adotando-se o mesrno 

comprimento de "L=80 em" mas contraventando o n6 tres em torno de z-z, 

ocorrera flambagem por flexao em torno do eixo y-y. No CASO C, 

objetivando atingir flambagem por tor<;:ao adota-se "L=60cm", para que cada 

barra tenha urn "L=15 em", portanto, inferior ao "Lumite"• considerando todos 

os n6s restringidos em torno de z-z e y-y, desta forma, devera ocorrer 

flambagem por tor<;:ao. 
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Na Tabela IV-3 e mostrado o valor te6rico esperado e o valor, 

denominado por "P(encontrado)", obtido pelo programa desenvolvido, para 

cada caso. 

< 

9 2 s:; 98CIC· . .2:.:·t7 '296'.556.::_ 8LC:2i E727 98::::<:: .. 209~ 
U; 

< 

u 

9 3 6C 27E76'_4932 92 7'.:J89 8LC2~.6727 8L:2-.C.72' 
v·; 

< 

Ot>s: 

;;6s 2,3 e 4 
er:: <or:-1o de z-z 

e v- y 

Conclui-se, que no CASO A a carga crftica obtida denota flambagem 

por flexao em torno do eixo z-z, CASO B carga critica de nota flambagem por 

flexao em torno do eixo y-y e CASO C carga crftica denota flambagem por 

ton;ao como era desejado, sendo que os valores apresentados pelo 

programa da carga crftica estao iguais aos valores te6ricos esperados. 

4.4.4 - EXEMPLO NUMERICO 4.4 

Neste quarto exemplo, sera apresentada uma treliga contida no plano 

dada pela Fig.IV-4. 



D 
2 

F.=C. 0C}J5 .. ...-, 

v~o 3 

E~2C502CCCCC<>C ~'J 

Figura IV-4 Exemplo Numerico 4.4 
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A Tabela IV-4 mostra os valores dos "WcR1r" obtidos atraves do 

programa de computador ANSYS V-5.2122
1, onde cada barra da trelic;:a foi 

subdividida em quatro elementos por se tratar do Metodo dos Elementos 

Finites e o valor obtido pelo programa desenvolvido chamado de 

"WcR1r(encontrado)", lembrando que neste caso, nao e necessario subdividir 

a barra. 

CI\RREGL!~Er-HC 

Conclui-se que o "WcR
1
r(encontrado)" obtido pelo programa 

desenvolvido esta satisfat6rio quando comparado ao "WcR1r(ANSYS)" do 

programa de computador ANSYS V-5.2122
1 
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4.4.5- EXEMPLO NUMERICO 4.5 

Neste quinto exemplo, sera apresentada uma estrutura tridimensional 

dada pela Fig.IV-5. 

L 

z 2 

u=0.3 
y 

Figura IV-5 Exemplo Numerico 4.5 

Este exemplo foi proposto por BENJAMIN E EBECKENI23
J no qual as 

colunas recebem a quase totalidade das cargas, enquanto as vigas tern 

como funyao principal fazer a liga9ao entre elas. Para a analise atraves do 

Metodo dos Elementos Finitos os autores discretizaram o portico em 

quarenta elementos, oito em cada coluna e dois em cada viga. 

Tanto no caso do Metodo dos Elementos Finitos, proposto por 

BENJAMIN E EBECKENI231, quanto para o programa desenvolvido pelo 

Processo das Funyoes de Rigidez, o coeficiente de empenamento "cw" foi 

considerado igual a zero, pois ambos os programas foram desenvolvidos 

para se96es transversais duplamente simetricas. Neste caso, preocupou-se 

apenas com os efeitos de flexao ou de toryao, nao sendo considerados os 

efeitos de flexo-toryao. Portanto, para este exemplo foi admitido "cw=O". 

Na Tabela IV-5, e mostrado o valor de "WcRIT" obtido pelo programa 

de computador ANSYS V-5.21221 para dois casos: urn quando a barra for 
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subdividida em quatro elementos e outro quando a barra e subdividida em 

dez elementos. Apresenta-se, tambem, o valor de "WcR
1
r" obtido pelos 

autores BENJAMIN E EBECKEN1231 denominado por "WcR
1
r(autores)" e o 

resultado obtido pelo programa desenvolvido denominado por 

"W CRir( encontrado )". 

, "·g C869 

Conclui-se que o "WcR
1
r(encontrado)" obtido pelo programa 

desenvolvido esta satisfat6rio quando comparado ao resultado obtido pelos 

autores ou pelo programa de computador ANSYS V-5.21221. 

4.4.6- EXEMPLO NUMERICO 4.6 

Neste sexto exemplo, sera apresentada uma estrutura tridimensional 

um pouco mais complexa, dada pela Fig.IV-6. 

y 

F.=- '·9 

'x=""':=0.853 c"':"
4 

v:::::::;·.426 cmL 

>=<>t:26 c~L 

_z_ ~L 0 ' 
. 

,Y 

:= :.225 C''"'. 
-D-· 

u=0.3 

Figura IV-6 Exemplo Numerico 4.6 
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Na Tabela IV-6 e mostrado o valor de "WcRtT" obtido pelo programa de 

computador ANSYS V-5.2122
1 para a barra subdividida em quatro e dez 

elementos respectivamente. Apresenta tambem, o valor de "WcRtr" obtido 

pelo programa desenvolvido denominado por "W CRtT( encontrado )". 

Tobelo IV-6 Exemplo Numerico 4.6 
TtSTr CARREGAMENTO Wcrit (ANSYS) Wcrit (ANSYS) 

I 
i Wcrit (ENCONTRADO) 

{ 4 ELEMENTOS) (10 ELEMENTOS! I (I ELEMENTOl 
p I 

~ 
VI 

1 ~· 3. 7442 3.7368 3.7226 

0: ~ i 

p~p 
2 I 3.7442 3. 7 368 ' 3. 7226 

~ 
I 

p 

:i~/1 
3 1.6459 1 .6403 1 .6404 

~ 
I I 

p 

/ v 
p 

p 

I~ > 4 1.6261 1.6209 1 .6206 

l~ ~ 

2F 

2P // 
p 

5 
p ~ > 1.3996 1.3963 'i .3929 

.~ ~ 

Conclui-se que para determinados tipos de carregamento seria 

necessaria uma subdivisao maior para cada uma das barras. Note que o 

valor do "WcRtr" decai quando a barra subdividida em quatro elementos 

passa para dez elementos. E que para outros tipos de carregamentos a 

subdivisao em dez elementos ja trazem resultados satisfat6rios. 
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4.5 - EXEMPLOS NUMERICOS DO PROGRAMA TJPO II 

0 programa do tipo II faz a analise de instabilidade de porticos 

tridimensionais em teoria de segunda ordem, no regime elastico, com as 

fungoes de rigidez tridimensionais considerando o efeitos dos vinculos 

elasticos. 

4.5.1- EXEMPLO NUMERICO 4.7 

Neste setimo exemplo, serao apresentadas tres condig6es de 

vinculagao: a primeira com uma extremidade engastada e outra livre; a 

segunda com uma extremidade engastada e outra com apoio fixo 

(articulagao m6vel) e a terceira com uma extremidade engastada e a outra 

com apoio mola (vinculo elastico), conforme mostrado pela Fig.IV-7. 

(! ) 

-

ly 
I 

A= 36.29 

ix=,}t=~B98 

!y= 948.8 
iz:::c 94·8.8 

!. a·. _z_. + ... -;::_ 
. ' 

' ' 

OicrT';·= 15.24 cr:~ 

",= 0.8 c~ 

L= 8C Cf"""' 

!o;=~f~~3 

; y I 
I i 

-D-. 

Figura IV-7 Exemplo Numerico 4.7 
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Tobelo IV-7 Exemplo Numerico 4. 7 
TESlE CARREGAMENTO K (mole) Wcrit (TE6RICO) Wcrit (ENCONlRADO) 

lp 
0 

-- 7498.7404 7498 7413 
( 0) ( 1) 

-LeD 

~~0 
-- 61362.1479 61362 1475 

(b) ( 1) 

--0 

~~0 
0.00001 7495 7413 

0.0001 7498.7466 

0.1 7505.2240 

1 7563.5772 
(c) ( 1) 

10 8146.2751 

100 13883.7706 

m- 0 1000 51449.9317 

10000 60862.727';. 

100000 61315.2114 

1000000 61357.4830 

10000000 16;361.6809 

100000000 j6'1362 '1010 

1000000000 161362.1439 

10000000000 61362 14 75 
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0 objetivo deste exemplo e mostrar que atraves do vinculo elastico 

pode-se obter o mesmo efeito de um apoio real na barra. Os apoios reais 

podem ser obtidos atraves de constantes de rigidez de mola compativeis 

com o tipo de apoio que se deseja. Para comprovar este fato, calcula-se o 

"WcR1/ para a Barra (a) e para a Barra (b), considerando ser os limites de 

comportamento dos apoios. 

Varia-se a rigidez da constante da mola de modo que uma rigidez 

muito pequena simula um apoio livre, resultando um "WcR1/ igual ao da 

Barra (a) e uma rigidez muito grande simula um apoio fixo, resultando um 

"WcR1r" igual ao da Barra (b). 

Na Tabela IV-7 e mostrado o valor da constante da mola, o valor 

teorico do "WcR1/ esperado eo valor denominado por "WcR1r (encontrado)", 

obtido pelo programa desenvolvido. 

Conclui-se que para valores da con stante da mol a por volta de 1 o·s o 

apoio elastico se comporta como um apoio livre e para valores da constante 

da mola por volta de 1010 o apoio elastico se comporta como um apoio fixo, 

sendo que o valor apresentado pelo programa da carga critica no caso dos 

apoios molas estao iguais aos valores teoricos esperados. Assim, conclui-se 

que o apoio elastico pode ser considerado como apoio real desde que 

ten ham a constante de mola compativel. 

4.5.2 - EXEMPLO NUMERICO 4.8 

Neste oitavo exemplo, serao apresentadas tres estruturas contidas no 

plano: a primeira estrutura sendo um portico engastado nas bases; na 

segunda estrutura o mesmo portico com um apoio movel no no "2" 

impedindo seu deslocamento horizontal e na terceira tem-se o mesmo 

portico com um apoio elastico no no "2" impedindo parcialmente seu 
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deslocamento horizontal, conforme mostrado pela Fig.IV-8. Este portico e 

submetido a carregamento vertical nos n6s "2" e "3". 

0 objetivo deste exemplo tambem e mostrar que atraves do vinculo 

elastico pode-se obter o mesmo efeito de um apoio real na estrutura. 

·y= ~;Le__:: 

z=CL.C_;:.,_ 

c=' 9 

v~·O 3 

Figura IV-8 Exemplo Numerico 4.8 

')' 

' 
'-. ,_, 

.-<\jcr:?-

Da mesma forma mostrada no exemplo anterior, para comprovar este 

fato calcula-se o "WcR1/ para a Estrutura (a), para a Estrutura (b) e para 

Estrutura (c), neste caso fazendo a variagao da constante da mola. 

Na Tabela IV-8 e mostrado o valor da constante da mola, o valor do 

"WcR
1
/ obtido pelo programa de computador ANSYS V-5.21221 e o valor 

denominado por "WcRIT (encontrado)", obtido pelo programa desenvolvido. 

Observa-se que como as cargas ocorrem diretamente em diregao as 

barras verticais, nao ha aplicagao de esforgos na barra horizontal ate o 

instante de ocorrer a instabilidade. Neste caso, a segao transversal da barra 

horizontal, mesmo que pequena pode ser considerada como indeformavel e 

portanto transmitindo todos os efeitos do n6 "2" para o n6 "3" e vice-versa. 
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Tobelo IV-8 Exemplo Numerico 4.8 
TESTE CARREGAMENTO K (molo) Wcrit(ANSYS) Wcrit (ENCONTRADO) 

(10 ELEMENTOS) 

jp jp 

n 21907.993 21907 8764 
(o) 

j p j p 

n 
-- 76428.169 76422.6245 

(b) 

0.000001 21907 BZ64 

0.00001 21907 8764 

j p j p 0.0001 21907.8799 

n 0.001 21907.9103 
(c) 

0.01 21908.2250 

21942.6999 1 

10 22255.9633 

100 25374.4319 

'1 000 155020.1283 

10000 76421.5572 

100000 176422 5351 

'1 000000 1764226156 

'I 0000000 76422 6245 

'1 000000000 76422,6245 
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Conclui-se que para valores da constante da mola por volta de 10·5 , 

tem-se o apoio elastico do no "2" se comportando como se ele nao existisse 

e para valores da constante da mol a por volta de 107
, tem-se o apoio 

elastico do no "2" se comportando como urn apoio move!. Assim conclui-se 

que o apoio elastico do no "2" pode ser considerado como apoio real, desde 

que tenham a constante de mola compativel. 

4.5.3 - EXEMPLO NUMERICO 4.9 

Neste nono exemplo, serao apresentadas tres estruturas contidas no 

plano: a primeira estrutura e urn portico engastado nas bases; na segunda 

estrutura tem-se o mesmo portico com apoios fixos nas bases (ou seja 

apenas a coordenada de rotagao em torno de "Z" esta liberada) e a terceira 

tem-se o mesmo portico com urn apoio elastico nas bases na coordenada 

de rotagao em torno do eixo "Z", conforme mostrado pela Fig.IV-9. Este 

portico e submetido a carregamento vertical no no "2" e no "3". 

'"; 

Figura IV-9 Exemplo Numerico 4.9 
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To bela IV-9 Exemplo Numerico 4.9 
n:sn CARREGAMENTO K (mole) Wcrlt(ANSYS) 

(10 ELEMENTOS) 
Wcr'lt (ENCONTRADO) 

lp lp 
t 

n 21907,993 21807 8764 
(o) 

l p lp 

n 
-- 5389.9767 5389 9744 

(b) 

0.000001 5369,9744 

0.00001 5389.9744 

t lp 0.001 5389.8744 

n 
1 5389.9959 

(c) 
100 5392.1073 

10000 5601.0914 

1000000 1-1 5389.7889 

100000000 12'1815.3342 

10000000000 121906 9485 

100000000000 !21907.7834 

1000000000000 2~907.8674 

10000000000000 21907.8745 

100000000000000 21907.8764 

1000000000000000 121907 8764 
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Neste caso o efeito do vinculo mola afeta apenas a coordenada de 

rotac;:ao em torno de "Z" do n6 das bases. Neste caso o efeito de um 

engastamento pode ser obtido atraves um apoio elastica na coordenada de 

rotac;:ao do n6. 

De forma similar aos exemplos anteriores os "WcRr/ sao calculados. 

Na Tabela IV-9 e mostrado o valor da constante da mola, o valor do "WcRrT" 

obtido pelo programa de computador ANSYS V-5.2122
1 e o valor denominado 

por "WcRrT (encontrado)", obtido pelo programa desenvolvido. 

Da mesma forma, conclui-se que os apoios elasticos na coordenada 

de rotac;:ao dos n6s das bases podem ser considerados como apoios reais 

desde que ten ham a constante de mola compativeis. 

4.5.4 - 0 EFEITO DOS ViNCULOS RiGIDOS E ELASTICOS 

Os vinculos, tambem chamados de contraventamentos, nao devem 

ser considerados como elemento estrutural porque as restric;:oes para estes 

sao diferentes das demais barras da estrutura, isto e, os contraventamentos 

nao tem vinculos perfeitos com a estrutura e requerem uma rigidez minima 

para impedirem o deslocamento da estrutura. Estas restric;:oes variam 

atraves da vida da estrutura e dependem da deformabilidade dos demais 

contraventamentos, do tipo de ligac;:ao entre eles, do tipo de ligac;:oes com as 

demais barras e do carregamento aplicado entre outras coisas. 

A fim de resolver tais problemas tem-se buscado cada vez mais 

refinados metodos de analises, entretanto segundo BALLIO e 

MAZZOLANP241
, nao ha ainda instrumentos sofisticados para calcular essa 

influencia e permitir a completa simulac;:ao da flambagem global da estrutura. 
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E importante, entao, que o engenheiro mantenha o bom sensa aliado 

aos metodos aproximados de calculo, que ja provaram ser satisfat6rios e 

sao agora estabelecidos na pratica, para poder alerta-lo em relac;:ao ao 

fen6meno da instabilidade e orienta-le de como preve-la. 

0 exemplo numerico 4.1 0, ver Fig.IV _1 0, traz alguns metodos 

comumente utilizados. Estes metodos mostrados sao adaptac;:oes de 

problemas praticos a respeito da determinac;:ao do comprimento efetivo de 

flambagem e da determinac;:ao do tipo de restric;:oes para os 

contraventamentos, bem como, para prever a minima rigidez e resistencia 

necessaria que estes devem ter para garantir a indeslocabilidade das 

estruturas. Neste exemplo, no CASO (a) a barra (2) representa um exemplo 

tipico de um contraventamento, no CASO (b) este contraventamento sera 

substituido por um apoio fixo (vinculo rigido) e para o CASO (c) sera 

substituido porum apoio mala (vinculo elastica). 

Para se determinar o limite entre um apoio fixo e um apoio elastica, 

considere o CASO ( b ), onde a barra e carregada axialmente. 0 apoio fixo, 

no topo da barra, nao permite qualquer deslocamento horizontal da barra, 

portanto, esta barra deve ser considerada como um sistema contraventado. 

0 contraventamento necessaria para criar este tipo de apoio fixo foi 

idealizado por uma mala, como mostrado no CASO (c), a qual e capaz de 

desenvolver uma reac;:ao horizontal "Q" diretamente proporcional a sua 

constante de rigidez. Quando esta mola tiver uma constante de rigidez 

acima de um valor limite a estrutura sera considerada como tendo um 

contraventamento rigido e portanto sem deslocamento lateral. Se a mola 

liver uma constante de rigidez abaixo de um valor limite a estrutura sera 

considerada como tendo um contraventamento nao suficientemente rigido 

para evitar o deslocamento lateral. 0 equilibria exigido, portanto, se faz com 

a barra numa configurac;:ao ligeiramente fletida, onde o deslocamento lateral 

e representado por "/'," e "Q" e considerado a forc;:a da mola, ver Fig.IV10(d), 

entao pode-se fazer: 
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p b.= Q L = (Kmola /:l) L (4.1) 

Se "(Kmo>al:l)L" for menor que "Pt:." ocorre o deslocamento lateral da 

barra, ou seja, a rigidez da mola nao e suficiente para impedir o 

deslocamento lateral da barra. Se "(Kmo>at:.)L" for maior que "Pt:." nao ocorrera 

o deslocamento lateral da barra, ou seja, a rigidez da mola e suficiente para 

impedir o deslocamento lateral da barra, portanto, a coluna deve ser 

considerada contraventada. 0 contraventamento ideal, entao, deve ser 

aquele que tenha rigidez suficiente para prevenir o deslocamento lateral do 

topo da barra. Cancelando na eq.(4.1) "!::.", e isolando-se "Kmo>•"· tem-se: 

p 
Kmola = L (4.2) 

No caso, o maximo carregamento para o qual o contraventamento 

deve ser exigido e o carregamento critico de flambagem elastica, dado pela 

eq.(1.12). Portanto, substituindo a eq.(1.12) na eq.(4.2) tem-se o "K,dea,'' para 

uma barra: 

K - peril - n2 E I 
ideal- L - L3 (4.3) 

Entao, quando o "Peri."' e atingido eo "Kmo>a" for igual ao "K,deai' a coluna 

flambara sem que haja deslocamento lateral do topo da barra, em outras 

palavras, isto caracteriza urn sistema contraventado. Quando "Kmo>a" for 

menor que o "K,dea>" ao se atingir o "Peril, ocorrera urn deslocamento lateral do 

topo da barra. Em outras palavras, isto caracteriza urn sistema nao 

contraventado. 

Este conceito pode ser estendido para uma coluna de dois tramos 

conforme mostrado no exemplo numerico 4.11, ver Fig.IV _11. Considere 

que ocorra urn deslocamento no n6 "2" chamado por "!::.", entao pode-se 

escrever que: 
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(4.4) 

Cancelando na eq.(4.4) "!:::.", substituindo "PcR
1
r" dado pela eq.(1.12) e 

isolando-se "Kmola"· obtem-se o "K1dea1" para uma barra com dais tramos: 

(4.5) 

Da mesma forma pode-se estender este conceito para uma coluna de 

tres tramos conforme mostrado no exemplo numerico 4.12, ver Fig. IV _12. 

Considere que ocorra um deslocamento no n6 "2" e no n6 "3" chamado de 

"!:::.", entao pode-se escrever que: 

(4.6) 

Cancelando na eq.(4.6) "!:::.", substituindo "P cR1r" dado pel a eq.(1.12) e 

isolando-se "Kmo••"· obtem-se o "K,dea1" para uma barra com tn3s tramos: 

K = 3 pent = 3 n2 E I 
odeal L L3 

(4.7) 

Por esse mesmo processo, segundo SALMON E JOHNSON 161
, pode­

se determinar o "K,d•a•" para alguns casas com numero de tramos iguais. Em 

geral, tem-se: 

(4.8) 

sendo, que "(:\" varia de 1 a 4 para um numero infinite de tramos conforme 

mostra o Grafico IV-1. 0 valor de"(:\" pode ser obtido atraves da eq.(4.8) da 

seguinte forma: 



r. K,deal L K L
3 

1-'= p. = ldeai~EJ 
cnt 1t 

L 

/ f.-

v (3 = Kid~ar L 3 

1 crit 2 v 
2345678 

Numero de tromos iguois 

"(3" Gr6fico IV-1 Valor de 

Fonte: SALMON E JOHNSONI6l, pag.546. 
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(4.9) 

GALAMBOSi'5l apresenta os seguintes valores para o valor de "W': 

para coluna de um tramo => ~~~=1.0"; 

para coluna de dois tramos => "~=2.0"; 

para coluna de tres tramos => ~~~=3.0"; 

para coluna de quatro tramos => "~=3.41"; 

para coluna de cinco tramos => "~=3.63"; 

para coluna de infinitos tramos => "~=4.0". 

Estes valores serao testados pelos exemplos apresentados a seguir. 

No exemplo numerico 4.10, ver Fig.IV_10, para o CASO (a) tem-se a 

barra (1) e a barra (2). A barra (2) representa um exemplo tipico de um 

contraventamento. Atraves da eq.(3.37), reescrita a seguir, pode-se 
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determinar tambem, a area ideal para os contraventamentos, definida por 

"A " ideal · 

(4.1 0) 

Para um elemento submetido apenas a esfon;:o axial, como e o caso 

dos elementos admitidos como contraventamentos, no caso a barra (2) do 

exemplo numerico 4.1 0, tera sua matriz de rigidez dada por: 

E A 
[s l - (2) (2) 

KG (2)- L 
(2) 

(4.11) 

Da eq.(4.1) sabe-se que "Q" e a forc;:a da mol a e que "1:1" e o 

deslocamento lateral da mola. Pode-se fazer "Q = {F}" e "1:1 = {DL}", na 

eq.(4.1 0). Assim, substituindo eq.(4.11) em eq.(4.1 0), resulta em: 

(4.12) 

Mas, a forc;:a da mala e dada por "Q = Kmola 1:1 ",entao pode-se fazer 

que: 

Q 
1:1=-­

Kmola 

lgualando a eq.(4.13) e eq.(4.12) resulta em: 

(4.13) 

(4.14) 

Sabendo que o" K,de/ da mola e dado pela eq.(4.8) pode-se igualar a 

eq.(4.8) a eq.(4.14), assim tem-se que: 

(4.15) 
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Portanto, a area ideal "A,dea1" necessaria e dada por: 

L(21 n 2 E I L(2) 
A,d••' = K,d••' -E = P -L3 E 

(2) (2) 

(4.16) 

sendo que o indice (2) representa a barra considerada como elemento do 

contraventamento. No caso "L(2)" e "E(21" representam o comprimento e o 

modulo de elasticidade longitudinal do contraventamento respectivamente. A 

eq.(4.16) pode ser utilizada para alguns casas de estruturas com numero de 

tramos iguais, variando-se o valor de "P". Quando se tem um 

contraventamento com uma area acima da "A,dea," o contraventamento e 

considerado rigido e suficiente para canter o deslocamento da estrutura. Se 

o contraventamento possuir uma area inferior a "A,dea,'' o contraventamento 

nao sera suficiente para evitar o deslocamento da estrutura. 

Os exemplos a seguir demostrarao a validade das formulas do "K,dea1" 

e da "A,dea1" dados pelas eq.(4.8) e eq.(4.16) respectivamente. 

4.5.5- EXEMPLO NUMERICO 4.10 

Neste decimo exemplo, sera apresentada uma estrutura contida no 

plano. No CASO (a), a barra (2), representa um exemplo tipico de um 

contraventamento. A liga<;:ao entre a coluna, no caso barra (1 ), e a barra do 

contraventamento, no caso barra (2) e uma articula<;:ao, isto vale para os 

demais exemplos. No CASO (b) este contraventamento sera substituido por 

um apoio rigido (vinculo rigido). Para o CASO (c) sera substituido por um 

apoio mola (vinculo elastica) e no CASO (d) apresenta-se o deslocamento 

"t:," da mola, conforme Fig.IV-10. 



. ' .. 

i 
l:!o 

( i ) (! ) 

y= 9~8.8 

z= 948.5 

c= ~ 9 

u~o 3 

Figura IV-1 0 Exemplo Numerico 4.10 
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Neste exemplo, calcula-se o "WcRtr" para o CASO (a) para diferentes 

valores de areas para barra(2) que simula o contraventamento, inclusive 

para o valor da "A1dea1". Calcula-se tambem o "WcRtr" para o CASO (b) onde o 

contraventamento foi substituido par um apoio rigido. Estes "WcRtr" deverao 

ser iguais quando a area do contraventamento for superior "A,deai', dado pela 

eq.(4.16). Para CASO (c), varia-sea rigidez da constante da mola de uma 

rigidez muito pequena para uma rigidez capaz de simular um apoio fixo 

resultando um "WcRtr" igual ao do CASO (b). 

Na Tabela IV-1 0 e mostrado o valor da con stante da mol a, o valor de 

"W', a area do contraventamento denominada como "Area(2)", o valor te6rico 

do "W cR 1r(te6rico )" esperado e o valor denominado por "W cRtr ( encontrado )", 

obtido pelo programa desenvolvido. 

Seja "~=1, apresentado por GALAMBOS1'
51

, da eq.(4.8) tem-se o valor 

do "K1dea1" te6rico dado por: 
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n 2 E I n 2 20500 948.8 
Kideal = f3 --v- = 1 803 = 374.9370184 

Tobeio IV-':0 Exemplo Numerico 4.10 
I"T!;Sr{; CARREGAMENTO K (mole) f3 Areo(2) I Wcri\ (TE6RICO) Wcrit (ENCONTRADO 

lp 
51 

0.53 17384.0000 

01 !2 - 0.90 29519.9997 

- ~I ?OOC)4 C)fiQfi 

( 1) - 1. i 9 129994 9615 29994 9505 
( o) - 4.5 I 29°9 4 .9606 I 

- 10 66 1 29994 9606 

<l0 - 36.29 29994 9605 

IP 

rw 
I 

I -- - - 29994 9615 2')994 86Q6 I 
jib) 

[ 
0.00001 - 0.0009 

lp 0.001 - -
I 

-- 0.0796 

~® 1 - -
I 

-- 79.9995 

100 - - I -- 7999.9995 
(c) 

I (:) 200 - - -- 15999.9998 
I 

374 - - -- 29920.0000 
i 

~0 
374 9370'18 non - -- 29994 9606 

400 - - --- 29994 9606 

1000 - - -- 29994 9606 

1000000 - - -- 29'194 9606 

Pel a Tabela IV-1 0 conclui-se que o "K,deat" e real mente o "K 11m11e" para 

que a mola passe a representar um comportamento de apoio fixo (vinculo 

rigido) apresentando um "WcRtr" igual ao CASO (b). Portanto, o valor de "W', 

apresentado por GALAMBOSi'5l, "f3=1" esta correto. 
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Atraves do "K1dea1", obtem-se da eq.(4.16) a "Aideal": 

l121 50 2 
A 1dea1 = K1dea1 E

121 

= 374.9370184 
20500 

= 0.9144805327 em 

Conclui-se da Tabela IV-10, que o valor da "A
1
dea

1
" obtido pela 

eq.(4.16) esta correto, onde para areas inferiores a estrutura deixa de ser 

considerada contraventada apresentando um valor de "W cR1r( encontrado )" 

menor que o "WcR1r(te6rico)" esperado e para areas superiores, a estrutura 

passa a ser considerada contraventada, apresentando um valor de 

"WcR1r(encontrado)" igual ao "WcR1r(te6rico)" esperado. Assim, conclui-se que 

o apoio elastico pode ser tido como apoio rigido desde que tenham a 

constante de mola compativel. E que um contraventamento pode ser 

considerado como um elemento que possa impedir o deslocamento lateral 

da estrutura desde que a sua area seja superior a uma "A1dea1". 

De forma similar e apresentado a seguir os exemplos numericos 4.11, 

4.12, 4.13 e 4.14 para dois tramos iguais, para tres tramos iguais, para 

quatro tramos iguais e para seis tramos iguais, respectivamente. 

4.5.6 - EXEMPLO NUMERICO 4.11 

Neste decimo primeiro exemplo, sera apresentada uma estrutura 

contida no plano para cinco casos distintos. No CASO (a), a barra(3) 

representa um exemplo tipico de um contraventamento; no CASO (b) esta 

estrutura e representada por uma barra bi-apoiada; no CASO (c) esta barra 

e contraventada no meio porum apoio rigido (vinculo rigido); no CASO (d) 

esta barra e contraventada no meio porum apoio mola (vinculo elastico) e 

no CASO (e) e mostrado o deslocamento "/'," da mola, conforme Fig.IV-11. 



(2) 

CD (3) 
;::;;- G.S em 

--
0 

1.!""0.3 

0/2 

(e) 

Figura IV-11 Exemplo Numerico 4.11 

' i i y 1 

' ~~D---' 
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De forma similar ao exemplo numerico 4.1 0, na Tabela IV-11 e 

mostrado o valor da constante da mola, o valor de "W'. a area do 

contraventamento denominada como "Area(2)", o valor te6rico do "WcR1/ 

esperado e o valor denominado por "WcR;r (encontrado)", obtido pelo 

programa desenvolvido. 

Seja " ~ =2", apresentado por GALAMBOSi'5l, na eq.(4.8). tem-se o 

valor do "K1ctea1" te6rico dado por: 

K = A 1!2 E I = 2 1!2 20500 948.8 = 7 49 87 40368 
Ideal f' 803 · 

Atraves do "K1dea1", obtem-se da eq.(4.16) a "A1dea,": 

L 121 50 
Aldeal = Kldeal E = 749.8740368 20500 1.828961065 cm

2 

(2) 

Conclui-se da Tabela IV-11, que o valor de "~=2.0" adotado por 

GALAMBOS1' 51 , o valor de "K
1
dea

1
" dado pela eq.(4.8) eo valor da "A1dea1" obtido 

pela eq.(4.16) estao corretos. 
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Tobelo IV-11 Exemplo Num§rico 4.11 
1!51( CARREGAMENTO K (molo) (3 I A,~,, I Wcril {TEC'JRICO) Wei\ (fNCONTRADO) 

- I o s3 14425.8201 

fllGl - Li9 22641.6395 
(2) 

0 
- l'r82 29994.9615 29896 9066 

(o) 

~0 
-

I - i Lll2llil 2P994 9fi0fi 
I ' 

(1) - 4.50 29994 96Q6 

<qQ) 136.29 29994 9606' 
lp 

I (b) 

10 
- - - 7498.7404 74057413 

(1) 

I <qQ) 

I ~Ql I 

I 

! (o) 
(2) 

' 
- - - 29994.9615 29994 96061 

fqi0 

(1) 

I ':10 I 

lp 
0.00001 - I - I - 7496 7413 I 
0.001 

I 
7498.7734 -f4!<» - - I -

0/2 
1 - I -I - 7531.1601 

(2) 

100 - - - '107'17.1912 
(d) 0 ~() I 

200 - - I - 13883.7705 

(1) 
500 - - i - 22995 86941 

o;;-ll0 749 - - I - 29971.6489 I 

l74o R74n"l7 2..D.IlO - i: - 29994 96Q6j 

800 - i - 2CJC)04 950\il 

11000000 - I - ! - 29994 95Q6j 

4.5.7- EXEMPLO NUMERICO 4.12 

Neste decimo segundo exemplo, sera apresentada uma estrutura 

contida no plano para quatro casas distintos. 
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No CASO (a), as barras (4) e (5) representam um exemplo tipico de 

contraventamentos; no CASO (b) esta estrutura e representada por uma 

barra bi-apoiada; no CASO (c) estas barras (4) e (5) sao substituidas por 

apoios rfgidos (vinculos rfgidos); no CASO (d) estas barras (4) e (5) sao 

substitufdas por apoios molas (vfnculos elasticos), conforme Fig.IV-12. 

C2) ;s; 

( ) 

(c) I r '· 
\'") 

v~0.3 

Figura IV-12 Exemplo Numerico 4.12 

De forma similar ao exemplo numerico 4.10, na Tabela IV-12 e 

mostrado o valor da constante da mola, o valor de "W'. a area do 

contraventamento denominada como "Area(2)", o valor te6rico do "WcR,/ 

esperado e o valor denominado por "WcRIT (encontrado)", obtido pelo 

programa desenvolvido. 
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Tobelo IV-12 Exemplo Num§rico 4.12 
TEST[ CARREGAMEr\TO I K (molo) (3 lA CO'<ir Wert\ (T£6RICO) Wcrit (ENCONTRADO) 

-
1 o 531 17180.7370 ~0 - [119 I 21609.7506 (3) 

@~® - 12 74 29994.9615 29979.90'16 
(o) -

; . 
(2) 

12.7434 

<1)~®1 
- 29884 96Q6 

I 
' I ('l ~ II 

- [4.50 29894 9606 

lqo I 
; 

- 136 291 29994 96Q6 

lp 
kll0 

I (b) - - - 3332.7735 3332 7742 
(1) 

<!0 

lp 

~0 (3) 4 

I 
i I o) @ - - - 29994.9615 29994 9GQ6[ 

~· 
' I 

0 
) 

0 

1 o.oooo1 
I 

I - - ' - :l:l :l2 77 42 

~0 
I 

0.001 - - - 3332.8457 

1 -I- - 3405.7216 
(3) 

[I d) ~@ 250 -I- - 17738.9164 

(2) 
lsoo -I- i - 21797.0500 

~<V [·,ooo - I - I - 28601.3293, (1) 

<!0 I-, 1 24 - ! - I - 29986.3074 
I • 

' 

i-.- 2 L1 8 ,,n5 c:. ,U)QQI- ' 
I - 29994 9!2Q6 iII ' I'!,.,: ~ 

[1400 - - - 2'!984 96Qfi 
' 

i 1000000 - I 
I -

I 
- 2'l 0 94 96Q6 

Seja "0 =3", apresentado por GALAMB0§1'
5

1, na eq.(4.8), tern o valor 

do "K1dea1" te6rico dado por: 
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rc 2 E I rc 2 20500 948.8 
Kldeal = f3 = 3 = 1124.811055 

Atraves do "K,ctea,"· obtem-se da eq.(4.16) a "A,dea
1
": 

L< 21 50 2 
A,dea1 = K,cteal E<

21 

= 1124.811 055 
20500 

= 2.7 43441598 em 

Conclui-se da Tabela IV-12, que o valor de "[3=3.0" adotado por 

GALAMBOS1'
51

, o valor de "K1ctea1" dado pela eq.(4.8) eo valor da "Adea1" obtido 

pela eq.(4.16) estao corretos. 

4.5.8- EXEMPLO NUMERICO 4.13 

Neste decimo terceiro exemplo, sera apresentado uma estrutura 

contida no plano para quatro casos distintos. No CASO (a), as barras (5), (6) 

e (7) representam um exemplo tipico de contraventamentos; no CASO (b) 

esta estrutura e representada por uma barra bi-apoiada; no CASO (c) estas 

barras (5), (6) e (7) sao substituidas por apoios rigidos (vinculos rigidos); no 

CASO (d) estas barras (5), (6) e (7) sao substituidas por apoios molas 

(vinculos elasticos). conforme Fig.IV-13. 

De forma similar aos exemplos numericos anteriores, na Tabela IV-13 

e mostrado o valor da constante da mola, o valor de "f3", a area do 

contraventamento denominada como "Area(2)", o valor te6rico do "WcR1r" 

esperado e o valor denominado por "WcRIT (encontrado)", obtido pelo 

programa desenvolvido. 

Seja" f3 =3.41", apresentado por GALAMBOS~' 5 l, na eq.(4.8), tem-se o 

valor do "K1ctea1" te6rico dado por: 



K =An
2

EI=
341

n
2

20500948.8 
tdeal f' L3 · 

80
3 1278.535233 

A= 3E.29 

x=-,:~='8?8 ::~
4 

~~-= ~~~---~ ~=i_L 

:= C.5 c;;. 

,_= 3C c~ 
-:-o =-:~.>3 
c=, 9 

u=0.3 

2 

=:r-v-v-r-/::::: >""" 71 
.....;'-' '-~\~ ....... -,;/ 

=58 C'T'-

Figura IV-13 Exemplo Numerico 4.13 

Atraves do "K,dea1", obtem-se da eq.(4.16) a "A,dea<": 

L{2) 50 2 
A;deal = K ideal E(

2
l = 1278.535233 

20500 
= 3.118378617 em 
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Pela Tabela IV-13 conclui-se que o "K,dea1" te6rico nao e exatamente 

igual ao "K,mite"· 0 "K,dea1" encontrado pelo programa, denominado de "Knovo"· e 
"Knovo=1280,5". Este foi o "Kiimite" para o qual a mola passou a apresentar um 

comportamento de apoio fixo (vinculo rigido} apresentando um "WcR,r" igual 

ao CASO (c). 
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Tobelo IV-13 Exemplo Num€rico 4.13 

"" CARRECAMENTO K (molo) /3 Aeon\'. Wcrit (TE6RICO) Wcri\ (ENCONTRADO)! 

,,~® 
I - 0.531 14425.82011 

I 1 3 1184 29985.4976 
@~® 
IJI - 13.12 129994.9615 29989.4809 

(o) @~G) -
l.l.ill21 29994 96061 -(2) 

I 
I 

0r-2l<l!® - 14 50 29984 9606 
(1~ 

l:!O I - j36.29j 29994 96061 

I' 

T '57' 66C' 
r0 

I '"'1 "'' - 18746P42 I I -· '-'I 

I I 
I I 

I 
I 
I 

I '10 
I 

!P 
I 
I 

jql@ I 
I 

i(4) 

I 
(o) 

!<110 
' 

1(3) 
I 

- - - 29994.9615 29994 9606j 
<:)!@ 

lm ' I 

~0 I 
) 

I 0 

I~@ 
0.0000001 - -

I 
- 1 R7 4 fi(;lfiQ I 

0.0000'1 - - - 1874.6860 
(<) 

..;@) 1 - - - 2004.3705 
Pl 

500 22995.8694 ..;@ - - -
(d) 

(2) 
1000 I I - 2808'1. 64 7 4 ..;o 

' I 29985.4976 
~ 1278.535233 l.±.1 I - -

0 

I 
i 

29994 27231 1280 - - I -

1280 5 3.415 - I 
- 29994 9606 

1500 - I 
I 

- - 28994 96061 

1000000 - I - I 
- 29994.96051 

Atraves do "Knovo=1280.5" obtido pelo programa, obtem-se da eq.(4.9) 

o novo valor de "W' denominado de "~novo" e obtem-se da eq.(4.16) a nova 

area denominada de "Anova": 

(l Kldeal L K 
fJ novo - p - 1deal 

crit 

L3 803 

E I = 1280.5 n2 20500 948.8 = 3.415240259 
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L(21 50 2 
Anova = K,dea1 E(2) = 1280.5 

20500 
= 3.123170732 em 

Portanto, o valor de "W', apresentado por GALAMBOSI'5
l, "~=3.41" e 

aproximadamente igual ao "~novo=3.4152" obtido atraves do "Knovo" dado pelo 

programa e o valor da "A,dea1=3. 1184 cm2
" obtido pel a eq.(4. 16) e tambem 

aproximadamente igual ao obtido atraves do programa de "Anova=3. 1232 

cm2
". Neste caso os valores de "W' e da "A,d••'" sao considerados corretos. 

4.5.9- EXEMPLO NUMERICO 4.14 

Neste decimo quarto exemplo, sera apresentada uma estrutura 

contida no plano para quatro casos distintos. 

~~o 
< ( 6) 

i® 
~ 

(5) 

( 7) 
® 

\ 

i@ (8) 
® +- -

I"\ 
\ I 

,__:Zl IQ\ 

'10·· \ ~· / 

\3 
( 3) 

~, 

j ~ 
~\ 

~ ~· 

2) '' \ 
\ 

+------ ~ 

I 

:---~:~ 

-nrrr-. / 7, C.~ c=;\ 
'------''-~'' ~.....<\ .L.-,......-) , ,v,vj 

A= 36.2? 

x::::~.~~::::~893 C':'
4 

y:::: 0L>:; ><. r..-v'L 

:~= 9L5:E ~~ 
,Y 

:::: = E-3 

v=0.3 

2 

.._., ~ r .. -' ~ \ 
'-/, 

y 

Figura IV-14 Exemplo Numerico 4.14 
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No CASO (a), as barras (7), (8), (9), (10) e (11) representam um 

exemplo tipico de contraventamentos; no CASO (b) esta estrutura e 

representada por uma barra bi-apoiada; no CASO (c) estas barras (7), (8), 

(9), (1 0) e (11) sao substituidas por apoios rigidos (vinculos rigidos); no 

CASO (d) estas barras (7), (8), (9), (10) e (11) sao substituidas por apoios 

molas (vinculos elasticos), conforme Fig.IV-14. 

De forma similar aos exemplos numericos anteriores, na Tabela IV-14 

e mostrado o valor da constante da mola, o valor de "j3", a area do 

contraventamento denominada como "Area(2)", o valor te6rico do "WcRrr" 

esperado e o valor denominado por "WcRrr (encontrado)", obtido pelo 

programa desenvolvido. 

Seja" j3 =3.85", adotado pelo Grafico IV-1 (estimado), na eq.(4.8), tem 

o valor do "K,ctear" te6rico: 

n 2 E I n 2 20500 948.8 
Kideal = j3 ~ = 3.85 803 = 1443.507521 

Atraves do "K1ctea1", obtem-se da eq.(4.16) a "A,cteat": 

L12l 50 2 
A ideal= Kideal E = 1443.50752120500 = 3.520750051 em 

(2) 

Pela Tabela IV-14 conclui-se que o "K,cteat" te6rico nao e exatamente o 

"K 11mit."· 0 "K1ctear" encontrado pelo programa, denominado de "Kn0, 0", e 

"Kn0, 0 =1400.0". Portanto, o valor de "W' aproximado, obtido pelo Grafico IV-1, 

"j3=3.85" nao e exato. Conclui-se tambem da Tabela IV-14 que, o valor da 

"A,ctear'' obtido pela eq.(4.16) tambem nao e exato. 
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Tcbelo IV-14 Exemplo Numerico 4.14 
liSlE CARREGAM[NTO I K (mola) (3 1 A contr Wcrit {TE6RICO) Wcri\ (ENCONTRIIDO 

,. jGICJ - 0.53 14425.820'1 
<i ~@ 12 71 I 

' 
" - 29074.1287 

~ ~® ' 129994 9615 29991.7729 ! 3.41 
l(o) " jl'4& -

1~1 " - 29Sl94 9606 (j) f=-0 
" - 13 52061 29994 9!:iQ!:i € ~@ ,. 

- 136 29 29894 86Q6 l,c; 

" ~0 
i 

I 
I 

(b) 
! 

- - -- 833.1 934 8331929 
I 1(1) 

' I 
I 
I 

I 
~-

~CJ 
I 1m 

flt<D I l(sl 
I !;j@ 
I 

jl< i(4) - - 29994.9615 29994 96061 ~0 

b) 
io!Gl 
1(1) 

~lw 
<lo 

' 

I' 1 o.oooooo1 ' 
I I - I - - B:l:l 1929 

rs)o 
0.00001 -

I 
-- - 833.1965 

iol® 
I 1(5) i 1 - -- - 1124.9861 !WI© ' 

1(4) 

500 -~- - 21797.0500 
(d) ~0 ) 

·,ooo - 28601.3293 ~(j) - --
1(2) 

' 
! I 29711.9975 ~CD [1300 - -- -

1(1) 

11399 I 
<10 - -- - 29994.1972 

' 
3 7341 29994.8!:iQ!:il 1 14oo - -

I 

;uul 29994.9606 ! ·, 443 5QZ521 - -

i ' 

I 29994 96061 :! occooo - - -I 

Atraves do "Knovo=1400.0" obtido pelo programa, obtem-se da eq.(4.9) 

o novo valor de "W' denominado de "~novo" e obtem-se da eq.(4.16) a nova 

area denominada de "Anova": 



K,d••' L K ~ -1400.0 
2 

O 
8g3 

= 3.733960455 
Pnovo = p = >deal 71 2 E 1 - 71 2 5 Q 948.8 

cnt 

L12l 50 2 
Anova = Kideal E = 1400.0 20500 = 3.414634146 em 

(2) 

!51 

Conclui-se da Tabela IV-14 que, o valor da "Anova" obtido pela 

eq.(4.16) atraves do "Knovo=1400.0" nao e exata. 

Para este exemplo numerico os valores do "K,dea/' e da "A,dea1" obtidos 

atraves do "W' estimado nao sao considerados satisfat6rios, deve-se estimar 

urn valor novo, de "P=3.85" para "~=3.73" por exemplo. 

Atraves das analises realizadas anteriormente pode-se concluir que 

as equag5es para o calculo de "K,dea/' dado pela eq.(4.8) e para o calculo da 

"A
1
dea

1
" dado pela eq.(4.16) sao satisfat6rias para comparar com os dados 

resultantes do programa desde que se utilize os valores de "W' fornecidos 

por GALAMBOS1'
5

1, na falta de valores o Grafico IV-1, fornecido por 

SALMON s JOHNSONI6
J serve como uma referencia que deve ser utilizada 

com cuidado porque induz a uma margem de erro maior, como e mostrado 

na Tabela IV-15. Para barras com 1, 2, 3 ou 4 tramos iguais, apresentadas 

respectivamente pelos exemplos numericos 4.1 0, 4.11, 4.12 e 4.13 os 

valores de "W' fornecidos por GALAMBOSI'5
1 sao considerados satisfat6rios. 

Para o exemplo numerico 4.14 com uma barra com seis tramos iguais o 

valor de "W' estimado pelo Grafico IV-1 nao foi considerado satisfat6rio. 

Estas equagoes para o calculo de "K,d••'" dado pela eq.(4.8) ou a o 

calculo da "A1dea1" dado pela eq.(4.16) representam, respectivamente, a 

rigidez de uma mala ou a area necessaria de uma barra para garantir que 

urn pilar isolado esteja contraventado. Mas para se descobrir como urn 

sistema de contraventamento formado por uma treliga pode garantir a 
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estabilidade entre porticos, exige o desenvolvimento de outros tipos de 

equac;;oes, outros tipos de analises, novas metodos. Sabe-se que este 

estudo depende do tipo de ligayao entre contraventamentos, da sua 

deformabilidade, do tipo de ligac;;ao entre o portico e o contraventamento, do 

tipo de carregamento aplicado entre outras variaveis. Mas, o programa 

proposto pode esclarecer alguns pontos deste tipo de sistema de 

contraventamento trelic;;ado, que e utilizado na pratica, o que sera vista no 

capitulo V. Segundo BALLIO £ MAZZOLANII241, como ja foi dito, nao ha 

ainda instrumentos sofisticados para calcular esta influencia e permitir a 

simulac;;ao completa da flambagem global da estrutura. 

;.·,ded 

::xe:-"1p';O {3 2.00':, 2.0:JD C% 
r---~---+---------4----~---+--------~ 

Nc.,,-,cerico "'deal 749.8740368 749.87LC368 
~--~~---+----------~-----------+----------~ 

0% 

8,2896~065 :J% 

:=::xemp 1o {3 3.000 3.'JJC) 0% 
~--~-----+----------~-----------+----------~ 

2. 7L344i 598 

L.j 

(3 

r.<:7 
V/c 

:.-5367:32395% 



CAPiTULO V 

ESTUDO DO EFEITO DOS CONTRA VENTAMENTOS 

ELASTICOS NA RIGIDEZ DAS ESTRUTURAS 

5.1 - INTRODUCAO 

Este capitulo mostra os resultados do estudo do efeito dos 

contraventamentos com alguns exemplos numericos praticos. 0 programa 

desenvolvido foi utilizado na solugao de uma serie de problemas com o 

objetivo de obter o parametro critico "WcR1/, o coeficiente de fambagem "K" 

e principalmente obter as informagoes necessarias para comprovar a real 

influencia dos contraventamentos. 

5.2 - COEFICIENTES DE FLAMBAGEM "K" 

Atraves da eq.(1.12), da "Formula de Euler", que mostra a menor 

carga de flambagem de uma barra com extremidades rotuladas e 
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indeslocaveis perpendicularmente ao eixo, pode-se obter o coeficiente de 

flambagem da barra: 

(5.1) 

Sendo, "K" denominado por coeficiente de fambagem e e fun9ao das 

condi96es de extremidade da barra. 0 produto "KL" e conhecido como 

comprimento efetivo de flambagem, "LF,am=KL", que pode ser definido, para 

uma barra dada, como sendo o comprimento real de uma barra bi-rotulada 

com os mesmos valores de "E" "I" e "P " da barra dada ou seJ·a· 
' Euler ' · 

(KL)2 - (L )2 - n2EI 
-Flam -p 

Euler 

(5.2) 

0 comprimento de flambagem e tambem igual a distancia entre dois 

pontos de curvatura nula (pontos de inflexao) na curva de flambagem ver 

Fig.V-1. 

l 
~ 

II 

I 
I 
I 

=. \ 

\ 

C,,'-

-! 
\ 

'::._ 
-o~to ce 

r'!exCo 
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Na pratica, para uma coluna contraventada, ver Fig.V-2, e adotado 

para a flambagem em torno eixo y-y (local) "KYioraticol=2" e para flambagem em 

torno do eixo z-z (local) "Kzloraticol=1" representando o comportamento isolado 

de cada barra, mas somente quando a barra esta isolada nao sofrendo 

influencia de carga ao Iongo de seu comprimento. Portanto, a interpretal(ao 

tradicional mostra "K" diferentes para cad a I ado e "P aRIT" diferentes para 

cada lado, entao deve-se calcular para ambos os lados o "PaR1/ e o menor 

deles sera o "PaR1/ da coluna. 

p 

Flombogem 

em torno do 

eixo y- y 

( Locol) 

rlombogem 

em torno do 
eixo z- z 

(Local) 

F·1guro V-2 Exemplo Te6r"1co 

0 programa proposto calcula o "K" da seguinte maneira: a partir da 

eq.(5.2) o "PEule;' que representa o valor da carga critica da estrutura como 

um todo sera denominado por "PaRIT"· desta forma, pode-se obter o valor do 

(5.3) 

Portanto, o "K" do programa, denominado por "K
0

,
09

", sera um valor no 

qual para cada barra obter-se-a, ja de inicio, o valor da carga critica da 

coluna que seria o menor valor do caso pratico. Entao o programa 
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tridimensional permite informar uma relayao de "K" que represente para 

cada lado o que acontece com o global da barra, ou seja, com este 

programa os valores de "K" representam o comportamento global da barra. 

Assim, a carga critica estara automaticamente definida como sera 

demonstrado nos exemplos a seguir. 

5.3 - EXEMPLOS NUMERICOS 

Com base no exemplo te6rico, ver Fig.V-2, utilizar-se-a quatro tipos 

de perfis como objetivo de avaliar o "K
0

,
09

" em relayao ao "K
0

,6,,00", bern como 

entender a carga critica obtida atraves do programa. 

5.3 1- Exemplo Numerico 5.1 

Neste primeiro exemplo, a coluna da Fig.V-2 sera mostrada com o 

perfil abaixo: 

.. 
\ \,r 

. I '\ 
! j ::-.C:"'"',bcgem 

l
e~ to••o co 

+---: e·xo y-y 
' / r,r .-,• '. 

,~'--''--'-'; 

i 
~ 

;.,~ :__ "/8 C":'
2 

x:=-J:;;;;o52 . .3 1 C~'"""'""'-
4 

_Y 

'Y""' 26.'5 C'T1L 

Z""-26.-.:-:::-ff 

'y :=- ··="' :; ·. L2 :::~ 

~:;;; ><::\ 

Figura V-3 Exemplo Numerico 5.1 

z 
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Para o CASO (a) tem-se a coluna sem contraventamento e para o 

CASO (b) tem-se a col una contraventada ao meio da barra e para este caso 

e mostrado a configura<;ao flambada da coluna nas duas dire<;6es, conforme 

Fig.V-3. 

Neste exemplo, no CASO (a), calcula-se o "PcR1/ para a coluna como 

"K . =1" nas duas dire,.,oes como "P=1" e a barra e isolada implica em pri:lt!CO '5 I 

"PcRrr=WcRIT
11

: 

7f
2 20500 26.15 

PcR1r(Z- z) = PcR1r(Y- y) = 2 = 826.6950 KN 
(1 X 80) 

Portanto a flambagem no CASO (a), sem contraventamento, devera 

ocorrer como valor esperado de "PcR1r(Teorico)=826.6950 KN". 

Na Tabela V-1 e mostrado o valor de "PcR1r(Te6rico)" esperado, o 

valor de "PcR1r(Encontrado)". bem como o "Kz" eo "K/. obtido pelo programa 

desenvolvido. 

Tabela V-1 Exemplo Numerico 5.1 

Barra p CRIT(T e6riCO) P cR1r(Encontrado) Kz K, 

( 1 ) 826.6950 826.6942 1.000 1.000 

Com o "Kz" e o "K/ obtido atraves do programa, calcula-se dois 

valores iguais de "PcR1/ que eo mesmo obtido como "PcR1r(Te6rico)", assim 

tem-se: 
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n 2 20500 26.15 
PcR1r(z-z)=PcR1r(Y-Y)= 2 =826.6950KN 

(1 X 80) 
OK! 

No CASO (b), calcula-se o "PcR1r" para a coluna com o "Ky(pratico1=2" 

para flambagem em torno do eixo y-y (local) e "Kz(praticcl=1" para flambagem 

em torno do eixo z-z (local) nas duas direc;:oes: 

n
2
Eiy n 2 20500 26.15 

PcRIT (y- y) = (K L)2 = (
2 

x 
40

)2 = 826.6950 KN 
y(pratico) 

n
2
EI z n 2 20500 26.15 

PcR1r (z- z) = 2 = (
1 

x 
40

)2 = 3306.7801 KN 
(K z(pratico) L) 

Portanto a flambagem no CASO (b), com contraventamento, devera 

ocorrer com o valor esperado de "PcRtr(Teorico)=826.6950 KN", que 

representa a flambagem em torno do eixo y-y. 

Na Tabela V-2 e mostrado o valor de "PcR1r(Te6rico)" esperado, o 

valor de "PcR1r(Encontrado)", bem como o "Kz" eo "KY", obtido pelo programa 

desenvolvido. 

Tabela V-2 Exemplo Numerico 5.1 

Barra P cRtr(T e6rico) P cRtr(Encontrado) Kz Ky 

( 1) 826.6950 826.6958 2.000 2.000 

(2) 826.6950 826.6958 2.000 2.000 

Com o "K," e o "K/ sao obtido dois valores iguais de "P cR
1
r" que e o 

mesmo obtido como "PcR1r(Te6rico)", assim tomando por exemplo a barra (1) 

tem-se: 
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n
2 20500 26.15 

PcRIT(z- z) = PcRIT(Y- y) = 2 = 826.6950 KN 
(2 X 40) 

OK! 

Portanto, o "K
0

,
09

" apresenta a carga critica final da coluna. 

5.3 2- Exemplo Numerico 5.2 

Neste segundo exemplo, a coluna da Fig.V-2 sera mostrada com o 

perfil abaixo: 

z 

z 
r-iC:""';!Jcge-;- z== ': L C2 
e~, :o~r-c o:::: '--= 4(} c,.,., z 

eixo z~z O!o:=·[-2, 

(~occ·) 1)=0.3 

'z =. 
:>:::-1 K:\ 

Figura V-4 Exemplo Numerico 5.2 

Para o CASO (a) tem-se a coluna sem contraventamento e para o 

CASO (b) tem-se a coluna contraventada ao meio da barra e para este caso 

e mostrado a configuragao flambada da coluna nas duas dire<;:oes, conforme 

Fig.V-4. 

Neste exemplo, no CASO (a), calcula-se o "PeR,/ para a coluna como 

"Kwatico=1" nas duas diregoes: 
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:r
2
Eiy :r2 20500 26.72 

PcRIT (y- Y) = (K L)2 = (
1 

x 
80

)2 = 844.7148 KN 
pratico 

:r
2
Eiz :r

2 20500 14.02 
PcR1r(Z- z) = (K L)2 = (

1 
x 

80
)2 = 443.2223 KN 

pratico 

Portanto a flambagem no CASO (a), sem contraventamento, devera 

ocorrer como valor esperado de "PcR1r(Teorico)=443.2223 KN" em torno do 

eixo z-z. 

Na Tabela V-3 e mostrado o valor de "PCRir(Te6rico)" esperado, o 

valor de "PcR1r(Encontrado)", bern como o "Kz" eo "K/. obtido pelo programa 

desenvolvido. 

Tabela V-3 Exemplo Numerico 5.2 

Barra p CRIT(Te6riCO) P cR1r(Encontrado) Kz Ky 

( 1) 443.2223 443.2215 1.0000 1.3805 

Com o "Kz" e o "KY" obtido atraves do programa, calcula-se dois 

valores iguais de "PcR1r" que eo mesmo obtido como "PcR
1
r(Te6rico)", assim 

tem-se: 

:r 2 20500 26.72 
PcRIT (y- y) = (1.

3805 
x 

80
)2 = 443.2383 KN OK! 

:r 2 
20500 14.02 

PcRIT (z- z) = 2 = 443.2223 KN 
(1 X 80) 

OK! 

No CASO (b), calcula-se o "PCRir" para a coluna corn o "Ky(pratico)=2" 

para flambagem em torno do eixo y-y (local) e "Kz(pratico)=1" para flambagem 

em torno do eixo z-z (local) nas duas dire<;:oes: 



Jr
2
Eiy Jr 2 20500 26.72 

PcRIT(y-y)=(K L) 2 = (
2

x
4

0)2 =844.7148KN 
y(pratico) 

Jr220500 14.02 = 1772.8894 KN 
{1x40) 2 
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Portanto a flambagem no CASO (b), com contraventamento, devera 

ocorrer com o valor esperado de "PcR1r{Teorico)=844.7148 KN", que 

representa a flambagem em torno do eixo y-y. 

Na Tabela V-4 e mostrado o valor de "PcR1r(Te6rico)" esperado, o 

valor de "PcR;r(Encontrado)", bem como o "K;' eo "KY", obtido pelo programa 

desenvolvido. 

Tabela V-4 Exemplo Numerico 5.2 

Barra p CRIT(Te6riCO) P cR1r(Encontrado) Kz Ky 

(1) 844.7148 844.7142 1.4487 2.000 

(2) 844.7148 844.7142 1.4487 2.000 

Como "K;' eo "KY" sao obtido dois valores iguais de "PcR1r" que eo 

mesmo obtido como "PcR1r{Te6rico)", assim tomando por exemplo a barra (1) 

tem-se: 

Jr 2 20500 26.72 
PCRIT(y-y)= 2 =844.7148KN 

(2 X 40) 
OK! 

Jr 2 20500 14.02 
pCRIT(y-y)= 

2 
=844.7432KN 

(1.4487 X 40) 
OK! 

Portanto, o "Kprog" apresenta a carga critica final da coluna. 
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5.3 3- Exemplo Numerico 5.3 

Neste terceiro exemplo, a coluna da Fig.V-2 sera mostrada com o 

perfil abaixo: 

eixc z- z 

f.;-::: 5.56 

1 y=56.08 

:z=i t._C2 

~= LO c~ 

v=0.3 
~=20580 K'\/c~ 2 

~y-=3_-,;rs em 

~ 2 =:.59 cr':'. 

~y = 2 r 2 

Po=~ Kr< 

Figura V-5 Exemplo Numerico 5.3 

.z 

Para o CASO (a) tem-se a coluna sem contraventamento e para o 

CASO (b) tem-se a col una contraventada ao meio da barra e para este caso 

e mostrado a configura<;;ao flambada da coluna nas duas dire<;;oes, conforme 

Fig.V-5. 

Neste exemplo, no CASO (a), calcula-se o "PcRrT" para a coluna como 

"KpraHco=1" nas duas dire<;;oes: 
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Portanto a flambagem no CASO (a), sem contraventamento, devera 

ocorrer como valor esperado de "PcR1r(Teorico)=443.2223 KN" em torno do 

eixo z-z. 

Na Tabela V-5 e mostrado o valor de "PcR1r(Te6rico)" esperado, o 

valor de "PcR
1
r(Encontrado)", bern como o "Kz" eo "K/. obtido pelo programa 

desenvolvido. 

Tabela V-5 Exemplo Numerico 5.3 

Barra p CRIT(T e6riCO) P cR1r(Encontrado) Kz Ky 

( 1) 443.2223 443.2215 1.0000 2.0000 

Com o "Kz" e o "KY" obtido atraves do programa, calcula-se dois 

valores iguais de "PcR1r" que eo mesmo obtido como "PcR1r(Te6rico)", assim 

tem-se: 

;r
2 20500 56.08 

PcRIT(y-y)= (
2

x
8

0)2 =443.2223KN OK! 

p ( ) ;r220500 14.02 443.2223 KN 
CRIT z-z = (1x 80)2 OK! 

No CASO (b), calcula-se o "PcR1r'' para a coluna com o "Ky(praticoJ=2" 

para flambagem em torno do eixo y-y (local) e "Kz(pratlcoJ= 1" para flambagem 

em torno do eixo z-z (local) nas duas dire96es: 

;r
2
Eiy ;r

2 20500 56.08 
PcRIT(y-y)= 2 = (

2
x

4
0)2 =1772.8894KN 

(K y(pratico) L) 

;r2EI ;r220500 14.02 
p CRIT ( z - z) = z 2 = 2 

(Kz(pratico) L) (1 X 40) 
1772.8894 KN 
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Portanto a flambagem no CASO (b), com contraventamento, devera 

ocorrer com o valor esperado de "PcR
1
T(Teorico)=844.7148 KN", que 

representa a flambagem em torno do eixo y-y ou tambem a flambagem em 

torno do eixo z-z. lsto ocorre porque a rela<;:i:io entre os raios de gira<;:i:io e 

exatamente igual a dois. Neste caso o "Kprog" deve ser igual ao "Kp,atico"· 

Na Tabela V-6 e mostrado o valor de "PcR1T(Te6rico)" esperado, o 

valor de "PcR1T(Encontrado)", bern como o "K;' eo "K,", obtido pelo programa 

desenvolvido. 

Tabela V-6 Exemplo Numerico 5.3 

Barra p CRIT(Te6riCO) P cR1T(Encontrado) Kz Ky 

(1) 1772.8894 1772.8902 1.0000 2.000 

(2) 1772.8894 1772.8902 1.0000 2.000 

Com o "K;' e o "K;' sao obtido do is valores iguais de "P cR1/ que e o 

mesmo obtido como "PcR1T(Te6rico)", assim tomando por exemplo a barra (1) 

tem-se: 

p ;r
2 20500 56.08 

CRIT(Y- y) = (
2 

x 
40

)2 1772.8894 KN OK! 

;r
2 20500 14.02 

PcRIT(y-y)= (
1

x
4

0)2 =1772.8894KN OK! 

Portanto, o "Kprog" apresenta a carga critica final da coluna. 

5.3 4- Exemplo Numerico 5.4 
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Neste quarto exemplo, a coluna da Fig.V-2 sera mostrada com o perfil 

a baixo: 

ir 
' I 

I : 

I 
I I 

I 1 ; 

lJ/:1 
! ~ \ 

\ -....) 

( ~ ', 

\ ~' J 

V'"' 0.3 

' "" , L ;;_-y ~ ~ 

rz = 2: L] C"" 

Figura V-6 Exemplo Numerico 5.4 

z 

Para o CASO (a) tem-se a coluna sem contraventamento e para o 

CASO (b) tem-se a coluna contraventada ao meio da barra e para este caso 

e mostrado a configura<;ao flambada da coluna nas duas dire<;oes, conforme 

Fig.V-6. 

Neste exemplo, no CASO (a), calcula-se o "PcR1r" para a coluna como 

"Kpratlco=1" nas duas dire<;5es: 

Jr
2
Eiy Jr

2 20500 7327.5 
PcRIT(Y- y) = (K L)2 = (

1 
x 

500
)2 = 5930.2012 KN 

pratico 

Jr
2
Eiz Jr

2 20500 1432.71 
PcRIT(z-z)= 2 = =1159.5030KN 

(Kpraticol) (1 X 500)
2 

Portanto a flambagem no CASO (a), sem contraventamento, devera 

ocorrer como valor esperado de "PcR
1
r(Teorico)=1159.5030 KN" em torno do 

eixo z-z. 
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Na Tabela V-7 e mostrado o valor de "PcR
1
r(Te6rico)" esperado, o 

valor de "PcR1r(Encontrado)", bem como o "Kz" eo "Ky"· obtido pelo programa 

desenvolvido. 

Tabela V-7 Exemplo Numerico 5.4 

Barra p CRIT(Te6riCO) P cR 1r(Encontrado) Kz Ky 

( 1) 1159.5030 1159.5034 1.0000 2.2615 

Com o "Kz" e o "K/ obtido atraves do programa, calcula-se dais 

valores iguais de "PcR
1
r" que eo mesmo obtido como "PcR

1
r(Te6rico)", assim 

tem-se: 

n 2 20500 7327.5 
PcR1r(Y-Y)= 

2 
=1159.5147KN 

(2.2615 X 500) 
OK! 

n 2 20500 1432.71 
PcRtr(Z-Z)= (

1
x

5
00)2 =1159.5030KN OK! 

No CASO (b), calcula-se o "PcRtr" para a coluna com o "Ky(pratico)=2" 

para flambagem em torno do eixo y-y (local) e "Kz(pratico)=1" para flambagem 

em torno do eixo z-z (local) nas duas diregoes: 

n
2
Eiy n 2 20500 7327.5 

PcRtr(Y-Y)= 2 = =5930.2012KN 
(Ky(pratico) L) (2 x 250)

2 

n
2
Eiz n 2 20500 1432.71 

PcR1r(Z- z) = 2 = = 4638.0121 KN 
(Kz(pratico) L) (1 x 250)

2 

Portanto a flambagem no CASO (b), com contraventamento, devera 

ocorrer com o valor esperado de "PcR
1
r(Teorico)=4638.0121 KN", que 

representa a flambagem em torno do eixo z-z. 
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Na Tabela V-8 e mostrado o valor de "PcR1T(Te6rico)" esperado, o 

valor de "PcR1T(Encontrado)", bem como o "Kz" eo "Ky"• obtido pelo programa 

desenvolvido. 

Tabela V-8 Exemplo Numerico 5.4 

Barra p CRIT(Te6riCO) PcRIT(Encontrado) Kz Ky 

( 1) 4638.0121 4638.0120 1.000 2.2615 

(2) 4638.0121 4638.0120 1.000 2.2615 

Com o "Kz" e o "KY" sao obtido dois valores iguais de "PcR1/ que e o 

mesmo obtido como "P cR1T(Te6rico )", assim tomando por exemplo a barra ( 1) 

tem-se: 

ll"
2 20500 7327.5 

PcRIT(Y-Y)= 2 =4638.0586KN 
(2.2615 X 250) 

OK! 

1l"
2 20500 1432.71 

PcRir(Y-Y)= (
1

x
250

)2 =4638.0121KN OK! 

Portanto, o "Kpcog" apresenta a carga critica final da coluna. 

Atraves destes exemplos foi possivel interpretar os coeficientes de 

flambagem obtidos pelo programa e tambem entender que estes valores de 

"K" ja interpreta a carga critica da estrutura global. 
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5.4- EXEMPLOS DE ESTRUTURAS CONTRAVENTADAS 

Para avaliar a influencia real dos contraventamentos, que e o objetivo 

do trabalho, sera mostrado dois casas usuais de contraventamentos em 

estruturas como: contraventamentos de treli<;a e contraventamentos de pilar. 

Os exemplos utilizados nesta fase foram tambem calculados pelo 

programa ANSYS V-5.21221 e sera mostrado no trabalho, a titulo de 

ilustra<;ao, os desenhos da estrutura indeformada e deformada. Cada barra 

da estrutura sera dividida apenas em quatro elementos porque o objetivo foi 

de obter apenas as deformadas das estruturas e nao o valor real do "WcR1/, 

ja que torna-se complicado, nestes exemplos, subdividir cada barra em mais 

elementos. Portanto o "WcRr/ fornecido pelo ANSYS V-5.21221 nao sera o 

exato. Para que se obtenha um "WcRr/ mais preciso pelo ANSYS V-5.21221 

cada elemento devera ser dividido no minima em dez elementosi25J. 

5.4.1 - Contraventamentos de treli~a 

Antes de avaliar a influencia real dos contraventamentos em treli<;as 

mostrar-se-a um exemplo em que o programa ira fornecer os coeficientes de 

flambagem, "K
0

,09", e comparar com os "Kpratrca" utilizados pelos calculistas 

para treli<;as. 

5.4.1.1 - Exemplo Numerico 5.5 

Neste quinto exemplo sera mostrado uma treli<;a, ver Fig.V-7: 
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Figura V-7 Exemplo Numerico 5.5 
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Para esta treliya obtem-se o "WcR
1
r" atraves do programa ANSYS V-

5.21221 e atraves do programa, ver Tabela V-9: 

Tabela V-9 Exemplo Numerico 5.5 

w CRIT(ANSYS) WcR1r(PROGRAMA) 

5.3848 4.3221 

Para esta treliya o valor de "P" vai ser substituido por um 

carregamento pouco menor que o "WcR1r" com o objetivo de obter os 

esforyos maximos anterior a perda de estabilidade da estrutura. Estes 

esforyos estao pr6ximos a carga critica suportada pela barra. Assim fazendo 

"P=4.315 KN" resultanum "WcR1r=1 .0021 KN". 

Na pratica, os calculistas adotam, neste caso onde a relayao 

entre raios de girayao e igual a 2, que o "KY1o,atico>=2" para flambagem em 

torno do eixo y-y (local) e "KzlocaticoJ=1" para flambagem em torno do eixo z-z 
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(local) e como ja foi dito adota-se o menor valor para o dimensionamento da 

barra. Por exemplo adotando-se a barra (1 ), tem-se: 

PCRIT(y-y)=(K . L)2 
y(prat1co) 

1[220500 14.02 = 16.6853 KN 
(2 X 206.16)2 

J[
2Eiz 1[2 20500 56.08 

PcR1r(z-z)= 2 = 
2 

=266.9641KN 
(Kz(pratico) L) (1 x 206.16) 

Entao, pela pratica, a barra seria dimensionada com carga critica 

"PcR;T=16.6853 KN". 

0 programa obteve, para barra (1) um esfor9o igual a "P=59.4431KN", para 

um carregamento proximo ao critico. Neste caso, mesmo que a rela9ao 

entre raios de girac;:ao seja igual a 2, o programa obteve "Ky(prog)=1.0588" 

para flambagem em torno do eixo y-y (local) e "Kz(prog)=2.1175" para 

flambagem em torno do eixo z-z (local). 

Atraves dos resultados obtidos, pode-se observar que a interpretac;:ao 

tradicional do parametro "K" so pode ser feita com barras isoladas ou no 

maximo para barras acopladas a uma trelic;:a plana. No caso da analise 

tridimensional com a96es aplicadas ao Iongo dos nos da estrutura o 

parametro "WcRIT" surge como fator limitante de instabilidade global. Os 

parametres "K" encontrados representam apenas relac;:oes entre a barra 

isolada e a barra acoplada na estrutura. 

Entao, atraves do programa, a barra deveria ser dimensionada com 

carga critica "PcR;T=59.5340KN". lsto mostra que o calculo pratico e 

conservative e esta a favor da seguranc;:a, mas nao representa o real da 

estrutura. A Tabela V-10 mostra para o banzo superior, os coeficientes de 

flambagem "Kz" e o "Ky", o esforc;:o critico obtido para um carregamento 

proximo ao critico denominado por "PcRIT(Proximo)", o esforc;:o critico obtido 

atraves dos "Kprog" denominado por "PcR1r(Programa)", o esforc;:o critico 

obtido pela pratica denominado por "PcR1r(Pratico)". 
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Tabela V-10 Exemplo Numerico 5.5 

Barra Kz Ky PcRIT(Pr6ximo) PcRIT(Programa) PcRIT(Pratico) 

(1) 2.1175 1.0588 59.4431 59.5340 16.6853 

(2) 2.1168 1.0584 59.4849 59.5790 16.6853 

(3) 2.2444 1.1222 52.9123 52.9971 16.6853 

(4) 2.4551 1.2275 44.2207 44.2909 16.6853 

A deformada desta estrutura pode ser observada atraves do 

programa ANSYS V-5.2[221 como mostra a Fig.V-8. 

ANSYS :!<. 2 

ccr 1:>- 1991 

SrEP-l ,.,._, 
f"AC1'-S.:!l:I!So 

RBY9-D --· 
DSCA-ID 

"" -1 "" _, 
zv -3 

OI:!!!'-1&1. 669 

XF' -sao 
Yf' -lllll 

!l:F -. 24'1ll-ll3 

Figura V-8 Deformada do Exemplo Numerico 5.5 
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5.4.1.2- Exemplo Numerico 5.6 

Neste sexto exemplo sera mostrado um portico composto de duas 

trelic;:as unida pelos contraventamentos e pelas terc;:as. A trelic;:a e a mesma 

mostrada no exemplo numerico 5 com o mesmo tipo de carregamento, ver 

Fig.V-9. 

Q.C1' Ui 1993 

16:11:59 .......... ..... ..,. 
"" _, "" _, 
IV -3 

DIS!.I-921. 104 

XP -auu 
YF -lllD 

IF -l:S.D 

I '"'BUFFJ:Ft 

Figura V-9 Exemplo Numerico 5.6 

Os contraventamentos formam um trelic;:a no plano do telhado onde 

os banzos desta trelic;:a sao compostos pelo banzo superior da trelic;:a 

principal. Seus montantes sao compostos pelas terc;:as e as diagonais sao 

representadas pelos contraventamentos. Na pratica sao utilizadas diagonais 

em cruz mas que resistem apenas a esforc;:os de trac;:ao, assim quando os 
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esfon;:os imp6em esfon;:os de compressao em uma delas a outra passa a 

trabalhar tracionada. Assim par apenas uma delas estar submetida a 

esfon;:o, e esfon;:o de tra9ao, a modelagem para explicar a influencia dos 

contraventamentos apresenta apenas uma delas. 

A fim de evitar que houvesse transmissao de momentos fletores para 

a treli9a os contraventamentos e as ter9as tiveram suas inercias reduzidas, 

mas de tal forma que nao causasse um problema numerico no programa. A 

area da ter9a foi estimada em "A=6.51 cm2
", vista que a distancia entre as 

treli9as foi estipulado em cinco metros. Variou-se as areas dos 

contraventamentos a fim de se obter o mesmo "WcR
1
r" da treli9a isolada do 

exemplo numerico 5.5, que foi de "WcR
1
r(Programa)=4.3221 KN". 0 resultado 

do programa para este caso encontra-se na Tabela V-11 e o novo "WcR1r" 

Sera denominado de "WcR1r(Conjunto)": 

Tabela V-11 Exemplo Numerico 5.6 

Area (cm2
) WcRir(Conjunto) 

0.1 4.3327 

4> 3/8" = 0.72 4.3327 

4> 1/2 " = 1.27 4.3327 

4> 1 " = 5.07 4.3327 

100 4.3327 

F'ortanto, o "WcR1r(Conjunto)=4.3327 KN" e muito proximo do 

"WcR1r(F'rograma)=4.3221 KN" obtido atraves da treli9a isolada. Assim pode 
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se afirmar que neste caso, o contraventamento utilizado na pratica, que e de 

"~ 3/8", e suficiente para garantir a estabilidade da treli9a. 

Sera mostrado na Fig.V-10 a deformada obtida pelo programa 

ANSYS V-5.i221 para este exemplo e o "WcRIT(ANSYS)" para o conjunto foi 

de "WcRIT(ANSYS)=5.5032 KN" e para a treli9a isolada do exemplo anterior 

era de "WcRIT(ANSYS)=5.3848 KN". Devido a inercia ser considerada baixa, 

mas ainda existente, quando ocorre a perda de estabilidade da treli9a esta 

provoca um giro nos n6s que tambem afetam as ter9as e as barras de 

contraventamentos, conforme pode-se verna Fig.V-10, mas pelos esfor9os 

obtido pelo programa a barra dos contraventamentos apresentam esfor9os 

de tra9ao. 

AN:!r.l'3 !&.2 

e:.cr 1s 1eoea 
l ,, 3f: !ll 

"""-1 
PJ.C!'-S. ~U 

RSY:it-0 

"""-1 

osc.w-aa 

"" -1 "" _, 
BV -3 

D:ts:l'-9:>0 • 41 ~ 

XF -DD9.l:> 

Y"P -92. H 

If' -224.611 

I-BUFFER 

Figura V-10 Deformada do Exemplo Numerico 5.6 
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5.4.2 - Contraventamentos de Pilar 

Recomenda que os pilares metalicos sejam contraventados no eixo 

de menor inercia. Assim diminui-se o comprimento de flambagem do pilar 

aumentando a carga critica que o pilar pode suportar. 0 exemplo numerico 

5.7, que sera mostrado a seguir, utiliza o mesmo perfil adotado no exemplo 

numerico 5.4, e tern por objetivo avaliar a influencia real dos 

contraventamentos em pilares. E recomendado que entre porticos a cada 

seis vaos tenha-se um sistema de contraventamento. Portanto cada sistema 

de contraventamento deve suportar tres vaos adjacentes. Com base nestas 

informac;oes foi montado o exemplo a seguir. 

5.4.2.1 - Exemplo Numerico 5. 7 

Neste setimo exemplo sera mostrado um conjunto de cinco pilares 

como sistema de contraventamento, ver Fig.V-11. 

Como foi dito no caso da trelic;a, exemplo 5.6, na pratica utiliza-se 

para o sistema de contraventamento diagonals em cruz, mas estas resistem 

apenas esforc;os de trac;ao. Quando os pilares sao carregados apenas uma 

delas esta submetida a esforc;os, por isso no modelo apresentado aparece 

apenas uma delas. 

A fim de evitar que houvesse transmissao de mementos fletores para 

os pilares os contraventamentos tiveram suas inercias tambem reduzida, 

mas de tal forma que nao causasse um problema numerico no programa. 
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Na pratica e utilizado, como ja foi dito no exemplo numerico 4.4, para 

calcular o "WcRrr" da coluna, adotar "Ky 1 ,a~rco)=2" para flambagem em torno do 

eixo y-y e "Kz(pratlco)=1" para flambagem em torno do eixo z-z. E tambem 

utilizar cantoneiras para as barras dos contraventamentos admitindo que 

estas sao suficientes para garantir a estabilidade do pilar. 

Com o objetivo de verificar a veracidade da afirma9ao acima variou­

se as areas dos contraventamentos, utilizando ferros redond )S e 

cantoneiras, a fim de se obter o mesmo "WcRrr" obtido com o pilar isolado 

dado pelo exemplo numerico 4.4 (b), que foi de "WcRrr=4638.0121 KN" 

representando a flambagem em torno do eixo z-z. Cas o o 

"WcRrr(Encontrado)" pelo programa seja igual ao "WcRrr" da coluna isolada os 

perfis utilizado nos contraventamentos sao suficiente para garantir a 

estabilidade do conjunto de pilares. Os resultados sao apresentados na 

Tabela V-12. Nesta Tabela e mostrado as areas dos contraventamemos, o 

"WcRrr(Encontrado)" eo "K2" eo "K/ obtidos pelo programa. 
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Tabela V-12 Exemplo Numerico 5.7 

Perfil Area(cm2
) W CRIT(Encontrado) Kz Ky 

<I> 3/8" 0.72 541.9319 2.9255 6.6160 

<I> 1/2" 1.27 881.1114 2.2943 5.1886 

<I> 1" 5.07 2661.4846 1.3201 2.9854 

L 2" X 2" #1/4" 6.06 3156.3492 1.2122 2.7414 

L 3" X 3" #3/8 13.61 4180.8907 1.0533 2.3819 

L 4" X 4" #3/8 18.45 4490.5225 1.0163 2.2984 

L 5" X 5" #1/2 30.64 4571.0448 1.0073 2.2780 

L 6" X 6" #1/2 37.09 4570.2907 1.0074 2.2782 

- 1000.0 4584.0058 1.0059 2.2748 

Observe que para qualquer uma das cantoneiras adotada o 

"WcR1T(Encontrado)" nao chega em "WcR1T=4638.0121 KN" do pilar isolado. 

Nem que num absurdo utilizando uma area igual a "A=1000.0 cm2
" o 

"WcR1T(Encontrado)" nao chega no valor critico, entao conclui-se, que os 

perfis cantoneiras adotados para os contraventamentos dos pilares, para 

este caso, nao sao suficientes para garantir a sua estabilidade e portanto 

nao esta correto o uso de "Ky(pcalicol=2" para flambagem em torno do eixo y-y 

e "Kz(pcaticol=1" para flambagem em torno do eixo z-z. Assim ao se adotar 

cantoneiras para perfis de contraventamentos os "K" devem ser 

devidamente calculados. 
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De acordo com os resultados obtidos pelo programa ao utilizar-se a 

cantoneira 2" x 2" #1/4 para os contraventamentos deveriam-se utilizar 

"Ky(prog)=2.7414" e "Kz(prog)=1.2122", assim tem-se: 

;r
2 20500 7327.5 

PcRIT(Y- y) = 2 = 3156.3460 KN 
(2.7414 X 250) 

;r
2 20500 1432.71 

PcRIT(Y- y) = (1.2122 x 250)2 3156.3368 KN 

Entao a carga critica do pilar e de "WcR1T(Encontrado)=3156.3492 

KN" e nao "WcR1T=4638.0121 KN" como e adotado na pratica pelos 

calculistas. Neste caso, de contraventamentos de pilares, o erro esta contra 

a seguran9a da estrutura e deveria ser analisado com mais cuidado. 0 

ANSYS V-5.21221 obtem para este caso urn "WcRIT(ANSYS)=3486.6736 KN" e 

apresenta a deformada mostrada pela Fig.V-12. 
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Figura V-12 Deformada do Exemplo Numerico 5.7 
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Aumentando-se a area dos contraventamentos, por exemplo para 

"A=1000.0 cm2
", a deformada passa a sera apresentada pela Fig.V13. 
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Figura V-13 Deformada do Exemplo Numerico 5.7 



CAPiTULO VI 

CONCLUSOES 

6.1 - CONSIDERACOES FINAlS 

A) No dimensionamento de barras de treli<;:as metalicas sao utilizadas, 

normalmente, as expressoes te6ricas de Euler, no regime elastica, que 

admitem os coeficientes de flambagem te6ricos recomendados pelas 

normas, consequentemente os valores dos esfor<;:os maximos, "P cR1r", 

admitidos sem os efeitos dos coeficientes de seguran<;:a. fornecem 

informa<;:oes individualizadas das barras como se fossem isoladas. 

Constata-se, atraves de urn processo que utiliza o efeito da instabilidade 

global da estrutura, que os coeficientes de flambagem sao caracteristicos 

das rela<;:oes de rigidezes entre as barras e da geometria global da 

estrutura. Consequentemente, os valores reais encontrados modificam os 

resultados dos val ores dos "P cR1r" estimados. Exemplificando estas 
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considerac;:oes, observa-se no exemplo numerico 5.5, ver Tabela V-10, 

que os valores te6ricos de Euler nao correspondem aos valores 

encontrados. Demonstrando que o efeito globalizado e muito diferente do 

individualizado. 

B) Os contraventamentos utilizados nas trelic;:as metalicas de cobertura, 

normalmente constituidos por perfis esbeltos, representados atraves do 

exemplo numerico 5.6, apresentam a rigidez suficiente para garantir a 

estabilidade global, fora do plano da trelic;:a. lsto, dentro dos padroes de 

estruturas trelic;:adas consideradas leves e com carregamentos 

moderados. 

C) Nos casos de pilares metalicos, normalmente constituidos por sec;:oes 

transversais mais pesadas e muito rigidas, exigem contraventamentos 

tambem rigidos. Atraves do exemplo numerico 5.7, verifica-se que por 

mais que se enrijec;:a as sec;:oes transversais dos contraventamentos nao 

se consegue chegar aos valores te6ricos consagrados, "PEu,.:·. Portanto, 

deve-se adotar perfis comerciais nestes contraventamentos e verificar a 

instabilidade global para se definir os coeficientes de flambagem que 

real mente demonstrem o comportamento dos pilares da estrutura. 

D) A utilizac;:ao do programa ANSYS V-5.21221 e bastante trabalhosa e nao 

conduz a resultados precisos, quando utilizado com pouca discretizac;:ao. 

0 fato do ANSYS V-5.2122
1 utilizar o metodo dos elementos finitos faz com 

que as barras necessitem de subdivisoes para se obter um resultado 

mais preciso, o que torna . o programa algumas vezes inviavel, 

dependendo do exemplo. Para utilizac;:ao do programa desenvolvido nao 

e necessaria fazer subdivisoes por utilizar-se das func;:oes de rigidez. No 

exemplo numerico 5.6, para o programa desenvolvido, utilizou-se 32 n6s 

e 67 barras, ja para o ANSYS V-5.21221 foram utilizados 233 n6s e 268 

barras, subdividindo cada barra em apenas quatro elementos. Portanto, a 

utilizac;:ao do programa desenvolvido e bastante viavel no uso cotidiano 



182 

de qualquer engenheiro, visto que sua utilizac;:ao e menos onerosa e 

apresenta resultados precisos. A analise de estruturas tridimensionais, 

conhecidas como espaciais, que utilizam ligac;:oes rigidas e barras 

tubulares, necessitam de um programa eficiente para a verificac;:ao da 

instabilidade global da estrutura, o que foi visto no exemplo numerico 4.6, 

com resultados mostrados na Tabela IV-6. Este programa demonstrou 

bons resultados com pouco tempo de processamento, porque utiliza a 

mesma quantidade de barras adotadas na estrutura, sem necessidade de 

subdivis5es. 

E) Todas as analises realizadas neste trabalho utilizaram a hip6tese de 

regime elastica das barras. Prop5e-se para futuros trabalhos, a 

complementac;:ao deste para analises no regime inelastico das barras. 

F) Prop5e-se, tambem, o estudo das ligac;:oes semi-rigidas. No caso do 

exemplo numerico 5.6, foi necessaria a reduc;:ao das inercias das barras 

das terc;:as e dos contraventamentos para evitar que houvessem 

transmiss5es de momentos fletores nas conex5es, o que nao seria 

necessaria com o efeito das ligac;:oes semi-rigidas. 

G) Apesar dos exemplos apresentados nao serem totalmente conclusivos, 

demonstrou-se a potencialidade do programa tridimensional desenvolvido 

e a necessidade da analise de instabilidade global para cada estrutura, 

ap6s seu dimensionamento convencional, pois s6 ap6s esta analise 

pode-se garantir, para cada caso analisado, a real seguranc;:a da 

estrutura. 
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ANEXOA 



MANUAL DE INSTRUCAO DO PROGRAMA 

Disserta<;:ao de Mestrado: 

"ESTUDO DA INFLUENCIA DOS CONTRAVENTAMENTOS NA 

INSTABILIDADE DE ESTRUTURAS MET.ALICAS APORTICADAS" 

Eng 3
: ROSILENE DE FATIMA VIEIRA 

Orientador: Prof. Dr. JOAO ALBERTO VENEGAS REQUENA 

Nome do programa: vi_elas.pas 

Este programa processa estruturas no maximo com seis n6s devido a 
capacidade limitada de memoria do turbo pascal. 
Exemplo para teste: vi3.dat (arquivo de entrada) 

vi3.out (arquivo de saida) 

Nome do programa: vin.pas 

Este programa pede ser rodado apenas na esta9ao de trabalho portanto 
processa estruturas com um numero de nos limitado pela capacidade de memoria 

da esta9ao. 
Exemplo para teste: exx6.dat (arquivo de entrada) 

exx6.out (arquivo de saida) 

Tela de Entrada do Programa 

UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS- UNICAMP 
POS GRADUACAO EM ESTRUTURA- ENGEN HARIA CIVIL 
PROGRAMA DE ANALISE DA INSTABILIDADE DE PORTICO ESPACIAL 

ALUNA: ROSILENE DE FATIMA VIEIRA RA- 960884 
POR FAVOR DESLIGUE A TECLA CAPSLOCK DO TECLADO 
QUALE 0 NOME DO ARQUIVO DE ENTRADA DE DADOS.DAT: <nome> 

QUALE 0 NOME DO ARQUIVO DE SAIDA.OUT: <nome> 

VOCE DESEJA OS CALCULOS EM TEORIA DE: 
PARA 0 CASO DE PRIMEIRA ORDEM DIGITE => 1 
PARA 0 CASO DE SEGUNDA ORDEM DIGITE => 2 

PARA 0 CASO DE INSTABILIDADE DIGITE => 3 
Para o case "2" ou "3" 

COM CORTANTE <cc> OU SEM CORTANTE <sc>: 
QUAL A TOLERANCIA DESEJADA : 



2 

Arguivo de Entrada 

Primeiro Passe: Dados da Estrutura 
Linha=> numero de barras (M) - numero de n6s (NJ) - numero restric;:oes (NR) -
numero de n6s com restric;:oes (NRJ)- numero de materiais (NMAT)- numero de 
n6s com restric;:oes elasticas (NVEJ). 

Segundo Passe: Coordenadas dos N6s 
REPETIR ATE NJ: 
Linha=> numero do n6- coord. X- coord. Y- coord. Z 

Terceiro Passe: Propriedades e Orientac;:oes das barras 
REPETIR ATE M: 
Linha=> numero da barra - n6 inicial - n6 final - tipo de material - aux AA 
Obs: AA;;.Q indica sec;:ao transversal normal 

AA=1 indica sec;:ao transversal inclinada (Ver GERE z WEAVERr111 pag.272) 
Neste caso: Coordenadas do Ponto P 
Linha=> numero da barra- coord. X- coord. Y- coord. Z 

Quarto Passe: Restric;:oes de N6s 
REPETIR ATE NRJ: 
Linha=> numero do n6 - trans. X - trans. Y - trans. Z - rot. X - rot. Y - rot. Z 

Quinto Passe: Vinculos Elasticos de N6s 
Caso haja restric;:oes elasticas nos n6s (NVEJ<>O) 
REPETIR ATE NVEJ: 
Linha=> numero do n6 -trans. X- trans. Y- trans. Z - rot. X - rot. Y- rot. Z 

Sexto Passe: Tipcs de Materiais 
REPETIR ATE NMAT: 
Linha=> numero do material 
Linha=> area (Ax)- memento de inercia em relac;:ao ao eixo X (Jt) - memento de 
inercia em relac;:ac ao eixo Y (ly) - memento de inercia em relac;:ao ao eixo Z (lz) -
Poisson- cceficiente de forma (c)- modulo de elasticidade longitudinal (E) 

Setimo Passe: Dados de Carregamento 
Linha=> numero de n6s carregados (NLJ) - numero de barras carregadas (NLM) 

Oitavo Passe: Ac;:oes aplicadas nos n6s 
Caso haja n6s carregados (NLJ<>O): 
REPETIR ATE NLJ: 

Linha=> numero do n6 - forc;:a X - forc;:a Y - foc;:a Z - memento X - memento Y -
memento Z 

Nona Passe: Ac;:oes aplicadas nas barras 
Caso haja barras carregadas (NLM<>O): 

Obs: carregamento =1: indica carregamento concentrado 



carregamento =2: indica carregamento distribuido 
REPETIR ATE NLM: 
Linha=> numero da barra carregada (barra) - numero de cargas (ncargas) 
Linha=> carregamento- carga em Y CAY- carga em Z CAZ 
Caso carregamento seja concentrado: 

3 

Linha=> distancia da aplica<;:ao do carregamento a partir do n6 inicial (a) 
(O<a<L) 

ARQUIVO DE SAiDA 

PROGRAMA DE ANALISE DA INSTABILIDADE DE PORTICO ESPACIAL 

======================================================== 

DADOS DA ESTRUTURA 

CALCULO DA INSTABILIDADE DA ESTRUTURA 

COM CORTANTE <CC> OU SEM CORTANTE <SC>: 

TOLERANCIA : 

BARRP,- G. LIB- NOS- N.RES- NO.RES- N.MATE- N.VIN 
M N NJ NR NRJ NMAT NVEJ 

COORDENADAS DOS NOS 
J X Y Z 

PROPFUEDADES E ORIENTACOES DOS MEMBROS 
MEMBRO JJ JK TIPO AA L CX CY CZ 

RESTRICOES DE NO 
NO TRANS.X TRANS.Y TRANS.Z ROT.X ROT.Y ROT.Z 

ViNCULOS ELASTICOS DE NOS 
NO TRANS.X TRANS.Y TRANS.Z ROT.X ROT.Y ROT.Z 

TIPO DE MATERIAlS- DEFINICOES 
TIPO 1!\x Jt ly lz POISSON c E G 

DADOS DE CARGA 



NOS CARREG. BARRAS CARREG. 

A<;OES APLICADAS NOS NOS 
NO FORCA X FORCA Y FORCA Z MOMENTO X MOMENTO Y MOMENTO Z 

FIM DA PRIMEIRA ORDEM. 
INICIO DA SEGUNDA ORDEM. 

NUMERO DE CICLOS EXTERNO: 

0 Wcrit: 

BARRA L PCRIT PeulerZ PeulerY Ptor KZ 

FIM DA SEGUNDA ORDEM. 

KY KZ*L KY*L 



DADOS DO EXEMPLO: vi3.dat 

;tJ .. 
::V 

' ----

ARQUIVO DE ENTRADA: vi3.dat 

CASO (c) KMoLA=0.00001 
34I84II 

I 0. 0.0 0. 

2 0. 80.0 0. 

3 80. 80.0 0. 

4 80. 0.0 0. 

I I 2 I 0 

2 2 3 I 0 
3 3 4 I 0 

I I 1 1 1 I I 

200I1IO 

300II10 

4 I 1 I I I I 
2 0.0000 I 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 

I 

36.29 I898.0 948.8 948.8 0.3 1.9 20500. 

20 

2 0. -I. 0. 0. 0. 0. 

3 0. -I. 0. 0. 0. 0. 

ARQUIVO DE SAiDA: vi3.out 

·o· ····U 

PROGRAMA DE Al'IALISE DA INSTABILIDADE DE PORTICO ESPACIAL 

======================================================== 

DADOS DA ESTRUTURA 

CALCULO DA INSTABILIDADE DA ESTRUTURA 

COM CORTANTE <cc> OU SEM CORTANTE <sc> : sc 

TOLERANCIA : I.OOOOOOOOOOOOOOE-0003 

BARRA G.LIB NOS N.RES NO.RES N.MATENO.VIN 

M N NJ NR NRJ NMA T NVEJ 

3 6 4 18 4 1 
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COORDENADAS DOS NOS 

J X Y Z 

0.00 0.00 0.00 

2 0.00 80.00 0.00 

3 80.00 80.00 0.00 

4 80.00 0.00 0.00 

PROPRIEDADES E ORIENT ACOES DOS MEMBROS 

MEMBRO JJ JK TIPO AA L CX CY CZ 

1 2 0 80.00 0.000 1.000 0.000 

2 2 3 0 80.00 1.000 0.000 0.000 

3 3 4 0 80.00 0.000 -1.000 0.000 

RESTRICOES DE NO 

NO TRANS.X TRANS.Y TRANS.Z ROT.X ROT.Y ROT.Z 

1111111 

2 0 0 I 0 

3 0 0 0 

4 l 

VINCULOS ELASTICOS DE NO 

NO TRANS.X TRANS.Y TRANS.Z ROT.X ROT.Y ROT.Z 

2 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 

TIPO DE MA TERIAIS- DEFINICOES 

TIPO Ax Jt ly lz POISSON c E G 

1 36.29 1898.00 948.80 948.80 0.30 1.90 20500.00 7884.62 

DADOS DE CARGA 

NOS CARREG. BARRAS CARREG. 

2 0 

ACOES APLICADAS NOS NoS 

NO FORCA X FORCA Y FORCA Z MOMENTO X MOMENTO Y MOMENTO Z 

2 0.0 -1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 

3 0.0 -1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 

FIM DA PRIME IRA ORDEM. 

INIC!O DA SEGUNDA ORDEM. 

NUMERO DE C!CLOS: 27 

0 Wcrit: 2.19078763588861E+0004 

BARRA L PCRIT Peu1erZ Peu1erY Ptor KZ KY KZ*L KY*L 

1 80.00 21907.88 29994.96 29994.96 286193.01 1.1701 l.l701 93.6082 93.61 

3 80.00 21907.88 29994.96 29994.96 286193.01 1.1701 l.l701 93.6082 93.61 

F!M DA SEGUNDA ORDEM. 
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DADOS DO EXEMPLO: exxG.dat 

/\ I I ( J ( rn 

I, ,1\ (1_ i' I ) ('Ill 

I I ",I '1 Y ) /1 ,' 1 1 __ Ill 

I y ! !_ /1 ;J() I 11
1

1
1 

r·Jii HII I 1) I ( rn 

I U.//~1 t'.m 

.- !JO ern 

I "I II 
I 'I 

t' o_:; 
;;u 1_;(Jil I<N 

ARQUIVO DE ENTRADA: exx6.dat 
241224410 

I 0.00 0.00 240.00 

2 0.00 0.00 0.00 

3 240.00 0.00 0.00 

4 240.00 0.00 240.00 

5 0.00 240.00 240.00 

6 0.00 240.00 0.00 

7 240.00 240.00 0.00 

8 240.00 240.00 240.00 

9 0.00 480.00 240.00 

I 0 0.00 480.00 0.00 

II 240.00 480.00 0.00 

12 240.00 480.00 240.00 

I I 5 0 

2 2 6 0 

3 3 7 0 

4 4 8 0 

5 5 9 I 0 

6 6 10 I 0 

7 7 II I 0 

8 8 12 I 0 

9 I 6 I 0 

10 2 7 I 0 
II 3 8 I 0 
12 4 5 I 0 
13 5 10 I 0 
14 6 II I 0 

15 7 12 I 0 

16 8 9 0 
17 5 6 I 0 

18 6 7 I 0 

19 7 8 I 0 

20 5 8 I 0 

21 9 10 I 0 

22 10 II I 0 

23 12 II I 0 
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24 9 12 I 0 

I I I I I I I 

2 I I I I I I 

3 I I I I I I 

4 I I I I I I 

I 

1.19 0.853 0.426 0.426 0.3 1.2 20500.0 

20 
10 0. -I. 0. 0. 0. 0. 

12 0. -I. 0. 0. 0. 0. 

ARQUIVO DE SAiDA: exx6.out 
PROGRAMA DE ANALISE DA !NSTABILIDADE DE PORTICO ESPACIAL 

======================================================== 

DADOS DA ESTRUTURA 

CALCULO DA !NSTABILIDADE DA ESTRUTURA 

COM CORTANTE <CC> OU SEM CORTANTE <SC>: sc 

TOLERANCIA : I.OOOOOOOOOOOOE-003 

BARRA G.LIB NOS N.RES NO. RES N.MA TEN.V!N 

M N NJ NR NRJ NMAT NVEJ 

24 48 12 24 4 0 

COORDENADASDOSNOS 

J X Y Z 
I 0.00 0.00 240.00 

2 0.00 0.00 0.00 

3 240.00 0.00 0.00 

4 240.00 0.00 240.00 

5 0.00 240.00 240.00 

6 0.00 240.00 0.00 

7 240.00 240.00 0.00 

8 240.00 240.00 240.00 

9 0.00 480.00 240.00 

10 0.00 480.00 0.00 

11 240.00 480.00 0.00 

12 240.00 480.00 240.00 

PROPRIEDADES E ORIENTACOES DOS MEMBROS 

MEMBRO JJ JK TIPO AA L CX CY CZ 

1 1 5 0 240.00 0.000 1.000 0.000 

2 2 6 0 240.00 0.000 1.000 0.000 

3 3 7 0 240.00 0.000 1.000 0.000 

4 4 8 0 240.00 0.000 1.000 0.000 

5 5 9 0 240.00 0.000 1.000 0.000 

6 6 10 0 240.00 0.000 1.000 0.000 

7 7 11 0 240.00 0.000 1.000 0.000 

8 8 12 1 0 240.00 0.000 1.000 0.000 

9 I 6 1 0 339.41 0.000 0.707-0.707 

10 2 7 1 0 339.41 0.707 0.707 0.000 

11 3 8 0 339.41 0.000 0.707 0.707 

12 4 5 0 339.41 -0.707 0.707 0.000 
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l3 5 IO 0 339.4I 0.000 0. 707 -0.707 

I4 6 II 0 339.4I 0.707 0.707 0.000 

I5 7 I2 0 339.4I 0.000 0.707 0.707 

I6 8 9 0 339.4I -0.707 0.707 0.000 

I7 5 6 0 240.00 0.000 0.000 -I.OOO 

I8 6 7 0 240.00 I.OOO 0.000 0.000 

I9 7 8 0 240.00 0.000 0.000 1.000 

20 5 8 0 240.00 I.OOO 0.000 0.000 

2I 9 IO I 0 240.00 0.000 0.000 - !.000 

22 IO It I 0 240.00 1.000 0.000 0.000 
?' _j I2 II I 0 240.00 0.000 0.000 -I.OOO 

24 9 I2 I 0 240.00 !.000 0.000 0.000 

RESTRICOES DE NO 

NO TRANS.X TRANS.Y TRANS.Z ROT.X ROT.Y ROT.Z 

I I I I 

2 I 1 

3 

4 

TIPO DE MATERIAlS- DEFINICOES 

TIPO Ax Jt Iy Iz POISSON c E G 
l.l9 0.85 0.43 0.43 0.30 1.20 20500.00 7884.62 

DADOS DE CARGA 

NOS CARREG. BARRAS CARREG. 

2 0 

ACOES APLICADAS NOS NoS 

NO FORCA X FORCA Y FORCA Z MOMENTO X MOMENTO Y MOMENTO Z 

10 0.0 - LO 0.0 0.0 0.0 0.0 

12 0.0 -1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 

FIM DA PRIME IRA ORDEM. 

fNICIO DA SEGUNDA ORDEM. 

NUMERO DE CICLOS EXTERl'iO: 13 

0 Wcrit: 3.722588977352£+000 

BARRA L PCRIT Peu1erZ Peu1erY Ptor KZ KY KZ*L KY*L 

1 240.00 O.OI 1.50 1.50 9393.70 I3.6312 13.6312 3271.4837 3271.48 

2 240.00 3.71 1.50 1.50 9393.70 0.6348 0.6348 I52.3403 I52.34 

3 240.00 O.OI 1.50 1.50 9393.70 13.6312 13.6312 3271.4837 327!.48 

4 240.00 3.71 1.50 1.50 9393.70 0.6348 0.6348 152.3403 152.34 

6 240.00 3.72 1.50 1.50 9393.70 0.6343 0.6343 152.2210 I52.22 

8 240.00 3.72 1.50 1.50 9393.70 0.6343 0.6343 I52.22IO I52.22 

9 339.41 0.00 0.75 0.75 9393.70 I2.4894 12.4894 4239.0340 4239.03 

11 339.4I 0.00 0.75 0.75 9393.70 12.4894 I2.4894 4239.0340 4239.03 

17 240.00 -0.00 1.50 1.50 9393.70 22.6792 22.6792 5443.0005 5443.00 

I8 240.00 0.00 1.50 1.50 9393.70 24.2439 24.2439 5818.5317 5818.53 

19 240.00 -0.00 1.50 1.50 9393.70 22.6792 22.6792 5443.0005 5443.00 

20 240.00 0.00 !.50 !.50 9393.70 24.2439 24.2439 5818.5317 58I8.53 

21 240.00 -0.00 1.50 1.50 9393.70 33.0636 33.0636 7935.2728 7935.27 

23 240.00 -0.00 1.50 1.50 9393.70 33.0636 33.0636 7935.2728 7935.27 

FIM DA SEGUNDA ORDEM. 
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