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UNL - energia de deformar;ao da parcela nao linear 

V -volume de integrar;ao 

{V} - vetor dos deslocamentos da estrutura no sistema global de 
coordenadas de ordem n x 1 para analise pelo metoda dos elementos 
finitos 

W - modulo resistente elastica 

W* - para metro multiplicador da ar;oes da estrutura 

WA -limite inferior do parametro multiplicador da ar;oes na estrutura 

Ws - limite superior do para metro multiplicador da ar;oes na estrutura 

Wcr - parametro de instabilidade da estrutura que multiplica as ar;oes que 
estao sendo incrementadas na analise de instabilidade 

Wmax - limite maximo do parametro multiplicador considerando que a barra 
seja bi-engastada com ligar;oes indeslocaveis 

Z - modulo resistente plastico 

b) Letras romanas minusculas 

ai - parametros dos deslocamentos nodais 

a1 - coeficiente dado por "1-cP/GA" 

az - coeficiente dado por "1 +cP/GA" 

b - forr;as de volume 

[b]; - submatriz de ordem 6 x n correspondente ao elemento "i" da matriz de 
transformar;ao [b] de ordem 6nb x n que relaciona os deslocamentos 
da estrutura com os deslocamentos dos elementos 

c - coeficiente de forma da ser;ao transversal 

c* - distancia da fibra mais afastada na ser;ao transversal 

d - deslocamento lateral da barra de Shanley 

dA1 - diferencial de area na face aliviada 

dAz - diferencial de area na face estendida 

d1 - distancia da fibra mais aliviada da ser;ao transversal 

dz - distancia da fibra mais estendida da ser;ao transversal 

dO - variar;ao da rotar;ao na ser;ao transversal 
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e1 - alongamento na celula unitaria de Shanley 

e2 - encurtamento na celula unitaria de Shanley 

h - altura da se9ao transversal 

- numero de barras 
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- rela9ao entre E/E1 

- matriz de rigidez do elemento finito de barra plana devido de 
deforma9ao por flexao 

- matriz de rigidez do elemento finito de barra plana devido a parcela da 
energia de deforma9ao por esfor9o axial 

- matriz de rigidez do elemento "i" de ordem 6 x 6 nas coordenadas 
locais para analise pelo metoda dos elementos finites 

- matriz de rigidez da estrutura de ordem n x n nas coordenadas globais 
para analise pelo metoda dos elementos finites 

- numero total de coordenadas da estrutura formada apenas por 
elementos de barra no sistema global 

- numero de elementos de barra 

- numero do n6 inicial da barra 

- numero do n6 final da barra 

- for9as de superficie 

- raio de gira9ao da se9ao transversal 

- vetor de for9as na analise pelo metoda dos elementos finites 

- vetor de engastamento perfeito que e somado ao vetor de for9as 

- fator que ajusta o incremento de deforma9ao 

- vetor das fun9oes aproximadoras 

- fun9ao dos deslocamentos longitudinais 

- fun9ao aproximadora para os deslocamentos longitudinais 

- fun9ao dos deslocamentos transversals 

- fun9ao aproximadora para os deslocamentos transversals 

- deslocamento na coordenada 1 ... 6 da barra 

- vetor das incognitas nodais do elemento finito 

- fun9ao aproximadora 

- fun96es de forma 

- vetor dos deslocamentos da estrutura para a analise pelo metodo dos 
elementos finites 

- vetor dos deslocamentos do elemento de barra "i"no sistema local de 
coordenadas de ordem 6 x 1 para analise pelo metodo dos elementos 
finitos 
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y - deslocamento transversal do membra no plano da estrutura 

y1 - distancia de uma fibra qualquer na face aliviada 

y2 - distancia de uma fibra qualquer na face estendida 

y(x) - fun<;:ao que representa a solu<;:ao exata para minimizar o funcional 

y' - derivada primeira do deslocamento transversal da barra 

y" - derivada segunda do deslocamento transversal da barra 

w - carregamento transversal distribuido ao Iongo do comprimento da 
barra 

c) Letras gregas maiusculas 

t.P; - incremento de for<;:a axial ocasionado pelo incremento de deformac;:ao 
l>Ei 

t.&; - incremento de deformac;:ao no ciclo i 

l>Emax - variac;:ao maxima da deformac;:ao normal na sec;:ao transversal 

L:.c1 - variac;:ao da deformac;:ao normal em uma fibra qualquer aliviada 

t.E2 - variac;:ao da deforma<;:ao normal em uma fibra qualquer estendida 

t.cr; - incremento de deformac;:ao ocasionado pelo incremento de 
deformac;:ao t.E; 

t>crmax - variac;:ao maxima da tensao normal na sec;:ao transversal 

t:.crimed - ten sao media no final do ciclo i 

t.cr1 - variac;:ao da tensao normal em uma fibra qualquer aliviada 

t.cr2 - variac;:ao da tensao normal em uma fibra qualquer estendida 

t.cr1(max) - variac;:ao maxima da tensao normal na face aliviada 

t.cr2(max) - variac;:ao maxima da tensao normal na face estendida 

<D - curvatura da se<;:ao transversal 

IT - somat6rio da energia potencial total de todos os elementos finitos 

IT; - energia potencial total armazenada em urn elemento fin ito 

n; - trabalho realizado pelas forc;:as volumetricas e por ac;:6es externas em 
urn elemento finito 

c) Letras gregas minusculas 

a - constante de ajustamento das curvas europeias e brasileiras 

a 1 - coeficiente obtido pela raiz quadrada de P/ a1EI 



a2 - coeficiente obtido pela raiz quadrada de P/ a2EI 

~ - coeficiente utilizado para simplificar a formula da carga critica a 
compressao na norma NBR 8800 

- distancia entre a linha neutra e centro de gravidade da segao 
transversal 

80 - deslocamento no meio do barra ou imperfeigao geometrica inicial da 
barra 

E - vetor das deformagoes 

Exx - deformagoes normals em teoria dos pequenos deslocamentos 

Ec - deformagao normal de compressao 

Et - deformagao normal de tragao 

Ei - deformagao total da seyao transversal da barra no ciclo i 

Ei-
1 

- deformagao total da segao transversal da barra no ciclo i-1 

~ - matriz das fungoes de forma 
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~c - coeficiente simplificador utilizado nas fungoes de rigidez com interagao 
de forga axial de compressao 

~i - giro da segao transversal no no inicial da barra 

~k - giro da seyao transversal no no final da barra 

~~ - coeficiente simplificador utilizado nas fungoes de rigidez com interagao 
de forga axial de tragao 

y - distorgao da segao transversal provocada pelo esforgo do cortante 
presente na barra 

11 - parametro adimensional de imperfeigao 

Icc - parametro de esbeltez 

v - coeficiente de Poisson 

rr - constante pi=3.14159265359 

93 -giro na extremidade da coordenada 3 da barra 

96 -giro na extremidade da coordenada 6 da barra 

p - relagao entre P/Py 

Pmax - variavel que armazena a barra que esta com forga axial mais proxima 
possivel da flambagem de Euler 

cr - vetor das tensoes 

crc - tensao normal de compressao 

crcr - tensao critica da barra 

cri - tensao no elemento no ciclo i 
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- tensao total media da segao transversal da barra no ciclo i 

- tensao total media da segao transversal da barra no ciclo i-1 

- tensao residual presente no elemento 

- tensao normal de tragao 

- ten sao de escoamento do material 

- relagao entre E1/E 

- parametro adimensional representado por "x/L" 
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Resumo 

Este trabalho apresenta uma formulac;:ao para a analise nao linear de 

porticos pianos. Esta formulac;:ao e baseada no metoda das func;:oes de 

estabilidade (rigidez). Estas func;:oes sao obtidas atraves da soluc;:ao da equac;:ao 

diferencial que rege o problema de barras planas. Atraves destas func;:oes, e 

possivel determinar a matriz de rigidez da barra que leva em considerac;:ao os 

efeitos da nao linearidade geometrica. 0 efeito da nao linearidade fisica e 

introduzida na analise atraves do modulo tangente. Este modulo e obtido atraves 

de curvas que relacionam o estado de tensao na barra com a respectiva reduc;:ao 

na capacidade portante (modulo tangente). Estas curvas sao utilizadas para 

calcular o modulo tangente da barra de acordo com o estado de tensao que esta 

atuando nela. Utilizando o metoda das func;:oes de rigidez e as curvas citadas 

acima, um programa de computador foi desenvolvido para analise numerica nao 

linear de porticos pianos. 

0 principal objetivo deste trabalho foi o desenvolvimento de um programa de 

dimensionamento de perfis metalicos no qual os efeitos de nao linearidade 

geometrica e fisica pudessem ser levados em considerac;:ao no dimensionamento. 

Para tanto, as formulas de verificac;:ao a trac;:ao e a compressao da norma 

brasileira "NBR 8800" foram programadas e acopladas ao programa de analise 

estrutural citado anteriormente. Para que o dimensionamento pudesse ser feito 

automaticamente, foram criados bancos de dados de perfis de dupla cantoneira 

de abas iguais e perfis em "C". Quatro tipos de dimensionamento foram 

desenvolvidos: dimensionamento admitindo comportamento elasto-linear da 

estrutura; dimensionamento considerando o efeito de nao linearidade fisica do 

material; dimensionamento considerando o efeito de nao linearidade geometrica; 

e dimensionamento considerando o efeito de nao linearidade geometrica e fisica 

do material atuando em conjunto. 0 objetivo principal destas analises e verificar 

se estes efeitos sao capazes de modificar os perfis obtidos no dimensionamento 

elasto-linear comumente realizado na pratica pelos calculistas. 
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Abstract 

This work presents a formulation to consider the nonlinear effects in the 

structural analysis of rigid plane frames. This formulation is based on the stability 

functions matrix method. The stability functions are obtained after solving the 

governing differential equations of the problem (assuming that strains are small 

and neglecting the axial deformation of the member). Utilizing these functions, it is 

possible to determine the matrix [K8] that takes into account the geometric 

nonlinear effects. The material nonlinear effect is introduced in the analysis 

utilizing the tangent modulus. Three types of curves are utilized to obtain the 

tangent modulus: the first is based on the Column Research Council (CRC) Curve; 

the second is based on the Load and Resistance Factor Design (LRFD) Curve and 

the last is based on the "NBR 8800- Projeto e Execut;:ao de Estruturas de at;:o de 

Ediffcios - Metoda dos Estados Limites" Curve (Brazilian Code of Steel 

Structures). In these curves, the tangent modulus depends on the stress acting in 

the cross sectional area of the member. Utilizing the concept of tangent modulus 

and the stability function method, a program was developed to perform numerical 

structural analysis of rigid plane frames. 

The main objective of this work is to develop a program that allows to design 

steel trusses. The material nonlinear effect and the geometric nonlinear effects 

were taken into consideration in the design. The equations of "NBR 8800" 

(Brazilian Code) were programmed to determine the tensile strength and 

compressive strength (flexural buckling) of the bars of the structure. These 

equations were introduced into the structural analysis program developed. A table 

of double angles with equal legs angles (structural shapes) and Channels 

structural shapes were introduced into the program \OO. Therefore, the design of 

the steel trusses could be performed automatically by the program. Four types of 

designing were developed: in the first type, the structure was considered to remain 

completely elastic (the nonlinear geometric effects are not considered); in the 

second, the material nonlinear effect was taken into consideration; in the third, just 

the nonlinear geometric effects were taken into consideration; and in the last, both 

types of effects were taken into accounts. The aim of these analyses is to verify if 

the introduction of these effects can modify the structural shapes obtained in the 

elastic designing that is commonly performed in practice by the designers. 



Capitulo 1 

lntrodU<;ao 

1.1 Considerac;aes Gerais 

Desde o surgimento dos computadores pessoais, estes passaram a ter 

grande uso na engenharia. Atraves da sua velocidade de processamento, 

utilizando algoritmos programados, estes sao capazes de agilizar as tarefas para 

o engenheiro. Devido a possibilidade de programac;:ao de algoritmos, surgiram 

entao os primeiros programas de computadores capazes de realizar analise 

estrutural. Pode-se citar como um dos programas comerciais mais difundidos no 

Brasil, o programa Structural Analysis Program (SAP)\ Este programa e baseado 

no metoda dos elementos finites, tendo a capacidade de realizar analise elasto

linear de estruturas (reticulares, placas e cascas). Este tornou-se bastante 

difundido entre os projetistas de estruturas. A sua utilizac;:ao reduz bastante o 

tempo de analise estrutural. Ele emile como resposta os deslocamentos dos n6s 

considerados e esforc;:os solicitantes nas barras da estrutura. Um dos problemas 

enfrentados nos ultimos anos foi a pequena velocidade dos processadores e a 

pequena capacidade de memoria que os computadores dispunham. Desta forma, 

as analises ficavam restritas a pequenas estruturas. t: importante mencionar que 

o programa SAP apenas fornece os esforc;:os solicitantes nos elementos da 
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estrutura, nao fazendo o dimensionamento da mesma. A tarefa do 

dimensionamento ainda fica para o engenheiro. 

Urn dos primeiros programas a realizar a verifica<;ao do dimensionamento de 

estruturas metalicas foi o SAPSTL2 (A steel stress check). Este programa foi 

baseado no Metoda das Tens6es Admissfveis de acordo com a especifica<;ao 

americana AISC3 (American Institute of Steel Construction). Este programa e 

usado como urn p6s-processador em conjunto com o programa SAP90. Utilizando 

o arquivo de esfor<;os emitido na analise estrutural realizada pelo SAP90, este 

programa faz a verifica<;ao dos perfis que foram utilizados na analise estrutural. 

Neste programa, foram introduzidas as express6es recomendadas pela 

especifica<;ao americana AISC para a verifica<;ao dos esfor<;os de tra<;ao, 

compressao, flexao, cortante e flexao composta. E importante ressaltar que este 

programa somente realiza a verifica<;ao de urn perfil que foi previamente fornecido 

pelo usuario. Este nao possui a capacidade de realizar a automa<;ao dos perfis, 

ou seja, encontrar dentro de uma lista de perfis previamente fornecidos, aquele 

que consiga resistir aos esfor<;os solicitantes. 

A evolu<;ao dos computadores fez com que a velocidade dos processadores 

aumentasse e os problemas de memoria fossem resolvidos. lsto propiciou o 

surgimento de programas mais completos capazes de fazer a analise estrutural 

de grandes estruturas e, em seguida, fazerem o dimensionamento automatizado 

da mesma. 

Recentemente, foi lan<;ado no mercado urn programa de computador capaz 

de realizar a analise estrutural e o dimensionamento de estruturas metalicas. Este 

programa foi chamado de Cypecad Metalicas-304
. Este programa e capaz de 

realizar a analise estrutural e em seguida fazer o dimensionamento da mesma. 

Caso os perfis previamente utilizados pelo usuario nao sejam capazes de suportar 

os esfor<;os atuantes, estes perfis serao automaticamente trocados por perfis de 

maior capacidade. Nova verifica<;ao sera feita neste novo perfil. Este processo e 

repetido ate que se encontre urn perfil capaz de suportar os esfor<;os que estao 

atuando numa determinada barra da estrutura. Ap6s toda a estrutura ser 

dimensionada, nova analise estrutural e realizada, e posteriormente toda a 

estrutura e recalculada novamente. Neste programa, o usuario tern ainda 

possibilidade de dimensionar a estrutura utilizando diferentes tipos de 
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especificac;:oes e normas. Estas podem ser baseadas no Metoda dos Estados 

Limites ou no Metoda das Tens6es Admissiveis. Como o dimensionamento e feito 

automaticamente, este programa disp6e de bancos de dados de perfis laminados, 

sold ados e formados a frio. 

Tanto o programa SAP quanta o Cypecad-30 sao programas que baseiam a 

sua analise estrutural no comportamento elasto-linear da estrutura em teoria dos 

pequenos deslocamentos (Primeira Ordem). Nesta teoria, ao se aplicar urn 

carregamento na estrutura, esta sempre encontrara uma configurac;:ao de 

equilibria. Pode-se ressaltar ainda que a resposta da estrutura (deslocamentos, 

esforc;:os, deformac;:oes,etc.) e sempre proporcional ao carregamento. Desta 

forma, nao existe urn limite de aplicac;:ao de carregamento para a estrutura. Claro 

que este tipo de analise estrutural nao representa o real comportamento de uma 

estrutura. Como se observa, a capacidade portante da estrutura vai diminuindo a 

medida que o carregamento nesta vai aumentando, ate urn ponto em que esta 

nao con segue rna is suportar o carregamento aplicado e entra em colapso. 

A reduc;:ao da capacidade portante da estrutura e ocasionada devido a dois 

efeitos que agem em conjunto na estrutura. Estes efeitos sao chamados de Nao 

Linearidade Geometrica e Nao Linearidade Fisica do Material. 0 primeiro efeito 

produz a reduc;:ao a capacidade portante da estrutura devido a mudanc;:a da 

configurac;:ao geometrica que esta sofre a medida que o carregamento vai sendo 

aplicado, ou seja, a medida que a geometria da estrutura se modifica em relac;:ao 

a original. 0 segundo efeito e produzido pela degradac;:ao da propria rigidez do 

material. A medida que o material e solicitado com estados de tensoes que 

ultrapassam o limite de proporcionalidade do material, as fibras comec;:am a se 

plastificar, fazendo com que o material perca capacidade portante. Os programas 

mencionados acima nao levam em considerac;:ao estes efeitos. Assim, as analises 

estruturais feitas por eles nao representam o real comportamento da estrutura. 

0 dimensionamento de uma estrutura reticular e feito isolando as barras e 

tratando-as como problemas separados, ou seja, as barras da estrutura podem 

ser consideradas como barras simplesmente apoiadas submetidas a mementos e 

forc;:as cortantes nas extremidades e forc;:as axiais ao Iongo do elemento. Estes 

mementos, forc;:as cortantes e axiais sao determinados atraves dos 

carregamentos que sao impastos na estrutura. Tendo em vista o conceito de 
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barras isoladas, para se considerar o problema da instabilidade, duas 

aproxima96es devem ser feitas com o prop6sito do dimensionamento da 

estrutura. A primeira aproxima~tao modifica o dimensionamento das barras 

individuais para levar em considera~tao as a96es aplicadas pelo resto da estrutura 

nas suas extremidades. lsto e feito atraves da inclusao de termos nas formulas de 

dimensionamento para ajustar os efeitos da instabilidade da estrutura. A segunda 

aproxima~tao se refere ao fato das normas recomendarem que a verifica9ao da 

estabilidade das barras isoladas da estrutura podem ser feitas isoladamente da 

estabilidade global da estrutura. Desta forma, ap6s a verifica~tao da estabilidade 

das barras da estrutura, e necessaria verificar a estabilidade global da mesma. Na 

realidade, e sabido que o maximo carregamento que uma estrutura pode suportar 

e os maximos esfor~tos que uma barra isolada pode suportar sao 

interdependentes. 

0 dimensionamento da estrutura realizado por estes programas e feito 

baseado apenas nos esforyos solicitantes obtidos nas envolt6rias das analises 

estruturais. Assim, os elementos das estruturas sao verificados apenas 

isoladamente, conforme mencionado anteriormente. Entretanto, pode acontecer 

que uma estrutura dimensionada desta forma entre em colapso para um 

carregamento inferior aquele para o qual foi dimensionada. Por esta razao, as 

normas e especifica96es recomendam a verifica~tao da instabilidade global da 

estrutura. A instabilidade global da estrutura acontece devido ao fato dos 

elementos estruturais apresentarem um comportamento quando estao 

desmembrados da estrutura e outro quando estao conectados a ela, formando um 

conjunto. 0 comportamento global da estrutura deve ser verificado atraves de 

uma analise de instabilidade da mesma. Entretanto, os programas citados 

anteriormente apenas fazem o dimensionamento da estrutura atraves das 

express6es de uma determinada especificayao ou norma. Geralmente, a 

verifica~tao da estabilidade global da estrutura e negligenciada por estes 

programas. 
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1.2 Situa~ao do Problema 

1.2.1 Flambagem Elastica de Barras por Flexao 

A equa<;:ao de Euler para flambagem de barras elasticas por flexao e uma 

das formulas da engenharia que hoje e ainda muito util e utilizada. Esta equa<;:ao 

e suas modifica<;:5es realizadas por Engesser, Considere e Shanley, para o 

comportamento inelastico, fornece a base da historia da analise de instabilidade 

das estruturas. E importante mencionar que o estudo da instabilidade vern se 

desenvolvendo por mais de 254 anos, desde seu inicio realizado por Euler. 

Robert Hooke (1635-1703), em 1678, verificou que o deslocamento de um 

corpo elastica era proporcional ao carregamento que provocava este 

deslocarnento. Este nao podia saber que mais tarde, esta rela<;:ao proveria a base 

para o desenvolvimento da teoria da flambagem elastica. Hooke afirmou que esta 

rela<;:ao, chamada hoje de lei de Hooke, poderia ser aplicada a " ... todos os corpos 

elasticos, seja metal, madeira, pedras, ( ... ), vidro, e coisas parecidas." 

(TIMOSHENK05
). Suas dedu<;:5es foram obtidas atraves de experimentos 

realizados. 

Jacob Bernoulli (1667-1748) estudou a deflexao e a curvatura de uma viga 

retangular (TIMOSHENK05
). Em 1705, este afirmou, baseando-se na lei de 

Hooke, que a curvatura de qualquer ponto em uma viga fletida era proporcional ao 

momenta resistente desenvolvido ao Iongo do comprimento desta. 

Daniel Bernoulli (1700-1782) sugeriu para Leonard Euler (1707-1783) que 

este aplicasse o calculo variacional para obter as equa<;:oes das curvas elasticas 

(TIMOSHENK05
). Assim, Euler, baseado na sugestao de Daniel Bernoulli e na 

teoria de seu irmao Jacob Bernoulli de que a curvatura de uma barra elastica em 

urn dado ponto e proporcional ao momenta resistente atuando neste ponto, 

apresentou a formula para a flambagem de barras que leva hoje o seu nome. A 

carga de Euler e a carga critica para a qual uma barra esbelta elastica pode 

suportar urn carregamento axial em uma configura<;:ao ligeiramente fletida. 

Euler baseou sua formula na hip6tese de que o "momenta de rigidez" em 

qualquer ponto da barra era igual a "Ek2 I p", sendo que "Ek2
", segundo ele, 

deveria ser determinado atraves de muitos experimentos e "p" definido como o 

raio de curvatura da barra fletida (TIMOSHENK05
). Euler teve ideias err6neas a 
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respeito da rela<;:ao entre a forma geometrica da se<;:ao transversal e "Ek2 
... Mais 

tarde, em tratado publicado em 1759 , Euler disse " Parece que o momenta de 

rigidez seja proporcional ao quadrado da espessura, ou mesmo, ao cubo; desta 

forma, pode-se dizer que se a barra for cilfndrica, seu momenta de resistencia 

sera proporcional a terceira palencia, ou possivelmente a quarta potencia do 

diametro da base." (JOHNSTON6
). Euler demostrou, desta forma, que nao 

conhecia o conceito de momenta de inercia da se<;:ao transversal, das 

distribui<;:6es das tens6es e da localiza<;:ao do eixo neutro de uma barra fletida. E 

importante ressaltar que Christian Huygens (1629-1695) foi o primeiro a 

estabelecer o conceito de momenta de inercia (TIMOSHENK05
). 

Assim, a for<;:a necessaria para fletir uma barra, de acordo com Euler, e dada 

por: 

(1.1) 

sendo para Euler "E" como uma propriedade elastica e "k2
" como uma 

propriedade dimensional da barra. Segundo TH0RLIMANN7
, esta nao foi apenas 

a primeira solu<;:ao te6rica para urn problema de instabilidade mas tambem a 

primeira solu<;:ao de urn problema de autovalores. 

Apesar de referenciar a carga critica de Euler como a de uma barra bi

articulada, na realidade, Euler em seu trabalho estudou uma barra engastada em 

uma extremidade e livre na outra (TIMOSHENK05
). A transi<;:ao de "Ek2

" para "EI" 

requer a aplica<;:ao da lei de Hooke em conjunto com a corrente avalia<;:ao das 

distribui<;:6es das tens6es internas de urn membra fletido. 

Huygens, Beeckman and Hooke verificaram que em uma viga (engastada 

em uma extremidade e livre na outra) fletida, as fibras superiores mais afastadas 

estavam estendidas enquanto que as fibras inferiores mais afastadas estavam 

encurtadas (TIMOSHENK05
). Mariote (1620-1684), em 1680, realizou 

experimentos em vigas. Resultados publicados posteriormente a sua morte, em 

1686, confirmaram as observa<;:5es mencionadas anteriormente pelos 

pesquisadores (TIMOSHENK05
). 

Leibniz realizou em 1684 a primeira analise de tens6es nas fibras interiores 

de uma viga carregada. Baseado na hip6tese de que as tens5es variam 

linearmente na se<;:ao transversal, ele conclui, para urn caso especial, que o 
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momenta de flexao e proporcional ao momenta de inercia da se9ao transversal 

(TIMOSHENK05
). 

Jacob Bernoulli descobriu atraves de experimentos que existia uma relayao 

linear entre o alongamento e a tensao produzida pela forya. Parent mostrou em 

1713 a correta distribuiyao de tensoes para uma viga retangular fletida. Em 1773, 

39 anos depois de Euler ter divulgado sua formula para prever a capacidade de 

uma barra comprimida, Coulomb (1736-1806) aplicou corretamente a lei de Hooke 

e as equa96es de equilibria da estatica, desenvolvendo a expressao que 

relaciona o momenta devido a flexao com as tensoes normais em uma viga 

retangular fletida (TIMOSHENK05
). 0 efeito das deformayoes por cisalhamento 

foram negligenciadas por este. Uma teoria mais geral da elasticidade somente foi 

desenvolvida mais tarde por Navier e St. Venant. 

Embora a formula de Euler seja hoje em dia universalmente conhecida, 

servindo como base para o dimensionamento de barras esbeltas de a9o, ela foi 

bastante criticada no inicio 1800 porque nao conseguia prever com precisao a 

capacidade de resistencia a compressao dos materiais utilizados naquela epoca 

(JOHNSTON6
). 

Em 1840, E. Hodgkinson realizou testes em membros esbeltos de ferro. 

Apos a analise destes resultados, Todhunter e Pearson deram credito ao trabalho 

de Euler. Em 1905, Johnson, Bryan e Turneaure publicaram o livro "Modern 

Framed Structures" onde recomendaram a formula de Euler precedida por uma 

constante de modificayao que foi obtida atraves de experimentos. Estava 

estabelecida a teoria de Euler (JOHNSTON6
). 

1.2.2 Flambagem lnelastica de Barras por Flexao 

Apesar de Euler ser considerado o pai da flambagem elastica, ele mesmo 

imp6s urn limite para a aplicayao de sua formula, demonstrando desta forma, o 

entendimento do comportamento da flambagem inelastica. De acordo com a 

tradu9ao do trabalho de Euler feita por VAN DEN BROEK8
, Euler disse que " para 

comeyar, eu gostaria de indicar que este momenta de rigidez nao esta apenas 

limitado a corpos elasticos ... ". Quando Euler utilizava a expressao momenta de 

rigidez, ele estava se referindo ao termo que e hoje conhecido como rigidez "EI" 
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(no campo elastica). Sua declarar;:ao a respeito do comportamento inelastico 

demostrou sua intuitiva compreensao do processo de flambagem. 

Progresso, ah3m das declarar;:oes feitas por Euler, somente foi possivel apos 

a descoberta das relar;:oes entre tensao-deformar;:ao, curvatura e momenta de 

flexao no campo inelastico. Em 1889, Engesser sugeriu que a capacidade 

resistente de uma barra no campo inelastico poderia ser obtida pela simples 

substituir;:ao do modulo de elasticidade elastica "E" pelo modulo de elasticidade 

tangente "Et" (CHEN E LUI9
). Assim, para uma barra bi-articulada nas 

extremidades, a carga critica para uma barra no campo inelastico pode ser obtida 

pela seguinte equar;:ao: 

(1.2) 

sendo "Et" definido como o modulo tangente do material obtido do diagrama 

tensao-deformar;:ao para cada tensao particular no campo inelastico; "I" o 

momenta de inercia da barra e "L" o comprimento da barra. A expressao acima e 

conhecida como "formula do modulo tangente". 

Paralelamente ao trabalho de Engesser, Considere em 1889, com base no 

trabalho de Euler, realizou uma serie de 32 ensaios em barras. Como resultado, 

sugeriu que se a flambagem ocorresse acima do limite de proporcionalidade do 

modulo elastica "E" da formula de Euler, este deveria ser substituido pelo modulo 

efetivo "Eeff". Ele declarou que o modulo efetivo estaria em algum Iugar entre o 

modulo elastica e o modulo tangente (JOHNSTON6
). 

Jasinski (1895) trouxe o trabalho de Considere para Engesser. No mesmo 

ano, Engesser publicou a formula correta e geral do modulo reduzido, que 

tambem deveria estar contido entre "Et" e "E". Entretanto, este declarou que o 

modulo reduzido nao dependia somente de "E1" e "E", mas tambem da forma 

geometrica da ser;:ao transversal. Em 1910, Theodor von Karman obteve 

expressoes para o modulo reduzido para barras de ser;:ao transversal retangular e 

perfis "H" (JOHNSTON6
). A equar;:ao para carga critica utilizando o conceito de 

modulo reduzido para uma barra bi-articulada e dada por: 

rr
2
E,I 

per= ---v- (1.3) 
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sendo que E, = f (E1 , E) definido como modulo reduzido. Em (1.2) e (1.3), e 

assumido que a barra pode estar em equilfbrio tanto na posi<;:ao em que ela se 

encontra (perfeitamente reta) ou em uma configura<;:ao ligeiramente fletida. 

0 modulo reduzido e tambem apropriadamente chamado de duplo modulo. 

Por mais de 35 anos houve controversias sobre a aplica<;:ao do modulo tangente 

ou duplo modulo na equa<;:ao de Euler. E importante ressaltar que para varios 

ensaios feitos em laboratorio de forma cautelosa, foram obtidos resultados em 

que as barras flambaram e falharam com cargas ligeiramente acima das cargas 

previstas pelo modulo tangente. Muitos pesquisadores, atraves de ensaios 

realizados, chegaram a afirmar que a formula de Engesser, que utilizava o 

conceito de modulo tangente, estava em concordancia com os resultados obtidos. 

Em 1946, SHANLEY10 conciliou a controversia entre as teorias do modulo 

tangente e duplo modulo. Ele mostrou que era possfvel para uma barra fletir 

simultaneamente com um aumento da carga axial, fazendo com que a barra 

pudesse flambar com um carregamento previsto atraves do modulo de 

elasticidade tangente. Desta forma, dada uma imperfei<;:ao infinitesimal para 

provocar flexao na barra, a carga proposta pela teoria do duplo modulo nao 

poderia jamais ser encontrada. Um ano apos a divulga<;:ao do seu conceito em 

1946, Shanley validou sua teoria atraves da analise de um modelo de flambagem 

de duas barras rfgidas conectadas no centro com dois pontos separados com 

concentra<;:ao da inelasticidade. Em uma carta publicada juntamente com o artigo 

de Sharley de 1947, von Karman redefiniu o conceito de carregamento crftico 

tangente tendo como suporte o conceito de SHANLEY10 
: 

"0 carregamento critico tangente e o menor valor da carga axial para o qual 

a bifurcac;ao do equilibria pode ocorrer apesar de esta transic;ao para o posir;ao 

fletida requerer ou nao um aumento de carregamento axial". 

Desta forma, Engesser definiu o conceito de carregamento crftico tangente. 

Shanley, 57 anos mais tarde, acrescentou o conceito de carregamento crftico de 

bifurca<;:ao. Duberg e Wilder aplicaram o conceito de Shanley a uma se<;:ao "H" 

idealizada. Eles assumiram um material com uma curva tensao-deforma<;:ao nao 

linear desenvolvida por Ramberg e Osgood. Esta curva fornecia a rela<;:ao tensao

deforma<;:ao para o campo inelastico a qual era expressa atraves de uma simples 

expressao. Eles analisaram o comportamento inelastico ao Iongo de todo o 
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comprimento da barra. Eles confirmaram o conceito de Shanley e melhoraram a 

definic;;ao: 

"Se o comportamento de uma barra perfeitamente reta for considerado como 

o comportamento limite de uma barra fletida quando sua imperfeiqi'io inicial 

desaparece, enti'io o carregamento crftico tangente e o carregamento crftico da 

barra, ou seja, o carregamento para o qual a flexi'io se inicia" (JOHNSTONe). 

Duberg e Wilder (JOHNSTONe) mostraram que se uma barra estiver 

suportada lateralmente para permanecer perfeitamente reta acima do 

carregamento do modulo tangente e abaixo do modulo reduzido, entao se retirado 

o suporte lateral, a barra iniciara a fletir para um pequeno aumento de 

carregamento. Se a barra estiver suportada lateralmente acima do carregamento 

de modulo reduzido, e se retirado o suporte lateral, a barra nao podera suportar 

nenhum aumento de carregamento e o colapso sera iminente. JOHNSTON 11 

analisou um modelo de flambagem similar ao utilizado por Shanley. Entretanto, 

ele trocou os dois pontos localizados de area por um segmento retangular solido 

de aluminio. Em varios estagios acima do carregamento de modulo tangente, a 

distribuic;;ao das tens6es previstas intuitivamente por Shanley foram determinadas 

quantitativamente, e entao, o maximo carregamento foi determinado. Malvick e 

Lee, mais tarde, divulgaram resultados de estudos de flambagem inelastica feitos 

em todo o comprimento de uma barra retangular bi-articulada. Em 1967, 

Batterman desenvolveu um programa de computador para determinar o maximo 

carregamento para barras de aluminio de sec;;ao transversal "H" com abas de 

areas finitas, fletidas em torno do eixo de rnaior e menor inercia (JOHNSTONe). 

Em ambos os eixos de flexao, foram determinados os maximos carregamentos 

tanto para a configurac;;ao perfeitamente reta quanta para barras com curvaturas 

iniciais. 

A definic;;ao de Engesser-Shanley para a carga critica e hoje geralmente 

aceita para barras feitas de material que apresentam relac;;ao tensao-deformac;;ao 

nao linear. Dentro de certos limites, uma modificac;;ao do mesmo procedimento e 

aplicavel para barras estruturais de ac;;o. 
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1.2.3 lnstabilidade Elastica de Estruturas Reticuladas Planas 

Na analise de instabilidade de estruturas planas sao feitas as seguintes 

hip6teses: as barras sao consideradas geometricamente perfeitas e os 

deslocamentos fora do plano nao sao considerados. A equa<;ao diferencial que 

governa o problema de uma barra plana tern a seguinte forma: 

El d•y + p d2y = w 
dx 4 dx2 

(1.4) 

sendo "w" definido como carregamento transversal distribuido ao Iongo do 

comprimento da barra; "y" o deslocamento transversal do membra no plano da 

estrutura; "x" a dire<;ao do eixo ao Iongo do comprimento do membra; "EI" e a 

rigidez a flexao e "P" a for<;a axial atuando no membra. 

A solu<;ao desta equa<;ao diferencial pode ser feita atraves de urn processo 

aproximado ou diretamente atraves da solu<;ao da propria equa<;ao diferencial do 

problema. 

A solu<;ao da equa<;ao pelo processo aproximado e feita atraves do metoda 

dos elementos finitos. Neste processo, utilizam-se fun<;oes aproximadoras para 

descrever o comportamento da estrutura em termos de deslocamentos axiais e 

transversais. Utilizando-se como base o processo dos deslocamentos, pode-se 

determinar os coeficientes da matriz de rigidez para a analise de instabilidade. A 

analise de instabilidade das estruturas pelo processo dos deslocamentos e 

baseado na seguinte expressao: 

[Ke + Kg]{V} = {R} (1.5) 

sendo que "[Ke + Kg]" e a matriz de rigidez obtida pela resolu<;ao da equa<;ao 

diferencial mostrada acima atraves do metoda dos elementos finitos; "{V}" e o 

vetor de deslocamentos da estrutura no sistema global e "{R}" o vetor dos a<;6es 

nodais no sistema global da estrutura. 

E: importante ressaltar que "[kel" e a matriz de rigidez usada na analise onde 

o equilibria e feito na posi<;ao indeformada (tambem conhecida como analise de 

primeira ordem) e "[Kg]" e a matriz de rigidez geometrica que e proporcional a 

for<;a axial atuante na barra. Quando "P" for negativo (compressao) entao a 

matriz de rigidez geometrica reduzira a rigidez da barra e quando "P" for positivo 

(tra<;ao), a rigidez da barra sera aumentada. Urn dos primeiros a levar em 

considera<;ao a influencia geometrica foi MARTIN12 em 1960. 0 termo "matriz 
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geometrica" somente foi utilizado pela primeira vez por ARGYRIS
13 

em 1964. 

Estas matrizes podem ser obtidas no livro de PRZEMIENIECKI 14
. 

Para o caso de for9as entre as extremidades da barra, sera somado em (1.5) 

urn vetor de a96es de engastamento perfeito. Desta forma, esta equa9ao pode ser 

rescrita da seguinte forma : 

[Ke + K9]{V} + {Re}={R} (1.6) 

Uma outra forma de se determinar a matriz de rigidez para a analise de 

instabilidade e atraves da resolu9ao da propria equa9ao diferencial do problema. 

A soluyao e feita utilizando-se as equa96es de equilibria e impondo-se as 

condi96es de contorno que aparecem na barra quando esta e analisada na 

posi9ao deformada. A matriz de rigidez obtida atraves da solu9ao da equa9ao 

diferencial e baseada nas fun96es de estabilidade. Este metodo e conhecido 

deste da decada de 30, sendo JAMES15 o primeiro a apresentar estes 

coeficientes. Entretanto, urn dos primeiros a tabular as fun96es de estabilidade de 

forma adequada para a analise de instabilidade pelo processo dos deslocamentos 

foi LIVESLEY ~ CHANDLER
16 

e HORNE s MERCHANT
17

. 

Desde entao, a matriz de rigidez de barras, baseado nas fun96es de 

estabilidade, tern sido escritas de varias formas. Estas podem ser obtidas nas 

referencias ALLEN 18 
, CHEN ~ AL-MASHARY19 e GERE ~ WEVER20

• 

Para a analise matricial de estruturas atraves do processo dos 

deslocamentos, a expressao pode ser escrita da seguinte forma: 

[Ss]{d} + {fe} ={f} (1.7) 

sendo que "[S9]" e a matriz de rigidez baseada nas fun96es de estabilidade 

(rigidez); "{fe} o vetor de engastamento perfeito no sistema global e "{f}" o vetor de 

a96es nodais no sistema global. 

1.2.4 lnstabilidade lnelastica de Estruturas Reticuladas Planas 

Os esfor9os solicitantes em uma barra geralmente provocam tensoes 

superiores ao limite de proporcionalidade do material, fazendo com que este 

passe a trabalhar no campo inelastico. Para barras na fase inelastica, a equa9ao 

diferencial que governa o problema passa a sera seguinte: 

d4y d2y 
E,l dx• + p dx2 = w (1.8) 
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sendo o modulo de elasticidade elastico "E" substituido pelo modulo de 

elasticidade tangente "Et". Esta equagao diferencial pode ser resolvida tanto pelo 

processo aproximado ou mesmo pela resolugao da propria equagao diferencial 

conforme mencionado anteriormente. 

0 efeito da inelasticidade pode ser levado em consideragao de diferentes 

formas. Entretanto, pode-se sintetizar estas aproximagoes em duas formas 

basicas: a inelasticidade pode ser considerada concentrada nos nos extremos da 

barra ou esta pode ser considerada ao Iongo de todo o comprimento da barra e 

tambem em toda a extensao da segao transversal da barra. 

Uma das primeiras analises de instabilidade de estruturas aporticadas 

utilizando inelasticidade concentrada nos nos foi realizada por OJALVO E LU 21 em 

1961. Os efeitos da inelasticidade, forga axial e forma de carregamento foram 

considerados na analise. Uma estrutura reticulada simetrica composta por uma 

viga e dois pilares sujeita a carregamento simetrico foi analisada atraves de 

formulas desenvolvidas para se determinar a carga critica da estrutura. As 

relagoes entre momento-curvatura foram determinadas atraves de urn processo 

numerico de integragao. Estas curvas foram determinadas levando em 

consideragao o esforgo axial presente na barra, as propriedades geometricas da 

segao transversal e propriedades do material utilizado. 

Alguns anos depois, CHU E PABARCIUS22 em 1964 desenvolveram uma 

analise inelastica tambem em uma estrutura reticulada composta por uma viga e 

dois pilares. Porem, nesta analise os autores consideraram que o portico estava 

sujeito a carregamentos assimetrico (forgas verticais e horizontais). A carga critica 

foi calculada manualmente em teoria dos pequenos deslocamentos utilizando as 

fungoes de rigidez. A inelasticidade foi introduzida na analise atraves de curvas de 

rotagao-curvatura. Estas curvas apresentavam urn comportamento nao liner 

devido a presenga das tensoes residuais adotadas no perfil 'T' metalico para o 

eixo de maior inercia. 

No mesmo anode 1964, MOSES23 apresentou urn metodo para resolver o 

problema de instabilidade inelastica de estruturas aporticadas. A solugao do 

problema foi baseada no metodo das diferengas finitas. A tecnica de 

determinagao da carga critica utilizada consistia em plotar a curva de 

carregamento aplicado versus o deslocamento da estrutura. Foram utilizadas 
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equagoes para representar a curvatura da segao transversal sendo esta fungao 

do material utilizado, das propriedades geometricas da segao transversal, dos 

esforgos axiais e momentos fletores presentes no elemento. A inelasticidade foi 

considerada concentrada nos nos do elemento. 

Urn ano mais tarde, em 1965, LU24 calculou manualmente a instabilidade 

inelastica de urn portico plano composto por tres barras. Fungoes de rigidez 

simplificadas foram utilizadas neste calculo. A inelasticidade foi introduzida na 

analise atraves das curvas que relacionam rotagoes de extremidade da barras 

versus momentos de extremidade. Estas curvas foram obtidas utilizando urn 

procedimento numerico de integragao desenvolvido por T. von Karman. As 

analises foram feitas utilizando perfis "!". 

Majid e Anderson, em 1968 (GALAMBOS25
), desenvolveram urn programa 

utilizando inelasticidade concentrada nos nos do elemento. 0 programa era 

baseado no metodo dos deslocamentos para a analise de instabilidade de 

porticos pianos em teoria dos pequenos deslocamentos (teoria de segunda 

ordem). 0 programa considerava a inelasticidade concentrada nos nos. As 

incognitas basicas a serem determinadas eram os deslocamentos nodais (no 

caso tres) e as rotulas plasticas ocasionadas pela presenga da inelasticidade. 0 

programa podia resolver estruturas de grande porte. 

KORN 8 GALAMBOS26
, em 1968 (Maio), desenvolveram urn programa para 

analise de instabilidade inelastica em teoria dos pequenos deslocamentos 

utilizando as fungoes de rigidez com interagao de forga axial. 0 programa 

considerava a redugao da rigidez da barra em fungao da forga axial presente na 

barra atraves de uma formula bilinear para perfis "!" fletidos em torno do eixo de 

maior inercia. 0 programa era capaz de trabalhar com a formagao de rotulas 

plasticas. 

Neste mesmo ano (Novembro de 1968), MAJID 8 ANDERSON27 

desenvolveram urn programa para a analise de estruturas reticuladas de grande 

porte. 0 programa era baseado no metodo dos deslocamentos e era capaz de 

analisar as estruturas em teoria de primeira e segunda ordem, analise de 

instabilidade elastica e inelastica. Os efeitos de segunda ordem foram 

introduzidos na analise atraves das fungoes de rigidez. 0 programa era capaz de 

lidar com a formagao de rotulas plasticas. A verificagao da formagao das rotulas 
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plasticas era feito atraves de uma superficie de plastificagao adotada pelos 

autores. 

No ano seguinte, em 1969, ALVAREZ E BIRNSTIEL28 apresentaram uma 

analise de instabilidade inelastica utilizando 0 metoda dos elementos finitos. 0 

carregamento na estrutura era aplicado em incrementos de carregamento ate que 

a estrutura atingisse a instabilidade. Um procedimento numerico foi desenvolvido 

para determinar a curvatura da segao transversal e a parte da segao transversal 

que ainda permanecia elastica para os esforgos de momenta fletores e forga axial 

atuantes na barra. 0 efeito de nao linearidade geometrica foi levado em 

consideragao atraves da matriz geometrica "[k9]". 

VOGEL29
, em 1985, apresenta em seu artigo uma serie de analises de 

instabilidade em estruturas aporticadas sob diferentes teorias. 0 objetivo deste 

artigo foi fornecer exemplos numericos que possam ser utilizados para calibrar os 

diferentes tipos de programas que estavam sendo desenvolvidos. E apresentado 

tambem um ensaio real em uma estrutura aporticada e o resultado obtido e 

comparado com os resultados teoricos baseados nas teoria de plasticidade 

distribuida ao Iongo do elemento e ao Iongo da altura da segao transversal. 

Nos ultimos anos, muitos pesquisadores tem estudado o problema da 

instabilidade inelastica de porticos pianos. Em 1990, SIMITSES E MOHAMED30 

apresentaram um procedimento numerico para a analise de instabilidade de 

porticos pianos. 0 procedimento leva em consideragao os efeitos de nao 

linearidade geometrica atraves de rela<;:oes nao lineares da cinematica. A nao 

linearidade fisica do material e introduzida no procedimento atraves de 

plasticidade concentrada nas extremidades do elemento. 0 efeito das ligagoes 

semi-rigidas e incorporado no procedimento atraves de modelos polinomiais. 

CHEN & AL-MASHARY3
\ em 1991, propoe um metoda para a analise de 

instabilidade de porticos pianos em teoria de segunda ordem levando em 

consideragao o efeito de inelasticidade nas barras. 0 metoda e baseado nas 

fungoes de rigidez, sendo estas modificadas para incorporar a presenga de molas 

nas extremidades da barra. Estas molas simulam a degradagao da rigidez da 

barra. A analise se baseia no fato da rigidez a flexao se reduzir gradualmente de 

completamente elastica para a inelastica ate perfeitamente plastica. A detecgao 

da plastifica<;:ao total da segao e feita atraves de um criteria de platificagao. 
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KING et al32
, em 1992, desenvolveram urn programa para a analise de 

instabilidade de porticos pianos baseado no metoda dos elementos finitos. A nao 

linearidade geometrica e introduzida no programa atraves da matriz geometrica 

"[K9]". A expressao do Column Research Council (CRC)33 para o modulo de 

elasticidade tangente e introduzida no programa para levar em considera<;:ao o 

efeito da nao linearidade do material. Juntamente com 0 modulo tangente, e 

utilizado urn parametro "p" que leva em considera<;:iio o aumento da plastifica<;:ao 

produzido pela presen<;:a de flexao nas extremidades da barra. 0 programa e 

capaz de trabalhar com a forma<;:iio de rotulas plasticas nas extremidades das 

barras (plasticidade concentrada nos nos). 

MCGUIRE et al34
, em 1992, fizeram analises inel11sticas em porticos pianos 

utilizando urn programa desenvolvido na Universidade de Cornel em 1989 por 

Hsieh. 0 programa e baseado no metoda dos elementos finitos. 0 efeito da nao 

linearidade geometrica e obtido atraves da matriz geometrica "[Kg)". A nao 

linearidade fisica e considerada atraves da plasticidade concentrada nos nos do 

elemento. A plastifica<;:iio das extremidades da barra e verificada utilizando 

superficies de plastifica<;:ao. E levado em considera<;:iio se o membra e capaz de 

sustentar a rota<;:iio que lhe esta sendo imposta, ou seja, verifica-se se a 

capacidade de rota<;:ao do membra nao foi excedida. Toda a analise foi realizada 

utilizando perfis "H". 

LIEW et al35 (1993a) desenvolveram urn programa para analise de 

instabilidade inelastica de porticos pianos. 0 metoda e baseado na modifica<;:iio 

das fun<;:6es de rigidez para levar em considera<;:ao a forma<;:iio de rotulas 

plasticas nas extremidades da barra. 0 modulo de elasticidade tangente e 

introduzido na analise atraves de expressoes propostas pela Load Resistence 

Factor Design (AISC LRFD)36 ou pelo Column Research Council (CRC)33 para 

levar em considera<;:ao a degrada<;:iio da rigidez da estrutura devido ao efeito da 

for<;:a axial nas barras. E introduzido tambem urn parametro escalar "~" para levar 

em considera<;:iio o aumento da plastifica<;:iio da se<;:iio pelo efeito de flexao. Em 

LIEW et al37 (1993b) e acrescentado o efeito das liga<;:6es semi-rigidas. 

WHITE38
, em 1993, realizou uma compara<;:iio entre dois metodos de analise 

inelastica para porticos pianos. Em ambos os casas, a inelasticidade foi assumida 

estar concentrada nos nos. 0 primeiro metoda e baseado na analise elasto-
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plastica perfeita, ou seja, a segao transversal e assumida permanecer 

completamente elastica ate que a plastificagao da segao e alcangada. No 

segundo metodo, a transigao da fase elastica se da progressivamente para a fase 

inelastica ate perfeitamente plastica. Esta transigao e feita utilizando-se o modulo 

de elasticidade tangente. 

CHANE YAU39
, em 1994, apresenta urn programa para a analise inelastica 

baseado no metodo dos elementos finitos. 0 efeito da nao linearidade geometrica 

e levado em consideragao atraves da matriz geometrica "[K9]". Sao utilizadas 

molas conectadas nas extremidades das barras para degenerar a rigidez da 

estrutura. Ligagoes semi-rigidas sao consideradas no programa. A plastificagao 

da segao transversal e verificada atraves de criterio de plastificagao. 

CHENE CHAN40
, em 1995, desenvolveu urn programa para analise elasto

plastica de porticos pianos em teoria de grandes deslocamentos (teoria exata). 0 

elemento de barra proposto neste trabalho apresenta a possibilidade de detectar 

rotulas plasticas nas extremidades da barra e tambem no meio desta. A 

inelasticidade e introduzida no programa atraves de molas que simulam a 

degradagao da rigidez nas extremidades da barra e no meio desta. Devido a 

possibilidade de considerar formagao de rotulas plasticas no meio da barra, 

reduziu-se o numero de barras em que o membro deveria ser subdividido para se 

encontrar bons resultados. 

CHENE KIM41 (1996a) apresenta urn metodo denominado de "refinado" para 

analise inelastica de estruturas planas contraventadas fora do plano. Este 

considera o esprairamento da plasticidade ao Iongo do membro e imperfeigoes 

geometricas na barra. 0 metodo tambem leva em consideragao a redugao 

gradual da rigidez devido a flexao e tensoes residuais. Em outro artigo, 

CHEN E KIM42 (1 996b) apresenta o mesmo metodo acima acrescentando o efeito 

das ligagoes semi-rigidas. 

Recentemente, CHANE CHUI43
, em 1997, propoe urn metodo para a analise 

de instabilidade de porticos pianos pelo metodo dos elementos finitos. Este utiliza 

uma formulagao para a fungao de plastificagao diferente das apresentadas por 

CHENE CHAN40 e WHITE38
. Sao utilizadas molas para simular o comportamento 

inelastico das barras. Quando a segao transversal da barra esta elastica, entao a 

mola nesta extremidade tern urn valor infinito que indica a transferencia completa 
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de momentos. Quando a sec;:ao transversal esta plastificada, a rigidez da mola e 

igual a zero, implicando desta forma em nenhuma transferencia de momentos. 0 

efeito da nao linearidade geometrica e levada em considerac;:ao atraves da matriz 

"[K9]". As tensoes residuais tambem sao levadas em considerac;:ao. As analises 

sao feitas utilizando apenas perfis 'T' e "H". 

1.3 0 Presente Trabalho 

Conforme mencionado anteriormente, o tipo de analise estrutural realizada 

pelos programas que fazem 0 dimensionamento da estrutura e baseada no 

regime de primeira ordem (analise elasto-linear). 0 que as normas ou 

especificac;:oes tentam fazer ao introduzir o fator de amplificac;:ao nas formulas de 

dimensionamento de uma barra da estrutura, e representar o comportamento de 

uma analise nao linear geometrica. A introduc;:ao dos fatores "Pu" e "Mu" , sendo o 

primeiro a capacidade ultima a compressao e 0 segundo a capacidade ultima a 
flexao, nas expressoes de interac;:ao tentam representar uma analise de primeira 

ordem elasto-plastica, ou seja, a degradac;:ao da rigidez da barra e feita apenas 

por nao linearidade fisica do material. Por fim, a combinac;:ao dos dois tipos de 

analise mencionados anteriormente, tentam fazer com que o comportamento da 

barra seja representado atraves de uma analise em regime de segunda ordem 

considerando o efeito da inelasticidade na barra. Entretanto, todo o 

dimensionamento e feito dentro do contexto que as barras sao membros isolados 

da estrutura. 

Tendo como base o que foi mencionado anteriormente, o objetivo principal 

deste trabalho e o desenvolvimento de um programa de computador capaz de 

fazer analise de estruturas metalicas planas. 0 termo analise esta sendo utilizado 

neste trabalho no sentido que a estrutura e analisada estruturalmente, 

determinando os esforc;:os e deslocamentos, e posteriormente feito o 

dimensionamento dos elementos estruturais da mesma. 0 presente programa a 

ser desenvolvido se diferencia dos programas citados anteriormente pelo fato de 

levar em considerac;:ao os efeitos simultaneos da nao linearidade fisica do material 

e da nao linearidade geometrica. Desta forma, os esforc;:os obtidos nas barras da 

estrutura estarao afetados por estes efeitos. 0 dimensionamento a ser realizado 

sera baseado na norma brasileira "NBR 8800 - Projeto e Execuc;:ao de Estruturas 
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de Ar;o de Edificios: Metodo dos Estados Limites"44
• Serao fornecidos bancos de 

dados de perfis para o programa. Desta forma, atraves da programar;ao das 

formulas da norma, o programa sera capaz de realizar o dimensionamento 

automatizado da estrutura. Todo o dimensionamento sera baseado na analise de 

perfis laminados e compactos, ou seja, perfis nos quais a relar;ao de esbeltez das 

abas ou mesas seja inferior a "A.p" recomendado por norma. lsto e feito para evitar 

que o problema de flambagem local do perfil aconter;a antes do problema de 

flambagem por flexao da barra. Sera admitido tambem que todos os perfis 

estejam contidos fora do plano para a analise global dos elementos da estrutura. 

Esta hip6tese e feita porque o elemento de barra plano a ser utilizado na analise 

nao consegue levar em considerar;ao o efeito de instabilidade por flexo-torr;ao. Os 

perfis serao verificados a flam bag em por flexao no plano perpendicular a estrutura 

admitindo o comprimento de flambagem fora do plano a distancia entre os 

contraventamentos instalados na estrutura. 

0 programa sera desenvolvido propiciando ao usuario a escolha do tipo de 

analise que este deseja fazer. Os tipos de analises que estarao disponiveis no 

programa sao: analise e dimensionamento segundo a "NBR 8800" da estrutura no 

regime de primeira ordem; analise e dimensionamento segundo a "NBR 8800" da 

estrutura no regime de primeira ordem levando em considerar;ao os efeitos de 

nao linearidade fisica do material; analise e dimensionamento segundo a 

"NBR 8800" da estrutura no regime de segunda ordem (nao linearidade 

geometrica); e analise e dimensionamento segundo a "NBR 8800" da estrutura no 

regime de segunda ordem levando em considerar;ao a nao linearidade fisica do 

material. 0 principal objetivo destas analises e verificar se a introdur;ao dos 

efeitos de nao linearidade geometrica e fisica do material podem causar mudanr;a 

nos perfis obtidos no dimensionamento elasto-linear comumente feito na pratica 

pelos projetistas. 



2.1 lntrodw;ao 

Capitulo 2 

Analise de Estruturas Reticuladas 

Este capitulo abordara o estudo do comportamento das estruturas 

reticuladas quando sujeitos a carregamentos externos. Estes estudos sao feitos 

atraves da determinagao das curvas carregamento-deslocamento da estrutura ate 

o ponto de bifurcagao ou ponto limite. As hip6teses dos pequenos deslocamentos 

e pequenas deformag6es sao adotadas. Os efeitos das imperfei<;:6es geometricas 

e inelasticidade sao considerados nestas analises com o objetivo de verificar o 

comportamento das estruturas sujeitas a estes efeitos. Graticos sao apresentados 

para demonstrar estes comportamentos e facilitar a compreensao destas 

analises. Sao apresentados e descritos tambem outros fatores que influenciam a 

capacidade portante de uma estrutura reticulada. 
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2.2 Analise de lnstabilidade de Estruturas Reticu/adas 

Para compreender o comportamento das estruturas, torna-se necessaria 

compreender os tipos de respostas que estas podem apresentar quando estao 

sujeitas a carregamentos externos. Uma maneira de apresentar o comportamento 

das estruturas e atraves das curvas carregamento-deslocamento mostradas na 

figura 2.1. Estas curvas podem ser compreendidas como a representa<;:ao do 

comportamento dos graus de liberdade da estrutura. 
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Figura 2.1 - Curvas carregamento-deslocamento. Situa<;:6es de instabilidade 

estrutural. 

As linhas s61idas mostradas na figura 2.1 sao aplicadas as estruturas 

perfeitas (sem imperfei<;:6es geometricas). Neste caso, a estrutura primeiramente 

se desloca ao Iongo de uma "trajet6ria fundamental" ("OAB') com ponto de 

bifurca<;:ao para uma trajet6ria secundaria no ponto '~". Esta trajet6ria secundaria 

'~C", chamada de trajet6ria p6s-flambagem, pode ser ascendente ou 

descendente conforme mostrado na figura 2.1 (a) e figura 2.1 (b). A ascensao ou 

descensao da trajet6ria de uma curva carregamento-deslocamento dependera 

das caracteristicas da estrutura e/ou do carregamento aplicado. 

Para certos tipos de estrutura ou quando as imperfei<;:6es geometricas sao 

levadas em considera<;:ao, o comportamento carregamento-deslocamento pode 

ser retratado atraves das lin has tracejadas "00" na figura 2.1. Algumas estruturas 
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podem apresentar trajet6rias p6s-flambagem ascendente ("AC", figura 2.1 (a)), 

apresentado desta forma capacidade de resistir a carregamentos que excedem o 

carregamento de bifurcac;i'io. A capacidade de carregamento de uma estrutura 

com imperfeic;oes geometricas que apresenta comportamento p6s-flambagem 

descencende (Figura 2.1 (b)) sera me nor que o correspondente carregamento de 

bifurcac;i'io de uma estrutura perfeita a ni'io ser que a trajet6ria ascenda 

novamente para grandes deslocamentos. Esta maxima capacidade de 

carregamento, ou ponto limite ocorre no ponto "0" conforme mostrado na 

figura 2.1 (b). 

Neste trabalho, sera abordado a analise de estruturas reticuladas em teoria 

dos pequenos deslocamentos e pequenas deformac;oes. Quando uma estrutura e 

analisada dentro dessas hip6teses, o comportamento p6s-flambagem ni'io e 

possivel ser representado devido as simplificac;oes feitas. Assim, o 

comportamento da estrutura pode ser obtido ate o ponto de bifurcac;i'io ou ponto 

limite da estrutura. Vale ressaltar que o ponto de bifurcac;i'io e caracterizado pela 

mudanc;a da trajet6ria da estrutura, fazendo com que a geometria da estrutura se 

desconfigure da inicial. A perda da configurac;i'io inicial da estrutura caracteriza 

urn estado limite da estrutura. A teoria dos grandes deslocamentos e utilizada 

quando se deseja compreender o comportamento da estrutura ap6s o ponto de 

bifurcac;i'io. Este comportamento acontece quando a estrutura apresenta reserva 

de resistencia ap6s o ponto de bifurcac;i'io. Entretanto, devido a imperfeic;oes 

geometricas e inelasticidade (entre outros fatores que seri'io apresentados no final 

deste capitulo) presente nas barras das estruturas reticuladas, na maioria das 

vezes o comportamento das trajet6rias ap6s o ponto de bifurcac;i'io (ou ponto 

limite) e descendente (Figura 2.1 (b)). 

0 primeiro ponto de bifurcac;i'io ou ponto limite de uma estrutura reticulada e 

denominado de instabilidade estrutural (GALAMBOS25
). As analises realizadas 

em teoria dos pequenos deslocamentos e pequenas deformac;oes com o objetivo 

de trac;ar a trajet6ria da estrutura conforme realizado na figura 2.1 ate que esta 

atinja 0 ponto de bifurcac;i'io ou ponto limite sao denominadas de analises de 

instabilidade. Estas trajet6rias da estrutura (curvas carregamento-deslocamento) 
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podem ser utilizadas para verificar o nivel de seguran<;:a que a estrutura 

apresenta para o carregamento aplicado. 

Este capitulo abordara o comportamento das estruturas reticuladas desde o 

inicio do carregamento ate a estrutura alcan<;:ar a instabilidade. lnstabilidade pode 

ser entendida, conforme mencionado anteriormente, dentro das hip6teses 

assumidas, como sendo o ponto de bifurca<;:ao do equilfbrio ou ponto limite da 

estrutura. Os efeitos de imperfei<;:6es geometricas e inelasticidade serao 

considerados nestas analises. Este estudo, por simplicidade, sera feito atraves da 

analise de uma estrutura plana. Sera considerado que os deslocamentos fora do 

plano sejam prevenidos por vincula<;:6es adequadas. Estas vincula<;:6es sao 

denominadas de contraventamentos. As analises apresentadas para estruturas 

planas podem ser estendidas para o caso de estruturas reticuladas 

tridimensionais. 

p p 

A, I, A,I, 

/ 

a L---------------------0 
(a) P6rtico plano {b) Carrega-mento x Deslocarnento lateral 

Figura 2.2 -Analise de instabilidade- estrutura reticulada plana. 

Considere a estrutura plana e simetrica mostrada na figura 2.2(a). Na sua 

analise serao consideradas as seguintes hip6teses: a estrutura nao apresenta 

nenhuma imperfei<;:ao geometrica; a estrutura esta perfeitamente aprumada; as 

liga<;:6es entre os n6s sao consideradas rigidas; e o carregamento e simetrico e 

aplicado proporcionalmente nos n6s da estrutura. Para este caso, ao se realizar a 

analise de instabilidade na estrutura, objetiva-se obter o comportamento da 

estrutura em termos de deslocamentos horizontais para cada incremento de 

carregamento. 0 comportamento da estrutura e mostrado na curva ab da figura 

2.2(b). Como pode-se observar, o comportamento da estrutura e similar ao de 

uma barra comprimida isolada (problema de primeira especie para barras 
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comprimidas). 0 maximo carregamento que a estrutura pode suportar e 

denominado de carregamento critico. Neste trabalho, este carregamento e 

denominado de "We/' . 

A figura 2.3(a) apresenta a mesma estrutura plana analisada anteriormente. 

Entretanto, sera admitido que seus pilares estejam fora de prumo uma quantidade 

"b.0". Analisando o comportamento desta estrutura imperfeita, obtem-se a curva 

abc mostrada na figura 2.3(b). 0 seu comportamento e similar ao de uma barra 

comprimida carregada excentricamente (problema de segunda especie para 

barras comprimidas). E: importante ressaltar que quanta menor for a imperfeigao 

dada, mais proximo o carregamento de instabilidade, representado pelo ponto "b", 

se aproxima do carregamento critico "We/' encontrado na analise de instabilidade 

do problema anterior. 

p p 

1 l, 

.~1;~4~,------------------~6+~ 

(a) P6rtico plano (b) Carrega=ento x Desloca=ento lateral 

Figura 2.3- Analise de instabilidade- estrutura reticulada com pilares 

desaprumados 

0 proximo tipo de analise sera feita com a mesma estrutura anterior, ou 

seja, os pilares estao desaprumados. Entretanto, o carregamento concentrado 

nos nos e substituido par uma carga uniformemente distribuida na viga (figura 

2.4(a)). Neste caso, quando os carregamentos nodais sao substituidos por um 

carregamento distribuido ao Iongo da viga do portico, tanto o pilar quanta a viga 

estarao sujeitos a esforgos de flexao. Os efeitos de flexao introduzirao novas 

tensoes nas barras, fazendo com que as barras sejam solicitadas no campo 

inelastico. A presenga da inelasticidade nas barras fara com que inicie a 

plastificagao em certas regioes na estrutura. Como conseqi.iencia, a capacidade 
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portante da estrutura ira se reduzir mais rapidamente, e o carregamento crftico de 

instabilidade sera inferior ao encontrado na analise da figura 2.3(a). Devido ao 

efeito da imperfei9ao e da presen9a da inelasticidade provocada pela presen9a 

da flexao, a curva que representa o comportamento da estrutura e mostrada na 

figura 2.4(b ), curva ab'c'. Neste caso, como existe imperfei9ao, haverao 

deslocamentos horizontais desde o infcio do carregamento, e a soma da flexao 

oriunda da imperfei9ao mais a produzida pela carga uniformemente distribufda 

irao fazer com que o carregamento crftico de instabilidade seja inferior ao obtido 

na analise anterior. 

q=2P 

A1 J, 

(a) P6rtico plano 

6a 
~a---------------------.6+~ 

....[.l...6o 

{b) Carregamento x Deslocamento lateral 

Figura 2.4- Analise de instabilidade- estrutura reticulada com pilares 

desaprumados e flexao devido a carga uniformemente distribufda. 

Para finalizar, analisar-se-a a estrutura sujeita a um carregamento 

assimetrico com carga horizontal, cargas verticais concentradas nos n6s e 

uniformemente distribufda conforme figura 2.5(a). A resposta da estrutura e 

mostrada na curva ab"c" da figura 2.5(b ). A estrutura translada rapidamente na 

horizontal devido a for9a "H" e a imperfei9ao inicial. Estes efeitos fazem com que 

a capacidade portante da estrutura diminua mais rapidamente que no caso 

anterior. Como resultado, o parametro crftico de instabilidade e ainda inferior ao 

encontrado na analise anterior. 
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(b) Carregamento x Deslocamento lateral 

Figura 2.5 -Analise de instabilidade - estrutura reticulada com pilares 

desaprumados e flexao devido a carga uniformemente distribuida 

e forc;;a horizontal. 
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As respostas das analises feitas acima nao levaram em considerac;;ao o 

efeito da flambagem local das abas e mesas dos perfis, da flambagem por flexo

torc;;ao das barras e a formac;;ao de r6tulas plasticas na estrutura. Se as 

dimensoes das barras sao tais que a flambagem local ou por flexo-torc;;ao possam 

ocorrer, entao, o comportamento da estrutura pode ser analisado pela curva aef 

mostrada na figura 2.5(b). E importante ressaltar que deslocamentos fora do 

plano e torc;;ao nas barras podem modificar substancialmente a resposta da 

estrutura. 

0 comportamento de estruturas com multiplos pavimentos e similar ao 

descrito para o p6rtico plano analisado anteriormente. Os fatores que causam a 

instabilidade sao analogos aos citados nas analises realizadas anteriormente. 

Muitos experimentos tern sido realizados para verificar o comportamento das 

estruturas reais e, desta forma, comparar os resultados obtidos atraves das 

analises computacionais. Estes experimentos sao realizados assumindo-se as 

seguintes hip6teses: 

- os n6s da estrutura sao considerados rigidos; 

- a inelasticidade do material e assumida estar concentrada nos n6s da 

estrutura; 

- e assumido que nao ha deslocamentos fora do plano de ac;;ao das cargas; 

- as tensoes residuals nao sao consideradas nos experimentos; 
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- despreza-se a participagao da rigidez das lajes na analise; 

- o carregamento e aplicado proporcionalmente; e, 

- a geometria da estrutura e considerada perfeita. 

Os experimentos sao feitos com o prop6sito de verificagao dos modelos 

analiticos. Desta forma, devem representar de forma mais precisa possivel estes 

modelos. Entretanto, esta modelagem e de extrema dificuldade. As barras devem 

ser selecionados de forma a impedir a flambagem flexo-torgao, o comportamento 

semi-rigido das ligagoes devem ser evitados e o carregamento deve ser aplicado 

proporcionalmente. 

Na realidade, muitas das estruturas nao apresentam ligagoes rigidas, as 

barras nao sao perfeitas, os carregamentos sao aplicados desproporcionalmente 

e as barras podem flambar lateralmente. Pode-se dizer ainda que algumas 

estruturas possuem certas regioes que apresentam capacidade de resistencia 

inferior, fazendo com que o carregamento ultimo da estrutura seja limitado. Desta 

forma, estes fatores tendem a reduzir a capacidade das estruturas abaixo das 

previsoes feitas atraves da analise numerica. 

2.3 Modelos para a Analise de Estrutura Reticuladas 

As estruturas reticuladas podem ser analisadas atraves de varios modelos 

analiticos. Considere a estrutura plana mostrada na figura 2.6 sujeita a 

carregamentos verticais e horizontais. Esta estrutura pode ser analisada 

elasticamente, fazendo-se o equilibria da estrutura na posigao indeformada, ou 

seja, a posigao deformada e confundida com a posigao indeformada (teoria de 

primeira ordem). Para este caso, o comportamento da estrutura e dado pela curva 

(a). Na analise elastica, dado um carregamento na estrutura, sempre havera um 

deslocamento proporcional associado, ou seja, sempre existira uma posigao de 

equilibria para a estrutura. Este tipo de analise nao leva em consideragao que a 

rigidez da estrutura se degrada a medida em que esta se desloca e a medida que 

o estado de tensao em uma barra vai se aproximando da maxima capacidade do 

material. A curva (b) representa a analise elastica da mesma estrutura em teoria 

dos pequenos deslocamentos. Nesta teoria, tambem chamada de segunda 

ordem, o equilibria da estrutura e realizado na posigao deformada. Neste caso, a 
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redu<;:ao da capacidade portante da estrutura e provocada pelo efeito de nao 

linearidade geometrica, ou seja, a rigidez da estrutura vai se reduzindo a medida 

que esta se desloca. Este efeito faz com que a estrutura apresente uma 

carregamento critico de instabilidade elastica (W
0
,,.,.,,). Outra forma de analisar a 

estrutura e mostrada na curva (c). Este tipo de analise e designada de elasto

plastica, sendo realizada em teoria de primeira ordem. Na analise, e levado em 

considera<;:ao que a rigidez da estrutura vai se deteriorando devido ao efeito de 

nao linearidade fisica do material, ou seja, a rigidez da estrutura vai se 

deteriorando a medida que o material se aproximada da maxima capacidade do 

material. 0 efeito de plastifica<;:ao das barras faz com que a estrutura apresente 

um carregamento ultimo denominado de carregamento limite de plastifica<;:ao 

(Wp1.,1). A curva (d) representa a analise inelastica em teoria dos pequenos 

deslocamentos (segunda ordem) sendo o equilibria feito na posi<;:ao deformada. 

Nesta analise, ambos os efeitos de nao linearidade geometrica e nao linearidade 

fisica sao considerados. 0 carregamento critico encontrado e denominado de 

carregamento crftico de instabilidade inelastica (W0,11netas). Se existe a possibilidade 

de falha por flambagem local ou flambagem lateral-torcional, entao o 

carregamento critico da estrutura podera apresentar um valor menor conforme 

mostrado na curva (e). 

11pLasl. 

Anritise Eldstica. - Teoria. de Primeira. Ordem 

-------

Anlilise Eltistica - Teori.a de Segundu. Ordem 

:__.::::_:~7-;-=- Ant'itise Etasto-Ptlishca 

(r:;) Teoria de Primeira Ordem 

-::__.:;;;;....;=--- An6.lise fneUistica 

(d) Teoria de Segunda Ordem 

Flambagem Local 

ou 
Fla:rnbagem par Flexo-Torytia 

Desloc<Lmento l<Lter<Ll do portico - d 

H -f--'-.'--.L-'-'-'-''-1 

Figura 2.6 - Tipos de analise em uma estrutura reticulada. 
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2.4 Fatores que lnfluenciam a Estabilidade das Estruturas Reticuladas 

A capacidade portante (rigidez) de uma estrutura sob urn certo 

carregamento representa uma medida do fator de seguran9a que esta apresenta 

em relayao ao fen6meno de instabilidade para este carregamento 

(BIRNSTIEL E IFFLAN045
). Desta forma, e de fundamental importancia o 

conhecimento dos fatores que influenciam o limite de estabilidade de uma 

estrutura. Estes efeitos podem ser classificados em tres grupos: efeitos 

geometricos, efeitos do material, e efeitos do carregamento. 

2.4.1 Efeitos Geometricos 

Efeito da Forga Axial na Rigidez da Barra - Este efeito reduz a rigidez da 

barra quando existe uma forga axial de compressao e aumenta quando a fon;:a 

axial e de trayao. Uma forya de compressao aplicada em uma barra reduz a 

rigidez ao giro de seus n6s de extremidade. A forya de trayao provoca o efeito 

contra rio. 

Efeito do Oeslocamento transversal do eixo da Barra - Este efeito, 

conhecido como efeito "P-ll.", altera o comportamento estrutural da seguinte 

maneira : os deslocamentos transversais produzidos pelo carregamento externo, 

modificarao o equilibria da estrutura, pais estes introduzirao novas esfon;os na 

estrutura; estes novas esforyos farao com que o equilibria da estrutura seja 

alterado; ao se alterar o equilibria da estrutura, os deslocamentos tambem serao 

modificados; Desta forma, uma soluyao iterativa e necessaria para a obtenyao 

dos resultados dos deslocamentos finais da estrutura. 0 efeito destes 

deslocamentos transversais influenciam o comportamento de instabilidade da 

estrutura. Este efeito e levado em considerayao deduzindo as equa96es de 

equilibria na posiyao deformada da estrutura. 

Efeito de Curvatura da Barra - Tambem conhecido como "P-o", este efeito 

reduz a rigidez a flexao devido a barra se curvar a medida que a estrutura se 

desloca. Juntamente com o efeito "P-ll.", este efeito altera o equilibria da 

estrutura. 

Efeito da Mudanga do Comprimento da Barra - Devido a presen9a dos 

esforyos axiais de compressao ou de trayao, as barras sofrerao modificay6es no 
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seu comprimento devido as deformar;;oes axiais. Este efeito e parecido com o 

citado anteriormente e pode ser levado em considerar;;ao de forma similar a 

exposta anteriormente. 

Efeito das lmperfeir;;oes Geometricas da Barra - Todas as barras reais sao 

imperfeitas, ou seja, sao inicialmente curvas e torcidas. A magnitude e orientar;;ao 

destas imperfeir;;oes sao aleat6rias. As imperfeir;;Oes geometricas tem grande 

influencia no carregamento critico de instabilidade. 

Variaqao das Dimensoes Geometricas dos Valores Obtidos em Catalogos -

Durante o processo de fabricar;;ao dos perfis metalicos, e comum os perfis serem 

moldados com dimensoes e propriedades geometricas inferiores ou superiores as 

tabeladas nos catalogos. Estas variar;;oes nas dimensoes geometricas modificam 

o comportamento real das estruturas. 

lnclinaqao das Barras Durante o Processo de Fabricaqao das Barras -

Durante o processo de execur;;ao da estrutura , as barras ao serem instaladas 

podem ficar desniveladas tanto horizontalmente (caso de vigas ) como 

verticalmente (caso de pilares). 0 desnivelamento dos pilares (fora de prumo) 

influencia de forma bastante significativa na analise de instabilidade da estrutura. 

Efeito das Deformaqoes por Cortante - Na maioria dos casas, as 

deformar;;oes por cortante sao pequenas. Entretanto, este efeito deve ser levado 

em considerar;;ao quando o esforr;;o cortante for de grande intensidade e quando 

este for predominante sabre os outros esforr;;os. As deformar;;oes por cortante 

reduzem as ar;;oes de extremidade das barras induzidas pelos deslocamentos 

unitarios impastos nestas. 

Efeito das Distorqoes /ocais - Distorr;;oes locais dos elementos durante o 

processo de carregamento tais como flambagem local ou plastificar;;ao afetam o 

carregamento limite de instabilidade. Entretanto, este efeito e de dificil 

modelamento em teoria de barras. 

Efeito do Movimento da Estrutura Fora do Plano de Cargas - Deslocamentos 

das barras fora do plano de aplicar;;ao das cargas influenciam o comportamento 

limite da estrutura. 
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2.4.2 Efeitos do Material 

Relaqao Tensao x Deformaqao Nao Linear - Durante a analise de 

instabilidade, algumas partes da estrutura podem ser solicitadas por tensoes que 

estao acima do limite de proporcionalidade do material. Desta forma, estes 

elementos estarao trabalhando dentro do campo inelastico. A inelasticidade do 

elemento pode ser levada em considerac;:ao de duas formas : esta pode ser 

considerada concentrada nos n6s de extremidade do elemento ou pode ser 

considerada como distribuida ao Iongo do comprimento do elemento e ao Iongo 

da altura da sec;:ao transversal. 0 efeito da inelasticidade tern grande influencia na 

analise de instabilidade. 

Efeito das Tensoes Residuais - As tensoes residuais sao geradas durante o 

processo de fabricac;:ao dos elementos de ac;:o da seguinte forma : as barras de 

ac;:o sao aquecidas e resfriadas; a parte da sec;:ao transversal na qual a relac;:ao 

area e volume for maior ira perder calor mais rapido que a parte na qual a relac;:ao 

entre a area e volume seja menor; este resfriamento desigual das partes da barra 

de ac;:o cria dentro da sec;:ao transversal um estado de equilibria de tensoes; estas 

tensoes sao chamadas de residuais pais permanecem nas barras ap6s a sua 

confecc;:ao. 

Distribuiqao da lnelasticidade a Medida que o Carregamento Aumenta -

Durante o processo de carregamento da estrutura, a inelasticidade vai se 

espalhando pela estrutura. Para se levar em considerac;:ao este efeito, as barras 

devem ser divididas em subelementos. Assim, utilizando-se o conceito de 

inelasticidade distribuida, pode-se levar em considerac;:ao este efeito que 

influencia o comportamento de instabilidade da estrutura. 

2.4.3 Efeitos do Carregamento 

Carregamentos Nao Proporcionais - A forma como o carregamento e 

aplicado na estrutura influencia a resposta da mesma. Existe a possibilidade de 

certas ac;:oes nao estarem acontecendo ao mesmo tempo que outras ac;:oes, como 

e o caso da ac;:ao de vento, abalos sismicos, impacto, etc. Assim, os 

carregamentos, que sao conjunto de ac;:oes que estao atuando em uma estrutura, 

nao representam o real estado de solicitac;:ao de uma estrutura. Estas estao 
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sempre sendo solicitadas com carregamentos nao proporcionais. E importante 

mencionar que o carregamento nao proporcional afeta o comportamento das 

estruturas que estao solicitadas no campo inelastico. 

Carregamento e Oescarregamento da Estrutura - 0 efeito da variac;:ao e 

repetic;:ao de urn carregamento pode provocar deformac;:6es reversas em urn 

elemento. Desta forma, uma analise do caminho de carregamento e requerida 

para poder representar o comportamento da estrutura. Este tipo de efeito 

influencia no comportamento inelastico da estrutura. 



Capitulo 3 

Analise Nao Linear Geometrica de Porticos Pianos 

3.1 /ntrodut;ao 

A instabilidade de uma estrutura reticulada e ocasionada devido a 

degradac;ao de sua capacidade portante. 0 efeito de nao linearidade fisica e 

efeito de nao linearidade geometrica sao uns dos principais ocasionadores da 

perda da capacidade portante de uma estrutura reticulada. Este capitulo abordara 

o estudo da instabilidade ocasionada pelo efeito da nao linearidade geometrica. A 

degenerac;ao geometrica da estrutura e ocasionada a medida que o 

carregamento e aplicado e esta passa da posic;ao indeslocada para a deslocada. 

Alguns metodos podem ser empregados para levar em considerac;ao o efeito de 

nao linearidade geometrica. No presente trabalho, serao apresentados dais 

metodos que sao usualmente empregados para se considerar o efeito de nao 

linearidade geometrica nas barras: metoda dos elementos finitos e metoda das 

func;6es de estabilidade (tambem conhecidas como func;6es de rigidez). 

0 objetivo deste capitulo e apresentar e desenvolver estas duas 

formulac;6es que podem ser utilizadas para se realizar tanto a analise 

considerando o efeito de nao linearidade geometrica nas barras quanta a analise 

de instabilidade de estruturas reticuladas. A titulo de comparac;ao sao 

apresentadas as diferenc;as entres estes dais metodos e tambem as vantagens e 

desvantagens que implicam na utilizac;ao de um ou do outro. Exemplos numericos 

sao apresentados para validar e comparar os resultados obtidos por ambos os 

metodos. As analises utilizando o metodos das func;6es de rigidez foram 

realizadas atraves de um programa desenvolvido pelo autor, enquanto as 

analises feitas pelo metoda dos elementos finitos, foram realizadas atraves do 

programa comercial ANSYS5246
• 
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3.2 Hip6teses assumidas na analise nao linear geometrica 

As hipoteses assumidas na analise nao linear geometrica de porticos pianos 

sao apresentadas a seguir: 

- os elementos de barras sao considerados perfeitamente retos; 

-as fon;:as axiais sao aplicadas ao Iongo do eixo centroidal das barras; 

- o material obedece a lei de Hooke, ou seja, as tensoes sao proporcionais 

as deformac;:oes; 

- as sec;:oes permanecem planas apos a deformac;:ao, ou seja, nao ha 

distorc;:ao na sec;:ao transversal; 

- a estrutura do portico e considerada constituida de elementos de barra 

deformaveis por flexao, par forc;:a axial e forc;:a cortante em seu plano (esta ultima 

nao se aplica na analise pelo metoda dos elementos finitos); 

- o desenvolvimento matricial e feito com base no processo dos 

deslocamentos para estrutura no regime elastica; 

- 0 desenvolvimento pelo metoda dos elementos finitos e feito utilizando a 

formulac;:ao variacional para estruturas o qual representa a energia potencial total 

do problema; 

- as ac;:oes sao aplicadas apenas no plano do portico; 

- a nao linearidade geometrica e levada em considerac;:ao atraves da 

influencia da forc;:a axial nos elementos de barra; 

- 0 desenvolvimento matricial e baseado na teoria dos pequenos 

deslocamentos e pequenas deformac;:oes; 

- a formulac;:ao variacional e baseada neste trabalho na teoria dos pequenos 

deslocamentos e pequenas deformac;:oes; e, 

- para o caso de analise de instabilidade, o carregamento critico da estrutura 

e alcanc;:ado quando esta deixa de ser estavel em seu proprio plano, admitindo 

estavel fora do plano por vinculac;:oes adequadas. 

3.3 Sistema de Referencia Global de Eixos para a Estrutura do Portico Plano 

Para referenda da estrutura do portico sera adotado urn sistema global 

dextrorso com eixos "X " "Y " "Z " e origem "0" em urn ponto qualquer do plano G• G• G · 

0 eixo "X0 " tern a direc;:ao horizontal e e orientado da esquerda para direita. 0 
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eixo "Ya" tern a dire9ao vertical e e orientado de baixo para cima. 0 plano "XY" 

define o plano da estrutura do portico conforme apresentado na figura 3.1. 0 eixo 

"Za" e definido atraves do produto vetorial entre "Xa" e "Y a". 

3.4 Sistema de Referi!mcia Local de Eixos para o Elemento de Barra "i" no 

plano 

Para referencia do elemento de barra "i" sera adotado urn sistema local 

dextrorso com eixos "x", "y" e "z" e origem "0;'' da barra "i" no centro de gravidade 

da mesma. 0 eixo "x" sera o proprio eixo da barra orientado do no inicial "j" para o 

no final "k". 0 eixo "y" sera orientado perpendicularmente ao eixo "x" com inicio no 

no ']" da barra. 0 angulo "y", formado entre o eixo "Xa" global da estrutura e o eixo 

"x" local do elemento de barra, medido no sentido antihorario a partir do primeiro, 

em rela9ao ao eixo "Za". define a rela9ao entre sistemas de referencia global e 

local. Os eixos "x," e "y," sao eixos paralelos aos eixos globais com origem 

coincidente a origem do sistema local da barra. A figura 3.1 mostra uma barra 

generica de extremidades 'T' e "k" e ilustra os sistemas de eixos acima descritos. 

y 

;_--------~~--------~--------Xc 

Zc 

Figura 3.1 - Sistemas de referencia global e local para barra plana. 
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3.5 0 metoda dos elementos finitos 

0 metoda dos elementos finitos se baseia na divisao do dominio de 

integrac;:ao (continuo) em um numero finito de pequenas regioes denominadas de 

elementos finitos. Desta forma, o meio continuo e transformado em discreto. 

A forma deste reticulado e arbitn:'lria, podendo ser aumentada ou diminuida 

conforme se aumente ou diminua o elemento finito. Os pontos de intersec;:ao das 

linhas sao chamadas n6s. 

Ao inves de se tentar encontrar uma func;:ao admissivel que satisfac;:a as 

condic;:oes de contorno para todo o dominio do problema, no metoda dos 

elementos finitos, as func;:oes admissiveis sao definidas no dominio de cada 

elemento finito. 

Para cada elemento finito "i" e montado um funcional "TI;" que somado aos 

demais elementos finitos formam o funcional "TI" para todo o dominio: 

(3.1) 

Para cada elemento finito "i", as func;:oes aproximadoras sao formadas em 

termos de variaveis referidas aos n6s do elemento (variaveis nodais) e de 

func;:oes denominadas de func;:oes de forma. Assim, as func;:oes aproximadoras 

podem ser expressas da seguinte maneira: 

(3.2) 

0 funcional "TI" fica sendo expresso por: 

m 

TI(aj)= LI1;(aj) (3.3) 
j=1 

0 funcional "TI;" representa a energia potencial total de cada elemento fin ito. 

A energia potencial total e formada pela soma da energia de deformac;:ao que e 

absorvida pelo elemento finito em questao e pelo trabalho das forc;:as externas 

atuando neste elemento. 0 funcional tem como caracteristica ser uma func;:ao que 

tem como variaveis func;:oes e suas derivadas. No calculo variacional, aplicam-se 

metodos que permitem achar os valores extremos dos funcionais. Desta forma, 

procura-se uma func;:ao, tal que, dentre todas as func;:oes admissiveis possiveis, 
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aquela que e solw;:ao exata para minimizar urn determinado funcional. As leis da 

mecanica que aplicam esses metodos sao chamadas de princfpios variacionais e 

dentre eles podemos destacar o principia da minima energia potencial. Este 

principia estabelece que a configuragao de equilibria e sempre aquela em que 

dentre todos os campos de deslocamentos geometricamente possfveis e 

compativeis, satisfazendo as condigoes de contorno, aqueles que satisfazem as 

condigoes de equilibria resultam em valor estacionario de energia potencial total. 

Desta forma, no equilibria, a variagao da energia potencial total e nula. 

Ao se aplicar o principia da minima energia potencial total, a condigao de 

estacionalidade do funcional gera urn sistema de equagoes lineares, tais como: 

m n m 8D;(a) 
8D(ai) = _L:iiri;(ai) = .L: .L: 0 

j=l i=l j=l aa j 
(3.4) 

A solugao do sistema de equagoes fornece os valores dos parametros 

nodais "a/'- Como o principia utilizado e baseado na minima energia potencial 

total, estas incognitas sao OS deslocamentos nodais. 0 metoda dOS elementos 

finitos onde as incognitas sao os deslocamentos nodais e chamado de modelo 

dos deslocamentos ou modelo de rigidez. 

3.6 Desenvolvimento do Metoda dos Elementos Finitos 

Uma formulagao generica para o metoda dos elementos finitos pode ser 

realizada a partir da forma geral do funcional que representa a energia potencial 

total deste elemento. 

Considere urn vetor "u" que apresenta as fungoes aproximadoras para os 

deslocamentos de cada elemento finito. Para o caso de porticos pianos, este 

vetor e dado por U = { U, Uy }T. 

E possivel representar as fungoes aproximadoras em fungao dos 

deslocamentos nodais do elemento finito. Estes deslocamentos nodais serao 

chamados de incognitas nodais do elemento finito e serao representados pelo 

vetor "v;" . Desta forma, o vetor "u" pode ser escrito da seguinte forma: 

(3.5) 

sendo "~" a matriz das fungoes de forma e "v" as incognitas nodais do elemento 

fin ito. 
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E possivel ainda escrever as fun96es aproximadoras em funvao dos 

pan'imetros generalizados "a": 

U=Na (3.6) 

sendo esta forma a mais frequentemente utilizada e encontrada nas publica96es. 

Gada elemento finito apresenta as incognitas "v;''. Para o caso de porticos 

pianos, o elemento finito apresenta dois nos: no inicial "j" e no final "k". 0 no 

inicial apresenta as incognitas "u 1", "u 2" e "u3" eo no final "u;·, "u5" e "u6". 

0 vetor de incognitas nodais pode ser escrito da seguinte forma: 

(3.7) 

A equa9ao (3. 7) pode ser reordenada e escrita conforme apresentado a 

seguir: 

a= A-1 v (3.8) 

E importante ressaltar que a matriz "A" tem que ser inversive! e caso isto 

nao ocorra, as fun96es aproximadoras nao sao adequadas para serem utilizadas. 

A relavao entre tensao e deformavao e representada pela seguinte 

igualdade: 

(3.9) 

sendo "cr" o vetor das tensoes, "D" o tensor das tensoes e "~:" o vetor das 

deformav6es. 

As deformav6es em funvao dos deslocamentos podem ser expressas pela 

seguinte igualdade: 

(3.1 0) 

sendo "L" a matriz dos operadores diferenciais ou gradiente de deslocamentos. 

Substituindo a equavao (3.6) em (3.1 0), as deforma96es ficam expressas 

por: 

E=LNa (3.11) 

lntroduzindo a equavao (3.8) em (3.11 ), a igualdade fica: 

E =L N A-1 v (3.12) 



Comparando a equac;;ao (3.5) com (3.12), conclui-se que: 

~ = N A-1 
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(3.13) 

Chamando B = L N A -1 
, a equac;;ao para as deformac;;oes pode ser escrita 

da seguinte forma: 

(3.14) 

A energia de deformac;;ao armazenada por urn elemento finito pode ser 

representada de forma generica por: 

1 f T U=- E crdV 
' 2 v 

(3.15) 

sendo "dV" o volume diferencial onde esta instalado o estado de tensoes e 

correspondentes deformac;;oes. 

0 trabalho realizado pelas forc;;as volumetricas "b" e ac;;oes externas "p", 

cujas componentes esUio dirigidas para as incognitas nodais, pode ser expresso 

por: 

n, = - f u Tb dV- f u T p dS (3.16) 
v s 

sendo "S" a regiao onde as ac;;oes estao aplicadas. 

A energia potencial total de urn elemento finito e formada pela soma da 

energia de deformac;;ao com o trabalho das forc;;as volumetricas e ac;;oes externas. 

Desta forma, pode-se escrever: 

1fT JT IT rr, = u, + n, = 2 E cr dV - u b dV - u p dS 
v v s 

(3.17) 

A energia potencial total obtida na equac;;ao (3.17) representa o funcional do 

elemento finito. Aplicando-se o principio da minima energia potencial, no 

equilibria resulta na nulidade de "IT," : 

8IT, = f 8& T cr dV - f 8u Tb dV - f 8u T p dS = 0 (3.18) 
v v s 

Reordenados os termos, chega-se em: 

JiiE Tcr dV = fiiu Tb dV + fiiu Tp dS (3.19) 
v v s 

A equac;;ao (3.19) representa a igualdade entre os trabalhos interne e 

externo, representando as equac;;oes de equilibria do elemento finito. 



Aplicando-se uma varia<;ao na equa<;ao (3.6), esta fica expressa por: 

ou = N oa 

Como a= A-' v, entao a varia<;ao desta igualdade fica dada por: 

lia =A -1 ov 
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(3.20) 

(3.21) 

Substituindo a equa<;ao (3.21) em (3.20), esta fica representada da seguinte 

forma: 

(3.22) 

Aplicando-se uma varia<;ao nas deformac;:oes correspondentes, obtem-se: 

(3.23) 

Substituindo a equac;:ao (3.22) e a (3.23) na (3.19), esta fica expressa da 

seguinte maneira: 

ovT JLTNT(A-1)TcrdV=IivT JNT(A-1)TbdV+IivT JNT(A-1)TpdS (3.24) 
v v s 

Como os deslocamentos "ovT" sao arbitrarios, a equac;:ao (3.24) pode ser 

expressa por: 

JLTNT (A -1)T cr dV =(A -1r( JNTb dV + JNT p dS) 
v v s 

(3.25) 

Atraves da equac;:ao (3.14) sabe-se que 8 = L N A -1 
• Substituindo esta 

equa<;ao em (3.25), a ultima assume a seguinte forma: 

f8Tcr dV = (K
1
r(JNTb dV + JNTp dS) 

v v s 

Substituindo a igualdade (3.12) na equa<;ao (3.9), chega-se em: 

cr = D t: = D L N A -1 v = D 8 v 

Substituindo a equac;:ao (3.27) em (3.26), esta igualdade fica: 

(3.26) 

(3.27) 

(3.28) 

0 termo entre parenteses do lado esquerdo da equa<;ao (3.28) representa a 

matriz de rigidez do elemento finite, calculada por: 

k= J8T08dV (3.29) 
v 
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Caso nao se tenha explicitada a matriz "B", entao "k" pode ser desenvolvida 

e obtida atraves da seguinte expressao: 

fLTNT(A-1)TD A-1 N LdV 
v 

(3.30) 

As duas integrais do lado direito da equa9ao (3.28) constituem o vetor das 

cargas nodais equivalentes: 

(3.31) 

Escrevendo as fun96es aproximadoras em fun9ao das incognitas nodais de 

acordo com a equa9ao (3.5), o vetor de cargas nodais equivalentes pode ser 

escrito da seguinte forma: 

r = f 4J Tb dV + f 4J T p dS (3.32) 
v s 

Da equa9ao (3.28) resulta o sistema de equa96es para o metoda do 

elementos finites: 

kv=r (3.33) 

Fazendo uma extensao para todos os elementos finites que representam 

todo o continuo (corpo), a matriz "K" representa a matriz de rigidez para todo o 

problema, o vetor "V" representa todas as incognitas nod a is e o vetor "R" todas as 

cargas nodais equivalentes. Desta forma, a solu9ao do continuo pode ser 

expressa por: 

KV=R (3.34) 

3. 7 Ap/icat;iio do Metoda dos Elementos Finitos - Determinat;iio da Matriz de 

Rigidez do Portico Plano 

3.7.1 0 Metoda de Rayleigh-Ritz 

0 calculo variacional e aplicado a um funcional com o objetivo de se obter 

uma funvao "y(x)" que dentre todas as fun96es admissfveis possfveis, esta seja a 

soluvao exata para minimizar o funcional. 

Dependendo do tipo de problema que esta sendo analisado, a obten9ao 

desta soluvao exata se torna diffcil. Desta forma, sao utilizados metodos 

aproximados para resolver o problema. No metoda de Rayleigh-Ritz, a suposta 
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func;;ao exata "y(x)" e substituida por uma func;;ao aproximadora "v(x)". Esta func;;ao 

"v(x)" e formada por uma combinac;;ao linear de func;;oes "v;(x)". Ap6s a 

substituic;;ao de "y(x)" por "v(x)", 0 funcional e minimizado. 

Assume-se que a soluc;;ao pode ser obtida considerando a func;;ao "v(x)" 

como uma combinac;;ao linear de func;;oes "v;(x)" tal que: 

n 

y(x) = v(x) = .L;a; v;(x) (3.35) 
i=1 

As func;;oes "v;(x)" sao denominadas func;;oes de forma e sao linearmente 

independentes, satisfazendo as condic;;oes de contorno. Estas func;;oes devem ser 

continuas ate o grau "m-1", sendo "m" a ordem da maior derivada do funcional. 

Os coeficientes "a;'' sao desconhecidos e denominados parametros de 

deslocamentos. A func;;ao "v(x)" e chamada de func;;ao aproximadora. 

Substituindo "y" por "v" no funcional e impondo-se as condic;;ao de 

estacionalidade, chega-se a um sistema de equac;;oes homogeneas que resolvido, 

fornece os valores dos deslocamentos nodais. 

3.7.2 Hip6tese Cinematica Assumida 

Considere a barra que se deforma devido as ac;;oes externas aplicadas 

apenas nas extremidades desta conforme mostrado na figura 3.2. Para o calculo 

da. energia de deformac;;ao "U;'' desta barra serao consideradas apenas 

deformac;;oes normais, negligenciando as deformac;;oes por cisalhamento. As 

deformac;;oes normais para pequenos deslocamentos podem ser expressas pela 

seguinte igualdade: 

(3.36) 

sendo "y" a distancia do centro de gravidade a uma fibra qualquer da sec;;ao 

transversal, "u;' representa a func;;ao dos deslocamentos longitudinais 

representa uma func;;ao para os deslocamentos transversais. 

e llu" 
y 
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y 

~~------------------~~u~4~--~x 
j i k 

Figura 3.2 - Elemento de barra plano no estado indeformado e deformado. 

A energia de deformagao armazenada nesta barra e dada pela seguinte 

igualdade apresentada a seguir: 

U=2rcrEdV 
' 2 J., 

Substituindo a equagao (3.9) em (3.37), chega-se em: 

D L 2 U =- E dV 
' 2 

(3.37) 

(3.38) 

lntroduzindo a equagao (3.36) em (3.38), a energia de deformagao fica 

expressa por: 

(3.39) 

Desenvolvendo a equagao (3.39), tem-se: 

U = E f r[(aux)

2 

+(a

2

uvJ

2 

y
2 

+2(auvJ

4 

+ 
' 2 

0 
A ax ax 2 4 ax 

2 2 ( J2 ( J2] 
au a uv a uy auy au auv 

-2-x --y--- -- y+-x - dAdx 
ax ax 2 ax 2 ax ax ax 

(3.40) 

Lembrando o conceito de momenta estatico e momenta de inercia: 

(3.41) 
A A 

lntroduzindo a igualdade (3.41) em (3.40), desprezando os termos de quarta 

ordem 1/4 (auj8x)4
, realizando a integral na area "A" da segao transversal e 

lembrando que "y" e a medida de uma fibra qualquer em relagao ao centro de 

gravidade da segao transversal (desta forma, todas as integrais da forma "f. y dA" 

devem ser iguais a zero), a equagao (3.40) fica: 
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U, = EA J(wx)

2

dx+ El s(ifu/)

2

dx+ EA Jwx (wy)

2

dx 
20 Ox 20 Ox 200x. Ox 

(3.42) 

Conforme apresentado na equavao (3.28), a matriz de rigidez e obtida 

atraves da contribuivao da energia de deformavao. Desta forma, de acordo com a 

equa9ao (3.42), a matriz de rigidez do elemento de barra plano sera formada pela 

contribuivao de tres parcelas: as duas primeiras constituem a contribuivao da 

parte linear da matriz que e obtida utilizando a teoria dos pequenos 

deslocamentos; a terceira representa a contribuivao da parcela nao linear da 

matriz. Estas parcelas serao desenvolvidas a seguir utilizando o metodo de 

Rayleigh-Ritz e utilizando a nomenclatura apresentada no desenvolvimento do 

metodo do elementos finitos. 

3.7.3 Funvao Aproximadora para os Deslocamentos Longitudinais 

Admitindo que a deformavao longitudinal "s" seja constante ao Iongo do 

elemento finito, os deslocamentos longitudinais podem ser representados por urn 

reta: 

(3.43) 

lmpondo-se as condi96es de contorno na equavao (3.43) e substituindo os 

valores encontrados para "a1" e "a;' nesta mesma igualdade, pode-se chegar em: 

ux(x) = u,(1-E) +U4 (E) (3.44) 

Conforme apresentado por ASSAN47
, e conveniente trabalhar em 

coordenadas adimensionais. Fazendo t, = x/L, a equavao (3.44) pode ser escrita 

como: 

(3.45) 

Derivando a equavao (3.45), chega-se a seguinte expressao: 

dux dt, = U4 - U1 

dt, dx L 
(3.46) 

A equavao (3.46) representa a variavao do deslocamento por unidade de 

comprimento. 
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A equa<;:ao (3.45) pode ser expressa na forma vetorial da seguinte maneira: 

u, 

u2 

ux(~)={(1-~) 0 0 ~ 0 0} U3 
u. 
Us 

u6 

lntroduzindo o conceito de fator de forma"~(~)". a equa<;:ao (3.47) fica: 

conforme apresentado na equa<;:ao (3.5). 

0 operador diferencial "L" e dado por: 

Aplicando o operador diferencial na equa<;:ao (3.48), esta fica: 

8ux(~) =L~(~)v 
a~ 

sen do L ~( ~) = { -1 0 0 1 0 0) . 

Conforme apresentado em (3.14), tem-se que: 

B=L~(~)v 

3.7.4 Fun<;:ao Aproximadora para os Deslocamento Transversais 

(3.47) 

(3.48) 

(3.49) 

(3.50) 

(3.51) 

Para representar os deslocamentos transversais da barra sera adotada uma 

fun<;:ao aproximadora do terceiro grau do tipo: 

(3.52) 

lmpondo-se as condi<;:5es de contorno na equa<;:ao (3.52) e substituindo os 

valores encontrados para "a2", "a3", "a5" e "a6" nesta mesma igualdade, pode-se 

chegar em: 

+ u 3--2- +U -L-+L-
( 

x
2 

x
3

) ( x
2 

x
3

) 

s L2 L' 6 L2 L' 
(3.53) 
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lntroduzindo a coordenada homogeneas "s" e chamando u3L = 03 e u6L = 06 , 

a equac;ao (3.53) fica: 

uy(s) = u2( 1- 31;
2 

+ 21;
3
) + o3(s- 21;2 + s

3
) +us( 31;

2
- 21;

3
) + 06(- /;

2 
+ /;

3
) (3.54) 

A igualdade apresentada em (3.54) pode ser expressa na forma vetorial da 

seguinte maneira: 

u, 

u2 

(-s2 +s3)} o3 
u. 
Us 

06 

lntroduzindo o conceito de fator de forma "Hi;)", a equac;ao (3.55) fica: 

conforme apresentado na equac;ao (3.5). 

0 primeiro operador diferencial "L" e dado por: 

L = [ :S] 
Aplicando o operador diferencial na equac;ao (3.56), esta fica como: 

(3.55) 

(3.56) 

(3.57) 

auy( s) = L ~( s) v (3.58) 
a; 

sendol~(s)={O (-61;+61;2) (1-41;+31;2) 0 (61;-6!;2) (-21;+31;
2
)}. 

Conforme apresentado na equac;ao (3.14), tem-se que: 

B=L~(s)v (3.59) 

0 segundo operador diferencial "L" e dado por: 

L = [ :;2 J (3.60) 

Aplicando o operador diferencial na equac;ao (3.60), esta fica expressa por: 

a2~~~s) q(;) v (3.61) 

sendo L ~( s) = { 0 (- 6 + 121;) (- 4 + 6s) 0 ( 6 - 121;) (- 2 + 61;)} . 
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Conforme apresentado na equagao (3.14 ), tem-se que: 

(3.62) 

3.7.5 Primeira Parcela- Energia de Deformagao por Esforgo Axial (UN) 

A primeira parcela da energia de deformagao apresentada na equagao 

(3.42) e dada por: 

U = EA Lf(8u,)2 dx 
N 2 8x 

0 

(3.63) 

Passando a equagao (3.63) para coordenadas adimensionais "1;", esta fica: 

U = EA 's(8u, 81;)2 Ld = EA 's(8u,)2 d~ 
N 2

0 
81;8x S 2L

0 
81; '"' 

(3.64) 

Substituindo a equagao (3.50) em (3.64) e chamando D = [EA], chega-se: 

(3.65) 

A equagao apresentada em (3.65) pode ainda ser escrita da seguinte 

maneira: 

Aplicando uma variagao na equagao (3.66), pode-se escrever: 

Substituindo a equagao (3.51) em (3.67), chega-se em: 

OUN = 8vr({ jsr DB dsJ v 

Comparando a equagao (3.68) com (3.28), percebe-se que: 

1 1 

kN =- fsr DB dl; 
L o 

(3.66) 

(3.67) 

(3.68) 

(3.69) 

sendo que "KN" representa a contribuigao na matriz de rigidez do elemento finito 

de barra plana devido a parcela da energia de deformagao por esforgo normal. 
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Substituindo "B" e "0" na equac;;ao (3.69) e realizando a integral obtem-se os 

coeficientes de rigidez devido a parcela de energia de deformac;;ao por esforc;;o 

normal. Estes coeficientes sao apresentados a seguir: 

EA -EA -EA EA 
K11 = L , K14 = -L- , K41 = L e K44 = L (3.70) 

A contribuic;;ao nos demais elementos da matriz de rigidez sao nulas. 

3.7.6 Segunda Parcela- Energia de Deformac;;ao por Flexao (UF) 

A segunda parcela da energia de deformac;;ao apresentada na equac;;ao 

(3.42) e dada por: 

El L(a2u )
2 

UF =2 I aJ dx (3.71) 

Passando a equac;;ao (3.71) para coordenadas homogeneas "C esta fica: 

El
1 (a2

u a 2 ~)
2 

El 
1 (a2

u )
2 

uF = 2 I a~; ax2 Ld~ = 2L3 I a~; d~ (3.72) 

Substituindo a equac;;ao (3.61) em (3.72) e chamando D=[EI], chega-se em: 

1 
1 

2 

UF = 
2
L3 Jo(L ~(~) v) d~ 

0 

(3.73) 

A equac;;ao apresentada na equac;;ao (3.73) pode ser escrita da seguinte 

forma: 

Aplicando uma variac;;ao na equac;;ao (3. 7 4 ), pode-se escrever: 

lntroduzindo a equac;;ao (3.62) em (3.75), percebe-se que: 

8UF =&vT(L~ JBTDB d~ v) 

Comparando a equac;;ao (3.28) com (3.76), percebe-se que: 

1 1 

kF=l3 fBTDBd~ 
0 

(3.74) 

(3.75) 

(3.76) 

(3.77) 
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sendo que "kF" representa a contribuigao na matriz de rigidez do elemento finito 

de barra plana devido a energia de deformagao por flexao. 

Substituindo "B" e "D" na equagao (3.77) e realizando a integral, obtem-se 

os coeficientes de rigidez devido a parcela de energia de deformagao por flexao. 

Estes coeficientes sao apresentados a seguir: 

12EI 6EI -12EI - 6EI 
K22 =Kss =~,K23 =K32 = L2 ,K2s =Ks2 = L3 ,K2s =Ks2 =7 

4EI -6EI 2EI -6EI (
3

·
78

) 
K33 =Kss L'K3s =Ks3 =7· K3s =Ks3 =L e K56 =Kss =7 

A contribuigao nos demais elementos da matriz de rigidez sao nulas. 

3.7.7 Terceira Parcela- Componente Nao Linear da Energia de Deforma<;:ao (UNL) 

A terceira parcela da energia de deformagao apresentada na equagao (3.42) 

e dada por: 

u = EA 'sou, (ouy)
2 

dx 
NL 2 OXOX 

0 

(3.79) 

Passando a equagao (3.79) para coordenadas homogeneas "1;", a igualdade 

fica: 

u = EA fou, os (ouy os)
2

LdS 
NL 2

0
ol;ox ol;ox 

(3.80) 

Substituindo a equagao (3.46) em (3.80), obtem-se: 

U = EA s' (u 4 - u1)(ouy)

2

""' 

NL 2L
0 

L ol;'""" 
(3.81) 

Assumindo a hip6tese de que a for<;:a axial seja constante ao Iongo da barra 

(de acordo com PRZEMIENIECKI 14
), tem-se que: 

p"' EA (u4 -u,) 
- L (3.82) 

Substituindo a equagao (3.82) em (3.81 ), chega-se: 

(3.83) 



Substituindo a equac;;ao (3.58) em (3.83), esta fica expressa por: 

p 1 2 

UNL = 
2
L f(L ~(<;) v) d<; 

0 

A equac;;ao apresentada em (3.84) pode ser escrita da seguinte forma: 

p' 
uNL = 

2
L Jvr ~r(s)Lr L ~(<;) vd<; 

0 

Aplicando uma variac;;ao na equac;;ao (3.85), esta fica: 

Substituindo a equac;;ao (3.59) em (3.86), a igualdade fica: 

oUNL = ovr(~ J Br B d<; v) 
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(3.84) 

(3.85) 

(3.86) 

(3.87) 

A parcela da matriz de rigidez do elemento finito barra plana devido a 

parcel a nao linear da energia de deformac;;ao e dada por: 

p' 
k9 =L Jsrs d<; 

0 

(3.88) 

Substituindo "B" e realizando a integral, obtem-se os coeficientes de rigidez 

devido a parcela nao linear da energia de deformac;;ao. Estes coeficientes sao 

apresentados a seguir: 

-6P -P 6P -P 
K22 = Kss = 5L, K23 = K32 = 10 , K2s = Ks2 = 

5
L • K26 = K62 = 10 

- 2PL p PL p (3.89) 

K33 = K66 = 
15 

, K3s = Ks3 = 
1 
O , K36 K63 = 

30 
e Ks6 = K6s = 1Q 

A contribuic;;ao nos demais elementos da matriz de rigidez sao nulas. 

3.7.8 Matriz de Rigidez para Elemento de Portico Plano 

A matriz de rigidez para a analise de porticos pianos pode ser obtida 

somando as contribuic;;oes de cada parcela das matrizes obtidas separadamente 

no desenvolvimento anterior. Desta forma, a matriz "k" pode ser obtida da 

seguinte forma: 

(3.90) 
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Colocando a equa<;:ao apresentada em (3.90) na forma matricial, chega-se 

em: 

EA 
0 0 

-EA 
0 0 

L L 0 0 0 0 0 0 

1LEI eEl -1LEI eEl 6 L 
0 

-6 L 
0 0 -- 0 

5 10 5 10 L3 Lz L3 Lz 

0 
eEl 48 

0 
-eEl LEI L a.z -L -Lz 

Lz Lz p 0 - 0 
10 

-

ll<sl= 
L L +- 10 15 2D 

-EA EA -L 0 0 0 0 0 0 

L 
0 0 

L 
0 0 -6 -L 6 -L 

-1LEI -eEl 1LEI -eEl 
0 

5 10 
0 

5 10 
0 -- 0 -Lz a_2 I} Lz L3 Lz L 

0 
-L 

eEl LEI -eEl 48 0 -

0 - 0 - 10 3J 10 15 
Lz L Lz L 

(3.91) 

Esta mesma matriz e apresentada de maneira diferente na tabela 3.1. Como 

pode ser observado, a matriz de rigidez para p6rticos pianos consiste de duas 

partes. A primeira parte [k.J, formada pelas matrizes [kN] e [kFJ. incorpora as 

propriedades geometricas da barra para p6rtico plano (EA e El). Esta parte da 

matriz e identica a matriz de rigidez obtida atraves da teoria dos pequenos 

deslocamentos de primeira ordem. Esta parte da matriz e exata (dentro das 

hip6teses assumidas) porque a fun<;:ao aproximadara (polinomio do terceiro grau) 

utilizada para representar os deslocamentos transversais da barra e a solu<;:ao 

correta da equa<;:ao diferencial para barras. A segunda parcela [k
9

] e 

independente das propriedades elasticas da barra, sendo proporcional ao esfor<;:o 

axial presente na barra (P). Esta segunda parte altera a rigidez devido a presen<;:a 

da for<;:a axial. Este esfor<;:o pode ser de tra<;:ao ou compressilo (par isso a 

presen<;:a do sinal mais ou menos na matriz de rigidez). Se a carga for de tra<;:ilo, 

entao a rigidez da barra e aumentada, caso contrario, esta e reduzida. Esta matriz 

e utilizada pelo programa comercial ANSYS52 para analise numerica de 

instabilidade de estruturas reticuladas planas. 

0 velar das cargas nodais equivalentes representado par (3.32) nao sera 

desenvolvido no presente trabalho pais isto foge ao objetivo deste. Entretanto, 
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caso se queira obter informay5es sabre o assunto, recomenda-se a bibliografia 

PRZEMIENIECKI 14 e ASSAN30 como fonte de consulta. 

6 

ft} 5 

k - k, 0 0 -k, 0 0 

0 k2 k3 0 -k2 k3 

L 0 k3 k4 0 - k3 ks 
ks = 

-k, 0 0 k, 0 0 
X 

y 2 0 -k2 -k3 0 k2 -k3 - 0 k3 ks 0 -k3 k4 t l 
u 

3 

Figura 3.3 - Matriz de rigidez para barra prismatica e seyao transversal constante 
para analise de porticos pianos. 

Tabela 3.1 - Coeficientes de rigidez para analise nao linear pelo 
metoda dos elementos finitos. 

Compressao (P < 0) (P=O) Tra~;ao (P > 0) 

k1 EA EA EA 
- - -

L L L 

k2 12 E I 6P 12 E I 12 E I 6P 
-

La + 5L La 5L La 

k3 6EI p 6EI 6EI p 
- - - -

1!+10 Lz 10 Lz 

k4 4 El 2PL 4 El 4 El 2PL 
----- -- -L-+1"5 

L 15 L 
k5 2 El PL 2 El 2 El PL 

-L-+30 -- -- - -
L L 30 
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3.8.1 Formulactao da Matriz de Rigidez do Elemento de Barra Considerando o 

Efeito da Forcta Axial 

Considere a barra mostrada na figura 3.4. E admitido que esta esteja 

total mente engastada em ambas as extremidades denominadas de "j" e "k". As 

rigidezes da barra serao determinadas tendo como base o conjunto de eixos 

ortogonais orientados com o eixo da barra conforme apresentado na figura 3.4. 

Estes eixos sao identicos aos apresentados na figura 3.1 no inicio deste capitulo 

e desta forma nao serao detalhados novamente aqui. As propriedades da barra 

serao definidas em uma forma sistematica com o prop6sito de programactao para 

computadores. 0 comprimento da barra sera denominado de "L", a area da sectao 

transversal de "A" e o momenta de inercia da sectao transversal no plano "xy" de 

"I". 

Figura 3.4 - Sistema de coordenadas locais para barra. 

Os coeficientes de rigidez da barra biengastada apresentados na figura 3.5 

sao os esforctos resultantes sobre a barra pelas restrict6es quando sao impastos a 

cada extremidade da barra deslocamentos unitarios independentes de 

transla96es e giros. Estes deslocamentos unitarios sao considerados como 

produzidos um de cada vez enquanto todos os outros deslocamentos de 

extremidade se mantem nulos. Os deslocamentos unitarios sao considerados 

positivos nas direct6es de "x", "y" e "z". Os sentidos positivos das translact6es e 

rotact6es em cada extremidade sao apresentados na figura 3.5. 
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S1 ~ ~~-~ H 
~ ~ ~ 

Sf 

-,-? 
(1) (4) 

S21 Js2 

1 IS~ --..___ 1-sz -s2! ~371 r~ 
s0 -s~ 

(2) (5) 

S31 ~ J-s3 S31 J-s3 
sy<:- ~ s~ ~4 ( 

;y 
(3) (6) 

Figura 3.5 - Estados de deslocamentos: transla<;:ao unitaria horizontal nas 
dire<;:6es (1) e (4); transla<;:ao unitaria vertical nas dire<;:6es (2) e (5) e giro unitario 

nas dire<;:6es (3) e (6). 

Para determinar a matriz de rigidez de barra de porticos pianos sao dados 

deslocamentos unitarios nas dire<;:6es das coordenadas apresentadas na figura 

3.5. Devido aos deslocamentos impastos nas coordenadas "1", "2", "3", "4", "5" e 

"6" surgem a<;:6es de extremidade necessarias para manter o equilibria da barra 

na posi<;:ao deformada. Desta forma, e possivel obter uma matriz que relaciona os 

deslocamentos "D" com os esfor<;:os "F". Esta matriz e da ordem de 6 x 6 onde 

cada coluna representa as a<;:6es de extremidade originadas devido aos 

deslocamentos unitarios impastos na barra. Esta matriz e apresentada na figura 

3.6. Os valores nao nulos sao designados por "S1", "S2", "S3", "S4" e "S5". 

Devido ao teorema da reciprocidade, e possivel mostrar que esta matriz e 

simetrica conforme apresentada na figura 3.6. 

Fl 
s, 0 0 -S, 0 0 

D1 

F2 
0 s, s, 0 -S, s, 

D2 
F3 0 s, s, 0 -s, s, D3 = F4 -s, 0 0 s, 0 0 D4 
F5 0 -S, -S, 0 s, -s, D5 
F6 D6 

0 s, s, 0 -s, s, 

Figura 3.6 - Matriz de rigidez da barra com fun<;:6es de rigidez. 
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0 coeficiente "S1" cujo valor e a rigidez axial da barra e afetado pela 

presenc;:a do esforc;:o normal "P" ao Iongo da barra. Entretanto, como o efeito de 

encurtamento da barra e desprezado, a rigidez axial e obtida conforme 

apresentado no metoda dos deslocamentos onde o efeito de segunda ordem nao 

e levado em considerac;:ao. Assim, tem-se que S11 = -S41 = S 1. 

Adotando a notac;:ao tradicional para as caracterfsticas geometricas da 

sec;:ao e propriedades elasticas do material, chega-se em: 

S1= EA 
L 

(3.92) 

Fazendo a somat6ria dos mementos no n6 inicial da barra, aplicada no 

estado de deslocamento da Fig.3.4(2), admitindo que haja um esforc;:o "P" de 

trac;:ao na barra, obtem-se: 

S3 + S3 - S2L + P = 0 

82 
= 2S3+P 

L 

Para o estado de deslocamento da Fig.3.4(3), obtem-se: 

S4+S5-S3L 0 

S5 = S3L-S4 

(3.93) 

(3.94) 

(3.95) 

(3.96) 

Conforme verificado atraves de (3.94) e (3.96), para a montagem da matriz 

de rigidez e necessaria apenas o calculo dos coeficientes "S1", "S3" e "S4". 

0 esforc;:o normal "P" afeta o valor dos coeficientes "S3" e "S4". Desta forma, 

o valor do momenta fletor e sua derivada tambem serao afetados. A distorc;:ao "y" 

definida pela diferenc;:a entre o giro "~" da sec;:ao transversal e a inclinac;:ao "8" da 

linha elastica independe do valor e sentido de "P", ou seja: 

y'=8=~+y 

cQ 
y=-

GA 

Substituindo a equac;:ao (3.98) em (3.97), tem-se: 

, ,~, cQ 
Y="'+-

GA 

(3.97) 

(3.98) 

(3.99) 



53 

3.8 Formular;ao Matricial para Analise Nao Linear Geometrica de Porticos 

Pianos 

A analise nao linear geometrica de porticos pianos sera baseada no 

processo dos deslocamentos para estruturas. Sera admitido que o portico plano 

seja constituido de elementos de barras deformaveis por flexao, por for<;:a axial e 

for<;:a cortante. 

A matriz de rigidez do elemento de barra sera obtida fazendo o equilibria 

desta na posi<;:ao deformada e deslocada, o que caracteriza considerar os efeitos 

de segunda ordem nas barras. Baseado no que foi dito anteriormente, e possivel 

atraves das condi<;:oes de equilibria da barra determinar os diferentes tipos de 

equa96es diferenciais que regem os problemas. Como sera vista posteriormente, 

dependendo do tipo de esfor9o axial presente na barra, diferentes equa<;:oes 

diferenciais serao obtidas. A solu~tao destas fornecem os coeficientes de rigidez 

que sao utilizados para se fazer a analise nao linear. Estes coeficientes tambem 

sao denominados de fun96es de rigidez ou fun96es de estabilidade. 

Esta matriz de rigidez de barra para a analise de porticos pianos com 

fun96es de rigidez sao apresentadas por CHENE LUI9 e GERE E WEAVER20
. 

Esta matriz era capaz de considerar as deforma<;:oes nos elementos de barra 

atraves da intera9ao entre for9as axiais e flexao somente. YAGUI 48
, SERRN9 e 

REQUENA"0 apresentaram matrizes com novas fun96es de rigidez capazes de 

levar em considera<;:ao simultaneamente deforma96es por for9a axial, for9a 

cortante e flexao. Desta forma, as fun96es apresentadas por eles sao capazes de 

levar em considera9ao os efeitos da nao linearidade geometrica de forma mais 

completa. 

Nesta parte do trabalho, sera apresentada a dedu9ao destes coeficientes de 

rigidez apresentados por YAGUI 48
, SERRA49 e REQUENA"0

• A matriz de rigidez 

do elemento de barra sera obtida em fun9ao de suas coordenadas locais 

apresentadas na figura 3.3. 



Derivando y' e lembrando que ~·=-~I , resulta em: 

y"= _ M +~(dQ) 
El GA dx 
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(3.1 00) 

sendo "P" a forya axial no elemento de barra; "A" a area da seyao transversal; "I" 

o momenta de inercia em relayao ao eixo z; "G" o modulo de elasticidade 

transversal; "E" o modulo de elasticidade longitudinal; "c" o coeficiente de forma; e 

"L" o comprimento da barra. 

As express6es para o coeficiente de forma da seyao transversal "c" podem 

ser obtidos em COWPER5
' para os diferentes tipos de se9ao transversal. 

a) Determinayao dos coeficientes de rigidez para o caso de esforyo axial igual 

zero (P=O) 

Utilizando a condiyao de equilibria de momenta em uma posiyao "x" na 

Fig.3.4(3), obtem-se: 

M = S4-S3x 

0= dM =-S3 
dx 

dQ =0 
dx 

Substituindo a equa9ao (3.1 02) em (3.99), resulta: 

y'= ~ _ cS3 
GA 

Substituindo a equa9ao (3.101) e (3.103) em (3.100), tem-se: 

.. (S4- S3x) S4 S3 
y =- El -ET+Eix 

(3.101) 

(3.1 02) 

(3.1 03) 

(3.104) 

(3.1 05) 

Aplicando as condi96es de contorno na equayao (3.1 05) para x = 0 e x = L, 

chega-se em: 

.. S4 
y (a)= -ET (3.1 06) 

(3.107) 



Derivando duas vezes a equac,:ao (3.1 05), obtem-se: 

y'v =0 
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(3.108) 

A soluc,:ao geral da equac,:ao diferencial (3.1 08) de quarta ordem e dada par: 

(3.1 09) 

Fazendo-se a primeira e segunda derivada da soluc,:ao geral da equac,:ao 

diferencial: 

em: 

y' = 3C 1x
2 + 2C 2 x + C3 

y"= 6C 1x + 2C 2 

(3.110) 

(3.111) 

Aplicando as condic,:oes de contorno em (3.111) para x = 0 e x = L, resulta 

y"<L) = 6C1L + 2C2 

Comparando a equac,:ao (3.112) com (3.1 06), obtem-se: 

S4 
C 2 =- 2EI 

lgualando a equac,:ao (3.113) com (3.1 07) , chega-se em: 

6C L + 2C = - S4 + S3L 
1 2 

El El 

(3.112) 

(3.113) 

(3.114) 

(3.115) 

Substituindo o valor de" C;' obtido na equac,:ao (3.114) na (3.115) e fazendo 

as devidas simplificac,:oes, o valor de "C1 " fica dado por: 

em: 

C = S3 
1 

6EI 
(3.116) 

Aplicando as condic,:oes de contorno em (3.1 09), para x = 0 e x = L, resulta 

C4 = o 

cp + C2L
2 + C3L + C4 = 0 

(3.117) 

(3.118) 

Aplicando as condic,:oes de contorno na equac,:ao (3.1 04) e (3.11 0) para x = 0 

e lembrando que $; = 1 no n6 inicial da barra, obtem-se: 

cS3 
y'<o) = 1- GA (3.119) 

(3.120) 
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lgualando a equac;ao (3.119) com (3.120),resulta em: 

C = 1_c83 
3 

GA 
(3.121) 

Aplicando as condic;6es de contorno na equac;ao (3.1 04) e (3.11 0) para x = L 

e lembrando que ~k = 0 no no final da barra, obtem-se: 

, c83 
y (L)= GA (3.122) 

(3.123) 

lgualando a equac;ao (3.122) com (3.123), resulta em: 

3C L2 2C L C c
83 

'+ ,+ 3=-GA (3.124) 

As equac;6es (3.114 ), (3.116), (3.117), (3.118), (3.121) e (3.124) formam um 

sistema de seis equac;6es e seis incognitas, sendo as incognitas "C1", "C2", "C3", 

"C.'', "83" e "84". Fazendo a eliminac;ao das quatro primeiras incognitas, 

chamando K = 12cEI/GAL2 e I"= I/(1+K), chega-se em: 

83 = 
6 L~I' (3.125) 

84=~(4+K) (3.126) 
L 

0 valor de "82" dado pela equac;ao (3.94) pode ser obtido substituindo o 

valor de "83" dado por (3.125) fazendo P=O, portanto: 

12EI' 
82=-3-

L 
(3.127) 

Para obter o valor de "85", substitui-se em (3.96) o valor de "83" e "84" dado 

por (3.125) e (3.126). Ao se fazer as devidas simplificac;6es, pode-se chegar: 

(3.128) 

b) Determinac;ao dos coeficientes de rigidez para caso de esforc;o axial de 

compressao (P < 0) 

Fazendo-se o equilibria de momentos em uma posic;ao "x" da barra para o 

caso mostrado na Fig.3.4(3) e levando em considerac;ao a atuac;ao de uma forc;a 

normal "P" de compressao, obtem-se: 



M = S4- S3x + Py 

Q = dM = -S3 + Py' 
dx 

dQ = Py" 
dx 

Substituindo a equa<;:ao (3.130) em (3.94 ), resulta: 

, .~, c ( 83 p ') .~, cS3 cP , 
y = 'I' + GA - + y = 'I' - GA + GA y 
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(3.129) 

(3.130) 

(3.131) 

(3.132) 

Fazendo a, = 1 - cP/GA e agrupando os termos semelhantes na equa<;:ao 

(3.132), chega-se em: 

y' = _..!_(~ _ cS3) 
a, GA 

Substituindo as equa<;:6es (3.129) e (3.131) em (3.1 00), tem-se: 

y"= _ (S4- S3x+Py) + ~Py"= _ S4 + S3 x- Py + cP y" 

El GA El El El GA 

(3.133) 

(3.134) 

Lembrando que a, = 1 - cP/GA e agrupando os termos semelhantes na 

equa<;:ao (3.134 ), tem-se: 

y''= -
1
-(-S4 +S3x- Py) 

a,EI 

Derivando duas vezes (3.135) e fazendo a 2 = P/a,EI, obtem-se: 

(3.135) 

(3.136) 

A equa<;:ao diferencial de quarto grau para o caso de "P" de compressao tem 

como solu<;:ao geral a seguinte expressao: 

(3.137) 

Fazendo-se a primeira e segunda derivada da solu<;:ao geral da equa<;:ao 

diferencial: 

y'= aC1 cosax-aC 2 sen ax+ C 3 

y"= -a 2 (C, sen ax+ C 2 cos ax) 

(3.138) 

(3.139) 

Aplicando as condi<;:6es de contorno na equa<;:ao (3.135) para x = 0 e x = L e 

lembrando que para o dois casos y = 0, obtem-se: 



y"(o) = a 1 ~l ( -S4) 

y"<L> = -
1
-(-84 + S3l) 

a1EI 
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(3.140) 

(3.141) 

Aplicando as condi<;5es de contorno em (3.139) para x = 0 e x = l, resulta: 

" 2c Y (O) =-a 2 

y"<L> =-a 
2
(C1 senal + C2 casal) 

(3.142) 

(3.143) 

Comparando a (3.140) com a (3.142), obtem-se o seguinte valor para "C;': 

C = 
84 

(3.144) 2 a 1Eia 2 

lembrando que a2 = P/a1EI e substituindo em "C2", tem-se: 

c2 = S4 
p 

lgualando a equa<;iio (3.141) com (3.143), obtem-se: 

1 
-(-S4 +S3l) = -a 2 (C1senal +C2 casal) 
a1EI 

(3.145) 

(3.146) 

Substituindo o valor de "C2" obtido em (3.145) na (3.146), lembrando que 

a2 = P/a1EI e fazendo as devidas simplifica<;5es, o valor de "C1" fica dado por: 

C = -S3l+S4(1-cosal) 
1 

Psenal 
(3.147) 

Aplicando as condi<;5es de contorno em (3.137) para x = 0 e x = l, tem-se: 

C 2 +C 4 =0 

C1 senal+C 2 cosal+C3l+C
4 

=0 

(3.148) 

(3.149) 

Aplicando as condi<;5es de contorno na equa<;iio (3.133) e (3.138) para x = 0 

e lembrando que <Pi = 1 no n6 inicial da barra, obtem-se: 

, _ ~( 1 - cS3) 
y <o>- a GA 

1 

(3.150) 

(3.151) 

lgualando a equa<;iio (3.150) com (3.151 ),resulta: 

1 ( cS3) aC1 +C3 =- 1--
a1 GA 

(3.152) 
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Aplicando as condic;:oes de contorno nas equac;:oes (3.133) e (3.138) para 

x = L e lembrando que ~k= 0 no no final da barra, obtem-se: 

, cS3 
y iLl=- a GA 

1 

y'1Ll = aC, casaL -aC 2 senaL + C3 

lgualando a equac;:ao (3.153) com (3.154 ), tem-se: 

cS3 
aC, cos aL - aC 2senaL + C3 = --

a,GA 

(3.153) 

(3.154) 

(3.155) 

As equac;:oes (3.145), (3.147), (3.148), (3.149), (3.152) e (3.155) formam um 

sistema de seis equac;:oes e seis incognitas, sendo as incognitas "C,", "C;', "C3", 

"C4", "S3" e "S4". Fazendo a eliminac;:ao das quatro primeiras incognitas, chega-se 

em: 

) 
PsenaL 

2a (1- casaL S4- aL (1- casaL) S3 = __:_:.___::.-.:.. 
a, 

(3.156) 

a (1- casaL) S4 + (senaL aL) S3 = PsenaL 
a, a, 

(3.157) 

Resolvendo o sistema apresentado acima por substituic;:ao e utilizando a 

igualdade P = a 2a,EI, chega-se aos valores de "S3" e "S4" apresentados a seguir: 

83 
= a

2
a1EI senaL 

( 2senaL - a,aL - a1aL cos aL) 

84 
= aEI (senaL- a,aLcosaL) 

(2- 2cosaL- a,aLsenaL) 

(3.158) 

(3.159) 

Para facilitar a programac;:ao e conveniente que o denominador das 

equac;:oes (3.158) e (3.159) se tornem iguais. Multiplica-se o numerador e o 

denominador de (3.158) por "(1-cosaL)" e fazendo as devidas simplificac;:oes, 

chega-se em: 

83
= a 2a,EI(1-cosal) 

( 2- 2 cos o:L- a,alsen o:L) 
(3.160) 

Atraves das condic;:oes de equilibria dado pela equac;:ao (3.94), lembrando 

que "P" e de compressao, pode-se escrever: 

82 
= 2S3-P 

L 
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Substituindo o valor de "S3" dado pela equac;:ao (3.160) e fazendo as 

devidas multiplicac;:oes e simplificac;:oes, obtem-se: 

82 
= a

3
(a 1)

2
EI sen al 

( 2 - 2 cos al - a,alsenal) 
(3.161) 

Atraves das condic;:5es de equilfbrio dado pela equac;:ao (3.96), pode-se 

fazer: 

S5 = S3L-S4 

Substituindo o valor de "S3" e "S4" dado pelas equac;:oes (3.160) e (3.159) e 

fazendo as devidas simplificac;:6es, chega-se em: 

55
= aEI (aa,L- senal) 

(2- 2cosal- a,alsenal) 
(3.162) 

c) Determinac;:ao dos coeficientes de rigidez para o caso de esforc;:o axial de 

trac;:ao (P > 0) 

Fazendo-se o equilfbrio de momentos em uma posic;:ao "x" da barra para o 

caso mostrado na Fig.3.4(3) e levando em considerac;:ao a atuac;:ao de uma forc;:a 

normal "P" de trac;:ao, obtem-se: 

M = S4 -S3x-Py 

Q = dM = -S3- Py' 
dx 

dQ = -Py" 
dx 

Substituindo a equac;:ao (3.164) em (3.99), resulta em: 

, ,~, c ( 53 p ') ,~, cS3 cP , 
y = 'I' + GA - - y = 'I' - GA - GA y 

(3.163) 

(3.164) 

(3.165) 

(3.166) 

Fazendo a2 = 1 + cP/GA e agrupando os termos semelhantes na equac;:ao 

(3.166), chega-s em: 

y' = _!_ ($ _ cS3) 
a 2 GA 

(3.167) 

Substituindo as equac;:6es (3.163) e (3.165) em (3.1 00), tem-se: 

y" (S4- S3x -Py) + ~(-Py") = _ S4 + S3 X+ Py _ cP y" (3.168) 
El GA El El El GA 
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Lembrando que a2 = 1 + cP/GA e agrupando os termos semelhantes na 

equac;:ao (3.168), chega-se em: 

1 
y"= -(-S4+ S3x+ Py) 

a2EI 
(3.169) 

Derivando duas vezes a equac;:ao (3.169) e fazendo a2 = P/a2EI, obtem-se: 

y'v- a2y"= 0 (3.170) 

a=~a~EI 
A equac;:ao diferencial de quarto grau para o caso de "P" de trac;:ao tern como 

soluc;:ao geral a seguinte expressao: 

(3.171) 

Fazendo-se a primeira e segunda derivada da soluc;:ao geral da equac;:ao 

diferencial, obtem-se: 

y'= aC 1 cosh ax+ aC2 senhax+ C 3 

y"= a 2 (C 1 senhax + C2 cosh ax) 

(3.172) 

(3.173) 

Aplicando as condic;:oes de contorno na equac;:ao (3.169) para x = 0 e x = L, 

lembrando que para o dois casas y = 0, obtem-se: 

y"(o) = -
1
-(-S4) 

a 2EI 

y"<Ll = -
1
-(-S4 + S3L) 

a 2EI 

(3.174) 

(3.175) 

Aplicando as condic;:oes de contorno na equac;:ao (3.173) para x = 0 e x = L, 

resulta em: 

" 2c Y (O) =a 2 

y"<L> = a
2
(C 1 senhal + C2 coshal) 

lgualando a equac;:ao (3.174) com (3.176), chega-se em: 

C =- S4 
2 

a2Eia2 

Lembrando a2 = P/a2EI e substituindo em "C2" , tem-se: 

S4 
C2=--p 

(3.176) 

(3.177) 

(3.178) 

(3.179) 



lgualando a equac,;ao (3.175) com (3.177), tem-se 

1 
-(-S4 + S3L) = a 2 (C,senhal + C2 coshal) 
a2EI 
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(3.180) 

Substituindo o valor de "C2" obtido na equac,;ao (3.179) em (3.180), 

lembrando que a2 = P/a2EI e fazendo as devidas simplificac,;oes, o valor de "C 1" 

fica dado por: 

S3L + S4(coshal -1) 
c 1 = --c:---'--:------"-

Psenhal 
(3.181) 

Aplicando as condic,;oes de contorno em (3.171) para x = 0 ex = L, tem-se: 

C2 +C4 =0 

C,senhaL+C 2 coshaL+C 3L+C4 =0 

(3.182) 

(3.183) 

Aplicando as condic,;oes de contorno nas equac,;oes (3.167) e (3.172) para 

x = 0 lembrando que ~; = 1 no no inicial da barra, obtem-se: 

, __ 1 (1- cS3) 
y <o>- a GA 

2 

(3.184) 

y'(o) = aC1 + C3 (3.185) 

lgualando a equac,;ao (3.184) com (3.185), resulta em: 

aC, + Ca = 1 (1- cS3) 
a2 GA 

(3.186) 

Aplicando as condic,;oes de contorno nas equac,;oes (3.167) e (3.172) para 

x = L lembrando que ~' = 0 no no final da barra, obtem-se: 

, cS3 
y <L> =-a GA 

2 

y'<L> = aC, coshal + aC2 sen hal+ C3 

lgualando a equac,;ao (3.187) com (3.188), resulta em: 

cS3 
aC,coshaL +aC 2senhaL+C 3 = --

a2GA 

(3.187) 

(3.188) 

(3.189) 

As equac,;6es (3.179), (3.181), (3.182), (3.183), (3.186) e (3,189) formam urn 

sistema de seis equac,;6es e seis incognitas, sendo as incognitas "C1", "C2", 

"C3", "C4", "S3" e "S4". Fazendo a eliminac,;ao das quatro primeiras incognitas, 

chega-se em: 



Psenhul 
2u (coshul -1) S4- ul (coshul -1) S3 = ---

az 

u ( coshul -1) S4 + (ul- senhul) S3 = Psenhul 
az az 
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(3.190) 

(3.191) 

Resolvendo o sistema apresentado acima por substitui<;:ao e utilizando a 

igualdade P= uzazEI, chega-se aos valores de "S3" e "S4" apresentados a seguir: 

83 
= uzazEI senhul 

(azul- 2senhul + azulcoshul) 

84 
= uEI (a,alcoshul- senhul) 

(2- 2coshul + azulsenhul) 

(3.192) 

(3.193) 

Para facilitar a programa<;:ao, e conveniente que o denominador das 

equa<;:6es (3.192) e (3.193) se tornem iguais. Para tanto, multiplica-se o 

numerador e o denominador da equa<;:ao (3.192) por "(coshul-1 )" e fazendo as 

devidas simplifica<;:6es, chega-se em: 

83 =~~u_z_a~zE_I~(c_o_s_h_u~l_-_1~)~~ 
(2- 2coshul + azulsenhul) 

(3.194) 

Atraves das condi<;:6es de equilibria dado pela equa<;:ao (3.94) e lembrando 

que "P" e de tra<;:ao, pode-se escrever: 

82
= 2S3+P 

l 

Substituindo o valor de "S3" dado pela equa<;:ao (3.194) e fazendo as 

devidas multiplica<;:6es e simplifica<;:6es, obtem-se: 

S
2 

_ o:3 (a 2 )
2 EI senho:L 

- (2-2cosho:L+a
2
o:Lsenho:L) 

(3.195) 

Atraves das condi<;:6es de equilibria dado pela equa<;:ao (3.96), pode-se 

fazer: 

85 = S3l-84 

8ubstituindo o valor de "83" e "84" dado pel as equa<;:6es (3.194) e (3.193) e 

fazendo as devidas multiplica<;:6es e simplifica<;:6es, obtem-se: 

85 
= uEI (senhul- azul) 

( 2 - 2 cosh ul + a ,alsenhul) 
(3.196) 



67 

d) Matriz de Rigidez com Fun<;:oes de Estabilidade (Rigidez) 

Para facilitar a utiliza<;:ao das matrizes, e mostrado a seguir um esquema de 

matriz de rigidez do elemento de barra com seus termos representados por 

fatores que podem ser alterados conforme a condi<;:ao de influ€mcia da for<;:a 

cortante ou sob a varia<;:ao da for<;:a axial, como mostra a Tabela 3.2. 

6 

(i' 
14 5 - s, 0 0 -S, 0 0 k 

0 s2 s3 0 -Sz s3 

L 0 s3 s. 0 -S3 Ss 
SB = 

-S, 0 0 s, 0 0 
X 

y 2 _._ 0 -Sz -S3 0 Sz -S3 

t I 0 s3 Ss 0 -S3 s. 

u 
3 

Figura 3.7- Matriz de rigidez da barra prismatica de se<;:ao transversal constante 

com fun<;:oes de rigidez para analise de porticos pianos. 

Tabela 3.2 - Fun<;:oes de rigidez para elemento de barra plano. 

S\P Compressao (P < 0) (P=O) Tra~rao (P > 0) 

S1 EA EA EA 
- - -

L L L 

S2 El (a,)
2 

c3 sen c 12 El El (a2)
2 

c3 senh c 

L3 ~c L
3 

(1 + 2K) L3 ~~ 

S3 El a1 c
2 (1-cos c) 6 El El a2 c

2 (cosh c -1) 

L2 ~c L2 (1+2K) Lz ~~ 

S4 Elc(senc- a,c cos c) 2E1(2+K) El c(a2 c cosh c senh c) 

qc L (1+2K) L ~~ 

ss El c(a1 c- sen c) 2 El (1-K) El c (senh c -a2 c) 

L ~c L(1+2K) L ~~ 

~c = 2- 2 cos E- a1 E sen E ~~ = 2- 2cosh E + a2E senh E 

c I PI K= 
6 eEl cP 

at :::::; 1---
GAL' 

a, = 1 + --
GA G A 

E = a L a=)~~~~ E = al 
a= )a~EI 
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3.9 Matriz de Rigidez da Estrutura Formada por Elementos de Barra 

Conforme apresentado anteriormente, e possivel relacionar o vetor de 

esforc;;os {fc}; com o vetor de seus deslocamentos {dL}, nas coordenadas locais do 

elemento atraves da matriz de rigidez do elemento de barra [S8]. Desta forma, 

para o i-esimo elemento da estrutura, tem-se: 

(3.197) 

A notac;;ao apresentada acima e utilizada para a analise matricial. Para o 

caso de analise pelo metoda dos elementos finitos, a equac;;ao (3.197) pode ser 

escrita conforme apresentado em (3.33): 

{ rL} i (Sx1J = [ks] i (6x6J { V L} i (6x1J 
(3.198) 

Da mesma forma que para o elemento de barra, e possivel relacionar o 

vetor da ac;;oes {f} com os vetor dos deslocamentos {d} nas "n" coordenadas do 

sistema global atraves da matriz de rigidez da estrutura [SG]: 

(3.199) 

Para a analise pelo metoda dos elementos finitos, a equac;;ao (3.1 99) fica 

expressa da seguinte forma: 

(3.200) 

A matrizes de rigidez da estrutura [SG] e [KG] podem ser obtidas atraves da 

contribuic;;ao dos elementos de barra (GERE E WEAVER20
, RUBISTEIN52

): 

(3.201) 

(3.202) 

sen do: 

"n" - numero total de coordenadas da estrutura formada apenas por 

elementos de barra no sistema global; 

"nb" - numero de elementos de barra; 

"[b],''- submatriz de ordem 6 x n correspondente ao elemento "i" da matriz de 

transformac;;ao [b] de ordem 6nb x n, que relaciona os deslocamentos da estrutura 

com os deslocamentos dos elementos (para o caso de analise utilizando o 
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metoda dos elementos finites, o vetor {dL} e substituido por {rL} e o vetor {d} por 

{R}): 

= 

(b], 
(b), 

(b] nb 

(3.203) 

(Bnb x n) 

"[88]" - matriz de rigidez do elemento "i" de ordem 6 x 6 nas coordenadas 

locais para analise matricial; 

"[SG]" - matriz de rigidez da estrutura de ordem n x n nas coordenadas 

globais para analise matricial; 

"[k8]" - matriz de rigidez do elemento "i" de ordem 6 x 6 nas coordenadas 

locais para analise pelo metoda dos elementos finites; 

"[KG]" - matriz de rigidez da estrutura de ordem n x n nas coordenadas 

globais para analise pelo metoda dos elementos finites; 

"{dL};"- vetor dos deslocamentos do elemento de barra "i" no sistema local de 

coordenadas de ordem 6 x 1 para analises utilizando as fun96es de rigidez; 

"{d}" - vetor dos deslocamentos da estrutura no sistema global de 

coordenadas de ordem n x 1 para analises utilizando as fun96es de rigidez; 

"{rL};"- vetor dos deslocamentos do elemento de barra "i" no sistema local de 

coordenadas de ordem 6 x 1 para analises utilizando o metoda dos elementos 

finites ; e, 

"{R}" - vetor dos deslocamentos da estrutura no sistema global de 

coordenadas de ordem n x 1 para analises utilizando o metodos dos elementos 

finitos. 

A figura 3.8 mostra a submatriz [b]; de ordem 6 x n do elemento de barra "i". 

A primeira linha de [b]; corresponde a 6 x (i -1) + 1 linha da matriz de rigidez [b]. 

sucessivamente ate a sexta linha da matriz [b]; correspondente a 6 x (i - 1) + 6 

linha da matriz de rigidez [b]. A coluna 1ji de [b]; corresponde a coluna 3 nj -2 de 

[b]; a coluna 2ji de [b]; corresponde a coluna 3 nj - 1 de [b]; a coluna 3 ji de [b]; 

corresponde a 3 nj de [b]; a coluna 4ki de [b]; corresponde a coluna 3 nk- 2 de [b]; 

a coluna 5 ki de [b]; corresponde a coluna 3 nk - 1 de [b] e a coluna 6ki 

corresponde a coluna 3 nk de [b]. sendo: 



"i"- numero de barras; 

"nj" - numero do n6 inicial da barra; 

"nk"- numero do n6 final da barra; e, 

"n"- numero total de coordenadas no sistema global. 

cosy seny 0 0 0 

-seny cosy 0 0 0 

[b]; = 
0 0 1 0 0 

0 0 0 cosy seny 

0 0 0 -seny cosy 

0 0 0 0 0 

1ji 2ji 3ji ... 4ki 5ki 

1<- n 

0 1 

0 2 

0 3 

0 4 

0 5 

1 6 

6ki ... 

~t 

Figura 3.8 - Submatriz de transformar;:ao [b]; de ordem 6 x n 
do elemento de barra. 
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As matrizes de rigidez dos elementos de barra [S8] e [k8] em regime de 

segunda ordem sao funr;:oes das forr;:as axiais que estao presentes nestas barras. 

Desta forma, suas matrizes ficarao afetadas devido a presenr;:a destes esforr;:os. 

Como as matrizes de rigidez da estrutura [SG] e [KG] sao obtidas atraves das 

contribuir;:oes das matrizes de rigidez dos elementos de barra, estas tambem 

estarao afetadas pelo efeito de segunda ordem. 

3.10 Calculo dos Esforr;os e Deslocamentos da Estrutura em Teoria de 

Primeira e Segunda Ordem 

As express6es (3.199) , (3.200), (3.201) e (3.202) permitem determinar os 

deslocamentos nas coordenadas do sistema global e os esforr;:os nos elementos 

de barra nas suas coordenadas locais a partir das ar;:oes nas coordenadas 

globais. A analise da estrutura em regime de primeira ordem e realizada atraves 

de um sistema de equar;:oes lineares de solur;:ao direta. Porem, a analise de 

estrutura em regime de segunda ordem depende de um sistema de equar;:oes 

nao lineares pois as matrizes dos elementos de barra [S8] ou [k8] , que contribuem 

para a montagem da matriz de rigidez da estrutura [SG] ou [K8 ] , dependem das 
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fon;:as axiais que estao atuando em suas barras. Como as pr6prias fon;as axiais 

sao incognitas a serem determinadas, nao e viilVel encontrar uma solu<;ao direta 

para o problema. 

Para determinar entao os esfor<;os e deslocamentos da estrutura em regime 

de segunda ordem, torna-se necessaria adotar urn processo iterativo com 

aproxima<;6es sucessivas. Este processo sera explicado a seguir. 

3.11 Processo lterativo com Aproximayoes Sucessivas 

A tecnica que sera utilizada e a da itera<;ao direta. Esta tecnica consiste em 

atualizar a matriz de rigidez da estrutura devido a varia<;ao do esfor<;o axial que 

se modifica em cada itera<;ao. Os deslocamentos sao estimados em cada 

itera<;ao e quando estes convergem para uma tolerancia previamente estipulada, 

a estrutura atinge sua configura<;ao de equilibria. 

lnicialmente, na primeira itera<;ao, a influencia da for<;a axial no calculo das 

matrizes de rigidez dos elementos de barra e desprezada. Como estas matrizes 

contribuem para a montagem da matriz de rigidez da estrutura, a estrutura sera 

entao calculada em regime de primeira ordem. Dado urn carregamento e 

determinada a matriz de rigidez da estrutura, e possfvel determinar os 

deslocamentos globais da estrutura. Com os deslocamentos globais, calcula-se 

os. deslocamentos nos elementos de barra. Com estes deslocamentos, torna-se 

possfvel determinar os esfor<;os axiais "P" atuante em cada barra. 

Com os valores iniciais das for<;as axiais "P" obtidas em regime de primeira 

ordem, e iniciado o processo iterativo para determinar a matriz de rigidez com 

termos nao lineares em regime de segunda ordem. Com estas for<;as axiais, 

recalcula-se a matriz de rigidez dos elementos de barra que serao afetadas pelos 

coeficientes que sao fun<;6es dos esfor<;os axiais das barras presentes nestas 

matrizes. Desta forma, ao final, a matriz de rigidez da estrutura estara afetada por 

estes termos. Utilizando o mesmo procedimento mencionado anteriormente, 

recalculam-se os novos deslocamentos da estrutura e as novas for<;as axiais nos 

elementos de barra, submetidos ao mesmo carregamento anterior. Os valores 

dos deslocamentos e esfor<;os axiais se alterarao devido a presen<;a dos termos 

que sao fun<;ao do esfor<;o axial presente nas barras. Com os novos valores 
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obtidos, o processo e repetido, mantendo o mesmo carregamento . As iterac;:oes 

sao processadas sucessivamente ate que na n-esima vez, o vetor deslocamento 

{d"} seja praticamente coincidente com {dn.1} da (n-1 )-esima iterac;:ao (para o caso 

de analise utilizando 0 metodo dos elementos finitos, 0 vetor "{d}" e substituido 

pelo vetor "{V}". 

Como o processo e iterativo, este somente terminara quando ocorrer a 

convergencia dos deslocamentos para os valores definidos em cada etapa. Para 

agilizar o processo, e necessario definir uma tolerancia para as iterac;:oes. No 

presente trabalho foi adotado o seguinte criteria de convergencia dos 

deslocamentos: 

(3.204) 

sendo "{dn}" o vetor deslocamento na n-esima iterac;:ao; "{dn.1}" o vetor 

deslocamento da (n-1 )-esima iterac;:ao, e "TOL" a tolerancia adotada. Para o caso 

do metodo dos elementos finitos, 0 vetor {d} e substituido pelo vetor {V}. 

0 valor recomendado para a tolerancia em algumas literaturas e o valor de 

1 o·3
• Entretanto, e recomendavel instalar no programa uma entrada interativa para 

facilitar alterac;:oes que se fazem necessarias na determinac;:ao de algumas 

estruturas pr6ximas do limite de estabilidade. lsto se deve a dificuldade de 

convergencia no processo em termos de precisao e tempo de computac;:ao. 

3.12 Verificar;ao da Estabilidade da Estrutura Submetida a urn Determinado 

Carregamento 

De acordo com a teoria das pequena deformac;:oes e deslocamentos, 

existem tres casos a serem considerados na analise de instabilidade de uma 

estrutura reticulada: quando "W < We,'' (sendo "W" o carregamento aplicado na 

estrutura e "We;· o carregamento de instabilidade da estrutura) a estrutura se 

deforma e o equilibria da estrutura e estavel; Quando "W = We,'', a estrutura se 

deforma eo equilibrio e indiferente e quando "W > We,'', a estrutura se deforma e 

o equilibrio e instavel. Desta forma, o carregamento critico de uma estrutura pode 

ser entendido como o carregamento limite que pode ser aplicado em uma 

estrutura. 
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Existem alguns metodos para se determinar a instabilidade de uma estrutura 

que esta sob a influencia de esfon;:os axiais. 0 metodo que sera descrito neste 

trabalho se baseia no calculo do determinants da matriz de rigidez da estrutura. 

Uma estrutura sera considerada estavel sob um certo carregamento se sua matriz 

de rigidez for definida positiva, ou seja, todos os seus autovalores sao positives 

(REQUENA"0
). 0 determinants da matriz de rigidez pode ser representado pelo 

produto de seus autovalores. Quando todos os autovalores sao positives, o seu 

determinants tambem o sera e desta forma a matriz de rigidez sera dita nao 

singular. 

Se a matriz e definida positiva, ento3o e possivel exprimi-la atraves de uma 

transforma<;:ao linear sobre as linhas e colunas, correspondents a uma mudan<;:a 

de base, na forma de uma matriz diagonal ainda positiva. 

Os autovalores dessa matriz de rigidez diagonalizada de ordem n x n sao 

em numero de "n" e correspondem exatamente aos termos da diagonal. A cada 

autovalor negative ou nulo corresponds a um modo de flambagem. Desta forma, 

definido um carregamento, o numero de elementos negatives ou nulos na 

diagonal e igual ao numero de graus de liberdade que tern o modo de flambagem 

para este carregamento. 

Para verificar se uma matriz e definida positiva, basta tentar decompor esta 

matriz por Cholesky, pois esta e uma condi<;:ao necessaria e · suficiente 

demostrada por JENNINGS53 e GOLUB54
• Como o processo de decomposi<;:ao por 

Cholesky e muito simples de ser programado, este foi utilizado no presente 

trabalho. Desta forma, a verifica<;:ao da estabilidade da estrutura submetida a um 

determinado carregamento passa pela verifica<;:ao da matriz de rigidez da 

estrutura. A estabilidade da estrutura sera verificada no momento da 

decomposi<;:ao por Cholesky da matriz de rigidez. Ao se detectar um termo 

negative ou nulo na diagonal durante a decomposi<;:ao da matriz atraves da 

fatora<;:ao LDLr, com "L" representando a matriz triangular inferior (com "1" na 

diagonal) e "D" a matriz diagonal, o processo pode ser interrompido. 

- - T 

Alternativamente, a fatora<;:ao da matriz pode ser feita atraves de L L com "L" 

- ~ 
representando a matriz triangular inferior com L = LD 2 • Portanto, para uma 
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matriz de rigidez "S", simetrica e definida positiva, esta pode ser decomposta 

como segue: 

[S] = [LJ[DJ[Lf = [ LJ [ tJ (3.205) 

L= LOY, 

Assim, definido urn carregamento, ao se levar em considerac;;ao o efeito da 

nao linearidade geometrica, a matriz da estrutura e calculada sucessiva vezes 

buscando a convergencia dos deslocamentos. lsto e feito, conforme explicado 

anteriormente, porque a analise nao linear e urn processo iterative. 0 

determinante calculado da matriz de rigidez, que foi afetada pelos termos que sao 

func;;ao da forc;;a axial (sendo estas forc;;as predominantemente de compressao), e 

inferior ao determinante calculado nao considerando este efeito (REQUENA50
). 

Como conseqOencia, os deslocamentos resultantes da matriz de rigidez em 

regime de segunda ordem sao superiores aos da matriz em regime de primeira 

ordem. Entretanto, pode acontecer que durante o processo de convergencia dos 

deslocamentos, o processo de Cholesky detectar urn termo negative ou nulo na 

diagonal. lsto caracterizara matriz nao definida positiva conforme explicado 

anteriormente. Desta forma, a estrutura nao sera considerada estavel para aquele 

carregamento. 

Baseado no que foi explicado anteriormente, pode-se fazer a analise de 

estabilidade de uma estrutura. Para tanto, definido urn carregamento, basta 

aplica-lo de forma crescente na estrutura. Ao se aplicar o carregamento em 

acrescimos sucessivos, acontecera que as forc;;as axiais atuantes em cada barra 

serao aumentadas progressivamente. Assim, a medida que as forc;;as axiais de 

compressao forem aumentado, o valor do determinante para cada incremento de 

carregamento ira diminuindo e os deslocamentos resultantes irao aumentando. 

Estes acrescimos sucessivos serao aumentados na estrutura ate que para urn 

dado carregamento, o valor do determinante da matriz de rigidez sera nulo e os 

deslocamentos resultarao indeterminados. Este carregamento e chamado de 

critico. 0 processo descrito e valido para tanto para problemas de primeira quanta 

de segundo especie. A seguir, este processo sera descrito com mais detalhes. 



75 

3.13 Carregamento Critico de lnstabilidade de Porticos Pianos 

Nesta parte do trabalho, sera explicado o processo de determinac;ao do 

carregamento critico de instabilidade para porticos pianos. Este parametro 

representa urn valor multiplicador do carregamento e sera denominado de "We/'. 

0 programa foi desenvolvido de tal forma que seja passive! determinar o 

carregamento critico da estrutura submetida as ac;oes permanentes (cargas 

mortas) e as ac;oes variaveis. Desta forma, a estrutura pode ser considerada 

carregada par dais carregamentos distintos: o primeiro carregamento composto 

pelas ac;oes cujas intensidade sao mantidas constantes durante a analise (como 

por exemplo, peso proprio, sobrecarga, etc) e o segundo carregamento cujas 

intensidade sao afetadas par urn parametro de proporcionalidade "W" chamado 

de cargas vivas (como par exemplo, ac;oes de vento, ponte rolante, etc). 

lnicialmente, a matriz de rigidez e calculada em regime de primeira ordem 

com os coeficientes nao afetados pelos efeitos das forc;as axiais. Com esta matriz 

de rigidez, sao calculados os esforc;os internos, em especial as forc;as axiais nas 

barras atraves das cargas constantes e das cargas vivas multiplicadas pelo 

parametro W=1. Estas forc;as serao utilizadas posteriormente para calcular as 

matrizes de rigidez que sao afetadas pela presenc;a deste esforc;o nas barras. 

Em seguida, calcula-se urn parametro "W" que sera utilizado como urn 

parametro limite para o processo de carregamentos e verificac;oes da estabilidade 

da estrutura. A determinac;ao de "W" e feita atraves da seguinte maneira: 

a) Com o valor do parametro "W" unitario, procura-se a barra "i" com forc;a 

axial "P" mais proxima possivel da flambagem de Euler. Jsto e feito atraves de 

uma variavel "p" dada por: 

P; 
Pmax =;:;

rEi 

P 
=(pel+ pvi) =:> JBC 

max P: 
Ei max 

(3.206) 
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sendo "P;'' a for((a axial da barra "i" para o carregamento total com W=1 aplicado 

na estrutura; "Pv;" a for((a axial da barra "i" obtida das cargas vivas; "PE;" a for((a 

axial da barra "i" obtida da expressao de Euler para barras bi-articulada; "Pc/' a 

for((a axial da barra "i" obtida das cargas constantes e "IBC" a barra "i" obtida com 

for((a axial "P;'' mais proxima da carga de flambagem de Euler produzido pelo 

" "com W=1 Pmax · 

b) De posse da barra "IBC" mais proxima da flambagem de Euler, passa-se 

agora para a determina((ao do parametro "W" para a barra "IBC" para que esta 

atinja o limite de estabilidade. Adotando "p" unitario em P/P.; e substituindo o 

valor de "P;" na expressao de "p", chega-se: 

(3.207) 

sendo que "W" passa a ser denominado de "WE"· parametro das cargas vivas que 

levara a barra "IBC" ate o limite de Euler. 

Nesta etapa, o limite de estabilidade do portico foi alcan((ado atraves da 

instabilidade da barra "IBC" por flexao no plano do portico. Esta determina((ao 

considerou as barras como sendo bi-articuladas, nas condi((6es de Euler. Porem, 

como as barras do portico sao ligadas rigidamente, o limite maximo do parametro 

"Wmax'' sera alcan((ado quando as barras forem consideradas bi-engastadas com 

liga((6es indeslocaveis. Para esta caso, o parametro "Wmax'' fica expresso por: 

w = 4 PE; -Pd 
max p. 

vo 

sendo "Wmax'' o parametro maximo das cargas vivas que urn portico pode suportar 

sem perder a estabilidade. 

De posse do parametro maximo "W " a max ' primeira verifica((ao da 

estabilidade da estrutura sera feita com o valor de "W" intermediario entre zero e 
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o parametro maximo. 0 processo convergira rapidamente pesquisando os 

intervalos: 

W = ~(W~A ...:.+...:.W.:la~) 
2 

(3.208) 

sendo "W A" o limite inferior do para metro das cargas vivas inicialmente adotado 

igual a zero e "W8 " o limite superior do parametro das cargas vivas inicialmente 

adotado igual a "Wmax"· 

Como o carregamento sera sempre a soma das cargas constantes com as 

cargas vivas multiplicadas pelo parametro "W", este parametro sera pesquisado 

no intervale compreendido entre o limite superior "W8", para o qual a estrutura 

pode alcanc;;ar ou ultrapassar o limite de estabilidade, e um limite inferior "WA"· 

para o qual a estrutura e sempre considerada estavel. Atraves do processo 

iterative com aproximac;:oes sucessivas, pode-se alcanc;:ar rapidamente o 

parametro critico "We," de instabilidade do portico. 

Definido o carregamento inicial, inicia-se a fase de calculo da matriz de 

rigidez em regime de segunda ordem. Com esta matriz, calculam-se os esforc;:os 

axiais e analisa-se a convergencia dos deslocamentos da estrutura, atraves do 

processo iterative de aproximac;:oes sucessivas, ja descrito anteriormente. No 

caso de exito na convergencia, ou seja, nao foi detectado nenhum termo negativo 

ou · nulo nas matrizes de rigidez da estrutura durante o processo iterative, a 

estrutura e dita estavel. Como conseqi.iencia, o limite inferior "W/ e alterado para 

o valor atual de "W", mantendo-se o valor de "W8" inalterado. 0 processo e 

realizado novamente para um novo valor de parametro intermediario calculado 

atraves dos novas limites determinados anteriormente. Com o novo valor do 

parametro intermediario, determinam-se as novas forc;;as axiais e os novas 

deslocamentos na estrutura. Caso nao haja convergencia do processo ou sequer 

a matriz de rigidez da estrutura possa ser decomposta por Cholesky, isto 

significara que a estrutura nao e estavel para aquele carregamento aplicado. 

Logo, o limite superior "W8" e alterado para o valor atual de "W", mantendo "WA" 

inalterado. 0 processo descrito acima e repetido sucessiva vezes buscando a 

igualdade entre OS limites "WA" e "W8 ". 0 processo e interrompido quando alem 
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de satisfeitas as condic;:oes de convergencia da matriz de rigidez, a tolerancia do 

valor pesquisado for: 

(3.209) 

sendo "TOL" a tolerancia adotada no inicio da execuc;:ao do programa (sugerido 

neste trabalho para um valor de 1 o-3
). 

A convergencia satisfeita implicara em valores praticamente coincidentes 

para os limites "WA" e "W8". lsto significa que o parametro critico maximo "We;· foi 

encontrado. Pode-se afirmar entao que se a estrutura for submetida ao 

carregamento majorado pelo parametro "We;· nas cargas vivas, esta alcanc;:ara o 

limite de estabilidade, ou seja, o carregamento critico de instabilidade elastica por 

flexao do portico plano foi atingido. 

Atraves do carregamento critico do portico, e possivel comparar em cada 

barra a forc;:a critica de Euler com a forc;:a critica obtida do carregamento citado. 

Com esta relac;:ao, pode-se conhecer o comportamento de cada elemento de 

barra no instante da instabilidade da estrutura. Os chamados comprimentos 

efetivos de flambagem de cad a barra pod em ser determinados multiplicando cad a 

comprimento de barra pelo parametro "K", definido como sendo a raiz quadrada 

da relac;:ao entre a forc;:a de Euler e a carga critica em cada barra do portico, no 

instante do carregamento critico. 

0 processo descrito acima e uma das formas de se obter o carregamento 

critico de instabilidade na estrutura. Entretanto, existem outras forma de se fazer 

a analise de instabilidade. Como por exemplo, o parametro "Wmax" pode ser 

subdivide em um numero de intervalos de carregamentos. Estes intervalos de 

carregamentos sao aplicados de forma progressiva na estrutura ate que se 

encontre o parametro de instabilidade de forma semelhante a descrita 

anteriormente. A escolha de uma forma de analise ou de outra devera ser feita 

considerando o tempo de computac;:ao necessaria para se encontrar a soluc;:ao do 

problema, ou ainda, dependo da variavel que se queira acompanhar durante o 

processo. 
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3.14 Analise Comparativa entre os Metodos Apresentados 

E importante ressaltar que ambos os metodos sao utilizados para se fazer 

analise elastica em regime de segunda ordem ou analise de instabilidade elastica. 

A fundamental diferen<;:as entre estes dais metodos apresentados, e que as 

fun<;:6es de rigidez sao obtidas atraves da equa<;:ao diferencial que governa o 

problema de barras no regime elastica. Esta equa<;:ao e obtida atraves das 

condi<;:6es de equilibria da barra na posi<;:ao deformada e deslocada. Ja os 

coeficientes de rigidez, obtidos atraves do metoda dos elementos finitos, sao 

determinados atraves da formula<;:ao variacional para problemas de barras no 

regime elastica. Para se determinar a solu<;:ao deste funcional, que representa a 

energia potencial total de uma barra, sao assumidas fun<;:6es aproximadoras para 

representar os deslocamentos transversais e longitudinais da barra. 

Em ambos OS metodos apresentados, a analise de instabilidade em teoria 

de segunda ordem e baseada nas seguintes hip6teses: pequenas deforma<;:6es e 

deslocamentos (ou seja, sene = e e case = 1 sendo e a rota<;:ao relativa da corda 

do membra em qualquer se<;:ao transversal ao Iongo da barra); e as deforma<;:6es 

axiais ao Iongo da barra sao negligenciadas (a inclusao deste efeito nao muda de 

forma significativa os resultados obtidos para momentos fletores e for<;:a cortante 

mas por outro lado torna a analise mais complicada fazendo com que o numero 

de intera<;:6es seja aumentado). 

A matriz geometrica [k
9

] obtida atraves do metoda dos elementos finitos 

apresentado e linearmente proporcional a for<;:a axial "P" presente na barra. Por 

outro lado, a matriz de rigidez [k8] obtida atraves do metoda das fun<;:6es de 

rigidez e fun<;:ao nao linear da for<;:a axial "P" presents na barra. 

Ao se fazer o equilibria da barra na posi<;:ao deformada e deslocada, surgem 

dais efeitos que sao responsaveis pela degrada<;:ao da rigidez da barra: efeito 

"P-t." e "P-o". Estes efeitos sao apresentados na figura 3.9. 0 efeito "P-t." 

representa a rota<;:ao da corda, enquanto "P-o", a curvatura do membra. 0 

primeiro efeito reduz a rigidez a flexao da barra a medida que o elemento se 

desloca. Ja o segundo, reduz a rigidez a flexao da barra devido a curvatura que 

esta apresenta quando se desloca. As fun<;:6es de rigidez conseguem modelar 
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com precisao os efeitos mencionados anteriormente dentro do campo das 

pequenas deformay6es. Ja os coeficientes obtidos atraves do metoda dos 

elementos finites conseguem modelar com precisao apenas o efeito "P-il". lsto 

nao acontece com o efeito "P-8". Devido a este fato, uma analise realizada por 

este metoda exigira que as barras sejam subdivididas para que o efeito "P-8" seja 

representado com melhor precisao. Caso isto nao seja feito, os resultados obtidos 

apresentarao erros de precisao. Este fato e bastante acentuado na analise de 

instabilidade pais a nao subdivisao das barras, fara com que o parametro de 

instabilidade obtido por este metoda, apresente urn erro consideravel se 

comparado com o valor real. Segundo ALLEN 18
, raramente e necessaria utilizar 

mais do que tres elementos para modelar a rigidez elastica do elemento. 

p 

Figura 3.9 - Efeitos de segunda ordem nos membros- efeito "P-il" e "P-8". 

A principal vantagem do metoda dos elementos finites e que este pode ser 

estendido para a analise tridimensional de forma mais direta se comparada com o 

metoda das funy6es de rigidez. Conforme apresentado por VLASSOV55
, as 

equay6es diferenciais que regem os problemas para o caso tridimensionais sao 

em numero de tres: duas relacionadas a flexao e uma relacionada a toryao. 

Devido ao efeito de flexo-toryao (a flexao influencia na toryao e vice-versa), estas 

tres equay6es diferenciais se tornam dependentes (acopladas), formando urn 

sistema de tres equay6es diferenciais. Uma soluyao analftica para estas 

equay6es ,conforme apresentado para o caso plano, e de dificil obtenyiio. E 

importante ressaltar que esta e uma area que ainda existe necessidade de se 

aprofundar as pesquisas. Devido ao metoda dos elementos finites ser baseado 

no principia variacional, a extensao para o caso tridimensional e direta. 

Entretanto, existem duas dificuldades para esta extensao: a representayiio da 
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resposta a ton;:ao incluindo os efeitos de empenamento nas sec;:oes de parede 

fina e a correta representac;:ao das grandes rotac;:oes para o caso tridimensional. E 

importante ressaltar que o elemento de barra tridimensional apresentara graus de 

liberdade maiores que seis caso o efeito de empenamento seja considerado na 

analise. Os novos graus de liberdade estarao relacionadas com os esforc;:os de 

bimomento e bicortante. Assim, func;:oes aproximadoras deverao ser adotadas 

para representar os delocamentos longitudinais da barra, deslocamentos 

transversais em relac;:ao aos dois pianos de flexao e deslocamentos de torc;:ao. Da 

mesma forma que para o caso plano, para representar os efeitos de torc;:ao e 

flexo-torc;:ao dos membros, e necessaria que as barras sejam subdivididas em 

varios elementos de barra. 

Finalizando, em ambos os metodos apresentados, a analise de instabilidade 

apenas levou em considerac;:ao os efeitos geometricos na reduc;:ao da capacidade 

portante das barras. Foi assumido que durante a analise, o material que 

compunha a estrutura permanecia completamente elastica durante toda a analise. 

Nao se levou em considerac;:ao que durante a analise que as fibras da sec;:ao 

transversal pudessem se plastificar. Quando na analise da estrutura se leva em 

considerac;:ao os efeitos de nao linearidade do material, este tipo de analise e 

denominado de analise de instabilidade inelastica. Este assunto sera abordado 

no capitulo 5 deste trabalho. 

3.15 Analise Numerica Comparativa 

3.15.1 Exemplo Numerico 1 

Este primeiro exemplo tem como objetivo avaliar os resultados obtidos 

atraves das analises feitas pelos metodos descritos anteriormente. Neste intuito, 

determinou-se a carga de instabilidade de uma barra bi-articulada. Este exemplo 

representa um problema de autovalor de soluc;:ao conhecida e cujo o valor e dado 

pela equac;:ao de Euler. Os dados geometricos da barra sao apresentados na 

figura 3.1 0. Na analise utilizando o metoda das func;:oes de rigidez, a barra foi 

representada por apenas um elemento. A analise utilizando o metoda dos 

elementos finitos foi feita utilizando o programa ANSYS52. Neste metodo, a 
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discretizac;:ao do problema em apenas urn elemento nao forneceu urn resultado 

preciso conforme verificado na tabela 3.3. Desta forma, a barra bi-articulada foi 

subdivida em varios subelementos ate que o resultado obtido se aproximasse do 

valor dado pela equac;:ao de Euler conforme apresentado na tabela 3.3. 

L=200cm 

---'-

Dados da Darra. 

A=11,60crn2 

1=16cm4 

E~20500kN/cm2 

K~t 

Figura 3.10 - Barra bi-articulada de Euler. 

E importante ressaltar que o valor encontrado para "We;· representa urn 

parametro que multiplica as ac;:oes que estao aplicadas na barra em analise. 

Como se pode observar, a subdivisao da barra em subelementos para a analise 

pelo metoda das func;:oes de rigidez nao modifica o resultado encontrado na 

analise quando esta e feita utilizando apenas urn elemento. 0 resultado obtido 

utilizando as func;:oes de rigidez e praticamente identica a carga critica de Euler. 0 

resultado obtido pelo metoda dos elementos finitos se aproxima do resultado da 

carga de Euler a medida que a discretizac;:ao da barra e aumentada. 

Tabela 3.3- Carga critica de Euler. carga critica dada pelo programa 
desenvolvido utilizando as func;:oes de rigidez eo programa ANSYS52. 

N° de elementos P euler= 1t
2EI/(Klf Programa Programa 

(kN) Autor (W"'- kN) ANSYS52 (Wc,-kN)) 

1 232,6759 232,6759 282,9000 
2 - .. 234,4262 
3 - .. 233,0437 
4 - .. 232,7951 
6 - .. 232,6998 
10 - .. 232,6791 
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3.15.2 Exemplo Numerico 2 

A analise de instabilidade de uma barra representa o problema mais simples 

na analise de estruturas aporticadas. Com o objetivo de tornar as analises mais 

complexas, extraiu-se do artigo escrito por HALDORSSON s WANG56 dois 

exemplos de estruturas reticuladas. No primeiro exemplo, a estrutura analisada 

apresenta simetria de geometria e carregamento. Os dados geometricos da 

estrutura sao apresentados na figura 3.11. A analise de instabilidade da estrutura 

realizada pelos autores HALDORSSON s WANG56 foi baseada no metodo das 

func;:oes de rigidez, sendo que o efeito "P-~" nao foi levando em considerac;:ao na 

analise. 

J P~ 1 kN J P~ 1 kN 

(2) 

(1) (1) 
!I= 1 2' =365, 76cm 

Dados da Estrulura 

(1) .· A~ 11, 57in2 = 268. 1 9cm2 (2) • A~ 52,35in2 = 337, 74cm2 

1= 111,00in 4 = 5993,73crn 4 I= 288,00in 4 =11987,46cm 4 

E"'--30000,00ksi =20G84,27kN/crnZ E=30000,0Uksi =20684,27kN/c-m2 

Figura 3.11 - Estrutura reticulada plana analisada por HALDORSSON s WANG56
• 

Tabela 3.4- Resultados obtidos na analise realizada por 
HALDORSSON s WANG56

, pelo programa do Autor e programa ANSYS52. 

N° de elementos HALDORSSON s Programa Programa 
(Discretizac;:ao da WANG

56 
(W"') Autor (We,) ANSYS52 (We,) 

estrutura) 

3 7130,4992 7127,7333 7191,3605 

6 " 7152,4692 -
9 " 7133,0615 -
12 " 7129,4740 -
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Este mesmo exemplo foi analisado pelo programa desenvolvido pelo autor e 

pelo programa ANSYS52. Os resultados encontrados nas analises sao 

apresentados na tabela 3.4. Como se pode observar, existe uma pequena 

diferenr;:a entre o resultado obtido pelos autores HALDORSSON E WANG56 e o 

autor do presente trabalho. Este fato se deve as simplificar;:5es adotadas pelo 

autores do referido artigo. Entretanto, os resultados obtidos estao muito proximo 

do valor de "We;· encontrado pelos autores do artigo. 

Ao realizar a analise pelo metoda dos elementos finites houve a 

necessidade de se modelar os elementos de barra da estrutura em 

subelementos. Os resultados obtidos foram se aproximando dos obtidos pela 

analise de instabilidade atraves do metoda das func;:5es de rigidez a medida que 

as barras da estruturas eram discretizadas com urn numero maior de elementos. 

3.15.3 Exemplo Numerico 3 

Este segundo exemplo, extrafdo do artigo escrito por 

HALDORSSON E WANG56
, apresenta uma estrutura reticulada geometricamente 

nao simetrica e carregamento aplicado com intensidade diferentes nos nos da 

estrutura. Os dados geometricos da estrutura sao apresentados na figura 3.12. 

Na analise feita por HALDORSSON E WANG56
, a mesma simplificac;:ao 

apresentada no exemplo anterior foi utilizada. Os resultados obtidos por 

HALDORSSON E WANG56
, pelo programa desenvolvido pelo autor e programa 

ANSYS52 sao mostrados na tabela 3.5. 

Como se pode observar, o resultado obtido pelo programa desenvolvido 

pelo autor deste trabalho e muito proxima do valor encontrado pelos autores do 

artigo. 0 mesmo pode-se dizer a respeito da analise feita pelo metoda dos 

elementos finites apos cada barra da estrutura ter sido subdivida em quatro 

elementos de barra. 



l P=2kN l P=3kN 

,.--------, 
(2} 

H 1 _...,zo' =609,60cm (1) 

(3) H2 =40' =1219,20crn 

f----·4 
L =30'-=914,40crn 

Dados da E'slru{ura 

(1): A= 52.35in2 -"' 337,74cm2 (2) , A~ 72,63in2 = 468,56cm2 

!= 288.00in 4 =1 f 987,47cm 4 
I= 768,00in 4 =31966,56cm

4 

E""','WOOO,OOksi =20684.27kN/CTn2 E=30000,00ksi =20684,27kN/crn2 

(3) : A= 62,1 1in2 = 400. 73cm2 

1-'00 480,00in 4 =19979,11crrl/ 

f:=30000,00ksi =20684,27kN/cm2 
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Figura 3.12- Estrutura reticulada plana analisada par HALDORSSON E WANG56
• 

Tabela 3.5- Resultados obtidos na analise realizada par HALDORSSON E 

WANG56
, pelo programa do Autor e programa ANSYS52. 

N2 de elementos HALDORSSON E Programa Programa 
(discretizac,;ao da WANG (We,) Autor (We,) ANSYS52 (We,) 

estrutura) 

3 1814,8744 1814,9991 1847,6996 

6 - " 1832,9952 

9 - " 1818,8238 

12 - " 1816,4762 

3.15.4 Exemplo Numerico 4 

Na figura 3.13 e apresentado um pilar com variac,;ao brusca de sec,;ao 

transversal. Este exemplo tem uma caracterfstica importante apresentar uma 

descontinuidade de caracterfsticas geometricas onde ocorre a variac,;ao de sec,;ao 

brusca da sec,;ao transversal do pilar, o que lorna a analise mais complexa. Os 

valores da cargas verticais e horizontais aplicadas no pilar sao: P1 = 137,90kN, 

P2 =222,40kN e Ph= 15,10kN, respectivamente. Como programa desenvolvido 

pelo Autor, que utiliza as fungoes de rigidez, este pilar foi modelado com apenas 
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dois elementos prismaticos de barra, um elemento de barra para discretizar a 

sec;;ao transversal inferior do pilar e outro para discretizar a parte superior. 0 

resultado obtido na analise de instabilidade e apresentado na tabela 3.6. Este 

mesmo exemplo foi analisado por REQUENN°·66 utilizando as func;;6es de rigidez 

em sua tese de doutorado (ver terceira coluna da tabela 3.6). Observa-se que o 

resultado obtido pelo programa desenvolvido pelo autor esta muito proximo do 

resultado obtido por REQUENN°·66
• 0 mesmo pode-se dizer a respeito da analise 

realizada pelo metoda dos elementos finitos ap6s cada barra do pilar (inferior e 

superior) ter sido discretizada em dez subelementos de barra. 

j I; 
H =' "' A =0,0066 

~ '"' ' 
0 H p H-1 I x= 1, 186. 1o- 4 m 4 

"J 

"' "' 
2 ' H rx=0,133 "' "' -

r;L t~=200.10
6

kN/m 
2 

~ 
H A ~0.0130 =' 

"' ' 
" "' f-H I =7,570.10-4 m 4 

,.; "' X 

H ' rx=0,212 H m 

" E=200. t0
6
kN/rn 

2 ;;; 

Figura 3.13 - Pilar com variac;;ao brusca de sec;;ao transversal. 

Tabela 3.6- Resultados obtidos pelo programa desenvolvido pelo Autor, 
REQUENA e programa ANSYS52. 

Discretizac;;ao do Programa Programa Programa 
Pilar- N° de Autor (We,) REQUENA (We,) ANSYS52 (We,) 
elementos 

2 41,5793 41,5678 41,9874 
6 " " 41,6017 
10 " " 41,5825 
20 " " 41,5797 

3.15.5 Exemplo Numerico 5 

Neste ultimo exemplo, determinou-se a carga critica de instabilidade elastica 

do edificio Industrial mostrado na figura 3.14. Este edificio foi analisado por 

FRASER & BRIDGE"7 e por REQUENN°·66 Na analise feita atraves do programa 

desenvolvido pelo Autor, a estrutura foi discretizada com o minima de barras 

possiveis. Para este exemplo, seis elementos de barra foram entao utilizados. 0 
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resultado obtido na analise e apresentado na tabela 3.7. Na analise utilizando o 

programa ANSYS52, o edificio foi inicialmente discretizado utilizando o minimo de 

barras possiveis, depois 18 barras, 36 e finalmente 60 barras. Os resultados 

obtidos nestas analises sao apresentados na tabela 3.7. 

Observa-se que a partir de um certo grau de discretizac;:ao da sec;:ao 

transversal das barras, o resultado obtido na subsequente analise nao difere 

muito do resultado obtido na analise anterior. lsto indica que os resultados 

obtidos pelo metodo dos elementos finites tende a convergir para um valor. 

~P,. =200kN 

" ~!~~~~~~~- --
610 r 112.5 mm ... 

I.,=O,Of6m.
4 

A,=O,f267m11 

1
1
. ¢0,037m.4 

Ar. ""'0, T d 12tn!! 

~ 
--,-

Figura 3.14 - Estrutura do edificio industrial. 

Tabela 3.7- Resultados comparatives entre o programa desenvolvido pelo Autor 

e programa ANSYS52. 

Discretizac;:ao do Programa Programa Programa 
Edificio - N° de desenvolvido pelo Requena ANSYS52 

Elementos Autor (We,) (We,) (We,) 

6 35,9120 35,8976 36,3511 

18 " " 36,0154 

36 " " 36,0101 

60 " " 36,0098 
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3.16 Considerar;oes sobre as AmHises 

Como era esperado, quando a discretizac;:ao do problema e pequena, a 

analise feita utilizando o metoda dos elementos finites nao conseguiu determinar 

com exatidao o valor para a carga crftica de instabilidade dos exemplos 

analisados. Este fato acontece, conforme mencionado anteriormente, devido as 

simplificac;:oes que sao feitas no desenvolvimento do metoda (a curva adotada 

para representar os deslocamentos transversais foi aproximada para uma curva 

do terceiro grau). Devido a esta aproximac;:ao, os efeitos "P-Ii" nao puderam ser 

representados de forma exata. Desta forma, torna-se necessaria que as barras da 

estrutura sejam subdivididas para poder representar de forma mais precisa o 

comportamento da estrutura. 0 numero de elementos que a barra deve ser 

subdividida depende da precisao que se queira obter na analise e do tipo de 

problema que esta sendo analisado. Por outro lado, a subdivisao das barras e 

inconveniente na analise de estruturas com urn grande numero de barras devido 

ao grande consume de memoria e tempo de computac;:ao. As analises feitas 

utilizando as func;:oes de rigidez representam a soluc;:ao "exata", dentro das 

hipoteses assumidas, para o problema de autovalores. 

Tendo em vista que o objetivo deste trabalho e fazer dimensionamento 

automatizado da estrutura, a subdivisao das barras faria com que aumentasse o 

numero de verificac;:oes que seriam necessarias para o dimensionamento de uma 

barra e como conseqOemcia, de toda a estrutura. Diante dos fatos expostos, 

optou-se neste trabalho utilizar o desenvolvimento matricial baseado nas func;:oes 

de rigidez. 0 desenvolvimento para a analise nao linear geometrica e ffsica do 

material sera apresentada no proximo capitulo deste trabalho. 



Capitulo 4 

Estudo da lnelasticidade das Barras 

4.1 /ntrodur;ao 

A discussao realizada no capitulo 3 baseou-se na hipotese de que o 

material que compoe a estrutura permanecia completamente elastica e obedecia 

a lei de Hooke. Entretanto, esta hipotese e valida somente para barras que estao 

solicitadas a urn nivel de tensao inferior ao limite de proporcionalidade da relac;:ao 

tensao-deformac;:ao do material. Durante a analise de uma estrutura reticulada, 

irao existir barras que estarao solicitadas acima do limite de proporcionalidade do 

material e a considerac;:ao deste efeito na analise se torna irnportante para poder 

representar de forma mais precisa o comportamento da estrutura. 

As barras que estao trabalhando no campo inelastico sao caracterizadas por 

apresentar algumas fibras na sec;:ao transversal ja plastificadas. Para poder 

expressar o comportamento inelastico das barras, o modulo de elasticidade (E), 

que era elastica, deve ser substituido pelo modulo de elasticidade efetivo (E •• ). 

Este capitulo aborda o comportamento das barras que estao sujeitas a esforc;:os 

predominantemente de compressao e flexao acima do limite de proporcionalidade 

do material (campo inelastico). Para tanto, a teoria do modulo tangente 

apresentada por Engesser e a teoria do modulo reduzido proposta por 

Considere - Engesser serao desenvolvidas e discutidas neste capitulo. Para 

mostrar a diferenc;:a entre as duas teorias citadas anteriormente, torna-se 
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necessaria apresentar a teoria de Shanley para barras no campo inelastico. Foi 

ele quem resolveu as controversias a respeito de qual das duas teorias era capaz 

de representar o comportamento inelastico de uma barra. Ele mostrou que a 

maxima tensao suportada por uma barra estaria contida entre os intervalos 

fornecidos pela teoria do modulo tangente e reduzido. 

4.2 Efeito de Nao Linearidade Fisica do Material 

Uma das principais hipoteses assumidas no desenvolvimento do capitulo 3 

foi a considera<;ao de que as barras da estrutura permaneciam completamente 

elasticas durante toda a analise realizada. Ao se admitir esta hipotese, 

considerou-se que todas as fibras da se({ao transversal permaneceriam elasticas 

e que nenhuma plastifica({ao do material poderia ocorrer em qualquer parte da 

se<;ao transversal da barra. Entretanto, sabe-se que quando as barras de uma 

estrutura alcan9am urn certo estagio de solicita<;ao, as fibras da se({ao transversal 

come<;am a se plastificar. Neste sentido, a inclusao dos efeitos de nao linearidade 

fisica do material na analise propicia a representa({ao do comportamento de uma 

estrutura reticulada de forma mais precisa. 

0 fenomeno de nao linearidade fisica do material pode ser ocasionado 

devido aos efeitos das tensoes residuais, imperfei<;oes geometricas e efeitos de 

flexao na se9ao transversal da barra. As tensoes residuais podem geradas 

durante o processo de fabrica({ao das barras de a((o. As imperfei96es 

geometricas sao introduzidas nas barras durante o proprio processo de 

fabrica((aO, no seu transporte e no seu manuseio. Os esfor({os de flexao nas 

barras sao ocasionados devido a rigidez a flexao que a barra apresenta a este 

tipo de solicita({ao. Para exemplificar o efeito de nao linearidade fisica do material, 

considere os diagramas de tensao e deforma<;ao apresentados na figura 4.1, 

onde sao apresentados quatro estagios de carregamentos em uma se({ao 

transversal de uma barra. No caso 1, toda a se9ao transversal permanece 

elastica, ou seja, nenhuma fibra da se9ao transversal atingiu a tensao de 

plastifica({ao do material. Assim, todas as fibras apresentam modulo de 

elasticidade igual ao modulo elastico (e assumido que o material permanece 

perfeitamente elastico ate alcan({ar a tensao de plastifica({ao ). 0 caso 2 
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representa o comportamento da se<;ao transversal na qual algumas fibras na 

parte comprimida da se<;ao alcan<;aram a tensao de escoamento do material. 

Como consequencia, somente a parte da se<;ao transversal que ainda permanece 

elastica e capaz de absorver a urn aumento de solicita<;ao das a<;oes. Neste caso, 

a capacidade portante da barra foi reduzida devido ao efeito de plastifica<;ao 

parcial da se<;ao transversal. 0 caso 3 representa o comportamento em que 

algumas fibras na parte tracionada e comprimida alcan<;aram a tensao de 

plastifica<;ao do material. Portanto, a capacidade portante da barra foi ainda mais 

reduzida. 0 caso 4 mostra a se<;ao transversal completamente plastificada onde 

todas as fibras alcan<;aram a tensao de plastifica<;ao. 

Nos casos analisados acima, as fibras que estao plastificadas apresentam 

modulo de elasticidade igual a zero, enquanto as fibras que nao plastificaram, 

modulo de elasticidade elastico. Para poder representar o comportamento de toda 

se<;ao transversal, torna-se necessaria determinar urn modulo de elasticidade que 

leve em considera<;ao esta varia<;ao de modulos de elasticidade ao Iongo da 

se<;ao transversal. Este comportamento desigual da se<;ao transversal pode ser 

representado atraves do modulo de elasticidade efetivo. Este modulo tern como 

caracteristica ser sempre inferior ao modulo elastico. Devido a este fato, as 

deforma<;oes medias na se<;ao transversal serao maiores se estas fossem 

calculadas com o modulo elastico. A partir do momento em que as fibras da 

se<;ao iniciarem a plastificar, o modulo efetivo e introduzido na analise e as 

deforma<;oes devido ao efeito de plastifica<;ao parcial da se<;ao transversal nao 

serao mais linearmente proporcionais as tensoes. Como resultado, o grafico 

plotado da rela<;ao entre tensao e deforma<;ao apresentara urn comportamento 

nao linear entre a fase elastica (abaixo do limite de proporcionalidade do material) 

e a fase completamente plastica. Por este motivo, este efeito e denominado de 

nao linearidade fisica do material, pois causa uma rela<;ao nao linear entre tensao 

e deforma<;ao. 



Eixo Cenlroidal 

E'ixo Nr;ulro 

Eixo Centroidal 

E'1.xo Neutro 

Ei.xo Cen.lrnido.l 

Ei.xo Neulro 

E1:xo Centroidal 

Eixo Neulro 

Defonnar;:Oes 

E:t < fy 

/Jefornw.r;:Oes 
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f:c> 11J 
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Tens6es 

h/2 M 

~p 
h/Z 

(a) caso 1 

TensOes 

(a) caso Z 

Tens6es 

h/2 

h/2 

(a) caso 3 

Tensfies 

h/2 

h/2 

(a) caso 1 

Figura 4.1 - Diagramas de tensao e deforma!(ao- representa!(ao do efeito de nao 
linearidade fisica do material. 
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Os efeitos de tens6es residuais nao foram levados em consideragao na 

analise anterior. Entretanto, quando estes efeitos estao presentes na analise, eles 

modificam o comportamento das fibras da segao transversal. A presenga das 

tens6es residuais de compressao fazem com que as fibras se plastifiquem mais 

rapidamente enquanto as que apresentam tens6es residuais de tragao mais 

tardiamente. Os efeitos de imperfeig6es geometricas introduzem mais flexao na 

barra, fazendo com que as fibras alcancem a tensao de plastificagao do material 

mais rapidamente. E importante ressaltar que neste trabalho serao considerados 

os efeitos das tens6es residuais, imperfeig6es geometricas, excentricidade de 

aplicagao de carga e efeitos de flexao como agentes redutores da capacidade 

portante de uma barra devido ao fen6meno de nao linearidade fisica do material. 

4.3 Teoria do Modulo Tangente 

A teoria proposta por Euler apenas consegue representar o comportamento 

de instabilidade de barras comprimidas abaixo do limite de proporcionalidade do 

material. Acima deste limite, devido aos efeitos de plastificagao da segao 

transversal, a carga prevista pela teoria de Euler superestima a capacidade da 

barra. Uma das primeiras tentativas de explicar o comportamento de instabilidade 

de barras acima do limite de proporcionalidade foi proposta par Engesser em 

1889. No desenvolvimento da teoria do modulo tangente, Engesser utilizou 

algumas hip6teses que serao descritas a seguir: 

a) a barra e considerada perfeitamente reta; 

b) as extremidades das barras sao consideradas articuladas e o 

carregamento axial e aplicado ao Iongo do eixo centroidal da barra; 

c) as deformag6es par flexao da barra sao consideradas pequenas; 

d) as seg6es planas permanecem planas ap6s a deformagao por flexao; e, 

e) durante a flexao, nao ocorrem deformag6es reversas na segao 

transversal da barra (ou seja, nao ocorre descarregamento nas fibras da segao 

transversal). 

Quando a barra sofre instabilidade inelastica, as tens6es nas fibras da 

segao transversal estao acima do limite de proporcionalidade do material 
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conforme apresentado na figura 4.2. Desta forma, o modulo tangente (E,) governa 

o comportamento das fibras durante a instabilidade da barra. 

t: 
I ' 

l : '\.1': 1 -~da/dt. 

Limite 

de 

: Proporciolnlidarle 

Ey 

Deformo.r;ao Especifica 

Material Sem Tens6es Residuais 

I 
~--------.., 

,/ 
(in~/ristico) 

,. 
(eUisllco) 

~ 
--' 

-\--- Campo Ine!Uslicr> 

I 

I 

E'uler 

/ 

'--------'---£, L-----------~ A 

M 6dnlo Tangenle lndice de Esbeltez 

Figura 4.2 - Representac;:ao esquematica da flambagem inelastica de barra. 

Considere que a barra bi-articulada mostrada na figura 4.3(a) sofra 

instabilidade para uma carga "P," acima do limite de proporcionalidade do 

material. As distribuic;:oes de tensoes e deformac;:oes na sec;:ao transversal da 

barra sao apresentadas na figura 4.3(b). Nesta figura, "cr," e "<:."' sao 

respectivamente a tensao e deformac;:ao antes da carga critica tangente. Quando 

a carga critica tangente e alcanc;:ada e a barra flamba, assume-se que ocorra um 

acrescimo de forc;:a axial "11P" em conjunto com um acrescimo de momenta "11M". 

Este acrescimo de forc;:a axial "11P" combinado com o acrescimo de momenta "11M" 

ira causar um aumento na deformac;:ao axial da sec;:ao transversal da barra de tal 

forma que nenhuma fibra da sec;:ao transversal sofra alivio de deformac;:oes. Desta 

forma, o modulo de elasticidade tangente (E,) ira governar o comportamento da 

relac;:ao tensao-deformac;:ao de todas as fibras da sec;:ao transversal conforme 

apresentado na figura 4.3(c). 

Atraves do comportamento da sec;:ao transversal da barra apresentado nos 

diagramas da figura 4.3(b), a equac;:ao diferencial que governa o comportamento 

da barra no campo inelastico segundo a teoria do modulo tangente pode ser 

determinada. Para um determinada sec;:ao de coordenada "x" da barra, a equac;:ao 

de equilibria da barra e dada por: 

-M;,1 + Py = 0 (4.1) 
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sendo, "P" a fon;:a axial aplicada no eixo centroidal da barra e "y" a distancia da 

linha de ac;:ao da forc;:a axial ao eixo centroidal da sec;:ao transversal da barra 

quando a barra se flexiona. 
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Figura 4.3- Teoria do modulo tangente. 

0 momenta resistente interno da sec;:ao transversal da barra devido a flexao 

e dado pela seguinte expressao abaixo: 

(4.2) 

sendo, "cr" a tensao longitudinal de uma fibra da sec;:ao transversal e "y" a medida 

de uma fibra qualquer ao eixo centroidal da sec;:ao transversal da barra. 
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Utilizando o diagrama de tensao apresentado na figura 4.2(b), a tensao "cr" 

em uma fibra qualquer da segao transversal pode ser expressa par: 

llcr ( h) cr = cr, +llcr = cr, + hmax Y+ 
2 

(4.3) 

Substituindo a equagao (4.3) em (4.2), obtem-se: 

M;nt = J[ cr 1 + llcrhmax ( Y + ~)} dA (4.4) 

Desenvolvendo a segunda parte da equagao (4.4), chega-se em: 

M;nt = cr' f ydA + llcrhmax f y2dA + llcr2max f y dA 
A A A 

(4.5) 

Realizando a integral na area "A" da segao transversal e lembrando que "y" 

e a medida de uma fibra qualquer em relagao ao centro de gravidade da segao 

transversal (desta forma, todas as integrais da forma fAy dA devem ser iguais a 

zero e fA y2 dA = 1), a igualdade (4.5) fica portanto: 

M t = llcrmax I= liM 
'" h 

(4.6) 

Substituindo llcrmax = E,ll~>max na equagao (4.6) e lembrando que "ll~>ma/h" e a 

curvatura "<D" da segao transversal da barra ap6s esta fletir, conforme mostrado 

na figura 4.2(b), a equagao (4.6) fica expressa par: 

(4.7) 

Conforme apresentado no capitulo anterior, para a teoria dos pequenos 

deslocamentos e pequenas deformag6es, a curvatura "<D" pode ser aproximada 

pela segunda derivada dos deslocamentos (<D = -d2y/dx2). Desta forma, a equagao 

(4.7) pode ser rescrita da seguinte forma: 

d2y 
M;nt = --2 E,l 

dx 
(4.8) 

Substituindo a equagao do momenta interne obtida anteriormente na 

equagao de equilibria (4.1 ), chega-se em: 

d2y 
- 2 E,I+Py=O 
dx 

(4.9) 

A equagao (4.9) representa a equagao diferencial que governa o problema 

de instabilidade de barras desenvolvido com base na teoria do modulo tangente. 
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A (mica diferenga entre a teoria de Euler e a teoria do Modulo tangente e que o 

modulo de elasticidade elastica (E) foi substituido pelo modulo de elasticidade 

tangente (E,). Resolvendo a equagao (4.9), a carga critica para uma barra 

baseada na teoria do modulo tangente que sofre instabilidade acima do limite de 

proporcionalidade fica expressa por: 

_ n
2E11_.§_ 

P,- L2 - E PEuler (4.1 0) 

sendo, "L" o comprimento da barra e "PEuter" a carga critica de Euler. 

Sera mostrado posteriormente no desenvolvimento da teoria de Shanley que 

esta carga corresponde ao menor valor para o qual a bifurcagao do equilibria de 

uma barra perfeitamente reta pode ocorrer no campo inelastico. E importante 

ressaltar que o modulo tangente utilizado na equagao (4.1 0) depende a pen as das 

propriedades do material que e composta a barra, ou seja, da relagao tensao

deformagao que este material apresenta. 

4.4 Teoria do Duplo Modulo ou Modulo Reduzido 

Uma outra teoria a tentar explicar o comportamento de barras no campo 

inelastico foi proposta por Engesser em 1895. A teoria foi designada de teoria do 

Duplo modulo ou teoria do modulo Reduzido. 

As quatro primeiras hipoteses utilizadas no desenvolvimento da teoria do 

modulo tangente tambem sao utilizadas nesta teoria. Entretanto, a quinta 

hipotese se difere daquela utilizada na teoria do modulo tangente. Na teoria do 

modulo reduzido, assume-se que a forga axial permanece constante durante a 

flambagem da barra. Assim, durante a flambagem, a flexao produzira alivio de 

deformagoes em urn dos Iadas da segao transversal da barra e no outro, as 

deformagoes ocorrerao incrementos de deformagoes. Como resultado, os 

incrementos de tens6es e deformagoes induzidos devido a flexao da barra no 

momenta da flambagem farao com que as fibras de urn lado da segao transversal 

estejam relacionadas com o modulo de elasticidade elastica e as outras fibras, da 

outra parte da segao transversal, estejam relacionadas com o modulo de 

elasticidade tangente. Desta forma, dais modulos de elasticidade distintos, "E" e 

"E,", sao necessarios para descrever o comportamento momento-curvatura da 
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segao transversal da barra. Por este motivo, esta teoria e chamada de teoria do 

duplo modulo, por estar relacionada a dois tipos distintos de modulos de 

elasticidade. Como o duplo modulo e inferior ao modulo elastica que aparece na 

carga critica de Euler, a carga critica prevista por esta teoria e inferior a carga 

critica de Euler. 0 duplo modulo e tambem chamado de modulo reduzido. 

Considere a barra bi-articulada mostrada na figura 4.4(a) que sofre 

instabilidade para uma carga "P," acima do limite de proporcionalidade do 

material. As distribuig6es de tens6es e deformag6es na segao transversal da 

barra sao apresentadas na figura 4.4(b). A relagao entre os incrementos de 

tensao e deformagao e apresentada na figura 4.4(c). 
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Figura 4.4- Teoria do modulo reduzido. 
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Atraves do comportamento da se<;:ao transversal apresentado nos 

diagramas da figura 4.4.(b), a equa<;:ao diferencial que governa o comportamento 

da barra no campo inelastico segundo a teoria do modulo reduzido pode ser 

determinada. Para urn determinada se<;:ao de coordenada "x" da barra, a equa<;:ao 

de equilibria da barra e dada por: 

-M;nt + Py = 0 (4.11) 

sendo, "P" a for<;:a axial aplicada no eixo centroidal da barra e "y" a distancia da 

linha de a<;:ao da for<;:a axial ao eixo centroidal da se<;:ao transversal da barra 

quando a barra se flexiona. 

No momenta da flambagem, a linha neutra se desloca do eixo centroidal da 

barra urn distancia "8" devido a efeito de flexao da barra. Por este motivo, parte 

da se<;:ao transversal apresenta fibras que foram encurtadas, sendo o aumento de 

tensao em uma fibra qualquer nesta face da se<;:ao transversal dada pela seguinte 

rela<;:ao D.cr = E,~E. Por outro lado, a outra parte da se<;:ao transversal apresentara 

fibras que foram aliviadas, sendo que estas fibras apresentarao tensoes 

proporcionais ao modulo elastica (E). 

Conforme apresentado na figura 4.4(b), a distribui<;:ao de deforma<;:oes ao 

Iongo da se<;:ao transversal e linear. 0 comportamento da fibra aliviada mais 

afastada da se<;:ao transversal, aplicando a lei de Hooke e dada por: 

Mx 
~(j 2(max) = --E 

dx 
(4.12) 

Relacionando a fibra mais aliviada com a fibra mais encurtada, chega-se a 

seguinte rela<;:ao: 

d, d 
8 1(max) = - ~ X 

d2 

(4.13) 

0 comportamento da fibra encurtada mais afastada da se<;:ao transversal e 

dado por: 

~cr _ d16dx §_ 
1(max) - d2 dx 

(4.14) 
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De acordo com a figura 4.4(b), a varia<;:ao da rota<;:ao da se<;:ao transversal 

pode ser expressa por: 

de= t-dx 
d2 

(4.15) 

Substituindo a equa<;:ao (4.15) em (4.12) e em (4.14), as tensoes na fibra 

mais aliviada e mais estendida ficam expressas por: 

de de 
L1cr21maxl = Ed2- e t-cr,lmaxJ = E,d,-

dx dx 
(4.16) 

0 momenta resistente interno dado pela condi<;:ao de tensao na figura 4.4(b) 

e expresso por: 

d1 d2 

Mint= ft-cr,(y,-li')jA, + ft-cr2(Y2 +li}jA2 (4.17) 
0 0 

Utilizando a equa<;:ao (4.16) para determinar as tensoes em uma fibra 

posicionda a uma distancia "y1" na parte da se<;:ao transversal encurtada e a uma 

distancia "y2" na parte da se<;:ao transversal aliviada, chega-se em: 

t- t- Y1 Ed de Y1 
CJ1 = (J1(max) d = I 1 dX d 

1 1 

L'-cr 2 = L'-cr 2(max) y 2 = Ed2 de y 2 
d2 dx d2 

(4.18) 

Conforme apresentado no capitulo anterior, para a teoria dos pequenos 

deslocamentos e pequenas deforma<;:oes, a curvatura "<!>" pode ser aproximada 

pela segunda derivada dos deslocamentos. Assim, "<!>" e dado por: 

<I>_ d
2
y _ de 

-- dx2 -- dx 

Substituindo de/dx par d2y/dx2 na equa<;:ao (4.18), chega-se em: 

- d2y y, 
L1cr1 - E1d1 - 2 -dx d1 

L'.cr = Ed d
2
y 'i2 

2 2 dx2 d2 

(4.19) 

(4.20) 

Substituindo a equa<;:ao (4.20) em (4.17) e substituindo a expressao 

encontrada para o Mint na equa<;:ao (4.11 ), obtem-se: 

d2y d1 d2y d2 
E,-d 2 fy1(y1-8)dA1+E-d 2 fy2(y2+8)dA2+Py=O 

X o X o 
(4.21) 
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A condi~tao de equilibria de for~tas na se~tao transversal requer que: 

d1 d2 

J L'.cr 1dA1 = J L'.cr 2dA 2 (4.22) 
0 0 

Desenvolvendo a equa~tao (4.22), chega-se a seguinte condi~tao de 

igualdade: 

(4.23) 

Desenvolvendo a equa~tao (4.21) e utilizando a equaifao (4.23), nota-se que 

as integrais envolvendo "8" se cancelam uma com a outra e desta forma a 

equa~tao (4.21) fica expressa da seguinte forma: 

d2 [ d1 d2 ] 

dx';_ E, I y~dA, + E I y;dA 2 + Py = 0 (4.24) 

A equa~tao (4.24) representa a equa~tao diferencial que governa o problema 

de instabilidade de barras desenvolvido com base na teoria do modulo reduzido. 

Desta forma, a carga critica para uma barra baseada na teoria do modulo 

reduzido que sofre instabilidade acima do limite de proporcionalidade e dada por: 

Per = 
11

2 E, f y~dA 1 + E f y;dA2 

2 [ d1 d2 ] 

L o o 
(4.25) 

Como a expressao entre colchetes depende do tipo de se~tao transversal, 

torna-se necessaria especificar a geometria da se~tao transversal para avaliar o 

modulo reduzido da se~tao em estudo. De uma forma generica, as duas integrais 

dentro do colchetes sao iguais aos momentos de inercia das areas da se~tao 

transversal onde ocorreu o carregamento e descarregamento das fibras. 

Representado estas integrais por "1 1" e "1;', tem-se: 

d1 d2 

11 = f y;dA1 e 12 = f y;dA 2 (4.26) 
0 . 0 

Substituindo a equa~tao (4.26) em (4.25), a segunda fica expressa da 

seguinte forma: 

(4.27) 
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Finalmente, introduzindo a nota<;ao E, = (E111 + El 2)/1 e substituindo na 

equa<;ao (4.27), chega-se em: 

(4.28) 

Comparando novamente a equa<;ao da carga critica de Euler, percebe-se 

que o modulo de elasticidade elastica foi substituido pelo modulo reduzido. A 

principal diferen<;a entre 0 modulo reduzido e 0 modulo tangente e que 0 primeiro 

alem de ser fun<;ao das propriedades do material, e tambem fun<;ao do tipo de 

geometria da se<;ao transversal. Assim, para perfis com se<;oes transversais 

diferentes mas feitos do mesmo material, estes apresentarao modulo de 

reduzidos diferentes pois estes nao sao apenas fun<;ao do material mas tambem 

do tipo de se<;iio transversal bern como das propriedades geometricas destes 

perfis. 

Realizando uma compara<;iio entre os diferentes modulos de elasticidade 

obtidos nas teorias apresentadas, o modulo reduzido (E,) sera sempre menor que 

o modulo elastica (E), porem, maior que o modulo tangente (E,): 

(4.27) 

e desta forma, 

(4.28) 

4.5 Teoria de Shanley 

Se o modulo tangente e usado diretamente na formula de Euler, entao o 

valor da carga critica para uma barra bi-articulada e inferior ao valor encontrado 

pela teoria do duplo modulo, conforme apresentado anteriormente. A formula do 

modulo tangente foi e continua sendo amplamente utilizada pelos engenheiros 

pois esta fornece valores que estao bern proximos aos valores encontrados em 

ensaios de laboratories. Entretanto, antes de Shanley expor sua teoria, a teoria 

do modulo reduzido era considerada a verdadeira solu<;iio teorica para o 

problemas de instabilidade de barras perfeitas e retas. Naquela epoca, os valores 

inferiores aos sujeridos pela teoria do modulo reduzido, que eram encontrados 

em ensaios de laboratorio, eram explicados como sendo causados devido a 

presen<;a de inevitaveis excentricidades, tecnicas de ensaios e outros erros. 
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SHANLEY58 come9a o desenvolvimento de sua teoria fazendo alguns 

questionamentos a respeito de algumas hipoteses feitas no desenvolvimento das 

teorias apresentadas anteriormente. Na teoria do modulo tangente, e assumido 

que a barra permanece perfeitamente reta enquanto as deforma96es aumentam 

de um valor dado pela teoria do modulo tangente. Entretanto, nao ha nada que 

previne esta de fletir simultaneamente com um aumento de for9a axial. Sabre tais 

conditt6es, as deforma96es par compressao poderiam aumentar em um lado da 

se9ao transversal enquanto as deformact6es no outro lado permaneceriam 

constantes, ou, as deforma96es poderiam aumentar de forma diferente em ambos 

os Iadas. Se tais situa96es fossem assumidas, o modulo tangente poderia ser 

aplicado em toda a settao transversal da barra e carga de flambagem seria 

aquela dada pela teoria do modulo tangente. lsto criaria um paradoxa, pais se 

todas as deforma96es fossem iguais ou superiores aos valores dado pelo modulo 

tangente, a media das deforma96es seria superior a aquela dada pela teoria do 

modulo tangente. 

Por outro lado, uma das hipoteses envolvida na teoria do modulo reduzido 

tambem representa um paradoxa. Esta teoria se baseia na hipotese de que a 

barra permanece perfeitamente reta ate que a barra alcance a for9a critica axial. 

Entretanto, esta teoria tambem mostra que deforma96es reversas na se9ao 

transversal da barra sao necessarias para prover a barra adicional rigidez para 

que esta possa suportar um carregamento superior ao calculado pela teoria do 

modulo tangente. E impassive! haver deforma96es reversas em uma barra que 

permanece perfeitamente reta, ou seja, em uma barra em que nao esta 

flexionada. 

Baseado nos fatos mencionados anteriormente, SHANLEY10 declarou que a 

flexao em uma barra perfeitamente reta e carregada ira se iniciar assim que o 

carregamento previsto pela teoria do modulo tangente for alcanctado e que o 

maximo carregamento que uma barra perfeitamente reta pode alcan9ar esta 

compreendido entre as duas teorias apresentadas anteriormente. 0 problema de 

flambagem de barras no regime inelastico deve ser revisto tendo como base que 

o carregamento axial e a flexao da barra podem ocorrer simultaneamente. 
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4.5.1 Desenvolvimento Matematico 

Considere o modelo de barra mostrado na figura 4.5 na qual esta e 

representada por duas barras rigidas conectadas por uma celula de comprimento 

unitario deformavel formada por dais pequenos elementos (SHANLEY10
). 

Fazendo o equilibria em uma posi<;ao ligeiramente fletida, as dais elementos da 

celula se deslocam em dire<;oes opostas de uma distancia "e1" e "e2" conforme 

mostrado na figura 4.5. Os valores de "e1" e "e;' podem ser compreendidos como 

sendo as deforma<;oes que ocorrem quando a barra esta na posi<;ao ligeiramente 

fletida. E importante mencionar que "e," e "e2" podem assumir diferentes valores, 

o que indica uma combina<;ao de flexao com varia<;ao da for<;a axial. 
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Figura 4.5- Modele de barra proposto na teoria de Shanley10
• 

0 carga critica da barra pode ser facilmente encontrada fazendo os 

equilibrios de momenta interno e externo da barra. 0 deslocamento "d" pode ser 

expresso em termos de deforma<;ao como segue: 

d = uL = ~(e, + e2)L = !:(e, +e2) 
2 2 2 2 4 

(4.29) 

0 momenta externo na celula e dado por: 

PL 
Meld= Pd = 4 (e1 +e2) (4.30) 
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0 forc;;a axial em cada elemento da celula, devido a flexao, e representada 

por: 

P, = e,E,(A/2) e P2 = e2E2 (A/2) (4.31) 

E importante notar que E, e E2 indicam os valores para "E" para os quais 

estes sao considerados efetivos para cada elemento da celula. 

0 momenta interno na celula em relac;;ao ao ponto de rotula no centro do 

elemento pode ser expresso por: 

111 A1 AA 
M;nt = 2P1 + 

2 
P2 = 

2 
e,E, 2 + 2e2E2 2 = 4 (e1E1 +e2E2 ) (4.32) 

Fazendo o equilibria dos momentos internos com os momentos externos, 

chega-se ern: 

PL A 

4 (e, +e2 ) = 
4

(e1E1 +e2E2 ) 

que desenvolvida, o valor de "P" fica dado por: 

P = (A/L)[( e,E, + e2E2 ) I ( e, + e2 )] (4.33) 

Observa-se que a equac;:ao de Euler pode ser obtida fazendo E1=E2=E na 

equac;:ao (4.33). 0 mesmo pode ser dito a respeito da equac;;ao de Engesser que 

pode ser obtida fazendo E,=E2=E,. Se e assumido que em elemento da celula a 

tensao e aumentada e no outro elemento a tensao e diminuida, entao "E," passa 

ser expresso por "E1" e "E2" por "E", respectivamente. Chamando k = EIE,, entao a 

equac;:ao (4.33) fica representada por: 

P = (AE,/L)[(e, + ke2 ) I (e, + e2 )] 

a qual representa uma nova expressao para a formula de Engesser. 

Da equac;:ao (4.29), sabe-se que: 

4d/L = e1 + e2 e e, = (4d/L)- e2 

Substituindo a equac;:ao (4.35) em (4.34), obtem-se: 

P = AE, [1 + ..!::_(k -1)e
2

] 

L 4d 

(4.34) 

(4.35) 

(4.36) 

Uma outra expressao pode ser obtida para "P" se for considerado que 

quando o carregamento previsto pela teoria do modulo tangente e encontrado, o 

carregamento na barra continua a aumentar. 0 aumento da forc;;a axial e dado 
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pela diferenc;;a entre o carregamento no elemento "P1" e "P2". lsto pode ser 

expresso por: 

liP= P,- P2 = e,E,(A/2)- e2E2(A/2) = (A/2)E,( e,- ke2 ) (4.37) 

Substituindo o valor de "e1" dado na equac;;ao (4.35) em (4.37), chega-se 

em: 

(4.38) 

0 valor encontrado na equac;;ao (4.38) deve ser somado a carga crftica 

calculada pel a teo ria do modulo tangente para se obter o valor total para "P": 

P = A~, { 1 + [ 2d- ~ ( 1 + k )e2 ]} (4.39) 

Comparando a equac;;ao (4.39) com a equac;;ao (4.36), a seguinte equac;;ao 

pode ser obtida por: 

para o qual o valor de "e/ fica dado por: 

(4.40) 

Substituindo o valor de "e2" na equac;;ao (3.36), chega-se em: 

AE, [ 1 2d(k - 1) ] 
p -L- + k-1+2d(1+ k) 

a qual pode se reduzida para: 

(4.41) 

Sea razao "E,IE" for representada pelo sfmbolo usual .. , .. , entao a equac;;ao 

(4.41) fica expressa da seguinte forma: 

Chamando R=P/P1 , a equac;;ao (4.42) fica representada da seguinte 

maneira: 

(4.42) 

(4.43) 
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0 comportamento inelastico de uma barra segundo a teoria de Shanley 

(equac;:ao 4.42) e mostrado na figura 4.6 para valores de'= 0.5 e' = 0.75. Nesta 

figura, sao apresentados os deslocamento latera is "d" de uma barra em func;:ao de 

"R". E importante indicar que as equac;:oes (4.42) e (4.43) nao sao aplicadas 

quando o modulo tangente for igual a zero (E1=0). Se e assumido que o modulo 

tangente diminui como aumento da tensao (o que geralmente acontece), a curva 

ira aumentar para urn valor maximo e entao comec;:ara a cair. 

1,4 ... t = 0,5·- QHaru:la-G = oo-> R = 1 ~ 

1,2 
j 1--· 

1 ~ t = o, 75- Quando d = oo -> R = 1 1m 
• 

c:i: 
I 

- 0,8 
I a.. 
I II 0,6 1··-· ..... 

0::: I 

0,4 l -~ 

+----i 
0,2 r- ·-----j 

0 !. I ---------

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 

Deslocamento Lateral da Barra, d 

Figura 4.6 - Variac;:ao do carga axial com o deslocamento lateral da barra 
assumindo que E1 permanece constante (Fonte SHANLEY10). 

4.5.2 Compara~rao com a Teoria do Modulo Reduzido 

A equac;:ao para a carga critica de uma barra ira agora ser obtida tendo 

como base as hipoteses assumidas na teoria do modulo reduzido. Sera assumido 

que a barra permanece perfeitamente reta ate encontrar a carga critica fornecida 

pela teoria do modulo reduzido, para o qual a barra se flexiona. A obtenc;:ao da 

equac;:ao da carga critica assumido esta hipotese segue o desenvolvimento feito 

neste trabalho ate a equac;:ao (4.36). Agora, ao inves de assumir que pode haver 

aumento no carregamento da barra, sera assumido que L1P=O. Para tanto, tem-se 

que P1 = P2 e E1e1 = E2e2. Desta forma, chega-se em: 

e2 = e,(E,/E) = e1 /k (4.44) 

Substituindo a equac;:ao (4.44) em (4.35), obtem-se uma equac;:ao para "e2": 



e2 = (1 I k)[(4d/L)- e2 ] 

e2 = (4d I L)[ 1/(1+ k)j 
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(4.45) 

Substituindo a equac,;ao anterior na equac,;ao (4.36), pode-se obter a 

equac,;ao para a carga critica segundo a hipotese assumida na teoria do modulo 

reduzido: 

P, =A~, {1+[(k-1)1(k+1)]} (4.46) 

Nota-se que a equac,;ao (4.46) representa a equac,;ao (4.41) quando o valor 

de "d" se aproxima do infinito. Esta equac,;ao mostra que a teoria do modulo 

reduzido fornece o valor limite para uma barra comprimida axialmente quando o 

deslocamento lateral desta se aproxima do infinito, assumindo que o modulo 

tangente permanece constante. Desta forma, a carga limite prevista pela teoria do 

modulo reduzido nao pode nunca ser alcanc,;ada, mesmo que seja assumido que 

haja uma reduc,;ao do modulo tangente com o aumento da deformac,;ao. 

A equac,;ao (4.42) representa a teoria mais completa para o problema de 

carga critica de uma barra perfeitamente reta comprimida com carga passando no 

centro de gravidade da sec,;ao transversal, assumindo que a barra possa ser 

representada esquematicamente como mostrado na figura 4.5 e que o valor do 

modulo tangente permanec,;a constante durante a analise. 

4.5.3 Variac;;ao das Deformac;;oes com a Forc;;a Axial 

E possivel obter as equac,;oes que expressam as deformac,;oes nos dois 

elementos da celula a medida em que a forc,;a axial vai sendo aplicada na barra. 

Utilizando as equac,;oes (4.43), (4.35) e (4.40), as seguintes equac,;oes podem ser 

determinadas: 

2 k-R 
e, = L '(-:-~),..---
~ -(k+1) 
R-1 

2 R-1 
e2 = L '(-:-~)--
~ -(k+1) 
R-1 

(4.47) 

(4.48) 
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As equagoes anteriores somente se aplicam ap6s a barra iniciar a fletir, ou 

seja, ap6s a forga axial alcangar o valor previsto pela teoria do modulo tangente. 

A tensao de compressao para a forga axial igual a "P1" e dada pela seguinte 

expressao: 

P1/A = E1/L 

A deformagao correspondente ao estado de tensao apresentado 

anteriormente pode ser obtido do diagrama tensao-deformagao do material. Se a 

tensao estiver no campo elastico, a deformagao pode ser calculada por: 

e1 = P/AE = E1/EL = 1/kl (4.49) 

0 valor da deformagao apresentado acima e obtido quando R=1. As 

deformagoes adicionais em cad a elemento da celula, para valores alem de R=1, 

serao fornecidos em fungao da deformagao "e1", conforme apresentado a seguir: 

M 1 = 
2 

k(k-R) 

e1 (~) - (k + 1) 
R-1 

(4.50) 

lle2 = 
2 

k(R -1) 

e1 (~) -(k+1) 
R-1 

(4.51) 

Os valores das deformagoes para os elementos da celula analisada sao 

plotados na figura 4. 7 para um valor de k=1 ,333. 0 grafico apresentado 

representa a variagao das deformagoes em fungao do esforgo axial na barra. 

A figura 4.7 representa o comportamento de uma barra baseado em uma 

simplificagao do problema, conforme exposto no inicio deste desenvolvimento. 

SHANLEY10 ao iniciar a tentativa de explicar o comportamento de uma barra no 

campo inelastico requisitou a realizagao de um ensaio de um corpo-de-prova. 

Naquela ocasiao, o ensaio foi realizado em um corpo-de-prova de segao 

retangular feito de material aluminio. 0 corpo-de-prova foi dimensionado para 

apresentar flambagem no campo inelastico e foi instrumendado com "strain 

gages" em ambas as faces de forma a avaliar o comportamento das deformagoes 

nestas faces. 0 resultado deste ensaio e apresentado na figura 4.8. E importante 
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notar que na face onde as tensoes sao aumentadas, as deforma<;:oes aumentam 

mais rapidamente quando a carga critica tangente e encontrada, ao passo que as 

deforma<;:oes onde as tensoes sao reduzidas, decrescem suavemente. Ao se 

comparar o grafico obtido de urn ensaio de urn corpo-de-prova com o gratico 

obtido atraves da teoria proposta por SHANLEY10
, observa-se urn comportamento 

semelhante entre a teoria e a pratica. 
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Figura 4.7- Varia<;:ao da deforma<;:ao com a carga axial para uma barra hipotetica. 
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Figura 4.8 - Deforma<;:oes nas faces opostas obtidas em urn ensaio de uma barra 
retangular (fonte SHANLEY10

). 
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4.5.3 Considerac;:oes sobre a Teoria de Shanley 

Embora a analise anterior seja baseada em uma barra hipotetica, ela guarda 

uma certa semelhanc;:a com o problema real, como observado nas figuras 4.7 e 

4.8. Entretanto, caso se queira estender a analise para o caso geral, isto e 

apenas uma questao de matematica. Observando os resultados obtidos da teoria 

de Shanley, as seguintes conclus6es foram tiradas por ele atraves do 

desenvolvimento apresentado anteriormente: 

a) a equac;:ao do modulo tangente (Engesser) fornece a maxima forc;:a axial 

para o qual uma barra permanecera perfeitamente reta; 

b) a forc;;a axial que uma barra pode suportar pode exceder a carga prevista 

pela teoria do modulo tangente mas nao pode ser maior que a carga prevista pela 

teoria do modulo reduzido (esta afirma<;ao nao foi provada para o caso geral); 

c) cargas acima do valor dado pela teoria do modulo tangente irao causar 

deforma<;6es de flexao permanentes na barra; 

d) existirao algumas fibras da sec;:ao transversal que nao apresentarao 

tensoes superiores as tensoes dadas pelo modulo tangente; 

e) apos a carga tangente ser ultrapassada, as deforma<;6es de compressao 

irao aumentar mais rapidamente que a media das deformac;;oes da se<;ao 

transversal da barra; 

f) para os materiais utilizados na engenharia, a diminuic;;ao do modulo 

tangente com o aumento das deformac;;oes ira limitar a maxima for<;a que a barra 

pode suportar acima do modulo tangente; 

g) atraves das hipoteses utilizadas no desenvolvimento da teoria 

apresentada por Shanley, a barra apresentada por ele nao e capaz de suportar a 

carga prevista pela teoria do modulo reduzido, a nao ser que a barra esteja 

contida lateralmente enquanto a forc;:a axial na barra for aplicada; e, 

h) a carga prevista pela teoria do modulo tangente deve ser utilizada como 

base para a determinac;:ao da maxima carga que uma barra pode suportar no 

campo inelastico. 

0 modulo tangente pode ser considerado como urn valor conservador para 

a determinac;:ao da maxima capacidade de uma barra no campo inelastico. 

Entretanto, ao se pensar neste modulo para fins de engenharia, este apresenta 
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urn nivel de seguran<;:a quando comparado com o valor real que esta contido o 

valor fornecido pela teoria do modulo tangente e modulo reduzido. Conforme 

apresentado no item anterior "a", a sua utiliza<;:ao esta a favor da seguran<;:a pois 

representa o menor valor que uma barra pode suportar permanecendo 

perfeitamente reta. Por outro !ado, este modulo e fun<;:ao apenas das 

caracterfsticas do material que esta sendo utilizado, nao dependendo das 

caracterfsticas geometricas do perfil utilizado. Outra vantagem na utiliza<;:ao do 

modulo tangente, e que pode ser determinado uma forma simples atraves de 

ensaios de corpos-de-prova ou atraves de urn modelo matematico adotado. 

Levando em considera<;:ao o que foi mencionado anteriormente, o modulo 

tangente sera utilizado no presente trabalho para representar o comportamento 

de uma barra no campo inelastico. Para finalizar este capitulo, apresentar-se-a a 

seguir as influ€mcias das tensoes residuais no comportamento inelastico das 

barras. 

4.6 /nf/u{mcia das Tensoes Residuais 

Tensoes residuais sao tensoes que permanecem nas barras apos estas 

terem sido moldadas em urn produto final. Tais tens6es podem ser geradas 

dentro das barras de a<;:o por diversas razoes: resfriamento desigual das partes 

de urn perfil formado por chapas; abaulamento dos perfis durante a fabrica<;:ao; 

puncionamento de furos, opera<;:oes de corte das chapas do perfil durante a 

fabrica<;:ao e soldagem. Os efeitos mais importantes que causam as tensoes 

residuais sao os produzidos pelo resfriamento desigual das partes do perfil e 

pelos efeitos de soldagem. t: importante ressaltar que as tensoes residuais 

produzidas pela soldagem sao geradas pelo resfriamento desigual das chapas 

que compoem o perfil. 

Para perfis laminados, as tensoes residuais sao criadas nas barras de a<;:o 

da seguinte forma: as barras de a<;:o sao usualmente aquecidas ate urn estagio 

durante o processo de fabrica<;:ao. A medida que este come<;:a a se resfriar, as 

partes da se<;:ao transversal que apresentam rela<;:ao area sob volume maior irao 

perder calor mais rapidamente que as partes que apresentam rela<;:ao area sob 

volume menor. Este resfriamento desigual cria dentro do perfil urn equilibria de 
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tensoes na se!(ao transversal. As tensoes geradas sao chamadas de residuais 

pais permanecem no perfil ap6s a sua fabricayao. E importante mencionar que as 

tensoes residuais sao independentes da tensao de plastifica!(ao do material e 

dependentes das dimensoes, forma da se9ao transversal e dos fatores area sob 

volume das partes em resfriamento. 

Em se96es de perfis laminados e perfis "H" que apresentam mesas, ap6s a 

fabricayao, as regioes das mesas irao se resfriar mais rapidamente que as 

regioes da alma. As pontas da mesa do perfil apresentarn maior exposi!(ao ao ar 

e por isso resfriam mais rapidamente que a regiao onde ocorre a jun!(ao da mesa 

com a alma. Assim, tensoes residuals de compressao irao surgir na regiao das 

extremidade das mesas e na regiao central da alma. Por outro lado, tensoes 

residuais de tra!(ao surgirao na regiao de junyao entre a alma e mesa. Na figura 

4.9 e apresentada uma distribui9ao padrao de tensoes residuals em urn perfil 

laminado. Varia96es consideraveis das tensoes residuais de compressao e tra9ao 

sao esperadas pais esta e fun!(ao do tipo de se!(ao transversal, de suas 

dimensoes, da temperatura de fabrica!(aO, das condi96es de resfriamento e das 

propriedades do material (GALAMBOS25
). Conforme verificado por BJORHOVDE 

et al59
, a medida que as espessuras dos perfis variam e estes se tornam mais 

pesados, as tensoes residuals variam de forma significativa. Nota-se tambem que 

a distribui9ao das tensoes residuals nos perfis e chapas nao sao uniformes na 

espessura. A medida que a espessura varia, a diferen9a entre as tensoes na 

superficie e no interior se tornam consideraveis. Entretanto, verificou-se que a 

carga critica calculada considerando a distribui!(aO completa das tensoes 

residuals ao Iongo da se!(ao transversal e urn pouco inferior a calculada 

considerando a distribui!(ao constante com a espessura e igual a medida de 

superficie da se!(ao transversal (GALAMBOS25
). 
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Figura 4.9 - Distribui<;:ao padrao de tensoes residuais em um perfil "I" laminado 

(Fonte SALMON E JOHNSON60
). 

Os perfis soldados formados por associa<;:6es de chapas sao mais 

susceptiveis as tensoes residuais que os perfis laminados. As chapas geralmente 

apresentam pequenas tensoes residuais devido ao resfriamento uniforme que 

estas apresentam ap6s a fabrica<;:ao. Entretanto, devido a necessidade de se 

aplicar calor nestas chapas para moldar o perfil atraves da solda, o subsequente 

resfriamento nao uniforme e restri<;:ao contra a distor<;:ao causam altas tensoes 

residuais. Uma distribui<;:ao media de tensoes residuais para perfis soldados e 

apresentada na figura 4.1 0. E importante notar que as tensoes residuais de 

compressao que ocorrem nas extremidades da mesa sao maiores que em um 

perfil "H" laminado. Desta forma, a resistencia de tais barras sera menor que a de 

um mesmo perfil laminado. Por outro lado, para a se<;:ao caixao soldada, as 

tensoes residuais de tra<;:ao nas regioes dos cantos contribuirao muito para a 

rigidez da barra e desta forma, as resistencias desta sera superior a de barra 

caixao laminada com a mesma esbeltez. 

(64 MPa) 

~ 
~~(140MPa) 

(140 AfPa.) 

Compr~ss-6o 

(140 MPa) 

4fi1TiliDIDh, 
, ~(280 A/Pa.} 

Figura 4.10 - Distribui<;:ao tipica de tensoes residua is em perfil soldados 
(Fonte SALMON E JOHNSON60

). 
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Figura 4.11 - Relac,:ao tensao- deformac,:ao para perfis metalicos. 
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Neste ponto, questiona-se se as formulas apresentadas nas teorias do 

modulo tangente e modulo reduzido ainda sao aplicaveis. Pode-se afirmar que 

estas teorias sao aplicaveis mas nem todas as fibras da sec,:ao transversal podem 

ser consideras como tencionadas com o mesmo nivel de tensao quando se aplica 

uma forc,:a axial nesta barra. 0 modulo tangente (E,) em uma determinada fibra da 

sec,:ao transversal nao e o mesmo para uma fibra adjacente. Considere um perfil 

laminado sujeito a presenc,:a das tens6es residuals na sec,:ao transversal. Devido a 

presenc,:a destas tens6es, o diagrama tensao-deformac,:ao para esta barra fica 

representado pela curva nao linear conforme apresentado na figura 4.11. As 

deformac,:oes ao Iongo da sec,:ao transversal da barra e representada na figura 

4.11 pela media das deformac,:oes. Nota-se que as tens6es residuals em material 

elasto-plastico causam o mesmo efeito que os obtidos nos materiais tais como 

aluminio, o qual nao e linearmente elastica quando este nao contem tens6es 

residuais. Como se pode observar, o conceito do modulo tangente se aplica a 

materiais com a presenc,:a das tens6es residuais sendo que a maxima carga em 

uma barra no campo inelastico pode ser obtida utilizando o modulo tangente 

obtido da relac,:ao tensao-deformac,:ao do material que foi obtida com a presenc,:a 

das tens6es residua is. 



Capitulo 5 

Aplicac;ao do Estudo da lnelasticidade de barras 

5.1 /ntroduc;ao 

Conforme apresentado no capitulo 4, o modulo tangente sera utilizado neste 

trabalho para representar o comportamento inelastico das barras. Para tanto, 

torna-se necessaria determina-lo para que este possa ser utilizado na analise de 

estruturas reticuladas. 0 modulo tangente pode ser obtido atraves das curvas de 

tensao-deforma<;:ao do material. Estas curvas podem ser geradas atraves de 

metodos experimentais ou numericos. Neste sentido, estes metodos serao 

apresentados no decorrer deste capitulo, ilustrando as formas de determina<;:ao 

das curvas de tensao-deforma<;:ao do material. 

As normas e especifica<;:6es utilizam expressoes para representar o 

comportamento inelastico das barras acima do limite de proporcionalidade do 

material. Estas expressoes podem ser modificadas e desenvolvidas de tal forma 

que estas possam ser utilizadas para avaliar a redu<;:ao do modulo de elasticidade 

(E,) a medida que a barra for solicitada com tensoes superiores ao limite de 

proporcionalidade do material. 0 estudo destas expressoes sera feito com o 

objetivo de se introduzir estas na analise nao linear geometrica e fisica do 

material. Este tipo de analise sera desenvolvida no final deste capitulo. Ao final, 

exemplos serao apresentados ilustrando este tipo de analise. 
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5.2 Formas de Determinar;lio da Curva Tenslio-Deformar;lio 

Utilizando-se as curvas de tensao-deformac;:ao para as barras de ac;:o, e 

possivel acompanhar a reduc;:ao da capacidade portante de uma barra por efeito 

de nao linearidade fisica do material a medida que a tensao nesta vai 

aumentando ate que esta alcance a instabilidade ou simplesmente se plastifique. 

A introduc;:ao deste efeito e possivel atraves da determinac;:ao do modulo de 

elasticidade tangente obtido da curva tensao-deformac;:ao. Estas curvas podem 

ser obtidas atraves de do is metodos: experimental e numerico. 

5.2.1 Metodo Experimental para Determina~rao da Curva Tensao-Deforma~rao 

Considere urn corpo de prova cortado de uma barra de ac;:o. Ao se realizar 

urn ensaio neste corpo-de-prova, a relac;:ao tensao-deformac;:ao que se obtem e 

apresentada na figura 5.1 atraves das linhas tracejadas "AEC". Este 

comportamento e designado de elasto-plastico perfeito pais todas as fibras do 

material permanecem perfeitamente elasticas ate alcanc;:ar a tensao de 

plastificac;:ao do material. Por outro lado, ao se realizar urn ensaio em urn barra de 

ac;:o de pequeno comprimento e pequena esbeltez, a relac;:ao tensao-deformac;:ao 

ira se diferenciar da obtida do ensaio realizado com o pequeno corpo-de-prova 

cortado desta mesma barra conforme mostrado na figura 5.1 atraves das linhas 

cheias. Quando urn certo estado de tensao for alcanc;:ado na barra, a relac;:ao 

tensao-deformac;:ao segue a curva "ABC" ao inves da curva "AEC". Este 

fen6meno e atribuido a presenc;:a das tens6es residuais e/ou excentricidades de 

aplicac;:ao de carga presentes nas barras e e chamado de nao linearidade fisica 

do material. 
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Figura 5.1 - Relac;:ao tensao - deformac;:ao para perfis metalicos. 
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Este fen6meno pode ser representado de forma simples utilizando como 

exemplo urn perfil laminado ''I" com as distribuic;:oes de tensoes residuals para a 

mesa e alma apresentadas na figura 5.2. A medida que a forc;:a axial e aplicada 

na sec;:ao transversal da barra, a distribuic;:ao de tensao em toda a sec;:ao 

transversal mudara em estagios conforme apresentado na figura 5.3. Quando a 

tensao em uma fibra da sec;:ao transversal igualar ou exceder a tensao de 

plastificac;:ao do material, aquela fibra ira se plastificar e qualquer incremento de 

forc;:a axial sera suportada pelas fibras que ainda permanecem elasticas. E 

possfvel perceber atraves da figura 5.3 que a plastificac;:ao da sec;:ao transversal e 

urn processo gradual. As fibras que apresentam valores altos de tensoes de 

compressao irao se plastificar mais rapidamente que as fibras que apresentam 

valores baixos de tensoes de compressao ou trac;:ao devido a presenc;:a das 

tensoes residuals. Por fim, as fibras que apresentam tensoes residuals de trac;:ao 

irao se plastificar a medida que o forc;:a axial e aumentada. Devido a este 

processo gradual de plastificac;:ao de toda a sec;:ao transversal, a curva tensao

deformac;:ao nao se comporta mais linearmente, seguindo uma curva suave da 

fase elastica para a fase completamente plastica (curva "ABC" na figura 5.1 ). 

I 

+ 

Figura 5.2 - Distribuic;:ao de tensoes residua is em urn perfil "I". 

Com a curva tensao-deformac;:ao obtida atraves do metodo experimental, e 

possfvel determinar o modulo tangente (E,) do material atraves da inclinac;:ao 

desta mesma curva para urn determinado estado de tensao na barra. Desta 

forma, e possivel fazer a reduc;:ao da capacidade portante da pec;:a estrutural por 

efeito de nao linearidade fisica do material por forc;:a axial e/ou flexao. 
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Figura 5.3 - Mudan<;:a nas distribui<;:oes de tensoes na alma e mesa de um 

perfil "I" a medida que a for<;:a axial na barra e aumentada. 

5.2.2 Metodo Numerico para Determina~tao da Curva Tensao-Deforma~tao 
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Para gerar uma curva de tensiio-deforma<;:iio numericamente para uma 

determinada barra de a<;:o, inicialmente adota-se uma distribui<;:iio de tensoes 

residuais padriio na se<;:iio transversal do perfil. Ap6s este passo, a mesma se<;:iio 

transversal deve ser subdividida em um numero de pequenos elementos 

conforme mostrado na figura 5.4. Considere "A"/' como sendo a area dos "j" 

elementos em que a se<;:iio transversal foi dividida e "A.
1
" como sendo a area da 

se<;:iio transversal que ainda permanece elastica. A curva de tensiio-deforma<;:iio 

pode ser tra<;:ada da seguinte forma: 

Elemento 

0 d• 

.A'nra. ~ 

Figura 5.4- Discretiza<;:iio de uma se<;:iio transversal. 
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a) lnicialmente, e necessaria especificar urn incremento de deformac;ao "L'>s1
" 

(uma quantidade negativa) que sera aplica em toda a sec;ao transversal da barra 

em urn determinado ciclo "i". 

b) Calcula-se o valor de incremento de tensao "L'>cr
1
" ocasionado pelo 

incremento de deformac;ao "L'>s1
" para todos os elementos que ainda 

permaneceram elasticos conforme apresentado abaixo: 

(5.1) 

sendo, "E" o modulo de elasticidade elastico da barra. 

c) 0 atual estado de tensao "cr1
" para os elementos que ainda permanecem 

elasticos pode ser obtido pela seguinte expressao: 

(5.2) 

sendo "cr," o valor da tensao residual presente em cada elemento de area em que 

a sec;ao transversal foi dividida sendo o valor positivo se a tensao residual for de 

trac;ao e negativo se for de compressao. 

d) Neste estagio, e necessaria verificar as tensoes presentes em cada 

elemento da sec;ao transversal: 

1) Se lcr
1
1 = crY , este elemento se plastificou. Logo, a area deste elemento 

deve ser subtraida da area da sec;ao transversal que ainda permanece elastica: 

(5.3) 

sendo, "A1.i' a area da sec;ao transversal que ainda permanece elastica no ciclo "i" 

e "A1
-'.

1
" a area da sec;ao transversal que ainda permanece elastica no final do 

ciclo "i-1 ". Aplica-se os mesmo procedimento para os demais elementos. 

2) lcr
1
1 < cry , o elemento ainda permanece elastico. Verifica-se o proximo 

elemento. 

3) lcr
1
1 > cry , o estado de tensao no elemento e maior que a tensao de 

plastificac;ao do material. Torna-se necessaria diminuir a escala de incremento 

das deforrnac;oes "L'>s1
" para fazer com que este elernento alcance a tensao de 

plastificac;ao sem ultrapassa-la. lsto e feito atraves de urn fator "r" dado por: 

cr - cri-1 
r = Y . 

L'>cr' 
(5.4) 
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sendo, "cri·'" o estado de tensao no elemento no final do ciclo anterior. Neste 

estagio, torna-se necessaria voltar ao passo "b" e substituir "!lEi" por "rl>Ei" e 

refazer os passos "c" e "d". 

e) 0 proximo passo e calcular o incremento "!>Pi" correspondente ao 

incremento de deformar;:ao "!lEi": 

(5.5) 

f) Calcula-se a tensao media para o incremento "t>dm./ no final do ciclo "i": 

(5.6) 

g) Com a tensao media "t.crime/ , calcula-se a tensao total media da ser;:ao 

transversal da barra: 

i i-1 A i 
0' mcd = 0" med + L.lO' med (5.7) 

h) Finalmente, avalia-se o estado atual de deformar;:ao na ser;:ao transversal 

da barra: 

(5.8) 

Para cada valor calculado da deformar;:ao no passo "h", existe um 

correspondente valor para a tensao media calculada no passo "g". Desta forma, 

repetindo o processo explicado anteriormente ate que a ser;:ao transversal do 

perfil se plastifique completamente, e possfvel trar;:ar a curva que represente as 

tensoes medias atuante no perfil pelas correspondentes deformar;:oes. Esta curva 

representa numericamente o comportamento tensao-deformar;:ao para o material. 

Com esta curva, e possfvel determinar o modulo tangente (E,) atraves da 

inclinar;:ao da curva para cada estado de deformar;:ao. 

Para cada valor de incremento "t>P", este e expresso par: 

(5.9) 

sendo, "A" a area da ser;:ao transversal e "!lcrme/ a media do incremento das 

tensoes da ser;:ao transversal. Por outro lado, "t>P" pode ser relacionado com "t>s" 

atraves de: 

(5.1 0) 

sendo, "E" o modulo de elasticidade e "A.1" a area da ser;:ao transversal que 

permanece elastica. 
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lgualando a equac;:ao (5.9) com (5.10), chega-se em: 

(5.11) 

A equac;:ao (5.11) pode ser reordenada, ficando expressa da seguinte forma: 

L\cr med E Ael 
---"-""'-=--

[\{; A 
(5.12) 

Como o modulo tangente (E,) e dado pela inclinac;:ao da curva tensao-

deformac;:ao, entao este pode ser obtido atraves da seguinte expressao: 

EA., 

A 
(5.13) 

E importante ressaltar que a "A • .fA" pode ser facilmente determinado no 

procedimento numerico apresentado anteriormente. Caso seja de interesse, 

existe a possibilidade de se introduzir uma excentricidade de aplicac;:ao de carga e 

flexao no procedimento descrito anteriormente. Esta excentricidade tara com que 

os elementos de area sejam solicitados nao apenas por forc;:a axial mas tambem 

por efeito de flexao. Assim, os elementos de area que apresentem tensoes 

residuais de compressao alcanc;:arao mais rapidamente a tensao de plastificac;:ao. 

E importante ressaltar que a curva obtida atraves deste procedimento dependera 

do eixo da barra em que a flexao esta sendo introduzida, da forma geometrica da 

sec;:ao transversal e das distribuic;:ao das tensoes residuais que foi adotada para o 

perfil. 

5.3 Aproximat;oes Utilizadas para a Determinat;ao do Modulo Tangente 

Conforme mencionado anteriormente, o modulo de elasticidade tangente 

pode ser utilizado para reduzir a capacidade portante de uma pec;:a estrutural de 

ac;:o devido ao efeito de nao linearidade fisica do material. 0 modulo tangente 

pode ser obtido atraves das equac;:oes que sao utilizadas para o 

dimensionamento das barras de ac;:o. As curvas de flambagem utilizadas pelas 

normas e/ou especificac;:oes foram desenvolvidas baseadas em ensaios feitos em 

laboratorio em corpos de prova ou atraves de metodos numericos onde se 

assumiu uma distribuic;:ao de tensoes residuais para um determinado perfil e/ou 

tambem uma determinada excentricidade de aplicac;:ao de carga. A seguir, serao 

apresentadas algumas curvas que serao utilizadas para realizar a reduc;:ao da 
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capacidade portante de uma barra devido ao efeito de nao linearidade fisica do 

material (obtenc;:ao do modulo tangente). 

5.3.1 Curva Proposta pelo "Column Research Council" 

0 "Column Research Council - CRC" recomendou na primeira e segunda 

edigao do seu guia33 que o comportamento de barras na fase inelastica poderia 

ser representado por uma parabola da seguinte forma: 

cr =cr -B(KL)2 
cr y r (5.14) 

sendo, "crc,'' a tensao critica na barra, "cry'' a tensao de plastificagao do material, 

"KL" o comprimento efetivo de flambagem da barra, e "r'' raio de girac;:ao da sec;:ao 

transversal da barra. 

No campo elastica, o comportamento da barra pode ser representado pela 

equac;:ao de Euler. 0 ponto de intersec;:ao entre o campo elastica e inelastico foi 

escolhido ser igual a crc, = 0,5cry (CHEN E LUI9
). 0 numero 0,5 e um valor 

conservador da maxima medida da tensao residual presente nos perfis laminados 

que apresenta um valor media em torno de 0,3cry. Para se obter uma transic;:ao 

suave da hiperbole de Euler para a parabola que representa o campo inelastico, 

mantendo um compromisso entre a flexao em torno do eixo de maior e menor 

inercia, o valor da constante "B" foi escolhido ser igual a "cr2/4rc2E". A esbeltez 

correspondente ao ponto de intersec;:ao da curva de Euler com a curva para a 

fase inelastica proposta pelo "CRC" e chamado de "Cc" e expresso pelo seguinte 

valor: 

(5.15) 

Substituindo o valor de "B" na equac;:ao (5.14) e lembrando que o valor de 

"Cc" dado pela equac;:ao (5.15), a curva do "CRC" assume a forma de uma 

parabola para valores de esbeltez menores ou igual a "Cc" e a curva do "CRC" 
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assume a forma de uma hiperbole para valores superiores a "Cc" conforme 

apresentado abaixo: 

a [1- (KL/rt] KL <C 
y 2C r - c 

c 

O'er = n
2
E KL C 

(5.16) 

(Krlr 

> c 
r 

Com o proposito de comparac;:ao, as equac;:oes apresentadas acimas podem 

ser escritas em termos de quantidades adimensionais "a/cry" e "A.c": 

~ = {1- 0,25A.~ A0 :0: J2 
cry 1/A.~ A.c > J2 

(5.17) 

sendo, "cry" a tensao de plastificac;:ao da barra e "A.c" urn parametro de esbeltez 

dado por A.c = (KL/r)~crY/n 2 E . 

Fazendo a relac;:ao entre a curva de Euler e a curva proposta pelo "CRC" 

para o campo inelastico conforme apresentado em SMITH61
, e possivel obter: 

(J CRC Euler 4 

(JCRC-Inelas. = (4- A~) A~ 
(5.18) 

Lembrando que crcRc-euter = n2
E /(KL/r)

2 
e crcRc-tnetas. = n2

E1 /(KL!rf, a equac;:ao 

anterior fica expressa da seguinte forma: 

(5.19) 

Utilizando a equac;:ao (5.17), e passive! expressar a equac;:ao (5.19) em 

termos do parametro adimensional "a/cry". Fazendo-se as devidas reordenac;:oes, 

chega-se em: 

(5.20) 

A equac;:ao (5.20) e plotada na figura 5.5 (cor verde). Nota-se que o modulo 

de elasticidade permanece constante ate o valor de a = 0,50cry. Apos a tensao 

axial ultrapassar este valor, o modulo elastica e reduzido gradativamente para o 
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modulo tangente ate que quando o valor de "cr" se iguala ao valor de "cry", o 

modulo tangente se reduz a praticamente zero. E importante ressaltar que a 

curva proposta pelo "CRC-Et" implicitamente inclui os efeitos de tensoes residuais 

que estao presentes nos perfis metalicos (CHENE TOMA62
). 

1 

0,8 

UJ 0,6 

UJ 0,4 

0,2 + 

-Et/E-ASD 

-Et/E- LRFD 

Et/ E - curva b 

Et/ E - curva c 

0 --- --~---------'---~----'! 

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 

cr I crt 

Figura 5.5- Redut;:ao do modulo de elasticidade em funt;:ao da fort;:a axial 

5.3.2 Curva Proposta pela "AISC Load and Resistance Factor Design-LRFD" 

A especificat;:ao "LRFD36
" e baseada no metodo dos estados limites, 

enquanto a especificat;:ao "ASD3
", no metodo das tensoes admissiveis. Da mesma 

forma que na especificat;:ao "ASD", o comite da especificat;:ao "AISC Load and 

Resistance Factor Design- LRFD" decidiu continuar utilizando apenas uma curva 

para determinar a maximo esfort;:o axial que uma barra consegue suportar no 

campo inelastico. A equat;:ao proposta foi escolhida para ajustar o mais proximo 

possivel a curva 2 apresentada no guia "Guide to Stability Design Criteria for 

Metal Structures - SSRC" (SALMON E JOHNSON60
). Entretanto, esta curva foi 

modificada para refletir uma imperfeit;:ao geometrica ao Iongo da barra na forma 

de uma curva senoidal com uma amplitude no meio do vao da barra de (1/1500)L, 

sendo, "L" o comprimento da barra. A equat;:ao da curva proposta e apresentada 

a seguir: 

.5!__ = {exp[~ 0,419/c~] 
cry 0,877/ P.~ 

(5.21) 
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sendo que o valor de "Ac" ja foi definido anteriormente. Como se pode perceber, a 

curva para o campo elastica apresentada pela "LRFD" difere da curva de Euler 

pelo fator "0,877" presente na sua equagao. 

De acordo com HARICHANDRAN63
, e possfvel fazer uma relagao entre a 

curva proposta pela "LRFD" para o campo elastica com a curva proposta pelo 

"LRFD-E1" para o campo inelastico atraves das equagoes apresentadas 

anteriormente. Procedendo desta forma, chega-se em: 

cr LRFD-Euler = 0,877 A < 15 

cr LRFD-Inelas. A~ exp [- 0,419 A~ l c - ' 

(5.22) 

A equagao para o campo elastica e expressa por crLRFD-Euler= n2E/(KL/r)2 e a 

para o campo inelastico dada por crLRFD·Inelas.= n2E/(KL!rf Assim, a equagao 

anterior pode ser expressada da seguinte forma: 

E 0,877 

E.= A~ exp [-0,419"-~ J 
(5.23) 

Utilizando a equagao (5.21 ), e possfvel expressar a equagao (5.23) em 

termos do parametro adimensional "cr/cry"· Fazendo-se as devidas reordenagoes, 

chega-se em: 

~~ = ~- 2,7243 ~ ln [ ~] CT > 0,39a-y 

1 (T :o; 0,39a-y 

(5.24) 

A curva apresentada acima e utilizada para representar a variagao do 

modulo de elasticidade para o campo inelastico das barras. Esta curva tambem e 

plotada na figura 5.5 (cor vermelha). Nota-se que o modulo de elasticidade 

permanece constante ate o valor de cr=0,39cry. Apos a tensao ultrapassar este 

valor, 0 modulo elastica e reduzido gradativamente para 0 modulo tangente ate 

praticamente zero quando o valor da tensao se iguala a forga de escoamento 

(cr=cry)· Como pode-se verificar, existe uma pequena diferenga entre as curvas 

propostas pelo "CRC" e "LRFD". A redugao da capacidade portante da barra dada 

pela curva da "LRFD-E1" inicia-se para urn valor de "0,39cr/. enquanto para a 

curva do "CRC-E1" inicia-se para urn valor de "0,50cry"· E importante ressaltar que 

a curva proposta pelo "LRFD-Ei' implicitamente inclui os efeitos de tensoes 
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residuais e imperfeic;:oes geometricas que estao presentes nos perfis metalicos 

(CHEN E TOMA62
). A principal diferenc;:a entre as curvas e que a curva proposta 

pelo "CRC-Et" nao inclui os efeitos de imperfeic;:oes geometricas. Assim, a ultima 

curva citada e mais apropriada para representar o comportamento inelastico de 

barras tracionadas, pais a inclusao de imperfeic;:oes geometricas para estas 

barras favoreceria o seu comportamento na trac;:ao. Por outre lado, a curva 

proposta pela "LRFD-Et" e mais recomendada para representar o comportamento 

de barras comprimidas pais leva em considerac;:ao tanto o efeito de tensoes 

residuais como imperfeic;:oes geometricas, sendo que ambos os efeitos 

contribuem para diminuic;:ao da capacidade portante de uma barra flexo

comprimida. Ambas as curvas apresentadas anteriormente sao plotadas em 

funyao da tensao e deformac;:ao especifica na figura 5.6. A titulo de comparac;:ao, 

e apresentada a curva para urn material elasto-plastico perfeito representado 

pela curva em azul. Como pode-se perceber, as curvas propostas pelo "CRC-Et" 

e "LRFD-Et" sao nao lineares a partir de urn certo ponte da relac;:ao "cr/cry"· 

-- - - - - -;- - - - - - - - - 1 --~ - -~ 

,- i - ~ - - tl,~ -:- - - -

- - - - tl,u ~. - - - --Elasto-Piastico 

tl,4 -i -- - --Et CRC 

cr I crY ~----~--+-
' -3-----2-- ---4 

' ------1--

' _, 

---_I 
--tJ.~ 

~--~~~~---~ 

--Et-LRFD 
' ----+------1------
, 

- - - - t - - - - -z- - - - - 3 
' 

-- _L-- -- -!-- -- ---' 

____ J_ __ _ 

Figura 5.6 - Relac;:ao forc;:a axial e deformac;:ao para as curvas propostas pelo 
"CRC - Et" e "LRFD - E1". 
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A norma brasileira "NBR 8800 - Projeto e Execur;:ao de Estruturas de Ar;:o de 

Edificios44
" apresenta quatro curvas de flambagem para a determinar;:ao da 

resistencia de calculo de barras axialmente comprimidas. Estas curvas 

expressam o comportamento da barra tanto no campo elastico quanto no campo 

inelastico. A diversidade de curvas se deve ao fato de que os resultados obtidos 

em ensaios de prot6tipos serem funr;:oes dos tipos ser;:ao transversal analisados, 

o quais sao diferentes, dependendo do tipo de processo utilizado na fabricar;:ao, 

das diferentes relar;:oes entre as espessuras das chapas utilizadas, do tipo do 

grau do ar;:o utilizado, dos diferentes eixos de flexao analisados, etc. Desta forma, 

os resultados obtidos variam consideravelmente para cada tipo de perfil ensaiado 

sendo necessaria a obtenr;:ao de varias curvas para representar o comportamento 

dos perfis metalicos. 

Esta diversidade de curvas presentes na norma brasileira se deve ao fato 

desta ser baseada na especificar;:ao europeia "European Recommendations for 

Steel Construction - ECCS64
" a qual adota varias curvas para representar o 

comportamento de barras axialmente comprimidas. As curvas utilizadas pelo 

"ECCS" foram inicialmente obtidas atraves de uma variedade de resultados de 

ensaios realizados. Desta forma, esta curvas nao foram derivadas diretamente de 

uma formular;:ao analitica. Esta deficiencia somente foi superada quando Maquoi 

e Ronda! examinaram a possibilidade de expressar as curvas de flambagem 

propostas pelo "ECCS" atraves de uma formular;:ao analitica 

(BALLIO & MAZZOLANI65
). Como as curvas utilizadas na norma brasileira tiveram 

sua origem no trabalho proposto por Rondai-Maquoi, o desenvolvimento desta 

formular;:ao e de grande interesse e sera apresentada a seguir neste trabalho. A 

utilizar;:ao de apenas uma curva para representar o comportamento dos perfis 

metalicos axialmente comprimidos, que as especificar;:oes "ASD" e "LRFD" fazem 

uso, tern como vantagem facilitar o dimensionamento das per;:as estruturais. 

Entretanto, dependendo dos tipos de perfis que estao sendo dimensionados, 

pode acontecer de o valor encontrado para a maxima carga axial ser subestimado 

(o valor encontrado esta abaixo da real capacidade da per;:a estrutural) ou 
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superestimado (o valor encontrado esta acima da real capacidade do perfil, contra 

a seguran9a). lsto acontece porque quando se utiliza apenas uma curva, esta nao 

consegue representar o comportamento de todos os perfis metalicos existentes. 

A expressao matematica proposta por Rondai-Maquoi para uma barra com 

imperfeivao inicial pode ser desenvolvida assumindo que a maxima tensao e 
encontrada quando a plastificavao ocorre na fibra mais tencionada. 

Matematicamente, isto pode ser expresso da seguinte forma: 

p M 
-+-=1 
PY My 

(5.25) 

Conforme apresentado por CHEN & LUI 9
, o momento em uma barra com 

imperfeivao inicial (assumindo que esta imperfeivao pode ser representada por 

uma sen6ide) e dado por: 

M=( 
1 )P8

0
sennx 

1- p /PEuler L 
(5.26) 

sendo, "80" o deslocamento no meio da barra ou a imperfeivao inicial da barra 

adotada. 

Assumindo que o maximo momento em uma barra com imperfeivao inicial 

ocorre no meio desta (x=L/2), o momento maximo fica dado por: 

M= P.So 

1- P/PEuler 
(5.27) 

Substituindo a equavao (5.27) em (5.25), a segunda fica expressa por: 

£:.._+ P.So 1 

Py (1- P/PEuler) MY 

ou por: 

(5.28) 

_2 _2 

Lembrando que MY = Wcry e que "A " pode ser expresso por A = P /PEuler e 

definindo o parametro 11 = 80A I W, a expressao acima fica representada por: 



p 

p py 
-+ 11=1 p p _2 

v 1--A 
py 
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(5.29) 

E passive! expressar a equac;:ao (5.29) em termos do parametro 

adimensional "P/Pv" que representa o valor "p" definido na norma "NBR 8800". 

Fazendo-se as devidas reordenac;:oes, chega-se: 

p (1+11+~)-
p = -py = ------'-2-lo-2 -----

( 
2)2 2 

1+11+l -4l 

(5.30) 

0 problema consiste em escolher corretamente o fator adimensional de 

imperfeic;:ao "11" para poder gerar as curvas propostas pela especificac;:ao 

europeia. Lembrando que "1/W = c", o parametro "11" pode ser desenvolvido de 

forma que este fique representado pela seguinte expressao: 

80c 
11=7 (5.31) 

sendo, "c" a distancia da fibra mais afastada na sec;:ao transversal e "r" o raio de 

girac;:ao da sec;:ao transversal. 

A imperfeic;:ao geometrica pode ser representada por "KL/m", que substituida 

na expressao anterior fornece: 

KL c 
11=-

r mr 

e lembrando que KL/r = A, chega-se em: 

c 
11=A

mr 
(5.32) 

sendo "m" o parametro de imperfeic;:ao da barra, "K" parametro de flambagem e 

"L" comprimento da barra. 

Sendo A = 5: rc [f. e substituindo este valor na equac;:ao (5.32), esta fica 
VPY 

expressa da seguinte maneira: 

(5.33) 
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0 termo entre parenteses e uma constante que depende do tipo de ac;:o 

utilizado, do grau de imperfeic;:ao geometrica adotado, do tipo de sec;:ao 

transversal da barra que esta sendo analisada, das configurac;:oes das tensoes 

residuais que estao presentes no perfil, etc. Esta constante foi chamada na 

especificac;:ao europeia e na norma brasileira de "a". Substituindo "a" na equac;:ao 

(5.33), esta finalmente fica expressa por: 

(5.34) 

As curvas propostas pelo "SSRC" sao caracterizadas pela existencia de um 

patamar na regiao de esbeltez entre 0 ~ A ~ 0,2 pois para estas esbeltezes, os 

perfis metalicos ap6s serem ensaiados conseguiram atingir completamente a 

plastificac;:ao (p = P/PY =1 ). Para se levar em considerac;:ao este efeito, a 

expressao para "11" foi modificada e outras expressoes foram propostas: 

111 = a 1(5:- 0,2) 

11 2 = a 2 ~t- 0,04 

113 = a 3 (5:- 0,2)
2 

2 

114 a 4 (l- 0,04) 

(5.35) 

Os valores dos parametres "a" para cada curva da especificac;:ao europeia 

foram determinados de tal forma a minimizar a soma das dispersoes (L-.P)2 entre 

os valores te6ricos computados pela relac;:ao analitica proposta e os valores 

dados pelo "ECCS". Este estudo foi realizado variando as esbeltezes "A" entre os 

valores de 0,2 a 3,61 em incrementos de 0, 1. Foi verificado que a prime ira e 

segunda expressoes "11,'' e "11 2" ofereceram os melhores resultados 

(BALLIOs MAZZOLANI65
). No campo de aplicac;:ao das curvas entre as 

esbeltezes 0,6 ~ A ~ 2,1, a curva obtida substituindo o valor de "11 2" na equac;:ao 

(5.30) e mais satisfat6ria pois minimiza o erro neste intervalo. Porem, quando se 

leva em considerac;:ao a esbeltez variando entre 0,2 a 3,61, a curva obtida 

substituindo o valor de "11,'' produz um minimizac;:ao dos erros melhor que quando 

"112" e utilizado (BALLIO s MAZZOLANI65
). A especificac;:ao europeia adota como 

parametro "11" o valor dado pela primeira expressao "11 1" enquanto a norma 
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brasileira utiliza a expressao "11 2" para representar as curvas desta norma. 

Substituindo o valor de "11z" na equar;;ao (5.30), a equar;;ao da norma brasileira 

pode ser obtida: 

2 
(5.36) 

2l 

A tabela 5.1 apresentada os valores de "a" para as quatro curvas da norma 

brasileira e o erro em porcentagem obtido entre o valor calculado pela expressao 

analftica e valor dado pela recomendar;;ao "ECCS". Os maximos erros 

encontrados entre o intervalo de" 'A" entre 0,6 e 2,1 tambem sao apresentados. 

Tabela 5.1 - Erros maximos encontrados entre a expressao analftica e "ECCS" 
(fonte BALLIO s MAZZOLANI65

). 

Equac;;ao (5.30) utilizando 11 1 Equac;;ao (5.30) utilizando 11 2 

Curva a Max. Erro (%) a Max. Erro (%) 

(ECCS) ( ~ :;; 3,0) 
(NBR 8800) 

(0,6 :;; 5.:: :>2, 1) 

a 0,206 
-0,79 (5.:: =0,6) 0,158 

-0,39 (5.:: =0,8) 

+2,15 (5.::=1,8) +0,48 ('A =1 ,8) 

b 0,339 
- 1 ,80 ( 5.:: =3,0) 0,281 

-2,58 (5.::=2,1) 

+0,51 ( 5.:: =1 ,2) +2,60 (5.:: =0,6) 

c 0,489 
- 1 ,26 ( 5.:: =0,8) 

0,384 
-1,81 (5.::=1,0) 

+3,23 ( 5.:: =2, 1) +1,77 (5.::=0,6) 

d 0,756 
- 1,78 (5.:: =0,7) 0,587 

-1,87 (5.:: =0,9) 

+5,71 (5.::=2,0) + 1 ,89 ( 5.:: =2' 1 ) 

Chamando [3=(1+a~l-0,04+l)/2l e substituindo este na equar;;ao 

(5.36), a equar;;ao apresentada na norma brasileira pode ser obtida como ela e 

apresentada nesta: 
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p=1 

p=l3-n 5::.~0.20 
(5.37) 

0 principal objetivo deste trabalho e 0 dimensionamento de estruturas 

metalicas formadas por perfis em dupla cantoneira de abas iguais e perfis "C". 

Assim, a curva "c" e a que tera principal interesse neste trabalho. E importante 

ressaltar que as curvas apresentadas na norma brasileira apresentam tensoes 

maximas inferiores as calculadas na fase elastica pela formula de Euler. 0 

mesmo pode ser dito para a fase inelastica quando se considera apenas o efeito 

de tensoes residuais. lsto acontece porque as curvas desenvolvidas pela 

especificac;:ao europeia, as quais a norma brasileira faz uso, levam em 

considerac;:ao que na fase elastica os perfis metalicos estao sujeitos a 

imperfeic;:oes geometricas. As imperfeic;:oes geometricas causam uma reduc;:ao na 

tensao maxima que a barra pode suportar e desta forma, as curvas apresentadas 

por esta especificac;:ao estao defasadas da curva de Euler (estao abaixo da curva 

de Euler). 0 mesmo pode-se dizer a respeito do campo inelastico, so que neste 

caso, os perfis metalicos estao sujeitos aos efeitos de imperfeic;:oes geometrica e 

tambem aos efeitos das tensoes residuais. A variac;:ao do modulo de elasticidade 

para as curvas "b" e "c" em func;:ao de "P/Py" (cr/cry) sao plotadas na figura 5.5. 

Como pode-se perceber na figura 5.5, a reduc;:ao do modulo de elasticidade 

elastica inicia-se com as primeiras relac;:oes de "P/Py'' (cr/cry). Esta reduc;:ao, mesmo 

no campo elastica, e feita para levar em considerac;:ao os efeitos de imperfeic;:oes 

geometricas que causam a reduc;:ao da capacidade maxima de urn perfil metalico 

devido a introduc;:ao de flexao na barra. Quando a barra esta no campo inelastico, 

a reduc;:ao do modulo de elasticidade e feita tanto devido as imperfeic;:oes 

geometricas quanta devido as tensoes residuais. A titulo de comparac;:ao, as 

curvas de flambagem utilizadas pelo "CRC33
", "LRFD36

" e "NBR 880044
" sao 

plotadas em func;:ao da esbeltez na figura 5.7. 
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Figura 5.7- Curvas de Resistencia a Compressao. 
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Nota-se que a curva "c" utilizada na "NBR 8800" esta situada abaixo das 

curvas propostas pelo "CRC" e "LRFD". Pode-se pensar que esta curva 

apresenta valores conservadores se comparados com as curvas das 

especificac;:oes citadas. Entretanto, esta representa o comportamento de perfis 

"C" , cantoneiras, "T", perfis quadrados e tubulares de sec;:ao cheia enquanto as 

curvas propostas por aquelas especificac;:oes tentam representar o 

comportamento de todos os tipos de perfis existentes. Atraves da utilizac;:ao das 

equac;:oes (5.20), (5.24) e atraves de uma modificac;:ao da equac;:ao (5.36), e 

posslvel determinar o modulo de elasticidade tangente. Estas equac;:oes podem 

ser introduzidas na analise nao linear geometrica apresentada no capitulo 3 

deste trabalho. Para tanto, novas hip6teses devem ser assumidas neste tipo de 

analise onde se considera os efeitos de nao linearidade do material. A matriz de 

rigidez obtida na analise nao linear geometrica tambem deve ser modificada para 

poder representar este efeito. 
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5.4 Hip6teses Utilizadas na Analise Elasto-Piastica 

As hip6teses assumidas na analise elasto-plastica (nao linearidade fisica do 

material) sao: 

- o sistema e considerado conservative, ou seja, nao ha dissipagao de 

energia no sistema; 

- a curva tensao-deformagao e considerada elasto-plastica, ou seja, ate o 

limite de proporcionalidade do material a relagao tensao-deformagao e linear, 

ap6s este limite, a relagao e nao linear ate o material se plastificar; 

- a relagao tensao-deformagao e igual tanto na tragao quanto na 

compressao; existirao casos em que se adotara curvas diferentes na tragao e na 

compressao; nestes casos, esta mudanga de curvas sera mencionada no 

respective exemplo em analise; 

- caso acontega o descarregamento em alguma barra da estrutura, este se 

dara ao Iongo da curva tensao-deformagao, nao gerando desta forma 

deformagoes plasticas na barras; 

- a tensao de plastificagao do material e igual a cry (limite de escoamento do 

ago utilizado), nao sendo considerado o efeito de encruamento do ago (Efeito 

"Strain-Hardening"); 

- sera considerada que a redugao da capacidade portante da barra devido 

ao. efeito de nao linearidade fisica do material seja provocado pelas tensoes 

normais de compressao ou tragao e tensoes normais de flexao presentes na 

barra; e 

- a plastificagao do material e produzida por tensoes norma is de compressao 

ou tragao e tensoes normais de flexao (nao sera considerada a contribuigao das 

tensoes de cisalhamento na plastificagao da barra). 

5.5 Procedimento Utilizado para a Analise Elasto-P/astica 

A analise nao linear fisica do material proposta neste trabalho e baseada no 

fato da rigidez a flexao da segao transversal da barra se reduzir gradual mente da 

rigidez elastica (fase em que as tensoes na barra sao inferiores ao limite de 

proporcionalidade) para a rigidez inelastica (fase acima do limite de 

proporcionalidade do material em que parte da segao transversal esta 



136 

plastificada) ate praticamente zero (quando a sec;ao transversal esta 

completamente plastificada). Existem algumas formas de se fazer a reduc;ao da 

rigidez a flexao da barra conforme explicado anteriormente. Neste trabalho, serao 

utilizados os procedimentos propostos pela "E, - LRFD", "E, - CRC" e "E, - NBR 

8800". A seguir, estes procedimento serao descritos. 

Na analise utilizando o procedimento "E, - CRC" serao considerados os 

seguintes casos: barras que durante a analise estejam com tensao inferior a 

"0,50cry"· serao consideradas estarem no regime elastica; barras com tensao 

acima de "0,50cry" sao consideradas no regime inelastico e barras com estado de 

tensao igual ou superior a "cry" sao consideradas plastificadas. Desta forma, 

utiliza-se como criterio de plastificac;ao da sec;ao a tensao de escoamento "cry" do 

ac;o utilizado. Assim, o modulo tangente na analise pode ser determinado da 

seguinte forma: 

cr 
->0,50 
crY 

(5.38) 

(5.39) 

(5.40) 

sendo, "cr" a tensao atuante na barra; "cry" a tensao de escoamento da barra; "E" o 

modulo de elasticidade longitudinal elastico da barra e "E."' o modulo tangente da 

barra. E importante ressaltar que este procedimento leva em considerac;ao 

apenas os efeitos de tensoes residuais no campo inelastico. 

A tensao atuante na barra e determinada pela expressao tradicional da 

resistencia dos materiais dada por: 

p M 
cr=-+ 

A W 
(5.41) 

sendo, "P" o esforc;o axial presente na sec;ao transversal da barra, "M" o momenta 

fletor presente na sec;ao transversal da barra, "A" a area da sec;ao transversal da 

barra e "W" o modulo elastica resistente da barra. 

Na analise utilizando o procedimento "E, - LRFD" serao considerados os 

seguintes casos: barras que durante a analise estejam com tensao inferior a 
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"0 39 " 1 (J'y t serao consideradas estarem no regime elastica; barras com tensao 

acima de "0,39cry" sao consideradas no regime inelastico e barras com estado de 

tensao igual ou superior a "cry" sao consideradas plastificadas. Da mesma forma 

que no procedimento anterior, utiliza-se como criteria de plastificayao da seyao a 

tensao de escoamento "cry" do avo utilizado. Assim, o modulo tangente na analise 

pode ser determinado da seguinte forma: 

cr 
->0,39 
cry 

=> §_ = -2,7243~Ln(~ l 
E cry crJ 

(5.42) 

(5.43) 

(5.44) 

sendo, "cr" a tensao axial atuante na barra; "cry" a tensao de escoamento da barra; 

"E" o modulo de elasticidade longitudinal elastica da barra e "E."' o modulo 

tangente da barra. E importante ressaltar que o procedimento para a analise nao 

linear leva em considerayao os efeitos de tensoes residuais e imperfei96es 

geometricas no campo inelastico. 

0 procedimento para a "E, - NBR8800" e diferente dos apresentados 

anteriormente. Nos procedimentos anteriores, a reduyao do modulo tangente 

somente era feito na fase inelastica, admitindo que antes do limite de 

proporcionalidade o material permanecia elastica. A "NBR-8800" admite que a 

existencia de imperfeiyoes geometricas no perfis metalicos no campo elastica. 

Para levar em considerayao este efeito, a norma brasileira admite uma redu9ao 

da capacidade portante da barra na fase elastica atraves da redu9ao do modulo 

elastica. Esta reduyao e variavel com a rela<fao "P/Py" atuante na barra conforme 

e possivel verificar na figura 5.5. 0 modulo tangente neste procedimento, tanto 

para levar em considerayao os efeitos de imperfei<fao geometrica (fase elastica) e 

imperfei96es geometricas e tensoes residuais (fase inelastica), pode ser obtido da 

seguinte forma seyao: 

p=! 0 :s; A-< 0,20 (5.45) 
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r;;;=-r pcr r ( KL) 
2 

p=[3- ( ~ ~E, =--;;- -r- A.<: 0,20 (5.46) 

sendo a expressao de "[3" ja apresentada anteriormente. 

As express6es para a determina<;:ao do modulo tangente em fun<;:ao das 

tens6es normais podem ser programas e desta forma, os efeitos de nao 

linearidade ffsica do material podem ser levados em considera<;:ao na analise de 

estruturas metalicas. Para tanto, algumas modifica<;:6es na matriz de rigidez do 

elemento de barra plano apresentadas no capitulo 3 deste trabalho devem ser 

realizadas. Estas modifica<;:6es serao apresentadas item 5. 7 deste trabalho. 

5.6 Verificar;iio da P/astificar;iio da Ser;iio Transversal da Barra 

Para a verifica<;:ao da plastifica<;:ao da se<;:ao transversal serao levados em 

considera<;:ao os efeitos combinadas de for<;:a axial de compressao ou de tra<;:ao e 

de mementos fletores atuando nas barras. Esta verificac;;ao sera feita atraves de 

uma equa<;:ao de itera<;:ao. Sera admitido como hipotese que as barras estejam 

contidas lateralmente por vincula<;:6es adequadas. Desta forma, a resistencia dos 

perfis ao memento fletor e dada por: 

M=M =cr Z y y (5.47) 

sendo, "My" o memento de plastifica<;:ao da se<;:ao transversal, "cry" a tensao de 

escoamento do a<;:o e "Z" o modulo de resistencia plastico da se<;:ao transversal 

em rela<;:ao ao eixo de flexao. 

A resistencia dos perfis ao esfor<;:o axial de compressao ou de tra<;:ao e dada 

pelos valores obtidos com o escoamento da se<;:ao bruta. Para este caso, os 

valores da resistencia a compressao e a tra<;:ao sao obtidos por: 

(5.48) 

sendo, "A" a area bruta da se<;:ao transversal e "cr/ ja definido anteriormente. 

A equa<;:ao de intera<;:ao pode ser obtida admitindo que a soma das tens6es 

na fibra mais afastada da se<;:ao nao pode ser superior a tensao de escoamento 

do a<;:o. Representando matematicamente, tem-se: 

p M 
-+-=cr 
A Z Y 

(5.49) 
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Dividindo ambos os lades da equac;:ao (5.49) por "cry" e lembrando que 

Acry = Py e chamando cryZ = My, a equac;:ao (5.49) pode ser rescrita da seguinte 

forma: 

(5.50) 

A equac;:ao de interac;:ao encontrada sera utilizada como criteria de 

plastificac;:ao da sec;:ao transversal. As forc;:as axiais "P" e mementos fletores "M" 

sao obtidos de acordo com o tipo de analise que esta sendo realizada. Os tipos 

de analise que serao feitas no desenvolvimento deste trabalho serao 

apresentados no proximo item 5.7. Esta equac;:ao sera utilizada tanto para 

verificac;:ao da plastificac;:ao em torno do eixo de maier inercia do perfil quanta o 

de menor. 0 comportamento da equac;:ao (5.50) e apresentado na figura 5.8. 

1 

0,8 

"' 0,6 
a.. -

Reta de Plastifica9ao 

I' 
a.. 0,4 

0,2 

0 I·· 

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 

M/Mpl 

Figura 5.8 - Equac;:ao de interac;:ao. 

Existem varias curvas de interac;:ao apresentadas na literatura para verificar 

a plastificac;:ao da sec;:ao transversal de um perfil sujeito as esforc;:os axiais e de 

compressao. Esta equac;:ao de interac;:ao mostrada na figura 5.8 foi adotada por 

apresentar um comportamento semelhante a equac;:ao de interac;:ao apresentada 

na norma brasileira "NBR 8800". 
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5.7 Analise de Porticos Pianos Levando em Considerar;iio os Efeitos de Niio 

Linearidade Fisica do Material 

Basicamente, todas as hip6teses citadas para a analise nao linear 

geometrica sao validas na analise considerando os efeitos de nao linearidade 

fisica do material. Entretanto, algumas hipoteses sao diferentes e estas serao 

apresentadas a seguir: 

- o material obedece a lei de Hooke ate o limite de proporcionalidade do 

material, a partir do qual as deforma<;6es passam a nao ser mais linearmente 

proporcionais as tens6es e a transic;;ao da fase elastica para a fase inelastica se 

da atraves de uma curva suave ate que a sec;;ao atingir o limite de escoamento do 

material utilizado; 

- o desenvolvimento matricial e feito com base no processo dos 

deslocamentos para estrutura no regime elastico e inelastico das barras; 

- na formulac;;ao apresentada, nao se considera as formac;;oes de rotulas 

plasticas na estrutura, ou seja, quando a tensao de plastificac;;ao do perfil e 

alcanc;;ado na analise nao linear fisica do material, seja esta em teoria de primeira 

ordem, segunda ordem ou analise de instabilidade, o programa desenvolvido 

emite uma mensagem informando que determinada sec;;ao transversal esta se 

plastificando e 0 programa e interrompido; e, 

- na analise de instabilidade considerando os efeitos de nao linearidade 

fisica do material, e possivel que alguma barra da estrutura se plastifique antes 

que estrutura se tome instavel; neste caso, nao ocorrera instabilidade por flexao 

antes do limite de plastificac;;ao da estrutura; assim, a estrutura e considerada 

estavel para o carregamento aplicado, sendo este carregamento definido como 

carregamento de plastificac;;ao da estrutura. 

Para se introduzir o efeito de nao linearidade fisica do material na analise de 

porticos pianos, torna-se necessaria modificar a matriz de rigidez do elemento 

prismatico de barra plano apresentado no capitulo 3. Esta modificac;;ao e feita 

substituindo o modulo de elasticidade elastico pelo modulo tangente. Com a 

introduc;;ao do modulo tangente na matriz de rigidez do elemento, e possivel 

representar o comportamento elastico e inelastico das barras pois como foi 

descrito no item dos procedimentos para a analise elasto-plastica, quando a 
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tensao na barra e inferior ao limite de proporcionalidade do material, o modulo 

tangente se torna o proprio modulo elastica, e quando este limite e ultrapassado, 

o modulo elastica se reduz gradativamente ate zero, dependendo da tensao 

atuante na barra. A matriz modificada e apresentada na tabela 5.2. Como pode

se perceber o modulo elastica (E) foi substituido pelo modulo tangente (E,). Esta 

matriz pode ser utilizada tanto para se fazer analise em teoria de primeira ordem 

(atraves da coluna com P=O da tabela na qual os efeitos de segunda ordem sao 

desprezados), analise em teoria de segunda ordem (atraves das colunas com 

P;toO nas quais se considera os efeitos de segunda ordem) e analise de 

instabilidade. E possivel tambem manter o modulo de elasticidade elastica ou 

varia-lo. Desta forma, seis tipos de analise sao possiveis de serem realizadas: 

analise em teoria de primeira ordem com modulo de elasticidade constante ou 

variavel, analise em teoria de segunda ordem com modulo de elasticidade 

constante ou variavel e analise de instabilidade com modulo de elasticidade 

constante ou variavel. 

Tabela 5.2-Fungoes de rigidez de barra com interagao entre forga axial, forga 
cortante e flexao e modulo de elasticidade tangente. 

5\P Compressao (P < 0) (P=O) Trac;ao (P > 0) 

51 E,A E,A E,A 

L L L 
52 E,l ( a1)

2 
e3 sen e 12 E,l E) (a2)

2 
e3 senh e 

L3 ~c L
3 

(1+2K) La~~ 

53 E,l a, e2 ( 1- cos e) 6 E,l E,l a2 e
2 (cosh e -1) 

L2 ~c L2 (1 + 2K) L2 ~~ 

54 E,l e (sen e - a, e cos e) 2 E,l (2+K) E,l c(a2 e cosh e- senh e) 

L ~c L (1+2K) L ~~ 

55 E,l e( a, e - sen e) 2 E,l (1-K) E,l e (senh e- a2 e) 

qc L(1+2K) L ~~ 

~c = 2- 2 cos e- a1 E sen E ~~ = 2- 2cosh s + a2s senh s 

a= 1- ~ 6 c E,l cP 
K az = 1 

+ G A 1 GA GA L2 

s = a L e =a L 

a-Rt; a=)a~,l 
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5.7.1 Exemplo Numerico 1 

Este primeiro exemplo foi desenvolvido para demonstrar a influencia dos 

efeitos de nao linearidade geometrica e fisica do material na analise de uma 

estrutura reticulada. A geometria e os dados das barras da treliva analisada sao 

apresentados na figura 5.9. lnicialmente, realizou-se uma analise elasto-linear 

(equilibria na posivao indeslocada). Neste tipo de analise, os efeitos de nao 

linearidade fisica e geometrica nao sao levados em consideravao. Nas analises 

seguintes, considerou-se apenas os efeitos de nao linearidade fisica do material, 

depois apenas os efeitos de nao linearidade geometrica e por fim considerou-se 

ambos os efeitos de nao linearidade fisica e geometrica atuando em conjunto. 0 

deslocamento vertical do n6 6 da estrutura e o esforvos na barra 1-2 da treliva 

para todas as analises citadas anteriormente foram determinados e sao 

apresentados na tabela 5.3. 

30kN 

30kN 3 30kN 

6 

145cm 145CTtl 145crn 145cm 

Dados das Barras 

A=11,60cm
2 

1=46,00cm
4 

Z=13,34cnc" Fy =25kN/cnl E=20500kN/cn/ 

Figura 5.9 - Treliva plana analisada no exemplo numerico 1. 

Como pode-se perceber, para cada tipo de analise realizada, os 

deslocamentos do n6 "6" da estrutura se modificam. Quando o equilibria da 

estrutura foi considerado na posivao indeslocada e os efeitos de nao linearidade 

fisica foram levados em consideravao, o deslocamento encontrado para o n6 "6" 

da estrutura foi 29,05% maior que o encontrado na analise elasto-linear. Ao se 

considerar apenas os efeitos de nao linearidade geometrica (equilibria na posivao 

deslocada), o deslocamento encontrado foi apenas 1,61% maior que na analise 

elasto-linear. Ao se considerar os efeitos de nao linearidade fisica e geometrica 

atuando em conjunto, o deslocamento do n6 "6" se tornou 44,08% maior que na 

analise elasto-linear. E importante ressaltar que os valores obtidos nas analises 
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anteriores dependem das caracteristicas geometricas da estrutura que esta 

sendo analisada. Nota-se que nao somente os deslocamentos se modificam na 

estrutura, mas que os esfor!(OS solicitantes nas barras se alteram dependendo do 

tipo de efeitos que sao considerados na estrutura. 

Tabela 5.3- Deslocamentos do n6 "6" e esfor!(OS na barra 1-2 da treli!(a. 

Tipo de Analise 
Desloc. Vertical Esforyos Barra 1-2- n6 inicial 

N6 "6" (em) N (kN) V (KN) M (kNcm) 

1•. ordem- E- constante -0,7081 171,567 0,446 14,497 

1•. ordem- E- variavel -0,9138 171 ,391 0,491 18,577 

2•. ordem - E- constante -0,7195 174,511 0,333 21,933 
2•. ordem - E- variavel -1,0202 175,693 0,639 31 '125 

5.7.2 Exemplo Numerico 2 

Neste exemplo, determinou-se a carga de instabilidade elastica e inelastica 

da barra bi-articulada mostrada na figura 5.1 0. Para testar o programa 

desenvolvido, variou-se a esbeltez da barra para fazer com que, inicialmente, a 

barra atingisse a instabilidade na fase elastica e posteriormente na fase 

inelastica. 

Du.dos da Barra 

A II,GOcnl.-2 

1=46cm4 

L=Varirivel 
E=20500kN/cm2 

Fy =25kN/cm2 

K=l 

Figura 5.10 - Barra bi-articulada de comprimento variavel. 
Para se poder plotar as curvas crc, x A. mostradas na figura 5.11, foram 

realizadas 23 analises de instabilidade atraves da varia(_(ao do comprimento da 

barra. As curvas, obtidas atraves dos resultados obtidos pelo programa 

desenvolvido, foram determinadas utilizando a redu<;ao do modulo de elasticidade 

proposta pelo "CRC" (1) , "LRFD" (2) e "NBR-8800" (4). Para comparar os 
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resultados obtidos pelo programa, as tens5es criticas, para alguns valores de 

indice de esbeltez, foram calculadas atraves das formulas propostas pela 

especificac;:ao "ASD" (que utiliza a curva proposta pelo "CRC"), pela 

especificac;:ao "LRFD" e pela norma brasileira "NBR-8800". Os resultados 

encontrados tanto pelo programa como pelas formulas das especificac;:oes e 

norma sao apresentados na tabela 5.4. 

25 

20 -+-Tensao Critica- CRC (1) 

N 

E 
15 '-' - ~Tensao Critica- LRFD (2) 

z ... 
' 10 -" --Tensao Critica- NBR (4) 

t:l 

5 

0 

0 100 200 300 400 

indice de Esbeltez da Barra - A. 

Figura 5.11 - Tensao Critica x fndice de Esbeltez. 

Algumas analises para determinados indices de esbeltez foram realizadas 

no programa ANSYS 5.2 (3) utilizando a curva proposta pela "LRFD". Os 

resultados obtidos atraves deste programa sao apresentados na tabela 5.4. E 

importante ressaltar que o programa desenvolvido, com as func;:oes de rigidez, 

possibilita usar apenas urn elemento para representar a barra analisada. 

Entretanto, para que o programa ANSYS 5.2 obtivesse resultados proximos do 

programa desenvolvido, foi necessaria que o mesmo elemento de barra fosse 

dividido em 10 partes (elementos). lsto se deve ao fato do programa ANSYS 5.2 

utilizar o processo dos elementos finites conforme explicado no capitulo 3. Como 

se pode observar, os resultados obtidos atraves do programa desenvolvido estao 

muito proximos dos resultados fornecidos pelas formulas de dimensionamento 

utilizadas pelo "CRC", "LRFD" e "NBR-8800". E importante ressaltar que estas 

formulas foram utilizadas para desenvolver as curvas utilizadas para calcular a 

reduc;:ao do modulo de elasticidade do material. As maiores diferenc;:as entre os 

valores obtidos pela analise computacional e pelas formulas foram encontradas 
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na analise utilizando as express6es fornecidas pela especificac;:ao "LRFD". 0 erro 

encontrado na analise para o in dice de esbeltez igual a 100 foi de 6, 15%. Os 

resultados obtidos utilizando o programa ANSYS 52 se apresentaram proximos 

dos valores obtidos pelo programa desenvolvidos pelo autor. 

Tabela 5.4- Resultados comparatives entre o programa desenvolvido, formulas 
das especificac;:6es, normas e o ANSYS 5.2. 

Analises indice de Esbeltez da Barra - (A.) 

Programas 100 50 25 

"" (E1 - LRFD) (2) 15,822 22,301 24,299 
F6rmula LRFD 14,905 21,967 24,204 

"" (E1 - LRFD) **(3) 15,813 22,297 24,295 

"" (E1 - CRC) (1) 17,213 23,045 24,514 
F6rmulaASD 17,210 23,052 24,513 

"" (E,-NBR-8800) (4) 12,110 19,755 23,143 
F6rmula NBR-8800 12,171 19,785 23,152 

- .. 
*Tensao cnt1ca em kN/cm2 **(3) programa ANSYS52 

5.7.3 Exemplo Numerico 3 

Neste exemplo, modelou-se uma barra bi-articulada com pequena 

excentricidade na aplicac;:ao da forc;:a axial. Devido a esta excentricidade, existirao 

esforc;:os de flexao que influenciarao no comportamento inelastico da barra. A 

barra foi dividida em 6 elementos para exemplificar o efeito de barra de portico. 

Os dados da barra sao apresentados na figura 5.12. 

L=200crn 

Dados da Barra 

A= 11 ,60cm2 

l=46cm4 

E=20500kN/cm2 

F ~Z5kN/cm2 

Z=17,87cm3 

e=0,20c1n 

Figura 5.12 - Barra bi-articulada com forc;:a axial aplicada excentricamente. 
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0 objetivo deste exemplo e demonstrar a influencia da flexao na carga 

critica inelastica da barra. Sao apresentadas as curvas de carregamentos em 

func;;ao dos deslocamentos horizontais no centro , denominado de "8", para as 

varias analises realizadas. Gada curva foi plotada variando a forc;;a axial na barra, 

e para cad a valor de forc;;a axial, obteve-se o seu respective deslocamento. 

A curva 1 foi obtida atraves da analise de primeira ordem com modulo de 

elasticidade constante (E). ~ importante ressaltar que esta analise apresenta um 

comportamento linear, ou seja, os deslocamentos sao sempre linearmente 

proporcionais a forc;;a. 

A curva 2 representa uma analise em teoria de primeira ordem com modulo 

de elasticidade variavel (E,). Neste caso, a reduc;;ao do modulo de elasticidade foi 

feita utilizando a expressao dada pela equac;;ao da especificac;;ao "LRFD". Devido 

aos efeitos da forc;;a axial e memento fletores presente na barra, a barra vai 

gradativamente perdendo capacidade portante, ate que esta se plastifique 

completamente. 0 carga de plastificac;;ao determinada pelo programa foi igual a 

Pommo-LRFo=256,61 kN. A curva 5 tambem representa uma analise em teoria de 

primeira ordem com modulo de elasticidade variavel. Entretanto, a reduc;;ao do 

modulo de elasticidade foi obtido atraves da equac;;ao proposta pelo "CRC". Como 

esta curva inclui os efeitos de tensoes residuais mas nao inclui os efeitos de 

imperfeic;;oes geometricas, a reduc;;ao da capacidade portante da barra e inferior a 

reduc;;ao promovida pela curva do "LRFD". Assim, a curva obtida pela reduc;;ao do 

"CRC" se localiza acima da curva do "LRFD". ~ importante ressaltar que a 

reduc;;ao da capacidade portante da barra se inicia posteriormente a reduc;;ao 

promovida pelo "LRFD" e a capacidade ultima da barra (plastificac;;ao) e um pouco 

superior ao valor obtido na analise anterior (Pummo-cRc=256,64kN). As diferenc;;as 

entre o valor encontrado utilizando a curva do "CRC" e "LRFD" se deve ao fato da 

presenc;;a de diferentes valores de memento fletores atuando na barra para os 

dois casos analisados. 

A curva 3 apresenta uma analise em teoria de segunda ordem com modulo 

de elasticidade constante (E). Neste caso, a capacidade ultima da barra esta 

limitada pela instabilidade por flexao, devido apenas ao efeito da nao linearidade 
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geometrica {P0,=232,62kN). Valor de carga critica elastica ficticia pois o indice de 

esbeltez da barra se encontra no regime inelastico. 

A curva 4 representa a analise em teoria de segunda ordem com modulo de 

elasticidade variavel (Et ). A expressao do "LRFD" foi utilizada para representar 

os efeitos de nao linearidade fisica do material nesta analise. Neste caso, a 

capacidade ultima da barra tambem sera obtida por instabilidade por flexao, 

porem devido ao efeito combinado da nao linearidade geometrica e da nao 

linearidade fisica do material (Pc,=132,99kN). A presenga de flexao fez com que a 

carga critica da barra fosse diminuida de 183,43kN (carga critica da mesma barra 

sem excentricidade de aplicagao de carga) para 132,99kN. Uma redugao de 28% 

na carga critica da barra centrada. 

275 1 
I 5 

250 
225 

iii 
200 

·;c - 175 
<( z 150 .. ::. 
i:!'a. 125 

2 

-------3 
--curva 1 

--curva 2- LRFD 

--curva3 
0 100 
IL 

75 
--curva 4- LRFD 

50 --curva 5- CRC 

25 --curva6-CRC 
0 

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 

Deslocamento no Meio da Barra- 1i (em) 

Figura 5.13- Forga axial aplicada na barra x deslocamento no meio da barra. 

Por fim, a curva 6 tambem representa a analise de segunda ordem, sendo o 

modulo de elasticidade variavel e obtido atraves da expressao do "CRC". 

Novamente, a capacidade ultima da barra foi obtida por instabilidade por flexao 

devido ao efeito combinado da nao linearidade geometrica e nao linearidade 

fisica do material. 0 valor da capacidade ultima da barra encontrado nesta 

analise e superior ao valor encontrado na analise anterior que considera a 

redugao do modulo de elasticidade pela expressao do "LRFD" {P0,=144,59kN). 

lsto se deve ao fato de a redugao do modulo de elasticidade da barra pela 

expressao do "CRC" ser inferior a redugao dada pela expressao do "LRFD". A 

presenga de flexao na barra fez com que a capacidade portante da barra fosse 
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diminuida de 199,67kN (instabilidade inelastica da mesma barra com carga 

centrada) para 144,59kN (redu9ao de 27,59% na carga critica). 

5.7.4 Exemplo Numerico 4 

Os exemplos numericos que serao apresentados a seguir neste trabalho 

foram estudados por outros autores e tern a finalidade de seNir como parametro 

para testar o programa desenvolvido. 0 primeiro exemplo estudado e mostrado 

na figura 5.14. Esta estrutura aporticada foi analisada por CHU E PABARCIUS22
• 

Estes pesquisadores determinaram a carga critica do portico submetido a a96es 

verticais e posteriormente a a96es verticais e horizontais. 0 efeito da 

inelasticidade foi considerado atraves de uma rela9ao em que a cuNatura da 

se9ao transversal era fun9ao dos esfor9os axiais e de flexao na barra. A 

instabilidade da estrutura foi determinada atraves de urn processo manual o qual 

se utilizava das fun96es de rigidez de forma simplificada para verificar a 

estabilidade da estrutura. Os resultados obtidos por estes pesquisadores sao 

apresentados na tabela 5.5 em fun9ao da for9a axial de plastifica9ao da se9ao 

transversal "Py" igual a 1366,63kN, de forma identica a apresentada no artigo. 

Este mesmo portico foi analisado no presente trabalho. lnicialmente, 

determinou-se a instabilidade elastica e inelastica do portico sujeito apenas a 

for9as verticais "Q". Posteriormente, aplicou-se uma for9a horizontal "H", que foi 

mantida constante, e variou-se as for9as verticais "Q" ate que a estrutura 

atingisse a instabilidade. Os resultados obtidos nestas analises sao tambem 

apresentados na tabela 5.5 em fun9§o de "Py"· 

Q= Vaf Q= Va.r. 

l l 
1-l=cl.e -R========+l 

w 8.r31 

b 

b-"" 120in=304,8Ucrn 

L= 180in=457.20cm 

A=9.13l-n
2 
=58.90cn/ 

I= I 1 Oin
4 

=4578.55cm
4 

Zx =30,40in
3 

=498, 17cm 
3 

E =30000K.n=20684kN /em 2 

Fy =33ksk23kN/cnt
2 

Forr;:as Aplica.das 

lf=2.0Kips=8.90kN 

Q=307,23Kips= 1 366.63kN 

Figura 5.14- Portico plano analisado por CHU E PABARCIUS22
• 
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Ao se comparar as analises, verifica-se que os resultados obtidos quando se 

utiliza a redugao do modulo de elasticidade dado pela curva do "CRC" estao 

proximos dos resultados apresentados pelos pesquisadores. Ao se utilizar a 

redugao do modulo de elasticidade dado pela curva do "LRFD", os resultados se 

distanciaram um pouco dos obtidos pelos referidos pesquisadores. lsto se deve 

ao fato de CHU E PABARCIUS22 considerarem a redugao da capacidade portante 

das barras da estrutura apenas devido ao efeito das tens6es residuais e efeitos 

de flexao. Estes efeitos sao considerados quando se utiliza a curva do "CRC. 

Entretanto, ao se fazer a analise de instabilidade utilizando a curva do "LRFD", 

alem dos efeitos citados anteriormente, considera-se o efeito de imperfeig6es 

geometricas. Desta forma, a redugao da capacidade portante da estrutura e mais 

acentuada, conforme verificado na analise. 

Tabela 5.5- Resultados das analises obtidas por CHU E PABARCIUS22 

e programa desenvolvido. 

lnstabilidade 
Elastica lnelastica · Elastica lnelastica 
Q=var. Q=var. H=cte Q=var H=cte Q=var 

CHU E PABARCIUS22 0,677Pv 0,641Pv 0,677Pv 0,420Pv 
Programa (CRC) 0,660P 0,625Pv 0,642Pv 0,397Pv 
Programa (LRFD) 0,660Pv 0,582 Pv 0,642Pv 0,358Pv 

Quando a carga horizontal foi admitida igual a zero, a carga de instabilidade 

inelastica utilizando a curva do "CRC" foi igual a 0,625Py e 0,582Py quando 

adotou-se a curva da "LRFD". Ao se comparar a carga critica de instabilidade 

elastica (0,660Py) com a inelastica, nota-se que a redugao da capacidade 

portante da estrutura devido ao efeito da nao linearidade fisica nao foi muito 

acentuada (94,70% do valor da carga critica elastica para o caso do "CRC" e 

88,18% para o caso da "LRFD"). 

Constata-se tambem que quando a forga horizontal foi considerada diferente 

de zero (H=8,90kN), a carga de instabilidade elastica da estrutura sofreu uma 

pequena redugao, passando de "0,660Py" para "0,642Py". Quando a forga 

horizontal e considerada na analise, esta faz com que um dos pilares da estrutura 

seja aliviado enquanto o outro seja mais solicitado. Desta forma, o pilar mais 

solicitado alcanga a instabilidade mais rapidamente que o outro, causando uma 

redugao na capacidade portante da estrutura. 
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Ao se analisar a instabilidade inelastica da estrutura devido a presenc;:a da 

forc;:a horizontal (H=8,90kN), verifica-se que a reduc;:ao da capacidade portante da 

estrutura foi acentuada. Ao se considerar a reduc;:ao da capacidade portante da 

barra pela curva do "CRC", a carga de instabilidade inelastica se reduziu de 

0,625Py para 0,395Py (63,20% de reduc;:ao). Por outre lado, quando se considera 

a reduc;:ao da capacidade portante da barra pela curva do "LRFD", a reduc;:ao da 

carga de instabilidade inelastica foi de 0,582Py para 0,358Py (61 ,51% de 

reduc;:ao). Pode-se afirmar que a introduc;:ao de forc;:as horizontais na estrutura 

causaram significantes reduc;:oes na carga critica de instabilidade inelastica. 0 

comportamento da estrutura para varies incrementos de carga e apresentado na 

figura 5.15. 

1000 

900 
2 
=- 800 
10 
> 700 ... 
"fi 800 > 

1J 500 
' 
~ 400 

e 300 ~ 

"' f 200 :;; 
() 

100 

0 

0 

(d) Elastica 

/ __ (e) lnel8stica - CRC 

<n lnelastica - LRFD 

--(a) Wcr = 0,660Py 

----(b) Wcr = 0,625Py 

~-(c) Wcr = 0,582Py 

~-(d) Wcr = 0,642Py 

---(e) Wcr = 0,:'97Py 

~-(~ Wcr = 0,358Py 

4 6 8 10 12 14 16 

Deslocamento Horizontal do POrtico (em) 

Figura 5.15 - Grafico Carregamento x Deslocamento Horizontal. 

5.7.5 Exemplo Numerico 5 

Outra estrutura aporticada analisada na literatura e mostrada na figura 5.16. 

Esta estrutura foi estudada por MOSES23 atraves do metodo das diferenc;:as 

finitas. 0 efeito da inelasticidade das barras foi considerado na analise atraves 

da introduc;:ao de curvas que relacionam curvatura da sec;:ao transversal em 

func;:ao dos esforc;:os axiais e mementos fletores na barra. Os dados geometricos 

e de carregamento da estrutura sao apresentados na tabela 5.16 e correspondem 

aos cases 26, 27, 28 e 29 analisados pelo referido pesquisador. 



W=Var. 

UIIIIIIIJllll 
IV 8x31 

" " h= Va:r. ' ' "' "' 
"' "' 

r---->1 
L=VaT. 

Dados dn Estrulura 

L=h 

A=9.13in
2 

=58,90cnl 

1= 110in
4 

=4578,55cm
4 

Zx=30,40in
3 

=498, 17cm,
3 

E=30400J(si=22752kN/cm
2 

Fy =33ksi=23kN/cm
2 

Figura 5.16 - Estrutura aporticada analisada por MOSES23
• 
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Esta mesma estrutura foi analisada utilizando o programa desenvolvido para 

os casas citados acima. Para os casas 26 e 27 analisados, as cargas de 

instabilidade inelastica obtidas pelo programa ficaram mais pr6ximas do resultado 

obtido por MOSES23 quando se utilizou a curva do "CRC" para fazer a redugao da 

capacidade portante das barras devido a inelasticidade. Ja para os casas 28 e 

29, as cargas de instabilidade inelastica obtidas pelo programa ficaram mais 

pr6ximas quando se utilizou a curva do "LRFD". Os resultados obtidos pelo 

referido pesquisador e no presente trabalho sao apresentados na tabela 5.7. 

Tabela 5.6 - Dados geometricos e de carregamento da estrutura analisada. 

Caso L (in) L (em) W (Kip/in) W (kN/cm) 

26 319,240 810,870 0,2056 0,3600 

27 159,620 405,435 1,6445 2,8800 

28 79,810 202,717 13,1560 23,0397 

29 63,848 162,174 25,6953 45,0000 

Os resultados foram apresentados por MOSES23 em termos de parametros 

adimensionais p, = P, h2/EI, sendo "P," a forga axial presente nos pilares no 

momenta da instabilidade dada por P, =Wcrl/2. 0 parametro "We,'' e um parametro 

que multiplica as agoes variaveis da estrutura (no caso, apenas "W"). 

Tabela 5.7- Resultados obtidos por MOSES23 e programa desenvolvido. 

Caso p, (MOSES) p, (CRC) p, (LRFD) 

26 0,662 0,659 0,617 

27 0,330 0,325 0,308 

28 0,156 0,165 0,160 

29 0,120 0,140 0,138 
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5.7.6 Exemplo Numerico 6 

A estrutura reticulada apresentada na figura 5.17 foi analisada por LU24. Esta 

estrutura apresenta como carregamento uma carga uniformemente distribuida na 

viga do portico e uma carga concentrada em cada pilar da estrutura. A 

instabilidade da estrutura foi determinada pelo pesquisador atraves de um 

processo matematico o qual utiliza as fun96es de rigidez simplificadas para 

verificar a estabilidade da estrutura. Da mesma forma que no exemplo anterior, o 

efeito da inelasticidade das barras foi considerado na analise atraves da 

introduyao de curvas que relacionam curvatura da seyao transversal em funyao 

dos esforyos axiais e mementos fletores na barra. Os resultados obtidos por LU24 

sao apresentados na tabela 5.8 para os casas h=60r, e h=80r,. 

P=Var_ P=VaT 

1 w~va.r. 1 
mrrrrrurw 

W 33xf30 

h=Var. 

L~BOrx 

Da.dos da Estrultt.ra. 

A=38,2Gin
2 

=246,83cn/' 

1=6699in
4 

=278833cm
4 

'X= 13,23in=33, 69cm 

Zx=466in
3 

=7639,32crn
3 

E =30000Ksi=20G84 kN/cnc
2 

Fy =33ksi=23kN/crn
2 

Fon;a.s Aplicadas 

N=2 

Figura 5.17 - Estrutura aporticada analisada por LU24. 

Esta estrutura foi analisada atraves do programa desenvolvido para os 

casas propostos pelo referido autor. Para o caso de h=60r, o resultado obtido 

pelo programa se aproximou mais do resultado obtido por LU24 quando a curva do 

"CRC" foi utilizada. Por outro lado, quando a estrutura foi analisada para o caso 

de h=80r,, o resultado se aproximou mais quando se utilizou a curva do "LRFD". 

Os resultados obtidos pelo programa tambem sao apresentados na tabela 5.8. 

Tabela 5.8- Resultados obtidos por LU24 e programa desenvolvido. 

Caso LU24 Programa - CRC Programa - LRFD 
(We,- kN/cm) (We,- kN/cm) (We,- kN/cm) 

h=60r, 3,997 3,991 3,905 

h=80r, 3,590 3,956 3,642 
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5.7.7 Exemplo Numerico 7 

A estrutura aporticada analisada neste exemplo numerico tern 

caracterfsticas semelhantes a estrutura analisada no exemplo 5.7.4. Ambas as 

estruturas apresentam cargas verticais e horizontais aplicadas na estrutura. 

Entretanto, a estrutura analisada neste exemplo apresenta mementos fletores 

resultantes da ac,;ao de uma carga uniformemente distribufda na viga da estrutura. 

A presenc,;a dos mementos fletores faz com que a inelasticidade nas barras se 

pronuncie de forma mais acentuada. 

q=Var. 

[] lllllJJJJJJJ 
1-I=c/.e---. 

IV 8x31 

L 

h 

Dados du, Eslrutura 

L= 120in=304, 80c1n 

h= 120in=304, BOcn'L 

A=9.13in
2 

=58,90c1n
2 

!=110in
4 

=4578,55crn
4 

Zx =30, 40in 
3 

=498, t?c1n 
3 

E=33000I<si=22752kN/c·m
2 

Fy =33ksi=23kN/c·m
2 

Fon;a.s Aplicadas 

1 I= consf.ante 

q=O, 60Kips/in=1, OSkN/cnt 

Figura 5.18- Estrutura aporticada analisada por ALVAREZ E BIRNSTIEL25
• 

A estrutura mostrada na figura 5.18 foi estudada pelos pesquisadores 

ALVAREZ E BIRNSTIEL25 utilizando o metoda dos elementos finites. A 

degenerac,;ao da capacidade portante da estrutura devido ao efeito de nao 

linearidade geometrica foi introduzida na analise atraves da matriz geometrica 

[k
9
]. 0 processo incremental para o carregamento foi utilizado para determinar a 

carga de instabilidade da estrutura. A alma e a mesa da sec,;ao transversal foram 

subdividas em urn numero finito de areas para poder representar o 

comportamento inelastico das barras. Atraves de urn procedimento matematico, a 

medida que algumas areas da sec,;ao transversal iam se plastificando, elas eram 

subtrafdas das areas que ainda permaneciam elasticas. Caso urn novo 

incremento de carregamento fosse dado na estrutura, somente a parte da porc,;ao 

da sec,;ao transversal que ainda permanecia elastica era admitida ser capaz de 

resistir aos incrementos de forc,;a axial e momenta fletores que surgiam. Atraves 
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do procedimento descrito sucintamente acima, o comportamento ineh3stico das 

barras foi passive! de ser representado. 

Esta estrutura foi analisada pelos pesquisadores para tres casas distintos de 

for<;as horizontais aplicadas: H=O, H=0,4448kN e H=2,224kN. Em todas as 

analises, a fon;:a horizontal foi mantida constante enquanto a carga 

uniformemente distribuida foi variada ate que a estrutura atingisse a instabilidade. 

Os resultados determinados por ALVAREZ E BIRNSTIEL25 e pelo programa 

desenvolvido sao apresentados na tabela 5.9. 

Tabela 5.9- Resultados obtidos por ALVAREZ E BIRNSTIEL25 

e programa desenvolvido pelo autor. 

Caso (kN) ALVAREZ E BIRNSTIEL25 q"'- kN/cm q"'- kN/cm 
kN/cm (CRC) (LRFD) 

H=O,O 1,795 1,695 1,679 
H=0,4448 1,795 1,694 1,677 

H-2,2240 1,795 1,692 1,675 

Nas analises realizadas por ALVAREZ E BIRNSTIEL25
, a introdw;:ao das 

fon;:as horizontais perturbadoras nao modificou o resultado obtido quando a for<;:a 

horizontal foi considerada igual a zero. Entretanto, atraves da analise realizada 

pelo programa desenvolvido, nota-se que quando a for<;a horizontal foi 

introduzida na analise, ela ocasionou uma pequena redw;:ao na carga de 

instabilidade da estrutura. Os resultados utilizando as curvas do "CRC" e "LRFD" 

foram mais conservadores quando comparado com os resultados apresentados 

pelos referidos pesquisadores. 

5.7.8 Exemplo Numerico 8 

VOGEL29 em urn artigo intitulado "Calibrating Frames" apresenta uma serie 

de analises de instabilidade em estruturas reticuladas. Estas analises foram feitas 

atraves da consideractao da inelasticidade concentrada nos n6s da estrutura e 

atraves da consideractao da inelasticidade distribuida ao Iongo do elemento e da 

altura da se9ao transversal. Segundo VOGEL 29
, o principal objetivo daquele 

trabalho foi fornecer exemplos que pudessem ser utilizados para calibrar os 

diferentes tipos de programas que possam ser desenvolvidos para determinar a 

capacidade ultima das estruturas reticuladas. 
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Figura 5.19 - Portico retangular de bases engastadas analisado por VOGEL 29
• 

Uns dos exemplos analisados por VOGEL29 e o portico retangular com as 

bases engastadas mostrado na figura 5.19. Este portico esta sujeito a fon;:as 

verticais e horizontais que sao incrementadas durante a analise para 

determinat;:ao do pan3metro de instabilidade. As dimens5es dos perfis utilizados 

nos exemplos 5. 7.8 a 5. 7.1 0 sao apresentados na tabela 5.11. 

Esta estrutura apresenta carga de instabilidade proxima a carga de 

plastificat;:ao dos pilares da estrutura. Os resultados obtidos pelo referido 

pesquisador e pelo programa desenvolvido sao apresentados na tabela 5.1 0. 

Apresenta-se tambem os resultados obtidos por CHEN35 que tambem analisou 

esta estrutura atraves de urn programa desenvolvido utilizando o metodo das 

funt;:5es de rigidez. 

Tabela 5.10- Resultados obtidos na analise realizado por VOGEL 29
, 

CHEN 35 e programa desenvolvido. 

lnstabilidade VOGEL29 CHEN35 Program a Program a 

lnelastica (CRC) (LRFD) 

wcr 1,017 0,945 1,002 0,950 

Observa-se que quando a curva do "CRC" foi utilizada na analise, o 

resultado obtido pelo programa se aproximou da analise realizada por VOGEL29
• 

0 resultado apresentado por VOGEL29 foi obtido atraves de uma analise em que 

a inelasticidade foi considerada apenas nos nos de extremidade das barras. Por 

outro lado, quando a curva do "LRFD" foi considerada na analise, o resultado 

obtido aproximou-se do determinado por CHEN35
• A analise realizada por este 
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autor alem de considerar a inelasticidade concentrada nos n6s do elemento de 

barra, considera tambem os efeitos de imperfeig6es geometricas como agentes 

redutores da capacidade portante das barras da estrutura. 

Tabela 5.11- Perfis utilizados nos exemplos 5.7.8, 5.7.9 e 5.7.10. 

h b a 
Perfis 

(mm) (mm) (mm) 

IPE240 240 120 6,2 

IPE300 300 250 7,1 

IPE330 330 160 7,5 

IPE360 360 170 8,0 

IPE400 400 180 8,6 

HEB160 160 160 8,0 

HEB200 200 200 9,0 

HEB220 220 220 9,5 

HEB240 240 240 10,0 

HEB260 260 260 10,0 

HEB300 300 300 11,0 

HEB340 330 300 9,5 

5.7.9 Exemplo Numerico 9 

e r A 

(mm) (mm) (em2
) 

9,8 15 39,1 

10,7 15 53,8 

11,5 18 62,6 

12,7 18 72,7 

13,5 21 84,5 

13,0 15 54,3 

15,0 18 78,1 

16,0 18 91,0 

17,0 21 106,0 

17,5 24 118,0 

19,0 27 149,0 

16.5 27 133,0 

h x ____ ____ x d 

- -" 

' 
~~ ...... 'llllillliiil~ 

'" ' 

1, ly z,, 
(em') (em') (em3

) 

3892 284 367 

8356 604 628 

11770 788 804 

16270 1043 1019 

23160 1318 1307 

2492 889 354 

5696 2003 643 

8091 2843 827 

11260 3923 1053 

14920 5135 1283 

25170 8563 1869 

27690 7436 1850 

Z,y 

(em3
) 

74 

125 

154 

191 

229 

170 

306 

394 

498 

602 

870 

756 

Outra estrutura reticulada analisada por VOGEL29 eo portico em alma cheia 

com bases rotuladas mostrado na figura 5.20. Este exemplo numerico tambem 

apresenta carga de instabilidade proxima da carga de plastificagao dos pilares da 

estrutura. A carga critica de instabilidade inelastica obtida por VOGEL29 e 

apresentada na label a 5.12 ( considerando inelasticidade concentrada nas 
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extremidades da barra). Os resultados obtidos no presente trabalho tambem sao 

apresentados na tabela 5.12. 

q=O, 11 kN/cm 

rm r r r r r r r r r r r I r I r r I r I r r I r r r r rr I r r rr I I 11 

GkN 
E=20500kN/cn{ 

3kN 
~ F.11 =25kN/cm2 ~ 

a=t:i 

0 0 ~ 
<o <o u 

0 

'"' "' 0 

~ ~ 
'1-

" ~ "' 

L=2000cm 

Figura 5.20 - Portico em alma cheia bi-articulado analisado por VOGEL 29
• 

Neste exemplo, ao contrario do anterior, nota-se que a carga crftica 

inelastica determinada atraves da curva do "LRFD" esta mais proxima do 

resultado encontrado por VOGEL29
• Constata-se tambem que a carga crftica 

determinada atraves da curva do "CRC" encontra-se acima do valor determinado 

porVOGEL29
• 

Tabela 5.12- Resultados obtidos na analise realizado porVOGEL e autor. 

Jnstabilidade VOGEL29 Autor Autor 

lnelastica (CRC) (LRFD) 

we, 0,961 1,023 0,995 

5.7.10 Exemplo Numerico 10 

Este ultimo exemplo foi analisado com o objetivo de determinar o 

carregamento que produz a primeira formagao de rotula plastica na estrutura. A 

estrutura analisada e mostrada na figura 5.21. E importante mencionar que nesta 

analise todas as cargas na estrutura foram variadas ate que a formagao da 

primeira rotula plastica na estrutura fosse alcangada. Quando a curva do "LRFD" 

foi utilizada na analise, a primeira rotula plastica foi encontrada para um 

carregamento igual a 0,876 do carregamento aplicado mostrado na figura 5.21. 
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Para o caso do "CRC", o valor encontrado foi igual a 0,902. Esta mesma estrutura 

foi analisada por CHEN & TOMA"2
• A formac;ao da primeira rotula plastica obtida 

por eles foi encontrado para urn carregamento igual a 0,873 do carregamento 

aplicado. Este valor esta muito proximo do valor determinado quando se utilizou a 

curva do "LRFD". 

E importante ressaltar que os referidos pesquisadores consideraram o efeito 

da inelasticidade concentrada nos nos de extremidades das barras da estrutura. 

Os efeitos de imperfeic;oes geometricas tambem foram levados em considerac;ao 

nesta analise. Por este motivo, o resultado obtido pelo programa se aproximou 

mais do resultado obtido por CHEN & TOMA"2 quando se utilizou a curva do 

"LRFD". Como foi mencionado, esta curva considera o efeito de imperfeic;oes 

geometricas. 

q 2 ~0,317kN/cm 

H 2 ~t0,23kN- lllllllllll lllllllllll 

" IPE 240 " /PE 240 " ;<: " ;<: 
"' 

"' "' "' f;j q 1 ~0.491kN/cmf;j f;j 

H 1 =20,44kN- 11111111111 1111111111 

" IPE 300 " IPE 300 " ;<: " ;<: 
"' 

"' "' "' f;j q, f;j f;j 
H,_ 11111111111 1111111111 

" IPE 300 " IPE 300 " "' " "' "' "' "' 
~ q, "' f;j "' f;j 

Ht- IIIII 1 1 I ! ! ! 

" IPE 330 " IPE 330 " "' " "' "' "' "' 
"' "' "' f;j q, f;j f;j 

H,_ IIIII 1 I I ! ! 

" IPE 360 " lPE 360 " "' <o "' "' "' "' 
"' "' "' f;j q, f;j f;j 

H,_ lllllllllll llllllllll 

" IPE 400 " IPE 400 " "' <o "' "' "' "' 
"' "' "' f;j f;j ~ 

rncl,-, rncl,-, mel,-, 

600cm I· 600cm 

E~20500kN/cm 2 

Fy ~25kN/cm 2 

·I 

Figura 5.21 - Portico analisado para a verificac;ao da formac;ao da primeira rotula 
plastica (Fonte VOGEL29

). 



6.1 tntrodur;ao 

Capitulo 6 

Dimensionamento Automatizado 

Neste capitulo serao descritos os criterios utilizados no dimensionamento de 

estruturas metalicas treligadas planas. 0 dimensionamento foi desenvolvido de tal 

forma que durante a analise estrutural, os efeitos de nao linearidade geometrica e 

flsica do material pudessem ser levados em consideragao. 0 dimensionamento e 

baseado na norma brasileira NBR 8800 "Projeto e Execugao de Estruturas de Ago 

de Ediffcios: Metodo dos Estados Limites" a qual estabelece os criterios a serem 

utilizados no dimensionamento de uma estrutura de ago. As formulagoes da 

norma de verificagao da resistencia a compressao e a tragao foram programadas 

e bancos de dados de perfis em dupla cantoneira de abas iguais e perfis "C" 

foram armazenados em arquivos para que o dimensionamento da estrutura 

pudesse ser realizado automaticamente pelo programa de computador 

desenvolvido. Desta forma, atraves da automatizagao do dimensionamento, o 

programa desenvolvido e capaz de procurar um perfil dentro dos bancos de 

dados que consiga suportar os esforgos solicitantes de tragao e de compressao 

que determinada barra esteja sujeita. Os tipos de dimensionamento que estao 

disponfveis no programa desenvolvido sao: analise e dimensionamento da 

estrutura segundo a "NBR 8800" no regime elasto-linear; analise e 

dimensionamento da estrutura segundo a "NBR 8800" levando em consideragao 

os efeitos de nao linearidade ffsica do material com "E." obtido pela curva de 

resistencia a compressao; analise e dimensionamento da estrutura segundo a 

"NBR 8800" levando em consideragao os efeitos de nao linearidade geometrica; e 

analise e dimensionamento segundo a "NBR 8800" levando em consideragao os 

efeitos de nao linearidade geometrica e flsica do material em conjunto. 
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6.2 Hip6teses assumidas no dimensionamento automatizado 

As hip6teses assumidas no dimensionamento automatizado das estruturas 

metalicas treli~tadas sao apresentadas a seguir: 

- os perfis utilizados no dimensionamento automatico sao laminados e 

considerados compactos; 

- ao utilizar a hip6tese anterior, assume-se que o problema de flambagem 

por flexao da barra aconte9a antes que o problema de flambagem local da aba e 

mesa do perfil; 

- e admitido que todos os perfis estejam contraventados fora do plano por 

vincula96es adequadas; 

- os carregamentos sao aplicados apenas no plano da estrutura a ser 

analisada; 

- todas as estruturas metalicas planas analisadas nesta parte do trabalho 

sao treli~tadas; como o programa desenvolvido analisa estruturas aporticadas, os 

esfor~tos solicitantes obtidos nesta analise sao: esfor~tos normais, cortante e 

momenta fletor; nas estruturas treli~tadas com a96es aplicadas nos n6s, os 

esfor~tos de compressao e tra9ao sao predominantes sobre os outros esfor~tos 

solicitantes sendo desta forma os esfor~tos de flexao e cortante desprezados no 

dimensionamento; assim, apenas as expressoes de verifica~tao de compressao e 

tra9ao da norma brasileira foram programadas; 

- os efeitos de nao linearidade geometrica e fisica do material podem ser 

levados em considera~tao dependendo do tipo de dimensionamento adotado; 

- as barras da estrutura sao dimensionadas para os esfor~tos maximos de 

tra~tao e compressao encontrados nos diferentes tipos de carregamentos que 

estao atuando na estrutura; 

- os para metros "K" de flambagem foram adotados iguais a 1 ,0 no 

dimensionamento a compressao tanto para a flambagem no plano da estrutura 

(Kx) quanto para a flambagem fora do plano da estrutura (Ky), conforme 

apresentado no item 6.6.2.1 deste trabalho; e, 

- ap6s do dimensionamento, a seguran9a da estrutura aos carregamentos 

que esta esta sujeita e avaliada atraves de analise de instabilidade. 
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6.3 Estados Limites 

E passive! presumir a seguran<;:a de uma estrutura apenas se as a<;:6es e 

materiais sao definidos e se certos estados limites que se desejam evitar sao 

especificados. A defini<;:ao destes estados limites permite escolher o metoda de 

calculo que podera ser usado para avaliar os efeitos "S" das a<;:oes "F" aplicadas 

e as resistencias "R(f)" que sao fun<;:6es das propriedades dos materiais "f' 

utilizados. 

Estados limites podem ser definidos como condi<;:6es que quando 

ultrapassadas, a estrutura ou parte dela nao mais satisfaz a finalidade para a qual 

foi projetada. Estes estados podem ser divididos em duas categorias: 

- estados limites ultimos - segundo defini<;:ao da propria "NBR 8800", sao 

estados que correspondem a rufna de toda a estrutura ou parte dela; e, 

- estados limites de utilizaqao - estados que pela ocorrencia, repeti<;:ao ou 

dura<;:ao, provocam efeitos incompativeis com as condi<;:6es de uso da estrutura. 

Os estados limites ultimos da estrutura incluem: perda de equilibrio de toda 

a estrutura (figura 6.1 (a)); transforma<;:ao da estrutura ou de uma das partes da 

estrutura em um mecanismo devido a forma<;:ao de r6tulas plasticas 

(figura 6.1 (b)); ruptura de uma se<;:ao crftica da estrutura ou deforma<;:6es 

excessivas antes que o mecanismo se forme na estrutura, devido a ductilidade do 

material (figura 6.1 (c)) e instabilidade global ou local devido aos efeitos de 

segunda ordem (figura 6.1.(d)). 
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Figura 6.1 - Exemplos de estados limites Oltimos. 
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Os estados limites de utiliza<;:ao incluem: deforma<;:6es da estrutura ou parte 

dela as quais poderao desfavoravelmente afetar a aparencia e eficiencia da 
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estrutura; flechas excessivas de vigas, vibrag6es devidas ao vento ou devidas a 

maquinas que podem fazer com que a estrutura se tome pouco utilizavel e 

conduzir a desconforto, etc. 

6.4 0 Metodo Semi-Probabilistico 

Uma vez estipulado o estado limite a nao ser ultrapassado e definida as 

distribuigoes de probabilidade para as agoes e resistencia do material a ser 

utilizado, a condigao de que "p ::; Pu" implica que o efeito da agao nominal 

amplificado par um coeficiente de ponderagao apropriado deve ser menor que o 

valor nominal da resistencia do material reduzida tambem par um coeficiente de 

ponderagao apropriado. De forma sucinta, a condigao "p ::;pu" significa: 

S (Yt F ,J::; R (fjy,J (6.1) 

sendo "F" e "f" valor nominal de "F" (arao 1 e "f' (resistencia) " " e " " sao ' n n Y 'I ' Y, Ym 

coeficientes de ponderagao que dependem da fungao densidade de probabilidade 

de "F" e "f', do nfvel de probabilidade para o qual os valores nominais "Fn'' e "fn" 

sao definidos e de um nfvel de probabilidade aceitavel. 

Se existem duas ou mais agoes nominais que atuam na estrutura, a 

condigao "p ::; Pu" implica que o efeito de uma ou mais combina<;:6es de valores 

nominais das agoes devem ser menores que a resistencia nominal do material 

utilizado dividida pelo coeficiente de ponderagao: 

S (JJ. 1 F, +rt.2 F2 + ... + JJ.;FJ :SR (fjy,J (6.2) 

Assim, para se aplicar o metoda semi-probabilistico, torna-se necessaria 

definir as solicitagoes de calculo "F;' formadas pelas combinagao dos valores 

nominais das agoes multiplicados pelos coeficientes de ponderagao "Yt./' e 

determinar a resistencia de calculo "f;' obtida dividindo o valor da resistencia 

nominal "fn" par "rm" e en tao aplicar a inequagao: 

S (F cJ ::; R (fcJ (6.3) 

A equagao de "F;' (solicitagoes de calculo) pode ser desenvolvida e 

geralmente expressa da seguinte forma: 

Fd = L;r9G+rq.,o, + I(r9.;\j/;OJ 
j=2 

(6.4) 
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sendo, "G" as a<;oes permanentes, "y
9

" o coeficiente de pondera<;ao das a<;5es 

permanentes, "Q1" a a<;ao variavel predominante para o efeito analisado, "yq" o 

coeficiente de pondera<;ao das a<;oes variaveis, "Ot demais a<;5es variaveis e "wt 

fator de combina<;ao das a<;5es. A expressao acima somente nao e val ida para o 

caso de combina<;5es excepcionais. 

Os valores nominais das a<;5es sao fixados em normas e geralmente 

determinados com base na experiencia. A norma brasileira que fixa os valores 

das a<;5es e a NBR-6120 "Cargas para o Calculo de Estruturas de Edifica<;5es67
". 

Ja as a<;6es exercidas pelo vento devem ser determinadas atraves da norma 

NBR-6123 "For<;as devidas ao vento em edifica<;6es68
". As resistencias nominais 

sao obtidas a partir do valor nominal das propriedades do material e das se<;6es, 

em conjunto com uma formula deduzida racionalmente, baseada em modelo 

analitico e/ou experimental. 

Os coeficientes de pondera<;ao das a<;6es sao fatores que multiplicam as 

a<;6es para considerar a incertezas a elas inerentes. Os valores dos coeficientes 

de pondera<;ao das a<;6es "y
9

" e "yq" dependem da forma da fun<;ao densidade de 

probabilidade assumida para as a<;oes, da possibilidade da ocorrencia de a<;5es 

simultaneas e do nivel de probabilidade arbitrado. Os valores destes coeficientes 

sao indicados na norma brasileira NB-8681 "A<;6es e Seguran<;a nas Estruturas69
" 

e tambem na "NBR 8800" no item 4.8.1. 

Os fatores de combina<;ao das a<;6es "wt dependem da natureza da a<;ao, 

da probabilidade das a<;5es variaveis ocorrem simultaneamente com as outras 

a<;6es, do tipo de estrutura e do estado limite a ser analisado. Estes coeficientes 

nao foram ainda propriamente definidos e existe ainda a necessidade de se 

estudar e avaliar estes coeficientes mais racionalmente. Atualmente, as normas e 

especifica<;6es indicam os valores dos fatores de combina<;ao definidos atraves 

de considera<;6es empiricas e qualitativas. 

Os coeficientes de pondera<;ao das resistencias sao fatores que multiplicam 

as resistencias nominais tambem para considerar as incertezas inerentes a elas. 

Os coeficientes de pondera<;ao "ym" para os materiais dependem do tipo de 

colapso e do grau de conhecimento do fen6meno que esta sendo analisado. Para 
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o caso dos estados limites ultimos, muitas especificac;:oes e normas fornecem 

valores para "ym" que dependem do tipo de estado limite analisado e do tipo de 

metodo de calculo. Assim, para diferentes tipos verificac;:oes em urn elemento 

estrutural, diferentes valores para "ym" sao adotados. 

E importante ressaltar que na analise estrutural admitindo o comportamento 

do material elasto-linear, a superposic;:ao dos efeitos e valida, ou seja, e possivel 

obter a solicitac;:ao ou deslocamento em uma determinada posic;:ao da estrutura 

atraves da soma dos efeitos produzidos pelos varios tipos de ac;:oes consideradas 

separadamente. Entretanto, a superposic;:ao dos efeitos nao e mais valida quando 

nao mais se considera o comportamento de uma estrutura como linear. Desta 

forma, quando se considera os efeitos de nao linearidade geometrica e fisica do 

material, torna-se necessaria definir as ac;:oes atuantes na estrutura e aplica-las 

na estrutura de forma ja combinada. E importante mencionar que quando se 

realiza analise considerando os efeitos de nao linearidade geometrica, a norma 

NB-8681 "Ac;:oes e Seguranc;:a nas Estruturas69
" no item 5.1.2.1 permite que o 

coeficiente de ponderac;:ao "y/' seja desdobrados em seus coeficientes parciais. 

Entretanto, os valores de "y(' foram adotados neste trabalho conservadoramente 

(a favor da seguranc;:a) iguais aos val ores recomendados pel a "NBR 8800". 

6.5 Analise Estrutural- Determinar;iio dos Esforr;os de Ca/cu/o 

Os esforc;:os solicitantes na estrutura sao determinados atraves de analise 

estrutural para as combinac;:oes das ac;:oes que agem na estrutura. Como o 

programa desenvolvido consegue levar em considerac;:ao os efeitos de nao 

linearidade geometrica e fisica do material, os esforc;:os solicitantes serao 

afetados por estes efeitos. Para estudar a influencia destes efeitos no 

dimensionamento de uma estrutura, quatro opc;:oes de analise estrutural foram 

desenvolvidas: 

a) analise estrutural elasto-linear ; 

b) analise estrutural levando em considerac;:ao os efeitos de nao linearidade 

fisica do material; 

c) analise estrutural levando em considerac;:ao os efeitos de nao linearidade 

geometrica; e, 
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d) analise estrutural levando em consideral_fao os efeitos simultaneos de nao 

linearidade geometrica e fisica do material. 

Os tipos de analise estrutural citados acima foram bastante descritos nos 

capftulos anteriores e desta forma nao serao detalhados nesta parte do trabalho. 

E importante ressaltar que a consideral_fao dos efeitos de nao linearidade 

geometrica e fisica modificam os esforl_fos solicitantes e os deslocamentos 

encontrados na analise de uma estrutura reticulada. 

6.6 Dimensionamento das Barras 

6.6.1 Barras Tracionadas 

6.6.1.1 Area Bruta 

A bruta "A
9

" de uma sel_fao transversal qualquer de uma barra deve ser 

calculada pela soma dos produtos da espessura pela largura bruta de cada 

elemento. 

No dimensionamento de uma pe!fa estrutural, as propriedades geometricas 

de um perfil sao utilizadas para verificar se esta pe!fa consegue suportar os 

esfor!(os solicitantes impastos. Para que o programa pudesse obter as 

propriedades geometricas dos perfis e desta forma realizar o dimensionamento 

automatizado da estrutura, houve a necessidade de se criar banco de dados 

contendo estas informal_foes. Como a proposta deste trabalho e o de 

dimensionamento de estruturas metalicas treli!fadas planas, dois tipos de bancos 

de dados de perfis foram criados: perfis "dupla cantoneira em abas iguais" e 

perfis "C". Atraves destes bancos de dados, o programa e capaz de obter as 

caracterfsticas geometricas dos perfis que irao ser verificados aos esforl_fos de 

tral_fao e compressao. 

6.6.1.2 Area Uquida 

A area liquida "An" de uma sel_fao transversal qualquer de uma barra deve 

ser calculada substituindo a largura bruta pela largura efetiva. A largura efetiva 

esta relacionada com a presen9a ou nao de furos na sel_fao transversal da barra. 

Devido a possibilidade de se confeccionar uma ligal_fao atraves de parafusos ou 

soldas, estes dois tipos de dispositivos de ligal_fao podem ser utilizados no 

programa desenvolvido. Como existem varias formas de se dispor os parafusos 
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na sec;:ao transversal de uma barra, neste presente trabalho foram adotados os 

seguintes criterios para o calculo automatico da area liquida: 

a) Ligar;oes parafusadas 

Conforme exigencia da "NBR 8800", na determinac;:ao da area liquida em 

ligac;:oes parafusadas, a largura dos furos deve ser considerada 2,0 mm maior 

que a dimensao nominal do furo fornecida no item 7.3.4 da norma. Considerou-se 

furos padrao nas ligac;:oes parafusadas conforme recomendac;:ao de norma no 

item 7.3.4.2. Assim, a area liquida pode ser calculada da seguinte forma: 

An = A
9

- N2 de parafusos . (dn + 2 mm) . t (6.5) 

sendo, "dn" o diametro nominal do furo igual ao diametro do furo acrescido 1 ,5mm 

conforme designac;:ao da norma "NBR 8800" na tabela 16 e "t" a espessura da 

chapa onde o furo foi realizado. 

0 diametro do parafuso e o numero de furos dependem do tipo de perfil e 

das dimensoes da aba ou mesa do perfil utilizado. Para que o dimensionamento 

pudesse ser feito automaticamente, padronizou-se um tipo de ligac;:ao parafusada 

para os "perfis cantoneira de abas iguais" e outro para os perfis "C". Estes tipos 

padronizados de ligac;:ao sao apresentados a seguir. 

a.1) Perfis Cantone ira em Abas lguais 

Considerou-se que os perfis cantoneira apresentem apenas um furo na 

sec;:ao transversal da barra conforme mostrado na figura 6.2. A distancia minima 

entre o furo e a borda da cantoneira "d1" e estabelecida na norma brasileira na 

tabela 18. 0 espac;:amento minima entre dais furos consecutivos nao deve ser 

menor que tres vezes o diametro do furo conforme designac;:ao da norma. 

aba--

->3d-~d/-

'-Reduqao de dais Juras 
na ser;O.o transve1·sal 

diametro do fu.n;-_; '~ver tabela 18 da norma bTasileiTa 

Figura 6.2- Ligac;:ao parafusada padrao adotada para perfis dupla cantoneira. 
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Admitindo que as ligar;:6es nas cantoneiras sequem os criterios 

estabelecidos na ligar;:ao padrao mostrada na figura 6.2, a area liquida para a 

ser;:ao transversal de urn perfil em dupla cantoneira de abas iguais pode ser 

calculada pela seguinte expressao: 

A = A - 2 · (d + 2 mm) · t n g n (6.6) 

Estabeleceu-se que o diametro nominal dos furos "dn" a serem adotados 

dependem da dimensao da aba da cantoneira. Assim, o diametro nominal dos 

furos nas ligar;:6es sao determinados conforme mostrado na tabela 6.1. E 

importante lembrar que ao diametro final do furo deve ser somado a quantia de 

3,5mm conforme citado no item 6.6.1.1 deste trabalho. A espessura do furo (t) e 

dado pela propria espessura da cantoneira que esta sendo verificada. 

Tabela 6.1 - Diametro do parafuso em funr;:ao da aba da cantoneira. 

Aba da Cantoneira Diametro do Parafuso 

::; 4,40cm 1/2" 

4,40cm < aba :$ 6,40cm 5/8" 

6,40cm < aba::; 7,60cm 3/4" 

> 7,60cm 7/8" 

a.2) Perfis "C" 

Considerou-se que os perfis "C" apresentem dois furos na ser;:ao transversal 

da barra conforme mostrado na figura 6.3. A distancia minima entre o furo e a 

borda do perfil "C" (d 1) e estabelecida na norma brasileira na tabela 18. 0 valor 

minimo para a distancia "d2" deve ser tal que permita ser possivel parafusar, 

lembrando que a porca tern diametro maior que o mesmo. 

0 espar;:amento minimo entre dois furos consecutivos nao deve ser menor 

que tres vezes o diametro do furo conforme designar;:ao do item 7.3.6 da norma. 

As distancias "d3" e "d4" sao fornecidas nas tabelas de dimens6es para desenho 

de detalhe de estruturas para perfis "C". 
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Figura 6.3 - Liga9ao parafusada padrao adotada para perfis "C". 

Admitindo que as liga96es nos perfis "C" sequem os criterios estabelecidos 

na liga9ao padrao mostrada na figura 6.3, a area liquida para a se9ao transversal 

de urn perfil "C" pode ser calculada pela seguinte expressao: 

A = A - 2 · (d + 2 mm). t n g n (6.7) 

Novamente, estabeleceu-se que o diametro nominal dos furos a serem 

adotados dependem da dimensao da mesa do perfil "C". Assim, o diametro dos 

parafusos sao determinados conforme mostrado na tabela 6.2. E importante 

lembrar que ao diametro final do furo deve ser somado a quantia de 3,5mm 

conforme citado no item 6.6.1.1 deste trabalho. 

Tabela 6.2- Oiametro do parafuso em fun9ao da alma do perfil "C". 

Alma do Perfis "C" Diametro do Parafuso 

7,62cm :<>alma< 10,16cm 1/2" 

10,16cm s alma< 15,24cm 5/8" 

15,24cm s alma < 25,40cm 3/4" 

25,40cm s alma < 30,48cm 7/8" 

30,48cm s alma s 38,1 Ocm 1" 

Na determina9ao da espessura do furo "t", existem dois casos a considerar: 

primeiro quando a liga9ao e feita na alma e segundo quando a liga9ao e feita na 

mesa. Para simplificar o problema, admitiu-se que a espessura do furo "t" e 
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fornecida apenas pela espessura media da mesa ''4" do perfil "C" pois esta e 

sempre superior a espessura da alma "!.,". Este fa to acontece para o banco de 

dados do perfil "C" cadastrado. Desta forma, quando o furo esta localizado na 

alma do perfil "C", a redw;:ao de area do perfil sera sempre maier do que se 

admitisse a espessura da propria alma. 

b) Liga<;:oes Soldadas 

Como nas liga<;:oes soldadas nao ha furos, entao a area liquida e igual a 

area bruta (An = A
9
). 

6.6.1.3 Area Liquida efetiva 

Quando uma solicita<;:ao de tra<;:ao for transmitida a uma barra diretamente 

para cada um dos elementos de sua se<;:ao por solda ou parafusos, tem-se que: 

A.= An (6.8) 

Por outre lade, quando a transmissao for feita por alguns elementos da 

se<;:ao, a area liquida efetiva deve ser calculada conforme designa<;:ao da 

"NBR 8800": 

A.= C1 An 

sendo, "Ct" um coeficiente de redu<;:ao. 

(6.9) 

0 coeficiente de redu<;:ao "Ct" e fun<;:ao do tipo de perfil utilizado, da posi<;:ao 

onde e feita a liga<;:ao e do numero de parafusos por linha de fura<;:ao na dire<;:ao 

da solicita<;:ao. Para o case de liga<;:oes soldadas, admitiu-se o case (d) do item 

5.1.1.3 da norma "NBR 8800", onde C1 = 1 ,0. Para o case de liga<;:oes 

parafusadas com perfis "dupla cantoneira de abas iguais" e perfis "C", admitiu-se 

o case (c) do item 5.1.1.3 da norma "NBR 8800", onde C1 = 0,75. Estes cases 

foram admitidos para que se pudesse padronizar os tipos de liga<;:oes utilizadas 

no dimensionamento automatizado da estrutura. 

6.6.1.4 Resistencia de Calculo a Tra<;:ao 

Segundo a "NBR 8800", a resistencia de calculo "$1Nn" a ser usada no 

dimensionamento e o menor dos valores obtidos de acordo com os estados 

limites de escoamento da se<;:ao bruta e ruptura da se<;:ao liquida efetiva: 



a) Para o estado limite de escoamento da sec;:ao bruta: 

~. = 0,90 

Nn = A9 fy 

b) Para o estado limite de ruptura da sec;:ao lfquida efetiva: 

~. = 0,75 

Nn = Ae fu 
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A formulas apresentadas nos itens (a) e (b) foram programadas para levar 

em considerac;:ao os estados limites citados anteriormente. 

6.6.1.5 [ndice de Esbeltez Limite a Trac;:ao 

A norma brasileira "NBR 8800" estabelece um valor limite para o indice de 

esbeltez "Lir" para barras tracionadas de 240. Este valor foi adotado como valor 

padrao no programa desenvolvido. Entretanto, este valor limite pode ser alterado 

no programa de acordo com a conveniencia do usuario. 

6.6.2 Barras Comprimidas 

0 dimensionamento a compressao adotado no presente trabalho esta 

baseado na hip6tese de que as barras sao prismaticas e sujeitas a compressao 

provocada por solicitac;:oes agindo segundo o eixo que passa pelos centres de 

gravidade da sec;:ao transversal. A flambagem por flexo-torc;:ao sao sera 

considerada no presente trabalho pois o programa desenvolvido nao e capaz de 

considerar os efeitos de torc;:ao e flexo-torc;:ao na analise estrutural. 

6.6.2.1 Comprimento Efetivo de Flambagem 

Uma barra comprimida em uma estrutura reticulada pode perder 

estabilidade em qualquer direc;:ao. As barras tendem a perder estabilidade na 

direc;:ao do eixo de menor inercia da barra, a nao ser que dispositivos sejam 

colocados para impedir que as barras flambem nesta direc;:ao. Geralmente, as 

barras tendem a flambar na direc;:ao dos eixos principais de inercia. Nas armac;:oes 

(estruturas trelic;:adas), existem dois sentidos de perda de estabilidade das barras 

que devem ser analisados: instabilidade no plano da armac;:ao e instabilidade 

perpendicular ao plano da armac;:ao. Para o caso da instabilidade no plano da 

armac;:ao, as barras comprimidas podem se deformar entre os n6s da armac;:ao 

conforme mostrado na figura 6.4(a). Por outro lado, a deformac;:ao no plano 
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perpendicular ao plano da armac;:ao pode acontecer com grandes comprimentos 

de flambagem conforme mostrado na figura 6.4(b) e (d). Para evitar grandes 

comprimentos de flambagem, utiliza-se o artificio de travar os n6s das barras em 

determinadas posic;:oes na direc;:ao fora do plano da armac;:ao atraves de pec;:as 

estruturais denominadas de contraventamentos. Ao se utilizar estes elementos, 

os comprimentos de flambagem fora do plano ficam reduzidos conforme 

mostrado na figura 6.4(c) e (e). A distancia recomendada para a colocac;:ao destes 

contraventamentos depende da relac;:ao entre "r;· e "ry'' da sec;:ao transversal 

utilizada. Para o caso de perfis "dupla cantoneira de abas iguais" e perfis "C", 

estas relac;:oes sao apresentadas na tabela 6.3. 

Tabela 6.3- Relac;:oes entre "r;' e "ry'' para os perfis cadastrados. 

Tipo de perfil adotado Relac;:ao entre "r " e "r " x 1v 
perfis dupla cantoneira de abas iguais rv = 1 ,5rx 

perfis "C" 2rx ::::; rv::::; 5rx 

Assim, para o caso de armac;:oes formadas por perfis dupla cantoneira em 

abas iguais, os contraventamentos sao geralmente colocados entre duas barras 

consecutivas. Para o caso de armac;:oes com perfis "C", os contraventamentos 

sao geralmente colocados entre Ires barras consecutivas. Estes valores podem 

ser alterados dependendo do tipo de arranjo estrutural utilizado. 

a) b) 

~
'~--,---- ---,--

L, \ I I 'I --

~ 
: ~'·~ : : : : : : 
I I I I I I I 

c) I I I I I I I 

~<! - --
' ' ' ' ' ' I I I I 

e) j-j -~----1-- -j---·11 - -
I I I I 

-'-·-

'> 

Figura 6.4- Comprimentos de flambagem das estruturas reticuladas trelic;:adas. 
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No programa desenvolvido, o comprimento de flambagem das barras no 

plano da estrutura e igual a distancia entre os nos que formam as barras. Por 

outre lado, como o programa apenas consegue analisar estruturas no plano, os 

comprimentos de flambagem fora do plano devem ser informados pelo usuario. 

Assim, desenvolveu-se no arquivo de entrada da estrutura (onde sao informados 

a geometria e carregamentos aplicados) um bloco no qual o usuario informa ao 

pregrama quais os comprimentos de flambagem das barras fora do plano da 

estrutura. Este bloco e opcional e caso o usuario nao informe os comprimentos de 

flambagem fora do plano, o pregrama assume que estes comprimentos sao iguais 

aos comprimentos de flambagem no plano. 

Para se determinar o comprimento efetivo de flambagem, e necessaria 

determinar o parametro de flambagem "K" da barra. Estes parametres podem ser 

determinado por analise de estabilidade, ou segundo as recomendagoes do item 

4.9.2 e dos Anexos "H" e "I" da norma "NBR 8800". 

CASO ELEMENTO CONSJDERADO /( 

corda 1, 0 

rnontanle 

ou 1, 0 

diagonal 

corda com. 

d -~ 4 contidos fora 1, 0 
<:l ~~ todos os n6s 

>- ~ do plano da 

-2, _t l--+--:"~:::1):=$~~~/:o--+t~r~e~it~· 9aa:_ __ f-,;;;;:-:;;:)-

.o ~ ~~ ~-5--1-_::/=AJ:;r, ;;;/(;;;~'';;;Jc.~;;;;;;;I-;;;;,--IJ~It.l:;:::____j_,gf..:c· ~'i~~t::_f n.:f!::Zu:.'.~Es!iB~:-1--~-F'.-,>-F-z -) _P'22 '-' b _______ sl siio contidos 0,7o+0,25-
~ ~ fora. do plano Fr 

~ ; 
6 f '-.,121~ 

m.ontante 

au 

diagonal 

1, 0 

Obs.: PaT a o cas a 5, o valor de ]{ Joi adolado iq11-a,l a 1, 0 

Figura 6.5- Parametres de flambagem para as estruturas treligadas. 
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Para os quatro tipos de dimensionamentos desenvolvidos neste trabalho, os 

valores de "K" adotados para barras foram obtidos no item "H-6" do Anexo "H" da 

norma. Estes casos sao mostrados na figura 6.5. 

6.6.2.2 Resistencia de Calculo - Flambagem por Flexao 

Segundo a "NBR 8800", a resistencia de calculo de barras axialmente 

comprimidas sujeitas a flambagem por flexao e dada por "$cNn" sendo $c = 0,90 e 

a resistencia nominal "Nn" e igual a: 

Nn = pONy = pQA
9
fy 

Os valores aproximados de "p" sao dados pelas formulas a seguir: 

p = 1,0 para 0 :;; 5::: < 0,20 

p=[3-R 
-

para 'A ;:: 0,20 

[3 = 2 ~ 2 [ 1 + a)'A
2 

-0,04 + 5:::
2

] 

5::: = ~. KL )Qfy 
n r E 

Os valores de "a" dependem do tipo de se<;:ao e eixos de flambagem no qual 

esta pode acontecer. Os valores de alfa em fun<;:ao do tipo se<;:ao e eixo de 

flambagem sao apresentados na tabela 3 da "NBR 8800". Para o caso de perfis 

dupla cantoneira e perfis "C", tem-se que a= 0,384 (curva c) para ambos os eixos 

de flexao. E importante mencionar que no dimensionamento das estruturas 

treli<;:adas, utilizou-se a curva "c" da norma "NBR 8800" para se fazer a redu<;:ao 

na capacidade portante da barra (obten<;:ao do modulo tangente), de acordo com 

a equa<;:ao 5.46 apresentada no capitulo 5. 

0 coeficiente "Q" leva em considera<;:ao os efeitos de flambagem local da 

pe<;:a estrutural. Considerou-se que este coeficiente seja igual a 1 ,0 admitindo que 

todos os elementos apresentem rela<;:ao "b/t" iguais ou inferiores as dadas na 

tabela 1 para as se<;:oes classe 3 (solicitadas por for<;:a normal). As formulas 

citadas acima foram programas e desta forma, as verifica<;:oes dos perfis 

cadastrados nos bancos de dados foram possiveis de serem feitas 

automaticamente. 
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6.6.2.3 fndice de Esbeltez Limite a Compressao 

A norma brasileira "NBR 8800" estabelece urn valor limite para o indice de 

esbeltez "KL/r'' para barras comprimidas de 200. Este valor foi adotado como 

valor padrao no programa desenvolvido. Entretanto, este valor limite pode ser 

alterado para menos no programa de acordo com a conveniencia do usw3rio. 

6. 7 Banco de Dados dos Perfis 

Dois tipos de bancos de dados de perfis foram montados para que o 

dimensionamento pudesse ser feito automaticamente: banco de dados de perfis 

"dupla cantoneira de abas iguais" e perfis "C". Nestes bancos de dados estao 

contidas todas as informa<;oes geometricas necessarias ao dimensionamento de 

uma pe<;a estrutural. Estas propriedades geometricas sao: dimensao da aba, 

dimensao da mesa, espessura da aba, espessura da mesa, peso do perfil, area 

do perfil, momenta de inercia em rela<;ao ao eixo x-x, momenta de inercia em 

rela<;ao ao eixo y-y, raio de gira<;ao em rela<;ao ao eixo x-x, raio de gira<;ao em 

rela<;ao ao eixo y-y, posi<;ao do centro de gravidade do perfil, etc. Os eixos x-x e 

y-y sao mostrados na figura 6.6. 

' ' 
' 
' 
' 

: 1-: 
~: I I:·· · ~F· L_T ___ , 

' ' 

' ' 

Figura 6.6- Perfis utilizados no dimensionamento automatizado. 

6.8 Dimensionamento automatizado dos Perfis Metalicos 

0 dimensionamento se inicia com a analise estrutural para os varios tipos de 

carregamentos a que a estrutura esta sujeita. A analise estrutural pode ser feita 

considerando os efeitos de nao linearidade geometrica e fisica do material 

conforme citado no item 6.5 deste trabalho. Os esfor<;os atuantes nas barras para 

cada carregamento sao armazenados (gravados) em arquivos de saida para que 
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possam ser acessados ap6s a analise estrutural da estrutura. Com os esforc;:os 

atuantes nas barras para os varies carregamentos, torna-se passive! determinar o 

maier esforc;:o de trac;:ao e compressao que atuarn na barra. Para tanto, 

desenvolveu-se urn procedimento no programa capaz de avaliar o maier esforc;:o 

de trac;:ao e compressao em uma determinada barra da estrutura para os varies 

carregamentos que atuam na estrutura. Como os carregamentos aplicados na 

estrutura ja sao os carregamentos combinadas, os esforc;:os obtidos sao os de 

calculo. Os maximos esforc;:os de calculo de compressao sao armazenados em 

dais vetores: urn velar que armazena os esforc;:os de trac;:ao e outre de 

compressao. Estes vetores serao utilizados no dimensionamento da estrutura. 

Com os esforc;:os de calculo determinados, o programa inicia o 

dimensionamento determinando a area necessaria para suportar o esforc;:o de 

trac;:ao que atua na barra a ser dimensionada. 0 calculo desta area e feito 

admitindo que nao ha furos na sec;:ao transversal da barra. Assim, a area de 

sec;:ao transversal necessaria para suportar o esforc;:o de trac;:ao e dada pela 

seguinte expressao: 

(6.1 0) 

De posse desta area, a lista de perfis e acessada sequencialmente ate que 

a area de urn perfil no banco de dados seja igual ou superior ao da formula 6.7. 

As propriedades geometricas deste perfil sao lidas e entao a verificac;:ao a trac;:ao 

e iniciada. No inicio, torna-se necessaria determinar a area liquida do perfil. lsto e 

feito verificando se a ligac;:ao no perfil e parafusada ou soldada. Para o caso de 

ligac;:ao soldada, a area bruta e igual a area liquida. No caso de ligac;:ao 

parafusada, torna-se necessaria calcular a area liquida do perfil. Como a ligac;:ao 

nos dois tipos de perfil foi padronizada, ja se sabe previamente o numero de furos 

que a sec;:ao transversal apresentara. Desta forma, a reduc;:ao da area e feita 

automaticamente. 0 diametro do furo e escolhido de acordo com a dimensao da 

aba ou alma do perfil que esta sendo dimensionado. 0 proximo passo e 

determinar a area liquida efetiva. No caso de ligac;:ao sold ada, c, = 1 ,0. Para o 

caso de ligac;:ao parafusada, C, = 0,75 (caso mais desfavoravel). Assim, a area 
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liquida pode ser determinada automaticamente pelo programa. De posse da area 

bruta e da area liquida efetiva, tn3s verificac;oes devem ser feitas: verificac;ao do 

limite de escoamento da sec;ao bruta, verificac;ao do limite de ruptura da sec;ao 

liquida efetiva e verificac;ao do limite de esbeltez da barra. Caso o perfil escolhido 

nao passe em uma destas verificac;oes, novo perfil e escolhido no banco de 

dados. Esta escolha e feita seqOencialmente, ou seja, escolhe-se urn perfil que 

esteja na lista abaixo do perfil determinado anteriormente. Novamente, calcula-se 

a area liquida e area liquida efetiva do perfil. Este processo e repetido ate que o 

perfil passe nas tres verificac;oes citadas acima. 

0 perfil que passou nas verificac;oes para o dimensionamento a trac;ao, sera 

utilizado para se fazer a verificac;ao a compressao. Para se calcular a resistencia 

deste perfil a compressao, torna-se necessaria determinar o parametro "p". 

Fazendo uso das propriedades geometricas do perfil e dos comprimentos de 

flambagem no plano e fora do plano informados no arquivo de entrada, e possfvel 

avaliar o valor dos parametros "5::." e "5::/ que serao utilizados para calcular "p/ 

e "Py ". A verificac;ao a compressao e feita com o menor dos val ores determinados 

anteriormente. Caso o perfil nao passe na verificac;ao, novo perfil e escolhido no 

banco de dados. Nova mente, calcula-se os valores para "p/ e "Py ". Nova 

verificac;ao e feita. Este processo e repetido ate que o perfil passe nesta 

verificac;ao. Finalmente, faz-se a verificac;ao do limite de esbeltez a compressao 

da barra. Caso o perfil nao passe nesta verificac;ao, novo perfil e escolhido ate 

que este consiga atender os requisitos de esbeltez minima para a pec;a estrutural. 

Terminada esta verificac;ao, o perfil e considerado dimensionado. 0 processo 

descrito acima e repetido sistematicamente para todas as barras da estrutura 

para que estas possam ser dimensionadas. 

Urn procedimento foi desenvolvido para agrupar os perfis dimensionados. 

Este procedimento e utilizado apes a estrutura ser completamente dimensionada. 

0 grupo de cada barra da estrutura e informado no bloco de entrada das 

designac;oes das barras. Uma linha neste bloco deve canter as seguintes 

informac;oes: barra, n6 inicial da barra, n6 final da barra, grupo que a barra 

pertence. Esta ultima informac;ao e opcional. Caso nenhum grupo seja definido, 
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os perfis nao serao agrupados, e os perfis mostrados ao final do 

dimensionamento serao os pr6prios perfis encontrados no dimensionamento de 

cada barra. Caso sejam definidos grupos, o programa determina e adota 

automaticamente o maior perfil dimensionado nas barras que formam este grupo. 

Desta forma, os perfis pertencentes a um grupo serao formados pelo mesmo 

perfil. Ap6s o agrupamento dos perfis da estrutura ser realizado, a estrutura e 

considerada dimensionada. E importante citar que o usuario deve definir a 

simetria da estrutura caso ela exista. Desta forma, barras simetricas apresentarao 

o mesmo perfil ap6s o dimensionamento. 

Com os novos perfis obtidos no dimensionamento, nova analise estrutural e 

realizada e novos esfon;:os de calculos sao determinados. Com estes novos 

esfor9os, a estrutura e dimensionada novamente. lsto e feito ate que os perfis 

obtidos no dimensionamento anterior sejam iguais aos perfis obtidos no 

dimensionamento atual. Quando isto acontecer, diz-se que o processo de 

dimensionamento convergiu para uma lista de perfis. Esta repeti9ao da analise 

estrutural e posteriormente dimensionamento nao e feita normalmente na pratica 

quando um estrutura e dimensionada manualmente. Entretanto, ao se mudar os 

perfis em uma estrutura, o comportamento estrutural desta se modifica pois novas 

propriedades geometricas sao utilizadas na analise. Desta forma, os esfor9os que 

agem nas barras tambem se modificarao. Assim, pode acontecer de um perfil 

dimensionado na analise anterior nao conseguir suportar os esfor9os solicitantes 

obtidos na analise subsequente. Por este motivo, ha a necessidade de fazer uma 

nova verifica9ao nos perfis dimensionados. E importante ressaltar que os efeitos 

de nao linearidade geometrica e fisica do material contribuem para que os perfis 

se modifiquem durante o dimensionamento. Todo o procedimento descrito 

anteriormente e feito considerando os valores de "K" iguais aos estabelecidos no 

item H-6 do anexo H da norma "NBR 8800". Ap6s a estrutura ter sido 

dimensionada, a seguran9a desta para o carregamentos a qual esta sujeita e 

verificada atraves de analise de instabilidade. Este procedimento e realizado para 

verificar se ap6s o dimensionamento, a estrutura esta segura ao problema de 

instabilidade estrutural. 
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6.9 Exemplos Numericos 

6.9.1 Exemplo Numerico 1 - Trelir;a Metiilica 

0 primeiro teste de dimensionamento foi realizado na estrutura trelir;ada 

mostrada na figura 6.7. Todas as barras da estrutura sao compostas de perfis 

dupla cantoneira de abas iguais. As ligar;oes entre as barras da estrutura sao 

feitas utilizando chapas de ligar;ao e soldas. Neste exemplo, as ar;oes mostradas 

na tabela 6.4 foram adotadas no dimensionamento. 0 principal objetivo deste 

exemplo foi verificar se os efeitos de nao linearidade geometrica e fisica do 

material podiam modificar os perfis obtidos no dimensionamento em regime 

elasto-linear. t: importante ressaltar que o dimensioamento em regime elasto

linear e utilizado pela maioria dos projetistas que dimensionam estruturas 

metiilicas. Alem do mais, a maioria dos programas de dimensionamento que 

estao disponiveis no mercado fazem o dimensionamento nao considerando os 

efeitos mencionados anteriormente. 

Tabela 6.4- Combinar;ao das ar;oes aplicadas na estrutura trelir;ada. 

Combina~,:ao das A~,:oes para a Estrutura treli~,:ada 

Combinar;ao P1(kN) Pz(kN) P3(kN) P4(kN) Ps(kN) P5(kN) P1(kN) 
Comb. I -10,60 -10,60 -10,60 -10,60 -10,60 -10,60 -10,60 
Comb. II 10,60 10,60 10,60 10,60 10,60 10,60 10,60 

y 

·Lx 
Ii; 

~~f~____J~_ 

28 1 200Jmm 

"-"'=~*::._---:.._~-!<'--~-4>--~--"~~~>~>0-=-o--">>'"-'-2~' ,;:9 ~ -~J 71 8 

-=- -=--

L.---~~~-~:_r_"o_s_"'_ii_o_cl_o: 
6

::;::,:,:_er_l_ia_n_l_er-tl_o_s _______ j 
Figura 6.7- Trelir;a metiilica composta por perfis dupla cantoneira de abas iguais. 

Os resultados obtidos para os quatro tipos de dimensionamento disponiveis 

no programa sao apresentados nas tabelas do dimensionamento emitidas pelo 

programa. Estas tabelas sao apresentadas no final deste exemplo. 
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Neste exemplo, verificou-se que quando o dimensionamento da estrutura foi 

feito considerando apenas o efeito de nao linearidade fisica do material, os perfis 

na estrutura nao sofreram modificac;:ao em relac;:ao ao dimensionamento elasto

linear. Por outro lado, quando o dimensionamento foi feito considerando o efeito 

de nao linearidade geometrica, as barras 10 (e 20, estrutura simetrica) da 

estrutura se modificaram em relac;:ao ao dimensionamento elasto-linear. No 

dimensionamento elasto-linear, um perfil dupla cantoneira de 2.24x2.24x0.32 era 

capaz de suportar os esforc;:os solicitantes. Devido ao efeito de nao linearidade 

geometrica, os esforc;:os na estrutura se modificaram, e a barra teve que ser 

alterada (2.5x2.5x0.32) para poder suportar os novos esforc;:os. 0 mesmo pode ser 

dito quando o dimensionamento foi feito considerando os efeitos de nao 

linearidade fisica e geometrica do material atuando em conjunto. As modificac;:6es 

nos perfis neste tipo de dimensionamento foram maiores que no caso anterior. 

Alem da barra 10 da estrutura, as barras 1 (29), 2 (28) e 8 (22) sofreram 

modificac;:oes que foram produzidas devido aos efeitos considerados, acarretando 

na necessidade de perfis com novas propriedades geometricas para poder 

suportar os esforc;:os que atuam na estrutura. 

Baseado nestas observac;:6es, constata-se que os efeitos de nao linearidade 

fisica do material e geometrica podem alterar os perfis que comporao uma 

estrutura. E importante ressaltar que a comparac;:ao esta sendo feita tendo como 

referencia os perfis obtidos no dimensionamento elasto-linear. Para verificar o 

nivel de seguranc;:a que a estrutura apresenta ap6s o dimensionamento, as cargas 

criticas de instabilidade elastica e inelastica da estrutura para os dois tipos de 

combinac;:oes das ac;:oes e para os quatro tipos de dimensionamentos foram 

determinadas e sao apresentadas na tabela 6.5. A terceira e quarta linha da 

tabela indicam o tipo de analise de instabilidade que foi realizado: elastica e 

inelastica, receptivamente. Estas analises foram realizadas para todos os tipos de 

dimensionamento que estao disponiveis no programa. Estes tipos de 

dimensionamento sao indicados na terceira, quarta, quinta e sexta colunas. Como 

a estrutura esta sujeita a dois tipos de carregamentos, cada dimensionamento 

apresentara duas cargas criticas, uma para cada carregamento. Passando para a 

analise dos resultados obtidos, observa-se que os parametres de instabilidade 

elasticos encontrados sao sempre maiores que 1 ,0. lsto indica que a estrutura 



180 

esta segura quanto ao problema de instabilidade elastica para os carregamentos 

a qual foi dimensionada. Para o caso de instabilidade inelastica, em alguns casos 

a estrutura atingiu a instabilidade e em outros, a analise de instabilidade foi 

interrompida porque alguma das barras da estrutura se plastificou completamente, 

indicando a forma9ao de uma r6tula plastica na estrutura. Estes casos sao 

indicados na tabela por um asterisco. E importante ressaltar que em todos os 

casos de plastifica9ao da se9ao transversal da barra, a carga de plastifica9ao 

(assim definida) foi maior que 1 ,0. Era esperado que isto acontecesse pois a barra 

e dimensionada pelas equa9oes de itera9ao da norma, a qual estabelece que a 

a9ao de calculo dividida pel a resistencia de calculo nao seja maior que 1 ,0. 0 fato 

da barra se plastificar com um valor maior do que 1 ,0 . (isto indica que o 

carregamento deve ser majorado de um valor maior do que a estrutura esta 

sujeita) indica que a barra esta com folga de resistencia. Constata-se tambem que 

a carga de instabilidade inelastica e inferior a carga de instabilidade elastica. 0 

efeito de nao linearidade ffsica do material reduz a capacidade portante da 

estrutura, diminuindo assim o valor da carga critica. Este fato ja foi explicado nos 

exemplos analisados no capitulo 5 deste trabalho. Os parametros de instabilidade 

obtidos em cada tipo de dimensionamento nao devem ser comparados entre si, 

pois a composi9ao da estrutura e diferente para cada tipo de dimensionamento. 

Tabela 6.5- Parametres de instabilidade para a estrutura dimensionada 

Parametres de lnstabilidade obtidos ap6s o dimensionamento da estrutura 
Tipo de Tipos de Dimensionamento 

Analise 
Combina<;ao 1' Ordem 1' Ordem 2' Ordem 2' Ordem 

E- Cte E -var E- Cte E- var 

lnstabilidade Comb. I 3,505 3,505 3,438 4,121 
Elastica Comb. II 4,294 4,294 4,294 4,302 (We,) 

lnstabilidade Comb. I 1,936 1,936 1,866 2,258 
In elastica Comb. II . 

3,021 '3,021 *3, 101 
. 
3,346 (We,) 

' . .. -*A analise de 1nstab1hdade se encerra por plastlficayao de alguma barra. 

Os exemplos que serao analisados a seguir foram desenvolvidos de tal 

forma que as estruturas pudessem ser executadas, admitindo que estas fossem 

casos reais de projetos a serem desenvolvidos. Para tanto, definiu-se uma 

tipologia a ser adotada para cada estrutura e arbitrou-se um local em que estas 

seriam construfdas. Desta forma, as a96es puderam ser definidas e calculadas 

atraves de um procedimento de calculo. 



TABELA DO DIMENSIONAMENTO AUTOMATIZADO- ANALISE EM PRIMEIRA-ORDEM ELASTO-LINEAR 
Bar. Grup. Nd(-) Nd(+) compr. Perfil Utilizado Ag An Ae Rd(+) Kx Lx Ky Ly Kxlx/rx Kyly/ry Rox Roy Rd(-) 

1 1 151,19 -151,19 206,16 7.6 X 7.6 X .64 18,58 18,58 18,58 418,05 1,0 206,16 1,0 412,31 107,93 139,77 0,56 0,37 156,30 

2 2 150,96 -150,96 206,16 7.6 X 7.6 X .64 18,58 18,58 18,58 418,05 1,0 206,16 1,0 412,31 107,93 139,77 0,56 0,37 156,30 

3 3 131,13 -131,13 206,16 7.6 X 7.6 X .64 18,58 18,58 18,58 418,05 1,0 206,16 1,0 412,31 107,93 139,77 0,56 0,37 156,30 

4 4 109,08 -109,08 206,16 7.6 X 7.6 X .48 14,06 14,06 14,06 316,35 1,0 206,16 1,0 412,31 106,82 141,20 0,57 0,38 118,78 

5 5 30,33 -30,33 200,00 4.4 X 4.4 X .48 8,00 8,00 8,00 180,00 1,0 200,00 1,0 400,00 147,06 190,48 0,28 0,18 32,89 

6 6 10,99 -10,99 200,00 4.4 X 4.4 X .32 5,42 5,42 5,42 121,95 1,0 200,00 1,0 400,00 143,88 192,31 0,22 0,14 14,79 

7 7 10,34 -10,34 200,00 4.4 X 4.4 X .32 5,42 5,42 5,42 121,95 1,0 200,00 1,0 400,00 143,88 192,31 0,22 0,14 14,79 

8 8 31,29 -31,29 200,00 4.4 X 4.4 X .48 8,00 8,00 8,00 180,00 1,0 200,00 1,0 400,00 147,06 190,48 0,28 0,18 32,89 

9 9 9,80 -9,80 50,00 2.24 X 2.24 X .32 2,64 2,64 2,64 59,40 1,0 50,00 1,0 50,00 75,76 42,37 0,64 0,83 37,78 

10 10 15,90 -15,90 100,00 2.24 X 2.24 X .32 2,64 2,64 2,64 59,40 1,0 100,00 1,0 100,00 151,52 84,75 0,27 0,58 15,99 

11 11 20,94 -20,94 150,00 3.2 X 3.2 X .32 3,86 3,86 3,86 86,85 1,0 150,00 1,0 150,00 153,06 95,54 0,26 0,51 22,99 

12 12 0,05 -0,05 200,00 3.8 X 3.8 X .32 4,64 4,64 4,64 104,40 1,0 200,00 1,0 200,00 169,49 109,89 0,16 0,37 19,44 

13 13 21,60 -21,60 223,61 4.4 X 4.4 X .32 5,42 5,42 5,42 121,95 1,0 223,61 1,0 223,61 192,76 120,87 0,24 0,45 29,74 

14 14 26,59 -26,59 250,00 4.4 X 4.4 X .32 5,42 5,42 5,42 121,95 1,0 250,00 1,0 250,00 179,86 120,19 0,14 0,33 28,49 

15 15 29,58 -29,58 282,84 5.1 X 5.1 X .48 9,16 9,16 9,16 206,10 1,0 282,84 1,0 282,84 179,01 118,84 0,15 0,33 35,79 

16 15 29,58 -29,58 282,84 5.1 X 5.1 X .48 9,16 9,16 9,16 206,10 1,0 282,84 1,0 282,84 179,01 118,84 0,15 0,33 35,79 

17 14 26,59 -26,59 250,00 4.4 X 4.4 X .32 5,42 5,42 5,42 121,95 1,0 250,00 1,0 250,00 179,86 120,19 0,14 0,33 28,49 

18 13 21,60 -21,60 223,61 4.4 X 4.4 X .32 5,42 5,42 5,42 121,95 1,0 223,61 1,0 223,61 192,76 120,87 0,24 0,45 29,74 

19 11 20,94 -20,94 150,00 3.2 X 3.2 X .32 3,86 3,86 3,86 86,85 1,0 150,00 1,0 150,00 153,06 95,54 0,26 0,51 22,99 

20 10 15,90 -15,90 100,00 2.24 X 2.24 X .32 2,64 2,64 2,64 59,40 1,0 100,00 1,0 100,00 151,52 84,75 0,27 0,58 15,99 

21 9 9,80 -9,80 50,00 2.24 X 2.24 X .32 2,64 2,64 2,64 59,40 1,0 50,00 1,0 50,00 75,76 42,37 0,64 0,83 37,78 

22 8 31,29 -31,29 200,00 4.4 X 4.4 X .48 8,00 8,00 8,00 180,00 1,0 200,00 1,0 400,00 147,06 190,48 0,28 0,18 32,89 

23 7 10,34 -10,34 200,00 4.4 X 4.4 X .32 5,42 5,42 5,42 121,95 1,0 200,00 1,0 400,00 143,88 192,31 0,22 0,14 14,79 

24 6 10,99 -10,99 200,00 4.4 X 4.4 X .32 5,42 5,42- 5,42 121,95 1,0 200,00 1,0 400,00 143,88 192,31 0,22 0,14 14,79 

25 5 30,33 -30,33 200,00 4.4 X 4.4 X .48 8,00 8,00 8,00 180,00 1,0 200,00 1,0 400,00 147,06 190,48 0,28 0,18 32,89 

26 4 109,08 -109,08 206,16 7.6 X 7.6 X .48 14,06 14,06 14,06 316,35 1,0 206,16 1,0 412,31 106,82 141,20 0,57 0,38 118,78 

27 3 131,13 -131,13 206,16 7.6 X 7.6 X .64 18,58 18,58 18,58 418,05 1,0 206,16 1,0 412,31 107,93 139,77 0,56 0,37 156,30 

28 2 150,96 -150,96 206,16 7.6 X 7.6 X .64 18,58 18,58 18,58 418,05 1,0 206,16 1,0 412,31 107,93 139,77 0,56 0,37 156,30 

29 ' 1 151,19 -151,19 206,16 7.6 X 7.6 X .64 18,58 18,58 18,58 418,05 1,0 206,16 1,0 412,31 107,93 139,77 0,56 0,37 156,30 

-00 -



TABELA DO DIMENSIONAMENTO AUTOMATIZADO -ANALISE EM PRIMEIRA ORDEM- E- VARIA VEL 
Bar. Grup. Nd(-) Nd(+) compr. Perfil Utilizado Ag An Ae Rd(+) Kx Lx Ky Ly Kxlx/rx Kyly/ry Rox Roy Rd(-) 

1 1 151,25 -151,25 206,16 7.6 X 7.6 X .64 18,58 18,58 18,58 418,05 1,0 206,16 1,0 412,31 107,93 139,77 0,56 0,37 156,30 

2 2 151,04 -151,04 206,16 7.6 X 7.6 X .64 18,58 18,58 18,58 418,05 1,0 206,16 1,0 412,31 107,93 139,77 0,56 0,37 156,30 

3 3 131,14 -131,14 206,16 7.6 X 7.6 X .64 18,58 18,58 18,58 418,05 1,0 206,16 1,0 412,31 107,93 139,77 0,56 0,37 156,30 

4 4 109,08 -109,08 206,16 7.6 X 7.6 X .48 14,06 14,06 14,06 316,35 1,0 206,16 1,0 412,31 106,82 141,20 0,57 0,38 118,78 

5 5 30,38 -30,38 200,00 4.4 X 4.4 X .48 8,00 8,00 8,00 180,00 1,0 200,00 1,0 400,00 147,06 190,48 0,28 0,18 32,89 

6 6 10,99 -10,99 200,00 4.4 X 4.4 X .32 5,42 5,42 5,42 121,95 1,0 200,00 1,0 400,00 143,88 192,31 0,22 0,14 14,79 

7 7 10,35 -10,35 200,00 4.4 X 4.4 X .32 5,42 5,42 5,42 121,95 1,0 200,00 1,0 400,00 143,88 192,31 0,22 0,14 14,79 

8 8 31,33 -31,33 200,00 4.4 X 4.4 X .48 8,00 8,00 8,00 180,00 1,0 200,00 1,0 400,00 147,06 190,48 0,28 0,18 32,89 

9 9 9,86 -9,86 50,00 2.24 X 2.24 X .32 2,64 2,64 2,64 59,40 1,0 50,00 1,0 50,00 75,76 42,37 0,64 0,83 37,78 

10 10 15,89 -15,89 100,00 2.24 X 2.24 X .32 2,64 2,64 2,64 59,40 1,0 100,00 1,0 100,00 151,52 84,75 0,27 0,58 15,99 

11 11 20,97 -20,97 150,00 3.2 X 3.2 X .32 3,86 3,86 3,86 86,85 1,0 150,00 1,0 150,00 153,06 95,54 0,26 0,51 22,99 

12 12 0,06 -0,06 200,00 3.8 X 3.8 X .32 4,64 4,64 4,64 104,40 1,0 200,00 1,0 200,00 169,49 109,89 0,16 0,37 19,44 

13 13 21,66 -21,66 223,61 4.4 X 4.4 X .32 5,42 5,42 5,42 121,95 1,0 223,61 1,0 223,61 192,76 120,87 0,24 0,45 29,74 

14 14 26,60 -26,60 250,00 4.4 X 4.4 X .32 5,42 5,42 5,42 121,95 1,0 250,00 1,0 250,00 179,86 120,19 0,14 0,33 28,49 

15 15 29,62 -29,62 282,84 5.1 x5.1 x .48 9,16 9,16 9,16 206,10 1,0 282,84 1,0 282,84 179,01 118,84 0,15 0,33 35,79 

16 15 29,62 -29,62 282,84 5.1 x5.1 x.48 9,16 9,16 9,16 206,10 1,0 282,84 1,0 282,84 179,01 118,84 0,15 0,33 35,79 

17 14 26,60 -26,60 250,00 4.4 X 4.4 X .32 5,42 5,42 5,42 121,95 1,0 250,00 1,0 250,00 179,86 120,19 0,14 0,33 28,49 

18 13 21,66 -21,66 223,61 4.4 X 4.4 X .32 5,42 5,42 5,42 121,95 1,0 223,61 1,0 223,61 192,76 120,87 0,24 0,45 29,74 

19 11 20,97 -20,97 150,00 3.2 X 3.2 X .32 3,86 3,86 3,86 86,85 1,0 150,00 1,0 150,00 153,06 95,54 0,26 0,51 22,99 

20 10 15,89 -15,89 100,00 2.24 X 2.24 X .32 2,64 2,64 2,64 59,40 1,0 100,00 1,0 100,00 151,52 84,75 0,27 0,58 15,99 

21 9 9,86 -9,86 50,00 2.24 X 2.24 X .32 2,64 2,64 2,64 59,40 1,0 50,00 1,0 50,00 75,76 42,37 0,64 0,83 37,78 

22 8 31,33 -31,33 200,00 4.4 X 4.4 X .48 8,00 8,00 8,00 180,00 1,0 200,00 1,0 400,00 147,06 190,48 0,28 0,18 32,89 

23 7 10,35 -10,35 200,00 4.4 X 4.4 X .32 5,42 5,42 5,42 121,95 1,0 200,00 1,0 400,00 143,88 192,31 0,22 0,14 14,79 

24 6 10,99 -10,99 200,00 4.4 X 4.4 X .32 5,42 5,42 5,42 121,95 1,0 200,00 1,0 400,00 143,88 192,31 0,22 0,14 14,79 

25 5 30,38 -30,38 200,00 4.4 X 4.4 X .48 8,00 8,00 8,00 180,00 1,0 200,00 1,0 400,00 147,06 190,48 0,28 0,18 32,89 

26 4 109,08 -109,08 206,16 7.6 X 7.6 X .48 14,06 14,06 14,06 316,35 1,0 206,16 1,0 412,31 106,82 141,20 0,57 0,38 118,78 

27 3 131,14 -131,14 206,16 7.6 X 7.6 X .64 18,58 18,58 18,58 418,05 1,0 206,16 1,0 412,31 107,93 139,77 0,56 0,37 156,30 

28 2 151,04 -151,04 206,16 7.6 X 7.6 X .64 18,58 18,58 18,58 418,05 1,0 206,16 1,0 412,31 107,93 139,77 0,56 0,37 156,30 

29 1 151,25 -151,25 206,16 7.6 X 7.6 X .64 18,58 18,58 18,58 418,05 1,0 206,16 1,0 412,31 107,93 139,77 0,56 0,37 156,30 

-00 
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TABELA DO DIMENSIONAMENTO AUTOMATIZADO- ANALISE EM SEGUNDA-ORDEM- E- CONSTANTE 
Grup. Nd(-) Nd(+) compr. Perfil Utilizado Ag An Ae Rd(+) Kx Lx Ky Ly Kxlx/rx Kyly/ry Rox Roy 

1 148,20 -154,48 206,16 7.6 X 7.6 X .64 18,58 18,58 18,58 418,05 1,0 206,16 1,0 412,31 87,35 122,35 0,56 0,37 

2 147,74 -154,50 206,16 7.6 X 7.6 X .64 18,58 18,58 18,58 418,05 1,0 206,16 1,0 412,31 87,35 122,35 0,56 0,37 

3 129,25 -133,12 206,16 7.6 X 7.6 X .64 18,58 18,58 18,58 418,05 1,0 206,16 1,0 412,31 107,93 139,77 0,56 0,37 

4 107,90 -110,34 206,16 7.6 X 7.6 X .48 14,06 14,06 14,06 316,35 1,0 206,16 1,0 412,31 106,82 141,20 0,57 0,38 

5 31,99 -28,85 200,00 4.4 X 4.4 X .48 8,00 8,00 8,00 180,00 1,0 200,00 1,0 400,00 147,06 190,48 0,21 0,15 

6 11,12 -10,86 200,00 4.4 X 4.4 X .32 5,42 5,42 5,42 121,95 1,0 200,00 1,0 400,00 143,88 192,31 0,22 0,14 

7 9,81 -10,93 200,00 4.4 X 4.4 X .32 5,42 5,42 5,42 121,95 1,0 200,00 1,0 400,00 143,88 192,31 0,22 0,14 

8 30,40 -32,27 200,00 4.4 X 4.4 X .48 8,00 8,00 8,00 180,00 1,0 200,00 1,0 400,00 147,06 190,48 0,28 0,18 

9 8,96 -10,74 50,00 2.24 X 2.24 X .32 2,64 2,64 2,64 59,40 1,0 50,00 1,0 50,00 75,76 42,37 0,64 0,83 

10 15,39 -16,46 100,00 2.5 X 2.5 X .32 2,96 2,96 2,96 66,60 1,0 100,00 1,0 100,00 151,52 80,65 0,34 0,64 

11 20,56 -21,34 150,00 3.2 X 3.2 X .32 3,86 3,86 3,86 86,85 1,0 150,00 1,0 150,00 153,06 95,54 0,26 0,51 

12 0,01 -0,09 200,00 3.8 X 3.8 X .32 4,64 4,64 4,64 104,40 1,0 200,00 1,0 200,00 169,49 109,89 0,16 0,37 

13 23,32 -20,05 223,61 4.4 X 4.4 X .32 5,42 5,42 5,42 121,95 1,0 223,61 1,0 223,61 192,76 120,87 0,24 0,45 

14 27,51 -25,73 250,00 4.4 X 4.4 X .32 5,42 5,42 5,42 121,95 1,0 250,00 1,0 250,00 179,86 120,19 0,14 0,33 

15 30,16 -29,04 282,84 5.1 X 5.1 X .48 9,16 9,16 9,16 206,10 1,0 282,84 1,0 282,84 179,01 118,84 0,15 0,33 

15 30,16 -29,04 282,84 5.1 X 5.1 X .48 9,16 9,16 9,16 206,10 1,0 282,84 1,0 282,84 179,01 118,84 0,15 0,33 

14 27,51 -25,73 250,00 4.4 X 4.4 X .32 5,42 5,42 5,42 121,95 1,0 250,00 1,0 250,00 179,86 120,19 0,14 0,33 

13 23,32 -20,05 223,61 4.4 X 4.4 X .32 5,42 5,42 5,42 121,95 1,0 223,61 1,0 223,61 192,76 120,87 0,24 0,45 

11 20,56 -21,34 150,00 3.2 X 3.2 X .32 3,86 3,86 3,86 86,85 1,0 150,00 1,0 150,00 153,06 95,54 0,26 0,51 

10 15,39 -16,46 100,00 2.5 X 2.5 X .32 2,96 2,96 2,96 66,60 1,0 100,00 1,0 100,00 151,52 80,65 0,34 0,64 

9 8,96 -10,74 50,00 2.24 X 2.24 X .32 2,64 2,64 2,64 59,40 1,0 50,00 1,0 50,00 75,76 42,37 0,64 0,83 

8 30,40 -32,27 200,00 4.4 X 4.4 X .48 8,00 8,00 8,00 180,00 1,0 200,00 1,0 400,00 147,06 190,48 0,28 0,18 

7 9,81 -10,93 200,00 4.4 X 4.4 X .32 5,42 5,42 5,42 121,95 1,0 200,00 1,0 400,00 143,88 192,31 0,22 0,14 

6 11 '12 -10,86 200,00 4.4 X 4.4 X .32 5,42 5,42 5,42 121,95 1,0 200,00 1,0 400,00 143,88 192,31 0,22 0,14 

5 31,99 -28,85 200,00 4.4 X 4.4 X .48 8,00 8,00 8,00 180,00 1,0 200,00 1,0 400,00 147,06 190,48 0,21 0,15 

4 107,90 -110,34 206,16 7.6 X 7.6 X .48 14,06 14,06 14,06 316,35 1,0 206,16 1,0 412,31 106,82 141,20 0,57 0,38 

3 129,25 -133,12 206,16 7.6 X 7.6 X .64 18,58 18,58 18,58 418,05 1,0 206,16 1,0 412,31 107,93 139,77 0,56 0,37 

2 147,74 -154,50 206,16 7.6 X 7.6 X .64 18,58 18,58 18,58 418,05 1,0 206,16 1,0 412,31 87,35 122,35 0,56 0,37 

1 148,20 -154,48 206,16 7.6 X 7.6 X .64 18,58 18,58 18,58 ,418,05 ' 1,0 206,16 1,0 412,31 _8;'.35 122,35 0,56 0,37 
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TABELA DO DIMENSIONAMENTO AUTOMATIZADO- ANALISE EM SEGUNDA-ORDEM- E- VARIA VEL 
Nd(-) Nd(+) compr. Perfil Utilizado Ag An Ae Rd(+) Kx Lx Ky Ly Kxlxlrx Kyly/ry Rox Roy 

146,74 -156,39 206,16 7.6 X 7.6 X .8 22,96 22,96 22,96 516,60 1,0 206,16 1,0 412,31 88,10 120,21 0,56 0,38 

146,20 -156,59 206,16 7.6 X 7.6 X .8 22,96 22,96 22,96 516,60 1,0 206,16 1,0 412,31 88,10 120,21 0,56 0,38 

128,19 -134,32 206,16 7.6 X 7.6 X .64 18,58 18,58 18,58 418,05 1,0 206,16 1,0 412,31 107,93 139,77 0,56 0,37 

107,18 -111,20 206,16 7.6 X 7.6 X .48 14,06 14,06 14,06 316,35 1,0 206,16 1,0 412,31 106,82 141,20 0,57 0,38 

32,49 -27,87 200,00 4.4 X 4.4 X .48 8,00 8,00 8,00 180,00 1,0 200,00 1,0 400,00 147,06 190,48 0,21 0,15 

10,78 -10,40 200,00 4.4 X 4.4 X .32 5,42 5,42 5,42 121,95 1,0 200,00 1,0 400,00 143,88 192,31 0,22 0,14 

9,94 -11,62 200,00 4.4 X 4.4 X .32 5,42 5,42 5,42 121,95 1,0 200,00 1,0 400,00 143,88 192,31 0,22 0,14 

30,37 -33,23 200,00 5.1 X 5.1 X .48 9,16 9,16 9,16 206,10 1,0 200,00 1,0 400,00 149,25 187,79 0,36 0,23 

8,66 -11,26 50,00 2.24 X 2.24 X .32 2,64 2,64 2,64 59,40 1,0 50,00 1,0 50,00 75,76 42,37 0,64 0,83 

15,12 -16,72 100.00 2.5 X 2.5 X .32 2,96 2,96 2,96 66,60 1,0 100,00 1,0 100,00 151,52 80,65 0,34 0,64 

20,40 -21,62 150,00 3.2 X 3.2 X .32 3,86 3,86 3,86 86,85 1,0 150,00 1,0 150,00 153,06 95,54 0,26 0,51 

0,03 -0,12 200,00 3.8 X 3.8 X .32 4,64 4,64 4,64 104,40 1,0 200,00 1,0 200,00 169,49 109,89 0,16 0,37 

24,30 -19,48 223,61 4.4 X 4.4 X .32 5,42 5,42 5,42 121,95 1,0 223,61 1,0 223,61 192,76 120,87 0,24 0,45 

27,96 -25,30 250,00 4.4 X 4.4 X .32 5,42 5,42 5,42 121,95 1,0 250,00 1,0 250,00 179,86 120,19 0,14 0,33 

30,55 -28,78 282,84 5.1 X 5.1 X .48 9,16 9,16 9,16 206,10 1,0 282,84 1,0 282,84 179,01 118,84 0,15 0,33 

30,55 -28,78 282,84 5.1 X 5.1 X .48 9,16 9,16 9,16 206,10 1,0 282,84 1,0 282,84 179,01 118,84 0,15 0,33 

27,96 -25,30 250,00 4.4 X 4.4 X .32 5,42 5,42 5,42 121,95 1,0 250,00 1,0 250,00 179,86 120,19 0,14 0,33 

24,30 -19,48 223,61 4.4 X 4.4 X .32 5,42 5,42 5,42 121,95 1,0 223,61 1,0 223,61 192,76 120,87 0,24 0,45 

20,40 -21,62 150,00 3.2 X 3.2 X .32 3,86 3,86 3,86 86,85 1,0 150,00 1,0 150,00 153,06 95,54 0,26 0,51 

15,12 -16,72 100,00 2.5 X 2.5 X .32 2,96 2,96 2,96 66,60 1,0 100,00 1,0 100,00 151,52 80,65 0,34 0,64 

8,66 -11,26 50,00 2.24 X 2.24 X .32 2,64 2,64 2,64 59,40 1,0 50,00 1,0 50,00 75,76 42,37 0,64 0,83 

30,37 -33,23 200,00 5.1 x5.1 x.48 9,16 9,16 9,16 206,10 1,0 200,00 1,0 400,00 149,25 187,79 0,36 0,23 

9,94 -11,62 200,00 4.4 X 4.4 X .32 5,42 5,42 5,42 121,95 1,0 200,00 1,0 400,00 143,88 192,31 0,22 0,14 

10,78 -10,40 200,00 4.4 X 4.4 X .32 5,42 5,42 5,42 121,95 1,0 200,00 1,0 400,00 143,88 192,31 0,22 0,14 

32,49 -27,87 200,00 4.4 X 4.4 X .48 8,00 8,00 8,00 180,00 1,0 200,00 1,0 400,00 147,06 190,48 0,21 0,15 

107,18 -111,20 206,16 7.6 X 7.6 X .48 14,06 14,06 14,06 316,35 1,0 206,16 1,0 412,31 106,82 141,20 0,57 0,38 

128,19 -134,32 206,16 7.6 X 7.6 X .64 18,58 18,58 18,58 418,05 1,0 206,16 1,0 412,31 107,93 139,77 0,56 0,37 

146,20 -156,59 206,16 7.6 X 7.6 X .8 22,96 22,96 22,96 516,60 1,0 206,16 1,0 412,31 88,10 120,21 0,56 0,38 

146,74 -156,39 206,16 7.6 X 7.6 X .8 22,96 22,96 22,96 516,60 1,0 206,16 1,0 412,31 88,10 120,21 0,56 0,38 

Rd(-) 

198,07 

198,07 

156,30 

118,78 

30,07 

14,79 

14,79 

46,71 

37,78 

22,82 

22,99 

19,44 

29,74 

28,49 

35,79 

35,79 

28,49 

29,74 

22,99 

22,82 

37,78 

46,71 

14,79 

14,79 

30,07 

118,78 

156,30 

198,07 

198,07 

-"' ..,. 
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6.9.2 Exemplo Numerico 2- Galpao com telhado em estrutura metalica treli<;:ada 
em duas aguas 

Neste exemplo, desejava-se construir uma estrutura em uma area de 

(50mx16,50m) para uso industrial. Para tanto, decidiu-se que esta area seria 

coberta por um galpao formado por porticos compostos por pilares de concreto e 

telhado treli<;:ado metalico. Para cobrir toda a area, os porticos foram distanciados 

de 5 em 5 metros. Desta forma, houve a necessidade de um total de 11 porticos 

para compor a estrutura. 0 esquema estatico do portico transversal da estrutura 

pode ser visualizado na figura 6.8. 

1000mm F. 2 
I 

0 Posir;ao dos Contraventarrtentos 

43 

Pilares de Concreto Armada 

l----------16500mm-------~ 

3109AOmm 

13 F, 

9000mm 

Figura 6.8- Portico transversal constituido de pilares em concreto armada e trave 
treli<;:ada de a<;:o. 

Definiu-se que as barras das treli<;:as do telhado seriam compostas por perfis 

dupla cantoneira de abas iguais. As liga<;:6es entre as barras da estrutura sao 

feitas utilizando chapas de liga<;:ao e solda. Para determina<;:ao das a<;:6es, 

admitiu-se que as telhas do telhado sao onduladas e fabricadas de fibrocimento 

com 6mm de espessura. 0 peso das telhas foi estimado ser igual a 183,35N/m2
• 

As ter<;:as sao feitas de chapa dobrada e o peso destas foram determinados 

atraves da seguinte rela<;:ao: 6,0xl(m) (N/m2
). 0 peso das treli<;:as foi avaliado 



Tabela 6.6- Ar;oes e combinar;oes das ar;oes para a estrutura em duas aguas 

Combinar;ao das Ar;oes para Estrutura em Duas Aguas 

A980 Permanente Sobrecarga Vento 0 Vent. 90 CombinaCfi'io I Combina9ao II Combin9ao Ill 

Dire<;ao X (kN) (kN) (kN) (kN) 1 ,3Perm. +1 ,5Sobr. 1 ,OxPerm.+1 ,4xVento 0 1 ,Ox Perm. +1 ,4xVento 90 

F1 0,000 0,000 -0,097 0,000 0,000 -0,136 0,000 

P1 0,000 0,000 -1,887 -2,359 0;000 -2,642 -3,303 

P2 0,000 0,000 -3,774 -4,717 0,000 -5,284 -6,604 

P3 0,000 0,000 -3,774 -4,717 0,000 -5,284 -6,604 

P4 0,000 0;000 -3,774 -4,717 0,000 -5,284 -6,604 

P5 0,000 0,000 -3,774 -4,717 0,000 -5,284 -6,604 

P6 0,000 0,000 0,000 -0,944 0,000 0,000 -1,322 

P7 0,000 0;000 3,774 2,830 0,000 5,284 3,962 

P8 0,000. 0,000 3,774 2,830 0,000 5,284 3,962 

P9 0,000 0,000 3,774 2,830 0,000 5,284 3,962 

P10 0,000 0,000 3,774 2,830 0,000 5,284 3,962 

P11 0,000 0,000 1,887 1,416 0,000 2,642 1,982 

F2 0,000 0,000 0,097 0,065 0,000 0,136 0,091 

A980 Permanente Sobrecarga Vento 0 Vent. 90 CombinaCfi'io I Combina<faO II Combin<;ao Ill 

Direc;ao Y (kN) (kN) (kN) (kN) 1 ,3Perm. +1 ,5Sobr. 1 ,OxPerm. +1 ,4xVento 0 1,0xPerm. +1,4xVento 90 

F1 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 

P1 -2,096 -0,985 7,043 8,804 -4,202 7,764 10,230 

P2 -2,093 -1,969 14,086 17,607 -5,674 17,627 22,557 

P3 -2,093 -1,969 14,086 17,607 -5,674 17,627 22,557 

P4 -2,093 -1,969 14,086 17,607 -5,674 17,627 22,557 

P5 -2,093 -1,969 14,086 17,607 -5,674 17,627 22,557 

P6 -2,593 -1,969 14,086 14,086 -6,324 17,127 17,127 

P7 -2,093 -1,969 14,086 10,565 -5,674 17,627 12,698 

P8 -2,093 -1,969 14,086 10,565 -5,674 17,627 12,698 

P9 -2,093 -1,969 14,086 10,565 -5,674 17,627 12,698 

P10 -2,093 -1,969 14,086 10,565 -5,674 17,627 12,698 

P11 -2,093 -0,985 7,043 5,282 -4,198 7,767 5,302 

F2 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 -00 

"' 
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atraves da seguinte relagao: 50 + 1 ,60(L<ml - 15) (N/m2
). Considerou-se urn peso 

de 100N/m para rufos e cumeeiras. Admitiu-se a existencia de uma sobrecarga de 

250N/m2 na estrutura de caracter permanente devido a instalagao de 

equipamentos na cobertura. As agoes permanentes devido ao peso das telhas de 

fibrocimento, peso proprio da treliga e peso das tergas foram calculados atraves 

da area de influencia para cada n6 da estrutura no qual a terga descarrega as 

agoes. A agao permanente oriunda do peso do rufo e cumeeiras e calculado 

atraves do comprimento de influencia para cada n6. Estas agoes foram avaliadas 

e sao apresentadas na tabela 6.6. As agoes variaveis devido a sobrecarga foi 

determinada tambem atraves da area de influencia para os n6s que recebem as 

tergas. Elas tambem podem ser visualizadas na tabela 6.6. Para o calculo do 

vento, admitiu-se que o galpao tera alto indice de ocupagao e esta situado na 

regiao de Campinas em terreno plano e aberto com obstrugoes inferiores a 3,0m. 

0 valor velocidade basica do vento obtido no mapa das isopletas para regiao de 

Campinas foi de 45m/s. Os seguintes fatores de corregao da velocidade basica do 

vento foram avaliados e utilizados: S1 = 1,0 (topografia plana), S2 (pilar) = 0,92, 

S2 (cobertura) = 0,94, S3 = 1,0 (galpao industrial com alto fator de ocupagao). 

Atraves do uso destes fatores de corregao da velocidade basica do vento, 

determinou-se as velocidades caracteristica do vento para o pilar e cobertura: 

vk(Pilar) = 41 ,40m/s e vk(Cobertura) = 42,30m/s. Com a velocidade caracteristica do 

vento no pilar e cobertura, foi possivel determinar a pressao dinamica do vento 

nos pilares e cobertura: qk(Pilar) = 1071 ,23N/m2 e qk(Cobertura) = 1118,31 N/m2
. Os 

coeficientes de pressao e forma externos e interna foram avaliados atraves das 

condigoes geometricas da estrutura e desta forma as forgas na edificagao 

provocadas pela agao do vento foram determinadas. Esta forgas podem ser 

obtidas na quarta e quinta coluna da tabela 6.6. 

A estrutura foi dimensionada para os tres tipos de combinagoes das agoes e 

para os quatro tipos de dimensionamentos disponiveis no programa. As 

combinagoes das agoes podem ser visualizadas na tabela 6.6. Neste exemplo, a 

estrutura foi assumida ser composta por quatro grupos: urn grupo para o banzo 

superior, urn para o inferior, urn para as diagonais e outro para os montantes. Os 

resultados obtidos nos dimensionamentos sao apresentados na tabela 6.7. 

Observou-se que para nos quatro tipos de dimensionamento, os perfis metalicos 
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nao sofreram modificac;;ao em relac;;ao ao dimensionamento elasto-linear. Este fato 

pode ser explicado pelo fato dos efeitos de nao linearidade fisica do material e 

geometrica nao prevocarem mudanc;;as significativas nos esforc;;os das barras. 

Tabela 6.7- Perfis obtidos no dimensionamento da trelic;;ada em duas aguas. 

Perfis Obtidos nos Quatro Tipos de Dimensionamento 
Defini<;oes Perfil Dimensionado 

Grupos 1' Ordem-E - Cte 1' Ordem - E - var i Ordem - E - Cte i Ordem - E - var 

1 Sanzo 5,1 Ox5, 1 Ox0,48 5,1 Ox5, 1 Ox0,48 5,1 Ox5, 1 Ox0,48 5,1 Ox5, 1 Ox0,48 
Superior 

2 Sanzo 7,60x7,60x0,64 7,60x7,60x0,64 7,60x7,60x0,64 7,60x7,60x0,64 
Inferior 

3 Diagonais 7,60x7,60x0,48 7,60x7,60x0,48 7,60x7,60x0,48 7,60x7,60x0,48 

4 Montantes 5,1 Ox5, 1 Ox0,48 5,1 Ox5, 1 Ox0,48 5,1 Ox5, 1 Ox0,48 5,1 Ox5, 1 Ox0,48 

A seguranc;;a da estrutura para as tres combinac;;oes das ac;;oes para cada 

tipo de dimensionamento realizado foi avaliada. Para tanto, os parametres de 

instabilidade para cada carregamento foram determinados e sao apresentados na 

tabela 6.8. Os parametres de instabilidade encontrados para todas as analises 

sao maio res que 1 ,0, indicando que a estrutura ap6s o dimensionamento, 

apresenta seguranc;;a aos carregamentos a qual esta sujeita. Para o caso de 

analise de instabilidade inelastica, verifica-se que em todos os casas de 

carregamento e dimensionamentos analisados, a estrutura teve alguma barra 

plastificada antes que a instabilidade fosse alcanc;;ada. As cargas de plastifica<;ao 

obtidas foram todas maiores que 1 ,0, indicando que a primeira r6tula plastica se 

formara para urn carregamento maior para o qual a estrutura foi dimensionada. 

Tabela 6.8- Parametres de instabilidade para a estrutura dimensionada. 

Parametros de lnstabilidade obtidos ap6s o dimensionamento da estrutura 

Tipo de Tipos de Dimensionamento 
Combinagao 1' Ordem 1' Ordem i Ordem 2' Ordem 

Analise 
E- Cte E- var E- Cte E- var 

lnstabilidade Comb. I 8,16 8,16 8,16 8,16 

Elastica Comb. II 8,75 8,75 8,75 8,75 

{Wee) Comb. Ill 3,97 3,97 3,97 3,97 

lnstabilidade Comb. I *4,35 *4,35 *4,35 *4,35 

lnelastica Comb. II *1 ,27 *1 ,27 *1 ,27 *1 ,27 
{Wee) Comb. Ill *1 '17 *1 '17 *1 ,17 *1 '17 . . .. -* A analise de Jnstabilldade se encerra por plast1fica<;ao de alguma barra . 
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6.9.3 Exemplo Numerico 3- Galpao com telhado em estrutura metalica treligada 
em arco 

Neste exemplo, desejava-se construir uma estrutura em uma area de 

(50x1 0) metros para uso industrial. Para tanto, decidiu-se que esta area seria 

coberta por urn galpao formado por porticos compostos por pilares de concreto e 

telhado treligado metalico em arco. Para cobrir toda a area, os porticos foram 

distanciados de 5 em 5 metros. Desta forma, houve a necessidade de urn total de 

11 porticos para compor a estrutura. 0 esquema estatico do portico transversal da 

estrutura pode ser visualizado na figura 6.9. 

400mm 

ljo 200 1nm 

0 Posiciona1nento dos Contraventa.mentos 

f Pilares de Concreto Armada \ 
600 mm 

Figura 6.9- Portico transversal constitufdo de pilares em concreto armada e area 
treligado de ago. 

Para as barras do areas do telhado foram adotados perfis dupla cantoneira 

de abas iguais. As ligagoes entre as barras da estrutura sao feitas de chapas de 

ligagao e solda. Para determinagao das agoes, admitiu-se que as telhas do 

telhado sao onduladas e fabricadas de ago galvanizado com 0,64mm de 

espessura. 0 peso das telhas com acessorios foi avaliado igual a 75N/m2
. As 



A gao Permanente 

Dire~oX (kN) 

F1 0,000 

P1 0,000 

P2 0,000 

P3 0,000 

P4 0,000 

P5 0,000 

P6 0,000 

P7 0,000 

P8 0,000 

P9 0,000 

P10 0,000 

F2 0,000 

Agao Permanente 

Dire~o Y (kN) 

F1 0,000 

P1 -1,555 

P2 -1,010 

P3 -1,010 

P4 -1,010 

P5 -1,010 

P6 -1,010 

P7 -1,010 

P8 -1,010 

P9 -1,010 

P10 -1,555 

F2 0,000 

Tabela 6.9- Ar;oes e combinar;oes das ar;oes para a estrutura em arco 

Combinar;ao das Ar;oes para Estrutura em Arco 

Sobrecarga Vento 0 Vent. 90 Combinagao I Combina~o II 

(kN) (kN) (kN) 1 ,3Perm. +1 ,4Sobr. 1 ,OxPerm.+1 ,4xVento 0 

0,000 -8,57 0,000 0,000 -11,998 

0,000 -3,012 -4,518 0,000 -4,217 

0,000 -6,025 -9,036 0,000 -8,435 

0,000 -3,472 -2,425 0,000 -4,861 

0,000 -3,472 -2,425 0,000 -4,861 

0,000 -1,558 -1,752 0,000 -2,181 

0,000 1,558 1,752 0,000 2,181 

0,000 3,472 3,471 0,000 4,861 

0,000 3,472 3,471 0,000 4,861 

0,000 6,605 2,260 0,000 9,247 

0,000 3,012 0,753 0,000 4,217 

0,000 8,570 5,357 0,000 11,998 

Sobrecarga Vento 0 Vent. 90 Combinagao I Combinagao II 

(kN) (kN) (kN) 1,3Perm.+1,4Sobr. 1 ,OxPerm.+1 ,4xVento 0 

0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 

-0,815 4,300 6,452 -3,163 4,465 

-1,630 8,603 12,905 -3,595 11,034 

-1,630 9,912 8,674 -3,595 12,867 

-1,630 9,912 8,674 -3,595 12,867 

-1,630 10,386 11,685 -3,595 13,530 

-1,630 10,386 11,685 -3,595 13,530 

-1,630 9,912 9,912 -3,595 12,867 

-1,630 9,912 9,912 -3,595 12,867 

-1,630 8,603 3,226 -3,595 11,034 

-0,815 4,300 1,076 -3,163 4,465 

0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 

Combin~o Ill 

1,0xPerm.+1,4xVento 90 

0,000 

-6,325 

-12,650 

-3,395 

-3,395 

-2,453 

2,453 

4,859 

4,859 

3,164 

1,054 

7,500 

Combingao Ill 

1 ,OxPerm.+1 ,4xVento 90 

0,000 

7,478 

17,057 

11,134 

11,134 

15,349 

15,349 

12,867 

12,867 

3,506 

-0,049 

0,000 

-"' 0 
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ten;:as sao feitas de chapa dobrada e o peso destas foram determinados atraves 

da seguinte rela<;:ao: 6,0xl(m) (N/m2
). 0 peso dos areas foi avaliado atraves da 

seguinte rela<;:ao: 50 + 1 ,60(L(m) - 15) (N/m2
). Admitiu-se a existencia de uma 

sobrecarga de 250N/m2 na estrutura de caracter variflVel devido a instala<;:ao de 

equipamentos na cobertura. As a<;:6es permanentes devido ao peso das telhas de 

aluminio, peso proprio do area e peso das ter<;:as foram calculados atraves da 

area de influencia para cada no da estrutura no qual a ter<;:a descarrega as a<;:6es. 

Estas a<;:6es podem ser visualizadas na tabela 6.9. As a<;:6es variaveis devido a 

sobrecarga foi determinada tambem atraves da area de influencia para cada no. 

Elas tambem podem ser visualizadas na tabela 6.9. Para o calculo do vento, 

admitiu-se que o galpao tera alto indice de ocupa<;:ao e esta situado na regiao de 

Campinas em terreno plano e aberto, com obstru<;:6es inferiores a 3,0m. 0 valor 

velocidade basica do vento obtida no mapa das isopletas para regiao de 

Campinas foi de 45m/s. Os seguintes fatores de corre<;:ao da velocidade basica do 

vento foram avalidados e utilizados: S1 = 1 ,0 (topografia plana), S2 (pilar) = 0,92, 

S2 (cobertura) = 0,92, S3 = 1,0 (galpao industrial com alto fator de ocupa<;:ao). 

Atraves do uso destes fatores de corre<;:ao, determinou-se as velocidades 

caracteristica do vento para o pilar e cobertura: Vk = 41 ,40m/s. Com a velocidade 

caracteristica do vento no pilar e cobertura, foi possivel determinar a pressao 

dinamica do vento nos pilares e cobertura: qk(Pilar) = 1071 ,23N/m2
• Os coeficientes 

de pressao e forma externos e interna foram avaliados atraves das condi<;:6es de 

geometria da estrutura e desta forma as for<;:as na edifica<;:ao provocadas pela 

a<;:ao do vento foram determinadas. Esta for<;:as podem ser obtidas na tabela 6.9. 

A estrutura foi dimensionada para os tres tipos combina<;:6es das a<;:6es e 

para cada tipo de dimensionamento disponivel no programa desenvolvido. As 

combina<;:6es das a<;:6es sao apresentadas na sexta, setima e oitava coluna da 

tabela 6.9. Neste exemplo, a estrutura foi assumida ser composta por tres grupos: 

urn grupo para o banzo superior, urn para o inferior e outro para as diagonais. Os 

resultados obtidos nos dimensionamentos sao apresentados na tabela 6.1 0. 

Da mesma forma que no exemplo 6.9.1, observa-se que houve modifica<;:6es 

nos perfis para os quatro tipos de dimensionamento realizados. Para o caso do 

dimensionamento em primeira ordem com modulo de elasticidade variavel, tanto o 

banzo inferior, superior e as diagonais sofreram modifica<;:6es nas dimens6es dos 
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perfis em rela9ao ao dimensionamento elasto-linear. Estas modifica96es sao 

decorrentes da introdu9ao na analise estrutural do efeito de nao linearidade fisica 

do material. No caso do dimensionamento em segunda ordem com modulo de 

elasticidade constante, o banzo inferior e as diagonais se alteraram em rela9ao ao 

dimensionamento elasto-linear (decorrentes da introdu9ao dos efeito de nao 

linearidade geometrica). Por fim, ao se fazer o dimensionamento levando em 

considera9ao tanto o efeito de nao linearidade fisica do material quanta 

geometrica, os banzo inferior, superior e diagonais sofreram altera96es quando 

comparados com os perfis obtidos no dimensionamento elasto-linear. Como no 

primeiro exemplo, percebe-se que os efeitos de nao linearidade fisica e 

geometrica podem provocar mudan9as no dimensionamento quando estes sao 

levados em considera9ao. 

Tabela 6.10- Perfis obtidos no dimensionamento da estrutura em a reo. 

Definit;oes Perfil Dimensionado 

Grupos 1' Ordem 1' Ordem i Ordem i Ordem 

E- Cte E- var E- Cte E- var 

1 
Banzo 

3,80x3,80x0,64 2,24x2,24x0,48 4,40x4,40x0,48 2,24x2,24x0,48 
Inferior 

2 
Diagonais 

2,24x2,24x0,64 2,24x2,24x0,32 2,24x2,24x0,32 2,24x2,24x0,32 

3 
Banzo 

3,20x3,20x0,64 2,24x2,24x0,48 3,20x3,20x0,64 2,24x2,24x0,48 
Superior 

Da mesma forma que exemplos anteriores, avaliou-se as cargas criticas da 

estrutura para os tres tipos de combina96es das a96es e para os quatros tipos de 

dimensionamento realizados. Os valores das cargas crfticas sao apresentados na 

tabela 6.11. Como nos exemplos anteriores, todos os parametros de instabilidade 

encontrados sao maiores que 1 ,0, indicando que a estrutura ap6s o 

dimensionamento apresenta seguran9a para os carregamentos a que esta sujeita. 

Os casas com asteriscos indicam que houve a plastifica9ao de alguma barra da 

estrutura antes que fosse alcan9ado a carga de instabilidade da estrutura. 
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Tabela 6.11 - Parametres de instabilidade para a estrutura dimensionada. 

Parametres de lnstabilidade obtidos ap6s o dimensionamento da estrutura 

Tipo de Tipos de Dimensionamento 

Combina~ao 1' Ordem fOrdem 2' Ordem 2' Ordem 
Analise 

E- Cte E -var E- Cte E- var 

lnstabilidade Comb. I 17,86 9,19 19,34 9,19 
Elastica Comb. II 51,48 23,70 25,69 23,70 

(W"') 
Comb. Ill 15,59 7,00 15,92 7,00 

lnstabilidade Comb. I *6,89 *3,71 *6,86 *3,71 
lnelastica Comb. II *2,50 *1 ,36 *2,48 *1 ,36 

(We,) 
Comb. Ill *2,07 *1 '14 *1 ,99 *1 '14 .. . . -*A analise de mstab11idade se encerra por plast1fica<;:ao de alguma barra. 



Capitulo 7 

Considerac;oes Finais 

lnicialmente, e oportuno mencionar que a introduc;:ao do efeito da nao 

linearidade fisica do material juntamente com o efeito de nao linearidade 

geometrica possibilitou a analise das estruturas metalicas planas de forma mais 

completa. Ao se considerar estes efeitos nas analises estruturais, verificou-se que 

estes efeitos podem modificar os deslocamentos e esforc;:os nas barras da 

estrutura quando comparados com a analise no regime elasto-linear. Ficou 

demonstrado tambem atraves das analises feitas que a carga critica inelastica de 

uma estrutura e sempre inferior a carga critica elastica. Como a carga critica 

inelastica e inferior a carga critica elastica, os parametres de flambagem "K" 

(func;:oes da carga critica) sao diferentes nos regimes elastica e inelastico. Estas 

diferenc;:as podem acarretar modificac;:oes significativas na determinac;:ao da 

resistencia a compressao de uma barra e como consequencia modificar a 

resistencia global da estrutura. 

0 processo matricial desenvolvido neste trabalho, que utiliza as func;:oes de 

rigidez (estabilidade), demonstrou ser eficiente, econ6mico (sem a necessidade 

de subdividir as barras) e preciso nos resultados obtidos. Como sugestao para 

complementar o programa desenvolvido, sera de muita utilidade a introduc;:ao de 
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liga<;oes semi-rfgidas pais as barras nem sempre se apresentam na estrutura 

vinculadas rigidamente. A introdu<;ao deste efeito podera representar de forma 

mais real o comportamento das barras de uma estrutura met<31ica. Outro tipo de 

aprimoramento que pode ser introduzido no programa, e a considera<;ao de 

forma<;ao de r6tulas plasticas na estrutura. Este procedimento pode avaliar a 

seguran<;a das estruturas atraves do estudo de colapso progressive. 

Atraves da utiliza<;ao da ferramentas de analise estrutural desenvolvidas 

neste trabalho, foi possfvel o desenvolvimento de urn programa de 

dimensionamento automatizado nos quais os efeitos de nao linearidade ffsica e 

geometrica pudessem ser incorporados. Para o dimensionamento das barras a 
compressao, foi adotado para o parametro de flambagem "K" o valor unitario, 

conforme recomenda<;ao da norma "NBR 8800". Apesar do dimensionamento 

considerar os para metros de flambagem conservadoramente iguais a 1 ,0, o 

programa efetua a verifica<;ao da instabilidade global da estrutura nos regimes 

elastica e inelastico das barras. Atraves dos tres exemplos numericos do 

dimensionamento automatizado, foi possivel reconhecer que podem haver 

modifica<;6es nos perfis encontrados e consequentemente varia<;6es significativas 

nos parametros de instabilidade. lsto demonstra a varia<;ao do grau de seguran<;a 

das estruturas. Apesar dos resultados ainda nao serem conclusivos, pelo fato de 

nao ser possfvel testar os exemplos com programas com capacidade similar ao 

desenvolvido, estes exemplos demonstram a importancia de se continuar 

pesquisando este tema. Como sugestao, pode-se desenvolver ainda urn outro tipo 

de dimensionamento automatizado, complementar ao ja desenvolvido, no qual os 

parametros de flambagem "K" reais sao determinados atraves da analise de 

instabilidade da estrutura. Este programa utilizara a formula<;ao do 

dimensionamento ja desenvolvido. 0 processo a ser utilizado neste 

dimensionamento e muito desgastante e de diffcil convergencia, devendo o 

processo ser aperfei<;oado para se obter bons resultados. 
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