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Resumo 

SANCHES, L. C. F. Uma resoluviio de placas com a teoria de Mindlin atraves do 

metodo dos elementos de contorno. Campinas: UNICAMP, FEC, 1998. 

Dissertavao (Mestrado) - Universidade Esta(iual de Campinas, 1998. 186p. 

0 presente trabalho dedica-se ao estudo da formulavao do Metoda dos 
Elementos de Contorno para o problema de flexao de placas homogeneas e 

isotr6picas atraves da teoria de Mindlin. A analise e feita em regime elastico linear 

mediante a hip6tese de pequenas deformav5es e com equilibrio na posivao 

indeslocada. E apresentado o desenvolvimento da teoria de Mindlin que inclui o 

efeito da deformavao por cortante no equilibrio mas, necessita do atendimento das 

tres condiv5es fisicas na borda da placa. Sao resolvidos problemas envolvendo placas 

finas e moderadamente espessas e os resultados comparados com os disponiveis na 

literatura. Apresentam-se soluv5es fundamentais para as teorias de Reissner e 

Mindlin, necessarias na aplicas:ao do Metoda dos Elementos de Contorno. 

Adicionalmente, sao propostas duas solus:oes fundamentais que tendem as soluv5es 

de Danson e Benzine-Stern de placas finas quando a espessura reduz-se a zero. 0 

tratamento numerico foi feito atraves da formulavao direta do Metoda dos Elementos 

de Contorno, utilizando-se elementos isoparametricos lineares e gerando-se as 

equav5es integrais em pontos de colocavao fora do dominio da placa. 

Palavras chave: Elementos de contomo, Placas, Placas Moderadamente Espessas, 

Mindlin, Reissner 



Abstract 

SANCHES, L. C. F. A resolution of plates with Mindlin's theory nsing the 

Boundary Element Method. Campinas: UNICAMP, FEC, 1998. Dissertation 
(Master) - Universidade Estadual de Campinas, 1998. 186p. 

This study analyzes the bending of moderately thick plates using the Boundary 

Element Method. The Mindlin 's theory was applied to an isotropic and homogeneous 

constitutive material. The equilibrium was made at the initial position with the small 

strain hypothesis. Mindlin 's theory takes into account the shear effect in the 

equilibrium position and three conditions should be attending. Several examples 

were solved for thin and thick plates with the purpose to show the accuracy of the 

presented formulation. Some fundamental solutions were analyzed including the well 

know solution to solve Reisssner 's plate with BEM. In addition, two fundamental 

solutions were proposed and they approaches to the Danson and Bezine-Stern 

solutions for thin plates when the thickness approaches to zero. The direct Boundary 

Element Method was used with isoparametric linear elements and the integral 

equations were computed with the collocation points placed out of the domain. 

Key words: Boundary Elements, Plates, Moderately Thick Plates, Mindlin, Reissner 



Capitulo 1 

Introduriio 

1.1- Generalidades 

As placas sao elementos estruturais pianos extremamente utilizados nos mais 

variados ramos da engenharia, tais como civil, mecilnica, aeromiutica, naval, entre 

outros. No ambito da engenharia civil, o desenvolvimento de novas tecnologias e o 

aprimoramento dos aspectos construtivos esta intimamente relacionado com a 

concepo;:ao e construo;:ao de grandes obras-de-arte tipo pontes, edificios, barragens, 

silos, reservat6rios e inumeras outras aplicao;:oes que utilizam diretamente os 

elementos estruturais de placa. 

Devido ao uso freqiiente dos elementos de placa nas estruturas usums, 

despertou-se em engenheiros e pesquisadores urn grande interesse de verificar e 

estudar o comportamento desta superficie estrutural, tanto do ponto de vista te6rico 

como do pnitico. 

0 estudo de placas segundo a teoria da elasticidade tern suas origens a quase 

dois seculos, porem a maioria dos problemas relacionados aos casos reais foram 

resolvidos durante os Ultimos 70 anos. Os nomes de Neuber, Navier, Poisson, 

Kirchhoff, Timoshenko, Galerkin, Vlassov, Kalmanok, Girkmann, Saint-Germain, 

dentre outros grandes pesquisadores de todo o mundo, estao intimamente vinculados 



2 

aos resultados fundamentais da teoria classica de placas, tendo contribuido 

significativamente para a extensao e ampliavao desta teoria. 

A teoria de placas pode ser considerada como urn dos mais importantes t6picos 

da teoria da elasticidade sob o ponto de vista das aplicavoes em engenharia. Contudo 

e necessario ressaltar que, a partir de urn caso tridimensional, esta teoria representa 

uma aproximavao bidimensional para o problema. Apesar das hip6teses 

simplificadoras adotadas, as soluvoes analiticas das equavoes diferenciais que 

govemam o problema de flexao de placas sao conhecidas apenas em alguns casos 

particulares classicos. 

A necessidade de resolver casos mais gerais fez com que surgissem algumas 

tecnicas numericas para analisar, de forma aproximada, equa9oes diferenciais de 

dificil soluvao. Destacam-se, durante as ultimas decadas, o Metoda das Diferem;as 

Finitas (MDF), o Metoda dos Elementos Finitos (MEF) e, mais recentemente, o 

Metoda dos Elementos de Contorno (MEC). Mesmo assim, a adovao de hip6teses 

simplificadoras e tambem as aproximavoes inerentes ao metodo numerico trouxeram 

imprecisoes no tratamento bidimensional do problema. Desta forma, as hip6teses 

adotadas devem estar pr6ximas a teoria exata para que os resultados obtidos sejam 

mais coerentes e aproximem-se do caso real. 

No presente trabalho, tendo como base a teoria de Mindlin, o Metoda dos 

Elementos de Contorno e aplicado como ferramenta de resoluvao numerica para 

analisar esforvos e deslocamentos em placas isotr6picas e homogeneas. 0 estudo e 

feito em regime elastico linear mediante a hip6tese de pequenas deformavoes e com o 

equilibrio na posivao indeslocada. Atenvao especial e dirigida para as similaridades 

entre as teorias de Kirchhoff, Reissner e Mindlin, sendo as duas ultimas teorias mais 

consistentes e, permitindo nao apenas a analise de placas finas, mas tambem as 

moderadamente espessas. Atraves de urn sistema de equa9oes de sexta ordem, as 

formulavoes de Reissner e Mindlin possibilitam o atendimento das tres condivoes 

fisicas necessarias para o problema de placas, incluindo a consideravao de condivoes 

de contomo relativas a rotavao no plano vertical tangente ao contomo. Estas 

formulavoes, mais compreensivas e pr6ximas a teoria exata, podem ser aplicadas na 
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analise dos problemas de placa de pequena espessura e tambem moderadamente 

espessas. 

0 trabalho inicia-se com urna revisao bibliogratica sobre as teorias de placa e 

tambem sobre o Metoda dos Elementos de Contorno aplicado a estas teorias. No 

capitulo 2, apresentam-se relayoes basicas da teoria tridimensional da elasticidade em 

termos de coordenadas cartesianas e cilindricas, com o objetivo de ilustrar a teoria 

bidimensional de placa de urna maneira mais geral. 

No capitulo 3, e apresentado urn resurno da teoria de placas finas de Kirchhoff, 

onde sao obtidas as expressoes de esforyos em fun91io do deslocamento em 

coordenadas cartesianas e cilindricas. Neste capitulo e obtida urna solw;;ao 

fundamental de placas finas ou seja, a funyiio deslocamento para urna placa infinita 

submetida a urn carregamento transversal definido pela funyao delta de Dirac. 

No capitulo 4, e apresentada urna formula9ao com base na teoria de Mindlin, 

onde sao obtidas expressoes de esforyos em fun9ao de deslocamentos generalizados 

em coordenadas cartesianas e cilindricas. Neste contexto, sao obtidas as solu9oes 

fundamentais para placas de espessura moderada, a partir da solu9ao das equa9oes 

diferenciais em termos de deslocamentos generalizados. Tambem sao apresentadas, 

com base na teoria de Reissner, outras soluyoes fundamentais para as placas 

moderadamente espessas. 

No capitulo 5, sao apresentadas as equayoes integrais de placa. Para esta 

formulayao, sao desenvolvidas equayoes integrais de placas finas e moderadamente 

espessas. Cabe observar que, o desenvolvimento das equa9oes integrais das placas de 

espessura moderada mostra o born relacionamento entre as teorias de Reissner e 

Mindlin. 

No capitulo 6, e apresentada a formula9ao direta do Metoda dos Elementos de 

Contorno. As equayoes integrais de placa sao transformadas em equa9oes algebricas 

lineares mediante a escolha de funyoes aproximadoras para os deslocamentos e 

esforc;:os em subdominios do contomo que sao denominados elementos de contomo. 

Escrevendo-se as equa9oes integrais para todos os nos associados aos elementos de 

contomo, obtem-se urn sistema de equayoes lineares onde as incognitas sao 

deslocamentos e esfor9os em pontos definidos no contorno. Com a fixa9ao das 
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condi96es de contomo e a resoluyao final do sistema de equayoes resultante, valores 

de contomo sao obtidos. A partir dos valores encontrados no contomo, sao 

determinados os deslocamentos e esforyos em qualquer ponto do dominio. 

Fazendo-se uso desta forma de analise, sao apresentados no capitulo 7, os 

resultados de alguns exemplos numericos obtidos atraves do MEC, seguindo-se as 

formulayoes de Kirchhoff, Mindlin e Reissner para placas finas e de espessura 

moderada. 

No capitulo 8, sao apresentadas as estruturas dos programas para analise de 

placa, definindo-se de maneira geral todas as subrotinas necessarias para o calculo 

dos esfors:os e deslocamentos neste elemento estrutural. 

0 capitulo 9 faz algumas conclusoes sobre o estudo realizado no presente 

trabalho e cita alguns passos complementares que podem ser desenvolvidos em 

estudos futuros. 

1.2 - Considera~oes Sobre o Estudo da Flexiio de Placas 

A ados:ao de hip6teses simplificadoras, visando analisar a placa como urn 

elemento bidimensional, fez surgir diferentes teorias para verificar o comportamento 

geral desta superficie estrutural. 

Acredita-se que a primeira equas:ao descrevendo a flexao de placas foi proposta 

por Navier [1] em 1823, com a rigidez a flexao definida em termos de uma constante 

eh'tstica, necessitando-se de tres condis:oes de contomo naturais. Em 1850, 

KIRCHHOFF [2] estabeleceu as hip6teses fundamentais da teoria de placas finas, 

derivando a expressao da energia potencial para uma placa inclinada e aplicando o 

principio dos trabalhos virtuais para obter uma equas:ao diferencial, onde a rigidez a 

flexao foi definida em termos do modulo de Young e coeficiente de Poisson. 

Adicionalmente, ele percebeu que as tres condis:oes de contomo naturais propostas 

por POISSON [3] nao eram compativeis com a natureza de quarta ordem da equas:ao 
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diferencial obtida e mostrou que poderiam ser reduzidas a duas condic;oes de 

contomo naturais. Esta teoria nao leva em conta o efeito da deformac;ao por cortante, 

assurnindo-se que retas normais ao plano medio da placa permanecem normais apos 

a deformac;ao. As hipoteses apresentadas por Kirchhoff resultaram em urna equac;ao 

diferencial de quarta ordem, sendo o deslocamento urna func;ao de duas coordenadas 

no plano medio da placa. Esta equac;ao pode ser considerada como urna eficiente 

representac;ao do comportamento de placas finas para pequenos deslocamentos, 

apresentando boa precisao de resultados para urna grande variedade de carregamentos 

e geometrias. 

Entretanto, a teoria desenvolvida por Kirchhoff nao obtem bons resultados 

quando sao analisadas placas de maior espessura, especialmente no caso de carga 

concentrada com modulo elevado. Neste caso, a teoria de placas moderadamente 

espessas deve ser aplicada, tomando o problema de flexao de placas mais analogo e 

proximo a teoria tridimensional da elasticidade. Pode-se citar a teoria formulada em 

1944 por REISSNER [4], que assume urna distribuic;ao de tensoes internas e leva em 

considerac;ao o efeito da deformac;ao por cortante. Com isso, e obtido urn sistema de 

equac;oes diferenciais de sexta ordem e, a partir deste sistema, satisfaz-se as tres 

condic;oes de contorno necessarias para o problema. Em 1951, MINDLIN [5] 

tambem formulou uma teoria semelhante para analisar placas moderadamente 

espessas onde, assurnindo constantes as distorc;oes que ocorrem na espessura, as 

tensoes foram obtidas a partir da geometria imposta para as deformac;oes. 0 sistema 

de equac;oes diferenciais obtido e de sexta ordem e tambem satisfaz as tres condic;oes 

de contorno requeridas. As formulac;oes apresentadas por Reissner e Mindlin podem 

ser consideradas como expressivas contribuic;oes para o aprimoramento da teoria 

bidimensional de placas. 

Em 1960, SALERNO E GOLDBERG [6] apresentaram urna equac;ao 

diferencial de quarta ordem semelhante a da teoria classica e urna equac;ao diferencial 

de segunda ordem com o intuito de reduzir o sistema de equac;oes diferenciais de 

sexta ordem proposto por Reissner. Os resultados apresentados sao proximos a teoria 

classica. 
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Em 1975, PANE [7] discutiu as diversas teorias para analise estatica de placas. 

Mais tarde, BARRET E ELLIS [8] mostraram que o problema de flexao de placas 

submetida a urn carregamento transversal relaciona-se com o problema 

tridimensional da elasticidade. Tambem foram analisadas as teorias de Kirchhoff, 

Reissner e Mindlin, mostrando como estas teorias se relacionam com a teoria exata 

de placas obtida do modelo tridimensional proposto por CHENG [9]. 

Para mostrar que seus resultados sao consistentes com os resultados classicos, 

REISSNER [10] em 1987, apresentou uma teoria abordando a flexao de placas 

moderadamente espessas, cujo sistema de equao;;oes diferenciais e de decima ordem. 

Em 1988, LADEVEZE s PECASTAINGS [11] propuseram uma versao 

melhorada da teoria de Reissner para o caso de placas homogeneas e isotr6picas com 

condio;;oes de contomo variadas. A divergencia da teoria de Reissner esta no fator de 

deformabilidade por cisalhamento e nas condio;;oes de contomo. 

Em 1991, REISSNER [12] estudou o conceito de apoio soft, como uma 

condio;;ao para a transio;;ao suave de sua teoria de sexta ordem para a teoria classica de 

quarta ordem. 

No atual estagio de desenvolvimento, a analise das equao;;oes diferenciais de 

flexao de placas pela teoria elastica dos corpos tridimensionais, ou tendo como base 

os trabalhos de CHENG [9] e GREGORY E WAN [13], mostra a grande influencia 

da espessura nos deslocamentos de flexao e demonstra a boa estabilidade da conexao 

entre as teorias de flexao de placas finas (Kirchhoff) com as de flexao de placas 

moderadamente espessas por deslocamentos impostos (Mindlin) ou por tensoes 

impostas (Reissner). Isto comprova a existencia de condio;;oes de empregar as teorias 

de placas moderadamente espessas em problemas envolvendo placas de pequena 

espessura. 
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0 desenvolvimento de equayoes integrais no final do seculo XIX, onde foram 

realizados urna grande quantidade de trabalhos te6ricos para problemas da 

elasticidade estatica e diniimica, pode ser considerado como urn dos passos mais 

importantes para o posterior desenvolvimento das tecnicas de contorno. 

Em 1903, FREDHOLM [14] foi quem apresentou a primeira teoria classica 

das equayoes integrals com nucleos definidos e integraveis para urn problema linear 

elastico. Para solu91io das equayoes, ele enunciou as condiyoes de existencia e 

unicidade conhecidas como teoremas de Fredholm. Nas decadas de 50 e 60, os 

trabalhos de urna serie de autores Russos como MIKHLIN [15], 

MUSKHELISHVILI [16], KUPRADZE [17] e SMIRNOV [18], ofereceram urn 

entendimento mais rigoroso do uso das equa96es integrals em problemas fisicos. Eles 

resolveram equayoes integrais singulares e descontinuas para problemas de 

elasticidade plana utilizando o chamado Metoda Indireto. A forma mals simples de 

utilizayiio deste metodo, consiste no uso de soluyoes singulares unitarias que 

satisfazem as equa96es diferencials do problema no dominio com densidades e 

incognitas especificadas. Estas densidades niio tern significado fisico mas, com sua 

obtenyiio a partir da prescri9iio de condiyoes de contorno num numero de pontos, 

deslocamentos e tensoes podem ser facilmente encontrados. As bases das 

formula96es indiretas foram estabelecidas por KUPRADZE [17] adotando a soluyiio 

fundamental de Kelvin [1] para resolver problemas de elastostatica. 

No inicio de 1963, JASWON [19] e SYMM [20] apresentaram urna tecnica 

nurnerica para solu9ao da equayao integral de contorno de Fredholm, que consiste em 

discretizar o contorno em uma serie de pequenos elementos e assurnir urna fonte 

constante de densidade dentro de cada elemento. Eles empregaram a tecnica de 

colocayao para obter o sistema de equayoes e computar os coeficientes de influencia 

usando a regra de Simpson como tecnica nurnerica, com exceyao dos coeficientes 

singulares que foram computados analiticamente ou por soma dos termos de 

diagonais. Adicionalmente, propuseram urna formula9ao mais geral atraves da 

~~~--~---- ~~~~~~~~~ ~~ ~~-~~--~--~~--~ -------
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aplicao;;ao da terceira identidade de Green com potenciais e suas derivadas 

desconhecidas no contomo [19, 21]. As formulao;;oes diretas do MEC para problemas 

ehisticos foram apresentadas em 1967 por RIZZO [22] para a soluo;;ao de urn 

problema bidimensional. 0 estudo foi estendido por CRUSE [23] para o caso 

tridimensional. A representao;;ao integral basica conhecida como identidade 

Somigliana [1] foi escrita discretizando o contomo atraves de elementos constantes. 

As formulao;;oes diretas, que sao mais confiaveis que as tecnicas indiretas, tern por 

base a adoo;;ao das variaveis fisicas do problema como incognitas no sistema de 

equao;;oes. 

0 grande avano;;o nas tecnicas de contomo tern sua origem no trabalho de 

LACHAT [24], em 1975, que tratava de problemas bi e tridimensionais da 

elasticidade. No ano de 1978, BREBBIA [25] consegue fazer uma maior 

generaliza9ao do metodo, onde apresenta uma formula9ao a partir da Tecnica dos 

Residuos Ponderados, comeo;;ando desta forma a ser intensamente estudado em 

diversos centros de pesquisa. Destacam-se as formulayoes no campo da elasticidade 

linear utilizando soluo;;oes fundamentais pr6prias para a considerao;;ao de superficie 

livre, muito versateis na solu9ao de problemas que envolvem a analise de tensoes 

pr6ximas a uma borda livre [26, 27]. Uma grande variedade de formulayoes nao 

lineares, de grande interesse para a solw;:ao de problemas da engenharia, tambem 

foram desenvolvidas. 

0 desenvolvimento de formula9oes para a analise de placas atraves do Metoda 

dos Elementos de Contorno se da neste contexto, onde a maioria dos trabalhos 

desenvolvidos sao baseados nas hip6teses da teoria classica de Kirchhoff 0 trabalho 

que pode ser considerado como referencia inicial e devido a JASWON et alii [28] de 

1967, sugerindo a decomposi9ao de uma equa9ao hi-harmonica em duas harmonicas 

que resolvidas e combinadas, permitem a obtenyao da solu9ao final. No ano de 1978, 

atraves da teoria de Kirchhoff, BEZINE e GAMBY [29] propuseram uma 

formula9iio direta do MEC, considerando como variaveis de contomo as variaveis 

fisicas do problema real. Os trabalhos desenvolvidos por DANSON [30], 

BEZINE [31] e STERN [32] tambem trataram o problema de flexao de placas 

atraves das formula9oes diretas do MEC considerando a teoria classica de Kirchhoff 
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Com base nas hip6teses de Kirchhoff, PAIVA [33), buscou diversas 

altemativas para o equacionamento do problema de flexao de placas, ora 

considerando as equao;;oes com pontos de colocao;;ao no contomo, ora fora dele. 

Tambem realizou urna extensao do metodo para analisar estruturas formadas por 

placas, vigas e pilares. 

0 problema de flexao de placas moderadamente espessas, atraves da teoria de 

Reissner, foi idealizado por WEEEN [34, 35] em 1982. Para cada ponto de contomo, 

foi estabelecido urn sistema de tres equao;;oes integrais em termos de urn 

deslocamento e duas rota96es e em contrapartida urn esforo;;o cortante e dois 

momentos fletores. Nesta formulayiio, o contomo foi aproximado por elementos 

isoparametricos quadniticos. Os trabalhos de LONG [36], KARAM [37] e 

RIBEIRO [38] tambem tratam do problema de flexao de placas moderadamente 

espessas atraves da teoria de Reissner. Da mesma forma, em 1989, RIBEIRO E 

VENTURINI [39] a partir do trabalho original de Weei!n, propuseram urn sistema de 

equa96es lineares tomando os pontos de colocao;;ao fora do dominio da placa, no 

sentido de evitar a ocorrencia de singularidades. 0 trabalho de WESTPHAL E DE 

BARCELLOS [40] trata o problema de flexao de placas moderadamente espessas 

atraves das teorias de Reissner e Mindlin. Em 1987, DE BARCELLOS E SILVA 

[41] trataram o mesmo problema utilizando fun96es de Green modificadas e tendo 

como base a teoria de Mindlin. 

Em 1992, VILMANN E DASGUPTA [42] desenvolveram urna solu91io 

fundamental para a flexao de placas de espessura moderada, baseando-se na teoria de 

Mindlin. As condi96es de contomo fixadas, utilizadas para obter as solu96es, nao 

foram completamente detalhadas em [42]. 

No ano de 1994, EL-ZAFRANY et alii [43] desenvolveram solu96es 

fundamentais modificadas para placas finas e moderadamente espessas com formas 

arbitnirias. Eles utilizaram fun96es no nucleo das integrais de contomo que 

separaram o efeito da deformayao por cortante, no sentido de estender sua aplicayiio 

as placas finas. 

. ... ·-·-----------------
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Considerando-se os trabalhos citados, a validade, eficiencia e versatilidade do 

Metoda dos Elementos de Contorno nos problemas de flexao de placas e assegurada 

pela implementa9ao das varias formula<j:6es integrais aplicaveis aos casos de 

carregamento estatico e/ou dinil.mico, com espessura constante ou variavel. Pode-se 

afirmar que este metodo mostra vantagens distintas sobre as tecnicas de dominio, tais 

como o Metoda das Diferenr;as Finitas e o Metoda dos Elementos Finitos, para urna 

grande classe de problemas de analise estrutural. 0 metodo das diferen9as finitas e o 

metodo dos elementos finitos sao conhecidos como tecnicas de dominio pois as 

discretiza96es sao feitas em todo o dominio, obtendo-se urn nfunero grande de 

equa96es algebricas. Dependendo do problema, quando discretiza-se urn dominio 

muito extenso, por exemplo, h:i a necessidade de armazenar urna grande quantidade 

de dados, aurnentando enormemente o esfor9o computacional. Uma altemativa para 

reduzir o tipo e o nfunero destas equa96es e dada pelas tecnicas de contomo, onde a 

transforma9ao das equa96es e feita para valores de contomo somente, trazendo na 

maioria dos casos urna enorme redu9ao na dimensao do problema. 

Para utiliza9ao do metodo, primeiramente e necessaria a resolu9ao das 

equa96es diferenciais do problema de flexao de placas, no sentido de obter solu96es 

fundamentals. Estas solu96es sao usadas como fun96es ponderadoras na resolu9ao 

das equa96es integrais de contomo. Desta maneira, utiliza-se a formula<j:ao direta do 

metodo dos elementos de contomo. Em linhas gerais, a superficie que envolve o 

dominio e discretizada em elementos e fun96es polinomiais sao necessarias para 

interpolar entre os pontos nodais as variaveis associadas aos nos. Como as incognitas 

do sistema sao relacionadas somente ao contomo, o interior do dominio nao precisa 

ser discretizado. Apos o calculo das integrais no contomo por processos numericos e 

analiticos, sao obtidos sistemas de equa96es com matrizes nao simetricas mas, com 

ordem hem menor que as obtidas com as tecnicas de dominio. Apos a resolu9ao do 

sistema de equa96es, sao obtidos resultados no contomo como tambem em pontos 

prescritos do dominio. 



Capitulo 2 

Equa~iJes da 

Elasticidade Linear 

2.1- Introdu{:iio 

No presente capitulo sao apresentadas formulas;oes basicas da teoria da 

elasticidade linear expressas em fun9ao das relal(5es deformas;ao-deslocamento, 

equa9ao constitutiva e equas;oes de equilibrio. Nesta teoria, de acordo com o caso 

tridimensional, existem seis componentes de tensao escritas em funl(ao de seis 

componentes de deforrnal(ao atraves da lei de Hooke. Assim, para abordar a teoria 

bidimensional de placas de maneira generalizada, as equal(5es de equilibria da placa 

sao expressas em funl(ao das seis componentes de tensao. Em contrapartida, as 

relar;oes tensao-deformar;ao e as expressoes para as seis componentes de deformas;ao 

sao escritas em termos de tres componentes de deslocamento, reduzindo o nlli:nero de 

incognitas para tres nas equal(5es de equilibria da placa. Tais relas;oes sao escritas em 

termos de coordenadas cartesianas e cilindricas, visando a posterior obtens;ao das 

equas;oes diferenciais que govemam o problema de flexao de placas. 

Neste trabalho, os indices Iatinos {ijk ... } variam de 1 ate 3 e os indices gregos 

{ apy •.• } variam de 1 ate 2. 
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2.2 - Rela~iio Deforma~iio-Deslocamento 

Urn solido continuo e homogeneo sofre deforma9ao quando a posi9ao relativa 

entre dois pontos do mesmo e alterada. Este solido e considerado rigido quando a 

distilncia entre qualquer par de pontos do seu interior permanece constante durante o 

movimento. Desta forma, em urn solido, o movimento de corpo rigido e 

caracterizado apenas pela transla9ao e rota9ao. 

Na figura 2.1, a partir de urn sistema de coordenadas cartesianas, as 

coordenadas do ponto P de urn solido inicialmente na posi9ao indeformada sao 

denotadas por (x~, x2, XJ). As coordenadas deste mesmo ponto depois da deforma9ao 

sao denotadas por (x,+u,, x2+u2, x3+u3), sendo u~, u2 e UJ as componentes do vetor 

deslocamento. 

Estado Indefonnado 

i/P(xi + Ui)··-.., 
. . . 

·. ··· ............ · -·· -·~stado Defonnado 

XI 

Figura 2.1 - Estado de deforma9ao em urn solido. 

Atraves de urna descri9ao Lagrangeana, onde todas as quantidades sao 

expressas em termos das coordenadas Xi da posi9ao inicial, o tensor Lagrangeano de 

deforma95es e definido por: 

s=.!_(u.+u .. +uk uk.) 
lj 2 I ,j j ,I ,I ,} (2.1) 
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Os termos quadrati cos de deslocamento na equa<;ao (2.1) sao infinitesimais, 

nao tendo contribui<;ao significativa nos problemas aqui analisados. Estes termos 

podem ser considerados despreziveis pois as deforma<;oes que ocorrem nas estruturas 

convencwnms sao muito pequenas. Assim, o tensor de deforma<;oes pode ser 

expresso por: 

=_!_(u +u) 2 1,] ],1 (2.2) 

2.3 - Equa<;iio constitutiva 

Em uma regiao elastica linear de urn solido continuo e homogeneo, a equa<;ao 

constitutiva relaciona o tensor de tensoes (crij) com o tensor de deforma<;oes (Eij) 

atraves da lei de Hooke. Em qualquer ponto do solido, as componentes de tensao sao 

relacionadas com as componentes de deforma<;ao da seguinte forma: 

(2.3) 

sendo o tensor de quarta ordem Cijkt. formado por componentes que contem as 

constantes elasticas do material. 

0 tensor Cijkl e composto por 81 constantes elasticas. Entretanto, se forem 

consideradas as simetrias dos tensores de segunda ordem envolvidos, a existencia de 

uma fun<;ao de densidade de energia e as propriedades de isotropia, estas constantes 

podem ser resumidas a apenas duas (E, v). Desta forma, a equa<;ao (2.3) pode ser 

escrita da seguinte forma: 

Ev E 

(}ij = ( 1 + v )( 1 - 2 v) 
0 

ij 
8 

kk + ( 1 + v) 
8 

ij 
(2.4) 



sendo, 

O;j: delta de Kronecker, 

E: modulo de elasticidade longitudinal, 

v: coeficiente de Poisson, 

G: modulo de elasticidade transversal, G= E 
2(1 + v) 

A equa9ao (2.4) pode ser escrita em termos de deformayoes, ou seja: 

2.4 - Equar;IJes de Equilihrio 

14 

(2.5) 

Considerando-se a figura 2.2, seja urn solido continuo e homogeneo de volume 

V e area de superficie A, onde atuam for9as volumetricas F; e for9as de superficie t;. 

n 

t; 
r 

~--------------------~xz 

Figura 2.2 - F or9as de superficie e de volume. 
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0 equilibrio estatico de urn elemento infinitesimal de volume dV no interior do 

solido e dado por: 

0 (2.6) 

As foryas de superficie agindo em urn elemento infinitesimal de area dA, na 

superficie do solido e em uma direyao nb normal a superficie, sao dadas por: 

(2.7) 

sendo nj os cosenos diretores dos angulos formados pelo vetor normal e os eixos 

coordenados x;. 

Considerando-se as componentes de tensao em urn ponto, as foryas de 

superficie sao obtidas atraves do equilibrio estatico de urn tetraedro infinitesimal 

formado por pianos que passam por este ponto (figura 2.3). 

Figura 2.3 - Foryas de superficie em urn tetraedro infinitesimal. 
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2.5- Relafoes Tensiio-Deformafiio e Deslocamento em Placas 

Atraves da figura 2.4, urn sistema de coordenadas cartesianas (x1 x2 X3) 

relaciona-se com urn sistema de coordenadas cilindricas ( r El x3), de forma a escrever 

de maneira generalizada as rela<;oes basicas da teoria de flexao de placas em termos 

de coordenadas cartesianas e cilindricas. 

u, 

Figura 2.4 - Sistemas de coordenadas. 

De acordo com a equa<;ao (2.2), para urna placa sujeita a carregamentos 

normais em sua superficie, os deslocamentos resultantes em sua superficie media sao 

dados por u, v e w (u~, u2, u3). Assim, atraves de urn sistema de coordenadas 

cartesianas, as componentes de deforma<;ao em fun<;ao dos deslocamentos podem ser 

escritas da seguinte forma: 

(2.8a) 



( ov ou 1 
1-+-1 

(r 1 I ox, ox, I 
I 

12 

I - I ou ow I 

lr"j-1 ox +ox 
r 23 l o: + ov

1 j 
ox 2 OX 3 
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(2.8b) 

Com rela9ao a urn sistema de coordenadas cilfndricas, a partir de urn 

carregamento aplicado, os deslocamentos resultantes na superficie media da placa 

sao dados por u, va e w (u,, ua, u3). As componentes de deforma9ao em fun9ao dos 

deslocamentos sao escritas da seguinte forma: 

ou, 

[ '" l or 
I OVe u, 

See = ---+- (2.8c) r oe r 
s" t3w 

ox, 

(2.8d) 

Atraves da lei de Hooke, equa9ao (2.3), as componentes de deforma9ao em 

fun9ao das tensoes em urn sistema de coordenadas cartesianas sao expressas da 

seguinte forma: 

-v 

I (2.9a) 

-v 
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(2.9b) 

Da mesma forma, as componentes de deforma<;ao em fun<;ao das tensoes em 

coordenadas cilindricas sao dadas por: 

-v 

1 

-v 

( 1 [ 1 I r ,. I 1 ',. I 

lr,j=o'"j 
r., '•' 

-vY ~ 1 I v, I 
-VIO"ooj 
1 Aa33 

(2.9c) 

(2.9d) 

As equa<;oes (2.9a) e (2.9b ), inicia1mente expressas em fun<;ao das 

componentes de deforma<;ao, podem ser invertidas para expressar as componentes de 

tensao em fun<;ao das deforma<;oes em coordenadas cartesianas: 

v 

1- v 

v 

(2.10a) 

(2.10b) 

Seguindo-se as mesmas defini<;oes, de acordo com as equa<;oes (2.9c) e (2.9d), 

as componentes de tensao em termos das deforma<;oes em coordenadas cilindricas 

sao dadas por: 
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(o-,j E (1-v 

l
O"ooj=(l-2v)(l+v)l v o-,, v 

v 

(2.10c) 1- v 

v 

(2.1 Od) 

2.6- EquafiJes de Equilibrio em Placas 

0 equilibrio estatico de urn elemento infinitesimal, finito, onde atuam em cada 

ponto urn conjunto de tensoes intemas, e mostrado na figura 2.5. 

Figura 2.5 - Elemento infinitesimal. 

Considerando-se as definis;oes basicas do item 2.4, este equilibrio estatico esta 

sujeito a urn sistema de fors;as volurnetricas F; e tambem a urn sistema de fors;as de 

superficie t;. Desta forma, a partir de urn sistema de coordenadas cartesianas, pode-se 

escrever explicitamente as equas;oes de equilibrio deste elemento infinitesimal: 
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(2.11a) 

or , 1 o<J, or" 
a;-+~+ a;-+ F 2 = 0 

I 2 3 

(2.11b) 

(2.11c) 

De maneira aniiloga, para urn sistema de coordenadas cilindricas, o equilibria 

estiitico e dado pelas seguintes equac;:oes: 

o<J, 1 
OT "' OT 3' 

_!_ ( IJ" - IJee )+ F, + + + = 0 (2.12a) 
or r oO ox 3 r 

OT '" 
1 OIJ ee OT 38 2 

or 
+ 

oO 
+ 

ox 3 
+ -r '" + Fe 0 (2.12b) 

r r 

OTd 1 0Te3 O<J 33 1 
+ + + -r r3 + F3 = 0 (2.12c) 

or r oO ox 3 r 

As componentes das forc;:as de superficie th expressas em func;:ao das 

componentes de tensao em urn ponto da superficie do elemento sao dadas por: 

(2.13a) 

(2.13b) 

(2.13c) 

sendo nj o vetor normal a superficie do elemento. 



Capitulo 3 

Flexiio de Placas Finas 

3.1 - IntrodufiiO 

Segundo SAADA [44], e comum descrever uma placa como urn corpo limitado 

por duas superficies paralelas planas cuja distiincia, chamada espessura, e pequena se 

comparada com as demais dimens5es. 0 plano paralelo as faces inferior e superior, 

bisseccionando a espessura h, e chamado de plano medio da placa. 

x, 
<----------------------- --------- -·1----+ 

_/.:~~)-···········lt 1 Jg ~->/ 
, .· , , .· , , .· , 

,. .. " .. ··· _./" 
,."' .. ·· ,.~ , ,' , 

' . ' 

/ . Plano medio 

Figura 3.1 - Elemento de placa, defini9ao do sistema de coordenadas. 
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No presente estndo, para o elemento de placa mostrado na figura 3.1, adota-se 

urn sistema de coordenadas cartesianas de referenda (xt, x2, x3). Os eixos 

coordenados XI e x2 estao contidos no plano medio. 0 eixo XJ esta posicionado 

ortogonalmente ao plano medio e tern sua origem contida neste mesmo plano. 

E importante observar que o carregamento aplicado em urna placa deve ser 

sempre considerado normal ao plano medio, podendo ou nao estar combinado com 

outro carregamento paralelo a este plano. Na eventnalidade de urn carregamento 

paralelo ao plano medio, seu efeito podera ser analisado pela teoria dos estados 

pianos de tensoes. 

Neste capitnlo e apresentada a teoria de Kirchhoff para placas finas com 

pequenos deslocamentos. Descrevem-se nos pr6ximos itens as hip6teses basicas 

desta teoria e urn resurno dos principais conceitos te6ricos envolvidos. 

3.2 - Hipoteses Btisicas 

A analise do comportamento da placa e feita em regime elastico linear para urn 

material homogeneo e isotr6pico. 0 equilibria e feito na posivao indeslocada, 

utilizando-se a hip6tese de pequenas deformav5es. Sendo assim, se a deformavao da 

placa e pequena em comparavao com sua espessura, quando a mesma esta sujeita a 

urn carregamento g(x~, x2), as seguintes hip6teses podem ser adotadas: 

i) Os deslocamentos normais ao plano da placa sao pequenos e as deformav5es 

na direvao da espessura pequenas o suficiente, podendo ser desprezadas; 

ii) As tensoes normais atnando nos pianos paralelos ao plano medio sao 

pequenas, quando comparadas com as outras componentes de tensao, e podem ser 

desprezadas; 

iii) As componentes de deslocamento contidas no plano da placa, varmm 

linearmente com a espessura; 
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iv) Retas normais ao plano medio na posis:ao indeformada permanecem 

normais ap6s a deformas:ao. Isto significa desprezar as deformas:oes por cortante que 

causam distors:ao; 

v) Nao existem tensoes de cisalhamento nas faces extemas paralelas ao plano 

medio da placa. 

A partir destas hip6teses, das equas:oes (2.8a) e (2.8b) da elasticidade, as 

condis:oes de deformas:ao formuladas por Kirchhoff sao: 

8v Ow 
=-+-=0 

O:x: 3 ax, 

3.3 - Equar.;oes Constitutivas 

(3.la) 

(3.lb) 

(3.lc) 

De acordo como item 3.2, o estudo da flexao de placas finas tern como aspecto 

principal a nao consideras:ao do efeito das cortantes nas deformas:oes por flexao. 

Desta forma, a negligencia da influencia das cortantes ocorre com a hip6tese de que 

ses:oes planas permanecem planas ap6s a deformas:ao. Esta afirmas:ao e entendida 

como sendo uma generalizas:ao das hip6teses de flexao de vigas longas. 

Em funs:ao das hip6teses apresentadas nesta teoria, assumida como uma teoria 

de deformas:oes impostas, pode-se deduzir das equas:oes (3 .1) que o deslocamento w 

depende somente de x1 e x2 e que os deslocamentos u e v sao lineares em XJ. Desta 

forma, considerando-se as condis:oes de simetria sobre o eixo XJ, faz-se a integras:ao 

das equas:oes (3.1) em funs:ao dos deslocamentos u, v e w, obtendo-se: 
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Ow 
u = -x3 !Jx (3.2a) 

I 

Ow 
v = -x -- (3.2b) 

3 ox 2 

w = w(x1 ,x,) (3.2c) 

Neste momento, deve-se notar que foi adotado o deslocamento nulo no plano 

medio ou seja, assumiu-se a nao existencia do estado plano de tensoes. Assim, a 

partir das rela<;oes de deforma<;ao-deslocamento (2.8a), (2.8b) e derivando-se as 

equa<;oes (3.2), encontra-se: 

ou o
2

w 
£11 = --- -X 3 (3.3a) 

ox, OX 
2 

I 

ov o'w 
£22 = --- -X 3 (3.3b) 

ox, ox 
2 

2 

ov ou o 2w 
r ,, = --+ --- -2 X 

3 
(3.3c) 

ox, ox, ox I OX 2 

Nas equa<;oes a seguir, as tensoes 0"33, 0"31 e 0"32 sao assurnidas iguais a zero. 

Entiio, conhecidas as deforma<;oes em urn ponto da placa, as rela<;oes de tensoes para 

urn corpo ehistico isotr6pico sao dadas pelas equa<;oes (2.1 Oa) e (2.1 Ob ), da seguinte 

forma: 

E 
all = 2 ( &11 + ve,,) 

1- v 
(3.4a) 

E 
a22 = 1 ' ( £22 + ve,, ) 

-v 
(3.4b) 

(3.4c) 
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Substituindo-se nas componentes de tensao, dadas pe1as equas:oes (3 .4 ), as 

componentes de deformas:ao dadas pe1as equas:oes (3.3), obtem-se as componentes de 

tensao em funs:ao das curvaturas: 

O'll = 
Ex, (8'w 

1 - v 2 ox,' + 
8 2 w) 

v oxi (3.5a) 

0' 22 = 
Ex, (o'w 

1-v' oxi + 
o 'w) 
v~ (3.5b) 

x, 

o 2 w 
r, = -2 G X 3 (3.5c) ox,ox, 

Para a determinas:ao das equas:oes governantes da flexao de p1acas, considere o 

elemento de p1aca mostrado na figura 3.2 onde estao indicadas as tensoes atuantes em 

uma fatia paralela ao plano medio: 

Plano media 

Figura 3.2 - Componentes de tensao em urn elemento de p1aca em flexao. 

Utilizando-se a regra da mao direita, os esfors:os momento fletor e fors:a 

cortante por unidade de comprimento sao obtidos a partir das resultantes das 

componentes de tensao mostradas na figura 3 .2, da seguinte forma: 
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M 11 
fh 12 

- h 12 
a 11 x 3 dx 3 (3.6a) 

fh/2 
M 22 - 0"22x3dx3 (3.6b) 

- h 12 

M 12 
r/2 

- h/2 
7:12x3dx3 (3.6c) 

M 21 

fh/2 

- h/2 
r 21 x 3 dx 3 (3.6d) 

Qll = 
f h 12 

<13dx3 (3.7a) 
- h 12 

f h 12 
Q 22 = <23dx3 (3.7b) 

- h 12 

Definidos estes esfor9os, considera-se agora o equilibrio estatico de todas as 

for9as cortantes e momentos fletores agindo sobre o elemento de placa mostrado na 

figura 3.3: 

8M 21 +--dx 
Ox 2 

2 

Figura 3.3 - Esfor9os em urn elemento de placa em flexao. 
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Fazendo-se o equilibria estatico dos esfor<;os atuantes no elemento de placa da 

figura 3.3, as equa.yoes de equilibria escritas em termos de momentos fletores e 

fon;as cortantes sao dadas por: 

0Q11 oQ ,, 
0 + + g = (3.8) 

OXI ox, 

oM II 
+ 

oM 21 

- Qll 0 
OXI OX2 

(3.9) 

oM 22 t3Mt2 
- Q22 0 + = (3.10) 

ox2 oxl 

Considerando-se a simetria do tensor dos momentos (M12 = M21), derivando-se 

as for<;as cortantes nas equa.yoes de equilibria (3.9) e (3.10) e substituindo-se as 

mesmas em (3.8), obtem-se: 

=-g (3.11) 

Encontrada uma equa<;ao diferencial em fun<;ao de momentos fletores, torna-se 

necessaria relacionar estes momentos com as curvaturas. Para este fim, substituem-se 

nas equa.yoes (3.6a) a (3.6d) os valores das componentes de tensao apresentados pelas 

equa<;oes (3.5). Lembrando-se que (M12 = M 21), os momentos fletores por unidade de 

largura sao: 

(
o'w o'w) = -D --,-+ v --

2
-

ox1 ox, 
(3.12a) 

(
o'w o'w) 

M 22 = -D 2 + v--_;;-;-
ox2 uxl 

(3.12b) 
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M
12 

= -D(l-
o 2

w v ) __::____.:.:.._ 
ox,ox, (3.12c) 

sendo D a rigidez a flexao da placa: 

Eh 3 

D = -1 2_,(=-1 -:.:__v '"') (3.13) 

A equa<;iio (3 .11) pode ser reescrita introduzindo os val ores dos momentos 

fletores em fun<;iio das curvaturas, apresentados pelas equa<;oes (3.12), obtendo-se: 

g 

D 
(3.14) 

A equa<;iio (3.14), expressa em fun<;iio dos deslocamentos w, e a equa<;iio 

diferencial de equilibrio de uma placa fina sujeita a uma carga distribuida g. Esta 

equa<;iio e normalmente escrita em sua forma implicita: 

sendo \7
2 

urn operador diferencial, definido por: 

V' 2 
o' 

= ox,' + 
o' 
ox 2 

2 

(3.15) 

(3.16) 

As expressoes das for<;as cortantes em fun<;iio das curvaturas sao obtidas 

substituindo-se nas equa<;oes de equilibrio da placa, (3.9) e (3.10), as derivadas das 

equa<;oes (3.12), ou seja: 
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(3.17a) 

o (o'w o'w) Q - -D- --+--
22 - ox, oxl' oxi (3.17b) 

As componentes de momentos fletores e fon;:as cortantes, inicialmente referidas 

as dire9oes x1 e x2, podem ser escritas em rela91iO a urn sistema de coordenadas 

normais e tangenciais ns. Assim, para expressar genericamente as condi9oes de 

contomo e vinculayiio e importante a defini91io dos momentos fletores e for9as 

cortantes em coordenadas normais e tangenciais ao contomo da placa. 

r s 
n 

I 

r Contorno da Placa 

Figura 3.4 - Sistemas de coordenadas x 1x2 e ns. 

0 sistema de coordenadas x1x2 pode ser relacionado com o sistema de 

coordenadas ns a partir de uma matriz de transforma91io de coordenadas, da seguinte 

forma: 

{;:} = [T]t} 

{;}=rrr{;:} 

(3.18a) 

(3.18b) 

sendo, [T] a matriz de transforma<;iio de coordenadas e [T]' sua transposta, ou seja: 
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[T] = {cos a 
sen a 

-sen a}= { n1 

cosa n
2 

S
1

} 

s, 
(3.19a) 

[TY = { cosa 
-sen a 

sen a}= {n1 

cosa s1 

n, } 
s, 

(3.19b) 

As componentes de momento fletor e for<;a cortante nas novas coordenadas ns 

podem ser obtidas atraves de transforma<;oes tensoriais para momentos e cortantes, 

da seguinte forma: 

[Mn,] = [rf[Mx,x,][T] 

{Qns} = [Tf {Qx
1
x

2
} 

(3.20a) 

(3.20b) 

As componentes de momento fletor (3.20a) e de for<;a cortante (3.20b) podem 

ser escritas explicitamente, da seguinte forma: 

(3.2la) 

M, = M11 sen
2 a+ M 22 cos2 a- 2M12 sen a cosa (3.21b) 

M,.., = ( M12 - ~~) sena cosa + ~ 2 ( coi a- sen
2 
a) (3.2lc) 

(3.22a) 

Q, = Q22 cosa- Q11 sen a (3.22b) 

Analogamente, pode-se obter as tensoes normais e tangenciais no sistema ns a 

partir das equa<;oes de tensoes conhecidas no sistema x1x2: 

(3.23) 
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As componentes das tensoes normais e tangenciais apresentadas pela equa<;ao 

(3.23) tambem podem ser representadas na forma explicita, ou seja: 

2 2 2 a-n = Oj 1 cos a+ a-22 sen a+ <12 sen a cosa (3.24a) 

(3.24b) 

3.4 - Condifoes de Contorno 

A equas;ao diferencial de placas finas, que descreve situa<;oes de pequenos 

deslocamentos, nao pode ser solucionada sem uma conveniente prescri<;ao das 

condis;oes de contomo do problema em considera<;ao. 

No caso de vincula<;oes chissicas, para um sistema generico de coordenadas 

como o da figura 3.4, as condi<;oes de contomo sao dadas por: 

i) Engaste 

w = 0 

ow 
-=0 
on 

ii) Apoio Simples 

w = 0 

iii) Borda livre 

M =0 n 

Mns = 0 

(3.25a) 

(3.25b) 

(3.26a) 

(3.26b) 

(3.27a) 

(3.27b) 

(3.27c) 
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De acordo com as condi<;oes de contomo, KIRCHHOFF [02] observou que 

apenas duas condi<;oes sao suficientes para a completa determinayao de w, 

satisfazendo a equa<;ao (3.14). Assim, atraves do metodo variacional, Kirchhoff 

mostrou que as condiyoes de contomo para a borda livre sao: 

(3.28) 

oM"' Q +--=0 
n OS (3.29) 

As condiyoes de contomo relativas a forya cortante Qn e ao momento volvente 

Mns, segundo Kirchhoff, podem ser agrupadas em uma Unica. Esta suposi.yao deu 

origem a urn esfor.yo denominado de for.ya cortante equivalente, cuja intensidade por 

unidade de comprimento e dada por: 

oM"·' 
OS 

(3.30) 

A partir das equa<;oes (3.28) e (3.30), a condi<;ao de borda livre toma-se 

compatfvel com a ordem da equa.yao diferencial, que s6 pode ter quatro valores 

independentes no contomo. 

n 

oM"' M M +--
ns ns Os 

m 
--+s 

Figura 3.5 - Momentos volventes no contomo. 
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A figura 3.5 mostra a borda de uma placa com os momentos volventes 

colocados em forma de bimirios num elemento infinitesimal. Nota-se que no 

equilibria da interface entre dois elementos infinitesimais consecutivos resulta a 

equa<;ao (3.30). 

3.5- Equa9oes Constitutivas em Coordenadas Cilindricas 

Para facilitar o estudo da flexao de placas finas toma-se necessaria escrever sua 

equa<;ao diferencial em fun<;ao de coordenadas cilindricas. 

Considere-se a figura 3.6, onde sao mostrados os sistemas de coordenadas 

cartesianas e cilindricas: 

e 

Figura 3.6 - Sistemas de coordenadas cartesianas e cilindricas. 

As rela<;oes existentes entre os sistemas de coordenadas cartesianas e 

cilindricas referidas ao ponto P da figura 3 .6, sao as seguintes: 

x, = r cose (3.31) 

x, r sene (3.32) 

r2 = 
2 

x, + x2 
2 (3.33) 

e x2 
(3.34) = arctg-

x, 

············--- -----------------
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A partir das equac;:oes (3.31) a (3.34) podem-se obter as derivadas parciais de r 

e 6 com relac;:ao aos eixos coordenados XtXz: 

Or X 1 
-=-=cosO 
ox! r 

Or x, 
--= -= senB 
ox2 r 

{}{I x 2 sen B 
--=-2=-
oxl r r 

{}{I x 1 cosO 
--=-, =--
ox, r r 

(3.35a) 

(3.35b) 

(3.36a) 

(3.36b) 

Sendo os deslocamentos transversais w da placa dados em func;:ao de Xt e xz, 

pode-se escrever: 

b'w b'w Or b'w {}{I 
--=---+---
ox I Or OX I (}{I OX I 

(3.37) 

Substituindo-se as equa<;oes (3.35a) e (3.36a) em (3.37), obtem-se: 

b'w b'w sen B b'w 
--=cosO----
ox 

1 
t3r r {}{I 

(3.38) 

{} 
De acordo com a equa<;ao (3.38) pode-se definir o operador diferencial ax , da 

I 

seguinte forma: 

{} {} sen B {} 
--=cosO-- -
ox 

1 
t3r r {}{I 

(3.39) 

Fazendo-se a aplica<;ao do operador diferencial da equa<;ao (3.39) na equa<;ao 

(3.38), obtem-se: 
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o 2 w 2 o 2 w 2 (I ow I o 2 w) 
" 2 =cos B " 2 +sen B ---+-2 2 + ux 1 ur r or r oB 

o (I ow ) -2 sen B cosO- ---
or r o B 

(3.40) 

De forma analoga a determina<;iio das equa<;oes (3.38) e (3.40) pode-se obter, 

ern rela<;iio ao eixo x2 , as seguintes equa<;oes: 

iJw iJw cosB iJw 
--= senB-+--
O.X 2 or r oB 

o 2
w 

ox f 
2 o 2 w 2 ( I ow I o 2 w ) 

= sen B 
2 

+cos B --_;-+ -
2 2 + or r ur r oB 

( 
I ow ) 

+2 sen B cosO -; oB 

(3.41) 

(3.42) 

Derivando-se a equa<;iio (3.38) ern rela<;iio a x2 ,obtern-se a derivada rnista ern 

coordenadas cilindricas: 

o 2 w (o'w I iJw I o 2 w) ---= senB cosO --,------
2
--

2 
+ 

&
1
ox

2 
or- r or r oB 

(3.43) 

Sornando-se as equa<;oes (3.40) e (3.42), obtern-se o operador diferencial de 

Laplace em coordenadas cilindricas: 

(3.44) 
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Portanto, a equa9ao diferencial de placas finas (3.14) em coordenadas 

cilindricas e dada pela seguinte equayao: 

(3.45) 

A partir das defini9oes dos deslocamentos w em coordenadas cilindricas, os 

momentos fletores das equa9oes (3.12) podem ser expressos neste sistema de 

coordenadas utilizando-se as rela9oes encontradas nas equa9oes (3.40), (3.42) e 

(3.43), resultando-se em: 

o ( I ow ) l 
-2senBcosB(I-v)

0
r -;oB J (3.46a) 

J o 2
w ( 1 Ow 1 o'w) M,=-Lcr' (cos

2
B+vsen

2
B)+ ;-a:-+-;:;- oB' sen

2
B+vcos'B)+ 

o ( I ow ) l 
+2senBcosB(I-v)

0
r -;oB J (3.46b) 

{ (
o'w low 1 o'w) 

M = - D(!- v sen(} cos(} --- --- --- + 12 or' r or r 2 o(} 2 

( , )o(Iow)l 
+ c 0 s 

2 
(} - sen (} or -; 0 (} J (3.46c) 

De forma analoga, as equa9oes (3 .17) que representam as for9as cortantes 

tambem podem ser escritas em coordenadas cilindricas e suas expressoes finais sao 

dadas por: 
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r o sen B 0 
\7w J Q,, = -DL cosB -\7w-

or r oB 
(3.47a) 

-D[ senB ~\7w + 
cosO 0 l 

Q, = Vwj 
or r or 

(3.47b) 

Conhecidas as expressoes em coordenadas cilindricas dos momentos fletores e 

for9as cortantes, pode-se deduzir neste mesmo sistema de coordenadas as expressoes 

para momentos e for9as cortantes normais e tangenciais em urn ponto generico P 

(figura 3.7). 

Analisando-se a figura 3. 7, 13 e o ilngulo formado pelos verso res r n , que 

somado a e, formam o ilngulo a. 

n 

r 

r Contorno da Placa 

Figura 3.7- Relayao das coordenadas ns de urn ponto P do contomo da 

placa, com as coordenadas cartesianas e cilindricas. 

Substituindo-se nas equa9oes (3.21) o valor de a=e + 13 e os valores das 

equa9oes (3.46), obtem-se os momentos fletores normais e tangenciais em 

coordenadas cilindricas: 

I o2w (I av I o'w) 
M. = -q (cos' fJ + vsen

2 
fJ) cr' +(sen

2 
fJ + vcos' fJ); cr +;z oB' + 

o (I t3w )l 
+2(1- v)sen fJ cosfJ t3r -; oB J (3.48a) 
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r o
2

w (1 av 1 o'w) 
M, = -4_(cos

2 
j3 + vsen

2 
f3) a-' +(sen' j3 + vcos' f3) ;a;-+~ oe' + 

0 ( 1 Ow )l 
-2(1- v)senjJ cosjJ or -; oe J (3.48b) 

{ (
1 O'w 1 o'w o'w) 

M"·' = -D(l- v senj] cos/}---:;-+-, --;:;--;-----
2
- + 

r ur r- ur or 

0 (1 O'w)l +(cos
2 

j3 -sen 2 p)- -- J 
Or r or 

(3.48c) 

Pode-se obter tambem a fon;a cortante normal ao contomo em coordenadas 

cilindricas, substituindo-se a equa91io (3.47) e o valor de a na equa91io (3.22a), ou 

(
0 1 0 ) 

Q" = -D t3r VwcosfJ +-; oe VwsenfJ (3.49) 

Derivando-se a equayi'iO (3.48c), que e funyaO de r, e e [3, em relayaO a 

coordenada s, obtem-se: 

por: 

oMn, 
OS 

oM"' tJr oM"' oe oM"' ofJ 
= tJr os + oe os + ofJ os (3.50) 

As equa9oes das derivadas de r, e e [3, em relayi'io a coordenada s, sao dadas 

Or Or OX I Or OX , 
- = ---- + ----- -sen j3 
OS OX I OS ox 2 OS 

(3.51a) 
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oB oB ox! oB ox, cosfJ 
-- = ---- + ---- = 
os ox 1 os ox 2 os r 

(3.51b) 

ojJ =£_(a+ B)= oa _ oB = _1 _ cosfJ 
os os os os R r 

(3.51c) 

sendo, R o raio de curvatura do contomo no ponto P (figura 3.7). 

Substituindo-se na equa91io (3.50) os resultados encontrados nas equa9iies 

(3.51), obtem-se: 

oM"·' oM"' I oM, (I cosjJ)oM"' -- = ---senfJ +---cosfJ + ---- --
t3s it r oB R r ojJ 

(3.52) 

Somando-se as expressiies de Q. e oM"' obtidas das equa9iies (3.49) e (3.52), 
os 

respectivamente, pode-se escrever a expressao para a forya cortante equivalente em 

coordenadas cilindricas: 

( o 1 oM"') ( 1 o oM"') V = -D-Y'w+---· cosfJ- D--Y'w+-- senfJ + 
" it r oB r oB t3r 

(
I cosfJ 

+ R- r (3.53) 

3.6- Solu<;iio Fundamental 

Entende-se soluyao fundamental como sendo a resposta a urn ponto generico de 

urn dominio (em geral infinito ), denominado dominio fundamental, devido a 

aplicayiio de urna carga unitaria em outro ponto desse dominio. Para o caso 

especifico de placas finas, o deslocamento w em urn ponto qualquer ~. denominado 

ponto de deslocamento, e devido a urna carga unitaria aplicada em outro ponto x, 

denominado ponto de carregamento. 
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Considere a seguinte equayiio(ver equayiio 3.15): 

(3.54) 

A chamada soluyiio fundamental e definida em BREBBIA E DOMINGUES 

[45) como urna soluyiio singular da equayiio de Laplace com niio homogeneidade 

discreta dada pela funyiio delta de Dirac, ~(i;,x), apresentada por CRUSE [46). 

A funyiio delta de Dirac e definida da seguinte forma: 

+J~(.; ,x)dx = 1 (3.55a) 

(3.55b) 
-~ 

X 

Figura 3.8 - Funyiio delta de Dirac. 

A figura 3.8 mostra a funyiio delta de Dirac, ~ (I;, x), que e urna funyiio 

generalizada e pode ser definida como o limite da funyao normal [47). No limite, a 

funyiio delta de Dirac e nula em todos os pontos do dominio exceto em urn ponto 

onde ela vale infinito, ou seja: 

~(.;,x)=O (3.56a) 
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(3.56b) 

Considerando-se urn sistema de coordenadas cilindricas e tambem a simetria 

existente, a equa9iio (3.54) pode ser escrita na seguinte forma (ver equa9iio 3.45): 

(3.57) 

Redefinindo-se a equa9ao (3.57) de uma forma mais conveniente, obtem-se: 

_!_~{r ~~l_!_~(r dw' )Jl} = ll(; ,x) 
r dr dr r dr dr D (3.58) 

A solu9iio fundamental de placas finas, w', e obtida com a resolu9ao da 

equa9iio diferencial de placas finas (3.58) para todos os pontos do dominio 

fundamental, exceto no ponto de carregamento. 

Impondo-se para a equa9ao (3.58) as condi9iies essenciais em rela9iio a r, dadas 

em PAIVA (33], pode-se escrever: 

OW 

or 
0 para r=O (3.59a) 

oM n' 1 
Qn + or = 

2ffr 
(3.59b) 

Utilizando-se as hip6teses apresentadas no trabalho de DANSON [30], as 

condi9iies essenciais (3.59) e integrando-se sucessivamente a equa9iio (3.58) em 

rela9ao a r, chega-se a: 

' 1 2( 1) 
w = 

8 
;rD r In r - 2 (3.60) 
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A equa<;ao (3.60) e a solu<;ao fundamental de placas finas, ou seja, o valor do 

deslocamento w numa placa infinita, devido a uma carga concentrada unitaria 

aplicada num ponto distante r deste deslocamento. 

A partir da equa<;ao (3.60) sao obtidos os deslocamentos e esfor<;os em urn 

ponto generico do dominio fundamental. Especificamente, as componentes de 

momento fletor, a derivada do deslocamento transversal e a for<;a cortante 

equivalente, sao encontradas atraves da equa<;ao (3.60), ou seja: 

aw· r 
--= --lnrcosj3 

on 4rcD 
(3.61) 

M' =--
1
-[(1+ v)lnr+(1- v)cos2 j3 + v] 

n 4rc (3.62) 

• (1- v) 
Mn, = Src sen2j3 (3.63) 

• cosj3 (1- v) 
Vn = [2(1- v)sen

2 
j3 -3+ v]+ 

4 
R cos2j3 

4rcr rc 
(3.64) 

Uma dedu<;ao mais detalhada das equa<;oes (3.60) a (3.64) pode ser encontrada 

no trabalho de PAIVA [33]. 



Capitulo 4 

Flexiio de Placas 

Moderadamente Espessas 

4.1 - Introdur;iio 

De acordo com o que foi desenvolvido nos capitulos anteriores, pode-se 

observar que a formulaviio chissica de KIRCHHOFF [2) para placas planas finas 

apresenta algumas hip6teses simplificadoras. Basicamente, o uso das hip6teses 

simplificadoras levou a reduyao das tres condiv6es de contorno naturais do problema 

para somente duas, devido a natureza de quarta ordem da equayiio diferencial. Da 

mesma forma, observou-se tambem a ausencia do efeito da deformaviio por cortante 

na formulayiio do problema. 

As teorias formuladas por REISSNER [4) e MINDLIN [5) para a flexao de 

placas moderadamente espessas, consideram as tres condiy6es de contorno 

necessarias, devido a natureza de sexta ordem da equayao diferencial. Estas teorias, 

deduzidas das equayoes tridimensionais da elasticidade, incluem tambem o efeito da 

deformaviio por cortante na formulaviio do problema. 

Neste capitulo, considerando-se as definiv6es basicas dos capitulos anteriores, 

e apresentada urna formulayiiO para pequenos deslocamentos de placas planas 

moderadamente espessas, bern como solu96es fundamentais para o referido 

problema, tendo como base a teoria de Mindlin. 
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De forma amiloga, com base na teoria de Reissner para flexao de placas 

moderadamente espessas, sao apresentadas as solu9oes fundamentais propostas por 

WEEEN [34, 35]. 

4.2 - Hipoteses Basicas 

As hip6teses a serem consideradas para esta formula9ao, com base na teoria de 

Mindlin, sao semelhantes as aquelas apresentadas no capitulo 3. 

Entretanto, para a presente formula9ao, as retas normais ao plano medio da 

placa na posi9ao indeformada nao mais permanecem normais ap6s a deforma9ao. Isto 

significa incluir as deforma9oes por cortante que causam distor9ao na pe9a. Desta 

forma, a formula9ao de Mindlin assume que a deforma9ao por cortante e constante na 

espessura. 

Considerando-se estas hip6teses, pode-se escrever: 

orl3 = o 
ox, 

or" = o 
ox, 

(4.la) 

(4.lb) 

(4.2) 

Assim, a partir das equa9oes ( 4.1 ), as deforma9oes cisalhantes na dire9ao da 

espessura sao assumidas iguais a valores constantes, ou seja: 

1 
Yn G' T 13 = Kl (4.3a) 

1 
r 23 ?'23 = K2 (4.3b) 



45 

Ao assurnir que as deformayoes cisalhantes sao constantes na espessura, e 

necessario corrigir o modulo de elasticidade transversal G para considerar 

apropriadamente o efeito das tensoes de cisalhamento. Para esta correyao, MINDLIN 

[5] definiu urn parfunetro K, que foi obtido por considerayoes de propaga<;:ao de onda. 

Para urn material com coeficiente de Poisson igual a 0.176, este parfunetro apresenta 

resultados iguais para as teorias de Mindlin e Reissner. Para materiais com 

coeficiente de Poisson de zero ate 0.5 o parfunetro K muda quase que linearmente, de 

0.76 para 0.91, respectivamente. Assim, a correyao do modulo de elasticidade 

transversal, a partir do parfunetro K, pode assurnir o seguinte valor: 

(4.4) 

4.3 - Equafoes Constitutivas 

Para a formula<;:ao desenvolvida neste capitulo, assume-se novamente que w 

depende somente de x1 e X2 e que u e v sao lineares em XJ. Entretanto, fun<;:oes 

desconhecidas dependentes das foryas de compressao ou trayao contidas no plano da 

placa, vao aparecer nas expressoes dos deslocamentos u e v. 

Assurnindo-se a inexistencia do estado plano de tensoes na placa estudada, 

estas funyoes em u e v sao nulas na superficie media. Sendo assim, das equayoes 

( 4.2), ( 4.3) e das equayoes (2.8b) da elasticidade, as deformayoes na direyao da 

espessura sao dadas por: 

ou Ow 

r" =--+--= 
ox, ox, K, (4.5a) 

Ov Ow 
r23 ---+---- ex, Oxz - Kz (4.5b) 



A partir das equas;oes ( 4.2) e ( 4.5), pode-se escrever: 

ou b'w 
--- KJ ox 3 OXJ 

iJv b'w 
--- K, ox, ox, 

ow 
--- 0 ox, 

Fazendo-se a integra91io das equa9oes ( 4.6), obtem-se: 

u = x,( K 1 -:;) 

v=x3(K,-:;:) 

w=w(x 1 ,x,) 
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(4.6a) 

(4.6b) 

(4.6c) 

(4.7a) 

(4.7b) 

(4.7c) 

Para facilidade, a partir das equas;oes (4.7), considere as seguintes fun9oes: 

'I' I 
ow 

(4.8a) = KJ 
OXJ 

ow 
(4.8b) '¥, = K2 ox, 

Embora o desenvolvimento apresentado por Mindlin nao seja exatamente este, 

procura-se mostrar a rela91io entre as funs;oes 'l'i usadas por Mindlin e as derivadas da 

fun91io w usada na teoria de placas finas. Cabe observar tambem que Mindlin 

justificou em seu trabalho o uso das fun9oes 'l'i como amilogas as apresentadas por 

Timoshenko em sua teoria de vigas [48, 49]. As fun9oes 'l'i serao utilizadas nas 

expressoes dos momentos fletores, momentos tors;ores e esfors;os cortantes, como 
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sera visto a seguir, ja incluindo o efeito da deforma9ao por cortante na formula9ao do 

problema. 

Assim, considerando-se as equa9oes ( 4. 7) e ( 4.8) e utilizando-se as equa9oes da 

elasticidade (2.8a) e (2.8b ), obtem-se: 

0'¥1 
(4.9a) 811 = X--

'Ox: 
I 

s, = 
o'¥, 

x, -0--x, (4.9b) 

r 12 = x (o'¥, + o'¥1) 
3 ox] ox, (4.9c) 

ow 
(4.9d) r 13 = -y-+'¥1 

XJ 

ow 
r 23 = --+ '¥ (4.9e) ox 2 

2 

Atraves das rela9oes tensao-deforma9ao apresentadas em (2.1 Oa), (2.1 Ob) e das 

equa9oes ( 4.9), pode-se escrever: 

r 13 = G·(;; +'¥ 1 ) 

r 23 =G·(:, +'¥,) 

(4.l0a) 

(4.l0b) 

(4.l0c) 

(4.l0d) 

(4.10e) 
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Analogamente as definir;oes do capitulo 3, substituindo-se as equar;oes ( 4.1 0) 

nas equar;oes de momentos fletores definidas em (3.6), obtem-se: 

(4.11a) 

( 
0"¥ l 0"¥ 2 ) M 22 = D v--+ --
ox1 ox, 

(4.llb) 

M = D (1- v) (b'-1', b'-1',) 
" 2 ex+ex 

l 2 

(4.11c) 

Atraves das equar;oes (3.9) e (3.10) de equilibrio da placa e das derivadas das 

equar;oes ( 4.11 ), obtem-se: 

_ [o''¥, o
2
'¥2 (I v)( o

2
'¥2 o''¥, )] 

Q"- D ex' +vex ex + 2 ex ex + ex' 
I I 2 I 2 2 

(4.12a) 

= Dll o
2
'¥2 + o

2
'¥1 + (1- v)( o

2
'¥1 o

2
'¥2 )] 

Q, ex' vex ex 2 ex ex + ex' 
2 1 2 I 2 1 

(4.12b) 

Fazendo-se as derivadas das equar;oes (4.12) e utilizando-se a equar;ao de 

equilibrio das forr;as cortantes (3.8), obtem-se a equar;ao diferencial de placas 

moderadamente espessas com relar;ao as funr;oes '¥;: 

g 
=--

D 
(4.13) 

Na forma implicita a equar;ao (4.13) pode ser escrita da seguinte forma: 

(4.14) 



49 

A partir das equa9oes (3.7), das equa96es (4.3) e da equa9iio (2.8b), pode-se 

escrever: 

Qll = G ·{·~-+ 'P ) (4.15a) OX I 
I 

Q, = G ·h(:: + 'P2 ) (4.15b) 

Introduzindo-se as derivadas das equa96es ( 4. 15) na equa9iio de equilibria para 

cortantes (3.8), obtem-se a equa9iio diferencial de placas moderadarnente espessas 

em rela9iio ao deslocarnento e as fun96es 'P;: 

(4.16) 

De forma generalizada, a partir da teoria formulada por Mindlin, e mais usual 

escrever as equa96es govemantes como tres expressoes em termos do deslocarnento 

we das fun96es 'P1 e 'Pz, ou seja: 

0 (Ow ) 0 (Ow ) 24(1 + v) 
--+'¥~+----+'¥,+ ' g=O ox 1 dx 1 ox, dx 2 :r Eh 

(4.17a) 

(4.17b) 
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4.4- Equaf;oes Constitutivas em Coordenadas Cilindricas 

De acordo com o item 4.3 e as defini<;:oes de coordenadas cilindricas 

apresentadas no capitulo 2, assume-se que w depende somente de r e 9 e que Dr e ve 

sao lineares em x3• Da mesma forma, fun<;:oes desconhecidas vao aparecer nas 

expressoes de Dr e ve que sao assumidas nulas pela inexistencia do estado plano de 

tensoes na placa estudada. 

Considerando-se as equa<;:oes (4.3) e as equa<;:oes (2.8d) da elasticidade em 

termos de coordenadas cilindricas, pode-se escrever: 

(4.18a) 

(4.18b) 

Considerando-se as equa<;:oes ( 4.2) e ( 4.18), pode-se escrever: 

ou, ow 
(4.19a) --- K, ox 3 or 

Ove = I iJw 
(4.19b) Ke ---

ox3 r oe 

ow 
0 (4.19c) ---

ox 3 

Fazendo-se a integra<;:ao das equa<;:oes ( 4.19), obtem-se: 

(4.20a) 

(4.20b) 
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w = w(r,O) (4.20c) 

A partir das equa9iies ( 4.20), consideram-se as seguintes fun<;iies: 

'I', 
ow 

= K, (4.2la) or 

I ow 
'I'o = Ko --- (4.2lb) 

roO 

Das equa<;iies ( 4.20), ( 4.21) e fazendo-se uma analogia as equa<;iies da 

elasticidade (2.8c) e (2.8d), obtem-se: 

&, 
o'I', 

= xJ --
or 

(4.22a) 

Boo X3 ( 0'¥0) 
= 7 'I', + oe (4.22b) 

e o'I'' o'I'o ~0) r ,o = x, -;8()+ or 
(4.22c) 

ow 
Yd = or + 'I'' (4.22d) 

1 ow 
r o, = ---+'I' 

r oO 0 (4.22e) 

Atraves das rela9iies tensiio-deformayiio apresentadas em (2.1 Oc ), (2.1 Od) e das 

equa<;iies ( 4.22), pode-se escrever: 

(4.23a) 

Ex, (l(o'I' 0 ) o'I',) 
cr oo = I - v 2 -; 8(} + 'I', + v ar (4.23b) 



Ex
3 

T '" = I - v 2 

(!- v)(.!_(O'¥, _ ) o'I'e) 
2 r oB 'I' 8 + or 

T r3 = c·(b'w +'I') 
or ' 
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(4.23c) 

(4.23d) 

(4.23e) 

Substituindo-se as equac;;oes (4.23) nas equac;;oes de momentos fletores 

definidas em (3.6), obtem-se: 

M, = 
( o'I' r I ( o'I' e 

D --;;;:- + v -; oB +'I',)) (4.24a) 

M BB 
e(O'Ye ) o'I',) = D- --+'I' + v--
r oB ' or 

(4.24b) 

M rB = 1-v(l(o'I', ) 0'¥ 8 ) D - ---'I' + --
2 r oB 8 or 

(4.24c) 

A partir das equac;;oes (3.7), das equac;;oes (4.18) e das equac;;oes de deformac;;ao

deslocamento (2.8d), pode-se escrever: 

. (ow ) 
Q r = G h or + 'I'' (4.25a) 

(4.25b) 

Os esforc;;os momento fletor e forc;;a cortante definidos em (4.24) e (4.25) sao 

necessarios para a obtenc;;ao das equac;;oes de equilibria da placa de espessura 

moderada em coordenadas cilindricas. Portanto, para a determinac;;ao das equac;;oes de 

equilibria da placa, considere-se urn elemento placa equilibrado pelos esforc;;os de 

momenta fletor Mrr, Mea, Mre e pelos esforc;;os de forc;;a cortante Qr e Qe conforme 

mostrado na figura 3.2. 



x, r 
I M,. 

dr 

X1 

x, 
oM,8 

or dr 

Figura 4.1 - Equilibrio de momentos fletores e fors;as cortantes em urn 

elemento de placa. 

PI 

~ (r+dr)d(l 

Figura 4.2 - Vetores de transformas;ao de coordenadas. 
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A figura 4.2 mostra as transformas;oes de coordenadas do !ado esquerdo e 

direito das bordas inclinadas do elemento de placa, de forma a rearranjar nas dires;oes 

horizontais e verticais as componentes de momento fletor apresentadas na figura 4.1. 
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Considerando-se a geometria dos pequenos deslocamentos, onde o sen~ pode 

ser aproximado pelo angulo ~, a transformayao de coordenadas para o !ado esquerdo 

da borda inclinada e dada por: 

(4.26a) 

(4.26b) 

Da mesma forma, a transformayao de coordenadas para o dado direito da borda 

inclinada e dada por: 

(4.27a) 

(4.27b) 

Em funo;:ao da transformayao de coordenadas, a equao;:ao de equilibria de 

momentos e cortantes em relayao a r e dada por: 

oM, I oM ,8 I ( ) 
or + r oB + -; M" - M 88 - Q' = 0 (4.28) 

A equao;:ao de equilibria em relayao a e para momentos fletores e foryas 

cortantes e dada por: 

oM ,8 1 oM 80 M ,0 

or + r oe + 2 r - Q e = 0 (4.29) 

Fazendo-se o equilibria das foryas cortantes, obtem-se: 

oQ, + ..!._ oQ 8 + Q, + g = o 
or r oe r 

(4.30) 
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As derivadas das equao;:oes ( 4.24) em relao;:ao a r e a e sao escritas da seguinte 

forma: 

(4.31a) 

oM.. _ lr _!_( o 
2 

'P. o'P, ) o ''P, Jl 
oO - D r oO 2 + oO + v oroO (4.31b) 

oM,8 =D(1-v)[_1 ('P _ 8:1',)+.!.(o''P, _ 8:1'8 )+ o2

'P8 ] 

cr 2 r
2 8 oO r oOcr cr & 2 (4.31c) 

= (1-v)ll_!_(o''P, 
D 2 r oO 2 (4.31d) 

Substituindo-se as equao;:oes (4.24) e (4.31) nas equao;:oes de equilibrio (4.28) e 

( 4.29), obtem-se: 

+ (1- v)(o 
2

'P,- o'P. )} 
2 r 

2 oO 2 oO (4.32a) 

1 (o''P 8 O'P,) v o''P,} 
+-;:z o0 2 + oO + r oroO (4.32b) 

Substituindo-se as derivadas das equao;:oes ( 4.32) na equao;:ao de equilibrio 

( 4.30) e rearranjando-se os termos, obtem-se: 
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(4.33) 

sendo a equas:ao (4.33), a equas:ao diferencial da placa moderadamente espessa em 

coordenadas cilindricas e em funs:ao das funs:oes 'I', e 'I' e. 

De acordo com a formulas:ao de Mindlin, e mais usual escrever as equas:oes 

govemantes como tres expressoes em termos do deslocamento we das funs:oes 'I', e 

'l'e. Portanto, a partir da equas:ao (4.33), considerando-se a simetria radial do 

problema e escrevendo-se de uma maneira mais conveniente, obtem-se uma equas:ao 

diferencial da placa moderadamente espessa em relas:ao a r: 

..!_~[r ~( d'l'' + ~)] = 
r dr dr dr r 

g 

D 

sendo o diferencial total, pois a funs:ao 'I', depende apenas de r. 

(4.34) 

Considerando-se novamente a simetria radial do problema, as outras duas 

equas:oes diferenciais em termos do deslocamento e rotas:oes sao obtidas igualando

se as equas:oes ( 4.25) com as equas:oes ( 4.32), ou seja: 

d w + 'I' + ~( d 
2 

'I'' + ..!__ d'l'' - 'I'' ) = 0 
dr ' G h dr 2 r dr r 2 (4.35) 

(4.36) 

sendo o diferencial tambem total, pois o deslocamento w e as funs:oes 'I'; dependem 

apenas de r. 
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4.5- Soluflio Fundamental atraves da Teoria de Mindlin 

De acordo com formulac;:ao apresentada ate o presente momento, seguindo-se 

as hip6teses de Mindlin, pode-se observar que as soluc;:oes fundamentais da placa 

moderadamente espessa estao relacionadas ao deslocamento w e as func;:oes 'I', e 'I' 9. 

Para o caso de 'I',, a soluc;:ao fundamental 'I'; e obtida considerando-se as 

definic;:oes da func;:ao delta de Dirac. Portanto, a partir da equac;:ao diferencial da placa 

(4.34), pode-se escrever: 

]__E_[r _E._( d'I'; + ~)] = 
r dr dr dr r 

C.(Cx) 
D 

(4.37) 

sendo, r={[x,(x)-x 1 (~)]
2 +[x2(x)-x2(~)] 2 } 112 

a distancia entre o ponto singular ~ e o 

ponto fonte x, L'l(~, x) e a chamada func;:ao delta de Dirac apresentada no trabalho de 

CRUSE [46]. 

A partir de integrac;:oes sucessivas da equac;:ao (4.37), pode-se escrever: 

d'I'' 'I'' 
.::::....::...!':_+ -'- = 

dr r 

A equac;:ao diferencial (4.38) tern por soluc;:ao geral a seguinte expressao: 

= A (~In r- ~) + A ~ + 
l 2 4 2 2 

I 
A -

3 r 

sendo, At. A2 e A3 as constantes obtidas da integrac;:ao. 

(4.38) 

(4.39) 

Pela condic;:ao de simetria do problema, a constante de integrac;:ao A3 e obtida 

fazendo-se o limite da func;:ao 'I'; ser nula quando a distancia r tender a zero, ou seja: 
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lim ':!'; = 0 
' ... 0 

(4.40) 

Atraves da condivao ( 4.40) chega-se a: 

A 3 = 0 ( 4.41) 

A partir da equavao ( 4.41 ), a equavao ( 4.39) pode ser novamente definida, 

sendo dada por: 

tp' 

' 
= A (.c.. In r - .c..) + 

I 2 4 

r 
A -

2 2 (4.42) 

A constante de integravao A1 e obtida a partir da condivao de equilibria das 

forvas verticais atuantes em uma circunferencia de raio r, cujo centro e o ponto de 

aplicavao da carga unitaria (figura 4.3). 

Pela figura 4.3, a cortante necessaria para equilibrar a carga unitaria em urn 

ponto qualquer da circunferencia e dada por: 

Q, = 
I 

2 :rr r 
(4.43) 

n 

1 

Fignra 4.3- Forvas verticals atuantes em uma circunferencia de raio r. 
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A cortante Q, e obtida atraves da integras;ao sobre o contomo da 

circunferencia, ou seja: 

'JQ,rdB = 2trrQ, =-I (4.44) 
0 

De acordo com a equas;ao ( 4.32a), considerando-se a simetria radial do 

problema, pode-se escrever: 

Q, I d (d'¥' T'Jl 
= Dl ' + ' J dr dr r 

(4.45) 

Considerando-se a equas;ao ( 4.45) e substituindo-se o valor de Q, pela relas;ao 

dada em ( 4.44), chega-se a: 

_!_(d'¥: + '¥:) = 
d r d r r 

1 

2 7r r D 
(4.46) 

• Substituindo-se na equas;ao ( 4.46), o valor da solus;ao fundamental '¥, dado em 

( 4.42), obtem-se: 

1 

2trD 
(4.47) 

A partir da equas;ao ( 4.4 7) pode-se escrever: 

. 1 ( 1) r '¥ = - --r In r - - + A -
' 4 trD 2 2 2 

(4.48) 
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Escrevendo-se a equa<;ao (4.48) de uma forma mais conveniente, obtem-se: 

'I'' 
' 

= - 1 r (In r - (A' + 1 )) 
4;rD 2 

(4.49) 

A partir da solu<;ao generalizada para a solu<;ao fundamental 'I';, equa<;ao 

( 4.49), pode-se obter solu<;oes diferenciadas para o deslocamento fundamental w • da 

placa moderadamente espessa. Assim, relacionando-se a equa<;ao (4.43) com a 

equa<;ao ( 4.25a) chega-se a: 

( 
dw ' • ) 
dr +'I',= 

1 

2;rG hr 
(4.50) 

Substituindo-se na equa<;ao (4.50) a solu<;ao fundamental 'I',', equa<;ao (4.49), e 

integrando-se w • em rela<;ao a r, obtem-se uma solu<;ao generalizada para o 

deslocamento fundamental da placa moderadamente espessa: 

w = - 1
-r'(lnr- (A,+ 2 )) 

8;rD 2 

1 
_ _::_..,.,-ln r + B

1 
2;rG h 

(4.51) 

sendo B1 uma constante obtida da integra<;ao. 

Como a placa analisada neste trabalho e considerada infinita, o valor de B1 

pode ser entendido como urn deslocamento de corpo rigido na solu<;ao fundamental. 

Logo, este deslocamento de corpo rigido poderia ser desprezado, assim: 

w' = - 1
-r'(lnr- (A,+ 2 ))-

1 
, lnr 

8;rD 2 2;rG h 
(4.52) 

Fazendo-se uma analise das equa<;5es ( 4.49) e ( 4.52), a constante de integra<;ao 

A2 poderia ser definida a partir de condi.;:oes de contorno sobre uma placa qualquer. 
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No caso da placa estudada neste trabalho, nao foram inclufdas condiyoes adicionais 

para esta constante no sentido de considerar apropriadamente o seu efeito. Partindo 

deste princfpio e considerando-se A2=-2 na equayao ( 4.52), pode-se escrever: 

• 1 2 1 
w = --r lnr- --=--.-lnr 

8JCD 2JCG h 
(4.53) 

Impondo-se o mesmo valor para a constante A2 na equa91io ( 4.49), pode-se 

escrever: 

'P' 
' 

= - -
1 

r(ln r + _!_) 
4JCD 2 

(4.54) 

E importante observar que o primeiro termo da equayao ( 4.53) corresponde ao 

des1ocamento fundamental de placas finas atraves das hip6teses de BEZINE [31] e 

STERN [32], o segundo termo corresponde a inclusao da deformayao por cortante na 

formulayao do problema. Na equayao ( 4.54), o valor da soluyao fundamental 'P; 

corresponde a derivada do deslocamento fundamental de placas finas apresentadas 

pelos mesmos autores. 

De maneira analoga, considerando-se A2 = -1 na equayao (4.52), pode-se 

escrever: 

(4.55) 

Considerando-se o mesmo valor para a constante A2 na equayao ( 4.49), pode-se 

escrever: 

'P' 
' 

1 
=- --rlnr 

4JCD 
(4.56) 
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0 primeiro termo da equa9ao (4.55) corresponde ao deslocamento fundamental 

de placas finas atraves das hip6teses de DANSON [30]. 0 segundo termo novamente 

corresponde a inclusao da deforma9ao por cortante na formula9ao do problema. A 

equa9ao ( 4.56) corresponde a derivada do deslocamento fundamental para a solu9ao 

de placas finas, desenvolvida pelo mesmo autor. 

Em ultima analise, para o caso da fun9ao 'P e, a solu9ao fundamental 'P e' e 

obtida a partir da equa9ao ( 4.36) que, escrita de uma maneira mais conveniente e 

dada por: 

I d'P' 
0 

r dr 

sendo p dado por: 

/2dh 
p=vl50=0 

0 (4.57) 

(4.58) 

Para a resolu9ao da equa9ao ( 4.57) e necessaria expressa-la em termos de uma 

equa9ao diferencial conhecida. Neste sentido, considere-se a seguinte transforma9ao: 

r = r p (4.59) 

A derivada de 'Pe' em rela9ao a r, e dada por: 

o'P • o'P • a ,. 
_ __,e'-- = _ __,e_ 

b'r a ,. b'r 

b''P • 
= ----"e- p 

a ,. 
(4.60) 

A partir da equa9ao (4.60), obtem-se a segunda derivada de 'Pe' em rela9ao a r, 
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~ 2 \TJ • "' ( ~HJ • I ~ - ~ 2 \TJ • 

_u_:o_r.;.,r2,_£oc.. = ..!::._l ~ p j !::__!__ = p 2 _u __ r-,;2"'--

u or or dr or 
(4.61) 

Substituindo-se as equayoes (4.59), (4.60) e (4.61) na equayiio diferencial 

( 4.59), obtem-se: 

d ''I'. 
8 + 

2 

d r-

1 d'I' • ( 1 J 
--'

0
'-- - r-' + 1 'I' ; = 0 

r d r 
(4.62) 

A equayiio diferencial ( 4.62) tern como soluyiio geral as funyoes de Bessel 

apresentadas em ABRAMOWITZ s STEGUN [50]. Desta forma, considerando-se a 

equayiio ( 4.59), pode-se escrever: 

(4.63) 

sendo, I1 e K1 as conbecidas funyoes de Bessel e C1 e Cz constantes a serem 

determinadas. 

Fazendo-se o limite da funyiio 'I'e' ser nulo quando r tender ao infinito, pois no 

infinito a placa e plana, obtem-se: 

lim 'I'; 
' -> 00 

0 (4.64) 

Aplicando-se o limite no !ado direito da equayiio ( 4.63), quando r tende para o 

infinito, pode-se escrever: 

lim[CJ 1 (pr)+ C 2 K 1 (pr)]= 0 
r-> oo 

(4.65) 

Para a resoluyiio da equayiio diferencial ( 4.57) sao apresentadas na figura 4.4 as 

formas de convergencia das funyoes de Bessel, necessirias na analise das funyoes I 1 e 

K 1 e das equayoes ( 4.64) e ( 4.65). 
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Analisando-se a figura 4.4, as equa96es (4.64) e (4.65) pode-se observar que a 

funyiio l1 vai para o infinito quando r tende para o infinito. Sendo assim, a solu91io da 

equa91io ( 4.63) deve ser independente de l1, logo: 

(4.66) 

A fun91io de Bessel K 1 tende a zero quando r tende para o infinito. Desta 

forma, considerando-se a simetria radial do problema, pode-se escrever: 

c 2 = 0 

2.4 l<o I k 

I I 

I 
1,8 \ 

I 
I 
I 

1,4 I 

I 
\ 
I 

1,2 \ 

0,8 

0,4 

I 
I 

I 
I 

\ / 
\/ 
1\, 

' ' 

I 

' 

Io II 
I 

J 
I 

I 
I 

I 
I 

I 
I 

I 
I 

I 
I 

I 

0 

::-....~ ,._ 
IL._-~--,;::::::::=====-~ X 

2 3 

Figura 4.4- Esb090 do gnifico das fun96es de Bessel Io, I~, Ko e K1. 

(4.67) 
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Seguindo-se este desenvolvimento, pode-se concluir que a soluyao fundamental 

'I'e' tern valor nulo, ou seja: 

(4.68) 

Apesar da equa9ao diferencial ser homogenea esta conclusao poderia ser 

imediata mas, preferiu-se apresentar a solu9ao completa com objetivo puramente 

didatico. 

Assim, encontradas as soluy5es fundamentais, os esfor9os fundamentais, 

momento fletor e for9a cortante, sao determinados a partir das solu9iies em termos do 

deslocamento fundamental w', equa9ao (4.54), da solu9ao fundamental 'I',', equa9ao 

(4.49) e da solu9ao fundamental '1'9', equa9ao (4.68). Considerando-se a simetria 

radial do problema, estes esfor9os sao obtidos a partir das equa9oes (4.24) e (4.25), 

chegando-se a: 

= __ 1 [(I+ v)!nr _ (A 2 -I)_ v(A 2 + 1)] 
4 Jr 2 2 

(4.69a) 

- (l+v)lnr--'-=-
2
--'-

I [ (A + 1) 

4;r 2 2 
(4.69b) 

(4.69c) 

1 
(4.70a) 

(4.70b) 
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Cabe lembrar que as solu<;:oes fundamentais, apresentadas pelas equas:oes 

(4.49) e (4.54), sao formula<;:oes generalizadas que podem ser devidamente alteradas. 

Como exemplo, a ado<;:ao de valores arbitnrrios para a constante A2, levou-se a 

formula<;:oes conhecidas como as de Stern-Bezine e Danson. 

Portanto, as equas:oes ( 4.69a) e ( 4.69b ), dependentes das solu<;:oes 

fundamentais, tambem sao formula<;:oes generalizadas e podem assumir valores 

arbitrarios conhecidos na bibliografia de placas, de acordo com o problema 

analisado. 

4.6- Esforr;os e Deslocamentos Fundamentais Generalizados 

Inicialmente, deseja-se rescrever as componentes fundamentais de momentos 

fletores, equa<;:oes (4.69), e de esfor<;:os cortantes, equas:oes (4.70), relacionando-se as 

coordenadas cartesianas x1x2 com as coordenadas cilindricas re. Considerando-se as 

equas:oes (3 .20), pode-se escrever: 

* * 2 * 2 * M 11 = M, cos a+ M 88 sen a+ 2M,
0 

sen a cosa (4.7la) 

(4.71b) 

• ( • ') '( 2 2 ) M 12 = MIJ{} - M, sen a cos a+ M,
8 

cos a- sen a (4.7lc) 

(4.72a) 

(4.72b) 

De acordo com a figura 3.7, pode-se escrever que: 

or 
cos a = ox! 

(4.73a) 

or 
sen a = ox, 

(4.73b) 
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Considerando-se a simetria radial do problema, as equa9oes (4.73) e 

substituindo-se os valores dos momentos fletores fundamentais dados pela equa9ao 

(4.69), os valores das for9as cortantes fundamentais dados pela equa9ao (4.70), nas 

equa9oes (4.71) e (4.72), respectivamente, obtem-se: 

- -
1 

{[(1 + v) In r - -'-( A-=-2 ---'-I) 
4n 2 

v(A 2 + !)](!!!._) 2 

+ 
2 oxl 

+[(!+ v)Jnr 
(A,+ 1) 

2 
v(A; _ 1)]( ::J 2

} 

M ;, = - 4 ~ { [(I + v) In r - (A, 2- I) v( A;+ 1) ]( :J' + 

(4.74a) 

+[(l+v)lnr-(A,
2
+l)_ v(A;-l)](::J'} (4.74b) 

, I O'r O'r 
M = --- (4.74c) 12 4n ex ex 

I 2 

I or 
(4.75a) 

I or 
2nr ox 2 

(4.75b) 

As componentes em relayao a r das soluyoes fundamentais, equa9ao ( 4.49), e 

em rela9iio a 8, equa9ao ( 4.68), tambem podem ser reescritas relacionando-se as 

coordenadas cartesianas x 1x2 com as coordenadas cilindricas r8. Assim, 

considerando-se uma transformayiio de coordenadas como em (3.18), obtem-se: 



tTl. 
T2 = 

68 

(4.76a) 

(4.76b) 

Considerando-se novamente a simetria radial do problema, as equa96es (4.73) e 

substituindo-se a soluyiio fundamental 'P;, equa91io ( 4.49), a solu91io fundamental 

• 'Pe, equa91io (4.68), nas equa96es (4.76), obtem-se: 

'P' 
I r(lnr- (A,+!)) or (4.77a) = I 

4;rD 2 OX] 

'P' -
1 

r(lnr-(A,+l)).!!!_ (4.77b) = 2 
4;rD 2 ox, 

Encontradas as solu9iies fundamentais em termos de esforyos e deslocamentos 

no sistema de coordenadas cartesianas x1x2 , pode-se agora defini-las atraves de 

* esfor9os fundamentais generalizados T;i e deslocamentos fundamentais 

generalizados U;j*, de acordo com as formula96es de WEEEN [34, 35]. 

Considerando-se as defini96es de Weeen, os esfor9os fundamentais 

generalizados para o problema de flexao de placas, em fun91io dos vetores n normais 

ao contorno, podem ser escritos da seguinte forma: 

(4.78a) 

(4.78b) 

T 3 *3 = Q ~·~ n 1 + Q ; 2 n 2 (4.78c) 

sendo, T;i* os esforyos fundamentais na dire91io j devido a urn carregamento aplicado 

na dire91io i. 
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Aplicando-se as equa.yoes (4.74) e (4.75) nas equa.yoes (4.78), os esfor.yos 

fundamentals de superficie sao definidos da seguinte forma: 

TJ'I = __ I {[(I+ v)Inr- (A, -I) 
47l" 2 

v(A, +I)](!!!_) 

2 

+ 
2 oxl 

v(A, -l)](i!.J'}n
1 
+[(1-v) it it ]n, (4.79a) 

2 CX2 47l" CXI CX2 

T 3 ~=-- 1 
{[(l+v)lnr-(A,-l) 

47l" 2 
v(A 2 + 1)](!!!._) 2 

+ 

2 ox, 

+[(I+ v)Inr- (A, + 1)- v( A, -I)](!!.)' }n, + [(1- v) it i!.Jnl 
2 2 CX1 47!" CXI CX2 

(4.79b) 

I or 

2 JZ"r on (4.79c) 

Finalmente, com a finalidade de apresentar uma forma mms geral as 

• • • formula.yoes, as nota.yoes U 3b U 32 e U 33 sao usadas para definir a solu.yao 

fundamental '¥1 ', equa.yao (4.77a), a soluo;:ao fundamental '¥z', equao;:ao (4.77b), eo 

deslocamento fundamental w', equao;:ao (4.54), respectivamente. A partir destas 

considera.yoes, pode-se escrever: 

U ;I=- _l_r(Jn r- (A,+ I)J or 
47l"D 2 ~~ 

_l_r(ln r- (A, + I)J or 
47l"D 2 ~ 2 

U' = - 1
-r'(Inr- (A,+ 2)J- I . Inr 

33 
8JZ"D 2 2JZ"Gh 

(4.80a) 

(4.80b) 

(4.80c) 
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sendo, Uii * o deslocamento fundamental generalizado na direyao j devido a urn 

carregamento aplicado na direyao i. 

As equa96es (4.79) e (4.80) representam uma soluyao fundamental 

generalizada para a teoria de Mindlin, em termos de esforyos e deslocamentos, 

devido a urna forya unitaria aplicada na direyao do eixo x3 de urna placa infinita. 

4. 7- Soluflio Fundamental atraves da Teoria de Reissner 

Com o intuito de obter a solu9ao do problema de placas moderadamente 

espessas atraves da teoria de REISSNER [4), sao apresentadas neste item as 

formulayoes relativas a esta teoria, de forma a mostrar as solu96es fundamentais 

necessarias neste problema. 

Seguindo-se as formula96es apresentadas por WEEEN [34, 35), as equa96es 

de equilibria para urn elemento de placa infinitesimal sob urn carregamento 

transversalmente distribuido g, podem ser escritas por (ver equa96es 3.8 a 3.10): 

(4.8la) 

(4.8lb) 

Nesta formulayao, as relayoes esforyo-deslocamentos generalizados sao escritas 

da seguinte forma: 

M =D(l-v)[ata+atfJ+ 2v cu18 ]+ v g 8 
afJ 2 Oxp Oxa {1- v) Ox

1 
afJ {1- v) .A? afJ 

(4.82a) 
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Q =D(l v)..1?[u+b'u3] 
a 2 adx: 

a 

(4.82b) 

sendo, D a rigidez a flexao da placa, 'A uma quantidade caracteristica do modelo de 

Reissner, com valor igual a .JiO I h, Ua sao as rota9oes nos eixos coordenados Xa e U3 

o deslocamento na direyao do eixo x3 [34, 35]. 

Substituindo-se adequadamente as equa9oes ( 4.82) nas equa9oes ( 4.81 ), pode

se escrever as equa9oes de equilibrio da placa em funyiio dos deslocamentos 

generalizados, da seguinte forma: 

~·, 1 (~)u 1 (x)= -F,(x)+ (termosemg) 

sendo, ~·ii as componentes do operador de Navier, escritas da seguinte forma: 

• 
~a3 = 

• 
~)a 

e '11=& /( Oxa.Ox.a) e o operador de Laplace. 

(4.83) 

(4.84a) 

(4.84b) 

(4.84c) 

Admitindo-se para a equayao (4.83) urn carregamento unitario representado 

pela fun((iiO delta de Dirac, 1'1(~, x), pode-se escrever: 
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(4.85) 

sendo, u* ki a solu9ao fundamental em funyao dos deslocamentos para a teoria de 

Reissner, Oik o delta de Kronecker,~ eo ponto singular ex o ponto fonte. A equayao 

( 4.85) e usada para representar uma placa infinita sob a ayao de urn carregamento 

unitario ~ na dire9ao k. 

- * Segundo HORMANDER [51] a soluyao fundamental em deslocamentos U kj, 

equayao ( 4.85), e representada da seguinte forma: 

U ;J (~,X )=co ~·Jk ( ~) e(~,X) (4.86) 

sendo, co ll' a matriz de cofatores e e(~, x) uma funyao escalar. 

Substituindo-se a equayiio ( 4.86) na equayiio ( 4.85), obtem-se: 

(4.87) 

sendo, det ll' o determinante da matriz Ll *. 

Considerando-se o fato da simetria radial, a equayao ( 4.87) se reduz a: 

(4.88) 

sendo, r a distiincia entre o ponto singular~ e o ponto fonte x e '17=(1/r)d/dr(rd/dr) o 

operador de Laplace em coordenadas cilindricas. 

Uma soluyao particular para a equa9ao ( 4.88) e dada por: 
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e(r} = \ 
6 
((I- v))-

2

[K;,(z}+ lnz+_!_z2 (1nz-1)] 
2JdJ A, 2 4 

(4.89) 

Computando-se o resultado da fun.;:ao escalar e, equa.;:ao (4.89), na equa.;:ao 

(4.86), as solu.;:oes fundamentais em deslocamentos U\i (k,j=1,2,3) podem ser 

escritas da seguinte forma: 

I ( I ) or 
u;3=-u;, 4ffDr !nr-2 ox, 

• . I ( l)or 
U23=-U32=4ffDr !nr-2 ox2 

• 
u 33 

I I I 2 

- 2 1rD A- 2 L ~In z 
I , ( )l 
4 r In z- I J 

(4.90a) 

(4.90b) 

(4.90c) 

(4.90d) 

(4.90e) 

(4.90f) 

Os correspondentes esfor.;:os fundamentais de superficie sao escritos da 

seguinte forma: 
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:z;; =- 4 ~ {[4A(z)+2zK1(z)+l- vJ(! + :
1 

n1)+[4A(z)+l+ v]:
1 

n1 + 

- [ 16 A (z) + 4 zK 1 (z )+ 2 + 2 v J( Or ) 

2 

Or } 
@I On 

(4.91a) 

T1; = --
1
-{[4A(z) + 2zK1(z) + 1- v] & n1 + [4A(z) +I+ v] : n2 + 

4nr &: 2 u.- 1 

[ l
ororor} 

-16A(z)+4zK 1 (z)+2+2v -"'-· -;;-
O.X 1 u.< 2 un 

(4.91b) 

T 2 ~ = --
1
-{[4A(z) + 2zK1(z) + 1- v] : n2 + [4A(z) +I+ v]: n1 + 

4nr u.- 1 u.- 2 

Or Or Or} 
-[ 16A(z) + 4zK1 (z) + 2 + 2 v] O.X O.X On 

I 2 

(4.91c) 

T,~ =- 4 ~ {[4A(z) + 2zK1(z) + 1- vJ(! + :
1 

n2 )+ [4A(z) +I+ v] :, n2 + 

-[16A(z)+4zK1(z)+2+2vJ(:,)' :} (4.91d) 

• A?i ararl 
7; 3 = 

2
;r l B(z)n 1 - A(z) &:

1 

On J (4.91e) 

• A? ar&l 
T23 = 

2
;r B(z)n, - A(z) O.X, On J (4.91f) 

(4.91g) 

(4.91h) 



sendo: 

.JlO 
A.= -h-

z = A.r 

1 or 
2 :rr on 

' 
r = \[x,(x)-x 1(.;W +[x,(x)-x,(.;)JT 

21 ll 
A(z) = K 0 (z) + -;L KJz)- ".;" J 

ll ll 
B(z)= K0 (z)+-_;-L K,(z)--_;-j 
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(4.9li) 

(4.92a) 

(4.92b) 

(4.92c) 

(4.92d) 

(4.92e) 

onde, Ko e K1 sao as funo;;oes modificadas de Bessel apresentadas em 

ABRAMOWITZ E STEGUN [50]. 

Fazendo-se uma reflexao a este capitulo, e interessante observar que, quando as 

soluo;;oes fundamentais das placas de espessura moderada sao obtidas, os termos que 

contem o carregamento distribuido g, equao;;oes (4.34) e (4.83), sao considerados 

nulos. Sabe-se que o efeito do carregamento distribuido g e o aspecto que leva as 

equao;;oes diferenciais de equilibrio serem diferentes nas duas teorias. Assim, quando 

as soluo;;oes fundamentais sao encontradas, o efeito do carregamento distribuido g nao 

e levado em conta. Este fato leva a equao;;oes de equilibria iguais para as duas teorias, 

proporcionando que as soluo;;oes fundamentais desenvolvidas para a teoria de 

Reissner, apresentadas por WEEEN [34, 35], possam ser usadas nas formulao;;oes de 

Mindlin, desenvolvidas neste trabalho. 

Portanto, as soluo;;oes fundamentais generalizadas em funo;;ao de deslocamentos 

e esforo;;os, equao;;oes ( 4. 79) e ( 4.80), desenvolvidas pela teo ria de Mindlin e referentes 

a uma foro;;a unitaria aplicada em urn ponto de uma placa infinita, podem ser 

utilizadas conjuntamente com as soluo;;oes fundamentais apresentadas por Weeen na 

resoluo;;ao dos problemas de placa. 
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4.8- Condi{:oes de Contorno 

Para ser solucionada, a equar;:ao diferencial de placas de espessura moderada, 

necessita de mna adequada prescrir;:ao de suas condir;:oes de contomo. Novamente, 

para o caso de vincular;:oes cliissicas e urn sistema generico de coordenadas como o 

da figura 3.4, as condir;:oes de contomo para este problema sao dadas por: 

i) Engaste 

w=O 

'f' = 0 n 

'f', = 0 

( u3 = 0) 

( Un = 0) 

(u, = 0) 

ii) Apoio Simples 

M =0 n 

w=O (u 3 =0) 

'f',=O (u,=O) 

w = 0 ( u 3 = 0) 

Mns=O 

iii) Borda livre 

M =0 n 

Mn, = 0 

Qn = 0 

Condir;:ao hard 

Condir;:ao soft 

(4.93a) 

(4.93b) 

(4.93c) 

(4.94a) 

(4.94b) 

(4.94c) 

(4.95a) 

(4.95b) 

(4.95c) 

De acordo com BATHE et alii [52], a condir;:ao de contomo hard e devida a 

considerar;:ao de rotar;:ao nula no plano vertical tangente ao contomo restringida. A 

condir;:ao de contomo soft e devida a considerar;:ao de momento torr;:or nulo no plano 

vertical tangente ao contomo. 



Capitulo 5 

Equaroes Integrais em Placas 

5.1 - Introdw;ao 

Este capitulo trata das equayoes integrals de contorno para a flexao de placas 

finas e moderadamente espessas. As formulayoes desenvolvidas, compostas por 

equayoes integrais que envolvem soluyoes fundamentais, sao necessarias na 

aplicayao do Metoda dos Elementos de Contorno. 

As equayiies diferenciais de placas finas, escritas em funyao de deslocamentos, 

sao necessarias para a obtenyao das soluviies fundamentais de placas finas. A partir 

dessas soluyiies fundamentais e usando-se o teorema de Betti sao encontradas as 

equayoes integrais de placas finas aplicadas a pontos do contorno e do dominio da 

placa. 

De forma semelhante, de acordo com as teorias de Reissner e Mindlin, as 

equa9oes diferenciais das placas moderadamente espessas sao necessarias para a 

obtenyao das so!uyoes fundamentais indispensaveis para as formulayiies citadas. 

Assim, a partir do teorema de Betti e considerando-se as so!uyoes fundamentais da 

teoria de Mindlin, sao desenvolvidas equa9iies integrals generalizadas para as placas 

moderadamente espessas aplicadas a pontos do dominio. Seguindo-se as mesmas 

definiyiies, sao apresentadas equa9iies integrais generalizadas considerando-se a 

teoria formulada por Reissner. 



5.2 - Equa~oes Integrais para Placas Finas 

5.2.1 - Equarlio Integral em Coordenadas Normais e Tangenciais para 

Deslocamentos em Pontos do Dom{nio 
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Para a determina<;ao da equar;ao integral para pontos do dominio da placa, seja 

uma placa isotr6pica de dominio finito Q e contomo r contida em outra de dominio 

infinito Q., e contomo r .,. Conforme a figura 5.1, a p1aca finita esta submetida a urn 

carregamento g distribuido em uma area Qg. 

Figura 5.1 - Placa finita contida em uma placa infinita. 

0 teorema de Betti e obtido considerando-se que a placa de dominio finito e 

submetida a do is carregamentos nao simu1taneos g e g', associados a superficies 

elasticas w e w', respectivamente. Sao identificados do is estados de tensao cr e cr', 

com seus respectivos estados de deforma<;ao E e E', que podem re1acionar-se da 

seguinte forma: 

X Oi18;1 + '128;2 + '1A~ + '218;1 + <Ji28~ + '23~ + <318;1 + '328;2 + 0338;J1v 
v 

(5.1) 
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Chamando-se de I o segundo membro da equa<;ao (5.1) e desprezando-se as 

tensoes relativas a dire<;:ao normal ao plano da placa, obtem-se: 

I= f(0' 11 s,\ + 0' 22 s 2' 2 + r 12 y,',)dv 
v 

(5.2) 

Substituindo-se na equa<;:ao (5.2) as rela<;oes de deforma<;:ao-deslocamento 

(3.3), constitutivas (3.5) e integrando-se ao Iongo da espessura da placa, obtem-se: 

..r (o'w o2w)o'w' (o 2
w I= JllD --,-+ v--2- 2 + D --2-+ 

n &:, O.X, &:, &:2 

+2D (1 - ) 
o 2 w o 2 w' l 

v jdQ ox,ox, ox,ox2 

o'w)o'w 
v ;o...2 -;-;-+ 

u..t
1 

uX 2 

(5.3) 

A partir das rela<;:oes dos momentos fletores (3.12), a equa<;:ao (5.3) pode ser 

escrita da seguinte forma: 

I= A ]V[ 11 

o'w' 
ox 2 

I 

M ,, 
o'w' 
o.x' 2 

2M 12 
(5.4) 

A obten<;:ao das equa<;:oes necessarias a formula<;ao do metodo e feita a partir da 

transforma<;ao da integral sobre o dominio Q, equa<;ao (5.4), em uma integral sobre o 

contorno r. Desta forma, integrando-se por partes o primeiro termo da equa<;ao ( 5.4 ), 

obtem-se: 

o'w' 
fM" o.x' n 1 

sendo, n1 o coseno diretor do vetor normal ao contorno na dire<;ao x1. 

(5.5) 
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De acordo com a figura (3.4), os cosenos diretores de nm ponto P do contomo, 

sao dados por: 

n, = cosa 

n 2 = sena 

(5.6a) 

(5.6b) 

Integrando-se novamente a segnnda parcela da equa<;:ao (5.5) e considerando-se 

as defini<;:iies apresentadas nas equa<;:iies (5.6), pode-se escrever: 

(5.7) 

De forma aniloga, integrando-se o segundo termo da equa<;:ao ( 5.4 ), obtem-se: 

(5.8) 

0 terceiro termo da equa<;:ao ( 5.4) pode ser escrito da seguinte forma: 

(5.9) 

Integrando-se por partes cada termo do membro direito da equa<;:ao (5.9), nma 

vez em rela<;:ao a x1 e a outra vez em rela<;:ao a x2, obtem-se: 

t3M 12 • ) J o' M 12 , 
+~w sena df- 2 ex ex w dQ 

1 n 1 2 

(5.1 0) 

Substituindo-se na equa<;:ao ( 5.4) os tres termos encontrados nas equa<;:iies ( 5. 7), 

(5.8) e (5.10), obtem-se: 
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( 
av' a,v· a,v· a,v· ~ 

I = - M,, "- cos a + M22 "- sen a + M.,2 - cos a + M.,2 - sena + 
r w;, '-"2 a, a, 

..rl(oM" oM,,) (oM 22 oM 12 ) lf. 
+ Jl O.X + O.X cos a + O.X + O.X sen a d1 + 

f I 2 2 I 

_ J( o 
2

M 

" ox, 

o 
2

M 12 o 
2

M 22 ) • 
+ 2 + 2 w dQ 

ox,ox 2 ox, 
(5.11) 

De acordo com as equas:oes de equilibria de momentos fletores (3.9) e (3.10), a 

equas:ao diferencia1 de p1acas (3 .11) e a equas:ao de cortantes normais ao contomo 

(3.22a), a equas:ao (5.11) pode ser escrita da seguinte forma: 

( 
&>' &>' &>' &>' ~ 

I=- M.,, "· cos a+ M,2 -sena+M.,2 -cosa+M.,2 -sena + 
r <A1 a, a, GX1 

(5.12) 

A partir das relas:oes entre os sistemas de coordenadas, equas:ao (3.18a), pode-

se escrever: 

ow • OW • ow • 
--- ~cos a ~sen a 
ox, 

(5.13a) 

OW • OW • ow • 

= sen a + cos a 
ox, on OS 

(5.13a) 

Substituindo-se na equas:ao (5.12) as equas:oes (5.13), obtem-se: 

{

Ow. 
I=-f &(M 11 cos' a +2M 12 sena cosa + M 22 sen' a)+ 

aw· } 
+--[( M 22 - M 11 )sena cosa + M 12 {cos

2 a- sen' a)] d1 + 
OS 

(5.14) 
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Substituindo-se na equac,:ao ( 5.14) as equa<;oes (3 .21 ), pode-se escrever: 

(5.15) 

Integrando-se por partes o segundo tenno da integral de contomo da equa<;iio 

(5.15), obtem-se: 

( 
ow . ) 

J M "' ~ dr = M 'lr, - J oM"·' • dr 
ns w rl r Os w (5.16) 

sendo, r 1 e r 2 as coordenadas dos limites do contomo no qual se realiza a integra<;iio. 

No caso de urn contomo fechado, cuja representac,:iio parametrica e a respectiva 

derivada sejam continuas, a prime ira parcela da equac,:iio ( 5 .16) se anula. Caso 

contnirio, ela dara origem a rea<;oes nas angulosidades (cantos) da placa. Desta 

maneira, a equac,:iio ( 5 .16) pode ser reescrita da seguinte fonna: 

f( M "·' OS 

ow. 
dr • u "' • =-rN J"M 

R "' w "' - " w dr 
i=l r us 

(5.17) 

sendo, Nc o numero total de cantos do contomo da placa e wc/o deslocamento 

fundamental do canto i da placa. 

n 

i-1 

' ' ' ' ' ' 

/ 

Figura 5.2 - Canto i do contomo da placa. 
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Uma interpretayao apropriada das reao;:oes de canto da placa, R.,;, pode ser 

escrita a partir dos momentos volventes anterior e posterior ao canto da placa, ou 

seJa: 

(5.18) 

sendo, M+ ns e M-ns os momentos volventes posterior e anterior ao canto i da placa, 

respectivamente. 

Substituindo-se na equao;:ao (5.15) o valor encontrado pela equao;:ao (5.17), 

obtem-se: 

(5.19) 

Considerando-se que o carregamento g esta distribuido em Og e utilizando-se a 

equao;:ao (3.32) na equao;:ao (5.19), pode-se escrever: 

(5.20) 

0 termo do primeiro membro da equao;:ao (5.1) pode ser desenvolvido de modo 

analogo, chegando-se a: 

. Ow) 
M n on dr + 

N 

+L Rc;wc; + fg'wdQ (5.21) 
i =I 

" 
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Portanto, a partir das equa9iies (5.20) e (5.21), a equayao final do teorema de 

Betti aplicado ao estudo de placas e dada por: 

M • ow ) {< , J , = 
non di' + f:, R,,w,, + n g wdQ 

(5.22) 

Supondo-se que o carregamento g' em (5.22) seja uma carga concentrada 

unitaria aplicada em urn ponto ~ do dominio da placa, tomando-se como fun9iio 

ponderadora a solu9ao fundamental e aplicando as propriedades da funyao delta de 

Dirac, pode-se escrever: 

{ ~· l N 

/lv" (x)w' (s ,x)- MJx)a;;-(s ,x) jdl(x) + ~R"(x, )w ;, ( q ,xc) + 

+ Jg(x)w'(q,x)dn.(x) (5.23) 
n, 

sendo Xc a coordenada dos cantos da placa. 

A equa9ao ( 5.23) e a equa9iio integral de placas finas para deslocamentos em 

pontos do dominio da placa. Esta equayiio fomece deslocamentos em todos os pontos 

do dominio da placa a partir das cortantes equivalentes (V n ), momentos de flexiio na 

dire((iio normal (Mn), rea9oes de canto (R.: ), deslocamentos (w) e rota9iies em 

rela9iio a normal (aw/on) conhecidos no contomo. 



5.2.2- Equat;iio Integral em Coordenadas Normais e Tangenciais para 
Deslocamentos em Pontos do Contorno 
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Para transformar a equa9iio (5.23), escrita em termos de valores de dominio da 

placa, numa rela<;:iio com apenas valores do contomo e necessario um artificio. 

Acrescenta-se ao dominio uma pequena regiao Q, de modo que o novo dominio seja 

dado por Q en. com um contomo r + r. -r', como mostra a figura 5.3. 

r 

n 
Xz 

r, 

Figura 5.3 - Contomo circular acrescido a um canto de placa. 

Com o artificio da figura 5.3, ap6s as integra9oes em r • e com as integrais 

sobre os contornos r - r' entendidas no senti do do valor principal, quando E tende a 

zero, a partir de PAIVA [33] obtem-se: 

c(S")>t{S') + [Lvn'(S',x)w(x)- M;(S',x): (x)}nx) + ~R;,(S',x,)wAxJ = 

{ . aw· l N • 

/lVJx)w (S' ,x)- M. (x)&;"(S' ,x) jdl(x) + t,:R"(x,)w ,, ( S' ,x,) + 

+ Jg(x)w'(S',x)dQg(x) (5.24) 
n, 

A equa9iio (5.24) representa a equa9iio integral de placas finas para pontos do 

contomo da placa. A quantidade C(~) representa as descontinuidades dos cantos da 

placa, sendo dada por: 
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c (;) = fJ c 

2rc 
(5.25) 

onde, Pc e a angulosidade do canto da placa (figura 5.3). 

Quando o ponto do contomo nao apresenta angulosidades, a equac;:ao ( 5 .25) 

pode ser reduzida a: 

(5.26) 

5.2.3 - Equat;oes Integrais em Coordenadas Normais e Tangenciais para 

Curvaturas em Pontos do Dominio 

Os momentos fletores em pontos do dominio das placas finas podem ser 

obtidos a partir das curvaturas intemas ou seja, como segunda derivada da func;:ao de 

deslocamentos w. A equac;:ao integral em coordenadas normais e tangenciais para 

deslocamentos em pontos do dominio da placa, equac;:ao (5.23), pode ser escrita como 

segunda derivada da func;:ao de deslocamentos w, representando as curvaturas 

intemas, da seguinte forma: 

w,"(~) + [Lv"~u (~,x)w(x)- M;J~x) ~: (x) }r(x) + %R;;J~xJwAxJ = 

ivn(x)w' '" (~. x)- M.(x) o;' ''I (~,x) ]dr(x) +% Rc;{xc}w;;.)~. xc} + 

+ Jg(x)w',u(i;,x)dQg(x) (5.27) 
n, 

A segunda derivada dos esforc;:os e deslocamentos fundamentais apresentados 

pela equac;:ao (5.27) sao definidos da seguinte forma: 
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• ( ) 1 {rl( or or ) or (or)' (or)'( or or J vn~,x=--, 6-.-.-88---8- --.n+-.n + 
''I 4nr ox ox '1 on OS OS ox } ox ' 

I ) I j 

ar ar ( ar ar I ar ( ) 
-i6an aslax,si+ axis,j+4as sjn,+s,nj + 

(5.28) 

• 1 {r ((or)' ( or)''I or or 1 
Mn.y(i;,x)=-4rcr 2 l(1+v)- 2 on +>~os) oij- 2 ox,oxj+ 

ar(ar or l ~(~ or l 
-4-l-n. + -nj- 4v-l-s +--sj+ on ox, 1 oxj ' OS ox, J ox] ' 

or or ((ar)' (or) 2J } 
+4 ox, ox I l on + OS + 2n,n 1 + 2vs,sl (5.29) 

(5.30) 

(5.31) 

(5.32) 

(5.33) 
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Deve-se observar que a reayao de canto na equayao (5.27) foi aproximada pela 

diferenya dos momentos volventes anterior e posterior do canto da placa, conforme 

(5.18). 

5.2.4- Equar;iies Integrais para Carregamentos de Dominio 

A equayao integral de dominio para as placas finas devidas ao carregamento 

distribuido g na area Qg, apresentada na equayao (5.24), necessita ser transformada 

em uma integral sobre o contomo de Qg. Desta forma, considerando-se a integral de 

dominio na equa<;:ao (5.24), pode-se escrever: 

J g(x )w '(,;, x )dQ g (x) (5.34) 

"g 

Quando as fon;as distribuidas g tern expressoes analiticas integriiveis no 

dominio, a expressao (5.34) pode ser transformada em uma integral sobre o contomo 

de Qg. Para esta transformayao, utiliza-se o esquema de integrayao mostrado na 

figura 5.4: 

t 

R(l;,x) 

Figura 5.4 - Integrayao sobre a sub-regiao carregada. 

Considerando-se o esquema da figura 5.4, a expressao (5.34) pode ser escrita 

da seguinte forma: 
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Jg(x)w'(q ,x)dQg(x) = §lJg(x)w'(q ,x)r(q ,x)dr(x) ~0 (5.35) 
ng o o J 

As integra<;5es sobre o iingulo e podem ser feitas atraves de uma mudan<;a de 

variaveis, da seguinte forma: 

(5.36) 

Aplicando-se na equa<;ao (5.35) a mudan.ya de variaveis apresentada na 

equa<;ao (5.36), as integrais de dominio sao transformadas em integrais de contomo 

rg, ou seja: 

f {
R(<J') ] r n 

g(x)w'(q,x)dQg(x)= g(x)w'(q,x)r(q,x)dr(x) '{ r)dr•(t) 
n r o Rq,t 
' ' 

(5.37) 

Considerando-se a for<;a distribuida g constante e a solu<;ao fundamental obtida 

atraves da teoria de Kirchhoff, equa<;ao (3.60), obtem-se para a equa<;ao (5.37) o 

seguinte resultado: 

f . fgR'( 3)l 
g(x)w ( .;, x)c!l,(x) = {3

2
nD lnr-4 f'r n7ar. 

D, r, 

(5.38) 

Para o calculo das curvaturas na placa, a integral de dominio e dada pela 

equa.yao (5.27), sendo definida da seguinte forma: 

Jg(x)w' '!I (~.x)dn.(x) (5.39) 
n, 

A transforma<;ao da equa<;ao integral de dominio (5.39) em uma integral de 

contomo, para o caso em que o carregamento distribuido g e constante, e dada por: 



5.3- Equa~oes Integrais para Placas Moderadamente Espessas 

Atraves da Teoria de Mindlin 
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(5.40) 

5.3.1 - Equa~iio Integral em Coordenadas Cartesianas para Deslocamentos 

em Pontos do Dominio 

De acordo com a equayao ( 5 .I), pode-se escrever o teorema de Betti para a 

formulayao de placas moderadamente espessas atraves da teoria de MINDLIN [5]. 

Desta forma, em funyao das hip6teses desta teoria, inclui-se na formulayao as tensoes 

relativas a direyao normal ao plano da placa, obtendo-se: 

J ( CT 1,18 II ' • • + r;,y,,)dv + a22£22 + T"Y" + T13Y13 
v 

J ( CT II 8 !'I 
• • • + T 23 y ;, )d V (5.41) + cr 22 s 22 + T12Y12 + ri,yi, 

v 

Chamando-se de I a integral do segundo membro da equayao (5.41) e 

substituindo-se as relas;oes de deformas;oes-deslocamentos (4.9) e as equas;oes 

constitutivas ( 4.1 0), pode-se escrever: 

·(ow J(ow' ·J} +G ox
2 

+ '-1', ox, + '-1', dV (5.42) 
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Fazendo-se a integras:ao da equas:ao (5.42) ao Iongo da espessura h da placa, 

obtem-se: 

I = J { D I( o'¥ I + v o'¥ 2 ) o'¥ I' + ( o'¥ 2 + v o'¥ I ) o'¥; + 

0 
l ox 1 ox 2 ox 1 ox 2 ox 1 ox 2 

(1-v)(0'¥1 8'¥2 )(8'¥; O'f';)lJ ·(b'w Xb'w' ·) + --+-- --+-- +Gh-+'¥
1 

--+'¥
1 

+ 
2 8x, 8xl 8x, 8xl 8xl 8xl 

(5.43) 

A partir das equa<;:6es de momentos (4.11) e cortantes (4.15), a equas:ao (5.43) 

pode ser escrita da seguinte forma: 

(5.44) 

Aplicando-se a regra da cadeia em todos os termos da equas:ao ( 5.44 ), pode-se 

escrever: 

0 ( • ) t3Q 22 • • ] 
+iJx

2

Q,,w -
0

x
2

w+Q 22 '¥2 d0. (5.45) 

.. -------- ______________ __j 
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Agrupando-se convenientemente todos os termos da equa<;:ao (5.45), chega-se a 

seguinte equa<;:ao: 

(oM 11 oM 12 ) • (oM 12 
oM, 

- Q, )'¥; + - + Qll '¥\ - ox\ + OX I OX 2 ox 2 

-( oQ\1 + 0 Q 2 2 )w ']do (5.46) 
ox\ ox, 

Considerando-se as equa<;:oes de equilibria (3.8) a (3.10) e transformando-se 

atraves de integra<;:oes por partes os dois primeiros termos da integral de dominio Q 

da equa9ao ( 5 .46) em integrais de contomo [', obtem-se: 

I= f[( M 11 ~· + M12% +Q 1w')n1 +(M,,% + M12'K +Q22w'h]dr + 
r 

+Jgw'dQ 
n 

(5.47) 

A equa<;:ao ( 5.4 7) pode ser escrita de maneira generalizada, de forma a 

representar conveuientemente a teoria de Mindlin ou seja, considerando-se as tres 

condi<;:oes fisicas necessarias para a resolu9ao do problema de placas. Assim, 

rearranjando-se os termos desta equa9ao no sentido de encontrar equa96es 

semelhantes as aquelas apresentadas nos trabalhos de WEEEN [34, 35], pode-se 

escrever: 

I= f[( M 11n1 + M12n2 )'I{ +( M12n1 + M22 n2 )o/, +(Q11n1 +Q22n2 )w']dr + 
r 

+fgw'dQ 
n 

(5.48) 
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A equa<;ao (5.48) representa o desenvolvimento do segundo membro do 

teorema de Betti definido pela equa<;ao ( 5.41 ). 0 primeiro membro desta equa<;ao 

pode ser escrito de forma semelhante, ou seja: 

J ( 0" ,', S 11 + 0" ;, S 22 + T 1' 2 y 12 + T 1' 3 y 13 + T ;, Y 2J )d V = 
v 

f[( M,',n, + M,'2n2 )'P1 + ( M,'2n1 + M;,n,)'P, + (Q,'1n1 + Q;,n,)w]d! + 
r 

(5.49) 

Seguindo-se este desenvolvimento, o teorema de Betti aplicado as placas 

moderadamente espessas usando a teoria de Mindlin, pode ser escrito da seguinte 

forma: 

J[(M;,n, + M;,n,)'¥ 1 +(M;,n, + M;,n,)'¥ 2 +(Q;,n, +Q;,n,)w]dr+ 
r 

+ fg'wdQ = f[(M11 n1 +M12n2 )'¥,' +(M12n1 +M22 n,)'P; +(Q"n' +Q22 n2 )w']dl+ 
n r 

(5.50) 

De acordo com as defini<;oes apresentadas no Capitulo 2, as equa<;oes (2.13) e 

fazendo-se as integra<;oes necessarias nas tensoes nao nulas, os esfon;os de superficie 

na placa podem ser escritos da seguinte forma: 

(5.5la) 

(5.51b) 

(5.5lc) 
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De acordo com as definir;oes apresentadas no item 4.6, as notar;oes u~, u2 e U3 

sao usadas para definir a funr;ao '¥~, a funr;ao '¥2 e o deslocamento w, 

respectivamente. Desta forma, considerando-se estas definir;oes e as equar;oes (5.51), 

a equar;ao (5.50) pode ser escrita da seguinte forma: 

J(r;,u, + r;,u, + r;,u,)d[' + f g'u,dQ = 
r n 

f(u ;J, + u ;,r, + u ;,r,)di + f gU ;,do. (5.52) 

r n 

Supondo-se que o carregamento g' em (5.52) seja uma carga concentrada 

unitaria aplicada em urn ponto C, do dominio da placa, tomando-se como funr;ao 

ponderadora as solur;oes fundamentais e aplicando as propriedades da funr;ao delta de 

Dirac nesta equar;ao, pode-se escrever: 

u
3
(,;')+ f(r,',(,;',x)u,(x)+ T,;(,;,x)u,(x)+ T 3 ~(,;',x)u 3 (x))dl(x) = 

r 

f(u;,(; ,x)t,(x)+ u;,(; ,x)t,(x) + u;,(; ,x)t,(x))di(x) + 
r 

+ Jg(x)U ;J.;,x)dn.(x) (5.53) 
n, 

A equa<;:ao (5.53) representa uma equar;ao integral de contomo para pontos do 

dominio da placa. Esta equar;ao, em coordenadas cartesianas, considera o caso em 

que as solu9iies fundamentais sao encontradas a partir da considera9ao de uma forr;a 

unitaria aplicada na dire9ao do eixo x3. A partir da equa9ao (5.53) pode-se finalmente 

escrever uma equa9ao integral generalizada para a teoria de Mindlin, levando-se em 

conta os casos em que as soluviies fundamentais sao encontradas a partir da 

considerar;ao de uma forr;a unitaria aplicada na dire9ao x3 e dois momentos unitarios 

aplicados nas direr;oes x1 e x2. 



95 

Seguindo-se estas definis;oes a equa.yao (5.53) pode ser escrita de maneira 

generalizada, da seguinte forma: 

u/~)+ fru'(~,x)uj(x)dr(x) = fu;(~,x)tj(x)dr(x) 
r r 

+ Jg(x)U,'3 (q ,x)dng(x) (5.54) 
n, 

sendo, u';j(~,x) a rota9ao fundamental (j=l,2) ou o deslocamento fundamental (j=3) e 

T';j(~,x) os correspondentes esfor.yos de superficie no ponto singular ~ de urna placa 

infinita quando urn momento unitario (i=l,2) ou urna for.ya unitaria (i=3) e aplicada 

no ponto fonte x. 

5.3.2- Equa~iio Integral em Coordenadas Normais e Tangenciais para 

Deslocamentos em Pontos do Dominio 

A equa9ao integral (5.52), que representa o teorema de Betti aplicado as placas 

moderadamente espessas, pode ser escrita em urn sistema generico de coordenadas 

ns. Seja a equa9ao (5.52): 

J(u ;,t, + u ;,r, + u ;,t,)d1 + J gU ;,dn 
r n 

Na equa<;ao (5.52), os deslocamentos do problema real e os associados a 

solu.yao fundamental, tambem podem ser referenciados a urn sistema generico de 

coordenadas ns. Assim, a partir das equa.yoes (3.18), de transforma<yao de 

coordenadas, e sabendo-se que n1=cosa e nz=sena, pode-se escrever: 
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(5.55a) 

(5.55b) 

(5.55c) 

(5.55d) 

Substituindo-se na equa<;iio (5.52) as equa<;oes (5.55) e rearranjando-se os 

termos, obtem-se: 

f[ ( T 3 ~n 1 + :r;;n, )un + ( r,;n, - r;,n, )u, + T 3 ~u,]dr + J g' u3dQ = 
r n 

f[ (t 1n1 + t2n2 )u ;" + (t 2 n1 - t 1n2 )U ;, + t,U ;, ]dr + fgu ;,dn (5.56) 
r n 

Considerando-se a figura 3.4, pode-se observar que: 

(5.57a) 

(5.57b) 

Fazendo-se a substitui9iio das equa9oes (5.57) na equas:ao (5.56), obtem-se: 

J[ (r;,n, + r,; n2 )un + ( T3>1 + r,;s, )u, + T 3 ~u,]dr + f g' u3dQ = 
r n 

f[(t 1n1 + t2n,)u;" + (t 1s1 + t,s,)u;, + r,u;,]dr + Jgu;,dn (5.58) 

r n 

Os esfor9os do problema real e os associados a solus:ao fundamental, em 

coordenadas normais e tangenciais ao contomo, escritos em funviio dos esfors:os t; e 

T*;j, podem ser determinados analogamente a equa<;iio (2.7), da seguinte forma: 
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Mn = ta n(f (5.59a) 

M ns = tasa (5.59b) 

Qn = t3 (5.59c) 

M ;: = T;~na (5.59d) 

Mi:s = T;~so. (5.59e) 

Q: = ' T33 (5.59t) 

Considerando-se que g esta distribuida em r.lg, as equavoes (5.59), o teorema de 

Betti aplicado as placas de espessura moderada em coordenadas normais e 

tangenciais ao contomo pode ser escrito a partir da equa<;:iio (5.58), da seguinte 

forma: 

f(M ;,u" + M ;"'u' + Q:u,)di + J g'u 3 dQ = 

r n 

(5.60) 

Supondo-se novamente que o carregamento g' na equa<;:iio (5.60) seja uma 

carga concentrada unitaria aplicada em urn ponto C, do dominio da placa, tomando-se 

como fun<;:iio ponderadora as solu<;:oes fundamentais e aplicando as propriedades da 

fun<;:iio delta de Dirac nesta equa<;:iio, pode-se escrever: 

u3 ( ,;') + f( M;, (,;',x )u,(x) + M;,,(,;',x )u,(x) + Q; (,;',x )u3(x) )di(x) = 
r 

f( M, (x )u;, ( ,;, x) + M,,(x )U ;,(,;,x) + Q, (x )u;,(,;,x) )di(x) + 
r 

+ f g(x)U ;,(,;,x)in g(x) (5.61) 

Q' 



98 

A equac;:ao (5.61) representa uma equac;:ao integral de contomo para pontos do 

dominio da placa. Esta equac;:ao, em coordenadas normais e tangenciais, considera o 

caso em que as soluc;:oes fundamentais sao encontradas a partir da considerac;:ao de 

uma forc;:a unitaria aplicada na direc;:ao do eixo x3. 

Novamente pode-se escrever uma equac;:ao integral generalizada para a teoria 

de Mindlin, em coordenadas normais e tangenciais e levando-se em conta os casos 

em que as soluc;:oes fundamentais sao encontradas a partir da considerac;:ao de uma 

forc;:a unitaria aplicada na direc;:ao X3 e dois momentos unitarios aplicados nas 

direc;:oes Xt e xz, ou seja: 

u,( ~) + f( M,;, ( ~' x )u" (x) + M,:J~,x )u,(x) + Q; (~,x )u,(x) )dl(x) = 
r 

f( Mn (x )u,;, (~,x) + M"'(x )u,:(~,x) + Q"(x )u;,(~,x) )dl(x )+ 
r 

+ f g(x)U ,·,(~,x)dQ .(x) (5.62) 

n' 

A equac;:ao (5.62), escrita de forma generalizada, descreve uma equac;:ao integral 

para deslocamentos em pontos do dominio da placa em coordenadas normais e 

tangenciais, atraves da teoria de Mindlin. 

5.3.3- Equa<;oes Integrais em Coordenadas Cartesianas para Esfor<;os em 

Pontos do Dominio 

Para determinar as equac;:oes integrais de momento fletor, momento torc;:or e 

forc;:a cortante em pontos do dominio da placa moderadamente espessa a partir da 

teoria de Mindlin, considera-se a equac;:ao integral de deslocamentos (5.54) e as 

relac;:oes dos esfor<;:os em func;:ao dos deslocamentos, equac;:oes ( 4.11) e ( 4.15). 

E necessaria derivar a equac;:ao (5.54) para obter as derivadas dos 

deslocamentos w (u3) e das func;:oes '!'1 e '!'2 (u1 e uz) nas equac;:oes (4.11) e (4.15). 

Deve-se notar que todas as derivadas obtidas em relac;:ao as coordenadas do ponto de 

deslocamento devem ser multiplicadas por (-1) para que sejam validas em relac;:ao as 
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coordenadas do ponto fonte. Assim, as equa.yoes integrais para os momentos fletores, 

momentos tor<;ores e for.yas cortantes sao dadas por: 

MaP ( s) = - J Ta.pk ( 1;, X )uk (x)dr(x) + fu ;Pk (I;, X )t k (x)dr(x) 
c r 

+ Jz;p(C,,x)g(x)dOg(x) (5.63) 
ng 

Q3p(s) = Jr3·pk(i;,x)uk(x)dr(x) + fu;Pk(i;,x)tk(x)dr(x) 
c r 

+ fz;p(C,,x)g(x)dOg(x) (5.64) 

Dg 

As solu.y5es fundamentais em termos de esfor.yos e desloeamentos apresentadas 

pelas equa.yoes integrais (5.63) e (5.64) sao definidas da seguinte forma: 

(5.65a) 

(5.65b) 

• D( 1 - v )/.} [ • • l 
u3py= 2 upy+U3y.P (5.65c) 

• D(l- v)A.
2 

[ • , l 
u 3p3 = 2 u P3 + u 33,p (5.65d) 

(5.65e) 

(5.65t) 
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(5.65g) 

(5.65h) 

(5.65i) 

• D(l-v)[ •• ] 
Z 3a = 

2 
U a3 + U 33,a (5.65j) 

As equa<;oes (5.65) descrevem as solu<;5es fundamentais generalizadas das 

equa<;5es (5.63) e (5.64), considerando-se os casos em que estas solu<;oes sao 

encontradas a partir da considera<;ao de uma for<;a e dois momentos unitarios 

aplicados. Todavia, o presente trabalho apresenta apenas o caso em que a solu<;ao 

fundamental e obtida com a considera<;ao de uma fon;;a unitaria aplicada na dire9ao 

do eixo X3, necessitando-se de solu96es fundamentais complementares. Neste 

sentido, as soluo;:oes fundamentais apresentadas por WEEEN [34, 35] para momentos 

unitarios aplicados as placas de Reissner serao utilizadas, conforme justificou-se a 

aplica9ao destas solu<;5es na formula<;ao da teoria Mindlin (item 4.7). 

Assim, considerando-se as derivadas dos deslocamentos fundamentais u*, 

equa<;5es ( 4.80) e equa<;5es ( 4.90), as solu<;5es fundamentais para o caso em que as 

mesmas sao obtidas com a considera<;ao de uma for<;a unitaria aplicada na dire<;ao do 

eixo X3, sao definidas da seguinte forma: 

;' I ~ ar )'l u;11 =-'-j8B+2(1-v)(lnr-lnz)-(1-v)A2 -8 -
0 

J 
I~ ~ 

L 

(5.66a) 

(5.66b) 
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~' I ( o )'l u;, = l~nl8B+2(1-v)(lnr-lnz)-(l-v)A 2 -SA;, J (5.66c) 

• (I v) lc
2 I( ) or ] I or 

U313 = 16n l 2lnz-2lnr+ A2 r ox, + 
2

nr ax, (5.66d) 

• (1- v) !~' I( ) or J I or 
U323 = 16n l 2lnz-2lnr+ A2 r ax, + 

2
nr ox, (5.66e) 

A partir das derivadas dos esfors:os fundamentais T', equas:oes ( 4. 79) e 

equas:oes ( 4.91 ), as solus:oes fundamentais em termos de esfors:os das equas:oes 

(5.65) sao definidas da seguinte forma: 

• D(!-v))} r( l(8r ar ) ( ) or or or} :z;ll = 1 2A+zK, -;-+-a n, - 8A+2zK, "'"· -a -a 
4nr l un x1 ux

1 
X

2 
n 

(5.67a) 

D(!-v)),!{( ) or ( ) ar ar 8r ar } 
2A+zK, "'"· n,- 8A+2zK, -a "'"· -a +2A-a n, 

4nr U.-\
2 

X
1 

u.x:
2 

n X
1 

(5.67b) 

• D(!-v)?c' {( ) or ( ) ar 8r ar ar } 
T321 = • 2A+zK, -a n,- 8A+2zK, "-· -a -a +2A "'-· n1 (5.67c) 

4m x1 u.\- 1 x2 n u.A
2 

D:'l-v)?c' f (Or 8r ) ( 8r )' 8r 8r } T,, = 
4
nr l(2A+zKJ an+ ax, n, -(8A+2zKJ ax, an +2Aax

2 

n, (5.67d) 

• D(l-v)A-
2

1( 2 ) ( 2 ) or or 
T313 = , l z B + I n1 - z A + 2 ~ " 

4nr- ~, un 
(5.67e) 

• D(l-v)/,
2 1( 2 ) ( 2 ) or orl 

1'.,23 = , l z B+l n,- z A+2 -;--J 
4m·· ux, on (5.67f) 
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A aplicayao da solu91io fundamental devido a momentos unitarios nao foi 

apresentada pois, e a mesma que serii vista na soluyao de placas pela teoria de 

Reissner, em item posterior a este. 

Contudo, as solu<;5es fundamentais que consideram apropriadamente as 

influencias das cargas distribuidas no dominio da placa, equa<;oes (5.65i) e (5.65j), 

serao desenvolvidas a seguir. 

5.3.4- Equa<;:oes Integrais para Carregamentos de Dominio 

Sabe-se que as integrais de dominio para as placas moderadamente espessas, 

apresentadas pela equa<;ao (5.54), podem ser transformadas em integrais sabre o 

contomo de Qg, quando as for<;:as distribuidas g tern expressoes analiticas integriiveis 

no dominio. 

Considerando-se as integrais de domini a apresentadas pela equa<;:ao ( 5.54 ), 

pode-se escrever: 

J g (X )U ,'3 (~,X }1 Q g (X) (5.68) 
n, 

Para a transforma<;ao da expressao (5.68), utiliza-se novamente o esquema de 

integra<;ao mostrado na figura 5.4. Assim a partir deste esquema, a expressao (5.68) 

pode ser escrita da seguinte forma: 

(5.69) 

Aplicando-se na equa<;:ao (5.69) a mudan<;:a de variiivel apresentada pela 

equa<;:ao (5.36), as integrais de dominio sao transformadas em integrais de contomo 

rg, ou seja: 
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[

R(,;,t) J 
fg(x)u,;(~.x)a'Og(x) = f fg(x)u,;(~.x)r(~.x)dr(x) rry) dr.(t) 

n r 0 R ;;, t 
' ' 

(5.70) 

Considerando-se mais uma vez o caso em que a fon;a distribuida g e constante 

e, utilizando-se a solw;ao fundamental referente a uma fon;a unitfuia aplicada na 

dires:ao do eixo x3, obtida atraves da teoria de Mindlin pela equas:ao (3.86c), obtem

se para a equa<;ao (5.70) o seguinte resultado: 

(5.71) 

De forma semelhante, utilizando-se as solu<;:oes fundamentals da teoria de 

Reissner referentes a uma for<;a unitaria na dire<;ao x3 e momentos unitfuios nas 

dire<;oes x1 e x2 obtidas pelas equas:oes (3.89d), (3.89e) e (3.89f), obtem-se para a 

equa<;ao (5.70), respectivamente, os seguintes resultados: 

(5.72a) 

(5.72b) 

A integral de domfnio relacionada com a soluo;;ao fundamental devido a urn 

momenta unitario aplicado nas dires:oes x 1 e x2 (WEEEN [34, 35]), conforme 

equa<;ao (5.72a), pode ser novamente transformada em uma integral de contomo, de 

acordo com o seguinte desenvolvimento: 

(5.73) 
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sendo: 

ow • 

= u a 3 ox a 

(5.74) 

' w· 
r -

(lnz-1) = 
8n D 

(5.75) 

Cabe observar que este procedimento foi apresentado p01s, difere da 

formula91io de WEEEN [34, 35], embora a solu91io fundamental utilizada seja a 

mesma. 

Para a obten<;:ao dos esfor9os internos, as influencias das cargas distribuidas no 

dominio da placa, equa96es (5.65i) e (5.65j), tambem podem ser transformadas a 

partir do procedimento utilizado nas equa96es ( 5. 73) e ( 5. 7 4 ). Seguindo-se as 

defini96es apresentadas por estas equa96es, as solu96es fundamentais nas equa96es 

(5.65i) e (5.65j) podem ser redefinidas da seguinte forma: 

D(l-v)l, , 2v , l 
2 l U a3n~ + U ~3na + (1- v) U y3n/)a~ J (5.76a) 

• D(l-v)[, , ] 
Z 3a = 2 U a3 + U 33na (5.76b) 

* Ap6s a conveniente substitui91io dos deslocamentos fundamentais U , equa96es 

(4.80), nas equa<;:5es (5.76), pode-se definir as influencias das cargas distribuidas no 

dominio da placa, ou seja: 

• ( ]- v) r or v or l 
Z"= l(2lnz-l)r-

8 
n1 +( )(2/nz-l)r-;-J 

8n x
1 

1-v un 
(5.77a) 

(5.77b) 



105 

• (1-v)f or v or l 
Z,, =--

8
-l(2lnz-1)r "-· n2 +-( -, (2lnz-1)r-J 

1t U.l-2 1- VJ On 
(5.77c) 

(5.77d) 

(5.77e) 

5.4- Equar;oes Integrais para Placas Moderadamente Espessas 

Atraw!s da Teoria de Reissner 

5.4.1 - Equat:;iio Integral em Coordenadas Cartesianas para Deslocamentos 

em Pontos do Dominio 

Uma equa9ao integral para as formulayoes de placas planas moderadamente 

espessas a partir da teoria de REISSNER (4), pode ser encontrada considerando-se o 

teorema de Betti e a tecnica dos residuos ponderados. De acordo com este 

procedimento padrao e considerando-se as formula96es apresentadas nos trabalhos de 

WEEEN [34, 35), pode-se escrever: 

u
1
(;)+ fru'(;,x)u

1
(x)d!(x) = fu;(;,x)t

1
(x)dl(x) 

r r 

(5.78) 

Novamente utiliza-se u';j(~,x) como sendo a rota9ao fundamental ou o 

deslocamento fundamental e T';j(~,x) os correspondentes esfor9os de superficie no 

ponto singular ~ de uma placa infinita quando um momento ou uma for9a unitaria e 

aplicada no ponto fonte x. 
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A equa<;:iio integral (5.78), escrita de forma generalizada, descreve urna equa<;:ao 

integral para deslocamentos em pontos do dominio da placa em coordenadas 

cartesianas, atraves da teoria de Reissner. 

5.4.2- Equat;iio Integral em Coordenadas Normais e Tangenciais 

para Deslocamentos em Pontos do Dominio 

De acordo com as hip6teses da teoria de Reissner, urna equa<;:ao integral de 

dominio de forma generalizada, em coordenadas normais e tangenciais ao contorno 

da placa, pode ser obtida aplicando-se as transforma<;:oes de coordenadas 

apresentadas no item 3.3, sendo definida da seguinte forma: 

u,(S') + f( M,: ( q,x )un (x) + M,:,( q,x )u,(x) + Q; (S',x )u3 (x) )dl(x) = 
r 

f( Mn(x )u,:(,;,x) + MnJx )u,:(,;,x) + Qn(x )u;,(,;,x) )dr(x) + 
r 

(5.79) 

A equa<;:ao ( 5. 79), escrita de forma generalizada, descreve uma equa<;:iio integral 

para deslocamentos em pontos do dominio da placa em coordenadas normais e 

tangenciais, atraves da teoria de Reissner. 

5.4.3- Equat;oes Integrais em Coordenadas Cartesianas para Esfort;os em 

Pontos do Dominio 

As representa<;:oes integrais de momento fletor, momento tor<;:or e for<;:a cortante 

em pontos do dominio da placa moderadamente espessa, tambem e obtida em fun<;:iio 

das derivadas dos deslocamentos u. 0 desenvolvimento e feito a partir da equa<;:iio 

integral de deslocamentos (5.78) e das rela<;:oes de esforyo em fun<;:ao dos 

deslocamentos, equa<;:oes (4.82). E necessaria derivar a equa<;:ao (5.78) para obter as 

derivadas dos deslocamentos u na equa<;:iio ( 4.82). Deve-se no tar outra vez que todas 
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as derivadas obtidas em rela9ao as coordenadas do ponto de deslocamento devem ser 

multiplicadas por (-1) para que sejam validas em rela9ao as coordenadas do ponto 

fonte. Assim, as equa96es integrais para os momentos fletores, momentos toryores e 

esfor9os cortantes sao dadas por: 

Ma~(~) =- fra·~k(~,x)uk(x)dr(x)+ fu;~k(~,x)tk(x)dr(x) 
r r 

(5.80) 

Q 3 ~(~) =- Jr 3 ·~k(~,x)uk(x)dr(x) + fu;~k(~,x)tk(x)dr(x) 
r r 

+ Jz;
0
(s,x)g(x)dQg(x) (5.81) 

a, 

As so1uy5es fundamentais em termos de esfor9os e deslocamentos apresentadas 

pelas equa96es integrais (5.80) e (5.81) sao bastante semelhantes as aquelas definidas 

no item 5.3. Neste item, seguindo-se as formulay5es da teoria de Reissner, as 

solu96es fundamentais mencionadas sao apresentadas em sua totalidade, de forma a 

considerar os casos em que uma for9a e dois momentos unitarios sao aplicados, 

ass1m: 

D(1- v)ll? 

2 

D(l- v)ll? [ , , ] 
u ;~3 = 2 up + u 33,~ 

---···---

(5.82a) 

(5.82b) 

(5.82c) 

(5.82d) 
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(5.82e) 

(5.82f) 

r3·~r 
D(1 v)/..? 

[ r~·r + T3~ ~] = 
2 

(5.82g) 

r3·~3 
D(l- v)A2 

[ r~·3 + T3~.~] = 
2 

(5.82h) 

, D(1-v)[ , , v ( , , ) 
za~ = 2 u a3.~ + u ~3.a - (1 v)A,' u ay,y~ + u ~y.ya + 

2 v ( • v • )l 
+ (1- v) ()a~ U yJ,y- (1- v)A.' U ro.IY J (5.82i) 

• D(1-v)l , • 
z3a = 2 l ua3 + u33,a 

v ( • • )l 
(1 v)/..,2 U ar.r + U3r.ra j (5.82j) 

Pode-se observar que a principal diferens;a entre as equas;oes apresentadas no 

item 5.3 e agora neste item, ocorre na ados;ao das solu<;i'ies fundarnentais e tarnbem 

nos terrnos envolvendo as influencias dos carregamentos de dominio na placa. 

Portanto, a partir das derivadas dos deslocarnentos fundarnentais u', equa<;iies 

(4.90), as solus;i'ies fundamentais em termos de deslocarnentos das equas;iies (5.82) 

sao definidas da seguinte forma: 

(5.83a) 

1! (ar)'ar arl 
U,' 1 ,=--l(l6A+4zK 1 +2-2~- --(4A+l+~-ax I 

4mt ax1 ax, , J 
(5.83b) 



109 

• (I - v) {I (I + v) l ( ar ) 
2 

} 

U 113 =- Sn l2(1 -v)lnz-lj+2 ax, (5.83c) 

1 r Or (Or)' Or l U:21 =if,n =-1 (4A+2zR; +I-~~-(16A+4zR; +2-2~- -I 
4wL ox, ax, &;J 

(5.83d) 

1l a,. (ar)'a,.l u;22 =U;12 =-
4 

I (4A+2zK, +1-~-;::--(16A+4zR; +2-~- -I 
nrL u.._, ax, ax, J 

(5.83e) 

• - • - (1-v)ll ar ar 
ul23-u213-- s 2a a 

1t XI X2 
(5.83f) 

(5.83g) 

(5.83h) 

, (1- v) {I (1 + v) l ( ar )'} 
U m = - Sn l2 (I - v) ln z - 1 j + 2 ax z (5.83i) 

(5.83j) 

•• 1~ 2 1 ar arl 
U U =--lA--J 312 321 2n ax, ax, 

(5.83k) 

(5.83£) 



, 1 ar u ---
313 - 2nr ax! 

• 1 ar u ---
323 - 2nr ax 

2 
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(5.83m) 

(5.83n) 

Considerando-se as derivadas dos esforyos fundamentais T*, equayiies (4.91), 

as soluyiies fundamentais em termos de esforyos das equayiies (5.82) sao definidas da 

seguinte forma: 

( ar ar ( ar )' I 
+(4A + 1 + 3v)n1 - (16A + 4zK1 + 2 + 2v)l ax

1 

an+ ax
1 

ni j 

+( 96A + 32zK
1 

+ 4z 2 K
0 

+ 8- 8v)( ar )

3 

ar} 
ax! an 

• D( 1-v) I( l ( 2 ) ar 8r 
7; 12 = 2 ( 4A+1+3v;~~:>- l6A+6zK1 +z K0 +2 2v2 "-· "-· n1+ 

4nr u.-~. 1 u.< 2 

( ar ar ( ar )' I 
-(16A + 4zK 1 + 2 + 2v)lax, an+ ax

1 
n 2 j+ 

2 8r arar 
( )

2 } 
+( 96A + 32zK1 + 4z K0 + 8- 8v) ax

1 

ax, an 

(5.84a) 

(5.84b) 

(5.84c) 
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~ ar (arJ' ar ar} -{!6A+4zK1 +2+2v) ':_ -n,+{96A+32zK
1 
+4z2 Xu +8-Sv)- --- (5.84d) 

ux, CJx, CJx, CJx, On 

• D( I - v) 1 ( 2 ) or or 
T221 = 2 \ ( 4 A+ 1 + 3v)n1 - 16A + 6zK1 + z K0 + 2 2v 2 "'-· "'-· n2 + 

4w ~,~, 

(or or ( or )' ) 
-(16A+4zK 1 +2+2v)l--+ -- n,j+ 

ox, on ax, 

or or or 

( )

2 } 
+( 96A + 32zK1 + 4z

2 
K0 + 8- 8v) ax, ox, on (5.84g) 

D) ~ ~(&)' 3r 3r) 
'Yw 

4
;, \~4A+2z~+l-~n,-(!6A+6z~+z

2
Ko+2-2\)~8x 2 n,+CJx,anj+ 

( or or ( or )' ) 
+(4A+1+3v)n2 -(16A+4zK, +2+2v)lax, on+ ox, n,j 

+(96A + 32zK1 +4z
2 

K0 + 8- svl(::, J ::} (5.84h) 

• D(!-v)A.' { ar ( l( or J' ar or} T,,, =---'--'-- (2A+zKJ2-n
2

- 8A+2zK, -
0 

-
3 

+2A-
3 4nr ax, x, n n 

(5.84i) 
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(5.84j) 

DJ-v)?c' { 8r 8r 8r 8r 8r } 
T;,1 = 

4 
(2A+zKJ-;::-n, -(8A+2zK1)-;::- "-· -+2A-n1 (5.84£) 

1rY W.J U-'J U-<2 0n Ox2 

D( 1 - v) ?c' I( , ) ( , ) ~ ar l 
4 

2 l z B + 1 n1 - z A + 2 ~ J 
TCr OX1 an 

(5.84n) 

• D(1-v)?c
2 1( ) ( ararl 

T323 = 
4 

2 l z 2
B+1 n2 - z

2
A+2)--J 

rcr ax, an 
(5.84o) 

5.4.4- Equat;oes Integrais para Carregamentos de Dominio 

A partir das integrais de dominio apresentadas pela equa9ao ( 5. 78), pode-se 

escrever: 

(5.85) 

Considerando-se a formula9ao apresentada nos trabalhos de WEEEN [34, 35] 

a integral de dominio da expressao (5.78) tambem pode ser transformada em uma 

integral sobre o contorno de Og. Utilizando-se o teorema da divergencia, a expressao 

(5.85) pode ser escrita da seguinte forma: 



sendo: 

AU;, ( q' X) - ( 1 _ :)A 2 U :a ,a ( q, X) J g (X~ Q g (X) = 

gAV,~a(S',x)- (
1

_vv)A' U,~(q,x)Jn"drg(x) 

r' 
v;,j3 = 128n-D [oaj3(41nz- 5)+ (4lnz- 3)r,a r,j3] 

• rr, J3 [ 2 ( ] v,,p=-
128

n-D(
1
-v)A' 32(2lnz-l)-z 1-v)(4lnz 5) 

113 

(5.86) 

(5.87a) 

(5.87b) 

Aplicando-se as soluyiies fundamentais das equayiies (3.96) e (5.87), obtem-se 

o resultado da integral de dominio da equayao (5.86). 

Em ultima analise, as influencias das cargas distribuidas no dominio da placa, 

apresentadas pelas equayiies (5.82i) e (5.82j), podem ser substituidas por uma 

formula<;:ao altemativa a partir das equayiies integrais sobre o contomo da regiao 

carregada, equayiies (5.86) e (5.87), ficando definidas da seguinte forma: 

2 v ( • v • )l 
+(I- v) o"~ Vo.ro - (I- v)/c2 U h.r Jn, 

(5.88a) 

(5.88b) 

* Ap6s a substituivao das derivadas dos deslocamentos fundamentais U , 

equayiies (4.90), e das derivadas das equayiies (5.87) nas influencias das integrais de 

dominio (5.88), pode-se escrever: 
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r { I or or l 
=- -- (4ln z- 3)l2(1- v)--n, + (1 + 3v)-j + 

64n ox, on 

r ( ar )' Jar} v {I ( ) ar 
+4l(l-v) ax, +v 7);;- (J-v)4rrJ}r l2 4A+2zK 1 +1-v ax,+ 

( )( a r ) ' a r l
1 -l6A+4zK

1
+2 2v- +(4A+l+v)-n

1
+ 

ox, ox, J 

r or ( or )' or l } -;j (4A + 1 +v)--(16A +4zK
1 

+ 2- 2v) - -In, 
L ax, ox, ax, J 

(5.89a) 

v {I ar (ar)' or l 
( _ j 2 l(4A+2zK1 +1-v)--(16A+4zK1 +2 2v)-;:::- "-· In, 
1 v 4nA: r ax, we, w., J 

r ar ar (ar)'l } 
i(4A+2zK1 +1+v) ax, -(l6A+4zK1 +2-2v) ax, ax, r (5.89b) 

r { I or ar l 
=- -- (4 ln z- 3)l2(1- v)--n

2 
+ (1 + 3v)-~-J + 

64rr ax, on 

I ( or )' lor} v {I ( ) or 
+41(1-v)- +vj- -( ) 2 l24A+2zK,+1-v-::;--+ L ox, on 1- v 4nlc r ux, 

( )( or )' or lj -16A+4zK
1
+2-2v- +(4A+l+v)-;--n 2 + 

ox, ux, 

(5.89c) 

, 1 { ar ar} Z
31 
=- (2/nz-lh +2-;::--;;-

Src u..t 1 on 
v ~l~B- f~)'l,/lA~~l} (5.89d) 

2rr(l-v) ~ "\ax, J ax, ax, J " 

, 1 { ar ar} Z =- (2/nz-l)n +2--
31 8rr 2 ax an 

2 

v ~l~B- f~)'l,_ilA~~l} (5.89e) 
2rr( I- v) ~ /flax, J ax, ax, J 



Capitulo 6 

Aplica~iio do Metodo dos 

Elementos de Contorno 

6.1- IntrodUt;iio 

Este capitulo trata da aplicac;:ao do Metoda dos Elementos de Contorno nas 

equac;:oes integrais de placas finas e rnoderadamente espessas. 0 Metoda dos 

Elementos de Contorno pode ser forrnulado a partir da aplicac;:ao da terceira 

identidade de Green, de teorernas como o da reciprocidade de Betti, ou tambern a 

partir da Tecnica dos Residuos Ponderados. Pode-se dizer que, a Tecnica dos 

Residuos Ponderados, por ser urna tecnica generalizada, facilita o relacionamento 

deste rnetodo corn outros rnetodos para a cornposic;:ao de rnetodos rnistos [47]. 

Obtidas as equac;:oes integrais (capitulo 5), e feita a discretizac;:ao do contorno 

da placa ern elementos. Estas equas:oes integrais sao transforrnadas atraves de 

equac;:oes algebricas em urn sistema de equas:oes lineares onde as incognitas sao 

deslocamentos e esforc;:os em nos definidos no contorno. 0 sistema de equas:oes 

lineares e obtido escrevendo-se as equac;:oes integrais para todos os nos associados 

aos elementos de contorno. Corn a imposic;:ao das condi<;oes de contorno do problema 

e a resolu<;ao final do sistema de equac;:oes resultante, valores do contorno e dorninio 

da placa podem ser obtidos. 
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Para o caso de placas finas, seguindo-se a teoria cliissica formulada por 

Kirchhoff, em cada ponto de colocac;:ao ou seja, em cada n6 associado ao elemento de 

contorno, sao necessiirias duas equac;:oes correspondentes a deslocamentos e esforc;:os 

no contomo. No caso das placas de espessura moderada, seguindo-se as teorias 

formuladas por Reissner e Mindlin, em cada ponto de colocac;:ao sao necessiirias tn§s 

equac;:oes correspondentes a deslocamentos e esforc;:os generalizados no contorno. 

6.2 - Discretiza9tio do Contorno 

Os elementos de contomo sao sub-regioes do contorno de urn dominio bi ou 

tridimensional que podem ser representados parametricamente. Na figura 6.1, urn 

dominio Q com contorno r, foi aproximado por urn nfunero finito de segmentos ou 

elementos de contorno ri escolhidos de modo a representar o contorno real da placa. 

n 

Q 

r 
~ 

Figura 6.1 - Discretizac;:ao do contorno da placa. 

Neste estudo, para a aproximw;:ao da geometria do contorno da placa, o 

elemento utilizado e linear, ficando o mesmo definido pelas coordenadas cartesianas 

dos seus pontos nodais (figura 6.2). E freqiiente a adoc;:ao das variiiveis pertencentes 

ao n6 para a referencia daquelas pertencentes a parte interna do elemento. Desta 

forma, as coordenadas de urn ponto interno podem ser escritas a partir das 

coordenadas dos nos com a seguinte relac;:ao: 
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x=<l>'X' 
~ k 

(6.1) 

onde em X o indice inferior k refere-se its direyoes (1 ou 2) e o indice superior j 

refere-se ao nfunero do n6. 

Explicitarnente, a equayaO (6.1) e dada por: 

X' 
I 

X' 
1 

X' 
2 

X' 2 

(6.2) 

sendo ~ uma coordenada admensional que varia entre -1 :::; ~ :::; 1 como mostra a 

figura 6.2. 

r2 
' I Xz- I"' 

I 
Xz ················•·· 

N6 2 (x/. x,') 

n 

N61 (x1', x2
1
) 

Figura 6.2 - Descriyao geometrica do elemento linear. 

Em cada elemento ri, os deslocarnentos e esforyos podem ser aproximados por 

fun9oes polinomiais que estao associadas ao nfunero de n6s ou pontos nodais. As 

funyoes polinomiais normalmente utilizadas sao a constante, a linear e a quadnitica, o 

que implica em elementos com urn, dois e tres pontos nodais. 
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No presente trabalho, as variaveis sao aproximadas por fun<;oes lineares de 

maneira ana!oga a geometria, portanto as variaveis de deslocarnentos e esfor<;os sabre 

cada elemento podem ser expressas atraves de fun<;oes aproximadoras e valores 

nodais, da seguinte maneira: 

t=ci>'T 1 

- k 

(6.3) 

(6.4) 

De acordo com a teoria classica de Kirchhoff, para o caso de placas finas, os 

deslocarnentos e esfor<;os escritos explicitarnente sao dados a partir das equa<;oes 

(6.3) e (6.4), ou seja: 

0 
(6.5) 

0 

~ (1 - ~) 

~ (1 + ~) 

0 

(6.6) 

sendo: 

(6.7a) 



119 

(6.7b) 

{;J={~J (6.7c) 

TI 
I 

VI 

" 
T' V' I " (6.7d) 
T,I = MI 

" 
T/ M' 

" 

Seguindo-se as teorias de Reissner e Mindlin, para o caso de placas 

moderadarnente espessas, os deslocarnentos e esfor<;os escritos explicitarnente sao 

dados a partir das equas:oes (6.3) e (6.4), ou seja: 

~~tr~{l:~ 
I lr u: 1 

0 0 2(1+q) 0 0 I u:'l 

o H~ (6.8) 
I 1 
2(1-q) 0 0 2(1 +q) 

l~J l llu,l 
0 0 ~(1-q) 0 0 _!(1+;)j1ui I 

2 
lu;J 

T.I 

±(1- ;) 
1 I 

0 0 2(1 + ;) 0 0 T.' 

t:l = 

I 

_!_(1- ;) 1 T.' 
(6.9) 0 0 0 2(1 + ;) 0 

2 

T.' 2 2 

1 
;) 

1 y;I 
0 0 -(1 0 0 2(1 + ;) 3 

2 
T.' 

3 

sendo: 
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(6.10a) 

(6.10b) 

!::H~J (6.!0c) 

T] 
I Q~ 

T' 
I Q; 

T] M] 
2 n 

(6.10d) T' = M,; 2 

TI 
3 M ~s 

T' 
3 M ;s 

Como utilizou-se uma funs;ao linear para aproximar a geometria e as variaveis 

dos n6s, o elemento adotado pode ser chamado de isoparametrico linear. As funs;oes 

aproximadoras estao diretamente relacionadas com a posi9ao dos pontos nodais no 

elemento. Este posicionamento determina que os elementos sejam continuos, 

descontinuos ou mistos. 

6.2.1 - Elemento Linear Continuo 

Urn elemento linear e continuo quando os pontos nodais sao comuns entre os 

elementos adjacentes, assumindo nos mesmos valores l'micos. Como os valores 

nodais estao situados nos n6s geometricos do elemento, a aproxima9i'lo das variaveis 

pode ser feita por fun96es identicas a da geometria. Este elemento e geralmente 

utilizado em contornos sem angulosidades e sem varia9ao de vincula9ao. 
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N62 ···.<1>2 

\ <Dt 

Figura 6.3 - Elemento linear continuo. 

A figura 6.3 mostra urn elemento linear continuo, onde as fun9oes 

aproximadoras sao dadas por: 

<I>]= _!_(1- q) 
2 

1 
<D,=2(1+q) 

(6.11a) 

(6.1lb) 

Todavia, a presen9a de angulosidades e mudan9as de vincula9ao no contomo 

das placas sao comuns, tomando-se necessario a defini9ao de outros tipos de 

elementos que permitam expressar tais descontinuidades. Para estes casos podem ser 

utilizados os elementos descontinuos e/ou mistos. 

6.2.2- Elemento Linear Descontinuo 

No elemento linear descontinuo (figura 6.4), os seus pontos nodais sao 

definidos nos extremos do elemento coincidindo com os nos geometricos do 

elemento. Entretanto, os pontos de colocayao sao deslocados para o interior do 

elemento. Este fato permite a descontinuidade das variaveis entre elementos 

adjacentes. Neste trabalho, as fun9oes aproximadoras tambem sao dadas pelas 

equa9oes (6.11) porem, assurniu-se que as variaveis associadas sempre pertencessem 

ao extremo do elemento. 
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Figura 6.4 - Elemento linear descontinuo. 

6.2.3- Elemento Linear Misto 

0 elemento linear misto e utilizado quaudo ha a necessidade de introduzir 

descontinuidades em apenas urn extremo do elemento. Nos elementos lineares mistos 

da figura 6.5, apenas urn dos pontos de colocayaO e deslocado para 0 interior do 

elemento. Esta particularidade permite a conexao de elementos continuos e 

descontinuos. 

u' ou T2 

N62 

<;~1 ··········· ...•... 

<m ri s 

/~Y~;~o 

£~ 

<I>! 
··.n·· ... > 

·- ... 

N62 _ .. ···· _ .. /·.· .. <I>2 

~;~1 p 

~~· n ·······: .. 

....... U1 ouT1 

f R/2 s~-1 No 1 

Figura 6.5 - Elementos lineares mistos. 
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Para representar descontinuidades de deslocamentos e esfon,os, quando sao 

usados elementos mistos ou descontinuos, adota-se dois nos com as mesmas 

coordenadas. A figura 6.6 mostra urn canto de placa com a ado9ao de dois nos de 

coordenadas identicas, denominado no duplo. Neste caso os elementos concorrentes 

ao canto sao mistos ou descontinuos, de acordo com as condi9oes de vincula9ao e/ou 

carregamento de cada urn dos extremos. 

Not 

N6i N6£ 

Figura 6.6 - Defini9ao de no duplo. 

6.3- Transformat;iio das Equat:;oes Integrais de Placas Finas 

Considerando-se a teoria classica de Kirchhoff, seja a equa9ao integral de 

placas finas para pontos do contorno (5.24): 

rl 0w' l N 

)lV, (x)w' (q ,x)- M, (x)&(q ,x) jdr(x) + ~ R"(x, )w ;, (q ,x,) + 

+ f g (X )w • ( q, X) d Q g (X) 
n, 
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De acordo com a equa9ao de flexao de placas finas (5.24), as variaveis 

relacionadas a este problema sao w, 8w/8n, v. e Mn e, quando existem cantos, Rc em 

cada urn dos cantos. Independentemente das rea96es de canto Rc, sabe-se que a partir 

de condi96es naturais ou essenciais de cada problema, sempre sao conhecidas duas 

das quatro variaveis mencionadas. Este fato pode ser mostrado nas condi96es de 

contorno de placas finas apresentadas desde a equa9ao (3.25) ate a equa9ao (3.30), no 

capitulo 3. Desta forma, das quatro variaveis iniciais resultam duas incognitas e, 

portanto, sao necessarias duas equa96es integrals. Para resolver este problema, pode

se obter uma segunda equayao derivando-se a equa9ao (5.24) em rela9ao a normal 

[47]. Utiliza-se tambem uma formulayao alternativa [33] que consiste em aplicar a 

equa9ao integral (5.24) em pontos com solu96es fundamentais distintas, obtendo-se 

equa96es diferentes que relacionam as incognitas. 

Discretizando-se o contorno da placa em N, elementos de contorno e 

substituindo-se as variaveis por suas aproxima96es (6.3) e (6.4), a equa9ao integral 

de placas finas para pontos no contorno, equa9ao ( 5.24 ), pode ser escrita da seguinte 

forma: 

c(s=)14(S')+ t Jv"'(S',17)~(17)drh)>V;- t JM;(S',li)<IJ'(ll)dr(ll) ~
1 

+ 

sendo: 

11 : uma variavel que percorre o contorno, 

l]d : uma variavel do dominio, 

llc : o valor da variavel11 nos cantos, 

~ : o ponto onde se aplica a equa<;ao integral. 

- ' 

(6.12) 
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As integrais de contorno mostradas na equayao (6.12) sao feitas numericamente 

para todos os elementos, exceto para os elementos que contem o ponto de aplicayao 

da equayao integral onde elas podem ser feitas analiticamente. 

Analisando-se a equayao (6.12), apos realizada a integrayao, nota-se que se 

obtem uma relayao linear entre valores nodais das variiiveis incognitas e conhecidas 

w, 8w/8n, v. eM. com as rea9oes de cantos R,. Portanto, de urna placa com N nos 

resultam duas vezes o nfunero de nos em incognitas (2N) a!em de urna reayao de 

canto R, para cada canto. Atraves da formulayao alternativa [33], aplica-se a equayao 

integral (6.12) para os pontos de contorno em cada urn dos nos obtendo-se N 

equa9oes. Para pontos externos ao domfnio, onde tem-se urn ponto externo para cada 

no de contorno, obtem-se mais N equa9oes. Cada ponto externo fica posicionado na 

direyao normal ao contorno em cada no associado. A distiincia usada normalmente e 

a media dos comprimentos dos elementos de contorno relacionados ao no 

considerado [53]. A figura 6.7 mostra o posicionamento do no externo j' associado 

ao no j a urna distiincia 6 que e a media dos comprimentos dos elementos associados 

N6k 

X2 i 

1 .. -~ 
XI 

N6i 

Figura 6. 7 - Posi9iio do no externo ao contorno. 

Desta forma, encontram-se 2N equav5es para as variiiveis incognitas, variiiveis 

conhecidas e rea9oes de canto. Caso nao hajam cantos na placa, nao existem rea9oes 

Rc incognitas e o problema pode ser resolvido de forma simples. Quando hii rea9oes 

de canto, pode-se tratar o problema aproximando-se por diferenvas finitas ou 
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escrevendo-se uma equa<;ao integral para cada R,, das 2N escritas. De acordo com o 

que foi apresentado por PALERMO JUNIOR (54], resolveu-se os problemas de 

placa fina sem incluir as rea<;i'ies de canto incognitas e os resultados obtidos nao 

foram afetados significativamente. 

6.3.1 - Montagem do Sistema de Equar;oes 

Apos a realiza<;ao das opera<;i'ies numericas das integrais de contorno na 

equa<;ao (6.12) sobre cada elemento generico ri , soma-se estas influencias para 

todos os N, elementos nos Nn nos de contorno. Desta forma, a equa<;ao (6.12) pode 

ser escrita da seguinte forma: 

Cw+HU GT+F 

onde, para placas finas, sabe-se que: 

N 1 Nn 

{ 
a,} avN"} 

l! = W' d-z , ... ,W '& ,Wcl, ••• ,WcNc 

(6.13) 

sao os deslocamentos e rotar;oes 

normms ao contorno, onde 

incluem-se os deslocamentos de 

canto, 

sao as cortantes e momentos 

normms ao contorno da placa, 

onde incluem-se as rear;oes de 

canto, 

H e G sao as matrizes globais de influencia, que dependern apenas da 

geometria do problema, 
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C w : e o deslocamento correspondente ao ponto do contomo no qual se 

aplicou a equa<;ao integral, 

~ : e o valor resultante da integra<;ao da regiao Og. 

Considerando-se a equa<;ao ( 5.34) o valor de F e dado por: 

(6.14) 

N a matriz H nao simetrica, obtida das integra<;5es indicadas nas equa<;5es 

(6.12), e necessaria acrescentar o deslocamento correspondente ao ponto do contomo 

no qual foi aplicada a equa<;ao integral. Portanto, impondo-se as condi<;5es de 

contomo a todos os Nn nos do contomo da placa, a equa<;ao (6.13) pode ser escrita da 

seguinte forma: 

HU=GT+F (6.15) 

Impondo-se as 2N variaveis conhecidas em (6.15) e apos conveniente troca de 

membros das colunas da matrizes H e G, obtem-se o seguinte sistema de 2N 

equa<;5es: 

AX B (6.16) 

sendo, X o vetor com as 2N variaveis incognitas, B o vetor que contem os efeitos 
- -

dos deslocamentos e esforyos prescritos no contomo e tambem o valor do 

carregamento de dominio, A e a matriz dos coeficientes das variaveis incognitas que 

foi obtida com a troca das colunas das matrizes He G. 



6.4 - Transformm;iio das Equa<;IJes Integrais de Placas 

Moderadamente Espessas 
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Considerando-se as equac,;oes integrais de placas de espessura moderada, sao 

necessiirias as transformac,;oes das equac,;oes integrais, equac,;oes (5.54) ou (5.78), em 

equac,;oes algebricas para o uso direto do Metoda dos Elementos de Contorno. As 

equa9oes integrais citadas, em coordenadas cartesianas, sao referentes as formulac,;oes 

obtidas atraves das teorias de Mindlin e Reissner. 

Sejam as equac,;oes de placas de espessura moderada em coordenadas 

cartesianas: 

u
1
(;) + fru'(; ,x)u

1
(x)d1(x) = fu;(; ,x)t

1
(x)d1(x) 

r r 

+ Jg(x)U;3 (.; ,x)dQg(x) 
n, 

u
1
(;) + h;;(; ,x)u/x)d1(x) = fu;(; ,x)t

1
(x)d1(x) 

r r 

As equa9oes (5.54) e (5.78) podem ser transformadas em integrais que 

relacionam deslocamentos e for9as no contomo, de maneira aniiloga ao 

desenvolvimento feito para as placas finas (item 5.2.2). Assim, obtem-se equa9oes 

integrais aniilogas as encontradas por WEEEN [34, 35] que podem ser notadas da 

forma: 

cij (;)u j (;) + f r,; (;,x )u j(x )dr(x) = f u; (;,x )tj(x )dr(x) 
r r 

+ Jg(x)U;
3

(.; ,x)dQg(x) (6.17) 
n, 
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cu(.;)u J (.;) + f :r;; (.;,X )u 1(x )df(x) = f U; (q,X )t 1 (x )df(x) 
r r 

(6.18) 

A matriz C;j(~) depende apenas da geometria do problema (ver item 5.2.2). 

Contudo, devido ao posicionamento do ponto de colocayao onde se aplica a equayao 

integral ser externo ao dominio da placa, esta matriz torna-se nula. 

Desta forma, de acordo com as equa96es de flexao de placas de espessura 

moderada (5.54) ou (6.17) e (5.78) ou (6.18), as variaveis relacionadas a este 

problema em urn sistema de coordenadas cartesianas sao (u1, u2, u3) e (t~, t2, t3). 

Conforme o item 4.8, sabe-se que a partir de condi96es de contorno de cada 

problema, sempre sao conhecidas tres das seis variaveis mencionadas. Desta forma, 

das seis variaveis iniciais resultarn tres incognitas e, portanto, sao necessarias tres 

equa96es integrais com diferentes soluyoes fundarnentais de forma a compatibilizar 

incognitas e variaveis conhecidas. Para resolver este problema, utilizou-se o 

procedimento utilizado nos trabalhos de WEEEN [34, 35], aplicando-se para a 

obten9ao das solu96es fundamentais necessarias, tres condi96es de carregarnentos 

unit:irios referentes a uma for9a na dire9ao do eixo x3 e dois momentos nas direyoes 

x1 e x2. Na resoluyao das equa96es integrais, utilizou-se uma formulavao ana!oga a 

apresentada em PAIVA [33]. Esta formula9ao consiste em aplicar as equa96es 

integrais mencionadas em pontos fora do dominio da placa, obtendo-se equa96es 

diferentes que relacionarn as incognitas. 

Atraves deste procedimento, quando discretiza-se o contorno da placa em N, 

elementos e substitui-se as variaveis mencionadas por suas aproxima96es, equayoes 

(6.3) e (6.4), as equa96es (5.54) ou (6.17) e (5.78) ou (6.18) podem ser escritas da 

seguinte forma: 

+ f g ( 11 d )u ;, (.;, 11 d )d n g ( 11 d) (6.19) 

n, 



sendo novarnente: 

l] : uma variavel que percorre o contorno, 

llct : uma variavel do dominio, 

E, : o ponto onde se aplica a equa<;ao integral. 
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(6.20) 

As integrais de contorno mostradas nas equa<;oes (6.19) e (6.20) sao feitas 

numericarnente para todos os elementos de contorno, utilizando-se quadratura de 

Gauss. Atraves da formula<;ao alternativa apresentada por PAIVA [33], aplica-se as 

equa<;oes integrais (6.19) ou (6.20) para pontos externos ao dominio, obtendo-se 3N 

equa<;oes. Cada ponto externo e posicionado na dire<;ao normal ao contorno em cada 

n6 associado. 

No trabalho de PAIVA E VENTURINI [53], a distancia padrao utilizada para 

o posicionarnento do n6 externo ao contorno, foi a media dos comprimentos dos 

elementos de contorno relacionados ao n6 considerado (figura 6.7). Para este 

trabalho, foi utilizado 1/4 da media dos comprimentos dos elementos adjacentes ao 

n6, com base no estudo de placas com a utiliza<;ao de elementos quadraticos. 

6.4.1 - Montagem do Sistema de Equat;oes 

Realizadas as opera<;oes numericas nas equa<;oes integrais de contorno, 

equa<;oes (6.19) ou (6.20), sobre cada elemento generico ri , soma-se estas 

influencias para todos os Ne elementos nos Nn nos de contorno. Atraves deste 

procedimento, as equa<;oes (6.19) e (6.20) podern ser escritas da seguinte forma: 
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HU=GT+F (6.21) 

onde, para p1acas de espessura moderada, tem-se: 

U J { 1 I 1 Nn Nn Nn} d J J' d _, = u1 ,u2 ,u3 , .............. u1 ,u2 ,u3 :sao os es ocamentos genera 1za os, 

em coordenadas cartesianas, 

T J { l l I Nn Nn Nn } = t 1 , t2 , t3 , ............. t1 , t2 , t3 : sao as cortantes e momentos, em 
-' 

coordenadas cartesianas, 

H e G : sao as matrizes de influencia, que dependem apenas da geometria 

do problema, 

F_: e o valor resultante do carregamento do dominio Og . 

Fazendo-se a imposi9ao das 3N variaveis conhecidas na equa9ao (6.21) e apos 

conveniente troca de membros das colunas da matrizes H e G, obtem-se o seguinte 

sistema de 3N equa96es: 

AX B (6.22) 

Na equa9ao (6.22), o vetor X acumula todas as 3N variaveis incognitas do 

contomo. 0 vetor B contem os efeitos dos deslocamentos e esfon;os prescritos no 

contomo e tambem o valor do carregamento de dominio F. A matriz A e a matriz 
- -

dos coeficientes das variaveis incognitas, obtida com a troca das colunas das matrizes 

He G. 
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6.4.2- Deslocamentos em Pontos do Domlnio 

A determina.;ao dos deslocamentos em pontos do dominio da placa e feita 

diretamente, a partir dos valores encontrados no contomo. Assim, rearranjando-se as 

equa<;:oes (5.54) e (5.78) pode-se escrever: 

u 1 (~) =- fTu'(~,x)u 1 (x)dr(x) + fu;(~,x)t/x)dr(x) + 
r r 

+ fg(x)u;,(~.x)dng(x) (6.23) 
n, 

u 1 (~) =- fru'(~,x)u 1 (x)dr(x)+ fu;(~.x)t 1 (x)dr(x)+ 
r r 

(6.24) 

Discretizando-se as equa<;:oes (6.23) e (6.24) de maneira ana!oga a aquela 

utilizada na discretiza<;:ao das equa<;:oes (6.17) e (6.18) e substituindo-se as variaveis 

do problema por suas aproxima.;oes, pode-se escrever: 

+ f g ( 77 d )u ,·, ( ~ , 77 d }in g ( 77 d ) (6.25) 
n, 

Ne Ne 

uA;) =-:L f ry'(c;, 77)~ 1 (ry)dr(77)[! 1 + :L f u;(;, 77)~ 1 (ry)dr(ry) !~ + 
J=l r 1 J=l r 

(6.26) 
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Escrevendo-se a equac;:ao (6.25) ou (6.26) para os pontos do dominio da placa 

onde necessitam ser determinados os deslocamentos, obtem-se: 

U =-li U+G T+F. (6.27) 

onde, U e o vetor dos deslocamentos nos pontos do dominio. Os coeficientes das 

matrizes H ' e G ·. sao obtidas de maneira semelhantes as aquelas obtidas para os 

pontos de contomo. 0 vetor F contem as influencias dos carregamentos de 

dominio. 

6.4.3 - Esforr;os em Pontos do Dominio 

A determinac;:ao dos momentos fletores e esfon;os cortantes em pontos do 

dominio da placa tern por base as equac;:oes integrais (5.63) e (5.64) ou (5.80) e 

(5.81). Analogamente aos itens anteriores, faz-se a discretizac;:ao destas equac;:oes e 

substitui-se as variaveis do problema por suas aproximac;:oes que, na ausencia das 

integrais de dominio, sao dadas por: 

~ ~ 

M"p{.;)=-I Jr:~"(.;,'7)~'('7)dr('7)()_'+ I Ju~~"(.;,'7)~'('7)dr('7)'t (6.28) 
k"'I r k""I r 

N, N€ 

Q,p{.;)=-I fr,~(.;,'l)~'('l)dr{'l)[J'+ I Ju;~"(.;.'7)~'( 77 )dr( 77 )'t (6.29) 
he! r k=I r 

Realizada a discretizac;:ao, as equac;:oes (6.28) e (6.29) podem ser escritas para 

os pontos do dominio da placa onde necessitam ser determinados os esforc;:os, 

obtendo-se com a inclusao das integrais de dominio as seguintes formas matriciais 

finais: 

M=-HU+G.T+F. (6.30) 
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Q=-HU+G~T+F~ (6.31) 

onde, M e o vetor dos momentos fletores nos pontos do dominio e Q o vetor dos 

esfors:os cortantes nestes pontos. Os coeficientes das matrizes H ', H " e G '. G ". 
~ - - -

sao obtidos com os pontos de colocas:ao localizados no local onde deseja-se obter as 

respostas dos esfors:os. Os vetores F' e F" contem as influencias dos 

carregamentos de dominio. 

Para a determinas:ao das influencias dos carregamentos de dominio, devem ser 

consideradas as integrais de dominio apresentadas pelas equas:oes (5.54) ou (6.17) e 

(5.78) ou (6.18). Cabendo lembrar que estas equas:oes integrais sao modificadas de 

acordo com cada formulas:ao adotada. 



Capitulo 7 

Exemplos Numericos 

7.1 - Introdur;iio 

Neste capitulo, sao realizados exemplos numericos para aniilise de problemas 

de placa de espessura moderada e alguns problemas de placa tina, de acordo com as 

formula<;oes das teorias de Mindlin e Reissner. Para a resolu<;ao dos exemplos, 

atraves do Metoda dos Elementos de Contorno, foram utilizados programas 

desenvolvidos no presente trabalho onde os mesmos sao diferenciados de acordo com 

cada formula<;ao adotada, conforme serii visto no proximo item. Os resultados 

alcan<;ados para placas finas sao comparados atraves de solu<;oes analiticas por 

TIMOSHENKO s KRIEGER [55], ou por solu<;oes numericas atraves do Metoda 

dos Elementos de Contorno obtidas nos trabalhos de PAIVA [33] e RIBEIRO [38]. 

Para as placas de espessura moderada com rela<;oes diferenciadas de espessura/vao, 

os resultados sao comparados com as solu<;oes numericas obtidas por RIBEIRO 

[38], atraves do Metoda dos Elementos de Contorno. 

Na escolha das condi<;oes de contomo ou vincula<;ao da placa, conforme item 

4.8, pode-se prescrever nas bordas simplesmente apoiadas, ora a condi<;ao de rota<;ao 

tangencial nula no plano vertical tangente ao contomo ( condi<;ao hard), ora o 

momento tor<;or nulo neste mesmo plano (condi<;ao soft). As condi<;oes de contomo 

hard e soft foram prescritas de acordo com as considera<;oes de BATHE [52] et alii. 
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Nos exemplos analisados, as variaveis sao aproximadas por elementos lineares 

continuos ou descontinuos. Os elementos descontinuos sao utilizados quando os 

esforvos, deslocamentos ou os vetores tangentes ao contomo sofrem varia<;ao brusca. 

Os pontos de coloca<;ao foram posicionados na vizinhan<;a da placa, fora do dominio, 

em uma dire<;ao normal ao contomo. Utilizou-se a distiincia de 114 da media do 

comprimento dos elementos adjacentes ao n6 considerado. 0 valor adotado para esta 

distiincia, foi o que ofereceu melhores resultados nos exemplos numericos 

analisados. Na resolu<;ao das equa<;oes integrais, para o calculo das integra<;iies 

numericas, foi utilizada a quadratura de Gauss com 48 pontos referentes a pesos e 

coordenadas. 

7.2 - Considera<;oes Gerais 

Os exemplos apresentados neste capitulo sao analisados generalizadamente, de 

acordo com as diferentes formula<;iies de placa moderadamente espessa escritas em 

fun<;:ao das teorias de Mindlin e Reissner, obtendo-se resultados diferenciados para 

cada formula<;ao adotada. Foram montados programas onde considera-se casos em 

que as equaviies integrais sao resolvidas utilizando-se soluviies fundamentais 

conhecidas e tambem soluviies fundamentais desenvolvidas neste trabalho. Desta 

forma, sao considerados os seguintes casos para a montagem dos programas: 

a) Reissner Linear 

Neste caso, sao utilizadas na resolu<;:ao da equa9ao integral discretizada (6.20) 

as soluviies fundamentais (4.90) e (4.91), referentes a uma forva e dois momentos 

unitarios aplicados que, de forma resumida, sao dadas por: 
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1)] 

• 1- v 2( • • ) 
T,3 = D-

2
-A U,a + U,,,a na 

sendo para a teoria de Reissner z = Ar , onde A = M I h. 

Na resolu91io da integral de dominio da equa91io (6.20), utiliza-se a 

transforma91io apresentada pela equa91io integral de contomo (5.86), juntamente com 

as solu96es fundamentais (4.90) e (5.87). Assim: 

sen do 

j[u:,(~,x) (1-:)A2 u,:,a(~,x)]g(x):lng(x)= 

g /[v,:a(~,x)- (1- :)A2 u,:(~,x)]nadrg(x) 

• rr, f3 [ 2 
V, p = -

8 
( ) A 2 3 2 ( 2 In z - I) - z ( 1 - v )( 4 In z 

· 12nD1-v 
5) l 

Com rela91io aos esfor9os e deslocamentos no dominio da placa, sao utilizadas 

nas equa96es (5.80) e (5.81) as solu96es fundamentais (5.83) e (5.84). Na resolu91io 

da integral de dominio para os esfor9os e deslocamentos intemos das equa96es (5.80) 

e (5.81), utiliza-se o procedimento apresentado em (5.88) aplicando as solu96es 

fundamentais (5.89). 
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b) Mindlin/Weeen 1 

Para este caso, sao utilizadas para a resoluvao da equayao integral discretizada 

(6.19) as soluy6es fundamentals (4.90) e (4.91), referentes a uma forva e dois 

momentos unitarios aplicados apresentadas no caso a onde, para a teoria de 

Mindlin z = /l.r e A = JT I h . Para a resoluvao da integral de dominio da equavao 

(6.19), utilizam-se os resultados da transformayao apresentada pelas equa96es 

integrais de contomo (5.72). Assim: 

Com relavao aos esforvos e deslocamentos no dominio da placa, sao utilizadas 

para as equav6es (5.63) e (5.64) as soluv6es fundamentais (5.83) e (5.84). Na 

resoluvao da integral de dominio para os esforyos e deslocamentos intemos das 

equa96es (5.63) e (5.64), utiliza-se o procedimento apresentado em (5.76) com 

aplicayao das soluv6es fundamentais ( 4.90). 

c) Mindlin/Weeen 2 

Utiliza-se neste caso, a equavao integral discretizada (6.19) com as soluv6es 

fundamentais (4.90) e (4.91), referentes a uma forva e dois momentos unitarios 

aplicados apresentadas no caso a onde, para a teoria de Mindlin z = /l.r e A JT I h . 

Na resoluvao da integral de dominio da equayao (6.19), utiliza-se a transformayao 

apresentada pelas equa96es integrais de contomo (5.72b) e (5.73). Assim: 
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Com rela<;ao aos esfor<;os e deslocamentos no dominio da placa, sao utilizadas 

novamente para as equa<;Cies (5.63) e (5.64) as solu<;Cies fundamentais (5.83) e (5.84). 

Na resolu<;ao da integral de dominio para os esfor<;os e deslocamentos intemos das 

equa<;Cies (5.63) e (5.64), utiliza-se novamente o procedimento apresentado em (5.76) 

com aplica<;ao das solu<;Cies fundamentais ( 4.90). 

d) Danson/Weeen 2 

Especificamente para este caso, sao utilizadas na equa<;ao integral discretizada 

(6.19) as solu<;Cies fundamentais (4.79) e (4.80), referentes a uma for<;a unitaria 

aplicada na dire<;ao do eixo x3. Sao utilizadas tambem as solu<;Cies fundamentais 

(4.90a) a (4.90e) e (4.91a) a (4.9lf), referentes a momentos unitarios aplicados nas 

dire<;Cies x1 e x2. De forma resumida, estas equa<;Cies sao dadas por: 

2 I 2 ( In z- -z lnz 
1- v 4 

sendo para a teoria de Mindlin z = A.r , onde A. n: I h . 
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Na resolu9ao da integral de dominio da equa9ao (6.19), utiliza-se resultados da 

transforma9ao apresentada pelas equa9oes integrais de contomo (5.71) e (5.73). 

Assim: 

fg(x)U,,'(;;,x)dn.(x)= [ gR' (lnr (
2
A2 +S)) ~(lnr-.!c)}•r nrdf'g 

n r 32TCD 4 2nG h 2 
' ' 

Com rela9ao aos esfor9os e deslocamentos no dominio da placa, sao utilizadas 

para as equa9oes (5.63) e (5.64) as solu9oes fundamentais (5.66) e (5.67), juntamente 

com as adequadas solu9oes fundamentais (5.83) e(5.84). Na resolu9ao da integral de 

dominio para os esfor9os e deslocamentos intemos das equa9oes (5.63) e (5.64), 

utiliza-se o procedimento apresentado em (5.76) que tern como resultado a aplica9ao 

das solu9oes fundamentais (5.77). Para considerar as hip6teses apresentadas por 

DANSON [30], utiliza-se o valor Az = -1 nas equa9oes (4.79), (4.80), (5.66), (5.71) 

e (5.77). 

d) Bezine/Stern/Weeen 2 

Este caso e igual ao caso c, todavia para considerar as hip6teses apresentadas 

por BEZINE [31] e STERN [32], utiliza-se o valor Az = -2 nas equa9oes (4.79), 

(4.80), (5.66), (5.71) e (5.77). 

e) Reissner Quadnitico 

Neste caso, sao referenciados os resultados de exemplos numericos de placas 

de espessura moderada e rela9oes espessura/vao apresentados no trabalho de 

RIBEIRO [38]. Este trabalho utiliza elementos quadniticos na resolu9ao dos 

problemas de placa pelo Metoda dos Elementos de Contorno. 
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7.3- Exemplo OJ : Placa Retangular em Balam;o 

Uma placa retangular em balan9o, com rela9ao entre !ados igual a l/4, foi 

submetida a urn carregarnento uniformemente distribuido g sobre o seu dominio. Esta 

placa tarnbem foi submetida a urn carregarnento linearmente uniforme t3 sobre uma 

de suas bordas. Como mostra a Figura 7.1, as condi9oes de contomo sao de urna 

borda engastada e as outras bordas livres, as dimensoes sao de l ,6 m na dire9ao x1 e 

0,4 m na dire9ao xz. 0 coeficiente de Poisson foi considerado nulo e para o ciilculo 

dos esfor9os e deslocarnentos no contomo, foi adotado o valor de 0.02 kN .m3 /m para 

rigidez a flexao da placa D. 0 contomo foi dividido em 40 elementos lineares e, 

forarn usados nos cantos da placa, elementos descontinuos, perfazendo urn total de 

44 n6s. Tarnbem forarn colocados tres pontos no dominio da placa, no sentido de 

determinar resultados de deslocarnentos e esforvos no interior da mesma. No ciilculo 

dos pontos de dominio, forarn alteradas as relaviies de espessura/vao na propor9ao de 

h/£=1/100, h/£=1/20 e h/C=l/10, para considerar apropriadarnente este efeito. 

0 principal prop6sito deste exemplo foi a compara9ao dos resultados com os 

de urna viga em balan9o, que constitui uma aproxima9ao do problema. Deve-se 

ressaltar que os resultados provenientes da teoria de vigas nao considerarn o efeito da 

deforma9ao por cortante. 

x, 

Borda 

Carregada \ 

T0.2I 

0.4m I 
0.2 

~--------------------------~--~ 

\ 
• 1 • 2 • 3 

0.4 0.4 0.4 0.4 

l.6m 

Figura 7.1- Placa Retangular em Balan9o. 
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Nas Tabelas 7.1 e 7.2 sao apresentados os resultados em esfor9os e 

deslocamentos nas ses:oes extremas da placa (pontos no contomo ), de acordo com os 

diferentes casos mostrados no item 7.2. Nas Tabelas 7.3 a 7.5, sao apresentados os 

resultados de esfors:os e deslocamentos no dominio da placa para as relas:oes de 

espessura/vao h/£=11100, h/£=1/20 e h/£=1110, considerando-se os casos cujos 

resultados foram mais significativos. 

A Tabela 7.1 apresenta os resultados de contomo obtidos para urn 

carregamento linearmente distribuido aplicado sobre a borda livre, oposta ao 

engastamento. Para o calculo dos valores representativos de esfors:os e 

deslocamentos em cada ses:ao, obtidos para as diferentes formulas:oes de placa, foi 

efetuada a media dos valores nos pontos situados sobre a sec;:ao. Este procedimento e 

realizado de maneira analoga aos utilizados nos trabalhos de PAIVA [33] e 

RIBEIRO [38]. 

Tabela 7.1 - Deslocamentos e esforc;:os no contomo de urna placa em balans:o 

sujeita a urn carregamento linearmente distribuido no !ado oposto 

da borda engastada. 

Reissner Mindlin Mindlin Danson Bezine/Stern 
(kN/m) 

Linear Weeen I Weeen 2 Weeen 2 Weeen 2 
Viga 

Cortante (x1=0) 0,4009 0,4009 0,4009 0,4132 0,4051 0,4 

Momento Fletor (x1=0) 0,6413 0,6413 0,6413 0,6525 0,6459 0,64 

Deslocamento (x1=1,6) 69,004 69,004 69,004 68,899 68,975 68,267 

Considerando-se que o problema de viga nao considera o efeito da deformas:ao 

por cortante, os resultados obtidos para o carregamento uniforme e concentrado sobre 

a borda livre foram bastante pr6ximos a este problema classico. 

Primeiramente, por se tratar de urn carregamento linear e, pela semelhan9a 

entre as formu!ayoes desenvolvidas, os casos Reissner Linear, Mindlin/W eeen 1 e 

Mindlin/Weeen 2 apresentaram resultados identicos e tambem bastante pr6ximos a 

teoria de vigas, com discrepancias inferiores a 0.2%. Em urna segunda analise, os 

casos Danson/Weeen 2 e Bezine/Stern/Weeen 2 tambem apresentaram resultados 

-- ------------------- -- ---------- -----
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bastante significativos em re!ayao ao problema de viga, tambem com discrepiincias 

inferiores a 0.2%. 

A Tabela 7.2 apresenta resultados nos pontos de contorno obtidos para urn 

carregamento distribuido uniformemente sobre o dominio da placa. Considerando-se 

que o carregamento distribuido e uniforme, as equayoes integrais de dominio para as 

diferentes formulayoes podem ser convertidas em integrais sobre o contorno do 

carregamento. 

Tabela 7.2 - Deslocamentos e esforyos no contorno de urna placa em balanyo 

sujeita a urn carregamento uniformemente distribuido no dominio. 

Reissner Mindlin Mindlin Danson Bezine/Stern 
(kN/m) 

Linear Wee~n 1 Wee~n 2 Wee~n2 Wee~n2 
Viga 

Cortante (x1=0) 0,6399 0,8224 0,6509 0,6441 0,6423 0,640 

Momento Fletor (x1=0) 0,5119 0,6587 0,5207 0,5170 0,5153 0,512 

Deslocamento (x1=1,6) 41,200 47,840 43,421 41,457 41,460 40,960 

Os resultados obtidos para o carregamento distribuido na placa em balanyo 

tambem foram bastante pr6ximos ao problema chissico de viga. De acordo com a 

Tabela 7.2, os casos Reissner Linear, Danson/Weeen 2 e Bezine/Stern/Weeen 2 

foram os que apresentaram os resultados mais significativos, obtendo valores finais 

com discrepiincias inferiores a 1%. No caso Mindlin/Weeen 2 nao foi encontrado 

born resultado para o deslocamento da placa, apenas encontrou-se resultados 

significativos para os esforyos externos de forya cortante e momenta fletor. Ja para o 

caso Mindlin/Weeen 1 nao foram encontrados bons resultados. Isto pode ter 

ocorrido devido ao fato de se ter utilizado para corrigir o modulo de elasticidade 

transversal o fator n/h, ao contrario do primeiro caso (Reissner Linear) que utiliza o 

fator fiii I h. 

As Tabelas 7.3, 7.4 e 7.5 apresentam os resultados de esforyos e deslocamentos 

em pontos internos (Figura 7 .I) em kN/m, obtidos considerando-se urn carregamento 

distribuido uniformemente sobre o dominio da placa. Nessas tabelas sao 
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consideradas, respectivarnente, as relayoes de espessura!vao h/R=l/100, h/R=l/20 e 

h/£=1/10. Sao apresentados apenas os casos cujos resultados forarn mais 

significativos. 

Tabela 7.3 - Deslocarnentos e esfor9os no dominio de urna placa em balanyo 

sujeita a urn carregamento uniformemente distribuido e com 

h/1!=1/100. 

Ponto Casos w Mn Mzz 
Reissner Linear 4,2663 -0,3317 -0,3796 

1 Danson/Weeen 2 4,0607 -0,3309 -0,2416 

Bezine/Stern/Weeen 2 4,0853 -0,3335 -0,2751 

Vi!( a 4,3200 -0,2880 -
Reissner Linear 15,2020 -0,1179 -0,1511 

2 Danson/Weeen 2 14,9920 -0,0877 0,6427 

Bezine/Stern/Weeen 2 15,0668 -0,0977 0,5310 

Viga 14,5100 -0,1280 -
Reissner Linear 28,6575 -0,0048 0,0499 

3 Danson/Weeen 2 27,9224 0,0019 0,7616 

Bezine/Stern/Weeen 2 28,2141 0,0061 0,6981 

Vii( a 27,3600 -0,0320 -

Tabela 7.4 - Deslocarnentos e esfor9os no dominio de urna placa em balan'(o 

sujeita a urn carregarnento uniformemente distribuido e com 

h/R=l/20. 

Ponto Casos w Mn Mzz 
Reissner Linear 4,3763 -0,2908 0,0006 

1 Danson/Weeen 2 4,3496 -0,2919 0,0050 

Bezine/Stern/Weeen 2 4,3609 -0,2916 0,0028 

Vi!( a 4,3200 -0,2880 -
Reissner Linear 14,6784 -0,1292 0,0007 

2 Danson/Weeen 2 14,6575 -0,1302 0,0056 

Bezine!Stern/Weeen 2 14,6691 -0,1301 0,0031 

Vi!( a 14,5100 -0,1280 -
Reissner Linear 27,6681 -0,0319 -0,0001 

3 Danson/Weei!n 2 27,6814 -0,0320 0,0040 

Bezine/Stern/Weeen 2 27,6863 -0,0324 0,0022 

Vi!( a 27,3600 -0,0320 -
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Tabela 7.5- Deslocamentos e esfor9os no dominio de urna placa em balan9o 

sujeita a urn carregamento uniformemente distribuido e com 

h/1!=1110. 

Ponto Casos w Mu M22 
Reissner Linear 4,3964 -0,2887 0,0001 

1 l>anson!fVeeen2 4,3897 -0,2893 -0,0044 

Bezine/SternlfVeeen 2 4,3876 -0,2886 -0,0020 

Vi!! a 4,3200 -0,2880 -
Reissner Linear 14,6473 -0,1304 0,0002 

2 l>ansonlfVeeen 2 14,6571 -0,1302 -0,0042 

Bezine/SternlfVeeen 2 14,6383 -0,1286 -0,0016 

Vii! a 14,5100 -0,1280 -
Reissner Linear 27,5810 -0,0364 -0,0001 

3 l>ansonlfVeeen 2 27,6102 -0,0348 -0,0021 

Bezine/SternlfV eeen 2 27,5511 -0,0322 -0,0007 

Vie a 27,3600 -0,0320 -

Os resultados de deslocamentos e momentos fletores em pontos do dominio da 

placa, devido a urn carregamento uniformemente distribuido, se aproximaram 

problema cl<issico de viga a medida que a relaviio espessura/vao foi aurnentando. Isto 

se deve ao fato de que a influencia da deformayao por cortante piorou os resultados 

de baixa espessura. A partir da Tabela 7.5, os casos considerados Reissner Linear, 

Danson/Weeen 2 e Bezine/Stern/Weeen 2 foram os que apresentaram os resultados 

mais significativos, obtendo resultados com discrepiincias inferiores a 0.3%. 

7.4 - Exemplo 02 : Placa quadrada simplesmente apoiada no contorno 

e uniformemente carregada. 

Neste exemplo, de acordo com a Figura 7.2, analisa-se urna placa quadrada de 

!ado 1!, simplesmente apoiada no contomo e com carregamento uniformemente 

distribuido g no dominio. 0 coeficiente de Poisson e igual a 0.3, e a placa foi 

resolvida para algumas relayoes de espessura/vao considerando-se a condi9ao de 

rota9ao no plano vertical tangente ao contorno restringida ( condi9iio hard). 0 

contorno foi discretizado em 40 elementos lineares e, novamente foram usados nos 

cantos da placa, elementos descontinuos, perfazendo urn total de 44 n6s. 
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Figura 7.2- Placa quadrada simplesmente apoiada no contomo e 

uniformemente carregada. 

Nos Griificos 7.1 a 7.5, sao apresentados os valores do deslocamento 

transversal w sobre a linha de centro da placa. Para este caso, foram consideradas as 

relas;oes de (h/Jl) iguais a (1/100), (1/10), (liS), (1/4) e (3/10). 

1,4000 

1,2000 

1,0000 -

:;;;-

~ ::::::v 
"' --r 0,4000 

0,2000 

o,ooooll~--~*"===~~=~~=~~'*•====~t====jt 
o, 1poo o.2ooo o,3ooo 0.4000 o,sooo 

-0,2000 ~ 

xi£ 

---+--- Reissner Linear 

~ Mndlin/Weeen 1 

----:ttr- Mndlin/Weeen 2 

Danson/Weeen 2 

~ Bezine/Stern!Weeen 2 

-e- Reissner Quadratico [15] 

--+- Teoria aassica 

Grafico 7.1 - Deslocamento transversal w ao Iongo da linha de centro com relas;ao 

h/Jl=l/100. 
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-+- Reissner Linear 

-s- Mndlin/Weeen 1 

-k- Mindlin/Weeen 2 

Danson/Weeen 2 

----:*---- Bezine/Stern!Weeen 2 

--Reissner Quadratico [15] 

Grafico 7.2 - Deslocamento transversal w ao Iongo da linha de centro com rela<;ao 

hlC=l/10. 
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Grafico 7.3 - Deslocamento transversal w ao Iongo da linha de centro com rela<;ao 

h/£=1/5. 
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-+- Reissner Linear 
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Grafico 7.4 - Deslocamento transversal w ao Iongo da linha de centro com rela<;:ao 

h/£=114. 
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Os val ores dos deslocamentos transversais w, considerando a influencia da 

espessura no problema de placa, podem ser evidenciados nos Gnificos 7.1 a 7.5 e 

tambem na Tabela 7.6. 

Considerando-se a rela9ao h/£=11100, Gnifico 7.1, os resultados para os casos 

Reissner Linear, Danson/Weeen 2 e Bezine/Stern/Weeen 2, comparados com os 

valores de referencia, Reissner Quadnitico [38) e Teoria Cliissica, podem ser 

considerados bastante satisfat6rios pois, apresentam comportamentos bastante 

semelhantes. Entretanto, nao obteve-se bons resultados para os casos 

Mindlin!Weeen 1 e Mindlin/Weeen 2. 

Para a rela9ao h/£=1110, Griifico 7.2, observa-se uma discrepancia de 

resultados. No caso Reissner Linear, obteve-se resultados bastante pr6ximos ao 

valor de referencia Reissner Quadratico [38). Para os casos Mindlin/Weeen 2 e 

Bezine/Stern/Weeen 2 obteve-se valores pr6ximos para os deslocamentos mas, se 

comparados com o valor de referencia, sao aproximadamente 30% menores. 0 caso 

Danson/Weeen 2 e aproximadamente 90% menor que o valor de referencia. Para o 

caso Mindlin/Weeen 1 nao se obteve bons resultados. 

Na rela9ao h/£=115, Griifico 7.3, o caso Reissner Linear, apresenta resultados 

bastante pr6ximos ao valor de referencia Reissner Quadratico [38). 0 caso 

Mindlin!Weeen 2 apresenta resultados 75% inferiores ao valor de referencia. 

Observa-se nesta rela9ao, uma sensivel mudan9a de comportamento para o caso 

Bezine/Stern/Weeen 2, que apresenta resultados de aproximadamente 170% 

inferiores ao valor de referencia. Os casos Mindlin/Weeen 1 e Danson/Weeen 2, 

apresentaram resultados insatisfat6rios se comparados com o valor de referencia. 

Considerando-se a relayao h/£=1/4, Griifico 7.4, pode-se observar que os 

resultados apresentaram comportamentos semelhantes a relayao anterior. 

No caso da rela9ao h/£=3/5, Griifico 7.5, novamente os resultados para o caso 

Reissner Linear, sao bastante pr6ximos ao valor de referencia. Mais uma vez, os 

casos Mindlin/Weeen 2 e Bezine/Stern/Weeen 2 apresentaram comportamentos 

semelhantes para os deslocamentos, proporcionais a aqueles obtidos nas relayoes 

anteriores. Todavia, se comparados com o valor de referencia, apresentam resultados 

consideravelmente inferiores. Os casos Mindlin/Weeen 1 e Danson/Weeen 2, 
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novamente apresentaram resultados insatisfat6rios se comparados com o valor de 

referencia. 

Finalmente, relacionando-se os dados obtidos de forma apropriada, a Tabela 

7.6 apresenta os resultados dos deslocamentos w sobre a linha de centro da placa, 

onde fica evidenciada a influencia da espessura nos resultados obtidos. 

hi£ 

11100 

1/10 

1/5 

1/4 

3/10 

Tabela 7.6- Deslocamentos sobre a linha de centro de uma placa apoiada no 

contomo e sujeita a urn carregamento uniformemente distribuido 

no dominio. 

w (IOOD/g£
4

) 

Casos O,lf 0,2£ 0,3£ 0,4£ O,Sf 

Reissner Linear 0,1316 0,2463 0,3337 0,3879 0,4063 

Mindlin/Weei!n 1 0,5612 0,9491 1,2166 1,3664 1,4139 

Mindlin/Weei!n 2 -0,0131 0,0095 0,0362 I O,O'iR? 0,0667 

Danson/Weei!n 2 0,1327 0,2482 0,3360 0,3905 0,4090 

Bezine/Stern/Weei!n 2 0,1320 0,2470 0,3345 0,3889 0,4073 

Reissner Quadrtitico [38/ 0,1316 0,2464 0,3338 0,3881 0,4064 

Reissner Linear 0,1385 0,2581 0,3487 0,4048 0,4237 

Mindlin/Weei!n 1 0,2948 0,4844 0,6215 0,7026 0,7292 

Mindlin/Weei!n 2 0,0845 0,1797 0,2541 0,3014 0,3177 

Danson/W eei!n 2 0,0750 0,1299 0,1773 0,2093 0,2206 

Bezine/Stern/Weei!n 2 0,1089 0,1978 0,2679 0,3126 0,3279 

Reissner Quadrtitico [38f 0,1386 0,2583 0,3490 0,4052 0,4241 

Reissner Linear 0,1597 0,2944 0,3950 0,4568 0,4776 

Mindlin/W eei!n 1 0,4306 0,7266 0,9339 1,0548 1,0943 

Mindlin/Weei!n 2 0,0687 0,1498 0,2150 0,2572 0,2717 

Danson/Weei!n 2 0,0134 -0,0066 -0,0085 -0,0044 -0,0021 

Bezine/Stern/Weei!n 2 0,067 0,1033 0,1388 0,1639 0,1729 

Reissner Quadrtitico [38/ 0,1598 0,2946 0,3953 0,4571 0,4779 

Reissner Linear 0,1756 0,3216 0,4297 0,4958 0,5179 

Mindlin/W eei!n 1 0,4891 0,8307 1,0680 1,2061 1,2513 

Mindlin/W eei!n 2 0,0700 0,1510 0,2162 0,2583 0,2728 

Danson/Weei!n 2 0,0232 -0,0017 -0,0064 -0,0045 -0,0031 

Bezine/Stern/W eei!n 2 0,0716 0,1012 0,1325 0,1549 0,1629 

Reissner Quadrtitico [38/ 0,1756 0,3218 0,4299 0,4960 0,5182 

Reissner Linear 0,1950 0,3549 0,4721 0,5434 0,5672 

Mindlin/Weei!n 1 0,5373 0,9170 I, 1794 1,3318 1,3817 

Mindlin/Weei!n 2 0,0785 0,1646 0,2331 0,2771 0,2923 

Danson/Weei!n 2 0,0693 0,0678 0,0788 0,0890 0,0929 

Bezine/Stern/Weei!n 2 0,1025 0,1458 0,1863 0,2135 0,2230 

Reissner Quadrtitico [38/ 0,1950 0,355 0,4723 0,5436 0,5674 

Teoria Cliissica 0,132 0,246 0,334 0,388 0,406 
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A Tabela 7.7 apresenta os resultados dos momentos fletores e deslocamentos 

maximos w no meio do vao, bern como o momento tor<;:or no canto da placa. Todos 

os resultados novamente sao obtidos para a condi<;:ao de contomo hard. Pode-se 

observar novamente a influencia da espessura nos resultados ou seja, obtem-se 

resultados significativos apenas nos casos em que a rela<;:iio espessura/vao e pequena. 

Tabela 7. 7 - Deslocamentos maximos e momentos fletores para a placa 

apoiada contomo e sujeita a urn carregamento uniformemente 

distribuido no dominio. 

h/£ Casos W (IOOD/g£
4

) M 11 (10/g£
4

) M 12 (IO!gt'l 

Reissner Linear 0,4063 0,4787 0,3371 

Mindlin/Weei!n I 1,4139 0,4880 12,0533 

11100 Mindlin/W eei!n 2 0,0667 1,4770 34,8620 

L>anson/Weei!n2 0,4090 0,4802 0,2630 

Bezine/Stern/W eei!n 2 0,4073 0,4793 0,3127 

Reissner Quadrtitico {38} 0,4064 0,4789 0,3893 

Reissner Linear 0,4240 0,4800 0,3258 

Mindlin/Weei!n I 0,7292 0,6651 0,2883 

1/10 Mindlin/Weei!n 2 0,3177 0,9322 0,9535 

L>anson/Weei!n 2 0,2206 0,1065 6,1105 

Bezine/Stern/Weei!n 2 0,3279 0,3050 2,6696 

Reissner Quadrtitico {38/ 0,4241 0,4804 0,3125 

Reissner Linear 0,4785 0,4846 0,3007 

Mindlin/Weei!n I 1,0943 0,5648 0,1340 

1/5 Mindlin/Weei!n 2 0,2717 1,2116 1,9026 

L>anson/Weei!n2 -0,0021 -0,4784 4,5336 

Bezine/Stern/W eei!n 2 0,1729 -0,1121 2,7041 

Reissner Quadrtitico {38/ 0,4779 0,4849 0,2910 

Reissner Linear 0,5194 0,4881 0,2819 

Mindlin/Weei!n I 1,2513 0,5217 0,1026 

114 Mindlin/Weei!n 2 0,2728 1,3134 2,1624 

L>anson/Weei!n 2 -0,0031 -0,7018 3,6943 

Bezine/Stern/Weei!n 2 0,1629 -0,2920 2,3774 

Reissner Quadrtitico [38/ 0,5182 0,4884 0,2753 

Reissner Linear 0,5693 0,4923 0,2590 

Mindlin/W eei!n I 1,3817 0,4855 0,0805 

3/10 Mindlin/Weei!n 2 0,2923 1,3835 2,1871 

L>anson/Weei!n2 0,0929 -0,8523 3,2046 

Bezine/Stern/Weei!n 2 0,2230 -0,4213 2,1895 

Reissner Quadnitico {38/ 0,5674 0,4925 0,2558 

Teoria Chissica 0,406 0,479 0,325 
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Analisando-se os resultados encontrados para os momentos fletores na Tabela 

7.7, pode-se observar uma convergencia de valores nos casos em que a relas:ao 

espessura/vao e pequena. A medida que a relas:ao espessura/vao aumenta, ha uma 

mudans:a significativa nos resultados obtidos para os casos Mindlin/W eeen 1, 

Mindlin/Weeen 2, Danson/Weeen 2 e Bezine/Stern/Weeen 2. Esta tendencia 

tambem foi verificada quando obteve-se os deslocamentos. 

Os Gnificos 7.6 e 7.7 apresentam as varias:oes da fors:a cortante Qn na borda da 

placa para as conclis:oes de contomo hard e soft. Foi considerado o caso Reissner 

Linear como o de referencia. A maioria dos resultados obtidos sao discrepantes 

devido a ados:ao das diferentes solus:oes fundamentais para o problema em questao 

ou seja, o valor final da fors:a cortante bern como de momentos fletores e 

influenciado diretamente quando adota-se o caso em que se considera uma fors:a 

unitaria aplicada. 
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Gr:ifico 7.6 - Fors:a cortante ao Iongo da borda da placa para a condis:ao de contomo 

hard. 
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Grafico 7.7- For9a cortante ao Iongo da borda da placa para a condi9ao de contorno 

soft. 

As Tabelas 7.8 e 7.9 apresentam os resultados de deslocamentos e momentos 

fletores no meio do vao da placa apoiada para as rela96es de espessura/vao de (11100) 

e (1110) e, considerando-se as condi9oes de contorno hard e soft, de acordo com 

BATHE [52) et alii. 

Tabela 7.8- Deslocamentos maximos na placa quadrada apoiada, para as 

condi9oes de contorno hard e soft e sujeita a urn carregamento 

uniformemente distribuido no dominio. 

w (IOOD/gt) 

h/£ 11100 1/10 

Casos hard soft hard soft 

Reissner Linear 0,4063 0,4152 0,4237 0,4596 

Mindlin/Weei!n 1 1,4139 209,67 0,7292 -0,3834 

Mindlin/Weei!n 2 0,0667 70,451 0,3177 0,7406 

Danson/Weei!n 2 0,4090 0,7471 0,2206 0,1621 

Bezine!Stern/Weei!n 2 0,4073 0,5904 0,3279 0,3012 

Reissner Quadratico [38] 0,4064 - 0,4241 0,4579 

Teoria Classica 0,406 
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Tabela 7.9- Mornentos fletores maxirnos na placa quadrada apoiada, para as 

condic;oes de contorno hard e soft e sujeita a urn carregarnento 

uniformemente distribuido no dorninio. 

Mmax (I 0/gi) 

h/R 11100 1/10 

Casos hard soft hard soft 

Reissner Linear 0,4787 0,4865 0,4800 0,5120 

Mindlin/W eei!n I 0,1477 -19,266 0,9322 0,0667 

Mindlin/Weei!n 2 0,4880 6,5220 0,6651 1,0443 

Danson/Weei!n 2 0,4802 0,7929 0,1065 0,1060 

Bezine!Stern/Weei!n 2 0,4793 0,6484 0,3050 0,3020 

Reissner Quadrtitico [38] 0,4789 - 0,4804 0,5105 

Teoria Cltissica 0,479 

Considerando-se os resultados apresentados pelas Tabelas 7.8 e 7.9, procurou

se observar principalrnente a influencia das relac;oes espessura/vao nos casos 

envolvidos. Novarnente o efeito da espessura influenciou diretarnente nos resultados 

obtidos, apresentando discrepiincias quando comparados corn os valores da teoria 

cliissica. Observou-se que tanto no centro da placa como proximo as bordas, 

principalmente quando se considera uma espessura pequena, os resultados 

aurnentaram para a condic;ao de contorno soft. Estas discrepiincias podern ser devidas 

ii presenc;a do momento torc;or nas bordas, que torna a placa rnais rigida. 

7.5- Exemplo 03 : Placa quadrada engastada no contorno e 

uniformemente carregada. 

Conforme a Figura 7.3, a placa analisada neste exernplo e quadrada, engastada 

no seu contorno e corn carregarnento uniformernente distribuido g. Esta placa foi 

resolvida apenas para as relac;oes de espessuralvao iguais a h/£=1/100, h/R=l/20 e 

h/R=l/10. Os resultados sao comparados apenas com os maxirnos valores teoricos de 

deslocamentos e esforc;os, que ocorrern no centro da placa e no meio do !ado (Pontos 

1 e 2). 0 contorno foi discretizado em 40 elementos lineares e, novarnente foram 

usados nos cantos da placa, elementos descontinuos, perfazendo urn total de 44 nos. 

0 coeficiente de Poisson foi considerado igual a 0.3. 
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Figura 7.3- Placa quadrada engastada no contomo e 

uniformemente carregada. 
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Na Tabela 7 .I 0, sao apresentados os resultados de esfors:os e deslocamentos 

maximos nos pontos 1 e 2 do dominio da placa quadrada engastada no contomo para 

as relas:oes de espessura!vao h/C=l/100, h/C=l/20 e h/C=l/10. 

Tabela 7.10- Deslocamentos e esfors:os para a placa quadrada engastada no 

contomo e uniformemente carregada. 

hie Casos W ( lOOD/g£
4

) Mmax (l/g£
2

) Mmax (l/g£
2

) 

Ponto 1 Ponto 1 Ponto 2 

Reissner Linear 0,1268 0,0229 -0,0518 

Mindlin!Weei!n 1 2,4090 0,2493 0,6716 

11100 Mindlin/W eei!n 2 -0,6337 -0,0180 -0,2921 

Danson/W eei!n 2 0,1259 0,0227 -0,0554 

Bezine!Stern!Weei!n 2 0,1264 0,0228 -0,0531 

Reissner Linear 0,0604 0,0231 -0,0512 

Mindlin/W eei!n 1 0,5192 0,1304 0,0300 

1120 Mindlin/W eei!n 2 -0,0923 0,0218 -0,0768 

Danson!Weei!n 2 0,0996 0,0237 -0,0403 

Bezine!Stern!Weei!n 2 0,0739 0,0232 -0,0473 

Reissner Linear 0,1505 0,0236 -0,0494 

Mindlin!Weei!n 1 1,0986 0,1260 0,0308 

1110 Mindlin!W eei!n 2 -0,1650 0,0236 -0,0746 

Danson/Weei!n 2 0,3609 0,0239 -0,0249 

Bezine!Stern!Weei!n 2 0,2472 0,0235 -0,0299 

Teoria Chissica 0.1260 0,0231 -0,0513 



!56 

Os resultados obtidos para este exemplo novamente foram bons para os casos 

em que se considera a espessura pequena. Quando a espessura come9a a aumentar os 

resultados obtidos para as diferentes formulayoes come9am a se tornar discrepantes 

em rela9ilo a teoria chissica. 

7.6- Exemplo 04: Placa quadrada engastada em duas bordas opostas, 

apoiada nas outras duas e uniformemente 

carregada. 

A partir da Figura 7.4, novamente a placa e discretizada em 40 elementos 

iguais e os resultados tambem silo obtidos a partir dos maximos valores te6ricos do 

deslocamento e esforyos, que ocorrem no centro da placa e no meio do !ado (pontos 1 

e 2). 0 coeficiente de Poisson foi considerado igual a 0.3 e, esta placa foi mais uma 

vez resolvida para as rela96es de espessura/vilo iguais a h/R=l/100, h/£=1/20 e 

h/£=1110. Os resultados encontrados de deslocamentos e esfor9os estilo representados 

na Tabela 7.1!. 

x, 

/

Borda 

engastada 

2 

t I 

8/ Borda 
lij apoiada 

x, 

Figura 7.4 - Placa quadrada engastada em duas bordas opostas, 

apoiada nas outras duas e uniformemente carregada. 



Tabela 7.11 - Deslocamentos e esfors;os para a placa quadrada engastada em 

dois !ados opostos, apoiada nos outros dois e uniformemente 

carregada. 

h/£ Casos W (IDOD/gl4
) Mu (ligR') M22 (1/g£

2
) Mmax (1/gR') 

Ponto 1 Ponto 1 Ponto I Ponto 2 

Reissner Linear 0,1922 0,0244 0,0333 -0,0702 

Mindlin!Weei!n I 3,7950 0,4293 0,3007 1,0698 

11100 Mindlin/W eei!n 2 -1,0090 -0,0759 -0,0215 -0,4489 

Danson/W eei!n 2 0,1926 0,0242 0,0333 -0,0720 

Bezine/Stern!Weei!n 2 0,1921 0,0243 0,0333 -0,0705 

Reissner Linear 0,0905 0,0249 0,0333 -0,0696 

Mindlin/Weei!n I 0,4591 0,1264 0,1113 -0,0699 

1120 Mindlin/Weei!n 2 0,0329 0,0254 0,0415 -0,1175 

Danson/Weei!n 2 0,1206 0,0243 0,0287 -0,0430 

Bezine/Stern/Weei!n 2 0,0993 0,0245 0,0318 -0,0614 

Reissner Linear 0,2201 0,0261 0,0336 -0,0618 

Mindlin/Weei!n I 1,0060 0,1224 0,1130 -0,0555 

1/10 Mindlin/Weei!n 2 -0,0429 0,0281 0,0408 -0,1069 

Danson/Weei!n2 0,3593 0,0236 0,0225 -0,0160 

Bezine/Stern!Weei!n 2 0,2811 0,0243 0,0282 -0,0434 

Teoria Cl:issica 0,192 0,0244 0,0332 -0,0697 
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Mais uma vez, os resultados obtidos para este exemplo foram bons para os 

casos em que se considera a espessura pequena. A medida que a espessura comes;a a 

aumentar os resultados obtidos para as diferentes formulas;oes comes;am novamente a 

se tornar discrepantes em relas;ao a teoria chissica. 

7. 7 - Exemplo 05 : Placa quadrada engastada em duas bordas 

adjacentes, livre nas outras duas e uniformemente 
carregada. 

Neste exemplo, analisa-se uma placa quadrada de !ado £, engastada em duas 

bordas adjacentes, livre nas outras duas e com carregamento uniformemente 

distribuido no dominio, conforme mostrado na Figura 7.5. A placa foi resolvida para 

a relas;ao h/£=1/10 e coeficiente de Poisson v=0.2. 0 contorno foi discretizado em 40 

elementos lineares e, mais uma vez foram usados nos cantos da placa os elementos 

descontinuos, perfazendo urn total de 44 nos. Foram tambem considerados tambem 
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13 n6s intemos a placa. Os resultados obtidos para os deslocarnentos e momentos 

fletores nos pontos intemos sao comparados com os deslocarnentos e momentos 

calculados nos trabalhos de PAIVA [33] e RIBEIR0[38], atraves do Metoda dos 

Elementos de Contorno, onde considerou-se posicionamentos iguais entre estes 

pontos. 

r2 r Borda Livre 
I 2 

I 6 • 7 0 

I 
ciL 5 0 8 0 

R 1 4 0 9 0 14 ° 15 • 
f./6 i 

t 
3 0 10 ° 12 • 

"I 
e- Borda 

I Engastada 

l 11 • 
x, 

~ 

Figura 7.5- Placa quadrada engastada em duas bordas adjacentes, livre nas outras 

duas e uniformemente carregada. 

A Tabela 7.12 apresenta os resultados de deslocarnento transversal w para os 

pontos considerados e nas diferentes formulayoes apresentadas. 

Tabela 7.12 - Deslocamentos em uma placa engastada em duas bordas 

adjacentes, livre nas outras duas e sujeita a urn carregarnento 

uniformemente distribuido no dominio. 

W (IOD/g£
4

) 

Pontos 1 on 2 7 8 14 15 

Reissner Linear 0,4359 0,1372 0,1817 0,1372 0,1817 

Mindlin/Weei!n 1 0,2364 0,3042 0,4028 0,3042 0,4028 

Mindlin/W eei!n 2 0,5616 0,0970 0,1312 0,0970 0,1312 

J)anson/Weei!n2 0,4316 0,1557 0,2082 0,1557 0,2082 

Bezine/Stern/Weei!n 2 0,4235 0,1429 0,1896 0,1429 0,1896 

PAIVA[33j 0,4580 0,1310 0,1710 - -
Reissner Quadrtitico [38] 0,4350 0,1290 0,1670 - -
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As Tabelas 7.13 e 7.14 apresentam os resultados dos momentos fletores nas 

dire<;oes x, e x2, conforme Figura 7.5, para os pontos intemos considerados e nas 

diferentes formula<;oes apresentadas. 

Tabela7.13 - Momentos fletores na dire<;1io x1 de urna placa engastada em 

duas bordas adjacentes, livre nas outras duas e sujeita a urn 

carregamento uniformemente distribuido no dominio. 

Mu (1/g£') 

Pontos 4 5 6 

Reissner Linear 0,0632 0,0908 0,1147 

Mindlin/Weei!n 1 0,0081 0,0464 0,0178 

Mindlin/Weei!n 2 0,0628 0,0852 0,1035 

Danson/Weei!n 2 0,0626 0,0951 0,1205 

Bezine/Stern/W eei!n 2 0,0625 0,0919 0,1157 

PAIVA[33J 0,0652 0,0941 0,1185 

Reissner Quadr<itico [38j 0,0631 0,0906 0,1147 

Tabela 7.14- Momentos fletores na dire<;1io x2 de urna placa engastada em 

duas bordas adjacentes, livre nas outras duas e sujeita a urn 

carregamento uniformemente distribuido no dominio. 

M22 (1tg£') 

Pontos 10 11 12 13 

Reissner Linear 0,0211 0,0632 0,0292 0,0364 

Mindlin/Weei!n 1 0,0416 0,0811 0,0425 0,0711 

Mindlin/Weei!n 2 0,0159 0,0628 0,0281 0,0474 

Danson/W eei!n 2 0,0259 0,0626 0,0345 0,0388 

Bezine/Stern/Weei!n 2 0,0227 0,0624 0,0308 0,0366 

PAIVA[33J 0,0229 0,0652 0,0318 0,0418 

Reissner Quadr<itico [38j 0,0210 0,0631 0,0291 0,0364 

7.8- Exemplo 06: Placa Fina Quadrada. 

As formula<;oes desenvolvidas no presente trabalho sao testadas neste exemplo 

para resolver urn problema de placa fina, no qual a teoria de Kirchhoff pode ser 

aplicada. Este mesmo exemplo pode ser encontrado no trabalho de KARAM [37]. 
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Desta forma, de acordo com a Figura 7.6 considera-se urn quarto de urna placa 

quadrada de comprimento de !ado igual a 4m, com espessura igual a 0.02 e 

submetida a urn carregamento uniformemente distribuido g = -0.64 tf/m2 sobre o seu 

dominio. As condi9oes de contomo e vinculayao desta placa sao definidas da 

seguinte forma: 

Para Xz = 0: 'l'z (uz) = M12 = Qz = 0 

Para X1 = 2: 'l'z (uz) = w (u3) = Mn = 0 

Para X2 = 2: '¥1 (ui) = w (u3) = M22 = 0 

Para X1 = 0: '¥1 (ui) = M12 = Q1 = 0 

r x, 

.. ----------
0.5 

• • 
0.5 7 8 

• • 
0.5 4 5 

• • 
0.5 2 

_±_ 

• 
9 

• 
6 

• 
3 

I(** *1 
0.5 0.5 0.5 0.5 

Figura 7.6 - Placa fina quadrada. 

0 contomo da placa foi dividido em 16 elementos lineares e, foram usados nos 

cantos da placa, elementos descontinuos, perfazendo urn total de 20 nos. 0 

coeficiente de Poisson foi considerado igual a 0.3 e para o modulo de elasticidade 

longitudinal E foi adotado o valor de 2 x 10
6 

t£'m
2

. 

Os resultados obtidos com as formula9oes desenvolvidas no presente trabalho 

sao comparadas com as apresentadas no trabalho de KARAM [37] e com urn 

programa de placas finas desenvolvido no trabalho de PALERMO JUNIOR [54]. 

Estes resultados estao dispostos nas Tabelas 7.15, 7.16 e 7.17. 
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Tabela 7.15 - Deslocamentos em uma placa tina quadrada. 

10
2 w (m) 

Casos 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Reissner -0,4031 -0,3103 -0,1700 -0,3103 -0,2414 -0,1327 -0,1700 -0,1327 -0,0731 

Danson -0,3944 -0,3111 -0,1731 -0,3111 -0,2455 -0,1368 -0,1731 -0,1368 -0,0770 

Bezine -0,3954 -0,3114 -0,1732 -0,3114 -0,2455 -0,1368 -0,1732 -0,1368 -0,0769 

Karam -0,6140 -0,4787 -0,2648 -0,4787 -0,3736 -0,2072 -0,2648 -0,2072 -0,1115 

Palermo -0,3926 -0,3058 -0,1692 -0,3058 -0,2391 -0,1327 -0,1692 -0,1327 -0,0742 

Tabela 7.16- Momento fletor maximo em uma placa tina quadrada. 

Mmax (tf.m/m) 

Pontos 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Reissner -0,4702 -0,3691 -0,2317 -0,3833 -0,3056 -0,1866 -0,2116 -0,1764 -0,1095 

Danson -0,4640 -0,4038 -0,2530 -0,3880 -0,3181 -0,2004 -0,2268 -0,1752 -0,1202 

Bezine -0,4649 -0,4025 -0,2528 -0,3844 -0,3177 -0,1998 -0,2264 -0,1754 -0,1191 

Karam -0,4419 -0,3764 -0,2417 -0,3528 -0,3026 -0,1985 -0,2033 -0,1774 -0,1212 

Palermo -0,4447 -0,3794 -0,2442 -0,3597 -0,3058 -0,2002 -0,2058 -0,1797 -0,1247 

Tabela 7.17- Momento tor9or em uma placa tina quadrada. 

M12 (tf.m/m) 

Pontos 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Reissner 0,0796 0,0809 0,0904 0,0809 0,1457 0,1909 0,0904 0,1909 0,2609 

Danson 0,0315 0,0643 0,0869 0,0643 0,1332 0,1885 0,0869 0,1885 0,2697 

Bezine 0,0341 0,0651 0,0871 0,0651 0,1338 0,1889 0,0871 0,1889 0,2693 

Karam 0,0360 0,0717 0,0947 0,0717 0,1366 0,1857 0,0947 0,1857 0,2579 

Palermo 0,0440 0,0715 0,0931 0,0715 0,1369 0,1850 0,0931 0,1850 0,2622 

Os resultados obtidos neste exemplo foram bastante semelhantes, onde 

encontrou-se valores muito pr6ximos ao caso de placas tinas. Apenas deve-se 

ressaltar que, a partir dos resultados encontrados, o trabalho de KARAM [37] nao 

obteve bons resultados para os deslocamentos no centro do vao da placa tina 

quadrada. 



Capitulo 8 

Programas para Analise de Placas 

8.1 - Introdur;fio 

Visando analisar numericarnente as forrnulas:oes apresentadas neste trabalho, 

forarn desenvolvidos programas computacionais em linguagem Fortran com o 

objetivo de resolver, atraves do Metodo dos Elementos de Contorno, problemas de 

placas moderadarnente espessas e, quando possivel de placas finas. 

Sabe-se que a teoria chissica de Kirchhoff e norrnalmente utilizada para 

resolver problemas de placas finas. Porem, as teorias forrnuladas por Reissner e 

Mindlin, mais consistentes e proximas a teoria exata, perrnitem niio apenas a analise 

de placas de pequena espessura mas tarnbem as moderadarnente espessas. Na 

resolus:ao dos referidos problemas, forarn desenvolvidos alguns prograrnas 

computacionais adotando-se, de acordo com as teorias apresentadas, diferentes 

solus:oes fundarnentais que objetivarn a utilizas:ao da forrnulas:ao direta do Metodo 

dos Elementos de Contorno. 

Durante o desenvolvimento dos prograrnas, niio sentiu-se a necessidade de 

realizar uma otimizas:ao de memoria pois, o tempo gasto em processamento e 

tambem em resolus:ao de exemplos pode ser considerado pequeno. Cabe observar 

que teve-se por base o programa desenvolvido por PALERMO JUNIOR [54) onde 

ha geras:ao automatica de elementos nas partes retas. Esta geras:ao usa o no inicial e 

final de cada parte reta e o numero de elementos contidos entre os nos. 



163 

8.2 - Estruturas dos Programas de Placa 

A estrutura geral do programa de placas finas compoe-se de oito subrotinas que 

interagem como programa principal, de acordo com a figura 8.1. 

INPUT 

MATRlZ rl INTGP 

PROGRAMA T 

PRlNCIPAL 
DECOMP PG 

1 
SOLVE ,---+ INTGG 

POINR 
k--

Figura 8.1 - Estrutura do programa de placas finas. 

A estrutura geral dos programas de placa de espessura moderada compoe-se de 

doze subrotinas que interagem com o programa principal, conforme a figura 8.2. 

H INPUT I 
HMATRlZ INTGP I l 

PROGRAMA t BESSELKO r' BESSELKI 

I l I<-< DECOMP PG ! I 
PRlNCIPAL 

I I 
·-r CALCKO CALCKI 

~ SOLVE INTGG 

!+< POINR J;-

Figura 8.2 - Estrutura dos programas de placa de espessura moderada. 
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Considerando-se as figuras 8.1 e 8.2, as estruturas dos referidos programas de 

placa sao bastante semelhantes e podem ser manipuladas com relativa facilidade. 

Assim, com a inten9ao de esclarecer de forma geral o desenvolvimento feito, 

descrevem-se nos proximos itens os aspectos principais de todas as subrotinas 

necessarias para o calculo dos esfor9os e deslocamentos neste elemento estrutural. 

8.3 - Subrotina INPUT 

A subrotina INPUT faz a leitura dos parfunetros necessarios para a execu9ao 

dos programas. Esta leitura e feita via arquivo, que pode ser montado a partir de urn 

editor de texto. Apos a leitura e execu9ao dos programas, para posterior conferencia, 

e gerado urn arquivo com os dados de entrada e tambem com os resultados obtidos. 

A seguir sao detalhadas as informa96es necessarias para a leitura dos dados da 

estrutura: 

a) Nllinero total de nos da estrutura, nllinero de nos intemos, nllinero de nos 

duplos e nllinero de elementos de contomo. 

b) Nllinero de nos com carregamento nao nulo, modulo de elasticidade 

longitudinal, modulo de elasticidade transversal e coeficiente de Poisson. 

c) No, coordenadas (x~, x2) do no, restri96es ao deslocamento em (x3) e 

restri9oes as rota96es em (x,, x2). 

d) Valor de carga ou deslocamento, diferente de zero, aplicado ao no da 

discretiza9ao. 

e) Nllinero de partes retas da estrutura, valor da carga distribuida e valor da 

espessura. 

f) Nllinero de elementos da parte reta, no inicial da parte reta e no final da parte 

reta. 

g) No intemo, coordenadas (x~, x2) do no intemo e restri96es ao deslocamento 

em (xJ). 
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Nesta subrotina, sao calculados os cosenos diretores do vetor normal ao 

contomo para posicionamento dos nos extemos ao dominio. Tambem sao calculados 

os cosenos diretores do elemento de contomo e seu respectivo comprimento. No caso 

de placas finas, 0 posicionamento dos nos extemos e feito normalmente a partir da 

media do comprimento dos elementos adjacentes ao no. Entretanto, para as placas 

moderadamente espessas, o posicionamento dos nos extemos esta a 114 do 

comprimento dos elementos adjacentes ao no. 

8.4 - Subrotina MATRIZ 

A subrotina MATRIZ faz a montagem das matrizes globais H e G da 

estrutura. Esta subrotina fica conectada diretamente ao programa principal e utiliza 

algumas subrotinas para fazer a montagem das submatrizes parciais de cada elemento 

de contomo, conforme os esquemas apresentados pelas figuras 8.1 e 8.2. 

Para computar as influencias dos Ne (nllinero de elementos) atraves dos Nn 

(numero de nos de contorno), a subrotina MATRIZ, para cada elemento 

considerado, faz o desvio para a subrotina INTGP, de forma a obter a submatriz de 

contribui9ao deste elemento, que e incluida na matriz global da estrutura. A 

existencia de carregamentos distribuidos leva a montagem de urn vetor independente, 

que e incluido adequadamente nas matrizes globais H e G. No caso das placas de 

espessura moderada, para computar os coeficientes de contribui9ao das submatrizes, 

a subrotina INTGP necessita do calculo das fun96es de Bessel Ko e K~o que sao 

realizados pelas subrotinas BESSELKO e BESSELKl. 

Nas opera96es numericas das equa96es integrais, sao utilizados os valores dos 

pontos de Gauss dispostos na subrotina PG. A quantidade de pontos adotada, pode 

ser maior ou menor, conforme a necessidade de precisao dos resultados. 

Para obter o sistema de equa96es finais, apos a montagem das matrizes globais 

H e G da estrutura, e realizada a troca das colunas das matrizes H e G, de forma a 

colocar de urn !ado apenas valores conhecidos de deslocamentos e esfor9os e, do 

outro !ado os valores incognitos procurados. 
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8.5- Subrotinas INTGP e INTGG 

A subrotina INTGP realiza as integra9oes numericas no elemento de contomo, 

para nos situados a uma distancia d fora do dominio, onde as integra9oes sao sempre 

feitas numericamente. Novamente, para o caso de placas finas, sabe-se que a 

distancia utilizada normalmente e a media do comprimento dos elementos adjacentes 

ao no considerado. Para os problemas estudados neste trabalho, os nos extemos ao 

dominio da placa estao situados a uma distancia igual a 114 do comprimento dos 

elementos adjacentes ao no considerado. 

Nesta subrotina estao alocadas as solu9oes fundamentas do problema, em 

termos dos deslocamentos e esfor9os (itens 4.5 e 4.7). Estas solu96es fundamentais, 

modificadas de acordo com cada formula9ao adotada, sao usadas para formar as 

submatrizes de cada elemento considerado. 

A subrotina INTGG, de processamento bastante semelhante a subrotina 

INTGP, realiza as integra96es numericas nos pontos do dominio da placa. Nesta 

subrotina, estao alocadas as derivadas das solu9oes fundamentais do problema, para o 

ca!culo dos pontos do dominio da placa (itens 5.3 e 5.4). Desta forma, esta subrotina 

realiza separadamente o calculo dos momentos fletores e esfor9os cortantes nos 

pontos intemos. 

8.6- Subrotina PG 

A subrotina PG contem os valores constantes dos pontos de Gauss, referentes 

a pesos e coordenadas. Os pontos de Gauss sao necessarios para a realiza9ao das 

integra9oes numericas nos elementos de contomo. A quadratura gaussiana consiste 

em se aproximar o valor de uma dada integral, em um intervalo normalizado de -1 a 

1, pela integral de um polinomio interpolador da fun9ao neste trecho. A integral deste 

polinomio interpolador e calculada fazendo-se a somatoria do valor da fun9ao 

polinomial em determinadas coordenadas, multiplicadas por fatores de pondera9ao, 

conhecidos como pesos, ou seja: 
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I N 

JJ(x)dx = Lf(S',)*w, (8.1) 
-1 i=! 

Se forem observadas as equac;oes integrais envolvidas no problema de flexao 

de placas, as integrac;oes sao realizadas sobre o contomo r e as aproximac;oes da 

geometria e dos valores de contomo sao expressas em func;ao da coordenada 

admensional ~. necessitando-se de uma mudanc;a de variavel de r para ~· Assim, 

considerando-se a figura 6.3, pode-se escrever: 

R 
r = -~ 

2 
(8.2) 

Para o elemento isoparametrico linear utilizado no presente trabalho, o 

jacobiano da transformac;ao assume urn valor constante igual a metade do 

comprimento do elemento, ou seja: 

R 
dr = -d~ 

2 
(8.3) 

A seguir sao referenciados alguns conjuntos de pontos de Gauss referentes a 

pesos e coordenadas: 

Tabela 8.1 - Pontos de Gauss referentes a pesos e coordenadas 

Numero de pontos X (coordenada) W (ponderadores) 
de Ganss (Valores + e -l 

0.932469514203152 0.171324492379170 

6 0.661209386466265 0.360761573048139 

0.238619186083197 0.467913934572691 

0.981560634246719 0.047175336386512 

0.904117256370475 0.106939325995318 

12 0.769902674194305 0.160078328543346 

0.587317954286617 0.203167426723066 

0.367831498998180 0.233492536538355 

0.125233408511469 0.249147045813403 
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Numero de pontos X ( coordenada) W (ponderadores) 
de Gauss (Valores +e-) 

0.974728555971309498198 0.028531388628933663181 

0.938274552002732758524 0.044277438817419806169 

0.886415527004401034213 0.059298584915436780746 

0.820001985973902921954 0.073346481411080305734 

24 0.740124191578554364244 0.086190161531953275917 

0.648093651936975569252 0.097618652104113888270 

0.545421471388839535658 0.107444270115965634783 

0.433793507626045138487 0.115505668053725601353 

0.315042679696163374387 0.121670472927803391204 

0.191118867473616309159 0.125837456346828296121 

0.064056892862605626085 0.127938195346752156974 

0.998771007252426118601 0.003153346052305838633 

0.993530172266350757548 0.007327553901276262102 

0.984124583722826857745 0.011477234579234539490 

0.970591592546247250461 0.015579315722943848728 

0.952987703160430860723 0.019616160457355527814 

0.931386690706554333114 0.0235707608393243 79141 

0.905879136715569672822 0.027426509708356948200 

0.876572020274247885906 O.o31167227832798088902 

0.843588261624393530711 0.034777222564770438893 

0.807066204029442627083 0.038241351065830706317 

0. 767159032515740339254 0.041545082943464749214 

48 0.724034130923814654674 0.044674560856694280419 

0.677872379632663905212 0.047616658492490474826 

0.628867396776513623995 0.050359035553854474958 

0.577224726083972703818 0.052890189485193667096 

0.523160974722233033678 0.055199503699984162868 

0.466902904750958404545 0.057277292100403215705 

0.408686481990716729916 0.059114839698395635746 

0.348755886292160738160 0.060704439165893880053 

0.287362487355455576736 0.062039423159892663904 

0.224763790394689061225 0.063114192286254025657 

0.161222356068891718056 0.063924238584648186624 

0.097004699209462698930 0.064466164435950082207 

0.032380170962869362033 0.064737696812683922503 
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aproximas:oes polinomiais simples para algumas funs:oes bastante convenientes, tais 

como Io, I~, Ko e K1. 

Neste sentido, para o calculo e determinas:ao das fun<;:oes modificadas de Bessel 

Ko e K~, as subrotinas mencionadas sao resolvidas a partir da expansao de 

coeficientes polinomiais simples que podem ser encontrados em ABRAMOWITZ E 

STEGUN [50]. 

Os algoritmos das subrotinas apresentadas a seguir fazem o calculo, atraves de 

expansoes polinomiais simples, das funs:oes de Bessel modificadas de ordem inteira 

Ko (x) e K1 (x), sendo x urn argumento real. 

8. 7.1 - Algoritmo da Subrotina BESSELKO 

SUBROTINA BESSELKO (X, BESKO) 

Z=x 

CHAMAR CALCKO (Z, Resultado) 

BESKO = Resultado 

RETORNAR 

FIM 

8. 7.2 - Algoritmo da Subrotina CALCKO 

SUBROTINA CALCKO ( Argumento, Resultado) 

One= 1.000 

Zero= 0.000 

Xsmall = l.IID-16 

Xinf= 1.790+308 

Xmax = 705.34200 

P(1) = 5.85992214128261000000-04 

P(2) = 1.31660525649895718500-01 

P(3) = 1.19994637249107141090+01 

P( 4) = 4.685090120 19348321880+02 

P(5) = 5.91690598522705123120+03 

P(6) = 2.47081527203995526790+03 

Q(1) = -2.49944189728323036460+02 

Q(2) = 2.13127143038491203800+04 

F(1) = -1.64144528372990641000+00 

Inicio 

Argumento da funvi!o de Bessel 

Oesvio para a subrotina CALCKO 

Resultado da funvi!o de Bessel K0 

Retoma ao algoritmo solicitante 

Fim da subrotina 

lnicio 

V alores constantes 
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F(2) = -2.96016578929588438660+02 

F(3) = -1.77337846849529858860+04 

F(4) = -4.03203407611454822980+05 

G(l) = -2.50649724458779927300+02 

G(2) = 2.98657131630540254890+04 

G(3) = -1.61281363044581939980+06 

PP(l) = 1.13949805573847781740+02 

PP(2) = 3.68325899573402679400+03 

PP(3) = 3.10754089806843923990+04 

PP(4) = 1.05770689480340219570+05 

PP(5) = 1.73988679025656862510+05 

PP(6) = 1.50976463532899145390+05 

PP(7) = 7.15570627837640375410+04 

PP(8) = 1.83215258701835377250+04 

PP(9) = 2.34447387641993150210+03 

PP(10) = 1.16002494250760355580+02 

QQ(I) = 2.00134430649492424910+02 

QQ(2) = 4.43296288897464088580+03 

QQ(3) = 3.14746557502952788250+04 

QQ(4) = 9.74188297622680757840+04 

QQ(5) = 1.51446446735201578010+05 

QQ(6) = 1.26898395879775987270+05 

QQ(7) = 5.88246167858570277520+04 

QQ(8) = 1.48472283718023609570+04 

QQ(9) = 1.88218908409827136960+03 

QQ(IO) = 9.25565991773048398110+01 
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X = Argumento lnicio do calculo da fun9fi0 de Bessel K.;, 

SE (X > Zero) ENTAO FAyA 

SE (X :> One) ENTAO FAyA 

Temp = Log(X) 

SE(X < Xsmall)ENTAOFAyA 

Resultado = P(6)/Q(2)- Temp 

SENAOFAyA 

XX=X*X 

Sump= ((((P(l)*XX + P(2))*XX + P(3))*XX + P(4))*XX + P(5))*XX + P(6) 

Sumq =(XX+ Q(l))*XX + Q(2) 

Sumf= ((F(l)*XX + F(2))*XX + F(3))*XX + F(4) 

Sumg =((XX+ G(I))*XX + G(2))*XX + G(3) 

Resultado = Sump/Sumq- XX*Sumf*Temp/Sumg- Temp 

FIMOOSE 

SENAOFAyA 

SE (X> Xmax) ENTAOFAyA 

Resultado = Zero 

SENAOFAyA 



xx~oneiX 

Sump~ PP(I) 

PARA I de 2 ate I 0, passo I, FA<;:A 

Sump ~ Surnp*XX + PP(l) 

FIMDOPARA 

sumq~xx 

PARA I de I ate 9, passo I, FA<;:A 

Sumq ~ (Sumq + QQ(I))*XX 

FIMDOPARA 

Sumq ~ Sumq + QQ(IO) 

Resultado ~ Sump I Sumq I Sqrt (X) 

Resultado ~ Resultado * Exp (-X) 

SENAO F A<;:A 

Resultado ~ Xinf 

FIMDOSE 

RETORNAR 

FIM 

8. 7.3- Algoritmo da Subrotina BESSELKJ 

SUBROTINA BESSELKl (x, BESKI) 

z~x 

CHAMAR CALCKl (Z, Resultado) 

BESKI ~ Resultado 

RETORNAR 

FIM 

8. 7.4 - Algoritmo da Subrotina CALCKJ 

SUBROTINA CALCKl ( Argumento, Resultado) 

One~ I.ODO 

Zero~ O.ODO 

Xleast ~ 2.23D-308 

Xsrnall ~ 1.1 ID-16 

Xinf ~ 1.79D+ 308 

Xmax ~ 705.343D+O 

P(l) ~ 4.8127070456878442310D-1 

P(2) ~ 9.9991373567429309922D+I 

P(3) ~ 7.1885382604084798576D+3 

Retoma ao algoritmo solicitante 

Fim da subrotina 

Inicio 

Argumento da finwao de Bessel 

Desvio para a subrotina CALCKI 

Resultado da fun91io de Bessel Kl 

Retoma ao algoritmo solicitante 

Fim da subrotina 

Inicio 

Valores constantes 
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P(4) = 1.77333240351470156300+5 

P(5) = 7.19389200654205861010+5 

Q(l) = -2.81439157545387258290+2 

Q(2) = 3.72642986720676978620+4 

Q(3) = -2.21493748782433045480+6 

F(l) = -2.27955908269550023900-1 

F(2) = -5.31039133351802752530+ I 

F(3) = -4.50516237634360870230+3 

F(4) = -1.47580692054142224710+5 

F(5) = -1.35311614927854213280+6 

G(l) = -3.05071515787875958070+2 

G(2) = 4.31176532113510800070+4 

G(3) = -2.70623229855708426560+6 

PP(I) = 6.42577458591731387670-2 

PP(2) = 7.55845846311760308100+0 

PP(3) = 1.31826099185699413080+2 

PP(4) = 8.10942561465374021730+2 

PP(5) = 2.31237422091688715500+3 

PP(6) = 3.45406755855445844070+3 

PP(7) = 2.85906576979102882260+3 

PP(8) = 1.33194864331832219900+3 

PP(9) = 3.41229534868013129100+2 

PP(IO) = 4.41371761142304140360+1 

PP(II) = 2.21967924968745489620+0 

QQ(l) = 3.60010693068615188550+1 

QQ(2) = 3.3031 0200887653908540+ 2 

QQ(3) = 1.20826923160023486380+3 

QQ(4) = 2.11810004871719438100+3 

QQ(5) = 1.94484407889180061540+3 

QQ(6) = 9.69291657268026486340+2 

QQ(7) = 2.59512236555790513570+2 

QQ(8) = 3.45522284527589128480+ I 

QQ(9) = I. 771047803260 I 0865790+0 
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X = Argumento lnicio do calculo da fun9fio de Bessel K1 

SE (X < Xleast) ENTAO FA(:A 

Resultado = Xinf 

SENAO F A<;:A 

SE (X ~ One) ENTAO FA(:A 

SE (X < Xsmall) ENTAO FA(:A 

Resultado = One I X 

SENAOFA<;:A 

XX=X*X 

Sump= ((((P(l)*XX + P(2))*XX + P(3))*XX + P(4))*XX + P(5))*XX + Q(3) 

Sumq =((XX+ Q(l))*XX + Q(2))*XX + Q(3) 

Sumf= (((F(l)*XX + F(2))*XX + F(3))*XX + F(4))*XX + F(5) 

Sumg =((XX+ G(l))*XX + G(2))*XX + G(3) 



Resultado = (XX * LOG(X) * Sum£1Sumg + SumpiSumq) I X 

FIMDOSE 

SENAOFA<;:A 

SE (X > Xmax) ENTAO FA<;:A 

Resultado = Zero 

SENAOFA<;:A 

XX=OneiX 

Sump= PP(l) 

PARA I de 2 ate ll, passo l, F A<;:A 

Sump = Sump * XX+ PP(I) 

FIMDOPARA 

Sumq=XX 

PARA I de l ate 8, passo l, FA<;:A 

Sumq = (Sumq + QQ(l)) * XX 

FIMDOPARA 

Sumq = Sumq + QQ(9) 

Resultado = Sump I Sumq I Sqrt(X) 

Resultado = Resultado * Exp (-X) 

FIMDOSE 

RETORNAR 

FIM 

8.8- Subrotinas DECOMP e SOLVE 

Retoma ao algoritmo solicitante 

Fim da subrotina 
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Estas subrotinas fazem a resolu9ao do sistema de equa96es para matrizes nao 

simetricas, iguais as obtidas com a aplica9ao do Metoda dos Elementos de Contorno 

para resolver problemas de placa. Assim, ap6s a montagem do sistema de equa96es a 

partir da subrotina MA TRIZ e do programa principal, faz-se a decomposi9iio e 

resolu9iio deste sistema. 0 metodo de resolu9iio e chamado de LU devido a maneira 

que se faz a decomposi9iio da matriz. Este metodo foi utilizado no presente trabalho 

pois apresentou boa estabilidade para os exemplos analisados no trabalho de 

PALERMO JUNIOR [54]. 
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8.9- Subrotina POINR 

A subrotina POINR, de processamento posterior a soluyao do sistema de 

equayoes, tern a funyao de calcular os deslocamentos e esforyos no dominio da placa. 

Esta subrotina tern procedimento semelhante a subrotina MA TRIZ, conforme 

mostrado nas figuras 8.1 e 8.2. 

Para este caso, ja foram calculados os esforyos e/ou deslocamentos no 

contomo, necessitando-se apenas realizar as integrayoes nos elementos de contomo a 

partir dos pontos no dominio da placa. 

No calculo dos deslocamentos no dominio da placa, para cada elemento 

considerado, novamente utilizou-se a subrotina INTGP, de forma a obter a submatriz 

de contribuiyao deste elemento. De forma semelhante, no calculo dos esforyos no 

dominio da placa, utilizou-se a subrotina INTGG, para obter a submatriz de 

contribuiyao do elemento a partir das derivadas das soluyoes fundamentais vistas nos 

itens 5.3 e 5.4. Tambem sao necessitrios o calculo das funyoes de Bessel Ko e K1, que 

sao realizados pelas subrotinas BESSELKO e BESSELKl. Mais uma vez, a 

existencia de carregamentos distribuidos no dominio da placa leva a montagem de 

urn vetor independente, incluido adequadamente nas matrizes g]obais He G. 

Finalmente, realizadas as integrayoes numericas necessitrias e computadas nas 

matrizes globais as contribuiyoes das submatrizes dos elementos, os deslocamentos e 

esforyos no dominio da placa sao encontrados multiplicando-se os correspondentes 

coeficientes de n6 pelos respectivos deslocamentos e/ou foryas encontradas no 

contomo. 



Capitulo 9 

Conclusoes 

No presente trabalho foram apresentadas as forrnula<;oes de placa atraves da 

teoria chissica de Kirchhoff e da teoria de Mindlin. Destaque especial foi dado as 

forrnula<;oes das placas de espessura moderada, onde procurou-se estudar com mais 

enfase a teoria forrnulada por Mindlin. Cabe notar que a teoria de placas 

moderadamente espessas e mais consistente e proxima do modelo real pois considera 

o efeito da deforrna<;ao por cortante. As forrnula<;oes associadas a esta teoria 

conduzem a urn sistema de equa<;oes diferenciais de sexta ordem que devem ter tres 

condi<;oes fixadas na borda para a completa resolu<;ao do problema enquanto que, as 

formulac;oes da teoria classica conduzem a urna equa<;ao diferencial de quarta ordem 

satisfazendo apenas duas condi<;oes fixadas na borda. Tambem foram apresentadas as 

forrnula<;oes das placa de espessura moderada atraves da teoria de Reissner, com o 

objetivo de aplicar as soluc;oes fundamentais desta teoria. As semelhanc;as 

apresentadas nas equac;oes integrais destas placas referentes as teorias de Reissner e 

Mindlin levaram a urn born relacionamento entre estas duas teorias, proporcionando 

com isso a aplica<;ao de solu<;oes fundamentais variadas na resolu<;ao destas 

equa<;oes. Como pode ser visto, as equa<;oes integrais divergiram-se apenas no efeito 

do carregamento de dominio. 

Assim, para aplicac;ao do Metoda dos Elementos de Contorno na resoluc;ao das 

equa<;oes integrais das placas de espessura moderada, foi necessario a obten<;ao das 

soluc;oes fundamentais do problema. Neste sentido, utilizou-se a aplica<;ao de urna 
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for<;a e dois momentos unitarios em urn dominio infinito como sendo os 

carregamentos necessarios ao calculo das mesmas. Nas formula<;oes de Reissner, 

foram utilizadas as solu<;oes apresentadas no trabalho original de F. Vander Weei!n 

que propos solu<;oes aos tres carregamentos. Nas formula<;oes de Mindlin, este 

trabalho propos solu<;oes fundamentais derivadas da condi<;ao onde aplica-se urna 

for<;a unitana em urn dominio infinito e utilizou-se as solu<;oes de Weei!n para 

aquelas referentes a momentos unitarios aplicados. 

Nos exemplos propostos, foram feitas analises com a aplica<;ao da solu<;ao 

completa de Weei!n e as soluyaes fundamentais altemativas. Aparentemente a solu<;ao 

proposta por Weei!n demonstrou-se mais estavel porem, de acordo com os exemplo 

apresentados, sua estabilidade e sensivel a varia<;oes de espessura. As solu<;oes 

fundamentais propostas tambem apresentaram bons resultados mas, ressente-se ainda 

das solu<;oes associadas devido a binarios unitarios para urna avalia<;ao da 

estabilidade das mesmas. Assim, sugere-se que estas solu<;oes fundamentais 

necessitam ser melhor estudadas. 

Alguns resultados obtidos nos exemplos apresentados mostraram a importiincia 

da escolha das condi<;oes de contomo na resolu<;ao dos problemas de placa. No caso 

das bordas simplesmente apoiadas, pode-se utilizar a condi<;ao hard que restringe a 

rota<;ao no plano vertical tangente ao contomo ou, a condi<;ao soft, que considera o 

momento tor<;or nulo neste plano. Observou-se que neste caso a considera<;ao da 

condi<;ao soft nas formula<;oes referentes a teoria de Reissner causou urn efeito que 

pode ser entendido como urna rea<;ao de canto nas placas classicas, contudo nas 

solu<;oes associadas a teoria de Mindlin isto nao foi visto. 

No uso direto do Metodo dos Elementos de Contorno, a tecnica de coloca<;ao 

dos pontos singulares fora do dominio da placa bern como a utiliza<;ao de elementos 

isoparametricos lineares apresentaram bons resultados e facilitaram bastante a 

programa<;ao. 0 posicionamento desses pontos mais pr6ximos ao contomo da placa 

melhorou os resultados obtidos. Nesta linha de raciocinio, a utiliza<;ao de urn maior 

nfunero de elementos de contomo e tambem urna maior quantidade de pontos de 

Gauss, foi no sentido de obter urna melhor precisao de resultados nos exemplos 

analisados e possibilitar a compara<;ao dos valores apresentados nos trabalhos de 
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PAIVA [33] e RIBEIRO [38]. Entretanto, exemplos resolvidos com um menor 

nllinero de elementos e tambem de pontos nao apresentaram resposta ruim. A 

utilizac;:ao de uma maior ou menor quantidade de elementos e/ou de pontos nao 

alterou a velocidade de processamento dos programas. Desta forma, conclui-se que 

os resultados obtidos com a utilizac;:ao das diferentes soluc;:oes fundamentals 

propostas para os problemas de placa, podem ser considerados satisfat6rios e tambem 

uma altemativa para a resoluc;:ao deste tipo de problema. 

Como procurou-se neste trabalho desenvolver uma soluc;:ao altemativa para o 

problema das placas de espessura moderada, pode-se dizer que foram cumpridos os 

objetivos principals a que se propos realizar inicialmente. Por outro !ado, nao se 

esperava mais do que uma soluc;:ao fundamental a carga unitaria e o que observou-se 

e que esta questao nao esta fechada. A escolha de valores particulares a constante 

livre, apresentada pelas soluc;:oes fundamentais propostas neste trabalho, teve por 

base a conectividade com soluc;:oes fundamentais conhecidas para placas finas e nao 

um estudo de estabilidade numerica ou adequa<;ao de respostas a valores classicos 

conhecidos. Deve-se notar que a solu<;ao proposta e um caso geral que inclui a 

soluc;:ao fundamental apresentada por Weeen. Assim, o elevado nllinero de resultados 

obtidos com as diferentes solu<;5es fundamentais adotadas, dificultou uma analise 

completa do comportamento de cada uma separadamente. Mesmo assim, estes 

resultados encorajam a obtenc;:ao das solu<;5es fundamentais completas referentes a 

teoria de Mindlin. 

0 desenvolvimento de estudos complementares podem seguir nesta linha de 

pesquisa ou seja, estudos no sentido da obtenc;:ao das solu<;5es fundamentais 

completas para a teoria de Mindlin considerando-se em um trabalho futuro os casos 

em que sao aplicados binarios unitarios no dominio de uma placa infinita. Com estas 

soluc;:oes, pode-se realizar a montagem de um outro programa que considere apenas a 

teoria citada. Pelo fato da teoria de Mindlin ser uma teoria de deformac;:oes impostas, 

semelhante a teoria classica de Kirchhoff, pode-se tambem realizar estudos no 

sentido de obter uma conexao entre estas teorias e propor por exemplo uma 

altemativa para as formulay5es de placas finas de Danson, Bezine e Stern. Isto pode 

ser feito partindo das placas espessas e obtendo-se uma solu<;ao conectada e 
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comportada its placas finas ou com base na soluc;;ao de placas finas chegar-se a 

soluc;;oes conectadas de placas espessas. 

Uma necessidade imediata seria realizar estudos para a aplicac;;ao numerica das 

formulac;;oes da teoria de Mindlin em urn sistema de coordenadas normais e 

tangenciais. Isto foi iniciado neste trabalho no sentido de facilitar a imposic;;ao das 

condic;;oes de contomo nos problemas analisados, facilidade esta nao encontrada nas 

formulac;;oes atuais. 
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