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deste trabalho:
. 8’ d? a?
V2 : operador Laplaciano, V* = P t ? o ?
o : dngulo entre vetor m normal ao contorno ¢ os eixos coordenados
B : dngulo entre o raio vetor r e o vetor m normal ao contorno da placa
Be : angulosidade do canto da placa
I : coordenada que percorre o contorno da placa
| I : coordenadas dos limites do contorno no qual se realiza a integragéo
Is : contorno infinito
., r : regides do contorno
I : elemento de contorno
Q : coordenada de dominio
Q, : drea do carregamento distribuido
(N : regidio do dominio
Q. : dominio infinito
Ax-£&) : fungfo delta de Dirac no argumento (x - &)
Eij » Vi : deformagGes normais e cisathantes

n : varidvel que percorre os elementos de contorno
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Resumo

SANCHES, .. C. F. Uma resolugfio de placas com a teoria de Mindlin através do
método dos elementos de contornmo. Campinas: UNICAMP, FEC, 1998.
Dissertagfo (Mestrado) - Universidade Estadual de Campinas, 1998. 186p.

O presente trabalho dedica-se ao estudo da formulagiio do Mérodo dos
Elementos de Contorno para o problema de flexdo de placas homogéneas e
isotrépicas através da teoria de Mindlin. A andlise é feita em regime eléstico linear
mediante a hipotese de pequenas deformagdes e com equilibrio na posigio
indeslocada. E apresentado o desenvolvimento da teoria de Mindlin que inclui o
efeito da deformacfo por cortante no equilibrio mas, necessita do atendimento das
trés condigdes fisicas na borda da placa. S3o resolvidos problemas envolvendo placas
finas e moderadamente espessas e os resultados comparados com os disponiveis na
literatura. Apresentam-se solugdes fundamentais para as teorias de Reissner e
Mindlin, necessarias na aplicagdo do Método dos Elementos de Contorno.
Adicionalmente, sfio propostas duas solugdes fundamentais que tendem as solucdes
de Danson e Benzine-Stern de placas finas quando a espessura reduz-se a zero. O
tratamento numérico foi feito através da formulagio direta do Método dos Elementos
de Contorno, utilizando-se elementos isoparamétricos lineares e gerando-se as
equacgdes integrais em pontos de colocagio fora do dominio da placa.

Palavras chave: Elementos de contorno, Placas, Placas Moderadamente Espessas,
Mindlin, Reissner




Abstract

SANCHES, L. C. F. A resolution of plates with Mindlin’s theory using the
Boundary Element Method. Campinas: UNICAMP, FEC, 1998. Dissertation
(Master) - Universidade Estadual de Campinas, 1998. 186p.

This study analyzes the bending of moderately thick plates using the Boundary
Element Method. The Mindlin’s theory was applied to an isotropic and homogeneous
constitutive material. The equilibrium was made at the initial position with the small
strain hypothesis. Mindlin's theory takes into account the shear effect in the
equilibrium position and three conditions should be attending. Several examples
were solved for thin and thick plates with the purpose to show the accuracy of the
presented formulation. Some fundamental solutions were analyzed including the well
know solution to solve Reisssner’s plate with BEM. In addition, two fundamental
solutions were proposed and they approaches to the Danson and Bezine-Stern
solutions for thin plates when the thickness approaches to zero. The direct Boundary
Element Method was used with isoparametric linear elements and the integral
equations were computed with the collocation points placed out of the domain.

Key words: Boundary Elements, Plates, Moderately Thick Plates, Mindlin, Reissner




Capitulo 1

Introducdo

1.1 - Generalidades

As placas sfo elementos estruturais planos extremamente utilizados nos mais
variados ramos da engenharia, tais como civil, mecénica, aerondutica, naval, entre
outros. No ambito da engenharia civil, o desenvolvimento de novas tecnologias e o
aprimoramento dos aspectos construtivos estd intimamente relacionado com a
concepgdo e construcdo de grandes obras-de-arte tipo pontes, edificios, barragens,
silos, reservatdrios e inumeras outras aplicagdes que utilizam diretamente os

elementos estruturais de placa.

Devido ao uso freqiiente dos elementos de placa nas estruturas usuais,
despertou-se em engenheiros e pesquisadores um grande interesse de verificar e
estudar o comportamento desta superficie estrutural, tanto do ponto de vista tedrico

como do prético.

O estudo de placas segundo a teoria da elasticidade tem suas origens a quase
dois séculos, porém a maioria dos problemas relacionados aos casos reais foram
resolvidos durante os Gltimos 70 anos. Os nomes de Neuber, Navier, Poisson,
Kirchhoff, Timoshenko, Galerkin, Viassov, Kalmanok, Girkmann, Saint-Germain,

dentre outros grandes pesquisadores de todo o mundo, estdo intimamente vinculados




aos resultados fundamentais da teoria classica de placas, tendo contribuido

significativamente para a extensfo e ampliacio desta teoria.

A teoria de placas pode ser considerada como um dos mais importantes tOpicos
da teoria da elasticidade sob o ponto de vista das aplicagdes em engenharia. Contudo
€ necessario ressaltar que, a partir de um caso tridimensional, esta teoria representa
uma aproximacdo bidimensional para o problema. Apesar das hip6teses
simplificadoras adotadas, as solugdes analiticas das equac¢les diferenciais que
governam o problema de flex3o de placas s8o conhecidas apenas em alguns casos

particulares classicos.

A necessidade de resolver casos mais gerais fez com que surgissem algumas
técnicas numéricas para analisar, de forma aproximada, equacdes diferenciais de
dificil solugfo. Destacam-se, durante as ultimas décadas, o Méfodo das Diferencas
Finitas (MDF), o Método dos Elementos Finitos (MEF) e, mais recentemente, o
Método dos Elementos de Contorno (MEC). Mesmo assim, a adogfio de hipdteses
simplificadoras e também as aproximacdes inerentes ao método numérico trouxeram
imprecisdes no tratamento bidimensional do problema. Desta forma, as hipoteses
adotadas devem estar proximas a teoria exata para que os resultados obtidos sejam

mais coerentes € aproximem-se do caso real.

No presente trabalho, tendo como base a teoria de Mindiin, o Método dos
FElementos de Contorno é aplicado como ferramenta de resolugfio numérica para
analisar esforgos e deslocamentos em placas isotropicas e homogéneas. O estudo ¢
feito em regime eldastico linear mediante a hipdtese de pequenas deformagdes e com o
equilibrio na posi¢do indeslocada. Atengfo especial ¢ dirigida para as similaridades
entre as teorias de Kirchhoff, Reissner e Mindlin, sendo as duas tltimas teorias mais
consistentes e, permitindo nfio apenas a andlise de placas finas, mas também as
moderadamente espessas. Através de um sistema de equacSes de sexta ordem, as
formulagdes de Reissner ¢ Mindlin possibilitam o atendimento das trés condigdes
fisicas necessérias para o problema de placas, incluindo a consideragio de condigdes

de contorno relativas a rotagdo no plano vertical tangente ao contorno. Estas

formulagdes, mais compreensivas e proximas a teoria exata, podem ser aplicadas na




andlise dos problemas de placa de pequena espessura ¢ também moderadamente

espessas.

O trabalho inicia-se com uma revisio bibliografica sobre as teorias de placa e
também sobre o Método dos Elementos de Contorno aplicado a estas teorias. No
capitulo 2, apresentam-se relages basicas da teoria tridimensional da elasticidade em
termos de coordenadas cartesianas e cilindricas, com o objetivo de ilustrar a teoria
bidimensional de placa de uma maneira mais geral.

No capitulo 3, € apresentado um resumo da teoria de placas finas de Kirchhoff,
onde sdo obtidas as expressdes de esforgos em fungio do deslocamento em
coordenadas cartesianas e cilindricas. Neste capitulo é obtida uma solugdo
fundamental de placas finas ou seja, a fun¢@o deslocamento para uma placa infinita
submetida a um carregamento transversal definido pela fun¢fo delta de Dirac.

No capitulo 4, € apresentada uma formulagio com base na teoria de Mindlin,
onde sfo obtidas expressdes de esforgos em fungio de deslocamentos generalizados
em coordenadas cartesianas e cilindricas. Neste contexto, sfo obtidas as solucfes
fundamentais para placas de espessura moderada, a partir da solugdo das equagdes
diferenciais em termos de deslocamentos generalizados. Também s3o apresentadas,
com base na teoria de Reissner, outras soluges fundamentais para as placas
moderadamente espessas.

No capitulo 5, sfo apresentadas as equagOes integrais de placa. Para esta
formulagfo, sfo desenvolvidas equagdes integrais de placas finas e moderadamente
espessas. Cabe observar que, o desenvolvimento das equagdes integrais das placas de
espessura moderada mostra o bom relacionamento entre as teorias de Reissner ¢
Mindlin.

No capitulo 6, ¢ apresentada a formulago direta do Método dos Elementos de
Contorno. As equages integrais de placa sfo transformadas em equagdes algébricas
lineares mediante a escolha de funcgBes aproximadoras para os deslocamentos e
esfor¢os em subdominios do contorno que sio denominados elementos de contorno.
Escrevendo-se as equagdes integrais para todos os nos associados aos elementos de
contorno, obtém-se um sistema de equagdes lineares onde as incdgnitas sfo

-deslocamentos e esforgos em pontos definidos no contorno. Com a fixagéio das




condi¢des de contorno e a resolugdo final do sistema de equagdes resultante, valores
de contorno sf#o obtidos. A partir dos valores encontrados no contorno, sio
determinados os deslocamentos e esforgos em qualquer ponto do dominio.
Fazendo-se uso desta forma de andlise, sdo apresentados no capitulo 7, os
resultados de alguns exemplos numéricos obtidos através do MEC, seguindo-se as
formulagbes de Kirchhoff, Mindlin e Reissner para placas finas e de espessura

moderada.

No capitulo 8, sfio apresentadas as estruturas dos programas para andlise de
placa, definindo-se de maneira geral todas as subrotinas necessdrias para o célculo

dos esforgos e deslocamentos neste elemento estrutural.

O capitulo 9 faz algumas conclusdes sobre o estudo realizado no presente
trabalho e cita alguns passos complementares que podem ser desenvolvidos em

estudos futuros.

L.2 - Consideracoes Sobre o Estudo da Flexdo de Placas

A adogdo de hipéteses simplificadoras, visando analisar a placa como um
elemento bidimensional, fez surgir diferentes teorias para verificar o comportamento

geral desta superficie estrutural.

Acredita-se que a primeira equacio descrevendo a flexfio de placas foi proposta
por Navier 1] em 1823, com a rigidez a flexdo definida em termos de uma constante
elastica, necessitando-se de trés condi¢cdes de contorno naturais. Em 1850,
KIRCHHOFF [2] estabeleceu as hipoteses fundamentais da teoria de placas finas,
derivando a expressdio da energia potencial para uma placa inclinada e aplicando o
principio dos trabalhos virtuais para obter uma equagfo diferencial, onde a rigidez a
flexdo foi definida em termos do mddulo de Young e coeficiente de Poisson.
Adicionalmente, ele percebeu que as trés condigbes de contorno naturais propostas

por POISSON [3] ndo eram compativeis com a natureza de quarta ordem da equagfo




diferencial obtida e mostrou que poderiam ser reduzidas a duas condi¢des de
contorno naturais. Esta teoria ndo leva em conta o efeito da deformagéo por cortante,
assumindo-se que retas normais ao plano médio da placa permanecem normais apds
a deformacdo. As hipdteses apresentadas por Kirchhoff resultaram em uma equagfio
diferencial de quarta ordem, sendo o deslocamento uma fun¢io de duas coordenadas
no plano médio da placa. Esta equagfio pode ser considerada como uma eficiente
representacdo do comportamento de placas finas para pequenos deslocamentos,
apresentando boa precisdo de resultados para uma grande variedade de carregamentos

e geometrias.

Entretanto, a teoria desenvolvida por Kirchhoff ndo obtém bons resultados
quando sfo analisadas placas de maior espessura, especialmente no caso de carga
concentrada com mdédulo elevado. Neste caso, a teoria de placas moderadamente
espessas deve ser aplicada, tornando o problema de flexdo de placas mais andlogo e
préximo & teoria tridimensional da elasticidade. Pode-se citar a teoria formulada em
1944 por REISSNER [4], que assume uma distribuicfo de tensdes internas e leva em
consideragfo o efeito da deformacgio por cortante. Com isso, é obtido um sistema de
equagdes diferenciais de sexta ordem e, a partir deste sistema, satisfaz-se as trés
condi¢cdes de contorno necessédrias para o problema. Em 1951, MINDLIN [5]
também formulou uma teoria semelhante para analisar placas moderadamente
espessas onde, assumindo constantes as distor¢Ses que ocorrem na espessura, as
tensGes foram obtidas a partir da geometria imposta para as deformagdes. O sistema
de equagdes diferenciais obtido € de sexta ordem e também satisfaz as trés condigdes
de contorno requeridas. As formulagdes apresentadas por Reissner e Mindlin podem
ser consideradas como expressivas contribuigdes para o aprimoramento da teoria

bidimensional de placas.

Em 1960, SALERNO & GOLDBERG |[6] apresentaram uma equagdo
diferencial de quarta ordem semelhante & da teoria classica e uma equacdo diferencial
de segunda ordem com o intuito de reduzir o sistema de equagGes diferenciais de
sexta ordem proposto por Reissner. Os resultados apresentados sfio préximos a teoria

classica,




Em 1975, PANE [7] discutiu as diversas teorias para analise estatica de placas.
Mais tarde, BARRET ¢ ELLIS [8] mostraram que o problema de flexio de placas
submetida a um carregamento transversal relaciona-se com o problema
tridimensional da elasticidade. Também foram analisadas as teorias de Kirchhoff,
Reissner e Mindlin, mostrando como estas teorias se relacionam com a teoria exata

de placas obtida do modelo tridimensional proposto por CHENG [9].

Para mostrar que seus resultados sdo consistentes com os resultados cldssicos,
REISSNER [10] em 1987, apresentou uma teoria abordando a flexdo de placas

moderadamente espessas, cujo sistema de equacSes diferenciais é de décima ordem.

Em 1988, LADEVEZE ¢ PECASTAINGS [11] propuseram uma versio
melhorada da teoria de Reissner para o caso de placas homogéneas e isotropicas com
condic¢Ges de contorno variadas. A divergéncia da teoria de Reissner estd no fator de

deformabilidade por cisalhamento e nas condi¢des de contorno.

Em 1991, REISSNER {12] estudou o conceito de apoio soft, como uma
condigdo para a transi¢do suave de sua teoria de sexta ordem para a teoria classica de

quarta ordem.

No atual estagio de desenvolvimento, a analise das equagdes diferenciais de
flexdo de placas pela teoria eléstica dos corpos tridimensionais, ou tendo como base
os trabalhos de CHENG [9] ¢ GREGORY & WAN [13], mostra a grande influéncia
da espessura nos deslocamentos de flex@io e demonstra a boa estabilidade da conexéo
entre as teorias de flexdo de placas finas (Kirchhoff) com as de flexdo de placas
moderadamente espessas por deslocamentos impostos (Mindlin) ou por tensdes
impostas (Reissner). Isto comprova a existéncia de condi¢des de empregar as teorias
de placas moderadamente espessas em problemas envolvendo placas de pequena

espessura.




1.3 - Consideragdes Sobre o Estudo da Flexio de Placas
Através do Método dos Elementos de Contorno

O desenvolvimento de equagdes integrais no final do século XIX, onde foram
realizados uma grande quantidade de trabalhos tedricos para problemas da
elasticidade estatica e dindmica, pode ser considerado como um dos passos mais

importantes para o posterior desenvolvimento das técnicas de contorno.

Em 1903, FREDHOLM [14] foi quem apresentou a primeira teoria cldssica
das equagdes integrais com ntcleos definidos e integraveis para um problema linear
elastico. Para solugfio das equagdes, ele enunciou as condi¢fes de existéncia e
unicidade conhecidas como teoremas de Fredholm. Nas décadas de 50 e 60, os
trabalhos de uma série de autores Russos como MIKHLIN [15],
MUSKHELISHVILI [16], KUPRADZE [17] e SMIRNOV [18], ofereceram um
entendimento mais rigoroso do uso das equagdes integrais em problemas fisicos. Eles
resolveram equagdes integrais singulares e descontinuas para problemas de
elasticidade plana utilizando o chamado Mérodo Indireto. A forma mais simples de
utilizag@io deste método, consiste no uso de solucBes singulares unitarias que
satisfazem as equagdes diferenciais do problema no dominio com densidades e
incognitas especificadas. Estas densidades nfo tem significado fisico mas, com sua
obtencdo a partir da prescricio de condigdes de contorno num numero de pontos,
deslocamentos e tensdes podem ser facilmente encontrados. As bases das
formulagdes indiretas foram estabelecidas por KUPRADZE [17] adotando a solucio

fundamental de Kelvin [1} para resolver problemas de elastostética.

No inicio de 1963, JASWON [19] ¢ SYMM [240] apresentaram uma técnica
numérica para solugio da equacgdo integral de contorno de Fredholm, que consiste em
discretizar o contorno em uma série de pequenos elementos e assumir uma fonte
constante de densidade dentro de cada elemento. Eles empregaram a técnica de
colocacgdo para obter o sistema de equac¢Ses ¢ computar os coeficientes de influéncia
usando a regra de Simpson como técnica numérica, com exceclo dos coeficientes
singulares que foram computados analiticamente ou por soma dos termos de

diagonais. Adicionalmente, propuseram uma formulacio mais geral através da




aplicagdio da terceira identidade de Greenm com potenciais e suas derivadas
desconhecidas no contorno [19, 21]. As formulagGes diretas do MEC para problemas
elasticos foram apresentadas em 1967 por RIZZO [22] para a solugdo de um
problema bidimensional. O estudo foi estendido por CRUSE [23] para o caso
tridimensional. A representacfo integral bdsica conhecida como identidade
Somigliana [1] foi escrita discretizando o contorno através de elementos constantes.
As formulagdes diretas, que sdio mais confidveis que as técnicas indiretas, tem por
base a adogdio das variaveis fisicas do problema como incognitas no sistema de

equacles.

O grande avanco nas técnicas de contorno tem sua origem no trabalho de
LACHAT [24], em 1975, que tratava de problemas bi e tridimensionais da
elasticidade. No ano de 1978, BREBBIA [25] consegue fazer uma maior
generalizagfio do método, onde apresenta uma formulagdo a partir da Técnica dos
Residuos Ponderados, comecando desta forma a ser intensamente estudado em
diversos centros de pesquisa. Destacam-se as formulages no campo da elasticidade
linear utilizando solugdes fundamentais proprias para a consideragfio de superficie
livre, muito versateis na solucdo de problemas que envolvem a andlise de tensdes
proximas a uma borda livre [26, 27]. Uma grande variedade de formulagles ndo
lineares, de grande interesse para a solugfio de problemas da engenharia, também

foram desenvolvidas.

O desenvolvimento de formulagdes para a analise de placas através do Méfodo
dos Elementos de Contorno se da neste contexto, onde a maioria dos trabalhos
desenvolvidos sdo baseados nas hipéteses da teoria classica de Kirchhoff. O trabalho
que pode ser considerado como referéncia inicial é devido a JASWON et alii [28] de
1967, sugerindo a decomposi¢do de uma equagio bi-harmonica em duas harménicas
que resolvidas e combinadas, permitem a obtengfio da solugio final. No ano de 1978,
através da teoria de Kirchhoff, BEZINE ¢ GAMBY [29] propuseram uma
formulagdo direta do MEC, considerando como varidveis de contorno as varidveis
fisicas do problema real. Os trabalhos desenvolvidos por DANSON [30],
BEZINE [31] ¢ STERN [32] também ftrataram o problema de flexZo de placas

através das formulagdes diretas do MEC considerando a teoria classica de Kirchhoff.




Com base nas hipoteses de Kirchhoff, PAIVA [33], buscou diversas
alternativas para o equacionamento do problema de flexdo de placas, ora
considerando as equacgdes com pontos de colocagdio no contorno, ora fora dele.
Também realizou uma extens@o do método para analisar estruturas formadas por

placas, vigas e pilares.

O problema de flexfo de placas moderadamente espessas, através da teoria de
Reissner, foi idealizado por WEEEN [34, 35] em 1982. Para cada ponto de contorno,
foi estabelecido um sistema de trés equagBes integrais em termos de um
deslocamento e duas rota¢bes e em contrapartida um esfor¢o cortante e dois
momentos fletores. Nesta formulagio, o contorno foi aproximado por elementos
isoparamétricos quadraticos. Os trabalhos de LONG [36], KARAM [37] ¢
RIBEIRO [38] também tratam do problema de flexio de placas moderadamente
espessas através da teoria de Reissner. Da mesma forma, em 1989, RIBEIRO ¢
VENTURINI {39] a partir do trabalho original de Weeén, propuseram um sistema de
equagdes lineares tomando os pontos de colocagfo fora do dominio da placa, no
sentido de evitar a ocorréncia de singularidades. O trabalho de WESTPHAL ¢ DE
BARCELLOS [40] trata o problema de flexdo de placas moderadamente espessas
através das teorias de Reissner ¢ Mindlin. Em 1987, DE BARCELLOS = SILVA
{41] trataram o mesmo problema utilizando fungdes de Green modificadas e tendo

como base a teoria de Mindlin.

Em 1992, VILMANN & DASGUPTA [42] desenvolveram uma solucio
fundamental para a flexfio de placas de espessura moderada, baseando-se na teoria de
Mindlin. As condigdes de contorno fixadas, utilizadas para obter as solugdes, nfio

foram completamente detalhadas em [42].

No ano de 1994, EL-ZAFRANY et alii [43] desenvolveram solugdes
fundamentais modificadas para placas finas ¢ moderadamente espessas com formas
arbitrarias. Eles utilizaram fungdes no nicleo das integrais de contorno que
separaram o efeito da deformacfo por cortante, no sentido de estender sua aplicagio

as placas finas.
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Considerando-se os trabalhos citados, a validade, eficiéncia e versatilidade do
Meétodo dos Elementos de Contorno nos problemas de flexdo de placas € assegurada
pela implementagfio das varias formulagOes integrais aplicdveis aos casos de
carregamento estatico e/ou dindmico, com espessura constante ou variavel. Pode-se
afirmar que este método mostra vantagens distintas sobre as técnicas de dominio, tais
como o Método das Diferencas Finitas e o Método dos Elementos Finitos, para uma
grande classe de problemas de anlise estrutural. O método das diferencas finitas e o
método dos elementos finitos sfio conhecidos como técnicas de dominio pois as
discretizagdes sdo feitas em todo o dominio, obtendo-se um numero grande de
equagdes algébricas. Dependendo do problema, quando discretiza-se um dominio
muito extenso, por exemplo, hd a necessidade de armazenar uma grande quantidade
de dados, aumentando enormemente o esforgo computacional. Uma alternativa para
reduzir o tipo € o niimero destas equagdes € dada pelas técnicas de contorno, onde a
transformagdo das equagdes é feita para valores de contorno somente, trazendo na

maioria dos casos uma enorme reduc¢fio na dimenso do problema.

Para utilizagfio do método, primeiramente é necessario a resolugdo das
equagdes diferenciais do problema de flexdo de placas, no sentido de obter solugdes
fundamentais. Estas solugdes sfo usadas como fungdes ponderadoras na resolugfo
das equagdes integrais de contorno. Desta maneira, utiliza-se a formulagdo direta do
método dos elementos de contorno. Em linhas gerais, a superficie que envolve o
dominio ¢ discretizada em elementos ¢ fungdes polinomiais sZo necessarias para
interpolar entre os pontos nodais as variaveis associadas aos noés. Como as incognitas
do sistema s3o relacionadas somente ao contorno, o interior do dominio no precisa
ser discretizado. Ap6s o célculo das integrais no contorno por processos numéricos e
analiticos, s3o obtidos sistemas de equages com matrizes ndo simétricas mas, com
ordem bem menor que as obtidas com as técnicas de dominio. Apoés a resolugdo do
sistema de equagdes, sdo obtidos resultados no contorno como também em pontos

prescritos do dominio.




Capitulo 2

Equacoes da
Elasticidade Linear

2.1 - Introducdo

No presente capitulo sfio apresentadas formulacdes basicas da teoria da
elasticidade linear expressas em funcio das relagdes deformacfo-deslocamento,
equaclio constitutiva e equagdes de equilibrio. Nesta teoria, de acordo com o caso
tridimensional, existem seis componentes de tensfio escritas em fungfo de seis
componentes de deformacfo através da lei de Hooke. Assim, para abordar a teoria
bidimensional de placas de maneira generalizada, as equagdes de equilibrio da placa
sdo expressas em fungfo das seis componentes de tensdo. Em contrapartida, as
relagdes tensdo-deformag@o e as expressdes para as seis componentes de deformagdo
séo escritas em termos de trés componentes de deslocamento, reduzindo o numero de
incégnitas para trés nas equagdes de equilibrio da placa. Tais relagdes séio escritas em
termos de coordenadas cartesianas e cilindricas, visando a posterior obtencdo das
equagdes diferenciais que governam o problema de flex&o de placas.

Neste trabalho, os indices latinos {ijk...} variam de 1 até 3 e os indices gregos

{apy...} variam de 1 até 2.
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2.2 - Relacdo Deformacdo-Deslocamento

Um sélido continuo e homogéneo sofre deformacio quando a posigio relativa
entre dois pontos do mesmo ¢ alterada. Este sélido € considerado rigido quando a
distdncia entre qualquer par de pontos do seu interior permanece constante durante o
movimento. Desta forma, em um sélido, o movimento de corpo rigido ¢é
caracterizado apenas pela translagfio e rotagdo.

Na figura 2.1, a partir de um sistema de coordenadas cartesianas, as
coordenadas do ponto P de um solido inicialmente na posi¢io indeformada sdo
denotadas por (xi, X3, X3). As coordenadas deste mesmo ponto depois da deformagio
sdo denotadas por (Xi+uy, Xp+uy, X3+u3), sendo wuy, uz € uz as componentes do vetor

deslocamento.

'S }{3
P(x;) Estado Indeformado
! P(Xi + 1]_1)
T - .
R — . - Estado Deformado
» X2

Xi

Figura 2.1 - Estado de deformagéo em um solido.
Através de uma descricdo Lagrangeana, onde todas as quantidades sfo

expressas em termos das coordenadas x; da posi¢o inicial, o tensor Lagrangeano de

deformagdes ¢ definido por:

(ui,j tu,+ uk,:‘ukgj) (2.1)

e
Mi»--a
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Os termos quadraticos de deslocamento na equagio (2.1) sdo infinitesimais,
ndo tendo contribuicdo significativa nos problemas aqui analisados. Estes termos
podem ser considerados despreziveis pois as deformagdes que ocorrem nas estruturas
convencionais sfo muito pequenas. Assim, o tensor de deformac¢fes pode ser

EXPresso por:

£y = %“(ui,j + uj,i) (2.2)

2.3 - Equacdo constitutiva

Em uma regido eldastica linear de um sdlido continuo e homogéneo, a equacéio
constitutiva relaciona o tensor de tensdes (oj;) com o tensor de deformagdes (g;)
através da lei de Hooke. Em qualquer ponto do sélido, as componentes de tensio sdo

relacionadas com as componentes de deformacfo da seguinte forma:
O, = Ca‘jklg K (2.3)

sendo o tensor de quarta ordem Cjy, formado por componentes que contém as

constantes elasticas do material,

O tensor Cy € composto por 81 constantes elasticas. Entretanto, se forem
consideradas as simetrias dos tensores de segunda ordem envolvidos, a existéncia de
uma fung@o de densidade de energia e as propriedades de isotropia, estas constantes
podem ser resurnidas a apenas duas (E, v). Desta forma, a equacio (2.3) pode ser

escrita da seguinte forma:

S LA S 2.4
%= W =20 oo T ) & @4
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sendo,
Oy delta de Kronecker,
E: médulo de elasticidade longitudinal,

v: coeficiente de Poisson,

E
21+ v)’

G: médulo de elasticidade transversal, G =

A equacio (2.4) pode ser escrita em termos de deformagdes, ou seja:

g = O, — =500, (2.5)

2.4 - Equacoes de Equilibrio

Considerando-se a figura 2.2, seja um solido continuo e homogéneo de volume

V e area de superficie A, onde atuam forgas volumétricas F; e forgas de superficie t;.

Fy X3

) «_@Z F; ti

X2

v

X1

Figura 2.2 - Forgas de superficie e de volume.




15

O equilibrio estitico de um elemento infinitesimal de volume dV no interior do

solido € dado por:

c;,; +F =0 (2.6)

As forgas de superficie agindo em um elemento infinitesimal de 4rea dA, na

superficie do solido e em uma dire¢fo n;, normal a superficie, sdo dadas por:

. =o.n. (2.7)

sendo n; os cosenos diretores dos dngulos formados pelo vetor normal e os eixos

coordenados x;.
Considerando-se as componentes de tensdo em um ponto, as forcas de
superficie sdo obtidas através do equilibrio estitico de um tetraedro infinitesimal

formado por planos que passam por este ponto (figura 2.3).

» X3

Figura 2.3 - Forcas de superficie em um tetraedro infinitesimal.
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2.5 - Relagées Tensdo-Deformacgdo e Deslocamento em Placas

Através da figura 2.4, um sistema de coordenadas cartesianas (X; X2 X3)
relaciona-se com um sistema de coordenadas cilindricas (r © x3), de forma a escrever
de maneira generalizada as relagdes bdsicas da teoria de flexfo de placas em termos

de coordenadas cartesianas e cilindricas.

4 X3, W, U3

4 X2, V, U2
e T +W, Uz

/' Vg, Hg
e

Uy

X1, U, Wy

Figura 2.4 - Sistemas de coordenadas.

De acordo com a equagfio (2.2), para uma placa sujeita a carregamentos
normais em sua superficie, os deslocamentos resultantes em sua superficie média sio
dados por u, v e w (uy, uz, usz). Assim, através de um sistema de coordenadas
cartesianas, as componentes de deformag@o em fungfo dos deslocamentos podem ser

escritas da seguinte forma:

au
(e) | %
Lgn = 2, (2.82)
€ 33 oW
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(2.8b)

Com relagdio a um sistema de coordenadas cilindricas, a partir de um

carregamento aplicado, os deslocamentos resultantes na superficie média da placa

sdao dados por ur vp € W (u,, ug, u3). As componentes de deformagio em fungfo dos

deslocamentos sdo escritas da seguinte forma:

ou,
grr 0"1‘
Sl oL, w
%1y P8 ¥
£33 ow
x4
}_é’u, N 2
yrﬂ ¥ 59 5’]‘
| du ow
ty”J— Ix, ér
Vo3 vy 1 ow
dx, r o6

_ Yo

¥

(2.8¢)

(2.8d)

Através da lei de Hooke, equagio (2.3), as componentes de deformacgio em

funcdo das tensdes em um sistema de coordenadas cartesianas sfo expressas da

seguinte forma:

]
Eqy -V -V 1

i -

- VTG‘U

!

(2.9a)
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(yu\ 1 Ty
LVHJ = "é" T3 (2.9b)
¥ Trn

Da mesma forma, as componentes de deformagdo em funcdo das tensdes em

coordenadas cilindricas sfo dadas por:

[grr ( 1 -y vacr,,,,\

{ng = %L——V 1 —vicreaj (2.9¢)
Eqy -V -v 1 Aoy,

I(Yrs |1 Trﬁ\[

(}/rSJ:E Tr3J (2.94d)
Ve Tgs

As equagldes (2.9a) e (2.9b), inicialmente expressas em fungdo das
componentes de deformaciio, podem ser invertidas para expressar as componentes de

tensfo em funcéo das deformagdes em coordenadas cartesianas:

l—v v v Y&‘H\

O‘“\I E l(“
ol T I I_thnJ (2.100)

T3

(7)) )
iT”J _ GL},HJ (2.10b)

Seguindo-se as mesmas defimgdes, de acordo com as equagdes (2.9¢) e (2.9d),
as componentes de tenséio em termos das deformagSes em coordenadas cilindricas

sdo dadas por:
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(G‘,,,\I £ |(1— v v v Ygﬂ |

O |= 14 l-v V| & (2.10¢)
LO‘HJ (1—2V)(1+V)L 1% v 1-v 6‘33J
f—; ro ) |(?’ re \|

T, |= GL‘V”J (2.10d)
Tos Vs

2.6 - Equacdes de Equilibrio em Placas

O equilibrio estatico de um elemento infinitesimal, finito, onde atuam em cada

ponto um conjunto de tensdes internas, é mostrado na figura 2.5.

X3

X2

X1

dX3

dXz

Figura 2.5 - Elemento infinitesimal.

Considerando-se as defini¢es basicas do item 2.4, este equilibrio estatico esta
sujeito a um sistema de forcas volumétricas F; ¢ também a um sistema de forcas de
superficie t;. Desta forma, a partir de um sistema de coordenadas cartesianas, pode-se

escrever explicitamente as equagdes de equilibrio deste elemento infinitesimal:
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9on Ot O gy 2.11a)
ox,  Jx,  Ox, ! '

0o, 9% % o (2.11b)
g%, Ox,  Ox, : "
or 7% b7

= T Pw F,=0 (2.11¢)

ox,  x, ' on,

De maneira analoga, para um sistema de coordenadas cilindricas, o equilibrio

estatico ¢ dado pelas seguintes equagdes:

ao’rr + —l_afgr n ar}r + _1__ o - ).,+,. F == 0 (2.123)
ér . ﬁg ax:i y rE ad r

IZR 2 1 o4, AT 54 2

or * r &6 * ox 4 P Tt by =0 (2.120)
étr,, 1d0r,, do,, 1

or 7o T ox, Tyt h=0 (2.12¢)

As componentes das forcas de superficie t;, expressas em fungfo das

componentes de tensdo em um ponto da superficie do elemento sfo dadas por:

I = oy + 1,0, + 750, (2.13a)
Iy = Tyhy + Oyl + Tyt (2.13b)
(2.13¢)

Iy = T30 + TR, + O30,

sendo #; 0 vetor normal a superficie do elemento.




Capitulo 3

Flexdo de Placas Finas

3.1 - Introducdo

Segundo SAADA [44], ¢ comum descrever uma placa como um corpo limitado
por duas superficies paralelas planas cuja distdncia, chamada espessura, é pequena se
comparada com as demais dimensdes. O plano paralelo as faces inferior e superior,

bisseccionando a espessura h, ¢ chamado de plano médio da placa.

X1

Figura 3.1 - Elemento de placa, defini¢do do sistema de coordenadas.




No presente estudo, para o elemento de placa mostrado na figura 3.1, adota-se
um sistema de coordenadas cartesianas de referéncia (xy, X3, Xx3). Os eixos
coordenados x; e Xz estdio contidos no plano médio. O eixo x3 estd posicionado

ortogonalmente ao plano médio e tem sua origem contida neste mesmo plano.

E importante observar que o carregamento aplicado em uma placa deve ser
sempre considerado normal ao plano médio, podendo ou ndo estar combinado com
outro carregamento paralelo a este plano. Na eventualidade de um carregamento
paralelo ao plano médio, seu efeito poderd ser analisado pela teoria dos estados

planos de tensdes.

Neste capitulo € apresentada a teoria de Kirchhoff para placas finas com
pequenos deslocamentos. Descrevem-se nos proximos itens as hipoteses basicas

desta teoria e um resumo dos principais conceitos tedricos envolvidos.

3.2 - Hipoteses Bdsicas

A analise do comportamento da placa ¢ feita em regime elastico linear para um
material homogéneo e isotropico. O equilibrio é feito na posig@io indeslocada,
utilizando-se a hipétese de pequenas deformagdes. Sendo assim, se a deformacfio da
placa € pequena em comparag¢fo com sua espessura, quando a mesma esta sujeita a

um carregamento g(Xi, Xz), as seguintes hipdteses podem ser adotadas:

i) Os deslocamentos normais ao plano da placa s8o pequenos e as deformagdes
na direcfio da espessura pequenas o suficiente, podendo ser desprezadas;

ii}) As tensdes normais atuando nos planos paralelos ao plano médio sdo
pequenas, quando comparadas com as outras componentes de tensfio, ¢ podem ser
desprezadas;

iii) As componentes de deslocamento contidas no plano da placa, variam

linearmente com a espessura;
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iv) Retas normais ao plano médio na posicdo indeformada permanecem
normais apos a deformac#o. Isto significa desprezar as deformagdes por cortante que
causam distor¢io;

v) Nio existem tensdes de cisalhamento nas faces externas paralelas ao plano

médio da placa.

A partir destas hipoteses, das equagdes (2.8a) e (2.8b) da elasticidade, as

condi¢des de deformacio formuladas por Kirchhoff sdo:

_ou v 31
},ES dx3 0’551— (a)
LM G.1b
y23—§x3 Z?’xz_ -1b})
ow
g33 prnd &x—m O (3.10)

A

3.3 - Equacdes Constitutivas

De acordo com o item 3.2, o estudo da flexdo de placas finas tem como aspecto
principal a ndo consideragfo do efeito das cortantes nas deformagdes por flexdo.
Desta forma, a negligéncia da influéncia das cortantes ocorre com a hipotese de que
se¢les planas permanecem planas apos a deformagfio. Esta afirmagfio ¢ entendida

como sendo uma generalizacdio das hipdteses de flexdo de vigas longas.

Em fungfo das hipoteses apresentadas nesta teoria, assumida como uma teoria
de deformacdes impostas, pode-se deduzir das equagdes (3.1) que o deslocamento w
depende somente de x; e Xz ¢ que os deslocamentos u e v sfo lineares em x3. Desta
forma, considerando-se as condigdes de simetria sobre o eixo X3, faz-se a integracio

das equagdes (3.1) em fungdo dos deslocamentos u, v e w, obtendo-se:
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ow

e (3.2a)
1
ow

Vo -—JQK (3.2b)
2

w = w(x,,x,) (3.2¢)

Neste momento, deve-se notar que foi adotado o deslocamento nulo no plano
médio ou seja, assumiu-se a nfo existéneia do estado plano de tensbes. Assim, a

partir das relagdes de deformagdo-deslocamento (2.8a), (2.8b) e derivando-se as

equacdes (3.2), encontra-se:

du a’w
&, = ) - X, P (3.3a)
_ov _ 9w (3.3b)
Fa2 = fx, 3 Ox? ‘
v Au 8w
Viz = x| - 8x, ~2x, x ,6x , (3-3¢)

Nas equagles a seguir, as tensGes O33, O31 € O3 s3o assumidas iguats a zero.
Ent&o, conhecidas as deformagdes em um ponto da placa, as relagdes de tensdes para

um corpo elastico isotrdpico sfo dadas pelas equacSes (2.10a) e (2.10b), da seguinte

forma:

E
GuTe (815 + ngz) (3.4a)

E
On=1_ 2 (522 + '-"531) (3.4b)

T =Gy (3.4¢)
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Substituindo-se nas componentes de tensfo, dadas pelas equagdes (3.4), as
componentes de deformacdo dadas pelas equagdes (3.3), obtém-se as componentes de

tensdo em funcdo das curvaturas:

Ex, [ &*w é’sz
o,y m~1—v2(0”x,2 + v g (3.5a)
o, = =LE (ézw v ész (3.5b)
S A Ox] '
2w
T 1, (3.5¢)

= 2Gx, ——
s éx,Ox

Para a determinagdo das equacdes governantes da flexdo de placas, considere o
elemento de placa mostrado na figura 3.2 onde estéio indicadas as tensGes atuantes em

uma fatia paralela ao plano médio:

X3
dX1 %
AT23 dX3
-

dxs gl

- - ' X)
T3 S On

Ti2 .
* P e . o
X3y ﬁ..“_..“% mmmmmmmmmmm [ Plano médio
Cn

Figura 3.2 - Componentes de tens3o em um elemento de placa em flexdo.

Utilizando-se a regra da mfo direita, os esfor¢os momento fletor e forga
cortante por unidade de comprimento sdo obtidos a partir das resultantes das

componentes de tensdo mostradas na figura 3.2, da seguinte forma:




J‘hfz

L, T X3dx;

J‘hfz
mh/2022x3dx3

hi2

._h,zflzxadxz

hi2

b, TaXsdx,

J‘hfz
Tdxg

- hi2

j‘h/z
T ,,dx,

- k{2
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(3.62)

(3.6b)

(3.6¢)

(3.6d)

(3.72)

(3.7b)

Definidos estes esforgos, considera-se agora o equilibrio estatico de todas as

forgas cortantes e momentos fletores agindo sobre o elemento de placa mostrado na

figura 3.3:

dX3

Figura 3.3 - Esforcos em um elemento de placa em flex3o.

X2
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Fazendo-se o equilibrio estatico dos esforgos atuantes no elemento de placa da
figura 3.3, as equagdes de equilibrio escritas em termos de momentos fletores e

forgas cortantes sdo dadas por:

o0, 00, B
oM |, N oM ., _ 0
ox, | ax, CuT @9
ﬁMzz 5M12
- = 0
ox, + ox, 0., (3.10)

Considerando-se a simetria do tensor dos momentos (M2 = Ma;), derivando-se
as forgas cortantes nas equacgdes de equilibrio (3.9) e (3.10) e substituindo-se as

mesmas em (3.8), obtém-se:

%M, . F* M, . O'M,
o X, &b ¢ (3.11)

Encontrada uma equacfio diferencial em fungfio de momentos fletores, torna-se
necessario relacionar estes momentos com as curvaturas. Para este fim, substituem-se
nas equagdes (3.6a) a (3.6d) os valores das componentes de tenso apresentados pelas

equagdes (3.5). Lembrando-se que (M2 = M), 0s momentos fletores por unidade de

largura séo:
3w 8w
M, = —D{ o + v Py ] (3.12a)
a%w é’zw}
2 = _-D ] 3.12E)
M2 (é’xj L Ox ( )
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éw
M, =-D(1 - V)m (3.12¢)

sendo D a rigidez a flexfio da placa:

Eh’

D=0

(3.13)

A equacdo (3.11) pode ser reescrita introduzindo os valores dos momentos

fletores em fungfio das curvaturas, apresentados pelas equacdes (3.12), obtendo-se:

54w+2 o *tw +é’4w g
ox oxiox: | oxf D (3.14)

A equagfo (3.14), expressa em fungfo dos deslocamentos w, ¢ a equagio
diferencial de equilibrio de uma placa fina sujeita a uma carga distribuida g. Esta

equacio € normalmente escrita em sua forma implicita:

DV (Viw)=g (3.15)

sendo V? um operador diferencial, definido por:

V2

= 5Tt o (3.16)

As expressGes das forgas cortantes em fungdo das curvaturas sdo obtidas
substituindo-se nas equagdes de equilibrio da placa, (3.9) ¢ (3.10), as derivadas das

equagdes (3.12), ou seja:
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0. - Da(azw+azw) -
1n - ﬁxlkéxf é‘xf (3.17a)
a8 (*w ﬁzw}
Q;, =~D ﬁxz(é’xf + PN (3.17b)

As componentes de momentos fletores e forgas cortantes, inicialmente referidas
as direges X; ¢ Xz, podem ser escritas em relacio a um sistema de coordenadas
normais € tangenciais ns. Assim, para expressar genericamente as condigdes de
contorno e vinculagdo € importante a defini¢do dos momentos fletores e forgas

cortantes em coordenadas normais e tangenciais ao contorno da placa.

AX2

Contorno da Placa

X1

v

Figura 3.4 - Sistemas de coordenadas x;x; e ns.

O sistema de coordenadas x;x; pode ser relacionado com o sistema de

coordenadas ns a partir de uma matriz de transformagio de coordenadas, da seguinte

forma:

{xl} = [T]{"} (3.18a)
x, s
n T xi
{S}z[r] {x } (3.18b)

sendo, [T] a matriz de transformagéo de coordenadas e [T)' sua transposta, ou seja:




(7]= {cosa

seno

7y ={

—Seno

—sena n,
cosa n,

sen a n,
cosa| |

30

(3.192)

(3.19b)

As componentes de momento fletor e for¢a cortante nas novas coordenadas ns

podem ser obtidas através de transformagdes tensoriais para momentos e cortantes,

da seguinte forma:

(1] =111"[m,, . ](7]
{0.}=1r1{0..,]

(3.20a)

(3.20b)

As componentes de momento fletor (3.20a) e de for¢a cortante (3.20b) podem

ser escritas explicitamente, da seguinte forma:

M, = M, cos’ & + M,, sen” o +2 M,, sencx cosax

M, = M, sen” a + M,, cos’ a ~ 2 M,, sena cosa

s

0, = 0, cosa + 0,, sen«

Q, = Oy, cosa - O sena

M, =M, - M, ) senaxcosa + M,,(cos’ a —sen® )

(3.21a)

(3.21b)

(3.21¢)

(3.22a)

(3.22h)

Analogamente, pode-se obter as tensGes normais e tangenciais no sistema ns a

partir das equagdes de tensdes conhecidas no sistema xpx2:

(o]

I
ooy
)-..i
Sl

=3
rm——“—
2
=
w2
| PO
p——
[—

(3.23)
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As componentes das tensfes normais e tangenciais apresentadas pela equacgio

(3.23) também podem ser representadas na forma explicita, ou seja:

. 2 2
C, = 0;,C08" a + 0y, sen” o + 27, sena cosa (3.24a)

o, = (0"22 ~ qi)sena cosa +7,(cos’ @ —sen® ) (3.24b)

3.4 - Condicdes de Contorno

A equagdo diferencial de placas finas, que descreve situagdes de pequenos
deslocamentos, nfio pode ser solucionada sem uma conveniente prescrigdo das
condi¢gdes de contorno do problema em consideragfo.

No caso de vinculacGes classicas, para um sistema genérico de coordenadas

como o da figura 3.4, as condi¢fes de contorno sfo dadas por:

i) Engaste

w =0 (3.25a)
2 0 (3.25b)
én '

i1) Apoio Simples

w = 0 (3.26a)
M, =0 (3.26b)

iit) Borda livre

M,=0 (3.27a)
M _ =0 (3.27b)
0 =0 (3.27¢)




32

De acordo com as condigdes de contorno, KIRCHHOFF [02] observou que
apenas duas condi¢Bes sdio suficientes para a completa determinacio de w,
satisfazendo a equagéo (3.14). Assim, através do método variacional, Kirchhoff

mostrou que as condigdes de contorno para a borda livre séo:

M, =0 (3.28)
M,
g, + 75 =0 (3.29)

As condigcGes de contorno relativas a forga cortante Q, € a0 momento volvente
M,s, segundo Kirchhoff, podem ser agrupadas em uma Unica. Esta suposi¢io deu
origem a um esforgo denominado de forga cortante equivalente, cuja intensidade por

unidade de comprimento ¢ dada por:

v, =0, + (3.30)

A partir das equagdes (3.28) e (3.30), a condi¢io de borda livre torna-se
compativel com a ordem da equagfo diferencial, que s6 pode ter quatro valores

independentes no contorno.

Figura 3.5 - Momentos volventes no contorno.
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A figura 3.5 mostra a borda de uma placa com o0s momentos volventes
colocados em forma de bindrios num elemento infinitesimal. Nota-se que no

equilibrio da interface entre dois elementos infinitesimais consecutivos resulta a

equacéo (3.30).

3.5 - Equacdes Constitutivas em Coordenadas Cilindricas

Para facilitar o estudo da flex&o de placas finas torna-se necessario escrever sua
equaciio diferencial em funcio de coordenadas cilindricas.

Considere-se a figura 3.6, onde sdo mostrados os sistemas de coordenadas

cartesianas e cilindricas;
AXo

P(x1, x2)

v

Figura 3.6 - Sistemas de coordenadas cartesianas e cilindricas.

As relagbes existentes entre os sistemas de coordenadas cartesianas e

cilindricas referidas ao ponto P da figura 3.6, sfo as seguintes:

x, = rcosd (3.31)
x, = rsenf (3.32)
r=x! +x] (3.33)

o = arctgnz-zm (3.34)
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A partir das equagdes (3.31) a (3.34) podem-se obter as derivadas parciais de r

e 0 com relac¢fio aos eixos coordenados xyXa:

U 6 3.35
s — .

o " 08 (3.35a)
I _ B 3.35b
&2—rmsen (3.35b)
ﬁg_fzmm send 136
&, r* » (3.362)

Y
Cb
ke
o
Q
#+]
D

ot . (3.36b)

Sendo os deslocamentos transversais w da placa dados em fungfio de x; € x3,

pode-se escrever:

ow _dw or w20

ox, | o ox, | 20 o, (337
Substituindo-se as equagdes (3.35a) e (3.36a) em (3.37), obtém-se:

ow ow  senf ow

—_— = a - .
o, cos Py - 70 (3.38)

7
De acordo com a equacgfo (3.38) pode-se definir o operador diferencial o da
1

seguinte forma:

fm sen@_ﬁ_
Sr r o8

= cosd (3.39)

2
&,

Fazendo-se a aplicagio do operador diferencial da equagdo (3.39) na equagfo
(3.38), obtém-se:
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azw_coszgazw+ 9(1§w+ 1 é’zw)_*_
oxl Sen U\ e TRt G0
d(10
_2send cosd Ew{-;-c—?—z—) (3.40)

De forma analoga a determinagdo das equagdes (3.38) e (3.40) pode-se obter,

em relagfio ao eixo x; , as seguintes equagdes:

ow dw  cosf Sw
o sen @ o + 28 (3.41)

2w sy 9w 29[1aw+1 alw]+
= sen cos —
Ox ; 7 rér rt 287
I dw
+2senéf cosf@ | ——— (3.42)
r éa

Derivando-se a equagdo (3.38) em relacdo a x; ,obtém-se a derivada mista em

coordenadas cilindricas:

’w__ o g(é’zw 16w Lazw%
driox, NS GT T e T v s
1 ow
tg — 9 [ ] 3.43
+(cos sen ey (3.43)

Somando-se as equacdes (3.40) e (3.42), obtém-se o operador diferencial de

Laplace em coordenadas cilindricas:

a Tl ) T\ar Ty T eet ) >




Portanto, a equaglo diferencial de placas finas (3.14) em coordenadas

cilindricas € dada pela seguinte equagfo:

al ra o el ra ) D (3:45)

A partir das defini¢es dos deslocamentos w em coordenadas cilindricas, os
momentos fletores das equagdes (3.12) podem ser expressos neste sistema de
coordenadas utilizando-se as relagdes encontradas nas equacdes (3.40), (3.42) e

(3.43), resultando-se em:

[ 52
M, =_~D|.0;rw(cos 0+ vsen®8)+ (j_?: j Zgwj(sen 8 +vcostd)+
I éw )_I
_ _ S A 3.46a
2sené cosd (1 - v) ( Py J ( )

Fw 1 1 Fw
Mzzm—l{ e (cos 0 +vsen’ )+ (r St }sen29+v00329)+

+2senf cosd (1 - v)—(%—%” (3.46b)

g
M12=”D(1“V)[Sen9(:059(5?}-m — =5

lé’wJT

4
ey (3.46¢c)

+(cos? 8 - sen? (9) (

De forma andloga, as equag¢des (3.17) que representam as forgas cortantes
também podem ser escritas em coordenadas cilindricas e suas expressbes finais sio

dadas por:
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send 2 (3.47a)
. é’g W_ . a

[ &
= - VW -
o DLCOS@ & Y

H

s 6 2
mD|:sem9 AT A (3.47b)
or roor

Q22

Conhecidas as expressdes em coordenadas cilindricas dos momentos fletores e
forgas cortantes, pode-se deduzir neste mesmo sistema de coordenadas as expressdes

para momentos e forcas cortantes normais e tangenciais em um ponto genérico P
(figura 3.7).

Analisando-se a figura 3.7, § ¢ o 4ngulo formado pelos versores r n , que

somado a 8, formam o angulo «.

AKXy

Contorno da Placa

X1

»
»

Figura 3.7 - Relagdio das coordenadas ns de um ponto P do contorno da
placa, com as coordenadas cartesianas e cilindricas.

Substituindo-se nas equagdes (3.21) o valor de a=0 + B e os valores das

equagdes (3.46), obtém-se os momentos fletores normais e tangenciais em

coordenadas cilindricas:

2

M, = =0} (cos* § + vsen’ B) 23+ (sen’ B + veos )(?2;7"”“?7@; ’

+2(1 - v)sen B cos %G—%—H (3.48a)
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[ 2 2
M, = ~q(cos2 B+ vsen® g) 0;"? +(sen® B + vcos? ﬁ{%%*%%}
~2(1- v)sen B cos B iG——j—g—ﬂ (3.48b)

1 ow 2 2
Mmool ")[Se“ﬁ corp 15 G- 2 -
¥
|

+(cos f — sen ﬂ)—(r o"‘r) (3.48¢)

Pode-se obter também a forca cortante normal ao contorno em coordenadas
cilindricas, substituindo-se a equagio (3.47) e o valor de o na equacio (3.22a), ou

seja:

o 1 & )
Q, = —D(& Vweosfl + iy Vwsen f3 (3.49)

Derivando-se a equag@io (3.48¢), que é fungfio de r, © e B, em relagfio a

coordenada s, obtém-se:

oM, M, or OM, 30 OM, 3P

ns

= 3.50
s o & 00 &5 o8 o (3:50)

As equagdes das derivadas de r, 8 e B, em relagio a coordenada s, sd3o dadas

por:

o Or Ox, N ar Ox,
Js  Ox, 65 Ix, Os

= —sen f (3.51a)
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a6 a8 x| a8 ox, cos f3

os ox, Os " ox, Os (3:51b)
o é S 80 1 cospf
s —é’s(a-t-g)m & & R r (3.51¢)

sendo, R o raio de curvatura do contorno no ponto P (figura 3.7).

Substituindo-se na equagdo (3.50) os resultados encontrados nas equagdes

(3.51), obtém-se:

M M, 16M,, ( 1 cosf ] M
= — + J— — UL
sen f3 " cosf + T

07 174 a6 R F

(3.52)

Somando-se as expressdes de Qg € ﬂ\g—* obtidas das equagdes (3.49) e (3.52),
s

respectivamente, pode-se escrever a expressdo para a forga cortante equivalente em

coordenadas cilindricas;

) 1 oM 1 M
V m(—D——Vw+;- ”"jcosﬂ —[DMMOLVW+ "‘Jsenﬂ +

" I o6 r 66 or
1  cosp )aM ‘

- s 3.53

+(R , ey (3-53)

3.6 - Solucdo Fundamental

Entende-se solugdo fundamental como sendo a resposta a um ponto genérico de
um dominio (em geral infinito), denominado dominio fundamental, devido a
aplicagdio de uma carga unitiria em outro ponto desse dominio. Para o caso
especifico de placas finas, o deslocamento w em um ponto qualquer &, denominado
ponto de deslocamento, ¢ devido a uma carga unitaria aplicada em outro ponto x,

denominado ponto de carregamento.
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Considere a seguinte equagfo(ver equacio 3.15):

D.V*(Viw')= A(&,x) (3.54)

A chamada solugfo fundamental ¢ definida em BREBBIA ¢ DOMINGUES
[45] como uma solugdo singular da equagfio de Laplace com n3o homogeneidade
discreta dada pela fungfio delta de Dirac, A(E,x), apresentada por CRUSE {46].

A fungéo delta de Dirac é definida da seguinte forma:

TA(g,x)dx =1 (3.55a)

—u2

jﬂﬂM&ﬂﬁ=f@) (3.55b)

a A o0

...E.u
o
¥

Figura 3.8 - Fungéo delta de Dirac.

A figura 3.8 mostra a func¢fio delta de Dirac, A (£, x), que é uma funcio
generalizada e pode ser definida como o limite da funcdo normal [47]. No limite, a
funcéio delta de Dirac € nula em todos os pontos do dominio exceto em um ponto

onde ela vale infinito, ou seja:

AlE,x)=0 sex# & (3.56a)
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Alé,x) = sex=& (3.56b)

Considerando-se um sistema de coordenadas cilindricas e também a simetria

existente, a equagio (3.54) pode ser escrita na seguinte forma (ver equagio 3.45);

(dz JldYdiw +idw*Jm A(&,x) o
dr’ rdrAdr* r dr) D (357

Redefinindo-se a equagfio (3.57) de uma forma mais conveniente, obtém-se:

1d i&g@( Lw_j _Alg)
r dr iVa’r!'r dr 4 dr J D (3.58)

A solucdo fundamental de placas finas, w', é obtida com a resolucdo da
equacdo diferencial de placas finas (3.58) para todos os pontos do dominio

fundamental, exceto no ponto de carregamento.

Impondo-se para a equagiio (3.58) as condigBes essenciais em relacio a r, dadas
em PAIVA [33], pode-se escrever:

g w
55 = 0 para r=90 (3.59a)
M 1
2z - 3.5
O+ r 2y (3.590)

Utilizando-se as hipéteses apresentadas no trabalho de DANSON [30], as

condigdes essenciais (3.59) e integrando-se sucessivamente a equagfo (3.58) em

relagdo a r, chega-se a:

ikl
W _SEDr nr 5 (3.60)
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A equagfo (3.60) € a solucio fundamental de placas finas, ou seja, o valor do

deslocamento w numa placa infinita, devido a uma carga concentrada unitiria

aplicada num ponto distante r deste deslocamento.

A partir da equagfio (3.60) sHo obtidos os deslocamentos e esforcos em um

ponto genérico do dominio fundamental. Especificamente, as componentes de

momento fletor, a derivada do deslocamento transversal e a forca cortante

equivalente, sdo encontradas através da equagdo (3.60), ou seja:

ow’ r

7 = D Inrcos g (3.61)
. 1

M = "Z}m[(H V)inr+(1-v)cos® g+ v] (3.62)
* (1"" V)

M = .
w=go sen2f (3.63)

V= Cosﬁ[2(l—v)sen2ﬁw3+ v]+(1_v)cos2ﬁ (3.64)

" Ay 47R '

Uma dedugéo mais detalhada das equagGes (3.60) a (3.64) pode ser encontrada

no trabalho de PAIVA [33].




Capitulo 4

Flexdao de Placas
Moderadamente Espessas

4.1 - Introducdo

De acordo com o que foi desenvolvido nos capitulos anteriores, pode-se
observar que a formulagfo classica de KIRCHHOFF [2] para placas planas finas
apresenta algumas hipoteses simplificadoras. Basicamente, o uso das hipéteses
simplificadoras levou a redugfio das trés condi¢des de contorno naturais do problema
para somente duas, devido a natureza de quarta ordem da equagio diferencial. Da
mesma forma, observou-se também a auséneia do efeito da deformagiio por cortante
na formulagfio do problema.

As teorias formuladas por REISSNER [4] e MINDLIN [5] para a flexfio de
placas moderadamente espessas, consideram as trés condigdes de contormno
necessarias, devido a natureza de sexta ordem da equagdo diferencial. Estas teorias,
deduzidas das equag¢des tridimensionais da elasticidade, incluem também o efeito da
deformagio por cortante na formulagio do problema.

Neste capitulo, considerando-se as defini¢Ses basicas dos capitulos anteriores,
¢ apresentada uma formulacfio para pequenos deslocamentos de placas planas
moderadamente espessas, bem como solugles fundamentais para o referido

problema, tendo como base a teoria de Mindlin.
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De forma analoga, com base na teoria de Reissner para flexio de placas

moderadamente espessas, sdo apresentadas as solugbes fundamentais propostas por
WEEEN [34, 35].

4.2 - Hipdteses Bisicas

As hipdteses a serem consideradas para esta formulagfio, com base na teoria de
Mindlin, sdo semelhantes as aquelas apresentadas no capitulo 3.

Entretanto, para a presente formulagio, as retas normais ao plano médio da
placa na posi¢do indeformada ndo mais permanecem normais apos a deformacio. Isto
significa incluir as deformages por cortante que causam distor¢io na peca. Desta
forma, a formulagfio de Mindlin assume que a deformacfio por cortante é constante na
espessura.

Considerando-se estas hipdteses, pode-se escrever:

Y 13
= 4,
) 0 (4.1a)
3 13
—_ 4‘1
3 0 (4.1b)
Eyy = 0 (4.2)

Assim, a partir das equagdes (4.1), as deformagBes cisalhantes na diregfio da

espessura sdo assumidas iguais a valores constantes, ou seja:

Yis = 57T = K,y (4.3a)

T, = K, (4.3b)
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Ao assumir que as deformagdes cisalhantes so constantes na espessura, é
necessario corrigir o modulo de elasticidade transversal G para considerar
apropriadamente o efeito das tenses de cisalhamento. Para esta correcio, MINDLIN
[5] definiu um parimetro x, que foi obtido por consideracdes de propagacio de onda.
Para um material com coeficiente de Poisson igual a 0.176, este parimetro apresenta
resultados iguais para as teorias de Mindlin e Reissner. Para materiais com
coeficiente de Poisson de zero até 0.5 o parimetro k muda quase que linearmente, de
(.76 para 0.91, respectivamente. Assim, a correcio do moédulo de elasticidade

transversal, a partir do parAmetro x, pode assumir o seguinte valor:

G =x'G=——G (4.4)

4.3 - Equacdes Constitutivas

Para a formulagdio desenvolvida neste capitulo, assume-se novamente que w
depende somente de x; e X e que u ¢ v sfo lineares em x3. Entretanto, funcdes
desconhecidas dependentes das forgas de compressdo ou tragio contidas no plano da
placa, vio aparecer nas expressdes dos deslocamentosu e v.

Assumindo-se a inexisténcia do estado plano de tensdes na placa estudada,
estas fungGes em u e v sdo nulas na superficie média. Sendo assim, das equagbes
(4.2), (4.3) e das equagdes (2.8b) da elasticidade, as deformagdes na direcio da

espessura sdo dadas por:

u ow

Vi = ox. +mf5’x; = K, (4.5a)
ov ow

+ = K, (4.5b)
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A partir das equagdes (4.2) e (4.5), pode-se escrever:

Ou ow 46
= K, - —
é’xB ! ﬁxl (4.6a)
o v 4.6b
= K -—_
Ox 4 * o ox, (4.6b)
AL 4.6
69.’(:3 " ( . C)
Fazendo-se a integraco das equages (4.6), obtém-se:
U= X [K‘ ﬁwmmJ 4.7
- 3 i axl ( . a)
Vo= X (K oW J 4.7b
3 2 é’x2 ( . )
w = w(xz,xz) (4.7c)

Para facilidade, a partir das equagdes (4.7), considere as seguintes funcdes:

ow
ow

¥, = Ky - (4.8b)
2

Embora o desenvolvimento apresentado por Mindlin ndo seja exatamente este,
procura-se mostrar a relacéio entre as fungdes W; usadas por Mindlin e as derivadas da
fungdo w usada na teoria de placas finas. Cabe observar também que Mindlin
justificou em seu trabalho o uso das fun¢des W; como analogas as apresentadas por
Timoshenko em sua teoria de vigas [48, 49]. As fun¢Bes W; serdo utilizadas nas

expressfes dos momentos fletores, momentos torgores ¢ esfor¢os cortantes, como
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sera visto a seguir, j4 incluindo o efeito da deformagdo por cortante na formulagdo do
problema.
Assim, considerando-se as equagdes (4.7) e (4.8) e utilizando-se as equacdes da

elasticidade (2.8a) e (2.8b), obtém-se:

M,
& = X, o, (4.9a)
75
£ap = X5 - 2 (4.9b)
2
ov, a""PE)
- el B 9
ar xs[éxl * (4.9¢)
ow
= 4.9d
yl} éxi + \{11 ( )
ow
¥y = ox, + ¥, (4.9¢)

Através das relagdes tensfo-deformagio apresentadas em (2.10a), (2.10b) e das

equagdes (4.9), pode-se escrever:

_ + 4.10a
9y 1— 2 Uéx, v &, ( )
Ex, { &, o’*esz
= 4.10b
Ca =77 (V x, + x, ( )
Ex, (1-”(&?2 owlj
RETLTT s, e, (4.10c)
[ ow
r =G (mém;m+lyl) (4.10d)
I

[ ow
Ty =G (ﬁx +qu) (4.10e)
2
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Analogamente s defini¢des do capitulo 3, substituindo-se as equacdes (4.10)

nas equagdes de momentos fletores definidas em (3.6), obtém-se:

g o (4.11a)
s .
M - 1 2] i
22 D(V ar, + _”axz (4.11b)
(1- v)(m{,_ é\P,)
M, =D .
12 2 \ & T, (4.11¢)

Através das equagdes (3.9) e (3.10) de equilibrio da placa e das derivadas das
equagdes (4.11), obtém-se:

0 wD{é’“str %y, (1—-—1/)[53’2"1’2 azqg”
|3 W

4.12
axl Va2 \anex, | ox (4.122)
(o2w, oW, (-w(ow, o
_p Y ! ! 2) 4.12b
O =P a2 e T A 120

Fazendo-se as derivadas das equagles (4.12) e utilizando-se a equagio de
equilibrio das forgas cortantes (3.8), obtém-se a equagfo diferencial de placas

moderadamente espessas com relagio as fungdes Wi

0”3‘-}’§+ a°y, N 3°Y, +(§’3‘P2
ox} Ox Ox;  Oxlox, x;

g
-5 (4.13)

Na forma implicita a equagdio (4.13) pode ser escrita da seguinte forma:

o, o g
20O O 8
V( * J D

4.14
o (4.14)
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A partir das equages (3.7), das equagdes (4.3) e da equagio (2.8b), pode-se
escrever:

g,=G h[;i:—+ ‘PJ (4.15a)
Qg,, = G'h[jxw +1112) (4.15b)
2

Introduzindo-se as derivadas das equagdes (4.15) na equagéo de equilibrio para

cortantes (3.8), obtém-se a equagfo diferencial de placas moderadamente espessas

em relagio ao deslocamento e as fungdes W;:

N i7ad g
V2 Zo1 __.__2_)=__m..7“ .
( w+ 1+ ) G (4.16)

De forma generalizada, a partir da teoria formulada por Mindlin, é mais usual

escrever as equagdes governantes como trés expressdes em termos do deslocamento

w ¢ das funcdes W, e W, ou seja:

o | ow é | ow 24(1+ v)
@c][éxl+\¥lj+dxz(dfz +‘P2]+ P g =0 (4.17a)

Wy 2K [52\{1+ 592‘?2+1—v(é‘2‘§’2+62‘¥‘1) Co i
a TN A T aa T 2 e, T ar )"0 41

LR 21 !-.62‘112_!- o +lmv(§2‘i’1 ~|~§2%) =0 (4.17
a2 v et aa, 2 \ana, a0 @179
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4.4 - Equagées Constitutivas em Coordenadas Cilindricas

De acordo com o item 4.3 e as defini¢des de coordenadas cilindricas
apresentadas no capitulo 2, assume-se que w depende somente de r € 6 ¢ que u, ¢ vo
s80 lineares em x3. Da mesma forma, fungdes desconhecidas vido aparecer nas
expressdes de ur e vy que sdo assumidas nulas pela inexisténcia do estado plano de
tensdes na placa estudada.

Considerando-se as equagdes (4.3) e as equagdes (2.8d) da elasticidade em

termos de coordenadas cilindricas, pode-se escrever:

Ju, Ow
Vg = (é’x + “é“;mj = K, (4.18a)
3
v, 1 ow
Vo3 = s +;——§9 = K, (4.18b)
3

du aw
I - 4.19

ox, 77 or (4.192)
v, 1 ow

e _Llow 4.19b
ox Ko = v 0 ( )
ow

= 4.19
ox , 0 ( ©

Fazendo-se a integragéio das equagfes (4.19), obtém-se:

=
Il

x3[i{r - @w] (4.20a)

vV, = x3(1c9 - —-—-—-—J (4.20b)
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w=w(r0) (4.20c)

A partir das equagdes (4.20), consideram-se as seguintes fungdes:

¥ -k - (421a)
r # ﬁr
1 6w
VYV, = x, - ;—-é? (4.21b)

Das equagBes (4.20), (4.21) e fazendo-se uma analogia as equagdes da
elasticidade (2.8c) e (2.8d), obtém-se:

= or, 422
grr x3 é’r ( a)
ok (\y + N”) (4.22b
Egp = = :
&8 r r 59 )
1 8%, &v, wg]
Vo =% (r 20 ar (4.220)
ALY 422d
;Vr3 - 61971" + r ( )
1 dw
Yaos = ‘;““é“é—+ Y, (4.22¢)

Através das relagbes tensfo-deformagfo apresentadas em (2.10c), (2.10d) e das

equagdes (4.22), pode-se escrever:

oL (ﬁ’w 1[—‘9{}‘94-1?)} 4.232)
T =107 Y\ o (4.23a

o
E oF
o, % { ,,J+ v } (4.23b)
1 - p? or
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. _ _Ex, (1-”(1(@& ‘P] a“%) 23

S [PV 2 r\Noe )T o (4.230)
(6w

T, =Gl oo, (4.23d)
(1 6w

Tos =Gl oo+ (4.23¢)

Substituindo-se as equacles (4.23) nas equagdes de momentos fletores

definidas em (3.6), obtém-se:

M = D(N’ -L[Na ¥ D 4.24
= ar Yy e T (4.243)
1{ o¥ oV
M,, (’_(59 Y, v — (4.24b)
1-v(1{o¥ ) 5\119]
M =D - Lo_ .
6 2 (r(a”@ Yo )t =% (4.240)

A partir das equac¢des (3.7), das equacdes (4.18) e das equagdes de deformagio-

deslocamento (2.8d), pode-se escrever:

0. =G ‘h(%’-ur k?) (4.25a)
0, =G 'h[%%——+ LIJH] (4.25b)

Os esfor¢os momento fletor e forga cortante definidos em (4.24) e (4.25) sdo
necessarios para a obtengfo das equaces de equilibrio da placa de espessura
moderada em coordenadas cilindricas. Portanto, para a determinagio das equagdes de
equilibrio da placa, considere-se um elemento placa equilibrado pelos esforgos de
momento fletor M,,, Mgs, M,y € pelos esforgos de forca cortante Q, e Qg conforme

mostrado na figura 3.2.
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Xy

Figara 4.1 - Equilibrio de momentos fletores e forgas cortantes em um
elemento de placa.

r S

(t-+dr)do

P2 ; Pz’
Figura 4.2 - Vetores de transformacéio de coordenadas.
A figura 4.2 mostra as transformagdes de coordenadas do lado esquerdo e

direito das bordas inclinadas do elemento de placa, de forma a rearranjar nas dire¢Ges

horizontais e verticais as componentes de momento fletor apresentadas na figura 4.1.
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Considerando-se a geometria dos pequenos deslocamentos, onde o send pode

ser aproximado pelo 4ngulo ¢, a transformagio de coordenadas para o lado esquerdo
da borda inclinada é dada por:
Py= D+ pag (4.262)

Py =P, - p ¢ (4.26b)

Da mesma forma, a transformacio de coordenadas para o dado direito da borda
inclinada ¢ dada por:
g, =G, - q,¢ (4.27a)

94, =q,+q,9 (4.27b)

Em fungdo da transformagfio de coordenadas, a equagio de equilibrio de

momentos e cortantes em relagéo a r € dada por:

oM, "I""C?Mr&+1—(M My, ) =0 4.28
or +}" A0 r e o Qr‘_ ( )

A equaco de equilibrio em relagfio a O para momentos fletores e forgas

cortantes ¢ dada por:

oM ,, 1 M M,
p +r gy + 2 " -¢g, =0 (4.29)

Fazendo-se o equilibrio das forgas cortantes, obtém-se:

00, 109, 0,
ér r 8 F

+g=0 (4.30)
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As derivadas das equagdes (4.24) em relagfio a r e a 0 sio escritas da seguinte

forma:

M, 10, jw(équ ”*"PJ 1(52% ﬁg)? iar
> Pl "M ) e ) (431a)
M,y Df_z_ oy, é"{JrJ y ] 3t
oo - Pl \ e e é’ro”@_! (4-310)
M., mD(i—v)—_L(ly _QPWJ (a ¥, o¥, J+a2w ian
a 7 2 72\ T ) e T e (331
oM |, - w[1{o2w, ov, NG 1

- AR (4.31d)
o9 2 | r g0 00 )" oroe

Substituindo-se as equages (4.24) e (4.31) nas equagdes de equilibrio (4.28) e
(4.29), obtém-se:

=D éiji’ +¢,1mmm__5‘{lr ..E__( T\ 7 ) ._]1'_‘92\?9 +

Q, ot T F e ri\g0 )T 2y oacr
A-v)tae*y, o¥

5 Py Mf’ (4.32a)

(1-wv)| 1 (or (a‘y é‘PJ o2y, |
QﬁzD{ 2 I{”ﬁ”(a@ "\P) 2o a )t A |t

+1(azw9 al}f,] y 07

+

- 32
20 " 20 } (4.325)

e Groe

Substituindo-se as derivadas das equagdes (4.32) na equagdo de equilibrio

(4.30) e rearranjando-se os termos, obtém-se:
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f* 12 152)(5?, 1 o¥, w,)_ g 4133
[§r2+rc’>’r+r2§92 Ty * T D (4.39)

sendo a equacgfio (4.33), a equagdio diferencial da placa moderadamente espessa em

coordenadas cilindricas e em fungfo das fungdes W, e We.

De acordo com a formulagfio de Mindlin, é mais usual escrever as equagdes
governantes como trés expressdes em termos do deslocamento w e das fungdes s e
Wy. Portanto, a partir da equagfio (4.33), considerando-se a simetria radial do
problema e escrevendo-se de uma maneira mais conveniente, obtém-se uma equagfo

diferencial da placa moderadamente espessa em relagdo a r:

i_d[rd(d?r+‘1’,]]=__lg;_ (434)

sendo o diferencial total, pois a fungfio ¥, depende apenas de r.

Considerando-se novamente a simetria radial do problema, as outras duas
equagdes diferenciais em termos do deslocamento e rotag8es sfio obtidas igualando-

se as equagdes (4.25) com as equagdes (4.32), ou seja:

dw D (d*¥ 1d4d¥ V¥ )
_— LIJ e r e LA I fves 435
dr+ r%Gh(drz +r dr rl 0 (#.33)
d*y 1 d¥ L4 y

b gp 2 . 26 0 (4.36)

dr? r dr  r* DU-v) °°

sendo o diferencial também total, pois o deslocamento w e as fungBes W; dependem

apenas de r.
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4.5 - Solug¢do Fundamental através da Teoria de Mindlin

De acordo com formulag¢do apresentada até o presente momento, seguindo-se
as hipoteses de Mindlin, pode-se observar que as solugdes fundamentais da placa
moderadamente espessa estdo relacionadas ao deslocamento w ¢ as fungtes W, e We.

Para o caso de ¥, a solugio fundamental ¥," ¢ obtida considerando-se as
defini¢des da fungdo delta de Dirac. Portanto, a partir da equagio diferencial da placa

(4.34), pode-se escrever:

x * A
14,4 (‘W’" + LP) __AGY) 4.37)
r dr dr dr F D

sendo, r={[x1(x)-—x;(§)}2+[xz(x)-xz(§)}2}“2 a distancia entre o ponto singular & e o
ponto fonte x, A(E, x) € a chamada fungdo delta de Dirac apresentada no trabalho de

CRUSE [46].

A partir de integra¢des sucessivas da equagfo (4.37), pode-se escrever:

* *

d¥, v,
P + —= A/ Inr + 4, (4.38)

A equagéio diferencial (4.38) tem por solucéio geral a seguinte expresséo:

* 1
v = Ai(;—lnr— %)JF A, —;-—+ 4, (4.39)

sendo, Ay, A; e Aj as constantes obtidas da integragio.

Pela condigdo de simetria do problema, a constante de integracdo Aj; é obtida

. . ~ * - ~ 4 M
fazendo-se o limite da fungdio ¥, ser nula quando a disténcia r tender a zero, ou seja:
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limW¥, =0 (4.40)

r—> 40

Através da condigdo (4.40) chega-se a:
A, =0 (441

A partir da equagio (4.41), a equagfio (4.39) pode ser novamente definida,
sendo dada por:

* ¥ ¥ r
Y, = Al(“z“fnr ,,-4—).;. 4, 5 (4.42)

A constante de integracio A; ¢ obtida a partir da condigiio de equilibrio das
forgas verticais atuantes em uma circunferéncia de raio r, cujo centro é o ponto de
aplicagfio da carga unitéria (figura 4.3).

Pela figura 4.3, a cortante necessaria para equilibrar a carga unitdria em um

ponto qualquer da circunferéncia é dada por:

(4.43)

Figura 4.3 - Forgas verticais atuantes em uma circunferéncia de raio r.




59

A cortante Q, € obtida através da integragdo sobre o contorno da

circunferéncia, ou seja:

Ierdﬁ =2rarQ, = ~1 (4.44)

De acordo com a equagfo (4.32a), considerando-se a simetria radial do

problema, pode-se escrever;

o, = D[ d (dqj: + ‘P:J} (4.45)

Considerando-se a equagfio (4.45) e substituindo-se o valor de Q, pela relagio
dada em (4.44), chega-se a:

= ——— (4.46)

Substituindo-se na equagio (4.46), o valor da solugéo fundamental ¥, dado em
(4.42), obtém-se:

(4.47)

A partir da equacio (4.47) pode-se escrever:

* 1 { IJ ¥
— — — 4.4
\I’r 4 rilnr 5 + A2 5 ( 8)




Escrevendo-se a equacio (4.48) de uma forma mais conveniente, obtém-se:

V= - L r(lnr - ————————--—-~——(A22+ 1)]

4D
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(4.49)

A partir da solucfio generalizada para a solugio fundamental ¥, , equacdo

(4.49), pode-se obter solugdes diferenciadas para o deslocamento fundamental w™ da

placa moderadamente espessa. Assim, relacionando-se a equacio (4.43) com a

equacéo (4.25a) chega-se a:

[dw‘+tp‘)— _ 4.50
dr r )T T 0xG hr (4.50)

Substituindo-se na equagdo (4.50) a solugfo fundamental ¥,", equacdio (4.49), e
integrando-se w em relagdo a r, obtém-se uma solu¢do generalizada para o

deslocamento fundamental da placa moderadamente espessa:

. A, +2
wh o= r2(1nr—( 2 T )]- L inr+ B, (4.51)
87D 2 272G h

sendo B; uma constante obtida da integragfo.

Como a placa analisada neste trabalho € considerada infinita, o valor de B,
pode ser entendido como um deslocamento de corpo rigido na solugfo fundamental.

Logo, este deslocamento de corpo rigido poderia ser desprezado, assim:

w’ ! rg(lnr—(A2+2))— !

= —Inr (4.52)
87D 2 272G h

Fazendo-se uma analise das equacgdes (4.49) e (4.52), a constante de integracio

A; poderia ser definida a partir de condigdes de contorno sobre uma placa qualquer.
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No caso da placa estudada neste trabalho, ndo foram incluidas condigGes adicionais
para esta constante no sentido de considerar apropriadamente o seu efeito. Partindo

deste principio e considerando-se A;=-2 na equagio (4.52), pode-se escrever:

w o= ! Filnr — 1, Inr (4.53)
D

Impondo-se¢ o mesmo valor para a constante A; na equacfio (4.49), pode-se

ESCrever:

* 1 1
gt I |
r = " 4zD r[mr * 2) (4.34)

E importante observar que o primeiro termo da equagio (4.53) corresponde ao
deslocamento fundamental de placas finas através das hipoteses de BEZINE [31] e
STERN [32], o segundo termo corresponde & incluséo da deformacfo por cortante na
formulagdo do problema. Na equagfio (4.54), o valor da solugiio fundamental ¥,
corresponde a derivada do deslocamento fundamental de placas finas apresentadas
pelos mesmos autores.

De maneira analoga, considerando-se A; = -1 na equagfio (4.52), pode-se

ECréver:

W= rg[lnrm}mj-— 1, Inr (4.55)

Considerando-se 0 mesmo valor para a constante A; na equagfo (4.49), pode-se

¢screver:

*

* T 41D

&
|

rinr (4.56)
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O primeiro termo da equagdo (4.55) corresponde ao deslocamento fundamental
de placas finas através das hipoteses de DANSON [30]. O segundo termo novamente
corresponde 4 inclusdio da deformago por cortante na formulagdio do problema. A
equacdo (4.56) corresponde a derivada do deslocamento fundamental para a solucdio

de placas finas, desenvolvida pelo mesmo autor,

Em tltima andlise, para o caso da funcfio Wy, a soluglio fundamental Wo &

obtida a partir da equagfio (4.36) que, escrita de uma maneira mais conveniente ¢é

dada por:
d’¥, 1d4¥, V¥, -
- - - VY, =0 .
dr? rodr r? P Fo (4.57)
sendo p dado por:
2G h
p= m (4.58)

Para a resolucfio da equacfio (4.57) € necessario expressa-la em termos de uma

equagdo diferencial conhecida. Neste sentido, considere-se a seguinte transformagfo:

ro=rp (4.59)

A derivada de Wy em relacfio a r, é dada por:

Qv 0¥, or ¥ .60
ar ir r 5;

A partir da equagdo (4.60), obtém-se a segunda derivada de W' emrelagioar,

ou seja:




2’¥, 2 [ ow
2 - _
o a”rtﬁ

> .

Yor , %Y,

"Jd = p?—it (4.61)

v -
ar

™t

Substituindo-se as equagles (4.59), (4.60) e (4.61) na equacio diferencial
(4.59), obtém-se:

d’w, 1dv¥v, [1
2t T -
r

- — 4 1}?; =0 (4.62)
dr

dr r

A equagfio diferencial (4.62) tem como solugfio geral as fungdes de Bessel
apresentadas em ABRAMOWITZ ¢ STEGUN [50]. Desta forma, considerando-se a
equagdo (4.59), pode-se escrever:

*

¥, =C, 1, (pr)+ C,K,(pr) (4.63)
sendo, I; e K; as conhecidas fungSes de Bessel ¢ C; e Cy constantes a serem

determinadas.

Fazendo-se o limite da fungdio Wy ser nulo guando r tender ao infinito, pois no

infinito a placa ¢é plana, obtém-se:

lim¥, = 0 (4.64)
Aplicando-se o limite no lado direito da equac¢do (4.63), quando r tende para o

infinito, pode-se escrever:

lim [C, 1, (pr)+ C,K, (pr)]=0 (4.65)
Para a resolugdo da equago diferencial (4.57) s#o apresentadas na figura 4.4 as
formas de convergéncia das fungdes de Bessel, necessarias na analise das fungdes I e

K; e das equacdes (4.64) e (4.65).
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Analisando-se a figura 4.4, as equacOes (4.64) e (4.65) pode-se observar que a
fungZo I, vai para o infinito quando r tende para o infinito. Sendo assim, a solugéo da

equacio (4.63) deve ser independente de I, logo:

C. =0 (4.66)

A funciio de Bessel K; tende a zero quando r tende para o infinito. Desta

forma, considerando-se a simetria radial do problema, pode-se escrever:

C, =0 (4.67)

Figura 4.4 - Esbogo do grafico das fungdes de Bessel Iy, I, Ko € Kj.
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Seguindo-se este desenvolvimento, pode-se concluir que a solugio fundamental

Wy tem valor nulo, ou seja:

¥, =0 (4.68)

Apesar da equacgfio diferencial ser homogénea esta conclusdo poderia ser
imediata mas, preferiu-se apresentar a solucfio completa com objetivo puramente

didatico.

Assim, encontradas as solugdes fundamentais, os esforgos fundamentais,
momento fletor e forga cortante, sdo determinados a partir das solug¢fes em termos do
deslocamento fundamental w', equacdio (4.54), da solugdo fundamental ¥,, equacio
(4.49) e da solugio fundamental Wy', equagdio (4.68). Considerando-se a simetria
radial do problema, estes esforcos sdo obtidos a partir das equagdes (4.24) e (4.25),

chegando-se a:

M) = - L[(z +v)Inr - (4:=1) v(ds+ 1)] (4.69a)
4 2 2
<L (4, +1) v(4,-1)
M,, = ppe {(1 +v)lnr 5 5 (4.69b)
M ,=0 (4.69¢)
. 1
Q. = - P (4.70a)

Ope = 0 (4.70b)
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Cabe lembrar que as solugBes fundamentais, apresentadas pelas equagdes
(4.49) e (4.54), sdo formulagdes generalizadas que podem ser devidamente alteradas.
Como exemplo, a adog8o de valores arbitrarios para a constante A,, levou-se a
formulagdes conhecidas como as de Stern-Bezine ¢ Danson.

Portanto, as equagBes (4.69a) e (4.69b), dependentes das solugdes
fundamentais, também sfio formulacdes generalizadas e podem assumir valores
arbitrarios conhecidos na bibliografia de placas, de acordo com o problema

analisado.

4.6 - Esforcos ¢ Deslocamentos Fundamentais Generalizados

Inicialmente, deseja-se rescrever as componentes fundamentais de momentos
fletores, equagdes (4.69), e de esforgos cortantes, equagdes (4.70), relacionando-se as
coordenadas cartesianas x;x2 com as coordenadas cilindricas r@. Considerando-se as

equagdes (3.20), pode-se escrever:

M|, = M cos’ @+ M,,sen’ @ +2 M, sena cose (4.71a)
M,, = M, sen® a0 + M, cos’ a -2 M., sena cosa (4.71b)
M, =(M;, - M. )sena cosa + M, (cos® a —sen’ @) (4.71c)
0/, =0, cosa ~ Q,,sena (4.72a)
Q,, = Q. sena + Q,,cosa (4.72b)

De acordo com a figura 3.7, pode-se escrever que:

é
cosa = 4 (4.73a)
ox |

sena = 2L (4.73b)

dx
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Considerando-se a simetria radial do problema, as equagdes (4.73) e
substituindo-se os valores dos momentos fletores fundamentais dados pela equagéo
(4.69), os valores das for¢as cortantes fundamentais dados pela equacgdo (4.70), nas

equagdes (4.71) e (4.72), respectivamente, obtém-se:

Y. —41—{[(“ s - (Azz— D v(4, H)J( 4 ) )

T 2 x|

I e 2|z ” (4742

2 2 ox,

M, = ——1—-{{0 AT RICED) E A

4 2 ox,
A, +1 A, —1 ?
+ (l+v)lnrw~(  + D v(4 )(ér] (4.74b)
2 2 Ix,
S T -
M, =——— .
= an o (4.74c)
. 1 Zr
0, = -5~ or (4.752)
. 1 or
On = - 2zr Ox, (4.750)

As componentes em relagfo & r das solugdes fundamentais, equagio (4.49), e
em relagiio a O, equaco (4.68), também podem ser reescritas relacionando-se as
coordenadas cartesianas xjX; com as coordenadas cilindricas rf. Assim,

considerando-se uma transformagéo de coordenadas como em (3.18), obtém-se:
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W, =¥ cosa -~ ¥, sena (4.76a)
W, =¥ sena + ¥, cosa (4.76b)
Considerando-se novamente a simetria radial do problema, as equagdes (4.73) e

substituindo-se a solugdo fundamental W, equagdio (4.49), a solugdo fundamental

¥y, equagdo (4.68), nas equagdes (4.76), obtém-se:

* A
oo r(lnr N CTR 1)) or (4.772)
4nD 2 ox,
: 4, +1
pre o] r(lnr I )] or (4.77b)
4drD 2 ax,

Encontradas as solu¢des fundamentais em termos de esforgos e deslocamentos
no sistema de coordenadas cartesianas xgxa , pode-se agora defini-las através de
esforcos fundamentais generalizados Ty e deslocamentos fundamentais
generalizados U;{, de acordo com as formula¢des de WEEEN [34, 351.

Considerando-se as definigbes de Weeén, os esforcos fundamentais
generalizados para o problema de flexdo de placas, em fungfo dos vetores m normais

ao contorno, podem ser escritos da seguinte forma:

T,, = M/ '\n, + M n, (4.78a)
T, = M/ ,n, + M, n, (4.78b)
T, = Q0n, + Qg,n, (4.78¢)

sendo, ng* os esforcos fundamentais na diregio j devido a um carregamento aplicado

na diregdo i.
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Aplicando-se as equagOes (4.74) e (4.75) nas equagbes (4.78), os esforcos

fundamentais de superficie sfo definidos da seguinte forma:

s 3 5 o
+{(1+ v)lnr - (A2 +1) - V(Az - l)}( dﬂ) }nl 4{(1- V)wé}:w & }”z @.79)
2 2 o, 4z &k, ox,
T;z T m}m{li(1 + V)inr - (A2 — I)_ V(Az + 1):|( Or ) .
4 2 ) ﬂxz
2
oot 1] (192 2 o
2 2 @cl 47[ @C; @Cz
. |
R _0% (4.79%)

Finalmente, com a finalidade de apresentar uma forma mais geral as
formulagdes, as notacdes U's, Uy, e U's; sdio usadas para definir a solugfio
fundamental W,", equacio (4.77a), a solugfio fundamental W, , equagiio (4.77b), e o
deslocamento fundamental w", equagdo (4.54), respectivamente. A partir destas

consideragfes, pode-se escrever:

. A, +1
Ul = - — r(lnr—- (4, + )J or (4.80a)
4D 2 ox,
Us, = - r(lnr 4+ I)j o (4.80b)
47D 2 x5

Ul erz(lnr N C Z)J D S (4.80c)
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sendo, Ui;* o deslocamento fundamental generalizado na direcfio j devido a um

carregamento aplicado na dire¢do i.

As equacdes (4.79) e (4.80) representam uma solu¢do fundamental
generalizada para a teoria de Mindlin, em termos de esfor¢os e deslocamentos,

devido a uma forca unitaria aplicada na diregfio do eixo x3 de uma placa infinita.

4.7 - Solucdo Fundamental através da Teoria de Reissner

Com o intuito de obter a solugio do problema de placas moderadamente
espessas através da teoria de REISSNER [4], sdo apresentadas neste item as
formulagBes relativas a esta teoria, de forma a mostrar as solugdes fundamentais
necessarias neste problema,

Seguindo-se as formulagdes apresentadas por WEEEN [34, 35], as equac@es
de equilibrio para um elemento de placa infinitesimal sob um carregamento

transversalmente distribuido g, podem ser escritas por (ver equagdes 3.8 a 3.10):

aQ
—+ g =20 4.81
ox , & (4.81a)
ﬁMaﬁ B B

Q, =0 (4.81b)
é’xﬁ

Nesta formulagfo, as relagdes esforgo-deslocamentos generalizados sdo escritas

da seguinte forma:

Ma/,=D(1”V) duy Py 2v A 8oy |45,  (4822)
2 |, &, (1-v)a&, (1-v) 2
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&

o

0, = Dg%g)%’[u +@i} (4.82b)

sendo, D a rigidez a flexfo da placa, A uma quantidade caracteristica do modelo de

Reissner, com valor igual a+/10 / h, u, s8o as rotagdes nos eixos coordenados X, € u3
o deslocamento na dire¢do do eixo x3 [34, 35].

Substituindo-se adequadamente as equacdes (4.82) nas equacdes (4.81), pode-
se escrever as equagbes de equilibrioc da placa em fungiio dos deslocamentos

generalizados, da seguinte forma:

Aij(-gx—] u,(x)=—F,(x)+ (termosem g) (4.83)

* . a .
sendo, A ;j as componentes do operador de Navier, escritas da seguinte forma:

. (1-v) ; (1+v) &

AL =D>—2I(v_ )5
aff ) ( ) aff (1 B V) é’xaé’xﬁ (4.84a)
. . I-v 174

Nyy=-4Ay, = ! 5 ) Yy (4.84b)
* 1'_

Ay =D «(mg-}:)—ﬂﬁv (4.84¢)

e V=0°/(0xq0%,) & 0 operador de Laplace.

Admitindo-se para a equacdo (4.83) um carregamento unitdrio representado

pela fungfo delta de Dirac, A(E, x), pode-se escrever:
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A;(fg)lf A&, x)=-A(E,x)5, (4.85)

sendo, U’y a solugiio fundamental em fungdo dos deslocamentos para a teoria de
Reissner, 6i o delta de Kronecker, £ ¢ o ponto singular € x o ponto fonte. A equacio
(4.85) € usada para representar uma placa infinita sob a agdo de um carregamento
unitario § na direcfio k.

Segundo HORMANDER [51] a solugfio fundamental em deslocamentos U*kj,

equagdio (4.85), ¢ representada da seguinte forma:

,. (s
Uy(éx)= Afk(gg)e(faﬂ (4.86)

sendo, “°’A" a matriz de cofatores ¢ (&, x) uma fungdo escalar.

Substituindo-se a equagdo (4.86) na equacdo (4.85), obtém-se:

(2
I:detA (—;—g—)e(f,x): ~A(&,x) (4.87)

sendo, det A" o determinante da matriz A",

Considerando-se o fato da simetria radial, a equacgéo (4.87) se reduz a:

D{-(l;—v))zﬂfvz(v = Ae(r)=- Al) (4.88)

27r

sendo, r a distincia entre o ponto singular £ e o ponto fonte x ¢ V=(1/r)d/dr(rd/dr) o

operador de Laplace em coordenadas cilindricas.

Uma solugéo particular para a equacéo (4.88) € dada por:
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272028 2

e(r)= : [(I—V)sz[li;)(z)-%hlz-i-ézz(lnz—1)} (4.89)

Computando-se o resultado da fungfo escalar e, equagio (4.89), na equagio

(4.86), as solucdes fundamentais em deslocamentos U*kj (k,j=1,2,3) podem ser

escritas da seguinte forma:

U, = %{{B(z} - A(Z)( g_] ]2 }m %{;m - %{%)2 }} (4.90a)

+ - J (4.90b)

vl < 5;33{{ B(z) - A(z)(%}z }_ é—{lnz - %+[§J }} (4.90¢)
Uf3m—U;]m4;D r(znr—ém)%r (4.90d)
UL=-U. = Z}Lﬁ“r(lnr - é—-») ai: (4.90¢)
U;';m—Z;D ;2{13‘/21]3-%?—(1“_1)} (4.906)

Os correspondentes esforcos fundamentais de superficie sfo escritos da

seguinte forma:
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. 1 & & &
T =—E{[4A(z)+2zi<;(z)+1- }[%+§wnlj [44(z)+1+ v]ggnl%-

2
~[164(z) + 4zK (z) + 2 + 2 v][jxi ] —2';—} (4.91a)

. 1 o o
Ty =-7= {[4/1(2)-*-22}'(1(2)4«1"“ v] o [44(2) +1+ v] Zm
~[164(z) + 42K, (z)+2+2v]5: z Z:} (4.91b)

: 1 or ér
T21 = —m{[4A(Z)+22K](Z)+I— V]"’O';Sc'"’“”'}"i2 +[4A(Z)+l~+~ V}gk‘—nl -+
1

2

~[164(2) + 4zK,(2) + 2 + 2 v]

oa o é’r} (4.91c)

x, ok, on

7;;=_X37;rw{[4A(z)+zzKI(z) - ]("} +in2] [4A(z)+1+v]—§—n2+

M A )
~[16 4(2) + 42K (z) + 2 + 2 v][;r ) %} (4.91d)
2 [ ]
T, = ;—ELB(Z)}?, — A(z) %%J (4.91¢)
LT a or |
T, = E{B(z)nz ~ A(z) o ”5,;“] (4.91D)

(1+v) & 0?’}

Ty =— (I_v){{f,l(}_v)l nz-— 1Jn,+20,x P (4.91g)

T, = 1’“ V) {{2 lnz 1}12 +2ﬁ——i} (4.91h)
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. 1 ér )

Ty =~ 57—~ (4.911)
sendo:
A= ——é‘/—_g- (4.922)
z= Ar (4.92b)
r= {0 @ =5, (O] + [x, () - x,(&)]] }5 (4.92¢)
2

A(2) = K,(2)+ ;{Kl(z) - ﬂ (4.924)
B = K2+ 1 K- L 452

onde, K¢ e K; sfio as fun¢Bes modificadas de Bessel apresentadas em

ABRAMOWITZ £ STEGUN [50].

Fazendo-se uma reflexfo a este capitulo, € interessante observar que, quando as
solugdes fundamentais das placas de espessura moderada sfo obtidas, os termos que
contém o carregamento distribuido g, equagdes (4.34) e (4.83), sfo considerados
nulos, Sabe-se que o efeito do carregamento distribuido g € o aspecto que leva as
equagdes diferenciais de equilibrio serem diferentes nas duas teorias. Assim, quando
as solucdes fundamentais sfo encontradas, o efeito do carregamento distribuido g nédo
¢ levado em conta. Este fato leva a equagdes de equilibrio iguais para as duas teorias,
proporcionando que as solugles fundamentais desenvolvidas para a teoria de
Reissner, apresentadas por WEEEN [34, 35], possam ser usadas nas formulacdes de
Mindlin, desenvolvidas neste trabalho.

Portanto, as solugdes fundamentais generalizadas em fungéo de deslocamentos
e esforgos, equacgdes (4.79) e (4.80), desenvolvidas pela teoria de Mindlin e referentes
a uma for¢a unitdria aplicada em um ponto de uma placa infinita, podem ser
utilizadas conjuntamente com as solugdes fundamentais apresentadas por Weeén na

resolucdo dos problemas de placa.
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Para ser solucionada, a equagfio diferencial de placas de espessura moderada,

necessita de uma adequada prescri¢do de suas condigdes de contorno. Novamente,

para o caso de vinculacdes classicas e um sistema genérico de coordenadas como o

da figura 3.4, as condigdes de contorno para este problema séo dadas por:

1) Engaste

w=10 (2, = 0)
¥ o=0 (u, =0)
Y =0 (u, = 0)

M,=0
w =0 (u,=0)
Y. =0 (u,=0)
w =0 (u,=0)
M =0

Condicdo hard

Condicdo soff

(4.93)
(4.93b)
(4.93¢)

(4.94a)

(4.94b)

(4.94c)

(4.95a)
(4.95b)
(4.95¢)

De acordo com BATHE et alii [52], a condicfio de contorno hard ¢ devida a

consideragdo de rotagio nula no plano vertical tangente ao contorno restringida. A

condi¢fio de contorno soff € devida a consideragdo de momento torgor nulo no plano

vertical tangente ao contorno.




Capitulo 5

Equacoes Integrais em Placas

5.1 - Introducdio

Este capitulo trata das equagdes integrais de contorno para a flexfio de placas
finas e moderadamente espessas. As formula¢des desenvolvidas, compostas por
equagbes integrais que envolvem solugdes fundamentais, sdo necessarias na
aplicacdo do Método dos Elementos de Contorno.

As equacdes diferenciais de placas finas, escritas em funcfio de deslocamentos,
sd0 necessarias para a obtencgdo das solugSes fundamentais de placas finas. A partir
dessas solugBes fundamentais e usando-se o teorema de Betti sfo encontradas as
equagdes integrais de placas finas aplicadas a pontos do contorno e do dominio da
placa.

De forma semelhante, de acordo com as teorias de Reissner e Mindlin, as
equagBes diferenciais das placas moderadamente espessas s@o necessarias para a
obtengdio das solucdes fundamentais indispensaveis para as formulagSes citadas.
Assim, a partir do teorema de Betti ¢ considerando-se as solugbes fundamentais da
teoria de Mindlin, so desenvolvidas equagdes integrais generalizadas para as placas
moderadamente espessas aplicadas a pontos do dominio. Seguindo-se as mesmas
defini¢des, sdo apresentadas equagdes integrais generalizadas considerando-se a

teoria formulada por Reissner.
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5.2 - Equacoes Integrais para Placas Finas

3.2.1 - Equacdo Integral em Coordenadas Normais ¢ Tangenciais para
Deslocamentos em Pontos do Dominio

Para a determinacdo da equagfo integral para pontos do dominio da placa, seja
uma placa isotrépica de dominio finito Q e contorno I” contida em outra de dominio
infinito 2, € contormno ', Conforme a figura 5.1, a placa finita esta submetida a um

carregamento g distribuido em uma érea €2,

Ty

Figura 5.1 - Placa finita contida em uma placa infinita.

O teorema de Betti é obtido considerando-se que a placa de dominio finito €
. . ~ . a * . .
submetida a dois carregamentos nfo simultdneos g e g, associados a superficies
P * . - s . . ~ ®
elasticas w e w , respectivamente. Sdo identificados dois estados de tensfo o e @,
. - # .
com seus respectivos estados de deformacfo £ ¢ €, que podem relacionar-se da

seguinte forma:

* * % * * * % * %
J.(OI 161 T T &y T 1138 + 198 T 0péy + Ty + 15485, T Ty + 053533) =
v

* * * L3 * * * * *
»ﬁqlgn T T8 T U383 1 15,8 T Oy + T80 + 1585 + 1565 + 953833)dV
v

(5.1)
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Chamando-se de I o segundo membro da equacfio (5.1) e desprezando-se as

tensdes relativas & diregfio normal ao plano da placa, obtém-se:

I = J‘(o-ilgl“l+0’2252‘2+712y;2)dV (5.2)
v

Substituindo-se na equagfio (5.2) as relagdes de deformagio-deslocamento

(3.3), constitutivas (3.5) e integrando-se ao longo da espessura da placa, obtém-se:

z 2 2 * 2 2 2
Izj'{D(é’ W%«vé’ w)é’w+D[§w é’wJé’ w+
o

O ! xl ) onl ot VTl ) one

3w 3w’
fx,0x, Ox fx,

+2D( - v) }dQ (5.3)

A partir das relagdes dos momentos fletores (3.12), a equagdo (5.3) pode ser

escrita da seguinte forma:

é*w’ aw’ 8w’
I=I(WM e M, e — 3 M, e [0 5.4
QL 11 ﬁle 22 §x22 12 élxgﬁxz ( )

A obtengo das equagdes necessarias & formulacfio do método € feita a partir da
transformacéo da integral sobre o dominio Q, equagéo (5.4), em uma integral sobre o
contorno I'. Desta forma, integrando-se por partes o primeiro termo da equagéo (5.4),

obtém-se:

i

J-Mnazw* .[Mn ——mdl + J’ﬁMl;é’W_

] o o Eaa (5.5)

sendo, ny o coseno diretor do vetor normal ao contorno na direc¢do x;,
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De acordo com a figura (3.4), os cosenos diretores de um ponto P do contorno
sdo dados por:

n, = cosa (5.6a)

(5.6b)

n, = sena«a

Integrando-se novamente a segunda parcela da equagio (5.5) e considerando-se

as definigdes apresentadas nas equagdes (5.6), pode-se escrever

&' M A, ] M,
JM ——dQ= || -M,—cosa +—w' coser [l — I Lw'dQ (5.7)
11 &2 13 & &1 &2

De forma andloga, integrando-se o segundo termo da equacio (5.4), obtém-se

I w’ o' M, PM,,
IMzz e o dQ= Mgg Sem:H— Y 2w senajdf &znwa’ﬂ (5.8)

2

O terceiro termo da equacfio (5.4) pode ser escrito da seguinte forma

a*w’ a*w’ aw’
2M,, —eee QY M, —dQ - M, ——dQ
;2[ 12 @tiéxz J. 12 éx&x I

2 B ox, 5.9

Integrando-se por partes cada termo do membro direito da equacgdo (5.9), uma

vez em relacdo a x; e a outra vez em relagdo a x,, obtém-se

J‘ 3w W Z M, .
2M;2 & a’Q Mno’k cosax — M, —/— a, sena + % cosa +
2
oM |, 8*M .
+ Z, w sena)df IZMW dQ (5.10)

Substituindo-se na equaco (5.4) os trés termos encontrados nas equacdes (5.7)
(5.8) e (5.10), obtém-se:
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2 W av w
I= “J(ﬂ/f”wcosa’ +M,,——sena + M,, —cosa + Mu——sena}if%—
T

&, 2 4 &, &,
oM. M oM., oM 1
-i—_[r( Loy 12)cosaf +[ e lzjsena dr +
FL 6/)?'xl é’xz 0’5{2 &xi JW
I(ﬂzﬂf“a- azﬁl”-fazﬁlnj "dQ 5.11
o\ Ox] ox, Ox, Ox} Y (11

De acordo com as equagdes de equilibrio de momentos fletores (3.9) e (3.10), a
equagdo diferencial de placas (3.11) e a equagfio de cortantes normais ao contorno

(3.22a), a equagfo (5.11) pode ser escrita da seguinte forma:

Isz(M —cosx + M, —seng + M, — cosg + M, msena)dr-k
h i3] dfl 2 6352 12 écz i2 5361

+anw*dr-+fgw*dQ (5.12)
1 0

A partir das relagbes entre os sistemas de coordenadas, equacgiio (3.18a), pode-

S€ escrever:

ow '’ a 17)

;;1 = C:; cosa — ;s sen o (5.13a)
Ew Sw " Sw '

;:2 w ;ﬂ sena + ;VS cos¢a (5.13a)

Substituindo-se na equagfo (5.12) as equagdes (5.13), obtém-se:

avv*
I = -j{?(M“ cos’a +2M,, sena cosa + M, sen’ a)+

*

+ [(Mzz ~ M,,)sena cosa + M,,(cos*a — sen’ a)]}df+

on

+IQ”w*dF—kIgw’dQ (5.14)
T Q
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Substituindo-se na equagio (5.14) as equagdes (3.21), pode-se escrever:

* *

+ M,

&n

ow
IE_I(M" &s

- an‘}dr + ng*dg (5.15)
[

Integrando-se por partes o segundo termo da integral de contorno da equagio

(5.15), obtém-se:

j(M 5;’; Jdl" =M, 0w’ - Ié’jgs”-‘ w'dr (5.16)
T

sendo, I'; e I'; as coordenadas dos limites do contorno no qual se realiza a integragéo.

No caso de um contorno fechado, cuja representagio paramétrica e a respectiva
derivada sejam continuas, a primeira parcela da equagfo (5.16) se anula. Caso
contrario, ela dard origem a rea¢Ges nas angulosidades (cantos) da placa. Desta

maneira, a equacgio (5.16) pode ser reescrita da seguinte forma:

Sw " % . oM . .
I(M w}w;m}df - ~Z§ R, w' - ! —w dr (5.17)

sendo, N. o numero total de cantos do contorno da placa e w o deslocamento

fundamental do canto i da placa.

X3

\. xz

X

Figura 5.2 - Canto i do contorno da placa.




Uma interpretagio apropriada das reacdes de canto da placa, Ry, pode ser
escrita a partir dos momentos volventes anterior e posterior ao canto da placa, ou

seja:

R, = M

i s

- M, (5.18)

-+ - - . -
sendo, M s ¢ M, 0s momentos volventes posterior e anterior ao canto i da placa,

respectivamente.

Substituindo-se na equacgfo (5.15) o valor encontrado pela equagdo (5.17),

obtém-se:

oM, . . o' < . .
I= J( =w +Qw - M, de—i- ZRC;-WC: + ng dQ (5.19)
M oh pa pt

Considerando-se que o carregamento g esta distribuido em €, e utilizando-se a

equacdo (3.32) na equacdo (5.19), pode-se escrever:

I = J[Vnw* - M, %}dl‘ + }Ai R,wi + Jgw'da, (5.20)

r i=1 a,

O termo do primeiro membro da equagdo (5.1) pode ser desenvolvido de modo

analogo, chegando-se a:

. * * * * id
I(g”gH + Oy, E,, + flzyu)dV =!(Vn w—- M, ‘E]dr +

-i“if R, w, + J-g‘wdQ (5.21)
Q

i=]
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Portanto, a partir das equagdes (5.20) e (5.21), a equagdo final do teorema de

Betti aplicado ao estudo de placas € dada por:

I(V"‘W - M, éw]‘”“ b Y Rw. v [gwan =

r ﬁn f=l a

I[V,,w‘ _m 2 de{" s R fgw aa, (5.22)
T ﬂn i=] Qg

Supondo-se que o carregamento g em (5.22) seja uma carga concentrada
unitaria aplicada em um ponto £ do dominio da placa, tomando-se como fungfio
ponderadora a solugdo fundamental e aplicando as propriedades da funcdo delta de

Dirac, pode-se escrever:

&)+ [ (£, 33060 220 (o)« S o ) -

J[V,,(x)w*(:f,x) -,

r

* ‘! N .
(e )+ DR, (5 o (6.5) ¢

v JgGow (£,2)d0 , (x) (5.23)

sendo x, a coordenada dos cantos da placa.

A equagdo (5.23) é a equagfo integral de placas finas para deslocamentos em
pontos do dominio da placa. Esta equaco fornece deslocamentos em todos os pontos
do dominio da placa a partir das cortantes equivalentes (V; ), momentos de flexfo na
dire¢do normal {M,), reagdes de canto (R, ), deslocamentos (w) e rotagdes em

relagdo 4 normal (6w/dn) conhecidos no contorno.
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5.2.2 - Equagdo Integral em Coordenadas Normais e Tangenciais para
Deslocamentos em Pontos do Contorno

Para transformar a equagdio (5.23), escrita em termos de valores de dominio da
placa, numa relagdo com apenas valores do contorno é necessdrio um artificio.
Acrescenta-se ao dominio uma pequena regifio Q. de modo que o nove dominio seja

dado por Q e Q. com um contorno I" + Iy -, como mostra a figura 5.3.

Figura 5.3 - Contorno circular acrescido a um canto de placa.

Com o artificio da figura 5.3, ap6s as integragdes em I'; e com as integrais
sobre os contornos I" - I""entendidas no sentido do valor principal, quando € tende a

zero, a partir de PATVA [33] obtém-se:

&) + ;[{V,:(ﬁ,X)w(x) ~ MZ(@”J)%(X)}GN}C) +22R:,(§=xc Jwo(x,) =

*

) N
I[V,,(xw(g,x) - M, Z(50) AT + DR (x (6 5) +

+ fg(x)w‘(f,x)d.@g(x) (5.24)

A equagfo (5.24) representa a equag8o integral de placas finas para pontos do

contorno da placa. A quantidade C(£) representa as descontinuidades dos cantos da

placa, sendo dada por:




86

ﬁ C

2

c(¢)-= (5.25)

onde, B € a angulosidade do canto da placa (figura 5.3).

Quando o ponto do contorno nfio apresenta angulosidades, a equagfo (5.25)

pode ser reduzida a:

1
c(¢)= > (5.26)

3.2.3 - Equagées Integrais em Coordenadas Normais ¢ Tangenciais para
Curvaturas em Pontos do Dominio

Os momentos fletores em pontos do dominio das placas finas podem ser
obtidos a partir das curvaturas internas ou seja, como segunda derivada da fungio de
deslocamentos w. A equacfo integral em coordenadas normais e tangenciais para
deslocamentos em pontos do dominio da placa, equagdo (5.23), pode ser escrita como
segunda derivada da fungdo de deslocamentos w, representando as curvaturas

internas, da seguinte forma:

wa(@+ [ (600014, 60 5200 o)+ B2 (e ) -

7 ()= 10,0 22 () o 35, (s o, (5

r

+ Jglow’ 5 (E.x)dQ, (x) (5.27)

£

A segunda derivada dos esforgos e deslocamentos fundamentais apresentados

pela equacfo (5.27) sdo definidos da seguinte forma:




&7

Jr 8r: Or ar 3

-1 ﬁ??{ax Ty 5J+4:9~;(sjn,wi»sznf)+
or( or ar ) [or a

2-—12 _ S e _

+ anL 5. 46x1, o, +8”J+2L6x, "+ ,— s,”(l V) +
6r( or 6r\ (Br or )

4505, —4— or L o,

* 8nL ™ 6ij+4L8x, "t jan (5.28)

M; (%) = - 4;’/2{{(1”)-2((-2-31 %Z‘HIS 2%%}+

L oryor N or 4 a_r(ar N or N
8nL6x " ox n‘J Vastaxi 5 ox, SiJ
g2 (ar) ( ) 2nn, + 2 5.29
ox, ox E;?n +2n,n, +2vs,s, (5.29)
(o) ! s o o]

i X)) = . _—

i 47:1){" ™ axf.J (5:30)
w g Ay e ear a e i
on " w'ﬁ’:ftDrL 7T ox, 0x, )on ax,,”f 6xjn"J (5-31)
R:iﬁ)‘ (é,X) = Mm',y (é:;xf)" Mns,y. (‘:sx;) (532)

. (1-v) or or |Or Or or or or
Mns,,;,(@,x)m dmp 29 - 463: dx; )on 8s+2 dx % +6x Ar

5 or \or
[ s n, + . n,Jm’:- —n,sj—s,nj} (5.33)

Ox, ox
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Deve-se observar que a reagéio de canto na equagéo (5.27) foi aproximada pela

diferenga dos momentos volventes anterior e posterior do canto da placa, conforme

(5.18).

5.2.4 - Equacdes Integrais para Carregamentos de Dominio

A equagfo integral de dominio para as placas finas devidas ao carregamento
distribuido g na é4rea ), apresentada na equagfio (5.24), necessita ser transformada
em uma integral sobre o contorno de Q. Desta forma, considerando-se a integral de

dominio na equacéo (5.24), pode-se escrever:

Ig(x)w"(cf,x)dﬂg(x) (5.34)

Quando as forcas distribuidas g tem expressbes analiticas integraveis no
dominio, a expressio (5.34) pode ser transformada em uma integral sobre o contorno
de Q. Para esta transformagfio, utiliza-se o esquema de integracdo mostrado na

figura 5.4:

p I

Figura 5.4 - Integrag8o sobre a sub-regifo carregada.

Considerando-se o esquema da figura 5.4, a expressfio (5.34) pode ser escrita

da seguinte forma:
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Q.l.g(x)w*(f ,x)dQ2 (x) = J{Tg(x)w'(f,x)r(é‘ ,x)dr(x)}d@ (5.35)

As integragbes sobre o dngulo 8 podem ser feitas através de uma mudanga de

variaveis, da seguinte forma:

1
dé = mr,? n,dr (1) (5.36)

Aplicando-se na equag@io (5.35) a mudanga de varidveis apresentada na
equagdo (5.36), as integrais de dominio s#io transformadas em integrais de contorno

Iy, ou seja:

R{&,1)
Je(w (£, 202, (x) = l{ [a(xhw (£, 0)r(E, x)dr(x) |- e ”)dF(t) (5.37)

Considerando-se a for¢a distribuida g constante e a solugfio fundamental obtida
através da teoria de Kirchhoff, equagio (3.60), obtém-se para a equagdo (5.37) o

seguinte resultado:
. 7.4 3 1
0{g(x)w((f,x)ang(,) {32 w(mr ) R, el (5.38)

Para o calculo das curvaturas na placa, a integral de dominio ¢ dada pela

equagdo (5.27), sendo definida da seguinte forma:

Ig(x)w*,,;, (&x)dQ, (x) (5.39)

1

A transformagio da equagdo integral de dominio (5.39) em uma integral de

contorno, para o caso em que o carregamento distribuido g € constante, ¢ dada por:




S0

_{g(x)w = *—L(lnr— 1}3. +R, R,}}R,,f ndrt, (5.40)

5.3 - Equacdes Integrais para Placas Moderadamente Espessas
Através da Teoria de Mindlin

5.3.1 - Equacdo Integral em Coordenadas Cartesianas para Deslocamentos
em Pontos do Dominio

De acordo com a equagfio (5.1), pode-se escrever o teorema de Betti para a
formulagéio de placas moderadamente espessas atraves da teoria de MINDLIN [5].
Desta forma, em funcfo das hipdteses desta teoria, inclui-se na formulagio as tensdes

relativas a dire¢fo normal ao plano da placa, obtendo-se:

."(d1$1811 + 0'52522 + 1'1'2}/12 T 2'1‘3}/13 + T;:i?’zs)dV =

v

J-(O'Hg;x + 0'22‘92‘2 + 7"12}’1‘2 + 7137’;3 + 7237;3)dV (5.41)
v

Chamando-se de I a integral do segundo membro da equagfio (5.41) e

substituindo-se as relagdes de deformagdes-deslocamentos (4.9) e as equagdes

constitutivas (4.10), pode-se escrever:

4V +
1 Ox, ox, ) ox,

(1—»»)[&111 ov, You  ov) )] ,[é’w Aw" )

e + 7, J+G g + P, P +¥ |+

| Ow éw' .
4
+G (éxz +‘P2J[§x2 + ¥, J}dV (5.42)
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Fazendo-se a integracdo da equagio (5.42) ao longo da espessura h da placa,

obtém-se:

I .
) ; Y, | Y, (alp Y, )a‘y
7 I{ (é’x} v ) + v 4+

fx, } Jx, Ox, éx, ) Ix,
(1-—1})(&*{1 sz(ay,‘ ] )? [ K }
5 o, + . Y J+ +¥ o,
| w Aw’
h ; 5.43
+G (é’x?_ +‘P2]( o, +‘P2)}dQ (5.43)

A partir das equagdes de momentos (4.11) e cortantes (4.15), a equagdo (5.43)

pode ser escrita da seguinte forma:

if dQ (5.44)

Aplicando-se a regra da cadeia em todos os termos da equagéio (5.44), pode-se

€5Crever:

7 W M, . O w M, . F )
I= J[_(@C M“‘I"l)—mw“@c“ ¥ +~——(M2;P2)w~—~——~;"2 ¥ +—( M)+
(9. 1 i

oM. . & R % §
‘“7}12\12 "i“z'f;z'(Maszl )_‘Bc—f_ (Qu )

Ca * aQ * *
+;:2x—2(Q22W )~— axzz w o+ sz‘f’z }dﬂ (545)
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Agrupando-se convenientemente todos os termos da equacio (5.45), chega-se a

seguinte equagio:

a * » ® a * * *
I= J{c@c (Mqu + MY, + 0w )+f"§”“(M22‘P2 + MY+ O w )+
2

TEORE VR
ﬁxz " Q¥ Ix, é’xz ~ On
20 ,, é’Q”J :
5.46
[5}51 ax W dQ ( )

Considerando-se as equagdes de equilibrio (3.8) a (3.10) e transformando-se
através de integracdes por partes os dois primeiros termos da integral de dominio Q

da equacéo (5.46) em integrais de contorno I, obtém-se:
I= J‘{(MH\P; + M, +Q11W*)”1 +(M22\P; + Mzkpll *szwi)nz]df"k
T

+jgw*dQ (5.47)
|9

A equacdo (5.47) pode ser escrita de maneira generalizada, de forma a
representar convenientemente a teoria de Mindlin ou seja, considerando-se as trés
condi¢des fisicas necessdrias para a resolugio do problema de placas. Assim,
rearranjando-se  0s termos desta equagdo no sentido de encontrar equagdes
semelhantes as aquelas apresentadas nos trabalhos de WEEEN [34, 35], pode-se

ESCrever:

I I[( M,n + Mu”z)q{ "*“(Mznl + Mzz”z) (Qllnl +szn2 ‘]dl“+

r

+fgw*dQ (5.48)

Q
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A equaciio (5.48) representa o desenvolvimento do segundo membro do
teorema de Berii definido pela equacgfo (5.41). O primeiro membro desta equagéo

pode ser escrito de forma semethante, ou seja:

J( * * * » * )d
T 6+ Oy 8y, T ¥+ T3¥ st TV JdV =
v

H( Mn, + M?z”:z)qjl + (Ml*znl + Mz‘znz)qu +(Q1*1”1 + Q;znz)W]dF+

r

+ J‘g*wdQ (5.49)

Q

Seguindo-se este desenvolvimento, o teorema de Beffi aplicado as placas

moderadamente cspessas usando a teoria de Mindlin, pode ser escrito da seguinte

forma:

H(M;En, + Mn VP, + (M n + Mo, )W, +(00n, + O5n, )wldl +

r

+ Ig*wdﬂ = I[(Milnl + Munz)\I’f +(M;2??1 + ﬂf[;g_n;,)qut “*“(Q]lnl +Q22n2)w‘]dr+

] r

+Igw*dQ (5.50)

Q

De acordo com as definigdes apresentadas no Capitulo 2, as equagdes (2.13) e

fazendo-se as integragdes necessarias nas tensdes nfo nulas, os esforgos de superficie

na placa podem ser escritos da seguinte forma:

t, =M n + M, n, (5.51a)
t,= M ,n + M,,n, (5.51b)
(5.51¢)

ty = Qn+ Qyn,
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De acordo com as defini¢Ses apresentadas no item 4.6, as notagdes uj, u2 € u3
sdo usadas para definir a fungfo W, a fungdo W2 e o deslocamento w,
respectivamente. Desta forma, considerando-se estas defini¢Ges e as equagdes (5.51),

a equacdo (5.50) pode ser escrita da seguinte forma:

j’(T;Eul + Tu, + T3‘3u3)dl" + _[g'u3d§). =
r 0

[(U 3+ ULt + Ut )dl + [gU (dQ (5.52)
T Q

Supondo-se que o carregamento g* em {5.52) seja uma carga concentrada
unitaria aplicada em um ponto & do dominio da placa, tomando-se como fungio
ponderadora as solucdes fundamentais € aplicando as propriedades da fungfio delta de

Dirac nesta equagio, pode-se escrever:

Vo [(75(8.0), () + T 0, () + T (&%), ()T () =

r

[ 000 + UL (£.%)6() + UL (£.x)6,(x))dT(x) +

r

+ fg(x)U (E,x)dQ , (x) (5.53)

{,

A equagdo (5.53) representa uma equacdo integral de contorno para pontos do
dominio da placa. Esta equagfio, em coordenadas cartesianas, considera o caso em
que as solugdes fundamentais sfio encontradas a partir da considera¢fio de uma forga
unitaria aplicada na dire¢do do eixo x3. A partir da equagdo (5.53) pode-se finalmente
escrever uma equacéo integral generalizada para a teoria de Mindlin, levando-se em
conta os casos em que as solugdes fundamentais sdo encontradas a partir da
consideracdo de uma forga unitéria aplicada na direcfo x3 e dois momentos unitarios

aplicados nas diregdes x;j e Xa.
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Seguindo-se estas definigdes a equaglo (5.53) pode ser escrita de maneira

generalizada, da seguinte forma:

u, (&) + Iz;(g,x)uj(x)dr(x) = .[U;(f,x)tj(x)dr(x)

+ fg(x)U;(f,x)ng(x) (5.54)

sendo, U*;j(g,x) a rotagdo fundamental (j=1,2) ou o deslocamento fundamental (i=3) e
T*ij(g,x) os correspondentes esforgos de superficie no ponto singular £ de uma placa

infinita quando um momento unitario (i=1,2) ou uma forca unitéria (i=3) ¢é aplicada
no ponto fonte x.

5.3.2 - Equacdio Integral em Coordenadas Normais e Tangenciais para
Deslocamentos em Pontos do Dominio

A equagdo integral (5.52), que representa o teorema de Beffi aplicado as placas

moderadamente espessas, pode ser escrita em um sistema genérico de coordenadas

ns. Seja a equagdo (5.52):

I(T;iul + T u, + T3‘3u3)d}ﬁ“ + jg*u3dQ =
£ e

[+ U6, +U )T + [gU JdQ
r Q

Na equago (5.52), os deslocamentos do problema real e os associados a
solugio fundamental, também podem ser referenciados a um sistema genérico de

coordenadas ns. Assim, a partir das equagBes (3.18), de transformaglo de

coordenadas, e sabendo-se que n;=coso € nz=senw, pode-se escrever:
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U, =un —un, (5.55a)
U, = u,n, +un, (5.55b)
Us, = Usny = Usn, (5.55¢)
Uy, = Uy +Usny (5.55d)

Substituindo-se na equagfio (5.52) as equagbes (5.55) e rearranjando-se os

termos, obtém-se:

H(T;lnl +Tm, )un + (Tst?,”; - T\m, )us + T};ua]aT + jg’u3dQ =
Q

-y

[[(imy + 005, + (tmy = tm U5, + U AT + [2U S0 (5.56)
r 0

Considerando-se a figura 3.4, pode-se observar que:

n, = s, (5.57a)
H, = —3, (5.57b)

Fazendo-se a substituicfio das equagdes (5.57) na equagfio (5.56), obtém-se:

J‘[(i’;’;nl + Tpn, )un + (T;lst + Ty 8, )us + T;;u:‘]dr + jg’uSdQ =
Q

F

([t + 0 )OS, + (s + 68, U5 + LU L)AL + [gUdQ (5.58)
93

T

Os esforgos do problema real e os associados & solugfo fundamental, em
coordenadas normais ¢ tangenciais ao contorno, escritos em funcéo dos esforcos t; e

T*;j, podem ser determinados analogamente a equaco (2.7), da seguinte forma:
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M, =t.n, (5.59a)
M, =t.s, (5.59b)
Q, =1, (5.59¢)
M, = T,n, (5.59d)
M, =T.s, (5.59%)
0, =T, (5.59%)

Considerando-se que g esta distribuida em (g, as equagdes (5.59), o teorema de
Betti aplicado as placas de espessura moderada em coordenadas normais e
tangenciais ao contorno pode ser escrito a partir da equagfio (5.58), da seguinte

forma:

(M u, + M, u,+Q u, )l + [gu,dQ =
F Q

[(MU;, + M, U +Q,UL)l + [gUjdQ, (5.60)
Q

r 2

Supondo-se novamente que o carregamento g' na equagio (5.60) seja uma
carga concentrada unitaria aplicada em um ponto & do dominio da placa, tomando-se
como fungfo ponderadora as solugdes fundamentais e aplicando as propriedades da

funcéo delta de Dirac nesta equacio, pode-se escrever:

uy (&) + [(M, (E.x)u,(x) + My (&5, (x) + O (& )y (x))ell () =

T

[(M, ()5, (8,2) + M, (x)U3,(&x) + Q, (x)U 5 (&%)l (x) +

r

+ [ L (€ x)MQ , (x) (5.61)
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A equacdo (5.61) representa uma equag#o integral de contorno para pontos do
dominio da placa. Esta equagfio, em coordenadas normais e tangenciais, considera o
caso em que as solugdes fundamentais sfio encontradas a partir da consideragfo de
uma forca unitaria aplicada na diregdo do eixo x3.

Novamente pode-se escrever uma equacdo integral generalizada para a teoria
de Mindlin, em coordenadas normais ¢ tangenciais e levando-se em conta 0s casos
em que as solugdes fundamentais sfo encontradas a partir da considerago de uma
forca unitdria aplicada na dire¢fio x3 e dois momentos unitdrios aplicados nas

diregdes xg € X3, ou seja:

u(£)+ J(M;((E, x)et, (x) + M, (&), (x) + Qs (&, x)us (x))dT (x) =

[(M, () (Ex) + M, (2)U L (£,2) + O, (x)U 3 (&.x))dl (x) +

r

+ fg(x)U;(a,x)ng(x) (5.62)

A equaciio (5.62), escrita de forma generalizada, descreve uma equagfo integral
para deslocamentos em pontos do dominio da placa em coordenadas normais e

tangenciais, através da teoria de Mindlin.

5.3.3 - Equacdes Integrais em Coordenadas Cartesianas para Esforcos em
Pontos do Dominio

Para determinar as equacgdes integrais de momento fletor, momento torgor ¢
forga cortante em pontos do dominio da placa moderadamente espessa a partir da
teoria de Mindlin, considera-se a equagdo integral de deslocamentos (5.54) e as
relagbes dos esforgos em fungfio dos deslocamentos, equagdes (4.11) e (4.15).

E necessario derivar a equagdo (5.54) para obter as derivadas dos
deslocamentos w (u3) e das fungdes Wq e Wz (u; e uz) nas equagdes (4.11) e (4.15).
Deve-se notar que todas as derivadas obtidas em relagfo as coordenadas do ponto de

deslocamento devem ser multiplicadas por (-1) para que sejam validas em relagfo as
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coordenadas do ponto fonte. Assim, as equagdes integrais para os momentos fletores,

momentos torgores ¢ forgas cortantes sdo dadas por:

MaB(&) = J'Ta*[}k (&yx)u!c (x)dT{(x) + -"U;Bk (i,x)tk(x)df(x)

e Jz(e x)eda, () (5.63)

Q,

Qm(é) = - .[T;ﬁk (és x)uk(x)dr(x) + IU;Bk(é,x)tk(x)dr(x)

i J22,( ) g(x)da, (x) (5.64)

Qg

As solugdes fundamentais em termos de esforgos e deslocamentos apresentadas

pelas equacBes integrais (5.63) e (5.64) s#o definidas da seguinte forma:

—— D(1-v)| . 2v 5
ay = 5 {Uav U YY) Ups a | (5.652)
- D(lmv)F 2v
LU asa (- V) ¢3¢ aBJ (5.65b)
* }:)(1 - v)?\‘z * %
Uy = =5 U +Uss] (5.65¢)

. D(1 -v)A?

Uspy = =5 (Ups + Ussy ] (5.65d)
. D-w[ . \ 2v .o
v = 5 Tars + Ty [y Tovs s | (5.65€)
) D(l - . 2v . ]

Tops = |_Ta3{3 Ty + (1-v) Tes,@saaj (5.65D)
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. D -v)AT [, .
._"_..__{ ]

Ty, = . T, + Ty, (5.65¢)
T, = 9—(—%&[7@ + T (5.65h)
Z, = bl 'V)[U Uy + (1:2_Vv) Uysides | (5.651)
Zl = E%ZQ[U; +US,) (5.659)

As equagles (5.65) descrevem as solucdes fundamentais generalizadas das
equagdes (5.63) e (5.64), considerando-se os casos em que estas solugSes sdo
encontradas a partir da considerag@o de uma forga e dois momentos unitirios
aplicados. Todavia, o presente trabalho apresenta apenas o caso em que a solugdo
fundamental ¢ obtida com a consideragfio de uma forga unitdria aplicada na diregio
do eixo X3, necessitando-se de solugSes fundamentais complementares. Neste
sentido, as solugdes fundamentais apresentadas por WEEEN [34, 35] para momentos
unitarios aplicados as placas de Reissner serdo utilizadas, conforme justificou-se a
aplicacdo destas solugtes na formulacio da teoria Mindlin (item 4.7).

Assim, considerando-se as derivadas dos deslocamentos fundamentais U,
equagdes (4.80) e equagdes (4.90), as solugdes fundamentais para o caso em que as
mesmas sdo obtidas com a consideragfio de uma for¢a umitdria aplicada na direcdo do

eixo x3, sdo definidas da seguinte forma:

Cow] or )21

Ui, = i-g;iLSB{- 2(1-v{inr - Inz) -~ (1-V) 4, -8 Fo J (5.662)
. . 2 or or

Uy, =Usy, = ———| 84 5.66b
312 321 167-5[ axl axzj’ ( )
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U: —-?irgmz(l Winr —Inz)—(1-v A4, ~84 o '] 5.66
322—167{ VWinr —inz)—-{1-v} A4, ~ 8x2 J (, c)

U, =2 2~(2.1 dnr+ ) }_LEL (5.66d)
T e naTemr o, | 2 ax :
. a=-w2l 8r:l 1 or

Uy =" _(21nz~2znr+A2)r o A (5.66¢)

A partir das derivadas dos esforgos fundamentais T, equagdes (4.79) e

equagdes (4.91), as solugdes fundamentais em termos de esforgos das equagdes

(5.65) séo definidas da seguinte forma:

L DR (8?‘ ar } or or or

or cor or or 5.67
T = dr T(ZA%W K) 8n+6x] (8A+2ZK)6x Ox, on (.672)
o D(zmv)az{(zﬂ k) (842 k)L o2 } (5.67b)
312 = dmr @y 6x2 y = ox, &x, On ox, " .

R D(1-vx° or or or or or }
__ i 5.67c
T, e (24+2K)— " —(84+22K,)— o o, on (5.67¢)

[ 2
D12 &r oOr or | or or
= T(ZA_FZK)(GH_FEJC—HZJ (8A+22K1)(3€"] wE";'nm+ZZA"::”jmx"*"": } (5.67d)

4

. D-vazl or or |
T, = —————w‘; (z2B+1)n, - (22 A+2)5€15’% | (5.67¢)
! L 1
. Dl1-wal, | or or |
T, :__Za%;_-\;—w (22B+1)n, - (2 A+2)—éf—55 (5.670)
L 2
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A aplicagfio da solugdo fundamental devido 4 momentos unitdrios ndo foi
apresentada pois, ¢ a mesma que sera vista na solugio de placas pela teoria de
Reissner, em item posterior a este.

Contudo, as solugdes fundamentais que consideram apropriadamente as
influéncias das cargas distribuidas no dominio da placa, equagdes (5.65i) e (5.65)),

serdo desenvolvidas a seguir.

3.3.4 - Equagées Integrais para Carregamentos de Dominio

Sabe-se que as integrais de dominio para as placas moderadamente espessas,
apresentadas pela equagfo (5.54), podem ser transformadas em integrais sobre o
contorno de €, quando as forcas distribuidas g tem expressdes analiticas integraveis
no dominio.

Considerando-se as integrais de dominio apresentadas pela equagio (5.54),

pode-se escrever:

Je@U (& x )M, (x) (5.68)

Para a transformacfo da expressdo (5.68), utiliza-se novamente o esquema de
integra¢io mostrado na figura 5.4. Assim a partir deste esquema, a expressio (5.68)

pode ser escrita da seguinte forma:

Qf g(x)U (& x)AQ, (x) = f[jg(x)U,z'(é,x)r(f,x)dr(x)}da (5.69)

Aplicando-se na equaglio (5.69) a mudanga de varidvel apresentada pela
equagdo (5.36), as integrais de dominio sdo transformadas em integrais de contorno

Iy, ou seja:
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R{£1)

jg(x)U,q (£ x)Q, (x) = I jg (U5 (& x)r(&,x)dr(x) R’(f;:)drg(t) (5.70)

Considerando-se mais uma vez o caso em que a for¢a distribuida g é constante
e, utilizando-se a solugfio fundamental referente a uma for¢a unitéria aplicada na
diregéo do eixo x3, obtida através da teoria de Mindlin pela equagio (3.86¢), obtém-

se para a equagdo (5.70) o seguinte resultado:

327d) 4 271G h o

fg(x (60, ()= | 2 (hlr—(zA2+5))m o (lnrmB}KYndf (.71)

De forma semelhante, utilizando-se as solugdes fundamentais da teoria de
Reissner referentes a uma forga unitiria na dire¢fo x3 ¢ momentos unitarios nas

diregBes x; e x; obtidas pelas equagdes (3.89d), (3.89%) e (3.891), obtém-se para a

equacgfo (5.70), respectivamente, os seguintes resultados:

Qj‘g(x)Ua; (£, x)dﬁg(x)

I
Ermry

2
gR (mzij R.. R, ndr, (5.72a)
127D 6 r

g];gfx)vg;(cf,x)dﬁg(x)zr ﬁfﬁﬁ_[lnzi)___gﬁ_q(mz_%ﬂ&y ndr, (5.72b)

4/ 2aDA(1-

A integral de dominio relacionada com a solugdio fundamental devido a um
momento unitario aplicado nas dire¢des x; e x2 (WEEEN [34, 35]), conforme

equagdo (5.72a), pode ser novamente transformada em uma integral de contorno, de

acordo com o seguinte desenvolvimento:

[e@W . (E 5, (x) = [gGW (€ x)n.dT,(x) (5.73)
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sendo:
ow .
= [ 5.74
éxa a 3 ( )
. P’
W o= (lnz-1) (5.75)

S§nD

Cabe observar que este procedimento foi apresentado pois, difere da
formulagio de WEEEN [34, 35], embora a solugfio fundamental utilizada seja a
mesma.

Para a obtencéo dos esforgos internos, as influéncias das cargas distribuidas no
dominio da placa, equagdes (5.651) e (5.65)), também podem ser transformadas a
partir do procedimento utilizado nas equagdes (5.73) e (5.74). Seguindo-se as
defini¢les apresentadas por estas equacdes, as solugdes fundamentais nas equagdes

(5.651) e (5.65j) podem ser redefinidas da seguinte forma:

) D(I e 2v . ]

Zyp = ?‘U 3n + mU”"YS“ﬁJ (5.76a)
* D 1""' * *

z = (2 v) (U5 + Usn,] (5.76b)

Apds a conveniente substitui¢do dos deslocamentos fundamentais v, equagOes
(4.80), nas equacdes (5.76), pode-se definir as influéncias das cargas distribuidas no

dominio da placa, ou seja:

. (1-w] or % or |
Zj ==—¢- L(zznz—z)raxl n1+(i__v)(21nz—1)r anJ (5.772)
* * (1"“\;)!‘ al‘ 31" —l
=Z = Dr—— -r— 5.77b
Zy =2y, o {(21}’:2 Dr o +(2Inz-r o, nE—J (5.77b)
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* (1“V)r 5 _!

AR - .
" = L(2lnz 1) i )(Zlnz Dr anJ (5.77¢)
. (1-@75{ S 4, 4D

Zy = e Llnz+lnr-- > ««-ZJ Ghlnr m (5.77d)
) (1—\/)9&{ g 4, ] 4D }

Ly = Tl i_lnz+lnr—~é——2_| Ghlm‘ n, (5.77e)

5.4 - Equacoes Integrais para Placas Moderadamente Espessas
Através da Teoria de Reissner

5.4.1 - Equacio Integral em Coordenadas Cartesianas para Deslocamentos
em Pontos do Dominio

Uma equacdo integral para as formulagdes de placas planas moderadamente
espessas a partir da teoria de REISSNER [4], pode ser encontrada considerando-se o
teorema de Beiti e a técnica dos residuos ponderados. De acordo com este
procedimento padréio e considerando-se as formulag@es apresentadas nos trabalhos de

WEEEN [34, 35], pode-se escrever:
u (&) + [T (& ), (x)dr () = IU )1, (x)dr (x)

N vien) - 55 ,;_a(a,x)}g(xmgx) 579

Novamente utiliza-se U*if-(&,x) como sendo a rotagdo fundamental ou o
deslocamento fundamental e T*ij(g,X) os correspondentes esforgos de superficie no
ponto singular £ de uma placa infinita quando um momento ou uma for¢a unitdria é

aplicada no ponto fonte x.
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A equagdo integral (5.78), escrita de forma generalizada, descreve uma equagio
integral para deslocamentos em pontos do dominio da placa em coordenadas

cartesianas, através da teoria de Reissner.

5.4.2 - Equacdo Integral em Coordenadas Normuis e Tangenciais
para Deslocamentos em Pontos do Dominio

De acordo com as hipdteses da teoria de Reissner, uma equacfo integral de
dominio de forma generalizada, em coordenadas normais e tangenciais ao contomo
da placa, pode ser obtida aplicando-se as transformacbes de coordenadas

apresentadas no item 3.3, sendo definida da seguinte forma:

u(E)+ [(M(&x)u, (x)+ My, (€.x)ufx)+ O (£.x)uy(x))dl (x) =

r

(M, (%) + M, (YUL(Ex) + 0, (1)U 55 (6.) )T (x) +

T

Cr v ]
+Q{EU,3(€.~J¢) ~ vz Vses (&%) Jg(2)d02, (x) (5.79)
A equagio (5.79), escrita de forma generalizada, descreve uma equagéo integral

para deslocamentos em pontos do dominio da placa em coordenadas normais e

tangenciais, através da teoria de Reissner.

5.4.3 - Equagdes Integrais em Coordenadas Cartesianas para Esforcos em
Pontos do Dominio

As representacfes integrais de momento fletor, momento torgor € forga cortante
em pontos do dominio da placa moderadamente espessa, também ¢ obtida em fungio
das derivadas dos deslocamentos u. O desenvolvimento € feito a partir da equagéo
integral de deslocamentos (5.78) e das relagdes de esforgo em funglo dos
deslocamentos, equacdes (4.82). E necessério derivar a equagio (5.78) para obter as

derivadas dos deslocamentos u na equagéo (4.82). Deve-se notar outra vez que todas
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as derivadas obtidas em rela¢fio as coordenadas do ponto de deslocamento devem ser
multiplicadas por (-1) para que sejam validas em relag¢fo as coordenadas do ponto
fonte. Assim, as equagdes integrais para os momentos fletores, momentos torgores e

esforgos cortantes sdo dadas por:

j Zj,x u, (x)dT(x) + .{Umgk ix)t (x)dT(x)

r

*Q{Z:B(Q,X)g(x)dﬂg(x)uk mgﬁaﬂ (5.80)
Qm(g) = JT;Bk(g:x)uk(x)dr(x) + fU;ﬁk(é,X)tk(JC)dT(x)
+ JZJﬁ(é,x)g(x)ng(x) (5.81)

As solugtes fundamentais em termos de esforgos e deslocamentos apresentadas
pelas equacdes integrais (5.80) e (5.81) sfo bastante semelhantes as aquelas definidas
no item 5.3. Neste item, seguindo-se as formulagSes da teoria de Reissner, as
solugfes fundamentais mencionadas sdo apresentadas em sua totalidade, de forma a

considerar os casos em que uma forca e dois momentos unitarios sfio aplicados,

assim:

. D-w[ . 2v

Uepy = TLUuy +Upyo (1 v) Ug ¢6aﬂJ (5.82a)
* D(l - V)r #® * 2V #* _I

Ugs = 5 LUas,f, +Ugs, + (1-v) U¢3,¢6a§J (5.82b)
; D(1=v)A* [ . .

Uiy, = _m__z___m_,_m[Um + U5 (5.82)
* D(l - V)lz ¥ N

Usgs = W[Um + Ul (5.82d)
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. b-v[ . \ 2v . ]

Ty = — _TwB + Th o + mi’;y,dﬁaﬁj (5.82¢)
. DO-V[_. . 2v

Tch3 = TM_T&3,5 + Tm,a ( V) ¢3¢ aﬁj (5.82f)

. DO -v)A ¢ . .
_)_?‘v__l n

L =73 (5.82¢)
. D(1 - v))? . .
Typy = W{TﬁS + T33.g] (5.82h)
* D(l - V) * *
Zags = WZ [Uas,g +U53a (1~v)?u2 (Uu”B ﬁ”u)+
2v . v Y .
+ (1~v) BRB UY3.Y - ( — V)2 y¢ oy J (5.821)
. pDi-v[ ., v . N |
Ly = 2 LUas + U33,(1 - (l-—v))\.z (Utx'y,y + U3y,yq)J (5.82))

Pode-se observar que a principal diferenca entre as equagdes apresentadas no
item 5.3 e agora neste item, ocorre na adogdo das solugdes fundamentais e também
nos termos envolvendo as influéncias dos carregamentos de dominio na placa.

Portanto, a partir das derivadas dos deslocamentos fundamentais U, equagBes
(4.90), as solugdes fundamentais em termos de deslocamentos das equacdes (5.82)

sdo defimidas da seguinte forma:

[ ; 1
1 &
U]'“ﬂwg_Q(éiA-%QzKHw\a ~(164+42K,+2- 2\3( ] 4A+1+\aaﬂl (5.83a)

1
{44+1+V) g—Jl (5.83b)

2

= ~1—}—(16A+4K+2 2\5(~»§’"¥~J2
Ui = 4| = a,

e
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. ~-v) [ v 1 r )
Ui = “"(187{\}) {i' Si\};l 1J+2[%—1‘J } (5.83¢c)

[ 1
1 or &r
U, = 2“:EiL(zxmzquwm\agxz—(lészfq +2~2v)( J 3)62_]: (5.83d)
Uy =Uspy =--T;:L(4A+22K +1-- Q——~ (164+42K, +2- 2\3 o | (5.83¢)
) . (1 - v)|_ ar or |
Uy =Uy;s = . ax ox, (5.831)
= ler(m 42K, +2 2\3(@Tﬁfw (44+1 \aiwl 5.83
2 g VO T M ) a T Yy | (>839)
1 lrz( v} . 2\3( j V— } 83h
= —] - 164+4zK +2— (44+1 5.83
pos] 4A+22K + +4zK + +1+ | ( )
, (1-w |l (1+v) 1 (ﬁr ) N
Uy = =42 {L Gooyine-1]+2 o (5.831)
2 [ 2]
U 5 ar .
Uy, :?{ (3)61} J (5.831)
\,2[— —E
Us =Uyy, “”; LA%E%'} (5.83k)

Usy, = %{B - A(ﬁr—)z} (5.830)
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L

a3 = 57;; ax, (5.83m)
v L -
o ox, (5.83n)

Considerando-se as derivadas dos esforcos fundamentais T , equagdes (4.91) ,
as solugdes fundamentais em termos de esforgos das equagdes (5.82) sdo definidas da

seguinte forma:

01—y

T =
1l 47_{?

Pl

2 )
1244+22K, +1-vjn, (164 +62K, +2°K, +2—2\52t(~g2} n+ g; +
1

—

_ (Br or or V'
+(44+1+3)n, — (164 + 42K, +2+2V)L5;-a—n—+ el
H H

3

or ) o

+{96.4+32zK, +42° K, + 8~ gv)[gi?) 5%} (5.84a)
1

. D1-v) or oOr
T :W{(4A+l+3v)nz —(164+62K, + 2K, +2"2")255£:ax,”‘+

(I6A+4 K, +2+2 )l( o a—r+(ar J?-n \+
25 Vkax2 én  \ Ox, QJ

2
o Y or o
{964 + 322K, +42°K, + 8~ SV)[B;“} gf”g%} (5.84b)
1 2

2
. DN or 8r] or oF
= Pl =) 5,245 84
T == (24+2K,)2 - (84 +22K)) ) Gt 2] 68 ¢)
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- f )
7, =T, i;ﬁ {44+22K +1Jn, {164+ 62K + 7K, +2-2\)L{%ﬂl +§ ]; +%%J+
o\ or or
{164+42K, +2+2v)5x:5x—n,+(96/1w%-322K +42°K, +8— 8\;)(&} o an} (5.84d)
o1y o o Yo oo
1, =1, = o 44+22K +1-vn { 164+6K +7°K, +2M2\3L(§;n‘+§:%}' &Eﬁ
o o or
{164+42K, +2+2v)ax ” 1, {964 +322K, +42° K, +8— 8\»(&} } (5.84e)
D122 [&, o j oo
By =Tys == {(2A+3Kl) o (84+2zK,) " Bn} (5.84)
; —M{(M Lo 39, ~(164+ 62K, + 22K, +2- 222y
oy = . +1+3v)n, - +6zK, +z° K, + Vaxax

{61* or or ) )
—~(16A~€~42K1+2+2v)tax ot n1J+
1

0x,
o | or o
{964 +32zK, +42° K, + 8- 8\:)[6;”} a;' a;} (5.84)
2 1

(aF &)
o= plagst 1 st 125 42293 2 e 22,

(ar or (orY )
+H4A4+1+3V)n, ~ (164 + 42K, +2+2v)L§—5;+ an
2

2
+{964+322K, +42° K, +8— 8\’){&:] 6n} (5.84h)
2

. D(=-wi or { or J or or 5.84]
e e eE————— R _ J— . 1
Ty = {(2A+ZK§)2 P (84 +2:K,) o) on v2do-r (584D
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,: D(lmv)ﬁ{ [ar o J o or ar}
T, =————\24+zK, ) —+—n |-(84+2zK, ) ———— (5.84
31 Ayt ( 1) n o, ( 1)8)61 sz an j)

: D(i—v)?@{ o o oo o

17, s e - e D e

T - (?_AHJQ)axzn1 (8A+22K)ax o o e (5.84k)
D1-W or o o & or

T=—— (2A+2Kl)-é;";nz (8A+2ZK)§§511—+2A“&2 m (5.840)

D1-2 & o aVor o
Ty =— {(2A+z&)(§+grbj—(&4+k&]{a} PRELr } (5.84m)

Ay 5

. D= or or |
I = (2 B+ O = (27 A+2);;'5~-5%J (5.841)
L. 1
. Dli=wal or or |
T = or | (22 B+ 1)y — (224 +2) 5; a;J (5.840)
L 2

5.4.4 - Equacdes Integrais para Carregamentos de Dominio

A partir das integrais de dominio apresentadas pela equagdo (5.78), pode-se

€5Crever:
’ﬁr * - _l
Ufj(é x) )?\: Ea,a(g}x)Jg(x)ng(x) (5'85)

Considerando-se a formulacdo apresentada nos trabalhos de WEEEN [34, 35]
a integral de dominio da expressdo (5.78) também pode ser transformada em uma
integral sobre o contorno de Q. Utilizando-se o teorema da divergéncia, a expressio

(5.85) pode ser escrita da seguinte forma:
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[ 060 Gl 6o spn, -

0

gj'[Vra(cf x)- 7 )/1_ i;(§,x)}nadfg(x) (5.86)

sendo:
. Pl )
Ves = 12820 [5“/3(41“_5)“’“(41““ 3 ’”sﬁ] (5.87a)
FF
- 8 Y L2 (1 B
W7 T 1282D(1 - ) A [32@Inz-1D-2(1-v)4lnz-5)] (587b)

Aplicando-se as solugdes fundamentais das equacdes (3.96) ¢ (5.87), obtém-se
o resultado da integral de dominio da equagdo (5.86).

Em ultima analise, as influéncias das cargas distribuidas no dominio da placa,
apresentadas pelas equacBes (5.821) e (5.82j), podem ser substituidas por uma
formulacfo alternativa a partir das equagles integrais sobre o contorno da regifo

carregada, equacgdes (5.86) e (5.87), ficando definidas da seguinte forma:

. D(-v) . v
Zhy == Viw + Vo = T (UL, +U;, )+
L S (V* S — )T 5.882)
(1 =) by bt - (1~ v)p? ~ oy Jny (5.88a
. D(va)r . . Y ]
Zi= T Vi Vi e U+ U (5.885)

Apbs a substituigio das derivadas dos deslocamentos fundamentais U*,
equacdes (4.90), e das derivadas das equagdes (5.87) nas influéncias das integrais de

dominio (5.88), pode-se escrever:
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Zu:

e {(41;”_3){2(1—\;) n, +(1+3v)—}+

on

+4i(§—v) ax‘ } e v)4n}3 {2(4A+22Kl+1wv)§r—+

X

(164 +4zK, +2 - 2\;)(

I ol
(4A+l+v)m;m~(16A+4zK +2- 2v)(aFJ ai an }

2 ox,

]
axJ +(4A»+~1+v)5axr an N

1

(5.89a)

- o or or or |
Z“"Z?i““e {an 3)[(1 v)[ﬁx2 m, + Bxl )+4(1 Vax o, 6nJ}+

_TM\JJW{{(4A+ZZK1 +1-v)———(164+42K, +2——2v){§;2~] % }%
[

o o (o V|
+L(4A+22K1 +1+v)“é;-—(16A+4zK,+2—2v)g[an Jnj } (5.89b)
1 1 2

Rle

*
Z,y, =

[
= ean {(4 Inz - 3)[2(1— v)

ft, +

8;’2

[ ] 7 [ or
+4E_(E—V)(5;C:j +VJ§;}—M{L2(4/{+22K} +1-v)

ox,

+

or |’ aﬂ
~(164 + 42K, +2w2v)(axzj +(44+1+v) o, an +
[

2]
or or ( or
+{(4A+14}\»)(%E —(164+42K, +2~ zv)@x1 (ax)}n } (5.89¢)

| 2] 1
1 or or 8}“ or

* e 89d
Zy = Sﬁ{(h’nz Dn, +26x on} i V){t A( J ln + o, axzjnz} (5.89d)

, or or
Z = P (2inz-Vn, +27

| or | [ or 8}'1
o, n 275(1 vl {L J}"’z 'LAa“gx“;jii} (5.89¢)

1




Capltulo 6

Aplicacdao do Método dos
Elementos de Contorno

6.1 - Introducdo

Este capitulo trata da aplicacio do Mérodo dos Elementos de Contorno nas
equagdes Integrais de placas finas e moderadamente espessas. O Mérodo dos
Elementos de Contorno pode ser formulado a partir da aplicagio da terceira
identidade de Green, de teoremas como o da reciprocidade de Betti, ou também a
partir da Técnica dos Residuos Ponderados. Pode-se dizer que, a Técnica dos
Residuos Ponderados, por ser uma técnica generalizada, facilita o relacionamento
deste método com outros métodos para a composicio de métodos mistos [47].

Obtidas as equagdes integrais (capitulo 5), € feita a discretizagfio do contorno
da placa em elementos. Estas equagles integrais sdo transformadas através de
equagOes algébricas em um sistema de equagSes lineares onde as incdgnitas sfo
deslocamentos e esfor¢os em nos definidos no contorno. O sistema de equagdes
lineares ¢ obtido escrevendo-se as equagdes integrais para todos os nods associados
aos elementos de contorno. Com a imposi¢do das condi¢des de contorno do problema
¢ a resolucdo final do sistema de equagdes resultante, valores do contorno e dominio

da placa podem ser obtidos.
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Para o caso de placas finas, seguindo-se a teoria classica formulada por
Kirchhoff, em cada ponto de colocagfio ou s¢ja, em cada nd associado ao elemento de
contorno, sdo necessarias duas equagdes correspondentes a deslocamentos e esfor¢os
no contorno. No caso das placas de espessura moderada, seguindo-se as teorias
formuladas por Reissner e Mindlin, em cada ponto de colocacgho sdo necessarias rés

equagdes correspondentes a deslocamentos e esfor¢os generalizados no contorno.

6.2 - Discretiza¢do do Contorno

Os elementos de contorno sfo sub-regides do contorno de um dominio bi ou
tridimensional que podem ser representados parametricamente. Na figura 6.1, um
dominio £2 com contorno I', foi aproximado por um nimero finito de segmentos ou

elementos de contorno T'j escolhidos de modo a representar o contorno real da placa.

X2

X

Figura 6.1 - Discretizacdo do contorno da placa.

Neste estudo, para a aproximacgdo da geometria do contorno da placa, o
elemento utilizado ¢ linear, ficando o mesmo definido pelas coordenadas cartesianas
dos seus pontos nodais (figura 6.2). E fregiiente a adogdo das varidveis pertencentes
ao no para a referéncia daquelas pertencentes a parte interna do elemento. Desta
forma, as coordenadas de um ponto interno podem ser escritas a partir das

coordenadas dos nds com a seguinte relagdo:




it7

=0 X/ )

k

onde em X o indice inferior k refere-se as dire¢des (1 ou 2) e o indice superior j

refere-se ao namero do no.

Explicitamente, a equaco (6.1) é dada por:

X}
{XI}‘B“_& O %(1+§) 0 EX‘E 6.2)
2l o w%»(1—5) 0 é—(ug)j;zi

sendo & uma coordenada admensional que varia entre ~1<€<1 como mostra a

figura 6.2.

2
X: X1

Figura 6.2 - Descricdo geométrica do elemento linear.

Em cada elemento I'j, os deslocamentos ¢ esforcos podem ser aproximados por
funcdes polinomiais que estdo associadas ao nimero de nds ou pontos nodais. As
fungdes polinomiais normalmente utilizadas séo a constante, a linear e a quadratica, o

que implica em elementos com um, dois e trés pontos nodais.
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No presente trabalho, as variaveis sfio aproximadas por fungdes lineares de

maneira andloga a geometria, portanto as variaveis de deslocamentos e esforgos sobre

cada elemento podem ser expressas através de fungBes aproximadoras e valores

nodais, da seguinte maneira:

=

I
<)
&

B,

i
s
1

e

(6.3)

(6.4)

De acordo com a teoria classica de Kirchhoff, para o caso de placas finas, os

deslocamentos e esforgos escritos explicitamente sfo dados a partir das equagdes

(6.3) e (6.4), ou seja:

Ul

{ul} {r%(i-—f) 0 %(ng) 0 }}Ulz
wy] 1 1 U,
|0 S(1-¢) 0 Eﬁ%éﬂlﬁ

7'

sendo:

(6.6)

(6.7a)




w
(v
\ w
u, _ ow'
U, én
U22 ow*
on

119

(6.7h)

(6.7¢)

(6.7d)

Seguindo-se as teorias de Reissmer e Mindlin, para o caso de placas

moderadamente espessas, os deslocamentos e esforcos escritos explicitamente sdo

dados a partir das equagbes (6.3) e (6.4), ou seja:

el

R
L

sendo:

J1-9
0

0

L (6.8)

(6.9)
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ARM
18 (=P, (6.10a)
wl v ]
U]i wi
U} w?
Us| ¥,
U2 [ = p 2 (6.10b)
U, !
U; Wy
ti Qn
hit=4M, (6.10¢)
t3 Mns
o[,
1y Q.
||,
3 Tf = M,f (6.10d)
Ty M,
¥T32 anf

Como utilizou-se uma fungfio linear para aproximar a geometria e as variaveis
dos nos, o elemento adotado pode ser chamado de isoparamétrico linear. As funcées
aproximadoras estéio diretamente relacionadas com a posi¢io dos pontos nodais no
elemento. Este posicionamento determina que os elementos sejam continuos,

descontinuos ou mistos.

6.2.1 - Elemento Linear Continuo

Um elemento linear € continuo quando os pontos nodais sdo comuns entre os
elementos adjacentes, assumindo nos mesmos valores finicos. Como os valores
nodais estdo situados nos nés geométricos do elemento, a aproximagfio das variaveis
pode ser feita por fungBes idénticas a da geometria. Este elemento & geralmente

utilizado em contornos sem angulosidades e sem variagio de vinculagdo.
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Figura 6.3 - Elemento linear continuo.

A figura 6.3 mostra um elemento linear continuo, onde as fungdes

aproximadoras sio dadas por:

D, =%(1-§) (6.11a)
D, =é"(1+<§) (6.11b)

Todavia, a presenga de angulosidades e mudangas de vinculacdo no contorno
das placas sfio comuns, tornando-se necessario a definicio de outros tipos de
elementos que permitam expressar tais descontinuidades. Para estes casos podem ser

utilizados os elementos descontinuos e/ou mistos.

6.2.2 - Elemento Linear Descontinuo

No elemento linear descontinuo (figura 6.4), os seus pontos nodais sdo
definidos nos extremos do elemento coincidindo com os nds geométricos do
elemento. Entretanto, os pontos de colocagdo s#io deslocados para o interior do
elemento. Este fato permite a descontinuidade das varidveis entre elementos
adjacentes. Neste trabalho, as fungles aproximadoras também sfo dadas pelas
equacgdes (6.11) porém, assumiu-se que as varidveis associadas sempre pertencessem

ao extremo do elemento.
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Figura 6.4 - Elemento linear descontinuo.

6.2.3 - Elemento Linear Misto

O elemento linear misto ¢ utilizado quando ha a necessidade de introduzir
descontinuidades em apenas um extremo do elemento. Nos elementos lineares mistos
da figura 6.5, apenas um dos pontos de colocagfio ¢ deslocado para o interior do
elemento. Esta particularidade permite a conexfo de elementos continuos e

descontinuos.

Figura 6.5 - Elementos lineares mistos.
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Para representar descontinuidades de deslocamentos e esforgos, quando sdo
usados clementos mistos ou descontinuos, adota-se dois nds com as mesmas
coordenadas. A figura 6.6 mostra um canto de placa com a adog@io de dois nds de
coordenadas idénticas, denominado né duplo. Neste caso os elementos concorrentes
ao canto sfo mistos ou descontinuos, de acordo com as condi¢des de vinculagio e/ou

carregamento de cada um dos extremos.

Nof N6 i
Ui Uj Uk Ut
N6 i N6 j=k NG ¢

Figura 6.6 - Defini¢fio de nd duplo.

6.3 - Transformagdo das Equagdes Integrais de Placas Finas

Considerando-se a teoria classica de Kirchhoff, seja a equagfo integral de

placas finas para pontos do contorno (5.24):

+ Ij{v:(g,x)w( M (2,52 de m»ZR;(é,xc)wa(ch

ﬁV ()w'(&,x) - M, (x)é;; (f,x)}df(x)% ;Rct(xc)w:i(§,xc)+

s [eGow (.0)a0, (x)
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De acordo com a equagfo de flexfo de placas finas (5.24), as variaveis
relacionadas a este problema sfio w, dw/én, V,, e M, e, quando existem cantos, R, em
cada um dos cantos. Independentemente das reagdes de canto R, sabe-se que a partir
de condigdes naturais ou essenciais de cada problema, sempre sdo conhecidas duas
das quatro varidveis mencionadas. Este fato pode ser mostrado nas condi¢des de
contorno de placas finas apresentadas desde a equacio (3.25) até a equagdo (3.30), no
capitulo 3. Desta forma, das quatro variaveis iniciais resultam duas incognitas e,
portanto, sdo necessarias duas equagdes integrais. Para resolver este problema, pode-
se obter uma segunda equagfo derivando-se a equagfio (5.24) em relacio a normal
[47]. Utiliza-se também uma formulagfo alternativa [33] que consiste em aplicar a
equacdo integral (5.24) em pontos com solugdes fundamentais distintas, obtendo-se
equagdes diferentes que relacionam as incognitas.

Discretizando-se o contorno da placa em N, elementos de contorno e
substituindo-se as varidveis por suas aproximagdes (6.3) e (6.4), a equacio integral

de placas finas para pontos no contorno, equago (5.24), pode ser escrita da seguinte

forma:
(&) +Z} v m @ (mar(n) wi- Z (s (e mn)g
Dk nhwln) = 3 (e n) @ nlar(a)y - 32 o (p)arn) b+
D MURNIHURE [e(row (&.1.)ae,(7,) 6.12)
sendo:

1 : uma variavel que percorre o contorno,
Na : uma variavel do dominio,
1. : 0 valor da varidvel 1 nos cantos,

€ : o ponto onde se aplica a equacio integral.
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As integrais de contorno mostradas na equagio (6.12) sfo feitas numericamente
para todos os elementos, exceto para os elementos que contém o ponto de aplicagéo
da equagio integral onde elas podem ser feitas analiticamente.

Analisando-se a equagfio (6.12), apds realizada a integrago, nota-se que se
obtém uma relacdo linear entre valores nodais das varidveis incognitas e conhecidas
w, Ow/On, V, e M, com as reagdes de cantos R.. Portanto, de uma placa com N nos
resultam duas vezes o nimero de nés em incognitas (2N) além de uma reagfo de
canto R, para cada canto. Através da formulacgio alternativa [33], aplica-se a equagio
integral (6.12) para os pontos de contorno em cada um dos nés obtendo-se N
equag¢des. Para pontos externos ao dominio, onde tem-se um ponto externo para cada
né de contorno, obtém-se mais N equagdes. Cada ponto externo fica posicionado na
direcdo normal ao contorno em cada nd associado. A distincia usada normalmente é
a média dos comprimentos dos elementos de contorno relacionados ao nd

considerado [53]). A figura 6.7 mostra o posicionamento do nd externo j* associado
ao no j a uma distancia £3 que ¢ a média dos comprimentos dos elementos associados

a este no (£, /).

Nok

X2

N6 i

Y £y=0508,+ £
- 3 (4, + £)

Figura 6.7 - Posicdo do nd externo ao contorno.

Desta forma, encontram-se 2N equacfes para as varidvets incognitas, variaveis
conhecidas e reagdes de canto. Caso nfo hajam cantos na placa, nfo existem reagdes
R, incognitas e o problema pode ser resolvido de forma simples. Quando hé reacdes

de canto, pode-se tratar o problema aproximando-se por diferencas finitas ou
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escrevendo-se uma equaglo integral para cada R,, das 2N escritas. De acordo com o
que foi apresentado por PALERMO JUNIOR [54], resolveu-se os problemas de
placa fina sem incluir as rea¢des de canto incégnitas e os resultados obtidos ndo

foram afetados significativamente.

6.3.1 - Montagem do Sistema de Equagdes

Apbs a realizaglo das operagbes numéricas das integrais de contorno na
equacdo (6.12) sobre cada elemento genérico I , soma-se estas influéncias para
todos os N, elementos nos N, nés de contorno. Desta forma, a equaciio (6.12) pode

ser escrita da seguinte forma:
Cw+HU=GT+F (6.13)

onde, para placas finas, sabe-se que:

av' A"
UN - 1 Mo . ~ l ~
EAW T LW T Wy, e, Wy, ¢ SA0 08 deslocamentos e rotagdes

normais ao  contorno, onde
incluem-se os deslocamentos de
canto,

T ={yl,M!,...

,I{,N",Mf"},Rd,...RcNE : sA0 as cortantes € momentos

normais ao contorno da placa,
onde incluem-se as reagdes de
canto,

H e G : sdo as matrizes globais de influéncia, que dependem apenas da

geometria do problema,
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Cw : é o deslocamento correspondente ao ponto do contorno no qual se

aplicou a equacio integral,

£ ¢ o valor resultante da integragdio da regifio Q.

Considerando-se a equagéo (5.34) o valor de F é dado por:

F(é):Qfg(m)w*(ﬁ,m)dﬂg(m) (6.14)

"

Na matriz /1 ndo simétrica, obtida das integracGes indicadas nas equacbes

(6.12), é necessario acrescentar o deslocamento correspondente ao ponto do contorno
no qual foi aplicada a equacdo integral. Portanto, impondo-se as condicGes de
contorno a todos 0os N, nds do contorno da placa, a equago (6.13) pode ser escrita da

seguinte forma:
HU=GT+F (619

Impondo-se as 2N variaveis conhecidas em (6.15) e apos conveniente troca de
membros das colunas da matrizes H e G, obtém-se o seguinte sistema de 2N

equagdes:

A4X =58 (6.16)

sendo, X o vetor com as 2N variaveis incognitas, B o vetor que contém os efeitos

dos deslocamentos e esforgos prescritos no contorno e também o valor do

carregamento de dominio, 4 € a matriz dos coeficientes das variaveis incognitas que

foi obtida com a troca das colunas das matrizes H e G.
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6.4 - Transformacio das Equacées Integrais de Placas
Moderadamente Espessas

Considerando-se as equagfes integrais de placas de espessura moderada, séio
necessarias as transformagdes das equagdes integrais, equagdes (5.54) ou (5.78), em
equacdes algébricas para o uso direto do Método dos Elementos de Contorno. As
equagdes integrais citadas, em coordenadas cartesianas, sfo referentes as formulagdes
obtidas através das teorias de Mindlin e Reissner.

Sejam as equagbes de placas de espessura moderada em coordenadas

cartesianas:

uj(é) + _[T;(f,x)uj(x)dl“(x) = J‘U;(é’,x)tj(x)df(x)

r

+ J.g(x)U:E(f,x)ng(x)

u,(&)+ [T (&0, (dr(x) = [U;(£,2)t, () ()

r

+ J {Uﬂ(d_;’,x) - WU”‘,,Q (f,x)}g(x)d{zg(x)

Q,

As equagfes (5.54) e (5.78) podem ser transformadas em integrais que
relacionam deslocamentos e forgas no contorno, de maneira andloga ao
desenvolvimento feito para as placas finas (item 5.2.2). Assim, obtém-se equacdes
integrais andlogas s encontradas por WEEEN [34, 35] que podem ser notadas da

forma:

C,}. (f)uj(§)+ J-T;* (/f,x)uj(x)df(x) = J-U; (é,x)tj(x)df(x)

r

+ Ig(x)U:s(cf,x)ng(x) (6.17)
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C, (&), (&) + |1 (&.x)u, (x)dT (x) = [U (&%), (x)dT (x)

1o g 60 s, () 1)

A matriz Cji(&) depende apenas da geometria do problema (ver item 5.2.2).
Contudo, devido ao posicionamento do ponto de colocag@o onde se aplica a equagéio
integral ser externo ao dominio da placa, esta matriz torna-se nula.

Desta forma, de acordo com as equagbes de flexfo de placas de espessura
moderada (5.54) ou (6.17) ¢ (5.78) ou (6.18), as variaveis relacionadas a este
problema em um sistema de coordenadas cartesianas sdo (uy, uz, u3) ¢ (tq, tz, t3).
Conforme o item 4.8, sabe-se que a partir de condigdes de contorno de cada
problema, sempre sfio conhecidas trés das seis variaveis mencionadas. Desta forma,
das seis varidveis iniciais resultam trés incOgnitas e, portanto, sfo necessarias trés
equacdes integrais com diferentes solugdes fundamentais de forma a compatibilizar
incOgnitas e variavels conhecidas. Para resolver este problema, utilizou-se o
procedimento utilizado nos trabalhos de WEEEN [34, 35], aplicando-se para a
obtencdo das solugdes fundamentais necessdrias, trés condi¢es de carregamentos
unitarios referentes a uma forga na direcdo do eixo x3 e dois momentos nas direcdes
X1 ¢ X3. Na resolugfio das equagdes integrais, utilizou-se uma formulagfio anéloga &
apresentada em PAIVA [33]. Esta formula¢do consiste em aplicar as equagdes
integrais mencionadas em pontos fora do dominio da placa, obtendo-se equagdes
diferentes que relacionam as incognitas.

Através deste procedimento, quando discretiza-se o contorno da placa em N,
elementos ¢ substitui-se as varidveis mencionadas por suas aproximagdes, equagdes
(6.3) e (6.4). as equacdes (5.54) ou (6.17) e (5.78) ou (6.18) podem ser escritas da

seguinte forma:

M,

)+, [ (& (ar(n)u’ =3 e [uie )@ (m)ar ()7

J=1 =l r

+ [g(n UL, )HQ (1) (6.19)
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é‘)+i |7 (&m) @ (n)ar (n)v 3 (U (&)@’ (n)ar(n) 1

j=l 1 J=l

+Q—[{: ’3(5’77“’) (1 ) !aa(‘f’ d):Ig(ﬂd)dQ (77.1) (6.20)

sendo novamente:

T : uma variavel que percorre o contorno,
M4 : uma variavel do dominio,

€ : 0 ponto onde se aplica a equagfo integral.

As integrais de contorno mostradas nas equagdes (6.19) ¢ (6.20) sdo feitas
numericamente para todos os elementos de contorno, ufilizando-se quadratura de
Gauss. Através da formulagio alternativa apresentada por PAIVA [33], aplica-se as
equagdes integrais (6.19) ou (6.20) para pontos externos ao dominio, obtendo-se 3N
equagdes. Cada ponto externo € posicionado na diregdo normal ao contorno em cada
nd associado.

No trabaltho de PAIVA ¢ VENTURINI [53], a distincia padrio utilizada para
o posicionamento do né externo ao contorno, foi a média dos comprimentos dos
clementos de contorno relacionados ao nd considerado (figura 6.7). Para este
trabalho, foi utilizado 1/4 da média dos comprimentos dos elementos adjacentes ao

nd, com base no estudo de placas com a utilizagfo de elementos quadraticos.

6.4.1 - Montagem do Sistema de Equacées

Realizadas as operagSes numéricas nas equagles integrais de contorno,
equagdes (6.19) ou (6.20), sobre cada elemento genérico I'j , soma-se estas
influéncias para todos os N, elementos nos N, nos de contorno. Através deste

procedimento, as equagdes (6.19) e (6.20) podem ser escritas da seguinte forma:
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HU=GT+F @21

onde, para placas de espessura moderada, tem-se:

/ Nn o A . .
U’ = { 7 T VRO u U, ”,u;v"} : 880 os deslocamentos generalizados,

em coordenadas cartesianas,

T/ = {rf 39 S UUOTOTOR 1M, tSN”} : 80 as cortantes € momentos, e

coordenadas cartesianas,

H e G :s#o as matrizes de influéncia, que dependem apenas da geometria

do problema,

F: € o valor resultante do carregamento do dominio O .

Fazendo-se a imposi¢do das 3N varidveis conhecidas na equagéo (6.21) e apos
conveniente troca de membros das colunas da matrizes H ¢ G, obtém-se o seguinte

sistema de 3N equagdes:

AX =B (6.22)

Na equacgfio (6.22), o vetor X acumula todas as 3N varidveis incognitas do
contorno. O vetor B contém os efeitos dos deslocamentos e esforgos prescritos no
contorno ¢ também o valor do carregamento de dominio F. A matriz 4 é a matriz

dos coeficientes das varidveis incognitas, obtida com a troca das colunas das matrizes

HeG.
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6.4.2 - Deslocamentos em Pontos do Dominio

A determinagfio dos deslocamentos em pontos do dominio da placa é feita
diretamente, a partir dos valores encontrados no contorno. Assim, rearranjando-se as

equacdes (5.54) e (5.78) pode-se escrever:

J‘Ty (£,x) u (x)dI(x) + IU (&x)t,(x)dr(x) +

+ Jg(x)U;;(ﬁ ,x)dQ , (x) (6.23)

1 (8) = - 17 (& ), (9)ar () + JU; (&, 0)t, (x)dT () +

J

Q

) { (8:x) = (- vy ) Ul (5 *)}g(ﬂdﬂg(x (6.24)

-4

Discretizando-se as equagdes (6.23) e (6.24) de maneira analoga 4 aquela
utilizada na discretizagdo das equacSes (6.17) e (6.18) e substituindo-se as varidveis

do problema por suas aproximagGes, pode-se escrever:

)=-3 [LEne@atu’+Y, [v(an o (hart) s

=t r Jj=b T

+ fem U (En b, (n,) (6.25)

jz; (&n) 2 (n) df(n)Uf+Z [u(&.m) @ () (n) 77+

i=1 7 =l T

j{ (&.m,) - (1 ) m’a((f Wd):!g(ﬂd)dg (774) (6.26)
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Escrevendo-se a equagfio (6.25) ou (6.26) para os pontos do dominio da placa

onde necessitam ser determinados os deslocamentos, obtém-se:
U=—HU+GT+F (6.27)

onde, U ¢ o vetor dos deslocamentos nos pontos do dominio. Os coeficientes das
matrizes H e G . sdo obtidas de maneira semelhantes as aquelas obtidas para os
pontos de contorno. O vetor F contém as influéncias dos carregamentos de

dominio.

6.4.3 - Esforcos em Pontos do Dominio

A determinagio dos momentos fletores e esforgos cortantes em pontos do
dominio da placa tem por base as equagbes integrais (5.63) e (5.64) ou (5.80) ¢
(5.81). Analogamente aos itens anteriores, faz-se a discretizagfio destas equacgdes e
substitui-se as varidveis do problema por suas aproximagdes que, na auséncia das

integrais de dominio, sfio dadas por:

; [Toa & m) @t ()ar (n)q*+§ [ULa(En ot (Rar(m Tt (6.28)
049 ; [75.(&m U)U"+Z jym (en)ot(ar(nT* (6.29)

Realizada a discretizag@o, as equacgdes (6.28) e (6.29) podem ser escritas para
os pontos do dominio da placa onde necessitam ser determinados os esforgos,
obtendo-se com a inclusdo das integrais de dominio as seguintes formas matriciais

finais:

M=-H U+G T+F ©30
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0--H U+G'T+F' @31

onde, M ¢ o vetor dos momentos fletores nos pontos do dominio ¢ Q o vetor dos

. . * * ok
esforgos cortantes nestes pontos. Os coeficientes das matrizes H ,H ¢ G. G,

s80 obtidos com os pontos de colocagdo localizados no local onde deseja-se obter as

“ ¥ Hok , . ~ .
respostas dos esforgos. Os vetores FF e F contém as influéncias dos

carregamentos de dominio.

Para a determinago das influéncias dos carregamentos de dominio, devem ser
consideradas as integrais de dominio apresentadas pelas equagdes (5.54) ou (6.17) e
(5.78) ou (6.18). Cabendo lembrar que estas equagSes integrais sdo modificadas de

acordo com cada formula¢fo adotada.




Capitulo 7

Exemplos Numéricos

7.1 = Introducdio

Neste capitulo, sdo realizados exemplos numéricos para analise de problemas
de placa de espessura moderada e alguns problemas de placa fina, de acordo com as
formulagdes das teorias de Mindlin e Reissner. Para a resolucfo dos exemplos,
através do Método dos Elementos de Contorno, foram utilizados programas
desenvolvidos no presente trabalho onde os mesmos séo diferenciados de acordo com
cada formulacBo adotada, conforme serd visto no proximo item. Os resultados
alcancados para placas finas sfio comparados através de solugdes analiticas por
TIMOSHENKO ¢ KRIEGER [55], ou por solugdes numéricas através do Método
dos Elementos de Contorno obtidas nos trabathos de PAIVA [33] ¢ RIBEIRO [38].
Para as placas de espessura moderada com relagdes diferenciadas de espessura/vio,
os resultados sfio comparados com as solugdes numéricas obtidas por RIBEIRO
[38], atraves do Mérodo dos Elementos de Contorno.

Na escolha das condigdes de contorno ou vinculagfio da placa, conforme item
4.8, pode-se prescrever nas bordas simplesmente apoiadas, ora a condigdo de rotacfo
tangencial nula no plano vertical tangente ao contorno (condigcdo hard), ora o
momento tor¢or nulo neste mesmo plano (condi¢@o soft). As condi¢gdes de contorno

hard e soff foram prescritas de acordo com as considerages de BATHE [52] et alii.
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Nos exemplos analisados, as varidaveis sdo aproximadas por elementos lineares
continuos ou descontinuos. Os elementos descontinuos so utilizados quando os
esforgos, deslocamentos ou os vetores tangentes ao contorno sofrem variagio brusca.
Os pontos de colocagio foram posicionados na vizinhanga da placa, fora do dominio,
em uma direcdo normal ao contorno. Utilizou-se a distdncia de 1/4 da média do
comprimento dos elementos adjacentes ao nd considerado. O valor adotado para esta
distdncia, foi o que ofereceu melhores resultados nos exemplos numéricos
analisados. Na resolugBio das equagdes integrais, para o calculo das integracGes
numéricas, foi utilizada a quadratura de Gauss com 48 pontos referentes a pesos e

coordenadas.

7.2 - Consideracédes Gerais

Os exemplos apresentados neste capitulo si3o analisados generalizadamente, de
acordo com as diferentes formulacSes de placa moderadamente espessa escritas em
fungédo das teorias de Mindlin e Reissner, obtendo-se resultados diferenciados para
cada formulagdo adotada. Foram montados programas onde considera-se casos em
que as equacgdes integrais sdo resolvidas utilizando-se solugdes fundamentais
conhecidas e também solugdes fundamentais desenvolvidas neste trabalho. Desta

forma, séo considerados os seguintes casos para a montagem dos programas:
a) Reissner Linear

Neste caso, sdo utilizadas na resolugfo da equagfo integral discretizada (6.20)
as solugdes fundamentais (4.90) e (4.91), referentes a uma forca e dois momentos

unitdrios aplicados que, de forma resumida, séio dadas por:

.1 ]2 1 1
Uaﬁ = %{Tj;[A(z) - B(z)r,a rsﬁ}_“i&aﬂ(lnz_gj _Er’a r’ﬁ}

. . 1 1
Ua3 = WUM = %(lnzm'i)}‘f‘,a
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. 1 2 1
U, =~ Inz——z2 -
3 2D A? [1——1/ nz=ye (Inz 1)}

* }-_ L4 * * 21/ *
]:‘a =D ) (Ur'a,ﬂ + Ur’/ﬁ',a + 1— VUi?’,?é‘aﬂ)nﬂ

T, = D%—;f(U + UL,

sendo para a teoria de Reissner z=Ar ,onde A = V10 /h.

Na resolugdio da integral de dominio da eqguagio (6.20), utiliza-se a
transformacfio apresentada pela equacio integral de contorno (5.86), juntamente com

as solucdes fundamentais (4.90) e (5.87). Assim:

f{ (6:x)- (Y ) U a($) x)]g(%)dQ ()=

Q

: J[m(: - g ) puer, o)

sendo

2
r

Va,ﬁ:m[éaﬁ(4fnz—5)+(4inz—3)r,ar,5]
. Fr'ep 2
Ve, = - 1287;D(1 YE [322Inz-1) - 22(1- v)(41nz - 5)]

Com relagéo aos esforgos e deslocamentos no dominio da placa, sdo utilizadas
nas equagdes (5.80) e (5.81) as solugdes fundamentais (5.83) e (5.84). Na resolugéo
da integral de dominio para os esforgos e deslocamentos internos das equagdes (5.80)
e (5.81), utiliza-se o procedimento apresentado em (5.88) aplicando as solugdes

fundamentais (5.89).
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b) Mindlin/Weeén 1

Para este caso, sdo utilizadas para a resolugédo da equagdo integral discretizada
(6.19) as solugdes fundamentais (4.90) e (4.91), referentes a uma forga ¢ dois
momentos unitarios aplicados apresentadas no caso a onde, para a teoria de
Mindlin z = Ar ¢ A = m/h. Para a resolugio da integral de dominio da equagio
(6.19), utilizam-se os resultados da transformacfio apresentada pelas equacgdes

integrais de contorno (5.72). Assim:

Q_“g(x)Ua;(é:, x)dﬂg(x) = rjl:%(lnz - %]ilﬂ,a R, ndl,

Q{g(x)U33*(é‘,x)cf£2g(x) = ] %(Iﬂz ——i—) —57—531‘%%—_—;)-(1112 ——%ﬂ&r ndl,

Com relagdo aos esforgos e deslocamentos no dominio da placa, sdo utilizadas
para as equagdes (5.63) e (5.64) as solugdes fundamentais (5.83) e (5.84). Na
resolugdo da integral de dominio para os esforcos e deslocamentos internos das
equagdes (5.63) e (5.64), utiliza-se o procedimento apresentado em (5.76) com

aplicacdo das solugdes fundamentais (4.90).
¢) Mindlin/Weeén 2

Utiliza-se neste caso, a equaglo integral discretizada (6.19) com as solugdes
fundamentais (4.90) e (4.91), referentes a uma forga e dois momentos unitdrios
aplicados apresentadas no case a onde, para a teoria de Mindlinz=Ar e A = w/lh.
Na resolu¢do da integral de dominio da equagdo (6.19), utiliza-se a transformacfo

apresentada pelas equagdes integrais de contorno (5.72b) e (5.73). Assim:

ng(x)U;g(f,x)ng(x) = Jg(x)[ 8::1) (Inz - 1)}(§,x)nadl"g (x)
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Q{ gx)Us (Ex) (x) = ] g%(mz - i—) - %(lnz - %}}Qr ndr,

Com relagéio aos esforcos e deslocamentos no dominio da placa, sfo utilizadas
novamente para as equacdes (5.63) e (5.64) as solugdes fundamentais (5.83) e (5.84).
Na resolugfio da integral de dominio para os esforcos e deslocamentos internos das
equacdes (5.63) e (5.64), utiliza-se novamente o procedimento apresentado em (5.76)

com aplicagfo das soluc¢des fundamentais (4.90).
d) Danson/Weeén 2

Especificamente para este caso, sdo utilizadas na equagio integral discretizada
(6.19) as solugdes fundamentais (4.79) e (4.80), referentes a uma forga unitéria
aplicada na direcio do eixo x3. S#o utilizadas também as soluges fundamentais
(4.90a) a (4.90¢) e (4.91a) a (4.911), referentes a momentos unitérios aplicados nas

direcdes x; € xz. De forma resumida, estas equacgdes sdo dadas por:

. 1 2 1 1 1
Uaﬁ = EE{;—;[A(Z) - B(z)r,a r,ﬁ}—géaﬁ(lnz — "5) —“"2"'1”,& r,ﬁ}

. 1 1
U, = %[Inz - EJW’“

U, = W—L{lnr - £Az—_ipl)]rr,a

3a 4D 2
A, +2
Usy=— 1 ,[ 2 Enz—lzz(lnzwwjl
2aDAT | 1~V 4 2
% 1"'V * * 2}/ *
I =D— (U,.a,ﬁ FUpa ¥ 7 VU,.j,,yaaﬁ]nﬂ

T = D=t
i’ 2

*

2(Un, + UL,

sendo para a teoria de Mindlinz = Ar ,onde A = w/h.
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Na resolugéio da integral de dominio da equagdo (6.19), utiliza-se resultados da
transformacfo apresentada pelas equagles integrais de contorno (5.71) e (5.73).

Assim:

. e’ (24, +5)) gR 1
Q_[g(x)Uza (Six)d2, (x)= r{|: 02D (Enr T, } T A h (inr - '2")}(’9’ ndl

T 2002, (5) = [} oy 2= 1) |65, ()

Com relagfio aos esforgos e deslocamentos no dominio da placa, sfo utilizadas
para as equacdes (5.63) e (5.64) as solugdes fundamentais (5.66) e (5.67), juntamente
com as adequadas solugdes fundamentais (5.83) e(5.84). Na resolucdo da integral de
dominio para os esforgos e deslocamentos internos das equagdes (5.63) e (5.64),
utiliza-se o procedimento apresentado em (5.76) que tem como resultado a aplicagfo
das solugdes fundamentais (5.77). Para considerar as hipdteses apresentadas por
DANSON [30], utiliza-se o valor Ay = -1 nas equagdes (4.79), (4.80), (5.66), (5.71)
e (5.77).

d) Bezine/Stern/Weeén 2

Este caso ¢ igual ao caso ¢, todavia para considerar as hipdteses apresentadas
por BEZINE [31] e STERN [32], utiliza-se o valor A; = -2 nas equagdes (4.79),
(4.80), (5.66), (5.71) e (5.77).

e) Reissner Quadritico

Neste caso, sfo referenciados os resultados de exemplos numéricos de placas
de espessura moderada e relacles espessura/vdo apresentados no trabalho de
RIBEIRO [38]. Este trabalho utiliza elementos quadriticos na resolugfo dos

problemas de placa pelo Método dos Elementos de Contorno.
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7.3 - Exemplo 01 : Placa Retangular em Balanco

Uma placa retangular em balango, com relagfo entre lados igual a 1/4, foi
submetida a um carregamento uniformemente distribuido g sobre o seu dominio. Fsta
placa também foi submetida a um carregamento linearmente uniforme t; sobre uma
de suas bordas. Como mostra a Figura 7.1, as condi¢es de contorno sfo de uma
borda engastada e as outras bordas livres, as dimensdes sio de 1,6 m na diregfio xg ¢
0,4 m na diregfio x;. O coeficiente de Poisson foi considerado nulo e para o célculo
dos esforgos e deslocamentos no contorno, foi adotado o valor de 0.02 kN.m’/m para
rigidez a flex@o da placa D. O contorno foi dividido em 40 clementos lineares e,
foram usados nos cantos da placa, elementos descontinuos, perfazendo um total de
44 noés. Também foram colocados trés pontos no dominio da placa, no sentido de
determinar resultados de deslocamentos e esforcos no interior da mesma. No célculo
dos pontos de dominio, foram alteradas as relagdes de espessura/vio na proporgdo de
h/¢=1/100, h/#=1/20 e h//=1/10, para considerar apropriadamente este efeito.

O principal propésito deste exemplo foi a comparagfio dos resultados com o0s
de uma viga em balango, que constitui uma aproximagfo do problema. Deve-se
ressaltar que os resultados provenientes da teoria de vigas nfo consideram o eféito da

deformagéo por cortante.

4%
Borda
Carregada —\
0.2
0.4 m re . 1 " 2 . 3
0.2 X,
0.4 | 0.4 « 0.4 N 0.4 |
ié— 1.6m N

Figura 7.1 - Placa Retangular em Balanco.
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Nas Tabelas 7.1 e 7.2 sfio apresentados os resultados em esforgos e
deslocamentos nas se¢des extremas da placa (pontos no contorno), de acordo com o0s
diferentes casos mostrados no item 7.2. Nas Tabelas 7.3 a 7.5, sio apresentados os
resultados de esforcos e deslocamentos no dominio da placa para as relagdes de
espessura/vio h/¢=1/100, h/{=1/20 e h/¢=1/10, considerando-se os casos cujos
resultados foram mais significativos.

A Tabela 7.1 apresenta os resultados de contorno obtidos para um
carregamento linearmente distribuido aplicado sobre a borda livre, oposta ao
engastamento. Para o cdlculo dos valores representativos de esforgos e
deslocamentos em cada secéo, obtidos para as diferentes formula¢Ges de placa, foi
efetuada a média dos valores nos pontos situados sobre a se¢do. Este procedimento é

realizado de maneira andloga aos utilizados nos trabalhos de PAIVA [33] e

RIBEIRO [38].

‘Tabela 7.1 - Deslocamentos e esforgos no contorno de uma placa em balango
sujeita a um carregamento linearmente distribuido no lado oposto
da borda engastada.

Reissner | Mindlin | Mindlin | Danson | Bezine/Stern
(kN/m) Linear | Weeén 1 | Weeén 2 | Weeén 2 Weeén 2 Viga
Cortante (x,=0) 0,4009 | 0,4009 0,4609 0,4132 0,4051 0,4
Momento Fletor (=0} § 0,6413 | 0,6413 0,6413 0,6525 0,6459 0.64
Deslocamento (x;=1,6) | 69,004 | 69,004 69,004 68,899 68,975 68,267

Constderando-se que o problema de viga nfo considera o efeito da deformagéo
por cortante, os resultados obtidos para o carregamento uniforme e concentrado sobre
a borda livre foram bastante proximos a este problema cléssico.

Primeiramente, por se tratar de um carregamento linear e, pela semelhanca
entre as formulacdes desenvolvidas, os casos Reissner Linear, Mindlin/Weeén 1 ¢
Mindlin/Weeén 2 apresentaram resultados idénticos ¢ também bastante proximos a
teoria de vigas, com discrepéncias inferiores a 0.2%. Em uma segunda andlise, os

casos Danson/Weeén 2 ¢ Bezine/Stern/Weeén 2 também apresentaram resultados
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bastante significativos em relagdo ao problema de viga, também com discrepancias
inferiores a 0.2%.

A Tabela 7.2 apresenta resultados nos pontos de contorno obtidos para um
carregamento distribuido uniformemente sobre o dominio da placa. Considerando-se
que o carregamento distribuido € uniforme, as equagdes integrais de dominio para as
diferentes formula¢es podem ser convertidas em integrais sobre o contorno do

carregamento.

Tabela 7.2 - Deslocamentos e esforgos no contorno de uma placa em balango
sujeita a um carregamento uniformemente distribuido no dominio,

Reissper | Mindlin Mindlin Danson | Bezine/Stern

Linear | Weeén 1| Weetn 2 Weeén 2 Weeén 2
Cortante (x;=0) 0,6399 0,8224 0,6509 0,6441 0,6423 0,640
Momento Fletor (x;=0) | (,5119 0,6587 00,5207 0,5170 0,5153 0,512

(kN/m) Viga

Deslocamento (x;=1,6) | 41,200 ; 47,840 43,421 41,457 41,460 40,960

Os resultados obtidos para o carregamento distribuido na placa em balango
também foram bastante préximos ao problema classico de viga. De acordo com a
Tabela 7.2, os casos Reissner Linear, Danson/Weeén 2 e Bezine/Stern/Weeén 2
foram os que apresentaram os resultados mais significativos, obtendo valores finais
com discrepincias inferiores a 1%. No caso Mindlin/Weeén 2 nio foi encontrado
bom resultado para o deslocamento da placa, apenas encontrou-se resultados
significativos para os esforgos externos de forga cortante ¢ momento fletor. Ja para o
caso Mindlin/Weeén 1 nio foram encontrados bons resultados. Isto pode ter
ocorrido devido ao fato de se ter utilizado para corrigir o modulo de elasticidade

transversal o fator n/h, ao contrario do primeiro caso (Reissner Linear) que utiliza o

fator 10 / k.
As Tabelas 7.3, 7.4 e 7.5 apresentam os resultados de esforgos e deslocamentos
em pontos internos (Figura 7.1) em kN/m, obtidos considerando-se um carregamento

distribuido uniformemente sobre o dominio da placa. Nessas tabelas sfo
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consideradas, respectivamente, as relagbes de espessura/vio h//=1/100, h/¢=1/20 e
h/{=1/10. S&o apresentados apenas os casos cujos resultados foram mais

significativos.

Tabela 7.3 - Deslocamentos e esforgos no dominio de uma placa em balango
sujeita a um carregamento uniformemente distribuido e com

h/7=1/100.
Ponto Casos w My, M,,

Reissner Linear 4,2663 -0,3317 -0,3796
1 Danson/Weeén 2 4,0607 -0,3309 -0,2416
Bezine/Stern/Weeén 2 4,0853 -(,3335 -0,2751

Viga 4,3200 -(,2880 -
Reissner Linear 15,2020 -0,1179 -0,1511
2 Danson/Weeén 2 14,9920 -0,0877 0,6427
Bezine/Stern/Weeén 2 15,0668 -0,0977 0,5310

Viea 14,5100 -0,1280 -
Reissner Linear 28,6575 -0,0048 0,0499
3 Danson/Weeén 2 27,9224 0,0019 0,7616
Bezine/Stern/Weeén 21 28,2141 0,0061 0.6981

Viga 27,3600 -0,0320 -

Tabela 7.4 - Deslocamentos e esfor¢os no dominio de uma placa em balango
sujeita a um carregamento uniformemente distribuido e com

h/¢=1/20.
Ponto Casos W M M.,

Reissner Linear 4,3763 -0,2908 0,0006
1 Danson/Weeén 2 4,3496 -0,2919 0,0050
Bezine/Stern/Weeén 2 4,3609 -0,2916 0,0028

Viga 4,3200 -0,2880 -
Reissner Linear 14,6784 -0,1292 0,0007
2 Danson/Weeén 2 14,6575 -0,1302 0,0056
Bezine/Stern/Weeén 2 14,6691 -0,1301 0,0031

Viga 14,5100 -(,1280 -
Reissner Linear 27,6681 -0,0319 -0,0001
3 Danson/Weeén 2 27,0814 -0,0320 0,0040
Bezine/Stern/Weeén 2 27,6863 -0,0324 0,0022

Viea 27,3600 -0,0320 -
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Tabela 7.5 - Deslocamentos e esforgos no dominio de uma placa em balango
sujeita a um carregamento uniformemente distribuido e com

h/£=1/10.
Ponto Casos w My M,

Reissner Linear 4,3964 -0,2887 0,0001
1 Danson/Weeén 2 4,3897 -0,2893 -0,0044
Bezine/Stern/Weeén 2 4,3876 -0,2886 -0,0020

Viga 4,3200 -0,2880 -
Reissner Linear 14,6473 -0,1304 0,0002
2 Danson/Weeén 2 14,6571 -0,1302 -,0042
Begine/Stern/Weeén 2 14,6383 -0,1286 -0,0016

Viga 14,5100 -(,1280 -
Reissner Linear 27,5810 -(,0364 -0,0001
3 Danson/Weeén 2 27,6102 -(1,0348 -0,0021
Bezine/Stern/Weeén 2| 27,5511 -0,0322 -0,0007

Viga 27,3600 -0,0320 -

Os resultados de deslocamentos e momentos fletores em pontos do dominio da
placa, devido a um carregamento uniformemente distribuido, se aproximaram
problema classico de viga a medida que a relagfio espessura/vio foi aumentando. Isto
se deve ao fato de que a influéncia da deformacio por cortante piorou os resultados
de baixa espessura. A partir da Tabela 7.5, os casos considerados Reissner Linear,
Danson/Weeén 2 ¢ Bezine/Stern/Weeén 2 foram os que apresentaram os resultados

mais significativos, obtendo resultados com discrepéncias inferiores a 0.3%.

7.4 - Exemplo 02 : Placa quadrada simplesmente apoiada no contorno
e uniformemente carregada.

Neste exemplo, de acordo com a Figura 7.2, analisa-se uma placa quadrada de
lado ¢, simplesmente apoiada no contorno e com carregamento uniformemente
distribuido g no dominio. O coeficiente de Poisson € igual a 0.3, e a placa foi
resolvida para algumas relagdes de espessura/vio considerando-se a condigio de
rotagdo no plano vertical tangente ao contorno restringida (condi¢do hard). O
contorno foi discretizado em 40 elementos lineares e, novamente foram usados nos

cantos da placa, elementos descontinuos, perfazendo um total de 44 nos.
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Figura 7.2 - Placa quadrada simplesmente apoiada no contorno e
uniformemente carregada.
Nos Graficos 7.1 a 7.5, sfio apresentados os valores do deslocamento

transversal w sobre a linha de centro da placa. Para este caso, foram consideradas as

relagOes de (h/f) iguais a (1/100), (1/10), (1/5), (1/4) e (3/10).
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Grifico 7.1 - Deslocamento transversal w ao longo da linha de centro com relagio
h/¢=1/100.
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Grifico 7.4 - Deslocamento transversal w ao longo da linha de centro com relagio

h/é=1/4.
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Griéfico 7.5 - Deslocamento transversal w ao longo da linha de centro com relagio

h/¢=3/10.
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Os valores dos deslocamentos transversais w, considerando a influéncia da
espessura no problema de placa, podem ser evidenciados nos Graficos 7.1 a 7.5 e
também na Tabela 7.6.

Considerando-se a relagiio h/¢=1/100, Grafico 7.1, os resultados para os casos
Reissner Linear, Danson/Weeén 2 ¢ Bezine/Stern/Weeén 2, comparados com os
valores de referéncia, Reissner Quadratico [38] e Teoria Classica, podem ser
considerados bastante satisfatérios pois, apresentam comportamentos bastante
semelhantes. Entretanto, ndo obteve-se bons resultados para os casos
Mindlin/Weeén 1 ¢ Mindlin/Weeén 2.

Para a relagio h/f=1/10, Grafico 7.2, observa-se uma discrepancia de
resultados. No caso Reissner Linear, obteve-se resultados bastante proximos ao
valor de referéncia Reissner Quadritico [38]. Para os casos Mindlin/Weeén 2 e
Bezine/Stern/Weeén 2 obteve-se valores proximos para os deslocamentos mas, se
comparados com o valor de referéncia, sfo aproximadamente 30% menores. O caso
Danson/Weeén 2 ¢ aproximadamente 90% menor que o valor de referéncia. Para o
caso Mindlin/Weeén 1 néo se obteve bons resultados.

Na relagdo h/#=1/5, Gréafico 7.3, o caso Reissner Linear, apresenta resultados
bastante proximos ao valor de referéncia Reissner Quadratico [38]. O caso
Mindlin/Weeén 2 apresenta resultados 75% inferiores ao valor de referéncia.
Observa-se nesta relagdo, uma sensivel mudanga de comportamento para o caso
Bezine/Stern/Weeén 2, que apresenta resultados de aproximadamente 170%
inferiores ao valor de referéncia. Os casos Mindlin/Weeén 1 ¢ Danson/Weeén 2,
apresentaram resultados insatisfatorios se comparados com o valor de referéncia.

Considerando-se a relagiio h/#=1/4, Grafico 7.4, pode-se observar que os
resultados apresentaram comportamentos semelhantes a relagfo anterior.

No caso da relagdo h//=3/5, Grafico 7.5, novamente os resultados para o caso
Reissner Linear, sfo bastante préximos ao valor de referéncia. Mais uma vez, 0s
casos Mindlin/Weeén 2 ¢ Bezine/Stern/Weeén 2 apresentaram comportamentos
semelhantes para os deslocamentos, proporcionais & aqueles obtidos nas relagdes
anteriores. Todavia, se comparados com o valor de referéncia, apresentam resultados

consideravelmente inferiores. Os casos Mindlin/Weeén 1 ¢ Danson/Weeén 2,




150

novamente apresentaram resultados insatisfatorios se comparados com o valor de
referéncia.

Finalmente, relacionando-se os dados obtidos de forma apropriada, a Tabela
7.6 apresenta os resultados dos deslocamentos w sobre a linha de centro da placa,

onde fica evidenciada a influéncia da espessura nos resultados obtidos.

Tabela 7.6 - Deslocamentos sobre a linha de centro de uma placa apoiada no
contorno € sujeita a um carregamento uniformemente distribuido

no dominio.
w (100D/gé

h/¢ Casos 0,1/ 4,2/ 0,3/ 0,44 0,5¢
Reissner Linear 0,1316 (,2463 0,3337 0,3879 0,4063
Mindlin/Weeén 1 0,5612 0,9491 1,2166 1,3664 1,4139
1100 Mindlin/'Weeén 2 -0,0131 0,0095 0,0362 0,0582 0,0667
Danson/Weeén 2 0,1327 0,2482 0,3360 0,3905 0,4090
Bezine/Stern/Weeén 2 06,1320 0,2470 0,3345 0,3889 0,4073
Reissner Quadrdtico [38] 0,1316 0,2464 0,3338 0,3881 0,4064
Reissner Linear 0,1385 0,2581 0,3487 0,4048 0,4237
Mindlin/Weeén 1 0,2948 0,4844 0,6215 0,7026 06,7292
110 Mindlin/Weeén 2 0,0845 0,1797 0,2541 0,3014 0,3177
Danson/Weeén 2 0,0750 0,1299 0,1773 0,2093 0,2206
Bezine/Stern/Weeén 2 (,1089 0,1978 0,2679 03126 0,3279
Reissner Quadrdtico [38] 0,1386 0,2583 (,3490 0,4052 0,4241
Reissner Linear 0,1597 0,2944 0,3950 0,4568 0,4776
Mindlin/Weeén [ 0,4306 0,7266 0,9339 1,0548 1,0943
1/5 Mindlin/Weeén 2 (,0687 0,1493 0,2150 0,2572 06,2717
Danson/Weeén 2 0,6134 -0,0066 -0,0085 -0,0044 -0,0021
Bezine/Stern/Weeén 2 0,067 0,1033 0,1388 0,1639 06,1729
Reissner Quadridtico [38] 0,1598 0,2946 0,3953 0,4571 0,4779
Reissner Linear 0,1756 0.3216 0,4297 ,4958 0,5179
Mindlin/Weeén 1 0,4891 0,8307 1,0680 1,2061 1,2513
1/4 Mindlin/Weeén 2 0,0700 0,1510 0,2162 0,2583 0,2728
Danson/Weeén 2 0,0232 -(,0017 -(,0064 -0,0045 -0,0031
Bezine/Stern/Weeén 2 0,0716 0,1012 0,1325 0,1549 0,1629
Reissner Quadrdtico [38] 0,1756 0,3218 0,4299 0,4960 0,5182
Reissner Linear 0,1950 0,354% 0,4721 0,5434 0,35672
Mindlin/Weeén 1 0,5373 60,9170 1,1794 1,3318 1,3817
Mo Mindlin/Weeén 2 0,0785 0,1646 0,2331 0,271 0,2923
Danson/Weeén 2 0.0693 06,0678 0,0788 0,0890 0,0929
Bezine/Stern/Weeén 2 0,1023 0,1458 0,1863 0,2135 0,2230
Reissner Quadrdtico [38] 0,1950 0,355 0,4723 0,5436 0,5674
Teoria Classica 0,132 0,246 0,334 0,388 0,406
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A Tabela 7.7 apresenta os resultados dos momentos fletores e deslocamentos
maximos w no meio do vdo, bem como o momento tor¢or no canto da placa. Todos
os resultados novamente sfo obtidos para a condigfo de contorno hard. Pode-se
observar novamente a influéncia da espessura nos resultados ou seja, obtém-se

resultados significativos apenas nos casos em que a relagio espessura/vao é pequena.

Tabela 7.7 - Deslocamentos maximos e momentos fletores para a placa
apoiada contorno e sujeita a um carregamento uniformemente
distribuido no dominio.

h/¢ Casos W (100D/gf) M1 (0rge? M (107eeY
Reissner Linear 0,4063 0,4787 0,3371
Mindlin/Weeén 1 1,4139 0,4880 12,0533
1/100 Mindlin/'Weeén 2 0,0667 1.4770 34,8620
Danson/Weeén 2 0,4090 0,4802 0,2630
Bezine/Stern/Weeén 2 0,4073 0,4793 0,3127
Reissner Quadrdtico [38] 0,4064 0,4789 0,3893
Reissner Linear 0,4240 0,4800 0,3258
Mindlin/Weeén 1 0,7292 0,6651 0,2883
1/10 Mindlin/Weeén 2 0,3177 0,9322 0,9535
Danson/Weeén 2 0,2206 0,1065 6,1105
Bezine/Stern/Weeén 2 0,3279 0,3050 2,6696
Reissner Quadrdtico [38] 0,4241 (,4804 0,3123
Reissner Linear 0,4785 0,4846 0,3067
Mindlin/Weeén 1 1,0943 00,5648 0,1340
1/5 Mindlin/'Weeén 2 0,2717 1,2116 1,9626
Danson/Weeén 2 -0,0021 -0,4784 4,5336
Bezine/Stern/Weeén 2 0,1729 -0,1121 2,7041
Reissner Quadrdtico [38] 0.4779 0,4849 0,2910
Reissner Linear 0,5194 0,4881 0,281¢9
Mindlin/Weeén 1 1,2513 0,5217 0,1026
1/4 Mindlin/Weeén 2 0,2728 1,3134 2,1624
Danson/Weeén 2 -0,0031 -(,7018 3,6943
Bezine/Stern/Weeén 2 0,1629 -(,2920 2,3774
Reissner Quadrdtico [38] 0,5182 0,4834 0,2753
Reissner Linear 0,5693 0,4923 0,2590
Mindlin/Weeén 1 1,3817 0,4855 0,0805
3/10 Mindiin/Weeén 2 0,2923 1,3835 2,1871
Danson/Weeén 2 0,0926G -0,8523 3,2046
Bezine/Stern/Weeén 2 0,2230 -0,4213 2,1895
Reissner Quadrdtico {38] 0,5674 0,4925 00,2558
Teoria Classica 0,406 0,479 0,325
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Analisando-se os resultados encontrados para os momentos fletores na Tabela
7.7, pode-se observar uma convergéncia de valores nos casos em que a relagio
espessura/vio € pequena. A medida que a relagio espessura/vio aumenta, ha uma
mudan¢a significativa nos resultados obtidos para os casos Mindlin/Weeén 1,
Mindlin/Weeén 2, Danson/Weeén 2 ¢ Bezine/Stern/Weeén 2. Esta tendéncia

também foi verificada quando obteve-se os deslocamentos.

Os Gréficos 7.6 ¢ 7.7 apresentam as variagdes da for¢a cortante Q, na borda da
placa para as condi¢des de contorno hard e soft. Foi considerado o caso Reissner
Linear como o de referéncia. A maijoria dos resultados obtidos sdo discrepantes
devido a adogdo das diferentes solugdes fundamentais para o problema em questdo
ou sgja, o valor final da forca cortante bem como de momentos fletores ¢é
influenciado diretamente quando adota-se o caso em que se considera uma forca

unitaria aplicada.
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Grifico 7.6 - Forga cortante ao longo da borda da placa para a condi¢do de contorno
hard.
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Grafico 7.7 - Forga cortante ao longo da borda da placa para a condi¢do de contorno

soft.

As Tabelas 7.8 e 7.9 apresentam os resultados de deslocamentos e momentos
fletores no meio do vdo da placa apoiada para as relagdes de espessura/viio de (1/100)
e (1/18) e, considerando-se as condigbes de contorno hard e sofi, de acordo com

BATHE [52] et alii.

Tabela 7.8 - Deslocamentos méaximos na placa quadrada apoiada, para as
condi¢des de contorno hard e soft e sujeita a um carregamento
uniformemente distribuido no dominio.

w (100D/g¢"
h/¢ 1/100 1/10
Casos hard soft hard soft

Reissner Linear 0,4063 0,4152 0,4237 0,4596
Mindlin/Weeén 1 1,4139 209,67 0,7292 -0,3834
Mindilin/Weeén 2 0,0667 70,451 03177 0,7406
Danson/Weeén 2 00,4090 0,7471 0,2206 0,1621
Bezine/Stern/Weeén 2 0,4073 0,5904 0,3279 0,3012
Reissner Quadrdtico [38] | 0,4064 - 0,4241 | 04579

Teoria Cldssica 0, 406
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Tabela 7.9 - Momentos fletores maximos na placa quadrada apoiada, para as
condi¢Ges de contorno hard e soft e sujeita a um carregamento
uniformemente distribuido no dominio.

Minsx (10/g6)
h/¢ 1/100 1/10
Casos hard soft hard soft

Reissner Linear 0,4787 0,4863 0,4800 0,5120
Mindlin/'Weeén 1 0,1477 -19,266 0,9322 0,0667
Mindlin'Weeén 2 0,4880 6,5220 0,6651 1,0443
Danson/Weeén 2 0,4802 0,7929 0,1065 0,1060
Bezine/Stern/Weeén 2 0,4793 0,6484 0,3050 0,3020
Reissner Quadrdtico [38] 0,4789 - 0,4804 0,5105

Teoria Cldssica 0,479

Considerando-se os resultados apresentados pelas Tabelas 7.8 € 7.9, procurou-
se observar principalmente a influéncia das relagbes espessura/vio nos casos
envolvidos. Novamente o efeito da espessura influenciou diretamente nos resultados
obtidos, apresentando discrepincias quando comparados com os valores da teoria
classica. Observou-se que tanto no centro da placa como préoximo as bordas,
principalmente quando se considera uma espessura pequena, os resultados
aumentaram para a condigio de contorno soff. Estas discrepincias podem ser devidas

a presenga do momento torgor nas bordas, que torna a placa mais rigida.

7.5 - Exemplo 03 : Placa quadrada engastada no contorno e
uniformemente carregada.

Conforme a Figura 7.3, a placa analisada neste exemplo é quadrada, engastada

no seu contorno ¢ com carregamento uniformemente distribuido g. Esta placa foi
resolvida apenas para as relagBes de espessura/vio iguais a h//=1/100, h//=1/20 ¢

h/¢=1/10. Os resultados sdo comparados apenas com o0s maximos valores tedricos de
deslocamentos e esforgos, que ocorrem no centro da placa e no meio do lado (Pontos
1 e 2). O contorno foi discretizado em 40 elementos lineares e, novamente foram
usados nos cantos da placa, elementos descontinuos, perfazendo um total de 44 nos.

O coeficiente de Poissorn foi considerado igual a 0.3.
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Figura 7.3 - Placa quadrada engastada no contorno ¢
uniformemente carregada.

Na Tabela 7.10, s3o apresentados os resultados de esforcos e deslocamentos

maximos nos pontos 1 e 2 do dominio da placa quadrada engastada no contorno para

as relagdes de espessura/vio h/£=1/100, h/f=1/20 e h//=1/10.

Tabela 7.10 - Deslocamentos e esforcos para a placa quadrada engastada no
contorno e uniformemente carregada.

h// Casos w 100D/gey | Mipnax (e | Minax (g6
Ponto 1 Ponto 1 Ponto 2
Reissner Linear 0,1268 0,0229 -0,0518
Mindlin/Weeén 1 2,4090 05,2493 06716
17100} Mindlin/Weeén 2 -0,6337 -0,0180 -0,2921
Danson/Weeén 2 0,1259 0,0227 -0,0554
Begine/Stern/Weeén 2 0,1264 0,0228 -0,0531
Reissner Linear 0,0604 0,0231 -0,0512
Mindlin/Weeén 1 0,5192 0,1304 0,0300
120 | Mindiin/Weeén 2 -0,0923 0,0218 -0,0768
Danson/Weeén 2 (,0996 0,0237 -0,0403
Bezine/Stern/Weeén 2 0,0739 (,0232 -0,0473
Reissner Linear 0,1505 0,0236 -0,0494
Mindlin/Weeén 1 1,0986 0,1260 0,0308
1710 | Mindlin/Weeén 2 -0,1650 0,0236 -0,0746
Danson/Weeén 2 0,3609 0,0239 -0,0249
Bezine/Stern/Weeén 2 0,2472 0,0235 -(,0299
Teoria Classica 0.1260 0,0231 -0,0513
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Os resultados obtidos para este exemplo novamente foram bons para os casos
em que se considera a espessura pequena. Quando a espessura comega a aumentar os
resultados obtidos para as diferentes formulagBes comegam a se tornar discrepantes

em relagfo a teoria classica.

7.6 - Exemplo 04 : Placa quadrada engastada em duas bordas opostas,
apoiada nas outras duas e uniformemente
carregada.

A partir da Figura 7.4, novamente a placa é discretizada em 40 elementos
iguais ¢ os resultados também sfo obtidos a partir dos maximos valores tedricos do
deslocamento e esforgos, que ocorrem no centro da placa e no meio do lado (pontos 1
e 2). O coeficiente de Poisson foi considerado igual a 0.3 e, esta placa foi mais uma

vez resolvida para as relagdes de espessura/vio iguais a h//=1/100, h/{=1/20 ¢

h/£=1/10. Os resultados encontrados de deslocamentos e esforgos estdo representados

na Tabela 7.11.
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Figura 7.4 - Placa quadrada engastada em duas bordas opostas,
apoiada nas outras duas e uniformemente carregada.
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Tabela 7.11 - Deslocamentos e esforgos para a placa quadrada engastada em
dois lados opostos, apoiada nos outros dois e uniformemente

carregada.
h/¢ Casos w (000/ee% | My (1/g® { Mz (172 FMpax (1763
Ponto T Ponto 1 Ponto 1 Ponto 2
Reissner Linear 0,1922 (,0244 0,0333 -0,0702
Mindlin/Weeén I 3,7950 (,4293 0,3007 1,0698
1/100 Mindlin/Weeén 2 -1,0090 -0,0759 -0,0215 -0,4489
Danson/Weeén 2 0,1926 0,0242 0,0333 -0,0720
Bezine/Stern/Weeén 2 0,1921 0,0243 0,0333 -0,0705
Reissner Lincar 0,0905 0,0249 0,0333 -0,0696
Mindlin/'Weeén I 0,4591 0,1264 0,1113 -0,0699
1720 Mindlin/Weeén 2 0,0329 0,0254 0,0415 -0,1173
Danson/Weeén 2 0,1206 0,0243 0,0287 -0,0430
Bezine/Stern/Weeén 2§ 0,0993 0,0245 0,0318 -0,0614
Reissner Linear ,2201 0,0261 0,0336 -0,0618
Mindlin/Weeén 1 1,0660 0,1224 0,1130 -0,0555
/16 Mindlin/Weeén 2 -00,0429 0,0281 0,0403 -0,1069
Danson/Weeén 2 0,3593 0,0236 0,0225 -0,0160
Bezine/Stern/Weeén 2] 0,2811 0,0243 0,0282 -0,0434
Teoria Classica 0,192 0,0244 0,0332 -0,0697

Mais uma vez, os resultados obtidos para este exemplo foram bons para os
casos em que se considera a espessura pequena. A medida que a espessura comega a
aumentar os resultados obtidos para as diferentes formulacdes comegam novamente a

se tornar discrepantes em relagfo a teoria classica.

7.7 - Exemplo 05 : Placa quadrada engastada em duas bordas
adjacentes, livre nas outras duas e uniformemente
carregada.

Neste exemplo, analisa-se uma placa quadrada de lado £, engastada em duas
bordas adjacentes, livre nas outras duas e com carregamento uniformemente
distribuido no dominio, conforme mostrado na Figura 7.5. A placa foi resolvida para
a relacdo h/#=1/10 e coeficiente de Poisson v=0.2. O contorno foi discretizado em 40
elementos lineares €, mais uma vez foram usados nos cantos da placa os elementos

descontinuos, perfazendo um total de 44 nos. Foram também considerados também
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13 nos internos a placa. Os resultados obtidos para os deslocamentos e momentos

fletores nos pontos internos sfio comparados com os deslocamentos e momentos

calculados nos trabalhos de PAIVA [33] e RIBEIRO[38], através do Método dos

Elementos de Contorno, onde considerou-se posicionamentos iguais entre estes

pontos.

/— Borda Livre
2

— Borda
Engastada

X3

———————
N

Figura 7.5 - Placa quadrada engastada em duas bordas adjacentes, livre nas outras
duas e uniformemente carregada.

A Tabela 7.12 apresenta os resultados de deslocamento transversal w para os

pontos considerados e nas diferentes formulagdes apresentadas.

Tabela 7.12 - Deslocamentos em uma placa engastada em duas bordas
adjacentes, livre nas outras duas e sujeita a um carregamento
uniformemente distribuido no dominio.

W (10D/ge)
Pontos lou2 7 8 14 15

Reissner Linear 0,4359 0,1372 0,1817 0,1372 0,1817
Mindlin/Weeén 1 0,2364 0,3042 0,4028 0,3042 0,4028
Mindlin/'Weeén 2 0,5616 0,0970 0,1312 60,0970 0,1312
Danson/Weeén 2 04316 (,1557 0,2082 0,1557 0,2082
Bezine/Stern/Weeén 2 0,4235 0,1429 0,1896 0,1429 0,18%6

PAIVA [33] 0,4580 0,1310 0,1710 - -

Reissner Quadrdtico [38] 0,4350 0,1290 0,1670 - -
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As Tabelas 7.13 e 7.14 apresentam os resultados dos momentos fletores nas
diregbes x; € xz, conforme Figura 7.5, para os pontos internos considerados e nas

diferentes formulagdes apresentadas.

Tabela7.13 - Momentos fletores na diregfio x; de uma placa engastada em
duas bordas adjacentes, livre nas outras duas e sujeita a um
carregamento uniformemente distribuido no dominio.

My, arge)

Pontos 4 5 6
Reissner Linear 0,0632 0,0908 0,1147
Mindlin/Weeén 1 0,0081 0,0464 0,0178
Mindlin/Weeén 2 0,0628 0,0852 0,1035
Danson/Weeén 2 0,0626 0,0951 0,1205
Bezine/Stern/Weeén 2 0,0625 0,0919 0,1157
PAIVA [33] 0,0652 0,0941 0,1185
Reissner Quadrdtico {381 0,0631 0,0906 0,1147

Tabela 7.14 - Momentos fletores na dire¢do x2 de uma placa engastada em
duas bordas adjacentes, livre nas outras duas e sujeita a um
carregamento uniformemente distribuido no dominio.

M, (1)

Pontos 10 11 12 13
Reissner Linear 0,0211 0,0632 0,0292 0,0364
Mindlin/'Weeén 1 0,04i6 0,0811 0,0425 0,071%
Mindlin/Weeén 2 0,0159 0,0628 0,0281 0,0474
Danson/Weeén 2 0,0259 0,0626 0,0345 0,0388
Bezine/Stern/Weeén 2 0,0227 0,0624 0,0308 0,0366
PAIVA [33] 0,0229 0,0652 0,0318 0.,0418
Reissner Quadrdtico [38] 0,0210 0,0631 0,0291 0,0364

7.8 - Exemplo 06 : Placa Fina Quadrada.

As formulagdes desenvolvidas no presente trabalho sio testadas neste exemplo
para resolver um problema de placa fina, no qual a teoria de Kirchhoff pode ser

aplicada. Este mesmo exemplo pode ser encontrado no trabalho de KARAM [37].
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Desta forma, de acordo com a Figura 7.6 considera-se um quarto de uma placa
quadrada de comprimento de lado igual a 4m, com espessura igual a 0.02 e
submetida a um carregamento uniformemente distribuido g = -0.64 tf/m? sobre o seu
dominio. As condi¢des de contorno e vinculaciio desta placa sfio definidas da

seguinte forma:

ParaXs =0: '¥; (up) =M= Q=0
ParaX; =2: W (uz) =w (u3) =My =0
ParaXa=2: WV, (u)) =w (u3) =My =10

Parax;=0: ¥, (Hl) =Mp=0Q;=0

X2
ity -
0.5
- . - .
0.5 7 8 9
B 3 . . .
; 0.5 4 5 6
{““ - L ] -
0.5 1 2 3 X
' VS »
: PN ke

i AR !
: 05 05 05 05

Figura 7.6 - Placa fina quadrada.

O contorno da placa foi dividido em 16 elementos lineares e, foram usados nos
cantos da placa, elementos descontinuos, perfazendo um total de 20 ndés. O
coeficiente de Poisson foi considerado igual a 0.3 e para o modulo de elasticidade
longitudinal E foi adotado o valor de 2 x 10° tf/m”.

Os resultados obtidos com as formulagdes desenvolvidas no presente trabalho
sdo comparadas com as apresentadas no trabalho de KARAM [37] e com um
programa de placas finas desenvolvido no trabatho de PALERMO JUNIOR [54].
Estes resultados estio dispostos nas Tabelas 7.15, 7.16 e 7.17.




Tabela 7.15 - Deslocamentos em uma placa fina quadrada.
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10° W (m)

Casos 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Reissner} -0,4031 | -0,3103 | -0,1700 | -0,3103 | -0,2414 [-0,1327| -0,1700 | -0,1327 | -0,0731
Danson § -0,3944 | -0,3111 | -0,1731 | -0,3111 | -0,2455 |-0,1368| -0,1731 | -0,1368 | -0,0770

Begzine § -0,3954 | -0,3114 | -0,1732 | -0,3114 | -0,2455 |-0,1368| -0,1732 | -0,1368 | -0,0769

Karam } -0,6140 | -0,4787 | -0,2648 | -0,4787 | -0,3736 |-0,2072| -0,2648 | -0,2072 | -0,1115
Palermo} -0,3926 | -0,3058 | -0,1692 | -0,3058 | -0,2391 |-0,1327| -0,1652 | -0,1327 | -0,0742

Tabela 7.16 - Momento fletor maximo em uma placa fina quadrada.
M55 (tf.m/m)
Pontos 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Reissner} -0,4702 | -0,3691 | -0,2317 | -0,3833 | -0,3056 | -0,1866 | -0,2116 | -0,1764 | -0,1095

Danson | -0,4640 | -0,4038 | -0,2530 | -0,3880 | -0,3181 | -0.2004 | -0,2268 | -0,1752 | -0,1202

Bezine | -0,4649 | -0,4025 | -0,2528 | -0,3844 | -0,3177 | -0,1998 | -0,2264 | -0,1754 | -0,1191

Karam | -0,4419 | -0,3764 | -0,2417 | -0,3528 | -0,3026 | -0,1985 | -0,2033 | -0,1774 | -0,1212
Palermo | -0,4447 | -0,3794 | -0,2442 | -0,3597 | -0,3058 | -0,2002 | -0,2058 | -0,1797 | -0,1247

Tabela 7.17 - Momento tor¢or em uma placa {ina quadrada.
My, (tff.m/m)
Pontos 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Reissnery 0,0796 | 0,0809 { 0,0904 | 0,0809 | 0,1457 | 0,1909 0,0904 0,1909 | 6,2609

Danson | 00315 | 0,0643 | 06,0869 | 0,0643 | 0,1332 | 0,1885 0,0869 | 0,1885 | 0,2697

Begine | 60,0341 | 0,0651 | 0,0871 | 0,0651 | 0,1338 | (,1889 0,0871 0,1889 | 0,2693

Karam | 0,0360 | 0,6717 | 0,0947 { 00717 | 0,1366 | 0,1857 0,0947 0,1857 | 6,2579
Palermo| 0,0440 | 00715 | 0,0931 { 0,0715 | 0,1369 | 0,1850 0,0931 0,1830 | 0,2622

Os resultados obtidos neste exemplo foram bastante semelhantes, onde

encontrou-se valores muito proximos ao caso de placas finas. Apenas deve-se

ressaltar que, a partir dos resultados encontrados, o trabalho de KARAM [37] néio

obteve bons resultados para os deslocamentos no centro do vdo da placa fina

quadrada.




Capitulo 8

Programas para Andlise de Placas

8.1 - Introducgdo

Visando analisar numericamente as formulagdes apresentadas neste trabalho,
foram desenvolvidos programas computacionais em linguagem Fortran com o
objetivo de resolver, através do Mérodo dos Elementos de Contorno, problemas de
placas moderadamente espessas e, quando possivel de placas finas.

Sabe-se que a teoria classica de Kirchhoff é normalmente utilizada para
resolver problemas de placas finas. Porém, as teorias formuladas por Reissner e
Mindlin, mais consistentes e proximas a teoria exata, permitem nfo apenas a andlise
de placas de pequena espessura mas também as moderadamente espessas. Na
resolugdo dos referidos problemas, foram desenvolvidos alguns programas
computacionais adotando-se, de acordo com as teorias apresentadas, diferentes
solugdes fundamentais que objetivam a utilizacdo da formulagdo direta do Mérodo
dos Elementos de Contorno.

Durante o desenvolvimento dos programas, nfo sentiu-se a necessidade de
realizar uma otimizaciio de memdria pois, 0 tempo gasto em processamento e
também em resolugfio de exemplos pode ser considerado pequeno. Cabe observar
que teve-se por base o programa desenvolvido por PALERMO JUNIOR [54] onde
ha geracdo automatica de elementos nas partes retas. Esta geracdo usa o no inicial e

final de cada parte reta e o nimero de elementos contidos entre os nds.
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8.2 - Estruturas dos Programas de Placa

A estrutura geral do programa de placas finas compde-se de oito subrotinas que

interagem com o programa principal, de acordo com a figura 8.1.

INPUT
MATRIZ o INTGP
PROGRAMA T
< » SOLVE  INTGG
s POINR [

Figura 8.1 - Estrutura do programa de placas finas.

A estrutura geral dos programas de placa de espessura moderada compde-se de

doze subrotinas que interagem com o programa principal, conforme a figura 8.2.

s INPUT

e MATRIZ [] INTGP [——— 1
PROGRAMA T BESSELKO BESSELK1

k> DECOMP PG i f
PRINCIPAL

i CALCKO CALCK}
HI SOLVE INTGG
> POINR

Figura 8.2 - Estrutura dos programas de placa de espessura moderada.
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Considerando-se as figuras 8.1 e 8.2, as estruturas dos referidos programas de
placa sfio bastante semelhantes e podem ser manipuladas com relativa facilidade.
Assim, com a inten¢fio de esclarecer de forma geral o desenvolvimento feito,
descrevem-se nos proximos itens os aspectos principais de todas as subrotinas

necessdrias para o calculo dos esforcos e deslocamentos neste elemento estrutural.

8.3 - Subrotina INPUT

A subrotina INPUT faz a leitura dos pardmetros necessarios para a execucio
dos programas. Esta leitura ¢ feita via arquivo, que pode ser montado a partir de um
editor de texto. Apds a leitura e execugio dos programas, para posterior conferéncia,
¢ gerado um arquivo com os dados de entrada e também com os resultados obtidos.

A seguir sio detalhadas as informaces necessérias para a leitura dos dados da

estrutura:

a) Numero total de nos da estrutura, niimero de nos internos, nimero de nos
duplos e numero de elementos de contorno.

b) Numero de nds com carregamento ndo nulo, mddulo de elasticidade
longitudinal, mddulo de clasticidade transversal e coeficiente de Poisson.

¢) N6, coordenadas (x;, x2) do no, restricdes ao deslocamento em (x3) €
restri¢es as rotagdes em (Xy, Xz2).

d) Valor de carga ou deslocamento, diferente de zero, aplicado ao nd da
discretizagéo.

e) Numero de partes retas da estrutura, valor da carga distribuida e valor da
espessura.

f) Namero de elementos da parte reta, n6 inicial da parte reta e n6 final da parte
reta.

2) No interno, coordenadas (x;, x3) do né interno e restri¢des ao deslocamento

em (X3).
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Nesta subrotina, sdo calculados os cosenos diretores do vetor normal ao
contorno para posicionamento dos nés externos ao dominio. Também sio calculados
os cosenos diretores do elemento de contorno e seu respectivo comprimento. No caso
de placas finas, o posicionamento dos nds externos € feito normalmente a partir da
média do comprimento dos elementos adjacentes ao nd. Entretanto, para as placas
moderadamente espessas, o posicionamento dos nés externos estd a 1/4 do

comprimento dos elementos adjacentes ao no.

8.4 - Subrotina MATRIZ

A subrotina MATRIZ faz a montagem das matrizes globais H e G da
estrutura. Esta subrotina fica conectada diretamente ao programa principal e utiliza
algumas subrotinas para fazer a montagem das submatrizes parciais de cada elemento
de contorno, conforme os esquemas apresentados pelas figuras 8.1 e 8.2.

Para computar as influéncias dos N, (numero de elementos) através dos N,
(mimero de nos de contorno), a subrotina MATRIZ, para cada elemento
considerado, faz o desvio para a subrotina INTGP, de forma a obter a submatriz de
contribuicfio deste elemento, que € incluida na matriz global da estrutura. A
existéncia de carregamentos distribuidos leva a montagem de um vetor independente,
que € incluido adequadamente nas matrizes globais H ¢ G. No caso das placas de
espessura moderada, para computar os coeficientes de contribuicfio das submatrizes,
a subrotina INTGP necessita do céalculo das fungdes de Bessel Ky e Ky, que sfio
realizados pelas subrotinas BESSELKO e BESSELKI.

Nas operagdes numéricas das equagbes integrais, sdo utilizados os valores dos
pontos de Gauss dispostos na subrotina PG. A quantidade de pontos adotada, pode
ser maior ou menor, conforme a necessidade de preciséo dos resultados.

Para obter o sistema de equagdes finais, apds a montagem das matrizes globais
H e G da estrutura, ¢ realizada a troca das colunas das matrizes H ¢ G, de forma a
colocar de um lado apenas valores conhecidos de deslocamentos e esforcos e, do

outro lado os valores incognitos procurados.
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8.5 - Subrotinas INTGP ¢ INTGG

A subrotina INTGP realiza as integragdes numeéricas no elemento de contorno,
para nos situados a uma disténcia d fora do dominio, onde as integra¢es sdo sempre
feitas numericamente. Novamente, para o caso de placas finas, sabe-se que a
distincia utilizada normalmente € a média do comprimento dos elementos adjacentes
ao no considerado. Para os problemas estudados neste trabalho, os nds externos ao
dominio da placa estdo situados a uma distincia igual a 1/4 do comprimento dos
elementos adjacentes ao nd considerado.

Nesta subrotina estio alocadas as solucBes fundamentas do problema, em
termos dos deslocamentos e esforgos (itens 4.5 e 4.7). Estas solugdes fundamentats,
modificadas de acordo com cada formulagdo adotada, sfo usadas para formar as
submatrizes de cada elemento considerado.

A subrotina INTGG, de processamento bastante semelhante a subrotina
INTGP, realiza as integragdes numeéricas nos pontos do dominio da placa. Nesta
subrotina, estdo alocadas as derivadas das solugdes fundamentais do problema, para o
calculo dos pontos do dominio da placa (itens 5.3 e 5.4). Desta forma, esta subrotina
realiza separadamente o calculo dos momentos fletores e esfor¢os cortantes nos

pontos internos.

8.6 - Subrotina PG

A subrotina PG contém os valores constantes dos pontos de Gauss, referentes
a pesos € coordenadas. Os pontos de Gauss sfo necessarios para a realizagfio das
integracdes numéricas nos elementos de contorno. A quadratura gaussiana consiste
em se aproximar o valor de uma dada integral, em um intervalo normalizado de -1 a
1, pela integral de um polindémio interpolador da fung8io neste trecho. A integral deste
polindmio interpolador é calculada fazendo-se a somatoéria do valor da fungéo
polinomial em determinadas coordenadas, multiplicadas por fatores de ponderacgio,

conhecidos como pesos, ou seja:
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[ F(x)ex = gf(ff,-) *w, (8.1)

Se forem observadas as equagles integrais envolvidas no problema de flexfo
de placas, as integragOes sfio realizadas sobre o contorno I' e as aproximagdes da
geometria ¢ dos valores de contorno sfo expressas em fun¢fo da coordenada
admensional &£, necessitando-se de uma mudanca de variavel de T para & Assim,

considerando-se a figura 6.3, pode-se escrever:
I' = f‘“% (8.2)
=3 _
Para o elemento isoparamétrico linear utilizado no presente trabalho, o

jacobiano da transformacfio assume um valor constante igual a metade do

comprimento do elemento, ou seja:
£
dll = *~2--d £ (8.3)

A seguir sfo referenciados alguns conjuntos de pontos de Gauss referentes a

pesos e coordenadas:

Tabela 8.1 - Pontos de Gauss referentes a pesos e coordenadas

Nimero de pontos X (eoordenada) W (ponderadores)
de Gauss (Valores + e -)

0.932469514203152 0.171324492379170

6 0.661209386466265 0.360761573048139
0.238619186083197 0.467913934572691

0.981560634246719 0.047175336386512

0.904117256370475 0.106939325995318

12 0.769902674194303 0.160078328543346
0.587317954286617 0.203167426723066

0.367831498998180 0.233492536538355

0.125233408511469 0.249147045813403
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Namero de pontos
de Gauss

X {coordenada)
(Valores +e-)

W (ponderadores)

24

0.974728555971309498198

0.028531388628933663181

0.938274552002732758524

0.044277438817419806169

0.886415527004401034213

0.059298584915436780746

0.820001985973902921954

0.073346481411080305734

0.740124191578554364244

0.086190161531953275917

0.648093651936975569252

0.0976186521041 13888270

0.545421471388839535658

0.107444270115965634783

0.433793507626045138487

0.115505668053725601353

0.315042679696163374387

0.121670472927803391204

(.191118867473616309159

0.125837456346828296121

0.064056892862605626085

0.127938195346752156974

48

0,998771007252426118601

0.0031533460523053838633

0.993530172266350757548

0.007327553901276262102

0.984124583722826857745

0.011477234579234539490

0.970591592546247250461

0.015579315722943848728

0.552987703160430860723

0.019616160457355527814

0.931386690706554333114

0.023570760839324379141

0.905879136715569672822

0.027426509708356948200

0.876572020274247883906

0.031167227832798088502

0.843588261624393530711

0.034777222564770438893

0.807066204029442627083

0.038241351065830706317

0.767159032515740339254

0.041545082943464749214

0.724034130923814654674

0.044674560856694280419

0.677872379632663905212

0.047616658492490474826

0.628867396776513623995

0.0503590355538544749358

0.377224726083972703818

0.052890189485193667096

0.523160974722233033678

0.055199503699984162868

0.466902904750958404545

0.057277292100403215705

0.408686481990716729916

0,059114839698395635746

0.348755886292160738160

0.060704439165893880053

.287362487355455576736

0.062039423159892663%04

0.224763790394685%061223

0.063114192286254025657

0.161222356068891718056

0.063924238584648186624

(.097004699209462698930

0.064466164435950082207

0.032380170962869362033

0.064737696812683922503
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aproximag&es polinomiais simples para algumas fungdes bastante convenientes, tais
como Ip, I, Ky e K.

Neste sentido, para o célculo e determinagéo das fungdes modificadas de Bessel
Ko e Ki, as subrotinas mencionadas sfo resolvidas a partir da expansio de
coeficientes polinomiais simples que podem ser encontrados em ABRAMOWITZ ¢
STEGUN [50].

Os algoritmos das subrotinas apresentadas a seguir fazem o calculo, através de
expansoes polinomiais simples, das fun¢des de Bessel modificadas de ordem inteira

Ky (x) e K (x), sendo x um argumento real.

8.7.1 - Algoritmo da Subrotina BESSELKO

SUBROTINA BESSELKO (x, BESK0) Inicio
Z=x Argumento da fungdo de Bessel
CHAMAR CALCKO (Z, Resultado) Desvio para a subrotina CALCKO
BESKO0 = Resultado Resultado da fungdo de Bessel Kq
RETORNAR Retorna ao algoritmo solicitante
FIM Fim da subrotina

8.7.2 - Algoritmo da Subrotina CALCK?

SUBROTINA CALCKO { Argumento, Resultado) Inicio

One = 1.0D0 Valores constantes
Zero = 0.0D0

Ksmall = 1.11D-16

Xinf= 1.79D+308

KXmax = 705.342D0
P(1)=5.8599221412826100000D-04
P(2) = 1.3166052564989571850D>-01
P(3) = 1.1999463724910714109D+01
P(4) = 4.6850901201934832188D+02
P(5) = 5,9169059852270512312D+03
P(6) =2.4708152720399552679D+03
Q(1)=-2.4994418972832303646D+02
Q(2)=2.1312714303849120380D+04
F(1) = -1.6414452837299064 1 00D+00




F(2) = -2.9601657892958843866D-+02
F(3) = -1.7733784684952985886D+04
F(4) = -4.0320340761145482298D+05
G(1) = -2.5064972445877992730D-+02
G(2) = 2.9865713163054025489D-+04
G(3) = -1.6128136304458193998D+06
PP(1) = 1.1394980557384778174D+02
PP(2) = 3.6832589957340267940D+03
PP(3) = 3.1075408980684392399D+04
PP(4) = 1,0577068948034021957D+05
PP(5) = 1.739886790256568625 1 D+05
PP(6) = 1.5097646353289914539D+05
PP(7) = 7.155706278376403754 1 D+04
PP(8) = 1.8321525870183537725D+04
PP(9) = 2.3444738764199315021D+03
PP(10) = 1.1600249425076035558D+02
QQ(1) = 2.0013443064949242491D+02
QQ2) = 4.4329628889746408858D+03
QQ(3) = 3.1474655750295278825D+04
QQ(4) = 9.7418829762268075784D+04
QQ(5) = 1.5144644673520157801D+05
QQ(6) = 1.2689839587977598727D+05
QQ(7) = 5.8824616785857027752D+04
QQ(8) = 1.4847228371802360957D+04

QQ(9) = 1.8821890840982713696D+03
QQ(10) = 9.2556599177304839811 D+01

X = Argumento

SE (X > Zero) ENTAO FAGA

SE (X < One )ENTAO FAGA
Temp = Log(X)

SE (X < Xsmall ) ENTAO FACA
Resultado = P(6)/Q(2) - Temp

SENAO FACA
XX=X*X

Sump = {(((P(1P*XX + P2))*XX + PO XX + P(4))*XX + P(S)*XX + P(6)

Sumg = (XX + Q(DIPXX + Q(2)

Samf = (F(1*XX + F)*XX + FQ3)*XX + F{4)
Sumg = (XX + G(1)*XX + GEZH*XX + G(3)
Resultado = Sump/Sumg - XX*Sumf*Temp/Sumg - Temp

FIM DO SE

SENAO FACA

SE (X > Xmax ) ENTAQO FACA
Resultado = Zero

SENAOQ FACA
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Inicio do calculo da func3o de Bessel K,



XX=0ne/X
Sump =PP(1)

PARA Ide?2até 10, passo 1, FACA
Sump = Sump*XX + PP(I)

FIM BO PARA

Sumgq = XX

PARA Idel até 9, passo 1, FACA
Sumg = (Sumq + QQ(D))*XX

FIM DO PARA

Sumg = Samg + QQUIM

Resultado = Sump / Sumq / Sgrt (X)

Resultado = Resultado * Exp (-X)

SENAO FACA
Resultado = Xinf

FIM DO SE

RETORNAR

FIM

8.7.3 - Algoritmo da Subrotina BESSELK]

SUBROTINA BESSELK1 (x, BESK1)
Z=x

CHAMAR CALCKI1 (7, Resultado)
BESK! = Resultado

RETORNAR

FIM

8.7.4 - Algoritmo da Subrotina CALCK1

SUBROTINA CALCKI1 ( Argumento, Resultado)

One = 1.0D0

Zero = 0.0D0

Xleast = 2.23D-308

Xsmall = 1.11D-16

Xinf= 1.79D+308

Kmax = T05.343D+0
P(1)=4.8127070456878442310D-1
P(2) = 9.9991373567429309922D+1
P(3) = 7.1885382604084798576D+3

Retorna ao algoritmo solicitante

Fim da subrotina

Inicio

Argumento da fungdo de Bessel
Desvio para a subrotina CALCK1
Resultado da fungio de Bessel/ K1
Retorna ao algoritmo solicitante

Fim da subrotina

Inicio

Valores constantes
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P(4) = 1.7733324035147015630D+5
P(5) = 7.1938920065420586101D+5
Q1) = -2.8143915754538725829D+2
Q2) = 3.7264298672067697862D+4
Q(3) = -2.2149374878243304548D+6
F(1) = -2.2795590826955002390D-1
F(2) = -5.3103913335180275253D+1
F(3) = -4.5051623763436087023D+3
F(4) = -1.4758069205414222471D+5
F(5) =-1.3531161492785421328D+6
G(1) = -3.0507151578787595807D+2
G(2) = 4.3117653211351080007D+4
G(3) = -2.7062322985570842656D+6
PP(1) = 6.4257745859173138767D-2
PP(2) = 7.5584584631176030810D+0
PP(3) = 1.3182609918569941308D+2
PP(4) = 8.1094256146537402173D+2
PP(5) = 2.3123742209168871550D+3
PP(6) = 3.4540675585544584407D+3
PP(7) = 2.8590657697910288226D+3
PP(8) = 1.3319486433183221990D+3
PP(9) = 3.4122953486801312910D+2
PP(10) = 4.4137176114230414036D+1
PP(11) = 2.2196792496874548962D+0
QQ(1) = 3.6001069306861518855D+1
QQ(2) = 3.3031020088765390854D+2
QQ(3) = 1.2082692316002348638D+3
QQ(d) = 2.1181000487171943810D+3
QQ(5) = 1.9448440788918006154D+3
QQ(6) = 9.6929165726802648634D+2
QQ(7) = 2.5951223655579051357D+2

QQ(8) = 3.4552228452758912848D+1
QQ(9) = 1.7710478032601086579D+0

X = Argumento Inicio do caleulo da fungfo de Bessel K,
SE (X < Xleast ) ENTAO FACA
Resultado = Xinf
SENAO FACA
SE (X < One) ENTAO FACA
SE ( X < Xsmall ) ENTAOQ FACA
Resultado = One / X
SENAO FACA
XX=X*X
Sump = ((P(1)*XX + PRN*XX + P()*XX + P(4))*XX + P(5))*XX + Q(3)
Sumgq = (XX + Q(1))*XX + Q))*XX + Q(3)
Sumf = ((F(1)*XX + F(2))*XX + FG)*XX + F(A))*XX + F(5)
Sumg = (XX + GI)*XX + G2)H*XX + G(3)
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Resultado = (XX * LOG(X) * Sumf/Sumg + Sump/Sumgq) / X
FIM DO SE
SENAQO FACA
SE (X > Xmax) ENTAO FACA
Resultado = Zero
SENAO FACA
XX=0ne/X
Sump = PP(1)
PARA Ide2até 11, passo 1, FACA
Sump = Sump * XX + PR(I)
FIM DO PARA
Sumq = XX
PARA ldel até 8, passo I, FACA
Sumq = (Sumq + QQ(I) * XX
FIM DO PARA
Sumgqg = Sumq + QQ(%)
Resultado = Sump / Sumgq / Sqrt{X)
Resultado = Resultado * Exp (-X)

FIM DO SE
RETORNAR Retorna ao algoritmo solicitante
FIM Fim da subrotina

8.8 - Subrotinas DECOMP e SOLVE

Estas subrotinas fazem a resolugfio do sistema de equacOes para matrizes nfio
simétricas, iguais as obtidas com a aplicagdo do Método dos Elementos de Contorno
para resolver problemas de placa. Assim, apds a montagem do sistema de equagdes a
partir da subrotina MATRIZ e do programa principal, faz-se a decomposigio e
resolugédo deste sistema. O método de resolugido ¢ chamado de LU devido a maneira
que se faz a decomposico da matriz. Este método foi utilizado no presente trabalho
pois apresentou boa estabilidade para os exemplos analisados no trabalho de

PALERMO JUNIOR [54].




175

8.9 - Subrotina POINR

A subrotina POINR, de processamento posterior & solugdo do sistema de
equagdes, tem a fungdo de calcular os deslocamentos e esforgos no dominio da placa.
Esta subrotina tem procedimento semelhante & subrotina MATRIZ, conforme
mostrado nas figuras 8.1 ¢ 8.2.

Para este caso, ja4 foram calculados os esforcos e/ou deslocamentos no
contorno, necessitando-se apenas realizar as integragdes nos elementos de contorno a
partir dos pontos no dominio da placa.

No célculo dos deslocamentos no dominio da placa, para cada elemento
considerado, novamente utilizou-se a subrotina INTGP, de forma a obter a submatriz
de contribuig@o deste elemento. De forma semelhante, no célculo dos esforgos no
dominio da placa, utilizou-se a subrotina INTGG, para obter a submatriz de
contribui¢io do elemento a partir das derivadas das solugfes fundamentais vistas nos
itens 5.3 e 5.4, Também sfio necessarios o célculo das fungdes de Bessel Ky e Ky, que
sdo realizados pelas subrotinas BESSELKO ¢ BESSELKI1. Mais uma vez, a
existéncia de carregamentos distribuidos no dominio da placa leva a montagem de
um vetor independente, incluido adequadamente nas matrizes globais He G.

Finalmente, realizadas as integragdes numéricas necessarias e computadas nas
matrizes globais as contribui¢des das submatrizes dos elementos, os deslocamentos e
esforcos no dominio da placa sdo encontrados multiplicando-se os correspondentes
coeficientes de nd pelos respectivos deslocamentos e/ou forgas encontradas no

contorno.




Capitulo 9

Conclusoes

No presente trabalho foram apresentadas as formulagdes de placa através da
teoria classica de Kirchhoff e da teoria de Mindlin. Destaque especial foi dado as
formulagdes das placas de espessura moderada, onde procurou-se estudar com mais
énfase a teoria formulada por Mindlin. Cabe notar que a teoria de placas
moderadamente espessas ¢ mais consistente e proxima do modelo real pois considera
o efeito da deformacdo por cortante. As formulagBes associadas a esta teoria
conduzem a um sistema de equacdes diferenciais de sexta ordem que devem ter trés
condicdes fixadas na borda para a completa resolugdio do problema enquanto que, as
formulagdes da teoria cldssica conduzem a uma equacio diferencial de quarta ordem
satisfazendo apenas duas condigdes fixadas na borda. Também foram apresentadas as
formulagdes das placa de espessura moderada através da teoria de Reissner, com o
objetivo de aplicar as solucles fundamentais desta teoria. As semelhancas
apresentadas nas equacOes integrais destas placas referentes as teorias de Reissner ¢
Mindlin levaram a um bom relacionamento entre estas duas teorias, proporcionando
com isso a aplicacdo de solugdes fundamentais variadas na resolucfio destas
equagdes. Como pode ser visto, as equagdes integrais divergiram-se apenas no efeito
do carregamento de dominio.

Assim, para aplicacfio do Método dos Elementos de Contorrno na resolugfo das
equagles integrais das placas de espessura moderada, foi necessario a obtencfo das

solucbes fundamentais do problema. Neste sentido, utilizou-se a aplicagfio de uma
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forca e dois momentos unitirios em um dominio infinito como sendo os
carregamentos necessarios ao calculo das mesmas. Nas formulagdes de Reissner,
foram utilizadas as solugdes apresentadas no trabalho original de F. Vander Weeén
que propds solugbes aos trés carregamentos. Nas formulages de Mindlin, este
trabalho propds solugdes fundamentais derivadas da condi¢Bo onde aplica-se uma
forga unitdria em um dominio infinito e utilizou-se as solugbes de Weeén para
aquelas referentes a momentos unitarios aplicados.

Nos exemplos propostos, foram feitas analises com a aplicagfio da solugdo
completa de Weeén e as solugdes fundamentais alternativas. Aparentemente a solugio
proposta por Weeén demonsirou-se mais estavel porém, de acordo com os exemplo
apresentados, sua estabilidade é sensivel a variacBes de espessura. As solugdes
fundamentais propostas também apresentaram bons resultados mas, ressente-se ainda
das solugles associadas devido a bindrios unitirios para uma avaliagdo da
estabilidade das mesmas. Assim, sugere-se que estas solugdes fundamentais
necessitam ser melhor estudadas.

Alguns resultados obtidos nos exemplos apresentados mostraram a importincia
da escolha das condigdes de contorno na resolugdo dos problemas de placa. No caso
das bordas simplesmente apoiadas, pode-se utilizar a condicéio hard que restringe a
rotagdo no plano vertical tangente ao contorno ou, a condi¢fio soff, que considera o
momento tor¢or nulo neste plano. Observou-se que neste caso a consideragio da
condigdo soft nas formulagdes referentes a teoria de Reissner causou um efeito que
pode ser entendido como uma reago de canto nas placas classicas, contudo nas
solugdes associadas a teoria de Mindlin isto néo foi visto.

No uso direto do Méiodo dos Elementos de Contorno, a técnica de colocagio
dos pontos singulares fora do dominio da placa bem como a utilizagfio de elementos
isoparamétricos lineares apresentaram bons resultados e facilifaram bastante a
programagfo. O posicionamento desses pontos mais proximos ao contorno da placa
melhorou os resultados obtidos, Nesta linha de raciocinio, a utilizagdo de um maior
namero de elementos de contorno e também uma maior quantidade de pontos de
Gauss, foi no sentide de obter uma melhor precisfio de resultados nos exemplos

analisados e possibilitar a comparagio dos valores apresentados nos trabalhos de
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PAIVA [33] e RIBEIRO [38]. Entretanto, exemplos resolvidos com um menor
numero de elementos e também de pontos ndo apresentaram resposta ruim. A
utilizagdo de uma maior ou menor quantidade de elementos e/ou de pontos nio
alterou a velocidade de processamento dos programas. Desta forma, conclui-se que
os resultados obtidos com a utilizagdo das diferentes solugfes fundamentais
propostas para os problemas de placa, podem ser considerados satisfatérios ¢ também
uma alternativa para a resolugio deste tipo de problema.

Como procurou-se neste trabalho desenvolver uma solugfio alternativa para o
problema das placas de espessura moderada, pode-se dizer que foram cumpridos os
objetivos principais a que se propds realizar inicialmente. Por outro lado, ndo se
esperava mais do que uma solugfio fundamental & carga unitaria e o que observou-se
¢ que esta questdo nfo estd fechada. A escolha de valores particulares & constante
livre, apresentada pelas solugdes fundamentais propostas neste trabalho, teve por
base a conectividade com solu¢des fundamentais conhecidas para placas finas e niio
um estudo de estabilidade numérica ou adequacfio de respostas a valores cléssicos
conhecidos. Deve-se notar que a solugio proposta é um caso geral que inclui a
solugdo fundamental apresentada por Weeén. Assim, o elevado numero de resultados
obtidos com as diferentes solugdes fundamentais adotadas, dificultou uma andlise
completa do comportamento de cada uma separadamente. Mesmo assim, estes
resultados encorajam a obtencfio das solugdes fundamentais completas referentes a
teoria de Mindlin.

O desenvolvimento de estudos complementares podem seguir nesta linha de
pesquisa ou seja, estudos no sentido da obtencfo das solugdes fundamentais
completas para a teoria de Mindlin considerando-se em um trabalho futuro os casos
em que sdo aplicados bindrios unitarios no dominio de uma placa infinita. Com estas
solugdes, pode-se realizar a montagem de um outro programa que considere apenas a
teoria citada. Pelo fato da teoria de Mindlin ser uma teoria de deformagdes impostas,
semelhante a teoria classica de Kirchhoff, pode-se também realizar estudos no
sentido de obter uma conexfio entre estas teorias e propor por exemplo uma
alternativa para as formulagdes de placas finas de Danson, Bezine ¢ Stern. 1sto pode

ser feito partindo das placas espessas e obtendo-se uma solugdo conectada e
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comportada as placas finas ou com base na solugfo de placas finas chegar-se a
solugdes conectadas de placas espessas.

Uma necessidade imediata seria realizar estudos para a aplicagio numérica das
formulagdes da teoria de Mindlin em um sistema de coordenadas normais e
tangenciais. Isto foi iniciado neste trabalho no sentido de facilitar a imposi¢do das
condi¢Ges de contorno nos problemas analisados, facilidade esta nfo encontrada nas

formulacdes atuais.
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