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Resumo

Volpini, X. E. (2006). Estudo de vibrag@o forcada de placas laminadas pelo método dos
elementos finitos usando a integragfo direta de Newmark.Campinas, 2006. Dissertacio de
Mestrado-Faculdade de Engenharia Civil.Universidade Estadual de Campinas (2006).

Este estudo tem por objetivo implementar, em programa ja existente para a andlise de
placas laminadas de compositos, a analise dinimica de placas laminadas sob agéo de
carregamento for¢ado com integragio direta pelo algoritmo de Newmark. O programa
inicial de elementos finitos, que realiza a andlise estatica, foi desenvolvido por Tapia
(1998), usando o elemento finito de Kosmatka (1994), formulado com a teoria de
deformacdo por cisalhamento de primeira ordem de Reissner-Mindlin. Cassiano (2002)
implementou nesse programa o calculo das freqiiéncias naturais. Neste trabalbo foi
introduzida a analise dindmica forcada, através da integragfo direta no tempo, empregando
o método de Newmark.

Exemplos comparativos com variagdes das espessuras das placas, do mimero de laminas,
das orientacdes das fibras e das vinculagbes das bordas, mostram o excelente

comportamento do elemento finito aqui empregado.

Palavras chave: analise dinidmica, placas laminadas, vibragdo forgada, método de
integracio direta, Newmark, elementos finitos.
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Abstract

Volpini, X. E. (2006). Study of forced vibration on laminated plates using finite element
method with Newmark direct-integration method. Campinas, 2006. Dissertagio de
Mestrado-Faculdade de Engenharia Civil. Universidade Estadual de Campinas (2006).

The aim of this study is the dynamic analysis of laminated composite plates under forced
transverse vibration with time direct-integration method. The original program, with the
static analysis, was developed by Tapia (1998) using the element proposed by Kosmatka
(1994), formulated with first-order shear deformation theory of Reissner-Mindlin. Later
Cassiano (2002) introduced into this finite element code the evaluation of the natural
frequencies. In this thesis the dynamic analysis by means of a direct time integration
method, which was formulated by Newmark, was performed.

Comparative examples with several plates thicknesses, number of laminates, orientation of
the fibers and boundary constraints, show the excellent performance of the finite element

used herein.

Key words: dynamic analysis, laminated plates, forced transverse vibration,
direct-integration method, Newmark, finite element.
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Introducio

O uso de placas laminadas nas diversas engenharias € crescente devido & sua
particularidade de alta resisténcia e baixo peso, tendo se tornado um importante elemento
estrutural.

As placas laminadas sio formadas pela combinacio de ldminas de materiais
compositos fibrosos ou particulados. Cada lamina desses materiais possui suas
caracteristicas e propriedades especificas formadas pela combinagdo de dois ou mais
materiais com a finalidade de se obter caracteristicas requisitadas, como por exemplo,
rigidez, resisténcia, redugdo de peso, resisténcia a corrosio, melhoria das propriedades
térmicas, resisténcia a fadiga, vida til e resisténcia a abrasfo. Informacdes sobre
determinac¢do da composi¢do dos materiais compositos, das suas propriedades, classificagio
e producio, podem ser encontradas em [21], [22] e [23].

Para a andlise de placas laminadas a teoria considera as propriedades eldsticas
especificas de cada ldmina e a orientagfo de suas fibras para formar uma matriz Unica para
o laminado.

Em seu uso, freglientemente nota-se a existéncia de cargas que produzem vibragdGes,
sendo um exemplo tipico em engenharia aerondutica o citado por Ribeiro e Petyt [1] que
mostram que as placas utilizadas préximas das turbinas das acronaves sio submetidas a um
alto nivel de pressdo acustica, onde sdo observadas grandes amplitudes sob tais vibragdes.

Na engenharia civil ocorrem casos em que ¢ importante a anélise dindmica: lajes de
pontes e passarelas sujeitas & agBo do vento, de pessoas e de veiculos; recintos onde ha
grande concentragfo de pessoas sobre lajes, movimentando-se harmonicamente, COmo em
shows e bailes.

Em edificios industriais 0 maquinario de produgio produz muitas vezes alta vibrago
que pode prejudicar o funcionamento de outros componentes na vizinhanga; para tais casos
¢é necessaria fregiientemente a andlise de vibracfo de placas sob base elastica. O mesmo

estudo pode ser necessdrio para pistas de decolagem em aeroportos.
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No estudo de vibragfio de placas, Ernst Chladni (1756-1827) é considerado um dos
pioneiros, pelo desenvolvimento da técnica experimental de visualizagdo dos padrdes de
vibragiio publicado no ano de 1787. Seu experimento consiste em vibrar placas, como
mostra a Figura 1, com um arco de violino, espalhando areia sobre a superficie das placas.
O movimento faz os grios de areia se reunirem nas regides onde o movimento é minimo,

chamadas de linhas modais, revelando os padrdes de vibragfo.

Figura 1-Experimento de Brnst Chladni

Figuras extraidas de hip//www. phys.uniroma L i DOCS/MUSEQ/acu9, hins

A solugdo analitica da equagfo diferencial do comportamento dindmico das placas
fornece os modos de vibragfio e as freqiiéncias naturais, calculados a partir dos autovetores
e autovalores e quando formulada com as mesmas condigdes de contorno do experimento o
comprovam.

Uma maneira de estudar a vibragiio em placas é através da solugdo da eguagéio
diferencial do movimento. Esse tipo de solugdo é bastante comum até a década de 1950.

Nos dias atuais, utiliza-se comumente a andlise numérica através dos métodos dos
elementos finitos ou dos elementos de contorno.

Este trabalho propbe-se 4 andlise de placas laminadas sob a agfio de carga dindmica
forgada transiente, usando a integragfo direta no tempo, dando seqiiéncia aos trabalhos de
desenvolvidos por Tépia [2] e Cassiano [3].

Tépia [2] desenvolveu um programa de computador, em linguagem FORTRAN,
implementando o elemento finito proposto por Kosmatka [4], visando 4 anélise estatica,

obtendo deslocamentos e esforgos,
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Mais tarde, Cassiano [3] deu continuidade a esse trabalho introduzindo o calculo das
vibragdes livres.

Assan [5,6] implementou a andlise de vibragfio livre sob base elastica de Winkler,
comprovando a capacidade do elemento finito de Kosmatka [4] neste tipo de estudo.

A analise dindmica, aqui desenvolvida, serd no dominio do tempo, com a integracio
numérica de Newmark. Serfio apresentados diversos exemplos numéricos de placas
laminadas sob diferentes condi¢des de contorno, malhas de elementos finitos, esquemas de
orientacdo das fibras de laminagfio, obtendo-se deslocamentos, aceleragtes e esforcos que

serdo comparados com resultados ja publicados na literatura especializada.
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Capitulo 1

Revisaio bibliogrifica das publicacdes sobre o tema

Através do equacionamento chamado classico, o estudo de vibragdo de placas ¢
modelado visando satisfazer as equacOes diferenciais do movimento e suas vinte e uma
possiveis combinactes diferentes das condi¢des de contorno das bordas para as placas
quadradas.

No desenvolvimento da formulag8o, diversos autores se destacaram: Sophie Germain,
Lagrange, Poisson e Kirchoff sfio alguns dos pesquisadores aos quais sfo atribuidas a
autoria da teoria classica de placas e suas publicacOes sdo datadas do inicio do século XIX.

Entre os anos de 1940 e 1950, os autores Reissner e Mindlin apresentaram
formulacdes de placas que sfo conhecidas hoje como teoria de placas de Reissner Mindlin,
considerando em suas formulagdes as deformagdes por forgas cisalhantes e a consideragio
da influéncia da relagiio espessura e dimensfio lateral. Resumidamente, mais informacées
podem ser encontradas nos trabalbos de Paccola[15] e Souza[16] e nas publicagdes por eles
apresentadas.

Utilizando o equacionamento cldssico, Soni e Rao {8], em 1974, fizeram um estudo
de vibraco em placas retangulares ortotropicas. Conseguiram uma solugio exata para a
determinacdo das freqiiéncias naturais, estudando o efeito das forgas atuantes paralelamente
ao plano das placas retangulares ortotropicas, nas suas vibragbes transversais.

A forma dos modos e as freqiiéncias foram calculadas, por aqueles autores, para uma
placa quadrada com forgas no plano, duas extremidades paralelas simplesmente apoiadas e

as outras duas com diferentes combinacdes: engastada, livre e simplesmente apoiada.
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Uma mudanca na freqii€ncia natural da placa pode ser obtida pela alteracio da
rigidez, massa ou pela introdugfo de forgas no plano da placa. A freqiiéncia natural tem
aumento, diminui¢cdo ou permanece inalterada dependendo da magnitude e natureza das
forgas aplicadas no plano.

Tais problemas séo de interesse pratico dos engenheiros que trabalham com tensées
devidas a variag3io térmica, como, por exemplo, painéis de foguetes expostos a situagdes
extremas. O projetista pode mudar as freqiiéncias das placas pela mudanca da forga normal.

Soni e Rao [8] determinaram os modos de vibraco e as freqiiéncias através da
solucio exata da equacgdo diferencial que governa a placa. Esta solucfo é conhecida como
explicita. Por este método as solucSes s@o possiveis para sisternas lineares com coeficientes
constantes, com pequenas amplitudes de vibracio em estruturas com propriedades de massa
e inércia uniformemente distribuidas.

QOutra maneira de proceder a analise da vibragdio em placas € a integra¢do passo a
passo, ou seja, uma sucessdo de processos aritméticos que equacionam em pequenos
intervalos de tempo o equilibrio das forcas de inércia, de amortecimento e as forgas
elasticas do sistema. O processo € considerado simples, exigindo pouco esforgo
computacional com bons resultados.

O método de Newmark[7] foi adotado nesta dissertacfio. Em seu trabalho ele descreve
o procedimento geral para solugdo de problemas estruturais dindmicos, sendo aplicavel a
qualquer estrutura de qualquer grau de complexidade, com qualquer relagfo entre forga e
deslocamento. O autor analisa 0 comportamento elastico linear até varios niveis de analise
inelastica, até a ruptura.

Qualquer tipo de carregamento dindmico como impacto, choque, vibragio,
movimentos provocados por terremotos, ou o efeito de uma arma nuclear, pode ser
considerado, bem como varios tipos de amortecimento.

As estruturas que podem ser analisadas pelo método abrangem as que se constituem
de um grupo ou uma de série de massas concentradas ou um elemento continuo, ambos
passiveis de deslocamento. Qualquer nimero finito de graus de liberdade pode ser
considerado, mas é essencial que as forcas que deferminam o padrio de deflex@o da
estrutura sejam determinadas e que a massa dos nos seja especificada, sendo desnecessdrio

para estruturas que tém comportamento eldstico, podendo ser constituidas: de membros
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conectados onde as jun¢des sdo os nods da estrutura; de um corpo solido ou de uma reunifo
de placas e outros elementos, dos quais os nés podem ser definidos de acordo com a
conveniéncia do local de aplicaco das forgas e massas.

Varios trabalhos de vibragiio forcada em placas utilizam o método de Newmark por
meio do método dos elementos finitos. Dentre eles apresentamos alguns a seguir:

Reddy [9], em 1982, usou as equacgdes de placas laminadas heterogéneas, uma
generalizagdo da teoria de Reissner-Mindlin para placas espessas homogéneas, isotropicas.
Placas laminadas anisotropicas formadas por laminagdes ortotropicas, de espessura
homogénea, incluem os efeitos de deformaciio da cortante e rotaco da inércia.

Entretanto, a teoria no considera a delaminacfo: as lAminas sfo consideradas como
perfeitamente coesas. Com um sistema de coordenadas cartesianas retangulares, sdo
determinados os campos de deslocamentos, as equacdes de movimento na presenca de
cargas transversais ¢ as equagdes constitutivas. Considerando as condigdes de contorno € os
valores iniciais, uma forma exata para a variagdo espacial da solucio da equacdo ¢
encontrada para dois diferentes esquemas de laminacio associados com as condigdes de
contorno, com placa retangular sujeita a uma carga distribuida transversal senoidal.

A integracdo do sistema dindmico das equagdes ¢ feita empregando o método de
integracdo numérica de Newmark. O método apresenton precisdo, estabilidade e
estabilidade incondicional para problemas lineares. Embora a solucfio espacial seja exata,
um erro € introduzido via integragdo numérica no tempo.

Os resultados numéricos da integracdo no tempo foram obtidos com os valores de
alfa e beta de 0.5 e 0,25, respectivamente (correspondendo ao método da aceleragido
média). O efeito do intervalo de tempo foi investigado usando tanto a teoria classica de
placas como também a teoria de placas que consideram a deformacgéo por cisathamento.

O autor analisou, para uma placa quadrada de duas ldminas com orientagdo
ortogonal das fibras, o resuitado da deflexdo transversal do centro da placa e tensdo normal
sob o carregamento instantineo para varios valores de intervalo de tempo. Observa-se que
os intervalos de tempo entre 1 e 5 microssegundos nio apresentam influéncia na precisdo
da solugdo e a teoria de deformacgfio por cisathamento ¢ menos sensivel ao intervalo de

tempo considerado, mas sua resposta ¢ significante, podendo ser visto na amplitude ¢ no
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periodo observado na deflexfo do centro da placa, comparado com a teoria classica onde a
deflexao ¢ 30% menor .

Os resultados mostraram o aumento da deflexfio ¢ a diminui¢io do periodo com o
aumento do valor da espessura usando-se a teoria com deformac3o cisalhante. Constatou-se
a existéncia do efeito das disposi¢Ges dos dngulos das fibras da laminaco na amplitude ¢
periodo da deflexéo.

No mesmo ano, Reddy e Mook [13] apresentaram uma formulacio que considerava
a deformagio por cisalhamento, realizaram estudos para a analise transiente de carga
uniformemente distribuida, estudaram-se casos lineares e geometricamente ndo lineares
para placas isotropicas e placa de material compodsito anisotrépico. Foi utilizado o método
dos elementos finitos para a andlise. Nos elementos de placa, quadrados isoparamétricos
com nove noés, as malha de elementos finitos utilizadas foram 2x2 e 4x4, havendo simetria
biaxial dos problemas, sendo discretizada um quarto da placa e diferentes intervalos de
integraco também foram estudados.

Resultados da teoria classica de placas que nfo levam em consideracéo o efeito da
deformaciio por cisalhamento foram comparados para observar a influéncia do efeito da
deformagdo por cisalhamento, resultando menor amplitude e menores periodos. O efeito do
aumento da relaglo dos valores de ortotropia dos materiais estudados para o caso de ndo
linearidade apresentou diminui¢io no periodo e na deflexdo do centro da placa. As
variagbes dos valores das orientagdes das ldminas para dngulos variando da forma 9/-0
apresentam diminui¢do da amplitude ¢ aumento do perfodo com o aumento dos valores de
0 até o valor de 45°, onde isto se inverte.

Kant, Varaiya e Arora [10}, em 1989, trabalharam com a teoria de placas de ordem
superior para investigar a resposta transiente de placas isotrépicas ¢ anisotrdpicas. O
elemento finito utilizado foi um quadrilateral isoparamétrico com nove nos.

Utilizaram o esquema de integracdo implicita no tempo usando matriz diagonal ¢
consistente de massa para o calculo computacional da resposta transiente. Ambas as
simetrias dos eixos foram estudadas. Somente um quarto da placa foi considerado,
adotando as condigdes iniciais nulas para deslocamentos, velocidades e aceleragbes. Para os
laminados simétricos, os deslocamentos no plano e seus termos de ordem elevada néo

foram incluidos.
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Foram analisadas placas laminadas com diferentes nimeros de l&minas, orientacGes
das fibras, condi¢des de contorno e de carregamento.

Através da aplicacdo da teoria de ordem elevada em um elemento finito para a
analise dinimica transiente de placas compositas, os autores perceberam claramente a
importancia desta teoria para placas anisotrdpicas.

Em comparacdo com 2 teoria de Reissner-Mindlin ndo houve evidente melhoria
para placas isotrépicas. Porém, na andlise de placas nfo homogéneas, amisotropicas,
compositas ou em sistemnas de laminacfio, o modelo matematico apresentado € superior a
teoria de Mindlin.

Eles observaram que o uso de matrizes de massa consistente ou diagonal apresentam
o mesmo resultado e que, para intervalos de tempos grandes, o esquema de integracdo de
Newmark € mais preciso gue o esquema Wilson- 6.

Latheswary,Valsarajan ¢ Rao[17], no ano de 2004, fizeram um estudo com um
elemento de quatro nds com sete graus de liberdade por né, formulado com a teoria de
placas com deformagfio por cisalhamento de ordem superior, considerando a matriz de
amortecimento ¢ fazendo andlise transiente pelo método da superposicio modal, com a
matha de elementos finitos sendo 16x16 para a placa inteira. Investigaram a influéncia de
varios pardmetros como a relagio do amortecimento, anisotropia do material, onientacio
das fibras dos materiais, niimero de camadas e diferentes condicdes de contorno sob uma
carga ndo dimensional uniformemente distribuida.

A conclusfio para os pardmetros relacionados s80 resumidamente expostas a seguir:

(i ) efeito do amortecimento:

-amplitude diminui com o aumento da porcentagem de amortecimento;

-com percentual de amortecimento pequeno (1%), a amplitude diminut
exponencialmente;

-com o aumento do percentual de amortecimento, a amplitude diminui
exponencialmente;

-0 efeito do amortecimento ndo acontece instantaneamente nos primeiros periodos

de tempo.
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(ii) efeito da largura da placa e da espessura:

-a amplitude diminui com o aumento da relagio da largura com a espessura da
placa;

-a diminui¢do da amplitude com o aumento da relagdo da largura com a espessura
da placa € muito pequena em placas finas, implicando que o efeito da cortante transversal €

insignificante.

(iii) efeito da anisotropia do material:

-um aumento da relagfo entre os modulos de elasticidade nas dire¢des longitudinal
(E1) e na diregdo transversal (E,): E+/E; mantendo E; constante diminui a amplitude devido

ao aumento da rigidez.

(iv) efeito da orientacdo das fibras:

-placas laminadas orientadas em (o/-a/-o/t) € similarmente em (o/-o/o/-a) com o
entre 0° e 45° apresentam diminui¢iio no deslocamento central com o aumento de o, devido
4 mudanca da rigidez da placa;

-observou-se que o maior deslocamento ocorre em diferentes tempos para as
diferentes orientacdes das fibras;

-os deslocamentos sdio menores para as orientages anti-simétricas do que para as

simétricas;

{v) efeito do niimero de camadas:

-a amplitude diminui com o aumento do nimero de camadas;

-0 comportamento de placas com duas camadas ¢ sigpificativamente diferente de

placas multicamadas;
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-a diferenca das amplitudes de placa com quatro camadas e seis camadas de mesma
espessura ¢ muito pequena; a diminuicSio pode ser negligenciada para placa com mais de
seis camadas de mesma espessura;

-conclui-se que o nimero de camadas nfio tem efeito significativo nas amplitudes.

(vi ) efeito dos comprimentos dos lados:

-mantendo um comprimento constante e variando o outro, observou-se¢ que o
deslocamento aumenta com o aumento da relagdo entre os lados, porque a placa muda

oradualmente seu comportamento, tendendo a assemelhar-se ao de uma viga.

Nayak, Shenoi ¢ Moy [18], no mesmo ano de 2004, implementaram um elemento
finito formulado a partir da teoria de ordem superior de Reddy. A andlise transiente foi
realizada com o esquema de integragdo direta de Newmark. Foram analisados os
subintervalos de tempo de integracio e as influéncias dos seguintes parametros:
propriedades dos materiais, condi¢Bes de contorno, esquemas de orientagio das fibras e a
geometria da placa.

Analisaram os subintervalos de tempo para cargas uniformemente distribuidas,
cargas senoidais, cargas triangulares e cargas de explosbes para malhas de placas com

discretizacdes: 2x2, 3x3, 4x4 elementos de quatro e nove nds com sete graus de liberdade.
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Capitulo 2

Dinamica

2.1-Breve descric¢io da teoria de analise dinamica.

A anélise dindmica relaciona os movimentos dos corpos, ou sistemas, e as forgas
atuantes que os causam. Uma particularidade da dinmica € a vibragdo, um tipo de
comportamento dindmico no qual o sistema oscila em relagfio a uma determinada posi¢do
de equilibrio. Este fendmeno ocorre em estruturas ou corpos que possuem massa €
elasticidade, pois sfo passivos de movimentos relativos entre cada ponto dos elementos que
0s constituem.

Na vibragdo ocorre a variacio da energia do sistema, sendo uma funcdo dos
diferentes tipos de forgas que provocam o movimento oscilatério, das forcas elsticas,
forcas de amortecimento, forcas de inércia e do nimero de varidveis necessdrias para
descrever o movimento.

O equacionamento consiste em escrever o equilibrio das forgas, podendo ser feito
através da segunda lei de Newton ou por formulagfio energética, resultando em equagdes
diferenciais que representam a funcio da varniacio do sistema.

Para o estudo do fenémeno de vibragio podemos partir do entendimento de um
sistema simples para os mais complexos e a ado¢ido do sistema massa mola no
equacionamento de sistema ¢ a similarmente usada para varias estruturas com varios graus
de liberdade.

Este trabalho, que tem por objetivo a solugio do problema de vibragido em placas
pelo método da integragdo direta no tempo, ndo aborda as solucdes pelos metodos

analiticos.
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2.2-Integraciio direta para a solucio da equacio de equilibrioc na anilise

dinamica.

O método de integracdo direta usa um procedimento numérico passo a passo. As

principais caracteristicas do procedimento sio:

e 0 tempo ¢ discretizado em pequenos intervalos;
» os deslocamentos, as velocidades e as aceleragfes sfo calculados em cada intervalo

de tempo e usados para a préxima iteracdo.

Considere o sistema da Figura 2.1 em que o deslocamento e a aceleragfo variam no

tempo conforme o grafico da Figura 2.2:

SN

A i

N

Figura 2.1 -Sistema massa mola com um grau de liberdade

A variagdo da posicdo, da velocidade e da aceleragdo de uma massa M em um
sistema com um grau de liberdade sujeito a vibragio forcada, representada por um sistema
massa mola, onde a rigidez € representada pela constante K da mola, a massa do bloco por
M, confinada a se mover na direcdio g sob um carregamento P(#) em funcdo do tempo t,

pode ser equacionada na forma:

Mg+ Kq = P(1) 2.1
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Figura 2.2- Grafico do deslocamento e aceleracdo em fungiio do tempo, do sistema massa mola da

figura 2.1

Considere que t € dividido em intervalos chamados de Ar e que n € o indice dos
intervalos.

Este ¢ o método da velocidade constante exposto por Biggs|14].

Temos, das condigdes iniciais, conhecimento dos deslocamentos em (1) e em (h-1)
e a acelerag@o no tempo » pode ser obtida pela equacdo do movimento.

O préximo procedimento é calcular no tempo (n+7) o deslocamento ¢""', pela

condi¢do da velocidade constante ¢, , . escrevemos que:
4" =q" + e 2.2)

A velocidade média entre (n) € (n+1) resulta em:
(n--1)

. 4 —q o ()
= e - G A 2.3
Qmed Af q ( )
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Com a substitni¢do da velocidade média no destocamento de (»+1) obtemos:
g™ =24 — g 4 5™ (Ar)? (2.4)
Com esta equagdo obtém-se os n deslocamentos do movimento.
Esta solu¢io passo a passo considera a aceleragio ¢ média em todo o periodo.
Desta maneira, a solugdo aproxima a curva da aceleragéio pela soma das vérias 4reas
retangulares formadas do produto do subintervalo de tempo pelo valor da aceleragdo em n.
Este produto representa a velocidade no subintervalo que € a parcela atuante no proximo
subintervalo usada para o calculo do deslocamento. Devido 4 curva ser aproximada por

retangulos para este método, € necessaria a escolha de subintervalo pequeno de tempo para

wma boa aproximacéo do resultado.

T

B e e e e

— o

Figura 2.3-Sistema massa mola com dois graus de liberdade.

Temos para sistemas com dois graus de liberdade de acordo com a ilustracio da

Figura 2.4, uma equac¢éo de equilibrio, resultando:

md, +kq —k,(q,-q,)=0
myg, +ky(g, —g,)= P (1) (2.5)

Podendo ser escritas na forma matricial:

3 e ek
0 milqg, “kz kz 9> £(1)
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generalizando para n graus de liberdade e usando a representagiio matricial :

Miig}+ Kia}={P0)} @7

Aplicando o principio variacional de Hamilton para os corpos continuos, a equacio

geral do movimento, que ¢ utilizada nos método dos elementos finitos, ¢ descrita na forma:

§[(T-wydr+ [ Wt =0 com W = [ Péudv (2.8)

onde:
T- energia cinética do corpo continuo;
U~ energia potencial do corpo continuo;

A aproximacgio de Rayleigh-Ritz, do método dos elementos finitos, pode ser escrita

para cada componente de deslocamento como:

u{x,y,z,0)= i fi(x. . 2)q, () i=123 (2.9)

=1
Cada componente u, do campo de deslocamentos € descrita pela funcdo f, (x.y,z)
multiplicada pela variacdo da amplitude em fungdo do tempo, ¢,(/), chamada de
deslocamentos generalizado.
A funcdo f,j(x, v.z) descreve o deslocamento particular de cada componente do

campo, tornando-se necessario satisfazer as condigdes de compatibilidade intemas e as

condigbes essenciais de contorno.

S, (ey.2)
fAxy.2) =] f,,(x,,2) (2.10)
£, (6,3, 2)

Podendo ser escrita na forma

u(x,y,z,t)= ifj(x, v.2)q,{t) 2.10
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onde n € o numero de fun¢des que devem ser usadas para conseguir a aproximagio com o
grau de precisdio desejado € g,(¢) s80 as n amplitudes g(t) necessérias.
A forma matricial da aproximacio
u(x,y,z,t) = N(x, y,2)q(t) (2.12)
Onde ¢g(t)= [qg...qnf ¢ o vetor das coordenadas generalizadas, ¢ a matriz N de

dimensfo 3 x n € a matriz de interpolagfo dos deslocamentos.

(%3, 2).. £, (%, 3, 2)

N(x,y,2)=| (% 3,2)... f,,(x, ¥,2) (2.13)
f;](x:ys Z)"'.f_‘m(xsyaz)
As componentes do tensor de deformagfo

e=lg, €, & V¥V, V. ;VX;}T sdo calculadas por:

g(x,1) = DN(x,y,2)q(t) = B(x,y,z)g(t) (2.14)
A matriz de interpolacdo de deformagdo B(x,y,z)de dimensdo 6 x n € calculada
através do operador diferencial D’ :
B(x,y,z)=DN(x,y,2) (2.15)
Calculando as n necessarias aproximagdes com

u(x,y,z,t}y= N(x, y,z)q(t) (2.12)

Substituindo na energia cinética 7'(u) = «:}5 I, pundl (2.16) resultando:

1 ~Far?T ar: 1 -T .
T=— N NgdV =—q M. 2.17
S [P NNGaV =47 My (2.17)
onde:
p ~densidade da massa deformada;

¥, -volume do corpo nédo deformado;
V -volume do corpo deformado;
dV =V, -V -variagiio do volume do corpo;
Com a matriz de massa do sistema discreto
M= [ PNT NV (2.18)

sendo necessariamente simétrica ¢ positiva de dimensdo n x n.
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A energia de deformaciio ou energia potencial interna
U = '[W(sy-)dV (2.19)

onde:
w-¢ a densidade de energia de deformag@o;

Através da substituigdo da expressfio de discretizacdo da deformacéo
1 : i 1
Uy,==|& He dV =~ | q B HBqdV =~q" K 2.20
w=3) S [a'B HBqav = 4"Kq (2.20)

onde H ¢ a matriz de Hooke dos coeficientes eldsticos e K € matriz de rigidez do sistema

discretizado:
T
K= B HBAV 2.2

Da mesma forma que a matriz de massa, a matriz de rigidez também ¢
necessariamente simétrica com dimensdes n X n. O movimento de corpo rigido € possivel
somente para a matriz semi-positiva definida obtendo solugfo de u para:

Bu=0ou Ku=0

Estes modos de deslocamentos diferentes de zero nfio produzem energia de

deformacéo.

A energia potencial externa € dada por:

U, =— j X(Oudv - ifi(t)uidS (2.22)

Para o cdlculo, X é a forca aplicada no corpo (forga de volume); S é a 4rea total do
corpo: S=8, +S_, S, corresponde a drea onde um deslocamento ¢ imposto e

S_ corresponde a area onde uma forga sobre 4rea ¢ imposta ¢ £, € a forga sobre area imposta

em S, ;
Substituindo u(x, v.z.8) = N{(x, y,z)g(t) (2.23}
Resulta em
U, =- £ (N,)'tdS ~ L(Ng)"’fa’V (2.24)
Damesmaforma U_=~g'g (2.25)
com o vetor de carga externo g = L NT1dS + _[N TXdv . (2.26)
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Agrupando os termos, temos a equacdo discreta do principio variacional

5{ G7 Mg - ( g Kg-q g]}d 0 2.27)

Aplicando a generalizacio das coordenadas q, chegamos na equagdo de movimento

discreto:
Mg+ Kqg=g(t) (2.28)

Para a resolugdo através integracio direta.

Considere o vetor das variacbes dos deslocamentos e das velocidades

ul =[al, m] ¢ o subintervalo de integracdo Ar=1 ,, —1, podemos escrever o método

de integragio direta da seguinte forma:
u 1= Z ajunﬂnj - AIZ ﬁjﬁn«»le (2'29)
I=t J=0

Onde & e [ sfo pardmetros associados ao esquema de integracéo.

2.2.3-Método de integra¢io de Newmark [19]

Os deslocamentos, velocidades e aceleragdes do movimento sfio determinados em

t,., =t,+At a partir dos j& conhecidos em 1, . Através da expansio da série de Taylor dos

deslocamentos e velocidades:

) +..,+$‘;%i P )+ R, (2.30)

1,

sendo R a parte da aproximagdo & curva que a fun¢fo possui quando descreve o

movimento, pela integracio de

e

R == [l + A=Y dy 2.31)

Com a série expandida de Taylor em #_, temos as velocidades e os deslocamentos:

e+l

tr+l

G =G, + |Gy (2.32)

in
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n+l

Qo =4, + MG, + (6, —¥)i)dy (2.33)

m
A aproximagdo ¢ a integragdo numeérica da curva da aceleragdo, sendo possivel

expressar no intervalo [7,.7,,,]

s 3 t,—y)’

G, =4)+q' )(w)+q“’(w)(ﬂ—2ﬂ+--- (2.34)
N .. 5 t, —w)’

Gon =G)+qgP WXL, —w)+ q“”(w)(#-i—‘-”w)—+ (2.35)
Multiplicando §,€ ¢,,, por (I-a) ¢ a:

GW)=A-¥)§, + &G, +q° Wy - Ara —t,]+ O(Ar’q") (2.36)

Da mesma forma multiplicamos §, e §,,,por (1-25) e 2/3:

W) = (1=2)d, +2Bj,. + 47 W)z 208 —1,]1+0(ar’ ) (2.37)

Substituindo em ambas equagdes §(y) com os termos das integrais da série

expandida, obtemos as integrais
|itydy =(1-a)ag, + anig,, +1, (2.38)

Tail

=i W)y =~ PIACG, + PTG 47, (2.39)

"n

onde r,e r,' sdo as medidas do erro

,,=(a—%)Arzq{”(&)+0(m3q(”) (2.40)

r;=(ﬁ%)msq“}(wow“q“)) 2.41)

estimado entre 7, <y <1,,,.

Os valores das constantes @ € £ sdo os parametros das integrais.
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Adotando os valores de « =-12—~ e f =~é~» os resultados sdo a interpolagfo linear da
aceleracio g(y) =g, +{¥ -rn)%& (2.42) no intervalo de tempo [¢,,7,,;]. Da mesma
forma considerando « =% e f :_j; tém-se os valores da aceleracio média:

i éjn + qnﬂ
=dnTarl 2.43
4(r) v (2.43)

Com as férmulas das integrais substituidasem ¢,., € g,,, obtemos:

qm—] = qﬂ + (1 + Q)Nqnw‘-] + amém-l (2'44)

. 1 .. ..
Gpn = Gn + OIG, + A 2(5 =PV, + A G, (2.45)
No sistema de equagdes diferenciais na forma matricial, que representa a equagio de
equilibrio dindmico:
MG +Cla +|Klg = P(©) (2.46)

onde 1C l é a matriz de amortecimento do sistema;

Substituimos g,., € g,,;em (2.46) obtendo:
(M +aMC + fA° KNG, = B, —Cl4, + 1 - ), ]~ Klg, + Mg, +(% -PAc,  (247)

Bathe ¢ Wilson [12] apresentam o algoritmo do método de Newmark[6] na forma

matricial abaixo:
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2.2.4-Algoritmo do método de Newmark [12]

A - Calculos iniciais :

1. Formulagdo da matriz de rigidez K, matriz de massa M e matriz de

amortecimento C.
2. Inicializacio dos vetores {g},,{q},.{d},; (atribuicdo de valores as posi¢des dos
vetores);
3. Escolha do tamanho do intervalo de tempo Ar, pardmetros o e £ e o calculo
das constantes de integracio
a = 0,50 £202505+a)

1 ) o ) 1 1
a() = 2 3 a] = ] - ;
Bt [At B

QQ:%—1 : asm%f(%—-zJ ;oag=AMl-a); g, =all

4. Formulago da matriz de rigidez efetiva K : K = K +a,M +a,C

5. Triangularizacio K : K = LDI"

B - Para cada passo :

1. Calculo do carregamento efetivo no tempo n+1:
(B} = (P} + M(adg,} + a{g,} + a, (G, )+ Cla{q,} +a,4d,} + a;{d,})
2. Solugio do sistema no tempo n+1 para os deslocamentos:
LDL g}, = (B0}
3. Calculo das aceleracgdes e velocidades no tempo n+1:

{5t = @193 = 19,3) ~ 0219, ~ 444, }

s =14,5+aid, s+ g, 3




Capitulo 3

3.1-Placas Laminadas ¢ o Elemento Finito de Kosmatka

As placas laminadas sfio compostas pelo conjunto de camadas de laminas de
materiais diferentes ou de diferentes disposicdes das orientagdes das propriedades
mecanicas do material.

A formulagio apresentada da teoria de placa laminada a seguir é baseada em
Kosmatkal4].

Uma placa laminada de material composto, de espessura total A, formada por n
camadas ortotrOpicas perfeitamente coesas, os laminados ortotrépicos possuem a
orientagdo principal dos seus eixos inclinados em relacio ao sistema cartesiano de
coordenadas (x, y, z) da placa que possui o plano x-y coincidindo com a superficie média

(W2) e o eixo z perpendicular ao plano x-y. De acordo com a Figura 3.1.1;

Figura 3.1.1-Placa laminada e o sisterna de coordenadas adotade.
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As componentes dos deslocamentos sdo dadas pela teoria de primeira ordem de
Reissner-Mindlin. Teoria que inclui o efeito da deformagéo por cortante considera que apos
a deformagio a secéo transversal nfo permanece normal ao plano médio da placa.

O campo dos deslocamentos ¢ dado da forma:

u(x, y,z,0) = uy(x, y,0) + 20,(x, y,1)

WX, ¥, 2.8y = vy (x, 1) — 26 _(x, y,1) G.DH

wix, v, z,1) = wy(x, v,I)
sendo:

u, v, w componentes dos deslocamentos nas dire¢des x,y.z;

u,.v, deslocamentos no plano médio;
w, deslocamento transversal do plano médio;
6..0, rotagbes das normais a superficie média em torno dos eixos X ¢y

respectivamente;
t tempo;

As deformacdes deste campo:

{5}:: g}y = &‘fy +Z kyy ={50}+Z{k} (3.2)
Y 8;’ kxy
awo
~6
el oy 2 2
R o
o7

considerando a deformagdo (g, =0),

r ~

Gy
ng gic
80 = g(}_ = 4 BN \
e} , . (3.4)
o) | ou, Oy,
oy Ox
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o6,
o %xe
feh=<k, =9 ——= ¢ (3.5)
k @
) |06, a0,
e Ox

As tensdes em qualquer 1dmina numerada por m ¢ definida pela deformacio dada
pelo tensor acima associada as relaces constitutivas de uma lamina ortotropica sob o
estado plano de tensdo( o, =0 ) da forma:

{m} e | €

O g O _Q_l__s. Ene ke
Tui =192 Gn G| 11En1+71ky (3.6)
T _Qm O Oss 4 ; kxy

o) [ 2] e
Ty O Oss YV xz '

os valores de Q, (i, j =1,2,3.4,5,6) sdo os coeficientes de rigidez da 1dmina ortotrépica.

Os coeficientes de rigidez das ldminas orientadas pelo dngulo ¢ formado entre a
direcdo do madulo de elasticidade transversal e o eixo x da placa sdo:
0., =0, cos* ¢+ 0, sen” ¢+ 2(0,, + 20, ) cos’ psen’ ¢
0,, = 0,,(cos* g +sen* §)+ (Q,, + Q,, ~ 40, )cos’ gsen’ ¢
2 =0y c0s' g+ 0, sen’ ¢ +2(0, +20,)cos’ psen’ ¢
0, =0, cos’ ¢ — O, sen’ g — (0, + 20, Ycos® § —sen® ¢)) cos g sen ¢
0, = (0, sen’ ¢ — Q,, cos’ ¢+ (0, + 20, )cos’ ¢ —sen’ ) cospsen g
Qy, = Oy (cos” g +sen® 8)* +(0,, + O, —20,,) cos’ psen’ ¢
0, =0, cos’ ¢+ 0, sen’
—st =0, cos’ g+Q,, sen’ ¢

Qs = (Uss —Quy)cosgsend (3.8)

ol
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As laminas com fibras orientadas em wuma dire¢cio, formadas por material

transversalmente isotrépico, tém os valores dos coeficientes de rigidez definidos através

das constantes:

E, modulo de elasticidade da fibra na direcdo longitudinal,
E, médulo de elasticidade da fibra na diregéo transversal,
G, modulo de cisalhamento associado a diregdo longitudinal,

G,, médulo de cisathamento associado 4 diregéo transversal,

Vir

v, coeficiente de Poisson na diregdo transversal,

através das seguintes relagdes:

0, =—
Tha :
1—v vy
_ v Er
b= *
l=v, vy
R —
2= ’
V=vi vy
0y = —
= e———— U0 TT »
B2ty
Qss = Qg = Gyr»
e ET
Vig =Vir —E‘“ :
L

coeficiente de Poisson na direcdo longitudinal,

(3.9)

As forcas normais, as forgas de cisalhamento e os momentos sdo obtidos através da

integragio sobre cada ldmina n
(m)

N, O
Wi=iN, t=% [o, t @

N, i 7,

M O "
Mi={M,, :i fmz o, dz

M, S P

(3.10)

(3.11)
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. (m)
{0}= {gy} =3 f {i}“} dz (3.12)

onde A, € a distdncia do plano médio da placa a extremidade superior da camada m

correspondente da integragfo.

Os esforgos resultantes s3o representados nas Figuras 3.1.2 € 3.1.3.

Figura 3.1.2-Esforgos resultanies.

Figura 3.1.3-Esforgos resultantes.
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Podemos obter os esforcos acima através da substituigdo de {£° }, {kte {y}nas

equagdes de {N},{M}e {O}e integrando para a espessura da placa inteira:

it o]

{o1=6lr} (3.14)
onde :
Ay 4y Ay B, B, Bq D, D, D
[A]: Ay Ay Ay ;[B]Z B, B,, By ;[D]: Dy, Dy Dy s
Ay Ay Ag B, By By Dy Dy Dy
_ Gy Gy
[G]—[G“ GJ (3.15)

que s3o obtidos da integragfo:

(4,8,,D,)=3 [ (1.z,2)0,d. i,j=126 (3.16) ¢

m=f "

G, =kyirm§gdz, i j=45 (3.17)

m=f 7

k, € o coeficiente de corregdo das forgas de cisalhamento.

Os valores de [A], [Bl [D] e [G] sdo dependentes da rigidez do material, da

espessura da lamina e do esquema de orientagio dos laminados. Os laminados sdo

caracterizados de acordo com sua disposigéo.

Da orientacio das camadas laminadas existem muitas possibilidades da variagdo
dos dngulos da diregfio principal da propriedade do material. Usualmente toma-se para a
orientacdio dos angulos ¢ valores entre zero e noventa graus positivo ou negativo .Quando

as n camadas alternam o valor do dngulo aleatoriamente, esta combinacfo atribui valores
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especificos a ¢, . Desta combinagiio especificamente, quando os angulos sio de zero e

noventa graus, @1 possui valores que sfo zero, resultando que alguns valores de 4,e D,

sejam zero. Esta combinagfio especifica forma a chamada combinagfio em que as diregdes
principais do material se combinam em “cruz’(possuem noventa graus entre si). Designada
na literatura especializada de “cross-ply”™ e “ply” para a combinacio entre as direcdes
principais do material que nfo sfo de noventa graus.

Considera-se neste trabalho que as camadas possuam a mesma espessura. Do
esquema de orientagfio dos laminados pode-se criar a condigio de simetria, ndo simetria ou
de anti-simetria do laminado.

Simetria possui espelhamento das orientacdes e das espessuras das camadas acima e
abaixo do plano médio da placas.

Nio simetria ndo possui nenhum espelhamento.

Anti-simetria possui espelhamento das espessuras; suas orientacdes sfo de mesmo
valor, mas com sinais opostos.

Cada tipo de disposi¢io oferece um comportamento diferente. A importincia destes
tipos de orientagdes € que eles fornecem forcas e momentos resultantes diferentes na secéo
conferindo ao laminado as requisitadas propriedades. Os binarios de esforcos gerados
atribuem resisténcias distribuidas de acordo com a sua disposi¢éo.

Da aplicacio do principio de Hamilton em que a energia deformacdo, a energia
cinética e o trabalho das forgas externas podem ser obtidos através de {¢} e {y} com o uso

das relagdes desenvolvidas de {N},{M} e {0}, reescritas com as variaveis do movimento e

com as condi¢des de contornos de uma placa, obtém-se as equagGes diferenciais do

movimento.
3.2-0 elemento finito de Kosmatka [4]

O elemento finito utilizado neste trabalho foi formulado por Kosmatka [4] partir de
um elemento triangular de 13 noés e 5 graus de liberdade por né (3 translages wv,w e 2

rotacdes Hx,é?y ); ele € livre do efeito de travamento de cisalhamento conseguido através do

aumento da ordem dos polindmio de interpolacgio.

42



A formulacio do elemento base usa para a interpolagio uma estratégia
isoparamétrica com polinémios quadraticos de interpolacio para a geometria ¢ para oS
deslocamentos transversais no plano e nas rotagGes; polindmio clbico de interpolagio sdo

usados os deslocamentos transversais.

Através de condensacio estatica diminui-se 0 nimero de nds do elemento como

mostra a figura 3.2.1.
e UV,wW0Ox0By
< _‘_‘-
. s uv,0x,0y .
VARANET: e w N
\ N
. = N
- d .
o o R
* GG - ———— @@
4 - = P =
,/:f

o
)

Figura 3.2.1-Elemento finito triangular sua forma original com 13 nés e forma final com 6 nés.
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Os deslocamentos transversais dos nos 7, 8, 9, 10, 11 e 12 foram transferidos para
os nods dos pontos médios das laterais do elemento nés: 4, 5,6 .

Wy, W —> W,

W, Wiy —> W

Wy Wiy —> W

Através de condensagfo estitica € possivel eliminar o deslocamento transversal do
né central nimero 13.

O cisalhamento transversal linear nas laterais do elemento permite a implementacdo
da equacdo de restricBio ao cisalhamento transversal em cada lado do elemento. Estas
equacdes nfo acrescentam modos de energia, nfio influenciando a rigidez ou produzindo
travamento por cisalhamento.

Kosmatka[4] ndo empregou seu elemento na andlise dindmica forcada de placas
laminadas de material composto.

Informacgdes mais completas e detalhes sobre a obten¢do das matrizes de rigidez e

de massa podem ser encontradas nos trabathos de Kosmatka [4], Tapia [2] e Cassiano[3].
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Capitulo 4

4.1-Resultados Numéricos.

Para o estudo proposto neste trabalho usou-se carregamento uniformemente
distribuido constante de curta duragfo, variando-se a espessura da placa, as malhas de

elementos finitos, o nimero de camadas e as orientagdes das camadas laminadas.

A A AR

hi2

h=espessura da placa

Figura 4.1.1-Discretizagio das mathas de elementos finitos utitizadas para os exemplos numéricos

As constantes & e f do método da integracio de Newmark foram adotadas como

0.5 e 0,25 correspondendo ao método da aceleracfo média considerado incondicionalmente
estavel. As condigles iniciais de deslocamento, velocidade e aceleracio adotadas foram
zero para todos 0s casos analisados.

Em todos os casos ¢ monitorado o deslocamento transversal do ponto central da
placa.

Foram utilizadas as seguintes discretizacdes: 16 elementos e 64 elementos para
placa inteira e 64 elementos para Y4 de placa conforme figura 4.1.1.

A anélise do erro e da convergéncia do método de integracdo ndo foi discutida neste
trabalho. Autores como Hughes]24] e Gerardin[19] apresentam bases para este tipo de

andlise.
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4.2-Primeiro exemplo: placa quadrada monocamada isotrépica simplesmente
apoiada nos guatro extremidades. Integragdo com intervalos de tempo de 5, 10, 15 e 40
microssegundos, com malha de 64 elementos. O deslocamento do no central foi desenhado
na figura 4.2.1

Na figura 4.2.1 os deslocamentos obtidos da publicacdo de Reddy ¢ Mook[13],
realizados com malha discretizada em 2x2 elementos quadrados com nove nés formulados
com a mesma teoria de placa, mostram a validade dos deslocamentos encontrados.

Na tabela 1 os resultados dos deslocamentos do né central para as trés malhas de
elementos finitos, escolhidas para o estudo, sfo comparados considerando quatro valores
diferentes de espessura de placa, e quatro diferentes intervalos de tempo de integracdo. Os
deslocamentos dos nds centrais para placas de espessura menor foram maiores, conforme
esperado de acordo com influéncia da dimenséo no resultado. As diferencas dos resultados
dos deslocamentos dos nds centrais para os diferentes intervalos de integracdo foi pequena,
mostrando a precisdo do método mesmo com intervalos de tempos maiores. Entre as
diferentes malhas os deslocamentos ndo apresentaram grandes diferencas, mostrando a
estabilidade do elemento para as trés malhas escolhidas.

As figuras 4.2.(2, 3 e 4) mostram o deslocamento do né central da placa para o
intervalo de integracio de 5 microssegundos variando a espessura nos valores de 5,0; 2.5;

1.0; e 0,5cm o comportamento do elemento permanece estavel com a variago da espessura.

Dados do material:
E=2,1x10"N/em’
v=0,25
MSXIO'6 I\Jseg2 / em?
a=b=25cm; h=5cm; 2,5cm; 1,0cm; 0,5cm;
qo=10 N/ cm’.
Intervalos de tempo At =5, 10, 15 e 40 microssegundos.
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Deslocamento nd centro da piaca (cm)

2O0EDA 5 oo oo e e e

OOE+00 g : : g5 = . e N
0,008+ 5.90;%5}@% 1550604 2 4 aogimel 4 5506-08 ) " }f
B w f g‘{ w £
;|
-2,00E-04 "2 -------- R @ 7f B
= “ ; = \ * £ =
% 4 "-§ {
-4,00E-04 e B 5 * : % /
A / | ]
3( ° r ¢ Y N
-6,00E-04 - Yoor i - i
= 5 #
{ \ . - f
2 { N VX $:

-1,00E-03

-8,00E-G4 : 3\ ,,,,,, # ] i\ : /x <<<<<<<< =
3 ) .

-1,20E-03 -

o w - fom /
-1,40E-03 : P Z e ¥ - g
_ FEEEE T, _ o ) o Y = £ —+— Smic seg.
AR Lo m \x . . : : »\2\‘ ﬁ n Reddy Mook
. B b1 <
k-

_ N : o4 B " . o 10 mic seg.
1,60E-C3 . e Ry X g PR x 15 mic seg.
: - 33 Sa b4 i
o 40 mic seq. |
-1,80E-03 -

Tempo, t {segundos)

Figura 4.2.1 -Placa monocamada. Espessura de 5 cm. Material isotrépico utilizando malha com 64
elementos com extremidades apoiadas,
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Tabela 1 - Deslocamento miximo* do né central das malhas de elementos finitos para placa quadrada

=b=15cm monocamada isetropica de espessura h e o tempo de ocorréncia.**

h=Scm

Placa inteira 16 elementos

Placa inteira 64 elementos

Y4 de placa 64 elementos

At =5 Deslocamento=-1,697743x10~ Deslocamento=-1,682352 x107 | Deslocamento=-1,687732 x107
Tempo=1,70 x10™* Tempo=1,50 x10™ Tempo=1,50x10"
At=10 Deslocamento=-1,685822 x10™ Deslocamento=-1,673424 x10” | Deslocamento=-1,667085 x10™
Tempo=1,50 x10™ Tempo=1,60 x10™ Tempo=1,60 x10™
At =15 Deslocamento=-1,664255 x10™ Deslocamento=-1,641507 x10~ Deslocamento=-1,63902 x10~
Tempo=1,60 x107 Tempo=1,65 x10* Tempo=1,65 x10™
At =40 Deslocamento=-1,571431 x10™ Deslocamento=-1,565936 x10~ Deslocamento=-1,565232 x10™
Tempo=1,70 x107™ Tempo=1,60 x10™ Tempo=1,60 x10™*
h=2.5¢cm
Placa inteira 16 elementos Placa inteira 64 eiementos Vi de placa 64 elementos
At =35 Deslocamento=-1,150958 x107 Deslocamento=-1,166053 x10™ Deslocamento=-1,164684 10~
Tempo=2,60 x107 Tempo=2,60 x10™* Tempo=2,60 x10™*
At=10 | Deslocamento=-1,154057 x10™ Deslocamento=1,162722 x10™ Deslocamento=-1,167023 x10™
Tempo=2,60 x10™ Tempo=2,70 x10™ Tempo=2,70 x10™
At =15 Deslocamento=-1,158372 x10™ Deslocamento=-1,165755 x107 Deslocamento=-1,165277 x10~
Tempo=2,60x10" Tempo=2,70 x10™ Tempo=2,70 x10™
At=40 | Deslocamento=-1,14172 x10~ Deslocamento=-1,129677 x10”° | Deslocamento=-1,128806 x10~
Tempo=2,80 x107 Tempo=2,80 x10™ Tempo=3,20 x10™
h=1.0cm '
Placa inteiralé elementos Placa inteira 64 elementos ¥: de placa 64 clementos
At =5 Deslocamento=-1,74605 x10" Deslocamento=-1,713987 x10™ Deslocamento=-1,71139 x10™
Tempo=6,80 x10™ Tempo=6,60 x10™ Tempo=6,50 x10™
At=10 Deslocamento=-1 745232 %107 Deslocamento=-1,712247 x10” Deslocamento=-1,714006 x10”
Tempo=6,80 x10™ Tempo=6,70 x10™ Tempo=6,30 x10™
At=15 | Deslocamento=-1,741495 x10™ Deslocamento=-1,713139 x107 Deslocamento=-1,716434 x10™
Tempo=6,90 x10™ Tempo=6,30 x10™ Tempo=6,45 x10™
At =40 Deslocamento=-1,720097 x107 Deslocamento=-1,729017 x107 Deslocamento=-1,729209 x107
Tempo=6,80 x10™ Tempo=6,40 %10 Tempo=6,40 x10
he=0,5cm
Placa inteiral6 elementos Placa inteira 64 elementos Va de placa 64 clementos
At =5 Deslocamento=-1,39534 Deslocamento=-1,361326 Deslocamento=-1,362916
Tempo=1,325 x10” Tempo=1,30 x10° Tempo=1,30 x10~
At =10 Peslocamento=-1,395018 Deslocamento=-1,362122 Deslocamento=-1,363103
Tempo=1,33 x107 Tempo=1.29 x10° Tempo=1,33 x10~
At=15 Deslocamento=-1,39458 Deslocamento=-1,36243 Deslocamenio=-1,362415
Tempo=1,333 x10? Tempo=1,90 x10° Tempo=1,32 x107
At =40 Deslocamento=-1,389523 Deslocamento=-1,360235 Deslocamento=-1,363481

Tempo=1,36 x10°

Tempo=1,32 x10°

Tempo=1,28 x107

* Deslocamento mdximo em cm
** Tempo de ocorréncia em segundos.

48




Deslocamento nd central {em)

-1,00E-01
g‘
-3,00E-01 y
g
£
-5,00E-01
-7, 00E-01
-9,00E-01
-1,10E+00
-1,30E+00 - {22, Bem e B
h3=18cmy - ST
|—has08om | |

-1,50E+00 -

5,00E-06 3,05E-04 6,05E-04 9,05E-04 1,21E-03 1,51E-03 1.81E-03 2,11E-03 2,41E-03 2,71E-03 3,01E-03 3,31E-03 3,51E-03

Tempo, t (segundos)

Figura 4.2.2 - Deslocamento ceniral da placa monocamada isotrépica. Espessuras de 5,0; 2,5; 1,0; ¢ 0,5

c¢m. Maiha de 64 clementos. Condiglio simplesmente apoiada. Intervale de integracio de 5
microssegundos.
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Deslogamento rd centro da placa {om)
N .

2,00E-03 -

420802 —--

A0ED2 L e et e e e e U R e p et e
5,00E-06 308604 6,05E-04 9,05E-04 1.215-03 1.51E-03 181503 211603 2.41E-03 2,71E-03 3,61E-03 3,3tE-03 3,61E-03
Tempo, t (segundos}

Figura 4.2.3-Deslocamento central da placa monocamada isotrépica. Espessura Sem e 2,5cm. Matha de
64 elementes, Condicfiio simplesmente apoiada. Intervalo de integragfio de 5 microssegundos.



Dasiocamantio né centro da piace (om)

2,00E-01 . O SO e

8.00E+00

A

-2,60E-01

-4 GGE-01

-8,00E-01

-8,60E-01

-1,G0E+00

~1,26E+00

BN

4, 40E+00 o

5,00E-06 3,05E-04 B,05E-04 9,05E-C4 1 21E-03 1.51E-G3 181803 211E-03 241E403 2,7T1E-03 3UIEG3 3.31E-03 361E-D3
Tempo, { {segundos)

Figura 4.2.4 - Deslocamento central da placa monocamada isotrdpica. Espessura Icm e §,5¢m. Malha
de 64 elementos. Condi¢Zo simplesmente apeiada. Intervale de integragiio de 5 microssegundeos.
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4.3-Segundo exemplo: placa laminada engastada nas quatro extremidades de
material ortotropico. Comportamento do elemento quando formado com laminados.
Utilizadas trés laminas e as dire¢Ges das fibras foram orientadas de 0/90/0 graus. Os trés
tipos de malhas foram comparados. Foram comparadas com Kant[10] os destocamentos do
né central para a placa de espessura de Scm. Kant[10] utiliza a teoria de placas de Reissner
Mindlin de ordem superior, um elemento quadrado de nove nés com uma malha de
elemento finito de 2x2 para um quarto da placa.

Os resultados mostram que as malhas escolhidas, mesmo sob a condigdo de
engastamento nas quatro extremidades, tiveram comportamentos similares entre si. A maior
diferenca entre os deslocamentos das placas com mesma espessura foi o da espessura de
0,5cm conforme figura 4.3.6, resultado de maior discrepéncia ¢ observado para matha com

menor namero de elementos finitos .
Dados do material:

E=25E,

E,=2,1x10°N/ cm?

vy>=0,25

G127G137G23=0,5E;

=8 x10°N seg “/cm”
a=b=25cm,

h=5cm; 2.5cm; 1,0cm; 0.5cm;
qo=10N/ e’

Intervalos de tempo At =5 microssegundos.
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Figura 4.3.5 - Deslocamento do ceniro da placa quadrada. Material ortotropice. Condigiio
extremidades engastadas. 3 laminas com orientacio de 0/90/0. Intervalo de imtegragie de 5
microssegundos. Espessuras de 5 e 2,5cm. Utilizando as trés malhas prepostas.
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Figura 4.3.6 - Deslocamento do centro da placa quadrada. Material orfotropico. Condicio
extremidades engastadas. 3 Iliminas com orientagio de 0/90/0. Intervalo de integracfio de 8
microssegundos. Espessura de 1 e 0,5cm. Utilizando as {rés malhas propestas.
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4.4-Terceiro exemplo: placa laminada com trés camadas, com condi¢des de
contorno: engastada em duas extremidades perpendiculares e apoiadas em  duas
extremidades perpendiculares.

As ldminas receberam a orientagio de 0/90/0 graus. Foi realizado o estudo da
vibragdo apenas com as mathas discretizadas para a placa inteira.

Para as espessuras de 5,0; 2,5; 1,0 e 0,5¢cm os deslocamentos se mantiveram
estavels, para intervalos de integracfio de 5 microssegundos e 10 microssegundos o método
permaneceu estavel.

O comportamento dos deslocamentos em funciio da variacio da espessura se
manteve proporcional como no exemplo anterior, mesmo sob diferente condi¢do de
contorno.

Na figura 4.4.7 foram incluidos os deslocamentos de placas monocamadas de
mesmo material, condicdes de contorno e malhas apenas como pardmetro do efeito dos

laminados e comportamento das malhas.

Dados do material:
E;=25L
E,=2.1x1 0%N/cm?
vi=0.25
G12=G13=023=0,5.E
p=8 x10° N -6 N . seg ?/em®
a=b=25cm,
h=5cm, 2,5cm ,1,0cm , (,5¢cm .
qo=10N/ cm?
Intervalos de tempo At =5, 10 microssegundos.

Malha de elementos finitos com 64 elementos e 16 elementos placa inteira.
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Figura 4.4.7-Deslocamento do centro de placa quadradaMaterial ortotripico. Condigiio duas

extremidades perpendiculares engastadas e duas apoiadas. Espessura de Scm. Monocamada laminados
orientades com 3 ldminas 0/90/0. Intervalo de integraciio de 5 microssegundos.
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Figura 4.4.8 - Deslocamento centro da placa inteira. Material ortotrépico. Malha para placa inteira.
Condigfio de apoio duas extremidades perpendiculares engastadas e duas apoiadas, Espessura Sem. 3
laminados orientados em 0/90/0° . Intervalo de integracic de 10 microssegundos.
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Figura 4.4.9 - Deslocamenic centre da placa. Malhas para a placa inteira. Material ortotropice.
Condigiio de duas extremidades perpendiculares engastadas e doas apoiadas. Espessura 2,5¢cm. 3
laminados orientadeos em 0/90/0, Intervalo de integracio de 10 microssegundos,
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Figura 4.4.10-Deslocamento centro da placa quadrada.Material ortotrépico. Condiclio duas
extremidades perpendiculares engastadas e duas apoiadas. Espessura de Scm e 2,5cm, 3 iminas
orientadas com 0/90/0. Intervalo de integraciio de 10 microssegundos.
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Figura 4.4.11-Deslocamenio centro da placa.Malha para placa inteira. Material ortotrépico. Condiciio

duas extremidades perpendiculares engastadas ¢ duas apoiadas. Espessura
orientados em §/90/0. Intervalos de integracfio de 16 microssegundos.
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Deslocamento nd centro da placa (cm)

i
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Figura 4.4.12 - Desiocamento ceniro da placa imteira. Material ortotrépico. Malhas placa inteira.
Condiciio duas exiremidades perpendicalares engastadas e duas apoiadas. Espessura 0.5cm. 3
laminados orientados em 0/90/0. Infervalo de integraciio de 10 microssegundos.
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Deslocamento central da placa (cm)
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Figara 4.4.13-Deslocamento centro da placa inteira. Material ortotropico, Malha placa inteira com 64
elementos. Condigfio duas extremidades perpendiculares engastadas e duas apoiadas. Espessura lem e
0,5¢cm . 3 laminados orientados em 0/90/0. Intervalo de integragiio de 10 microssegundos.
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4.5-Quarto exemplo: placa laminada engastada em duas extremidades

perpendiculares e livre em duas extremidades perpendiculares.

Para a condigio de contorno proposta foi usada a malha para a placa inteira
discretizada com 64 elementos.

Intervalo de integracgfio de 15 microssegundos.

Os deslocamentos obtidos para a placa laminada apresentaram periodos em padrdes
que se repetiram mostrando estabilidade, porém ndo uniformes.

No figura 4.5.14 foram incluidos os deslocamentos de uma placa monocamada de
mesma geometria, material e matha apenas para observagio do comportamento dos

periodos para este tipo de condicdo de contorno.

Dados do material:
E;=25E;
E»=2,1x10°N/em’
vi2=0.25
G2=G13=G=0,5E;
pﬁSXl()""(’Nse:gzlcm4
a=b=25cm,
h=5cm; 2,5cm; 1,0cm; 0,5¢cm .
qo=10N/em?
Intervalos de tempo At =15 microssegundos.

Malha de elementos finitos com 64 elementos.
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Figura 4.5.14 - Deslocamento do centro da placa. Condi¢io duas extremidades perpendiculares

engastadas e duas livres. Material ortotréopico. Intervalo de integragio de 15 microssegundos. 4 liminas

orientadas 0/90/90/6 e monocamada. Espessura de Scm.
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Deslocamento do centro da placa {(om )
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Figura 4.5.15-Deslocamente do centro da placa. Condigio duas extremidades perpendiculares
engastadas e duas livres., Infervalo de integracio de 15 microssegundos. 4 liminas orientadas
0/20/90/0.Espessura de 2,5¢m.
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Figaura 4.5.16-Deslocamento do centro da placa. Material ortotropico. Condiciio duas extremidades
perpendiculares engastadas e duas livres. Intervalo de integracio de 15 microssegundos. 4 Yminas
orientadas 0/90/90/0. Espessura Scm e 2,5¢m,
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Figura 4.5.17-Deslocamento do centre da placa. Material ortotrépico. Condicic duas extremidades
perpendiculares engastadas e duas livres. Intervalo de integraciio de 15 microssegundos. 4 liminas
orientadas 0/20/90/). Espessura de lem.
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Deslocarmento centro da placa {cm )
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Figura 4.5.18-Deslocamento do centro da placa quadrada.Material ortotrépico. Condicic duas
extremidades perpendiculares engastadas e duas livres . Intervalo de integragiio de 15 micro segundes .
4 laminas orientadas 6/90/90/0 . Espessura 0,5cm.
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Destocamento centro da place {cm)
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Figura 4.5.19 - Deslocamento do centro da placa, Material ortotrépico. Condicsio duas extremidades
perpendiculares engastadas e duas livres. Intervalo de integracio de 15 microssegundos. 4 Mminas
orientadas 0/90/90/0. Espessura de 1,0em de 0,5¢m.
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4.6-Quinto exemplo: placa laminada com extremidades apoiadas. Foram analisadas
placas com quatro camadas e trés camadas.Utilizando-se a malha de elementos finitos para
placa inteira com 64 elementos.

Para a placa com quatro camadas orientadas 0/90/90/0 graus foi obtido bom
resultado comparado com Kant[10] .

Para placas com quatro camadas de espessura de Scm, com disposi¢io simétrica e
orientacdes de 8 /0/0/68 e 0/8/8/0 com valores de 8 =90, 45 ¢ 30 graus, nos casos
onde ocorreu o esquema cross ply comparado com o ply, houve as diferengas nos
deslocamentos devido aos coeficientes de rigidez. Esquemas ply apresentam menores
deslocamentos para a disposigio 4 /0 /0 /€ e para valores de € = 45 graus.

Nas placas com trés camadas de espessura de 0.5cm dispostas de forma simétricas €
orientadas da forma 0/8/0 e 8/0/6 com valores de =90, 45 e 30 graus para os
esquemas cross ply, houve maiores deslocamentos e, para esquemas ply, menores

deslocamentos ocorreram para a orientacdo da formaf/0/8 e para 8 = 45 graus.
Dados do material:

E=25E;

E;=2,1x10°N/em’

vi2=0,25

G127G137G23=0,5E

p=8x1 Omseg %fem®

a=b=25cm,

h=5cm; 2,5cm; 1,0cm; 0,5¢cm.

qo=10N/cm*

Intervalos de tempo At =5 e 10 microssegundos.

Malha de elementos finitos com 64 elementos.

70



Deslocamento centro da placa { cm )

1,002_04... PR

0,00E+0O -
6,40

. 300E-05 . 550E-05 8O0E-05°  105E:04 . 130E-04

-1,00E-04

-2,00E-04

-3,00E-04

4,00E-04 +rinn

-5,00E-04 -+

B —e—0/m0m0R0 |
—e—Kant L

-6,00E-04 -

Tempo,f { segundos )

Figura 4.6.20 - Comparacio dos deslocamentos no centro da placa laminada orientada 0/90/90/0
simplesmente apoiada com espessura de Scm. Intervalos de integraciio de 5 microssegundos e resultado
de Kant {10].
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Figura 4.6.21-Placa quadrada simplesmente apoiada material ortotropico. Espessura Sem. Intervalo de
integraciio de 10microssegundos. Orientacio dos laminados conforme legenda.

72



Destocamento centro da placa (cm )

1,00E-04 e

0,00E+00 1

B
)
1,00E-04 -
5,‘
Y
200604 |

~3,00E-04

-4,00E-04
-5,00E-04 ey 11
| —E- 045450
3000730 |
- | = 0/30/30/0
-6,00E-04 - S— et S S e
1,00E-05 2.60E-04 5,10E-04 7.60E-04 1.01E-03

Fempo, t (segundos)

Figura 4.6.22 - Placa laminada simplesmente apoiada. Espessura Sem, Tntervalo de integracéio de 10
microssegundos. Orientago des laminados conforme legenda.
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Figura 4.6.23 - Placa laminada simplesmente apoiada.Espessura 0,5¢m. Orientacio das laminas
conforme legenda. Intervalo de integraciio de 10 micro segundos.
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Figura 4.6.24-Placa Iaminada simplesmente apoiada.Espessura 8,5cm. Orientaciio das iAminas
conforme a legenda, Intervalo de integraciio de 10 microssegundos.
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Capitule 5

Conclusio e Propostas para a continuidade do trabalho

5.1-Conclusiao

O estudo com o objetivo de avaliar a capacidade do elemento finito proposto por
Kosmatka [4] sob a solicitacio dindmica e forcada de carregamento distribuido utilizou-se
do algoritmo desenvolvido por Bathe e Wilson {12}, uma vez que este elemento até hoje
ndo for empregado na analise dindmica forgada.

Na literatura s&o encontrados intimeros trabalhos com a obtencdo das fregiiéncias
naturais para placas laminadas de material composito, mas no caso da dinfmica forgada ha
muito pouco material disponivel, e, ainda assim, referindo-se a placas quadradas totalmente
apoiadas.

Este trabalho tem como um de seus objetivos apresentar resultados para placas com
outras vinculacdes, servindo como referéncia para outros autores utilizarem como
comparac¢io em seus trabalhos.

Para integracdo direta os subintervalos de tempo formam os pontos em que as
equagdes do movimento sdo resolvidas, a estabilidade e a precisdo do método dependem da
escolha dos valores dos subintervalos ¢ das constantes alfa e beta. Para o método de
Newmark, um meétodo implicito (isto € a equacio do movimento € resolvida considerando o
equilibric no subintervalo n+1), nfio sdo necessarios subintervalos pequenos para boa
precisio. Na utilizagdo com o método dos elementos finitos a escolha dos intervalos foi
baseada na revisdo bibliografica sobre o tema que confirmam a estabilidade do método.
Foram utilizados subintervalos de 5, 10, 15 e 40 microssegundos para os exemplos
propostos. Na comparagiio com a literatura e com os exemplos analisados, fo1 mantida a
estabilidade e a precisdo do método.

Materiais isotropicos e ortotropicos, obtidos da revisdo bibliografica, foram
utilizados para os exemplos das placas em condi¢cGes de monocamada e laminada tendo

sido obtidos tiveram boas respostas em comparacio com as publicagdes.
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As placas de espessuras 5; 2,5; 1; e 0,5cm mantiveram as variagdes das formas das
amplitudes dos deslocamentos similares entre si nas diversas condigdes de contorno e para
as diferentes malhas de elementos finitos utilizadas.

Utilizaram-se malhas com 64 elementos finitos para placa inteira ¢ um quarto de
placa para casos onde existe simetria nos deslocamentos; ¢ também malha com 16
elementos para placa inteira. Todas as malhas foram satisfatorias em comparagio com a
literatura e nos exemplos. Houve pouca diferenca nos resultados dos deslocamentos entre
si.

Efeito da orientagio da laminagdo na amplitude foi realizado para casos de
laminados simétricos com disposi¢do ply e cross ply e para diferentes espessuras.
Constatou-se o efeito das orientacdes dos laminados nos diversos resultados.

O elemento finito apresentou resultados satisfatorios para a solicitacdo proposta.

O algoritmo implementado do integrador de Newmark[7] € o apresentado por Bathe
e Wilson [12], de acordo com o anexo 1 os resultados apresentados validam o integrador

utilizado.

5.2-Propostas para continuidade do trabalho:

« Implementar cargas em movimento;
« Utilizar elemento para placas circulares e placas esconsas;
« Analisar casos de laminados nfo simétricos;

« Formular a andlise para outros tipos de cargas como senoidais, fun¢io rampa etc.
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ANEXO

Bathe ¢ Wilson [12] apresentam os deslocamentos obtidos da resolucéo do sistema:

Wm‘m + KUHA: = er:

onde:

ooy el Tenfi)

As condigbes iniciais utilizadas sfo:

EHEEHEEN

Adotando @ = 0,5 ¢ f=0,25¢ intervalo Ar =028

As constantes de integracdo séo:

a,=5L0. a =714, a,=143, a =100

a, =100, a, = 0,00, ag =014, a, =0.14;

Os resultados dos deslocamentos em Bathe ¢ Wilson {12] foram:

Incremento de
tempo Desiocamento
Ar=0,28 U,
0,28 0,00673
0,56 0,05040
1,12 0,18900
1,40 0,48500
1,68 0,96100
1,96 1,58000
2,24 2,2300
2,52 2,7600
2,80 3,0000
3,08 2,8500
3,36 2,2800
364 1,4000
3,82 0,3640
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O sistema resolvido pelo algoritmo utilizado para o presente trabalho obteve as

seguintes constantes de integragio :

a0 = 51.0204
al = 7.1429
a2 = 14.2857
a3 = 1.0000
a4 = 1.0000
a5 = 0.0000
a6 = 0.1400
a7= 0.1400

Os resultados dos deslocamentos obtidos foram:

INCREMENTO= 0.2800000E+00 U= 0.6733497E-02

INCREMENTO= 0.5600000E+00 U= 0.5044805E-01

INCREMENTO= 0.8400000E+00 U= 0.1893804E+00
INCREMENTO== 0.1120000E+01 U= 0.4845567E+00
INCREMENTO= 0.1400000E+01 U= 0.9613136E+00
INCREMENTO= 0.1680000E+01 U= 0.1580529E+01
INCREMENTO=0.1960000E+01 U=0.2232811E+01
INCREMENTO= 0.2240000E+01 U= 0.2760701E+01
INCREMENTO= 0.2520000E+01 U= 0.3003509E+01
INCREMENTO= .2800000E+01 U= 0.2850493E+01
INCREMENTO= 0.3080000E+01 U= 0.2284025E+01
INCREMENTO= 0.3360000E+01 U= 0.1396784E+01
INCREMENTO= 0.3640000E+01 U= 0.3752039E+00
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Bathe e Wilson [12] usam para comparacio os resultados dos deslocamentos para a

solugdo por superposi¢io modal:

Incremento de
tempo Deslocamento
Ar=0,28 U,
0,28 0,006
0,56 0,045
1,12 0,170
1,40 0,520
1,68 1,050
1,96 1,720
2,24 2,338
2,52 2,861
2,80 3,052
3,08 2,801
3,36 2,130
3,64 1,157
3,92 0,379
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Deslocamento U (1)

o —4~Preserfetrabaho

S,w R "f""”""""?—g_m‘la EWW

' v Bathe[12] Superposicio modt
250
200
150
050 :. s N
Ol,m}}» i ' ‘ A | | | | | |

028 085 084 112 140 168 1% 224 2% 280 3B 3% 384

Intervaio de tenvpo delta t =028

Figura Anexo -Deslocamentos obtidos da resolucfio do sistema proposto por Bathe ¢
Wilsen [12]
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