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Resumo

Este trabalho dedica-se ao estudo do método de Galerkin descontinue aplicado a preblemas
de convecgio-difusdo. O método de Galerkin descontinuo (MGD) € um variante do método
de elementos finitos tradicional (MEF) em que as fung¢bes do espago de interpolagio sdo
descontinuas entre elementos. A motivagdo para o estudo do MGD vem da mecanica dos
fluidos. Muitos problemas de mecénica dos fluidos apresentam soluggo com fortes gradientes
ou descontinuidades. S&oc os problemas de choque e de camada limite. Nessas regibes de
forte gradiente ou descontinuidades, o MEF apresenta oscilagbes na solucdo numérica. Essas
oscilagdes tornam o método pouco estavel, podendo-se obter solugdes néo-fisicas como presséo
negativa. O método de Galerkin descontinuo permite evitar ou reduzir essas oscilagses.
Varias formulagtes sdo disponiveis na literatura € algumas delas sio tratadas neste trabalho,
em especial a formulagdo de Baumann e Oden. Propde-se a combinacio dos métodos de
elementos finitos e Galerkin descontinuo em uma mesma simulacio, obtendo-se as vantagens

de cada um deles.
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Abstract

The present work is dedicated to study the discontinucus Galerkin method (DGM) applied
to convection-diffusion problems. The DGM is a variant of the so-known finite element
method (FEM). In DGM the interpolation space is formed by discontinuous functions between
elements, called a broken-space. The motivation of this work comes from fluid mechanics.
Many problems in fluid mechanics have discontinuous solutions or high-gradient solutions.
They are shock problems or boundary layer problems. On regions of high-gradient or around
discontinunities the FEM presents oscillations in the numeric solution. It makes the FEM
unstable and it is possible to obtain non-physical solutions like negative pressures. DGM
allows to avoid or reduce these oscillations. Some formulations available in the literature
are tested in this work, specially that proposed by Baumann and Oden. In this work, we
propose a formulation which combines FEM and DGM in the same simulation obtaining the
advantages of both methods.
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Capitulo 1
Introducao

Este trabalho dedica-se ao estudo do método de Galerkin descontinuo aplicado a problemas
de convecgdo-difusdo. Sdo adotadas formulagbes variacionais disponiveis na literatura e im-
plementadas no ambiente de programacio de elementos finitos PZ. Testes sao utilizados para
comparagao de resultados ¢ taxas de convergéncia com o disponivel em literatura.

O ponto de partida é o método de elementos finitos. O método de elementos finitos tem
tido sucesso porque é abrangente e pode ser aplicado em diversos dominios da engenharia
e da matemdtica. Sua sisteméatica de solugdo, a partir de uma formulacido variacional, é
muito parecida, ou idéntica, para muitos tipos de problemas. Isso permite sua aplicagio em
intmeras areas: mecénica dos fluidos, mecanica dos s6lidos, eletro-magnetismo, térmica etc.

Uma aplicagdo do método de elementos finitos é a simulacao de fendmenos de mecanica
dos fluidos. Tais problemas tém sido tratados hé bastante tempo por elementos finitos. Entre-
tanto, em problemas com camada limite, o método tem apresentado solugdes com qualidade
insatisfatoria. Em regides de camada limite, as solugées de elementos finitos apresentam
oscilagbes, nao captando corretamente o fenémeno fisico.

O método de Galerkin descontinuo & uma varia¢io do método de elementos finitos em
que a continuidade da solugdo entre partigdes do dominio néo é imposta através do espago
de interpolagdo, mas de forma fraca, através de termos integrais - sobre o contorno dos
elementos - na formulacgdo variacional. O método & uma area ativa de pesquisa, podendo-se
citar [2, 7, 9, 13] entre outros.

Alguns pesquisadores tém estudado a aplicacio do método de Galerkin descontinuo em
problemas de mecanica dos fluidos, com o intuito de suprir as deficiéncias do método de
elementos finitos em camadas limites. O objetivo deste trabalho é estudar essa aplicagio
do método de Galerkin descontinuo, monitorando a qualidade das solugbes encontradas e
as taxas de convergéncia do método. Serdo adotados problemas de convecgao-difusdo linear
como problema modelo para o estudo.
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A convecgdo serd tratada com um esquema do tipo UpWind e a difusdo serd modelada
com diferentes formulacgtes descontinuas, que serdo comparadas.

O presente trabalho é desenvolvido no LabMeC - Laboratorio de Mecanica Computacional
da Faculdade de Engenharia Civil, Arquitetura e Urbanismo da UNICAMP. O LabMeC
desenvolve um ambiente de programacdo de elementos finitos denominado PZ. Seguindo a
filosofia de orientacio a objetos, o PZ tem se mostrado robusto e abstrato o suficiente para
suportar diversas pesquisas. Sua maior qualidade é a abstragao de conceitos como formulagao
variacional, particionamento geométrico do dominio, espagos de interpolagdo e resolugéo de
problemas algébricos em pacotes bem distintos. Essa separagdo permitiu a integracdo de
espacos de interpolacao descontinuos e da formulagao variacional de Galerkin descontinuo.
Desse modo, todas as funcionalidades geométricas e algébricas do ambiente PZ sao disponiveis
também para os trabalhos de Galerkin descontinuo.

Ja foram desenvolvidos no LabMeC trabalhos de Galerkin descontinuo em mecénica dos
fluidos [4, 18}, sempre com enfoque na convecgdo. Este € o primeiro trabalho de Galerkin
descontinuo desenvolvide no LabMeC com enfoque no termo de difus@o. O objetivo deste
trabalho, portanto, enquadra-se no projeto de desenvolvimento do ambiente PZ aplicado
a problemas de mecénica dos fluidos, contribuindo com a implementagdo e avaliacao das
técnicas de Galerkin descontinuo aplicadas a problemas elipticos. Com enfoque no termo
eliptico, este trabalho propde a analise da técnica de Galerkin descontinuo em problemas de

convecgdo-difusdo com convecgdo dominante.



Capitulo 2

Objetivos

A proposta deste trabalho é avaliar a qualidade da formulagdo do método de Galerkin descon-
tinuo para problemas de convecgao-difusio, em que a convec¢do é dominante. O LabMeC ja
tem experiéncia em problemas de convecgdo pura, em especial aquela descrita pelas equagSes
de Euler.

Nesse contexto, este trabalho é o primeiro realizado no laboratéric que leva em conta o
termo de difusdo dos problemas de mecanica dos fluidos.

O método de Galerkin descontinuo é robusto na aplicacdo em problemas convectivos
puros. Propde-se o estudo desse método no tratamento de fendmenos que incluem a difusdo
juntamente com a convecgao.

A motivacdo para o estudo de Galerkin descontinuo vem do fato de que o método de
elementos finitos apresenta deficiéncias em modelagens com camada limite, apresentando
oscilacbes nessas regides. Uma vez que o método de Galerkin descontinuo é robusto em
problemas convectivos puros, propde-se o seu estudo com a inclusao do fendmeno de difusio
4 convecgao.

Devem ser atingidos os objetivos:

comparagao de diversas formulages para operadores elipticos;

adequacao do cédigo para simulagtes continuas-descontinuas;

avaliagao da qualidade da aproximagdo em camadas limites; .

avaliacdo numérica da taxa de convergéncia.



Capitulo 3
Revisao Bibliografica

A revisdo bibliogrifica abrange o estudo de formulagbes variacionais, dos métodos de ele-
mentos finitos e de Galerkin descontinuo, da linguagem de programacio C-++, da filosofia de
programagdo orientada a objetos e do ambiente de programacio de elementos finitos PZ.

3.1 Motivagao

A motivacdo para o estudo das equacdes de convecgao-difusao se baseia na ampla aplicagao
dessas equacgoes, desde a problemas de mecéanica dos fluidos até a problemas de dindmica de
populagdes.

Segundo Clovis Maliska [12], “o escoamento de fluidos com ou sem transferéncia de calor
estd envolvido praticamente em todos os processos de producéo de energia, nos fenémenos
ambientais, nos equipamentos térmicos, na engenharia aeronéutica e aeroespacial, na enge-
nharia de reatores, na bioengenharia etc”.

Roberto Heiderich [8] aplicou as equagdes de convecgdo-difusdo ao estudo da dindmica de
populagbes. “Hoje, a Dindmica de Populagdes é largamente empregada na Biomatematica,
representando um formalizacfo matematica e, por consequéncia, uma sintese de diversas teo-
rias biologicas desde fendmenos de ocorréncias em nivel molecular, observaveis em processos
fisico-quimicos, passando pelo nivel celular em fisiologia e chegando a processos epidemiologi-
cos e sociobioldgicos em organismo superiores, aqui incluido-se evidentemente as sociedades
humanas”, descreve Heiderich [8].

Em escoamento de fluidos compressiveis, em que a velocidade do escoamento exceda
a velocidade do som, fenémenos conhecidos como choques podem ocorrer. Em regides de
choques, a variacao das propriedades do fluido varia bruscamente, quando se costuma dizer
que ocorre uma “descontinuidade” da solugdo.

Zienkiewicz e Taylor [20] explicam que, em fluidos reais, a viscosidade do fluido esta
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sempre presente. Em escoamentos de alta velocidade, os efeitos viscosos sdo confinados em
uma pequena regido, proxima aos obstaculos. Essa regido é chamada de camada limite.

A motivacao desse trabalho é estudar uma técnica de resolucao de escoamentos em que
possam ocorrer choques (descontinuidades) e esteja presente a camada limite por efeitos
viscosos. As equagdes que descrevem esse fendmeno sdo as equages de Navier-Stokes. As
equacoes de Navier-Stokes sdo bastante complexas e nio lineares. Neste trabalho é estudada
uma simplificagdo escalar e linear das equagoes de convecgao-difusio:

~V - (AVu) + div{fu) = S.

Os trabalhos de Jorge Calle [4] e Erick Santos [18] tratam da descontinuidade da solugio
com o método de Galerkin descontinuo, resolvendo o escoamento de Euler. Em seus traba-
lhos, sao mostradas as qualidades do método de Galerkin descontinuo em problemas com
descontinuidades. Neste trabalho propde-se o estudo do termo eliptico em camadas limites
como complementacio aos estudos de Jorge Calle [4] e Erick Santos [18].

Os métodos tradicionais de solugdo numeérica de equagoes diferenciais sdo os métodos de
diferencas finitas (MDF), volumes finitos (MVF) e elementos finitos (MEF). Segundo Clovis
Maliska [12], “historicamente, 0 MDF foi sempre empregado na area de mecanica dos fluidos,
enquanto o MEF o foi para a area estrutural na solucao de problemas de elasticidade. Esses
problemas, do ponto de vista fisico, s2o completamente diferentes, pois os escoamentos sao
altamente ndo-lineares, por envolverem as equacgdes de Navier-Stokes, enquanto os de elasti-
cidade nao possuem os termos advectivos e assemelham-se a problemas puramente difusivos
de transferéncia de calor®. Maliska [12] continua que “até o inicio da década de 1970, tinha-se
portanto, 0 MDF com grande experiéncia na area de fluidos, mas sem habilidades para tratar
geometria complexas, e o MEF habil no tratamento da geometria, mas sem ferramentas para
tratar os termos advectivos. As primeiras tentativas do método de Galerkin sem estabiliza-
¢do para problemas com advecgdo forte ndo tiveram sucesso” porque o método de Galerkin
produz instabilidades em problemas de adveccdo dominante.

“Esses e outros problemas similiares {...) motivaram pesquisas para o aprimoramento do
método dos volumes finitos (MVF), no qual as equagbes aproximadas sao obtidas através
de balancos de conservagdo no volume elementar. A observa¢do do carater fisico de cada
termo da equacao diferencial permitiu que métodos mais robustos fossem desenvolvidos. A
possibilidade de associar a interpretacado fisica & matematica influiu de modo consideravel
para que praticamente todos os analistas envolvidos com o MDF passasem a usar o MVE.
Maliska [12] explica que muitas vezes os métodos de MDF e MVF sdo confundidos por serem
semelhantes para algumas situagdes. Entretanto ele ressalta que o “MDF é simplesmente
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a substituicao do operador diferencial pelo seu correspondente numeérico, enquanto o MVF
realiza um balanco de conservagio da propriedade para cada volume elementar para obter a
correspondente equacao aproximada”.

Um outro método de solu¢do numeérica de equagbes diferenciais mais recentemente de-
senvolvido & chamado de método de Galerkin descontinuo. O Galerkin descontinuo & uma
variante do MEF em que as fun¢des aproximantes sdo descontinuas entre elementos e os graus
de liberdade de cada elemento sao independentes do elemento vizinho. O acoplamento entre
os graus de liberdade de elementos vizinhos é feito através de fluxos sobre a interface entre os
elementos, tal como no MVF. Desse modo, espera-se do método de Galerkin descontinuo as
vantagens do MEF e do MVF. Do MEF espera-se obter a grande precisdo das interpolagdes
de alta ordem e do MVF espera-se ganhar suas caracteristicas de estabilidade.

Neste trabalho sdo comparadas solucbes via MEF e via método de Galerkin desconti-
nuo para problemas de convecgdo-difusio, em que a convecgdo € dominante, com camadas
limites. O trabalho trata bastante das formulagdes elipticas (difusdo), por estar interessado
no comportamento do método de Galerkin descontinuo em camadas limites. A formulagio
base do trabalho & a formulagio proposta por Baumann [2] em sua tese de doutorado para o

operador eliptico.

3.2 Conceitos Gerais

A abordagem de problemas de convecgdo enquadra-se na teoria das leis de conservagao [10].
Tais problemas resultam em um equacionamento diferencial hiperbolico. Para problemas
de interesse nas aplicagoes, a formulagio néo apresenta solugdo analitica, devendo portanto
buscarem-se aproximacoes da solucéo.

Segundo Jorge Calle [4], existem varios enfoques para resolver numericamente equagdes
diferenciais parciais. Para leis de conservacio sao muito utilizados os métodos de diferengas
finitas e o método de residuo ponderado [14].

O método de diferencas finitas baseia-se na substitui¢gio dos operadores difereciais por
operadores em diferencas. Calle [4] explica que esse método aplica-se em dominios de geo-
metria simples atingindo até segunda ordem de aproximacéo quando a solugao é suave. O
método de diferencas finitas tem sido analisado e aplicado &s leis de conservacdo durante
décadas, com muito esforco na obtencdo de esquemas com maior ordem de aproximagio no
calculo dos fluxos numeéricos.

Um enfoque mais abrangente é o do método do residuo ponderado. O principio funda-
mental é o de aproximar a solucao da equacdo diferencial por uma fungao pertencente a um
espaco aproximante de dimensao finita. O método utiliza o conceito de projegao ortogonal do
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residuo da equagao diferencial sobre um espaco expandido por fungdes teste adequadas. Isso
significa que o método de residuo ponderado fica caracterizado pela escolha de dois espagos
de fungées, o espago de funcBes aproximantes (funcio tentativa) e o espago de fungOes teste
(ou fungdes peso), explica Calle [4]. Denomina-se método de Galerkin quando o espago de
funcdes aproximantes e de fungdes peso sdo iguais. A aplicagio direta do método de Galerkin
em problemas de fluidos tem mostrado ser altamente instavel.

De acordo com Calle [4], o nome de método de elementos finitos esté associado ao método
de Galerkin com funcbes aproximantes continuas e polinomiais por partes. O grande sucesso
do método de elementos finitos deve-se as propriedades de convergéncia para problema elip-
ticos, de continuidade e diferenciabilidade e & definigao simples das fungdes polinomiais por
partes.

Oden [14] introduz o método de elementos finitos como uma técnica geral para construgao
de solucdes aproximadas para problemas de valor de contorno. “A generalidade e a riqueza
dos conceitos sao razdes para o seu notdrio sucesso em uma vasta gama de problemas em,
virtualmente, todas as 4dreas da engenharia.”

O método de elementos finitos foi originalmente desenvolvido para andlise estrutural de
avides, na década de 1950. Seus fundamentos teoricos foram estabelecidos nas décadas de
1960 e 1970. Posteriormente, foi aplicado, também com sucesso, em problemas néo estrutu-
rais, como em aproximagdo de escoamento de fluidos, conta Calle [4].

O método de residuo ponderado combinado com espagos de fungdes descontinuas gera
esquemas numeéricos muito eficientes para resolugdo de problemas de fluidos. No caso em
que as funcdes aproximantes {funcdo tentativa) e peso (funcio teste) sdo constantes sobre
os elementos da discretizagdo, o método é conhecido como método de volumes finitos ou
volumes de controle.

O método de Galerkin descontinuo, foco deste trabalho, pode ser considerado como uma
generalizagdo do método de volumes finitos em que as fungbes aproximantes e peso sao
funcbes polinomiais sobre os elementos, sem restricbes de continuidade sobre a fronteira
entre elementos.

Para aproximacdo de problemas elipticos, como a difusfo, é de uso corrente o método de
elementos finitos. Entetanto, para os problemas hiperbélicos, como a convecgdo, o método
de Galerkin apresenta deficiéncias que motivam o uso do método de Galerkin descontinuo.
Assim, para problemas de convecgao-difusao, faz-se necessaria a busca de métodos que sejam
consistentes com as duas formulacoes (hiperbélicas e elipticas). Para tal, adota-se 0 método
de Galerkin descontinuo para toda a formulacao.

Baumann [2|, em sua tese de doutorado, propde uma formulagéo variacional de Galerkin
descontinuo para o problema eliptico, a partir de uma formulagéo variacional hibrida.
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Segundo Baumann {2, o desenvolvimento de métodos de elementos finitos descontinuos
para problemas elipticos data dos anos 1960 com os trabalhos sobre métodos hibridos de Pian
e seus colaboradores. A andlise matematica dos métodos hibridos foi feita por Babuska, Oden
e Lee nos anos 1970. O principic dos métodos hibridos é a imposigdo de certas restricbes
de espago, em especial a continuidade das fungdes aproximantes e suas derivadas, através de
multiplicadores de Lagrange. Em 1971, Nietsche introduziu o conceito de substituigio dos
multiplicadores de Lagrange no contorno por fluxos normais e adicionou termos de estabiliza-
¢do para obfer taxas 6timas de convergéncia. Raviart e Thomaé |16], em 1977, demonstraram
que a solucao hibrida é obtida com o multiplicador de Lagrange igual ao fluxo normal entre
elementos.

Em 1979, Delves e Hall desenvolveram o chamado Global Element Method - GEM. O
GEM consiste essencialmente na formulagdo hibrida classica para o problema de Poisson,
em que o mulitplicador de Lagrange é substituido pela média do fluxc através da fronteira
entre elementos. Baumann {2] argumenta que a maior desvantagem do GEM é que a matriz
assoclada é indefinida e ndo pode ser utilizada em problemas varidveis no tempo.

Arnold, em 1982 [1], utilizou a formulagio do GEM adicionando um termo de penalidade
na fornteira entre elementos. Baumann [2] avalia que as desvantagens desse método incluem
a dependéncia da estabilidade do método em relacio ao pardmetro de penalizacdo, a perda
da propriedade de conservacgdo elemento a elemento e o mau condicionamento das matrizes.

Baumann [2] e Oden, Babuska e Baumann {13] apresentam uma variante do GEM que
& livre das deficiéncias do GEM e pode ser utilizado em problemas variaveis no tempo. A
desvantagem da formula¢do de Baumann é a nfo simetria de suas matrizes. Entretanto isso
ndo é de fato um defeito, visto que para problemas de convecgio-difuséo, que sdo as aplicagGes
de interesse, as matrizes j4 ndo sdo simétricas por causa da convecgdo. A formulacio é
conservativa globalmente e elemento a elemento.

As formulagdes do GEM, de Baumann e termos de penalizagfio serio tratadas neste
trabalho. Para os termos de penalizagfo serdo utilizados os trabalhos de Harriman [7] e
Houston [9] e seus colaboradores. O método de Baumann funciona apenas para ordem de
interpolacgao polinomial maior ou igual a dois. '

3.3 Meétodos de Elementos Finitos e de Galerkin Descon-

tinuo

O estudo do método de Elementos Finitos foi baseado na colecdo de livros Finite Elements
[14] volumes I, I e IV.
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No volume I, o leitor é iniciado nos conceitos basicos do método de elementos finitos,
conceitos esses matematicos e computacionais. SAo apresentadas a aproximacio de Galerkin
e a definicio e escolha dos espagos de fungbes admissiveis. O método de elementos finitos &
apresentado como variante da aproximacio de Galerkin com funcgdes polinomiais por partes.
Sao tratados problemas uni e bi-dimensionais, com a motivagao fisica da equagfio diferencial
adotada e sua formulacio variacional.

No volume II, sdo apresentados com mais profundidade os conceitos computacionais do
método e, no volume IV, os aspectos matemaéaticos. Sdo apresentados os métodos mistos e
hibridos de elementos finitos. Os métodos hibridos foram muito importantes para o entendi-

mento das formulagdes elipticas de Galerkin descontinuo.

3.4 Ferramentas de Programacao

A implementacdo computacional segue a filosofia de orientacdo a objetos. Essa filosofia de
programacio difere da programagao procedural, comum em outros tipos de linguagens cien-
tificas tais como Pascal, C ou Fortran, por seu comportamento ndo ser ditado pela seqiiéncia
do codigo e sim pelo comportamento dos objetos componentes do programa.

As principais vantagens da programacio orientada a objetos estdo relacionadas ao geren-
ciamento do codigo e 4 sua reutilizacao.

A programagio orientada a objetos apresenta as seguintes caracteristicas:

e encapsulamento;
e heranca / derivagao;

e polimorfismo.

O encapsulamento consiste em cada objeto apresentar uma série de dados e funcgdes, cujo
acesso é controlado, sendo somente permitido o acesso aos dados e fun¢des pablicas. Desse
modo, acesso e modificacdo dos dados do objeto podem ser controlados sendo permitido
apenas em determinadas fungoes, tornando o co6digo mais seguro. -

Com relagdo 4 heranca e derivagfo, essa filosofia de programacao permite que sejam
criadas classes derivadas de outras ja existentes, tendo as classes derivadas a heranca de todas
as caracteristicas da classe-mée, podendo ser implementados apenas os métodos especificos
e aqueles cujo comportamento na classe derivada é diferente do comportamento previsto na

classe mae. Assim, o trabalho de implementagéo é reduzido.
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Polimorfismo é um mecanismo em que um método com um dado nome pode ser reimple-
mentado com outros argumentos, ou reimplementado em uma classe derivada pelos mecanis-
mos de virtualidade.

O ambiente PZ, utilizado neste trabalho, & um conjunto de classes para resolugao de
problemas pelo método dos elementos finitos. O ambiente PZ conta com grande tempo de
desenvolvimento e possul uma vasta gama de funcionalidades, tais como:

¢ Adaptatividade hp;

e Simulacoes uni, bi e tri-dimensionais;

Métodos de resolugdo de sistemas lineares diretos e iterativos;

¢ Esquemas de multigrid;

Elementos continuos (MEF) e descontinuos (Galerkin descontinuo) [6];

¢ Grande flexibilidade para implementacio de novas formulagdes variacionais.

O ambiente PZ [5] & escrito em linguagem de programagio C+-+ [11] e segue a filosofia de
orientagado a objetos [17].






Capitulo 4
Metodologia

A metodologia do trabalho consiste em quatro etapas sequenciais:
e estudo tedrico;
¢ implementagao computacional;
o testes;

+ e avaliacdo de resultados.

Estudo Teoérico

Como estudo téorico para embasamento do trabalho, estudaram-se o método de elementos
finitos e seu variante, o método de Galerkin descontinuo e seus conceitos. Abordaram-se, no
estudo, formulagoes variacionais para elementos finitos e Galerkin descontinuo para a equagio
eliptica (difus@o) e para a equagdo hiperboélica linear (convecgdo linear).

Para implementacio computacional, fez-se necessario o aprendizado da linguagem de pro-
gramagac C+-+ e da filosofia de orientagdo a objetos, bem como do ambiente de programacio
PZ.

Implementacao Computacional

Foi implementada a formulacdo variacional de Galerkin descontinuo. O ambiente PZ ja dis-
punha dos espagos de interpolacio descontinuos e dos elementos computacionais descontinuos
e de interface. Além da implementacdo da formulagdo variacional, este trabalho contribuiu
com 2 adequacao do ambiente PZ para combinar elementos finitos continuo e descontinuo

em uma mesma simulacdo. A implementacdo computacional é apresentada na secio 9.2.

192
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Testes

No Capitulo 10 sdo apresentados testes de validagdo e avaliagio do método de Galerkin

descontinuo.



Capitulo 5
Método de Elementos Finitos

O método dos elementos finitos & uma técnica de resolucdo aproximada de problemas de valor
de contorno [14, 19} . O método envolve o particionamento do dominio em um nitmero finito
de elementos (os elementos finitos) e, usando conceitos variacionais, envolve a construgédo de
uma aproximagao da solugao sobre esses elementos. Uma anéalise de elementos finitos é, em

geral, constituida dos seguintes passos:

e construcgdo de uma formulacao variacional para o problema;

definigdo da geometria;

escolha do espago de aproximacao;

aplicacdo do método de Galerkin para o espaco de func¢des adotado;

resolucao do sistema algébrico;

analise dos resultados.

5.1 Formulacao Variacional

O principio de uma andlise de elementos firitos é a construgdo de uma formulagio variacional.

Para melhor entendimento, adota-se um problema modelo enunciado pela equagdo diferencial

u'(z) = Flz), z € {0,3) (5.1)



16 CAPITULO 5. METODO DE ELEMENTQS FINITOS

Multiplicando-se os dois termos da equagio por uma fun¢io teste v(z), integrando-os
sobre o dominio & = (0,3) e fazendo uma integracdo por partes, obtém-se a formulagdo

variacional do problema: encontrar u{z) tal que
/ w(z)v'(z)de = / F{z)v(z)dz Vu(z) (5.2)
0 Q
com u{z) e v{z} elementos do espago de fungdes admissiveis

Hy () = {vivev € L*Q), v(0) = v(3) = 0).

5.2 Aproximacao de Galerkin

Na aproximagdo de Galerkin, consideram-ge solugbes aproximadas u(z) = Zj\; L & () em
sub-espagos V' C H(€)) de dimensao finita N. As funcdes teste v(zr) sio formadas pela
combinagdo linear das fungdes de base v{z) = ¢;(z). Substituindo na equacio 5.2, tem-se

N

O sistema de equagdes 5.3 pode ser escrito em formato matricial como:

(K] {o} = {F} (5.4)

sendo K = [Kj;] chamada matriz de rigidez, em que Ky = [, ¢i(z) ¢}(z) dz;

o = o, o, a3, ..., & N]T é a solugdo do problema algébrico;

e F =[F, F, I, ..., Fy|T & chamado vetor de carga em que F; = Jo Flz) pi(z) dz.

A solucdo do sistema linear (5.4) o construird a aproximagdo da solugido do problema

variacional (5.2) como sendo
N
u(z) = Zaj w;(z).
=1

As funcgbes @;{z) devem ser escolhidas de modo a produzir espacos de interpolacio com
fungbes linearmente independentes. Ao conjunto dessas fungdes di-se o nome de fungdes de

base.
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5.3 Funcoes de Base

As fungoes de base sao construidas de forma a produzir espagos de interpolagao, com fungdes
linearmente independentes. A figura abaixo mostra um exemplo de fungdes de base em H}

para o dominio 2 = (0, 3).

Y1 ¥2

ot
(M
L
=y

-1

Figura 5.1: Funcgbes de base uni-dimensionais

As funcdes de base sdo associadas a nés do dominio. Na figura acima sdo nés =0, z =
L,z=2exz=3. Osnész =0ez =3 ndo tém fungdes associadas, porque o espago de
fung¢Bes adotado é o espago Hg (1) = {v|vev' € L¥Q), v{0) = v(3) = 0) e as funcdes devem
valer zero nesses pontos.

As duas funcdes associadas aos nés z = 1 e z = 2 sfo mostradas a seguir. Essas funcbes
sdo definidas como tendo valores diferentes de zero em um trecho do dominio (onde aparece

0 “chapéu”) e valor zero no resto do dominio.

1 H
0.3 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
) 1 2 3 3 -1 1 F 3 q

Figura 5.2: Fungdes ¢1(7) e op(z)

5.4 Particionamento do Dominio

No método de elementos finitos, o dominio é dividido em elementos €2, (os elementos finitos).
A fungdo de base chapéu da figura 5.2 é construida pela soma de duas funcgdes sobre elementos,
como mostrado na figura a seguir: UICAME

BIBLICTECA OENTRAL
DESEMVOLVIMENTC DE &
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1
5.8
0.6
0.4
0.2
Q. Q
5.5 1 5 PR 2 0.5 T 1.5 Z

Figura 5.3: Exemplo de funcao de base de elementos finitos

Por terem valores nulos no dominio, exceto nos elementos ao qual estd associada, a integral
de cada funcdo sobre o dominio é inferpretada como a integral das fungdes sobre os elementos
e assim

NE!

'/Qu’(sc) v'(z) dx = Z/S;e u'(z)v'(z) dx

=1

com N El o ntimero de elementos do dominio.

E a aproximacfo de Galerkin (eq: 5.3) torna-se

N N NEI ] N NEI
SY3 [ ad@e@d =33 [ F@)atd 5.5)

5.5 Construcao do Problema Algébrico

A aproximacdo de Galerkin 5.5 pode ser escrita em formato matricial, como mostrado na
secan 5.2.
A matriz de rigidez serd composta a partir de matrizes de rigidez local de elementos.
Sejam K, e Ff

KE = / o3 (x) () die

ﬁ=ij%mw

e

a matriz de rigidez e o vetor de carga locais de um elemento e. A integracdo de ¢; e ;
se da sobre o elemento. Tome-se a figura 5.1:
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¥1 ¥2

Figura 5.4: Repeticdo da figura 5.1: FungOes de base uni-dimensionais

O dominio é dividido em trés elementos: ; = (0,1}, Q2 = (1,2} e Q3 = (2,3). O
elemento 1 possui uma Unica fungdo, a qual compde, em conjunto com o elemento 2, a
funcdo de base ¢;. O elemento 2, por sua vez, possui funcdes pertencentes as funcoes de base
©1 € po. E o elemento 3, tal como o elemento 1, s6 possul uma funcio, associada a .. Hssa
indexagao entre a funcdo do elemento e 2 funcao de base associada é muito importante para
a composicao da matriz de rigidez e do vetor de carga do sistema. As matrizes de rigidez
iocais dos elementos sao dadas por:

Kl — K]]:,l 0
0 0
KE . ( K]?,l K12,2 )
K3, K3,
P 0 0
\ 0 K3,

o ((KLrEL KD )
K3, Ki, + K3,

e K =K'+ K?+ K%

Da mesma maneira, constréi-se o vetor de carga do sistema como:
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Fe Fl + F? .
F+ F}

E o sistema, dado por [K].{a} = {F}, é escrito como:

Kﬁ%,l + Kf1 K12,2 ) Fi + F}
Kg,l K3, + Kg,z Q2 F?+ F}

A solugzo do sistema linear conduz & aproximacao da solugio

yu(z) = }: a; ().



Capitulo 6

Formulacao Variacional do Problema

Eliptico

O problema eliptico, tratado neste trabalho, pode ser enunciado como abaixo.
Encontrar u que seja solu¢do do problema linear e de segunda ordem,

~V  (AVu) = 5 em Q (6.1)

u=femlIp
(AVu)-n=gem 'y
em que:
{2 ¢ o dominio com fronteira 92 Lipschitz;
I'p a parte do contorno com condigbes Dirichlet;
'~ a parte do contorno com condi¢bes Neumann;
FpiTn =0 e'plyI'n = 0
A & a matriz de difusdo;
n é a normal externa a 0f);
S, f e gsio func¢Ses conhecidas.

Uma formulacdo variacional para o problema 6.1 pode ser obtida de diferentes formas, como

apresentado a seguir.

a1
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6.1 Formulacao Variacional Classica
Considera-se o espago funcional:
HYQ) = {u e L*(); 0% € L*(Q),|a| < 1}
e o sub-espago de fungdes teste

V={ve H{Q);v=0emIp} (6.2)

Para construir o problema variacional classico, em primeiro lugar multiplica-se a equacao
diferencial (6.1) por uma funcio teste v € V' e integra-se sobre o dominio Q2. Assim:

/ -V, AVudQ =[ Svdfl.
Q 2,
Fazendo-se a integragio por partes do lado esquerdo da equagio, obtém-se

/V'U.AVudQ—[V.(vAVu)dQ=]Svdﬂ. (6.3)
0 Q Q

Utilizando-se o teorema da divergéncia de Gauss, a segunda integral [, V. (v A Vu) dQ pode

ser escrita como integral sobre o contorno

[V.(v.4Vu)dQ= (vAVu).nds.
0 a0

Desse modo, a equacio 6.3 pode ser escrita na forma

fVU.AVudQ—-f (vAVu).nds=/Sde.
0 80 0

Lembrando-se que v = 0 em I'p e (AVu) - n = ¢ em 'y, a formulagio classica para o pro-
blema eliptico em questdo pode, entdo, ser enunciada {ver detalhes em [14]) como: encontrar
uve HY{ ) tal queu=f em Ip e

/VU.AVudQ=/SUdQ —i—/ gvds Yv € V. (6.4)
Q2 4] T'w

6.2 Formulacao Hibrida

Antes da deducdo da formulagio hibrida, é interessante definir alguns espacos de interpolagéo
sobre 0s quais serdo definidas as fungdes teste e tentativa.



6.2. FORMULACAQ HIBRIDA 23

nel
Seja P, = €2, uma particdo de €2 de forma que Q = Uﬁe, em que Q[ = 0 para

el
e # f e nel é o nldmero de elementos da particdo F,. Em outras palavras, os elementos sdo

definidos com fronteiras abertas, sem interseccdes entre elementos. Se dois elementos tiverem

fronteira comum, define-se ny = n, se e > f, em que n, é a normal externa da fronteira 9¢2,.
- Espacos de Aproximacao
Sejam os seguintes espagos:

HY(P) ={vel?(Q) :v|qa € H(Q)YQeP,} (6.5)

nel
W(Tp,) =[] H(5%) (6.6)

e=1
em que H~1/2(80),) representa o espaco dual de HY/?(6{2.), o qual é formado pelos tracos
das fungbes de H'(f,.). Adota-se a notagio I'p, = T'p U I';v U [y, em que I'p e Ty sdo
as fronteiras de tipo Dirichlet e Neumann e I';,; é a unifo de todas as fronteiras entre dois

elementos internos ao dominio.
- Problema 1: Minimizacaao:

Define-se o funcional

nel
i
Jg(v) = E (—2—/9 VU.AVde—/ Sde)——/I: guds {6.7)
e=1 3 e N

definido em H'(F).
O problema de minimizagdo é epunciado como: encontrar ue H'(F) tal que

JH(?.L) < JH(U)V?JEHI(P}Z).
- Problema 2: Ponto de Sela:

A continuidade entre elementos e a aplica¢do das condi¢des de contorno Dirichlet serdo feitas
por multiplicadores de Lagrange.

Seja

La(v,q) = Julv) f

r

| g[’u]ds——/l: glv—f)ds
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definido para funces
(v,q) € H(P) x W(T'p,)

em que se define
0] =Y a0.nr,, — o, N, > f

em que I',; se refere & lateral comun aos elementos Q.e Q.

Considera-se o problema de ponto de sela: determinar (u,p) € H{F,) x W(['p,) tal que

Lg(u,q) £ Ly(u,p) < Lu(v,p) (6.8)

Yy & Hl(Ph) 6Vq = W(th)

Se (u,p) é ponto de sela de Ly{v,q), entdo u & solugio do problema 1 de minimizacéo.

Para resolver o problema de ponto de sela, fagamos a primeira variagdo de Ly (u,p) em
relacdo a u e p, respectivamente. A primeira variacdo de Ly(u,p) em relacdo a u é dada por:

Lyg(u+ov,p) — Lu(u,p)

(oLt (w,), (v, )} = limy £ .

Lu(u-+ov,p) - La{u,p} _
a

(Jg{u—i-cw) ~ Jroplutovlds ~ f. plu+tav—f) ds) - (JH(u) —fr, plulds— f plu— f)ds)
a

_ Jr(u+av) ~ o plovids — [ plov)ds ~ Jr{u) _
a

_ Jrlutav) —Ja{u)
- . fr

plv)ds —fr plv)ds.

int

Ju{utav)—Jy (u)
—_—y

Resta, agora, realizar a operacio

Jer(u+ av) - Ty (u) _
. -

nel

Z(é -/&:ZgV(u+av).AV(u+av)dQ—/ﬂﬂS(u-&—av)dQ) - Jr,9(u+avids

e==l

&
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nel

Z(lf Vu.AVudQ—/ Sudﬂ)—fr guds
2 Ja. Q. "

_e=1 —

a4

nel
Z}(%/ﬂ (aVu. AVv+aVe.AVu +C}:QVU.AVU)C{Q“L S(av}dQ) = Jry §{av)ds

a4
Como a matriz A é simétrica, Vu. A Vv = Vv. AVu. E assim:

Ji{u+av) — Ja{u)
~ =

nel

1
Z; (5 /Q (ZQVU.AV"LL—}—anU.AVU)dQ—];I S(av)dﬂ) = Jr, glov)ds
g e e

[£3

nel

:2(1/ (2%.AW+aW.AW)dQ—/ swn)-/ gvds.
e:l 2 ‘Qe ﬂ,, FN

Aplicando-se o limite quando o — 0,

nel

lim Ja(ut o) = Ju(v) :z V. AVudl— [ Sud}) — guds.
a0 [4 Q O T
e==1 e e N

Finalmente, a primeira variagdo de Ly(u,p) em relacio a u é dada por

nel

(rSvJ.har(u,p),(v,q))=Z(fQ vv.AVude/ﬂ Svdﬂ) —fr gvds—/r
i=1 £ e N

A primeira variagio de Ly(u,p) em relagdo a p é dada por

p{'u}dst puds = 0.
I'p

int

(6eLag(u,), (v,)) = lim {

Lyg(u,p+ ag) — LH(%P)]
—0

o

(6QLH (’LL,P), ('U, Q» =

B (Jy{u) ~ o (p+ag)fulds — fr_(p+aq) (u—f) ds) - (JH(u) ~ o Pl ds — fo_ plu~f) ds)

L8
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( Jo -+ ag) [ulds - [ (p+aq)(uwf)d8)w(—fp,,mp[UEds S plu— de)

&

_ (— frim aglulds — fPD ag(u— f) dS)

£

GLatup oy == [ glds= [ o@-fds=0

Sendo assim, podemos reescrever o problema do ponto de sela como o seguinte problema
hibrido: achar (u,p) € H*(F,) x W(lp,) tal que

Ap(u,v) — Bu(v,p) =0 Vv € H(F) (6.9)
Bir(u,q) = /1— afds  ¥qe W(Ts) (6.10)

em que

?’te.l
Aglu,v) = (f Vv, AVud — fSJdQ) / guvds
I'n

2]

BH(u,q)=f q[u]ds—i—j g uds.
Tint I'p

Somando-se as duas equacgdes acima, tem-se:

Ag(u,v) - Ber(v,p) + Brrlu,q) = ]r gfds

ol

nel

(f Vo, AVud — /Svdﬂ) f gvds—f p{v}ds-/ puds
' Tine e

+frmg[u]ds+/rf)q(u~f}ds: 0.

Reagrupando-se os termos, tem-se:

nel
(/ Vo, AVud— /S'de) f guds {6.11)
Tw
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+ [ (alu] - p[v])mfrg(qu —pvyds= [, qfds

V(v,g) € H'(P) x W(l'p,).

Equivaléncia entre a Formulagao Hibrida e a Formulacgio Eliptica

Os resultados dos proximos lemas serdo utilizados nas deducdes dos paragrafos seguintes.

Lema 1: Seja L um funcional continuo definido em H*(P;). L{v) = O para toda v €
H3(£2) se e somente se existe um tnico elemento p € W(T'p, ), tal que p= w.n, em 9%, para
algum w € H(div;2) e para o qual vale a representagio

nel

L{v) = 2/ vW.nds Vv € H'(Fy).
88
Define-se H(div; ) como:

H{div; Q) = {w = (wy,ws, ..., wq) C (L)% divw € LHQ)}.

A prova do Lema 1 encontra~se no artigo [16].

O Lema 1 mostra que a solugdo do problema hibrido (u, p) € dada, de fato, por uma solucéo
{(u,w.n.). Nos paragrafos seguintes, procurar-se-a um valor adequado de w em funcio de u,
de modo que o problema hibrido em (u,p) possa ser resolvido como um problema apenas em
u, iss0 &, com p == p{u)= w{u).n,.

Lema 2: By(u,q) = fFD gfdsVYge W(lp,)seesomentese u€ Hi() eu= fem ['p.

O Lema 2 significa a imposi¢do da continuidade da solugido na fronteira Dirichlet e nas

fronteiras internas.

Demonstragao do Lema 2:

Bulu)= [ afds¥geW(Tn)

Como ¢ é qualquer ¢ € W(I'p, ), adota-se

g= B(z) ,zeTlp
0 ,ﬁefim
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com B(z) € HV?(I'p).

Portanto
BH(u,q)=/ Q[u}de quds:/ qfds
Cint I'n I'p

fica sendo

Bafu.q) = [

quds :/ g fds¥ge W(lp,).
I'p I'p

Logo, u= femIp.
Seja agora

g = 0 ,T€TI'p
6?"(‘1:) , T & Fint

com B.{z} € H™12(HQ,).
Entio,

BH(u,q)m/F q[u]dsﬂ-/}: qudsm/F g fds
int pal pal

torna-se
Bu(u,q) = f qlulds =0vqe W(Tp,)
Fint

e portanto {u] = Oem Ty,
Em outro sentido, se v € H'(Q) tem-se que [u] = 0 (fun¢des continuas). Se [u] = 0 e

u= femIp

BH(u,q)m/ q[u]ds~i—/ quds:/ g fds
Tint I'p I'p

torna-se
/ qudsz/ qgfds¥ge W({Tp,), cqd.
i'p 'p

a) Solu¢io da Formulacgao Eliptica é solucido da Formulag¢io Hibrida

Seja u uma solugio do problema eliptico na forma variacional classica 6.4 e u € HYQ),
tem-se que [u] = 0 nas laterais comuns entre elementos. Além disso, como v = f em I'p
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tem-se que

Butus= | aute= [ ases

T'p I'p
de onde se conclui que a segunda equacdo do problema hibrido 6.10 & satisfeita.

Por outro lado, considere o funcional linear continuo

nel
v— L(v) = Aglu,v) = Y (/ Vv . AVudQ —f sm@) — / guds, ve H (P).
2zl e Q. I'w
(6.12)
Por ser « solugdo do problema variacional classico, conclui-se que L{v) se anula para toda
fungio v € V e, em particular, para toda fungio em v € H}(P,). Segue do Lema 1 que existe
um fnico p € W(I'p,) tal que

nel
L(v):Z[m ’Upd5=/r [U}pds—}—/aﬂvpds =0 Vv & H'(Fy),

e=1

em que p = w.n, com w € H(div, ). Mas como L(v) = 0 para toda fungio em H'(Q?) que se
anula em I'p, isto significa que er vpds = 0,Vv € V. Portanto IFN vpds = 0,Vv € HY(P,).
Sendo assim, nfo deve haver a contribui¢do da fronteira de Neumman na definicdo de L{v).
Isto é

L{v) = /F [v] pds—i—/l: vpds = By(v,p) Vv € H{F,). (6.13)

Combinando as equagdes (6.12) e (6.13), conclui-se que o par (u,p) é solugdo da equacio
(6.9) da formulagao hibrida.
Podemos obter uma expressdc mais precisa para p. Lembrando que § = —V - (AVu) e

usando a férmula de Green obtemos
/ SvdQ=— | V-(AVu)vdQ = / AVu. Vv dQ — j vAVu.n.ds.
2 Qe Q. 50

Substituindo este resultado em (6.12) e usando o fato de que (AVu)-n = g em T'y segue que

el

L{v) = Z/asz vAVu.n.ds. ~/ v(AVu) -nds, Yv € H'(F,).
e=] <

Ty

Como o Lema 1 garante que p= w.n,, para algumw € H{div;Q) e, igualando a férmula

acima com a equacao {6.13), conclui-se que
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/ [v]w.nds-{—/ Uw.nds.m/
Pine I'p I

Comparando os dois lados da equacio, segue que w = (AVu). Consequentemente p =
AVu.n, = Adu/dn,, com p € H2(80,).

[v]AVu.nds — / v AVu-nds Vo € H'(P).

P

int

b) Seolugdo da Formulagao Hibrida é solucao da Formulagio Eliptica

Seja (u, p) solugdo do problema hibrido. Pela equagdo 6.10, juntamente com o resultado do
Lema 2, segue que v € H'({}) e u = f em I'p. Por outro lado, considerando v € V, segue
que By{v,p) = 0. Dessa forma, da equagio 6.9 segue que

Ag(u,v) =0,Yv eV,

o que significa que u é solugio da forma variacional classica.

Sendo assim, observa-se que na formulag@o hibrida (6.9-6.10), que corresponde ao pro-
blema de ponto de sela 6.8, p é chamado de multiplicador de Lagrange associado as retrighes
ul=0eu=femI'p.

6.3 Formulagoes de Galerkin Descontinuo

Somando-se as duas equac¢des no problema hibrido (6.9-6.10) tem-se:

Ag(u, v} — Ba{v,p) + By(u,q) = f g fds

T'p

ou

nel
> ([ veaveaa- [ sva)- [ goas— [ pids- [ pods
i=1 Ml e I'v Tint o

+/1~WQ[u]dS+/I‘DQ(u_f)dS= 0.

Reagrupando os termos, tem-se:
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nel
Z(/ Vv.AVude/ Svdﬂ)—/ guvds (6.14)
i=1 {2 Ty

+ [ (abd - p[v})dw/%(qu —pu)ds= fo qfds

V(v,q) € H'(P,) x W([p,}.

Pelas consideragdes da seglio anterior 6.2, espera-se que a solugdo (u,p) seja tal que p =
{AVu} - n. Mas como no espago de fungoes admissiveis H1(F;;) as fungdes sio definidas por
partes, sem hipdteses a priori de regularidade, faz sentido reformular o problema interpre-

tando p como a média dos valores 3 esquerda e & direita da fronteira, ou seja:

((AVu,) - n, + (AVuy)

- ) AV ) e > f

pm

Com esse enfoque, a nova formulacio do problema seria: determinar u € H*(FP,) tal que

il( mVﬁ.AVudQ—LgS@dQ) —W/FNgvds—;-]P (glu] — ((AVu) 7 [v])ds

gz=l int

_;_/I:D(gu — (Avu)-?fv)dsm/r gfds

g

V(’U, Q’) & Hl(Ph) X W(th)

Como a formulagdo é valida para qualquer v e ¢, poder-se-ia adotar, por exemplo, g funcgio
de v: ¢ = (AVv) - n e nas fronterias internas ¢ = ((AVv) - n) dando ao problema a forma:
determinar v € H(F;) tal que

By (u,v) = Fy(v)

para qualquer v € HY(F,), em que

Nelem

Ba(uv) = S (] Vu-(AVa)dz)+ /F (1 (AVV) - 1 — v (AV4) - n)ds +

e=] 2. L

fp ({{AVY) - n) [u] — {(AVu) - n) jv])ds
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Nelem

Frulv) = Z (/cqudx) + . f(AVv) - nds—%-/r vgds.

e=1 M

Diversos métodos podem ser formulados variando a escolha dessa fungfo g{v). Duas
formulacdes sdo apresentadas a seguir: as formulacdes assimétrica (6.3.1) e simétrica (6.3.2).
E em segnida é introduzido o conceito de penalizagho da descontinuidade (6.3.3).

6.3.1 Formulacao de Oden, Baumann e Babuska - Assimétrica

A formulacgio variacional, base para o desenvolvimento da formulagio do método de Galerkin
descontinuo, proposta por Baumann em sua tese de doutorado [2], pode ser interpretada como
uma formulacao hibrida em que o multiplicador de Lagrange é eliminado em termos da funcao
tentativa: p = (AVu) - n.

O problema variacional é enunciado como: encontrar v € H{F}) tal que

el
Z(/ V’U.AVudQ—/ Svdﬂ)m/ guds
Qe e Ty

gul

+ [ tam) - p[v])ds+£p(qu —pv)ds= [, qfds

V(v,q) € Hj(Fy) x W(l'p,)
com

p= {AVu.) -n.emDTp

e ((AVu,) - ne; (AVug) -ny) _ ((AVu) -n), e > femTin.

Como a formulagdo é vilida para qualguer v e ¢, pode-se adotar ¢ funcao de »:
g=(AVv) n

e nas fronterias internas
q=((AVv) n}.
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Assim, o problema toma a forma assimétrica: determinar v € H!(P;) tal que:
By(u,v) = Fg(v) (615)

para qualquer v € H'(F,), em que

Nelem

By(u,v) = Z { A Vv - (AVu)dz) +/F (u{AVY) -n — v (AVu) - n)ds +
e=] e 2

fr - ({(AVY) -} [u] = {(AVu) - n) [v])ds

e
Nelem
Lyg(v) = Z (/ dem}—%—/ f(A\?_'u)-nds—i—/ vgds.
=1 Qe ' T

6.3.2 Formulacio Variacional Simétrica - GEM

A mesma formulagio variacional apresentada em 6.3.1 é utilizada no GEM - “ Global Element
Method” ou Método de Elemento Global ~ {citado em [2]) com uma tnica diferenca, a escolha
da fun¢do g. Enquanto na formulacdo assimétrica de Baumann g = ((AVv) -n}, no GEM ¢

assume o mesmo valor com sinal contrario, isso é:
g=—{AVv) - n
e nas fronterias internas
g=—{{AVv) - n).

Dessa, forma, a formulagdo variacional torna-se simétrica: encontrar v € H(F,) tal que
By(u,v) = Fg(v) {6.16)

para qualquer v € H*(Fy), em que

Nelem

By (u,v) == Z (fﬂ Vv - (z’-qu)r.'JZ:t:)—i—/F (—u(AVv) -n—v(AVu) -n)ds +

(= A{(AVv)} - n) [u] - ({(AVu) - n) [v])ds

Fint

Nelem

Luf)= 3 ( / vSdz) +

=251 2.

—f (AVv) - nds +[ vgds.

T'p gy,
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6.3.3 Formulacao Variacional com Termo de Penalizacao

As mesmas formulacées, simétrica e assimétrica, mostradas acima podem incluir termos de
penalizagdo. Esses termos s#o descritos em |2, 7, 9] e transformam a formulac@o variacional

eI

B{u,v} = By(u,v) + Bs{u,v)

L{v) = Ly(v) + Lg(v)

em que By(u,v) e Ly(v) sdo os mesmos das formulagdes de Baumann ou do GEM e

Bg{u,v) e Lg(v) sdo definidos como:

Bg(u,v)=/P (auv)ds+fr (o [u] [v])ds

int

Lg(v) = (o fv)ds,
T'p

em que ¢ é chamado de parametro de penalizagao da descontinuidade.

Para Baumann [2], c = Kh~! em que K é um parametro dependente do problema e deve
ser escolhido cuidadosamente ¢ h é o tamanho do elemento. Entretanto nio é apresentada
uma férmula para calcular K.

Em [9] ¢ apresentada uma férmula para o céleulo de o,
o=kh’

com k = Cap*, em que @ é a norma em L? da matriz de difusio A da equacio 6.1, pé a
ordem de interpolagio do elemento e (' € uma constante positiva.

Como a penalizagao é calculada em integrais sobre o contorno (interface entre dois ele-
mentos vizinhos), o pardmetro de penalizacio toma a forma

c=C<ap’*>ht

com <> sendo a média entre os elementos & esquerda e 4 direita da fronteira e i podendo
ser interpretado como a medida da interface (fronteira) entre os elementos.
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Harriman et al {7] demonstram que o valor de C deve ser cuidadosamente escolhido para
garantir estabilidade ao método. Para a formulacio de Baumann, qualquer C' > 0 garante
a estabilidade do método. Para o GEM, entretanto, é necessario que C' > 0 seja um valor

suficientemente grande.

6.3.4 Comparacao dos Métodos

Segundo Baumann [2], a formulagdo simétrica {GEM) possui uma grande desvantagem que
é a de impedir a sua utilizagdo em problemas dependentes do tempo, o que era seu objetivo
principal. Essa inablidade do GEM motivou a busca de uma formulacio capaz de resolver
tais problemas, a formulacao assimétrica.

A desvantagem da formulacio de Baumann est na assimetria de suas matrizes, mas que
de fato ndo é relevante porque os problemas de convecgdo ja nao sao simétricos.

Alem da simetria da forma bilinear, outra vantagem da formulacido do GEM é que suas
taxas de convergéncias sdo Otimas para qualquer ordem de interpolacao p, enquanto a for-
mulacdo assimétrica perde uma ordem para interpolacbes de ordens p pares.

A utilizacdo de termos de penalidade melhora a estabilidade do método. A formulagio
de Baumann sem penalidade produz matrizes positivas semidefinidas. E o GEM produz ma-
trizes com autovalores negativos. A utilizacdo de termos de penalidade torna as matrizes
de Baumann positivas definidas. Utilizando-se penalidades com o GEM, podem-se produ-
zir matrizes positivas definidas, se a penalidade for suficientemente grande. Os termos de

penalidade destroem a propriedade de conservagiao do método.






Capitulo 7

Formulacao do Problema Hiperboélico

Linear

O problema hiperbélico tratado neste trabalho pode ser enunciado como abaixo.

Encontrar v que seja solu¢do do problema linear,

div(fu) = 5 em 2 (7.1}
u=fenl
em que:
2 é o dominio com fronteira 92 Lipschitz;
3 & o vetor de direcdo da velocidade de convecgio;
I ={zcd|(F-n)(z) <0}, T+ =00~-T_;
n é a normal externa a 0%;

5, e f sdo fungdes conhecidas.

Uma formulacio variacional para o problema 7.1 pode ser obtida como apresentado a seguir.

Considera-se o espago funcional:

HY(Py) ={vel*(Q) :v]a. € H (Q)VQePr}.

ar
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Para construir o problema variacional, em primeiro lugar multiplica-se a equaco diferen-
cial (6.1) por uma funcio teste v € H'(P,) e integra-se sobre o dominio 2. Assim:

fvdz'v([)’u) dQ=/ Swvdfl.
o Qe

Fazendo-se a integragio por partes do lado esquerdo da equacao, obtém-se

L"(Vv-ﬁ)udﬂ—i—/g}div(ﬁuy)dgz/ﬂsvdgl

Utilizando-se o teorema da divergéncia de Gauss, a segunda integral pode ser escrita como
integral sobre o contorno

Ldiv(ﬁuv) dQ= | (fuv).nds.

agt

E a formulacéo variacional toma a forma

[ ~wvpndas [ @u).nds= [ svan

ou, ainda, a forma sobre os elementos {nel) do dominio

nzel{/ﬂeﬂ—(Vv.ﬁ)udQ+[

e:i 395

(ﬁuv).nds} :”Zel{ QeSde}. (7.2)

ezl

De acordo com Erick Santos {18}, a aplicagio de leis de conservacio em problemas com
solucdo caracterizada por uma descontinuidade separando dois estados suaves é conhecida
como problema de Riemann. As funcdes de fluxo na descontinuidade que aproximam ou
resolvem os problemas de Riemann sdo chamadas de fluxo numeérico.

O termo sobre o contorno 92 da equagao 7.2 serd substituido por wm fluxo numérico
Fy = [3{Buv) .nds do tipo UpWind (ver [10]). O fluxo numérico sera definido como

Fi= |
T

em que ¥ = 0Q. NI _ eI‘i=é‘QewFQ_

e

Uu_(ﬁ.ne)ds%—/ vf(Bene)ds

14 13
+

u” = lim u(z - a{[. 7). 7)), ze "
a—{

A figura abaixo esquematiza o significado de u™:



Figura 7.1: llustracio de ™ e u™.

E o problema variacional ¢ enunciado como: encontrar u € H'(Py) tal que

Be(u,v) = Le(v)

para Yu € HY{P,), em que

nel
Be(u,v) = Z {

e=1

/ﬂ —(Vv.ﬁ)udﬂ—{-/re vu” (3 .n.) ds}

< +

nel
Lc(U):Z{ g Sde—/e vf(ﬁ.ne)ds}.

el

39

(7.3)






Capitulo 8

Formulacao de Conveccao-Difusao

O problema de convecgdo-difusdo é enunciado como: encontrar u que seja solucao do problema

linear,
-V - (AVu) + div(fu) = S em Q (8.1)
uw=femIp
(AVu}-n=gem 'y
em que:

0 é o dominio com fronteira €2 Lipschitz;

A & a matriz difusio;

B ¢ o vetor de direcdo da velocidade de convecgéo;
n é a normal externa a 08;

S, f e g sao fungdes conhecidas;

I'p é a parte do contorno com condigdes Dirichlet;
T's & a parte do contorno com condicbes Neumann:

FDHFN:G eI’DUFﬂ,:@Q

AT
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A partir das formulagBes variacionais elipticas e hiperbélica linear, pode-se construir a for-
mulacdo de conveccio-difusgo. A formulagio é dada como: encontrar u € H'(Py) tal que

Bpelu,v) = Lpe(v) (8-2)

para Vv € H'(P,) e

Bpglu,v) = Belu,v) + Bglu,v) + Bs{u, v)

Lpc(v) = Le(v) + Ly (v) + Ls(v).
B, e L, sdo as formas bilineares e lineares definidas nos capitulos anteriores em que:

e Br & a forma bilinear da formulagdo de conveccio;
e By é da formulacgao de difuséo;

e By ¢, quando existir, a penalidade da descontinuidade do problema de difusio (se¢do
6.3.3);

e ¢ L, suas respectivas forma lineares.

Neste trabalho foram tratadas duas formulacdes descontinuas para a difusio, descritas nas
secoes 6.3.1 e 6.3.2, além da definicao de penalizacao da descontinuidade, descrita na segao
6.3.3, que pode ser utilizada nas duas formulagdes de difusdo.

8.1 Difusao Artificial SUPG

Segundo Erick Santos [18], “o método de Galerkin é sabidamente instavel espacialmente
quando aplicado a leis de conservagio”. Erick Santos [18] e Jorge Calle [4] utilizaram difusdo
artificial sobre o método de Galerkin descontinuo de forma a previnir ou diminuir as oscilagbes
decorrentes de descontinuidades da solucao capturadas no interior dos elementos. A difuséo
artificial tratada neste trabalho serd a SUPG - Streamline Upwind Petrov-Gualerkin {4, 18, 3],
posteriormente chamada de SD - Streamline Diffusion.

A equacio diferencial tratada neste trabalho é dada por:

-~V - (AVu) + diw(fu) = S em Q (8.3)
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u=fenIp

(AVu) n=gem 'y

e a formulagdo variacional de Galerkin descontinuo é enunciada como (equacdo 8.2):
encontrar u € H'(Py) tal que

Bpg(u,v) = Lpe(v) Vv € H(F),
em que

Bpa(u,v) = Be(u,v) + By(u,v) + Bg(u,v)

Lpg('l)) = Lc(’U) + LH(U) e LS(’U).

B, e L, séo as formas bilineares e lineares definidas no capitulo 8.

Sendo u solugio da equagdo diferencial 8.3, pode-se definir um residuo R tal que
R=258—[=-V {AVu) + div(fu}] = 0.

Multiplicando-se esse residuo por uma fun¢io teste ¢ e integrando-se no dominio do problema,
obtém-se:
Ry =/ (S+ V- (AVu) — div{fu)) ¢ d2 = 0.
Iy

Na difusao artificial de SUPG a funcgao ¢ é definida como

¥ =CVuv.Bem Py, com B = %
Y=0emli Ul'pUTlN

Isso &, ¥ tem suporte local nos elementos, valendo zero nas interfaces. A constante C' é

definida como

em que dh é o tamanho do elemento.

Desse modo, o residuo é dado por:
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Ry = /st LV AV — div(Bu)bdQ = 0

ou, ainda,

nel

Ry=>C ) SVv.3+V - {AVu) Vo — div(fu) Vo.Bd0, = 0.
=1 Sle

Admitindo-se que o problema de convecgio-difusdo tem a convecgao dominante, o termo
eliptico pode ser considerado desprezivel se comparado ao termo de convecgao. Essa hipotese é
bastante razodvel, visto que as descontinuidades aparecem apenas em problemas com pequena
difusdo. Problemas com alta difusdo ndo requerem termo de difusio artificial. Dessa forma:

nel
Ry = ZC SVv.B — div(fuw) Vo.3d0, = 0.
§le
Como

div{Bu) = div(8) u + Vu.B

e para os picblemas tratados neste trabalho

div(3) =0

o residuo toma a forma

nel

Ry = ZC’/ SVv.B — (Vu.B) (Ve.B3)d0

ou

nel

R = ZHSH/ SVv.8 = (Vu.8){Vv.5)dQ, = 0.

Como o residuo R = 0, pode se reescrever a equacio como

nel

nel
S J, (o) Vvsan=3 i [ svvsan,

ou ainda
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mel sk el Sk
e Vv.5dQ,. 8.
2 3B Jo, (V4B (Ve =D gy | ST (84

Adicionando-se a equagio 8.4 & formulagdo variacional original do problema (equagio
8.2), obtém-se a formulagao do método de Galerkin descontinuo para convecgdo-difusio com
conveccdo dominante e termo de difusdo artificial SUPG. A formulagdo é enunciada como:
encontrar u € H(Py) tal que

Bpe(u,v) + Bsupe{u,v) = Lpa(v) + Lsypa(v) Yo € HY(P)

em que

Bpe(u,v) = Be{u,v) + Bglu,v) + Bs(u,v)

Lpe(v) = Le(v) + Lg(v) + Ls(v)

com B, e L, as formas bilineares e lineares definidas nos capitulos 6 e 7 e

nel

Bsypglu,v) =

Hﬁ [(Vum (Vo.B) d

nel
oh.
Lsypa(v) = Z M A SVuv.5d,.

ex1
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Capitulo 9
Método de Galerkin Descontinuo

O método de Galerkin descontinuo segue 0s mesmos principios do método de elementos

finitos:
o construcdo de uma formulacgio variacional;
¢ definicdo de um espaco de aproximacao e da geometria do problema;

e construgdo da aproximacao de Galerkin;

resolu¢ido do problema algébrico;

avaliacdo dos resultados.

Suas diferencas se ddo na construgio da formulagio variacional e na definicio do espago de
aproximacao.

No método de elementos finitos, a formulagdo variacional assume a continuidade das
funcdes admissiveis entre elementos. Em Galerkin descontinuo, a formulagio variacional nao
assume a continuidade das fungbes de base e a impde através de termos integrais sobre o
contorno. Nas formulacbes elipticas estudadas, esses termos sdo os termos integrais sobre o
multiplicador de Lagrange p, mais tarde substituido por p =< AVu)-n >. Na interface entre

elementos, o termo integral é dado por

[ (v m il = (490) ) s
int
_ na formulagido de Baumann (secio 6.3.1).
O espaco de fungdes admissiveis de Galerkin descontinuo tem regularidade menor que C°,
visto que as fungbes ndo sdo continuas entre elementos. Entretanto, a imposicdo da conti-

nuidade por termos integrais na formulacao variacional, pode ser feita sobre a continuidade

Viird
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das funcoes, bem como da primeira derivada, da segunda e assim sucessivamente. Portanto,
de um lado o método de Galerkin descontinuo utiliza fungdes inferiores a C°, e de outro
ele permite a modelagem de problemas que, se modelados com elementos finitos, exigiriam
regularidades de fungdes do tipo C* ou maiores ainda.

Para os problemas tratados neste trabalho, ndo seriam necessarias funcoes de maior re-
gularidade que C° A motivagdo para o uso de Galerkin descontinuo é permitir que, de fato,
aparecam descontinuidades na solugio ao longo do dominio, fendmeno observado em proble-
mas de conveccdo, sem que a solugdo oscile em torno dessas descontinuidades como ocorre
com o método de elementos finitos classico.

Existem, porém, problemas que na sua formulacao variacional classica de elementos fi-
nitos requerem func¢des de maior regularidade. Em duas e, principalmente, trés dimensdes,
tais regularidades sdo dificeis de serem implementadas. Com o método de Galerkin descon-
tinuo, esses problemas podem ser modelados com razoavel simplicidade. Essa caracteristica
do método de Galerkin descontinuo torna-o atraente também para a solucio de problemas
que exigem grande regularidade de fungdes. Problemas de 4a ordem como placas, casca e
vigas sao exemplo de problemas que exigem grande regularidade de fun¢bes. Além da facili-
dade de tratamento de tais problemas, o método de Galerkin descontinuo tem um atrativo
adicional para problemas de elasticidade: a conservagio elemento a elemento. A propriedade
de conservacdo do elemento garante que todos os elemenios estdo em equilibrio, mesmo os
proximos a singularidades, fato ndo observado no método de elementos finitos continuo.

9.1 Aproximacao de Galerkin

A aproximacao de Galerkin no método de Galerkin descontinuo é feita da mesma forma
que para o método de Galerkin continuo (secio 5.2), diferenciando-se apenas no espago de
functes aproximantes. Enquanto no método de Galerkin continuo as fungdes aproximantes
s&o definidas em sub-espagos V' C HE(Q) (ver segdo 6.1, equagio 6.2), no método de Galerkin
descontinuo utilizam-se sub-espagos V' C H'(P,) (ver secdo 6.2, equacio 6.5).

Desse modo, consideram-se solu¢Ses aproximadas u(z) = Z?':z a; @;(z) em sub-espacos
V ¢ H(P,) de dimensdo finita N. As funges teste v(z) = S_ov, v;(z) sio formadas pela
combinagdo linear das fungdes de base ;(z). Substituindo-se as fun¢Ges aproximantes na
formulagao variacional serd obtido um sistema de equagdes que pode ser escrito em formato

matricial como

(K. {a} = {F}, (9.1)

sendo K == [K;;] a matriz de rigidez;
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a = [o, ag, az, ... aN]T a solucéo do problema algébrico;
e F=|[F, Fy, Fs, ..., Fy]" o vetor de carga.

A solugdo «a do sistema linear construira a aproximacio da solugéo do problema variacional

como sendo

N
u@) = Y ae).

A construcao do sistema de equacgtes 9.1 depende da formulagao variacional do problema
para construcao dos termos K; e F; da matriz de rigidez e do vetor de carga. Neste trabalho
sdo tratados os problemas elipticos, hiperbdlicos e de convecgdo-difusao lineares. Para me-
Ihor entendimento, a construgdo da aproximacio pelo método de Galerkin descontinuo serd
abordada em separado para cada problema.

9.1.1 Problema Eliptico

A primeira formulaggo eliptica apresentada é aquela desenvolvida por Baumann em seu tra-
balho de doutorado [2]. A formulagio variacional da equagdo diferencial (equagio 6.1) € dada
por {segio 6.3.1): determinar v € H'{F;) tal que

BH(U,’U) = FH(U)V?) € Hl(Ph),

em que

Nelem
By(u,v) = ; (-/S;c V- (AVuldz) + FD(u (AVv) -n —v{AVu) -n)ds +

| @Ave) ) fud - {(AT) ) [])ds

Nelem

Ly{v) = Z(]

e} 2.

v Sdz) +/ F{AVv) - nds +/ vgds.
I'p Iy

Substituindo-se as fungfes u e v pelas funcdes aproximantes Z:Ll o pi(z) e Yo (),
respectivamente, com ¢ € V < HY(P,) tem-se:
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Nelemn .
e=1 € D

({((AVy;) - ) [‘Pj} - ((AV%) -n) [i])ds

Fine

Nelem

Fi= > ([ wisda)+ [ £(aVe) nds+ [ s
e=1 ® o r

N

Observando-se os termos Kj; e F;, nota-se que existem integrais sobre os elementos (£2.)
¢ integrais sobre o contorno desses elementos (I';,:, I'p e T'y). Separando-se os termos de

integral sobre o elemento e seu contorno, podem-se reescrever 0s termos como:

Kij = Ki3() + Ki;(Tp) + Kij{Tint)

Fy=F(Q.)+ F{Tp) + Fi(Tx)

em que

Nelem
K@) = 3 ([ Ve (AVe)iz)

Kiy(I'p) = VL (p; (AV@:) - n— 0 (AV ;) - n)ds

K j(Tans) = [ (AVs) 1) [p;] — (AVp;) - m) [pi])ds

Fin.t
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Flp)= | [({AVg) nds

'p

Fi(Ty) =/ pigds.
Tn

As integrais sobre I'ins, I'p e I'y sio integrais sobre as interfaces entre elementos. A
interface separa dois elementos vizinhos Qecquerdo © Qireito- O vetor normal & interface tem
seu sentido definido do elemento (J.spuerdo Para o elemento Qgireir, € 0 salto das funcdes [—| é

definido como
[L] = Uiﬂesquerdo - U[de‘reéto-

As fungoes ; tém suporte no interior do elemento. A elas estdo associados os graus de
liberdade ;. As integrais de contorno sao definidas sobre o traco das funcdes ¢; na fronteira
dos elementos. O termo Ki;(Iyne) contém termos de média (—) e salto [—] que podem ser
expandidos. Substituindo-se a notagao das fungoes a esquerda da interface por ¢f e as fungdes
4 direita da interface por ¢, o termo K;;(I'in:) pode ser reescrito como

i
Kij(Tint) = ]1: 2 {(AV@)) - ngf — (AVES) - nf} ds+

int

1
+/? 5 {+(AVY) - n@§ + (AVgS) - ne?}ds+

nt

1
- /p 5 {—(AVeD) - ngf — (AVi]) - n it} dst

int

1
+/F 5 1= (AVel) - nof + (AV) -nef} ds.

A aproximacio de Galerkin para a formulagdo eliptica simétrica (se¢do 6.3.2) segue os
mesmos passos apresentados para a formulacido de Baumann, havendo uma diferenca de sinais

no termo K%J(Fmt)
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9.1.2 Problema Hiperbhélico

A formulagéo fraca do problema de convecgdo linear (equagdo 7.3), definido no Capitulo 7, é

dada por:
encontrar u € H*{Fy) tal que

Be(u,v) = Le(v) Yo € HY{P,),

em que

nel
Belu,v) = Z {/Q —(Vv.ﬁ)udQJr]];e vu (F.n) ds}

em=1

nel
Lc(v)zz{/ Svdﬂ—/r 'uf(ﬁ.ng)ds}.
e==] §e e_

Substituindo-se as func¢des u e v pelas fun¢des aproximantes Z;‘; Lo pilz) e Zfi L),

respectivamente, com ¢ € V C HYP,) tem-se:

nel

Ki; =;{Lc“(v%‘-ﬁ)%‘dﬁ+‘/ri @i@f(ﬁ-ﬂe)ds}

nel

F’:Z{ A S; dQ — . cpif(ﬁ.ng)d,s}.

=1

Observando-se os termos K;; e F;, nota-se que existem integrais sobre os elementos (£2.)
e integrais sobre o contorno desses elementos (I'®. e I'® ). Separando-se os termos de integral

sobre os elementos e seus contornos, podem-se reescrever 0s termos como:

Ky = Ky (Qe) + Ky (1'3)

em que
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nel

F(Q)=>" | St
em]

nel
F(re)=Y" (w[ o:f (8me) ds) .

e=]

As integrais sobre I', e I'® sdo integrais sobre o contorno dos elementos. O contorno de
um elemento pode ser representado por um conjunto de interfaces. Uma interface separa
dois elementos vizinhos esquerdo € Qaireito. A integral sobre I'S. pode ser calculada como a
integral sobre as interfaces do elemento do tipo I'}. Toda interface & contorno do tipo I'®
para um dos vizinhos e I'S. para o outro (ver figura 7.1). A integral da interface é feita sobre
as funcbes do elemento pelo qual ela & I'S. Desse modo, a integral sobre todas as interfaces
do dominio serd equivalente 4 integral de todos os elementos sobre seus contornos I'S.

9.1.3 Termo de Penalizacao

O termo de penalizacio, definido em 6.3.3, é dado por:

Bs{u,v)= [ (ocuv)ds+ / (o [u] [v])ds

T'p Cint

Ls(v) = /F (o fo)ds.

. Substituindo-se as funcgdes u e v pelas funcdes aproximantes Zf;l a; ;) e Zil iz},
respectivamente, com ¢x € V C H'{P,) tem-se:

K= Kiy(Tp) + Kij(Dine)
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F; = F{(l'p)

conl

Ki(I'p) = /F (0 ;5 @i)ds

Kol = [ (@l leds

F(Ip) = i (o f¢i)ds

As funcoes ; tém suporte no interior do elemento. A elas estdo associados os graus de
liberdade ¢;. As integrais de contorno siao definidas sobre o trago das fungdes ; na fronteira
dos elementos. O termo K;(I';,;) contém termos de salto [—] que podem ser expandidos.
Substituindo-se a notacao das fungdes a4 esquerda da interface por ¢f e as funcbes & direita
da interface por ¢, o termo K;;(Tint) pode ser reescrito como

KolTi) = [ oot - vif - obvj+ ot g} s

int

9.1.4 Problema de Conveccao-Difusao

A formulago variacional do problema de convecgao-difusao (equacgdo 8.1) é definida em 8.

Substituindo-se, na equagao 8.1, as fungdes u e v pelas fungdes aproximantes Zﬁ_ﬂ L& (%)
e SN ;(x), respectivamente, com ¢, € V € H'(P,) tem-se o problema algébrico [K] . {a} =

{F} em que

Kij = [Kis(e) + Kij(TD) + Kiy (Tine) |75 4 [Kig (Qe) + Kig(TL)] P 4 [Kig(Tp) + Kij(Time) P02

F; = [F() + Fi(Tp) + B(Tx)™° + [B(Q,) + FB(I2)] ™ 1 B (p)Perai==e,
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9.2 Implementacao Computacional

9.2.1 Ambiente PZ

O ambiente PZ é um conjunto de classes em linguagem C-+- que permitem a simulagdo do
método de elementos finitos. O ambiente PZ é constituido de médulos bastante separados,
os quais combinados provém as funcionalidades necessarias a um codigo de elementos finitos.

Na execugao deste trabalho alguns médulo foram malis importantes e podem ser destacados:

e geometria e espagos de interpolagao
e material
¢ algébrico

s pos-processamento

9.2.2 Geometria e Espacos de Interpolacao

O ambiente PZ possul uma distin¢gdo muito forte entre geometria e interpolagdo. Para a
definicdo da topologia da malha existem elementos geométricos (TPZGeoEL) associados a
malhas geométricas (TPZGeoMesh). Os elementos geométrios compdem a vizinhanga de cada
elemento e 0 mapeamento do elementro mestre (ou de referéncia) para o elemento deformado
na malha, bem como o calculo das restrigdes de fungdes de forma entre elementos de malhas
néo conformes (com hangingnodes), para simulacbes do método de elementos finitos classico.

O espaco de interpolagfio é implementado pelos elementos computacionais, derivados da
classe base TPZCompkEl. O método de elementos finitos classicos é implementado pela classe
TPZInterpolatedElement derivada de TPZCompFEl. O método de Galerkin descontinuo é
implementado pelas classes TPZCompFElDisc e TPZInterfaceElement, ambas derivadas de
TPZCompEl A classe TPZCompElDisc & responséavel pela interpolagdo no interior dos ele-
mentos descontinuos e TPZInterfaceElement é responsavel pelos calculos na interface entre
elementos.

Uma estratégia adotada neste trabalho é a de combinar elementos descontinuos e ele-
mentos continuos em uma mesma simulagdo. A abordagem é relativamente simples. Em
uma regido do dominio, descreve-se o problema com elementos finitos e, em outra regiao,
com Galerkin descontinuo. Na fronieira entre essas duas regides sdo utilizados elementos de
interface entre elementos continuos e descontinuos.

Foi necessaria uma modificacdo na classe TPZInterfoceElement para acomodar essa nova
funcionalidade. O elemento descontinuo define as fungbes de base sobre o elemento real.
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Ji o elemento continuo, no PZ, define as fun¢des em elemento mestre, ou de referéncia.
Para o calculo da contribuicdo de interface, solicita-se ao elemento continuo o valor de suas
fungoes e derivadas restritas & interface, a partir de um ponto de integragao em coordenadas
paramétricas. As coordenadas paramétricas sio mapeadas para coordenadas reais e esse
novo ponto é fornecido ao elemento descontinuo para o cédlculo de suas funcbes e derivadas
restritas & interface. De méao das funcdes e derivadas de seus vizinhos, a interface calcula a
contribuicdo de seus termos para a matriz de rigidez e vetor de carga.

Sao necessarios elementos de interface entre elementos descontinuos e entre um elemento
continuo e outro descontinuo. Entretanto, poder-se-iam utilizar elementos de interface entre
elementos continuos. Isso, de fato, em nada modificaria o problema. As contribuigdes da

interface & sua esquerda e A sua direita ocorreriam sobre os mesmos graus de liberdade,

anulando-se.

9.2.2.1 TPZConnect

Uma classe muito importante na construcao dos espagos de interpolagdo é a classe TPZ-
Connect. O connect associa os graus de liberdade e as fungbes de forma do problema aos
elementos computacionais. Conforme descrito anteriormente, existem trés classes bésicas
para a construcio dos espacos de interpolagao:

e TPZInterpolatedElement para a éonstrugéo de espagos de interpolagdo continuos

e TPZCompElDisc e TPZInterfaceElement para a construcio de espagos de interpolagio

descontinuos

Neste trabalho foram utilizadas malhas bidimensionais com elementos quadriliteros e trin-
gulos. O elemento quadrilatero continuo possui nove connects e o tridngulo seis connects. A
figura 9.1 mostra a posigao e a ordem dos connects. Existem connects associados a nos, ares-
tas e faces. Em elementos tridimensionais, nao tratados neste trabalho, existe ainda connect
associado a volume.
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3 6 2 2
7 8 5 5 4
6
N 4 1 Q 3 1

Figura 9.1: Connects dos elementos quadrilitero e tridngulo

O connect & de grande importancia quando dois elementos vizinhos tém ordem de inter-
polagdo diferentes. Por exemplo, sejam dois elementos quadrilateros vizinhos (A e B) de
ordem de interpolagio polinomial igual a um e dois respectivamente (figura 9.2).

3 6 2 3 6 2
A B
7 8 5 7 8 5
0 4 1 0 4 I

Figura 9.2: Elementos quarilateros vizinhos

O elemento A possui quatro fungdes de forma associadas aos quatro nés (connects 0, 1, 2
e 3). Sao as fungdes chamadas “chapéu”. O elemento B possui as mesmas quatro fungdes de
forma associadas aos nés e mais cinco fungdes quadraticas sendo quatro associadas is arestas
(connects 4, 5, 6 e 7) e uma associada & face (connect 8). Para que o espago de interpolago
seja continuo entre os elementos a fun¢fo quadratica associada ao connect 7 do elemento 5
¢ desconsiderada.

Seja um segundo exemplo em que os mesmos elementos A e B da figura 9.2 tém ordem
polinomial de interpolacao igual a dois e trés respectivamente. Para que o espaco de inter-
polagio seja continuo, os connects 5 do elemento A e 7 do elemento B devem ter a mesma
ordem de interpolacio e suas fungdes de forma devem ser continuas entre elas. Assim, a
funcdo de ordem trés associada ao connect 7 do elemento B é desconsiderada. A figura 9.3

mostra as funcdes de forma de ordem dois associadas aos connects vizinhos. E preciso definir
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uma orientacio para a construcao das funcoes, de modo a evitar o apresentado na figura 9.4.
O PZ define a orientacdo como sendo do né de menor 1d para o maior 1d. Como o Id do n6
& uma variavel global os elementos vizinhos seguem a mesma orientac3o.

De fato, connects vizinhos séo compartilhados entre os elementos no PZ. Os connects 5 do
elemento A e 7 do elemento B séo na verdade o mesmo objeto conneci. Além desse connect,
os elementos A e B compatilham os connects 1 e 2 do elemento A com os connects 0 e 3 do

elemento B.

ity A g A ey R
et el S
S, W@

Figura 9.4: Fun¢go de aresta de ordem polinomial 2 de dois elementos

vizinhos com erro na orientacao

Como visto, o elemente quadrilatero continuo possui 9 connects de modo a garantir a
continuidade das funcdes de forma entre elementos vizinhos. O elemento descontinuo, por
sua, vez, nao requer continuidade de suas fungtes entre vizinhos. Por isso, é necessario apenas
utn connect para definir suas fungtes de forma, as quais coincidem com as funcbes de base.
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A figura 9.5 mostra um elemento descontinuo A com dois vizinhos: um descontinuo B e um
continuo C. Entre um descontinuo e outro elemento é criado um elemento tipo interface
{TPZInterfaceElement).

A interface nao possui seus préprios connects. Elas apenas identifica os connects de seus
vizinhos e os utiliza em seus célculos. Nota-se que o connect do elemento descontinuo néo é
compartilhado com nenhum outro elemento.

TPZInterfaceElement
3 & 2
C Al ‘B
, el e, 5]
TPZinterpolatedElement TPZCompEIDisc TPZCompEiDisc
G 4 1

Figura 9.5: Elementos continuo, descontinuos e interfaces

9.2.3 Formulacdo Variacional

As classes de material implementam formulacbes variacionais. Sua funcio é calcular o valor
da matriz de rigidez e do vetor de carga de um elemento em um dado ponto de integracao.
A interface é definida pelas classes TPZMaterial e TPZDiscontinuousGalerkin.

A classe TPZMuterial define as interfaces para a construcio de problemas do método
elementos finitos continuo. S3o de especial importancia os métodos:

o Contribute: calcula a matriz de rigidez e o vetor de carga do elemento em um ponto

de integracao.

s ContributeBC: calcula a matriz de rigidez e o vetor de carga do elemento tipo condicao
de contorno em um ponto de integragio. O PZ trabalha com condigbes de contorno
tipo Dirichlet, Neumann e mista. A condi¢fio de contorno Dirichlet é imposta como

uma penalidade na matriz de rigidez e no vetor de carga.

A classe TPZDiscontinuousGalerkin é derivada da classe TPZMaterial. A funcéo da classe
TPZDiscontinucusGalerkin & definir as interfaces adicionais necessarias para o método de
Galerkin descontinuo. Sio de especial importincia o método Contribute j4 definido na classe
TPZMaterial e os métodos:

o ContributeInterface: calcula a matriz de rigidez e o vetor de carga do elemento de

interface em um ponto de integragio.
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e ContributeBClnterface: calcula a matriz de rigidez e o vetor de carga do elemento de

interface de contorno em um ponto de integragao.

As simulagbes de Galerkin descontinuo nao utilizam o método Contribute BC. As condigbes
de contorno sdo aplicadas pelo método ContributeBCInterface.

Nas formulacdes utilizadas, um mesmo material péde implementar elementos finitos e
Galerkin descontinuo. Isso porque o método Contribute, que realiza a integracao sobre o
elemento, é o mesmo para ambos os métodos. Sempre que isso for valido, pode-se utilizar a

mesma classe para implementar elementos finitos e Galerkin descontinuo.

9.2.3.1 TPZMatPoisson3d

As formulagGes de elementos finitos continuo ¢ de Galerkin descontinno descritas neste tra-
balho sdo implementadas pelo material TPZMatPoisson3d. Para Galerkin descontinuo de

Baumann, a formula¢do com termo de penalizagdo da interface e SUPG é dada por

Bpe{u,v) = Lpa(v)

BH(U, ‘U) -+ Bc(’u, 'U) e Bs(’u, fU) + BSUPG(U: ’U) = LH('U) + Lc(’v) -+ LS(’U) -+ LSUpg(’U)

em que

Nelem

By(u,v) = Z (./Q Vv - {AVu)dx) +/r (—u(AVv)-n— v (AVu) -n)ds +

D

| 4T m) bl = (A7) - s

Bc(u,v)r—iej{/ —(va.,@)udﬂ—%—/r vu‘(ﬁ.ne)ds}

£
ewl s

Bs(u,v) = [ (cuv)ds+ (o [u] [v])ds
PD Fins
nel
Bsypalu,v) = z % L (Vu.8) (Vv.3) dQ,

eml
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Nelemn

Ly(v) = Z (/Q vSdz) + A —f(AVv)-nds—%/F vgds
e==] € D N

Lc(v)mZ{~Ag vf(ﬁ.ne)ds}

e=]

Ls(v) = / (o o)

nel

Lsypg(v) = Zgi]ﬁ|I/S’VvﬁdQ

Esses termos podem ser reagrupados como

Bi(u,v) + Brr{u,v) + Brp(u,v) = Ly(v) + Lir(v)
em que

dhe

Nelem
Bi{u,v) = (/ Vo - ﬂqu)dx-%—/ —(Vv. ﬁ)udQ—i—gHﬁH

(Vu.g) (Vv.8) dQe)

Bulws)= [ (= ((4%0) - m) = (AVe) -y Do+ [ vu(Bomds+ [ (ohdpl)ds

Tine + Fine

Brir(u,v) = /1‘ (—u (AVvY)-n—v(AVu) -n)ds+ [ (ouv)ds
D 'p

LI(U)zNeiém(fnetde—i»EHﬁH/ SVU,@dQ)

e=1

nel
Lff(v)m[r —wf(AVv)-nds+fF ’Ugdsz/l; vf(ﬁ.ne)ds—!—/l: (o fu)ds
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Os principais métodos das classes de material sao Contribute, ContributeBC, Contribu-
telnterfoce e Contribute BCInterface.

O método Contribute implementa o valor da integral sobre o elemento para um dado
ponto de integracdo. Isso significa que o método Contribuie implementa Br{u,v) e L;(v).

O método Contribute BC nio é utilizado em Galerkin descontinuo. A fungfo desse método
é aplicar as condigdes de contorno para elementos finitos continuo.

Contributelnterface implementa a integragao sobre elementos de interface, o que equivale
ao termo Bjr(u,v).

Finalmente, o método ContributeBCInterface implementa as condigbes de contorno de
Galerkin descontinuo dadas pelos termos Byyr(u, v) e Li{v).

Em simula¢es de elementos finitos continuo sio utilizados o método Contribute apresen-
tado e o método Contribute BC, esse Gltimo para aplicagdo das condigdes de contorno.s

9.2.4 Algébrico

O ambiente PZ possui um moédulo algébrico. Nesse médulo sdo implementadas matrizes e
métodos de resolucéo de sistemas lineares. Sao disponiveis diversos modos de armazenamento

de matrizes:

matriz cheia

matriz em banda

matriz simétrica em banda

matriz simétrica sky-line

*

maftriz esparsa

Os métodos diretos de resolugdo de sistemas lineares disponiveis sio:
¢ decomposi¢cio de Cholesky
¢ decomposicao LU

decomposigao LDLT

»

método frontal

E os métodos iterativos implementados sio:

s Jacobi
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¢ SOR e SSOR

o métodos de Krilov: gradiente conjugado, GMRes, gradiente bi-conjugado etc.

9.2.5 Pos-processamento

Apbs a resolugido do sistema de equagdes é preciso fazer o pos-processamento da solugio e
sua vizualizacdo grafica. O PZ possui um moédulo de exportagio da solugdo e de varidveis
pés-processadas (como gradiente, por exemplo) para vizualizagdo no programa OpenDX. Os
resultados graficos apresentados neste trabalho foram obtidos através desse programa.



Capitulo 10

Resolucao de Problemas

10.1 Problema Eliptico

10.1.1 Descrigao do Problema

O problema eliptico teste é dado pela solugdo analitica
u(z,y) = 4(1 = 2%) (1 - y?) S5+
para a equacio diferencial
~V  (AVu) = S em Q= (—1,1)?

em que

S =" (8(1—y?) + 122 (1 —y?) ~ 45 (1~ 2) (1~ 9*) +8(1 — 2?) + 12y (1 ~ 7))
y=0em['p=00

Iy =0
Sdo comparados os métodos de elementos finitos classico e de Galerkin descontinuo. O

65
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método de Galerkin descontinuo é implementado segundo as formulagdes de GEM (6.3.2)
¢ Baumann (6.3.1), com e sem penalidades. A figura 10.1 mostra a solucdo analitica do

problema.

Figura 10.1: Solucdo analitica do problema

10.1.2 Analise dos Autovalores da Matriz de Rigidez

Bloce diagonal A resoluciio do sistema linear K « = F' pode ser via métodos iterativos. A
taxa de convergéncia de métodos iterativos é fortemente influenciada pelo condicionamento da
matriz K. Para melhorar o condicionamento de uma matriz, utilizam-se pré-condicionadores,
tal como o pré-condicionador bloco diagonal.

O pré-condicionador bloco diagonal consiste em extrair da matriz K os termos da diagonal.
Esses termos sdo as posigoes k;; da matriz K que correspondem as fungoes ¢; e @, associadas
a cada elemento. A matriz de bloco diagonal pode ser representada como

[Blocol]™ 0] 0] [0}
0] [Bloco2) ™ 0] [0}
0] [0] [Bloco3] ™! [0]
0] [0] 0] [Blocod] ™

em que cada Blocoi é a sub-matriz das fungtes associadas ao elemento 1.

Um estudo, utilizando-se o software Mathematica, mostrou que os blocos i da formulagao
simétrica do GEM sdo singulares, o que impossibilita a sua inversdo para calcular [Bloco i ]”l.
Desse modo, a solucdo do sistema de equagtes lineares do método de GEM, via método itera-
tivo, fica prejudicado no uso de pré-condicionadores. Uma estratégia adotada foi a de compor
os blocos ¢ com as funces associadas ao elemento e seus vizinhos (4 no caso de elemento
quadrilateral}. Nessa abordagem, os blocos deixaram de ser singulares. Entretanto a conver-
géncia do método iterativo de GMRES néo foi acelerada com o uso desse pré-condicionador

para o problema testado.
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Além disso, notou-se que a matriz de rigidez global do método de GEM possui autovalores
negativos, isso &, a matriz ndo é positiva definida. A utilizacdo de termos de penalizacdo
(6.3.3) pode tornar os autovalores dos blocos diagonais e da matriz global positivos. Isso
pode ocorrer se o termo de penalizacido for suficientemente grande.

A formulacio de Baumann produz bloco diagonal positivo semidefinido para ordens de
interpolacao quadratica ou maior. E a matriz global é também positiva semidefinida. Isso foi
observado no estudo no Mathematica e apresentado por Prudhomme et al [15]. Observou-se,
no Mathematica, que os autovalores das matrizes sdo complexos com parte real positiva. A
verificagdo da positividade definida foi feita analisando-se a parte simétrica das matrizes.
Se M é a matriz nao simétrica de Baumann, sua parte simétrica é dada por Mmesrica ==
(M + MT). Os autovalores de Myimetrica 580 POsitivos, com excegio de um deles que é zero.
Logo a matriz M néo pode ser dita positiva definida, mas positiva semidefinida.

10.1.3 Resultados

Nessa se¢ao sao apresentados os graficos de convergéncia dos métodos. Os graficos de conver-
géncia sdo apresentados em fungao do nimero de elementos da malha para diferentes ordens
de interpolacio. Em todos os casos, os elementos tém o mesmo tamanho e a mesma ordem
de interpolagio (refinamento uniforme).

Vale lembrar que, para mesma ordem de interpolacdo e mesmo nimero de elementos, o
método de Galerkin descontinuo requer mais graus de liberdade que o método clssico de
elementos finitos. Isso se deve ao fato de que, em Galerkin descontinuo, as funces de base
tém suporte local ao elemento. Ou seja, os graus de liberdade de um elemento ndo sdo
compartilhados com seus vizinhos como ocorre em elementos finitos.

As figuras 10.3, 10.4 e 10.5 apresentam um comparativo dos erros em norma L2 e semi-
norma de H1 para os métodos de elementos finitos, Galerkin descontinuo de Baumann e
GEM sem a utilizacdo de termos de penalidade. Percebe-se que as formulagtes de Baumann
e GEM s&o equivalentes se comparadas em seminorma de H1. Nota-se ainda a superioridade
do método de elementos finitos classico na resolucio desse problema (solucio suave). Essa
superioridade acentua-se mais se comparado o custo computacional (nimero de graus de
liberdade) de cada método. O método de elementos finitos requer menos graus de liberdade
que os métodos de (GGalerkin descontinuo. A tabela a seguir mostra o nimero de equagdes
para algumas das simulac¢des que originaram os graficos de convergéncia:
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. Numero de equacies
p=2 Elementos finitos |Galerkin descontinuo
nel
4 25 36
16 81 144
64 289 576
256 1089 2304
p=5
nel
4 121 144
16 441 576
64 i681 2304

Figura 10.2: Namero de equagbes para elementos finitos e Galerkin descontinuo
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Erro em norma L2 e seminorma de H1

Baumann {2} diz que a taxa de convergéncia dos métodos deve ser:

o para elementos finitos: em norma L2 deve ser p+ 1; e em seminorma de H1 deve ser p.

o para Galerkin descontinuo de Baumann: em norma L2 deve ser p quando p for par e
p—+ 1 quando for fmpar; e p em seminorma de H1.

e para GEM: em norma L2 deve ser p + 1; e em seminorma de H1 deve ser p.

Isso é o mesmo que dizer que elementos finitos e GEM possuem convergéncia 6tima em
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norma L2 e seminorma de H1, enquanto a formulacio de Baumann tem uma deficiéncia
para p pares, quando a convergéncia em norma L2 é sub-6tima.

Observando os graficos de convergéncia (figuras 10.3, 10.4 e 10.5) constata-se o respeito
a essas taxas analiticas.

As figuras 10.6, 10.7 e 10.8 comparam as versoes dos métodos de Galerkin descontinuo
de Baumann ¢ GEM com e sem termo de penalidade. Observa-se que a aplicacido do termo
de penalidade com C = 1 (ver se¢do 6.3.3) diminui o erro da soluciio. Ja o GEM necessita
de uma penalidade maior (¢ = 10) para melhorar a solugdo. O termo de penalidade com
C = 1 piora a solugdo do GEM.

Na figura 10.9, observa~se que a aplicagdo de uma forte penalidade (C = 10} conduz a
resultados eqiiivalentes aos do método de elementos finitos cldssico.
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10.2 Problema de Conveccao-Difusao

Este problema de conveccao-difusao escalar, com a convecgao dominante, apresenta uma des-
continuidade ao longo do domfnio imposta pelas condigoes de fronteira Dirichlet. O objetivo
neste teste é avaliar o comportamento do método de Galerkin descontinuo com respeito as os-
cilacGes. Foram realizados testes com a formulagio descontinua de Baumann sem penalidade
e a formulagio continua de elementos finitos. Para ambos os casos observou-se a qualidade
da solugéo acrescentando-se o termo de difusio artificial de SUPG.
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Os parametros do problema (figura 10.10) sdo dados para a equacéo diferencial
—V - (AVu) + div{Bu) = S em Q = (-1, 1)

emque A =1.0e—6, 8= {1,1}T e S = 0. As condi¢des de contorno sio Dirichlet valendo
zero ou 1.0 conforme a fronteira. A condigao de contorno é descontinua em alguns pontos
(variando de zero a 1.0 bruscamente), da qual aparecerd a descontinuidade da solugéo.

2ero

Figura 10.10: Enunciado do problema

Tentou-se utilizar o termo de penalizacio na formulacdo de Baumann. O termo de pe-
nalizacao foi definido (se¢io 6.3.3) como o = kh™! com k = C Ap®. Utilizando-se C' = 1,
nenhuma diferenca pode ser notada com relacdo a formulacio de Baumann sem penalizacéo.
Isso porque com o valor de A = l.e — 6, o termo K & muito pequeno com relacio ao termo
convectivo. Utilizando-se C = 1.e + 6, a solugio de Baumann com penalizacio assemelha-se
muito & solugdo de elementos finitos.

Um valor intermediario deveria ser adotado, avaliando-se a estabilidade da solugio, que
se deteriora a medida que o método converge para o método de elementos finitos. Dada essa
ineficiéncia do método com penalidade, esse serd doravante abandonado neste trabalho para
a resolucdo de problemas de conveccio dominante.

As figuras 10.11, 10.12, 10.13 e 10.14 mostram a solucdo de Galerkin descontinuo de
Baumann e elementos finitos sem e com SUPG para ordem de interpolagio constante p = 2 e
refinamento uniforme da malha. As malhas possuem 4, 16, 64 e 256 elementos quadrilateros.
As figuras 10.15 e 10.16 mostram o mesmo problema resolvido com malha de tridngules.

Observa-se que o método de elementos finitos apresenta bastante oscilacio. Essa osclagho
é bem remediada com a utilizacdo da difusio artificial.

O método de Galerkin descontinuo mostra-se bastante estdvel e a utilizagdo de difusao
artificial colabora com a estabilidade. A solugio de Galerkin descontinno com SUPG parece
ser melhor que a de Galerkin descontinuo sem difusfo artificial. Nota-se ainda que, no método
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de Galerkin descontinuo, as oscilagbes em um elemento néo se propagam para os elementos
vizinhos (ou se propagam em grandeza bem menor), 0 que é uma vantagem do método com
relacdo a elementos finitos contfnuo.

FEE

13
i

.

Figura 10.11: Evolugfio da solucio para refinamento uniforme e p = 2 constante

Método de Galerkin descontinuo de Baumann sem SUPG

Figura 10.12: Evolucao da solugio para refinamento uniforme e p = 2 constante

Método de Galerkin descontinuo de Banmann com SUPG
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Figura 10.13: Evolugao da solugao para refinamento uniforme e p = 2 constante

Método de elementos finitos continuo sem SUPG

Figura 10.14: Evolucio da solucio para refinamento uniforme e p = 2 constante

Método de elementos finitos continuo com SUPG
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Figura 10.15: Evolucdo da solucdo para refinamento uniforme e p = 2 constante

Método de elementos finitos continuo com SUPG. Malha de tridngulos
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Figura 10.16: Evolucdo da solucdo para refinamento uniforme e p = 2 constante

Método de Galerkin descontinuo de Baumann com SUPG. Malha de tridngulos
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Alterando-se alguns parimetros do problema, pode-se obter um problema de camada
limite na fronteira do dominio. Alteram-se as posicGes das condigdes Dirichlet zero e 1.0
(figura 10.17). A solucdo toma a forma das figuras 10.18 e 10.19, com camada limite ao longo
dos eixos z = 1 e y = 1. Nessas figuras pode-se observar uma deterioracao da solugdo quando
se utiliza difusdo artificial. Isso se deve ao fato de que o termo de SUPG acrescenta uma
difusdo na direcao da convecgdo. Na direciio perpendicular & da conveccdo, a solugio oscila.
As oscilacOes ndo se propagam para os elementos vizinhos.

Zero

Figura 10.17: Enunciado do preblema
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Figura 10.19: Evolugdo da solucio para 64 elementose p=2,3,4e5

Método de Galerkin descontinuo de Baumann com SUPG

Uma terceira versio proposta para esse teste é o de alinhar as interfaces entre elementos
com a descontinuidade, no interior do dominio. As figuras 10.20 e 10.21 mostram os resultados
para elementos finitos e Galerkin descontinuo de Baumann.

Comparando-se a solugdo de Galerkin descontinuo com a solugdo de elementos finitos fica
clara a superioridade do método de Galerkin descontinuo quando as interfaces sio coinciden-
tes com a descontinuidade. A soluglo apresentada na figura 10.21 é obtida com 4 ou 256
elementos, idénticas.

A descontinuidade tende a desaparecer quando s&o utilizados os termos de penalidade
na interface. Foram utilizados termos de penalidade com C = 100, 1000, 10000 e 10600 000.
(Quanto maior o valor da penalidade mais continua é a solugdo - e também mais proxima da
solucao de elementos finitos. A continuidade da solugdo vem acompanhada das oscilagles

numéricas. Os resultados sao mostrados na figura 10.22.
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ol

IR
TE Lo

fro
T

[N
boa

Figura 10.20: Solugdo de elementos finitos com SUPG (a) e sem (b)

256 elementos e p = 2

tR2rg

BRI R

by

Figura 10.21: Solucdo de Galerkin descont{nuo de Baumann.

4, 16, 64 ou 256 elementos e p == 2
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Figura 10.22: Solugdo de Galerkin descontinuo de Baumann com penalidade

256 elementos e p = 2 - Penalidade com C = 100, 1000, 10000 e 1000000

10.3 Problema de Conveccao-Difusao - Camada Limite

10.3.1 Descricao do Problema

Este problema de camada limite foi extraido do artigo de Paul Houston et al [9].
A solucio analitica é dada por

u(cc,y) =xr+y (1 _ x) + (e*wl/A . em{lwm) (lmy)/A) (1 _ e—l/A)wl
para a equacio diferencial
~V - (AVu) + div(Bu) = S em Q = (0,1)*

em que
PHIGREY
SIOLIOTEDA DENTRAL
DERENVOLYIMENTO DE COLEGRES
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Ggy Q=aP (-0~ (1-y)+ -y

A(L — e 1/A) i=a) (i=3)/A -ty
B = {1: 1}T
0 paraxr =1
0 paray =1

U =9y _ (1 +e¥A y— ety (<144 paraz =0

— (=1 +e5/4) + z — eY4z) (—1+e'4) ! paray =0
I'y=90

e A varia para cada caso testado. Quanto menor o valor de A, mais forte & a camada
limite. A figura 10.23 apresenta a solucio analitica para alguns valores de A.

Figura 10.23: Solugdes analfticas paraa) A=1,b) A=0.1,¢c) A=0.01 ed)} A=0.001
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10.3.2 Resultados

Neste problema, foram comparadas as formulagdes de Baumann sem penalidade e a formu-
lagao continua de elementos finitos. No problema simulado utilizou-se A = 0.01 (ver figura
10.23 ¢ ).

Propde-se utilizar elementos continuos e descontinuos na mesma simulagdo. Na regido da
camada limite utiliza-se Galerkin descontinuo, buscando-se a estabilidade da solucdo. E na

regido do dominio em que a solucdo é suave utiliza-se elementos finitos continuo.

10.3.2.1 Refinamento ao Longo da Camada Limite

O refinamento uniforme da malha ndo é 6timo para problemas de camada limite. As regides
de forte gradiente necessitam de mais elementos para convergir & solugio do problema. E
usual a utilizacdo de malhas mais refinadas nas regices de forte gradiente da solucdo. Isso
permite um melhor aproveitamento dos recursos computacionais. Desse modo, utilizou-se
malha da figura a seguir. A partir dessa malha procedeu-se o refinamento uniforme para

construir as demais malhas utilizadas.

0.9 0.7

a.7

1o
0.9

1.0

Figura 10.24: Malha para camada limite

10.3.2.2 Combinagdo de Elementos Finitos e Galerkin Descontinuo

Uma estratégia para otimizar os recursos na simulagdo é utilizar elementos finitos em re-
gides de solucdo suave e Galerkin descontinuo em regides de fortes gradientes. A utilizacdo
de elementos finitos nas regides de solugdo suave produz um problema com menos graus de
liberdade do que utilizando apenas Galerkin descontinuo. E a utilizacdo de Galerkin des-
continuo nas regides de solugfo com fortes gradientes produz um método mais estavel com

2

respeito a oscilagbes. Essa abordagem & utilizada (figura 10.25) no problema de camada
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limite apresentado e os resultados com e sem SUPG sdo mostrados nas figuras 10,26, 10.27
e 10.28.
As simulagdes de Galerkin descontinuo ndo utilizaram termos de penalidade.

71 Descontinuo
Continuo

0.9 0.1

Figura 10.25: Malha com elementos continuos e descontinuos
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Dy

)

Figura 10.26: Solugdo camada limite - Elementos finitos continuo
a}) Com SUPG b) Sem SUPG

p = 2, 16 elementos - 81 equacoes
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Figura 10.27: Solugdo camada limite - Galerkin descontinuo de Baumann
a) Com SUPG b) Sem SUPG

p =2, 16 elementos - 144 equagdes
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b pos s s s

Figura 10.28: Solugdo camada limite - Elementos finitos continuo e descontinuo
a) Com SUPG b) Sem SUPG

p = 2, 16 elementos - 133 equa¢oes



92 CAPITULO 10. RESOLUCAQ DE PROBLEMAS

A taxa de convergéncia obtida variou em funcéo da utilizag¢do do termo de difusdo artificial
SUPG. Com SUPG, as taxas de convergéncia ficaram em torno de 1.0 para os trés casos
testados (elementos finitos, baumann e continuo-descontinuo). Essa taxa de convergéncia é
muito baixa se comparada com as taxas obtidas sem SUPG. Por outro lado, o termo SUPG
mantém a solugdo mais estdvel. As figuras a seguir trazem as curvas de convergéncia h para
norma L2 e seminorma de H1.

Converganciab em horma L2

Ejemantos finitos sem SUPG
&0 e
55
B
s H__‘_____.—-w""__w |
s Py j
e
= %5 ‘
= ; -
& 80 Y f "
§ o - 3
K i
20 el :
15 i
8 3
45
2] - v v r
] 200 408 630 iy 1008 1200
Mimere de eiementos
Corvergincia h 2m seminorma Hi
Elementos finites sem SUPG
50
53
50 ‘
45
40 -
—— =
k-] H —1
i 26 | // :
B
20 / i
¢
13 :
18
05 :
1] T 1
a 06 466 800 a0 60 1205

Hamere da slementos

Figura 10.29: Taxa de convergéncia h

Elementos finitos sem SUPG
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Figura 10.30: Taxa de convergéncia h

Galerkin descontinuo de Baumann sem SUPG

93
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Convergencia h em normal2

leridn contir ! aem SHPG
B4 e e - -
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Figura 10.31: Taxa de convergéncia h

Galerkin continuo-descontinuo sem SUPG

A tabela 10.32 faz um resumo das taxas de convergéncia obtidas. Os resultados indicam
que a taxa de convergéncia vai em diregdo das taxas analiticas dadas em [2}. O método
de elementos finitos deve convergir a uma taxa p + 1 para norma L2 e p para seminorma
de H1. J4 a formulagdo descontinua de Baumann deve convergir a uma taxa p para p par
(sub-6tima) e p+1 para p impar (6tima) em norma L2. Em seminorma de H1 deve convergir
a uma taxa p, como elementos finitos. Nota-se que a combinagio de elementos continuos e

descontinuos é 6tima em seminorma de H1 e sub-6tima para p par em norma L2, tal como
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Galerkin descontinuc. Entretanto, os valores sio melhores que esse ultimo.

DG Bémna:m

EF Cont-Desc
P L2 Semi H1 L2 Semi H1 L2 Semt H1
2 2.8 1.5 1.8 1.8 1.8 1.8
3 3.4 2.8 33 2.9 326 2.9
4 4.1 34 3.6 34 440 3.4
5 4.9 4.0 477 3.9 438 40

Figura 10.32: Resumo da taxa de convergéncia

Observa-se a maior estabilidade do método de Galerkin descontinuo. Isso em detrimento
da continuidade da solugao em alguns pontos.

A utilizacdo de elementos continuos combinados com elementos descontinuos mostrou-se
consistente. A solucdo é tao estavel quanto Galerkin descontinuo na regido da camada limite.
Na regido suave do dominio {em que estio os elementos continuos), a solugio & melhor que
a de Galerkin descontinuo. A utilizacdo de elementos continuos e descontinuos combinados
diminui 0 namero de equacdes do problema (133 equagbes) em relagdo a formulagio de
Galerkin descontinuo (144 equag¢des). Refinando-se os elementos (refinamento k) o ganho no
nimero de equagdes torna-se mais expressivo (ver tabela 10.1).

| Namero de elementos | Galerkin descontinuo | Descontinuo e continuo |
16 144 133
64 376 513
256 2304 2017
1024 9216 &0601
4096 36864 31873
16384 147456 127233

Tabela 10.1: Ntimero de equagdes para problema de camada limite

p = 2 e refinamento uniforme da malha




Capitulo 11
Conclusoes e Consideracoes Finais

O método de Galerkin descontinuo mostrou-se bastante adequado para problemas de convecgio-
difusdo. Nos problemas de camada limite testados, o0 método dispensa o uso de termos de
difusdo artificial (SUPG), necessarios para elementos finitos continuo.

Com elementos finitos, as oscilagbes estido presentes em uma grande regido do dominio, isso
é, as oscilagtes se propagam além da regido de forte gradiente. J4 com Galerkin descontinuo,
as oscilagGes sao restritas & regido de forte gradiente, ndo se propagando pelo resto do dominio.
Além disso, alinhando-se as interfaces entre elementos com a descontinuidade, nenhuma
oscilacdo & apresentada.

Uma desvantagem do método de Galerkin descontinuo é o nimero de graus de liberdade
do problema, muito maior que o de elementos finitos. Foi adotada a estratégia de combinar
os métodos de Galerkin descontinuo e elementos finitos para somar a vantagem de cada um
deles. Dessa forma, utiliza-se Galerkin descontinuo nas regides de forte gradiente ou solugbes
descontinuas buscando-se a estabilidade da solugdo. E nas regides de solugdo suave opta-se
por utilizar elementos finitos, de modo a ter menos graus de liberdade. Essa abordagem
mostrou-se adequada e a combinacao dos métodos mostrou-se consistente.

A utilizacdo de termos de penalidade mostrou-se boa para solugbes suaves, mas nio
trouxe vantagens na camada limite. Pelos resultados obtidos, conclui-se ser melhor utilizar
elementos finitos combinado com Galerkin descontinuo do que utilizar termos de penalidade.
Isso porque a utilizac@o de termos de penalidade melhora a solugdo suave até se tornar
equivalente & solugdo de elementos finitos. Porém com mais graus de liberdade. Qutra
desvantagem dos termos de penalidade é a dependéncia do seu valor ao problema resolvido.

A comparacdo dos métodos de Galerkin descontinuo de Baumann e GEM - Global Ele-
ment Method - mostrou que, embora o GEM apresente taxas Otimas de convergéncia, sua
caracterfstica de ndo positividade da matriz de rigidez dificulta sua resolucdo. Neste trabalho

optou-se pela formulag¢ao de Baumann como preferida.



Anexo A

Espacos de Aproximacao Descontinuos

As bases descontinuas diferem-se das continuas em sua construcio por nao exigirem continui-
dade entre elementos e também por ndo serem definidas na fronteira entre eles, mas & direita
e & esquerda dessa fronteira. Esse fato implica que uma simulacdo descontinua necessita de
mais fungdes (e conseqiientemente mais graus de liberdade) que uma simulagio continua para

obter o mesmo espago de aproximacao.

Construcao de Bases Hierarquicas Descontinuas

As funcoes de base descontinuas podem ser construidas como:
(z ~ )y — yo) (2 — 2)™ k,I,m=0,1,23..
em que (Zg, Yo, z0) € um ponto no interior do elemento deformado, isto é, em coordenadas

reais do problema. E, para limitar os valores das funcdes, pode-se norinaliza-las como:

m

(2 — 20)* (¥ — v0)' (2 — 20)
Ck cr T Cw

kl,m=0,1,2,3..

em que

1 £ (.I‘—!Eo)

o < +1 Vzell,.

Por simplicidade, pode-se escolher ainda C' = MazC;, Cy, C, e assim as fungbes podem

ser definidas como:

(x — zo)"{y — yo )t (2 — )™
C‘lc+l+m

k1,m=0,1,23..

Um polinémio de grau n em uma varidvel definida sobre o elemento €2, toma a forma

g9
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(& — zo) (z — z0)? (z ~ zo)"

1 - DA  —
Bol+ By c + B2 2 o+ B o
ou ainda em trés variaveis
klm>0 m
Z 8 (z— 939)’“(3! - yo)l(z — Zg)
kim Ckti+m
k+H+m<n

Ag figuras a seguir ilustram as functes descontinuas uni e bidimensionais.

-0.25
-0.5
-0.75

Figura 11.1: Base descontinua unidimensional - ordem 2

Figura 11.2: Base descontinua bidimensional bilinear
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