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Resumo

Fste trabatho trata da andlise de edificios através de uma técnica discreta,
baseada no método dos elementos finitos via processo dos deslocamentos, onde a
estrutura € idealizada como uma associacio tridimensional de vigas, lajes e pilares.
Elaborou-se a partir de um ambiente computacional denominado PZ, sob o para-
digma da orientagao a objetos, uma série de rotinas, "classes” e "métodos” que
permitemn o cdlculo de deformagdes e esforgos na anélise tridimensiconal de estru-
turas. O ambiente de computacgio cientifica PZ, escrito em linguagem de progra-
macao C+-+, & uma ferramenta computacional de miltiplos propésitos, preparado
para a simulacio, via método dos elementos finitos, de problemas matemdéticos e
de engenharia onde o fendmeno a ser analisado pode ser representado através de
um conjunto de equagoes diferenciais parciais. Nesse ambiente, usando o conceito
de hierarquia de classes, todo o cédigo péde ser reutilizado. Assim, aproveitando
a funcionalidade do codigo existente, para andlise do tipo elasticidade tridimensio-
nal para relacoes tensdo/deformacio, desenvolveram-se as formulacoes variacionails
que expressam as deformacdes em elementos de barra e placa e implementou-se
estas e classes de materiais especificos para o cdlculo de "vigas 7, "pilares 7 e de
"placas 7, derivadas de uma classe abstrata existente no PZ, chamada TMaterial.
O elemento de barra foi modelado levando em conta a Teoria de Timoshenko e o
elemento de placa fol modelado incorporando a Teoria de Reissner-Mindlin, onde
associou-se também & formulacio o efeito de membrana. Dada a generalidade das
formulagoes, tanto o elemento de barra quanto o elemento de placa podemn assumir
geometrias arbitrdrias (parabolicas, cilindricas)., O elemento de barra foi concebi-
do com seis graus de liberdade por né para permitir o perfeito acoplamento com
o elemento de placa, também implementado com seis varidveis independentes por
né: trés translagoes e trés rotagdes. Foi elaborado um pré-processador baseade na
entrada de dados do programa Ansys. Para a visualizagio dos resultados foram
implementado no ambiente PZ alguns "métodos ” onde se introduziu o conceito de
"elemento grafico 7, através do qual se preparam arquivos de saida de resultados
adequado tal que possam ser interpretados por programas de visualizacgo grifica.
Através de implementacdes computacionais apresentam-se exemplos numéricos cu-
jos resultados foram comparados com o software Ansys, versdo 5.2, mostrando a
validade das formulagbes desenvolvidas.
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Abstract

This thesis is concerned with the analysis of buildings using a discrete te-
chnique based on the finite element method, via process of displacement, where
the structure is idealized as a three dimensional association of beams, slabs and
columns.

The slabs are discretized with plate finite elements of four nodes. The columns
and beams are modelled by unidimensional finite elements submitted to flexure.

Based on the paradigm of the orientation to objects and using the computatio-
nal environment PZ, a series of routines were created: ”classes” and "methods”,
which permitted the evaluation of deformations and strains in the three dimensio-
nal analysis of structures, The scientific computational environment PZ, written
in the C+4+ programming language, is a muitiple purpose computational tool
prepared for the simulation, via the finite element method, of mathematical and
engineering problems, where the phenomenon to be analysed can be represented by
a systemn of partial differential equations. In such environment, using the concept
of class hierarchy, variational formulations that express the strains in bar and plate
elements by the generation of classes derived from ”materials” were implemented.

The classes named TTimoshenko and TPlateReissner derived from an abstract
class named TMaterial existing in the PZ environment were implemented.

The bar and plate elements were modelled taking into account the Theory
of Timoshenko and the Theory of Reissner-Mindlin, respectively, with the mem-
brane effect taken into consideration in the formulation.membrane effect was also
associated in the formulation.

Considering the generality of the formulation, both the bar and plate elements
can assume arbitrary geometric shapes.

The bar element was conceived with six nodal degrees of freedom in order to
allow the coupling with the plate element, which also has six nodal degrees of
freedom: three translations and three rotations.

A pre-processor based on input files created by the programme Ansys was
prepared. To the visualization of the results some "methods” allow the the pre-
parasion of files containing the answers of the analysed structure that are suitable
to be interpreted by softwares of graphic visualization.

The examples presented to confirm the validation of the present computational
implementation where always compared with the results obtained with similar
simulations realized by the software Ansys.
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Capitulo 1

Introducao

A maioria dos fenémenos da natureza, seja nos ramos da biologia, geo-
logia ou da engenharia podem ser expressos de maneira aproximada com o
auxilio das leis da fisica e da matemdtica em termos algébricos, diferenciais
ou através de equagoes integrais. Determinar a distribuicao de tensées em
um recipiente pressurizado sujeito & cargas mecénicas, térmicas e/ou aero-
dindmicas, encontrar a taxa de concentracio de poluentes nas dguas ou na
atmosfera, simular o clima na tentativa de entender e prognosticar o meca-
nismo de formagao dos tornados e tormentas, sao alguns exemplos dos muitos
problemas praticos com os quais nos deparamos a todo instante e que podem
set representados através de equagoes diferenciais.

Conforme Timoshenko[33], o estudo de fendomenos fisicos voltados para a
engenharia estrutural teve seu inicio no final do século XVII, porém sofreu
seu maior desenvolvimento em meados do século XX com a introdugéo de
novas técnicas de célculo e surgimento dos computadores digitais.

Engenheiros e cientistas que se dedicam ao estudo de fenémenos fisicos
estao empenhados em duas principais tarefas:

¢ formulacao matemadtica dos processos fisicos;

e andlise numérica do modelo matematico.

Segundo Przermieniecki[24], os métodos de andlise estrutural podem ser
classificados em analiticos e numéricos. Apesar de apresentarem solugoes fe-
chadas, de grande utilidade, os métodos analiticos sao muito limitados quan-
do se deseja resolver problemas maiores e mais complexos.



No intuito de se buscar respostas para tals problemas recorre-se, na
maioria das vezes, a formulagoes matemadticas que sao representadas pelas
equagtes diferenciais que expressam esses processos fisicos. Com o advento
dos computadores houve um grande avanco dos métodos numéricos, e mode-
los matemdticos puderam ser analisados com maior rapidez e confiabilidade.
Célculos que antes eram impossiveis de se realizar, devido a limitaces da
tecnologia dos computadores, tornaram-se realidade; teorias que envolviam
solidos tridimensionais sofreram grandes evolugtes e aocs poucos foram sendo
desmistificados.

O uso do computador na engenharia, seja para apoic na administragao,
planejamento, controle ou andlise de projetos, entre outros, possibilitou aos
engenheiros, projetistas e pessoas envolvidas nos projetos avaliar e manipular
as informagoes mais rapidamente, planejé-las, estimar seus impactos e com
isso viabilizar a tomada de decistes com aceitdveis margens de erro.

Para o estudo desses projetos ha a necessidade de se construir modelos a
fim de permitir a simulacao fisica do comportamento do sistemna. Projetos
estruturais exigem um certo grau de complexidade para sua completa ela-
boracdo e andlise. Esses projetos apoiam-se na mecinica dos sélidos, que
¢ a ciéncia que permite descrever o comportamento desses sistemas fisicos.
Assim, o0s problemas que podem ser representados por um numero finito
de componentes sao ditos discretos, podendo ser solucionados por compu-
tador; os problemas definidos, usando-se elementos matemadticos infinitesi-
mais, chamam-se continuos e apenas podem ser resolvidos por intervengoes
mateméaticas que conduzem as equagoes diferenciais, as quais nem sempre
apresentam solugao vidvel.

Para resolver problemas continuos utilizam-se vérios métodos de discreti-
zaCio, 0s quais envolvern aproximacoes. Entre esses métodos numéricos apro-
ximados os que apresentaram maior evolugao foram os métodos matriciais,
com maior destaque para ¢ método dos elementos finitos baseados em deslo-
camentos, cuja implantacao se deve a Zienkiewicz[38], Szilard[32] e Argyris(2]
no perfodo de 1955 a 1960. Esta tem sido ao longo dos anos uma das técnicas
mais utilizadas para resolver problemas na engenharia estrutural, mecénica
dos fluidos e transferéncia de calor, podendo ser aplicado também a qual-
quer outroc problema que se traduza na solucdo de um conjunto de equagtes
diferenciais. Seu sucesso € devido ao fato de possuir um procedimento re-
lativamente simples e disciplinado para sua solugao. Inicialmente faz-se a
formulagao do problema; em seguida a discretizagio do dominio do problema
a ser analisado, e por fim a solucao efetiva do sistema de equacdes resultante,
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permitindo a obtencac dos resultados numa etapa de pds-processamento.

A principal caracteristica do método dos elementos finitos € que os passos
sA0 sempre 08 mesmos qualquer ¢ue seja o problema considerado, o que pro-
porciona ao método grande aceitacao no trato dos diversos tipos de analises.
Deste modo, o método dos elementos finitos pode ser visto como uma pode-
rosa ferramenta numérica na obtencao de solugoes aproximadas para modelos
continuos. Sendo suas bases matematicas bem postas, este método & atual-
mente o mais amplamente utilizado em problemas de andlise estrutural e da
mecanica do meio continuo em geral.

Aliado a esta ferramenta matematica encontra-se a programacio orien-
tada a objetos, em que a principal caracterfstica é o reaproveitamento de
codigos ja desenvolvidos. Enquanto hoje cada vez mais softwares utilizam a
filosofia de programacéao orientada a objetos, o desenvolvimento dominante
na computacao cientifica ainda permanece baseada na programagao estrutu-
rada e seqliencial. Isto se deve a varios fatores, tais como:

1. mudanca de linguagem de programacao exige um investimento gue po-
de levar anos;

2. a programacao orientada a objetos pode ser modular, mas desenvolver
esses modulos de forma coerente e bem pensada leva muito tempo. Fsse
conceito novo de programacao, sem divida, é mais complexo do que a
programacao estruturada. Com isso, gasta-se mais tempo para ser bem
utilizada e tornar-se efetivamente mais produtiva do que a programacao
estruturada e segilencial;

3. muitos cientistas tém por cultura usar a programacao convencional me-
ramente para verificar os algoritmos que desenvolveram sobre suas bases
tedricas, inviabilizando o reaproveitamento do cédigo.

Do pouto de vista do desenvolvimento de pesquisa em grupo envolvendo
software, &€ de fundamental importancia que o cédigo fonte a ser gerado por
wm programador seja facilmente entendido e reutilizado por outros em novas
aplicacbes, 0 que justifica o uso da programacio orientada a objetos nesse
trabalho.



1.1 Escopo do trabalho

Neste trabalho sao apresentadas as teorias para barras e placas de
secao transversal indeformdvel, geometricamente lineares, formuladas com
base nos fundamentos da Mecénica dos Sélidos Deformdveis, com vistas ao
seu emprego na modelagem de ediffcios tridimensionais através do método
dos elementos finitos. Muitos aspectos da teoria linear para barras e placas,
principalmente por serem derivados das simplificagées impostas na teoria de
solidos tridimensionais, serao abordadas no transcorrer do trabalho pois sdo
fundamentais para esclarecer as formulacoes utilizadas.

As varidveis cinemdticas do problema do edificio, modelado pela asso-
clacao de placas, pilares e vigas sao 08 deslocamentos de cada nd: 3 de
translagao e 3 de rotagao.

Apresenta-se ainda no trabalho uma extensdo dos problemas da viga e
placa/casca convencionals para eixos com qualquer desenvolvimento geomé-
trico no espago tridimensional.

Embora o método dos elementos finitos esteja bastante evoluido no que diz
respeito aos meios continuos {chapas, placas, cascas, estruturas macicas em
geral), tem sido relativamente pequena a atengao dedicada ao estudo de siste-
mas que envolvam elementos espaciais de barras e placas curvas. Ressalta-se
que este nao é o propadsito deste trabalho, tendo essas extensoes apenas con-
tribufdo para o enriquecimento e generalizacio das formulagbes aqui apre-
sentadas. No caleulo das edificacoes esses elementos serao acoplados, pos-
sibilitando, com isso, wma aproximacao mais confidvel do comportamento
estrutural de edificios.

Partindo de um ambiente de programagao totalmente orientado a objetos,
denominado PZ* (Devloo[12]), baseado na lingnagem C++, foram desenvol-
vidos alguns métodos para a solucdo de problemas de elasticidade eldstico
linear, e duas classes de materiais para o tratamento do problema de barras
e placas no espago. Esses métodos e classes foram incorporados ao ambiente
PZ que, segundo Devloo[11], oferece ao usudrio diversas facilidades para im-
plementacio ¢ uma considerdvel estrutura de classes com possibilidades de
exXpansao.

No capftulo 2 sao descritos os conceitos necessarios para a utilizagéo da
filosofia da linguagem orientada a objetos, em que termos reservados a essa

'O ambiente PZ encontra-se disponivel no Departamento de Estruturas da Faculdade
de Engenharia Civil da Unicamp



metodologia sao definidos.

No desenvolvimento do presente trabalho foi elaborado um programa
computacional com o auxilio da plataforma de programacao PZ, detalhada
no capitulo 3, em que aspectos técnicos desse ambiente, com base no suporte
tedrico adquirido no capitulo anterior, poderao ser melhor elucidados.

Devido & flexibilidade de uma linguagem orientada a objetos, como ¢ o
caso de C+-+ e ainda a portabilidade do PZ, segundo Devloo[12], pode ser
utilizada tanto em arquiteturas computacionais do tipo PC como em estacoes
de trabalho baseadas em sistemas UNIX, disponibilizando com isso seu uso
em plataformas distintas de computadores.

No capitulo 4 apresentam-se as convencoes, hipdteses e conceitos da teo-
ria da elasticidade e principio dos trabathos virtuais. Sao apresentadas ini-
cialmente duas teorias para barras tridimensionais geometricamente lineares,
considerando duas hipdteses cinemadticas aqui denominadas por Teoria de
Bernoulli- Euler e Teoria de Timoshenko. Apds o tratamento das respectivas
formulagoes variacionais faz-se a andlise destas formulagdes com aplicagio a
elementos finitos. Encerra-se o capitulo com desenvolvimento da teoria de
barras de Timoshenko estendida para a andlise de vigas curvas e posterior
apresentagao dos jacobianos unidimensionais para transformagio de coorde-
nadas cartesianas e cilindricas em coordenadas adimensionais do elemento
mestre.

O capitulo 5 é reservado para as formulagbes variacionais dos elementos
de placa e posteriormente para aproximacao de cascas. As formulagOes sdo
detalhadas partindo-se do Principio dos Trabolhos Virtuais, no qual busca-se
a minima energia para a formulacdo de placa de Kirchoff com trés graus de
liberdade por né, e na seqiléncia utiliza-se 0 mesmo prineipio para encontrar
a formulacio que exprime a minima energia para o problema da placa com
as consideracoes de Reissner-Mindlin para seis graus de liberdade por né.

Faz-se a discretizacho das formulagoes a elementos finitos para as teorias
de Kirchoff e Reissner-Mindlin apds a apresentacido das respectivas formu-
lacOes variacionais. Finaliza-se o capitulo com o desenvolvimento da Teoria
de Placas de Reissner-Mindlin estendida para a andlise de cascas curvas e
posterior apresentacao do jacobiano bidimensional para transformacao de
coordenadas cartesianas.

No capitulo 6 é apresentado o acoplamento entre os elementos finitos de
barra e de placa, permitindo a analise de ediffcios. Mostra-se como obter a
matriz de rigidez global da estrutura a ser analisada, bem como o tratamen-
to dado ao problema da imposi¢ao das condigbes de contorno e formulagao



do vetor de agbes nodais equivalentes. Mostra~se também como caleular os
esforcos solicitantes.

No capftulo 7 sao mostrados alguns exemplos de associacao de elementos
de barras e placas e alguns exemplos de esforcos em edificios. Os resultados
dos esfor¢os nos exemplos foram comparados com célculo similar efetuado
através do programa Ansys®[1], versao 5.2. Os exemplos apresentados tém a
finalidade unica de validar a formulagao proposta.

TFinalmente, no capftulo &, sfo apresentadas as conclusées finais do traba-
lho, enfocando os assuntos mencionados anteriormente e possiveis projecoes
ou sugestoes de continuidade que o presente trabalho possa suscitar.

A contribuicao deste trabalho consiste principalmente no tratamento de
elementos de vigas e de placas com a incorporagao da deformagao por cor-
tante e associagao dos dados dos eixos locais dos elementos como parfimetros
adicionais dos mesmos. Com isso, a formulacao das matrizes de rigidez e ve-
tores de carga dos elementos ja foram calculados em termos dos eixos globais,
evitando-se o que classicamente & feito em situagbes semelhantes, ou seja: o
calculo de matrizes de rigidez e vetores de carga dos elementos no sistema
local, formulagdo de matrizes de rotacgao, e finalmente a obtencao de matrizes
de rigidez e vetores de carga expressos nas direcdes das coordenadas globais
a partir das matrizes de rotacdo e das matrizes de rigidez e vetores de cargas
expressos nas coordenadas locais.

Ressalta-se também o enriquecimento do ambiente PZ que passou a in-
corporar a possibilidade de andlise de estruturas de barras, placas e cascas.

1.2 Tarefas principais
As principais tarefas no desenvolvimento desta dissertagao foram:

a) implementar inicialmente duas teorias para barras tridimensionais geo-
metricamente lineares, com o objetivo de elucidar os principais concei-
tos envolvidos nas diferentes hipéteses cinemadticas para as suas formu-
lagoes;

b) em seguida, implementar duas teorias para placas tridimensionais geo-
metricamente lineares, com o objetivo de esclarecer os conceitos que

INo programa de elementos finitos Ansys foram usados os elementos BEAMY e
SHELLGS existentes em sua hiblioteca inferna de elementos.



norteiam as diferentes hipdteses cinemaéticas utilizadas nas duas teo-
rias de placas envolvidas neste trabalho;

¢} utilizar a programacao orientada a objetos e reutilizagao de codigos de
elementos finitos para a solugéo de problemas da engenharia estrutural,
através do acoplamento de elementos de barra com elementos de placas;

d) elaborar um programa para cuidar da entrada de dados semelhante &
entrada de dados do programa Ansys, versao 5.2;

e} propor e analisar vérios exemplos numéricos visando validar a imple-
mentacio computacional proposta;

f) interagir com o software de andlise estrutural Ansys release 5.2 com
vistas a facilitar o pré-processamento dos dados e aferi¢ao de resultados;

g) calcular o sistema de equagbes através de algum método direto existente
na clagse de matrizes do ambiente PZ;

h) calcular as deformagdes a partir dos deslocamentos;

i) obter os esfor¢os solicitantes nos elementos estruturais a partir das
deformagoes encontradas;

g) visualizar graficamente os resultados.

Observa-se que nesse trabalho, o autor ndo se preocupou com andlise de
fensoes.

A saida de resultados pode ser visualizada graficamente através de dois
pos-processadores: o programa DataExplorer da IBM para estagoes de traba-
lho e o programa M View desenvolvido na PUC/RJ para ambiente Windows,

Os exemplos ilustrados neste trabalho foram concebidos com o uso dos
recursos computacionais do CENAPAD-SP?, em estagoes de trabalho do tipo
RISC/6000 e, em alguns casos, utilizando nés do IBM-SP existente nesse
ambiente.

SCentro Nacional de Processamento de Alo Desempenho em Sdc Paulo
(FINEP/MCT/UNICAMP)



Capitulo 2

Programacao orientada a
objetos

No desenvolvimento de técnicas computacionais para a obtencao da so-
lug@o de problemas de andlise de estruturas, as dificuldades mais comuns
referem-se & elaboragao de entrada de dados, processamento e visualizacio
dos resultados. A facilidade de interagdo entre o usudrio e a maquina du-
rante o processo de expansao e implementacao de novas potencialidades aos
programas resultantes é um outro desafio que vem recebendo cada vez mais
importancia, e é sem divida a chave do sucesso para expandir cédigos cada
vez mais complexos e robustos.

Os avangos tecnoldgicos obtidos nos 1ltimos anos, evidenciados pelo au-
mento da capacidade de memoéria e rapidez de execucio dos cdlculos, bem
como a reducao dos pregos dos computadores, trouxe um desenvolvimento
bastante acentuado no que se refere as linguagens de programacio. FEssa
mudanca na forma de se manipular dados para computadores teve seu marco
diferencial dado pela criacac de linguagens orientadas a objetos, pautadas
por um conceito diferente de programacio unindo dados e sub-rotinas,

As linguagens tradicionais interpretam os dados como entidades passivas,
as quais permitem que de qualquer parte do coédigo manipule-se tais dados
através de " procedures” e ” functions”, Scholz[29], facilitando a ocorréncia de
erros, dificultando a manutencao dos programas e a utilizagao de trechos do
coédige no desenvolvimento do programa por terceiros ou em outro projeto
que possa dar continuidade com reutilizacao do caodigo.

Na programacao estruturada, dados e subrotinas sao mantidos separados,
unindo-se apenas quando aqueles sdo passados para estas nas suas chamadas



no corpo do cédigo; as linhas do cddigo séo projetadas em torno das fungoes.
Assim, estas sdo mais importantes nesse tipo de programacéo que naquela
orientada a objetos, os quais sdo o nicleo em torno do qual as mensagens sao
trocadas entre os codigos que compdem um programa.

A orientacgao a objetos utiliza~se do mesmo conceito de estruturagao dos
dados dentro de um tinico tipo e o amplia com a inclusido de sub-rotinas,
mantendo-os {dados e sub-rotinas) unidos de forma a modificar esse conceito,
o qual convencionou-se chamar de classe. As fungdes-membro de uma classe
também conhecidas como métodos, definem o que pode ou nao ser feito com
os dados da classe. Dessa forma, os dados ficam encapsulados de modo que
apenas os métodos do objeto consigam acessd-los, ou seja, um objeto opera
sobre seus proprios dados através de seus proprios métodos, de modo que
fungoes externas a classe do objeto nao consigam manipular suas varidveis.

Uma vez que em wm sistema, objetos armazenam tipos especificos de
informacao e operacgoes especificas, o primeiro passo na criagdo de um pro-
grama baseado em objetos é identificar 0s que fazem parte do sistema, as
informacOes principais e as operacoes realizadas nos mesmos.

A programacao orientada a objetos é uma técnica relativamente nova
para a concepcao e implantacao de sistemas de software, e centraliza-se nos
principais conceitos: tipos de dados abstratos e classes, hierarquias de tipos
(sub-classes), heranca e polimorfismo. Acredita-se que o ponto marcante
da programacfo orientada para objetos seja a possibilidade de se reutilizar
codigo, ou seja, um objeto pode usar as implementacgoes de um outro objeto
e estendé-las para alcancar um objetivo especifico.

Embora o ambiente PZ apresente a possibilidade de reutilizacao de cddigo,
talvez por falta de decumentacao no caso do presente trabalhe, a implemen-
tacao do cédigo foi bastante drdua.

Quando se trabalha com orientacdo a objetos, todos eles sdo organizados
em classes. Sao definidas classes bdsicas e estas sdo estendidas de forma a
criar novas classes, o que torna o software orientado para objeto muito mais
facil de ser documentado e entendido. O principal objetivo da programacao
orientada a objetos é aumentar a produtividade do programador através de
uma maior reutilizacao do cddigo, além de diminuir a complexidade e o custo
da manutencdo do mesmo. Para um bom entendimento do trabalho pode-se
adquirir maiores conhecimentos sobre programacio orientada a objetos em
Wiener & Pinson[37].



2.1 Principais elementos da programacao orien-
tada a objetos

2.1.1 Classe

Segundo Pappas & Murray([22], classe € um novo tipo de dado, definido
pelo usudrio, como 0s que existem pré-definidos em compiladores de diversas
linguagens de programacao. Uma varidvel de uma classe é chamada objeto
e conterd campos de dados e funges. Dessa forma, tira-se vantagem da
estruturacio de dados em uma varidvel e a propriedade de limitar o acesso
a esses dados especfficos a funcgdes proprias. Assim, as classes definem as
propriedades e os atributos que descrevem as acoes de um objeto, servindo
como um padrao para a criagao de obietos, que também sio chamados de
instancias da classe.

Os dados e funcoes de uma classe estao localizados geralmente em uma
area de acesso proibido para fungoes que sejam declaradas externamente &
classe, denominada drea private (privada) ou ainda protected (protegida),
conforme o nivel de acesso que se deseja empregar & classe. Um dado (va-
riavel) ou uma fungio podem ainda ser public (publico), isto é, podem ser
acessados de qualquer parte do programa, porém sempre associados a um
objeto da classe a qual eles pertencem.

Definir wma classe nao cria henhum objeto, do mesmo modo que a existén-
cia do tipo int nao cria nenhuma varidavel. A declaragdo de uma classe co-
mega comn a definicao de uma estrutura de dados e funcoes na drea protected,
private ou ainda public. Entre as fungbes, geralmente, encontram-se duas
especiais: a funcao construtora chamada automaticamente sempre que um
objeto do tipo da classe for declarado, é responsdvel por inicializar as va-
ridveis do objeto (instancia), e a funcao destrutora, chamada sempre que
um objeto alcanca o final do escopo em que foi declarado ou, ainda, quando
a manutencao do objeto em meméria alocado dinamicamente nao for mais
necesséria. Costuma-se implementar as funcoes (métodos) em arquivo sepa-
rado da sua declaracdo, podendo-se implementé-lo no mesmo arquivo. Para
o caso de desenvolver o cédigo das funcdes em arquivos separados daqueles
que contém as declaractes, associam-se os arquivos através de includes nos
arquivos das declaracoes também chamados arquivos de cabecalho.

Em C++ pode-se ainda implementar o cédigo das fungdes na mesma
linha da sua declaracio; nesse caso, segundo Weiskamp[36], ao encontrar
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wmna implementacao desse tipo, o compilador insere o corpo da funcao na
seqiiéncia de sua declaracao, o que torna desnecessaria a chamada de funcéo
pelo programa. Com isso, ndo ocorre o desperdicio de tempo com a chamada
da func¢éo - conhecido como " overhead” , diminuindo o tempo total gasto para
executar um programa.

2.1.2 Objetos

A programacao orientada por objetos é baseada na escrita de programas
em termos de objetos (coisas) que compdem o sistema. Como visto, um
objeto representa uma entidade do mundo real que pode armazenar dados
(varigveis-membros) e possui um conjunto especifico de operagoes (fungdes-
membro) que sdo realizadas nele, ou ainda, é um conjunto de dados e proce-
dimentos para trabalhar com esses dados.

2.1.3 Mensagens

Objetos s6 sao dteis quando associados a outros objetos para alcancar um
resultado. A troca de informacdes entre objetos é feita através das mensa-
gens, A mesma mensagem pode ser enviada a objetos diferentes que devido
a seus métodos préprios para tratamento dessa mensagem poderd responder
de forma diferente, determinando um comportamento denominado polimor-
fismo.

Umna mensagem possui basicamente trés componentes:

® objeto para receber a mensagem;
¢ nome da operagio (método) a ser executada pelo objeto;

e parametro {(argumento).

2.1.4 Meétodos

Como mencionado anteriormente, ao declarar uma classe pode-se definir
dados e fungdes como private, protected ou public. A forma mais segura de
se manipular os dados de uma classe é através de suas fungbes (métodos).
Para que umn método possa estar disponivel em qualquer ponto do programa
é necessario que ele seja definido como public. Os métodos private da classe,
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por outro lado, somente podem ser acessados utilizando-se os préprios méto-
dos da classe. Definindo-se métodos privados da classe, o programa poderd
controlar os valores atribuidos acs préprios métodos da classe e a forma como
eles sdo utilizados. Existem ainda métodos com acesso protected que podem
ser acessados pela classe a que pertence e também pelas classes derivadas da
mesma.

2.2 Principais caracteristicas da programacao
orientada a objetos

2.2.1 Encapsulamento

O encapsulamento refere-se & maneira como cada objeto é definido. Tipi-
camente, essa definicdo é parte de uma classe C++ e inclui uma descricao da
estrutura interna do objeto, ou seja uma descrigao de como ele se relaciona
com outros objetos e a forma de protecdo que isola os detalhes funcionais
do objeto em relacdo ao exterior da classe. Assim, a classe satisfaz aos re-
quisitos objeto-orientados para o encapsulamento, pois segundo Watson &
Chan[35]: ” Ndo me interessa saber como € feito, somente interessa-me que
seja feito...”. Geralmente a encapsulacao de dados possui basicamente trés
finalidades:

o proteger os dados da exposicao excessiva;
s ocultar detalhes do armazenamento de dados;

e facilitar a reutilizacao do cddigo em outro projeto.

2.2.2 Heranca

A programacao orientada a objetos oferece uma maneira de relacionar
classes umas com as outras por meio de hierarquias. Pode-se dividir classes
em sub-classes, mantendo-se o princfpio de que cada sub-classe herda as
caracteristicas da classe da qual foi derivada. Uma classe origem é chamada
classe-base e as classes que compartilham as caracteristicas de uma classe-
base e tém outras caracteristicas adicionais sdo chamadas classes derivadas.
Uma classe-bdsica representa os elementos comuns a um grupo de classes
derivadas. Uma classe que é derivada de uma classe-bdsica pode, por sua
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vez, ser classe-basica de outra classe. O uso de classes derivadas aumenta a
eficiéneia da programacao pelo fato de nao necessitar que se criem codigos
repetitivos.

A uma biblioteca de funcoes nao se pode adicionar outras implementagoes
a nao ser que ela seja reescrita ou que se possua seu cédigo-fonte para alters-
la e recompild-la. O uso de uma biblioteca de classes oferece uma grande
vantagem sobre o use de uma biblioteca de fungdes: naquela o programador
pode criar classes derivadas a partir de classes-bdsicas da biblioteca. Assim,
sem alterar a classe-base, é possivel adicionar a ela caracteristicas diferentes
que a tornarao capaz de executar o que se determina. A facilidade com
que classes existentes podem ser reutilizadas sem serem alteradas é um dos
maiores beneficios oferecidos por linguagens orientadas a objetos. Com o
uso da heranga pode-se incluir dados e métodos em wma classe derivada sermn
ter que alterar a classe original. Dessa forma, um objeto pode herdar dados
e métodos de uma classe, evitando a repeticio de cédigo para tratar dois
objetos de classes diferentes, porém semelhantes.

2.2.3 Polimorfismo

O sentido da palavra polimorfismo! provém do uso de um nico nome
para definir vdrias formas distintas. Em C+-+ déd-se o nome de polimorfismo
a criacdo de uma famflia de fungbes que compartilham do mesmo nome; mas
cada uma tem um cédigo independente. O resultado da agdo de cada uma
das funcoes da famflia é o mesmo. A maneira de atingir esse resultado é
distinta.

A linguagem C+-+ implementa polimorfismo utilizando funcées virtuais.
Uma funcdo wvirtuel é uma fungdo-membro de uma classe que é projetada
para trabalhar virtualmente com quaisquer membros da classe-bésica ou de-
rivada (de fipo ainda desconhecido). Pode-se pensar numa fungdo wvirtual
como sendo uma 7 fungéo varidvel”, uma funcaoc-mermbro da classe que é pro-
jetada para ser substitufda mais tarde por uma funcao-membro de uma classe
derivada e ainda desconhecida. Muitas vezes tais fungdes nao fazem nada na
classe bdsica; estao ali somente para que possam ser referenciadas na classe
basica e implementadas posteriormente pelas classes derivadas.

! Poly significa muitos. J4 morfic significa formas. Quando se combinam os dois termos
obtém-se muitas formas, ou seja, um objeto polimdrfico é aquele capag de possuir duas ou
mais formas,
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Com o uso das caracteristicas acima descritas aplicadas a um ambiente
orientado a objetos, pode-se dizer que esse paradigma é bastante eficaz na
criagao de programas que serdo facilmente modificados caso haja necessidade,
visto que sdo compostos por rotinas de simples reutilizagao, servindo como
plataforma de apoio para novos cédigos.

Os problemas de elementos finitos aplicados ao estudo de estruturas re-
caem em procedimentos comuns aos diversos elementos que podem ser herda-
dos sem modificacao pelos diversos objetos que incorporam o problema. Esses
comportamentos semelhantes, porém com algumas diferengas, podem herdar
0 mesmo método para obter seu resultado; no entanto, possuem diferentes
implementagoes de calculo. Assim, agiliza-se o trabalho dos programadores,
que além do tempo e da confiabilidade de nao inchuir erros em cédigo estavel,
ganham maior flexibilidade quando defimem uma nova classe.

Um dos mailores desafios encontrados por quem trabalha com progra-
macao orientada a objetos é o nivel de abstracio dado as classes basicas,
visto que estas devem estar aptas a acolherem classes derivadas com o8 mais
diversos propésitos.
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Capitulo 3

Ambiente PZ

Para solucionar problemas de mecénica do continuo utilizam-se varios mé-
todos de discretizacao os quais envolvem aproximacoOes. Dentre esses métodos
de aproximacao destaca-se o método dos elementos finitos, que consiste em
transformar as equacoes diferenciais em equagoes algébricas, utilizando uma
transformacao simples para as varidveis incognitas. Esse método & ampla-
mente aplicado aos problemas de mecénica dos fluidos, mecinica dos sélidos,
podendo também ser aplicado a qualquer outro problema que se traduza na
solugdo de um conjunto de equacdes diferenciais. Dada a sua grande aplica-
bilidade nas 1ltimas décadas intmeros softwares CAE foram desenvolvidos
com base no método dos elementos finitos, sendo que a maitor parte deles fo-
ram concebidos em linguagens estruturadas como Pascal, C e Fortran. Dessa.
maneira, wm programa que poderia ser muito til nao é suficientemente ex-
plorado pois, dentre outros fatores, ndo é receptivo a extenstes a outros
problemas.

Com o uso de linguagens de programacao seqiiencial, o desenvolvimento
de um trabalho que inclua a elaboracao de um programa de computador
pode causar uma série de contraterpos, pois o simples fato de surgirem
novas especificacoes no transcorrer do projeto causam enormes transtornos,
pois tais modificacoes exigem uma readaptagao a partir do infcio do programa
incluindo muitas funcdes e rotinas ja testadas, que acarreta um dispéndio de
tempo por parte do programador incorrendo na possibilidade de introduzir
novos erros em codigos antes estaveis.

No trato de elementos finitos, o cédigo criado pela metodologia de pro-
gramagcao seqiiencial e estruturada dificilmente pode ser reutilizado para con-
tinuidade de programas que almejam a solucao de um problema, sem contar
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com o aumento da complexidade do ¢ddigo a ponto de dificultar a manu-
tencao deste. Ao contrario da programacio seqiiencial e estruturada, o para-
digma de programacao orientada a objetos tem com uma de suas vantagens
a flexibilidade de reutilizacido do cédigo, o que tem impulsionado o uso dessa
nova metodologia, principalmente no desenvolvimento de grandes projetos
de software para engenharia.

Segundo Oden[19}, um programa de elementos finitos padrio segue geral-
mente uma segiiéncia de execugao de procedimentos que podem ser expressa
nos seguintes passos:

1. divisdo do dominio em sub-dominios de elementos finitos;
2. formulacao variacional do problema em questao;

3. construgéo do modelo, definicao dos coeficientes da equagao diferencial,
efetuando-se as contribui¢des de cada elemento do dominio;

4. aplicacao das condigdes de contorno: deslocamentos e esfor¢os no caso
da analise estrutural;

5. solugdo do sistema linear de equagoes algébricas para determinar, no
caso desse trabalho, a solucdo aproximada de deslocamentos;

6. pos-processamento dos resultados para analise de esforgos na estrutura
em estudo;

3.1 Ambiente PZ

Com o aumento do poder computacional evidenciado nos tdltimos anos,
o método dos elementos finitos tem ganhado a cada dia mais adeptos. A
evolugao do método é notéria, se considerarmos o mimero de artigos sobre
o assunto. Segundo Cook[10], na década de 60 foram cerca de 200 artigos,
7000 na década de 70 e quase 20000 artigos em meados da década de 80.
Avangos na capacidade de armazenamento de informagoes em memdria e o
aumento da velocidade dos processadores dos computadores pessoais contri-
buiram consideravelmente para o sucesso do método, tornando possivel que
problemas mais robustos, nunca antes respondidos pudessem ser analisados
e melhor entendidos via método dos elementos finitos.
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A plataforma PZ é um ambiente de programacao cientifico, desenvolvido
em linguagem C++, destinado a resolucao de problemas de engenharia que
possam ser formulados como um sistema de equagdes diferenciais parciais,
como é o caso do Método dos Elementos Finitos.

Segundo Devloo[12], as classes do ambiente PZ definem tipos inerentes
de problemas de elementos finitos tais como malha, elemento, né e material.
Tais classes implementam métodos para o tratamento dos dados como, por
exemplo: aplicacao das condigbes de contorno, integragio numeérica, monta-
gem dos coeficientes do sistema de equagdes, transformagao de coordenadas,
criacao do material, geragao de malhas, solugdo do sistema, etc. Com o am-
biente PZ pode-se tirar vantagem da reutilizacdo de seu codigo e suas classes
podem ser estendidas de modo a aumentar a abrangéncia de um programa.

E preciso salientar que diferente do que é feito classicamente, no ambien-
te P7Z faz-se uma separacao entre o que ¢ malha geométrica e malha com-
putacional. Através dessa estratégia, trata-se a aproximagio da geometria
independente da aproximacao das grandezas fisicas do problema.

O ambiente PZ, como na maioria dos ambientes de programacao orientado
a objetos, & organizado em um conjunto de classes que o usudrio utiliza para o
desenvolvimento de seus programas. Ao usudrio compete a montagem de um
cédigo principal responsdvel pela criagao dos objetos numa dada sequéncia
légica, que a principio define a malha geométrica e a malha computacional,
definicao do modelo de material a ser resolvido (equacao diferencial) expresso
em termos de coeficientes na matriz de rigidez, aplicacao das condicoes de
contorno e por fim, o processo com as classes de andlise e posterior definicao
da saida de resultados. Segundo Devloo[12], o ambiente PZ foi idealizado e
desenvolvido, com base no paradigma de programacao orientada a objetos,
para que classes bésicas abstraissem o método dos elementos finitos de tal
forma que pudessem ser divididos em cinco secoes distintas:

ek

classes para a definicho da geometria do problema;
2. classes para a definicao do espago de interpolacao;

3. classes para a defini¢do dos materiais {equacao diferencial} do pro-
blema e das condigoes de contorno;

4. classes para organizacio, controle, montagem da matriz e definicéo
do tipo de armazenamento da matriz de rigidez com posterior
solucao do sistema,

5. classes para pos-processamento e visualizacio dos resultados.
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Nesse ambiente deve-se obedecer a uma dada sequéncia de criagio dos
objetos, de forma a extrair os recursos disponfveis adequadamente. A Figura
3.1 ilustra a ordem de execugdo do algoritmo em que o ambiente PZ foi
elaboraclo.

Pré processamento

i

Defini¢do da geometria
U

Defini¢do do espaco de aproximacio
iy
Deﬁnigéodgia equ;gﬁo diferencial :
e condigdes de contorno
¢ . {:
Defini¢do do tipo de armazenagem, montagem ;
da matriz de rigidez e vetor de carga '
Y

OJUIURSS2001d

Solugéo do sistema de equagdes

AL

Pos processamento

Figura 3.1: Algoritmo de criagfo dos objetos no ambiente PZ.

O PZ foi concebido para disponibilizar diversas analises. E possivel dis-
cretizar um mesmo dominio por elementos retangulares e triangulares. Esse
ambiente permite que sejam usados diferentes materiais e graus para os po-
lindmios de interpolagio para um mesmo dominio, 0 que permite uma varie-
dade de anslises muito abrangente, sem a necessidade de serem desenvolvidas
versdes particulares para cada tipo de modelo.

Para os problemas unidimensionais pode-se optar por uma discrefizacao
por elementos geométricos lineares e quadraticos, com um ntimero livre de
graus de liberdade por né. No caso de malhas bidimensionais, para dis-
cretizacdo do domifnio, existe implementado no PZ elementos triangulares
e retangulares que podem ser representados geometricamente em sua forma
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linear e quadratica, também com um mimero livre de graus de liberdade por
né. No presente trabalho utilizaram-se seis graus de liberdade tanto para o
elemento unidimensional de barra quanto para o elemento bidimensional de
placa.

3.1.1 Pré-processamento

O ambiente PZ possui classes especialmente projetadas para o tratamen-
to do pré processamento de dados, no qual se insere dados como: nume-
raciao dos nds, coordenadas dos nos, conectividade dos elementos, tipo de
materiais e as condigbes de contorno naturais e essencials existentes. Para
o pré-processamento encontra-se implementado no ambiente a classe TMo-
dulef para leitura de arquivos com descrigdes de um modelo gerado pelo
programa Modulef[30]. Durante o desenvolvimento da presente dissertagio
foram desenvolvidas a classe TGengrid para a criacao de malhas retangu-
lares e a classe TAnsysZpz. A Figura 3.2 ilustra a hierarquia de classes do
pré-processamento.

TDatafile

|

TAnsys2pz TMedulef TGengrid

Figura 3.2: Hierarquia das classes que definern o pré processamento.

Com vistas a aumentar a interatividade com o usudrio, a classe TAn-
sysZpz converte arquivos de dados gerados no software Ansys release 5.2
para o formato de leitura do PZ. Inicialmente, monta-se a geometria da es-
trutura, a conectividade dos elementos e as respectivas condigoes de contorno
do problema no Ansys, e a seguir processam-se tais dados no ambiente PZ.

Da forma como foram implementadas, as classes do pré-processamento
léem os arquivos de relatorios gerados no Ansys, e através de polimorfismo
(funcoes wvirtual) aplicado aos métodos da classe de leitura de materiais, o
PZ reconhece automaticamente as informagoes adequadas desses materiais
uni e bidimensionais, que sao inseridos no programa.
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3.1.2 Pés-processamento

A estrutura de classes responsdveis pelo pds-processamento conta com
diversos métodos que geram formatos para visualizagao em softwares como:
MView com a classe TMVGrafGrid, View3D que utiliza a classe TVSDGrafGrid
e ainda o Data Fxplorer através da classe TDXGrofGrid. Essas classes sao
derivadas da classe TGrafGrid, uma classe bésica abstrata que implementa
meétodos e incorpora as necessidades bédsicas para wma classe que objetiva o
pos-processamento. A Figura 3.3 define a hierarquia das classes utilizadas
para o pds-processamento.

TGrafGrid

»

| |

TDXGrafGrid | TMVGrafGrid | TV3DGrafGri

Figura 3.3: Hierarquia das classes que definem o pés processamento.

As classes do ambiente PZ responsaveis pela geracio de arquivos de en-
trada para programas de visualizagao cientifica estao preparadas para gerar
tais arquivos, tanto para dados escalares quanto para dados vetoriais. Com
isso, & possivel visualizar a solug¢io com o uso de gradientes e outras ferra-
mentas associadas aos resultados, o que possibilita uma visualizagao rica e
elaborada.

3.1.3 Classes que definem a aproximacao da geometria

O dominio de uma equagao diferencial pode ser discretizado por elemen-
tos finitos, no qual cada elemento define um espaco parametrizado uni, bi e
tridimensional. O mapeamento do dominio pode ser definido por fungoes de
interpolacao lagrangeanas lineares e quadrdticas. Para representar a apro-
ximacao da geometria desse dominio por elementos finitos, o ambiente PZ
utiliza-se das seguintes classes:

¢ TGeoGrid : malha geométrica;

o TGeoNod : né geométrico,
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e TGeoEl : elemento geométrico;

o TCosys : sistema de coordenadas.

Tal parametrizacao é realizada entre um mapearmento da configuragao do
dominio {deformada) e a configuracio de um elemento mestre, como mostra
a Figura 3.4.

L

i)
)

Figura 3.4: Representagho do mapeamento do elemento mestre para o elemento
deformado.

Para tratamento das condicdes de contorno foi desenvolvida uma estru-
tura chamada TGeoNodBe aplicada a nds geométricos. A principal classe
da aproximacdo geométrica é a classe T'GeoGrid que possui listas de pontei-
ros que apontam para objetos do tipo TGeoEl, TGeoNod ¢ TCosys, acima
citados.

Classe TGeoGrid

21



A classe T'GeoGrid é responsavel pelo controle dos nds e elementos que
definem a geometria do dominio da equagdo diferencial. A classe TGeoGrid
disponibiliza ao usudrio acesso a:

lista de nods geométricos;

lista de elementos geométricos;

lista de nés no contorno do dominio;

lista de elementos no contorno do dominio;

métodos para identificagido da vizinhanga entre elementos.

Para garantir performance e melhorar o controle de acesso aos dados,
estes foram armazenados em arvores bindrias do tipo T VeidPirMap da GNU
C++ Library[16], incorporando-se, assim, os métodos pertencentes a essa
biblioteca ao ambiente PZ.

Principais varidveis-membro

char fChecked

Verdadeiro se todos os nés estio definidos.
char fName|64]

Armazena o nome da malha geométrica.

int {NDim

Armazena a dimensao do problema em estudo.

static TGeoGrid *gCurrent

Cdpia tinica na memdria, determina qual é a malha geométrica
corrente para problemas com mais de uma malha.

TVoidPtrMap fNodeMap

Lista de ponteiros para nés do tipo TGeoGrid.

TVoidPtrMap fElementMap
22



Lista de ponteiros para elementos do tipo TGeoGrid.

TVoidPtrMap fNodBndCondMap

Lista de ponteiros para nds com condicGes de contorno.

TVoidPtrMap {EIBndCondMap

Lista de ponteiros para elementos com condigio de contorno.

Principais fungoes-membro

int NumNodes()

Retorna o ndmero de nos da malha.

int NumElem()

Retorna o mimero de elementos da malha.

TGeoGrid{int nd = 3)

Construtor da classe, possui como pardmetro a dimensao da to-
pologia da malha; nesse caso o default é trés dimensoes.

TGeoGrid(TGeoGrid &gr)

Construtor de cépia, no qual constréi-se o objeto corrente com
todos os dados de gr.

TVoidPtrMap &NodeMap()

Retorna uma referéncia para uma lista de nés geométricos (TGeo-
Nod).

TVoidPtrMap &ElementMap()

Retorna uma referéncia para uma lista de elementos geométricos
(TGeoEl).

TVoidPtrMap &NodeBecMap()

Retorna uma referéncia para uma lista de nds geométricos com
condicao de contorno.

TVoidPtrMap &ElementBeMap()
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Retorna uma referéncia para uma lista de elementos geométricos
com condigdo de contorno.

e TGeoNod *FindNode(long nid)

Retorna um ponteiro para um objeto do tipo TGeoNod, este ob-
jeto representa o né geomeétrico cujo Id seja igual a nid. Retorna
NULL se o né nao for encontrado.

s TGeoFl *FindElem(long elid)
Retorna um ponteiro para um objeto do tipo TGeoEl, o qual

objeto representa o elemento geométrico cujo Id seja igual a elid.
Retorna NULL se o elemento nao for encontrado.

o TCosys *FindCosys(long cosysid)
Retorna um ponteiro para o objeto do tipo TGeoEl, o qual sis-
tema representa o sistema de coordenadas cujo Id seja igual a

cosysid. Retorna NULL se o sistema de coordenadas nao for en-
contrado.

¢ void BuildConnectivity()
Constréi e verifica a conectividade dos elementos na malha, res-
ponsdvel por inicializar a informagao de conectividade dentro da
malha.

e void GetBoundaryElements(int NodFrom,int NodTo, VoidPtrVec
&ElementVec, TIntVec &sides)
Retorna no vetor de ponteiros ElementVec, ponteiros para os ele-
mentos no contorno do dominio, localizados entre os nés NodFrom
e NodTo contados no sentido anti-hordrio e a varidvel sides é pre-
enchida com o nimero do lado do elemento que encontra-se no
COntoTNo.

Classe TGeoEl
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A classe TGeoFl trata-se de uma classe abstrata que possui métodos
para manipulacao dos elementos geométricos. Define o mapeamento entre o
elemento deformado e o elemento mestre. Seus métodos sao responsaveis pelo
calculo do Jacobiano, identificacdo do vizinho do elemento, identificacio do
mimero de referéncia da condicéo de contorno e também do material, diviséo
do elemento em sub-elementos e criacao do elemento computacional a partir
do elemento geométrico.

As classes TGeoFlld, TGeoklQ2d e TGeoFlT2d implementam os ele-
mentos geométricos unidimensional, quadrildtero bidimensional e triangular
bidimensional, respectivamente. Esses elementos sao implementados na sua
forma linear e quadrdtica viabilizando a discretizacao de dominios em geo-
metrias diversas.

Os elementos no ambiente PZ sio derivados da classe basica T'GeokEl e
podem ser ilustrados conforme Figura 3.5.

TGeoElL

)

TGeoElld TGeoEIQ2d TGeoEIT2d

Fieura 3.5; Hierarquias das classes que definem os elementos geométricos do PZ
g q q Ji4

Principais varidveis-membro

e long fid
Numero de identificacio do elemento.

e int fNumNodes
Numero de nés no elemento.

o long fMatIndex
Numero de identificacao do material.

e int fNumSides
Numero de arestas do elemento.



o TGeoGrid *fGrid

Ponteiro para a malha a que o objeto corrente pertence.

o TCompll *fReference

Ponteiro para um elemento computacional criado segundo o ele-
mento geométrico corrente.

¢ LongVec {Side

Vetor de identificagdio do lado que os elementos vizinhos se co-
nectam no elemento corrente.

o VoidPtrVec fNodep

Vetor de ponteiros que apontam para os nés que compoe um
elemento.

e VoidPtrVec fConnect

Vetor de ponteiros que apontam para elementos vizinhos conec-
tados ao elemento corrente.

Principais funcoes-membro

e TGeoEl(long Id}

Construtor que possui como argumento o nimero de identificagao
do elemento(Id). As varidveis sfo inicializadas com zero e os
ponteiros apontarm para NULIL.

o TGeoEl(TGeoEl &el)

Construtor de cépia. Cria-se o elemento com as mesmas infor-
magoes de el.

o TGeoGrid *Grid()

Método que retorna um ponteiro para a malha que o elemento
pertence.

o void SetGrid(TGeoGrid *gr)
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Mostra ao elemento corrente que ele pertence a malha apontada
por gr.

long 1d()

Retorna o Id do elemento.

int NumberOfNodes()

Retorna o ntimero de nds do elemento.

long MaterialNurnber()

Retorna o niimero de identificagdo do material do elemento cor-
rente.

TCompEl *Reference()

Retorna um ponteiro para o elemento computacional que o ele-
mento corrente estd apontando.

virtual TCompEl *CreateCompEl()

Cria um elemento computacional baseado no elemento geométrico
corrente.

short NumSides()

Retorna o miimero de lados do elemento.

virtual TGeoNod *SideNode(int side, int node) = 0

Retorna um ponteiro ao né node do lado side do elemento.

TGeokl *Neighbour(short is)

Retorna um ponteiro para o elemento vizinho que esta conectado
no lado is do elemento corrente.

Be(short side)
Retorna o ndmero de identificagao da condicao de contorno do
lado side.

void Shape(double x, int n, TFMatrix &phi, TFMatrix &dphi}
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Calcula n fungoes de forma no ponto z. A seguir o valor da fungio
é retornado em phi e de sua derivada em dphz. As fungbes utiliza-
das no mapeamento da geometria pelo ambiente PZ sao fungbes
lagrangeanas lineares e quadraticas unidimensionais, como pode
ser exemplificado em (3.1} e (3.2).

Paran = 2:
. £ . ~0.5 .
phi = { %ﬁ jt dphi = [ 0.5 } (3.1)
Para n = 3:
§ig~1) 5 1
y - 2 2 . 2
phi= | 1- dphi = | —2¢ (3.2}
i
5(52| 1) E +3

virtual void Jacobian(DoubleAVec &fl, TFMatrix &jacobian, TFMa-
trix &axes)

Retorna em jacobian o calculo do jacobiano no ponto definido por
fl, representado no sistema global de coordenadas por axes.

virtual void X(DoubleAVee &coord, DoubleAVec &result)

Disponibiliza as coordenadas do ponto coord no elemento mestre
e retorna este com o valor correspondente das coordenadas globais
(dominio deformado) em result.

Classe TGeoNod

A classe TGeoNod armazena as coordenadas de um né no espaco tridi-

mensional e € responsavel pela representacao do nd geométrico da malha.
Também armazena o sistema de coordenadas utilizado para representar o
ponto, dado em suas coordenadas globais.

Principais varidveis-membro
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o char fDefined

Indica se a malha foi verificada ou nao.

e long fld
Identificagdo do no.

e double fCoord[3]

Vetor que armazena as coordenadas dos nds, limitado a trés di-
mensoes.

¢ TCosys *{Sys
Retorna um ponteiro para sistema de coordenadas corrente.

» TDofNod *DofNod

Retorna um ponteiro para um objeto do tipo TDofNod, responss-
vel pela geréncia dos graus de liberdade do né.

Principais fungoes-membro

e TGeoNod{long id, int d=23, double *xp=NULL, TCosys *ref=NULL)

Construtor da classe que possui como argumentos o numero de
identificacao do ng, o nimero que define a dimenséo, o ponteiro xp
que representa as coordenadas segundo o sistema global e ainda
o ponteiro ref indicando o sistema de coordenadas adotado para
O no.

e TGeoNod(TGeoNod &gn)

Construtor de copia. Cria o objeto corrente com os dados de gn.

» void SetCoord{double *x, int d=3)

Atualiza as coordenadas para os valores em x.

e void SetReference(TDofNod *dofn)

Indica ao né corrente que o né computacional referente & dofn,
dispoe informacoes dos graus de liberdade de um nd geomeétrico.

e void SetCosys(TCosys *cos)
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Troca o sistema de coordenadas para o apontado por cos.

o TDofNod *Reference()

Retorna um ponteiro para o né computacional.

Classe TCosys

A classe TCosys define os métodos e trata dados referentes ao sistema de
coordenadas. B uma classe bésica e abstrata de onde sao derivadas TCart-
sys, TCylinsys, TEsfersys que tratam coordenadas cartesianas, cilindricas e
esféricas, respectivamente. Dessa forma, disponibilizam-se diferentes tipos
de sistemas de coordenadas para os sistemas locais e globais, como ilustra a
Figura 3.6.

TCosys

[y

; TEsfersys TCylinsys TCartsys i

Figura 3.6: Hierarquia das classes que definem os sistemas de coordenadas.

Principais varidveis-membro

e int fNumber

Identificacdo do sistema de coordenadas.

¢ float fOrigin[3]

Vetor que armazena a origem do sistema de coordenadas, expresso
em sistema de coordenadas cartesianas.

e TCosys *fReference
Ponteiro para o sistema de coordenadas.
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e float fTr[3]{3]

Armagzena os vetores unitdrios expressos em coordenadas carte-
sianas. Relativos ao sistema de coordenadas de referéncia.

Principais func¢oes-membro

e TCosys{int num, TCosys *ref=NULL, float *org=NULL)

Construtor da classe, onde num ¢ a identificagao do sistema, ref
¢ a referéncia do sistema e org é a origem do sistema.

o virtual int Type()

Retorna o tipo do sistema de coordenadas corrente.

e void SetReference(TCosys *co, float *org=NULL)

Atualiza o sistema de referéncia para co e a origem para org. Este
ultimo expresso no sistema de coordenadas corrente.

o void SetAxes(FloatAVec &x, FloatAVec &z)

Define o elxo y normal a x e z.

e void ToReference(float point{3])

Altera point do sistema corrente para o sistema de referéncia.

e void FromReference(float point[3])

Altera point do sistema de referéncia para o sistema corrente.

e void ToGlobal(float point{3])

Altera point do sistema corrente para o sistema global.

e void FromGlobal(float point[3])

Altera point do sistema global para o sistema corrente.
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Classe TGeoNodBc

A classe TGeoNodBe é responsdvel por definir a condigio de contorno
aplicada a um ndé geométrico. Este objeto é declarado como uma struct,
assim torna-se acessivel de qualquer parte do cédigo. Em sua estrutura pos-
sui declarado um ponteiro para TGeoNod, para aplicacao de condigdes de
contorno emn noés geometricos.

Principais varidveis

e TGeoNod *fNod

N6 geométrico da condicio de contorno.

e int fld

Numero de identificaco da condicio de contorno.

Principais funcgoes

e TGeoNodBe(TGeoNod *nodin, int numberin)

Atribui a fNod o endereco de nodin e a fld o valor de numberin.

3.1.4 Classes que definem o espago de aproximacao

A complexidade do modelo matemdtico que representa o comportamento
de muitos problemas de engenharia levou ao desenvolvimento de métodos
aproximados para sua solugio. Dentre esses métodos destacam-se Rayleigh-
Ritz e Galerkin, que mais tarde deram origem ao método dos elementos
finitos. A distincao entre o método dos elementos finitos e esses métodos
aproximados estd na forma sistematica com que o método dos elementos fi-
nitos define as fungoes de interpolagio. No ambiente PZ o espaco de funcoes
de aproximacao é definido com base em polindmios ortogonais, o que carac-
teriza a efetiva dissociacéo das fungoes de interpolacdo com as fungdes de
mapeamento da geometria. Assim, além do conceito de malha geométrica,
o conceito de malha computacional composta por elementos computacionais
e nés computacionais é introduzido para o cilculo de elementos finitos. A
cada elemento computacional associa-se um elemento geométrico, este ultimo
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usado para calcular o mapeamento entre o elemento deformado e o elemento
mestre.

O elemento computacional calcula as fungbes de forma e suas derivadas
nos pontos de integracao. Dessa forma, o elemento computacional utiliza
informacoes, como ilustra a Figura 3.7, do elemento geométrico associado
para calcular a matriz de rigidez do elemento.

r I
/ Dominio \ Material
Au=10
r Iy
Malha Geométri x U=y = b
aina Creometrica

7 w0s

r Iy

Malha Computacional

Figura 3.7: Caracterizagao de um problema de elementos finitos no ambiente PZ.

Classe TCompGrid

A classe TCompGrid é responséavel pelo controle dos néds e elementos
computacionais, materiais e condicoes de contorno. Sao implementadas nessa
clagse outros métodos para:

e calcular a largura da banda do sistema de equagoes;
¢ calcular o mimero de equagoes do modelo;
e renumeragdo dos nds segundo o algoritmo de Cuthill-Mekee;,

e montar o sistema de equacdes globais e vetor de carga;
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carregar um vetor de solugao nos graus de liberdade. A malha computa-
cional estd associada a uma linica malha geométrica, contudo uma ma-
lha geomeétrica pode relacionar-se com diversas malhas computacionais;
assim, a adaptatividade do tipo h pode ser implementada utilizando-se
urna malha geométrica e varias malhas computacionais.

Principais varidveis-membro

static TCompGrid *gCurrent

Para problemas com mais do que uma malha computacional; de-
fine qual malha é a corrente.

TGeoGrid *{Reference

Retorna um ponteiro para a matha geométrica a qual a malha
computacional se refere.

TVoidPtrMap {NodeMap

Lista de ponteiros para nés.

TVoidPtrMap fElementMap

Lista de ponteiros para elementos.

TVoidPtrMap fMaterialMap

Lista de ponteiros para materiais.

TVoidPtrMap fBndCondMap

Lista de ponteiros para as condicoes de contorno.

TVoidPtrMap fNodBndCondMap

Lista de ponteiros para nés com condigdes de contorno associadas.

TVoidPtrMap fEIBndCondMap

Lista de ponteiros para elementos com condiges de contorno as-
sociados.

Principais func¢oes-membro
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TCompGrid(TGeoGrid *gr)

Construtor da classe e possui como argumento uma malha geomé-
trica, utilizada como base para a construgdo da malha computa-
cional.

TCompGrid(TCompGrid &gr)

Construtor de cépia, onde as informactes corrente sao inicializa-
dos com os dados de gr.

int NumNode()

Retorna o mimero de nds da malha.

int NumElem()

Retorna o mimero de elementos da malha.

int NumMat()

Retorna o nimero de materiais da malha.

int NumBc()

Retorna a quantidade de condicdes de contorno na malha.

int NumEIBc()

Retorna o niimero de elementos com condigoes de contorno asso-
ctados a eles.

int NumNodBe()

Retorna o nimero de nds com condicoes de contorno associados
a eles,

TVoidPtrMap &NodeMap()

Retorna uma referéncia para os nds geométricos.

TVoidPtrMap &ElementMap()

Retorna uma referéncia para uma lista de elementos geométricos.

TVoidPtrMap &NodeBeMap()
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Retorna uma referéncia para uma lista de nds geométricos que
possuem condicdo de contorno associados.

TVoidPtrMap &ElementBeMap()

Retorna uma referéncia para uma lista de elementos geométricos
que possuem condicdo de contorno associados.

TVoidPtrMap &MaterialMap()

Retorna uma referéncia para uma lista materiais.

TVoidPtrMap &BndCondMap()

Retorna uma referéncia para uma lista de condigtes de contorno.

TDofNod *FindNode(long nid)

Retorna um ponteiro para o né computacional, cujo nimero de
identificago é igual a nid. Retorna NULL caso ¢ né néo seja
encontrado.

TMaterial *FindMaterial{long matid)

Retorna um ponteiro para o material, cuio nimero de identifi-
cagao ¢ igual a matid.

TCompEl *FindElement(long elid)

Retorna um ponteiro para o elemento computacional, cujo mime-
ro de identificacao é igual a elid.

void ComputeNodeSequence(long Elementld)

Renumera os nés segundo o algoritmo de Cuthill-Mckee, iniciando
pelo elemento cuja identificacdo € dada por Elementld.

long NumEquations()

Retorna o niimero de equagoes do sistema global.

long BandWidth()

Retorna a largura da banda do sistema gerado.

void Assemble(TBlock &block, TMatrix &rhs)
36



Monta a matriz de rigidez na matriz referenciada por block ¢ o
vetor de carga em rhs.

Classe TCompEl

A classe bésica e abstrata TCompEl define o comportamento que o ele-
mento computacional deve ter para enquadrar-se no ambiente PZ. As classes
TCompEllid e TCompFEl2d, caracterizadas por tratarem dos elementos com-
putacionais unidimensional e bidimensional, sdo derivadas da classe TCom-
phL

Sao as classes TCompEIT2d e TCompElQ2d, que implementam o com-
portamento para elementos computacionais bidimensionais triangulares e re-
tangulares, respectivamente. Por fim, a classe TEIBiot2d é derivada da classe
TCompElQ2d destinada a implementar o problema de Biot para ambiente.

A classe TCompFEl foi projetada com o propdsito de ser uma classe abstra-
ta, onde alguns de seus métodos sdo elaborados nas classes derivadas, dado o
nivel de abstracao explorado. Assim, a classe engloba muitas tarefas dentre
as quais destacam-se:

o definicdo da ordem de interpolagao;

o definicdo da regra de integracao para o elemento;

e cilculo de funcoes de forma;

e aplicacao das condigbes de contorno na matriz de rigidez;
o cdlculo da matriz de rigidez do elemento;

e cilculo do erro dada pela aproximacao.
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TCompEl

Y

| TCompEIT2d|| TCompEIQ2d)

TEIBiot2d

Figura 3.8: Hierarquia das classes que definem os elementos computacionais no
ambiente PZ.

Na Figura 3.8 observa-se a associagfo entre ag classes que caracterizam
0s elementos computacionais.

Principais varidveis-membro

e long fld
Niimero de identificacao do elemento computacional.

o TCompGrid *fCGrid

Ponteiro para a malha computacional & qual o objeto corrente
pertence.

o TGeoEl *fReference

Elemento geométrico com referéncia para o elemento computa-
cional corrente.

Principais fun¢oes-membro

o TCompEl(int dim)

Contrutor da classe, onde o elemento computacional é criado com
os dados sem valores iniciais e dimensao dim.

33



TCompEl(TCompEl &zel)

Construtor de cépia, o elemento corrente é criado com os dados
de el.

TCompGrid *Grid()

Retorna um ponteiro para a malha computacional & qual o ele-
mento pertence.

long Id()

Retorna o mimero de identificacao do elemento.

TGeoEl *Reference()

Retorna um ponteiro para um elemento geométrico referenciado
pelo elemento computacional.

virtual void long MaterialNumber()

Retorna o indice do material do objeto corrente.

virtual TDofNod *SideNode(short is)

Retorna um ponteiro para o né situado no lado is.

TCompEl *Connect(short iside)

Retorna um ponteiro para o elemento computacional vizinho ao
lado side do elemento corrente.

virtual void SetInterpolationOrder(ShortAVec &ord)

Retorna a ordem do polindmio de interpolacao utilizado para o
calculo da aproximacao.

void Chebyshev(double x, int num, TFMatrix &phi, TFMatrix &dphi,
long *id)
Calcula num funcgées de forma unidimensionais no ponto x e re-

tornando em phi e dphi os valores das functes de forma e de sua
derivada, respectivamente.

virtual void Shape(double x, int num, TMatrix &phi, TMatrix &dphi)
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Para o ponto x, retorna o valor de n funcoes de forma e suas
derivadas em phi e dphi, respectivamente. Essas sao as fungoes
de forma utilizadas na aproximacao numérica do problema. No
ambiente PZ faz-se uso das fungoes hierarquicas de Chebyshev.
Nos capftulos que seguem, estas fun¢oes serao identificadas por
N;.

e virtual void ApplyBce(TElementMatrix &ek, TElementMatrix &ef, TBnd-
Cond &bc, int lado)

Aplicacio das condi¢bes de contorno na matriz de rigidez ek e
vetor de cargas ef, sendo tais condi¢bes de contorno dados por
bc.

o virtual void CaleStiff{ TElementMatrix &ek, TElement &ef)

Calcula a matriz de rigidez e vetor de cargas local do elemento
em ek e ef, respectivamente.

¢ virtual void Solution(DoubleAVec &qsi, int var, DoubleAVec &sol, int
&numvar)

Retorna o valor da solugio do sistema no vetor sol.

Classe TDofNod

A classe TDofNod é responsével pelo gerenciamento dos dados relaciona-
dos com o né computacional. Consiste de métodos para identificar o nimero
da equacéo associada ao grau de liberdade, o mimero de elementos conectados
ao nd, a solucao do sistema, etc.

Principais varidveis-membro

e long fNodld
Varidvel que define o nimero de identificacao do no.

o TGeoNod *fReference
Ponteiro para um né geométrico do tipo TGeoNod.
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e DoubleAVec {Var

Vetor que armazena as varidveis dos graus de liberdade.

¢ int NumEICon

Varidvel que define o0 nimero de elementos conectados ao né com-
putacional corrente.

e static long gNodeCounter

Contador estatico com o objetivo de criar um ntimero de identi-
ficagdo Unico para o no.

Principais fungoes-membro

e TDofNod(int ndof, TGeoNod *ref=NULL)

Construtor da classe, onde ndof é o nimero de graus de liberdade
do né e ref é dado pelo né geométrico associado.

o int NDof()

Retorna o mimero de graus de liberdaded do né corrente.

o void SetNDof(short newsize)

Altera o mimero de graus de liberdade associados ao né.

e void SetVal(int i, double x}

Atualiza a variavel 1 com o valor x.

e TGeoNod *Reference()

Retorna um ponteiro para o né geométrico que o objeto corrente
estd. associado.

¢ int NumEICon()

Retorna o mimero de elementos conectados ao no.
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Classe TDofNodBc

A clagse TDofNodBc é responsavel pelo controle e a aplicacao das con-
di¢es de contorno nos graus de liberdade dos nds computacionais. Essas
condi¢bes de contorno podem ser essenciais e naturais, também conhecidas
por Dirichlet e Newmman. Existe ainda a condicdo mista onde associa-se
condi¢Oes naturais e essenciais aos graus de liberdade de um né. Defini-
do como uma struct, suas varidveis estao disponiveis de qualquer parte do
programa e para qualquer classe gque necessite tais dados.

Principais varidveis

¢ TDofNod *Nod

Ponteiro para um né que possui condicao de contorno associada.

¢ TBndCond *fBc

Ponteiro para a condicao de contorno.

Principais funcoes

e TDofNodBc(TDofNod *nod, TBndCond *bc)

Construtor da classe. Inicializa um objeto com fNod = nod e {Be
= bc.

3.1.5 Classes que definem os materiais e condigoes de
contorno

A equacio diferencial que expressa os fenémenos fisicos que ocorrem com
os materiais, é transformada no que se convenciona a chamar de formulagao
variacional do problema. FEssas formulagdes sdo expressas por integrais de
funcoes cujos argumentos sao valores das funcgdes de forma e de suas de-
rivadas, que representam a solugdo aproximada das mencionadas equacoes
diferenciais. A classe bdsica e abstrata que implementa essas caracteristicas
¢ a classe TMaterial. Nas classes derivadas de TMaterial sdo manipulados
os coeficientes dos materiais especificos que representam o comportamento
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de um dado material. Assim, com ¢ auxilio da representagao matricial, re-
solver estas formulagdes para tais coeficientes corresponde a solucionar um
problema de andlise computacional em engenharia.

(Classe TMaterial

A classe basica TMaterial tem por fungao montar e calcular a contribuicio
de umn elemento na matriz de rigidez e no vetor de cargas. Presupondo que
em um problema esteja envolvido materiais de dimensées distintas, foram
implementados métodos que verificam se o objeto pertence a uma classe
derivada apropriada. Dessa maneira, TMatidLin e TMat2dLin sdo classes
derivadas de T'Material, encarregadas de trabalhar com materiais de uma e
duas dimensées, respectivamente.

Para analisar o problema do material de barra eldstica linear pela hipétese
de Timoshenko, implementou-se no presente trabalho a classe T'Timoshenko,
derivada de TMat1dlin.

Para a andlise do problema do material de placa com a hipdtese de
Reissner- Mindlin, implementou-se a classe TPlateReissner, derivada de TMat2dLin.

Ressalta-se que a classe TMat2dLin serve ainda como classe bdsica para
outras classes de materiais como: TMatBiot, TPMat.

A Tigura 3.9 ilustra a distribuicao das classes responsdveis pelo trata-
mento dos dados e métodos referentes aos materiais no ambiente PZ.

TMaterial

[y

| TMatldLin TMat2dLin

TTimoshenko TPlateReissner TMatBiot TPMat

Figura 3.9: Hierarquia das classes que definem o tratamento dos materiais no
ambiente PZ.
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Principais varidveis-membro

e long fld
Variavel que armazena o nimero de identificagao do material.

Principais fun¢oes-membro

» TMaterial{long id)
Construtor da classe, onde o argumento id é o valor de iniciali-
zagao de fld.

o TMaterial(TMaterial nn)
Construtor de cépia. Cria o ohjeto corrente com os dados de nn.

e virtual char *Name()

Retorna o nome da classe derivada da qual Name() estd sendo
referenciada.

o virtual TBndCond *CreateBe(long id, int typ, TFMatrix vall, TFMa-
trix val2)

Cria um objeto da classe TBndCond com o ndmero de identi-
ficacao igual a id, com a condigdo de contorno typ e os valores
das condigdes de contorno expressos em vall (Dirichlet) e val2
(Neumman), respectivamente.

e virtual short DerivedFrom(char *Name})

Retorna 1 caso a classe seja derivada ou igual a classe armazenada,
em Name.

¢ long Id()
Retorna o nimero de identificacdo do material.

e virtual short NumberOfFluxes()

Retorna o mimero de informagdes que se deseja para um dado
pos processamento. Por exemplo, no problema de viga deseja-se
analisar momentos fletores e esforgos cortantes, logo o nimero de
fluxos & dois.

44



e virtual short NumVariables()

Retorna o nimero de varidveis de estado. Para o presente estudo,
no caso de vigas tridimensionais considera-se trés deslocamentos
e trés rotacgoes.

s virtual void SetForcingFunction(void (*fp)(DoubleAVec loc, DoubleA-
Vec result))

Define um vetor de carga em forma de funcio.

o virtual int VariableIndex(char *name)

Retorna o Mmdice da varidvel com nome name.

e virtual void Print(ostream out=cout)

Imprime os dados do material na safda definida por out.

s virtual void Solution{TFMatrix Sol, TFMatrix DSol, int var, DoubleA-
Vec Solout, int numvar)

Retorna a solucao associada a var, definido os valores de estado
e suas derivadas em Sol e DSol.

Classe TBndCond

A classe TBndCond apenas armazens os dados utilizados por objetos
do tipo TMaterial para posterior apliacacao dos mesmos. Para viabilizar a
compatibilidade com o objeto T'Material, a classe TBndCond torna acessivel
apenas objetos do tipo TMaterial. Isto é possivel pois a classe T'BndCond
declara as classes de materiais como amigas (7 friend”) da classe TBndCond, o
que possibilita o acesso das classes de materiais aos dados e métodos privados
de TBndCond. Com isso, as declaragoes abaixo tornam as varidveis-membro
de TBndCond acessiveis as classes do tipo T'Material.

e friend class TMat1ldLin
o friend class TMat2dLin



friend class TMatBiot
friend class TPMat
friend class TElasticity
friend class TTimoshenko

friend class TPlateReissner

Principais varidaveis-membro

long Number

Numero de identificagao da condigao de contorno.

int fType _

Tipo da condicdo de contorno (Dirichlet, Neumman e Mista).
TFMatrix fBcVall .

Matriz que armazena os valores da condicao de contorno essencial
(Dirichlet) a ser aplicada.

TEFMatrix fBcVal2
Matriz que armazena os valores da condicao de contorno natural

{(Neumman) a ser aplicada.

TMaterial *fMatPtr
Ponteiro para o objeto TMaterial que criara a condicdo de con-

torno.

Principais fungoes-membro

TBndCond(TBndCond be)
Construtor de ¢épia. Cria o objeto corrente com os dados de be.

TBndCond(long number, int type, TFMatrix vall, TFMatrix val2)
Construtor da classe, onde os argumentos inicializam fNumber,
fType, fBcVall e fBcVal2, respectivamente.

long Type()
Retorna o tipo da condi¢ao de contorno.

long Number()
Retorna o ntimero de identificacao da condicao de contorno.

TMaterial *MatPtr{)
Retorna um ponteiro para o material que criard a condigéo de

contorno.

46



3.1.6 Classes que definem a montagem e solugao do
sistema

Classe TAnalysis

A implementacio de uma classe que viabilize a troca de informagoes e o
controle sobre os diversas objetos do ambiente é responsabilidade da classe
TAnalysis. Uma vez criados estes objetos no ambiente, a classe TAnalysis
utiliza-se destes e invoca 0s métodos necessérios, controlando o programa até
a completa solucao do sistema.

Principais varidveis-membro

¢ TGeoGrid *GeoGrid

Ponteiro para a malha geométrica.

o TCompGrid *fCompGrid

Ponteiro para a malha computacional.

o TMatrix *{Striffness

Ponteiro para a matriz de rigidez, que armazena a contribuicao da
rigidez de cada elemento envolvido. Como TMatrix é uma classe
basica pode-se referenciar qualquer classe derivada de TMatrix.

¢ TFMatrix *fRhs

Armazena o vetor de cargas do problema.

o TFMatrix *{Solution

Armazena a matriz de rigidez do problema.

Principais fung¢oes-membro

e TAnalysis(TCompGrid *calcgrid)
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Contrutor da classe, onde a andlise é criada com os dados de
calegrid.

e void SetMatrix(TMatrix *stiff)
Define a matrix stiff como matriz de rigidez.

e void Assemble()
Montagem da matriz de rigidez e vetor de carga.

o void Solve()
Resolve o sistema de equacoes.

e virtual void Run(VoidPtrVec scalnames, VoidPtrVec vecnames, char
*plotfile, ostream out=cout)

Executa de forma ordenada cada método necessério, comecando
pela montagem da matriz de rigidez, aplicacdo das condiges de
contorno, solucao do sistema e por fim criacio de um arquivo
de resultados gerado pelos métodos de pdés processamento. O
argumento scalnames armazena nomes das varidveis escalares e
vecnames das varidvels vetoriais e as informacotes pertinentes &
andlise sao gravadas em um arquivo de saida.

No caso desta dissertacao utiliza-se a armazenagem da matriz
de rigidez em banda e a solugao do sistema pode ser realizada
por qualquer método direto disponfvel nas classes de matrizes
associadas ao ambiente PZ, dentre estes destacam-se 0s métodos
de Cholesky, LU ¢ LDLt.

Exemplo de cédigo para acesso ao ambiente PZ

O ambiente PZ possui suas caracterfsticas e padroes que devem ser respei-
tadas. O procedimento de acesso aos métodos do sistema é de fundamental
importancia para o sucesso da analise de elementos finitos que se proponha,
fazer. Entender os passos trilhados pelo ambiente até a solucao do sistema, é
uma tarefa nao muito aprazivel, muito embora necessdrio. A seguir lista-se
o referido procedimento que possibilita uma andlise particular para um dado
problema utilizando o ambiente PZ.
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void ComputElement (TCompGrid &c, TAnalysis * &an);
int main() {
TGeoGrid geo;
TCompGrid comp(&geo);
TCompGrid: :gCurrent = &comp;
TGeoGrid: :gCurrent = &geo;
TAnsys2pz arqld(’’1lixo’’);
arqld.Read(comp) ;
ofstream out(®’saida.dat’’);
geo.BuildConnectivity();
geo.Print(out);
TAnalysis *an;
ComputElement (comp,an) ;
comp.Print (out);
TSkylMatrix *stiff = new TSkylMatrix{an->NumFquations());
an->8etMatrix(stiff);
an->Solver(}.SetDirect (ECholesky);
int dimension = 1;
VoidPtrVec scalnames(0),vecnames(3); vecnames[0] = ’’Displacement’’;
vecnames[1] = ’’Moment’’;
vecnames[2] = ’’Shear’’;
an->DefineGrafGrid(dimension,scalnames,vecnames,’’'prediold.dx’’);
dimension = 2; vecnames.resize(l);
scalnames.resize(2):
scalnames[0] = ’’MomentKsi’’;
scalnames{1] = ’’MomentEta’’;
an->DefineGrafGrid(dimension,scalnames,vecnames,’ 'predio2d.dx’’);
an->Run(out) ;
int resolution = 3;
an->PostProcess (resclution);
return O;
}
void ComputElement (TCompGrid &c,TAnalysis *&an) {
TCompElld: :g0rder = 4;
TCompkl2d::glrderx = 4;
TCompEl2d: :gOrdery = 4;
TGeoGrid &g = *c.ReferenceGrid();
Pix i = g.ElementMap().first();
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TGeoEl *gel;

TCompEl *cel;

while(i) {
gel = (TGeoEl *) g.ElementMap().contents(i);
g.ElementMap () .next (i);
cel = gel->CreateCompEL();
long id = cel->Id();
c.ElementMap() [id] = cel;

¥

¢.CreateDofNodBc () ;

an = new TAnalysis(&c);
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Capitulo 4

Elemento de barra

4.1 Teoria da elasticidade para sélidos tridi-
mensionais

Neste capftulo é apresentado um breve estudo de teorias para barras retas
no espaco tridimensional formuladas a partir de duas hipdteses cinemdticas
sob linearidade geométrica.

No decorrer deste capitulo algumas definicoes sao apresentadas de forma
repetitiva. Isto foi adotado para que as duas teorias para barras apresentadas
possam ser estudadas independentemente, sem a necessidade de se recorrer
a definicoes encontradas em outros sub-capitulos.

Muitas estruturas tém caracteristicas geométricas, mecénicas ou de car-
gas que nao permitem a utilizagdo de calculos simplificados; nesses casos é
essencial considerar a estrutura como um sélido tridimensional e fazer uso,
para a sua andlise, da teoria geral da elasticidade em trés dimensdes. Al-
guns elementos que compodem as estruturas tém uma geometria particular
que permite algumas simplificacbes em sua andlise: é o caso das barras, onde
o comprimento do eixo é muito maior que as dimensoes da secdo transversal.
Neste trabalho, como as barras poderao estar posicionadas em qualquer lu-
gar no espaco tridimensional e serdo tratadas como um elemento, sob o qual
serao feitas algumas simplificacoes nos estados de solicitacoes.
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4,1.1 Deslocamentos

Seja um solido tridimensional como o mostrado na Figura 4.1. O movi-
mento de um ponto no espaco pode ser definido pelas trés componentes do
vetor de deslocamentos de translagao.

= | 1y (4.1)

Os valores @, iy, € %, de uma partfcula para um corpo deformado sdo as
componentes dos deslocamentos do ponto segundo os eixos cartesianos z, y
e z, respectivamente.

Hy
T s Ly

| Ty

Figura 4.1: Sélido tridimensional. Vetor dos deslocamentos de translago.

4.1.2 Deformacoes
Pela teoria cldssica da elasticidade tridimensional a deformacio em um

ponto é definida por nove componentes: eu, €y, €2, Vop = Vaur Yoy = Vyr ©

conforme (4.2).

Ex

€z

Yz

Vez
Yay
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Considere o corpo eldstico com dimensées dx, dy e dz, como mostra a Fi-
gura 4.2, O incremento Adz, Ady e Adz nas direcoes z, y e z s&o originados
das deformacoes normais ¢;, €, e ¢, existentes no corpo.

Deformacdes longifudinnis Dreformuacies cisalhandes

Figura 4.2: Deformagdes normais e cisalhantes em um corpo.

As deformagoes cisalhantes apresentadas na Figura 4.2 séo responsaveis
pela distorgao das faces do elemento e sdo definidas por v,,, V.. € 7.

e A

ds dy

[T
: Ay

oty

Figura 4.3: Relacao entre as componentes de deformacao e deslocamento.

A Figura 4.3 ilustra a relacio entre as componentes de deformacao e
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deslocamento, assim de (4.2} o tensor das componentes de deformagbes pode
ser reescrito por:

Sug

Az
Fuy
dy
Guy
bz
du Bu
puiod’3 podr3
Az + dy

(4.3)

Bug | Oug

Az Or

du du
Ly ot A
L Oy + dr

4.1.3 Tensoes

O tensor das tenstes em um ponto é definido por nove componentes de
tensao. De modo andlogo ao caso das deformacdes, este tensor pode ser
reduzido a seis componentes, pois: T,y = Tyg, Taz = Tuz € Tyy = Toy €
expressos pelo vetor ¢ como em (4.4).

Em (4.4) os valores de o, 0y € 0, expressam as tensoes normais e 7,,, T, e
Ty 520 85 tensoes tangenciais aplicadas ao corpo.

4.1.4 Relacao tensao-deformacgao

A relacao entre as seis deformagdes e as seis tensdes é expressa no ca-
so mais geral da elasticidade anisotropica por uma matriz constitutiva de
tamanho 6 x 6, simétrica, e com 21 coeficientes independentes.

Um caso mais simplificado & o do material ortotrépico, onde nove cons-
tantes eldsticas independentes intervém no comportamento do material, uma
vez que, dada a simetria da matriz constitutiva, tem-se que:
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Eavye = By,

Egv.y = E,v, {4.5)
Eszz = Ezyz:n

Dessa forma, as equagoes constitutivas da teoria da elasticidade, segun-
do Chen & Han[9], para um material homogéneo e isotrépico, podem ser
simplificadas por:

Ti; = )\(Sijgkk + ZGEij (46)

onde ¢;; sao as componentes do tensor das tensoes, 6;; o delta de Kronecker,

A a constante de Lamé definida por A = (}iEz)-

Pode-se ainda escrever a relacdo tensdo-deformacio (4.6) por:

o = De (4.7)

Neste trabalho considera-se o material eldstico isotrépico linear, onde o
modulo de Young no plano de isotropia é representado por E. O coeficiente
de Poisson v representa uma reducao na deformacao transversal no plano de
isotropia devida a tensao de tragdo no mesmo plano.

A matriz D apresentada em (4.7) é denominada matriz constitutiva elds-
tica do material, e com as hipéteses aqui assumidas ¢ definida por:

(1—v) % v 0 0 0
v (1-v) v 0 0 0
E v v (1-v) 0 0 0
D= {1-2v)
(1+)(1 — 2v) 0 0 0 st 0 0
0 0 0 0 o9
0 0 0 N

4.2 Principio dos trabalhos virtuais

O Principio dos Trobalhos Virtueis tem se mostrado uma poderosa téc-
nica para a solucao de diversos problemas freqiientes na engenharia e prin-
cipalmente na mecénica dos sélidos. A seguir é apresentado de forma gené-
rica tal principio, o qual possibilita maior compreensao no desenvolvimento
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e na obtencao das equagOes necessdrias para subseqiientes consideragdes na
expressao da Fnergia Potencial Total dos elementos de barra e de placa apre-
sentados nesse trabalho.

Seja um corpo deformdvel ), como ilustra a Figura 4.4, cujo contorno é
dado por I', submetido a um conjunto de forgas de corpo F; no dominio de
Q, forgas T; no contorno 1'4 e restrigdes aos deslocamentos no contorno I'g.

B Gy,

© bey, 4%_;“(6ﬂ¢‘.J - B )

: Qe { (a

B, -

Figura 4.4: Corpo eldstico em equilibrio.

As equacdes de equilfbrio no corpo em uma dada dire¢ao sao expressas
por:

G-ij,j“E‘F‘i = {em{}
g = Oij (4.9

onde 7 e j variam no intervalo de 1 a 3, respectivamente associados as direcoes
T,y ez

Para que o corpo esteja em equilfbrio & necessdrio que (4.9) seja satis-
feita quando sujeita as condigoes de contorno abaixo descritas, onde h; sdo
as componentes dos deslocamentos prescritos no contorno I's e n; séo as
componentes do vetor normal a superficie I'.

Uy = hni €111 FB
TiTly = ﬂem FA (4}_0)

56



4.2.1 Equacao do principio dos trabalhos virtuais

O termo virtual é usado para designar o trabalho realizado por forgas
externas (verdodeiras) com uma variacao de deslocamentos (deslocamentos
imagindrios, virtuais). Em (4.11} as quantidades T; e F; sdo forcas de su-
perficie externa e de corpo, respectivamente.

Admitindo um estado de forcas em equilfbrio e um estado independente de
deslocamentos compativeis e aplicando-se o Principio dos Trabalhos Virtuais
entre eles, tem-se:

/Uijéﬁe‘jdVWITiﬁu@dA+/ Ebu,dV (4.11)
v A v

Similarmente, as deformagoes de;; representam um conjunto de deformagoes
compativeis com o deslocamento real ou imagindrio du,, para os pontos de
aplicagao das forgas externas T; e F.

Ao substituir (4.12) no lado direito de (4.11), tem-se o trabalho externo
das forgas para uma variacio de deslocamentos.

Weat = / Jijnjéuidfl -+ / Fibu,dV (413)
Ja Jv
A primeira integral pode ser transformada em integral de volume; assim,
pela aplicacao do Teorema da Divergéncia, obtém-se:
Weaf:t = /(U’ij’&ui)’jdv +/ Fz(?uth
1% v

= /(Uz‘mj(?ui—%mjéué,j)d‘/“P/ Fidu;dV (4.14)
v v

Pode-se escrever ainda (4.14) na forma:

Wemr = / (0455 + Fi) 6us -+ a6t ;] AV (4.15)
v

O primeiro termo entre parénteses é anulado pela condicéo de equilfbrio,
a qual satisfaz as equagoes de equilfbrio mencionadas. Dessa rmaneira, o
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trabalho externo W, & escrito por:
Wege = / o iou; ;dV (4.16)
%

Considerando o trabalho interno virtual W,,,;, dado pelo lado esquerdo de
(4.11), tem-se:

i
mm i /aijé‘s”cﬂf w/ mcrij(ﬁuij +<5u”)dV
V V 2 b 1

1
= /v(gcfijéui,j -+ %Jijéujﬂ;)dv (417)

Por fim, pela simetria de o, chega-se & expressdo inicial do trabalho
virtual interno Wi,

w’fmg:/\O};j(Sui’jdV (418)
v

Assim fica estabelecido o Principio dos Trabalhos Virtuais, o qual demos-
tra que Wi = W

4.3 Propriedades geométricas da segao trans-
versal e sistema de coordenadas para ele-
mentos de barra

Nesta secao sao apresentadas algumas propriedades geométricas de uma
secao transversal qualquer, bem como o sistema de coordenadas de um ele-
mento de barra no espaco tridimensional.

4.3.1 Sistema de coordenadas genérico e convencao de
sinais
Define-se um sistema de coordenadas onde os pontos da secao transversal
de uma barra sao representados conforme ilustra a Figura 4.5.
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Figura 4.5: Sistema de coordenadas de uma barra no espaco.

Dessa maneira, as coordenadas de um ponto material gualquer numa
secao transversal de uma barra podem ser expressas vetorialmente por:

X = &, + Y&y + z€, (4.19)

Y R T

Fg

Figura 4.6: Convecdo de sinais adotada para elemento de barra com seis graus de
liberdade por né,

Adota-se para convencao de sinais das rotagbes a regra da mao-direita
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aplicada sobre os eixos cartesianos positivos. Os deslocamentos no elemento
de barra so representados nesse capftulo por trés translagoes: u,, u, e u,
nas diregGes dos eixos cartesianos x, y e z e trés rotagoes 6, 8, e §, em torno
dos eixos z, y e z; portanto, tém-se seis graus de liberdade por né.

Essa convencao de sinais, ilustrada na Figura 4.6, é conveniente para as
aspiracoes de se estender a teoria para aplicagoes no espago tridimensional e
acoplamento com elemento de placa.

4.3.2 Propriedades geométricas

As propriedades geométricas sao implementadas a partir de uma segao
transversal indeformavel. Inicialmente sdo estudadas as propriedades como
drea, momentos estaticos e momentos de inércia para umsa dada secio de
uma barra.

Esses conceitos e propriedades sdo apresentados agui apenas para que se
compreenda de forma consistente todas as dedugdes envolvendo a posicao do
eixo da barra frente as hipdteses cinematicas adotadas.

A drea da segdo transversal ¢ dada por:

Am/ dAzfdydz (4.20)
A A

As coordenadas do centro de gravidade da secdo transversal da barra sao:
1 / A

1
Fo= — 4.2
P = 5 /A »dA (4.21)

Os momentos estdticos sao relativos aos dois eixos que definem a segdo
transversal e sdo expressos por:

Sy = /sz
A

S, = ~/ ydA (4.22)
A
A partir de (4.21) e (4.22}, obtém-se as expressoes:
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_ 1
¥y - —Zsz
1

=S (4.23)

(3
il

Assim, 0os momentos estaticos podem ser reescritos como:
S, = —gA {(4.24)

Outras propriedades geométricas importantes sdo os momentos de inércia
da se¢do transversal, definidos por:

Sy = /zzd/i
JA
Sy = / y?dA (4.25)
A
Jyz = — f yzdA
A

Para os eixos centrais a posi¢ao dos pontos da seqdo transversal sao:

g = y—g
Y = 2z (4.26)

Os momentos estdticos definidos para estes eixos centrais resultam em:

SC6 /zGGdAm/(zm“z“)dAxSy~Sym0
o+ A

A

590 =~ [yun=- [-paa--s.+5. =0 @m
A A

Os momentos de inércia para os eixos centrais sao expressos pelas seguin-
tes componentes:
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SO = Jy — AF
JEe =, — A (4.28)
TG0 = e+ ApE

Logo, de (4.28), resulta que para eixos quaisquer, segundo a regra de
Steiner, os momentos de inércia sao representados por:

Jy = IS+ AF

vy
oo = JOF + A (4.29)
Jyo = Jo — Ayz

A expressao do momento polar para eixos centrais é:

JOC = J, = Agy — Azz = J, — A + ) (4.30)

Para o caso de eixos com coordenadas quaisquer, o momento polar de
inércia é expresso por:

Jo =I5 + Agij + Azz = JJC + A (' + 27 (4.31)

4.4 Introducao & teoria de vigas

A seguir séo apresentadas duas teorias para andlise de vigas para ele-
mentos finitos unidimensionais: a Teoria de Viga de Fuler-Bernoulli e a
Teoria de Viga de Timoshenko. Ambas possuem algumas consideracoes em
comum, diferenciando-se no trato das funcoes de forma onde a teoria de
Euler-Bernoulli necessita de continuidade C'e a teoria de Timoshenko nio
exige mais do que funcdes de forma com continuidade C°.

Na verdade, a diferenca entre as teorias reside no fato da teoria de Euler-
Bernoulli ndo considerar a deformacéo por cisalhamento, enquanto a teoria
de Timoshenko faz uso da deformagdo por cortante para o cdlculo dos deslo-
camentos.
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4.4.1 Teoria de Euler-Bernoulli

Considere a viga, ilustrada na Figura 4.7, de comprimento [, se¢ao trans-
versal de drea A e momentos de inércia a flexdo Jy, e J;., sobre a qual atuam
uma série de acoes e momentos externos.

Figura 4.7: Viga convencional de Euler-Bernoulli.

Hipdtese cinemadtica

Na Teoria Cldssica de Barras também conhecida como Teoria Cldssica de
Buarras, mostrada na Figura 4.7, admite-se que as segOes transversais normais
a0 eixo da viga antes da deformacao, permanecem planas e ortogonais a esta
apos a deformacao.

O vetor deslocamento @ pode ser genericamente expresso por:

b=u+8xa (4.32)
Onde:

u: & o deslocamento dos pontos do eixo;
f: & a rotagao da secao transversal;
a: posicao dos pontos na secao transversal, definido por:

a =y, + z€, (4.33)
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A Figura 4.8 ilustra a cinematica dos deslocamentos das fibras em uma
secao transversal genérica de um elemento de barra.

Seefio Franspersud

[T.yz)  peseede il partaptn dn deslocammenin

{ra el posighe desiorads

Figura 4.8: Cinematica de deslocamentos de um ponto da secao transversal
genérica de uma barra.

Conforme a Figura 4.8, onde R é o vetor posicao, tem-se que:
g Cao,

y=Rcosae e z=Rsina (4.34)

Por simplificagbes geométricas considera-se £ = R.f6,. Com isso, as va-
riacoes de deslocamentos na fibra podem ser escritas na forma:

Az = Az, + Az, = 20, — yb;
Ay = {sina = Rsinaf, = —z8,
Az = fcosa= Rcosal, = yb, {4.35)

Os sinais negativos que aparecem em (4.35) representam variaces de
deslocamentos com sentido contréario ac convencionado.

O deslocamento total de um ponto em uma secdo transversal pode ser
representado, conforme Figura 4.8, por:

Uy = Uy + Az
Uy = uy + Ay (4.36)
Ty = Uy -+ Az

64



Da hipétese mencionada e das consideracoes expressas em {4.36), chega-
se A expressao que representa a cinemdtica de deslocamentos de um ponto
na secio transversal de um elemento.

Ty, g + 20, — yl,

Pela hipétese da teoria de Fuler-Bernoulli, tem-se que:

u, = 0, e ul, = —Bf, (4.38)

A associagao entre deslocamentos e rotacOes descrita em (4.38) dé-se o
nome de vinculo de Euler-Bernoulli. A partir da expressio anterior tem-se
que os deslocamentos podem ser reescritos por:

Uy Uy — 2U, — yu;
U= | Iy | = Uy — 20, (4.39)
Uy U, + Yy

Deformacoes

A matriz jacobiana de deslocamentos, partindo de (4.39), é dada pela
seguinte expressao matricial:

(u, — 2u] —yuy) —uw, —u
(u), ~ 207,) 0 0, (4.40)
(ul, + y0,) B, 0

O (T, Uy, 1)
T 0wy

Onde, dada a fungio genérica w, sua derivada em relacio a x é represen-
tada por w' = %gi‘
Admitindo a hipdtese de pequenos deslocamentos e deformagdes, o tensor

das deformacoes F sob linearidade geométrica é definido por:

B=2(+) (4.41)

Substituindo (4.40) em (4.41), resulta:
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(= 2 = yuy)  (=3205)  (390,)
E= (—320.) 0 0 (4.42)
(3v6.) 0 0
Admite-se que &; = FE,, Yoy = 2Ewy € vy, = 2E,,. Aplicando-se essas

expressoes em (4.42) resulta no vetor das deformacoes, expresso a seguir que,
em termos de componentes, elas sdo escritas por

Ex Uy — YUy — 2U]
Ey 0
£ 0
£ = 'y; = 0 (4.43)
Ve yﬁ;l
L ’me | L —291. |

onde os valores ndo nulos v,, e v,, sdo as distor¢oes e €, ¢ a deformacéo
axial da barra.

Tensoes

O tensor das tensdes pode ser escrito através de suas componentes nao
nulas na forma:

s

T = 04€; + Tuy€y + Tzl (4.44)

onde o, é a tensdao normal ao plano formado pelos vetores €, € €, T4y € Ta,
520 as tensdes cisalhantes atuantes no plano normal ao vetor é;.
As componentes das tensoes sao representadas por:

r Ry

o = (4.45)
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Esforgos solicitantes

Os esforcos solicitantes em um elemento de barra sao forcas cortantes V,,
e Vi, forca normal N;, momentos fletores M, ¢ M, e momento torcor M,,
definidos por:

=
i
h}\;\hh?\\

!

™

o

=

e

M, = zozdA
M, = yodA (4.46)
Relagao tensao-deformagao
A equacao constitutiva da elasticidade € formalmente dada por:
o= De (4.47)
No sistema local da barra, a matriz D) é escrita por
TEA 0 0 O 0 0 ]
0 00 0 0 0
O 00 0 0 0
D=1V 9 00c6n 0o o (4.48)
0 00 0O EJ, O
0 00 0 0 EJ. |

onde A, F, J,, Jyy € J., séo a drea da secao transversal da barra, médulo de
elasticidade longitudinal, momento polar de inércia e momentos de inéreia
em relagdo aos eixos principals y e z respectivamente.
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Esforcos e deformacgoes generalizadas

Na Teoria Cldssica de Barras, o vetor dos esforgos internos ou tensoes
generalizadas & € representado por:

Ny o
‘/ﬂ:y Tay
- Va‘z ] . Tz
O = i = dA 4.49
M, A (YTaz — 2Tay) ( )
M, 204
| M. L YOy i

Para a formulagio das equagdes constitutivas utilizam-se as seguintes re-
lacoes elsdsticas lineares:

o, = Lbe,
oy Ee,
oy, = FEe,
Tyz . G’sz
Taz G’sz
Toy = Ggy (4.50)

Substituindo {4.50) em (4.49) e lembrando que as forcas cortantes néo
produzem trabalho, obtém-se os esforcos solicitantes em um elemento de
barra. Ressalta-se também que a excentricidade nao estd sendo considerada
nessa formulacao.

N, = / EeydA = f E (U, — zuf] —yuy) dA = EAu,
A A

Y

G (110~ 1) d = [ [G (6 + ) 0] dA = G,
A

2Be,dA = / 2E (u, — 2uf] — yuy) dA = — EJyu]
A

il |
—rr—

yEeydA = /AyE () — 2w — yuy) dA = —EJ.uy  (4.51)
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Assim, o vetor das tensdes generalizadas pode ser reescrito por

E A,
0
0
Gt
—Edyyu’

—F Jzzu;

Qs
H
{
o
[ H)
=
ot
Nt

onde o vetor das deformagdes generalizadas &, em (4.52), é definido por:

!
U,

Acoes

No presente trabalho as agdes em um elemento de barra podem ser forcas
e momentos concentrados nos nés ou distribufdos ao longo do eixo da barra.
As forgas e momentos pontuais séo aplicadas nos nés nas diregoes z, y e =
globais. As forgas e momentos distribuidos séo aplicados ao longo do eixo da
barra nas direces z, y e z local em relagdo a cada lado do elemento.

A convencao de sinais € a mesma utilizada nas formulacoes, expressa pela
regra da mao direita.

As forcas de corpo f;, f, e f. apresentadas na formulago a seguir para
o elemento de barra, expressam forcas por unidade de volume.
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Pe = [, fedA

py = [4 fydA
pe = [, fodA
me = [ (yfe — 2fy) fadA
my = [, 2fzdA
m, = fA y fadA

p
Forgas ¢ momentos disiribuidos / comprimento

Formulacgao variacional

[

Iy (forga na diregio x)

Fy (forca na direcao y)

Iy (forga na diregio z)

M (momento em torno x)

My(momento em torno y)

Ms(momento em torno z)

s

'

F()'T'QG.S ¢ momentos concentrados

(4.54)

O trabalho virtual dos esforcos internos de uma barra é igual ao trabalho
virtual das acoes e, sob condigdes de contorno essenciais, pode-se demonstrar

sua equivaléncia com as equagoes diferenciais de equilfbrio.

Na formulagao que segue para facilitar a notacdo, eventualmente serao
usados os fndices 1, 2, 3 em correspondencia a x, y, 2.

/66130'13{19""/6ﬁgﬂdﬂmf6ﬁ@I;dF$0
0 ] r

(4.55)

O domfnio pode ser representado pela soma dos sub-dominios e ao consi-

derar dA = dydz pode-se escrever:

Trai

Tial

he
/ f ... dAdzx.
o 0 he

L...dﬂw%/e...dﬂer;

(4.56)

Conforme Reddy[25], aplicam-se as deformacdes existentes e ainda com
as consideragbes estabelecidas em (4.536) tem-se que:

Mgt he
0 = Z {/0 /A (6€a00 + 6y Tay + 6%2%2) dAdz,
[t 3
i
- / / (8% f + 81y fy + 61, f2) d Adae
0 Ja.

3 3
- {Z Suf P + 60, My + > Su My,
k=1
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Substituindo-se {4.43) em (4.57) obtém-se:

Ttel

he
0 - Z{ /0 f (5, — 2t = o) o+ (=280, 7oy

e=1

fe
+ (y68.) T2.) dAdz, ~ f / [(6ue — 26u), — ybuy) fo
o Ja,
+ (buy — 200;) fy + (6u. + y6b,) f.] dAdz.

3 3
—~ {Z buy Fie + 802 Mz + > buy My, } (4.58)
k=1

k=2
Reordenando (4.58) é possivel escrevé-la em fungio de deslocamentos vir-
tuais associados aos correspondentes esforgos:

e=1

Tef he )
0 = Z /(} 6u;/A ozdA ——éu;’/A zo5dA ——6u§/ﬁ yodA
£ - 3 €

Ny My M.

[ o~

he :
—1-69;/ (YTps — 2Tay) dA] dze m/ 6%] fodA
. Jo A
pfl:

-~
My

f.dA +60, f (yf. — zf,) dA

Ae

[ -

+ duy / fudA du, +
Ae

Py bz Ty

Ae

+69y/ 2f.dA -—692/ yfodA| dz,
Ao Ae

3 3
- [Z Sug F, + 60 M, + Y m;f“Mk] } (4.59)
k=1 k==2

Ao substituir {4.51) em (4.59) tem-se que:
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el he
0 = { f | bus, B Auy, + 60,G I, + bul Byl + 6wy EJ..ul)] dz.
e=1 0 ‘
- / [6ugpe + Ouypy + Su,p, + 60.mg + 66,my — 66.m,| dz.
0
3 3
— [Z Sui Fy + 60, My + > 5u;3“Mk} } (4.60)
k=1 k=2

O sistema é simétrico, bilinear e pode ser escrito na forma.

a (i, u) = (4, f) + (4,t)p (4.61)
Onde:

Tbel

fre
a(i,u) = Z fo [ul, B A, + 86,GJob, + Sl EJydl, + Suy EJpull| dxe
el

Tle}

B
(w, f) = Z / 01Dy + Ouypy + Suzps + 805y + 60,my — 60,m, | dz.
em=] ¥ 0

Net 3 3
(@t = Y [Z Suf, Fie + 60, M, + > bujl M, (4.62)
e=1 k=1 ko2

Discretizagao utilizando o método dos elementos finitos

Para a obtencéo da equacdo de elementos finitos de barra de Euler-
Bernoulli, necessita-se escrever os deslocamentos u em termos de deslocamen-
tos nodais up, mediante a defini¢ao de uma base de fungdes de interpolacio,
da seguinte forma

u = Nu, (4.63)

onde N é a matriz de fungoes de interpolagao, utilizada para encontrar a
solucfo numeérica aproximada das grandezas fisicas do problema.

A matriz dos coeficientes de interpolagao N; que aparece nas expressoes
abaixo, tem seu fndice ¢ dado pela ordem do polinémio de interpolacao uti-
lizado na aproximacao.
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O vetor de deformagdes generalizadas £, como visto em (4.53) pode ser
escrito na forma matricial por:

0 0 Uy;
0 et ( flej Uz, Tlet
e=| , |- Z ve. | = DBl g | =2 Bidi (464)
] e =1 ==l
—u; ~Nj'u,, (%)1
R (5),

Para a implementagao computacional faz-se necessdrio escrever a matriz
B que representa o operador diferencial aplicado as fungdes de interpolacao
da matriz de deformacao generalizada.

A partir de {4.64) define-se a matriz B por:

200 000 0 ]
000 0 0 0
000 0 0 0
Bi=| 0 00% 0 0 (4.65)

0 00 0 -ZN g

Y

0 00 0 0 2

Por fim, substituindo-se (4.65) e (4.48) em (4.60) obtém-se a formulagio
variacional do problema expressa em termos das matrizes 5 e [,

Tlel

0 = Z{ /0 - (BTDB) dz.

ax]

fie
- / Nipz + Nipy + Nip, + Nymy, + Nymy, — Nym,| dzx,
a

3 3
- [Z SN{ Fr+ 8NM, + > 5N,;T’Mk} } (4.66)
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Como os esforgos cisalhantes nao sao considerados na Teoria Cldssica de
Barras, a matriz de rigidez e vetor de cargas para um elemento de barra, a
partir das defini¢bes apresentadas, sdo dados por:

K¢ = / (BTDB) dz.
J e

fre,
e ];} Napidme
f _4yiFL phe
( I) 0 Namidme

Ao mapear para o sistema de coordenadas padrao definido por &, o dife-
rencial de comprimento do elemento dx é:

(4.67)

dze = JodE (4.68)

O jacobiano de transformacio do elemento de barra ¢ dado por J¢ = %ﬁ.

Ressalta-se que o jacobiano unidimensional para coordenadas cartesianas
é apresentado e detalhado no final deste capitulo abrangendo, assim, as duas
teorias de barras apresentadas.

Com isso, (4.66) pode ser reescrita como segue:

K; = f (B"DB) Jedt (4.69)
£

fi = /[Nipm + Nipy + Nip, + Nymy, + Nymy, — Nom,,| J°dE (4.70)
vE
Avaliando-se numericamente (4.69) e (4.70), utilizando a regra de qua-
dratura simétrica de Gauss para os elementos de barra, tem-se a matriz de
rigidez e vetor de carga para cada elemento finito dados por:

kL)

Kf ~ Y [(B"DB)J]._, Wi (4.71)
k=1

fte = Z [(jV?pJ: + ]Vipy + Nipz + Nimw + szy - NmmZJ je]gmgk Wr’s
k=1
(4.72)
Onde Wy representa o peso do k-ésimo ponto de integracao e n o ndmero
total de pontos de integracio em funcgio da ordem do polinémio do elemento.
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Observacgoes

1. A hip6tese de Euler-Bernoulli traz inconvenientes para o método dos
elementos finitos, pois u, e u, passam a ser graus de liberdade da barra
exigindo funcgbes de interpolagio mais complexas para estes compo-
nentes de deslocamentos no sistema local. Dada a associacéo entre a
varidvel deslocarento e a varidvel rotacio caracterizada na Teoria de
Fuler-Bernoulli, exige-se para sua solugio uma familia de polinémios
interpoladores de continuidade C*.

2. Em (4.60) os termos de variagbes que aparecem sao usados como funcio
teste.

4.4.2 Teoria de Timoshenko

Diferentemente da hipdtese de Fuler-Bernoulli, na Teoria de Timoshenko
as rotagoes sao tratadas independentemente dos deslocamentos, devendo ser
consideradas as distor¢des por forca cortante.

Hipdtese cinematica

As secoes planas normais ao eixo da viga antes da deformacao permane-
cem planas, mas nao necessariamente normais ao eixo ap6s a deformacio.
Neste caso, o vetor deslocamento # pode ser expresso por:

i=u+6xa (4.73)

Onde:

u: é o deslocamento do eixo;

f: é a rotagdo da seqao transversal;

a: posicio do ponto na segao transversal e o sfmbolo x representa o
produto vetorial.

a = Y€, + z€, (4.74)

Anaslogo ao estudo da Teoria Cldssice para Barras, o vetor deslocamentos
pode ser expresso algebricamente por suas componentes, conforme ilustra a
Figura 4.8 por:
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Ly Uy + 28, — yY,
i = Uy — 20 (4.75)

=]
I
g

R=3
1

Deformacoes

A matriz jacobiana de deslocamentos, a partir de (4.75), ¢ dada pela
seguinte expressao matricial:

(u, + 28, — y6,) -0, 0,
8 ma:a It ? "Z \
7= W = (- 20)) 0 —0, (4.76)
(u} + y8;) 6. 0

Onde, dada a funcao genérica w, sua derivada em relagio a z € represen-

f = Quw
tada por w' = 5~

Admitindo a hipdtese dos pequenos deslocamentos e deformacoes, o ten-
sor das deformagdes E sob linearidade geométrica é definido por:

1 "
E=2(+/) (4.77)

Substituindo (4.76) em (4.77) resulta em:

(uiK + 28, —yb,) 5 (u, — 20, —0.) §(u, +y0, +0y)
L (ul, — 28, — 0.) 0 0 (4.78)
s (v, +yo, +8,) 0 0

Como e, = Eyz,y Vyy = 2E2y € 7., = 2E4,, a0 substituir essas expressoes
em (4.78) resulta o vetor das deformacoes escrito em termos de componentes

(e ), -+ 20, — yf, ]
Ey 0
£, 0

£ = - 4.79
7, 0 (4.79)
‘}/:cz u’lz + y@; + 6%1
’
| Yy |y, — 2, -0,

onde os valores ndo nulos v, e v,, $a0 as componentes das distorcoes ¢ g, &
a deformacio axial da batra.
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Na Figura 4.9, a hipotese de Timoshenko propde uma rotagao média para
a secho, de forma que, para efeitos préticos, possa continuar considerando-se
a secao plana.

diy g,
Thy i E

Deformada mddio di sepdo bransversal
(Hipdtese de Tonoshenks)

“Worsagd 8 duforgde do fibre médaa

Figura 4.9: Flexao em viga de Timoshenko.

Na Teoria de Vigas de Timoshenko as distorgoes existem e sao contabili-
zadas como ilustra a Figura 4.9.

Tensoes

O tensor das tensoes pode ser escrito genericamente por suas parcelas nao
nulas na forma:

—

T = 046 + Tayly + Tz€e (4.80)

onde o, é a tensdo normal ao plano formado pelos vetores €, e €,, 7oy € Tx.
$a0 as tensdes atuantes no plano normal ao vetor é.
As componentes das tensoes sao dadas por:

Tz

o= (4.81)




Esforc¢os solicitantes

Andlogo a Teoria Cldssica de Barras, os esforcos solicitantes em um ele-
mento de barra sio representados por forcas cortantes Vyy e V.., forca normal
N, momentos fletores M, e M, e momento torgor M, como segue:

N, = /UIdA
Ja

Vay = / TaydA
A

Ve = / Tz A
A

M, = /(miz—~zrmy)dA
A

M, = / zo.dA
A

M, = /ycrmd/l (4.82)
A

Relagao tensao-deformacgao

A equagao constitutiva da elasticidade ¢ formalmente dada por:
o= De

Na segéo transversal de uma viga observa-se que a distribuicao de tensoes
normais o, ¢ linear, essa distribuicao pode ser considerada "exata” pela hipd-
tese adotada na teoria de viga. Por outro lado, a tensio cisalhante aqui é
considerada constante, a qual entra em contradicdo com a distribuicao pa-
rabdlica da teoria de viga. Para contornar esse problema, considera-se uma
distribuigdo constante de tensao cisalhante, mas modificada por um coeficien-
te « de maneira que o trabalho de deformacao da tensao tangencial constante
coincida com seu valor "exato” dado pela teoria de viga.

Este coeficiente! conhecido como coeficiente de distor¢io transversal &
obtido a partir de um procedimento energético, conforme Ofate[21].

'Em vigas de secdo retangular, inércia constante e material homogéneo seu valor é

)
o= g
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A matriz D é a matriz constitutiva® do material expressa localmente por:

[ EA 0 0 { 0 0
0 alGA 0 0 0 0
0 0 oGA 0O 0 0 .
D=9 0o 0 cn o o0 (4.83)
o 0 0 0 EJ, 0
0 0 0 0 0 &L,
A expressao matricial (4.83) pode ser dividida em:
D, = [EA]
[ aGA 0
De = 0 aGA }
D, = [Gh]
_ [ By O
Dy = 0 EJZZ} (4.84)

Esforgos e deformacgoes generalizadas

Na Teoria de Barras de Timoshenko, o vetor dos esforcos internos ou
tensoes generalizadas & é representado por:

N, T
Vay Ty
V, ' 7.
o= == vz dA 4,85
Ma: /A (yT:L‘z - ZTmy) ( )
M, 20y
i M, | i YOz ]

Para a formulacao das equagoes constitutivas consideram-se as seguintes
relacoes eldsticas lineares:

o, = Fe&,

oy = FEey

2As parcelas D,, D, Dy e Dy da matriz constitutiva em (4.84) reportam a contribuiciio
do material em relacfo A rigidez axial, cisalhamento, torcio e flexfo, respectivamente.
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g, = FEe,

Tyz = G'sz
Tay = QGYy, (4.86)

Para obter os esforcos internos da estrutura substitui-se (4.86) em (4.82)

e integra-se na secao transversal da barra. Assutne-se que os eixos locais

coincidem com os eixos principais de inércia do elemento, portanto [, ydA =
&

Ja, 2dA = [, yzdA = 0.

Ny
Vay

Vaz

B

=

/ FeydA = / E(u, + 20, — y0) dA = EAu,
A A

af G gydA = / G (uy — 20, — 0.) dA = aGA (1 — 6.)
A Ja

a/ Gvy,,dA = / G (u, +yb, + 0,) dA = aGA (v, + 8,)
A A

f G [, +y8. +0,)y — (o — 28, — 6.) 2] dA = GJf,
A

/ Eze,dA = / Ez (u, + 20, — yb,) dA = EJy,0,
A A

/ Fye,dA = / By (u, + 26, — y0,) dA = —EJ..0.  (4.87)
A A

Com o exposto, 0 vetor das tensoes generalizadas pode ser reescrito por

33
li

EAu,
alGA (u; - Qz)
aGA (v, +6,)
G Job.
EJy0,
~EJ..0,

= D& (4.88)

onde o vetor das deformacdes generalizadas & em (4.88) fica definido por:
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g o (4.89)

Acgoes

No presente trabalho as a¢oes em um elemento de barra podem ser re-
presentadas por for¢as e momentos concentrados nos nos ou distribuidos ao
longo do eixo da barra. As for¢as e momentos pontuais sao aplicadas nos nés
nas diregbes x, y e z globais. As forcas e momentos distribuidas sfo aplicadas
ao longo do eixo da barra nas diregtes x, y e z local em relacao a cada lado
do elemento.

A convencao de sinals € a mesma, utilizada nas formulacgoes, expressa pela
regra da mao direita.

As forcas de corpo fa, fy € f. apresentadas na formulagao a seguir para
o elemento de barra expressam forcas por unidade de volume.

pe= | 4 fedA Fy {forca na direcao x}
py = [, fydA F, {forga na diregio y)
p: = fA fzdA F3 (forca na direcfo #)
me = [, (yfe - 2fy) f2dA © M {momento em torno x)
My = f JE: f-dA M, {momento em torno y)
m, = f A fedA Ms{momento em torno z)
Forgas ¢ momentos distrivurdos / r;r)mp'r"il‘r:tf'fntc) ) Forgas ¢ momentos concentrados
(4.90)

Formulagao variacional

Como apresentado na Teoria Classica, partindo do Principio dos Traba-
thos Virtuais, o trabalho virtual dos esforcos internos de uma barra é igual ao
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trabalho virtual dos esforgos externos e sob condigoes de contorno essenciais
pode-s¢ demonstrar sua equivaléncia com as equagoes diferenciais de equilf-
hrio. Na formula¢do que segue para facilitar a notagio, eventualmente serao
usados os fndices 1, 2, 3 em correspondencia a x, y, 2

[ bejos5dS2 — / bk~ | SuTidl = (4.91)

O dominio pode ser representado pela soma cios sub-dominios e ao consi-
derar dA = dydz, escreve-se:

Mg} et e
f e d) = / e dQe =Y / f .. dAdz, (4.92)
{1 el /e e=1 "0 e

Aplica-se as deformagoes e com as consideragdes estabelecidas em (4.92)
tem-se que:

bl fe 4
0 = Z {/ / (6e204 + 64y Tay + 074:Taz) dAdze
b
3 =3
k=1

Ao aplicar em (4.93) a cinemdtica de deslocamentos expressa em (4.79),
tem-ge que:

LrH h«e
"o Z{[ f [(6d + 286, —y88) 0 + (Buy — 266, — 66:) 7uy

+ (bu, + yb8, + 68,) 7] dAdz. — / / [(buy + 260, — y80,) fs
+ (buy — 286;) f + (Su, + yb6,;) f.] dAdz.

=Y (bul Fi, + 665 My) } (4.94)

3
k=1
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Reordenando {4.94) é possivel escrevé-la em fungio de deslocamentos vir-
tuais associados aos correspondentes esfor¢os apresentados em (4.82).

Teg

he
0 = Z / (5u;f o’mdA*%(éu;——éé’z)/ TaydA
J0 Ag N, e f A,

e==]
Ny Yoy Vay
+ (5?1.; -+ 69y)/ T:L'ZdA +69;; / (chr:z m ZTwy) dA
N Ja. .
Yoz Vo, ﬁ;‘;

. he
+ &8, / zo,dA —650 / yo,dA| dr, — / Sy fedA
Ae Ao 0

Ae
My M, P
+ Sy, f fydA +6u, / f-dA +80, / (yf. — zf,) dA (4.95)
Ae A \.Ae .- |
Py Pe ey,
3 oy
+ 66, / 2f.dA —60, / YfodA| dre Y (Suf Fe+ 66} My)
Ae Ae fg==1

Ao substituir (4.87) em (4.95) tem-se:

Tlel

he
0 = Z {/ [6ul, EAu, + (61, — 60.) aGA (u;, — 6-)
e=1 o
+ (6l + 60,) G A (v, + 6,) + 80,G I8,
he
+ 68, EJy 8, + 69;EJ326?;] dzr, — / [6tzps + Ouypy + Suyp,
0
3
+ 860, my + 86,my — 80,m.) dze — > (Suf Fy + 69{M,€)} (4.96)
foum]

O sistema & simétrico, bilinear e pode ser escrito na forma.
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0 (1) = (@ f) + (8, 0) (1.97)
Onde:

e}

he
a(du) = Y { L by E Aul, + 670G Ay, + 67,,0G Ay,

el

+ 80.GIol, + 86, EJy0, + 86, E.J,,60.) dx. )

el h,c

(a,f) = f Sugpy + buypy + Suzp, + 68,my + 86,my — 66.m;] dx.
e=1 Y0
Tief 3 ]

(@), = > Y (Suf Fx+ 667 My) (4.98)
e=x1 k==l

Discretizagao utilizando o método dos elementos finitos

Anidlogo & equacao de elementos finitos pela Teoria Cldssica, os deslo-
camentos v necessitam ser escritos em termos de deslocamentos nodais u,.
Pela defini¢ao de uma base de fungdes de interpolacao tem-se que

u = N, (4.99)

onde N é a matriz de funcdes de interpolacido, utilizada para encontrar a
solugdo aproximada das grandezas ffsicas do problema.

A matriz dos coeficientes de interpolacao N; que aparece nas expressoes
abaixo, tem seu indice i dado pela ordem do polinémio de interpolacao uti-
lizado na aproximagao.

O vetor das deformagoes generalizadas & em (4.89), pode ser reescrito
COIO segue:
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I~
&

1

N;'Ufa:, Uy,
N:uyz m Ni@zi Uy,
N;uz{ e N191 . el qu Thel
R B 3L B B ot
N’ggwi =1 Hﬂ:m Py
‘Z\T;Q% 9'."'5
L N, zr 021‘ . L 92;‘.
(4.100)

Para implementar computacionalmente faz-se necessdrio escrever a for-
mulacgio variacional em fungdo da matriz B, que, segundo Ofiate[21], repre-
senta o operador diferencial aplicado as fungoes de interpolacio da matriz de
deformacao generalizada.

A partir (4.100) define-se a matriz de operadores® B nada por:

Onde esta pode ser dividida em:

g0 0 0 00 0]
o 2% 0 0 0 -N
00 5 0 N0 (4.101)
0 0 0 % o0 0
o 0 0 0 2 g
o 0 0 0 0 %]
[2% 000 0 0]
(0 2% 0 0 0 -N
0 0 &L 0N 0 }
[-0 00 ‘f;" 0 0]
(0000 2 0 ] (£.102)
0000 0

*As submatrizes B,, Be, By e By em (4.102) representam os operadores diferenciais
aplicados as funcdes de forma com relagao & rigidez axial, ao cisalhamento, a torgdo e a

flexao, respectivamente.
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Conforme Hughes[15], a matriz de rigidez do elemento pode ser calculada
atrdves da soma das parcelas de rigidez axial, cisalhante, tor¢do e flexao.
Jom isso a matriz de rigidez e vetor de cargas podem ser escritos na forma:

K = kS+kS+ ki + kS

he
ke = / B'D,B,dz. (rigidez azial)
0
fe
k= / BT D.B.dx, (rigidez a cisalhamento)
Jo
. .
ki = / B D Bdz, (rigidez a torgdo)
0
he
K = £ B} Dy Bydz, (rigidez a flexdo)
h ‘ :
¢ Nypsdz. p=606a -6 +1
o= Jo s (4.103)
(=1 [0 Nemdze p=06a—3+1

Substituindo-se (4.103) em (4.96) tem-se a formulagio variacional do pro-
blema dada em funcao das matrizes B e D, com isso:

are " i
/ [Bs DaBa+ BY DB, + B/ DB, + B} D By| dx.
0

ozZ{

e==1

he
- / [ Nipa + Nipy + Nip. + Nymg, + Nymy — Nym, | dz,
0

3
— > (N]F: + N,?‘Mk)} (4.104)

k=1

Analogo ao que foi apresentado para a Teoria de Fuler-Bernoulli, no ma-
peamento para o sistema de coordenadas padrao definido por £, o diferencial
de comprimento do elemento dz, é

da, = JodE (4.105)
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dze

O jacobiano de transformagao € expresso por J® = .

Observa-se que o jacobiano unidimensional para coordenadas cartesia-
nas utilizado no presente trabalho é apresentado e detalhado no final deste
capitulo.

Em (4.104)}, as parcelas da matriz de rigidez e vetor de cargas podem ser
reescritas por:

K= ] (BT DuB, + BT D.B. + BT D,B, + BTDBy) J°d¢  (4.106)
£

fo = / (Nips + Nip, + Nip, + Nvmy + Nemy, — Ny J°de (4.107)
3

Avaliando-se numericamente (4.106) e (4.107), utilizando a regra de qua-
dratura simétrica de Gauss para elementos de barra, tem-se para cada ele-
mento finito a matriz de rigidez e vetor de cargas dados por:

K; xS [(BYDaBa+ BYD.B. + BYD.By + Bf Dy By) J'] _, Wi
k=l
(4.108)

1

ff ~ Z [(Nepﬁ + szy + N7pz + N‘tm.’x + Nimy - szz) Je]gzék ch
k=1

(4.109)
Onde W}, representa o peso do k-ésimo ponto de integracao e n o mimero
total de pontos de integracao em func¢ao da ordem do polinémio do elemento.

Observagoes

1. as condicoes cinemdticas dessa formulacio nao incluem empenamento
(segOes planas permanecem planas). A medida que a relacio com-
primento/largura e comprimento/altura diminui, esta formulagao de
barras nao é bem aplicada,;

2. o elemento deve ser aplicdvel sem restrigoes a qualquer relacao entre
altura e comprimento da barra;
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3. o valor da rigidez a torcao é superestimado. Isto devido ao fato da
presente formulacio nao prever o empenamento.

4.4.3 Extensao da formulacao de Timoshenko para vi-
gas curvas

Supde-se que uma viga curva é caracterizada pelo par&metro £. Assim as

coordenadas do eixo sao (z (£),y(£), 2 (€)). Baseado nisto, um vetor unitério
na diregao do eixo da viga é dado por:

(am@ ay(g) Bz(f))
0F ¥ Bf 0 BE

) 2 2
Je () 9y(g) dz(£)
\/(86) + (%) + (%)
Conforme Devloo[12], associado ao vetor axial 7 (£) como ilustra a Figura

4.10, definem-se os eixos ¥z e U3 que caracterizam os eixos locais principais

do elemento de barra.
Com isto, qualguer ponto da secao é localizado pelas coordenadas:

(4.110)

?“171 ’(Im 91 gm
— — i 1 . - p — T -
Uy | =0 o @ ] i, e By | = [ # Ty T ] 8,
i3 Uy PR z
(4.111)
1{ v
- \ Z :p(() 70

-

Figura 4.10: Sistema de eixos associado ao ponto de integracéo para o ele-
mento de barra, onde (T = 0y, O = ¥, U, = Ta).
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Assim, as expressoes das formulacoes apresentadas para elementos de
barra podem ser reescritas por suas coordenadas locais:

'I' 3
53[51 £y €3 Yoz Vi3 712} {4.112)

Consideracgoes geométricas

A formulacao variacional que utiliza a Teoria de Timoshenko, objeto alvo
para o tratamento de elementos de barra apresentados no presente trabalho,
procura atender as seguintes condictes:

1. a geometria do elemento deve permitir que se discretize com suficiente
precisao uma curva, tao complexa quanto se deseje;

2. com vistas a aplicacao ao cdlculo de elementos espaciais de barras,
deve-se fazer uma escolha de fungdes paramétricas de deslocamentos
generalizados tais que sejam satisfeitas automaticamente as condigoes
de continuidade nas interfaces;

3. o elemento deve ser aplicavel sem restricdes a qualquer relacao entre
altura da secfo e comprimento da barra. Deve-se, por consequéncia, le-
var emn conta as deformacoes devidas tanto aos esforgos normais quanto
aos esforcos cortantes. Sao admitidas as hipdteses cldssicas da teoria
de vigas no regime eldstico linear para pequenos deslocamentos e pe-
quenas deformacdes, substituindo-se as hipdteses das segbes planas e
normais ao eixo do elemento pelas hipéteses de Timoshenko.

O elemento é definido por correspondéncia entre as coordenadas globais
x, ¥y, z e a coordenada curvilinea £. A coordenada & do elemento mestre
do programa varia de —1 a -+1. Na se¢do transversal, para um dado ponto,
define-se o vetor ¥ (£) na direcho axial do elemento, conforme (4.110) e os
vetores U e U3 nas diregdes dos eixos principais de inércia.

No programa utilizado para a aproximacao de elementos finitos existe
uma forte separagdo entre o mapeamento geométrico e as fungoes de inter-
polagao das varidgveis do problema. O usudrio pode definir fungdes distintas
para serem utilizadas para a interpolagao da geometria e para a aproximagao
computacional do célculo.

Para a validagao da aproximacao dos elementos de barras retas e curvas
no espaco foram utilizadas as seguintes aproximacoes geométricas:
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» clemento reto, numa posicao qualquer do espaco é discretizado linear-
mente, onde um ponto genérico é descrito pelas coordenadas cartesianas
T,y e z;

e clemento de eixo curvo, discretizado de forma quadratica, onde um
ponto genérico é descrito pelas coordenadas cartesianas x, y e z;

¢ elemento de eixo curvo, numa posicao qualquer do espaco, onde um
ponto genérico é descrito através de coordenadas cilindricas r, # e 2.

£ necesssrio conhecer o8 jacobianos unidimensionais para as transfor-
magoes entre os elementos deformados descritos em coordenadas cartesianas
ou coordenadas cilindricas e o elemento mestre descrito em coordenada adi-
mensional £.

Jacobiano unidimensional para coordenadas cartesianas

Segundo Becker[7], o jacobiano para coordenadas cartesianas unidimen-
sionais é definido por:

z =3 2:N; () % =Y @l (€
y =3 3V (0) e g =L N () (4.113)
z=y ulN;(§) 5= alNi(§)

Assim, pode ser reescrito por:

(B CE (R

Com o vetor ©1 (£) descrito em (4.110) e os vetores 7z e U5, pode-se calcular
diretamente as contribuigdes dos coeficientes de rigidez locais na matriz de
rigidez global sem a necessidade de mudanca do sistema de coordenadas. O
vetor 7 (£) pode ser reescrito na forma:

P (356(6) By (&) 9 (a)
1= e 85 3 65 : 85

Os vetores 7z e U3 820 €XPressos por:

(4.115)
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L - (BR)E L |
o A 411
N GG A 3T (4.116)

Onde ¢ & um vetor auxiliar de referéncia, obtido externamente ao progra-
ma, ndo necessariamente perpendicular a v.

No presente trabalho fol implementado apenas o caso particular do vetor
¥ paralelo ao eixo global y.

O vetor ¥ é originado da combinagao linear entre os vetores 77 e ¥, apés
a imposicio de duas condigGes:

1. produto escalar entre ¥, e © ¢ igual a zero (¢h.0 = 0);

Assim, torna-se possivel calcular em cada ponto de integracao os deslo-
camentos e rotacoes em funcao da orientacao dos eixos no ponto.

Jacobiano unidimensional para coordenadas cilindricas

Para realizar o célculo das deformagoes e a analise de esforgos em ele-
mentos Curvos no espago com maior precisao, foi desenvolvido um elemento
finito unidimensional, descrito em coordenadas cilindricas, que pudesse mais
precisamente descrever a geometria do problema. O jacobiano da transfor-
magio de coordenadas cilindricas para coordenadas unidimensionais £ para
o elemento mestre pode ser obtido como segue:

r(€) 312 rilV; (§) o 2; rilVi (€)
9(6) =5 B:Ni (€) e %z;&M@) (4.117)
2 (&) =32 2N () & =2 2N ()
Entao E
%‘mg cosfl —rsenf 0 3—2
J = —g% = | senfl cosf O -g—g (4.118)
o 0 0 1 &

onde r, # e z representam as coordenadas em relacdo ao sistema de coorde-
nadas cilindrico, tomado em cada ponto de integracao.
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Capitulo 5

Elemento de placa

5.1 Imntroducao a teoria de placas

Define-se placa como um caso particular de um solido tridimensional no
qual uma das dimensoes é muito menor do que as outras duas e o carrrega-
mento é aplicado na dire¢ao da menor dimensao, gerando efeitos de flexédo e
de cisalhamento.

Estruturas do tipo placa encontram uma grande variedade de aplicag des
na pratica da engenharia tais como: lajes de edificios, cascos de navios, estru-
turas aeroespacials, muros de contencao, caixas d’dgua, reatores nucleares,
fundacoes.

Neste capitulo sao apresentadas teorias para placas formuladas a partir
de duas hipéteses cinematicas sob linearidade geométrica. Séo estudadas
as formulagoes que decorrem dessas duas diferentes hipdteses cinemdticas:
Teoria de Kirchoff e Teoria de Reissner-Mindlin.

No decorrer deste capitulo algumas definictes sdo apresentadas de forma
repetitiva. Fssa estratégia foi adotada para que as duas teorias para placas
apresentadas possam ser estudadas independentemente, sem a necessidade
de se recorrer a definicGes encontradas em capitulos anteriores.

Na Teoria de Kirchoff para placas finas, as deformacoes transversais sao
nulas devido a nio imposicdo da rotaciao das norimais & superficie.

Um novo modelo foi proposto por Reissner([26] em 1945 e por Mindlin[18]
em 1952, no qual consideram a influéncia da deformacéo transversal, possi-
bilitando a utilizagao da teoria para diferentes espessuras de placas.

Na Teoria de Kirchoff existe a dificuldade grande de se encontrarem
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fungoes de forma que satisfacam os requisitos de continuidade de flechas
e rotacoes nos elementos. A Teoria de Reissner-Mindlin faz menos restritiva
a hipdtese de ortogonalidade da normal a superficie deformada, o que intro-
duz o efeito de deformacao por cisalhamento transversal, permitindo assim a
andlise de placas espessas.

Os elementos de placa baseados na Teoria de Reissner-Mindlin aceitam
fungtes de forma de classe C° o que elimina efeitos de néo-conformidade
que aparecem em elementos de Kirchoff. Em contrapartida, o preco que se
paga pela utilizacao de elementos de Reissner-Mindlin é que podem aparecer
dificuldades de ordem numérica guando de sua utilizagho em placas muito
finas, obtendo com isso solugoes muito rigidas devidas & influéncia excessiva
dos termos de forca cortante, o que é conhecido na literatura como efeito de
bloqueio ou shear-locking.

O problema pode ser eliminado com técnicas de integracao reduzida ou
através de uma modificac@o da energia de deformagio cisalhante, de modo a
eliminar termos espirios do funcional. Um outro artificio para contornar o
problema ¢ a utilizacio de fungoes de inferpolacio de ordem maior ou igual
a 4, sem qualquer alteracao do funcional da energia de deformacfo. Neste
trabalho optou-se por este caminho.

Maiores detalhes das teorias de placas e de elementos finitos desenvol-
vidos para placas podem ser encontrados em Hinton & Huang[l4], Bathe
& Dvorkin[6], Zienkiewicz & Taylor{39] e Orflate, Zienkiewicz, Suarez &
Taylor[20].

Considere-se o dominio da placa denotado da seguinte maneira (Hughes[15}).

Qm{(:c,y,z)ER?’E 2 e {”%%} ,(a:,y)ESCRQ} (5.1)

Onde:

S: projecéo do dominio {2 sobre a superficie de referéncia;

t: espessura da placa.

Geometricamente, placas sao iguais aos planos eldsticos, contudo as placas
estao sujeitas somente ao carregamento transversal (carga perpendicular ao
plano da placa}, ndo havendo cargas atuando no plano da placa.

Na esséncia, as distintas teorias de placas diferenciam-se nas hipéteses
sobre a rotacdo das normais em relacdo ao plano médio. Dessa forma, a
Teoria de Kirchoff também conhecida por Teoria Cldssica de Placas Delgadas
estabelece que as normais se mantém retas e ortogonais & superficie média e
os elementos necessitam de continuidade C, por existir derivada segunda da
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flecha na expressao dos trabalhos virtuais. Por outro lado, teorias como a de
Reissner-Mindlin, nao exigem ortogonalidade com a deformada da superficie
média da placa apds a deformacio.

5.1.1 Convencao de sinais

Adota-se para convencgao de sinais das rotagoes a regra da mao-direita,
aplicada sobre os eixos cartesianos positivos. Os deslocamentos no elemento
de placa sao representados nesse capitulo por trés translagoes ug, uy e u,
nas diregOes dos eixos cartesianos x, y ¢ z e trés rotagoes 8., 0, e ¢, em
torno dos eixos x, ¥ ¢ z; portanto admitindo seis graus de liberdade por
n6. E importante salientar que essa convenciio de sinais é necessaria para as
aspiracoes de se estender a teoria para aplicacdes no espaco tridimensional.
Entretanto, como ilustra a Figura 5.1, essa adocao de rotacoes acompanhando
o8 eixos cartesianos traz uma pequena complicagao pelo fato de que a rotacao
positiva em torno do eixo cartesiano z produz tracao nas fibras superiores da
placa e rotacao positiva em torno do eixo y produz tragéo positiva nas fibras
inferiores da placa.

)
=

Figura 5.1: Convengao de sinais adotada para as rotagoes no elemento de placa.
5.1.2 Teoria de Kirchoff para placas

A superficie plana equidistante das superficies superior e inferior da placa
denomina-se plano médio ou ainda superficie média. Por outro lado, define-
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se “estado de placa” ao estado em que somente atuam as agdes normais ao
plano médio da placa e momentos que estao contidos nesse plano.

Hipdétese cinemdtica

Para simplificar o problema, Kirchoff criou em 1850 uma teoria estrutural
levando esta para um modelo bidimensional baseado nas seguintes hipoteses:

1. Em pontos da superficie média u, = u, = 0;
2. As deflexoes da placa sao pequenas, comparada com sua espessura;
3. A tensdo normal transversal é desprezivel (o, = 0);

4. As normais & superficie de referéncia indeformada da placa permanecem
normais a superficie de referéncia deformada e nao sofrem variacao de
comprimento, dessa forma as deformacoes cisalhantes transversais sao
nulas.

plonn yz- ﬁjﬁ: - B ] R Y LT T X N AR RSN aR 2 T
dy ’

Hr Do ES e TR

. oplano nuddio

Lo g .

< e formade read do o

Code favariada ot o norird

Figura 5.2: Deformagao do plano médio de uma placa delgada e rotagio da nor-

mal.

A Figura 5.2 apresenta o deslocamento de um ponto pertencente ao plano
médio da placa; este é dado pela cinemdtica de deslocamentos do ponto
representada por:

95



T —20, z0,,
Uy | = —zﬂy = | —zf, (5.2)

U, Uy Uz

=i
fl

Na Teoria de Kirchoff considera-se que os giros do plano médio em um
ponto coincidem com a derivada do plano médio nesse ponto, com isso e
adotando o sistema de convengao para os deslocamentos e rotagoes ilustrados
na Figura 5.1, tem-se que:

8'11,3 a'Ufz A

Ao substituir (5.3) em (5.2) obtém-se:
Fu,
Ly —2%
i = ay = wzat;;z (5.4‘)
Uy 1,

Deformacgoes

A matriz jacobiana de deslocamentos, partindo de (5.4), é dada pela
seguinte expressao matricial:

PP, e duy
e Z(‘)ma'y oz
G (U, Uy, T
7= __..(_M"_’mmil = _2,3211; __Z(?zuz . (55)
0 (z,y,z) Dady By oy
Ouy Bug Guy
Oz Sy dz

Pela teoria dos pequenos deslocamentos e deformacoes, o tensor das de-
formagoes E sob linearidade geométrica ¢ definido por:

1 -
E= 3 (j*i”jj) (5.6)

Substituindo (5.5) em (5.6) obtém-se:

2 2
"—Z% “““Za Uz )

dudy
E = —zg-,;a ~2%% 0 (5.7)
0 0 0
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As componentes nao nulas do tensor das deformagoes F podem ser escri-
tas num vetor £ de dimensio 6 x 1 por:

I Eg ] r Eia |
£y Eyy
€z J O
€ = = (5.8)
Vyz 25y,
Vv 2E;;
L Vay J | 2By j

Reescrevendo este vetor em funcao das derivadas parciais dos desloca-
mentos tem-se:

- £, - ™ -—2’%2-5% 7
€y ——Z%f‘
e= |7 | = ! (5.9)
Yyz 0
Yuz 0
e ]| 258 |

Onde 7., vy, © Vs, 530 as componentes de distor¢oes e €, e g, sao as
deformacGes nas direcbes = e y existentes na placa.

Observa-se que para a Teoria de Clissica de Placas Delgadas, as compo-
nentes de distorgao v,, e v,, sdo nulas.

Tensoes
Considera-se na presente teoria de placas o estado plano de tensces. O
tensor das tensdes pode ser escrito genericamente na forma:

T = 0,8, + 048 + Tayfy (5.10)

Onde 74, ¢ a tensao atuante no plano normal ao vetor &, e as tensodes o,
e o, atuam normais ao plano formado pelos vetores €,€; e €,€,, respectiva-
mente. Observa-se que para essa teoria a tensdo o, = 0 (despresivel). As
tensoes podem ser escritas de forma vetorial por:
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o= (5.11)

Esforcos solicitantes

Os esforgos solicitantes em um elemento de placa séo forgas cortantes V,,
e Vi, momentos fletores M, M, e momento volvente M,,, definidos por:

sz ==

Vi = [ Ty2dz

20,0z

Tezl2

]\i
-
nafes

e +  aben
(150

+
e

=
i
P

+ ol
nafe

20ydz

e
i

2T pydz (5.12)

—

b3l

Relacao tensao-deformacgao

Para a formulagio das equagdes constitutivas considerou-se que o mate-
rial é eldstico, linear e isotrépico. A equacao constitutiva da elasticidade é
formalmente representada por

o = De (5.13)

e a matriz constitutiva do material & definida por:
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1 v 0 0 0

I v 1 00 0
D= ~|0000 o0 (5.14)

=)o 000 o

0000 B2

Esforgos e deformacgoes generalizadas

Na Teoria Classica de Placas, o vetor dos esforcos internos ou tensoes
generalizadas & é definido por:

Vaz Tz
V;_;z +% Tyz
o= | M, 2/ zo, | dz (5.15)
M, =5 20y
i Mgy | | 2Ty |

Pelas equactes constitutivas a relacao tensdo-deformagao pode ser escrita
por:

E
Ty = m (8;3 - D’éfy)
E
Ty = m (I/Eg; + Ey)
g, = 0
Ty = 0
Tgz = 0
Toy = GVay (5.16)

Substitui-se (5.16) em (5.12} e, observando que as forgas cortantes nao
produzem trabalho, obtém-se os esfor¢os solicitantes ou tensoes generalizadas
& em um elemento de placa:
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_ 0 )
i Vrz ] 0
i
i f\ﬁﬁ; i E [?ﬁ%ﬁﬁ" (vee *Ey)]
2(Grey)

Estes esfor¢os podem serem escritos na forma:

+4 E Bt 5, O*u,
M, = /_% T R Tl s vy ey K 9z ) T ( dy* H
% F Bt 7u, 0,

+4 th 62uz

O vetor das tensoes generalizadas fica expresso por

0
0
Et3 Fu, G2u -
e 110 [( dz? ) +v (ﬁ)il = D& (519)

Fotd 8%, 2y,
TR0 [V ( a5 ) + (ay2 )]
3 02u,
onde D = £ D. O vetor das deformacoes generalizadas na placa &, em (5.19
iz g
é definido por:
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(5.20)

m:
i
!
T
@[%
g
e’

Acoes

No presente trabalho as agdes em wm elemento de placa podem ser repre-
sentadas por forcas e momentos pontuais e/ou distribufdos.

As forcas pontuais sdo aplicadas na dire¢do z global. Os momentos pon-
tuais sao aplicados nas direcoes = e y global. As forcas distribuidas sao
aplicadas na superficie da placa e na direcao do eixo local z, e 0s momentos

distribuidos sao aplicados na supertficie da placa na direcao dos eixos z e y
local.

(for¢a na diregfio x)

0
Fy =0 (for¢a na direcio y)

Fy {for¢a na diregao z)

: e
My = fjf zfodz M, (momento em torno x)

2

i M, (momento em torno vy)

my = | zfydz

‘ Mz =0 {momento em torno z)
m, = 0 ~ ~ <

~ ’ Forcas ¢ momentos concentrodos

Forgas e momentos distribuidos / drea
(5.21)
A convencao de sinais é a mesma utilizada nas formulagoes, expressa pela
regra da mao direita.

As forcas de corpo f;, fy e f., apresentadas na formulacdo, exprimem
forgas por unidade de volume.
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Formulagao variacional

O trabalho virtual dos esforcos internos de uma barra é igual ao trabalho
virtual das acbes e sob condi¢Ges de contorno essenciais, pode-se demonstrar
sua equivaléncia com as equagtes diferenciais que expressam o equilfbrio. Na
formulacio que segue, para facilitar a notacgio, eventualmente serdo usados

os indices 1, 2 e 3 em correspondencia a x, ¥y e z. Adota-se também que

Fug _ Dy
Ug’x = d:r & ud,y 3y -

A partir do Principio dos Trabalhos Virtuais tem-se:

/552‘3{0’2’}'6139'—/é‘ﬁiﬂdﬂ—/ﬁuijﬁidrﬂo (522)
Q Q T

O dominio pode ser representado pela soma dos sub-dominios e ao consi-
derar dA = dxdy pode-se escrever:

Tl Tigl +%
Lo dl = / o df2e = [ / ... dzdA, 3.23
/ﬂ ; Qe ; Ag 7_% ( )

Aplica-se as deformagtes existentes e ainda com as consideracoes estabe-
lecidas em (5.23) tem-se que:

et
==]

{ / / (8eats + 02y0y + 87y Tuy] d2dA,
%

/ [ (8 fo + 61, f, + S0 1) dzd A,

/ (§7L3F3 -+ 5"&3 mM +- (Sﬂfg kY ) dP } (524)
Te

Substituindo (5.9) e (5.4) em (5.24) obtém-se:

o~ S{LLTE) )
(o) [ ()

+ ( a&jz) fy + du, fz} dzdA.
Ay
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- / (Sus by + bug o My + Sug oy My) dI"‘E} (5.25)

£

Reordenando (5.25) é possfvel escrevé-la em fungio de deslocamentos vir-
tuais associados aos correspondentes esforgos:

826u,\ (10 H6u,\ [t
0 = Z !Le m( B2 )/— zamdzm( By )f% zoydz

e=1

e W [ —
| My M,
26%6u +y Bu,\ [*2
- oy, d dAe - - - *cd
(&Cay)fgﬂ'JZ A (3$)ngfz
e T
,+,E-. ) ._}._f-.
~ (‘9‘;”-*) / " 2f,dz +6u, / " rdz dA,
Yy _t L
2 2
My P
busFy + bug . My + dug M) dle 5.26
Y
I'e

Aplica-se (5.18) em (5.26) obtendo:

0 - i / B bu, Et? Pu\ (s
B Ja, L\ 022 J 12(1— ) \\ Oa? Dy
ﬁzéuz E3 y H*u, N Hu,
12( 1 — V%) dr? Oy
dzéuz Fa, Db,
(2 5‘%59) (zﬁﬂsﬁ’y)} e / [m ( O )mw
(8(51&;) My + 6u,zpz} dA.

/ (5’(1.3F3 -+ (S’U,gJM + Hy yM )dF } (527)
Te

+
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Reescrevendo (5.27) tem-se:

Tig} d 52 (5'!12 azuz
o = 3 LG mis (5)
3*bu, vEt 62uz
gz J 12(1 —v?)

Féu, :/Ets
+ 2 12 1 — p?

)

32uz)

& Su, aﬁuz
dy? 12 1 - vz)

H*bu, Gt3 Fu,
233:83;) 12 (25m5‘y>1| dAe
3 / 3 Obu, o

A, 81‘ “

_/ (613 F} + ug o M, + us , M, )di‘}

Ay

O sistema simétrico e bilinear é representado por:

a{du,u) = (bu, f) + {6u, T)p

Onde cada termo é dado por:

! & bu, Et3 H*u,
aouu) = Z{/A {( Ox? ) 12(1—v?) (8$2>

el

. 326uz vEt azuz
12(1 — f/2

326uz> yEt3 ((‘32152

+

( 12(1 - %) \ 922
c‘)zéuz E’f3 Fu,
12(1 —v2)y \ 9y?

a%uz G’f3 O*u,
2 Oxdy ) 12 (28x6y>} dAE}
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_ (‘9‘5“Z> my + §uzsz dA,

(5.28)

(5.29)



(bu, f) = :ZZ/A [" (6§zz)mmw

ot

((5u,, T)F = Z /I"‘ ((57,5317‘3 “+ 5U3,$MQ -+ 6u3,ny) dl’, (530)
em] ¥ &

odu,
( ay ) My + 6uzpz] dA(’

Discretizacao utilizando o método dos elementos finitos

Para obter a formulacao de elementos finitos de placa pela Teoria de Kir-
choff, necessita~se escrever os deslocamentos v em termos de deslocamentos
nodais u, mediante a defini¢do de uma base de fun¢des de interpolagio como
segue:

1= Ny, (5.31)

onde /N representa as fungoes de forma utilizadas para encontrar a solucio
numérica aproximada do problema.

A matriz dos coeficientes de interpolacdo N; que aparece nas expressoes
abaixo, tem seu indice ¢ dado pela ordem do polinémio de interpolacéo uti-
lizado na aproximacao.

O vetor das deformacoes generalizadas £ em (5.20) pode ser escrito ma-
tricialmente na forma:

0 0 - n
U
0 0
Uy,
— (?_2.1%‘3_ ) gl . (?_?..%f}_u ) ) Tigl
Fu, im=] 4N, i1 (611,2 ) )
O\ 92 T\ Y Oz /i
9 [ Pu. o (22N, a(;;“ ) ,
- Oxdy - Judy Uz, L ¢

Para a implementagao computacional é necessdrio escrever a matriz B
que representa o operador diferencial aplicado as funcdes de interpolagao da
matriz de deformacao generalizada.

Assim, por (5.32) tem-se que a matriz B é definida por:
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00 o0 0 0 7
00 -4 ¢ 0
B—|00 0O 0 0 (5.33)
2Ni
0o 0 =% 0
00 o 0 -2(3)

Com isso, a matriz de rigidez e o vetor de cargas do elemento sdo obtidos a
partir da substituicio de (5.14) e (5.33) em (5.30) dando origem & expressio:

K¢ = f (B"DB) da.
fAe Nup,dA.
fe - -— IAE NamJ«dAc - f?e NaM.i.dFe (534)

~ [y NamydAe — [ NoMadl,

Substitui-se (5.34) em (5.28) e obtém-se a formulagio variacional do pro-
blema expressa em funcao das matrizes B e [, como segue:

et

0 = Z{UA (.BTf)B)J dA,

e=1
- /:4 [“""szx - Nim/y + Nipz] dA.
_ / (6N.Fy + 6N, M, + 6N, M) dl"‘e} (5.35)

Em (5.35) as parcelas da matriz de rigidez e vetor de cargas sao separadas
€ eXpressas por:

K = /A e (BTf)B) dA. (5.36)

fe - f (—Nimﬂ: - Nimy + Mpz) dAc (537)

1=
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No presente trabalho o sexto grau de liberdade é considerado colocando-se
o valor unitdrio na diagonal da matriz de rigidez.

Ao mapear para o sistema de coordenadas padrao definido por £ e 1, o
diferencial de superficie do elemento é dado por dA. e pode ser escrito por

dA, = det J°d&dn (5.38)
onde J°® é a matriz jacobiana dada por:
ar Oy BNE ONE
e B Bt - 85 i —55_'!/' .
8n o mam};""m’i 877 yt

As coordenadas nodais do elemento em relagio ao sistema global de co-
ordenadas sao representadas por x; € y;.
A inversa da matriz jacobiana /¢ é dada por:

9 on 1 dy Oy
el dr Oz N &n T BE
;o= [ g€ on } et Je [ Oz Oz } (5-40)
Ay Oy dn O
As derivadas cartesianas das fungtes de interpolacao podem ser obtidas
pela regra da derivacao em cadeia:

8 gﬁ gﬂ 8 a2
B fis i o1
DNt
dy 3y Oy o on
Dessa maneira, (5.36) ¢ (5.37) ficam:
K = / f BPDB det JodEdn (5.42)
£=—1

fe = / / (—Nymy — Ny, + Nyp.)det Jédédn  (5.43)
= =—1

Notar que 08 coeficientes da matriz B em (5.42) deverao estar expressos
através de derivadas no sistema &, n. Para isso, basta substituir (5.41) em
(5.33).

Numericamente as equagdes (5.42) e {5.43) podem ser escritas utilizando
a regra de quadratura de Gauss para retangulos, conforme Dunavant{13].
Assim, tem-se para cada elemento finito.
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K¢ =~ k 1[(3%‘)3) deue]gz% Wi

il

(5.44)

3

ff =~ (-~ Nimy — Nymy + Nip,) det Je]éxf Wy (5.45)
w1 A=,

e

W, representa o peso do k-ésimo ponto de integracdo e n expressa o
nimero total de pontos de integracio em fungdo da ordem polinomial do
elemento.

5.1.3 Teoria de Reissner-Mindlin para placas

A Teoria de Reissner-Mindlin é obtida da Teoria de Kirchoff pela mo-
dificacdo da hipétese de ortogonalidade da normal durante a deformagao da
placa.

Hipdétese cinemsitica

As hipéteses da Teoria de Kirchoff ficam mantidas e aplica-se uma mo-
dificacdo somente na hipdtese em que as fibras normais & superficie média
de referéncia da placa permanecem retas. Nessa teoria as fibras nio mais
necessariamente permanecem perpendiculares & superficie de referéncia de-
formada.

Adota-se o sistema de convencao de sinais para os deslocamentos e ro-
tacoes ilustrados na Figura 5.1, caracterizado pela regra da mao direita. O
deslocamento de um ponto pertencente ao plano médio da placa é expresso
pela cinemética de deslocamentos por:

= | Oy | = | 20, | = | 20 (5.46)
ﬁz 'uvz uZ

A Figura 5.3 considera a Teoria de Reissner-Mindlin. Dessa forma tem-se
um meio termo entre entre a posicao da fibra no estado inicial e a fibra consi-
derando a Teoria de Kirchoff. Observa-se na Figura 5.3 que as rotagoes g, e
9y representam a regra simplificadora de convencao de sinais, anteriormente
discutida e ndo adotada no trabalho.
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Figura 5.3: Deformagéo de uma placa de Reissner-Mindlin.

Deformacgoes

A matriz jacobiana de deslocamentos, partindo de (5.46) ¢ dada pela

seguinte expressao matricial:

o4, 80,
R o R
U, Uy, B}
J= e = | e e g, (5.47)
d(z,y,2)
Gy 2,78 0
ax oy

Pela hipdtese dos pequenos deslocamentos e deformacgoes, o tensor das
deformacoes E sob linearidade geométrica é definido por:

E=5(+7) (5.4

Substituindo (5.47) em (5.48) obtém-se:

[ (B) - (F-3) (@)
E—| -2 (%"; - %?»j) ~z (%‘3;) (% - Gm) (5.49)
@ea) (o) 0

As componentes nao nulas do tensor das deformagoes F podem ser escri-
tas num vetor de dimensao 6 x 1 por:
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[ £z | i J.J-. ’
€y Eyy
&z E..
€= = (5.50)
’yyz 2-E’yz
‘Y:CZ QETZ
n r}/rm n L QEMJ N

Reescrevendo (5.50) em fungéo das derivadas parciais dos deslocamentos
tem—se:

€a - oy
Z 6(%
£ ey P0g
Y & By
£z 0
€= = Gus (5.51)
"sz éf?y ¥
s 4y
Tz o (00n _ 9y
B [ &y
L Vay

onde v, Y. € Yay 530 as componentes de distorgoes e £, € &y sdo as defor-
macoes nas diregoes x e y existentes na placa.

Observa-se que para a Teoria de Reissner-Mindlin as componentes vy, e
v, €xistem e contribuem para a distor¢do nos planos yz e xz, caracterizando,
com isso, a existéncia de deformagdes cisalhantes para este elemento da placa.

Tensoes

Considera-se na presente teoria de placas o estado plano de tensoes. Com
isso, o tensor das tensoes pode ser escrito na forma:

o

T = 0,8, + 0yCy + Tyafs + T22€s + Try€y (5.52}

onde Ty, Ts» € Tzy SA0 as tensdes atuantes nos planos normais aos vetores &,
€, e €; respectivamente. As tensoes o, e o, atuam normais ao plano formado
pelos vetores €,€, e €,€,, respectivamente.
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Oz

= % (5.53)

Tyz
T’.ﬂz

Esforcos solicitantes

Os esforgos solicitantes em um elemento de placa sao forcas cortantes Vi,
e Vi, momentos fletores M, M, e momento volvente M,,, definidos por:

+
Ve = f Tedz
g
+4
Ve = / Tyal2
+4
M, = / z0,dz
+
M, = f zoydz
+
M, = / 2Ty dz (5.54)
2

Relagao tensido-deformagao

Andlogo ao apresentado para a placa de Kirchoff, a equacao constitutiva
da elasticidade ¢ formalmente representada por:

g = D¢

Na secao transversal de uma placa observa-se que a distribuigao de tensoes
cisalhantes nao é constante na espessura. Geralmente esta distribui¢io possui
a forma parabdlica com valores nulos nas faces superior e inferior da placa.
Para contornar este problema, aplica-se nas tensoes cisalhantes transversais
um coeficiente de modo que o trabalho de deformagao das mesmas coincida
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com o trabalho realizado pelas tensoes transversais "exatas”. Assim, pode-se
afirmar que o trabalho de deformagio global da placa coincide com o exato,
ao passo que localmente as tensoes tangenciais nao possuem a distribuicio
correta.

Estes coeficientes conhecidos como coeficientes de distorgio transversal
sao obtidos a partir de um procedimento energético. Em placas de espessura
constante e material homogéneo seu valor & o = 2(Zienkiewicz & Taylor[39]),
o qual serd considerado a partir da expressao que segue.

Com isso, matriz constitutiva' D considerando o material eldstico, linear
¢ isotropico, é definida por:

a2 0 00 0
I 0 o2 00 o0
Dmm 0 0 1 v 0 (555)
0 0 v 1 0
0 0 0 0 42

onde D, pode ser redefinida em duas parcelas, a seguir:

1 v 0
E at= v 0 E
P | 0 et | ¢ PrmaTe |y b
3 0 0 v
(5.56)

Esforgos e deformacgoes generalizadas

O vetor dos esforcos internos ou tensoes generalizadas & para a teoria de
placas é definido por:

[ Vie ] i Taz |
Vi 5| Ty
= | M, | = / 20, | dz (5.57)
M, ~i | zo,
- Moy | | 2Ty |

Das equagoes constitutivas tem-se a relagao tensao-deformacao em placas
exXpressa Como segue:

'As parcelas D, e Dy da matriz constitutiva em (5.56) reportam a contribui¢do do
material em relacio & rigidez de cisathamento e flexéo, respectivamente.
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TQZZ

Ty

= Gy (5.58)

Substitui-se (5.58) em (5.54) e observando que para essa teoria as forcas
cortantes produzem trabalho, obtém-se os esfor¢os generalizados em um ele-

mento de placa.

3

X
t
EEF

=

Ly

Sk
L P .

Assim, os esforgos solicitantes em (5.59) podem ser escritos por:

tz O, A,
T/;z b= Oé/AE G(a—f—@y) dz = atG (“:d-}m+ﬁy)

%”% E
Mx = /; Zm (Ex + V{'.'y) dz =

dy

)
=
|

T) dz = atG (a’uz — G

12(1 - 12

"+““f'“ t3 o 1
M, = / C2Grypde = G (89"“ dgy) (5.60)

dr Oy
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(O vetor das tensoes generalizadas é reescrito por:

otG (G +6,)

(5.61)

28
N’
Aesimmiminnad

il

b

>

Como mostrado anteriormente, a matriz D pode ser dividida em duas
parcelas

D, :
D=| ... .. (5.62)
D;
onde:
. N t?
D, =tD, € Dy =—Dy (5.63)

12
O vetor das deformagoes generalizadas &, em (5.61), é expresso por:

] (agfnz”*”gy) ]

- (5.64)

juT
Il

o5

B

Acoes

Neste trabalho as acOes em um elemento de placa podem ser representa-
dos por for¢cas e momentos pontuais ou distribufdos aplicados nos nés e na
superficie do elemento respectivamente.
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As forcas pontuais sao aplicadas na direcao z global. Os momentos pon-
tuais sao aplicados nas diregdes z e y global. As forcas distribuidas sao
aplicadas na superficie da placa e na diregao do eixo local z e 0s momentos
distribuidos sao aplicados na superficie da placa na direcao dos eixos z e y
local.

pe =0
0 F1 =0 (for¢a na diregio x)
Py =
. Fy =0 (forga na diregéo y)
pz poed f+:2. fzdz X
4 B (forga na diregéo z)
L S ‘
My = | 2 2fdz M, {momento em torno x)
Yo
i M momento em torno
Ty = jjf 2 fydz ’ ( v
2 My = 0 {momento em torno z)
1y = O ~ ~ v

“ - P Foreas e momentos concentrados

Forgos ¢ momentos distributdos / dren
(5.65)
A convencao de sinais é expressa pela regra da mao direita. As forcas de
corpo fa, fy e f. apresentadas na formulagdo expressam forcas por unidade
de volume.

Formulagao variacional

O trabalho virtual dos esfor¢os internos de uma barra é igual ao trabalho
virtual dos esforcos externos e sob condigdes de contorno essenciais pode-se
demonstrar sua equivaléncia com as equacgoes diferenciais que expressam o
equilibrio. Na formulacio que segue para facilitar a notacdo, eventualmente
serdo usados os fndices 1, 2 e 3 em correspondencia a z, y e 2.

A partir do Principio dos Trabalhos Virtuais tem-gse:

/68190'1]d52m 6@.Iﬂdgm /5%{11(11‘ =8 (566)
Q 1) JI

O domfnio pode ser representado pela soma dos sub-dominios e ao consi-
derar dA = dzdy pode-se escrever:

Nei et

. , p ki
/ d&‘zﬁZ/ dQefo / C . dzdA, (5.67)
Y el e ezl e m%
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Aplica-se as deformagoes existentes e dadas as consideragoes estabelecidas
m (5.67) tem-se:

Nt u&.fi
0 = Z { / / [56;30*3; + ey 0y + 6y Tyz + 8750 Taz + 5’me‘rwy] dzd A,
A, J-

+3£
— / / (8Tg fr -+ Oy fy + 0T f,) dzd A
A d—

2
_ f (5u3F3 +3 59’,{%) dfe} (5.68)
Ie

k=1

Substituindo (5.51) em (5.68) obtém-se:

f / 359 (988N (D
e=1 % ay ’ 8y )

Obu. 066, 066,
+(a +66)T$Z—Z(8$ *-—g{;)Tmy:}dZdAe

] / [(288y) fo + (=200} fy + bu, f.] dzd A

_ / ((Sugﬁ’ﬁ-Zéﬁng) dI‘c} (5.69)
r.

k=1

Reordenando (5.69) é posstvel escrevé-la em funcao de deslocamentos vir-
tuais associados aos correspondentes esforgos:

e g +3 +3
z / (agzy) f 20,dz — (a;z ) / zoydz
emt | /A " ' -5

- My My
6 ; +4 v : +%
o (P g, /gTyzdz—f— Obuz s, fzfmzdz
5y ,_% Ox ,%
V'yz Va;z
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£

880, 986, [ 2
__z( - 6@;)[_ Tyl dAewfc (6(%)[ 2 fudz

-k
g
R —— S, et
My

pIfer

+ +4
— (862) f 2f,dz +6u, Fudz| dA.

Pl ]
Ty Pz
2
. f (mgﬁg + 3 66 Mk) dre} (5.70)
e ka1

Aplica-se (5.60) em (5.70) obtém-se:

Ttgl

o= LG e () ()]

) dy
086, E#? , 00,\ {06,
Oy } 12(1—v?) Ox dy
Obu, O,
+(3:u M(SB) (59_9:”)
dbu, O,
+ ( 6&,) tG ( 5ot By)

880, 080, 08, 09,
”(aa: ay)G (aws au)}d‘qe
w—/ [(86,) my — (805) my + Sup,| dA.

Aﬂ

2
- / ((5u3F3 +3 59{3\4}) dI‘e} (5.71)
I'e

k=1

Reescrevendo (5.71) tem-se a formulagéo variacional do problema dado
por:

- 2L mrs (3) - (3 wts (50)

1(]A~u) Jy
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vEt (89 N 068, Et? 00

12{(1 —v?) \ Oz dy ] 12(1 - v \ By
dbu, Ou, Odu, e
+(8 M(S@) (8@; 9z>%(&s +é9y>tG(w§;~+9y>

966, 068, 80, 86,
Dz Y| ga
ot (7 - ) o

+ Ox y

/ [(68y) ma — (865) my + du.p;| dA,
JAL
2
_ / <5u3F3 + Y 66) Mk> d,I“e} (5.72)
e k=1
() sistema é simétrico, bilinear e pode ser escrito por:

a(bu,u) = (bu, f) + (6u, T')p (5.73)

Cada termo ¢ representado por:

”'” 60, Et? o8
albuu) = { K >12 1—u2>(65)
a8, vEt? o0,
12(1 - v?) \ Jy
869;) uEﬁ

0,
Oy 12 1 -2 Bz
(36

3

et
()i ()
(fu

5

,,Jr

12 vg)

+

d
Oy 0z
oo

. 080,\ & (60, a9,
(c% ) ""2"(6@ ayﬂd“"’}

(bu, f) = Z / (80,) my — (602) my, + Su.p.| dA,

+
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Tai

. 2
T = Y. / SusFs + Y 667 My, | dl'. (5.74)
gm=] Pe

k=1

Discretizagao utilizando o método dos elementos finitos

Para obter a formulacao de elementos finitos de placa pela Teoria de
Reissner- Mindlin, necessita-se escrever os deslocamentos u em termos de
deslocamentos nodais u,, mediante a definicio de uma base de fungdes de
interpolagdo como segue:

u = Nu, {5.75)

onde N & a matriz de fungdes de interpolagdo utilizada para encontrar a
solugao numérica aproximada do problema.

Conforme Ofate[21], a matriz dos coeficientes de interpolagdo N, que
aparece nas expressoes abaixo, tem seu indice ¢ dado pela ordem do polinémio
de interpolacao utilizado na aproximagao.

O vetor das deformacoes generalizadas & pode ser escrito matricialmente
na forma:

[ (35;‘ + Qy) ] ] (%ﬁi“zi + Nig%) M ]
@;
(%? B 9@») (Ba?u"""' - NiﬂwJ y
Thgl . el
& = w%qf = - (%%) B, = ZB“ Usz,
(% N %%) (%Gwi - 66_];?9?}1‘) - u .
) ) ) (5.76)

Para a implementacao computacional é necessdrio escrever a matriz B,
que representa o operador diferencial aplicado as funcoes de interpolacio da
matriz de deformacdo generalizada.

Assim, por (5.76), tem-se que a matriz constitutiva? B é definida por:

% As submatrizes B, e B; em (5.78) representam os operadores diferenciais aplicados as
funcdes de forma com relagio a rigidez de cisalhamento e flexdo, respectivamente.
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B; = 5z (5.77)

A expressdo (5.77) pode ser dividida em:

[0 0 2% 0 N
B =
‘ 00 2% N, 0
L By * i
000 0 =947
By = {000 % 0 (5.78)
ON,  _ 0N
_OOG Oz _By_

A matriz de rigidez do elemento é calculada através da soma das parcelas
de rigides cisalhante e de flexéo, como segue:

K® = k{+k}

ke = / B'D.B.dA. (rigidez cortante)
A

kf = /AB}ﬁﬁfodAe (rigidez o flexdo)

fAB Nop.dA.
fe = - an Namfche - j?e NaMidFe (579)
= [, NamydAe — [i. NoMydT,

Comparando (5.79) com (5.72) obtém-se a formulagao variacional do pro-
blema expressa em funcio das matrizes B e D e funcoes de forma associadas:
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Tlgl

T =
0 = Z{[ /A B! DCBC+B}"Dfo} dA,

=]

— j [-—-N?me - Nﬁmy + N1pz] d—Ae

. 2
_ j (Nl-ﬁ‘g. +3° NE‘MQ di‘e} (5.80)
e k=1

Em (5.80), as parcelas da matriz de rigidez e vetor de cargas podem ser
separadas e expressas por:

K¢ = /A (BE‘DCBCJFB?bef) dA. (5.81)
o= / (= Nimg = Numy + Nip.) dA, (5.82)
Ae

Ao mapear para o sistema de coordenadas padrio, definido por £ e n, o
diferencial de superficie do elemento ¢ dado por dA, e pode ser escrito por

dA. = det JdEdn (5.83)
onde J° é a matriz jacobiana dada por:
e |8 @ | | mTl o H Y
JE = { 9 oy ] = | v owe {(5.84)
8n &g i I

Onde x; e y; representam as coordenadas nodais do elemento em relacao
ao sistema global de coordenadas.
A inversa da matriz jacobiana J¢ é dada por:

o o e

rom 3 €

Jelm[% m}ﬂ [ : } (5.85)
o o | o 0 ‘
& 5 det J e &

As derivadas cartesianas das fungdes de interpolacio sao obtidas pela
regra da derivacio em cadeia.
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8 & o a a
A dr  dz |
[f@f}:{«?& aﬂ}[%}““r [%:} (5.86)
oy By By an an
Dessa maneira, (5.81) e {5.82) ficam expressas por:
=] e . e
Ke = / (B DB+ BY Dy By ) det Jedgdn
=1 Jpm=n1
(5.87)

£==1 fpe=1
fio= / / (—Nimg — Nimy, + Nip, ) det J°d€dn (5.88)
g1 Jigm—1

Numericamente as equagoes (5.87) e (5.88) sdo escritas utilizando a regra
de quadratura de Gauss para retingulos, conforme Dunavant[13]. Assim,
tem-se para cada elemento finito.

n

3 [(Bf D.B. + B}“Dfo) det JE] e, Wi

k=1 T

KE

Pl

n

£ wNim_@wNim +1TV1")Z det Jﬁ W; 5.90
f /;K v+ Nip:) ]5;25:2‘. K (5.90)

%

W), representa o peso do k-ésimo ponto de integragao e n expressa o
numero total de pontos de integracao em funcdo da ordem polinomial do
elemento.

5.1.4 Extensao da teoria placa de Reissner-Mindlin pa-
ra cascas curvas

Em face da grande evolugiao conseguida em estudos dos meios continuos,
tem sido dada relativamente pouca énfase aos sistemas que associam elemen-
tos espaciais de cascas curvos.

Sugere-se aqui resolver o problema de cascas curvas com qualquer de-
senvolvimento geométrico no espago tridimensional através do Método dos
BElementos Finitos pela associacdo de elementos de placa curvos com seis
graus de liberdade por né, trés translagoes e trés rotagoes.
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Na formulacao foram tomados os cuidados para que o elemento de placa
pudesse tomar qualquer posicao no espacgo. Assim, na modelagem do pro-
blema via Método dos Elementos Finitos, associou-se em cada ¢lemento no
espaco um sistema de eixos cartesianos (£,7,() e o equilibrio de cada ele-
mento foi calculado em relacao a estes eixos. Foram considerados dois tipos
de elementos: retangular linear de 4 nés e retangular quadratico de 9 nés.
Esses elementos foram utilizados para simular alguns exemplos particulares
de cascas onde a formulacao quadritica foi testada.

Os deslocamentos a considerar no problema da placa sao duas translagoes
e duas rotagoes segundo eixos cartesianos contidos no plano da placa e mais
a translacao perpendicular a esse plano. Nos problemas de casca os desloca-
mentos de translacao no plano do elemento contabilizam o comportamento
de membrana na placa.

Deformacoes e tensoes para cascas no plano xy

Conforme Timoshenko|[34], o problema da placa eldstica pode ser estuda-
do considerando-se cinco componentes de deformacao: trés devidas a flexao e
duas devidas ao cisalhamento. Na formulacao para cascas, o efeito de mem-
brana também contribui. Utiliza-se a notagao (us, uy, u.) para deslocamento
e (#;,0,,0,) para rotagao. Supde-se inicialmente que o elemento esteja loca-
lizado no plano xy; o vetor das deformagdes totais é dado por:

- a6, - ) 5 .
" " Y Uy
— 2% Fuy
Eg ¥ Jy
a6 aa, . :
- — | - il " G
£ = Yy = Z ( oz Dy ) + (%Ly t- %) (591)
g
Va2 (”gbf + 9’9) 0
7y Oug
L e d | o B 1 L 0 5

~ - -
et brene

placa

A primeira parcela refere-se 4 contribuicao de flexao e cisalhamento trans-
versal e a segunda parcela ¢ a contribuigao do efeito de membrana. Em (5.91),
as trés primeiras componentes do vetor representam deformacgoes por flexéo
(efeito de placa + efeito de membrana) e as duas dltimas parcelas represen-
tam deformacoes por cisalhamento transversal.
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=

ol T -+ cas ( 0.92)
Ec 0
j’JiG»C(L e hrang
O tensor das deformactes pode ser desmembrado em trés partes distintas,
expostas a Seguir:
Sug
Oz

. Ouy
Em = Jy

Qug | Oty
(3y+8m)
o8y
Gz

80y
Ef = dy

(98 _ 9%
dzx dy

(5= +6y)
t = (5.93)

Ou,
(% - )

O vetor dos esforcos locais em um ponto do plano médio é definido por:

Nac Ty
Ny Ty
- “ N, T - -
Yy -
Tm L o o
1 1 -
= .wl...;
M, 3| 20 2 N
o=1| 0o = = Tl dz = zés | dz (5.94
f f
M, " z0y L :
D) 2 cee
M. 2T .
Oe v Y Fe
Ve Taz
| Vie L Tyz ]

Supoe-se um elemento curvo caracterizado pelos pardametros £ e . Assim,
as coordenadas de um ponto do elemento sdo dadas por {(z (£),y(£),z(£)).
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Baseado nisso, um vetor unitdrio na dire¢do do eixo £ do elemento deformado

é dado por

(am 8yl 632{5))
g6 0 88 ' B¢ (5 95)

2 2 2
dz(f) aylé) dz(L)
\/( &s) ‘3“(%5) “‘"(aﬁ)

e um vetor intermedidrio unitdrio © na diregao do eixo 7 do elemento defor-

Uy =

mado, é definido por:

(@w(m Byln) az(m)
on ' dn Y Oy

0=
2 2 2

8a(n) By(n) b2(1)
(B ¢ (20)" (o)

Associado ao vetor ¥y e ao vetor intermedidrio, conforme ilustra a Figura

(5.96)

5.4, definem-se os vetores ¥ e 7.

Mudhie e formadn

Figura 5.4: Sistema de eixos associado ao ponto de integragio do elemento de

casca.
Com isso, qualguer ponto da segéo é localizado pelas coordenadas:

— — — — T —
iy = [ o T U | i,
i3 i,
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=

o

g, :
f?z - [ M 52 ’173 }
O

L5y Dy

w2

(5.97)

I
e

Assim as expressoes que representam o vetor das deformacgoes generaliza-
das podem ser reescrito por:

Guy
oz

. Bug
Em = dy

Quy . Oug
((?y + ('):c)

09,
oz

a4
g = By g, = (aw . ) (5.98)
Fu VY1

_ (86 _ 86
8z Oy

Jacobiano bidimensional para coordenadas cartesianas

Partindo do exposto para o caso unidimensional , considera-se o Jacobiano
em duas dimensées calculado como:

o\’ Ay \ > 8z\*
() ~ () + (&)
e oz\” A\’ 82\
h= \/<dn) +(d_n) +<3n) (5.92)

Para o caso bidimensional o Jacobiano é obtido por um procedimento
bastante simples, dependendo de um cdlculo prévio dos vetores U, Uy e ¥y
para sua determinacao.

Adota-se a principio o vetor ¥; na diregdo £ do elemento e considera-se
um segundo vetor intermedidrio © na dire¢io n do elemento, como ilustra a
Figura 5.4. Logo, esses vetores unitdrios S0 expressos por:

s 1 (0 oy o
T \BE ag o¢

Sy
=
[
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1 (05 0y 02
Jy \On' On’ On

(5.100)

Como 17 e ¥ sdo linearmente independentes, entdo todos os vetores da

forma ot + P podem ser representados sobre wmn mesmo plano.

vy = aty + [

(5.101)

Conforme Devloo[12], o vetor ¥, & dado pela combinagao linear entre
e . Ao impor a condi¢ao de que o produto escalar entre o vetor 7; e ¥ seja
igual a zero e ainda, que o médulo de ||[T5]) = 1, torna-se possivel determinar

0 vetor Us.

Ao multiplicar ambos os lados da combinagéo linear por 7y, segue que:

-

-

O vetor #; é dado por

e o Jacobiano é definido como

onde:

Ot oty 0xr  Oudy ot 0z ., L .
%  owo ' ayog aza M
Oh _ Onos, %0y OMoe
on Ox dn Oy On Oz On 2
oy  OthOr OOy  0thdz

9 0z dE dyoL 9z0E

ov; _ Ohor 0%y Rz . .
on dr dn Oy On Oz On A

’tmfg = 61 x ?72

5 o
J=| & o7

8L oy
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Finalmente o Jacobiano bidimensional é expresso como segue:

o [ Jp T o
J [ ) ﬁz‘@ff} (5.106)

Assim torna-se possivel calcular em cada ponto de integracao os desloca-
mentos e rotagdes em funcao da orientagao dos eixos no ponto.
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Capitulo 6

Acoplamento entre elementos

6.1 Associacao de elementos de barra com
elementos de placa

O objetivo deste capitulo é apresentar como foi feito o acoplamento das
matrizes de rigidez dos elementos de barras e de placas, bem como o modo
com que foi montado o vetor de cargas nodais, por contribuigio das acoes no-
dais equivalentes dos mesmos elementos, em programa elaborado no ambiente
computacional PZ, com a finalidade de andlise tridimensional de edificios.

A técnica utilizada é semelhante a que foi empregada por Buzar[8 que
analisou o problema de placas a partir de um elemento finito retangular de
16 nés com aproximacao lagrangeana e por Santos da Silva[28] que associou
08 elementos de barra e placa para posterior andlise eldstica.

No ambiente computacional PZ, foi feita uma implementacao computa-
cional da associacio de elementos finitos unidimensionais de barras baseados
na Teoria de Timoshenko com elementos finitos de placas formulados com
a Teoria de Reissner-Mindlin. O edificio é idealizado como a associagao no
espaco tridimensional de pilares, lajes e vigas.

Os pilares e vigas sdo discretizados como elementos finitos unidimensio-
nais de barras com dois nés de extremidades. As lajes sao discretizadas como
elementos de placa com 4 nés de extremidade.

Do modo como implementado, o programa permite que sejam feitas ané-
lises de elementos curvos de barra e de casca.

Na linguagem C++ é importante observar que os fndices dos coeficientes
de matrizes e vetores possui numeracao seqiiencial que ¢ iniciada no mimero
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zero. Dessa forma a primeira componente de um vetor ¥ ¢ »[0]. Assim,
para percorrer todas as componentes de um vetor de seis componentes, por
exemplo, utiliza-se um contador inteiro que varia da posicao (0 até a posicao
5.

Como os coeficientes de rigidez sio for¢as, no acoplamento basta somar
vetorialmente as componentes de diregbes correspondentes obtendo, entao,
a matriz de rigidez global por contribuicio das matrizes de rigidez dos ele-
mentos. Como as matrizes de rigidez dos elementos estao expressos em co-
ordenadas locais, cujas diregbes coincidem com as direcoes das coordenadas
globais, basta fazer a correspondéncia de indices e realizar a contribui¢ao dos
coeficientes de um elemento nos coeficientes globais a que estdo conectados.

A mesma estratégia é usada para a obtencao das agdes nodais.

As a¢Oes atuantes num elemento sao transtormadas em agoes nodais equi-
valentes nos nos do elemento e por contribuicao sao superpostos nas agoes
nodais nas coordenadas globais dos nés onde o elemento é conectado.

6.1.1 Barra

A contribuicio da rigidez de um elemento de barra espacial é escrito comor

s = f (6.1)

sendo K} a matriz de rigidez do elemento que representa a contribuicao da
rigidez do elemento de barra para o né n da estrutura; u e f5 sdo o vetor
de deslocamentos e o vetor de cargas, relativos ao né n.

Para o n6 de barra, a contribuicao deste né na matriz de rigidez da
estrutura € traduzida pelas expressoes:
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k?&ﬂdf,ﬁj»{»jdf) = FA, (N N; ) V(0,idf yV(0,5df YW

k fé‘fmf 6+df) = G Ay (N{N}) v iany v, jasyw

Ko vidt 67-+3ap) = GA. (NIN}) veuanve anw

k{ﬁt+zdfﬁj+3r£f+3] = =G Ay (N]N;) viiar) V(2 japyw

k?ﬁwa‘,df,ﬁj»i»jdfww) = GA; (N]N;) v, idf V(1 5df YW (6.2)
k(ﬁz+adf+% Bi+5df) =GA; (NN ) UV,adfy V(2 jdf YW .
k?ﬁz-mdf%?, 64-+jdf) = —GAy (NN ) U(2,4dfYV(1,5df YW

k(ﬁe+vdf+3 Bi+idf+3) T GJo (N ) V(0,idf ) V{0, 5df ) W

kbg'v+idf-f—3,6j+jdf+3} = [GAZ (NiNg) + By, (NN)] V(L3 V(1,54 W
k(6z+1df+$63+jdf+3) = [GAy (NiNj) + EJ. (Nz‘Nj)] V(2,idf )V (2,54f YW

A nomenclatura apresentada em (6.2) é

» 7, j : grau do polinoémio de interpolagio (1,...,n,), onde n, representa
a ordem do polindmio de aproximagao;

o idf, jdf : graus de liberdade (1,2, 3);

e v : vetor de diregao;

& w : peso no pouto de integragao;

* 1 nodn;

e N : fungoes de forma;

o A, Ay e A, : dreas das secoes transversais da barra;
o F : mddulo de elasticidade longitudinal da barra;

e (7 modulo de elasticidade transversal da barra;

® Jyy, J.. € Jo s momentos de inércia em y, z e momento polar, respecti-
vamente.
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O vetor de cargas é representado pela associagdo da funcio de forma aos
carregamentos distribuidos, como segue:

foo, = Nipe
f (6i+1,0) T Lvily
fe Givz,0y T Vil (6.3)
fi Giran = Nitg
f (6i+a0) Nimy
fe (Bir50) Nim

Os valores pz, py; Pz, Ma, My © M, Tepresentam forcas ¢ momentos distri-
bufdos por unidade de comprimento.

6.1.2 Placa

A rigidez do elemento de placa espacial é escrito por:

K} = fF (6.4)

Onde K% é a matriz de rigidez do elemento que reprcsenta a contribuigéo
da rigidez do elemento de placa para o né n da estrutura; v’ e f§ sao o vetor
de deslocamentos e o vetor de cargas, relativos ao né n.

Para o né de placa, a contribui¢ao na matriz de rigidez na estrutura é
traduzida pelas expressoes:
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- I or r ,
kl(oﬁi—%idfﬁj—l-jdf) =h ‘(puﬁ)Ni,mNj,w + GNi,y]\fj,y_ V(0,24 V0,74 )W
" | uE ]
kfﬁinmdfﬁﬂ-jdf) =h _(1iuﬁ)Ni,rch,y + GNé,yNj,w_ V(0,4df yV(1,5df )W
Pr, [ wE ]
k€6i+idf',6j+jdf) = h "(1iyi)Ni.yNj,m + GM,wNj,y_ V1,adf 3 V(0,5df )W
D | B ] )
k(6i+idf,6j+jdf) =h *GNi,mNj,w + (;,mw!)Ni,yNj,y_ V(L,adf 1V, W
kfélﬂ'df,ﬁ_ﬁjdf) = alGh [Ny Njo + NiyNjyl Viaan v janw
kfgﬁ--idf,ejm;mjdﬁ--a) = —aGh [Ny Ni] v ianvo jaw
k€gi-f-idf,6j+jdf-+-3) = aGh [Nia Nl viurv,janw
k%wwna,sgwaf) = —aGh [NiNjy| v ia000 500w
Pn e
k(6i+idf+3,6j+jdf) = aGh [NiN; 2] v ian Ve, janw
Pn —_ Eh3 ) (1—v) Gor(L--1) - )
KiGicidr s 6iarr3) = 12(1-7) {NwNi,y% 7 NipNja + - 'h'.2'_N’iNj} U(LadfyV(2,5a)W
Pn _ EhE {(1—v}
k(ﬁi+idj'+3,6j+jdf+3} T TR ey {”Ni,yNj,w + Ni,mNj,y] Vig,idf ) V2, jdf )W
P e T (1-2) ,
KiGisiari3sitiarts) = ~ D07 {”Ni.wNj,y T Niny;i,m} U(L,if Y V(0. jf 1
P . _ ER® (1-v Ba(l—v) ar
k(6i~m¢fui—3,6j+jdf+3) — (1Y) [ 3 Ni,yNj,y + Ni,xNj,w + = NiNj} Vi1 sV, 5dr )W
Pn !
k{ﬁi—%idf%—i&,ﬁj-kjfif%ii) = 1
(6.5)
Observa-se que os termos N, , e N, ,; apresentados em (6.5) denotam: %ﬁl
e aa];i, respectivamente.

O vetor de cargas é representado pela associagdo da funcdo de forma
aos carregamentos distribufdos. Ressalta-se, no caso de placas, a existéncia
somente de carregamentos normais ac plano da placa e momentos distribuidos
nas direcoes x e y.
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'Pre - O

(61,0}
f (%T%»H,D_) =0
f 537;%2,0) = NiDz (6.6)
f (sﬂénya,o) = Nimy
f(%?m,o) = Nimy
f (%24»5,0} = ()

Os valores p,, m. e m, correspondem a for¢as ¢ momentos distribuidos
por unidade de drea.

6.2 Sistema de equacoes

Uma vez computada a contribuigao de todos os elementos na matriz de
rigidez e no vetor de cargas da estrutura, faz-se a contribuigao das acoes
nodais diretamente aplicadas nos nds no vetor de cargas da estrutura.

Assim que os dados dos nds da malha sio introduzidos no ambiente PZ, es-
tes passam por um procedimento de renumeracao dos nés denominado Cutil-
Mackee e a matriz de rigidez, apds as contribuigtes de rigidez do elementos
do problema, é entdo armazenada em banda para posterior processamento.

Chega-se entao a um sistema linear de equagoes da seguinte forma:

onde:

(K| de ordem n x n & a matriz de rigidez global da estrutura, sem as
condigoes de contorno;

|A] vetor de ordem n x 1 das acOes nodais;

D] vetor de ordem n x 1 das incégnitas de deslocamentos.

6.3 Condicoes de contorno

6.3.1 Barra

Para a fixagao da estrutura, foram implementadas condigdes de contorno
naturais { Newmman) e essenciais (Dirichlet).
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As condigoes de contorno essenciais sao dadas pela imposi¢ao de um valor
alto, por exemplo 10*?, na diagonal da matriz de rigidez e no vetor de cargas,
para os graus de liberdade em que a condigao de contorno estd sendo aplicada.
No vetor de cargas associam-se também coeficientes de forga. Dessa maneira,
para o né n, a imposicao dessa condi¢ao de contorno afetard a matriz de
rigidez e vetor de cargas:

fog = 102 Fy Naw k?&- 61) = 10" N; Njw
fg:st‘.mm,()) = 10" F,Niw k(mﬂ 6i+1) 107N Njw
Fairag = 10V FNw k?&-w,ﬁjw} = 10" N; Nyw
fiiae = 107MNw ’ ko Geragesy = L0PNNjw (6.7
fiae = 107 MpNow Kbipagien =107 NilNjuw
fGirsgy =107 MaNaw Kisoirs = 107 N:Njw

As condi¢oes de contorno naturais sdo dadas pela contribuicao de cargas
{for¢as e momentos) pontuais, no vetor de cargas, nos graus de liberdade
referentes & aplicagao dessas condigao de contorno. Portanto, dado umn ponto
n, sujeito aos carregamentos nodais existentes, o vetor de cargas fica expresso
por:

fié Gy =HNw
i (bé’é?-+-1,0) = IHNjw
i gghz,m = F3Nyw
f(ﬁH*‘; o = MiNw
it Gieagy = MaNw
f(béhs,o) = MsN;w

(6.8)

6.3.2 Placa

Para a fixacao da estrutura, considere inicialmente uma placa na qual
coincide o sistema local com o sistema global. Foram implementadas con-
di¢bes de contorno naturais (Newmman) e essenciais { Dirichlet). As con-
dicoes de contorno essenciais sao dadas pela imposi¢io de um valor alto, por
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exemplo 10", na diagonal da matriz de rigidez para os graus de liberdade
em que a condicao de contorno estd sendo aplicada. Dessa maneira, para o
né n a imposicao dessa condigao de contorno afetard a matriz de rigidez e

vetor de cargas, como segue:

o)

f{ﬁz +1.0)
fé(g;w,o)
Ssiea
fgiva, 0)

fe (6i+5,0)

=
=0
= 102 3 Nyw
= 10" M N;w
= 102 My Nyw
= ()

P
k{ﬁ’i 67}

Y2
k (6i41,65+1)
k(01+2 G7-+-2)

Pn
k {64+3,674+3)
ki

(Gi-4-4,65+4)

Pn
k(6i+5,ﬁj+5)

= 102N, N;w
= 10" N; Njw
= 102 N; N;w
= 10N, N;w
— 10N, N;w
= 10N, N;w

(6.9)

As condigoes de contorno naturais sao dadas pela contribuigdo de cargas
(forcas e momentos) pontuais, no vetor de cargas, nos graus de liberdade
referente a aplicagao dessas condigdo de contorno. Portanto, dado um ponto
n, sujeito aos carregamentos nodais existentes, o vetor de cargas ¢ definido

por:

fiio)

f féﬁﬂ o)
fgiz+2,0)
figira
Si6ia0)

e (6i+5,0)

=0

= ()

M Nyw
MgNiUJ
0

(6.10)

Os vetores de eixos expressos em (6.5) representam o sistema de eixos
associado ao ponto de integragio do elemento de placa. Com isso, a transfor-
macao relativa & contribuicao na rigidez do né é calculado automaticamente
em termos de contribuigao no sisterna global.
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6.4 Obtencao das incégnitas

A matriz de rigidez [K7], j4 impostas as condigbes de contorno, € montada
no PZ como uma matriz simétrica em banda, isto &, apenas a parte triangular
superior da diagonal da largura da banda é armazenada.

A solugéo do sistema pode ser realizada por diversos métodos diretos,
visto que o ambiente PZ estd associado com a biblioteca TMatriz (Santana
& Devloo[2T}), voltada para o tratamento (armazenagem, escalonamento,
solugio) de matrizes. Dentre estes métodos diretos destacam-se: LDLT, LU,
LLT.

O sistema [K] [D] = [A] foi resolvido por um método direto, no caso o mé-
todo de Cholesky obtendo-se assim os deslocamentos segundo as coordenadas
globais.

6.5 Pods-processamento

A solucédo do sistema de equacoes fornece como resultados os deslocamen-
tos nodais: trés translacoes segundo os eixos globais , ¥ e z e trés rotagdes
por né em torno dos eixos globais , y e 2.

Dentro do ambiente PZ foram implementadas rotinas para, a partir dos
deslocamentos nodais, efetuar a etapa de pos-processamento calculando os
esfor¢os solicitantes em qualquer secao de elementos de barra e em qualquer
secao de elementos de placas.

No trabalho optou-se apenas pela determinacao de esforgos solicitantes
ao invés de calculo de tensdes, uma vez que o dimensionamento, via de regra,
é feito a partir dos valores dos esforgos solicitantes.

Para o calculo dos esforgos nos elementos foi utilizada a formulacio indi-
cada nos capitulos 4 € 5.

Para as barras foram implementadas rotinas que fornecem, no eixo da
barra, nas secoes infcio e final do elemento, os seguintes esforgos solicitantes:

Forga normal £

For¢a cortante V,

Forga cortante V,,

Momento fletor M,
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¢ Momento fletor M,

o Momento torgor M,

Para as placas foram implementadas rotinas que fornecem, no plano médio
da placa, ao longo das faces dos elementos, os seguintes esforcos solicitantes:

Forc¢a cortante no plano xz V.

e Forca cortante no plano yz V.

Momento de flexao M,

Momento de flexdo M,

Momento volvente M,

Foram implementadas no ambiente PZ rotinas de pds-processamento que
preparam e escrevem arquivos contendo os resultados de deslocamentos e/ou
de esforcos solicitantes num padrao de saida formatado para servirem como
arquivo de leitura para programas grificos de visualizacao de resultados. As
rotinas implementadas permitem preparar arquivos de dados para o progra-
ma de visualizaciao Mview3D, desenvolvido na PUC do Rio de Janeiro e para
o programa DX da IBM. No capitulo de exemplos alguns resultados foram
preparados para serem mostrados através do programa DX,
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Capitulo 7

Exemplos

O objetivo deste capitulo é apresentar alguns exemplos que foram resolvi-
dos com a aplicacao das formulacoes expostas nos capftulos anteriores, com
a utilizagao das rotinas elaboradas no ambiente computacional PZ.

Os exemplos aqui mostrados sdo ficticios. As dimenstes e caracterfsticas
eldsticas das estruturas, bem como os valores das cargas ndo representam
fistcamente uma situagao real de projeto de engenharia.

Os resultados obtidos com as rotinas elaboradas nessa dissertacao foram
comparados com simulaces equivalentes realizadas com o software Ansys,
versao 5.2. Os valores encontrados com o programa elaborado foram sempre
muito proximos daqueles obtidos com o software Ansys.

Na apresentacdo dos exemplos serdo feitos comentarios quanto & ordem
dos polindmios de interpolagao e discretizagao das geometrias dos dominios
e para a aproximacao numérica dos problemas.

No exemplo 7.6 sera apresentado as dimensoes da matriz de rigidez glo-
bal gerada pelo programa e a quantidade de memoéria RAM necessdria para
resolver tal sistema.

7.1 Exemplo 01 - Pértico plano

Trata-se de um pértico plano, contido no plano zz, com barras de secao
constante 20cm x 40cm. A estrutura € submetida a uma agao uniformemente
distribufda de valor ¢ = 1tf/m e a acdes concentradas de valores P = bt f ,
conforme indicado na Figura 7.1.

Os pilares e vigas tém 3m de comprimento e cada um deles foi discretizado
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Figura 7.1: Pértico Plano.

em 2 elementos unidimensionais de barra de comprimento 1, 5m. Na Figura
7.1 estd ilustrado a numeracao dos nds e dos elementos. Adotou-se moédulo de
elasticidade longitudinal E = 2100000 £f/m?. O apoio esquerdo é engastado
e o apoio direito é articulado.

Ressalta-se que para a aproximacao numeérica do problema utilizaram-se
polindmios de quarta ordem.

O valores de deslocamentos encontrados estao mostrados na Tabela 7.1,
onde também estao indicados os valores correspondentes calculados com o
programa Ansys.

Tabela 7.1: Deslocamentos/Rotagoes

Uy U 6y
Né Tese Ansys Tese Ansys Tese Ansys

1 0 0 0 0 0 0

2 | 0.00558 | 0.00543 | 0.00002 | 0.00002 | -0.00550 | -0.00561

3 | 0.01232 | 0.01228 | 0.00005 | 0.00005 | -0.00263 | -0.00267

4 | 0.012315 | 0.012307 | -0.00084 | -0.00081 | 0.000747 | 0.000751

5 | 0.01230 | 0.01218 | -0.000113 | -0.000108 | -0.000696 | -0.000703
6 | 0.008259 1 0.008295 | -0.000056 | -0.000049 | -0.004466 | -0.004501
7 0 0 0 0 -0.006058 | -0.006097
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Pode-se observar wma ligeira diferencga de resultados entre os deslocamen-
tos calculados pelo programa PZ e pelo programa Ansys. Isto se deve ao fato
de que as funcgoes de forma nio sejam as mesmas e pela prépria diferenga
entre as hipéteses das formulagtes adotadas {(no Ansys nfo foi adotada a
hipdtese de Timoshenko).

A componente horizontal do deslocamento de translaciio do pdrtico ana-
lisado ests representado graficamente na Figura 7.2.

Iscasngrtos {m)

Figura 7.2: Deslocamento u, no pértico plano,

Para o pdrtico ilustrado na Figura 7.1, o diagrama de distribuicao do
momento fletor no plano xz estd representado graficamente na Figura 7.3.

A convencao utilizada foi representar o momento do lado das fibras tra-
cionadas, Utilizou-se o programa de visualizacio DX. Ao lado do diagrama
é apresentada uma barra de cores associada a valores dos esforgos.

Womante Fgtor (5,m)

Figura 7.3: Representacdo do momento fletor M, no pértico.
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A forca cortante ao longo das barras estd expressa graficamente na Figura
7.4. A barra de cor representa a mudanca de intensidade da forca cortante
a0 longo das barras. O diagrama de forga cortante tern sinal. Adota-se a

convencao de que forga cortante positiva é a que percorre a secio transversal
no sentido horério.

)

Faorae Catante

Figura 7.4: Forca cortante solicitante no pértico.

Os esforcos normais para o carregamento indicado sdo constantes ao longo

das barras como pode ser observado na Figura 7.5. Os valores positivos sdo
for¢as normais de tracao.

Figura 7.5: Representacao do esforgo normal no pértico.
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No diagrama essas forgas estao representadas pelo sentido das setas coin-
cidindo com o sistema do eixo global positivo, caso contrario sao negativas.

Os valores dos esforgos solicitantes calculados nas extremidades de cada
elemento estao mostrados na Tabela 7.2. Os momentos fletores estdo indica-
dos na convencao de Grinter. Forcas normais positivas sdo de tracao e forcas
cortantes positivas so aquelas que percorrem a se¢ao no sentido hordrio.

Tabela 7.2: Esforcos solicitantes de forgas normais, cortantes e momentos
fletores

For¢a Normal (tf) | Forca Cortante (tf) | Momento Fletor (tf.m)
Barra | N6 | Tese Ansys Tese Ansys Tese Ansys
1-2 1] 331 3.33 12.33 12.34 17.09 17.06
1-2 2 ] 331 3.33 10.83 10.84 0.28 0.29
2-3 2 ] 3.3 3.33 5.83 5.83 0.28 0.29
2-3 3 | 3.31 3.33 4.33 4.34 7.90 7.91
34 | 3 1-065 -0.67 -3.30 -3.30 7.90 7.91
3-4 4 | -0.65 -0.67 -4.80 ~4.79 1.82 1.83
4-5 4 | -0.65 -(.67 -4.80 -4.79 1.82 1.83
4-5 b | -0.65 -0.67 -6.30 -6.31 -6.51 -6.51
5-6 5 | -6.30 -6.32 0.67 0.67 -6.51 -6.51
5-6 6 |-6.30 -6.32 217 2.18 -4.38 ~4.39
6-7 6 | -6.30 -6.32 2.7 217 -4.38 -4.39
6-7 7 -6.30 -6.32 3.67 3.67 ] 0

7.2 Exemplo 02 - Pértico espacial

Neste exemplo foi feita uma andlise de um pértico espacial, onde atuam
carragementos concentrados em alguns nds. A Figura 7.6 mostra as cargas
nodais e condicoes de contorno ac qual a estrutura estd submetida, e ilustra a
numeracio dos nés e elementos. As vigas e pilares do pértico possuem segao
constante 15cm x 15em e tém 3m de comprimento. Cada viga e pilar foi
discretizado em 2 elementos unidimensionais de barra. Foram adotadas as
seguintes caracteristicas eldsticas: mddulo de elasticidade longitudinal E =
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2100000t f /m* e médulo de elasticidade transversal G = 807692.31tf/m*
(coeficiente de Poisson v = 0, 3).

Para a aproximacao numérica do problema utilizaram-se polinémios de
quarta ordem.

Figura 7.6: Portico espacial.

Os resultados de deslocamentos de translacao obtidos na andlise da es-
trutura para os nds 7 e 12 sdo apresentados na Tabela 7.3.

Tabela 7.3: Deslocamentos

Uy Uy Uy

N6 | Tese Ansys Tese Ansys Tese Ansys
7 1 0.01573 | 0.01561 | -0.01401 | -0.01391 | -0.00004 | -0.00004
12 | 0.02084 | 0.02069 | -0.00915 | -0.00908 | 0.000009 | 0.000009

As rotagbes nestes mesmos nés sao mostrados na Tabela 7.4.
Nas Tabelas 7.5 e 7.6 estao apresentados os valores das rea¢oes de apoio
obtidas para o pértico espacial do exemplo 02.

144



Tabela 7.4: Rotagoes

0 6y 8.
No | Tese Ansys Tese Ansys Tese Ansys
7 1 0.00267 | 0.00265 | 0.00322 | 0.00320 | -0.00232 { -0.00230
12 | 0.00182 | 0.00182 | -0.00198 | -0.00201 | -0.00371 | -0.00369
Tabela 7.5: Forcas internas
R, I, R,
N6 | Tese | Ansys | Tese | Ansys | Tese | Ansys
1 10426 | 0426 | -0.108 | -0.108 | 6.261 | 0.261
5 10,426 | 0,425 § -0.390 | -0.390 | -0.688 | -0.689
9 | 0.573 | 0.573 | -0.391 | -0.391 | -0.166 | -0.166
13 1 0573 | 0.574 ) -0.108 | -0.108 | 0.594 1 0.595
Tabela 7.6: Momentos fletores
Rim,, Rm, Hm,
N6 | Tese | Ansys | Tese | Ansys | Tese | Ansys
1 10192 0.192 | 0.735 ¢ 0.734 | -0.052 | -0.052
5 10.665 | 0.664 | 0.734 | 0.733 | -0.052 | -0.052
g 1 0.666 | 0.666 | 0.981} 0.980 | -0.052 | -0.052
13 1 0.192 | 0.192 | 0.981 | 0.981 | -0.052 | -0.0562
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7.3 Exemplo 03 - Viga curva de eixo parabé-
lico

Trata-se de uma viga curva, de secao constante, contida no plano zy,
submetida a uma acio uniformemente distribuida de valor p = 1kN/m. A
viga curva tem vao de 5m e a flecha no meio do vao vale 3,125m. Seu eixo
é parabdlico ¢ as ordenadas sao dadas pela equacao abaixo:

y () = 2.5z — 0.5z°

A viga curva foi discretizada em 1 e 4 elementos. A Figura 7.7 ilustra a
intensidade do momento fletor M, nas se¢oes da viga curva, calculado através
do programa, para uma discretizagio em quatro elementos quadriticos. As
cores estao associadas com aquelas da barra de cores indicadas ao lado.

Os resultados dos valores exatos do momento fletor foram comparados
com os valores obtidos com o programa para uma discretizacdo utilizando-se
interpolacao quadrdtica lagrangeana da geometria e polinémios de sexto grau
para a aproximagdo dos deslocamentos.

QAN

Momanto Fletor {kN.m)

Figura 7.7: Representacao gréfica da distribuigado da intensidade do momento
fletor ao longo da geometria do arco parabdlico.

Na Figura 7.8 ilustra-se o érro porcentual entre a solugdo exata e as
solugdes aproximadas obtidas numericamente no ambiente PZ, para as dis-

cretizacoes e interpolacdes indicadas.
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Figura 7.8: Erro do momento fletor para 1 e 4 elementos quadriticos ao longo
do arco.

7.4 Exemplo 04 - Anel comprimido

Neste exemplo foi analisado um anel sujeito a carregamento distribuido
de pressdo P = 1kN/m aplicado no plano do anel, conforme a Figura 7.9,
Os resultados exatos de esfor¢os nesta estrutura sio momento fletor e forga
cortante nulos e forga normal de compressao constante de valor numérico
igual ac valor do raio.

N\

/'7//4‘//;;&\\\\\\\\‘

Figura 7.9: Anel sob carregamento de pressdo uniforme P = 1kN/m.

147



Fazendo vérias discretizacdes do anel com elementos em coordenadas cilin-
dricas, os valores obtidos apresentaram resultados com erros bastante peque-
nos em relagao 4 solucdo exata, jd a partir de dois elementos. Com elementos
quadriticos a convergéncia para a solucdo exata foi mais lenta.

Na Figura 7.10 é mostrado o valor aproximado do momento fletor obtido
utilizando-se 8 elementos quadraticos ao longo do eixo de um anel de raio 5m,
segio constante, submetido a uma acfo de pressio uniforme P = 1kN/m.

Momento Fletor {kN.m)

Figura 7.10: Representacao da distribuicdo do momento fletor ao longo do
anel, para 8 elementos quadriticos.

Na Figura 7.11 sdo mostrados os valores aproximados obtidos para o
esforco normal utilizando 8 elementos ao longo do eixo do anel.

o

Forea Nermal  {k)
»
-
&

Figura 7.11: Representacao da distribuicao do esfor¢o normal ac longo do
anel, para 8 elementos quadraticos.
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7.5 Exemplo 05 - Mola comprimida

Neste exemplo foi analisada uma mola espiral, conforme a Figura 7.12,
com dois bracos rigidos acoplados nas extremidades, submetida 4 acio de 2
forcas concentradas de valores P = 1kN aplicadas nas extremidades livres
das hastes rigidas. As espiras tém raio de 5m. O valor exato do momento
tor¢or ao longo das espiras € M, = BEN.m.

Mamentos Flator ¢ Toroor (KN.m)
i e o T A - - S o

Figura 7.12: Mola com carga pontual aplicada nas extremidades das hastes.

Momerio Torcor oo Tongo dus aspines

.34 e Eleens Cidnarico
e e (andedden

I

Hepira

Figura 7.13: Momento torgor ao longo de uma espira retificada da mola.
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O objetivo foi fazer uma andlise comparativa entre resultados obtidos com
discretizagdo utilizando elementos quadriticos e discretizagdo com elementos
cilindricos.

Com apenas um elemento cilindrico foi possivel descrever a geometria de
uma espira. Para a malha computacional, entretanto, foi necessario o uso de
polinémios interpoladores de alta ordem.

Na Figura 7.13 ilustra-se a diferenga de solugbes para ¢ momento torgor
ao longo das espiras, para discretizacdes da parte curva em 20 elementos
geométricos cilindricos e 20 elementos quadraticos.

7.6 Exemplo 06 - Placa engastada nos quatro
lados

Trata-se de uma placa quadrada engastada nos quatro lados, contida no
plano xy. A placa foi discretizada com elementos retangulares de 4 nés, com
aproximagao linear lagrangeana para a geometria. Foram adotados 8 elemen-
tos em cada diregdo. O carregamento adotado é uma carga uniformemente
distribuida ¢ = £ f/m.

1.6e-03
1, 46-G}
. 2edd
1.0e—03

&.0a~4

Deslocaments Uz

6. O
40004

2 Cue0d

0. Qa0

Figura 7.14: Placa quadrada engastada nos quatro lados, sujeito a carrega-
mento distribuido g = 1tf/m.

A matriz de rigidez do elemento, utilizando polinémios de aproximacao
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de ordem quatro, possui dimensao 28 x 28. Dessa forma, a matriz de rigidex
global possui dimensao 175 x 175. Como a matriz é simétrica, armazena-se
somente sua triangular superior ou inferior, sendo assim, essa matriz é com-
posta por 15.400 elementos do tipo float que ocupam 120, 32Kb de memdria
RAM.

Para a solucao aceitdvel das grandezas fisicas adotou-se polinomios inter-

poladores de quinta ordem. Na Figura 7.14 mostra-se a flecha (deslocamento

em z) ao longo da superficie. A placa possui 4m x 4m e espessura constante de
10em. O maodulo de elasticidade longitudinal adotado foi E = 2100000t f /m?.
O coeficiente de Poisson foi tomado igual a v = 0.30.

(7.1):

O valor tedrico da flecha maxima que ocorre no meio da placa é dado por

I
Foentrar = 0.000126 7

D
{(7.2):

(7.1)
onde D) estd associado as constantes eldsticas e geométricas da placa conforme

ER?
D= — . 2
B (7.2)
Para o exemplo estudado o valor exato da flecha méaxima 0.0016773m. O
valor encontrado pelo programa da dissertacao foi feentrar = 0.0016955m.

7.7 Exemplo 07 - Casca com uma curvatura

Neste exemplo foi analisada uma casca parabdlica engastada num tnico
lado e com os demais lados com todos os deslocamentos livres.

Figura 7.15: Casca parabdlica com uma curvatura.
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O carregamento considerado é uma acdo uniformemente distribuida apli-
cada ao longo do lado oposto ao lado engastado, conforme mostrado na Figura
7.15. A casca analisada tem dimenstes 4m x 4m, com espessura de lem.

O médulo de elasticidade longitudinal adotado foi E = 2100000t f/m? e
o coeficiente de Poisson adotado foi v = 0.30.

A formulagio de placa com teoria de Reissner-Mindlin é apropriada para o
tratamento de placas semi-espessas. No caso de sua utilizagdo para a anélise
de placas delgadas pode aparecer um problema numérico conhecido com o
nome “shear-locking”. No exemplo em discussao adotou-se wma espessura de
apenas lem para tentar verificar o aparecimento do fenémeno.

Observou-se que para os resultados de esforgos de flex@o se mostrassem em
equilibrio foi necessdria a utilizacio de polindémios de interpolacio de quarta
ordem. Para os esforcos de membrana, entretanto, fol necessdrio aumentar a
ordem de interpolacdo polinomial para no minimo cinco.

Utilizaram-se polinémios de interpolacao quadraticos lagrangeanos para
discretizacao da geometria, com elementos retangulares com 9 nds.

Figura 7.16: Casca parabélica.

7.8 Exemplo 08 - Edificio tridimensional

Neste exemplo foi analisado um edificio de 4 andares formado pela asso-
clagao de elementos de barras e elementos de placas. Cada pavimento tipo é
formado pela associaciio de 16 lajes com vigas de borda. O ediffcio possui 26
prumadas de pilares. As vigas e pilares foram modelados como elementos de
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barra e as lajes como elementos de placa, conforme a formulacio apresentada
nos capitulos anteriores.

O carregamento na estrutura é constituido apenas por acdes verticais
uniformemente distribuidas aplicadas em todas as lajes, de valor g = 1 £ f /m?,
As vigas e pilares possuem dimensoes padronizadas de 15cm x 15em e 3m
de comprimento. Os elementos de placa possuem uma espessura de 7em. O
rddulo de elasticidade longitudinal foi adotado igual para toda a estrutura,
valendo E = 2100000 tf/m?. O coeficiente de Poisson para as lajes foi
adotado igual a v = 0.30.

A discretizacdo da geometria dos elementos de barra foi efetuada por
polindmios lagrangeanos lineares, o mesmo acontecendo com os elementos
retangulares de placa.

Na Figura 7.17 estd mostrado um esboco da estrutura deformada.

Figura 7.17: Ediffcio de quatro andares.

O problema foi analisado com o programa PZ e também foi simulado
com o programa Ansys. Os resultados foram muito préximos, apesar do
fato que foram usados elementos de placa de Reissner-Mindlin no programa
PZ e elementos de placa de Kirchoff no programa Ansys. Na Figura 7.18
ilustra-se em detalhe a deformada dos elementos de barra e placa associados.
Para efeito de comparacao os deslocamentos verticais do ponto médio das
lajes centrais do primeiro piso sdo mostrados na Tabela 7.7 e as reacoes de
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apoio calculadas na base do pilar localizado na prumada frontal esquerda sao

mostradas na Tabela 7.8.

Figura 7.18: Detalhe da deformada associada dos elementos de viga e placa.

Ssaccamantcs

Tabela 7.7: Flechas nos pontos médios das lajes centrais do piso 1

Tabela 7.8: ReagOes de Apoio na base do pilar, prumada frontal esquerda

Laje Flecha (m)
Tese Ansys
1 | -0.03283 | -0.03275
2 -0.03283 | -0.03275
3 ~0.03168 | -0.03155
4 | -0.03168 | -0.03155
5 | -0.03664 | -0.03659
6 | -0.03664 | -0.03659

Esforcos x Y
Tese Ansys Tese Ansys Tese Ansys
Forca .540099 | 0.54078 | 0.52903 | 0.52996 | 28.09330 | 28.08523
Momento | -0.53087 | -0.53070 | 0.54167 | 0.54111 | 0.00000 | 0.00000
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Capitulo 8

Conclusoes

O objetivo deste capitulo é apresentar algumas conclusdes e alguns co-
mentarios sobre os resultados obtidos na presente disserta¢ao, bem como
indicar algumas sugestoes para continuidade do trabalho.

Tratou-se da implementacgao de um programa de computador para calcu-
lar esforcos em edificios simulados pelo acoplamento de elementos de barras
(vigas e pilares) com elementos de placas. Foi utilizado uma plataforma de
desenvolvimento de programas de elementos finitos denominada PZ, escrita
em linguagem de programacao orientada a objetos C+4+, a partir da qual
foram implementadas as rotinas necessdrias para o tratamento do problerma
do calculo de esforgos no edificio.

As duas grandes metas da dissertacao foram as seguintes:

» a primeira foi o esfor¢o realizado no desenvolvimento de formulagoes
variacionais de elementos finitos de barras e placas. Buscou-se siste-
matizar os passos da aplicagdo do Principio dos Trabalhos Virtuais.
Com isso obteve-se a formulagao variacional do problema, sendo que
as variacoes dos deslocamentos foram utilizadas como fungGes peso nos
caleulos de elementos finitos. Deu-se énfase em resolvé-las através do
Principio dos Trabalhos Virtuais, por esta ser uma técnica bastante
empregada e conhecida em Engenharia.

Foram incorporados & formulacdo de placas os esfor¢os de membrana, o
que permitiu uma extensao da formulacio para o tratamento de cascas.

» a segunda meta referiu-se a implementacdo computacional dessas for-
mulagoes na plataforma PZ. Duas classes foram a base dessa implemen-
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tacao: a classes T'Timoshenko e a classe TPlateReissner, ambas deri-
vadas da classe abstrata TMaierial uma vez que o ambiente PZ trata
as equagoes diferenciais de um problema como materiais. As classes
trataram respectivamente do problema de elementos finitos de barras
com as hipéteses de Timoshenko e elementos de placas com hipdteses
de Reissner-Mindlin. Na implementacio cuidou-se também de incor-
porar a formulacao dos esforcos de membrana, permitindo uma anélise
aproximada de cascas.

Além dessas classes imimeras outras implementacoes foram necessarias.
Algumas delas foram:

¢ desenvolvimento e implementagdo computacional do célculo do jaco-
biano bidimensional na classe T'GeoElQ2d;

e Criagao da classe TAnsys2pz, para pré-processamento, viabilizando o
uso da interface gréfica do programa Ansys para a criacao de arquivos
de dados, os quais sao lidos pela classe TAnsys2pz no ambiente PZ;

e cilculos de pds-processamento, com a determinacio de esforcos solici-
tantes nos elementos de barras e de placas;

e criacao de arquivos de resultados nos padroes interpretados pelos softwa-
res DX e MView3D de visualizacéo.

Como o ambiente computacional PZ é totalmente orientado a objetos, foi
possivel utilizar as suas classes bdsicas e criar classes derivadas para imple-
mentagao das formulagdes propostas. Esse pressuposto, em tese, deveria dar
uma grande produtividade, a qual, na realidade, nao foi de todo alcancada.
Ocorreram algumas dificuldades de implementacao do c¢édigo pela inexpe-
riéncia do autor no uso do PZ. A extensédo e complexidade do cédigo PZ e
a pouca documentagao ainda existente sobre tal ambiente foram fatores que
contribuiram para atraso na implementac¢ao proposta.

Os exemplos mostrados no capitulo 7 simularam algumas situagoes e al-
gumas modelagens onde o programa computacional escrito foi utilizado. As
comparacoes de resultados foram feitas para tentar dar credibilidade ao c6-
digo que foi aqui implementado, dando ensejo para que futuras ampliagoes
sejam encorajadas.

Pode-se apresentar algumas consideractes e conclusées. B importante
ressaltar que as conclusdes apresentadas abaixo foram baseadas apenas nas
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observagoes das respostas encontradas para os inimeros exemplos analisados
na fase de testes. As mais importantes sao:

e 0 elemento unidimensional de barra, com 6 deslocamentos por né uti-
lizado para a modelagem de vigas e pilares, ou barras com qualquer
posicionamento no espago tridimensional, mostrou resultados consis-
tentes com os conseguidos na andlise de pérticos planos e de pérticos
tridimensionais;

» este elemento de barra, formulado com a hipétese da teoria de viga de
Timoshenko, mostrou ser aplicdvel sem restricbes a qualquer relagao
entre altura da secao e comprimento da barra. Exemplos estudados,
mas nao mostrados no capitulo de exemplos, confirmam esta conclusio;

e ressalta-se também que pela nao consideragio do empenamento, o valor
da constante de tor¢ao Jy na formulagao de barra é superestimado para
a rigidez a tor¢ao;

¢ na formulacio de elementos de barra foi associado um sistema de eixos
aos pontos de integracao do elemento quadratico e cilindrico. Deste
modo torna-se possivel calcular os deslocamentos e rotagoes em funcao
da orientacéo dos eixos naquele ponto. Para a andlise dos elementos
curvos isto representa uma generalizacao da geometria da estrutura;
dessa forma, analises de estruturas mais complexas podem ser feitas
usando essa técnica. Embora nao seja possivel garantir o ineditismo
desse procedimento, o mesmo nao foi encontrado na literatura;

e 0 ¢clemento de barra quadratico mostrou também muita flexibilidade no
trato de geometrias curvas, como exemplificado através da mola, anel ¢
arco. Para se obter resultados satisfatorios no elemento de barra curva,
foi necessario o uso de fungdes de interpolagao de alta ordem;

e a formulacao de placa de Reissener-Mindlin também demonstrou ser
consistente em face dos resultados alcancados. Embora adequada para
placas espessas, a formulagio fol usada para placa delgada sem apre-
sentar o fendmeno de travamento desde gue usados polindmios de in-
terpolacao computacional de ordem maior que quatro;

e a formulagio do elemento quadrético de placa de nove nés possibilitou
estender a implementagiao para aproximagoes via elementos finitos nao
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planos, em funcao das varidveis de deslocamento e rotac¢ao no espago
cartesiano:

a extensao da formulacac de placa, com a consideragio do efeito de
membrana a formulagao de placas de Reissner-Mindlin, demonstrou ser
adequada. A formulacao resulta do cdlculo do equiltbrio no plano local
da casca em cada ponto de sua superficie. Isto permite a forrmulagao da
matriz de rigidez do elerento diretamente no seu plano sem aplicacio
de eventuais rotagtes posteriores;

A formulagao proposta foi testada sobre cascas de geometria parabdlica
e observou-se que para elementos de casca como a configuragao exem-
plificada, o fenémeno de travamento apenas é superado para ordem de
interpolacao polinomial igual ou superior a quatro;

o acoplamento entre o elemento de barra e o elemento de placa ocorreu
naturalmente, dada a preocupacio inicial com relagdo a convengio de
sinais adotada. Dessa forma, os elementos de barra e placa séo lidos
pela classe TAnsysZpz e inseridos no ambiente PZ, onde recebem o tra-
tamento de elementos unidimensional e bidimensional, para posterior
contribuicao na matriz de rigidez e vetor de cargas da estrutura;

os resultados obtidos na andlise elastica estatica do edificio tridimensio-
nal, comparados com os obtidos através do programa Ansys, mostraram-
se confidveis, tanto os deslocamentos, quanto os esfor¢os;

para 0s testes realizados a memoria utilizada nao foi um fator limitante.
Os equipamentos computacionais do CENAPAD-Unicamp, colocados &
disposi¢ao do autor permitiram que a matriz em banda da estrutura
completa fosse montada inteira na memdria RAM;

n&o foram tomados maiores cuidados com a méxima eficiéncia das roti-
nas e nao foi buscada, a exaustao, a diminuicdo do tempo de execucao;

foram feitos poucos testes quanto a convergéncia de solugoes.

8.1 Sugestoes para trabalhos futuros

Apresentam-se a seguir algumas sugestdes e consideragdes para trabalhos
futuros:
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criacdo de classes derivadas da classe basica TMaterial, que permi-
tam avaliar os valores do médulo de elasticidade e do médulo tangente
através de processos incrementais, obtendo-se a matriz de rigidez do ob-
jeto TTimoshenko ou derivado, nas quais os efeitos da nio-linearidade
fisica ou geométrica estejam presentes.

incorporagao da contribuigao do efeito da alvenaria, comumente tra-
tado apenas como vedacao. Istas consideracOes podem nao ser tao
simples para implementagao, devido a grande diferenca existente entre
as tensoes de ruptura do material de vedacao e dos elementos estrutu-
rais.

modelagem dos pilares paredes e do micleo de elevador de edificios
tridimensionais utilizando elemento de chapa. Embora nfo utilizado, as
rotinas jd implementadas pelo autor no ambiente PZ, para o tratamento
de placa TPlateReissner incorpora também o efeito de membrana, e
pode tratar adequadamente o efeito de chapa.

a partir da formulacao exposta e implementada para elementos de bar-
ra, sera muito 1til a consideragao de excentricidades para acoplarmento
de vigas fora do plano médio das placas.

utilizar a classe TSuperEl do ambiente PZ para analise das lajes dos
ediffcios considerando o superelemento proposto por Santanal27), com
condensacao estdtica da matriz de rigidez das lajes.

desenvolver classes que permitam analisar o efeito de conexdes semi-
rigidas. Considerando o método aplicado por Svares[31], pode-se le-
var em consideracido os efeitos provocados por conexdes semi-rigidas
implementando-se uma classe derivada da classe TTimoshenko que via-
bilize tais consideragoes na andlise de pdérticos plancs e espaciais de
barra.

estender o pré-processamento representado pela classe TAnsysZpz, im-
plementada nessa dissertacao, para outros elementos da biblioteca de
elementos do software Ansys.
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