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Resumo

A exploracao de recursos minerais tem se apresentado como uma atividade de destaque
na economia brasileira. Os ambientes nos quais estes recursos sao encontrados se apresentam
complexos e desafiadores & producao e requerem tecnologia e conhecimento indisponiveis no
mercado para permitir converter reservas em producao. No ambito da perfuracao e comple-
tacao de pocos de petréleo, torna-se cada vez mais importante a compreensao e reproducao
do comportamento hidromecanico de rochas em profundidade. E comum o emprego da teo-
ria da elastoplasticidade para a modelagem dos comportamentos de deformacoes reversiveis
e irreversiveis observados em rochas. A modelagem do comportamento hidraulico do meio
poroso conduz a acoplamentos poroelastoplasticos de diversas naturezas. Contudo, nao foi
encontrado na literatura um texto tnico que postule a formulacao poroelastopléastica consi-
derando a contrapartida plastica do armazenamento de fluidos na formacao. Neste trabalho
objetiva-se reunir uma formulacao poroelastoplastica consistente capaz de empregar mode-
lagens constitutivas elastopléasticas que reproduzem mais fidedignamente o comportamento
de rochas em relacao aos largamente empregados modelos baseados na superficie de falha de
MOHR-COULOMB. Sao empregados os modelos constitutivos de LADE-KIM e SANDLER e
DIMAGGIO, que apresentam endurecimento isotropico e sao capazes de modelar comporta-
mentos de compactacao e controle de dilatancia. Formula-se também um algoritmo genérico
de decomposicao elastoplastica com controle de erro por subincrementacao e capaz de deter-
minar a matriz tangente elastopléstica consistente com auxilio de estratégias de diferenciacao
automaética. A implementacao deste modulo na linguagem C-++ genérica e orientada a ob-
jetos, juntamente com modulos de analise elastoplastica e poroelastoplastica, permitiram a
extensao do ambiente de computacao cientifica PZ para modelar estes tipos de problemas.
Como restultado obtiveram-se algoritmos bastante robustos e respostas mecanica e hidro-
mecanica de simulacoes de perfuracao de pocos bastante condizentes com a experiéncia do

doutorando.

Palavras-chave:

Elastoplasticidade; Poroelastoplasticidade; Plasticidade Incremental; Método dos Elementos

Finitos; Mecanica de Rochas; Estabilidade de Pog¢os; LADE-KIM; SANDLER e DIMAGGIO
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Abstract

The exploration of mineral resources is growing in importance in the Brazilian economy.
Since the environments in which these resources are found are becoming increasingly more
complex and challenging for the production phase, currently unavailable knowledge and tech-
nologies are required to produce these reserves. In the particular well drilling and completion
areas, the comprehension and numerical reproduction of the hydromechanical behavior of
rocks in such deep enviroments become an issue. The observed reversible and irreversible
strain behavior of rocks is commonly modeled by the elastoplasticity theory. The hydrau-
lic modeling of a porous media leads to poroelastoplastic couplings of several kinds, but an
unique text on poroelastoplastic postulation concerning the plastic counterpart of fluid sto-
rage in the formation had not been found in the bibliography. Thus, this thesis aims for
the development of a consistent poroelastoplastic formulation applied to the elastoplastic
consitutive models of LADE-KiM and SANDLER & DIMAGGIO. These models embody iso-
tropic hardening and allow the correct modeling of rock compaction and controled dilatancy,
resembling the rock behavior in a more reliable sense than the conventional and largerly
applied models based on the MOHR-COULOMB yield surface. The author presents a generic
elastoplastic decomposition algorithm with adaptive substepping in order to constrain the
ODE’s integration deviation. A consistent jacobian operator evaluation becomes feasible
by the adoption of automatic differentiation strategies. The final C'++ implemented generic
and object-oriented elastoplastic decomposition and elastoplastic and poroelastoplastic simu-
lation modules extend the PZ scientific computation environment to the simulation of such
problems. The resultant agorithms presented high computational robustness and mechanical

and hydromechanical well drilling behavior agreeing to the author’s experience.

Keywords:

Elastoplasticity; Poroelastoplasticity; Incremental Plasticity;, Finite Element Method; Rock
Mechanics; Wellbore Stability; LADE-KIM,; SANDLER & DIMAGGIO
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Capitulo 1

Introducao

As atividades da sociedade contemporanea requerem uma grande diversidade de recursos
minerais. Alguns destes recursos tém valor em seu estado in-natura, outros sao empregados
como matéria-prima de transformacao ou como fontes de energia. Ha ainda aqueles necessa-
rios & manutencao da vida, como é o caso da agua de aqiiiferos em regides agrestes. A
expansao crescente da atividade humana e conseqiiente necessidade crescente de matérias-
prima e energia tém aumentado muito a demanda por hidrocarbonetos, metais, gemas e
agua. A exploracao continuada destes recursos requer a descoberta de novas jazidas a me-
dida que as conhecidas vao se esgotando ou deixando de cumprir as metas de producao.
Nesta busca por recursos, os ambientes nos quais estes sao descobertos sao cada vez mais
complexos e se apresentam como desafiadores & producdo. E neste contexto que se encaixa
a atual proposta de trabalho, que visa compreender a interagao entre a rocha, os recursos
minerais que esta armazena e as estruturas de engenharia construidas para viabilizar a sua
extracao. Em particular, propoe-se o estudo do comportamento hidromecanico de rochas
reservatorio de petroleo, assim conhecidas por armazena-lo em seus intersticios estruturais.
A compreensao adequada do comportamento destas rochas reservatorio incorre nos seguintes

beneficios diretos:

e melhor compreensao dos reservatorios atualmente em producao, possibilitando tecer

limites operacionais para promover os melhores indices de recuperagao de fluidos;

e cvitar induzir danos a integridade hidro-mecanica dos reservatorios, assim como a in-

tegridade de rochas sobre-, ad- e subjacentes ao reservatorio;

e propiciar a integridade da estrutura de engenharia instalada neste ambiente, evitando

a necessidade de operacoes de intervencao para recuperacao das mesmas;

e otimizar a viabilidade econémica dos projetos de explotagao;



e assegurar uma exploragao sustentavel destes recursos; e, principalmente,

e cvitar que a acao humana nestes reservatorios provoque impactos sdécio-ambientais, tais
como compactacao de reservatorios e subsidéncia, ativacao de estruturas que possam
comunicar reservatorios distintos com possibilidade de contaminacao de fluidos ou que

possam impactar os ecossistemas conhecidos.

As rochas, reservatérios ou nao, sao materiais geralmente heterogéneos e de comportamento
mecanico bastante complexo. A depender do tipo de carregamento uma mesma rocha pode
se comportar plasticamente, exibindo deformacao acentuada, ou abruptamente, falhando
mecanicamente e exibindo descontinuidades discretas. Comumente se aplicam modelagens
elasticas ou elastoplasticas para a abstracao da resposta mecanica de rochas em modelos
constitutivos que tentam reproduzir estes comportamentos. A modelagem elastopléstica de
rochas requer algoritmos bastante robustos e capazes de lidar com diversos tipos de nao-
linearidades materiais.

A microestrutura das rochas, sobretudo das de génese sedimentar, pode conter um arranjo
estrutural de graos cristalinos ou minerais que abriga um espaco poroso interconectado. Em
rochas de profundidade este espago poroso encontra-se saturado por um ou mais tipos de
fluidos, tal como agua ou hidrocarbonetos nas fases gasosa e liquida, e a mobilidade destes
fluidos no volume poroso da rocha afeta o comportamento mecanico que esta exibe. O
desenvolvimento de deformacgoes no arcabougo da rocha e de pressoes diferenciais nos fluidos
que a saturam promovem o fluxo no volume poroso a taxas limitadas pela geometria dos
poros e pela reologia dos fluidos. Neste contexto desenvolvem-se as modelagens de fluxo
em meio poroso acopladas com o comportamento mecanico do arcabouco, das quais a mais

conhecida é a poroelasticidade.

1.1 Proposicao

O desenvolvimento deste trabalho de doutoramento teve como objeto o estudo e implemen-
tagdo no ambiente PZ de computacao cientifica|l] de um simulador poroelastoplastico con-
forme a teoria de B10T|2| com fluxo monofésico em elementos finitos, capaz de acoplar o com-
portamento mecanico da rocha reservatorio ditado pela teoria da elastoplasticidade|3, 4, 5, 6]
com um comportamento hidraulico do fluido que satura o meio poroso segundo a lei de
DARCY|7, 8, 9] de escoamento de fluidos. Propos-se o estudo e implementagdo de mode-
los constitutivos elastoplasticos de rocha|10] desenvolvidos por SANDLER e DIMAGGIO [11] e
LADE-K1M[12, 13, 14, 15, 16] mais fidedignos que o tradicional MOHR-COULOMB, que mode-

lam o comportamento fenomenolégico de aspectos irreversiveis de deformacao pela analogia



de escoamento plastico segundo a teoria da plasticidade incremental|4, 3, 10].

O ambiente PZ conta com mddulos de discretizacao espacial capazes de modelar proble-
mas de valor de contorno pelo método dos elementos finitos. As modelagens constitutivas
do comportamento mecanico de soélidos disponiveis no PZ remetem a modelos puramente
elasticos. A modelagem das relacoes constitutivas de problemas elastoplésticos demanda o
desenvolvimento de um algoritmo de decomposi¢ao das deformacoes em parcelas elasticas e
plasticas|4, 3, 10]. Este algoritmo ja havia sido implementado pelo doutorando em traba-
lho anterior, juntamente com o orientador. Neste trabalho este algoritmo foi inteiramente

revisado e estendido para contemplar as seguintes tecnologias:

e integracao implicita do problema de valor inicial;

e emprego de integrador de ordem dupla (la. e 2a. ordem) de EULER trapezoidal simé-

trico;

e implementacao de algoritmo de subincrementacao de imposicao de deformacoes com

suporte a controle de tamanho de passo de integracao para controle de erro;
e suporte a materiais com critério de plastificacao miiltiplo;
e suporte a materiais com endurecimento hidrostético;
e estabilizacao de problemas de plasticidade perfeita;

e determinagao da matriz de rigidez consistente com o algoritmo de subincrementagao.

Buscou-se ainda obter um algoritmo genérico, versatil e sobretudo robusto, facilitando a
implementacao de modelos constitutivos complexos. Tendo em vista todas as tecnologias e a
versatilidade e robustez desejadas opta-se pelo emprego de diferenciacao automatica por meio
da técnica Forward Automatic Differentiation|17, 18] para a avaliacdo de diferentes niveis de
diferenciacao na integracao do problema de valor inicial elastopléstico.

O trabalho enfoca aspectos inerentes & atividade de exploracao de petroleo, muito embora
seja facilmente adequado a problemas de adensamento, mecanica de solos, fundacoes e hidro-
geologicos em geral|9, 7, 8]. Como os modelos constitutivos propostos também se aplicam a
materiais granulares cimentados sintéticos tais como concreto e pastas de cimento, o trabalho
tem grande aplicacao em obras de engenharia civil.

Nao sdo abordados neste trabalho efeitos de localizacao e bifurcacao[19, 20|, mecanica
da fratura|21, 22|, grandes deformagoes|10, 3|, descontinuidades no dominio|23] ou quaisquer

outras nao-linearidades geométricas. Estas disciplinas também tém efeito na solucao a ser



obtida para o problema hidromecéanico, em especial a primeira citada, mas serao postergados
para estudos posteriores.

A integracao destas modelagens constitutivas complexas ainda ¢ um tépico de grande apli-
cagao na industria. O conhecimento da interrelacao das tecnologias envolvidas na modelagem
integrada é fundamental para a formacao e desenvolvimento cientifico de um profissional com
interesse no comportamento hidromecanico de rochas’ . Dada a atividade como engenheiro
de petréleo do doutorando, propos-se ainda aplicar o simulador desenvolvido a um caso de
analise de estabilidade de poco, avaliando o estado de tensoes e deformacgoes desenvolvido
ao redor de uma escavacao cilindrica em um macico sujeito a um estado de tensoes in-
situ conhecido. Para tanto, propoe-se desenvolver também no ambiente PZ a estrutura de
dados para o armazenamento e calculo da decomposicao elastoplastica em cada ponto de
integracao da quadratura gaussiana, bem como a estrutura de malha auxiliar e transferén-
cia de solucao para extrapolar esta informacao para cada dominio elementar com o objetivo
de pos-processamento. No caso da simulacao poroelastopléstica, faz-se necessario ainda o
desenvolvimento de um integrador temporal.

Finalmente, este texto tem também o objetivo de documentar a teoria da elastoplastici-
dade aplicada a problemas poromecanicos. A literatura de poroelastoplasticidade é pequena
e nao aborda o desenvolvimento completo das equagoes governantes do problema poroelas-
toplastico. Existem livros que tratam exclusivamente de poroelasticidade, como é o caso
do excelente texto de WANG|7|, enquanto outros tratam de poroelastoplasticidade de forma
mais aplicada, como é o caso do livro de LEWIS e SCHREFLER[24]. O texto de LEWIS e
SCHREFLER, ainda, adota uma nomenclatura mais comum & disciplina de engenharia de re-
servatorios na qual o comportamento mecanico da rocha auxilia na modelagem do fluxo no
meio poroso. O trabalho aqui apresentado enfoca o comportamento mecanico empregando

notacao mais comum & mecanica dos solidos.

1.2 Descricao

O desenvolvimento deste trabalho foi organizado em 11 capitulos que retinem os conceitos
fisicos ou implementacionais mais pertinentes.

No capitulo 2 apresenta-se uma breve introdugao ao tema deste doutoramento, discur-
sando brevemente sobre alguns aspectos peculiares ao comportamento hidromecéanico de ro-

chas em uma sucinta analise fenomenologica e como evoluiu a disciplina de poromecanica.

IPor envolver o comportamento mecanico de rochas, esta area de atuacio é comumente conhecida como
geomecdnica. Neste trabalho os termos hidromecanica de rochas e geomecanica serao empregados indistin-
tamente.



A formulacao matemaética das equacoes governantes dos problemas poroelastico e poroelas-
toplastico é realizada no capitulo 3. Na secao 3.1 é introduzido o problema poroelastico.
O desenvolvimento da teoria da elastoplasticidade é realizado na subsecao 3.2 e aplicada ao
problema de escoamento em meios porosos para a formulacao das equacoes governantes da
poroelastoplasticidade na subsecao 3.3.

A discretizagao espacial do problema poroelastoplastico segundo o método dos elemen-
tos finitos é descrito no capitulo 4. No capitulo 5 seguinte é apresentada a discretizacao
temporal do algoritmo de global de integragao do problema de valor de contorno e inicial
poroelastopléstico.

Os modelos constitutivos de LADE-KIM e SANDLER e DIMAGGIO sao descritos nas segoes
6.1 e 6.2, respectivamente, do capitulo 6. A opcao por descrever estas modelagens fora da
secao 3.2 de elastoplasticidade tem o objetivo de separar a teoria elastoplastica da definicao
de modelagens constitutivas particulares.

As ferramentas computacionais necessarias as implementacoes propostas sao apresenta-
das no capitulo 7. Dentre as ferramentas destacam-se a linguagem de programacao escolhida,
o ambiente PZ e os pacotes de diferenciagao automatica e de visualiazacao escolhidos. Estas
ferramentas sao empregadas no capitulo 8 que descreve como cada médulo implementado
modela os problemas de decomposicao elastoplastica e simuladores elastoplastico e poroelas-
toplastico, bem como os testes e validacoes.

A defini¢ao dos problemas propostos e os resultados obtidos sdo apresentados no capitulo

No capitulo 10 sao tecidas as conclusoes sobre o trabalho realizado. As possiveis extensoes
do trabalho sao discutidas no capitulo 11.

O apéndice A documenta a expansao das matrizes do problema poroelastoplastico em uma
forma mais adequada & implementacao visando melhorar o desempenho do programa final.
Estas partes da formulagao foram suprimidas do corpo do texto para facilitar a documentacao
da formulacao teoérica.

A formulacao do sistema de equacoes necessario a extrapolagao da solucao de cada ponto
de integracao para os dominios elementares para pés-processamento ¢ conduzida no apéndice
B.

No apendice C sao relacionados os parametros dos modelos constitutivos implementados

correspondentes aos materiais simulados neste texto.



1.3 Notacao

Para facilitar a compreensao dos desenvolvimentos literais, a diferenciacao grafica das varié-

veis proposta neste texto é definida abaixo:
e escalares:

— caracteres arabicos ou gregos maitsculos ou minusculos italizados. Ex: u, ¢, C;

— subindices, superindices ou sinais graficos especificos para diferenciar escalares que
empregam a mesma letra em formulacoes diferentes, quando possa haver confusao.
Ex: gp, €° C,

— componentes de vetores, tensores de segunda ou quarta ordem recebem os mesmos

caracteres das entidades de origem com subindexagao. Ex: v, €i;, Cijn.
® vetores:

— caracteres arabicos ou gregos em geral mintsculos italizados e com o sinal grafico

—

e. Ex: u, &
— subindices ou superindices para diferenciar vetores que empregam a mesma letra

em formulacoes diferentes. Ex: uy, €°.
e tensores de segunda ordem:

— caracteres arabicos maitsculos ou gregos, ambos italizados em negrito. Ex: T', €;

— subindices, superindices ou sinais graficos especificos para diferenciar tensores que

/.

empregam a mesma letra em formulacoes diferentes. Ex: €°, o, o’;

— caracteres arabicos maitsculos nao italizados quando for conveniente expressar a

representagao matricial cartesiana de um tensor de segunda ordem. Ex: K, A.

— subindices para diferenciar matrizes que empregam a mesma letra em formulacoes
diferentes. Ex: N,. Superindexa¢ao nao serd empregada para evitar confusao com

a operacao de transposicao (AT);

— o tensor identidade de segunda ordem e tamanho consistente com o contexto recebe

a letra I.
e tensores de quarta ordem:

— caracteres arabicos maitsculos no estilo blackboard. Ex: C, D;



— o tensor identidade de quarta ordem e tamanho consistente com o contexto recebe

a letra L
e operador V:
— recebe a notagao segundo o resultado de sua operagao. Ex: ﬁv, V.
e produto interno:

— entre vetores: U - U;
— entre tensores de segunda ordem: o : €;

— entre funcoes no dominio 2:< e, @ >q.
e operador tensorial ou diddico:
— recebe a notagao ®. Exemplo: o =0, > €; ®e;

Nas notagoes indiciais, serd adotada a convencao de EINSTEIN, onde os indices repetidos

representam somatorios.

e diferenciacao:

operador em derivada material: D(e)/Dt; V,,a; V,,, @
— operador em derivada espacial: d(e)/dt; ﬁa; \varg
— quando os dois operadores coincidem, emprega-se a notagao espacial;

— L - operador em derivadas parciais

A lista completa dos simbolos empregados neste texto encontra-se na pagina xxi.



Capitulo 2
Rocha como material de engenharia

Nesta secao a rocha sera tratada como material de engenharia em termos qualitativos, apre-
sentando as caracteristicas principais do seu comportamento mecanico e de fluxo. As carac-
teristicas principais do comportamento mecanico sao tratados na subsegao 2.1 e envolvem os
conceitos de tensoes, deformacoes e modos de falha. O conceito de tensoes efetivas é apre-
sentado somente na subsecao 2.3, com a abordagem do papel do fluido que satura o meio

poroso no comportamento mecanico das rochas ou solos.

2.1 Comportamento mecanico

A analise de tensoes e deformacgoes de estruturas é uma tarefa complexa, particularmente no
caso de materiais friccionais, tais como rochas brandas ou pouco consolidadas, solos ou até

mesmo concreto.

D

O material friccional é uma abstracao continua de materiais cuja resisténcia mecanica

D~

funcao do grau de confinamento ao qual o mesmo esta submetido. Este comportamento
observado por exemplo em rochas de génese sedimentar, constituidas por graos que podem
ser unidos ou nao por um meio cimentante ou coesivo. Estes graos podem ter dimensoes tao
infimas quanto reticulados cristalinos de minerais a graos de dimensoes visiveis a olho nu.
Fenomenologicamente, o aumento do confinamento é traduzido em um maior intertravamento
da estrutura interna dos materiais friccionais, contribuindo com a coesao na resisténcia ao
cisalhamento.

Neste estudo o enfoque sera dado as rochas sedimentares brandas (pouco coesivas) com
granulometria de silte a areia, para as quais os efeitos de superficie e expansividade, muito
pronunciados em rochas sedimentares argilosas, nao sao relevantes.

Os trés principais modos de falha deste tipo de material sio ilustrados na figura 2.1% e

!Figura 2.1 gentilmente cedida pelo engenheiro de petréleo FRANCISCO HENRIQUES FERREIRA, Tesponsa-
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sao definidos por trés regioes:

Figura 2.1: Modos de falha tipicos de um material friccional.

e Regiao I - tracao direta: os materiais friccionais apresentam resisténcia a tragao bem
inferior a resisténcia a compressao. Um valor tipico é 1:10. Em macigos rochosos
a ruptura a tracdao surge em casos de flexdo de camadas de rocha, em tracao direta
associada ao cisalhamento de descontinuidades nao persistentes? ou bordas de fraturas
e em fendémenos de fraturamento hidraulico. Na figura 2.1 este modo de falha é ilustrado

por um ensaio de fraturamento hidraulico realizado em corpo de prova de gesso;

e Regiao II - cisalhamento: caracterizado pela formacao ou ativacao de uma superficie
de ruptura devido a esforcos de cisalhamento. A falha por cisalhamento esta associado
em geral um aumento de volume do material, denominado de dilatancia, e que se deve
ao rearranjo do material trabalhado no plano de falha no caso de rochas brandas e as
rugosidades das superficies de ruptura em deslocamento no caso de rochas competentes.
Na figura 2.1 este modo de falha ¢ ilustrado por uma falha de cisalhamento devido a

concentracao de esforcos decorrente da escavacao de uma cavidade circular?.

e Regiao III - colapso da estrutura: falha compressiva na qual a estrutura da rocha
sofre uma reducao de volume e se caracteriza pela fragmentacao da rocha, rotacao de
graos e colapso da estrutura porosa. Na figura 2.1 este modo de falha é ilustrado por
duas anélises de lamina de material em microscopio: uma efetuada com material de

rocha intacta e a outra com material obtido de rocha ensaiada em laboratoério, exibindo

vel pelo grupo de Mecénica de Rochas da Petrobras.

2Persisténcia é um conceito de geologia aplicado a descontinuidades. Falhas, fraturas ou juntas persistentes
sdo aquelas de ocorréncia continua em suas extensoes. Descontinuidades nao persistentes se apresentam
fragmentadas em fragoes ndo continuas, separadas entre si por por¢oes de rocha sd ou intacta.

3Quando este tipo de desagregacdo de material ocorre em pocos de petrdleo recebe o nome de breakout.
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a reducao no volume poroso, quebra de agentes cimentantes e bordas de graos com

compactacao da estrutura e geracao de material particulado de fina granulometria.

Do ponto de vista microestrutural, este tipo de material é intrinsicamente descontinuo, ca-

racterizado por pelo menos duas fases distintas:

e arcabouco solido ou matriz da rocha: subdivide-se em graos e agente cimentante[8, 25];

e fluido contido no espago poroso|9]: espago poroso é o volume intersticial da matriz da

rocha e neste trabalho serd considerado saturado por um tnico tipo de fluido.

A modelagem deste tipo de material por um meio continuo equivalente é uma abstracao ma-
croscoOpica tipicamente empregada, viabilizando o emprego da mecanica dos meios continuos
[26]. Um bom modelo constitutivo macroscopico para materiais friccionais deve reproduzir os
trés modos de falhas principais citados anteriormente, além de caracteristicas deformacionais
do meio. O desenvolvimento de deformacoes recuperaveis e irrecuperaveis associados aos
mecanismos detalhados anteriormente ocorre concomitantemente durante o carregamento e
a forma como estas deformagoes se desenvolvem depende da trajetoria de carregamento e
da proximidade do estado de tensao a superficie de critério de falha. A parcela recuperavel,
também denominada de elastica, demonstra-se nao-linear e pode ser isolada nas trajetorias
de descarregamento e recarregamento|25].

A figura 2.2 representa um exemplo de comportamento tensao-deformacao para um ensaio

de compressao hidrostatica, no qual se observam quatro regices bem definidas|25]:

5u

Figura 2.2: Comportamento tipico de um ensaio de compressao volumétrica em materiais
friccionais [25]

e Regiao A: fechamento de fissuras pré-existentes na rocha, caracterizado pelo desenvolvi-

mento de grandes deformacgoes com baixo grau de confinamento. Este comportamento,
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apesar de ser atribuido a existéncia de descontinuidades na rocha, é modelado nos
modelos constitutivos como uma propriedade do meio continuo. As deformagoes nao-
recuperaveis observadas nos descarregamentos se devem as fissuras que permanecem

fechadas apo6s o descarregamento;

Regido B: carregamento puramente elastico da rocha. A depender do grau de consoli-

dacao? esta regiao pode nao ocorrer;

Regiao C: colapso da estrutura porosa da rocha, envolvendo grandes deformacoes irre-
cuperavies e grande dissipacao de energia devido a quebra do agente cimentante, quebra

e rotagao de graos;

Regiao D: travamento da estrutura. O meio se torna mais denso e intertravado, aumen-
tando a area de contato ente os graos e proporcionando um melhor desenvolvimento
de cadeias de tensoes intergranulares. A resisténcia e rigidez do material aparentam

crescer indefinidamente, pelo menos na regiao de interesse para a engenharia®.

O comportamento ao cisalhamento é mais complexo e é exemplificado na figura 2.3 com as

regides definidas na seqiiéncial25].

Carga de pico

Figura 2.3: Comportamento tensao vs. deformagao tipico para carregamento deviatorico [25]

e Regiao 1: fechamento das fissuras, assim como na compressao volumétrica.

e Regiao 2: comportamento elastico;

4Consolidacio é um conceito empregado para definir qualitativamente o grau de coesdo dos grios de uma
rocha granular. Uma escala bastante empregada decrescente em coesio é: i)rocha consolidada; ii)rocha pouco
consolidada; iii) rocha friavel; e iv)rocha inconsolidada.

"Regime de trabalho no qual a resisténcia mecanica do gréao isolado é bem superior & resisténcia mobilizada
da rocha.
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Regiao 3: criacao de novas fissuras no material nas regioes mais solicitadas. Nesta fase

o crescimento das fissuras é estavel, significando que elas crescem até um comprimento

definido;

Regiao 4: aumento na densidade de microfissura¢ao, eventualmente coalescendo micro-

fissuras;

Regiao 5: fraturamento macroscopico pela coalescéncia das microfissuras;

Regiao 6: deslizamento nos planos de falha produzidos.

Finalmente, o comportamento a tracao idealizado para estes materiais é bastante simplificado.
Existe uma regiao da envoltoria de esforcos solicitantes que, quando ultrapassada, admite-se
que o material tenha falhado a tracao. Modelagens mais completas envolvendo conceitos de
mecanica da fratura|21, 22| se preocupam com a nucleac¢do e desenvolvimento destas fissuras,

conceitos que nao serao empregados neste trabalho.

2.2 Comportamento hidraulico

A fracdo do volume da rocha representada pelos poros, também denominada de volume

poroso, ¢ definida pela relacao 2.1.

_ Y%
¢: V. (2.1)

Quando os poros da rocha sao interconectados torna-se possivel o fluxo de fluidos no
meio poroso e a rocha é dita permeavel. Quando a rocha nao apresenta volume poroso ou
apresenta poros isolados é dita impermeavel. DARCY definiu uma grandeza que mensura o
grau de permeabilidade de pacotes de areia quando submetidos ao fluxo de agua que hoje
evoluiu para o conceito de permeabilidade de solos e rochas, apresentado com mais detalhe
na subsecao 3.1.4.

A pemeabilidade depende, entre outros aspectos, da geometria dos condutos formados
pelos poros interconectados. Poros mais fechados tendem a oferecer maior resisténcia ao fluxo
de fluidos, assim como estrangulamentos conhecidos por "garganta de poros". Quando um
solo ou rocha é submetido a esfor¢os compressivos e exibe deformacoes, o volume do arcabouco
do material (volume aparente) se reduz. Como o arcabougo é mais compressivel que os graos
da rocha em si, é natural que haja reducao do volume poroso do material e consequente
constricao da geometria dos poros, conduzindo a uma reducao da permeabilidade.

Neste trabalho a variagao da permeabilidade nao sera tratada.
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2.3 Mecanica dos meios porosos ou poromecanica

O termo poromecanica é empregado neste texto como uma generalizacao de conceitos mecani-
cos em rochas saturadas como poroelasticidade e poroelastoplasticidade, por exemplo. Estes
dois ultimos envolvem abstracoes de modelagens que nao se deseja tecer nesta secao. O
intuito desta secao é descrever a fenomenologia do material.

Na subsecao anterior a rocha foi tratada independente do fluido que satura o seu volume
poroso. Este fluido, entretanto, apresenta propriedades mecanicas e de fluxo que interferem
na resposta mecanica da rocha. Ao se tratar a rocha como meio continuo equivalente, é
necessario compreender qual o papel do fluido no desenvolvimento de tensoes e deformacoes
no material.

A literatura especializada sobre poromecanica nao é muito extensa. Poucos sao os livros
que tratam especificamente de aspectos fenomenologicos do acoplamento entre comporta-
mento de rocha e fluido em meio poroso. Poromecanica é em geral encontrada em capitulos
de modelos constitutivos em livros de teoria da plasticidade. Destacam-se porém dois livros,
o primeiro de HERBERT WANG|7| que foi empregado como texto fonte para as defini¢oes e
desenvolvimentos elaborados neste trabalho. Este livro enfoca a poroelasticidade desde os
seus conceitos principais e historico até as aplicagoes analiticas e numéricas da teoria. O
segundo texto é o livro de LEWIS e SCHREFLER [24] que enfoca a aplicacao da teoria da po-
roelastoplasticidade em simulagoes numéricas em engenharia de petroleo. Este tltimo texto
aborda com profundidade a questao do fluxo multifasico no meio poroso e alguns aspectos
singulares de fluxo em alguns reservatoérios de petréleo como por exemplo o caso de meios po-
rosos fraturados. O desenvolvimento que se propoe neste doutoramento difere do trabalho de
LEWIS e SCHREFLER por enfatizar na resposta mecanica da rocha e nao no comportamento
do fluido.

Segundo WANG [7], os conceitos de poromecanica se desenvolveram independetemente nas
disciplinas de geomecanica, engenharia de petroleo e hidrogeologia. Na primeira disciplina
a rocha ¢é tratada como material de engenharia, quer seja no que tange a sua capacidade de
suporte de superestruturas, estabilidade de taludes e obras de superficie ou no que tange a

6

estabilidade de escavagoes®. Nas segunda e terceira a rocha é tratada como portadora de

fluidos cuja percolacao ou exploracao sao de interesse ao ser humano.

2.3.1 Geomecanica

KARL TERZAGHI (1883-1963) procurou entender o comportamento do solo como material de

fundagao [7]. A teoria de adensamento é fruto de seu trabalho entre 1916 e 1925 e relaciona

SHERBERT WANG ndo difere geomecénica de geotecnia em seu texto.
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de que maneira os esforcos aplicados no solo ou em um material permoporoso sao distribuidos
entre o arcabouco sélido e o fluido que o satura. Ao incremento de pressao de fluido devido ao
carregamento do solo foi atribuido o nome de excesso de pressao. O excesso de pressao (pez)
é portanto a diferenca entre a pressao atuante no fluido (p) e a pressao devido a hidrostatica
da coluna de fluido (pr) (eq. 2.2) e representa a energia disponivel para o transporte do fluido

no meio poroso.

Pex = P — Dn (22)

O desenvolvimento de pressao no fluido decorre de uma mobilidade limitada do mesmo
no meio poroso’. A transferéncia de tensiao do arcabouco solido para o fluido densenlvolve
perfis de pressao diferentes para cada regiao do dominio e o fluxo de fluido a taxas limitadas
das zonas de maior para menor excesso de pressao implica em um comportamento temporal
do sistema.

A expressao principal da teoria de adensamento unidimensional de TERZAGHT é dada pela

equacao 2.3.

op _ O
ot~ 022

Na equagao 2.3, ¢ ¢ a difusividade ou coeficiente de adensamento unidimensional e agrupa

(2.3)

propriedades de fluxo, poroelasticas e uma lei de conservagao. A lei de conservacao de massa
de um fluido em fluxo massico por unidade de &rea g, ¢ dada pela expressio 2.4[27, 9].
A lei de escoamento de fluidos em meio poroso proposta por DARCY]7, 8, 9]® ¢ dada pela
equacio 2.5, onde ¢, é a vazdo volumétrica por unidade de area, j a viscosidade do fluido
e k a permeabilidade do meio. O coeficiente poroelastico denominado de coeficiente de
armazenamento unidimensional |7| é definido pela expressao 2.6 e relaciona de que maneira
varia o armazenamento volumétrico de fluido V no sistema de acordo com a variacao de
pressao de poros em condicoes de contorno mecanicas de uma compressao unidimensional.
Substituindo-se as equagoes 2.5 e 2.6 na lei de conservagao 2.4 para um caso unidimensional

chega-se a expressao 2.7 para o coeficiente de adensamento unidimensional de TERZAGHI.

"Esta condicio é denominada de parcialmente drenada. O conceito de drenagem estd associado & capa-
cidade do sistema de desenvolver deformacées no arcabouco mecinico com escoamento pleno dos fluidos do
meio poroso, sem desenvolver excesso de pressdao de poros. A condicdo oposta é a ndo-drenada, na qual se
desenvolvem excessos de pressao no fluido presente no meio poroso na auséncia de fluxo.

8 A lei de escoamento em meio poroso proposta por DARCY serd tratada com maiores detalhes na subsecio
3.1.4.
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% + div (qy) =0 (2.4)
7 = _56’]9 (2.5)

.
Sip = - - (2.6
c=- ,’“Sw (2.7)

O experimento principal da teoria de TERZAGHI é apresentado na figura 2.4. Esta figura
ilusta um vaso de se¢ao transversal A com um medidor de pressao (nivel de fluido) & esquerda
e fechado por um émbolo na sua porc¢ao superior. Dentro do vaso ha uma mola e um liquido
que preenche o volume restante do mesmo. No instante inicial (fig. 2.4a) a pressdo do fluido
é a hidrostatica e em um tempo ¢t = 0 (fig. 2.4b) é aplicada uma forca vertical orientada
para baixo no émbolo, desenvolvento instantaneamente o excesso de pressao W/A no fluido.
Com a abertura da valvula no émbolo, permitindo a saida de fluido a uma taxa limitada, ha
a transferéncia de tensao do fluido para a mola, até o momento em que o excesso de pressao

do fluido é nulo e toda a forga é suportada pela mola.

a) b)

Figura 2.4: Experimento principal da teoria do adensamento (unidimensional)

A teoria do adensamento elucida o conceito de tensao efetiva na forma apresentada na
equacao 2.8. Segundo TERZAGHI, a tensdo total atuante em um solo (o0;;) é composta de

duas parcelas: a tensdo efetivamente atuante no arcabougo solido (o

i;) e a pressdo atuante

no fluido que satura o meio poroso (p).

O = Uéi - p5ij (2-8)

Na equacao 2.8, d;; ¢ o delta de KRONECKER:
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Ll
5@-:{ e (2.9)
0, i #j

Neste trabalho sera adotada a convencao de sinais da mecanica classica, onde pressoes de
fluido acima da pressao atmosférica e tracao sao positivos.

Na equacao 2.8 os indices repetidos sugerem que a pressao de poros atua somente na
componente hidrostética do tensor de tensoes, nao tendo efeito no cisalhamento do mesmo.
WANG [7] enfatiza que esta consideragao implica na linearidade da teoria da poroelasticidade.
SKEMPTON|28]| observou em laboratorio que o cisalhamento também teria efeitos poroelésti-
cos associados e propos a expressao 2.10 para a variacao de pressao de poros com as tensoes

normal o,, e cisalhante 7,.

- fanu +2(4- D o0

No caso bidimensional o trabalho de SKEMPTON conduz a uma modelagem também
linear. Contudo, a generalizacao para o caso tridimensional implica em se substituir 74 por
uma medida de cisalhamento |3, 10] como o cisalhamento no plano octaédrico 7, ou mesmo o
segundo invariante do tensor de tensoes deviatoricas, Jo. Estas duas medidas de cisalhamento
nao sao operacoes lineares do tensor de tensoes o e implicam em poroelasticidade nao-linear,
que nao é o escopo deste trabalho. A modelagem poroelastopléstica é uma forma de se
contemplar as observagoes de SKEMPTON, pois o desenvolvimento de deformacoes plasticas
confere indiretamente ao cisalhamento o comportamento de variagao de poropressao.

O desenvolvimento da teoria de B1IOT|2| generaliza a teoria de adensamento de TERZAGHI
para o caso tridimensional e inclui o fator poroelastico a (também conhecido como parametro

a de B1oT-WILLIS[29]), conforme observado na equacao 2.11.

Oij = O-;j - ozpéij (211)

a é obtido da relagao entre rigidez do meio poroso (Bulk Modulus Kg) e a rigidez dos
graos isolados (K) e dado pela equacao 2.12[7]. A equagdo proposta por TERZAGHI é o caso
particular da teoria de BIOT para o qual o = 1, ou seja, para o caso em que os graos da

matriz rochosa sao incompressiveis.

Kp
A

s

a=1 p<a<l (2.12)
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2.3.2 Hidrogeologia

Os desenvolvimentos referentes & poromecanica em aquiferos foram baseados primeiramente
em observagoes de campo. Estas observagoes variavam desde percepcoes de variagao de nivel
de dgua em pocos proximos de linhas férreas durante a passagem de trens carregados até
inexplicaveis volumes de agua esgotados de pocos sem que houvesse reducao apreciavel no
nivel de dgua destes. Segundo WANG|7|, trés pesquisadores tiveram bastante influéncia no

desenvolvimento da poromecanica na hidrogeologia:

e O. E. MEINZER, que em seu artigo " Compressibility and Flasticity of Artesian Aqui-
fers” de 1928 atribuiu a deformabilidade do arenito Dakota a fonte de energia do aqui-
fero responsavel pelo volume de 4gua bombeada para irrigacao. Recarga do aquifero
pela alimentacao por dguas superficiais e compressibilidade da dgua sozinhas nao conse-
guiam explicar os volumes produzidos. MEINZER mencionou explicitamente o principio

de tensoes efetivas de TERZAGHI;

e THEIS com o auxilio do matematico CLARENCE LUBIN desenvolveu a solucao do fluxo
transiente no meio poroso devido ao bombeio de dgua em pocos através de analogias

entre a teoria da poroelasticidade e da termoelasticidade;

e VERRUIJT que em 1969 mostrou que a descricao mais geral do comportamento de

aquiferos decorre da teoria de B1oT|[2].

2.3.3 Engenharia de petréleo

Segundo WANG|7|, detacam-se os trabalhos dos seguintes engenheiros de petroleo:

e MUSKAT, empregado da Gulf Oul, desenvolveu solucoes para a equacao da difusivi-
dade durante a década de 1930. A equacao da difusividade é resultado da combinagao
da equagao da continuidade (conservagao de massa) com uma lei de fluxo. Suas so-
lugoes analiticas consideravam a rocha como incompressivel, hipotese aceita na época,
e atribufa a energia do reservatorio a compressibilidade do fluido, liberacao de gas de

dissolucao e recarga por aquiferos;

e JACOB sugeriu em 1940 que a alta produtividade de alguns reservatorios seria devido

a compressibilidade das rochas reservatorio; e, finalmente,

e GEERTSMA, empregado da Shell, que em 1969 relacionou os efeitos de altas produtivi-
dades de reservatorios a literatura de subsidéncia e consequentemente de poromecanica.
GEERTSMA foi o primeiro a empregar o termo poroelasticidade para denominar o estudo

de meios porosos saturados por fluidos.
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2.4 Teoria de BI1oT

A disciplinas de geomecanica, hidrogeologia e engenharia de petréleo convergiram para a apli-
cacao da teoria de BIOT como formulacao matematica para os problemas de poromecanica,
em particular de poroelasticidade linear.

A teoria geral da poroelasticidade tridimensional foi formulada por B1OT em 1941 en-
quanto era professor na universidade de Columbia. No artigo [2] BIOT introduziu uma quan-
tia que ele denominou de variacao do contetdo de dgua, definido como a variacao do volume
de dgua por unidade de volume de solo. No caso de um fluido qualquer esta variavel assume
o nome de variacao de contetido de fluido. BI1OT nao havia definido um simbolo para esta
variavel, mas atualmente ha consenso em aplicar a letra grega (.

Em seu artigo de 1941[2] BIOT descreve um experimento hipotético para introduzir a
variavel (:

“..considere uma amostra de solo envolta em uma bolsa fina de borracha de tal forma que a
tensao aplicada ao solo seja nula. Permita drenar dgua através de um tubo fino que atravessa
as paredes da bolsa. Caso uma pressao negativa —pgy seja aplicada ao tubo uma determinada
quantidade de dgua serd drenada. FEsta quantidade de dgua é dada pela expressio ( = —po/R”

A constante 1/R é denominada atualmente de coeficiente de armazenamento a tensao
constante ou nao-restrito e recebe o simbolo de S, em analogia & propriedade definida na
equacao 2.6, alterando-se as condicoes de contorno.

BIOT e WILLIS [29] expressaram a varidvel de incremento de contetdo de fluido como:

C=—v -l —um), (2.13)

onde u_; e u, sdo os deslocamentos médios de fluido e sélido, respectivamente. Na equacio
2.13, ¢ é a porosidade da rocha e é considerada variavel espacialmente. A porosidade entra na
formulagao porque o transporte de fluido ocorre no volume poroso da rocha, nao no volume
aparente da rocha empregado como volume de controle.

A equagao 2.13 representa a conservacao de massa de fluido (ou continuidade da fase

fluido) macromecanica. Uma alternativa micromecénica é dada pela expressao :
= oV, — OV
oV

onde V},, Vs e V sao, respectivamente, os volumes poroso, de fluido e de referéncia. A expressao

(2.14)

2.14 relaciona a diferenca entre as compressibilidades do fluido e do espaco poroso em um
volume de referéncia. A partir desta equacao fica nitido que a variacao de contetido de fluido ¢
depende da variacao do volume poroso dV,, que é fruto dos esforcos mecanicos transferidos ao

arcabougco solido da rocha, e da variacao do volume do fluido OV} que é fruto da pressao que
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é transferida para o fluido e de sua compressibilidade. Este interrelacionamento de tensoes e
deformacoes torna a poroelasticidade, ou a poromecanica em um contexto mais amplo, um
comportamento acoplado de rocha e fluido.

Em ambas as expressoes 2.13 e 2.14 a variavel ( representa a variacao de contetido de
fluido com base em um volume elementar representativo que acompanha o arcabouco da
rocha, ou seja, com base em um referencial material. A derivada temporal imediata de cada
uma destas equagoes é a derivada material[26] e sera denotada pelo operador diferencial
D(e)/Dt nas secoes seguintes.

A introducao da varidvel ¢ é chave para o desenvolvimento da poroelasticidade e poro-
mecanica. ¢ é uma variavel adimensional e representa a contraposicao cinematica a variavel
dinamica p de pressao de fluido. Falta ainda a definicao da lei constitutiva que associe o
comportamento de pressao ao de balanco de massa e vice-versa.

Nesta secao a teoria de BIOT foi apresentada apenas de uma maneira qualitativa. A

completa apresentacao das equagoes governantes do fenomeno seré efetuada na secao seguinte.
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Capitulo 3
Formulacao

Neste capitulo sao apresentadas as equacoes fundamentais dos problemas poromecanicos. A
formulacao completa do problema poroelastoplastico requer alguns conceitos introduzidos

pela teoria da poroelasticidade linear e a compreensao da teoria da elastoplasticidade.

3.1 Problema poroelastico

A conciliacdo de uma modelagem elastica do comportamento mecanico com as leis da conti-
nuidade e de fluxo em meios porosos conduz aos problemas poroelasticos. E importante para
a compreensao e montagem do problema a identificagdo de varidveis e equagoes inerentes &

modelagem.

3.1.1 Variaveis

As variaveis envolvidas no problema poromecanico podem ser subdivididas em dois grupos

[7]:

e cinematicas: varidveis relacionadas com o estudo do movimento. Deslocamento (') é
por exemplo uma variavel cinematica, assim como a sua contraposicao infinitesimal de
deformagao (g). Outra variavel cinematica que surge do acoplamento poromecanico é
a vazao de fluido através do volume poroso (¢) ou a sua contraposi¢ao infinitesimal de

variacdo de conteido de fluido (();

e dinamicas: dinamica é o estudo do equilibrio de forcas que tem como conseqiiéncia

o movimento. Exemplos de variaveis dinamicas sdo forcas pontuais (f), forgas distri-

buidas ou de volume (5) O contraponto infinitesimal de solicitacoes sao as tensoes
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internas de materiais (o). O estudo de um material poromecanico introduz a pressao

de fluido como uma nova varidvel dinamica.

Nas subsec¢oes que se seguem a classificacao das variaveis sera realizada simultaneamente a
apresentacao das mesmas. O foco estd nas formulagoes infinitesimais, com pouca énfase na

forma como estas sao obtidas a partir das variaveis extensivas.

3.1.1.1 Variaveis cinematicas

. . . —_— ..
Um corpo $ sujeito a um campo vetorial de deslocamentos ¢ : {2 — €2 bijetor em um espaco
.« 7. . . . — .~ —
Q) tridimensional tem cada um de seus pontos materiais x,, mapeados para a posicao =" de

acordo com a figura 3.1 e segundo a expressao:

T =P (Tm). (3-1)

e,

€

@3
Figura 3.1: Corpo sujeito a um campo de deslocamentos|26, 4]

O campo vetorial de deslocamentos u(x,,) é dado pela equacao:

T (7) = B (@) - T (3.2)

O deslocamento apresentado na equagao 3.2 inclui movimentos que sao de corpo rigido
e movimentos que decorrem de deformacoes. Movimentos de corpo rigido sao aqueles que
mantém as distancias entre quaisquer dois de seus pontos materiais [4] durante o desloca-
mento do corpo. Os movimentos de corpo rigido podem ser de translacdo ou rotacao, ou
ainda qualquer combinacao destes dois. De interesse para a analise estrutural sao apenas
os deslocamentos que incorrem em deformacoes e que podem portanto desenvolver esforcos
internos no material.

Define-se o gradiente de deformacdo F pela expressio 3.3, onde V,, @ é a derivada

material do operador .
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F =V, 9@ (3.3)

Alternativamente F' pode ser definido como:

F=1+V,u (3.4)

O gradiente de deformagdo F' é um tensor de segunda ordem [4, 26| e representa uma
grandeza cinematica associada ao deslocamento que nao captura fenémenos de translacao
rigida. A translacao rigida é representada por parcelas constantes de campo de deslocamentos
e portanto apresentam derivada nula.

A rotacao de corpo rigido, por sua vez, corresponde a uma parcela anti-simétrica do
gradiente de deformacoes [4]. Para anular este efeito definem-se os tensores de deformagao

direito e esquerdo de CAUCHY-GREEN respectivamente por:

C=U*=F'"F, B=V’=FF" (3.5)

Ambos os tensores direito e esquerdo de CAUCHY-GREEN sdo medidas da deformacao a
que um ponto material do corpo & esta submetido. Existem outras medidas de deformacao
similares aos tensores acima mencionados. Um exemplo é a familia de tensores de LAGRANGE
(eq. 3.6), na qual cada elemento do tensor passa a ter um significado de deformagao, quer

seja de elongacao de uma fibra material ou mesmo de mudanca de angulo entre duas de suas
fibras.
Loum-1 0
gm _ ) ml Jm7 (3.6)
In(U) m=0

Na equacao 3.6 os operadores de poténcia com expoente m ¢ N e de logaritmo nepe-
riano dos tensores sao definidos com base na decomposicao espectral dos mesmos'. Maiores
informagoes sobre esta operacao podem ser obtidos no livro de SOUZA NETO et al[4] ou em
outros livros de teoria da elasticidade infinitesimal e mecanica dos meios continuos.

O tensor de deformacio elastica mais conhecido é o tensor E® de Green-Lagrange e tem
expressao:

@ _ Lo
EY = E(U —1I). (3.7)
Aplicando-se as defini¢des das equagoes 3.4, 3.5 e 3.7 chega-se finalmente ao tensor de

deformacao:

10 tensor U é simétrico - os autovalores sdo reais e os autovetores ortogonais entre si.
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1
B = [V, 7+ (V@) + (V@) V@ | . (3.8)

Considerando-se a hipotese de pequenas deformagoes ou deformagoes infinitesimais, a
terceira parcela da expressao 3.8 de E® pode ser desprezada, obtendo-se o tensor linearizado

e:

e=- [vmﬁ (v, 7), (3.9)

O campo tensorial € é uma entidade matemética que representa uma propriedade material,
o estado de deformagoes em cada ponto de .

Um dos principais axiomas da mecanica dos meios continuos consiste na representacao da
resposta material independente da posicao do observador [26]. A localizagao do observador
em relacao ao fendomeno condiciona a representacao dos eventos que este testemunhara. Na
mecanica a figura do obsevador se traduz na posicao, orientacao e movimento do mesmo
em relacao ao ponto observado. Por se tratar de problemas quase-estaticos e pequenas
deformacoes, admite-se que o observador se localize na condicao indeformada do material e
tenha movimento nulo. A orientagao do mesmo depende do sistema de referéncia empregado
para a representacao do tensor €.

Considerando-se a base § = {é1, ..., €,} para o espago 2 de ordem n e os delocamentos

—_ . . ~
uw = {uy, ..., u, } na mesma base, obtém-se a seguinte representacao para os componentes do

tensor €:
e=) ;6 Q¢ (3.10)
=1
1 8ui ou; .o
€ij:€ji:§(a$j+a—xz>; \V/Z,jEL.n

Finalmente, a representacdo matricial do tensor € na base cartesiana Sh = {€,,€,,€,} é

a mais conhecida e assume a forma:

Exx €zy Eaxz
€= Eyy Eyz | - (3.11)
Simetria €22

O conjunto de variaveis cineméticas abriga também a variavel escalar de incremento de
contetido de fluido ¢ descrita na secao anterior.
A convencao de sinal adotada para a deformacao segue a definicao da mecéanica classica,

na qual uma deformacao de incremento de volume é positiva e uma reducao de volume é
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negativa. Analogamente, ¢ é positiva quando ha incremento de fluido por unidade de volume

e negativa quando ha extragao de fluido do volume de controle.

3.1.1.2 Variaveis dinamicas

Considerando-se novamente o corpo § delimitado por um cortorno 9 no espaco €2, definem-
se as variaveis dinamicas como aquelas que representam o campo de forgas atuante sobre

ou seu contorno 0 (figura 3.2).

e,
Figura 3.2: Forcas atuantes em um corpo
As variaveis dinamicas podem representar forcas de trés naturezas:

N
e forcas distribuidas f que atuam no contorno 9. Estas forgas podem ser decorrentes

do ambiente no qual & esta inserido ou do contato do corpo & consigo mesmo;

.
e forcas por unidade de volume b que atuam no interior do volume &. Exemplo: forca

de volume decorrente da aceleragao da gravidade pg;

. L , .
e forcas inerciais pv'. Apesar de serem também forcas de volume, estas foram citadas

em separado por serem despreziveis em problemas quase-estaticos.

Segundo o teorema de CAUCHY na mecénica dos meios continuos|26| as solicitagoes externas
- =

f U b precisam satisfazer as leis de balanco de momento linear e angular e implicam na
existéncia de um campo tensorial espacial T' que satisfaga as seguintes condigoes suficientes

e necessarias:

1. para cada vetor unitario 7,
S (n)=Tmn; (3.12)

2. T seja simétrico:
Oi5 = Oji; VZ,j S 1”, (313)



Figura 3.3: Estado de tensao em um plano

3. T satisfaca a equacao de conservacao de momento linear:

divT + b = pv. (3.14)

T recebe o nome de tensor de tensoes de CAUCHY e representa o estado de tensoes em cada
ponto de . Na equacgao 3.14 o tensor de tensoes T' esté expresso em termos de tensoes totais,
ou seja, a conservacao de momento linear estd relacionada as parcelas de tensao efetiva, que
atuam efetivamente no arcabouco so6lido ou matriz da rocha, como também a distribuicao de
poropressao, que inclui os efeitos de esforcos de percolacao ou arraste.

A primeira condi¢ao acima enunciada impoe que T seja um operador linear. Em cada
plano de normal unitaria 7 que passa por um ponto = € ¥ define-se o vetor de forca por
unidade infinitesimal de area 5 pela equacdo 3.12. Este vetor s representa o estado de
tensoes neste plano e esta ilustrado na figura 3.3.

A segunda condicao decorre da equacao de balanco de momento angular e é bastante
discutida em livros de mecanica dos meios continuos convencionais [26], motivo pelo qual
nao seré tratada em detalhes neste trabalho.

A terceira condicao decorre do balanco de momento linear. Em analise estrutural esta
equacao representa o equilbrio de forcas na sua forma infinitesimal. Esta equacao sera deta-
lhada na subsegao 3.1.5.

A representagao do campo tensorial T' também depende do sistema de coordenadas empre-
gado. Empregando-se a mesma base [ definida na subsecao anterior define-se a representacao

do tensor como:

n
T = E 0i5€; &® €; (315)
i=1
Finalmente, a representacao matricial do campo tensorial T' na base cartesiana assume a

forma conhecida:

Ogx Ozy Ogxz
T= Oy Oyz | - (3.16)
Simetria Oss
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Como variavel dinamica adicional decorrente da poromecanica surge a pressao do fluido
que satura o meio poroso do material. Denominando-se de p a pressao total que atua no
fluido que satura o meio poroso e de T” o tensor de tensoes efetivas, suas representacoes
tensorial e matricial na base cartesiana assumem as formas apresentadas nas equacgoes 3.17

e 3.18 respectivamente, de acordo com a expressao de tensoes efetivas (eq. 2.11) de BIOT.

n

T = Z (Uij + (5@'0&]?) e; ® €; (317)
=1
T=T+apl. (3.18)

Na equacao 3.18 I representa uma matriz identidade 3 x 3.

Neste trabalho a convencao de sinais para o estado de tensoes também segue a mecanica
classica, na qual uma tensao de tragdo é positiva e compressao negativa. A variavel de
pressao de fluido é convencionada positiva quando a pressao é acima da pressao atmosférica
e negativa quando abaixo da pressao atmosférica.

Para simplificar a notagdo, o tensor de tensoes T' serd também denominado pela letra

grega o no decorrer deste trabalho.

o

T (3.19)

3.1.2 Equacoes constitutivas poroelasticas

As equacdes constitutivas poroelasticas subdividem-se na lei de HOOKE generalizada aplicada
a tensoes efetivas (representando o comportamento do arcabougo sélido da rocha) e em uma

lei constitutiva do volume poroso.

3.1.2.1 Lei de HOOKE generalizada aplicada a tensoes efetivas

Na secdo anterior (3.1.1) foram apresentadas as grandezas cinematicas e dinamicas envolvidas
nos problemas mecanico e de fluxo. Nesta secao é apresentada uma parcela da modelagem
constitutiva destas grandezas, a resposta elastica do material. A subdivisao da deformacao
em parcelas elastica e plastica e suas implicacoes serao tratadas na secao 3.2. Neste momento
é suficiente assumir que as deformacoes sao de carater poroelastico apenas.

A resposta elastica do material modela a forma como as variaveis de tensao e deformacao
se relacionam em um contexto infinitesimal. O tensor constitutivo elastico C pode ser definido

secante como:
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o' = Ce*% ou (3.20)
iy = Cijmeiy

A forma mais geral para o tensor é definida como tangente ou incremental (C = V. .o”).
A forma incremental e a secante (eq. 3.20) sdo equivalentes apenas para elasticidade linear.

C relaciona dois tensores de segunda ordem e é portanto um tensor de quarta ordem com
3* = 81 elementos. As consideracoes de que os tensores € e o’ sdo simétricos e que o material
seja elastico de GREEN linear e isotropico reduz o numero de constantes independentes para
2[3]. Por analogia ao ensaio de tracdo simples de HOOKE, a equacdo 3.20 é geralmente
referida como a lei de HOOKE generalizada.

)

Os indices ’ e e nos tensores de tensao e deformacao da expressao 3.20 indicam que a

modelagem constitutiva relaciona tensao efetiva com a parcela elastica das deformagoes.

A expressao 3.20 em tensoes totais assume a forma:

oc=Ce°—apl. (3.21)

O tensor constitutivo isotropico tem a forma da equacao 3.22, onde A e p sao as constantes
de Lame|[3].

Cijrt = MO + 1t (01 + 0adjn) (3.22)

Das equacgoes 3.20 e 3.22 obtém-se:
ou, com constantes mecanicas
/ v e e
Uij = QGE‘E/CR(SU + 2G€ij' (324)

A constante mecanica G é denominada de modulo de cisalhamento por relacionar tensoes e
deformacoes cisalhantes entre si unicamente e pode ser calculada a partir do coeficiente de
PoI1SSON v e do moédulo de elasticidade ou de YOUNG pela relacao abaixo.
E
G=—— 3.25
2(1+v) (3:25)
Uma tdltima relagao importante a mencionar ¢ a compressibilidade volumétrica da rocha.

Uma rocha submetida a uma solicitacao hidrostética oI exibe deformagao volumétrica ¢,
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conforme a equacao:

0_/

£, = tr(e) = =L 3.26
K
B

O valor de K5 pode ser obtido substituindo-se 3.24 em 3.26. Escrito em funcao do médulo

de elasticidade e do coeficiente de POISSON, K vale:

E

Kp=-—"
P31 —2v)

(3.27)

3.1.2.2 Lei constitutiva do meio poroso

B1OT introduziu o coeficiente 1/M, também conhecido como coeficiente de armazenamento
a volume constante ou restrito S. em analogia & constante da equacao 2.6, como sendo a
grandeza:

1 0¢

S.=— =2 . 3.28
M ap Oy =0 ( )

WANG[7] apresenta a expressao 3.29 para o coeficiente S. em fun¢ao dos modulos de
rigidez volumétricos dos graos K, bulk da rocha Kp, de poros Ky e do fluido K;. A com-
pressibilidade dos poros é dada pelo mesmo autor pela expressao 3.30 que envolve o coeficiente
B de SKEMPTON. WANG|7| ressalta que, segundo BERGE e BERRYMAN, valores negativos

de K4 sao fisicamente possiveis.

S.=—+¢ (i - i) (3.29)

K! K, K,
L__ 1 o 4 p_2
o {KBB (1- B) KJ (3.30)

O coeficiente de BIOT-WILLIS o também possui uma interpretacao fisica de ser a razao do
incremento de conteudo de fluido com a deformacao volumétrica em uma condicao drenada,

ou sejal7]:

o= ¢
© Oe,

(3.31)

op=0
Com estas duas identidades surge a lei constitutiva elastica do meio poroso, que pode ser

escrita nestas variaveis como:

(° = agjy, + Sep; (3.32)
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ou
p=M( — aMej,. (3.33)

3.1.3 Continuidade da fase fluido

— ~ L. L . ~ L. .

Define-se ¢, a vazao volumétrica especifica de fluido como sendo a vazao volumétrica de fluido
. , . s . — .~ . . .

por unidade de area que sai do dominio. ¢; tem por defini¢ao o significado de velocidade

aparente de fluido. A velocidade real no meio poroso ou velocidade de subsidéncia|7]| é

aproximada pela expressao 3.34.

é
v =

C=u - (3.34)

o=

Substituindo-se a expressao 3.34 na lei de conservacao 2.13 derivada no tempo chega-se a
equacao 3.35 de conservacao de massa na variavel (. Vale ressaltar que a derivada temporal
imediata é a material tendo em vista o referencial material da definicao de (.

D¢ —
— = —div 3.35
Dt s (8:35)

A generalizacdo da continuidade pode ser obtida incluindo-se uma quantidade de fluido

¢ de uma fonte externa diretamente ao volume de controle:
D¢

3.1.4 Lei de fluxo em meio poroso

DARCY, ha mais de 150 anos (1856), conduziu uma série de experimentos de fluxo vertical
de dgua em colunas de areia para avaliar a perda de carga em operacoes de filtragem em
estagoes de tratamento de dgua |7]. Para o fluxo unidimensional DARCY elaborou a relagao
empirica:
¢ = —K% (3.37)
no qual ¢, tem o significado de descarga especifica ou vazao especifica e representa a vazao de
agua por unidade de area, h recebe o nome de carga hidraulica (head) e representa a energia
disponivel para o fluxo e K é uma constante de condutividade hidraulica do sistema meio
poroso + fluido.
Hubber|7] mostrou que o head de DARCY representa a energia potencial do fluido (®m)

por unidade de peso (h = ®/g). A energia potencial por unidade de massa é dada pela
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equacao:

P d
o=gzt | 2L (3.38)

0 Pf
onde z expressa o nivel de coluna de fluido acima de um referencial z = 0, para o qual a
energia potencial é conseiderada nula. Para fluido incompressiveis o head h de DARCY é

soma da altura de coluna de fluido e a pressao do mesmo:

h=z+ -1 (3.39)
9py

A constante K, por sua vez, relaciona propriedades do meio poroso (permeabilidade

intrinsica k) com propriedades do fluido (densidade py e viscosidade p) conforme a equagao
3.40.

k
K= —pfi (3.40)

Substituindo-se a defini¢ao de excesso de pressao (eq. 2.2) na forma apresentada na
equagao 3.41 na expressdo do head (eq. 3.39) obtém-se o head em termos de excesso de
pressao (eq. 3.42). Na equagao 3.41 o termo (zg — z) refere-se a uma coluna de fluido a cota
z e com superficie livre & cota 2y, medidos com o eixo z considerado vertical e apontando
para cima. Finalmente, substituindo-se a expressao 3.42 juntamente com a expressao da
condutividade hidraulica (eq. 3.40) na definicdo da lei de DARCY (eq. 3.37) chega-se a

expressao 3.43 geral tridimensional da lei de fluxo em meios porosos de DARCY.

P = DPn +pew
= prg(z0 — 2) + Pex (3.41)
ho=z+ L (3.42)
apy
k
Z = __ﬁpex (343)
I

3.1.5 Equacgoes governantes

As variaveis do problema poroelastico sao itemizadas abaixo:
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e cinematicas

— 3 deslocamentos ()
— 6 componentes de deformagao (tensor € na definicao 3.10)
— 1 incremento de contetido de fluido (¢ - definido na equagao 2.13 ou 2.14)

— 3 componentes de vazio por unidade de area (g, na definicio 3.34)
e dinamicas

— 6 componentes de tensdo (tensor o na definicao 3.15)

— 1 pressao de fluido (p)

No total, sao 13 variaveis cinemdaticas e 7 varidveis dinamicas. Para a resolucao de um

problema deste porte sao necessarias 20 equacoes, a saber:
e cinematicas

— 6 componentes da equacdo de compatibilidade de deformagoes (decorrentes da
defini¢ao 3.10)

— 1 equagdo da continuidade da fase fluido (eq. 3.36)
e dinamicas

— 3 componentes da equagao de balan¢o de momento linear infinitesimal (eq. 3.14)
e cinemético-dinamicas

— 6 componentes da equagao constitutiva elastica (eq. 3.24)
— 1 equagao constitutiva do meio poroso (eq. 3.32)

— 3 componentes da lei de fluxo (eq. 3.43)

Substituindo-se as equagdes constitutivas (eq. 3.24) em tensoes totais (eq. 3.17) nas equagoes
de equilibrio ou conserva¢do de momento linear (eq. 3.14) juntamente com as definigoes de
deformagoes (eq. 3.10) obtém-se a equacao vetorial governante do problema mecéanico:

G — Out dp

=«

1—2v ox; or;

GV2uS — b 1<i<3 (3.44)
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A parcela gravitacional do carregamento na equagao 3.44 esta embutida no campo de forga

H
de corpo b = (0,0, —ppg)’ 2 e na parcela hidrostatica p;, da pressao de poros p. Admitindo-
se que o carregamento gravitacional seja a tnica forca de corpo atuante, pode-se reescrever

3.44 como:

G — Out OPex ,
. = — ’ <1< .
T 2VV . a o, +(pp—aps)gdis 1<i<3 (3.45)

A equacao diferencial parcial que governa o fluxo de fluido é obtida substituindo-se a lei

GV2u§ —

de DARCY (eq. 3.43) na equacdo da continuidade (eq. 3.36) com as propriedades fisicas k e
i consideradas constantes no dominio:
D¢k
= IV, = G 3.46
Dt Y P =4 (3.46)
Substituindo-se a variavel ¢ da equacao 3.46 pela equacdo constitutiva do meio poroso
(eq. 3.32):
D . 1 k
Di <a5kk - Mp) - ;Vzpex = (. (3.47)
Considerando-se que a saturacao da rocha nao muda e que o fluido é incompressivel,

pode-se afirmar:

Dp — Dpe,
Dt Dt

Empregando-se a igualdade 3.48 na equacgao da difusividade 3.47, considerando-se os coefi-

(3.48)

cientes v e S. constantes no tempo e utilizando a notacao compacta de derivada temporal,

obtém-se a equacao da difusividade nas variaveis propostas para este trabalho:

k
agl'ck + Sspe:v - ;vzpex = Qu- (349)

Finalmente, aplicando-se as definicoes de deformacoes 3.10 chega-se a expressao final da
equacao da difusividade:
Oy, k

a_ Sa ‘ex - _v2 ex — Quw- 3.50
g+ Sep VP =4 (3.50)

A equacao da difusividade 3.50 é uma equagao de difusao nao-homogénea [7]. Tanto os
termos de fonte de fluido (g,,) quanto a derivada temporal da deformagao volumétrica (eix)

sao termos fonte no volume poroso.

2pp é a massa especifica Bulk da rocha, considerando o fluido que satura o seu meio poroso. pp =
(1—9) ps+¢-pronde ps e ps sdo as massas especificas do sélido e fluido, respectivamente.
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As equacdes finais do problema poroelastico 3.45 e 3.50 sao relacoes de rigdez mistas,

. ., . d d l t . d ~ . ,t. d ﬂ d A . 3 O
pois as varidveis de deslocamento equacionadas sao cineméticas e as de fluxo dinamicas®. Os
superindices e nas variaveis de deformacao e deslocamento da equacao 3.45 foram colocados
para realcar que as parcelas de deformacao a considerar sao as elasticas. Na equacao da
difusividade as deformagoes e deslocamentos que sao importantes sao os totais. No desenvol-
vimento proposto neta secao as deformacoes totais e elasticas se confundem, mas, conforme
serd visto na secao 3.2 adiante, a introducao da plasticidade implica em uma parcela plastica

de deformacoes. Esta colocacao ¢ feita aqui para evitar confusao.

3 Alguns autores denominam esta formulacio de u — p por envolver explicitamente as varidveis de deslo-
camentos e pressao.
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3.2 Elastoplasticidade

A teoria da plasticidade representa uma modelagem matemaética para materiais que podem
apresentar deformacgoes permanentes apdés um ciclo de carga. Em particular, esta teoria
é valida para materiais cuja deformacao permanente independe da taxa de aplicacao de
carregamento, como é o caso de muitos materiais de engenharia, como rochas, concreto e
solos na maioria dos casos e condicoes de interesse pratico. Informagoes mais detalhadas
sobre a teoria da plasticidade e sobre os aspectos fenomenologicos modelados por esta sao
muito bem descritas nos textos de CHEN et al[3, 10] e SouzA NETO et al[4].

3.2.1 Plasticidade incremental

Segundo SOUZA NETO et al [4], os componentes bésicos para um modelo constitutivo elas-

topléstico geral sao:

e Decomposicao do tensor de deformacao;

e Lei de elasticidade;

e Definicao de um critério de plastificacao;

e Definicao de uma lei de escoamento plastico;

e Defini¢ao de uma lei de endurecimento (hardening), caracterizando a evolugao do crité-

rio de plastificagcao do material.

e Em alguns materiais torna-se necessario uma funcgao de critério de ruptura ou falha
que indique o inicio do enfraquecimento (softening) do material ou falha mecanica pela

geracao de uma descontinuidade material.

3.2.1.1 Decomposi¢ao do tensor de deformacao

O tensor de deformacdes totais (&) exibidas por um material pode ser decomposto em duas
parcelas: uma parcela elastica ou reversivel (€°) denominada de tensor de deformacao elastica

e uma parcela plastica ou permanente (€?), denominada de tensor de deformagao pléstica:

e=¢g"+¢f (3.51)

Na figura 3.4a) é apresentada a curva tensao vs. deformagao de um ensaio uniaxial de um
dado material. Na figura 3.4b) é apresentada a abstra¢do do modelo de comportamento do

material, onde fica facil identificar as parcelas elastica e plastica de deformacgoes. Quando um
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a) b)

Oa Oa

Figura 3.4: Abstracao elastoplastica do comportamento material

material é submetido a um carregamento de trajetéria OA, por exemplo, o descarregamento
seglie a mesma trajetéria no sentido oposto AO e o material ndo apresenta deformacao
residual, sendo portanto todo este processo dito elastico ou reversivel. Quando o material
é carregado além do limite elastico, por exemplo na trajetoria OAB, o descarregamento
ocorre na trajetéria BC e observa-se que o material descarregado apresenta uma deformacao
residual dita plastica.

A parcela elastica €° tem que atender ao requisito de conservagao de energia em um
ciclo fechado e esta restricao estd intimamente relacionada a correta escolha da lei elastica a

empregar. Matematicamente, pode-se escrever a conservacao de energia através da expressao:

74 o:de® =0, (3.52)

onde dW = o : de representa o trabalho realizado em um carregamento infinitesimal.

3.2.1.2 Lei de elasticidade

A lei de HOOKE generalizada definida na subsegao 3.1.2.1 permanece inalterada no problema
elastoplastico mas passa a ser aplicada somente a parcela elastica de deformacoes (e¢). A
parcela plastica de deformacoes nao esta diretamente relacionada ao estado de tensoes do
material, mas com o historico dos processos dissipativos irreversiveis aos quais o material foi

submetido.

Potencial de energia livre

A formulacao de modelos dissipativos segundo os principios da termodinamica com a mo-

delagem de variaveis internas referentes aos processos de dissipacao de energia partem do
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pressuposto de que existe um potencial de energia livre[4, 30, 31|, ¢(e, e, k) , funcao das
deformacdes total e plastica e de um conjunto x* de variaveis internas relativas ao fenémeno
de endurecimento (hardening). A energia livre é em geral dividida em uma parcela de con-
tribuicao elastica, p°(e — ) e em uma parcela de contribui¢do devido ao endurecimento,

¢P(k), da forma:

(e e k) = (e, ") + P (x) (3.53)

Em seu texto, SOUZA NETO et al[4] aplica a inequagao de CLAUSIUS-DUHEM, resultado
da combinacgao do primeiro e segundo principios da termodinamica, que implica na definicao

da forca termodinamica de endurecimento (A) e lei de elasticidade dadas pelas expressoes

abaixo:
P
7o (3.54)
o =PV (3.55)

sendo p o campo de densidade na configuracao de referéncia. Isto reduz a condicao de

dissipacao nao-negativa a expressao abaixo:

o e—A0iR>0 (3.56)

onde o operador ® refere-se ao produto interno adequado. Na equacao 3.56, a parcela o : €
representa a taxa de incremento de energia elastica e a parcela —A ® £ a taxa de dissipacao

de energia em um ciclo onde ocorre plastificagao.

3.2.1.3 Ciritério de plastificacao e a superficie de plastificacao

O critério de plastificacao delimita no espago de tensdes as regides de regime elastico e regime
plastico. Trata-se de uma funcao potencial que, por convenc¢do, assume valores negativos
quando o estado de tensoes se encontra no regime elastico e nulo quando representa uma
condigao de plasticidade iminente. O dominio elastico e a regiao de plastificacao sao definidos,

respectivamente, por:

E={o/P(d,A) <0}; e (3.57)

4Na metodologia original de Souza NETO et al[4] a letra grega « foi empregada para o conjunto de
variaveis internas de endurecimento. Neste texto a letra grega s foi empregada por ser mais comum na
literatura de geomateriais e também para evitar confundi-la com o coeficiente de BioT-WILLIS a.
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T={o/®(c,A)=0}. (3.58)

Observa-se que existe uma ambiguidade quando ® (o, A) = 0, podendo ser este regime de
tensoes exclusivamente elastico ou também plastico. A resolucao desta ambiguidade depende
da definicao das condicoes complementares de carregamento, descarregamento e consisténcia
de KUHN-TUCKER, definidas adiante.

O estado de tensdes deve sempre obedecer & restrigaio @ (o, A) = 0 durante o processo
de plastificacao de um material. Como este equipotencial define uma superficie no espaco de
tensoes principais, o critério de plastificacao ¢ também denominado de superficie de plastifi-
cagdo. Mesmo quando materiais apresentam endurecimento (hardening) ou enfraquecimento
(softening) decorrentes de processos internos no material em carregamentos plasticos o equi-
potencial ® (o, A) = 0 deve ser mantido. O que ocorre nestes casos é a redugao, aumento ou
translagao do dominio do critério de plastificagdo em se mantendo @ (o, A) = 0.

O dominio do espacgo de tensées onde @ (o, A) > 0 nao tem significado fisico em elas-
toplasticidade de materiais cuja resposta mecanica independe do tempo. Muitos autores
representam tensoes fora deste suporte quando aludem a mapeamentos de retorno em algo-
ritmos explicitos de integracao elastoplastica, o que serd apresentado na subsecao 3.2.2 de

integradores.

3.2.1.4 Lei de escoamento plastico

Quando a predi¢ao eléstica de tensoes de um dado estado de deformagao total proposto viola
o dominio elastico, torna-se necessario decompor este incremento de deformacgao imposto em
parcelas elastica e plastica. A lei de escoamento pléastico, também denominada de direcao
de escoamento, define como o tensor de deformagao plastica evolui no curso da plastificacao
em um processo de carregamento. Definindo-se o tensor N = N (o, A) como a diregao de

escoamento plastico, escreve-se o incremento de deformagao plastica da formal4|:
e’ = AN. (3.59)
A equagao 3.59 é de proposi¢ao de SAINT VENANT[12| e geralmente é expresso na forma
vetorial, como serd visto na secao 6.

Leis de escoamento derivadas de um potencial plastico

Em modelos de plasticidade multidimensionais, a determinacao da lei de escoamento ou
direcao de escoamento é em geral definida a partir de uma funcao de potencial plastico da

forma:
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U=V (0, A). (3.60)

O tensor de direcao de escoamento, IV, ¢ obtido por:

N=vV,U. (3.61)

Observa-se que a lei de escoamento é um campo tensorial no espago de tensoes.

Associatividade

Quando se define o mesmo potencial para a lei de escoamento plastico W e para o critério de
plastificacao ®, o modelo plastico é dito associativo. Na verdade a modelagem nao-associativa
(U # @) é uma extensao da modelagem elastoplastica tradicional.

A elastoplasticidade associativa com modelo plastico-perfeito ou com endurecimento, com-
portamento tipico de metais, apresenta fundamentacao matematica bem estabelecida. Uma
boa documentagao desta fundamentacao matematica é eoncontrada no livro de CHEN et al[3],
mas pode ser encontrada também em livros sobre a teoria matematica da plasticidade.

Segundo CHEN et al|3], a unicidade da decomposicao elastoplastica depende da condigao
de irreversibilidade plastica. O trabalho realizado pela parcela plastica da deformacgao nao
pode ser recuperével, ou seja, sempre que houver plastificacao o trabalho plastico deve ser

positivo. O incremento de trabalho mecanico plastico é definido como na expressao abaixo:

W, =0: ¢’ (3.62)

A imposicao de plasticidade associativa (ou normalidade de escoamento plastico) e de
convexidade do potencial plastico é uma das formas de se garantir a irreversibilidade incon-
dicional do trabalho plastico. Analisando-se a expressao 3.62 na direcao de tensoes principais
é evidente que o incremento do trabalho positivo requeira o angulo espacial entre 0pyinc € é'prmc
inferior a 90 graus. Isto é garantido para qualquer trajetoria de tensoes quando se respeitam
as condigoes de convexidade e normalidade|3, 10, 6].

Modelos plasticos nao-associativos sao modelados visando respeitar a condicao de conve-
xidade, mas por definicao violam a condicao de normalidade. Com isto, existem trajetorias
de tensbes para as quais a condicao de irreversibilidade nao ¢ garantida, podendo resultar em
incoeréncia termodinamica e em perda da garantia de unicidade da solu¢ao da decomposicao

elastoplastica.
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Figura 3.5: Formas de endurecimento: a)isotropico e b)cinematico

3.2.1.5 Lei de endurecimento

Existem materiais que adquirem resisténcia quando sofrem deformacao plastica. Este com-

portamento é chamado de endurecimento e pode se apresentar de duas formas:

e isotropico ou hidrostatico: quando a superficie de plastificacdo aumenta quando o ma-
terial escoa plasticamente, aumentando o dominio eldstico e por conseguinte a tensao

na qual o material escoa (figura 3.5a);

e cinematico: a superficie de plastificacao translada durante o escoamento plastico e o
material passa a apresentar um dominio eldstico assimétrico em relacao a origem do

espaco de tensoes e, portanto, anisotropico na condicdo de plastificagao (figura 3.5b).

O comportamento do endurecimento é ditado por um conjunto de varidveis internas k.
O endurecimento isotropico ¢ em geral modelado por um escalar que pode representar, ti-
picamente, a evolugao do trabalho plastico ou da deformacgao plastica volumétrica. O en-
durecimento cinemético requer variaveis tensoriais para poder definir a direcao e taxa de
endurecimento. Analogamente & deformacao plastica, a evolucao do conjunto de variaveis de

endurecimento pode ser escrita em funcao do potencial do critério de plastificagao:

o= \H; (3.63)
09
H=-—", (3.64)

sendo H o médulo de endurecimento generalizado do material.
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d<0 A>0 AD =0
Figura 3.6: Representacao grafica das condi¢oes de KUHN-TUCKER

3.2.1.6 Condicoes complementares de carregamento/descarregamento e con-

sisténcia

A combinacao das leis de escoamento e endurecimento, da definicao dos dominios de elas-
ticidade e plasticidade e da condicao de irreversibilidade de deformacao plastica conduz as
relacoes complementares ou condigoes de carregamento, descarregamento e consisténcia de

KUHN-TUCKER:

<0, A>0;e AP=0. (3.65)

A primeira inegualdade define o dominio elastoplastico valido, a segunda impdée que o
multiplicador plastico possa ser nulo (regime puramente eléstico) ou positivo e a tltima sen-
tenca impoe a consisténcia do algoritmo elastoplastico. O multiplicador plastico A e o critério
de plastificacao nao podem ser simultaneamente nao-nulos. Quando ocorre plastificacao é
mandatorio que o critério de plastificacao seja satisfeito; quando o regime é elastico o mul-
tiplicador plastico deve ser nulo e existe ainda a situagao peculiar de carregamento neutro
em que o critério de plastificacao ¢ satisfeito e o multiplicador plastico é nulo, ou seja, o re-
gime é elastico na iminencia de plastificacao. Estas restricoes sao apresentadas graficamente
na figura 3.6, representando se¢oes de um critério de plastificagao arbitrario no plano 7 do

espaco de tensoes principais.

3.2.2 Problema de valor inicial elastoplastico - PVI-EP

O conjunto de expressoes apresentados define um sistema de equacoes diferenciais ordinarias
(EDO) com restricdo e que deve ser integrado a partir de um dado estado elastopléstico
inicial. Tem-se, portanto, um problema de valor inicial elastopléstico (PVI-EP).

As expressoes fundamentais do PVI-EP sao resumidas na expressao 3.66 € nas expressoes
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complementares 3.67. Para um dado tensor de deformacao total € imposto e um estado inicial
na iminéncia da plastificacao, a integracao no pseudo-tempo dos incrementos de deformacao
plastica €’ e das varidveis internas de dano £ que satisfazem a restricao de plastificacao

consistente sao a solucao da decomposicao elastoplastica do carregamento.

e? = AN (o, A)
= \H(o, A)
Restr : ®(o,4) =0

Sistema EDO : { (3.66)

.
e=€e¢+¢€P

0 =pVep®
A=p% (3.67)
N=V_,U¥

— 0%

\ - 0A"

O estado inicial do PVI-EP precisa estar na iminéncia de plastificacao para assegurar que
a restricao seja respeitada. SOUZA NETO et al[4] definem este PVI-EP com a restrigao sendo
a propria condicao triade de KUHN-TUCKER, mas na verdade o PVI somente se estabelece
quando o carregamento envolve plastificacao. Portanto, sao considerados no integrador deste
trabalho somente as condigoes referentes a plastificacao.

Adicionalmente, o integrador precisa também permitir o calculo do tensor de tensoes

atualizado e o tensor de rigidez D.

3.2.3 Esquemas temporais de integracao

Solugoes analiticas para o PVI-EP apresentado na expressao 3.66 em geral sao conhecidas
apenas para trajetorias de deformacao simples|4]. A integracao para modelos elastoplasticos
genéricos recai incondicionalmente em esquemas numeéricos, reféns da precisao e ordem de
integracao dos algoritmos adotados.

Os integradores podem ser classificados de acordo com a estratégia temporal de avaliagao
das derivadas e restricoes, sendo subdivididos em explicitos e implicitos, e com a ordem
de integracao temporal. A escolha da estratégia temporal e da ordem de integracao nao
sao em geral conflitantes, podendo ser combinadas, conduzindo a uma grande variedade de
integradores. A formulacao e implementacao implicita de esquemas de alta ordem, entretanto,
é desafiadora e implica em alto custo computacional, o que limita na pratica o emprego destas

combinagoes.
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3.2.3.1 Esquema explicito

Os esquemas explicitos sao também denominados de avancados ou forward baseado na ava-
liacao grafica de seus esquemas (stencil) temporais.

Integradores explicitos, por definicao, evoluem o conjunto de variaveis a integrar de um
pseudo-tempo n para n+ 1 empregando as derivadas e restricoes avaliadas em pseudo-tempos
conhecidos (f < n). Em geral, estas expressoes sao calculadas no pseudo-tempo n, mas
também existem integradores de passos miiltiplos onde estas podem ser avaliadas em pro-
jecoes explicitas de solucoes em pseudo-tempos intermediarios, como é o caso de integra-
dores do tipo RUNGE-KUTTA[32, 33|. A restri¢ao é aplicada na forma diferencial ou fraca,
tornando-se mais uma FDO no PVI e a sua consisténcia depende da precisao do integrador
e da escolha adequada do comprimento da marcha ()\) no pseudo-tempo parametrizado. O
ponto chave dos integradores explicitos consiste na correta escolha do comprimento de mar-
cha no pseudo-tempo que atenda a um desvio toleravel das derivadas e restrigcoes avaliadas
no passo n + 1.

Os integradores explicitos sao algoritmos fechados, que nao envolvem processos iterati-
vos de convergéncia e que apresentam um custo computacional fixo e baixo em relacao aos
métodos implicitos.

A modelagem explicita de um PVI requer a determinacao a priori do multiplicador A
O conjunto de varidveis efetivamente integrado difere um pouco da definicao apresentada na

expressao 3.66, conforme apresentado abaixo:

o=D¢
Sistema EDO k=AH(o,A) (3.68)
Restr. : & (o7, A) = 0

sendo D o tensor de rigidez elastoplastico e € o incremento de deformacgao total imposto ao
material.
Por se tratar de um esquema numérico, pode-se discretizar os incrementos de tensao e

deformacao, chegando-se ao conjunto de variaveis a integrar:

Ao =D Ae
Sistema EDO  : Ak =ANH(o,A) ; (3.69)

Restr. : Vo, : Ao + g—i%AH =0

com as expressoes auxiliares:

43



([ D=V.o
0 =pVep®
A=pl (3.70)
N =V, V¥
— _0®
\ - 0A"

Nao foram explicitados os pseudo-tempos em que as expressoes sao avaliadas porque estes

tempos sao ditados pela combinagao com a ordem do esquema.

3.2.3.2 Esquema implicito

Integradores implicitos requerem a avaliagao das derivadas e restricoes baseado no valor
numérico das variaveis integradas no tempo n + 1. Estas expressoes nao precisam ser neces-
sariamente avaliadas no tempo n + 1, mas requerem o conhecimento da solucao avancada.
Sao também denominados de atrasados ou backward. O autor desta tese propoe ainda as de-
nominacoes adicionais de midpoint quando as derivadas e restrigoes sao avaliadas em pseudo-
tempos intermedidrios e nao no final n + 1 e de hibrida quando as derivadas e restricoes sao
avaliadas em pseudo-tempos distintos.

A integracao dos esquemas implicitos pode ser realizada diretamente nas variaveis primé-
rias do PVI-EP definidas na expressao 3.66. Reescrevendo-se as mesmas em grandezas dis-
cretas obtém-se o seguinte PVI-EP implicito final com as mesmas expressoes auxiliares da
expressao 3.67. Por ser implicito, estes esquemas requerem a determinacao das derivadas dos
operadores N (o, A), H(o, A) e ® (o, A) com relagao as variaveis integradas para a montagem

de um esquema numérico iterativo, o que pode ser analiticamente desafiador ou inviavel.

Ae? = AAN (o, A)
Ak = ANH(o, A)
Restr. : ®(o,A)=0

Sistema EDO { (3.71)

3.2.3.3 Vantagens e desvantagens

O método explicito impde na forma fraca a restricao ao longo de toda a integragao, mini-
mizando o desvio das solugoes intermedidrias em relagao ao método implicito. O método
implicito, por sua vez, nao tece qualquer consideracao sobre a restricao nos pseudo-tempos
intermediarios e a aplicacao desta é feita discreta na forma forte. Estas diferencas de formu-
lacao explicita e implicita nao definem um método mais rigoroso ou robusto em relacao ao

outro. E fato que, quando a restricio do PVI-EP é imposta na forma forte no pseudo-tempo
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n + 1, é garantida a consisténcia da solugao plastica no pseudo-tempo final e esta é uma das
grandes vantagens do método implicito sobre o explicito. Para contornar este problema, os in-
tegradores explicitos demandam um processo extra ao final do avanco no tempo, remapeando
a solucao elastoplastica sobre a superficie de plastificacao segundo alguma regra|34, 35| que,
em geral, ndo respeita os preceitos de evolucao elastoplastica definidos pela teoria da plasti-
cidade incremental.

A depender do esquema implicito empregado, pode-se prescindir da imposicao de restri¢ao
no ponto de carregamento inicial (material na iminéncia de plastifica¢do). Isto ocorre, por
exemplo, quando o método ¢ de la. ordem implicito com célculo das derivadas e restricao
ambos no ponto n + 1 avancado e implica em um método de EULER backward cléassico.

Finalmente, os métodos implicitos sao de complexa implementacao e requerem um es-
quema numérico iterativo para serem resolvidos, o que representa um alto custo computa-
cional. Por serem mais simples, os esquemas explicitos podem usufruir de integradores de

maior ordem, o que é desafiador em esquemas implicitos.

3.2.4 Ordem de integracao

A discretizagao numérica do PVI-EP impoe a escolha de pseudo-tempos nos quais as de-
rivadas do sistema FDO e as restricoes serao avaliadas, a depender do esquema temporal
adotado. A priori, pode-se dizer que a garantia de atendimento a estas derivadas e restricoes
ocorre apenas nestes pseudo-tempos. O atendimento a estas condi¢oes no suporte dos de-
mais pesudo-tempos fica a cargo da precisao do integrador, que é definida pela ordem de
integracao do mesmo. Se o PVI-EP for de natureza polinomial de ordem igual ou inferior &
ordem do integrador, a integragio é exata (exceto por erros de truncamento) e as derivadas
e restricoes sao atendidas em todo o dominio integrado. Em geral esta situacao nao ocorre
e o integrador aproxima o sistema de EDOs e a restricao no dominio. A qualidade desta
aproximacao esta diretamente relacionada a ordem do integragao para um dado incremento

de deformades totais fixo.

3.2.4.1 Método de EULER

O método de discretizacao temporal mais conhecido é o método de EULER ou RUNGE-KUTTA
de primeira ordem. A aproximacao é de primeira ordem e a ordem do erro é quadratica em
relacao ao comprimento do passo h.

Seja dada uma fungao y(z) com derivada conhecida e dada pela expressao:
y'(z,y) = f(z,y), (3.72)
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a evolugao da fungao y(z,y) desde z,, até x,.; pode ser aproximada em primeira ordem por

meio de expansao de Taylor truncada no primeiro termo:

Tn — Tpt1 = Tp + h;

y(anrl) = Un + hf($n+97 yn+9) + O(h2)7 (373)
0 = {#eN/O<H<1},

Na expressdo acima, y, = y(z,) é o valor da func¢do no ponto inicial z, e 6 é um comple-
mento de passo. O esquema de integracao do PVI-EP apresentado nas expressoes 3.73 é um

esquema explicito quando 6 = 0 e implicito quando § = 1. A evolugao de y(z) é dada por :

Ay = hf($n+9, yn+9)‘ (374)

Quando o esquema é explicito, a avaliacao de 3.74 é imediata. No esquema implicito,
porém, o valor da expressao 3.74 depende do valor da solucao y,.1, que ¢ desconhecido a

priori. A solucdo deste problema impoe reescrever a expressao 3.73 na forma de residuo:

P(Ui1) = Ynr = Yn — W f (@ns1, Yhir)- (3.75)

O indice i se refere ao indice do esquema numeérico necessario para resolver o residuo
quando se impoe r(yh, ;) = 0. Este esquema numérico pode assumir a forma de método de

NEWTON apresentada na expressao abaixo.

7 d?“(y; ) - 7
Ayt = —(—dyi “) (Y1) (3.76)
n+1

Uit = Ynpr + Oy

Observa-se que a solucao do método implicito implica em um esquema numeérico e na ne-
cessidade de se calcular a derivada do residuo (eq. 3.75), conforme antecipado na comparagao

de vantagens e desvantagens entre os esquemas.

3.2.4.2 Generalised MidPoint EULER (GME)

A generalizacdo do método de EULER para a avaliacao das derivadas em qualquer pseudo-

tempo no intervalo [n,n + 1] pode ser escrita da forma:
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Tp — Tptl = Tp + h7
y(xn—I—l) = UYn + h f (xn + Qh’ y(xn + Qh)) + O(h2+61729); (377)
6 = {#eR/0<H<1}.

O método de EULER MidPoint generalizado coincide com o EULER classico para 8 = 0
(explicito) ou € = 1 (implicito). Quando o complemento de passo é escolhido no centro do
intervalo de pseudo-tempo (# = 1), 0 método é denominado de centrado (centered) e se torna
de segunda ordem|4]. O método permanece de primeira ordem para qualquer outra escolha de
0, o que permite, por exemplo, que em um método de segunda ordem seja calculada também
uma aproximacao de primeira ordem para fins de avaliagao de erro de integracao.

A expressao 3.77 na forma apresentada se aplica a modelos explicitos apenas para 6 = 0,
sendo implicitos para qualquer outra escolha de 6. A variante explicita para todo o dominio

de 6 é apresentada abaixo.

Ty = Tny1 =T+ H

kvo= b f(n, yn);

y' = gtk (FO(R); (3.78)
) = Yo+ hf(@n+ 0h,y, + Oky) + O(R*T0r20);

0 = {0eR/0<H<1}.

KENNETH RUNESSON et al[35] relatam que estabilidade incondicional na integragio é
obtida quando 6 > 6., com 6., = %

3.2.4.3 Generalised Trapezoidal EULER (GTE)

O método de EULER trapezoidal generalizado é definido na expressao 3.79 e emprega como
derivada uma ponderacao da derivada nos pseudo-tempos n e n + 1. Para valores de § = 0
ou § =1 o esquema coincide com o de EULER cléssico assim como no generalised MidPoint.
Para 0 = 3 o método é de segunda ordem e denominado de simétrico (symmetric) e de
primeira ordem para 6 # % Da mesma forma, é possivel em um método de segunda ordem

avaliar uma aproximacao de primeira ordem, tornando-se um método de ordem dupla.
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Tn — Tptl = Tp + ha

Ynes) = gt B3I 0) s tn) + 0 (Bnirs )] + OUF0); (379)
6 = {feR/0<0<1}.

A expressao 3.79 implica em modelo explicito apenas para # = 0, recaindo sobre modelos

implicitos quando 6 > 0. A variante explicita em todo o dominio de 6 é reescrita abaixo[34].

Tp — Tpt1l = Tn + h7

y'o= gt b () (+O(R); (3.80)
) = Ut h% [(1 = 0)f(Tn,Yn) + O0f (20 + I, yl)] + O(h2+51»29);
0 = {#eR/0<H<1}.

KENNETH RUNESSON et al[35] relatam que estabilidade incondicional na integragio é
obtida quando ¢ > .. com min(0..) = %
critério de falha e assume o valor de % para curvatura constante, como é o caso do critério

de VON MISES.

0., no método GTE depende da curvatura do

3.2.4.4 RUNGE-KUTTA de 4a. ordem

A avaliacao dos métodos de EULER generalizados nas especializacoes centrada ou simé-
trica cancela os erros de segunda ordem e os métodos se tornam de segunda ordem (com
erro de terceira ordem). Esta estratégia pode ser empregada com diversas combinagoes de
aproximacoes que culminam para métodos de ordens elevadas, denominados de métodos de
RUNGE-KUTTA. ABRAMOWITZ e STEGUN|32] apresentam algumas modalidades do método
de RUNGE-KUTTA. O mais popular é o RUNGE-KUTTA de quarta ordem (RK4 ), apresentado

no conjunto de expressoes 3.81.
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kl - hf(xmyn)

1 1

1 1

k4 = hf(xn+hayn+k3)

1 1 1 1
Ynt1 = Yn T ékl + gk‘z + §k3’ + 6k4 + O(R®)

3.2.4.5 RUNGE-KUTTA DORMAND-PRINCE

O método de RUNGE-KUTTA DORMAND-PRINCE (RKDP) ¢ um integrador de dupla ordem
(4a. e 5a.) cujos coeficientes foram escolhidos para controlar e minimizar o erro de integragao
no método de ba. ordem, podendo, por exemplo, estimar as tensoes, deformacoes atualizadas
e parametros de endurecimento o mais precisamente possivel[34]. Mesmo requerendo seis ava-
liagoes da matriz constitutiva elastoplastica, JAKOBSEN e LADE[34] e SLOAN e BOOKER|36]
relatam que o método rapidamente fica competitivo com o de EULER explicito com controle
de erro quando se especificam tolerancias reduzidas.

DORMAND e PRINCE[37] na verdade definiram uma familia de formulagdes RUNGE-
KuTTA de 5a. ordem que apresentam pequeno erro de truncamento na quinta ordem e
regioes de estabilidade estendidas. Existem outros modelos de RUNGE-KUTTA de 4a. e bHa.
ordem, como os modelos de RUNGE-KUTTA-ENGLAND e RUNGE-KUTTA-FEHLBERG que
diferem entre si basicamente pelos coeficientes que empregam. Segundo SLOAN e BOOKER,
o modelo de DORMAND-PRINCE ¢ mais preciso na ba. ordem que os outros dois citados,
apresentando inclusive desempenho computacional superior ao de FEHLBERG.

A escolha dos coeficientes da familia de métodos RKDP interfere no erro de truncamento
da avaliacao, aumentando ou reduzindo a precisao numérica das aproximacoes. DORMAND e
PRINCE apresentam em seu trabalho alguns conjuntos de coeficientes que priorizam a precisao
do método nas estimativas de 4a. ou 5a. ordem. A primeira vista seria necessaria somente a
precisao na aproximacao de da. ordem, mas imprecisoes na 4a. ordem podem prejudicar os
algoritmos de controle de erro.

A despeito dos métodos de RUNGE-KUTTA de ordem n < 5, onde o nimero de subpassos
se iguala a ordem do método, o método de quinta ordem requer uma quantidade maior de
subpassos. DORMAND e PRINCE|37]| apresentam solugoes para estes coeficientes multiplica-
tivos que culminan para métodos de 6 ou 7 subpassos. O método de 7 passos possui regiao
de estabilidade estendida, mas demanda uma avaliacao extra das derivadas. Os autores ajus-

taram o método de tal forma que esta sétima avaliacao coincidisse com a primeira do passo
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seguinte, anulando seu custo computacional quando o passo nao é descartado por critérios de
tolerancia de erro. O método RKDP mais popular em PVI-EPs, porém, é o de 6 passos|34]

apresentado no conjunto de equagoes 3.82 e com os coeficientes do conjunto de equagcoes 3.83.

T %]ﬁ +%k3 —%1@1 —i—%/% +%]{76+O(h6) (3.82)
Yni1 = bk AWp, UMSp 3l 1 Lk + O(RP) .
ki = hf(z,, Yn)
ky = hf(en+3ih, yo +Lik)
ks = hf(xat3h, yo +3ki +3ks) (3.83)
ks = hf(za+2h, yo 435k —2ky  +Lks) |
ks = hf(en+3h, o +3gh —Zhe 05 Figka)
ke — hf<$n+h, Un _%kl +gk2 —%k@ +%k4 +%/{75)

3.2.5 Equacionamento do esquema de integracao

O PVI-EP apresentado inclui um sistema de EDOs, requerendo algumas alteracoes nos
modelos de integracao. A combinagao do tipo do integrador com o esquema de integragao

adotado também implica em algumas consideracoes especiais.

3.2.5.1 Equacionamento explicito

Em esquemas explicitos ha a necessidade de se conhecer o multiplicador A\ a priori. Anali-

sando-se, por exemplo, o esquema explicito mais simples de EULER forward®, pode-se rees-
crever a expressao da restricdo do PVI-EP(expr. 3.68) na forma inifinitesimal:

) (0,A) =V,d:06 + g—i%/ﬂ =0. (3.84)

Como o estado elastoplastico inicial ¢ imposto na iminéncia da plastificagao (® (679, Ag) =

0), a imposigao da restricdo na forma diferencial 3.84 corresponde a imposi¢ao da mesma de

forma fraca quando se impoe o (o, A) = 0. Nesta forma é possivel combinar as equagoes do

sistema FDO na expressao 3.84 a partir do conjunto de expressoes 3.70 auxiliares:

50 método forward EULER, em particular, deve ser evitado por sua baixa precisio e estabilidade
condicional[35].
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d(0,A)=0 = M:Cé—\aH
— M:Cé—M:Cé’ —\aH (3.85)

= M:Cé—-AX(M:CN+aH),

sendo C o tensor constitutivo elastico, a a lei constitutiva da forca termodinanica dada pela
definicao 3.86 e M um tensor andlogo a direcao de escoamento plastico IN, porém definido a
partir do critério de plastificacdo (eq. 3.87) e ndo da fungdo potencial plastico. Em modelos

elastoplasticos associativos, tem-se M = IN.

a(k) = M (3.86)

M (0,A) = V,& (o, A) (3.87)

Tsolando-se o valor de A na expressio 3.85 chega-se a expressao fechada abaixo, ji na

forma discretizada.

1
A\ = DM :CAe (3.88)

v = M:CN+aH

O valor do multiplicador A\ que obedece a restri¢cao na forma fraca (eq. 3.85) é um escalar
que depende do tamanho do passo de deformagoes totais Ae imposto. Nota-se na expressao
de AX que o tensor de deformacoes totais ¢ imediatamente precedido pelo tensor constitu-
tivo elastico, o que sugere um apelo geométrico bastante empregado por divesos autores na
formulagao de integradores elastoplasticos que sao os chamados algoritmos preditor-corretor.
Neste tipo de algoritmo, a decomposicao elastoplastica de deformacoes é realizada em dois

Passos:

e preditor: admite-se que todo o passo de deformacoes totais seja elastico e avalia-se a

tensao elastica presumida o* = CAg;

e corretor: caso a predigao eléstica viole o dominio eldstico, procede-se da integracao
elastoplastica para remapear o estado de tensoes final sobre o critério de plastifi-
cacao. Existe o apelo geométrico do retorno do estado de tensoes ficticio o* para

outro o = {o/® (0, A) = 0} sobre a superficie de critério de plastificacdo, o que traz
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outras denominacoes para o algoritmo corretor, como por exemplo return mapping

(mapeamento de retorno).

Neste texto, para evitar lapsos de compreensao, o autor evita empregar a nomenclatura de
algoritmo preditor-corretor.
O tensor de incremento de tensoes atuante no material apos a decomposicao elastoplastica

pode ser definido de duas formas:

Ao = CAe® = DAe. (3.89)

Considerando-se a decomposicao de deformacoes, obtém-se a resposta elastoplastica DAe

por meio do desenvolvimento abaixo:

DAe = CAe°

= CAe—CAg? (3.90)
= CAe— (lM : CAE) CN.
Y

Antecipando-se a notacao matricial de VOIGT a ser definida na secao 4.8, pode-se escrever

o tensor constitutivo elastoplastico D da seguinte forma:

1
DAZ = [c — —CNMTC} NE: (3.91)
fy

D = C— lCNMTC,
g
com v = M'CN + a H.

O incremento de tensoes pode, portanto, ser calculado com base nas expressoes 3.89 e
3.91, viabilizando a integracao de acordo com a vertente do PVI-EP discretizada da expressao
3.69. Torna-se natural, neste momento, a necessidade da troca da variavel de incremento de
deformacao plastica para incremento de tensoes para a resolucao explicita do PVI.

O modelo de EULER forward apresentado é o mais simples dentre os explicitos. O
tratamento dos modelos de EULER generalizados, incluindo aqueles de segunda ordem, é
similar ao apresentado, notando-se apenas que os tensores M e IN assumem valores de
MidPoint ou trapezoidais, de acordo com o modelo generalizado escolhido.

Integradores de ordens mais elevadas e modelos constitutivos complexos podem, isolada ou

combinadamente, tornar o equacionamento explicito do multiplicador A\ e a determinacao
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da resposta mecanica DAe desafiadores. Da difculdade em se obter o valor de A\ em
particular, surgem os modelos semi-implicitos, que determinam apenas A\ implicitamente.
O modelo de LADE-K1M, implementado no decorrer deste doutoramento, é um dos mode-
los que dispoe de modelagem explicita para AX. E importante registrar que esta formulacdo
foi documentada em 2002 por JAKOBSEN e LADE|34|, ao passo que o modelo constitutivo
existe da forma atual desde 1988|12, 13, 14|, ou seja, existe um intervalo de 14 anos entre
estes desenvolvimentos. Neste trabalho optou-se por implementar a alternativa implicita e
usufruir de tecnologias, como por exemplo a diferenciacao automaética, para viabilizar um sis-
tema modular genérico que permitisse a implemetacao de praticamente qualquer modelagem

constitutiva a um custo implementacional minimo.

Desvio da condicao de plastificacao

A restricao do PVI-EP, conforme a expressao 3.85, foi definida na forma fraca. O desvio na
integracao do sistema EFDO em relacao a resposta exata conduz a um desvio no atendimento
a restricdo, mesmo empregando-se o o multiplicador A\ adequado, definido na expressao
3.88. Pode-se ilustrar esta situagao graficamente, como na figura 3.7. Esta figura representa
um estado de tensdes iniciais A no plano 7 do espaco de tensdes principais, juntamente com
a interseccao do critério de plastificacao inicial ® 4 neste plano. Supondo-se que este ponto
material seja sujeito a um carregamento ainda no plano 7 com solugao exata no ponto B
sobre uma superficie de plastificacao endurecida ®p e que o integrador nao tenha ordem
suficiente para integrar este carregamento exatamente, a solucao final obtida corresponde ao
ponto B’ e a superficie de plastificacdo final "endurece" até o ponto ®p». Desta situacao

final derivam as seguintes conclusoes:

1. A resposta de tensoes integrada até o ponto B’ é uma aproximacao da solucao exata

B e a qualidade desta aproximacao depende da ordem de integracao;

2. O estado de tensoes B’ ndo necessariamente honra a restricdo, ou seja, via de regra,
¢ (0,A)|5z # 0. Esta situagdo é representada pela distancia final observada entre o
ponto B’ e a superficie de plastificacdo. A restricdo é satisfeita para um estado de

tensoes no ponto B”, que é desconhecido.

Quando se opta por um esquema numérico aproximado, sabe-se de antemao que as respostas
obtidas nao serdo exatas, conforme a constatacao do item 1) acima. Contudo, no item 2)
observa-se que a solucao final nao é consistente com as restricoes impostas e isto ocorre porque
a restricao do PVI-EP na forma fraca é integrada conforme as demais equacoes do sistema
EDO. Caso o integrador nao apresente ordem suficiente, decorre o desvio para a restricao

original. Este desvio recebe o nome de yield surface drift[34, 35].
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Figura 3.7: Representacao grafica de uma integracao explicita de um modelo constitutivo
pictoérico no plano .

A curva solida representa o critério de plastificacao inicial, a tracejada o final exato e a
pontilhada o final alcancado. As curvas cinza representam os equipontenciais da lei de
escoamento plastico e a direcao de plastificacao incremental deve seguir as normais desta
superficies.

Existem diversas formas de se resolver ou contornar o problema de desvio da condicao
de plastificacao, variando de autor para autor. Nao é o intuito deste trabalho documentar
estes artificios, mas lembrar que a escolha de um método implicito adequado (com restri¢ao

avaliada em n + 1) evita este tipo de problema.

Associatividade e Simetria

E importante notar nas equacgoes 3.90 e 3.91 que o tensor constitutivo elastoplastico D é
simétrico quando M = IN, ou seja, quando o modelo elastoplastico é associativo. Em
modelos nao associativos, além dos problemas de consisténcia termodinadmica mencionados

anteriormente, o tensor D se torna assimétrico com as seguintes implicagoes:

e armazenamento: o proposito da decomposicao elastoplastica é a avaliacao dos incre-
mentos de tensoes e do tensor de rigidez associado de tal forma que os resultados de
decomposicoes individuais consigam contribuir para a montagem de esquemas numé-
ricos globais, como por exemplo o caso do método de elementos finitos. A assimetria
do tensor elastoplastico incorre na assimetria da matriz de rigidez no método global e
isto praticamente duplica a memoria expendida com o armazenamento da matriz de

rigidez;
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e solucao: algoritmos de solucao de matrizes positivo-definidas sao bem mais robustos e

eficientes em relacao a algoritmos de solugao de matrizes assimétricas.

Existem autores que propoem métodos alternativos de definicao das funcoes de critério de
plastificagao e escoamento plastico que asseguram a simetria do tensor elastopléastico[38, 39].

Dentre estes métodos pode-se citar:

e Associativo-equivalentes, afins ao critério de plastificagao original;
e Associativo-equivalentes, afins ao critério de escoamento plastico original;
e de trabalho incremental equivalente;

e de trabalho plastico equivalente.

Apesar destes modelos assegurarem simetria, alguns incorrem em problemas de instabili-
dade. A depender da direcao de plastificacao incremental, estes modelos podem modelar
como enfraquecimento (softening) trajetorias que, originalmente, seriam de endurecimento
(hardening) ou mesmo apresentar sobre-endurecimento[40].

Neste trabalho os modelos nao-associativos serao tratados da forma tradicional, empre-
gando-se sistemas de armazenamento e resolucao adequados a matrizes nao-simétricas. Este
tratamento é condizente com o cardter nao-simétrico do problema acoplado poroelastoplastico

final, apresentado na forma matricial na secao 5.2.1 do capitulo 5 de discretizacao temporal.

3.2.5.2 Equacionamento implicito

Adotando-se 0 mesmo método numérico de EULER, porém na sua generalizacao trapezoidal
conforme apresentado na subsecao 3.2.4.3, a modelagem implicita do PV elastoplastico deve
atender as equacoes definidas na expressao 3.71. Reescrevendo-se estas expressoes com as

expressoes auxiliares (eq. 3.67) pode-se redefinir o PVI da forma:

eni—€h = AN [(1 = O)N (o (en, €8), A(kn)) +
+ON ( (€n+1,€041), A ’fn+1>)]
Fins1 — b = AN [(1 = 0)H (0 (e, €5), A(k,)) +
+0H (o (ens1,€n1), Alkni1))]
Restr. : @ (a(an, eh 1), A(ﬁ;nH)) =0

Sistema EDO (3.92)

onde o(e,e?) = C(e —eP) e A(k) sao definidos na modelagem do material. Vale a pena frisar

que neste PVI-EP as variaveis do problema sao a deformacao plastica P, a variavel de dano
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k e o multiplicador AX. Todas as demais grandezas apresentadas sao dados do histoérico do
material ou imposicoes. As variaveis identificadas podem ser ordenadas em um vetor Upy;
definido na expressao 3.93. Alguns elementos, por serem tensoriais, devem ser inseridos no
vetor serializados nas suas formas elementares quando implementado o algoritmo de forma
que o vetor agrupe apenas escalares. No desenvolvimento deste texto estas variaveis serao

tratadas nas suas formas tensorias por clareza de notacao.

€ni1
Upv[ = Knp41 (393)
A)\n-i-l

As equagoes 3.92 podem ser reescritas na forma de residuo, como apresentado na expressao
3.94. Observa-se que a restricdo agora apresenta dependéncia explicita em A\, quando na
verdade esta relacao de dependéncia é indireta, como se observa na sua equagao em 3.71.

Esta explicitacao de dependéncia tem o objetivo de uniformizar a nomenclatura.

—€n I 0 —Ny(Upvr)
RPVI(Q_;PVI) = —KRn + 0 1 _H9<Z7PVI) 7713\/] (394)
O (Tpyy) 0 0 0

No residuo acima, os operadores Ng(Upy ) e Hy(Upy ) sdo definidos como os operadores
7
trapezoidais generalizados. Explicitando-se as suas dependéncias nas variaveis do problema,

tem-se:

No(Tpvr) = 5 [(1= O)Nlen mn) + N, 5517 (3.95)

Hy(Upyr) =

N~ N =

(1= 0)H(en, m0) + OHT, T3]

A modelagem implicita do residuo do PVI-EP apresentada na expressao 3.94 na variavel
vetorial Upy coincide com o desenvolvimento do trabalho de TU et al[41]| de publicagao re-
cente, muito embora o desenvolvimento aqui apresentado nao tenha sido baseado no trabalho
de TuU et al.

O sistema implicito da expressao 3.94 consiste em se encontrar um conjunto de varidveis
Upyy tal que Rpy(Upyr) = 0 e se reduz a um problema de resolugao de sistema de equagoes.
Aplicando-se, por exemplo, um método de NEWTON classico sobre a expansao de TAYLOR
do residuo 3.94 em torno de v, (eq.3.96) truncada na primeira ordem obtém-se o esquema

final apresentado na expressao 3.96.
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Rpvi(Ti)) = Rpvi(Tpy) + ATS Vi, Revi(Tpy ) (3.96)

—i i -1 i
AUP+\/11 = - (vffPVIRPVI(UPVI)) Rpvi(Upyr) (3.97)
Upyr = Upyr + ATy,

O método de Newton apresentado no conjunto de expressoes 3.97 é iterativo. A sequéncia
de calculo das expressoes e incremento do indexador ¢ deve ser avaliada até que se alcance
uma norma de residuo Rpy(T5y;) toleravel. A construgao do método de NEWTON requer o
calculo da jacobiana do residuo, definida tensorialmente como Vi, , Rpyv(Usy;), e posterior
inversao numérica. Analisando a expressao 3.94 do residuo do PVI, conclui-se que a deter-
minagao desta jacobiana depende da derivacao das fungdes ®(Upyy), No(Upyr) € Ho(Upyy),
sendo que as duas tltimas funcoes j& sao por natureza gradientes de potenciais e, em geral,
de complexa definicdo analitica. A derivacao requerida pelo método de NEWTON pode ser
analiticamente invidvel, sobretudo para modelos constitutivos complexos.

Existem alternativas numéricas para o calculo destas derivadas. Esquemas de diferencas
finitas podem ser empregados na determinagao de Vy,.,,, Rpy(U%y,;) aproximando o método
de NEWTON para um de secantes. Este tipo de abordagem é simples e generalista pois ha-
bilita o calculo das derivadas de qualquer método residuo implementado. Por outro lado,
a discretizacao destas derivadas pode implicar na perda da convergéncia quadratica espe-
rada para um método de NEWTON classico aplicado a funcoes suaves, onerando o tempo de
execucao da inversao, além de poder incorrer em problemas de estabilidade.

A escolha do método de resolucao do sistema iterativo da expressao 3.97 precisa respeitar
as hipoteses adotadas na sua elaboracao. Conforme mencionado anteriormente, a tltima
equagao do sistema a resolver (eq. 3.94) ndo tem dependéncia direta na ultima variavel
do PVI-EP (eq. 3.93), ou seja, a diagonal deste jacobiano apresenta valor nulo na tultima
posicao. O método de resolucao adotado neste trabalho foi o de decomposicao LU que,
a0 operar sobre as expressoes do sistema, é capaz de desfazer esta condicao de nulidade.
Métodos de resolucao iterativos do tipo JACOBI ou GAUSS-SEIDEL falhariam na resolucao
deste sistema.

A condicao de nulidade de diagonal poderia também ser evitada efetuando-se a troca da
ordem das variaveis ou equagoes, desalinhando-se a varidvel AX da equagao de ®(Upy ). Neste
trabalho, contudo, esta ordem foi escolhida por manter o alinhamento entre as expressoes

para €P e Kk e as respectivas equacoes.
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b)

Figura 3.8: Exemplos de critérios de plastificacao miltiplos

Na secao 8.1 é documentada a vertente implementada neste doutoramento, consistindo de
um método de EULER trapezoidal simétrico de ordem dupla (la. e 2a.). Para o calculo das
derivadas das fungoes mencionadas foi empregado um diferenciador numérico, documentado
na secao 7.3.2 que, além de prover as derivadas consistentes, permite o calculo de derivadas
de segunda ordem ou mais elevadas por meio do encadeamento de classes na instanciacao,

conforme sera apresentado na secao 7.3.2.1.

3.2.5.3 Ciritérios de plastificacao e escoamento plastico miltiplos

Até o momento considerou-se a existéncia de uma fungao de critério de falha ® (o, A) tnica,
assim como uma tnica fun¢ao de potencial ¥ (o, A) para a definigdo da diregao de plastifi-
cacao. Existem casos em que estas funcoes sao definidas por partes, como sendo a uniao de
diversas expressoes. As superficies isopotenciais destas funcoes sao também denominadas de
superficies miltiplas ou suaves por parte[35].

Na figura 3.8 sao apresentados dois casos classicos de critérios de plastificagao miltiplos.
Na figura 3.8a) é apresentada uma representacao grafica do critério de TRESCA[3, 4, 5] (ou
de méximo cisalhamento) no plano m do espaco de tensdes principais, que assume a forma
hexagonal regular quando se relaxa a condigao de ordenagao das tensoes principais. Na
figura b) apresenta-se um caso classico de plasticidade de solos e rochas representado em um
dos planos meridianos®. Este critério da figura 3.8b) é composto por duas superficies: 1)
critério de falha a tracdo e ao cisalhamento dilatante; e 2) critério de falha ao cisalhamento
compactante e compressao hidrostatica.

A denominacao de "suaves por parte" é bastante adequada a estes critérios. Nas arestas
de encontro das superficies estas sao nao-diferenciéveis, o que inviabiliza o calculo da direcao
de plastificacdo. Um conceito bastante interessante é o de subdiferencia¢ao|4], no qual se con-

sidera que nestas singularidades a funcao potencial admite subgradientes em todo o espectro

6A depender do meridiano representado - tracio ou compressio - a distancia do critério para a trajetéria
de tensoes hidrostatica pode variar, mas este assunto ndo sera tratado aqui.
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Figura 3.9: Espectro de subgradientes do potencial plastico na interseccao de funcoes de
critério de plastificacao.

entre os gradientes das funcoes esquerda e direita, conforme ilustrado na figura 3.9.
Considerando-se uma fun¢ao potencial plastico ¥ (o, A) = {¥; UV, U ... U ¥, } composta
de n superficies {U, ¥y, ..., U,,} que se encontram em um ponto singular A, pode-se reescrever

a lei de escoamento 3.59:

& = > AN (3.98)
=1

VO,\I/“

N;
com todos os multiplicadores plasticos nao negativos|35|
A\ >0, ie(l;n]. (3.99)

A integracao de um PVI-EP com critérios de plastificacao e escoamento miltiplos re-
quer alguns ajustes nas defini¢bes das variaveis a integrar (expr. 3.93) e na formulagao do
residuo (expr. 3.94), substituindo-se o multiplicador escalar discreto A\ pelo conjunto de

multiplicadores AX:

Ep

n+1
Tpvi= | K1 | (3.100)
At
—eb o —NQ(UPVI)
RPVI(UPVI)E —Knp -+ 0 1 —ﬁg(UPV[> ﬁpvj. (3.101)
O (Tpyg) 0 0 0

Na formulagao do residuo 3.101 o critério de plastificacao 5(Upv 1), as fungoes de diregao de

escoamento plastico N (Upy ) e 0 modulo de endurecimento Hy(Upy ) sdo também definidos
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a)

Figura 3.10: Mapeamento de critérios de plastificacao e de diregao de escoamento para cada
regiao do dominio de predigoes elasticas
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Figura 3.11: Critérios de plastificacao violados para cada regiao do dominio de predicoes
elasticas

na forma vetorial, por uniformidade de notagao.

A quantidade de funcoes de critério de plastificacao e escoamento plastico que participam
de um carregamento plastico depende da trajetéoria do carregamento. Existem trajetorias
cuja plastificacdo ocorre segundo uma superficie apenas, como em modelos de superficie
unica. O processo de selecao de quais superficies participarao do processo de plastificacao
(ou superficies ativas|35]|) ¢ fundamental para a correta solu¢ao do PVI-EP. Na figura 3.10
apresentam-se entre parénteses em quais critérios de plastificacao e direcao a plastificacao se
faz necessaria, de acordo com a predicao elastica da trajetoria de carregamento no espaco de
tensoes.

Uma estratégia sugerida por SIMO (segundo [35]) é a verificagdo de quais envoltorias sao
violadas (®; (o, A) > 0) quando se aplica a predicao elastica do passo de deformagées totais,
mantendo-se as superficies na mesma posicao, ou seja, descartando-se os efeitos de endureci-
mento. Apenas as funcoes referentes a estas superficies devem participar da integracao. Na
figura 3.11 sao representadas para cada regiao do dominio de predigoes elasticas as funcoes

de critério de plastificacao violadas (numeragao entre parénteses).
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(1;2)

Figura 3.12: Multiplicadores de dire¢ao de escoamento para diversas situacoes

O mapeamento das regioes dado pelo critério de superficies ativas ainda nao corresponde
a necessidade do problema de subdiferenciacao, representado na figura 3.10. Uma segunda
etapa, denominada de método de ativacao elastica (EAM - Elastic Activation Method)[35]
avalia quais multiplicadores de direcao de plastificagdo sdo nao-negativos (def. 3.99) apos
a solucao do PVI-EP sobre as variaveis definidas pelo método de superficies ativas. Isto
requer que as direcoes de plastificacao sejam linearmente independentes entre si para que as
equagoes do residuo do PVI (eq. 3.101) sejam também linearmente independentes e o PVI-
EP tenha solucao determinada. Na figura 3.11 no critério de Tresca sao apresentadas seis
regioes hachuradas onde esta condi¢ao nao é satisfeita e o método de superficies ativas falha.
Porém, pode-se considerar o método condicionalmente estavel ao escolher um incremento de
deformacoes que implique em um estado de tensoes elasticas presumidas fora da regiao de
instabilidade.

Na figura 3.12 sao apresentadas algumas solucoes de PVI’s elastoplasticos em algumas
regioes de tensoes elasticas presumidas. Observa-se nos casos a) e d) que os multiplicadores
A\ das duas direcoes de plastificacdo sao positivas, atendendo ao critério 3.99. Nos casos
b), ¢) e e) apenas um dos multiplicadores é positivo e a fungao de critério de plastificacao
e respectiva direcao de plastificacao cujo multiplicador é negativo devem ser eliminados do
PVI-EP para nova solucao.

Apos o descarte das fungoes de plastificacao indevidas chega-se aos dominios finais apre-

sentados na figura 3.13 que expressam o suporte desejado apresentado na figura 3.10, exceto
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Figura 3.13: Dominio final das superficies de plastificacao

pelas zonas de instabilidade.

Este procedimento de dois passos - i) superficies ativas e ii) ativagao eléstica - é bastante
adequado em modelos plasticos perfeitos e com endurecimento. Em modelos que apresentam
enfraquecimento, o procedimento pode falhar|35] porque as regioes de suporte de plastificacao
aumentam com o encolhimento do critério de plastificagdo, podendo incorrer em escolha

inadequada do sistema de equacgoes do PVI-EP.

3.2.5.4 Subincrementacao e controle de erro

Além da aplicagao de métodos de alta ordem para reducao de erros de integragao, conforme
apresentado na subsecao 3.2.4, pode-se empregar a estratégia de subincrementacao para
minimizar o desvio na integracao. Seja dado, por exemplo, um método de integracao de
ordem m genérico como na expressao 3.102. O erro de integracdo ¢ da ordem de A", A

subdivisao do passo h em subpassos h; reduz o erro total da integracao.

Y (n41) = Yo + F (@0, yn, h) + O(h™ ) (3.102)

Integradores de ordem dupla apresentam uma expressao extra (eq. 3.103) para a inte-

gragao na menor ordem.

Y (@011) = Yo + H (20, Yo, h) + O(R™) (3.103)

Pode-se estimar o erro relativo £~ da integracdo na ordem m — 1 da expressao 3.103

pela comparacao com a integracao na ordem m, como apresentado abaixo.

(m) _  (m—1)
(m—1) yn+1 yn—i—l
3 A (3.104)
(m)
yn—l—l
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A partir da expressao 3.104 sao desenvolvidos os métodos de controle de erro na integragao
(denominados em ingés de error control ou adaptive stepsize contol methods). O principio
destes métodos|34, 42, 36, 33| é estimar um erro ou desvio cometido na integracao e, de forma
automatizada, projetar os comprimentos dos passos da subincrementacao para respeitar este
desvio.

Admitindo-se um desvio de integracao relativo toleravel € definido na expressao 3.105 e
comparando-se com a estimativa do erro cometido 3.104, obtém-se a relacao 3.106 entre os
desvios relativos cometido e tolerado. Esta relagao pode ser aproximada em 3.107, onde y é

um escalar.

Ayn
¢ = i/m)ﬂ (3.105)

ynJrl

) g
= 3.106
( € AYnt1 ( )

(m—1)\ m

(5 : ) ~ vh (3.107)

Comparando-se a estimativa do desvio dado pela expressao 3.107 de um caso h = hges,
onde hges ¢ 0 comprimento do passo desejado para o qual o desvio cometido se iguala ao

m—1

toleravel (£~ = ¢), com um caso genérico h com desvio de erro ¢~V ¢ admitindo-se o

escalar y constante, chega-se a expressao final para a estimativa de hges:

1

hdes € m
: N<€(ml)) . (3.108)

Por meio da expressao 3.108 pode-se estimar um comprimento de passo hg.s com base na

m—l).

integracao ja concluida de um passo de comprimento h e erro estimado & A estratégia

destes métodos conta com dois passos:

e validagao: caso o passo j integrado tenha atingido a tolerancia desejada §; < € avaliada
pela expressao 3.104, valida-se a integracao neste passo Tpn41,; — Tniij41 = Tnt1,j + Ny

onde j é o indice da subincrementacao. Caso contrario, descarta-se o passo integrado.

e projecao: projeta-se o comprimento da proxima iteracao de subincrementacao por meio
da expressao 3.108 reescrita na forma 3.109, onde g é o multiplicador do préoximo passo

a adotar.

3=

g=k (@) . (3.109)
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Figura 3.14: Transicao entre os dominios elastico e plastico em uma dada trajetoria de
carregamento.

Na expressao 3.109, k£ é um fator redutor do multiplicador para minimizar o ntimero de
passos que podem ser desprezados na etapa de validacao. Valores tipicos para k se situam
entre 0,9 e 0,95.

3.2.5.5 Interseccao com o critério de plastificacao

A integracao elastopléstica enunciada na subsecao 3.2.2 se inicia na transi¢ao entre os com-
portamentos elastico e plastico (ou elastopléstico). Na figura 3.14 é ilustrado o carregamento
desde um ponto A até um ponto C' no espaco de tensoes, passando por um ponto B que
representa a transicao entre os dominios puramente elastico e elastoplastico.

Em um problema regido pela deformagao total imposta linearmente de A até C' encontra-

se 0 ponto B por meio da expressao 3.110[34], onde ag é o escalar multiplicador e A € =

elg — €l

elp = {elp = el, + avle / @ (o(e|y . ), 4) = 0} (3.110)

Para encontrar o multiplicador ag pode-se empregar um método de solugao de equagoes
tradicional, como o método de NEWTON, secantes ou bissecgao. Como a derivada V. (o, A)
é necessaria para a resolugao do equacionamento implicito proposto (subsecao 3.2.5.2), pode-
se determinar a derivada do problema implicito como apresentado na equacao 3.111 para a

montagem de um método de NEWTON.

%(ID (o(e + aple,e?),A) =V P (o(e,e’),A) : Ae. (3.111)
®

O método de encontro do ponto de intersecgdo com o critério de plastificagio (find point at
yield ou initial yield surface intersection) pode admitir mais de uma solugao em superficies de
plastificagao abertas, conforme apresentado na figura 3.15, e certamente admite em superficies

fechadas. Em todos os casos a resposta valida é aquela para qual ag > 0.
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Figura 3.15:
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Figura 3.16: Rigidez material para condigoes de carregamento/descarregamento eléstico e
carregamento elastopléstico

3.2.5.6 Peculiaridades do tensor constitutivo

A transicao de dominio elastico para elastoplastico durante um carregamento, seguindo as
condicoes de KUHN-TUCKER 3.65, representa uma descontinuidade de resposta mecanica e,
portanto, surgem os conceitos de derivada esquerda e direita. Na ilustracao 3.16 é represen-
tada uma situagao de ensaio de compressao uniaxial de um dado material. Entre os pontos
O e A o carregamento é elastico com derivada E(o), onde E ¢ o modulo de rigidez (uni-
axial) do material. Do ponto A ate o ponto B o carregamento é elastopléastico (ou plastico
apenas em materiais perfeitamente plasticos) com derivada H(o)”, sendo H um modulo de
deformabilidade (uniaxial) do material. A partir do ponto B, se o material for descarregado
até um ponto CY a derivada da resposta mecéanica é dada por E(o), mas se o material for
carregado até um ponto CF a resposta mecanica segue a derivada H (o).

Observa-se que, em problemas elastoplasticos na iminéncia de plastificacao, os conceitos

7O modulo de rigidez elastopléstico uniaxial recebe a mesma nomenclatura do médulo de endurecimento
do material. Para evitar confusoes, o conceito de médulo de rigidez elastoplastica uniaxial ocorre apenas
nesta subsecdo. Em todo o restante do texto vale o significado de médulo de endurecimento do material.
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Figura 3.17: Representacdo grifica de um problema ¢, = f~!(0,) segundo o método de
NEWTON.

de derivada esquerda e direita assumem o contexto de rigidez elastica e elastoplastica.

O problema o, = f(g,) proposto na figura 3.16 é univoco e regido pela deformagao
uniaxial. A resolu¢do do problema inverso ¢, = f~'(0,) nio é direta e requer um método
de resolucdo de equacoes. Adotando-se, por exemplo, o método de NEWTON, a resolucao
grafica do problema inverso assume a forma da ilustragao 3.17[43]. As indexagbes numéricas
indicam a evolucao do método.

O método apresentado requer o calculo da derivada g;;s a cada passo. Em problemas tri-
dimensionais esta derivada assume a forma do tensor constitutivo elastico C ou elastoplastico
D, aquele que for apropriado & condicdo de carregamento, o que se torna bastante custoso. E
comum neste tipo de problema o emprego de uma variante do método de NEWTON, conhecida
como o método da rigidez inicial[43] ou NEWTON aproximado. Neste método, a derivada ¢é
calculada apenas uma vez para o problema e o método segue o desenvolvimento apresentado
na figura 3.18, perdendo seu grau de convergéncia quadratico. Este método onera a quan-
tidade de iteracoes necessarias para a convergéncia, mas evita a necessidade de atualizar a
derivada da resposta mecanica. A efetividade da sua aplicacao depende da relacao entre o
custo de determinacao das derivadas e o da inversao do sistema de equacoes.

O método de rigidez inicial apresenta uma segunda vantagem. Em problemas plastico
perfeitos 0 moédulo de deformabilidade uniaxial é nulo (H = 0). Em problemas tridimensio-
nais isto se traduz em um tensor constitutivo elastoplastico singular (|D| = 0) e implica em
um sistema de equacoes indeterminado. Nesta situagao o material apresenta comportamento
de cadeia cinematica, apresentando pelo menos um grau de liberdade. Podem existir, por-
tanto, inifinitas solugoes de deformacao que produzam o mesmo estado de tensdes. Quando
se aplica o método de rigidez inicial o esquema numeérico fica artificialmente determinado

e se torna possivel obter uma resposta tnica de deformacoes para o estado de tensoes pro-
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!
€a,0 €a,1 Eq,2

Figura 3.18: Representacio grafica de um problema ¢, = f~'(0,) segundo o método de
NEWTON aproximado (ou de rigidez inicial).

posto. E importante lembrar que este estado de deformacoes encontrado néo tem significado
fisico dada a perda de objetividade do problema, devendo-se analisar somente a resposta de
tensoes.

Em materiais que apresentam enfraquecimento (softening) a resposta material também
perde objetividade. Segundo OWEN e HINTON|43|, nestes casos o critério de plastifica¢ao
se torna um critério de falha e o mateiral atinge uma condicao local de falha. JIRASEK e
ROLSHOVEN|44] enfatizam que modelagens materiais que ndo incluem fator de escala para
representar espacamento e tamanho tipico de caracteristicas microestruturais falham ao des-
crever localizacao de deformacdes devido ao enfraquecimento. Ainda, estes autores relatam
que critérios de escoamento plastico nao associativos e principalmente enfraquecimento po-
dem incorrer em perda de elipsidade e mal-condicionamento do problema de valor de contorno
global. Como resultado estas solugoes perdem objetividade e passam a ser sensiveis ao nivel
de discretizacao da malha, tendendo a artificialmente localizar deformacao em bandas de
elementos.

Neste doutoramento o modelo a implementar proposto para a modelagem constitutiva é
o calculo atualizado da derivada da resposta mecanica, tomando-se proveito da convergén-
cia quadratica do método de NEWTON. Quando se identifica que o material localmente
plastifica perfeitamente, é atribuido ao tensor constitutivo uma fracao k¢ do tensor da res-
posta elastica para fins de estabilizacao ou determinacao do problema. O comportamento de
enfraquecimento nao serd suportado pelo problema implementado por apresentar perda de
objetividade[43, 44]. Existem formas de se resgatar a objetividade do problema que passam
por formulacoes de localizagao, bifurcacao e controle de energia citados na introducao deste
texto, mas que nao fazem parte do escopo deste trabalho.

O computo do tensor constitutivo proposto neste trabalho é resumido abaixo, levando-se
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em consideracao os casos elastico, elastoplastico com endurecimento e plastico perfeito:

C, P, A)<0&A=0
Vo = (D, &0, A)=0&A>0&%2 <0 . (3.112)
keC, ®(a,A)=0&A>0& 22 >0
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3.3 Problema poroelastoplastico

A diferenca entre o problema poroeléstico e o poroelastoplastico reside apenas na formu-
lagao da modelagem constitutiva do material. Esta diferenciacdo implica em um conjunto
de equacgoes governantes distinto para o problema mecanico, mas nao provoca alteracoes
significativas ao problema de fluxo. De qualquer maneira, os impactos da modelagem poroe-
lastoplastica serao analisados para ambas as equagoes.

O conjunto de equacoes e incognitas definido na subse¢ao 3.1.5 permanece inalterados

para o problema poroelastoplastico.

3.3.1 Comportamento mecanico

Na subsecao 3.1.1.2 foi apresentada a conservagao de momento linear ou equagao de equilibrio
na forma infinitesimal (eq.3.14). Quando associada a lei de HOOKE generalizada (eq. 3.20),
a equacao de equilibrio 3.14 pode ser escrita apenas em termos de varidveis cinematicas para
o problema poroelastico (eq. 3.45).

O comportamento elastoplastico de materiais ¢ mais complexo e inclui os efeitos de defor-
macoes irreversiveis, que nao sao descritos pela lei de HOOKE, mas sim por meio de abstracoes
materiais descritas na secao 3.2. Pode-se generalizar o tensor constitutivo elastoplastico como

sendo um tensor tangente completo:

do' = Dde; ou (3.113)
dO'Qj Dijkl dEkl.

O tensor D, também comumente denominado de D,, (elastoplastico), é escrito da forma
mais geral como incremental, ou seja, D = V.o’. D é obtido numericamente apos a de-
composicao de deformacoes em elésticas e plasticas segundo a modelagem apresentada na
subsecao 3.2.1.

Discretizando-se as variagoes de tensoes efetivas e de deformagées em Ao’ = o' — o e
Ae = € — gy e empregando-se a definicao de tensoes efetivas 3.18 na sua forma tensorial,

chega-se a expressao fechada para a lei constitutiva poroelastoplastica:

oc=DAe+o,—apl. 3.114
0

Substituindo-se a relagao constitutiva 3.114 na equacao de equilibrio 3.14 desprezando-se

os termos de inércia chega-se a expressao geral para o equilibrio:
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div(D Ae + oy —apI)+ b = 0. (3.115)

3.3.2 Comportamento hidraulico
Aplicando-se 0 mesmo conceito de decomposigao de deformacoes (eq. 3.51) para a variavel
poromecanica (|30, 31]:

¢=¢" 4" (3.116)

Em analogia a subsecao 3.2.1.4, define-se uma lei de escoamento pléstico para a parcela

plastica de ¢ na equacao 3.117 e um modulo de escoamento ) na equacao 3.118.

P =AQ (3.117)
_ov
=% (3.118)

Com esta nova variavel as funcoes de critério de falha e potencial plastico precisam ser
redefinidas nas formas das equagoes 3.119 e 3.120, respectivamente. O indice sk refere-se a

uma propriedade do esqueleto rochoso.

P(o,p, A) = d(o’, A) (3.119)

U(o,p, A) = V(o' A) (3.120)

Ambas as funcoes 3.119 e 3.120 sao redefinidas por mero formalismo. A consideragao de
tensdo efetiva (eq. 2.11 ou tensorialmente na eq. 3.17) como sendo a realmente atuante no

arcabouco solido conduz as seguintes conclusoes:

N = Vo-\Ijsk = VO-I\I/; (3121)
OV g, ov

= = . 3.122

9= oo (3.122)

Com as expressoes 3.59, 3.121 e 3.122 em 3.117 a parcela plastica do incremento de

contetdo de fluido é expressa por:
(r = ach; (3.123)
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onde o indice v refere-se a propriedade de volume. Na equacao 3.123 acima observa-se que a
parcela plastica do incremento de contetido de fluido nao é independente e pode ser escrita
explicitamente em fungio da deformagio volumétrica plastica e? = £7,. Isto ocorre porque
a variacao de armazenamento de fluido decorre da variacao ou residual de volume poroso
devido & deformacao plastica volumétrica do arcabougo

A partir da lei constitutiva da fase fluida (eq. 3.33), das decomposicoes de deformagoes
(eq. 3.51) e de incremento de contetido de fluido (eq. 3.17) e da lei de incremento plastico
da equagao 3.123 a lei constitutiva da fase fluida simplifica para a relacao em grandezas

cinematicas totais:

p=M¢C—aMey (3.124)

ou seja, a lei constitutiva da fase fluida pode ser escrita explicitamente em funcao da defor-
macao volumétrica total da rocha, nao necessitando do tratamento de (¥ como uma variavel
nos processos de plasticidade incremental. Isto simplifica a formulacao plastica do problema,
podendo-se empregar qualquer modelo plastico mecanico em uma analise poroelastoplastica,
somente atentando-se para o emprego das fungoes de critério de falha (eq. 3.119) e potencial

plastico (eq. 3.120) com tensoes efetivas (eq. 2.11) no lugar de tensdes totais|[30, 31].
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Capitulo 4
Discretizacao espacial

O presente trabalho aplica os conceitos de poroelastoplasticidade & resolucao de problemas
numéricos comuns & engenharia de petroleo, empregando-se da metodologia de elementos

finitos.

4.1 Problema generalizado

Seja L um operador em derivadas parciais e s um termo fonte, o problema generalizado pode

ser posto da forma:

Lu = s; (4.1)

em um dominio 2 C R", n > 1, uma regiao limitada convexa aberta e nao-vazia, sujeito a

condicoes de contorno e condicoes iniciais.

4.1.1 Método do residuo ponderado

A equacao 4.1 é¢ modelada na forma fraca pelo método dos residuos ponderados:

< Lu,v >q=< 5,0 >q, u€ D), Yv e V(Q) (4.2)
com produto interno < a,b >¢q definido por:

<a,b>q= /(b - a)dw. (4.3)

Q

Reescrevendo-se o problema generalizado (eq. 4.1) na forma de residuo (eq.4.4), chega-se

a sua formulacao de residuos ponderados na equacao 4.5.
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R(u) = Lu — s (4.4)

< R(u),v >q=10, ue D), YveV(Q) (4.5)

A equacao 4.5 é também denominada de formulacao fraca da equacgao diferencial 4.1 e a
solucao desta equacao é denominada de solucao fraca.

Um problema diferencial apresentado na forma fraca pode admitir mais solugoes que as do
problema na forma diferencial, isto porque o problema posto na forma fraca impde apenas a
ortogonalidade do residuo do problema generalizado em relacao ao espago V(£2). Fica nitido

que a escolha deste espaco é chave para a qualidade da resposta.

4.2 Formulacao variacional

A formulagao variacional é obtida aplicando-se a integracao por partes nos termos de diferen-
cial de ordem 2 ou superior na expressao 4.5. O equivalente da integracao por partes na sua
forma n-dimensional assume a forma apresentada na equacao 4.6 e ¢ comumente denominada

de teorema do divergente ou de GAUSS|[45].

ov / ou /
U—dw = — | v—oudw + uv ngds 4.6

Na equacdo 4.6, W = {ni,ny,...,n,} é o vetor unitario normal a A€ orientado para fora
de Q, dw = dx1dxs...dx, é o elemento infinitesimal de volume e ds o elemento infinitesimal

de area sobre 0€), v e u sao funcoes de T = {z1,29, ..,z e 1 <k <n.

4.3 Particionamento do dominio

O dominio do problema é subdividido em subdominios ou elementos em métodos que reque-
rem a discretizacao espacial do mesmo.
Considerando-se um dominio €2, este pode ser subdividido em um conjunto de n. sub-

dominios, cada qual denominado 2,:

(4.7)

Na definicao 4.7, €). indica o interior de um subdominio e {2, representa o interior do

subdominio e sua fronteira.
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Por convencao, tratar-se-a por C. cada elemento de uma malha M, associado a cada
subdominio €2, de (2. Entende-se elemento C, como uma entidade geométrica mapeada sobre
o subdominio 2. que também guarda informagoes sobre a forma de interpolacao de fungoes
no subdominio, regras de integracdo, vizinhanca entre outras informacées topologicas. A

colegdo de todos os elementos C, denomina-se malha (M},).

4.4 Subespacos

A anélise numérica de um problema requer a escolha conveniente dos subespacos finitos
Vi(2) C V(Q) e Dy(2) C D().

Seja Dy (€2) um subespago n-dimensional de D() e seja Op, = {¢;} uma base de Dy(2).
Para uj, € Dy(£2) pode-se escrever:

Up = E?:{“peuhm (o (48)

A analogia vale para o subespago V,(€2) de V(Q2). Basta agora que a expressao 4.5 seja
verificada para qualquer v, € V() para que u;, seja considerada aproximagao da solugao
da equagao diferencial na sua forma fraca. Neste contexto, as funcoes v, € V4(2) sdo

denominadas de fungoes teste e u, € Dy (£2) de fungoes admissiveis.

4.5 Método de GALERKIN

Uma especializacao do método de residuos ponderados amplamente empregada é o método

de GALERKIN, que se caracteriza por pressupor:

e particao do dominio em subdominios;

e defini¢ao de elementos com propriedades particulares de interpolacao em cada subdomi-

nio;
e imposicao de condicoes de continuidade da solucao entre elementos;

e cscolha do subespaco de fungoes teste como o proprio subespago de fungoes admissiveis.

A aplicacao deste método a um dominio particionado associado ao emprego de subespacos
polinomiais em C, de suporte local em €2, com restri¢do de continuidade (C°) no dominio ©

conduz ao método de elementos finitos.
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4.6 Espacos quebrados

Seja I1P(C,) o espaco de polinémios de grau menor ou igual a p, definido sobre o elemento
C, € My,. p serd chamado de ordem ou grau de interpolacdo. O esquema classico C° de
elementos finitos é obtido quando se emprega os subespacos de fungoes admissiveis e teste

como sendo:

DyEM(Q) = VFPM(Q) = { |, € TI?(C.), YC. € My} (4.9)

4.7 Meétodo de GALERKIN aplicado ao problema poro-

mecanico

As equacoes governantes do fendmeno poromecéanico tridimensional no esquema de rigidez
misto proposto sao reduzidas a equagao de equilibrio (eq. 3.14) e a equacao de difusividade
no meio poroso (eq. 3.50). As incognitas basicas do problema sdo os 3 deslocamentos (u;) e

a pressao de poros (p).

4.7.1 Equagao de equilibrio

Aplicando-se o método de residuos ponderados (subsecao 4.1.1) & equagdo governante do
problema mecanico no dominio €2 conduz ao residuo R,. O sinal negativo a frente do residuo

R, foi colocado por conveniéncia e serd invertido no decorrer da formulacao.

~R, :/Q [dw (o) +ﬂ Fdw (4.10)

Na equacao 4.20 o residuo R, ¢ um escalar pois a funcao teste foi escolhida vetorial.
Esta opc¢ao tem o intuito de simplificar a montagem do sistema de equagoes e conduz aos
mesmos resultados do emprego de funcdes teste escalares quando se escolhem os vetores

com apenas uma componente nao-nula da forma:

di
Gz = @5 | i |, 1€1,2,3 j€1,...,n", (4.11)

di3
onde n* é o numero de funcoes de forma escalares do problema mecanico. Similarmente, n”
é o numero de funcées de forma do problema de fluxo. A diferenciacao de n* e n? decorre

da possibilidade de se modelar os problemas mecanico e de fluxo com ordens de interpolacao

diferentes.
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Segundo a mecanica dos meios continuos|26|, o divergente de um produto tensor-vetor

respeita a relacao de equivaléncia 4.12.

div (STV) =8 : VU + 77 - div(S) (4.12)

Aplicando-se esta relacao a expressao 4.10 a equacao do problema mecanico pode ser

escrita como:

_Ru:/[dw (0 p)—0:VY] dw+/?$dw. (4.13)
Q Q

O teorema do divergente (eq. 4.6) quando aplicado ao primeiro termo da equagio acima

resulta na equacao 4.14. Substituindo-se este resultado em 4.13 resulta na eq. 4.15.

/ div (0p) dw = / o¢ - 1ds (4.14)

Q 09

Ru:/a:VG)dw—/?‘?dw—/ oy -1ds (4.15)
Q o9

A equacao 4.15 recebe o significado fisico de principio dos trabalhos virtuais quando se
considera que as funcoes teste 0 representam deslocamentos ficticios. Muitas formulactes
de elementos finitos partem da equacao acima e nao propriamente da expressao de equilibrio
infinitesimal.

O termo de contorno (02) da equacao 4.15 pode ser substituido pelas condigoes de con-

torno de tensio ¢ aplicadas ao contorno I':

Ru:/a:V@dw—/?-adw—/?adv. (1.16)
Q Iy

Substituindo-se a lei constitutiva 3.114 e a forca de corpo referente ao peso especifico bulk

da rocha (eq. 4.17) resulta na expressao 4.18.

—

b=pg (4.17)
R, = /DAE:V?dw—/apI:V$dw+ (4.18)
Q Q

+ /U{]:V?dw—/pb?-adw—/?-?d’y
Q Q r

Finalmente, por conveniéncia do esquema numérico de solugao, subdivide-se a variavel de

pressao nas parcelas convergida py e incremental Ap = p — pg obtendo-se a expressao final
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para a parcela mecanica do problema:

R, = /]DAE : Vgdw — / alApI : V§dw — / apo I : Vgdw + (4.19)
Q Q 0

+ /aé:V?dw—/pb?-E)dw—/7-$d7
Q 0 r

4.7.2 Equacao da difusividade

Na subsecao 3.3 mostrou-se que a lei da difusividade do problema poroelastopléstico coincide
com a do poroelastico (eq. 3.49). O método dos residuos ponderados aplicado a equagao

governante do problema de difusividade implica:

k
R, = / {o@ +S.p— ;v%] odw. (4.20)
Q

A aplicacao do teorema do divergente a expressao de residuos ponderados do problema
de fluxo (eq. 4.20) resulta:

R, = / g, pdw + / S.ppdw +/ —Vper - Vipdw + (4.21)
Q 0 QM
- Eepeac : Wﬂpds
o0 M

Na expressao acima existem termos escritos em funcao da pressao de fluidos total (p) e
termos expressos em fun¢do do excesso de pressdo (pe;) em relagdo & pressao hidrostética.
Segundo a definicao 2.2, pode-se escrever:

— —
Vper=Vp—p;q (4.22)

A formulacao fraca da parcela de fluxo do problema poromecanico conduz a expressao
4.24 expressa em pressoes totais. Destaca-se nesta passagem o termo de contorno, que foi
escrito segundo a lei de fluxo de DARCY (eq. 3.43) e esté expressa em fungao do fluxo gr

imposto no contorno I'.

. ) k= =
R, = /aavapdw—i—/SgpgodwnL/ —Vp- Vpdw+ (4.23)
Q Q QM

k —
—/ —ps g Vsoder/qrcpdv
QM r
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Finalmente, subdividindo-se a pressao de poros nas parcelas convergida e incremental
como no problema mecanico da equacao 4.19 e atentando-se para Ap = p, obtém-se a ex-

pressao final para a equacao da difusividade:

) ] k— —
R, = /ozevgadw—k/sgp(pdw—i—/;VAp- Vpdw + (4.24)
Q Q Q

k— — k —
-+ /—Vpo~Vgpdw—/—pf?-V@dw—l—/qrgodv.
QM QM r

4.8 Formulacao matricial

As equacoes 4.19 e 4.24 podem ser retrabalhadas em notacao matricial para simplificar a

implementagao.

4.8.1 Equacao de equilibrio

. . ~ ~ ~ . . —_—
Primeiramente, os tensores de tensao e deformacao o e € sao reescritos vetorialmente como o
— o~ . ~
e € nas definicoes 4.25 e 4.26, respectivamente, conforme notacao de VOIGT. Estes vetores

sao de dimensao 6 devido & simetria dos tensores originais.

T
€ [ex Ey €1 Emy Eyo 6”} ; (4.25)

T
?E[Ux Oy O Toy Tyz sz} . (4.26)

O tensor constitutivo D de quarta ordem reduz-se a uma matriz com 6x6 elementos (D).

Ao’ =DATF (4.27)

A solucao polinomial elementar proposta pela expressao 4.8 pode ser expressa matricial-
mente pelo produto 4.28. Para isto, torna-se necessario redefinir o espago de funcoes de forma
4.11 matricialmente conforme apresentado na equacgao 4.29 e definir o vetor de incégnitas ou

coeficientes polinomiais como apresentado na equacgao 4.30.

T
Uz[u v w} — N, (4.28)
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N = [ Tol ol . [Tpw | = (4.29)

$1 Y2 Pnu
f— 801 QOQ (pnu
¥1 P2 Pru
@ o= (@] @] .. |d] = (4.30)
T
— [Ul Vi W1 Uy Vg W2 ... Upu Upu Wpu

Abstraindo-se um operador S, em derivadas parciais como a matriz da eq. 4.31 e
admitindo-se que a regra de produto matricial possa ser empregada na aplicacao deste ope-
rador, pode-se escrever o vetor 4.25 de deformacoes como expresso em 4.32. De forma mais
compacta, define-se a matriz B, segundo a equacao 4.33. A matriz diagonal I, neste processo
tem a funcao de calcular corretamente as deformacgoes de distor¢ao e surge neste trabalho
decorrente da escolha do vetor de deformacgao com distor¢oes expressas como na defini¢ao

— Ou;

3.10. Na literatura[24] ¢ mais comum a defini¢do de distor¢des como v;; = 7 + %, situagao
J i

na qual nao ha a necessidade de emprego da matriz I,.

0
oz 1 1
0
o 1 1
0
9 1 1
— 0z _ — __
Jdy Oz 2
0 0 1
92 Br 3 0
0 0 1
L B by i 2 | 0
T =1,8,u = LBy (4.32)
B, = S,N, (4.33)

O vetor m,, definido em 4.31 tem o efeito de calcular o traco de um tensor de segunda
ordem quando escrito vetorizado.

Na equagao governante mecéanica (eq. 4.19) sao encontradas as operagdes matematicas
expressas nas expressoes 4.34 e 4.35 e as respectivas contrapartidas matriciais. Reescrevendo-

se as mesmas relagoes e adicionando-se a operacao de produto interno de um vetor genérico
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— ~ o] s ~
r” com a funcao de forma e concatenando-se todas as possibilidades de func¢oes teste chega-se
as relacoes matriciais expressas em 4.36. Observa-se que as formas matricias sao bem mais

compactas e contemplam todo o espaco de funcoes teste escolhido.

o Vg = o S.P; (4.34)
I:Vg=m, S.7. (4.35)
[ o":V(gm?) | T V(%7 ] [ 7)‘(9017) ]
— — —
o' :V(p17) I:V(p17j) 7 (1)
, — — N —
o' :V(pi k) I:V(p k) (e k)
: — BT?- : =Blm,: : =N,
o’ V(cpnuT) I: V(SﬂnuT) G (Son“?)
— — —
o' V(o j) I:V(onuj T (P J)
— — N —
| o' V(pwk) | IV (o k) | |7 (o k)
(4.36)

- = =
Nas expressoes 4.36, i, 7 e k sao os versores da base canoénica cartesiana.
Substituindo-se as relagoes 4.36 na equagao mecanica obtém-se a forma final de sua for-
mulagdo matricial. A matriz N, e o vetor de coeficientes pj, serao definidos na proxima

subsecao.

_)
R, = / B! DI,B,dw A}, — / aBI m N, dw pj, + (4.37)
Q Q
— ~ ~~
K Q
T—> 7 T— 7
— aB, my podw+ | B,opdw— [ ppN, gdw — | N, t dy.
N Q 7 N Q J N\ F 7
fa T Fo Ir

4.8.2 Equagao da difusividade

A pressdo total de fluido é um escalar e pode ser escrita com o emprego das funcoes de
forma polinomiais elementares da forma expressa na equacao 4.38, onde N, é uma matriz
contendo as funcoes de forma como apresentado na equacao 4.39 e Apy, é o vetor contendo os

coeficientes polinomiais das func¢oes de forma. Apesar de N, ser um vetor, sera representado
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como matriz (sem o operador &) por ser definido como um vetor linha e nao coluna. Isto

simplifica a notagao, a implementacao das operagoes e garante a analogia com a matriz N,.
?

Ap = N,Ap, (4.38)
N, = [ Y1 P2 e Pp } (4.39)
T
Ay = [ Apr Aps .. Apnp} (4.40)

Define-se analogamente ao problema mecanico o operador diferencial parcial S,. Este
vetor também nao recebe a denominacao e para ser tratado matricialmente, de forma que
a multiplicacao S,N, resulte em uma matriz 3xn” e nao em um possivel produto escalar.

Define-se o gradiente das func¢oes de forma B, na expressao 4.42.

T
— 0 0 0
s=[2 2 2| (4.41)
B, = S,N, (4.42)

Empregando-se as definicoes matriciais das expressoes 4.36 e 4.43 a algumas operacoes

da equacao 4.24 obtém-se as expressoes abaixo:

: 0 0 0
0

H
VAp = B,Af.

Efetuando-se a mesma sistematica de emprego de funcoes teste concatenadas empregada

para o problema mecanico, obtém-se as expressoes matriciais compactas 4.44 para os termos

acima.
. . —> . H
Evp1 Appy VAp- Vo
— —
Eu o Ap 5! VAp- -V
7 S W, Al S NS R NS
: ot : ot :
(4.44)
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Finalmente, substituindo-se as expressoes 4.44 na lei da difusividade 4.24 expressa em

pressoes totais chega-se ao esquema matricial final:

0 0 k
R, = /Q aNTm !B, dw 57 it + / SNINydw —Ap, + /Q ;Bngdw App +  (4.45)

0 Q ot
~ S———
QT S H
k_ = k
+ /—BpTVpodw—/W—Bf?dw%—/Ngqu’y
QM oJa M Jr
an an ar

4.8.3 Problema poroelastoplastico

Concatenando-se as expressoes 4.37 e 4.45 finais dos problemas mecanico e de fluxo, pode-
se expressar o problema poroelastoplastico no dominio elementar matricialmente da forma

apresentada abaixo. F importante ressaltar que as matrizes finais do problema sao nao

simétricas.
. . - = = =
K —Q Al 0 0| 0| Ady, f+fr—fx+ fo
= + T at = - — — — (4'46)
0 H Ap), QT s | Ot | Ap, qn — qH — qr

Cada uma das matrizes é quadrada de dimensao 3n" + n”, onde n* e n” sao a quantidade
de funcoes de forma dos respectivos problemas.
E importante ressaltar que a expressao 4.46 é nao-linear no comportamento mecanico do

material. A resolugao do problema demanda a montagem de um esquema iterativo.

4.8.4 Problema elastoplastico

Pode-se entender o problema elastoplastico como uma simplificacao do poroelastoplastico. A
equagao governante do problema ¢ dada pela expressao matricial 4.46 ignorando-se os termos
referentes ao fluxo e acoplamento com o problema de escoamento em meios porosos e assume

assim sua forma tradicional:

KAU, = fo, + fr — fr. (4.47)

A equagao 4.47 trabalha com condicoes de contorno em tensoes efetivas e com as forcas de
corpo em "densidades efetivas", ou seja, descontadas da densidade do fluido ponderada pelo
coeficiente poroelastico a. Pode-se trabalhar em tensoes totais quando se considera também

—
o termo fo com um valor de pressao de poros inicial py constante ao longo da simulacao.
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Neste caso, as densidades a empregar nas forcas de corpo correspondem a densidade da rocha

saturada.

84



Capitulo 5
Discretizacao temporal

A evolucao temporal de problemas poromecanicos é ainda um tema amplamente discutido
em engenharia de petroleo.

Na expressao 4.46 que representa os problemas mecanico e de difusividade acoplados
verifica-se que somente o problema da difusividade apresenta dependéncia temporal, de-
pendéncia esta resultado do fluxo de fluido a taxas limitadas dentro do meio poroso, como
j& mencionado.

Em engenharia de petroleo o termo discretizagcao temporal é comumente confundido com
esquemas de acoplamento. O problema mecanico resulta de equacoes diferenciais parciais
elipticas e um método numeérico bastante apropriado para este tipo de equagoes ¢ o método de
elementos finitos. A contrapartida de fluxo tem origem na lei da continuidade e € um problema
de natureza hiperbolica, historicamente simulado por métodos numéricos de diferencas finitas.
Neste contexto, o que se observa das propostas de acoplamento do problema poromecanico
sao simulacoes com acoplamento iterativo, nas quais cada parte do problema é analisada em
um simulador independente e os resultados destas simulagoes sao baldeados iterativamente
entre os simuladores. Como somente o problema de fluxo é governado diretamente pelo
tempo, a opcao pelo esquema de acoplamento do problema entre os simuladores implica em
diferentes solucoes de integracao temporal e disto decorre a confusao nos termos discretizacao
temporal e esquemas de acoplamento.

Um autor que oferece uma perspectiva bastante clara dos esquemas de acoplamento en-
tre simuladores de plataformas diferentes ¢ ANTONIN SETTARI[46, 47, 48]. Acoplamentos
desta natureza sao em geral do tipo staggered (iterativo), onde as equacoes mecanica e da
difusividade sao resolvidas seqiiencialmente. Este tipo de acoplamento tem a vantagem de
aliar as caracteristicas de simuladores de reservatorios de petroleo tais como fluxo multifa-
sico e esquemas de dupla permeabilidade a caracteristicas como estabilidade e paralelismo

de simuladores mecanicos.

85



Neste trabalho, a proposta é a de implementar os problemas mecéanico e de fluxo em um
tnico simulador, empregando-se o método de elementos finitos. Esta op¢ao de arquitetura
de implementacao simplifica os esquemas de acoplamento e permite o emprego dos esquemas
mais apropriados para cada solucao de integracao temporal, além de possibilitar o emprego

de modelos constitutivos mais apropriados para a fase solida.

5.1 Método de EULER

O método de discretizacao temporal mais conhecido é o de EULER ou RUNGE-KUTTA de
primeira ordem [33], ja apresentado na subsecao 3.2.4.1 de integradores para o PVI-EP. Dos
métodos de integracao temporal é o mais simples e apresenta precisao de primeira ordem.

Este esquema é derivado da expansao de Taylor truncada no termo de primeira ordem:

u(X,t+ At) = u(X,t) + At (X, t) + O(At?), (5.1)

onde u ¢ dada por uma equacao diferencial ordinaria na variavel temporal ¢:

W(X,1) = P(X,t,u). (5.2)

A construcao do esquema de marcha no tempo real conduz a expressao 5.3. Nesta ex-
pressao, u" e u™*! representam os valores da propriedade u nos tempos sucessivos n e n + 1,

respectivamente, e o indice © pode assumir qualquer valor entre n e n + 1, inclusive.

u —u" = Ate P(X, t,u®) (5.3)

+1

Quando © = n a expressao 5.3 pode ser isolada para u""' e o esquema de marcha no

tempo ¢ denominado de EULER avancado ou explicito de acordo com a expressao 5.4.

u"t ="+ At, P(X, tu") (5.4)

Quando © = n + 1 o esquema resultante é o de EULER atrasado ou implicito e a marcha

no tempo demanda a construcao de um sistema nao-linear homogéneo:

Ru™) = u™' — 4™ — Aty P(X,t,u™) (5.5)
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5.2 Método de EULER aplicado ao problema poromeca-
nico

Aplicando-se a discretizacao temporal pelo método de EULER apresentado na expressao 5.3
ao problema poromecanico acoplado ja discretizado apresentado na expressao 4.46 obtém-se

o seguinte sistema de equacgoes:

e e
K —Q A N 0 0 1 Aiy? _ Jo+Jr = fx+ fo (5.6)
0 H || A Q7 s | At | Ap @ — Qi — qr

Considerando-se At # 0, pode-se multiplicar a equacao de fluxo pelo passo de tempo At,
chegando ao esquema numérico final do sistema 5.7. Apesar de ter sido feita a consideracao
de At # 0, o passo de tempo pode ser adotado nulo e o esquema continua estavel, ao contrario
do que ocorre com a expressao 5.6. Rearranjando-se a expressao 5.6 segundo a indexacao

temporal, obtém-se a forma simplificada abaixo:

. 01 0 O2 — — — —
K 0 Aty n 0 —Q Auh2 _ fb+fF_fK+fQ (5 7)
0 s || Ap, Q" AtH | | Apy At (qn — qu — @) '

Na expressao 5.7 os superindices temporais ©; e ©, denotam de quais tempos as incognitas
devem ser empregadas. Por convencgao, o indice n + 1 representa a projecao de uma nova
solucao e n representa a ultima solucao temporal ja convergida. Em esquemas iterativos
surgem também os indies (n+ 1), (k+ 1) e (n+ 1), k, nos quais k e k + 1 sao subindices de
iteragoes sucessivas em uma solucao n + 1 ainda nao convergida.

Nomeando-se os termos da equagao 5.7 obtém-se a formulacao matricial 5.8 com as ma-

trizes dadas na expressao 5.9 e os vetores incognita e de carga/fluxo dados por 5.10.

ATOT = M4 . (5.8)
K 0 0 —
A = ;o M= 2 (5.9)
0 S QT AtH
A To+ fr— i+ fo
D R I B A (5.10)
Apy, At (gn — qa — qr)
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De acordo com o superindice de tempo atribuido as variaveis o esquema numérico pode
ser clasificado em implicito, explicito iterativo ou explicito. A tabela 5.1 resume a indexacao

para cada um dos trés tipos de integracao temporal acima citados.

] Esquema \ 6, \ (O2 ‘
Implicito n+1 n—+1
Explicito iterativo® | (n+1),(k+1) | (n+1),k
Explicito n+1 n

OBS: * - solugao do problema mecéanico avangado no tempo (n + 1), (k+ 1)
pode ser empregado como constante no problema de fluxo no lugar de (n+ 1), k
no caso das equacoes estarem sendo resolvidas seqiiencialmente.

Tabela 5.1: Valor dos superindices de acordo com esquema numérico

5.2.1 Esquema implicito

O esquema implicito serd o empregado neste trabalho e é construido assumindo-se os su-
perindices da primeira linha da tabela 5.1. Neste esquema as equagoes mecanica e de fluxo
sao resolvidas simultaneamente em um sistema de equagoes lineares. Na expressao abaixo é
apresentado este caso por extenso para facilitar a visualizacao da montagem do sistema de

equacoes.

(A+m) gt = 7. (5.11)

Observa-se na expressao 5.11 que a matriz (A + M) é necessariamente nao-simétrica devido
a parcela M e eventualmente devido a submatriz K da parcela A decorrente da nao-simetria

de modelos constitutivos elastoplasticos nao-associativos (subse¢do 3.2.5.1).

5.2.2 Esquema explicito iterativo

Este esquema é denotado na literatura como iteratively coupled|46, 47, 48] ou sequencial
implicito e recebe estas denominagoes por garantir o mesmo acoplamento e precisao temporal
do esquema implicito resolvendo-se iterativamente os problemas de fluxo e mecanico isolados
de forma explicita. Trata-se de uma opgao de acoplamento do tipo staggered (iterativo) em
conjunto com a escolha do esquema explicito de evolucao temporal e nao apenas um método

de evolucao temporal.
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A segunda linha da tabela 5.1 resume a indexacdo temporal deste esquema, no qual as
equacoes de fluxo e mecanica sao resolvidas isoladamente em k + 1 iteragoes até que alguma
norma de residuo seja alcancada.

A expressao fechada para este esquema segue abaixo. Observa-se na matriz que multiplica
as incognitas de indice (n+1), (k+1) que o acoplamento implicito, representado pelos termos

fora do bloco-diagonal, é inexistente.

R G Y, R (5.12)

5.2.3 Esquema explicito

O esquema explicito puro ou simples ndao possui subiteracoes. As variaveis de deslocamento
e pressao evoluem simultaneamente, embora nao haja acoplamento entre estas durante um
passo de tempo. Nao ha julgmento de norma de residuo e procede-se do avanco no tempo em
uma iteracao apenas. Este esquema constitui uma sucessao de perturbacoes nos problemas
de fluxo e mecénico e nao garante que ambas as equagoes sejam satisfeitas simultaneamente.
Como consequéncia, pode-se incorrer em uma solucao aproximada que nao esteja em equili-

brio mecanico, nao respeite a lei de fluxo e nao garanta a conservacao de massa.

= M+ S (5.13)
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Capitulo 6
Modelos constitutivos elastoplasticos

O primeiro modelo de falha material dedicado a materiais friccionais e que ainda hoje tem
grande aplicacao é o de MOHR-COULOMB|3, 10, 8|. Este modelo compara o estado de ma-
ximo cisalhamento plano com uma envoltoria de falha que depende do estado de confinamento
mecanico. Este modelo nao contém todos os elementos elastoplasticos definidos na secao 3.2,
mas a adocao de comportamentos elasticos e superficies de escoamento plastico produzem
modelos bastante difundidos, dentre os quais o mais comum ¢ o de MOHR-COULOMB asso-
ciativo linear-elastico. Este modelo representa apenas o comportamento ao cisalhamento do
material e peca em atribuir a este dilatancia excessiva[10, 12]. Os modos de falha caracte-
rizados por tracao direta ou colapso da estrutura porosa do material nao sao contemplados.
Modificagoes deste modelo com introdugao de envoltérias de tragao e compressao suprem esta
necessidade, mas introduzem singularidades na envoltoéria final que dificultam a modelagem
numérica e, mais importante que isto, nao corrigem o excesso de dilatancia.

O fenomeno de dilatancia, como ja mencionado anteriormente, deve-se ao cisalhamento
do material. Materiais friccionais podem apresentar aumento ou reducao no volume quando
falham ao cisalhamento [10, 25, 8]. No modelo de MOHR-COULOMB associativo o angulo
de dilatancia ¢ dado pelo angulo de atrito do material, conforme a representagao de um
meridiano de tensoes na figura 6.1. Em ensaios reais (fig. 2.1), observa-se que a dilatancia
nao é constante como ilustrado na figura 6.1.

SANDLER e DIMAGGIO [11] contornaram o problema da dilatancia excessiva quando mo-
delaram o arenito McCormick Ranch Sand por um modelo associativo com critério de plasti-
ficacao e escoamento baseados em uma modificacdo do modelo de DRUCKER PRAGER|3, 10|
juntamente com uma fungao de fechamento da envoltoria & compressao (cap plasticity). Este
modelo é bastante simples mas modela com razoavel precisao materiais friccionais em tra-
jetorias de carregamento monotonicas.

Uma outra maneira de contornar o problema da dilatancia excessiva baseia-se no emprego
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Figura 6.1: Dilatancia em modelo elastoplastico associativo de MOHR-COULOMB

de modelos de plasticidade nao-associativos, em que a direcao de incremento de deformacao
plastica independe da envoltoria de plastificagao.

Estudos fenomenologicos mais completos do comportamento de solos, rochas brandas e
concreto desenvolvidos por POUL V. LADE e J. M. DUNCAN e revistos mais recentemente por
PouL V. LADE e MooON. K. KiM [12, 13, 14| com a contribui¢do do estudo de elasticidade
em meios granulares de POUL V. LADE e RICHARD B. NELSON [15] culminaram para uma
abordagem constitutiva mais consistente, resultando no modelo elastopléstico nao associativo
de LADE e KIM.

Esta secao se propoe a documentar a implementacao dos modelos de LADE e KiM e de
SANDLER e DIMAGGIO a luz da teoria de plasticidade para pequenas deformacoes segundo

a modelagem elastoplastica apresentada na subsecao 3.2.
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6.1 Modelo de LADE-KIM

PouL V. LADE e MoON K. KiM apresentam o modelo constitutivo elastoplastico para
materiais friccionais, em particular para rochas brandas, em uma série de quatro artigos.
Destes, trés artigos sao contemporaneos de 1988 e descrevem a fun¢ao de potencial plastico
proposta no modelo [12], o critério de pastificacdo e a lei de endurecimento [13] em alguns
casos exemplo e comparativos de aplicacao [14]|. O quarto artigo [16] é mais recente, de 1994,
e faz uma revisao do modelo de elasticidade, empregando o modelo desenvolvido por LADE
e NELSON [15], agrupando também os conceitos apresentados nos trés artigos anteriores [12,
13, 14], tornando-se uma referéncia mais concisa do modelo. Todos os trabalhos citados aqui
apresentam também exemplos de aplicagao, documentando os valores das propriedades do
modelo para os materiais ensaiados em laboratério e comparando os resultados da aplicacao
do modelo com os diagramas de tensao-deformacao de laboratorio.

O modelo de LADE e KiM propoe plasticidade nao associativa, em que as funcoes de
potencial plastico e critério de plastificacao sao distintas. Como variavel interna para a plas-
ticidade os autores adotam o trabalho plastico, uma propriedade escalar sensivel aos efeitos
de deformagoes desviadoras e volumétricas, evitando a separacao destes comportamentos e
simplificando o tratamento destas.

Diferentemente da convencao adotada neste texto e nas implementacoes, os autores do
modelos de LADE e KiM adotam sinal positivo para tensoes e deformacoes que implicam em
compressao e reducao de dimensdes. Como esta mudanca de sinais é consistente, a estratégia
de troca de sinais deve ser realizada somente para os tensores de tensoes e deformacoes
externamente a solucao do PVI-EP, nao requerendo qualquer alteragao para os tensores
constitutivos C e D.

Seguindo a ordem dos artigos de LADE e KiM, um resumo deste modelo constitutivo
segundo a terminologia e modelagem elastoplastica de SOuzA NETO et al[4] é apresentado

a seguir.

6.1.1 Funcao potencial plastico (V)

A funcao de potencial plastico define a relacao entre o incremento de deformacao plastica e o
estado de tensao para um dado ponto no material na iminéncia de plastificacao sujeito a um
carregamento crescente |10]. A letra grega W sera atribuida a funcio de potencial plastico,
mas ressalta-se que em geomecanica a letra g [12] é mais empregada. O modelo de LADE e
KM, por exemplo, define este potencial como g,.

Conforme explicitado anteriormente, materiais friccionais modelados pela teoria da plas-

ticidade incremental apresentam clara evidéncia de nao-associatividade, fazendo com que ¥
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a) 2.0,/ p, b)

Figura 6.2: Formato da fun¢ao de potencial plastico no a) plano triaxial; e b) plano deviato-
rico

possa ser definida independentemente de qualquer outra propriedade do modelo constitutivo.

LADE e KiMm definem ¥ como uma superficie tinica, isotropica e dependente apenas do
estado de tensao, baseados em dados de ensaios de diversos materiais. Como resultado, tem-
se uma funcao suficientemente flexivel para descrever padroes de escoamento de materiais
friccionais, mas que pode ser determinada a partir de ensaios simples de laboratoério [12].

No artigo [12]| os autores definem e comparam a fun¢ao de potencial plastico com base
em ensaios triaxiais em materiais como areia quartzosa fina, concreto reforcado com fibras,
arenitos e argilas, tendo como resultado boas concordancias.

A funcao proposta é transcrita abaixo:

3 2 1%
oo = (ol - ) (B o

a
sendo I, Iy e I3 os invariantes do tensor de tensoes efetivas o/, a pressao atmosférica p, como
termo adimensionalizante e 1y, ¥9 e u pardmetros do modelo. A forma do potencial 6.1 é
ilustrada no plano deviatorico e em um plano triaxial na figura 6.2.

Os proprios autores definem a representacao da funcao 6.1 no espaco de tensoes principais
como sendo a forma aproximada de um charuto assimétrico com se¢ao transversal triangular
arredondada no plano deviatorico[12]. O formato da se¢ao transversal se aproxima da circular
para baixos niveis de tensao e da triangular para tensoes mais elevadas. O parametro v,
pondera a evolucao do formato do potencial plastico neste plano entre o triangular, dado pelo
termo com I3, e o circular, dado pelo termo com I5. 1), rege a interseccao da representacao
do potencial com o eixo hidrostatico e o expoente p a curvatura dos meridianos.

O potencial ¥ é diferenciavel em todo o espaco de tensao, com excecao da interseccao

com o eixo hidrostatico na porcao de tragao.
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A expressao fechada para a direcdo de escoamento ja escrita vetorialmente é dada por:

o G=(oy+ol) - d—va(oy-ot =) 1
] G (04 01) 35—t (0o = 72) g
Yy I I
T IR e R |
Barfy Pa Q%Txy — 2 (Tyz *Tzx — U; ) Txy) % |
887‘1 Q%Tyz — 2 (Tza: *Tey — 0; TyZ) ' %i,
v I '
onde
]2 I 1
G=11-(u+3)- = —(n+2) =+ hop— (6.3)
I3 12 Il

6.1.2 Critério de plastificacao ® e contornos de trabalho plastico

O critério de plastificacao, responsavel pela descricao das condigoes sob as quais o escoamento
plastico ocorre, foi definido como uma funcao equivalente a contornos de trabalho plastico
e respeitando os limites de elasticidade observados em ensaios de laboratério seguindo-se
diferentes trajetorias de carregamento. As dificuldades encontradas pelos autores residem
na dificuldade de se identificar os pontos de escoamento, uma vez que a plastificacao em
materiais friccionais é um processo continuo e que pode nao apresentar um ponto evidente
de transicdo em relagio ao regime eléstico [13].

Os ensaios empregados para determinar a fun¢ao de critério de plastificagdo (P) sdo
baseados em ciclos de carregamento, descarregamento e recarregamento com trajetorias de
tensoes diferentes. No ponto de inflexdao de taxa de deformagao no ciclo de recarregamento
identifica-se o estado de tensao que apresenta o mesmo trabalho plastico do final do ciclo de
carregamento anterior, ou seja, pontos de mesmo contorno pléstico.

A maior vantagem de se empregar a funcao de plastificacdo como sendo um contorno de
trabalho plastico é a capacidade da mesma em capturar os pontos de falha para carregamentos
tanto isotépicos como desviadores com um tratamento simples e unificado.

O potencial ®, que é qualitativamente equivalente a uma funcao de contorno plastico,
¢ relacionado quantitativamente com o trabalho plastico W), através da expressao 6.4, que
modela o trabalho plastico observado em corpos de prova submetidos & compressao isotropica
[13].
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L\’

W,=0C"p,- (—a) (6.4)

Na expressao 6.4, W), é o trabalho realizado pelas deformagoes plasticas, C' um parametro
material multiplicativo e p um parametro adimensional de poténcia na relagao’.

Segundo os autores, esta funcao representada no espaco de tensoes principais se assemelha

a uma gota assimétrica crescente com o incremento de W, (figura 6.3). Para estados de tensao

proximos da compressao isotropica o trabalho plastico cresce lentamente com o incremento de

cisalhamento. Ja para estados de tensao com cisalhamento elevado o trabalho plastico cresce

mais rapidamente com o incremento do cisalhamento, ou seja, as funcoes de potencial plastico

sao mais préximas, conforme visto na figura 6.3. A superficie de ruptura do material nao

pertence a esta familia de funcoes, portanto na ruptura o total de trabalho plastico acumulado

pelo material pode variar de acordo com a trajetoria de carregamento. Qualitativamente

vale ainda notar que os contornos plasticos apresentam um formato mais circular no plano

deviatérico em baixos niveis de tensao e mais triangular para confinamentos elevados.

o/p,

\/5-0_3 ! pq

Figura 6.3: Formato da funcao de contorno de trabalho plastico no meridiano do ensaio
triaxial.

A expressao proposta pelo modelo para o critério de plastificacao é dada na eq. 6.5:

® =P (c') — D"(W,), (6.5)

onde as parcelas ®'(o) e ®”(WW,) representam o critério de plastificagao inicial do material e

a lei de endurecimento, respectivamente, dados pelas expressoes abaixo:

3 2 h
(o) = (wﬁ— - f,—) - (;—) e (6.6)

'Na teoria original de LADE e K1M [13] o parametro p tem o simbolo original p. Neste trabalho a varidvel
alternativa p foi proposta para evitar confusao com a pressao de poros p.
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=

(W) = (%) (%) | (6.7)

Na expressao 6.6, 11 € o mesmo parametro que pondera a evolucao do formato do potencial
plastico no plano deviatérico da funcao de potencial plastico 6.1, A é o parametro que rege
a evolugao da curvatura do meridiano do contorno plastico e ¢ ¢ um parametro que depende

do tensor de tensdo, da seguinte maneira [13]:
e ¢ = 0 durante compressao isotropica;
e ) < g < 1 durante o endurecimento; e
e ¢ =1 quando o material atinge a ruptura.

E importante relatar que o parametro ¢ durante o endurecimento é funcio da proximidade
do estado de tensao a superficie de ruptura, definida mais adiante.

Comparando-se a expressao 6.5 com a expressao 6.1 observa-se uma similaridade entre os
termos <¢1% — %) e (@Zzlg - % + 1/)2>. Lembrando-se que 15 € uma constante do material,
os gradientes em termos da tensao dos dois termos sao idénticos. Contudo, os termos mutipli-
cativos a direta destes nas expressoes 6.5 e 6.1 sao distintos e conduzem a nao-ortogonalidade
entre as direcoes de deformagao plastica e os contornos de trabalho plastico, configurando
um modelo nao-associativo.

Na expressao 6.7, D e p sao parametros que relacionam a lei de endurecimento com
o trabalho plastico para um regime de compressao isotropica. D e p nao sao parametros
bésicos do modelo, podendo ser calculados a partir de C, p, h e ¥ (todos ja abordados neste
trabalho) através das relagoes 6.8 e 6.9.

C

D=y (6:8)

p= (6.9)

Sl

A funcao de ruptura define a envoltoria na qual o material atinge o apice da sua resistén-
cia mecanica e a partir da qual o fenomeno de endurecimento (hardening) cede lugar ao

enfraquecimento (softening) é dada por:

falo') = (%j — 27> - <§)m (6.10)

onde m modela a curvatura dos meridianos do critério de ruptura. Diferentemente das

funcoes de critério de plastificacao e potencial plastico, a funcao de ruptura nao é fechada. O
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critério de ruptura é aberto na direcao da compressao isotropica, modelando o comportamento
fenomenologico dos materiais compressionais que, apesar de apresentarem plastificagao por
colapso de poros ou colapso da estrutura do material, adquirem resisténcia indefinidamente
por compactacao, ao menos nos niveis de solicitacao a que os materiais estao sujeitos. Uma

ilustragao do formato das funcoes de critério de ruptura é dada na figura 6.4.

o,/ p,

*/E-OF} /Py

Figura 6.4: Formato da fungao de critério de ruptura nos meridianos

Apesar do modelo de LADE e KiM modelar o endurecimento do material até a superficie
de ruptura e enfraquecimento deste ponto em diante, neste trabalho apenas a parcela de
endurecimento sera considerada. O enfraquecimento no modelo é definido sem aporte de
ensaios a partir de algumas consideracoes geométricas. Além disto, o enfraquecimento implica
em singularidades na modelagem do material (se¢do. 3.2.5.6) que nao serao tratadas neste
estudo. Infelizmente, a auséncia do comportamento de enfraquecimento pode induzir um
enrijecimento artificial excessivo em regioes de intensa plastificacao.

O parametro ¢ que representa o nivel de tensao no critério de falha é determinado com
dados de ensaios através de seu isolamento na eq. 6.5. Observa-se na regiao de endurecimento

uma relagao hiperbolica entre ¢ e o nivel de tensao S = f,(o”)/m:

a-S
= 6.11
LR P G (6.11)
onde 7n; é definido pela expressao
771 = fn(a-/)‘o':O'Ruptura (612)

dado o parametro de ajuste &2.

2No texto original[13] este parametro recebe o nome de «, que aqui foi substituido por @ para diferencia-lo
do coeficiente de B1oT-WILLIS.
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6.1.3 Lei de elasticidade

LADE e KiM em sua série de artigos [12, 13, 14| empregam um modelo de elasticidade empirico
onde o coeficiente de POISSON (v) é constante e o moédulo de YOUNG (FE) depende do
confinamento ao qual a amostra é submetida. No quarto artigo [16] os autores recomendam
um modelo elastico mais recente, desenvolvido por LADE e NELSON [15] que respeita o

principio de conservacao de energia. O modelo é dado pelas expressoes:

E(ag'y=Mp <£>2—i—Ré (6.13)
"\ pa P2l '
14+v
= . .14
R 61—21/ (6.14)

Os parametros deste modelo sao v, M e A, valores constantes. Para o caso particular em
que A = 0, o modelo se torna linear-elastico com M representando o modulo de YOUNG.

O artigo de LADE e NELSON [15] apresenta a formulagao de como o modelo de elasticidade
foi definido, baseado na conservagao de energia (variacdo de trabalho plastico nula) em um

ciclo fechado de carregamento elastico.

a)

b)

Aol

¢)

Figura 6.5: Modulos de Elasticidade definidos pela ISRM 49| (International Society of Rock
Mechanics).

a) Tangente em um nivel de tensdo definido percentual em relagao a resistencia tltima;
b) Tangente aproximado da por¢ao linear da curva tensao x deformacao;
¢) Secante.

Segundo a ISRM (International Society of Rock Mechanics)[49] sdo trés as formas de
determinagao do modulo de elasticidade definido para uma rocha: a) modulo de elasticidade
tangente; b) modulo de elasticidade tangente ao trecho elastico aproximadamente linear e c)
modulo de elasticidade secante, ilustrados na figura 6.5. Os autores [15] nao definiram qual
o modulo a equacao 6.13 representa, mas baseado na equagao constitutiva apresentada nas

expressoes 45 e 46 do artigo [15] deduz-se que o modulo de YOUNG da expressao 6.13 seja o
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secante. Nestas expressoes, a relacao se estabelece entre as grandezas de tensao e deformacao
totais, e ndo diferenciais ou incrementais, o que caracterizaria o modulo de elasticidade a). O
modulo de elasticidade b) também nao seria possivel, uma vez que implica em uma relagao

de elasticidade linear.

6.1.4 Materiais coesivos

O modelo apresentado neste texto foi desenvolvido para materiais friccionais sem coesao.
Uma extensao feita pelos proprios autores incorpora a coesao no material por uma translacao
de tensoes. Considerando-se que o material resista a uma tensao de tragao isotropica de valor
a - pg, pode-se transladar o estado de tensao da forma:
T = 03+ ap. b (6.15)
Apesar de pouco ortodoxa, os autores atestam que esta translacdo de tensoes é fenome-
nologicamente valida para as fungoes de potencial plastico [12], lei de escoamento e potencial
de plastificacdo [13] e para o modelo de elasticidade [15], desde que se defina um estado de
varidveis plasticas inicial no qual a envoltoria de plastificacao passe pela origem do espaco
de tensoes transladado. Isto garante que um material com coesao estard em regime elastico
quando tracionado, o que se observa nos ensaios de laboratorio [13].
Esta abordagem implica na existéncia de um trabalho pléstico inicial para materiais
com coesao. Embora nao haja evidéncias fisicas de que este trabalho plastico exista, a
translacao do espaco de tensoes se demonstra uma ferramenta matematica conveniente para

o tratamento de materiais coesivos [13].

6.1.5 Consideracoes finais

Com relagdo a teoria da plasticidade incremental[4|, ainda falta definir o modulo de en-
durecimento generalizado, necessario para acoplar a teoria de plasticidade com o modelo
apresentado.

A plasticidade do modelo constitutivo emprega como variavel de dano o trabalho plastico

(k = W,). A variagao do trabalho plastico pode ser escrita por:

k=W,=0:¢é,=\o:N) (6.16)

LADE e KiM[12] atentam para o fato de que ¥ é uma fungao homogénea de grau u para

a qual vale a expressao abaixo:
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F=W,=Apl (6.17)

Baseando-se na expressao 3.63, define-se o modulo de endurecimento generalizado por:

H=pu0. (6.18)

Na tabela 6.1 na pagina 102 estao reunidos todos os parametros necessarios para ca-
racterizar um material segundo o modelo de LADE e KiM. Nesta tabela constam tanto os

parametros basicos ou fundamentais quanto os dependentes, assim como expressoes para

determinéa-los a partir dos primeiros.

101



] Variavel \ Descricao

Uy Pondera a evolucao da forma das fungoes potencial
pléastico e critério de plastificacao no plano deviatoérico.
A forma é triangular arredondada para valores altos e
circular para valores baixos. Pode ser aproximado pela
relagao ¥; = 0.00155 - m~127 [12]

o * Relacionada com a interseccao da funcao de potencial
pléstico com o eixo hidrostatico

w* Curvatura da funcao potencial plastico nos meridianos

c* Parametro multiplicativo de ajuste exponencial do
trabalho plastico com 4

p* Expoente do ajuste exponencial do trabalho plastico
com I;

h* Curvatura da funcao de critério de plastificacao nos
meridianos

q Evolucao do critério de plastificacao com o
endurecimento do material

D Determina o efeito do trabalho plastico na funcao de
plastificacdo. E dado por: D = m [13]

P Expoente do efeito do trabalho plastico na funcao de
plastificacio. E dado por: p = 2[13]

m* Curvatura dos meridianos do critério de ruptura

m* Valor da fungao de critério de falha na ruptura

a* Constante da expressao hiperbolica que relaciona o
parametro de endurecimento ¢ com a poximidade do
estado de tensao da superficie de ruptura

M* Parametro multiplicativo da funcao de médulo de
YOUNG

Ak Expoente da expressao de moédulo de elasticidade:
modela a variagao do mesmo com o nivel de tensao

v* Coeficiente de POISSON (constante)

a* Translacao do estado de tensao para materiais com

coesao

Tabela 6.1: Parametros do modelo constitutivo de LADE-K1M

* parametros basicos do modelo, totalizando 12.
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6.2 Modelo de SANDLER e DIMAGGIO

SANDLER e DIMAGGIO [11] elaboraram um modelo constitutivo para solos granulares em
1971 que ainda tem bastante aplicacao. Os simuladores numéricos em desenvolvimento que
almejam integrar as disciplinas de engenharia de reservatorios e de poromecanica apresen-
tam o modelo poroelastoplastico de MOHR-COULOMB e, quando muito, o de SANDLER e
DIMAGGIO como uma alternativa mais sofisticada.

Este modelo constitutivo é associativo e apresenta a envoltoria de plastificacao como a
combina¢ao de duas curvas: um critério ao cisalhamento e uma envoltoria de compressao
movel. Quando aplicado a um modelo elastico linear o modelo consegue controlar dilatancia
excessiva, histerese e um efeito Bauschinger aparente [11]. Outro aspecto positivo deste mo-
delo ¢ a facilidade de obtencao de parametros constitutivos em ensaios simples de laboratorio.

O modelo de SANDLER e DIMAGGIO foi desenvolvido para ajustar resultados de ensaios
em solos granulares com razodvel precisao e satisfazer as condigoes de continuidade, esta-
bilidade e unicidade. Uma atualizacao do modelo foi elaborada em 1976 por SANDLER,
DIMAGGIO e BALADI [50], reescrevendo o mesmo de uma forma mais genérica e apresen-
tando aplicacoes em andlises de impacto para a Agéncia de Defesa Nuclear americana, bem
como para argilas. O modelo genérico apresenta médulo de elasticidade varidvel, uma familia
de leis de endurecimento e a possibilidade de nao controlar a dilatancia excessiva.

Destas duas modelagens de SANDLER e DIMAGGIO o modelo mais comumente empregado
em engenharia de petroleo ¢ o trabalho original de 1971 e ser&4 o modelo descrito e empregado

neste trabalho.

6.2.1 Critério de plastificacao (®) e funcao potencial plastico (V)

Por ser um modelo associativo, as funcao de critério de plastificacao ® e potencial plastico

¥ sao idénticas & = ¥. & = V¥ sao compostas de duas parcelas:
1. critério de plastificacdo de DRUCKER-PRAGER modificado no cisalhamento® f; (117 vV Jg);

2. fechamento & compressao com endurecimento por deformagao (strain-hardening cap)

fa (]17\/7275g)§

Nas defini¢oes acima, I; é o primeiro invariante do tensor de tensoes efetivas e J; o segundo

invariante do tensor deviatorico de tensoes efetivas.

of2
ol

concordancia. fs depende da deformacao volumétrica plastica e faz com que o endurecimento

A funcdo composta de f; e fo é continua, porém nao diferencidvel e com = 0 na

3 A escolha de v/Jz como variavel do modelo em detrimento da variavel pura J, é uma opcdo dos proprios
autores do modelo constitutivo e foi preservada neste texto.
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seja reversivel segundo algumas trajetorias de tensao. Isto ocorre porque, apds uma trajetoria
de carregamento na qual € decrementa, uma trajetoria de cisalhamento com dilatancia por
exemplo, a reducao de P promove o recuo da envoltoria de compressao. Isto nao significa que
a deformacao plastica total recue, significa apenas que a deformacgao plastica volumétrica,
que é empregada no modelo, possa recuar. O controle da dilatancia excessiva segue o mesmo
raciocinio. Quando um material plastifica segundo o critério f; com dilatancia, a envoltoria
de compressao fs recua até o momento em que o ponto de solicitacao passa a se localizar
sobre fy € com % = 0, ou seja, com deformagao plastica isocorica.

f1 e fa sdo definidas por SANDLER e DIMAGGIO de uma forma genérica, conduzindo a
uma familia de func¢oes de plastificacao. Para o ajuste da areia Ranch McCormick os autores
criaram uma especializacao que hoje é confundida com o proprio modelo. Esta especializacao

apresenta as seguintes fungoes:

)

U — { fi (I, R), =1 < L(eP) ; (6.19)

fo (L v/ Je?) . =1 = L()

J1 (—717\/72) = Jo— F(L); (6.20)

£ (11, o, ggj) = {_L;Il)r + [f%r 1 com L= L(); (6.21)

F(Ly=A-C-exp(B-L), (6.22)

sendo f; uma variante do modelo de DRUCKER-PRAGER, f; uma familia de elipses nos eixos
I, e \/J5 com razdo constante* R de comprimento dos semi-eixos e L(eP) o valor de I; na
transicao entre as duas curvas para um dado nivel ! de deformacao volumétrica plastica. A
representacao grafica destas fungoes é apresentada na figura 6.6.

Na figura 6.6 é apresentada a grandeza X (e?) definida pela equagao 6.23 como sendo a
envoltoria do critério de plastificacao na compressao hidrostatica. Esta grandeza é facilmente
mensuravel em laboratorio e possibilita a relagao entre a posicao da envoltoria e a deformacao

plastica volumeétrica medida em laboratério.

X(e?) = L(P) + R - F (L(£)) (6.23)

o %@ariﬁveis R, A, B e C originais do trabalho de SANDLER e DIMAGGTO [11] recebem aqui a denominagoes
R, A, B e C para evitar confusdo com os parametros R de B1oT, forca termodinamica A da modelagem de
plasticidade incremental, pardmetros B do modelo de SKEMPTON e C' do modelo de LADE-KIM.
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4 Linha de Drucker Prager

Linha de Von Mises

.71‘(]1~\/J1 )= 0
— Tangente Horizontal
Tangente Vertical

¥

fl([p\/zﬁ g”):o

A

A
J
h 4

Figura 6.6: Funcao critério de plastificacao no modelo associativo de SANDLER e DIMAGGIO

Para a areia McCormic Ranch os autores SANDLER e DIMAGGIO conseguiram identificar
a relacao entre a deformagao volumétrica plastica € medida em laboratorio com o estado de

tensao I; = X e observaram o comportamento dado pela equacgao 6.24.

eN(X) =W - [exp (D X) — 1.0] (6.24)

Na equacdo 6.24, W e D sdo parametros do modelo®. A posicio inicial da envoltéria a
compressao é escolhida para corresponder a €5 = 0.

Isolando-se o valor de X na equacao de ajuste 6.24 conduz & expressao 6.25 para X (e?).

X =~ (2 410 (6.25)
Ry = |

A lei de escoamento plastico definida pela expressao 3.61 aplicada a funcao 6.19 resulta

na expressao 6.26:

— >
N N1 =Vsfi, I < L(eD)

=) =0 , (6.26)
NQEV&fQM IIZL(F:I;)

®No artigo original da formulagdo do modelo constitutivo de SANDLER e DIMAGGIO[11] o parametro D
¢é definido como D. Esta alteracdo de notacdo tem o propésito de evitar a confusdo deste parametro com o
parametro D do modelo de LADE-KIM.
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— =
onde N; e Ny sao dados por:

gg;lc -Eéexp(Bll)_l_i;g;;/%l -
2l - 30, —1
o B-C-exp(B- 1)+ 2=
of B-C- B.I)+ 3=k
— 0 ex
N, = 9o, = P 1) 6vJ2 : (6.27)
Ofh Tay
87'my \/ﬁ
ofn Tyz
aTyz \/ﬁ
Of Taz
| O0Tza | L VJ2 -
[ of ] - L, 30,—I 7
o0t 7t
gi? IL—L + 3oy —I
o §§ 6
— gf; 2 LoL 4 30:-l
Ny=| o | = e R 6 . (6.28)
Ty (L) Tay
Of .
0Ty yz
K= ! Teo ]

6.2.2 Consideracoes finais

No modelo de SANDLER e DIMAGGIO a variavel de escoamento plastico volumétrico ¥ foi
escolhida como a variavel de dano k. A forca termodinamica A é definida pela expressao
3.64 mas, por simplicidade adotou-se neste trabalho A = k = €. Embora esta simplificacao
viole a definicdo da forca termodinamica, o seu efeito final na teoria da elastoplasticidade
incremental equivale ao da definicao correta.

De acordo com a expressao 6.26, determina-se o modulo de endurecimento H na equacao
6.29 abaixo:

H =2 1, <L
H={ "' Ton 1 () (6.29)

Hy, = A I, > L(e?)

onde H, e H, sao dados por:
o _
lea—Q:ZS-B-C-eXp(B-Il), (6.30)
0 6-([; — L

Hy= 202 (1—2) (6.31)

2 = = —
9A  F(L)R
Finalmente, na tabela 6.2 na pagina 107 sao resumidos os 8 parametros do modelo cons-

titutivo apresentado.
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‘ Variavel ‘ Descricao ‘

Constante na expressao 6.20 de critério de plastificagao
Constante na expressao 6.20 de critério de plastificagao
Constante na expressao 6.20 de critério de plastificagao
Constante na expressao 6.24 de correlagao entre
deformacao plastica volumétrica e nivel de tensao
hidrostatica

S| Qf wf =

=

Razao entre os comprimentos dos semi-eixos da
envoltoria do critério de plastificagdo & compressao (eq.
6.21)

|44 Constante na expressao 6.24 de correlagao entre
deformagao plastica volumétrica e nivel de tensao
hidrostatica

E Modulo de YOUNG (constante)

Coeficiente de POISSON (constante)

<

Tabela 6.2: Parametros do modelo constitutivo de SANDLER ¢ DIMAGGIO

107



Capitulo 7

Ferramentas Computacionais

7.1 Linguagem de programacao C-+ -+

A implementacdao computacional deste trabalho foi realizada na linguagem de programacao
C++ orientada a objetos. A escolha da linguagem C++ decorre do alto nivel de interface
ao programador que a linguagem oferece, robustez, eficiéncia em tempo de execucao, por-
tabilidade e compatibilidade entre os diversos tipos de compiladores e sistemas operacionais
existentes.

O desenvolvimento da programagao orientada a objetos (Object Oriented Programming -
OOP) remonta ao inicio da década de 1980[51]. O suporte a objetos permite um grau de
abstracao maior do codigo em comparagao com linguagens de programacao estruturadas e
possibilita a organizacao do codigo em classes, encapsulando dados e algoritmos e propor-
cionando um conceito de contexto a estes. Esta maior abstracao da linguagem permite ao
programador isolar a implementacao de cada componente em seu contexto ou classe e focar
seus esfocos nos conceitos necessarios a classe. Os objetos instanciados de uma classe pas-
sam a ser tratados como unidades logicas e, uma vez implementados e depurados, tornam-se
ferramentas do programador.

Implementar classes uteis e confidveis pode representar uma tarefa dificil[51], porém a
orientagao a objetos permite incorporar no programa classes existentes, implementadas pelo
programador ou por terceiros, acelerando o processo de implementacao e permitindo agregar
tecnologias que nao sejam de total dominio do mesmo.

Dentre os pontos positivos da orientagao a objetos pode-se citar[51, 52|:

o cencapsulamento: métodos e dados sao definidos em um mesmo contexto. O acesso a
estes métodos e dados pode também ser restrito, aumentando a seguranca e robustez

do codigo;
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o reusabilidade e modularidade: a declaragao de classes facilita o reuso de codigo, inclusive

codigos e bibliotecas compiladas de terceiros;

e heranca: classes podem ser derivadas de outras classes, herdando métodos e dados sem

requerer a reimplementacao destes conceitos;

e polimorfismo: a linguagem permite miltiplas definicoes de funcoes e operacgoes que sao

selecionadas para aplicacao de acordo com o contexto em que sao empregadas;

o legibilidade: por aumentar a abstracao na implementagao, os programas se tornam mais

enxutos e de mais facil leitura;

o cxtensibilidade: a extensao do codigo por programadores nao necessariamente requer o
conhecimento de como as classes existentes foram implementadas, bastando ao progra-

mador conhecer a interface das mesmas.

A orientacao a objetos enfoca na implementacao na representacao de conceitos, enquanto a
programacao procedural enfoca em métodos. O processo de implementacao se torna bottom-
up no sentido em que a construcao do cédigo é calcada primeiro na construcao das classes
ou modulos, do menor para o maior nivel de abstracao.

A programacgao genérica é outro paradigma suportado pela linguagem C++. A linguagem
permite a definicio de tipos ou objetos genéricos (templates) na construgao de classes ou
métodos, permitindo uma maior abstragao dos conceitos a implementar e melhorando a
reusabilidade de codigo. Os argumentos genéricos sao representados entre os sinais < > no
nome das classes e métodos genéricos.

A escolha da linguagem de programacao foi fundamental para o desenvolvimento deste
trabalho. Em primeiro lugar, o trabalho se desenvolveu sobre o pacote de elementos fi-
nitos PZ, desenvolvido em C+-+. Aliado & modularidade, reusabilidade e extensibilidade
permitidas pela linguagem, a extensao do PZ para tratar dos problemas elastoplastico e
poroelastoplastico demandou o emprego de modulos externos, dentre eles o pacote de dife-
renciagao automética descrito a seguir, e do desenvolvimento de novas classes. Além disto, o
desenvolvimento de diversos niveis de moédulos implicitos e tipos de estruturas de dados s6
foi possivel devido ao nivel de abstracao permitido pela linguagem. Pensar em um codigo
como o que foi elaborado com menor abstragao tornaria a implementagao bastante complexa
e, possivelmente, humanamente inviavel.

Finalmente, a linguagem é bem madura e bem documentada na literatura. Ha a disponi-
bilidade de compiladores gratuitos bastante robustos e eficientes, como é o caso do compilador

GCC (GNU Compiler Collection') que foi empregado neste desenvolvimento.

IPagina oficial do projeto GCC' na internet: http://gcc.gnu.org.
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7.2 Ambiente PZ

O ambiente PZ para programacao cientifica é a base deste projeto. De autoria do Professor
PHILIPPE REMY BERNARD DEVLOO, o ambiente PZ é uma colecao de classes que encapsu-
lam os conceitos de matriz, elemento, malha, espaco de interpolagao, refinamento, modelos
constitutivos materiais etc, que podem ser empregadas para montar métodos numeéricos,
dentre estes o método de elementos finitos.

O PZ ¢ um ambiente colaborativo e uma parte significativa deste tem sido desenvolvida
e aprimorada pelos alunos de mestrado e doutoramento orientados pelo professor DEVLOO.
Esta colaboratividade permite que sejam agregados aos desenvolvimentos de cada aluno tec-
nologias de dominio de outros pés-graduandos, promovendo a integracao das pesquisas.

Apesar de um pouco antiga, uma boa descricao da base do PZ pode ser encontrada na

referéncia [1].

7.2.1 Mobdulos

O PZ subdivide-se basicamente em 16 modulos. Estes modulos correspondem aos diretorios
nos quais as implementacoes das classes sao separados e tém a finalidade de prover solucao

computacional para um determinado grupo de tecnologias ou abstracoes, a saber:

e (Common: neste moédulo se encontram as classes e defini¢oes de tipos basicos e servem

para a portabilidade do codigo;

e Util: modulo de utilidades que implementa classes assessorias ao desenvolvimento
cientifico, como por exemplo strings de texto, vetores e pilhas (stack) de diversos tipos,

verificacao de convergéncia de métodos de NEWTON etc;

e (Geom: implementa abstracoes geométricas de elementos béasicos (ponto, aresta, trian-
gulo, quadrilatero, tetraedro, hexaedro e piramide) e as fungoes de mapeamento desde

a geometria de um elemento mestre;

e Shape: contém as classes de construcao das funcoes de forma para cada geometria para

os casos continuo e descontinuo (Discontinuous GALERKIN|[53|);

e Topology: contém as definicoes basicas dos elementos geométricos, tais como numeracao

de ponto, aresta, face e volume, necessarias ao moédulo Geom;

e Material: implementa as diversas variantes de equacoes diferenciais que representam

as modelagens constitutivas dos diversos materiais suportados pelo PZ;
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e Mesh: implementa o conceito de malha. No PZ ha uma distin¢ao entre malha geomé-
trica e computacional. A malha geométrica objetiva a discretizacao espacial do dominio
de analise e contém os elementos geométricos, nos, sistemas de coordenada elementares
e condicoes de contorno. A malha computacional esté relacionada com o espaco de in-
terpolacao da solucao, definindo se este é continuo ou descontinuo, agregando elementos
coputacionais, materiais e o vetor de solucao. As malhas geométrica e computacional

sao inter-referenciadas para troca de informacoes;

o Analysis: gerencia o processo de montagem (assembly) e solucao do sistema de equagoes
relacionado a uma malha computacional. Integradores temporais globais também sao

implementados nas classes de anélise;

e Integral: redne as regras de integracao de GAUSS para uma, duas e trés dimensoes e

diversos graus polinomiais;

e Matriz: implementacoes dos tipos matriciais suportados pelo PZ. Os tipos de arma-
zenamento disponiveis sao: matriz cheia, simétrica cheia, esparsa, esparsa simétrica,
skyline (simétrica), bloco-diagonal, simétrica de banda e matriz frontal, um tipo de ar-
mazenamento que permite a decomposicao da matriz durante a montagem da mesma,
em paralelo. FExiste também a matriz denominada de difusiva, matriz cheia gené-
rica implementada pelo autor deste doutoramento durante o desenvolvimento de seu
mestrado[53|. Esta matriz servia, aquela época, a implementacao de matrizes de di-
fusividade artificial para a estabilizacao espacial de problemas hiperbolicos modelados
por meio de elementos finitos e que requeriam operacoes de matrizes e inversao com
objetos diferenciaveis do tipo FAD. Neste desenvolvimento esta matriz serd empregada
para a resolucao do PVI-EP elastoplastico com objetos do tipo FAD para a obtencao

de derivadas de segunda ordem, conforme apresentado na subsecao 7.3.2.1;

o StrMatriz: Classes que encapsulam o armazenamento de matriz e incluem um contexto
de malha, viabilizando a contribuicao material de cada elemento computacional & matriz

do problema;

o LinearSolvers: define os métodos de precondicionamento e resolucao de sistema de
equacoes modelados como matrizes. A depender do tipo da matriz, podem estar dis-
poniveis diversos métodos de decomposicao. Os métodos iterativos de GAUSS-SEIDEL,

JACOBI e os baseados em gradientes conjugados|54| estdo sempre disponiveis;

e Post: Classes que produzem a saida para pos-processadores. Atualmente os pOs-
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processadores suportados sdo o DX (Data Fxplorer?) e o VTK (Visualization Tool-
Kit?).
e Pre: Classes de pré-processamento e leitura de malha. Atualmente estas classes estao

obsoletas. A preparacao das malhas tém sido feita no ambito de cada programa;

e Save: Modulo que permite salvar e recuperar dados de memoria para disco e vice-versa.

Todas as classes que podem ser salvas em disco devem derivar da TPZSaveable;

e Refine: FElenca os padroes geométricos de refinamento e processos de refinamento au-

toméatico de uma malha.

Como se pode ver, o PZ ¢é realmente um ambiente de programacao cientifica modular e
extensivel. A pagina oficial do PZ, onde se encontram a documentacao atualizada do projeto

e codigo fonte, esta disponivel na internet no endereco http://labmec.fec.unicamp.br/pz/.

’Documentacio disponivel na internet: www.opendz.org
3Documentacio disponivel na internet: www.vtk.org

113



7.3 Diferenciacao automatica

Em modelagens numéricas de problemas de engenharia é comum a necessidade de calculo de
derivadas exatas de fungoes. Seja dada, por exemplo, uma fungao escalar f(x) : & — R na
variavel x. A derivada de f(x) com respeito a x é denominada de f'(x) ou %. Apesar da
derivacao ser uma operacao simples do célculo, a determinacao das derivadas manualmente
pode ser laboriosa e susceptivel a erros de implementagao.

Partindo-se da hipdstese de que a implementacao do algoritmo requer a implementagao
da funcao, é natural que se procure por estratégias numéricas que determinem as derivadas
desta funcao automaticamente. O avanco do poder de processamento dos computadores
e o desenvolvimento das linguagens de programacao tém propiciado o desenvolvimento de
novas formas de célculo automatizado de derivadas desde o surgimento de implementacoes

relativamente maduras de diferenciacao automatica na década de 1990[18].

7.3.1 Técnicas de diferenciacao

Dentre as técnicas de diferenciagdo automatica destacam-se[17]:

e Diferencas finitas;

Diferenciacao simbolica;

Complex Step Method;

Tradutor de codigo;

Forward Automatic Differentiation;

Reverse Automatic Differentiation.

Na subsecao seguinte as técnicas acima, assim como o método analitico tradicional, sao

brevemente descritas, apresentando-se as suas principais vantagens e desvatagens.

7.3.1.1 Meétodo Analitico

Por método analitico entende-se o processo de determinagao das derivadas segundo as regras
do célculo e implementacao manual. Trata-se da melhor opcao de implementagao para a
obtencao de codigos eficientes e deve ser sempre analisada como a primeira opc¢ao, mesmo

quando se dispoe de algoritmos robustos de diferenciagao automatica.
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vantagens:

e derivadas calculadas com precisao, desde que a derivagao esteja implementada correta-

mente;

e eficiéncia em tempo de execucao.

desvantagens:

e para funcoes complexas o desenvolvimento das derivadas ¢ dispendioso e susceptivel a

erros de desenvolvimento e implementacao;
e a atualizacao da formulacao requer reescrever e reimplementar as derivadas;

e a ordem maxima das derivadas determinéaveis depende do grau de complexidade da

fungao original.

7.3.1.2 Diferencas finitas

E o método mais comum de céalculo sisteméatico de derivadas, empregando o proprio conceito

de derivada em intervalos de anélise discretos.

vantagens:

e nao requer reescrever o codigo fonte. Pode ser inclusive empregado em programas ou

bibliotecas compilados, onde nao se tem acesso aos codigos-fonte;

e quando a funcao objetivo é atualizada ou alterada, o calculo das derivadas reflete estas

mudancas imediatamente, sem requerer reimplementacoes das derivadas;

e cstimativas da derivada de segunda ordem podem ser calculadas.

desvantagens:

e o célculo das derivadas é aproximado e dependente do tamanho do intervalo de analise

ou passo h;

e Erros de cancelamento ou truncamento severo podem ocorrer quando o passo h é esco-

lhido muito pequeno;

e dificuldade de balancear o tamanho do passo h para as duas condigoes acima;
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e ineficiente para problemas envolvendo grande quantidade de parametros. Pelo menos
n+ 1 avaliacoes da funcao objetivo sao necessarias para determinar a primeira derivada

parcial com respeito a n parametros;

e derivadas de segunda ordem podem ser estimadas com pequena precisao.

7.3.1.3 Diferenciagao simbélica

Determinacao das derivadas analiticas das fungoes por meio de algebra simbodlica. Programas
maduros de manipulagao algébrica simbdlica ja existem ha& mais de duas décadas e incluem,
entre outras fungoes, calculo diferencial[17]. Estes programas aplicam as regras do célculo e
bibliotecas de derivadas de func¢oes, desenvolvendo as derivadas analiticamente. Alguns destes
programas sao capazes de gerar o cédigo fonte na sintaxe de linguagens de programacao,

facilitando a importacao ou inclusao no programa final.

vantagens:

e as derivadas sao determinadas analiticamente e incorporadas no programa final com o
minimo de intervencdao humana. As derivadas sdo consistentes e minimiza-se o risco de

erros de implementacao;

e derivadas de qualquer ordem podem ser geradas.

desvantagens:

e as derivadas obtidas por manipuladores simbolicos envolvem mais passos matematicos
que aquelas derivadas com intervencao humana e implementadas manualmente. Para
fungoes complexas a manipulacao algébrica tende a produzir expressoes grandes e pouco

eficientes computacionalmente;

e requer acesso ao codigo-fonte, nao podendo ser empregada em bibliotecas ou programas

compilados;

e a atualizacao ou alteragao da fungao-objetivo requer submeté-la novamente aos mani-

puladores algébricos;

e em algoritmos com linha de execucao complexa, niveis de indirecao e alternagao de
contexto por verificacoes condicionais, a elaboracao de uma formulacao fechada auto-

maticamente pode ser inviavel.

116



7.3.1.4 Complex Step Method

Similar ao método de diferencas finitas, emprega a aritimética de nimeros complexos para
determinar boas estimativas da primeira derivada.
Uma fungao f(z) avaliada em um ntimero complexo z = z + ih pode ser desmembrada

em um componente real fR(z) e um imaginario f(z) como apresentado na equagao 7.1.

f(z) = [R(z) +ifS(2) (7.1)

A expansao de TAYLOR sobre a parcela imaginaria f3(z) truncada no termo de primeira
ordem é apresentada na expressao7.2[17]. Se h for suficientemente pequeno, pode-se estimar

a derivada f'(z)como apresentado na equacao 7.3.

S(x +ih) = hf'(z) + O(h?) (7.2)
i) = PEEI 4 oy (7.3)

Diferente do esquema de diferencas finitas, no método de passo complexo o valor do passo
h pode ser extremamente pequeno sem resultar em erros de cancelamento ou truncamento
severo, desde que a linguagem empregada implemente as parcela imaginaria da &lgebra de
nameros complexos corretamente. Segundo BOUDJEMAA et al[17], valores tdo pequenos
quanto 107% podem ser empregados para h. A tinica preocupacdo passa a ser a perda de
precisao por "underflow", a substituicdo por zero de valores abaixo da precisdo de ponto

flutuante da méquina.
vantagens:
e pode determinar as derivadas com 6tima precisao (limitadas pela precisao numérica da
maquina);
e método facil de implementar em linguagens que nativamente contemplam aritimética
de ntimeros complexos, tais como Fortran90 e Matlab|17|;
desvantagens

e ineficiente para problemas que envolvem grande niimero de variaveis, tal qual o método

de diferencas finitas;

e a depender de como a linguagem implementa algumas fun¢oes, podem ocorrer erros de

cancelamento por subtracao;
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e derivadas de segunda ordem podem ser apenas estimadas.

7.3.1.5 Tradutor de coédigo

Denominado em inglés de método “souce-to-source”, é bastante similar ao método de di-
ferenciagao simbolica. O tradutor é um programa que interpreta um arquivo contendo a
implementacao da funcao e gera um arquivo de saida com a funcao e as derivadas, pronto

para compilar.

vantagens:
e pode diferenciar grandes blocos de codigo de forma automatizada;
e 0 codigo gerado é moderadamente eficiente;

e pode ser aplicado a linguagens que nao oferecem suporte a sobrecarga de funcoes;

desvantagens:

e a implementacao do tradutor é bastante complexa;
e nem todos os recursos de programagao sao contemplados;

e requer acesso ao codigo-fonte.

7.3.1.6 Forward Automatic Differentiation

O método Forward Automatic Differentiation (FAD) calcula as derivadas passo a passo,
seguindo a avaliagao da funcao-objetivo. A avaliacao da funcao é subdividida em funcoes e
operacoes elementares unérias e binarias de derivadas conhecidas. A derivada da funcao é
acumulada por meio da aplicagao da regra da cadeia a estas fungoes ou operacoes elementares.

Sejam dadas, por exemplo, fung¢oes escalares unaria elementares f(x) e g(x) no conjunto

-, . _ T . - ~
de variaveis x = [z, 21, ..., 1] com derivadas conhecidas dadas pelas expressoes 7.4 e 7.5.

_ [or ar  of 1"

VXf(X) - |:8.f1707 axlw"v 8xn_1:| (74)
dg Odg dg T

Vy9(x) [8%7 Dap’ axn_l} (7.5)

Da mesma forma, seja dada ainda uma operacao escalar binaria © < a,b > com derivada

dada pela equacao 7.6.
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T
Va® < a,b>= {86 8@}

50’ 3b (7.6)

A derivada da operacao © < f(x),g(x) > com respeito a x é obtida em operacoes

elementares como na expressao 7.7.

00 900 90 o5 90 oy "
of 0xy  0g Oxy’ ~ Of Oxp_y  0g Oxp_y

Definindo-se agora uma estrutura de dados A que concatene o valor da fungao objetivo

V.0 < f(x),9(x) >= { (7.7)

e as derivadas parciais conforme apresentado na equacao 7.8, pode-se redefinir as funcoes da

expressao 7.6 e do operador 7.7 conforme apresentado em 7.9.

A = [val(A)|dif f(AT]" (7.8)
T
|:a % 59_55&1 3Iia—1i|
) = [fw] 2o ]
B = (o)) g (7.9
r T
B o diff(A)
OFAD « f(A),¢(B) > = _@<Ual(A),val(B))> [% %] [diff(B)

Por meio da definicao da estrutura de dados, operacoes e funcoes elementares conforme
apresentado nas expressoes 7.8 e 7.9 pode-se acumular a derivada de qualquer funcao com-
posta, passo a passo.

Observa-se na estrutura 7.8 que, para o calculo de n derivadas parciais de uma funcao,
o armazenamento de cada variavel corresponde ao de um vetor de n + 1 posicoes onde
uma delas representa o préprio valor da funcao. As funcoes e operacoes elementares também
precisam ser reimplementadas para lidar com esta estrutura de dados. Esta reimplementacao
implica em se empregar funcoes definidas pelo usuério em cada operacao ou funcao atéomica
e estas implementacoes, em geral, sao bem menos eficientes do que as fungoes e operagoes
atomicas disponiveis nas linguagens convencionais. Finalmente, de acordo com a linguagem
de programacao, a redefinicao dos operadores pode implicar em cépias implicitas de variaveis,

o que também penaliza a eficiéncia da execucao.
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vantagens:

e calculo de derivadas corretas e exatas;

e relativamente facil de implementar, envolvendo apenas o conhecimento das regras ele-

mentares do calculo diferencial;
e derivadas de segunda ordem e ordens mais elevadas podem ser calculadas;

e eficiente em problemas com pequeno numero de variaveis independentes.

desvantanges:

e requer acesso ao codigo fonte a diferenciar para poder alterar as variaveis nas quais as

funcoes sao avaliadas;

e 0 algoritmo requer a declaracao de um novo tipo de variavel e a linguagem de progra-

macao deve suportar a sobrecarga de operadores;

e o calculo de derivadas de segunda ordem e ordens mais elevadas requer a formalizacao

de uma estrutura de dados mais complexa.

7.3.1.7 Reverse Automatic Differentiation

O método de diferenciacao automaética reversa (RAB) é contemporaneo do FAD, sendo uti-
lizado desde a década de 1960[17]. o método RAB se baseia na teoria da anélise de sensibi-
lidade adjunta de equacoes diferenciais e requer a declaracao de um tipo de variavel similar
ao empregado no método FAD.

O célculo das derivadas ¢ processado em dois passos: um primeiro passo em que as
varidveis adjuntas sao calculadas e um segundo passo na direcao reversa da avaliagao da
funcao-objetivo na qual as derivadas sao determinadas.

Este método é o que apresenta implementacao mais complexa dentre os apresentados. A
necessidade de um processamento reverso implica na implementacao de listas de ponteiros,
arvores binarias e em um cuidadoso gerenciamento de memoria. Por outro lado, o custo
computacional do calculo das derivadas é constante e independe do nimero de varidveis

independentes do problema.

vantagens:

e calculo de derivadas corretas e exatas;
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e eficiente em termos de custo computacional, especialmente importante para problemas

com grande nimero de variaveis;

e cficiente também com relagao aos requisitos de memoria, também independente do

nimero de variaveis indepentes.

desvantangens:

e requer acesso ao codigo fonte;
e necessidade de declaracao de um novo tipo de varidvel e sobrecarga de operadores;

e complexa estrutura de dados.

7.3.2 Pacote FAD

Neste trabalho optou-se por empregar o pacote de diferenciacdo automatica FAD (Forward
Automatic Differentiator) que, por coincidéncia, tem a mesma sigla da tecnologia que em-
prega. Este pacote foi desenvolvido pelos pesquisadores PIERRE AUBERT, NICOLAS DI
CESARE e OLIVIER PIRONNEAU|[18], este dltimo professor da Université Pierre et Marie
Curie em Paris.

FAD é um pacote escrito em C++ que se emprega da sobrecarga de operadores para
a construcao do diferenciador automéatico. O pacote é gratuito e disponibilizado em trés

estruturas de classe que diferem com relacao a tecnologia que empregam:

e FAD: implementa a diferenciacao empregando expression templates. A estrutura de
dados de derivadas é armazenada em um vetor alocado dinamicamente durante a ini-

cializacao da classe;

o TinyFAD: utiliza sobrecarga de operadores no lugar de expression templates. As de-
rivadas sao armazenadas em um vetor alocado estaticamente e o nimero de variaveis
¢ definido em tempo de compilacao. Para melhorar o desempenho, especializacoes da

classe sao fornecidas para ntimero de varidveis independentes entre 1 e 20;

o TinyFADET: usa a tecnologia de expression templates e memoria alocada estatica-

mente.

Destas opcoes a mais eficiente em termos de tempo de execucao é a TinyFADET, escolhida
para a implementagao dos programas neste trabalho. Segundo [18], o célculo das derivadas

com a classe tipo FAD ocorre em aproximadamente o dobro do tempo necessario para o
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calculo com a classe TinyFADET. AUBERT, DI CESARE e PIRONNEAU lembram também
que o emprego de expression templates aumenta a viabilidade do emprego da diferenciacao
automatica do tipo forward em relacao as técnicas backward.

A tecnologia de expression templates possibilita executar operacoes simbolicamente em
uma etapa de pré-compilagdo do compilador. O pacote FAD se beneficia da tecnologia ao
encadear as fungoes atomicas na formulagao da derivada por meio da aplicacao da regra da
cadeia de forma que o compilador enxerga o cédigo como uma funcao tnica. Este enca-
deamento no pré-compilador minimiza o nimero de indirecoes de memoria na execucao do
programa, alinhando o c6digo como se ele tivesse sido escrito sequenciado, aumentando a
eficiéncia em tempo de execucao. Por outro lado, a compilacao fica bem mais complexa e
morosa, podendo se tornar invidvel em alguns casos. Este ¢ um dos motivos de existirem
as diversas opgoes de classes FAD, podendo o usuario empregar um tipo de classe de maior
eficiéncia de compilagao na fase de depuracao do c6digo e uma mais eficiente em tempo de
execucao para a versao final e testes mais longos.

Em trabalho anterior|55], o orientador e o autor desta tese desenvolveram o célculo da
matriz de rigidez e vetor de carga de problemas de elasticidade e hiperelasticidade com
base na derivacao do potencial de energia por meio das classes FAD. Neste artigo a relacao
entre o desempenho do diferenciador e o método direto (implementacao analitica) foi de

aproximadamente 3.3, ou seja, 3.3 vezes mais lento com FAD.

7.3.2.1 Derivada de segunda ordem

As classes FAD se empregam também da técnica de programacao genérica. O tipo de objeto
sobre o qual o pacote FAD trabalha é definido pelo programador durante a implementacao.
Pode-se, por exemplo, instanciar objetos FAD baseados em varidveis de ponto flutuante com
precisao definida pelo programador. As implementacoes deste doutoramento se beneficiaram
desta funcionalidade para permitir o calculo das derivadas de segunda ordem, encadeando
(nesting) objetos do tipo FAD de forma que as primeiras derivadas fossem calculadas também
com FAD. Nesta documentacao a técnica de encadeamento de objetos FAD seré denotada
por FADFAD.

Seja dada, por exemplo, uma fungao F(x) diferenciavel até a segunda ordem, onde y =
[zo, 21, ...,xn,l]T ¢ o mesmo conjunto de n varidveis independentes definido na subsecao
7.3.1.6. O célculo da funcéo F(x) com objetos do tipo FADFAD pode ser representado como

na expressao 7.10.
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_ oA
val = [val ‘ dxg dry -+ dz,— ]
T
dl‘o = [Ual ’ dCL’O de‘l Tt dl’n_l ]
T
]:FADFAD(X) = dx, = [val drg dry --- dx,—1 ] (7.10)
. T
dTp_1 = [val ‘ dxo dry -+ dx,— }

Tabulando-se a informacgao da expressao 7.10 na forma de matriz, obtém-se a represen-
tacao apresentada na equacao 7.11. Nesta representacao o valor da fungao corresponde ao
primeiro elemento da primeira linha e nota-se que cada primeira derivada parcial da funcao
F(x) aparece duas vezes, uma na primeira coluna a partir do segundo elemento e outra na
primeira linha, também a partir do segundo elemento. A submatriz ignorando-se a primeira

linha e coluna corresponde & Hessiana (V?(e)) da fungao F(x).

> T
fFADFAD(X) _ F VX:F
simetrico - =, 2T
I VF Vx (F)
[ OF OF oOF .. oF ]
dxo Ox1 Oz2 Oxp—1
OF PF ?F ?F . 2F
on axi 8:0161}0 8I20I0 8:vn_18:(:0
OF 9> F 9> F 9> F . 9> F
oz O0xoOx 2 0x20x OTy_10x
_ 1 02 1 8;31 22 1 21 1 (711)
OF 0°F 0°F O°F . 0°F
Oza 0x00x2 Oz10x2 O0x3 0Ty _10T2
OF 0*F 02 F 02 F . 0*F
Orpn_1 Oxg0rn_1 O110THn_1 Ox20THn_1 890%_1

A matriz definida na expressao acima ¢é simétrica. A transposta da hessiana (ViT (F))
aparece por puro rigor mateméatico. O encadeamento de classes FAD, entretanto, promove
o calculo da matriz completa, incluindo os termos simétricos que teriam sido calculados
apenas uma vez caso uma expressao fechada para as derivadas estivesse disponivel. Esta
redundancia nos calculos penaliza a eficiéncia computacional e implica em quase dobrar o
nimero de céalculos e requisito de armazenamento.

Neste texto denomina-se a abordagem apresentada como encadeamento simétrico de clas-
ses FAD. A denominacao simétrico surge da simetria da formulacao, calculando-se nas mes-
mas variaveis independentes as derivadas primeira e segunda. Uma alternativa vislumbrada
neste trabalho foi a do emprego de encadeamento de classes FAD assimétrico, no qual con-

. .. o T o T .
juntos distintos x = [xg, 21, ..., Tpn_1] € w = [wo,wq,...,wy_1]" sdo empregados para as

123



derivadas objetivo e ferramental, respectivamente. A derivada-objetivo representa o objeto
da diferenciacao, o resultado desejado. A derivada ferramental neste texto representa a tl-
tima instanciacao das classes FAD e é empregada para a elaboracao de esquemas numéricos
(como por exemplo o método de NEWTON de solugao de equagoes) para obtengao da solugao
com derivadas-objetivo.

Para facilitar a compreensao, toma-se o proprio problema do PVI-EP em que tal ferra-
menta serd empregada. Na equacao 3.94 é definida a expressao para o residuo EPVI(UPW)
no conjunto de variaveis vpy;. O objetivo da resolugdo do PVI-EP ¢ a determinagao do
estado de deformacao plastica final dado uma deformacao total imposta. Com este estado
final pode-se calcular a parcela elastica das deformagoes e, consequentemente, o estado de

tensoes finais. O célculo do residuo RE3? empregando-se variaveis do tipo FAD inicializadas

para calcular as derivadas com respeito as variaveis do PVI (7547) torna a montagem do
método de NEWTON proposto imediata. Esta diferenciacao é denominada neste texto de
ferramental. Por outro lado, caso estas derivadas ferramentais sejam calculadas com objetos
também do tipo FAD mas inicializadas para calcular as derivadas com respeito ao incre-
mento de deformagao total imposto (Ae) pode-se, ao final da resolugdo do PVI-EP, obter as
derivadas-objetivo V acUpyr.

Na expressao abaixo é apresentada uma representacao das derivadas calculadas conforme
ilustrado acima para cada componente do residuo ]:?g{}?F AD " Observa-se agora que, caso
X Nw = @, ndo existem termos repetidos e o encadeamento assimétrico de objetos do tipo

FAD se apresenta mais eficiente.

f-FADFAD (X (.d) _ F Vwﬂ
assimetrico ) - =, =
I Vi F VYV Vu(F)
[ OF OF oFr ... _oFr ]
Jwo ow1 Owa OWm—1
OF 9*F O*F 9*F L. O*F
oxg Owpdxg Ow10xg Ow20xq OWim—10T0
OF 0*F 92 F 0*F . 0*F
. Oz1 OwoOzx1 w10z Qw2011 Owm—1011 (7 12)
- OF 9*°F 0°F 9*°F . 9*°F :
Oxo OwpOxa Ow10x2 Ow20x2 OWypy— 1022
OF 92 F 0*°F 9°F . Q*F
| Orn—1  Owolxn—1 Owi10Tn—1 Ow20Tn-—1 OWm—10Tn—1

Como resultado final da formulagao assimétrica obtém-se o valor da funcao F, o gradiente
completo ﬁXUw}" e a matriz Vxﬁw}" - ViUw}", a parte de interesse da Hessiana completa
V2 F.

xUw
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7.4 Pacote VTK

VTK*(Visualization Toolkit) é um pacote open-source de computagao grafica cientifica para
visualizacao e processamento de imagem desenvolvido em C++ pela empresa Kitware Inc.
Esta empresa disponibiliza também um poés-processador gratuito que permite construir vi-
sualizagoes expeditas de resultados de malhas computacionais em diversos sistemas opera-
cionais. Este programa, chamado Paraview®, foi empregado neste desenvolvimento como
pos-processador grafico.

O programa Paraview encapsula as classes VT'K em uma interface grafica e simplifica o
uso do pacote. Para pds-processar uma solucao basta produzir um arquivo de entrada para o
Paraview que informe, segundo sintaxe propria, a topologia da malha e as diversas solucoes

nodais escalares e vetoriais.

4Pagina oficial do pacote VTK na internet: www.vtk.org.
SP4gina oficial do programa: www.paraview.org.
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Capitulo 8
Implementacao

A implementagao do problema proposto neste doutoramento (vide segao 2) foi subdividida

nos seguintes modulos para simplificar a depuracao e os testes:

o Plasticity: modulo de decomposicao elastoplastica de deformacoes, responséavel pela

integracao do PVI-EP descrito na subsecao 3.2;

e FElastoPlastic: modulo de simulagao por elementos finitos para resolver problemas elas-

toplésticos (subsecao 4.8.4);

e PoroFElastoPlastic: médulo de simulagao por elementos finitos para problemas poroe-

lastoplasticos com integracao temporal implicita (subse¢ao 5.2.1).

8.1 Algoritmo de decomposicao elastoplastica

Também denominado de elastoplastic loop ou moédulo Plasticity, este algoritmo tem o propo-
sito de resolver o integrador do PVI-EP apresentado na subsecao 3.2.5 com as seguintes

tecnologias:
e Esquema de integracao de EULER trapezoidal simétrico (subsegao 3.2.4.3);

e Integrador implicito (subsecao 3.2.5.2) com jacobiana do residuo do PVI-EP consistente

obtida por meio de diferenciagdo automética (subsecao 7.3) do tipo FAD;
e Suporte a critérios de plastificacdo multiplos (subsegao 3.2.5.3);
e Subincrementagao de passo de deformagao com controle de erro (subsecao 3.2.5.4);

e Busca linear do ponto de inicio de plastificacao em trajetoria que implique em plastifi-

cagdo (subsecao 3.2.5.5);
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e Suporte a materiais com endurecimento isotropico e plasticidade perfeita, esta sujeita

ao esquema de estabilizagao proposto na subsecao 3.2.5.6;

e (Calculo de tensor constitutivo elastoplastico por meio de diferenciacao automatica de
segunda ordem empregando-se formulagao assimétrica (subsecdo 7.3.2.1) para aumento

de eficiéncia computacional;

e Implementacao dos modelos constitutivos de LADE-K1M (subsegio 6.1) e de SANDLER
e DIMAGGIO (subsegao 6.2).

Como se pode observar, a implementacao do algoritmo de decomposicao elastoplastica envolve
o emprego de quase todas as tecnologias descritas neste texto, excluindo-se apenas aquelas
relacionadas a poroelasticidade e poroelastoplasticidade. Este algoritmo representa a peca
fundamental para habilitar no PZ a modelagem de problemas elastoplasticos, como sera

abordado na subsecao 8.2 adiante.

8.1.1 Classes implementadas

A implementacao da decomposicao elastoplastica vém sendo desenvolvida no Laboratorio de
Mecanica Computacional da Faculdade de Engenharia Civil da UNICAMP, LabMeC, desde
meados de 2002. Em agosto de 2004, data de inicio deste trabalho de doutoramento, a mo-
delagem ainda era muito incipiente e muito pouco robusta. No decorrer do desenvolvimento
deste doutoramento houve a necessidade de se reimplementar as classes, reescrevendo pra-
ticamente todo o codigo para produzir um algoritmo estavel, robusto, de precisao numérica
controlada e capaz de calcular a derivada da decomposicao elastoplastica com respeito ao
incremento de deformacgao imposto, funcionalidade fundamental ao célculo do tensor consti-
tutivo.

O processo de abstracao dos componentes bésicos da plasticidade incremental resultou na
elaboragao de um conjunto de classes. Estas classes serao brevemente descritas neste texto,
evitando-se entrar em peculiaridades da implementacao referentes a linguagem escolhida.

Na figura 8.1 apresenta-se um diagrama de colaboracao simplificado incluindo as ligacoes
logicas de heranca e agregacao das classes implementadas. As caixas negras representam
os modulos ou diretoérios principais do PZ, as caixas brancas com moldura as classes do PZ
empregadas. A caixa cinza escura representa o médulo Plasticity, composto das classes repre-
sentadas em cinza claro. As linhas tracejadas correspondem & agregacao e as cheias a heranca,
apontando para as classes pais. As linhas finas em cinza claro representam ligagoes logicas
referentes a instanciagao especializada de classes genéricas. As referéncias as variaveis do tipo

int nativo da linguagem C++ foram suprimidas para simplificar a representacao. Observa-se
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Figura 8.1: Diagrama simplificado de heranca e agregacao do modulo Plasticity

que este modulo emprega apenas as classes vetoriais do PZ que podem ser substituidas por
classes genéricas (STL', por exemplo) para maior portabilidade do pacote.

A classe principal deste algoritmo, a que implementa os algoritmos de montagem e solucao
do PVI-EP, ¢é a classe TPZPlasticStep<YC t, ER_t, TFA t>. Os argumentos entre < >
sao genéricos (template) e precisam ser informados pelo programador para que o compilador
saiba montar as instancias da classe. Estes argumentos tém a finalidade de incorporar aos
algoritmos da classe TPZPlasticStep<> o comportamento de um modelo constitutivo da

seguinte forma:

e YC t (Yield Criteria Template): argumento genérico para a classe que implementa

1 Standard Template Library - Biblioteca open-source de classes genéricas para a linguagem C+-+.
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o critério de plastificacdo ®(o, A) e a direcao de escoamento plastico N (o, A). Estas
funcoes podem representar problemas de plasticidade mono- ou multisuperficie. Nos
casos em que o modelo constitutivo requeira a implementacao de uma superficie de
falha, ruptura ou de inicio de comportamento de enfraquecimento (softening) material,
as implementagoes também devem ser feitas nesta classe. Esta classe pode também ser

genérica, o que facilitaria a montagem de modelagens associativas ou nao-assiciativas;

e FER t (FElastic Response Template): argumento genérico para agregacao de um com-

portamento de regime elastico ou lei de elasticidade;

e TFA t (Thermoforce-A Template): argumento genérico para informar o modelo de
evolucao de forca termodinamica isotropica de acordo com a evolugao da variavel de

dano k durante a plastificacdo com endurecimento ou enfraquecimento.

O sistema implementado é bastante verséatil & medida em que as variantes de implementacao
destes trés parametros podem ser combinadas, gerando-se uma quantidade grande de modelos
distintos.

Além da classe principal, foram implementadas classes auxiliares para a abstragao dos

seguintes conceitos:

e TPZTensor<T>: implementa um tensor simétrico de segunda ordem 3 x 3 no argu-
mento genérico T' que pode ser, por exemplo, um ntimero de ponto flutuante ou classe
FAD. A classe armazena o tensor na sua forma vetorizada 6 x 1, podendo ordenar in-
ternamente os elementos no vetor de acordo com a proposta do programador. A classe
implementa as funcionalidadas basicas do tensor, como calculo de invariantes e inva-
riantes do tensor deviatorico associado, bem como conversoes para as representacoes

vetorial ou matricial nas classes matriciais definidas no PZ.

e TPZPlasticState<T>: implementa um conceito de estado de varidveis plasticas, ttil

aos algoritmos da classe principal. A classe representa uma agregacao de:

— fEpsT: um tensor do tipo T'PZTensor < T > para armazenar o estado de defor-

magao total €;

— fEpsP: um tensor do tipo T'PZTensor <'T' > para armazenar o estado de defor-
magao plastica e?;
— fAlpha: um escalar do tipo 7T para armazenar a variavel de dano k.

o TPZPlasticIntegrMem: durante a integracao do PVI-EP pode ser necessaria a subin-

crementacao da deformagao total imposta. Por razoes que serao apresentadas adiante
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na descricao dos algoritmos, é necessario armazenar o histérico das solugoes interme-
diarias dos passos de subincrementacao, tarefa esta realizada por um vetor de objetos
da classe TPZPlasticIntegrMem. Esta classe nao é genérica pois se sabe de antemao
que serd empregada apenas com variaveis do tipo REAL, variavel de ponto flutuante

de precisao dupla. A classe agrega os seguintes dados:

— fPlasticState: um objeto do tipo TPZPlasticState< REAL> para armazenamento

do estado de plastificacao do material;
— fk: um REAL para armazenar o passo k da incrementacao, sendo 0 < k < 1;

— fLambda: um REAL para armazenar o resultado \;; de uma anéalise de busca linear

(line search);

— fDelGamma: um vetor de REAL para armazenar os multiplicadores A\ de escoa-

mento plastico, um para cada funcao de plastificacao;

— fValidEqgs: um vetor de inteiros representando quais equacoes de critério de plas-

tificacao sao ativas.

TPZYCLadeKim: implementa o calculo do critério de plastificacdo ®(o, A) (subsecao
6.1.2), a lei de escoamento plastico N(o, A)(subse¢ao 6.1.1) e o critério de ruptura

fn(o) (subsecdo 6.1.2) para o modelo de LADE-KIM;

TPZLadeKimThermoForceA: implementa o calculo da forca termodinamica associada

a variavel de dano x no modelo de LADE-KIM (subsecoes 6.1.2 e 6.1.5);

TPZLadeNelsonElasticResponse: implementa a lei de elasticidade nao-linear definida

por LADE e NELSON (subse¢ao 6.1.3);

TPZYCSandlerDimaggio: implementa o calculo dos critérios de plastificagdo ¢ (o, A) e
leis de escoamento plastico N (o, A) associativos para o modelo constitutivo de SANDLER

e DIMAGGIO (subsegdo 6.19) ;

TPZSandlerDimaggio ThermoForceA: implementa o calculo da forca termodinamica A

associada a evolugao da varidvel de dano €2 (subsecdo 6.19) .

Finalmente, foram necessarias ainda a implementacao das classes TPZLadeKim e TPZSan-

dlerDimaggio. Estas duas classes encapsulam (wrapper classes) as funcionalidades da classe

genérica TPZPlasticStep<YC t, ER_t, TFA t> para as devidas especializacgoes, facilitando

a inicializacao dos dados e evitando confusao no momento de construcao das classes. No caso

particular da classe TPZLadeKim, este encapsulamento foi fundamental & implementacao da
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translacao dos critérios de plastificacao, escoamento plastico e ruptura para a modelagem
artificial de materiais com coesao, conforme apresentado na subsecao 6.1.4.

Vale lembrar que no modelo de SANDLER e DIMAGGIO a lei eldstica é linear. Para a
montagem da classe TPZSandlerDimaggio, a classe de resposta elastica escolhida foi TPZE-

lasticResponse, a tnica que remonta da implementacao disponivel no ano de 2004.

8.1.2 Algoritmos principais

A classe principal, TPZPlasticStep<YC t, ER_t, TFA t>, retne a logica da integracao

elastoplastica. As principais varidveis internas desta classe sao:

o fResTol: tolerancia dos métodos de NEWTON de minimizacao de residuo. Um valor

tipico ¢ 107%;

e fIntegrTol: toleranica relativa do método de controle de erro durante a integragao (eq.
3.105). Valor tipico de 107°. A reducao demasiada deste parametro pode implicar em
perda de convergéncia ou travamento por erros de truncamento na determinacao do

desvio da integragao;

o fMaxrNewton: nimero maximo das iteragoes de NEWTON, a partir do qual a solucao é
admitida truncada com emissao de aviso (warning) no arquivo de registros de execugao

(log). fMaxNewton = 30 é um valor tipico.

o fMinLambda: menor multiplicador admitido em método de busca linear acoplado a um
método de NEWTON. O valor default do integrador implementado é 1, inibindo a busca

linear;

o fMinStepSize: tamanho relativo do menor subincremento permitido na integracao do
PVI-EP. Quando o subincremento requerido é menor que fMinStepSize para garantir
a tolerancia fIntegrTol desejada na integracao, trunca-se o método de controle de erro
e admite-se o passo de tamanho fMinStepSize com emissao de aviso no arquivo de
registros de execugao. O intuito desta restricao é evitar que o codigo deixe de evoluir
por refinar excessivamente a subincrementacao em um passo de carregamento, ficando
possivelmente limitado ao erro de precisao da maquina. Este parametro evita que uma

restricao excessiva de fIntegrTol trave a execucao do integrador. Um valor tipico é de
1073,

As funcbes ou métodos principais da classe TPZPlasticStep<YC t, ER_t, TFA t> sao

listadas abaixo:
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e métodos privados (implementagdes internas):

— ComputePlasticVars;
— IsStrainFElastic;

— FindPointAtYield,;
— PlasticResidual;

— Initialize ValidFEqs;

— RemovelnvalidEqgs;
— ProcessStrain;

— PlasticIntegrate;

— ComputeDep;

— ProcessLoad.
e métodos publicos (interface):

— ApplyStrain;
— ApplyStrainComputeSigma;

ApplyStrainComputeDep;

ApplyLoad.

Nas subsecoes abaixo estes métodos sao brevemente descritos. Nos casos em que se faz ne-
cessario, algoritmos destas implementacoes sao apresentados. Para facilitar a leitura destes
algoritmos, as varidveis sao apresentadas com notacao simplificada, nao obedecendo as de-
finicoes de nomenclatura deste texto definidas na subsecao 1.3. A identificagdo do tipo de

cada variavel fica a cargo do contexto.

8.1.2.1 ComputePlasticVars

Este método agrupa o célculo do estado de tensoes o e a forca termodinamica A a partir do
estado State de varidveis plasticas da classe. Este agrupamento tem o intuito de otimizar o

reuso de codigo e é apresentado no algoritmo 8.1.
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Algoritmo 8.1 ComputePlasticVars
1 ComputePlasticVars(State)
{
€ «— State.c — State.e?
o «— fER.Compute(c°)
5 A« fTFA.Compute(State.x)
return o, A

T}

8.1.2.2 IsStrainElastic

Implementa a verificagao de pertinéncia do estado de deformacao proposto ao dominio elas-
tico. Quando pelo menos uma fungao do critério de plastificacao é violada o método retorna
false, indicando que o estado de deformacao State proposto viola a elasticidade. Quando
todas as funcoes do critério de plastificacao indicam elasticidade, o dominio do estado de

deformagao é elastico (true), conforme apresentado no algoritmo 8.2.

8.1.2.3 FindPointAtYield

Para um dado tensor de deformacao €,,; imposto, pode-se calcular o incremento de defor-
macoes Ae em relacdo ao estado de deformacao atual €,, conforme apresentado na linha 3
do algoritmo 8.3. O método FindPointAtYield calcula um vetor de escalares ag que repre-
sentam, para cada funcao de plastificacao, os multiplicadores do incremento de deformacoes
Ae para os quais cada uma das fungoes de critério de plastificacdo correspondentes indi-
que plastificacdo iminente, ou seja, ®;(o, A) = 0. A resposta do método é o menor destes
multiplicadores positivo, conforme apresentado na linha 25 do algoritmo. Este multiplicador
representa o limiar do regime eléstico para um dado estado de variavel de dano e de tensor
de deformacoes plasticas eP.

Na implementagao aqui apresentada o método de NEWTON ¢ realizado em paralelo em
todas as funcoes de critério de plastificacao. O método foi documentado desta maneira
para simplificar e reduzir a notacao do algoritmo, mas no programa real esta implementacao
foi serializada entre as diversas func¢oes, aumentando a eficiéncia do cédigo por possibilitar
numero de iteragoes diferentes para cada funcao de plastificacao.

O célculo das derivadas com respeito a ag foi realizado por meio de diferenciagao automa-
tica. O método denomiado de FxtractTangent tem a funcao de extrair a tangente a partir
do objeto FAD. O método Solve inverte o sistema de equagdes. Como a implementagao

de fato foi realizada serializada, o método Solve é realizado em escalares e assume a forma

AO[q;. = —@/(8@/80@)
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Na linha 20 do algoritmo verifica-se se as propostas dos elementos de ag se encontram
entre 0 e 1, sendo forgados a 1 quando contrario. Esta verificagcao tem o proposito de selecionar

a correta resposta para g, conforme apresentado na subsecao 3.2.5.5.

8.1.2.4 PlasticResidual

O método implementa o calculo do residuo implicito do PVI elastoplastico (eq. 3.71) para
um método de segunda ordem de EULER trapezoidal simétrico (subsecao 3.2.4.3), forne-
cendo também uma estimativa do erro cometido em um método de primeira ordem de Euler
explicito para viabilizar o controle de erro no integrador plastico. PlasticResidual é uma
implementacgao bastante simples conforme se observa no algoritmo 8.4, mas deve ser gené-
rica para permitir ser chamada com argumentos do tipo REAL, FAD ou FADFAD. Para a

implementacao de integradores de ordem ainda superiores basta reimplementar esta funcao.

8.1.2.5 Initialize ValidEqs

A selecao das funcoes de critério de plastificacao que indicam dominio elastico violado refe-
rente ao primeiro passo da selegdo de fungoes ativas (subsecao 3.2.5.3) é realizada na fungao
Initialize ValidEqgs.

8.1.2.6 RemovelnvalidEqs

O segundo passo da verificagdo de funcgoes de critério de plastificacao ativas, referente a
verificagao dos multiplicadores de escoamento plastico positivos (subsegao 3.2.5.3), é realizada
neste método. O método retorna true quando verifica que o conjunto de equacoes validas ou

ativas sofreu alteracoes e false caso tenha permanecido inalterado.

8.1.2.7 ProcessStrain

Este método processa a informacao de deformagao imposta e realiza a integracao do PVI-EP,
se necessaria, sem alterar o estado das variaveis plastica da classe.

A diretriz epF'lag pode assumir trés valores:

e ForceFElastic: o método ProcessStrain nao calcula a deformacao elastoplastica e as-
sume inquestionavelmente que todo o incremento de deformacoes imposto se encontra,

no regime elastico, assumindo a forma de um preditor elastico;

e ForcePlastic: o método forca a decomposicao elastoplastica sem verificar se a plas-

tificagao ocorre no incremento de deformacoes totais imposto. Esta opcao s6 deve
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Algoritmo 8.2 IsStrainElastic

1 IsStrainElastic(State)
{
0, A «— ComputePlasticVars(State)
¢ — fYC.Compute(o, A)
5 for(i € [0,nYield — 1])
if(®[i] > 0.)return false
return true

8 }

Algoritmo 8.3 FindPointAtYield

1 FindPointAtYield(e,,1)
{
Ae «— €,,1 — fState,.€
ag «— [0]

5 count +— 0
do{

count < count + 1
FAD
Oy

abAP « InitDerivatives(a

10 Statef4P  « fState,
Statef4D e «— fState,.c + ab4P Ae
of AP AFAD  ComputePlasticVars(Statef42, )
PFAP « fYC.Compute(aF4P AFAD)
®,V,, P — ExtractTangent(dD)
15 for(i € [0,nYield — 1))
1f([Vag®i| <1078) V4 ®; « 1078
Aag «— —Solve (V,, P, D)
Qe — o + Aag
for(i € [0,nYield — 1])
20 if(agi < —1.or ag; > 1.)ag; < 1
Ywhile(|®| > fResTol & count < fMaxNewton)
if (|®| > fResTol) LogWarn(” MaxNewtonStepsAchieved. Truncating.”)
mina — min(ag)
if (mina < 0) LogWarn(” f State,, AppearsToViolateYieldCriterium’)
25 Stategryield <— Stateft?/ﬁld
return max (0., mina), State.yied
27 }

— Qo

PAD)withRespect(ag)
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Algoritmo 8.4 PlasticResidual

1

10

15
16

PlasticResidual(State,,, State, 1, AN)
{
-
On, A, — ComputePlasticVars(State,,)
Oni1, Ans1 — ComputePlasticVars(State, 1)
N, < fYC.N(o,, A,,)
H, — fYC.H(o,, A,)
Nyi1 «— fYC.N(0pi1, Ani1)
Hy1 — fYCH(0,11, Ant1)
Np — (1 = O0)Ny, + 0Ny 1
Hy — (1—0)H, +0H,
Dpp1 — (041, Antr)
State,1.€P — (State,.e? + AANy)
RESPV[ — | State,i1.xk — (State,.k + AXNHyp)
(I)n—i-l
€0 |AN (N, — Nl

return Respyry, 5(1)

}
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Algoritmo 8.5 ProcessStrain

1

10

15

19

ProcessStrain(g;mposed, epFlag)
{
A€ — Eimposed — [State,.€
fPlasticMem.Resize(0)
PushPlasticMem( f State,, 0., 0., [0] , [0])
Stateqryiea — fState,
Sta/teaﬂ/ield‘&j  Eimposed
if(epFlag = ForceElastic or
(epFlag = Auto & IsStrainElastic(Stateyieq) = true)
{

PushPlasticMem(Stategyiea, 1-,0., (0], [0])

return

}

o, Stategyica — FindPoint AtYield(gimposed)
PushPlasticMem(State,syicia, @a-, 0., [0] , [0])

guess «— 0.99
€
State, 1 «+— | State,,1.6” + guess Ae
fState,.r

PlasticIntegrate( f State,, State, 1, fIntegrTol)
return

}

O método ProcessStrain é privado, ou seja, apenas os métodos internos a classe TPZPlastic-

Step< > podem acessa-lo. Isto elimina o risco deste ser chamado com epFlag = ForcePlastic

ser escolhida quando se sabe que o incremento de deformacoes realmente implica em

plastificagao, caso contririo o método pode fornecer resultados fisicamente invalidos;

Auto: o método verifica se o incremento de deformacdes implica em plastificacao e

adota o regime adequado.

indevidamente.

No algoritmo 8.5 é apresentada uma simplificagdo da implementacao de ProcessStrain.

As chamadas de PushPlasticMem adicionam os passos de deformacdao a um historico de

plastificacao para fins de determinagao posterior do tensor constitutivo.

Quando o regime é elastico, quer seja forcada ou automaticamente eléstico, o codigo
chama PushPlasticMem duas vezes. A primeira entrada contém o estado das varidveis de
memoria inicial, antes de qualquer incremento de deformacgao, e a segunda entrada contém o

estado final destas variaveis. No caso eléstico estas duas entradas diferem apenas nos valores

da deformacao total.
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Quando o regime ¢é plastico o programa executa alguns passos adicionais. Na linha 13
do algoritmo 8.5 é chamada a funcao FindPointAtYield para determinar a fracdo ag do
incremento de deformacgao total para o qual o regime ainda é elastico, na iminéncia de plas-
tificacao. Este estado de varidveis ¢ adicionado & memoria da classe por meio da chamada
da funcao PushPlasticMem na linha 14 do algoritmo. A partir desta fracdo do incremento
de deformacoes totais presume-se que o regime seja elastopléstico. A integracao do PVI-EP
é realizado na funcao PlasticIntegrate, que deve inserir na memoria da classe uma entrada
para cada passo de subincrementacao convergido.

Em um incremento de deformagoes que implica em regime plastico, o nimero de entradas
da memoria da classe é de 2 +n onde n é o nimero de incrementos de deformacao na
plastificacao. Quando o regime é puramente elastico, o nimero de entradas da memoria é
igual a 2.

Na linha 15 do algoritmo o escalar guess esta relacionado a estimativa inicial da solu¢ao do
PVI-EP. Escolhe-se guess = 0.99 porque se admite que o incremento de deformacao imposto
restante seja praticamente todo plastico, ou seja, quase plastico perfeito. Nesta situacao as
fungoes de critério de plastificagdo ®;(o, A) pouco se alteram. Isto ¢ importante porque,
analisando-se os componentes do residuo do PVI-EP implicito (eq. 3.71) constata-se que a
equacao de ® é a tunica que pode assumir valores numeéricos elevados e tornar o problema
mal-condicionado. A adocao de guess = 0.99 foi um ponto importante para a aceleracao de

convergéncia e aumento da robustez do integrador.

8.1.2.8 PlasticLoop

O integrador do PVI-EP é implementado no método PlasticLoop para um incremento de
deformacao total fixo imposto. O método foi programado com interface para objetos do tipo
RFEAL, mas internamente trabalha com objetos do tipo FAD para possibilitar o calculo da
jacobiana do residuo de forma automatizada.

A inicializacdo das derivadas FAD, o céalculo do residuo do PVI, a selecdo de equagoes
inicialmente validas e a extracao da jacobiana do residuo sao realizados entre as linhas 5 a
8 do algoritmo 8.6. O lago do método de NEWTON se estabelece entre as linhas 10 e 17. A
resolucao do sistema de equacoes ocorre na linha 12 por meio de decomposicao LU.

Na linha 19, externamente ao laco do método de NEWTON, se encontra a segunda etapa
da verificacao de fungoes de critério de plastificacao validas implementado pelo método Re-
movelnvalidEqs. PlasticLoop s6 encerra a integracao quando o conjunto de equacoes validas

nao se altera, ou seja, o conjunto de equacoes validas escolhido é consistente.
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Algoritmo 8.6 PlasticLoop

1 PlasticLoop(State,, State, 11, AX)

{

countReset +— 0

do{
5 StateZ 2P ANAD — InitDerivatives(State, 1, A\)withRespect(varpy )
ReshdD ¢  PlasticResidual(State,,, Statel 4P ANFAD)

if (count Reset = 0) valid Eqs « InitializeValidEqs(ResbiP)
Respvr, Voarpy, Respyr < ExtractTangent(Reshi? valid Eqs)
count Newton < 0
10 do{
countNewton < countNewton + 1
Avarpy; < —SolveLU(V ;.. Respyr, Respyr)
Nis, StatelTAP  ANTFAD  UpdatePlasticVars(State,, Statel P,
ANTEAD  Respy 1, Avarpyr, validEqs)
Restd? ¢ — PlasticResidual(State,,, Statef 4P ANFAP)
15 Respyr, Vearpy,; Respyr <+ ExtractTangent(Reshit? validEqs)
twhile [(|Respy | > fResTol) & (countNewton < fMaxNewton)]
if (|Respyr| > fResTol) LogWarn(” MaxNewtonSteps Achieved.Truncating.”)
count Reset < countReset + 1
}while [validEqs «+— RemovelnvalidEqs(AXN 4P Respy )]

20 State,,; «— StateTFAD

n+1
AN ANTFAD
return State, 1, AN, €M N, validEqs
23 }
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8.1.2.9 PlasticIntegrate

PlasticIntegrate implementa o subincrementador adaptativo com controle de erro. E de-
nominado de integrador porque gerencia o integrador de fato (PlasticLoop) para garantir a
norma de erro toleravel na integragao. Sua implementacao segue o algoritmo 8.7 e é imple-
mentado para trabalhar com variaveis do tipo REAL apenas.

Na linha 5 do algoritmo 8.7 é chamada a funcao PlasticLoop para todo o passo de de-
formacao a integrar. Caso o desvio de integragao estimado seja compativel com o toleravel,
verificacao realizada na linha 6, o estado final das variaveis plasticas é adicionado & memoria
da classe e a execucao é finalizada. Caso o desvio seja superior ao desejado, inicia-se o lago
de subincrementagao na linha 14.

No laco de subincrementacao a variavel 7,1 indica a fracao do incremento de deformacao
total correpondente ao passo atual de subincrementacao. Quando ¢,+; = 1. todo o incremento
de deformacao foi aplicado.

Na linha 15 calcula-se o multiplicador do incremento de passo de deformagao com base
na estimativa do desvio cometido na integracao do passo anterior. O escalar 0.95 tem a
fungdo de minimizar o nimero de passos descartados (subsecdo 3.2.5.4), ja que a estimativa
do tamanho do passo futuro é realizado com dados passados. O multiplicador ¢ é limitado
na linha 15 entre 0,1 e 10 por robustez.

O integrador PlasticLoop é chamado novamente na linha 22 para a subincrementagao. Na
linha 23 é realizada a verificacao de atendimento ao desvio toleravel. Caso o desvio cometido
esteja compativel com o tolerado o passo é adicionado & memoria da classe na linha 24 e o
subincrementador evolui. Caso o desvio seja superior ao tolerado, incrementa-se o contador
de passos descartados na linha 29 e reinicia-se 0 passo com nova proposta de tamanho na
linha 15.

Ao final do processo de integracao com subincrementacao o método retorna o nimero de

incrementos efetivos ou tteis e o estado das varidveis plasticas final.

8.1.2.10 ComputeDep

A determinacao do tensor jacobiano do processo de integracao do PVI-EP é realizada no
método ComputeDep. Este é o método mais complexo implementado no médulo de decom-
posicao elastoplastica e o que requer uma maior abstracao de conceitos.

A funcao ComputeDep calcula a jacobiana ao repetir os passos de integracao realizados por
um método PlasticIntegrate com o calculo de mais um nivel de derivadas FAD. Esta repeticao
¢ importante porque cada nivel de derivadas por diferenciacdo automatica representa um

custo computacional alto. E preferivel calcular a integracdo com um nivel FAD a menos e
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Algoritmo 8.7 PlasticIntegrate

1

10

15

20

25

30

33

PlasticIntegrate(State,, State, 1, €ro)
{
AN — [0]
validEqs < [0]
State,.1, AN, €V, N, validEqs «— PlasticLoop(State,, State, 1, A))
if (€M) < fIntegrTol){
PushPlasticMem(State, 1, 1., \is, AN, validEqs)
return
}
State;, — State,
Ae « State, 1.€ — State, .
1 <— 0.5 01 «— 0.5 g «— 1.; step «— 1.
count < 0; discarded «— 1
while(igt1 < 1.){

¢ — maz [min (0.951 [ HntegrTol 10.) ,0.1]

step < max(step * q, f MinStepSize)
igs1 < min(1l., ix + step)
step < ipi1 — ik
Statep,1 < Statey,
Statey,1.€ < State,.e + ip1Ae
AN — [0]
State1, AN, €W N\, validEqs «— PlasticLoop(Statey, Stategy1, AN)
if (€M < era){
PushPlasticMem(Statey 1, ixi1, Nis, AN, validEqs)
Statey, «— Stateyyq
U < Tht1
count < count + 1
telse{
discarded <+ discarded + 1
}
}

return count, Statey

}
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depois repetir o processo completo com melhores estimativas das solugoes dos subincrementos,
miminizando-se os calculos com derivagao de segunda ordem. Torna-se também fundamental
a compreensao do calculo de segunda derivada pelo método assimétrico com objetos das
classes FAD encadeadas apresentado na subsecao 7.3.2.1.

Para permitir a repeticao dos passos do método ProcessStrain, é necessario implementar
no ComputeDep as réplicas apropriadas dos métodos PlasticIntegrate e PlasticLoop com
algumas otimizacoes, tendo em vista que a solucao de cada passo plastico e os passos da sub-
incrementacao sao conhecidos de antemao, armazenados no vetor fPlasticMem de memoria
pléstica.

No algorimo 8.8 resumem-se os passos bésicos implementados neste método. Na linha 4
é feita a verificacao do tamanho da memoria plastica. Conforme apresentado na descricao
dos métodos PlasticIntegrate e PlasticLoop, nimero de entradas da memoria plastica deve
ser igual a 2 no caso de regime elastico puro ou maior que 2 no caso de plastificagao. Caso a
memoria plastica seja valida, ou seja, contenha 2 ou mais entradas, procede-se da inicializacao
das variaveis e derivadas FAD para a segunda entrada da memoria (indice 1), correspondendo
ao tamanho total do incremento de deformacao imposto para o caso de elasticidade pura ou
o ponto de iminéncia de plastificacao para o case de passo pléastico.

Na linha 10 é feita a verificagao de plastificacao. Quando se detecta que a memoria inclui
plastificacdo, inicia-se o laco de analogia do método PlasticIntegrate. A inicializagao das
variaveis do PVI-EP é realizada entre as linhas 13 e 17, com inicializacao das derivadas na
linha 18. E importante frisar que estas inicializacoes sdo realizadas sobre variaveis do tipo
FADFAD de derivagao de segunda ordem. A inicializacdao das variaveis é feita com base nas
respostas armazenadas na memoria plastica da classe, mas inserindo-se uma pequena pertur-
bagao ou desvio (controlada pelo parametro distFactor) em relacdo a solugao ja conhecida
para forcar algumas iteracoes do método de NEWTON. Neste trabalho observou-se que a
derivada de segunda ordem nao ¢é calculada exatamente em um método de NEWTON quando
a estimativa inicial é a propria solucao final. Este desvio também nao pode ser muito grande
para minimizar o niimero de iteragoes de NEWTON que, com o cdlculo da segunda derivada.
é bastante caro computacionalmente.

Outra observacao importante é que, na inicializacao das derivadas da variavel State, a
segunda derivada com respeito ao incremento de deformagao total imposto (Ae) deve ser
imposta igual & fracao do passo de deformacao aplicado armazenado na meméria plastica.
Este procedimento pode parecer 6bvio em plastificagoes que se processam em um incremento
de deformacao, mas fica relativamente complexo quando se aplica a plastificacoes subincre-
mentadas e representou a maior dificuldade de abstracao deste doutoramento quando da

implementacao e depuragao do c6digo.
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Algoritmo 8.8 ComputeDep
1 ComputeDep()

{

size «— fPlasticMem.Size()
if(size < 2){
5 LogError(” Insuf ficient PlasticEntries. Exiting.” )
return

StatefAP — fPlasticMem|[1].State
StateFAP «— InitDerivatives(Statef 4P )withRespect(c)
10 if(size > 2){/*PlastificationTookPlace*/
distFactor < +/f ResTol
for(i € [2, size — 1]){/*PlasticIntegrate Analogue*/
Statel APFAD  StatelAD
Statef APFAD ¢ — fPlasticMemli).State.e
15 Statef APFAD v — (dist Factor — 1) f PlasticMemli].State.eP+
distFactor fPlasticMeml[i — 1].State.e?
Statef APFAP k — (distFactor — 1) f PlasticMemli].State.r+
distFactor fPlasticMeml[i — 1].State.x

ANFADFAD « (dist Factor — 1) f PlasticMeml[i]. A\

FADFAD A \FADFAD FADFAD A \FADFAD
State;, 4 AN AN )

«— InitDerivatives(State; |}
withRespect(varpyy, )
count < 0
20 do{ /*PlasticLoopAnalogue*/
ResEAPFAD ¢(1) . PlasticResidual(Statel APFAP
StatePADFAD A\ \FADFAD)
ResbdD N, ResEAD « ExtractTangent(ReshiPF AP valid Eqs)
AvarEdP «— —SolveLU(V 4y, Reshi? | ResEAD)
25 Statef APFAD  ANFAPEAD . UpdatePlasticVars2(
fPlasticMemli].\s, Statef APFAD AparEaD)
State), +— StatefADFAD
Statey1 < Statef PP
AN — A)\FADFAD
Respyr, €1 « PlasticResidual(Statey, Stategy1, AN)
30 count < count + 1
twhile [(|Respyr| > fResTol) & (count < fMaxNewton)]
if (|Respyr| > fResTol) LogWarn(” MaxNewtonStepsAchvd.Truncating.”)
Statef AP — Statel APFAP [*1stDerivativesDiscardedInSubstepMarching*/
}/*EndOfPlasticIntegrate Analogue™/

35
ofinm, ARl — ComputePlasticVars(Statef *P)

O final < Ofinal
Dep «— ExtractDerivatives(afiﬁa[f )

return o fina, Dep
40 }
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Entre as linhas 20 e 31 é implementado o c6digo analogo ao método PlasticLoop. Como
a solucao convergida ja é conhecida de antemao, sao dispensadas as verificagoes de equacoes
validas, empregando-se o conjunto valido armazenado.

Na linha 33, antes de finalizar o laco elastoplastico, sao extraidas as derivadas da varidvel
State com relagao a Ae. A linha 35 representa o final da verificacao de elasticidade pura
ou plastificacao. Em ambos os casos obtém-se o estado final de deformacoes com derivadas
para o incremento de deformacao imposto Ae, informacao empregada no calculo do tensor
de tensoes o. O tensor constitutivo D) ¢ determinado na linha 38 ao se extrair as derivadas
VAeO.

Este procedimento proposto é relativamente complexo em termos de abstracao e imple-
mentacao, porém resulta em um codigo consistente no qual o tensor constitutivo é calculado
exatamente ao longo de um passo de incrementacao de deformacao elastico ou elastoplastico.
O codigo ¢é consistente mesmo quando se trata de plastificagdo com subincrementagao para
fins de controle de erro, caracteristica esta encontrada apenas em integradores da literatura

que se empregam de técnicas de diferengas finitas para o calculo do tensor constitutivo[56].

8.1.2.11 ProcessLoad

O método ProcessLoad foi implementado com o intuito de verificacoes e testes de validacao
de implementacdes de modelagens constitutivas. E um método bastante caro e apenas con-
dicionalmente estavel. Isto ocorre porque o modelo constitutivo ¢ injetor na variavel de
deformacao, mas injetor na varidvel de tensao apenas para modelos constitutivos que nao
incluem plastificacao perfeita ou enfraquecimento, conforme apresentado na subsegao 3.2.5.6.

O intuito do método é determinar um estado de deformagoes que corresponda ao estado
de tensao imposto. Isto implica em se construir um método de NEWTON externo ao método
ProcessStrain. No algoritmo 8.9 é apresentada a formulagao deste residuo e montagem deste
método de NEWTON.

8.1.2.12 ApplyStrain

Este método representa a interface ptuiblica de um método ProcessStrain seguido da validacao
da solugao obtida. Na linha 5 do algoritmo é realizada esta validacao da solugao, incorporando
ao estado atual da classe o resultado da decomposicao elastoplastica.

Resumidamente, o método impoe um estado de deformacao total €, realizando se necessa-

rio a decomposicao elastoplastica.
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Algoritmo 8.9 ProcessLoad

1 ProcessLoad(0imposed, epFlag)
{
Equess < fStatey,.€
ProcessStrain(e s, Auto)
5  Ocale, Dep — ComputeDep()
res <= Ocalec — Oimposed
while(|res| > fResTol & count < fMaxNewton){
Ae «— —SolveLU(Dep, res)
Eguess < Eguess + Ae
10 ProcessStrain (e yess, epFlag)
Ocale; Dep < ComputeDep()
TES <= Ocalc — Oimposed
}
if(|res| > fResTol)
LogWarn(” MaxzNewtonStepsAchieved. Truncating.”)
15 return €gyess
16 }

Algoritmo 8.10 ApplyStrain

1 ApplyStrain(g;mposed)
{
ProcessStrain(g;mposed)
size < fPlasticMem.Size()
5 fState, < fPlasticMem|size — 1].State

6}
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8.1.2.13 ApplyStrainComputeSigma

Como o nome do método sugere, este método realiza as mesmas funcoes do ApplyStrain com
a determinacao adicional do tensor de tensoes resultante, conforme apresentado no algoritmo
8.11.

8.1.2.14 ApplyStrainComputeDep

Este método, além de impor o incremento de deformacao total e realizar, caso necessario, a
atualizacao da decomposicao elastoplastica, ainda incorpora o calculo do estado de tensoes
final e o tensor constitutivo elastoplastico ID. No algoritmo 8.12 vé-se que ApplyStrainCom-
puteDep & bastante simples, estando a complexidade destes calculos no métodos ApplyStrain
e ComputeDep. E importante lembrar que o método ApplyStrain cria no objeto o vetor de
memoria plastica, empregado pelo método ComputeDep.

Este método é publico e se encarrega de montar a estrutura de dados consistente.

8.1.2.15 ApplyLoad

ApplyLoad encapsula a chamada para o método privado ProcessLoad incorporando um pouco
de tecnologia. Na linha 3 do algoritmo 8.13 é feita uma chamada para ProcessLoad for¢ando-
se o comportamento elastico. Caso esta solucao viole o dominio elastico, verificagao feita
na linha 4, o método ProcessLoad é novamente chamado na linha 6 mas forcando-se com-
portamento elastoplastico. Esta subdivisao em comportamentos elastico e elastoplastico é
importante para aumentar a estabilidade da convergéncia do método de NEWTON interno ao
método ProcessLoad. Em implementacoes anteriores esta diretriz estava relaxada para Auto,
deixando a determinagao de elasticidade ou elastoplasticidade a cargo do contexto, mas isto
implicava em chaveamentos do sistema de equacoes durante os métodos numeéricos iterativos
e isto incorre em perda de convergéncia.

Assim como mencionado para o método ProcessLoad, este método consta apenas para

fins de teste de implementagoes de modelos constitutivos.

8.1.3 Validacao

O processo de validacao do modulo de decomposicao elastopléstica foi subdividido em duas
etapas. A primeira, denominada de validagao matematica, foi feita para validar a consisténcia
de todos os operadores derivados e jacobianas do cédigo. A segunda etapa. validacao fisica,

foi realizada tentando-se reproduzir os resultados documentados na literatura.
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Algoritmo 8.11 ApplyStrainComputeSigma

1

7

ApplyStrainComputeSigma(e;mposed)

{

ApplyStrain(g;mposed)

size < fPlasticMem.Size()

0, A «— ComputePlasticVars(f PlasticMem|[size — 1].State)
return o

}

Algoritmo 8.12 ApplyStrainComputeDep

1

6

ApplyStrainComputeDep(&,posed)
{

ApplyStrain(e;,posed)

0, Dep «— ComputeDep|()

return o, Dep

}

Algoritmo 8.13 ApplyLoad

1

ApplyLoad(Uimposed)

{

ProcessLoad(0;mposed, ForceElastic)

size < fPlasticMem.Size()

if(IsStrainElastic(size < fPlasticMem|[size — 1].State = false){
ProcessLoad(0mposed, ForcePlastic)
size < fPlasticMem.Size()

}

fState,, — fPlasticMem|[size — 1].State

10 return fState,.c
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8.1.3.1 Validacao matemaéatica

Como se propde uma nova implementacao de um problema conhecido, é importante que o
codigo seja testado a exaustao para nao confundir a validacao matematica com a fisica. Cada
componente do codigo deve ser testado isoladamente para facilitar o processo de depuracao.
A tarefa de teste de cada componente isoladamente é simplificada pela natureza de orientacao
a objetos da linguagem de programacao escolhida. Cada classe foi testada isoladamente antes
de se construir o algoritmo principal.

O principal teste matematico aplicado a esta implementacao foi a verificacao de taxa de
convergéncia quadréitica de cada um dos métodos de NEWTON do programa. Este teste é de
concepcao do orientador deste trabalho de doutoramento e é chamado de checkConw.

O teste checkConv se baseia na premissa de que o erro de linearizacao de uma expressao

f(x) ou sistema de equagoes apresenta desvio de ordem quadrética ou superior:

f(zo + aAx) = f(x0) + af'(x0) Az + O(Az?). (8.1)

Numericamente, pode-se estimar a ordem da queda do residuo da expressao acima por

meio da aplicacao de dois incrementos Ax; e Ax, suficientemente pequenos e distintos:

_ log (f (w0 + cnAx) — f(x0) — ar f'(x0) Ax)
log (f(wo + aaAx) — f(x0) — aaf'(zo)Az)

O procedimento de determinacao da ordem n para funcoes e sistemas de equagoes resulta

n

(8.2)

no método genérico checkconv() do ambiente PZ. Consideram-se validados os calculos das
derivadas e jacobianos quando n =~ 2. E importante frisar que, para funcoes f(x) lineares em
x ou constantes, o método checkConv falha ao tentar calcular logaritmo de ntimeros nulos
na equacao 8.2. Nestes casos particulares de f(z) a nulidade do residuo da aproximagao ja é

uma resposta positiva a qualidade dos operadores diferenciais.

8.1.3.2 Validacao fisica

A validacao da implementacao do modulo de decomposicao elastoplastica foi realizada com
base em resultados experimentais e numéricos documentados na literatura. Os resultados ex-
perimentais correspondem aos dados medidos em laboratoério a partir dos quais os parametros
dos modelos foram determinados. Os resultados numéricos sao as simulacoes realizadas por
estes autores para a validacao com os dados de laboratério. Este processo de validacao fisica
é complicado pois depende da disponibilidade da documentacao de resultados reprodutiveis e
confiaveis. Infelizmente é comum que os artigos de referéncia nao apresentem todos os para-

metros do modelo ou condicoes de contorno dos ensaios, assim como detalhes dos esquemas
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numéricos empregados nas integracoes. Ocorre, em alguns casos, que os parametros apresen-
tados nao sao coerentes com os dados reportados dos ensaios. Nestas situagoes o processo de

validacao se torna um processo de deducao e inferéncia.

8.1.3.3 LADE-KIM

Sao abundantes as referéncias bibliograficas dos autores deste modelo constitutivo, em espe-
cial do pesquisador POUL V. LADE. Em muitos dos artigos sao apresentados parametros de
caracterizacao do modelo para materiais diferentes em conjunto com curvas de ensaio, o que
permite a verificacdo do modelo. Entretanto, nos primeiros artigos deste autor [12, 13, 14]
o modelo elastico apresentado é obsoleto. A versao do modelo elastico implementada neste
trabalho ¢ mais recente, referente ao trabalho de LADE e NELSON|[15].

Na subsecao 6.1.3 é tecida a consideragao de que o moédulo de elasticidade proposto por
LADE e NELSON seja o secante baseado na forma como os autores provam a conservacao de
energia em um ciclo fechado de carregamento elastico. Acredita-se que muitas das imple-
mentacoes deste modelo nao atentam a este fato e implementam o modelo elastico como se
este fosse tangente e credita-se esta diferenca de implementacao ao insucesso na comparacao
com os resultados obtidos neste trabalho. Curiosamente, os resultados que conferiram com a
literatura correspondem & modelagem de concreto? na qual o expoente A do modelo elastico
é nulo. Com este expoente nulo o modelo eldstico passa a ser elastico linear e as modelagens
elastica secante e tangente coincidem.

Nas figuras 8.2 ¢ 8.3 sdo apresentadas comparacoes dos resultados de literatura|16] com
os obtidos neste trabalho para a simulacao de ensaios mecanicos em amostras de concreto.
A simulacao dos ensaios foi feita empregando-se o método ApplyLoad para reproduzir a
condicao de carregamento com controle de carga. Observa-se que os resultados do cédigo
proposto apresentam uma boa coeréncia com os dados da literatura, mas que estao disponiveis
apenas para a trajetoria de aumento de carga. Como mencionado anteriormente, o método
ApplyLoad foi implementado para fins de teste e validacao e apresenta as limitacoes naturais
de injetividade do problema elastoplastico. O método é incapaz de modelar o comportamento
poOs-pico de carga, ao contrario dos métodos da familia ApplyStrain, bem mais robustos.

A tolerancia do desvio do integrador foi adotada ¢ = 107°. Mesmo sem o pos-pico,

considera-se o modelo de LADE-K1M validado.

205 parametros do modelo LADE-KIM da literatura para o material Plain Concrete sdo apresentados no
apéndice C.
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Figura 8.2: Valida¢do com resultados de LADE e KiM[16] para ensaio de: a) compressao
uniaxial; b)proporcional e c¢)extensao uniaxial em corpos-de-prova de concreto.
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8.1.3.4 SANDLER e DIMAGGIO

A comparacgao dos resultados do modelo de SANDLER e DIMAGGIO refere-se, naturalmente,
ao modelo de areia McCormic Ranch Sand?® estudado por estes autores[11]. Os parametros
do modelo sao ajustados segundo um comportamento médio do material. Em particular, o
ajuste da envoltoria de cisalhamento é relativamente pobre e sugere que a variabilidade do
comportamento do material seja grande.

A figura 8.4 retine as duas simulac¢oes de ensaio propostas para a validacao. Na figura
8.4a) é registrado o comportamento do material em um ensaio de deformacao uniaxial, ou
seja, o ensaio é conduzido de forma que apenas a deformacao axial em um corpo-de-prova
cilindrico seja permitida. Para fazer isto, a maquina de ensaio aumenta a tensao confinante
a medida que o corpo tende a se expandir lateralmente, retornando a secao a sua dimensao
original. O trecho OA representa o carregamento uniaxial. O trecho AC apresenta o descar-
regamento obsevado em laboratorio, mas os autores nao documentam qual o controle de carga
foi empregado no descarregamento. A simulacao proposta neste trabalho apresenta duas so-
lucoes validas: trajetoria AC”, similar & simulacdo numérica apresentada pelos autores e que
representa um descarregamento proporcional de carga; trajetoria AC" com continuacao da
aplicacido do controle de deformacdo uniaxial. O segmento final do trecho AC” é apresentado
com linha tracejada porque implica em imposicao de tracao transversal ao corpo-de-prova
para a garantia da condi¢ao de descarregamento uniaxial, o que nao ¢ possivel com as mé-
quinas de ensaio disponiveis. Infelizmente o ajuste deste descarregamento nao segue a boa
concordancia observada no trecho de descarregamento.

O controle de aplicacao de deformacao foi realizado com o método ApplyStrain com
controle de erro relativo e = 107%. O ntimero de incrementos plasticos necessarios em cada
trecho de carregamento é apresentado na forma de numeral ao lado do ponto final de cada
incremento de deformacao. Observa-se que o inicio do carregamento ¢ o trecho que requer
maior nimero de subincrementagoes. Observa-se, ainda, que ha um trecho elastico no inicio
do descarregamento uniaxial AC” e que a plastificacdo no sentido inverso confere um efeito
BAUSCHINGER aparente[11].

Na figura 8.4b) apresenta-se a validagdo de um teste de carregamento com controle de
carga. Este teste ¢ denominado de proportional loading test (PLT) e similar aos testes de
validacao do problema de LADE-KiM. Neste caso, foi também necessario o emprego do
método ApplyLoad para simular estas trajetorias de carregamento. Das trés trajetorias de
carga a que apresenta maior concordancia é aquela & 0, /0, = 0.8. As trajetorias de o0,/0, =

0.6 e 0,./0, = 0.4 apresentam maior desvio em rela¢ao as simulacoes propostas pelos autores,

30s parametros do modelo de SANDLER e DIMAGGIO da literatura para o material McCormic Ranch Sand
sdo apresentados no apéndice C.
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mas nao necessariamente em relagao aos dados de ensaio. Estes resultados nao apresentam
a concordancia esperada, mas ¢ importante ressaltar que os parametros documentados pelos
autores no artigo|11] ndo sdo consistentes com a trajetoria de descarregamento observada na
figura 8.4a). Os autores documentam coeficiente de POISSON v = 0.25 quando na verdade o
ajuste do descarregamento elastico uniaxial conduz a v = 0.4.

Para a simulagdao da figura 8.4b) o erro relativo tolerado adotado foi de ¢ = 107 e o
numero de incrementos automaéticos necessarios em cada passo de carga é apresentado ao
lado do ponto final de cada trecho. Os primeiros pontos de cada trajetoria de carregamento
nao apresentam o ntimero de incrementos para nao poluir o grafico.

Desta forma, mesmo com o ajuste de resposta insatisfatorio da figura 8.4b) considera-se
o modelo de SANDLER e DIMAGGIO também validado.

Considerando-se o comportamento observado nas validagoes fisicas dos dois casos na figura
8.4, a maior diferenca refere-se a subincrementacao. Como o programa ¢é capaz de subincre-
mentar o passo de deformacao para garantir uma norma do desvio de integracao dentro de
tolerancia desejada, poder-se-ia ter realizado o teste de validacao de ensaio de deformacao
uniaxial apresentado na figura 8.4a) com a imposi¢ao de um passo de deformacao apenas e o
programa seria capaz de desmembra-lo no conjunto de subincrementos necessarios. Contudo,
este procedimento oculta os resultados intermediérios e a representacao grafica seria a de uma
reta entre os pontos O e A. Portanto, optou-se por realizar este carregamento em alguns
passos para poder tracar uma curva suave. Por outro lado, os testes de controle de carga nao
podem ser realizados com a imposicao de um passo apenas porque a subincrementacao é rea-
lizada aplicando-se subpassos proporcionais em deformacao ao passo de deformagao imposto,

quando na verdade se desejam subpassos proporcionais em carga.
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8.2 Simulador elastoplastico

O ambiente de computacao cientifica PZ apresentado na secao 7.2 ¢ a plataforma computa-
cional sobre a qual se construiu o desenvolvimento aqui apresentado.

O PZ conta com todas as abstracoes logicas para a montagem de problemas de elementos
finitos com os 16 moédulos listados na subsegao 7.2.1. A proposta de se montar um codigo
poroelastoplastico requer algumas adaptacoes no PZ cuidadosamente planejadas para evitar
conflitos com os modulos ja existentes, preservando também a extensibilidade e modulari-
dade do ambiente. Uma destas alteragoes corresponde ao desenvolvimento do moédulo de
decomposicao elastoplastica descrito na subsecao anterior e que foi empregado no simulador
como sendo o moédulo Plasticity do PZ.

A implementacao do problema poroelastoplastico foi subdividida em problema elastoplas-
tico e poroelastoplastico propriamente dito. Esta subdivisao se fez necessaria para reduzir o
escopo das implementacoes, cabendo ao problema elastopléstico a elaboracao e depuracao da
estrutura logica da elastoplasticidade no PZ e ao mo6dulo poroelastoplastico a implementacao

das equacoes de fluxo e integrador temporal global.

8.2.1 Problema elastoplastico

A equagao matricial 4.47 rege o problema elastoplastico na forma discretizada pelo método
dos elementos finitos. O calculo da matriz K explicitado na expressao 4.37 e reapresentado

abaixo requer a determinacao da matriz constitutiva elementar D:

KE/BZDIuBudw. (8.3)
Q

Considerando-se o termo BIDI,B, polinomial de grau ¢ em w no dominio € pode-se
calcular esta integral de forma exata por meio de quadratura gaussiana|32] em um conjunto

de n pontos w; e pesos w;:

—_

K= ; [Bu(wi)"D(w;) LBy (wy)w;] - (8.4)

i

I
=)

O céalculo da matriz K de rigidez elementar ¢ discretizado nos n pontos de integracao.
Esta discretizacao exige que a matriz constitutiva D, que pode assumir valores diferentes no
dominio €2, seja conhecida apenas nestes n pontos, permitindo a aplicacao discreta do mo-
dulo Plasticity de decomposicao elastoplastica definido anteriormente. A implementacao do
problema elastopléastico depende, portanto, da sistematizagcao de armazenamento de histérico

plastico State e calculo da matriz constitutiva D para cada ponto de integracao.
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A matriz constitutiva D, entretanto, nao é necessariamente de natureza polinomial, o que
torna a expressao 8.4 em um mero estimador da expressao exata 8.3. KEsta aproximagao
¢ amplamente empregada em modelagens de elementos finitos e é comum o emprego de
quantidades ditas suficientemente grandes de pontos de integracao para as quais os erros de
integragao sejam negligiveis. A determinacao deste niimero de pontos ou ordem de integragao
que balanceie o beneficio da precisao numérica com o custo de tempo de execucao torna-se o
ponto chave na integracao.

Neste trabalho observou-se que, para func¢oes N,, de ordem polinomial méxima gy, , mesmo
regras de integracao de ordem 2 - gy, fornecem resultados bastante satisfatérios em relagao
as integracoes com excesso de pontos de GAUSS. Lembrando-se que B, é um diferencial de
N,, pode-se dizer que a integracao 8.4 é exata apenas para matrizes constitutivas D com
comportamento quadratico no subdominio de integracao.

Retornando-se a equacao 8.4, nesta implementacao elastoplastica propos-se o armazena-
mento de um historico plastico por ponto de integracao para viabilizar a determinacao da
matriz de rigidez elementar K. Este histérico plastico armazena em cada ponto de (GAUSS as

seguintes variaveis:
e estado de deformacdes State, convergido:

— deformacao total €;
— parcela pléstica das deformacoes e?;

— valor da variavel de dano k.

e cstado de tensoes o, convergido;

e nimero de incrementos plasticos na ultima decomposigao elastoplastica (steps).

Destas variaveis listadas apenas os valores de € e k representam de fato o historico plastico.
O estado de tensoes convergido é armazenado neste historico por ser necessario ao calculo
da parcela ﬁ) do vertor de carga (eq 4.47) e as demais varidveis por conveniéncia de pos-
processamento.

Para preservar a estrutura de dados do PZ optou-se por incorporar o vetor de histérico
pléastico a classe derivada do médulo material, especializando-se a implementacao do elemento
computacional para viabilizar o acesso a estas informacoes.

O armazenamento do histérico elastopléstico apenas nos pontos de integracao tem im-
plicacoes nas rotinas de poés-processamento. O poés-processamento da solucao no dominio
elementar demandou a implementacao de uma estratégia de malha auxiliar para interpo-

lagao das informacgoes dos pontos de integragao.

157



- s i i
< fpMainAnalysis

TPZPostProcAnalysis
{ TPZAnalysis
TPZNonLinearAnalysis |<— TPZElastoPlasticAnalysis

Shape fPIasticSlltate

StrMatrix

N
N
-

\
b ! - L // \
N - \
| TPZChunkVector<T.E> |¢| TPZAdminChunkVector<T,E> |\ I

TPZVeo<T> TPZManVector<T N> |+—] TPZStack<T,N> § !
3 7 / / !

Topology

Sa

=
3
N
0
o
@
e
=
o
s}
<
)
=

S

“\

N\
o
S

Y

|
|
|
|
I
|
1
!

——— " *Precond _ -7 fcumSol
Integral = TS
v +« TPZMatElastoPlastic<TPLASTICSTEP, TMEM> |
{ TPZMaterial TPZMatWithMem<TMEM> \ ‘\
7 = F\\ TPZPostProcMat fPlasticit) 1
\\\\ Qjars \\ |
{ TPZReferredCompEI<T> K TPZCompEIPostProc<T> \\\\// \‘ |I
ey
. 1 |
Pre TPZCompEWithMem<T> ,4\ A \ |
fIntPtIndices\\ /,// | \\ | :
Post ”____——-———-————"_“'—T'_—’ /’ fDafaultMem : |
. P = \\ / v | ||
BEfiE / N 7 TMEM { TPZElastoPlasticMem | |
| | | |
SEVC]
{ : fSi#ma } Jl
\ i 7\ / I I
/ / \ 7 f\Viemory |
7é I
| |
| |
| ]
| |
I |
I
|
|
I

; \ =7 / / /
TPZPlasticState<T> l— ——— — — = =~~~ - g y /
\ L YA
TPZTensor<T> —————— Yo - BEAY |
\ e 7
TPZPlasticStep<YCER, TFA> + —————— S e gt

Figura 8.5: Diagrama simplificado de heranca e colaboragao das implementacoes do problema

elastoplastico.

8.2.2 Classes implementadas

No diagrama de heranca e colaboragao da figura 8.5 sao agrupadas as classes implementadas
no sombreado em cinza, associando-se cada uma destas ao seu contexto nos médulos do PZ,
representados em caixas pretas. A caixa em cinza escuro representa o moédulo Plasticity
definido na secao 8.1 .As classes nativas do PZ sao representadas pelas caixas brancas com
moldura e as classes implementadas no algoritmo de elementos finitos elastoplastico pelas
caixas cinza claras. As setas solidas indicam a heranca, apontando para as classes pais.
As setas com linhas tracejadas indicam a agregacao na construcao das classes propostas e
sao omitidas para as classes nativas do PZ e as implementadas no modulo Plasticity para
simplificar a representacao. Referéncias para ntimeros inteiros e de precisao de ponto flutuante
sao omitidos em todos os casos. Pode-se ver que a implementacao do simulador elastoplastico

envolve a incorporacao de diversas classes no PZ, descritas sucintamente adiante.
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8.2.2.1 TPZFElastoPlasticMem

Implementa a memoria plastica a ser armazenada em cada ponto de integragao. Esta memoria

conta com:

e fPlasticState: um objeto State da classe TPZPlasticState<REAL >,
e fSigma: um objeto o da classe TPZTensor<RFEAL >;

e fPlasticSteps: um inteiro steps para armazenamento do nimero de incrementos plasti-

cos da ultima decomposicao.

8.2.2.2 TPZMatWithMem<T>

Classe genérica derivada da classe fundamental TPZMaterial de materiais do PZ. Esta classe
implementa as rotinas de armazenamento de um histérico de objetos do tipo genérico T'
definido em tempo de compilagdo pelo programador. Os métodos PushMemltem() e Free-
Memlitem() alocam ou destroem entradas da memoria, armazenando ou liberando espago de
armazenamento relativo a um ponto de integracao. O método SetDefaultMem() define quais
os parametros default a memoria deve possuir quando as entradas sao criadas e isto é impor-
tante na definicao, por exemplo, do estado inicial da memoria do problema. Finalmente, a
classe possui um indicador fUpdateMem que indica se a memoria do material deve ou nao

ser atualizada com base na solucao atual da simulagao;

8.2.2.3 TPZMatFElastoPlastic<TPlasticStep, TMEM >

Classe especializada derivada do material com memoria TPZMatWithMem<TMEM > que
implementa a equacao diferencial do problema elastoplastico, ou seja, as contribuicoes para
a matriz de rigidez e vetor de carga, incluindo os termos de condig¢ao de contorno, de acordo
com as variantes otimizadas apresentadas no apéndice A. Os célculos de contribuicao e
poOs-processamento estao disponiveis apenas nos pontos de integracao, onde o historico elas-
toplastico é conhecido. O argumento genérico TMFEM que define o tipo da classe de memoéria
é definido por default como sendo a memoria elastoplastica TPZFElastoPlasticMem e existe
como argumento para viabilizar a extensao do material elastoplastico para poroelastoplastico,

como serd abordado na subsecao 8.2.4.

8.2.2.4 TPZCompEIWithMem<T>

Classe que especializa o elemento computacional da malha de elementos finitos. Esta es-
pecializacao foi necessaria para guardar os indices dos pontos de integracao elementares ar-

mazenados na classe TPZMatFlastoPlastic<TPlasticStep>. Com esta indexacao o elemento
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computacional identifica para cada um de seus pontos de integracao qual o contexto de histo-
rico plastico correspondente. A classe TPZCompEIWithMem<T > é responsavel por solicitar
espaco de armazenamento ou instruir a instancia da classe TPZMatFElastoPlastic a liberar
um conjunto de posicoes de armazenamento quando de sua criagao ou destruicao. Embora
nao se espere que, em uma simulacao, objetos TPZCompElIWithMem<T> sejam criados ou
destruidos, estas rotinas estao implementadas para adequacao aos requisitos do PZ e serao
uteis em futuro emprego de algoritmos de refinamento de malha. A classe é de heranca gené-
rica para permitir sua criacao a partir de qualquer elemento computacional do PZ (elemento

ponto, linear, triangular, quadrilateral, tetraédrico, hexaédrico, prisma ou piramide);

8.2.2.5 TPZFElastoPlasticAnalysis

Implementa o gerenciamento da simulacao global, chamada no PZ de analise. A instancia

da classe gerencia:

e montagem do vetor de carga e matriz de rigidez, assim como a matriz-precondicionador

bloco-diagonal;

e aplicacao do método de resolucao de sistema linear. Devido as matrizes de rigidez nao
simétricas em problemas nao-associativos e a forma esparsa de armazenamento esco-
lhido para a matriz de rigidez, optou-se por empregar o método iterativo de gradientes
bi-conjugados estabilizado[54] ( BiCG-Stab) precondicionado pela matriz bloco-diagonal
invertida por decomposicao LU. Existem solvers de sistemas lineares mais eficientes,
como é o caso do solver Frontal, mas que nao foram empregados neste desenvolvimento

por enfocar o tempo de implementacao nas funcionalidades elastopléasticas;

o método de NEWTON global do problema;

o processo de publicacao de uma solucao iterativa e atualizagao da memoria elastoplas-

tica elementar;

as etapas de aplicacao de carga pelas condigoes de contorno;

e 0 processo de transferéncia da solucao convergida para malha auxiliar para fins de

pOs-processamento;

inicializacao dos elementos computacionais adequadamente;
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8.2.2.6 TPZPostProcVar

Estrutura de dados atomica para pos-processamento. Objetos desta classe tém o intuito de
armazenar informacoes relevantes dos tipos de varidveis a pos-processar e que sao conhecidos
apenas pela classe TPZMatElastoPlastic<TPlasticStep> ou por qualquer outra material a
pos-processar. Com estas informacoes objetos da classe T'PZPostProcMat sao capazes de
emular a interface da classe de material original. O armazenamento conta com os seguintes

dados:

e fIndez: indice numérico empregado pelo PZ para idenificar a variavel a pos-processar;
e fName: string de texto contendo o nome da variavel;

e fNumFq: guarda a dimensao da variavel. Em variaveis escalares fNumFEq = 1, em

vetoriais tridimensionais fNumEq = 3 e em tensores simétricos fNumFEq = 6;

8.2.2.7 TPZPostProcMat

Implementa um material para efeito de pos-processamento responsavel por extrair de um
material de referéncia as solucoes nos pontos de integracao e interpola-las no espaco de in-
terpolacao de elementos finitos. Este material foi projetado para pos-processar as solucoes
elastoplasticas mas serve para pos-processar qualquer tipo de material do PZ, inclusive aque-
les que contam com solucoes disponiveis continuas e que seriam naturalmente pos-processaveis
segundo a estrutura do PZ. A classe conta com um vetor de objetos TPZPostProcVar que
especifica quais variaveis do material de referéncia devem ser interpoladas, bem como qual
o nome das variaveis que pos-processa. O método de contribuicao do material & matriz de
rigidez e vetor de carga monta na verdade uma matriz de transferéncia e um vetor de so-
lugoes ponderadas, base para a modelagem tradicional do método dos minimos quadrados.

A montagem deste sistema de equagoes é apresentada no apéndice B deste texto.

8.2.2.8 TPZCompElPostProc<T>

Esta é a classe que demandou maior tempo de implementacao e depuracao neste modulo. O
elemento computacional de pos-processamento é genérico no argumento 7" da mesma maneira
que o elemento computacional com memoria, visando cobrir todas as variantes de elementos
computacionais do PZ em tempo de compilacao. Este elemento é derivado do elemento com-
putacional referenciado (TPZReferredCompEl<T>) que possui as mesmas funcionalidades
convencionais do elemento computacional tradicional do PZ aliado a referéncia para outro

elemento computacional associado. Neste tipo de estrutura de dados uma geometria de malha
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composta por elementos geométricos de topologia pode estar associada a dois ou mais con-
juntos de elementos computacionais, permitindo resolver problemas fisicos distintos. No caso
desta implementacao a malha principal tem o objetivo de realizar a simulacao elastoplastica
nos pontos de integracao e a associada a de abrigar um novo espaco de solucao para interpo-
lagdo da solugao principal. Enquanto na malha principal o vetor solucao Awy armazena os
deslocamentos dos graus de liberdade e o contexto elastoplastico é completado pelo historico
plastico armazenado no material TPZMatElastoPlastic< TPlasticStep >, na malha auxiliar o
vetor solucao armazena os multiplicadores das funcoes de forma representando todas as va-
riantes de solucoes pos-processadas. Estas solugoes pos-processadas podem ser, por exemplo,
deslocamentos, deformacoes, tensoes, contextos plasticos etc. Observa-se, portanto, que a
malha auxiliar ¢ uma abstragao puramente matematica e que pode conter uma quantidade
muito maior de graus de liberdade que a malha principal.

Embora a solucao de deslocamentos Au seja continua no dominio do problema, algumas
varidveis pos-processadas nao o sao. Este ¢ o caso das variaveis de deformacao, por exemplo,
que sao obtidas por diferenciacdo do vetor Au. Para viabilizar o processo de transferéncia
de solucoes corretamente o elemento computacional TPZCompFEIPostProc<T> é derivado
também do elemento computacional descontinuo do PZ que implementa a modelagem de
GALEKIN descontinuo[53|. Esta modelagem permite que a solu¢do da malha de elementos
finitos seja continua apenas no dominio elementar e descontinua na interface entre elementos.
Variaveis naturalmente continuas, como é o caso dos deslocamentos, podem apresentar des-
continuidade nestas interfaces a depender do grau de interpolacao proposto. Como se propoe
a mesma ordem de interpolacao da solucao principal para o pos-processamento, a solugao
auxiliar ou pos-processada é também continua, a nao ser por pequenos desvios devido a erros
de truncamento na inversao do sistema de equacoes de transferéncia. No caso de variaveis
descontinuas, a solucao auxiliar nao impoe continuidade.

Algumas das varidveis a interpolar apresentam natureza nao-polinomial, como citado
anteriormente. Este é o caso dos tensores de deformacao plastica e de tensoes, por exem-
plo. Nestas variaveis o doutorando e o orientador tiveram duvidas sobre a qualidade da
interpolacao, sobretudo nas bordas dos elementos, devido & possibilidade de extrapolacao.
Para contornar este poblema foram implementados os pontos de integracao da quadratura
de GAUSS-LOBATO[32] que impde pontos nas coordenadas elementares extremas £ = —1 e
¢ = +1 ao custo de requerer um ponto de integracao extra para a integracao da mesma
ordem polinomial segundo a quadratura de GAUSS tradicional. Para a integracao de um
polinémio de ordem ¢ sao necessarios 2q — 1 pontos pela quadratura de GAUSS ou 2¢ + 1 da
de GAUSS-LOBATO. Durante a fase de testes do programa observou-se, porém, que 0 em-

prego da quadratura de GAUSS-LOBATTO na prética nao traz vantagem sobre a de GAUSS
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convencional, que foi preferida pois o custo computacional do ponto de integracao extra
pode ser muito alto. Para a integracao da ordem de interpolagao linear elementar p = 2,
por exemplo, a ordem de interpolacao da matriz de rigidez pode ser estimada em 2p = 4
(isto considerando-se a integracao aproximada do tensor D apresentada no inicio da subsegao
8.2.1). Esta ordem requer 3 pontos de integracao na quadratura gaussiana e 4 pontos na
de GAUSS-LOBATO. Considerando-se a montagem de uma regra de integragao tridimensio-
nal tensorialmente, sao necessarios 3*° = 27 pontos de integracao de GAUSS contra 4% = 64
pontos de GAUSS-LOBATO, ou seja, o custo computacional mais que dobra. Analises mais
detalhadas deste custo computacional sao apresentadas na secao 9.1.

Aproveitando-se da modelagem de GALERKIN descontinuo, a montagem da matriz de
transferéncia pode ser efetuada no escopo elementar. Nao ha necessidade de se montar o
sistema de transferéncia global pois o suporte do sistema de transferéncia ¢ local ao elemento
e a formulacao de minimos quadrados nao requer a modelagem de fluxo entre as faces dos
elementos contiguos. Esta montagem local do sistema de transferéncia dispensa o armazena-
mento da matriz global e otimiza bastante o processo de pos-processamento.

Finalmente, algumas dificuldades numéricas surgiram durante a inversao das matrizes de
transferéncia em ordens de interpolacao ctibica ou superiores. Durante a inversao por decom-
posicado LU (tradicional, sem pivoteamento) as operagoes lineares conduziam a pivos nulos.
Apobs muita depuracao observou-se que o mal-condicionamento da matriz de transferéncia
estava relacionado a magnitude das coordenadas elementares mapeadas para o dominio do
problema. A solucao adotada foi efetuar a montagem das funcoes de forma nas coordenadas
de referéncia do elemento mestre em lugar de montéa-la nas coordenadas reais indeformadas e
empregar como fungoes de forma polindmios de LEGENDRE|32| que, neste dominio elementar,

tém a caracteristica de serem ortogonais.

8.2.2.9 TPZPostProcAnalysis

Encapsula e automatiza os processos de criacao de malha auxiliar, definicao de materiais e
varidveis a pos-processar, transferéncia da solucao da malha principal e pés-processamento.
8.2.2.10 Outras implementacoes

Outras implementacoes se fizeram necessarias durante a construgao da simulacao elastoplas-

tica. Dentre estas implementacoes destacam-se:

e implementacao de calculo do vetor normal que aponta de um elemento geométrico para
o seu elemento vizinho através de uma interface. Esta implementacao existia no PZ

mas estava indisponivel no contexto dos objetos de materiais. Nas classes materiais esta
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informacao é importante para a simplificacao da imposicao de condicoes de contorno.
Pode-se, por exemplo, impor o vetor de carga em uma face por meio da imposicao
do tensor de tensoes e do conhecimento da normal & face. Com isto, a imposicao de

condicao de contorno em um conjunto de faces de orientacoes quaisquer fica facilitada;

e implementacao de rotinas de pés-processamento de objetos tridimensionais via pacote
VTK. O pos-processamento do PZ para VTK estava disponivel apenas para objetos
2D. Malhas tridimensionais poderiam ser pds-processadas via pacote de visualizacao

DX que, pela complexidade na interface com usuario, tem sido abandonado pelo PZ.

8.2.3 Montagem do problema elastoplastico

No algoritmo 8.14 apresenta-se o exemplo de montagem simplificado de problema elastoplés-
tico segundo as classes criadas. Na linha 3 é criado o objeto de decomposicao elastoplastica
do moédulo Plasticity e na linha 4 este é inicializado com os parametros adequados ao modelo.
Na linha 5 submete-se este objeto a um carregamento de magnitude OCR x InitialStress
onde InitialStress é o estado de tensdes original da rocha e OC'R um multiplicador (over-
consolidation ratio) que dita qual o maximo estado de tensoes a que este material ja esteve
submetido. OCR assume neste trabalho o valor de 1.1 e tem a funcao de garantir um grau
de sobreplastificagao da rocha, evitando que toda a malha de elementos finitos esteja normal-
mente plastificada, o que poderia causar uma plastificacao generalizada em qualquer situacao
de carregamento.

Na linha 6 é criado um material elastoplastico para fins de simulagao e incorporado a este
o contexto do material mat previamente definido e numericamente confinado. Os dados do
material mat passam a ser a opcao default de propriedades mecanicas e estado de deformacao
elastoplastica durante a criacao dos elementos computacionais com memoria.

As malhas geométrica e computacional sao geradas na linha 8. Esta criacao envolve a
criacao de nos, definicao de elementos, materiais, condi¢oes de contorno etc que sao omitidos
nesta documentacao para facilidade de leitura.

Na linha 9 a funcao SetAllCreate Functions WithMem() tem o intuito de avisar ao PZ que
todos os elementos computacionas a serem gerados serao do tipo com memoria.

A criacao do objeto que gerencia a andlise da simulacdo da malha computacional é apre-
sentado na linha 10. Na linha 11 é criado o precondicionador bloco-diagonal e definido o
tipo de solucao iterativa para resolver os sistemas de equacgoes linearizadas - gradiente bi-
conjugado estabilizado limitado a n., iteracoes e a tolerancia tol. O objeto de gerenciamento
de pos-processamento é criado na linha 12, encapsulando também a criacao da malha e ele-

mentos computacionais do tipo TPZCompElPostProc. Na linha seguinte definem-se quais
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Algoritmo 8.14 Montagem simplificada de simulacao elastoplastica

1 WellBoreLoadTest( filename)
{
TPZPlasticStep < YC.T,ERT,TFA.T > mat
mat.Setup(...)

5 mat.ApplyLoad(OCR x Initial Stress)
TPZElastoPlastic < TPZPlasticStep < YC. T, ERT,TFAT >> EPMat
EPMat.SetPlasticity(mat)
cMesh — CreateQuarter WellboreMesh (I nitialStress)
TPZElastoPlasticAnalysis :: SetAllCreateFunctionsWithMem()

10 TPZElastoPlasticAnalysis EP Analysis(cMesh)
EP Analysis.SetBiCGStab(n;, tol)
TPZPostProcAnalysis PP Analysis(EP Analysis)
PP Analysis.SetPostProcessVariables(matIds, Post ProcVars)
E P Analysis. TransferSolution(P P Analysis)

15 PPAnalysis.DefineGraphMesh(..., filename)
PP Analysis.PostProcess()
E P Analysis.ManagelterativeProcess(tol, ns.,s, [nitialStress, Final Stress)
PP Analysis.Close()

19 }

materiais e varidveis a pos-processar. Na linha 14 a solucao da malha principal é transferida
para a malha de pds-processamento para que, nas linhas 15 e 16, sejam possiveis a criacao
de uma malha grafica e pos-processamento do estado inicial do problema.

A linha 17 apresenta o método que gerencia a aplicacao de carga para resolugao do pro-
blema elastoplastico. Neste método subdivide-se a etapa de carregamento de uma condicao
de contorno com valor inicial InitialStress para uma fina FinalStress em ng.ps de aplicacao. A
tolerancia desejada tol refere-se ao método de resolucao do sistema de equagoes nao-lineares.
Este método gerencia a subdivisao e aplicacao deste carregamento, bem como as transferén-
cias de solucoes e pos-processamentos intermediérios.

Finalmente, na linha 18 fecha-se o arquivo de pos-processamento, podendo este agora ser

carregado no programa Paraview para visualizacao.
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8.2.4 Problema poroelastoplastico

O problema poroelastoplastico corresponde ao equacionamento matricial 4.46, que envolve os
problemas de equilibrio mecanico e de fluxo em meio poroso. A vertente implementada segue
o esquema implicito em um integrador temporal baseado no método de EULER de primeira
ordem, proposto na subsecao 5.2.1 e ditado pela expressao 5.11 rearranjada para evidenciar
o sistema de equacgoes e o vetor de incognitas final. A definicao das matrizes A e M é feita nas
subexpressoes 5.9 baseada nas submatrizes e vetores do problema poroelastoplastico. As-
sim como no problema elastopléstico, a implementacao das contribuicoes elementares destes
termos baseou-se na sistematizacao de calculo apresentada no apéndice A.

A implementacao do problema poroelastoplastico se beneficiou bastante da disponibili-
dade do problema elastoplastico validado, implementado no mesmo moédulo mas em classes
diferentes. A caracteristica de expansibilidade e modularidade da linguagem de programacao
orientada a objetos permitiu a montagem do problema poroelastoplastico como extensao do
elastoplastico, requerendo apenas a contribuicao de termos extra referentes aos termos de
acoplamento e a equagao de fluxo em meio poroso, além do integrador temporal para reger
o avanco da solucao no tempo.

Em virtude da existéncia de uma estrutura de armazenamento e acesso a variaveis as-
sociadas a cada ponto de integracao desenvolvido para fins de armazenamento do historico
plastico, a implementacao da contribuicao do termo de pressao py referente ao estado de
solucao convergido no tempo n ao vetor de residuo de elementos finitos pdde ser realizada
de forma bastante simples. O historico de variaveis foi estendido para armazenar também os
valores de pg e ﬁpo e permitir a contribuicao de cada elemento em um tinico passo. Em mo-
delagens anteriores no ambiente PZ, dentre as quais se pode mencionar o desenvolvimento de
um simulador de dindmica de gases realizado pelo doutorando durante o seu mestrado[53], a
montagem de integradores temporais demandava contribuicoes elementares em dois estagios,
substituindo-se o vetor solucao para reproduzir os contextos temporais das solucoes atrasada
e avancada. Esta montagem em dois estdgios aumenta a complexidade logica da classe de
analise, que precisa gerenciar o estado temporal das solucoes e de alguma forma informa-lo

as classes materiais.

8.2.5 Classes implementadas

O diagrama simplificado de heranca e colaboracao apresentado na figura 8.6 ilustra as trés
classes implementadas para o problema poroelastoplastico a direita na regiao sombreada que
representa o modulo PoroFElastoPlastic. As demais classes representadas em cinza fazem parte

do problema elastoplastico e pertencem também a este médulo. Observa-se que a extensao do
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Figura 8.6: Diagrama simplificado de heranca e colaboragao das implementacoes do problema
poroelastopléstico.

problema elastoplastico para acoplar o problema de fluxo em meio poroso é bastante simples.

8.2.5.1 TPZPoroElastoPlasticMem

Classe que armazena uma histéria poroelastopléstica pontual. Na subsecao 3.3.2 mostrou-se
que as variaveis do problema de fluxo possuem contrapartida plastica ditada exclusivamente
pelo estado de deformacoes plastica do problema mecanico, nao necessitando serem armazena-
das no histoérico. O armazenamento aqui proposto tem o intuito de simplificar a contribuicao
da solucao de pressao convergida para o vetor de residuo de elementos finitos. Os dados
de solucao de pressao e seu gradiente espacial sao necessarios as contribuicoes elementares
dos termos fQ e ¢y apresentados na equacao matricial global 4.46 e definidos na vertente de

implementacao no apéndice A.
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8.2.5.2 TPZPorousMat<TPlasticStep, TMEM >

Classe de contribuicao material, responsavel por montar as contribuicoes elementares do ve-
tor de residuo de elementos finitos e matriz jacobiana deste, montando o sistema matricial
apresentado na equacio 4.46. E derivada direta da classe TPZMatElastoPlastic<TPlastic-
Step, TMEM > e implementa somente os termos de acoplamento e de fluxo em meio poroso,
beneficiando-se das implementacoes ja realizadas pela classe mae. Na figura 8.7 é apresen-
tada uma representacao dos elementos nao-nulos das contribuicoes de matrizes e de vetores
elementares do problema de elementos finitos. A figura 8.7a) representa a contribui¢ao da
classe mae referente ao problema elastopléstico e a figura 8.7b) representa a contribuicao
propria da classe TPZPorousMat<TPlasticStep, TMEM > referente ao problema de fluxo em
meio poroso e termos de acoplamentos em um elemento ctibico de interpolacao linear com 8
funcoes de forma. A tabulacao dos dados proposta agrupa as trés componentes de equilibrio
mecanico seguidas da equagao de fluxo em blocos de 4 linhas e colunas e sugere em um mesmo
niumero de funcoes de forma para os problemas (n* = n?).

Os argumentos genéricos T PlasticStep e TMEM permitem instanciar objetos desta
classe com modelos de plasticidade quaisquer e com memoéria no ponto de integracao do
tipo adequado. O argumento T'M EM tem o valor default de TPZPoroElastoPlasticMem.

Esta classe também implementa as condi¢oes de contorno para a equacao de fluxo, que
podem ser do tipo DIRICHLET ou NEUMANN. Como a varidvel priméria do problema é a
variacdo de pressao de poros Ap (vide equagao matricial 4.46) é importante salientar que a
condicao de contorno do tipo DIRICHLET tem a mesma natureza, ou seja, impoe uma variacao
de pressao de poros. Para o caso de manutencao de pressao de poros constante em um dado
contorno ao longo de uma simulagao basta impor Ap = 0. Para o caso de aplicagdo de uma
pressao de poros pgc constante no contorno e diferente do valor pg inicial, é necessario aplicar
a diferenga Ap = ppc — po no primeiro passo de carga e varia¢ao nula (Ap = 0) nos demais

passos de carregamento.

8.2.5.3 TPZPoroElastoPlasticAnalysis

Derivada da classe de analise TPZFElastoPlasticAnalysis, esta classe herda as funcoes de
gerenciamento de aplicagao de condigoes de contorno. Adicionalmente a classe implementa
a logica de informacao do valor do passo de tempo At atual para os objetos da classe de
material poroelastoplastico de forma que o material possa contribuir os termos de evolucao

temporal devidamente.
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b)

Figura 8.7: Representacao de elementos nao-nulos na contribuicao elementar do vetor residuo
e matriz jacobiana para um elemento ciibico de interpolagao linear, resultando em 8 funcoes
de forma.

a) contribui¢do das equagoes do problema mecanico;

b) contribui¢do da equacao da difusividade e termos de acoplamento.

169



8.2.6 Montagem do problema poroelastoplastico

O algoritmo 8.15 de execucao do problema poroelastopléstico é muito similar ao algoritmo

8.14 do problema elastoplastico. As diferencas concentram-se nas fases de:
e inicializacao:

— conforme apresentado na secao 3.1.5, o equilibrio mecanico precisa ser realizado
em tensoes totais, mas o estado de tensoes atuante no arcabouco da rocha é o de
tensoes efetivas. Com isto, o material é confinado numericamente até um nivel
de tensoes efetivas na linha 5 do algoritmo 8.15, ao passo que nas linha 9 e 19 as

tensoes aplicadas nas condicoes de contorno sao as totais;
— na linha 8 a pressao de poros é inicializada;

— na linha 13 é definido o passo de tempo inicial da solugao nulo para garantir que,
durante a fase de carregamento inicial da linha 19, o comportamento do material
seja nao-drenado, por questoes a serem definidas na subsecao 9.2 de teste do

problema poroelastoplastico.

e avanco temporal: o lago da linha 21 & 26 promove a evolucao no tempo em uma escala

temporal logaritmica.
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Algoritmo 8.15 Montagem simplificada de simulacao poroelastoplastica

1  PorousWellBoreLoadTest( filename)
{
TPZPlasticStep < YC.T,ERT,TFA.T > mat
mat.Setup(...)
5 mat.ApplyLoad(OCR x Ef fInitial Stress)
TPZPorousMat < TPZPlasticStep < YC.T, ER T, TFAT >> PEPMat
PEPMat.SetPlasticity(mat)
PEPMat.SetPorePressure(p)
cMesh «— CreateQuarterWellboreMesh(Initial Stress)
10 TPZPoroElastoPlasticAnalysis :: Set AllCreateFunctionsWithMem()
TPZPoroElastoPlasticAnalysis PEP Analysis(cMesh)
PEP Analysis.SetBiCGStab(n,, tol)
PEP Analysis.SetDeltaT(0)
TPZPostProcAnalysis PP Analysis(PEP Analysis)
15 PPAnalysis.SetPostProcessVariables(matlds, Post ProcVars)
PEP Analysis. TransferSolution(P P Analysis)
PP Analysis.DefineGraphMesh(..., filename)
PP Analysis.PostProcess()
PEP Analysis.ManagelterativeProcess(tol, nteps, Initial Stress, Final Stress)
20 time 0
for(i € 10,9)){
PEP Analysis.SetDeltaT(10° — time)
PEP Analysis. Run(tol, nsteps )
PP Analysis.PostProcess()

26 time « 10°
}
PP Analysis.Close()
28 }
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Capitulo 9
Problemas propostos

Propoe-se o emprego dos problemas elastoplastico e poroelastoplastico a um problema de
estabilidade de pocos, tipico de engenharia de perfuracao de pocos, uma das subareas de
engenharia de petrdleo.

O poco é uma estrutura de engenharia construida na formacao com o objetivo de co-
nectar hidraulicamente a rocha reservatorio as instalacoes de producao de superficie. O
processo de construgao de um poco se subdivide em duas etapas: perfuracao e completacao.
Empregando-se uma terminologia pouco técnica, estas etapas podem ser descritas da seguinte

forma segundo a tecnologia atual:

e perfuracao: processo de perfuracao rotativa da rocha com o objetivo de se avancar
uma escavacao cilindrica. Este processo é comparavel ao processo de escavagao de um
tinel, mas difere em alguns aspectos. A coluna de perfuracao é constituida de tubos
de perfuragao que permitem o bombeio de fluidos em seu interior até a broca. O
fluido em circulacao promove, entre outros fins, o transporte de material cortado para
fora do poco, a lubrificacao e refrigeracao da broca, coluna e outros equipamentos de
perfuracao. O retorno do fluido carreando o material cortado é realizado no anular
entre a coluna de perfuracao e as paredes do poco. A presenca de fluido de perfuracao
neste espaco anular tem também a funcao de exercer sobre as paredes do poco a pressao
da coluna hidrostatica e auxiliar na sua contengao mecanica e na contencao hidraulica
dos fluidos nativos da formagao, presentes no espaco poroso. Durante a perfuracao
de um poco o influxo de fluidos da formacao para o poco é indesejavel por questoes
de controle e seguranca operacionais. O influxo de fluido para a formagao também
é indesejavel pois pode prejudicar o capacidade de fluxo do poco quando em regime
de producao. Em engenharia de pocos este prejuizo hidromecanico é deniminado de
dano. O fluido de perfuracao possui uma carga solida de material fino e aditivos de

contencao de perda para evitar a injecao de fluidos na formacao. Quando um volume
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Figura 9.1: Tlustragao do processo de perfuracao de pogos em ambiente off-shore

pequeno deste fluido é injetado na formacao este é filtrado no meio poroso e a carga
solida forma uma barreira hidraulica que evita a continuidade da injecao, formando
uma camada de reboco. O dano ao poco fica restrito ao reboco superficial, de facil
remocao. Este processo de construgao de poco por perfuracao rotativa em ambiente

off-shore é apresentado ilustrativamente na figura 9.1;

completacao: o poco também agrega equipamentos de contencao mecanica da rocha e
de producao ou condugao de fluidos e o processo de instalacao destes equipamentos é
denominado de completacao. A instalacao dos revestimentos ou outros equipamentos
de contencao tem o objetivo de garantir a estabilidade do po¢o sem depender da co-
lunha hidrostatica do fluido de perfuracao, isolar hidraulicamente zonas permoporosas

distintas, entre outras.

O simulador formulado e desenvolvido nesta tese pode ser aplicado a simulacao de esta-

bilidade do poco durante as fases de perfuracao, na qual a contencao mecanica do poco é

realizada exclusivamente pelo fluido de perfuracao, ou de completacao, analisando o equilibrio

e transferéncia de esforcos da formagcao para os equipamentos de contencao, tipicamente reves-

timentos tubulares cimentados ou telas com espaco anular preenchido por material granular

de granulometria controlada. Como na fase de perfuracao é desejavel que o poco seja mantido

sem fluxo de fluidos, analises estéaticas elastoplasticas podem ser boas aproximacoes do com-

portamento mecanico da rocha. Na fase de producao poés-completagao, quando o poco entra
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em regime de fluxo pela reducao da pressao do fundo do poco, analises poroelastoplasticas
sao mais adequadas para avaliar como a formacao trabalha mecanicamente para redistribuir
os esforcos mecanicos. Em todos os casos a qualidade da resposta das simulacoes numéricas
estd fortemente relacionada a fidedignidade da reproducao do comportamento mecanico por

parte dos modelos constitutivos empregados.
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Figura 9.2: Malha de um quarto de poco proposta para o problema elastoplastico

9.1 Problema elastoplastico

O problema elastoplastico proposto corresponde & simulacao dos esforcos mecanicos ao redor
de um poco na fase de perfuracao. Apesar da perfuracao do poco ser um processo progres-
sivo no qual a profundidade escavada é crescente, adota-se neste trabalho a simplificacao de
remocao instantanea da rocha que cede lugar ao poco, implicando na criagao sibita de uma
escavacao cilindrica. Isto simplifica a simulagao tridimensional para um problema bidimen-
sional de estado plano de deformacoes. Aplica-se, porém, a modelagem tridimensional com
espessura de um elemento para avaliar a capacidade do simulador de executar problemas
tridimensionais.

A abstracdo do problema mecénico de perfuracao ilustrado na figura 9.1 é realizada,
por questoes de simetria geométrica e de carregamento, modelando-se apenas um quarto
da geometria do poco, conforme malha de elementos finitos apresentada na figura 9.2. Esta
malha é parametrizada em n.;.. elementos ao longo do quarto da parede do poco na secao e em
Nrqq €lementos radialmente ao poco, conduzindo a um nimero ng = Nejre-Nreq de elementos.
O teste de diversos refinamentos de malha neste trabalho resultou em uma relacao empirica
entre os valores de n,.,q e nq .. apresenta na equacao 9.1, quando se aplica uma relagao
geométrica da dimensdo radial dos elementos com razio ¢ = v/2, ou seja, cada linha j de
elementos contada a partir do centro do pogo tem comprimento lmdj = lmdjf1 .q , onde lmdj,l

é o comprimento radial dos elementos da camada j — 1 imediatamente anterior.
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Na equacao 9.1 20,40 ¢ a relacao entre o raio externo modelado na malha da figura 9.2 e
o raio do poco. Na figura 9.3 é apresentada uma discretizacao da malha genérica da figura
9.2 quando se adotam os valores de ng;,. = 20 € 10,4150 = 10. Nestas condicoes n,,4 = 18
e o namero de elementos da malha é de n., = 360. Observa-se que a dimensao radial dos
elementos externos da malha ¢ bastante alongada e que se reduz bastante nos elementos
proximos ao poco, como apresentado no detalhe a). Este refinamento direcional é intencional
para melhorar a qualidade da resposta na parede do poc¢o, mesmo implicando em elementos
bastante degenerados.

As condigoes de contorno aplicadas nas faces apresentadas na malha da figura 9.2 recebem

o seguinte significado:

e wellbore: parede do poco. Esta face recebe condicao de contorno denominada de NEU-
MANN Stress Field, na qual se impoe um tensor de tensées completo. A implementacao
do material é responsavel por solicitar ao elemento computacional a determinacao de
uma normal a face em cada ponto de integracao do contorno. Com esta normal o mate-
rial é capaz de calcular o vetor de carregamento mecanico a aplicar em cada contribuicao

de ponto de integragao;

e far field: esta condicao de contorno tem o objetivo de modelar o contorno distante
dos fendmenos mecanicos que ocorrem no poco. Neste modelo optou-se por empregar
como contorno distante uma fronteira cilindrica distante de um comprimento 107,
(10rativ = 10) ao centro do pogo, onde 7, é o raio do poco e empregado unitério
na malha para adimensionalizar os resultados!. A depender do tipo do fenémeno a
modelar, esta condicao pode ser do tipo DIRICHLET homogénea?, na qual se impedem
os deslocamentos de contorno distante, ou do tipo NEUMANN Stress Field, na qual se
impoe um estado de tensoes. Quando este contorno é suficientemente distante estas
duas abordagens convergem para os mesmos resultados. Neste trabalho optou-se pelo
emprego da condi¢ao de DIRICHLET homogénea para limitar a quantidade de energia no
sistema. A energia disponivel no problema resume-se a energia mecanica armazenada
na forma de deformacoes elasticas e, por ser limitada, tende a promover simulacoes

com menor risco de colapso generalizado. Além disto, pode-se avaliar a qualidade

LA mecanica dos meios continuos convencional nio é capaz de capturar efeitos de escala referentes ao
tamanho da estrutura em relacdo ao tamanho dos grios da rocha. A resposta mecénica portanto independe
da dimensao real do problema.

’Imposicdo de deslocamento nulo.
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9a. fileira de elementos
Detalhe a)

Figura 9.3: Exemplo de malha com 1. = 20 € 10,440 = 10.
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da resposta final pela comparacao da tensao nos elementos adjacentes a condicao de
contorno com o valor inicial. Quedas significativas nesta tensao indicam que a malha
apresenta dimensao radial insuficiente e que o fenomeno modelado poderia dissipar

energia de porcoes de rocha ainda mais distantes;

e /+ e Z—: condicoes de simetria no eixo Z. Estas condi¢oes de contorno sao do tipo
DIRICHLET direcionais homogéneas, impondo deslocamento nulo na direcao vertical em
cada grau de liberdade destes contornos para criar uma condi¢ao de estado plano de

deformacoes;

e Y e X: condigoes de simetria de carregamento nos eixos Y e X. Nesta simulacao estes
eixos foram adotados para modelar a simetria de carregamento segundo as direcoes de
tensoes principais, apesar de nao serem diretamente impostas no contorno. O contorno
é do tipo DIRICHLET direcional homogéneo, impondo deslocamento nulo nas dire¢oes

T e Yy, respectivamente.

O estado de tensoes in-situ® da rocha ¢ modelado pelo estado de tensoes inicial do modelo
constitutivo (parcela 0—(’; do termo ﬁ, da eq. 4.37). Um teste bastante interessante e que foi
realizado consiste em se trocar todas as condicoes de contorno por condicoes de DIRICHLET
homogéneas e se disparar a simulacao. O problema deve estar em equilibrio sempre que for
atribuido um estado de tensdes homogéneo aos elementos®, indicando correta modelagem de
condicoes de contorno, integragao e montagem do vetor de carga.

Numericamente, o estado de tensoes in-situ empregado corresponde a um caso cléssico
de reservatorios turbiditicos offshore da bacia de Campos. Estes reservatorios podem ser
encontrados, por exemplo, na cota vertical de —3000m a partir da superficie do mar em
laminas d’4dgua tipicas de 1200m. Adotando-se um gradiente® litostatico médio de 0,9 psi/ft
e o gradiente da agua do mar de 8,6 ppg®, pode-se estimar o valor da tensao de sobrecarga

(0,) como apresentado na expressao abaixo:

N

30 estado de tensoes da rocha anterior & perfuragio/escavagao de cavidades recebe comumente as de-
nominagoes de i)estado de tensodes in-situ; ii)estado de geopressoes; ou iii) estado geostatico de tensdes, a
depender do autor.

4No caso especial em que tensdes gravitacionais estejam presentes, o estado de tensdes inicial também
deve honrar a variacdo de tensbdes devido as componentes de forca de corpo.

SEm engenharia de petroleo o termo gradiente ¢ um jargdo técnico e nio representa a operacio do calculo
diferencial em varias variaveis. Gradiente representa a divisdo de um valor de pressao ou componente de
tensao por uma profundidade a partir de uma cota de referéncia e é uma forma de relacionar informacoes de
cotas distintas. Este gradiente assume o significado fisico correto de peso especifico equivalente associado &
cota de referéncia e é expresso em unidades de pressao por comprimento.

6 Abreviagao da unidade de gradiente de engenharia de petrdleo de pounds per gallon, libras-forca por
galdao (1 gf/cm? ~ 8,345 Ibf/gal).
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0o = Ysea  LDA+ Vrito(z — LDA)
8,6 ppg - 1200 m + 9,0 psi/ ft - (3000 — 1200) m] 9.2)
~ 7,074 ksi = 48,77 M Pa.

Q

Adotando-se o coeficiente o de BIoT-WILLIS como 0,8 (eq. 2.11), as relagoes ky = o’y /0),
e kp, = o), /o, com os valores de 0,9 e 0, 8 e o gradiente de pressao de poros de 8,6 ppg, obtém-

se 0s possiveis valores para o estado de tensoes efetivas principais das expressoes 9.4.

p =~ 8,6-3000ppg-m (9.3)
~ 4,397 ksi = 30,32 M Pa

~

o, = 0,—0,8p

= 3,556 kst = 24,52 M Pa (9.4)
oy =~ 3,200ksi = 22,07 M Pa
2,845ksi = 19,62 M Pa

Q

o,

Apos a perfuracao, o estado de tensdes in-situ é substituido pela pressao exercida pela
coluna hidrostatica de fluido de perfuracio” nas paredes do poco. Adotando-se um gradiente
equivalente de peso de fluido de 9,2 ppg obtém-se o valor abaixo para a pressao de contencao

mecanica das paredes do poco:

Q

9,2 - 3000 ppg - m (9.5)
~ 4,704 ksi = 32,43 M Pa.

Pwb

Considerando-se que esta pressao é aplicada em uma camada de reboco sobre as paredes
do poco, pode-se calcular a tensao mecanica radial efetiva sobre a formacao proporcionada

por esta pressao:

"A pressdo atuante no poco pode ser estimada como a soma da parcela devido & coluna hidrostatica do
fluido contaminado por fragmentos de rocha cortada com as perdas de carga devido & circulagao de fluido.
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r,wb ~  Pwb — 07 8- p (96)
~ 1,186ksi = 8,18 M Pa.

Reunindo-se os valores das expressoes 9.4 e 9.6 resumem-se os estados de tensao inicial
na rocha e final na parede do poco na expressao abaixo, assumindo-se as componentes de

tensao horizontal minima, horizontal méxima e vertical coincidindo com os eixos z, y e z:

oy = o'y ; o =01 (9.7)

Em uma modelagem elastopléstica, ou seja, nao conservativa, o resultado da simulagao
depende da trajetoria de carregamento ao qual o material foi submetido. Existem diversas
trajetorias de carregamento que conduzem a parede do poco do estado de tensoes efetivas
o inicial ao o’ final, incluindo o caminho aparentemente imediato linear entre estes dois
tensores. E complicado, entretanto, saber qual o caminho de carregamento é mais fiel as
condicoes de campo. Por se tratar de substituicao de uma tensao mecanica por uma pressao
hidrostatica, propoe-se como trajetoria o carregamento linear de o, para o, seguido de o,
para 0'}, onde o}, ¢ o estado de tensoes hidrostatico intermediario com pressao igual ao menor
valor de tensao, apresentado na equacao 9.8. Desta forma, a rocha é descarregada da sua
tensao deviatorica sem aumento de quaisquer de seus componentes de tensao e em seguida é

descarregada hidrostaticamente.

o, =o,1 (9.8)

Para maior estabilidade numérica do problema propoe-se uma subincrementagao simples
de cada aplicagao de carga em 5 subincrementos de igual valor de tensao. A figura 9.4 ilustra
os 10 passos totais de aplicagdo de carga e os valores dos componentes o/, 0'7; e 0. em cada
passo. O estado de tensoes inicial recebe indice 0 e o final 10.

A simulacao elastoplastica do problema de perfuragao de pocos foi realizada empregando-
se as modelagens constitutivas de LADE-KIM e SANDLER e DIMAGGIO apresentadas nas
subsecoes 6.1 e 6.2, respectivamente, no simulador elastoplastico documentado na subsecao
8.2. Uma das idéias iniciais deste trabalho era ensaiar mecanicamente um arenito de um
reservatorio off-shore e, com base nos resultados dos ensaios mecanicos, definir o conjunto de
parametros de cada modelo. Contudo, a fase de implementacao do algoritmo de decomposicao

elastoplastica (subse¢ao 8.1) demandou mais tempo do que previsto inicialmente e esta etapa
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Figura 9.4: Componentes do tensor de tensoes efetivas aplicado a parede do pogo (wellbore)
para cada passo de carregamento.

de caracterizagao mecanica ficou em segundo plano.

Para cada uma destas modelagens escolheu-se um conjunto de parametros da literatura
para modelar o comportamento de materiais granulares fridveis a inconsolidados similares
aos arenitos reservatorio. Infelizmente esta escolha implica em simulacoes de materiais dife-
rentes para cada uma das modelagens constitutivas e a comparagao dos resultados das duas
modelagens fica comprometida.

Nao foram encontrados na literatura parametros de materiais compativeis com o nivel
de tensoes na profundidade simulada. Adotou-se como solucao o "confinamento numeérico"
dos modelos constitutivos, que consiste em se efetuar a decomposicao elastoplastica em um
nivel de tensoes compativel com o grau de confinamento mecanico da rocha na condicao
in-situ. O estado de variaveis plasticas de dano obtido desta decomposicao foi empregado
como estado inicial do material. Desta forma, garante-se que a simulacao é iniciada com
um material compativel com o nivel de tensoes inicial e analisam-se como plastificacoes ou
deformacoes da simulacao somente as parcelas de sobreplastificacao e sobredeformacao em
relagao ao estado inicial.

A estratégia de "confinamento numérico", apesar de parecer adequada, apresentou alguns
problemas na pratica. Estes modelos constitutivos sao bastante complexos e nao-lineares e
o emprego do conjunto de parametros caracterizados para materiais mais brandos e a niveis
menores de tensao extrapolado a tensoes de confinamento elevadas implica nos seguintes

problemas:
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Figura 9.5: Distorcoes no dominio elastico de modelagens constitutivas submetidas ao confi-
namento numérico.

Curvas em preto: critério de plastificacao ajustado na tensao de referéncia;

Curvas em cinza: critério de plastificacao ajustado em tensoes menores;

Curvas tracejadas: extrapolacao do comportamento material por confinamento numé-
rico.

envoltéria de cisalhamento: a extrapolacao da curvatura da envoltéria de cisalhamento
nos meridianos incorre em envoltérias de cisalhamento muito abatidas, apresentando
um angulo de atrito de MOHR-COULOMB equivalente muito baixo em altos confina-
mentos, conforme ilustrado na figura 9.5. Este comportamento implica na reducao
do dominio elastico ao cisalhamento e, conseqiientemente, em deformacoes plasticas
deviatoricas excessivas, podendo inclusive conduzir a simulacao a falha generalizada

quando o material nao consegue sustentar a carga deviatorica solicitada;

e envoltoria de compressao: a compactacao (e conseqiiente plastificagao) excessiva dos
modelos constitutivos pode conduzi-los a comportamentos muito rigidos ao endureci-
mento, aproximando o comportamento mecanico ao de materiais perfeitamente plasti-

COS.

Além dos problemas citados anteriormente, algumas caracteristicas importantes dos mo-
delos constitutivos, como por exemplo o controle da dilatancia excessiva ou a propria fide-
dignidade da resposta mecanica, sao prejudicados pelo confinamento numeérico.

No caso particular do modelo constitutivo de SANDLER e DIMAGGIO, mesmo com a
estratégia de confinamento numérico nao foi possivel realizar uma simulacao completa por

problemas de falha generalizada do poco. Como solucao foram empregados dados de ensaios
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Ordem Ordem Quadratura Graus de
de inte- inte- Quadratura de GAUSS- liberdade
N de GAUSS
gragao grada LOBATO da malha
P 2-p n | n n | n Mo
1 2 3 27 4 64 2394
2 4 5 125 6 216 13653
3 6 7 343 8 512 40260
4 8 9 729 10 1000 88695

Tabela 9.1: Custo computacional de acordo com o grau de interpolacao do problema elasto-
plastico (ne = 360).

de arenitos tipicos de reservatorios para o ajuste dos parametros deste modelo, conforme
descrito na subsecao 9.1.1 adiante.

Para evitar que as simulacoes experimentassem plastificacao em todo o dominio, optou-se
por “sobreconfinar" o material, confinando-o numericamente até um estado de tensoes 10%
superior ao estado inicial do problema a simular.

Empregando-se a malha e condicoes de contorno e carregamento definidas neste capitulo,
foram propostas 4 simulacoes para cada modelagem constitutiva no simulador elastopléstico
desenvolvido variando-se a ordem de interpolacao dos elementos. A tolerancia adotada para
a norma do residuo de elementos finitos foi de 107 na unidade de tensao escolhida para o
problema e o desvio de integracdo do PVI-EP admissivel adotado foi de €, = 1072,

Na tabela 9.1 sao apresentados indicadores do custo computacional da simulacao para
cada ordem de interpolacao escolhida. Na primeira coluna sao listados os graus do espago de
interpolacao e na segunda a ordem de integracao escolhida para as quadraturas gaussianas.
Nas colunas 3 a 6 sao apresentadas as quantidades de pontos de integragao elementares de
acordo com as quadraturas para cada grau de integracao em uma e trés dimensoes. A tltima
coluna apresenta o nimero de graus de liberdade da malha final e difere das anteriores por
apresentar uma informacao pertinente a malha e nao a cada elemento.

Observa-se nos dados de quadratura da tabela 9.1 que o niimero de pontos de integragao
em trés dimensoes cresce muito com o aumento da ordem de intepolacao, sobretudo quando
se emprega a quadratura de GAUSS-LOBATO. Conforme ja adiantado na subsecao 8.2.2.8,
apesar de se esperar vantagem no emprego da regra de integracao de GAUSS-LLOBATO quanto
a qualidade da interpolacao no poés-processamento, nao se observou vantagem efetiva na
pratica. Adotou-se portanto como padrao o emprego da quadratura de GAUSS convencional,
preservando-se os dados de GAUSS-LLOBATO na tabela para efeito comparativo.

A implementacao do simulador demanda o armazenamento do historico de variaveis elas-

topléasticas por ponto de integracao. De acordo com os dados da tabela 9.1, nota-se que sao
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necessarios 729 pontos de integracao por elemento no caso da ordem de integragao mais alta
empregada (p = 4). Pode-se dizer, portanto, que em um elemento desta simulacido em que
a plastificacao ocorra em 100% de seu subdominio sdo necessarios 729 decomposicoes elasto-
plasticas e calculos de matrizes constitutivas, evidenciando o custo computacional inerente a
plastificacao na simulacao.

Na coluna final da tabela 9.1 nota-se que a quantidade de graus de liberdade do problema
simulado é pequena. Na pratica isto se traduz em um tempo muito alto para a montagem do
sistema linearizado (matriz de rigidez e vetor de carga) devido ao alto custo das decomposicoes
elastoplasticas por ponto de integracao e relativamente baixo para a inversao do sistema de

equacoes.

9.1.1 SANDLER e DIMAGGIO

Para o modelo constitutivo de SANDLER e DIMAGGIO cogitou-se empregar 0os parametros
definidos para a areia McCormic Ranch Sand|[11]. Contudo, o confinamento numérico resul-
tou nos problemas de envoltoria ao cisalhamento muito abatida apresentado na figura 9.5,
nao suportando o nivel de cisalhamento do problema elastoplastico a partir do oitavo passo
de carregamento apresentado na figura 9.4. A solucdo encontrada foi ajustar a envoltoria
ao cisalhamento a um conjunto de resultados de ensaios em amostras de um arenito tipico
de reservatorio destas profundidades, assim como se empregar ensaios de compressibilidade
hidrostatica ciclica para o ajuste do modulo de endurecimento. Esta caracterizacao foi deno-
minada de Arenito Reservatdrio e seus parametros para o modelo de SANDLER e DIMAGGIO
sao apresentados no apéndice C.

Nos histogramas da figura 9.6 sao apresentadas as quantidades de passos de NEWTON
necessarias para a resolucao de cada um dos 10 passos de carregamento propostos da figura
9.4. E importante relatar que em cada um destes passos de carregamento observou-se a norma
do residuo inicial da ordem de 10°, ou seja, a convergéncia de cada passo de carregamento
implicou na queda do residuo em mais de 10 ordens de grandeza. Nota-se nos histogramas
que os primeiros 5 passos de carregamento requerem menos iteracoes de NEWTON para
convergir e isto se deve ao fato do material estar "sobreconfinado" numericamente. Nestes 4
ou 5 passos iniciais de carregamento o material ainda se comporta no regime elastico. Como
o modelo de SANDLER e DIMAGGIO conta com regime elastico linear, poder-se-ia esperar
nestes casos apenas um passo de NEWTON para convergir para a solugao exata, conforme o
comportamento exibido pela simulacao com ordem p = 1, mas o mesmo nao se observou nas
simulacoes de ordens de grandeza p = 2; p = 3 e p = 4. Atribui-se este comportamento a
erros numeéricos decorrentes da integracao da matriz de rigidez e vetor de carga elementares

e a erros de truncamento e cancelamento severo na contribuigao e solucao do sistema linear
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Figura 9.6: Quantidade de passos de NEWTON para a solucao de cada passo de carregamento
na simulacao elastoplastica com modelo constitutivo de SANDLER ¢ DIMAGGIO.

global.

A partir do quinto passo de carregamento comegam a surgir locos de plastificacao na ma-
lha. Por ser um comportamento extremamente nao-linear, deve-se esperar uma quantidade
maior de iteracoes de NEWTON para a resolucao dos passos de carregamento, conforme se
observa na figura 9.6. Mesmo assim, observa-se que o programa requer uma quantidade bas-
tante pequena de iteracoes para a queda de 10 ordens de grandeza do residuo, condizente com
a consisténcia da matriz tangente como jacobiana do vetor de carga verificada na subsecao
8.1.3 de validacao do algoritmo implementado.

Nas figuras de 9.7 a 9.10 sao agrupados de acordo com a ordem de interpolacao empregada
alguns resultados pos-processados das simulacoes. Em cada figura sao apresentados quatro
graficos: a) mapa de deslocamentos aplicado sobre uma configuracao deformada do dominio
com sobreposi¢ao da malha de elementos finitos na condicao de referéncia; b) valor da variavel
k de dano do modelo constitutivo apenas nas porcoes da malha referentes aos pontos de

integragao em que houve plastificagao; ¢) mapa de valores de I;; e d) de J,. Estas figuras
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revelam alguns resultados bastante interessantes, a saber:

e independente do grau de interpolacao empregado, as 4 simulagoes apresentam valores
suaves e bastante proximos para a deformada, mesmo na ordem de interpolacao p = 1.
A partir da simulacao com ordem de interpolacao quadratica nao se observam ganhos

significativos de suavidade na resposta de deformada;

e a forma da regiao plastificada, bem como a distribuicao dos valores de x também
apresenta pequena alteracao com a ordem de interpolacao. Observa-se que o aumento
da ordem refina o contorno da regiao plastificada por indiretamente dispor de maior
quantidade de pontos de integracdo em cada subdominio, mas também acentua as
descontinuidades do contorno do poco oriundas do mapeamento geométrico inexato
dos setores circulares por trechos lineares, implicando em concentracoes de tensao nas
quinas entre elementos. Estas descontinuidades sao bastante localizadas e o aumento
do grau de interpolacao incorpora graus de liberdade para mapear este comportamento.
Uma solugao para este tipo de problema seria o emprego de elementos transfinitos|57],
o que possibilitaria sobrepor a parametrizacao de geometrias nao afins ao problema de

elementos finitos;

e Os contornos de tensao, sobretudo de [y, sao bastante afetados pela ordem de inter-
polacao. Em elementos finitos a propriedade de tensao é obtida a partir da aplicacao
da lei constitutiva sobre um estado de deformacoes pontual. Como as deformagoes sao
obtidas pela diferenciacao dos deslocamentos (eq. 3.9), ambas as propriedades de defor-
macao e tensao sao descontinuas na interface entre elementos. O aumento da ordem de
interpolacao tende a minimizar esta descontinuidade por enriquecer o espaco de interpo-
lacao e agregar maior quantidade de graus de liberdade, permitindo que cada elemento
modele melhor o comportamento em seu subdominio e evitando que o comportamento
da solucao global seja ditado exclusivamente pelo comportamento inter-elementar. Nas
figuras apresentadas, respostas pos-processadas suaves de J; sao obtidas somente com
ordem de interpolacao quadraticas ou superiores, ao passo que curvas suaves para [y

requerem ordem de interpolagao no minimo ciibica.

Pelas andlises tecidas acima, pode-se dizer que todas as simula¢oes apresentadas conseguem
capturar o fenémeno fisico de plastificacdo e a resposta de deformada é bastante objetiva
e praticamente independe da ordem de interpolacao. Mesmo quando as tensoes sao pro-
bremente modeladas (caso p = 1), os contornos de variavel plastica de dano sao bastante
consistentes com as solucoes de ordens mais altas. Este comportamento é interessante pois

o calculo destas varidveis de dano via decomposicao elastoplastica depende fortemente dos

187



881

Displ. Magni

2.1e-603 Alphg \

79:037768

. 5e-003
I

.038024
|1.0e-oo3 o

- .038280" |
5.1e-004 D

\ 2.8e-008

a) Magnitude de deslocamentos e deformada majorada

em 100x
- = % B i
g ' 4 IlStresﬁ
i -58.000

J2Stress
200700

150.00

|100.00

50.000

_9-00000

¢) Distribuicao final do primeiro invariante de tensdes d) Distribuigao final do segundo invariante de tensoes
(M Pa) deviatoricas (M Pa?)

Figura 9.7: Resultados da simulacao elastoplastica com ordem de interpolagdo p = 1 e modelagem constitutiva de SANDLER e
DIMAGGIO com parametros materiais de Arenito Reservatorio.
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Figura 9.8: Resultados da simulacao elastoplastica com ordem de interpolagdo p = 2 e modelagem constitutiva de SANDLER e
DIMAGGIO com parametros materiais de Arenito Reservatorio.
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Figura 9.9: Resultados da simulacao elastoplastica com ordem de interpolagdo p = 3 e modelagem constitutiva de SANDLER e
DIMAGGIO com parametros materiais de Arenito Reservatorio.
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valores de tensao nos pontos de integracao. O aumento da ordem de interpolagao tem o papel
de refinar a qualidade da resposta, mas mantém a forma das distribuicées de deformacao,
variavel de dano e tensoes qualitativa e quantitativamente.

Analisando-se o comportamento fisico da resposta de mais alta ordem, nota-se que o
poco apresenta um fechamento maior na direcao y, alinhada com as maior tensao principal
no plano xy, e que a plastificacao ocorre sobretudo na direcao x. Este comportamento confere
com a experiéncia de engenharia de pocos, onde a desagregacao e remocao de material da
zona plastificada implica em arrobamento direcional do pogo (breakout) na diregao de menor
tensao.

Os contornos de tensao revelam que |I;| apresenta redugao de valor e que J aumenta
na regiao correspondente a plastificacao. Isto s6 deve acontecer quando o material plastifica
segundo o critério de plastificagdo a compressao ditado pela funcao de palstificagdo fo (eq.
6.21 e fig. 6.6). A funcdo f1 (eq. 6.20 e fig. 6.6) apresenta comportamento crescente entre
Jo e |I1]| e ndao modela o comportamento identificado. Para avaliar se o critério de plastifi-
cacao fi foi atingido propoe-se reescrever a funcao 6.20 deste critério da forma apresentada
abaixo, adimensionalizando-se seu valor. f; assume o valor nulo quando o estado de tensoes

é hidrostatico e unitario quando o estado de tensoes se encontra no contorno de plastificacao

fi=0.

fi (V) = %> (9.9)

Na figura 9.11 sao apresentados contornos de f; em mapa de cores e o contorno da regiao
plastificada final na cor preta. Observa-se que f; assume valores entre 0,1 e 0,9, ou seja,
em nenhum ponto o critério de plastificacao f; ao cisalhamento é atendido. Desta maneira,
comprova-se que a plastificacdo ocorrida se encontra no critério f, de compressao, para o

qual conferem as observagoes de relagao entre Jy e |I].

9.1.2 LADE-KIM

O modelo de LADE-KIM também apresentou problemas quanto ao confinamento numeérico.
Por se tratar de um modelo bastante complexo, sua caracterizacao completa demanda uma
quantidade muito grande de ensaios mecéanicos. A execucao destes ensaios e ajuste dos para-
metros ja seria motivo de uma tese. Neste trabalho optou-se por procurar uma caracterizagao
na literatura capaz de ser submetida ao nivel de carregamento desejado sem problemas de
estabilidade numérica.

O material mais compacto encontrado com caracterizagao no modelo de LADE-KIM foi a

areia densa do rio Sacramento (Dense Sacramento River Sand). No apéndice C sdo apresen-
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Figura 9.11: Contornos de f; da simulagao com ordem p = 4. O contorno da zona plastificada
é representado pela linha preta.

tados os parametros desta descricao material.

No grafico da figura 9.12 na pagina 194 sao apresentadas as quantidades de iteracoes de
NEWTON necessarias para resolver cada um dos passos de aplicacao de carga ilustrados na
figura 9.4. Observa-se que este grafico conta com ordens de interpolacdo até cubica (p = 3)
e isto ocorre porque o modelo s6 foi capaz de convergir uma solucao vélida até a ordem
quadratica. Na ordem cubica observou-se que o codigo estagnou em "loop infinito” ao tentar
realizar a decomposicao elastoplastica em um dos pontos de integracao do ultimo passo da
solucao. Atribui-se esta falha a incapacidade do modulo de decomposicao elastoplastica
de resolver o PVI-EP devido a quantidade excessiva de plastificacao exibida pelo ponto.
Isto ocorre porque o modelo ja acumulava muita plastificacao desde a fase de confinamento
numeérico.

Acredita-se que tal problema ocorreu apenas em ordens de integracao cubica e superiores
devido a concentracao de tensoes nas quinas entre elementos do contorno interno do poco.
O aumento da ordem de interpolacao propicia singularidades mais acentuadas e que podem
implicar na perda de significado fisico.

Nas figuras 9.13 e 9.14 sao apresentados os mesmos tipos de graficos de resultados pos-
processados de simulacao que foram apresentados na subsecao anterior, agora com os dados
das simulacoes com modelo constitutivo de LADE-KIM.

Nestas figuras observam-se os mesmos comportamentos de objetividade da simulacao
encontradas para o modelo de SANDLER e DIMAGGIO:

e contornos de deformacao suaves desde a ordem p = 1 e aparentemente independentes
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Figura 9.12: Quantidade de passos de NEWTON para a solucao de cada passo de carregamento
na simulacao elastoplastica com modelo constitutivo de LADE-KIM.
* - solucao nao convergiu por problema de falha de pogo generalizada.

da ordem de interpolacao;

e contorno da zona plastificada e distribuicao dos valores da varidvel de dano x mais refi-
nados na ordem de interpolagao quadratica, possivelmente devido & maior quantidade

de pontos de integracao e graus de liberdade da solugao;

e distribuicao de valores de tensoes pobres na ordem p = 1, sobretudo para I;. Na
ordem de interpolacao quadrética a resposta de Jy é razoavelmente suave e [; ainda
apresenta singularidades, mas ja exibe um comportamento qualitativo mais proximo

dos resultados encontrados nas simulagoes anteriores;
e 0 poco ainda exibe maior fechamento na direcao vertical;

e na zona plastificada proximo ao pogo observa-se que |I;| cai com aumento de J;, com-

portamento este que aparenta estar relacionado com a plastificacao & compressao.

Os resultados mais marcantes sao a maior magnitude de deslocamentos do pogo e maior zona
plastificada final em relagao as simulacoes com modelo constitutivo Arenito Reservatdrio se-

gundo o modelo de SANDLER e DIMAGGIO. Atribui-se este comportamento a parametrizagao
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com parametros materiais de Dense Sacramento River Sand.
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de diferentes materiais em cada um dos modelos constitutivos e nao a formulacao dos mes-
mos. Um dado que serve de base para esta conclusao é o valor maximo de J; em cada um
dos casos: no caso simulado com modelo de LADE-KIM e material Dense Sacramento River
Sand o valor maximo de J; foi de apenas metade do mesmo valor nas simulacoes anteriores,
atestando que a parametrizacao do Arenito Reservatério o tornou capaz de sustentar maior
quantidade de cisalhamento. Quando a capacidade de resistir ao cisalhamento do material
do poco cai a plastificacao tende a ser generalizada e solicitar a contribuicao resistente de
porgoes materiais mais distantes, o que se observa nos resultados das figuras 9.13 ¢ 9.14. Este
fenomeno pode implicar na falha generalizada do poco quando, mesmo com a contribuicao
de porcoes materiais mais distantes, o equilibrio nao consegue ser garantido.

Na figura 9.15 sao identificados alguns resultados interessantes a respeito do modelo de
LADE-KIM. Por ser um modelo mais nao-linear que o de SANDLER e DIMAGGIO, a simulagao
apresentada nos resultados das figuras 9.13 e 9.14 se beneficiaram da subincrementacao com
controle de erro implementada no integrador do PVI-EP. A figura 9.15 apresenta a quantidade
de passos de subincrementacao na simulagao com ordem de interpolagao quadratica. Dos
passos de carregamento 5 até 7 a plastificagdo cresce em &rea mas ainda requer apenas
um incremento de deformacgoes para contemplar a tolerancia desejada. Nos passos 8 e 9 ja
se observam regioes em que é necessaria a subincrementacao. No ultimo passo ocorre um
crescimento acentuado na subincrementacao, indicando que o modelo se torna altamente
nao-linear. E neste carregamento que a simulacio falha nas ordens de interpolacdo mais
elevadas.

Mesmo com o alto ntimero de subincrementagoes nota-se que o simulador ainda requer
uma quantidade pequena de passos de NEWTON (5 - figura 9.12) para a convergéncia da
solucao, mais uma vez atestando a qualidade da jacobiana da decomposicao elastoplastica,

agora incluindo também a subincrementagcao.
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9.2 Problema poroelastoplastico

O problema abordado na secao 9.1 refere-se a uma analise quase-estitica de uma escavacao
de uma cavidade cilindrica. Durante o processo de perfuracao adotou-se o regime drenado de
pressao de poros no material, situacao na qual a difusao de pressao de poros no meio apresenta
um tempo caracteristico compativel com o do desenvolvimento de tensoes no arcabouco da
rocha e pode-se considerar que a pressao de poros é constante em todo o dominio. Em rochas
de alta permeabilidade ou em reservatorios de fluidos de viscosidade bastante baixa, como é o
caso de gases, esta consideracao pode ser bastante realista. No caso de reservatorios fechados
(baixa permeabilidade) ou contendo fluidos de alta viscosidade esta simplificagao nao pode
ser adotada e torna-se importante analisar a evolucao temporal da pressao de poros e a sua
influéncia no equilibrio mecanico.

Propode-se simular o mesmo problema de estabilidade de pocgo desenvolvido na subsecao
9.1 estendido para considerar os efeitos poromecanicos. A malha proposta é apresentada na
figura 9.16 e é composta de n.;,.. = 8 elementos ao longo da face do poco e n,,q = 17 elementos
radialmente com 20,4, = 20, ou seja, com relacao do raio externo da malha pelo raio do
poco de 20 vezes. Esta alteracao das dimensoes da malha se fez necessaria para contemplar
uma maior geometria de andlise, balanceando-se o custo computacional da malha de maior
dimensao e de mais graus de liberdade referentes & varidavel Ap com um menor namero de
elementos. Esta decisao tem a contrapartida de apresentar um menor refinamento da resposta
proxima ao poco.

A tnica alteracao nas condic¢oes de contorno impostas em relacao ao problema elastoplas-
tico refere-se ao limite externo farfield da malha (vide fig. 9.2). Neste contorno a variagao
da pressao de poros foi imposta nula, significando que a pressao inicial dada pela expressao
9.3 é mantida constante durante a evolucao temporal do sistema. A imposicao de pressao
constante apresenta a contrapartida de fluxo de fluidos através deste contorno. A imposicao
de pressao implica também em se remover alguns graus de liberdade da malha, empobre-
cendo o espago de interpolacao. Para evitar que esta reducao de graus de liberdade afetasse
a qualidade da resposta na parede do poco, escolheu-se uma razao 10,4, maior para este
problema.

Optou-se por impor uma condicao de contorno do tipo DIRICHLET homogénea para a
variacao de pressao de poros para garantir que a pressao final do sistema seja igual & pressao
estatica do reservatorio nao-depletado. Em simulagoes anteriores sem esta condicao de con-
torno observou-se que a pressao final no sistema era menor que a inicial, significando que
a expansao do volume poroso total da malha decorrente do alivio de tensoes e fechamento

do poc¢o causou uma despressurizacao do fluido. Como se presume que o reservatério seja
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bastante extenso, é de se esperar que o mesmo recarregue hidraulicamente o entorno do poco,
mantendo sua pressao.

O objetivo principal da andlise é avaliar como o desenvolvimento de pressao de poros
afeta o comportamento mecanico do poco e verificar se a aproximacao elastoplastica pode
ser empregada como bom estimador do comportamento poroelastopléstico.

As propriedades poromecanicas correspondem as de um reservatério de boas propriedades
permoporosas, compativel com um reservatoério tipico das profundidades apresentadas nas
definicoes do problema elastoplastico. Estas propriedades sao dadas nas expressoes do grupo
9.10 com a permeabilidade expressa na unidade mD?®. O valor do coeficiente B de SKEMPTON
revela, de acordo com a expressao 2.10, que 60% de um incremento de tensao média aplicado
a rocha é transmitido instantaneamente (em condi¢des nao drenadas) ao fluido sob a forma

de pressao de poros.

300mD = 0,2961.10~ 2 m?
20% (9.10)
0.6

¢
B

Segundo os parametros do Arenito Reservatorio dados no apéndice C, tem-se que esta

rocha apresenta as seguintes propriedades elasticas:

E = 9GPqg; (9.11)
v = 0,25.

O valor da compressibilidade bulk da rocha pode ser calculado a partir da relacao elastica
da equacao 3.27|3, 10]:

E
Kp=—" = Pa. 12
B iy 0CTa (9.12)
K; = 10GPa (9.13)
K. = 30GPa

8A permeabilidade intrinseca da rocha pode ser dada na unidade de DARCY. 1D = 1000mD e 1D =
9.87.107 13 m2,
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Ordem de Graus de
integracao liberdade da
malha
p Ndof
1 1296
2 7140
3 20800

Tabela 9.2: Custo computacional de acordo com o grau de interpolacao do problema poroe-
lastoplastico (n. = 136).

Adotando-se a rigidez do fluido e do grao apresentadas nas expressoes 9.13 e empregando-
se das relagoes poroelasticas 2.12, 3.29 e 3.30, chega-se ao valor estimado dos coeficientes de

B1oT-WILLIS « e de armazenamento restrito S;:

0.8
S. =~ 0,1156 GPa™! (9.14)
0,1156.1072 M Pa™*

e
l

Finalmente, a viscosidade do fluido é dada pela definicao 9.15 na unidade de centipoise °.

p=2cP=210"°MPas (9.15)

O carregamento sugerido pelo algoritmo 8.15 é ilustrado na figura 9.17. Propoe-se o
carregamento mecanico a partir do tempo ¢ = 0 similar ao do problema elastoplastico em 10
passos, seguido da evolugao temporal em uma escala logaritmica para avaliar a evolucao do
problema. E importante salientar que, no caso da simulacdo poroelastoplastica, é necessario
aplicar as condicoes de contorno em tensoes totais para assegurar o equilibrio considerando-se
o campo de pressoes desenvolvido no dominio e seu contorno decorrentes da percolacao de
fluido.

Na tabela 9.2 listam-se as quantidades de graus de liberdade da malha poroelastoplastica
para cada grau de interpolacao. Estas quantidades sao menores que no problema elastoplas-

tico (tab. 9.1) devido ao menor ntimero de elementos da malha.

9Para efeito de comparacio, a viscosidade da agua é de 1cP = 1073 Pa.s.
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Figura 9.17: Componentes do tensor de tensoes totais aplicado a parede do pogo (wellbore)
para cada passo de carregamento do problema poroelastopléstico.

9.2.1 SANDLER e DIMAGGIO

Devido a maior estabilidade numérica do modelo constitutivo de SANDLER e DIMAGGIO com
parametros materiais de Arenito Reservatdrio nas simulacoes elastoplasticas, o mesmo foi
escolhido para a realizacao do teste poroelastoplastico.

A execucao dos passos de carregamento apresentados na tabela 9.2 resultam na distri-
buicao de passos de NEWTON dos histogramas da figura 9.18. A queda do residuo tipica é
de 9 ordens de grandeza e observa-se na tabela que o programa apresenta uma quantidade
tipica de passos de NEWTON entre 1 e 4, a nao ser por alguns passos de evolucao temporal
que foram truncados em 10 iteragoes por nao conseguir convergir para a tolerancia desejada,
de 107°. Esta falha na convergéncia esta associada & imposicao de condi¢ao de contorno de
DIRICHLET o contorno externo da malha e pode ser contornada ao se aplicar uma razao 10,44,
maior. De qualquer maneira, o residuo nestes casos ¢ da ordem de 10~ e nao compromete a
qualidade dos resultados.

Nas figuras 9.19 a 9.21 apresentam-se os resultados de a) mapa de deslocamentos; b)
valor da variavel x de dano apenas nas porgoes plastificadas da malha; ¢) mapa de valores
de I e d) J, para a solugao no tempo t = 0 (passo 10 da figura 9.17). Estes resultados sao
bastante similares aos resultados elastoplasticos, qualitativa e quantitativamente. Nota-se,

por exemplo, que:
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Figura 9.18: Quantidade de passos de NEWTON para a solucao de cada passo de carregamento
na simulacao poroelastoplastica com modelo constitutivo de SANDLER e DIMAGGIO.

e independente do grau de interpolagao empregado, as simulagoes apresentam valores
suaves e similares para o deslocamento da parede do poco. Na ordem de interpolacao
linear nota-se uma solugao menos suave, inclusive quando comparada com a solucao

elastoplastica de mesma ordem:;

e a forma da regiao plastificada e valores da variavel de dano sao bastante similares em
todas as simulacgoes, variando-se a ordem de interpolacao ou mesmo modelo elasto-
plastico para poroelastoplastico. Observa-se que o refinamento do contorno da regiao

plastificada é inerente ao maior niimero de graus de liberdade da malha mais refinada;

e 0s contornos de tensao sao suaves em .J, para ordens de interpolacao quadratica ou
superior e de [ a partir da ordem cubica. A variabilidade destas informacoes é maior
no problema poroelastoplastico, mas isto pode ser um artificio da malha menos refinada

ao longo da parede do pogo em comparacao com o modelo elastoplastico.

Analisando-se agora a evolucao temporal da poropressao na malha de ordem p = 3,
obtém-se as distribuicoes de pressio da figura 9.22. E importante considerar que as escalas
de pressao sao distintas para cada resultado apresentado.

Observa-se que a pressao de poros tem um tempo caracteristico de difusao de poropressao

bastante baixo, da ordem de 100 s ou cerca de 2 minutos. Isto se deve as propriedades de
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Figura 9.19: Resultados da simulacao poroelastoplastica no tempo ¢ = 0 com ordem de interpolacao p = 1 e modelagem
constitutiva de SANDLER e DIMAGGIO com parametros materiais de Arenito Reservatorio.
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Figura 9.20: Resultados da simulacao poroelastoplastica no tempo ¢ = 0 com ordem de interpolacao p = 2 e modelagem
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permeabilidade da rocha e de viscosidade do fluido que nao oferecem muita resisténcia ao
fluxo. Nota-se que no tempo t = 0 a pressao de poros chega a desenvolver excessos ou re-
ducoes de pressao de poros da ordem de 4 M Pa e que, ja no tempo de 1s, estas variacoes
de pressao se reduzem a menos de 1 M Pa. Isto significa que, neste caso especifico, a andlise
poroelastoplastica representa uma sofisticagao desnecessaria ao modelo, uma vez que os efei-
tos desconsiderados da geometria de avanco da cavidade perfurada devem ser superiores aos
efeitos poroelastoplasticos decorrentes da despressurizacao do poco.

Qualitativamente, os resultados conferem com as expectativas do doutorando, implicando
no desenvolvimento de excesso de pressao de poros na regiao comprimida da rocha e reducao

de pressao na regiao de alivio de compressao.
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Capitulo 10
Conclusao

Este trabalho teve o objetivo de compreender e tentar reproduzir numericamente o compor-
tamento hidromecéanico de rochas saturadas por um tnico fluido, problema este de interesse a
diversas areas da engenharia. No caso particular da engenharia de petréleo, o conhecimento
deste comportamento possibilita o desenvolvimento de projetos otimizados de perfuracao de
pocos e producao de reservatorios.

A anélise fenomenoldgica do comportamento material de rochas saturadas conduziu a
uma modelagem poromecanica. Adotou-se a teoria da plasticidade incremental para abstrair
o comportamento mecanico das rochas, resultando na modelagem acoplada poroelastoplas-
tica, foco do desenvolvimento deste trabalho. O desenvolvimento do simulador computacional
poroelastoplastico reuniu tecnologias de diversas areas para formular e implementar um algo-
ritmo consistente na teoria e fidedigno na reproducao dos comportamentos fisicos observados
em rochas.

A formulacao elastoplastica do comportamento mecanico do material resultou em um pro-
blema de valor inicial elastoplastico (PVI-EP) e sua solugdo demandou o desenvolvimento
de um integrador pseudo-temporal, implementado em C++ a partir do ambiente de com-
putacao cientifica PZ em um modulo denominado de Plasticity. A integracao é implicita e
implica no calculo de algumas derivadas para a montagem de um método de NEWTON para
resolucao do PVI-EP. Estas derivadas sao calculadas pela técnica de diferenciacao automéa-
tica do tipo forward empregando-se o pacote de diferenciacao FAD, que calcula as derivadas
exatamente. O trabalho desenvolvido conta ainda com subincrementacao adaptativa para
controle de erro na integracao do PVI-EP, matriz constitutiva do material consistente a esta
integracao subincrementada, suporte a modelos de plasticidade multi-superficie e regulari-
zacao de condicao de plastificacao perfeita. A construcao do integrador representou a etapa
mais longa do trabalho.

Foram implementados dois modelos constitutivos sofisticados e altamente nao-lineares, va-
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lidados com resultados da literatura. Estes modelos de LADE-KIM e SANDLER e DIMAGGIO
demonstram o potencial da ferramenta produzida, que sistematiza a implementacao de mo-
delos constitutivos de alta complexidade sem requerer a determinacao analitica de todas as
derivadas.

Acredita-se que o integrador do PVI-EP implementado no médulo Plasticity seja pioneiro.
O autor nao encontrou referéncias na literatura de integradores implicitos que incorporassem
as tecnologias de flexibilidade, adaptatividade, estabilizacao para plasticidade perfeita, su-
porte a critérios de plastificagao multiplos e com calculo de matriz constitutiva elastoplastica
consistente. O trabalho mais proximo encontrado foi o de PEREZ-FOGUET et at[56], que
propuseram o integrador implicito calculando as derivadas pelo método de diferencas finitas
com estratégia de escolha do tamanho dos intervalos de diferencas finitas para evitar erros
de truncamento e cancelamento severo. Porém, estes autores trabalharam com derivadas
aproximadas, critérios de plastificagdo simples (MOHR-COULOMB regularizado ¢ DRUCKER-
PRAGER) em modelagens associativas mono-superficie.

O desenvolvimento do integrador priorizou a consisténcia com a teoria da plasticidade
incremental, estabilidade numérica e a versatilidade de implementacao de modelos constitu-
tivos. Como contrapartida, o moédulo peca no desempenho computacional.

O desenvolvimento se beneficiou das abstracoes inerentes a programacao orientada a ob-
jetos, que permitiram subdividir o c6digo em escopos hierarquizados em modulos e classes.
A implementacao do integrador com as tecnologias apresentadas acima teria sido muito mais
desafiadora em linguagens de programacao procedurais.

Além do desafio cientifico e computacional de desenvolver e implementar o integrador,
o doutoramento também contou com o desafio tecnolégico de implementacao de um simu-
lador poroelastoplastico em elementos finitos. Denominado de moédulo PoroElastoPlastic,
sua implementacao foi subdividida nos problemas elastoplastico e poroelastoplastico para
isolar as abstracoes de incorporacao de um historico elastoplastico no ambiente de compu-
tacao cientifica PZ das de implementacao do equacionamento poroelastopléstico completo
e método de marcha temporal. Estas implementacoes foram planejadas com minticia em
conjunto com o orientador de forma a estender o ambiente PZ e preservar a sua estrutura
de dados. Como resultado, obtiveram-se estruturas logicas para modelagens elastoplasticas
e poroelastoplasticas com um minimo de impacto no PZ.

Os casos teste propostos correspondem a analise do desenvolvimento de tensoes ao redor
de escavacoes cilindricas, simulando o caso de perfuracao de pocos de petroleo. Esta abs-
tracao € simples e, devido a natureza bidimensional de estado plano de deformacoes imposta
no problema tridimensional, nao foi possivel representar a frente de avanco da perfuracao.

Assumiu-se que o processo de perfuracao fosse modelado pela remocao imediata do material
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do poco, situagao esta que representa o surgimento instantaneo de uma cavidade cilindrica
infinita. Embora estas condi¢oes nao representem fielmente a situacao da escavagao, os re-
sultados foram bastante promissores. Observou-se que a distribuicao de tensoes ao redor da
cavidade, assim como a inducao de variacoes de pressao de poros, assumem comportamentos
objetivos, independentes da ordem de interpolacao e grau de refinamento da malha. O pro-
blema proposto para a simulacao poroelastoplastica apresentou resultado muito préximo do
elastoplastico no caso analisado.

Com relacao a qualidade das respostas elastoplasticas obtidas, o mapa de deslocamentos
apresentou resultados independentes da ordem de interpolacao e suaves ja na ordem linear.
O invariante Jy se apresenta suave para ordens de interpolacao quadratica e o invariante [
requer, no minimo, ordem ctbica. E interessante notar que o estado de plastificacido do poco,
apesar de ser calculado com base nos invariantes de tensoes, apresentava bons resultados ja
na ordem de interpolagao linear, quando os invariantes de tensao ainda apresentavam grandes
oscilacoes espaciais.

Os resultados da simulagoes poroelastoplasticas apresentam oscilagoes espaciais maiores
que os das elastoplasticas. Isto pode ser devido ao menor refinamento da discretizacao es-
pacial do problema poroelastoplastico. Um outro fator que pode ter contribuido para esta
variabilidade é o fato de terem sido empregadas as mesmas ordens de interpolagao para os
problemas mecanico e de fluxo. Segundo PECKER et al[58], esta escolha de fungoes de forma
viola a condicao de estabilidade de BABUSKA-BREZZI, sendo necessario o emprego de for-
mulacoes de estabilizagao de solucao, como por exemplo a escolha de espacos de funcoes de
interpolacao alternativos. Nas simulacoes poroelasticas apresentadas as ordens de interpo-
lacao foram escolhidas iguais para os dois subproblemas por simplicidade de implementacao.
De qualquer forma, nao se notaram oscilacoes significativamente maiores que nos problemas
elastoplasticos sem fluxo.

As simulagoes tecnologicas foram prejudicadas pela escolha de parametros dos modelos
constitutivos referentes a materiais diferentes para cada modelagem elastoplastica. Infe-
lizmente a implementacao do modulo Plasticity demandou mais tempo de implementagao e
validacao que o planejado inicialmente e inviabilizou a retroanéalise de dados de ensaios meca-
nicos para a determinacao de parametros de rochas. Com isto, cada modelo constitutivo foi
simulado com parametros de arenitos diferentes, inviabilizando a comparacao qualitativa
entre estes resultados.

Além do integrador elastoplastico e dos simuladores elastoplastico e poroelastoplastico,
este texto é também um produto deste doutoramento, resumindo informacoes relevantes de
diversas disciplinas que contribuem para a compreensao da rocha como material poroelasto-

plastico.
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Finalmente, o trabalho aqui exposto é de grande valia para o doutorando. Por atuar
profissionalmente na area de mecéanica de rochas em engenharia de petréleo, o estudo tedrico
e o desenvolvimento do integrador e simuladores tecnolégicos sao fundamentais a continuacao

de seu desenvolvimento cientifico.
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Capitulo 11
Extensoes

O desenvolvimento do trabalho apresentado nesta tese de doutoramento usufruiu de diversos
momentos de reandlise, discussao de escopo, avaliacao das tecnologias importantes a incor-
porar, entre outros. Estas etapas de redirecionamento foram importantes para enriquecer o
trabalho, mas algumas melhorias identificadas nao puderam ser aplicadas porque o tempo
necessario ao redirecionamento do desenvolvimento comprometeria os prazos inicialmente
acordados. Outras extensoes foram identificadas somente ao final do desenvolvimento deste
trabalho.

Nesta secao estas possiveis extensoes de funcionalidades e otimizacoes de tempo de exe-

cucao sao brevemente descritas e documentandas para trabalhos futuros:
e Funcionalidades:

— A estrutura do integrador do PVI-EP é bastante flexivel. Extensoes bastante

interessantes seriam:

x implementagao de outros modelos constitutivos, bem como a revisao e vali-
dacao das implementagoes dos modelos de MOHR-COULOMB e VON MISES

presentes no integrador e que datam do inicio do seu desenvolvimento;

x implementacao da alternativa de métodos de integracao pseudo-temporal de
ordens mais altas, tais como as variantes do método de RUNGE-KUTTA apre-
sentados neste texto. Atualmente o integrador conta com o método de EULER
trapezoidal simétrico. A extensdo para outros integradores é aparentemente
simples, bastando-se reimplementar o célculo do residuo do PVI-EP na funcao
PlasticResidual;

x extensao do acoplamento hidromecéanico, incorporando a variagao de permea-

bilidade com a variacao de, por exemplo, porosidade;
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x fluxo multifasico, considerando o meio poroso saturado por mais de um fluido.

— Caracterizacao mecanica: a comparacao dos resultados das simulagoes com os
modelos constitutivos de LADE-KIM e SANDLER e DIMAGGIO ficou prejudicada
pela indisponibilidade de caracterizacao mecanica de um material tinico. Uma
extensao importante seria o teste destes modelos com parametros determinados a

partir de ensaios realizados em um mesmo material;

— Os testes realizados referem-se a distribuigdo de tensoes ao redor de um pogo per-
furado em rochas em profundidade. Existem outras aplicacoes para estes modelos
constitutivos, tais como a modelagem de concreto e outros materiais geotécnicos,
assim como outras aplicacoes praticas para os simuladores gerados, como estrutu-

ras de concreto, estabilidade de taludes etc;
e Eficiéncia:

— Estado plano de deformacoes: os problemas analisados sao intrinsecamente bi-
dimensionais, mas analisados em trés dimensoes para validar os simuladores de-
senvolvidos. Uma abordagem simples de otimizacao seria a implementacao de
materiais elastoplasticos em estado plano de deformacoes. Ao mesmo tempo em
que uma equacao em cada trés seria eliminada, ocorreria o mesmo para o nimero
de incognitas. A regra de integracao por quadratura gaussiana contaria também
com uma dimensao a menos, reduzindo-se o nimero de pontos de integracao e,

conseqiientemente, de integracoes elastoplasticas nas zonas plastificadas;

— Estabilidade: o codigo se mostrou robusto, oferecendo solucoes poroelastoplasti-
cas sem grandes problemas de oscilacao espacial mesmo em solucées com ordem
de interpolacao ctbica. Mesmo assim, seria interessante estudar a condicao de
estabilidade de BABUSKA-BREZZI para evitar problemas de oscilagao espacial na
solucao. Uma forma de estabilizacao conhecida corresponde ao emprego de or-
dens de interpolacao para o problema de fluxo um grau inferiores ao do problema
mecanico. A alteragao do codigo para suportar esta interpolacao diferenciada, por
exemplo, poderia também se beneficiar de um ntimero menor de graus de liberdade
na malha global, dispensando-se aqueles desnecessarios e até mesmo prejudiciais

a qualidade da solucao;

— Elementos transfinitos: em desenvolvimento recente no Laboratério de Mecanica
Computacional em que este doutoramento se desenvolveu, o entdo mestrando

Luccr |57] desenvolveu e implementou a formula¢do de elementos transfinitos,
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que possibilita enriquecer o espaco de funcoes de mapeamento com fungoes arbi-
tradas. No caso das simulacoes de geometria cilindrica de pogo apresentadas, os
elementos da parede do poco poderiam ser modelados com elementos transfinitos
com o intuito de mapear a geometria cilindrica exatamente e evitar as concen-

tracoes de tensao observadas nas quinas entre elementos;

Observou-se no algoritmo final de elementos finitos que a integracao do PVI-EP
de cada ponto de integragao apresentava um custo computacional bem elevado.

Duas formas de otimizagoes computacionais podem ser aplicadas neste caso:

x calculo elastico otimizado: mesmo quando se identifica que um passo de car-
regamento em um ponto de integracao ¢ elastico, o calculo da matriz consti-
tutiva é realizado por meio de diferenciacao automatica. Poder-se-ia otimizar
o calculo da matriz de rigidez nos pontos de integracao que nao implicam
em plasticidade simplesmente empregando-se formulacoes elasticas fechadas.
Esta estratégia pode ser entendida como um refinamento constitutivo automa-
tico;

* paralelismo: a integracao do PVI-EP é uma operagao cara e bem delimitada
por requerer apenas o conhecimento do histoérico elastoplastico de um ponto
de integragao. Em temos de computacao de alto desempenho, este tipo de pro-
blema é altamente paralelizdvel. A estrutura légica para paralelismo em um
computador multiprocessado ou em uma rede de computadores ja é suportada
pelo ambiente de computacao cientifica PZ. A paralelizacao das integracoes
elastoplasticas requer apenas a conexao do modulo Plasticity com o OOPAR,

de paralelismo do PZ.
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Apéndice A

Equacoes governantes: sistematizacao

para implementacao

Na secao 4.8 do texto principal foram definidas as expressoes matriciais para as equagoes de
equilibrio (eq. 4.37) e para a equagao da difusividade (eq. 4.45) em suas formas matriciais
para o problema poroelastoplastico discretizado espacialmente pelo método dos elementos

finitos. Foram definidas nestas expressoes os termos:
e matrizes:

— K: matriz de rigidez do problema elastoplastico aplicado a tensoes efetivas;
— Q: matriz de acoplamento dos subproblemas mecéanico e de fluxo no meio poroso;
— S: matriz de armazenamento de fluido no meio poroso;

— H: difusividade no meio poroso.
e vetores:

— f}: estado de tensoes anterior ao equilibrio atual;

— f;: tensoes decorrentes de forcas de corpo;

— f}: tensoes decorrentes de condi¢oes de contorno na fronteira I';
— fz;): termo de calculo de tensoes efetivas devido & pressao de poros
— qp: termo de fluxo devido a distribuicao da solugdo convergida;

— ¢p: desconto do fluxo ficticio devido a parcela gravitacional de gradiente de pressao

presente na matriz H;
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— ¢r: parcela que modela o fluxo volumétrico especifico gr de saida de fluido do meio

poroso imposto no contorno I

A determinacao das matrizes e vetores acima citados é computacionalmente ineficiente na
forma apresentada na secao 4.8 devido ao tamanho das matrizes intermediérias, & quantidade
de calculos com valores nulos implicitos e ao nimero de loops nas multiplicagoes matriciais.
Neste apéndice é apresentada uma forma sistematizada e otimizada de calculo destes termos
para melhorar o desempenho computacional das implementacdes. E importante lembrar
que estas simplificacoes adotam como hipotese o emprego de espacos de funcoes de forma
e teste coincidentes e o calculo de integrais elementares por meio de quadratura gaussiana,
analogamente ao calculo de K segundo a expressao 8.4. Os calculos abaixo apresentados sao
validos para um ponto de integracao e a determinacao das matrizes e vetores propriamente
ditos requer a soma das contribui¢oes das avaliagoes em todos os pontos de integracao.

A matriz K, por exemplo, pode ser redefinida em um ponto de integracao como apresentado
na equacao A.1l, concatenando-se os termos K¥% que sao matriciais 3 x 3 conforme apresentado

na expressaoA.2.

[ K¥11 K¥12 K¥13 P K¥1nu i
K¥21 K¥22 K¥23 . K¥2nv
K= Kgpgl KsD32 K5033 e K@anu (Al)
Kﬂonul KSOnU'Q K@nuli . K@nunu

KK K
K#s = | K§9 K59 KD (A.2)

Kii' Ky Kiy
Os componentes elementares K sao apresentados na pagina 227 nas equacdes da ex-
pressao A.3. A determinacao destes termos foi apresentada na forma de produto interno de
duas matrizes para simplificar a notacao e também para revelar o padrao observado na dispo-
sicao dos termos. A matriz D é a representacao matricial do tensor constitutivo elastoplastico
apresentada na expressao A.4 e os termos di;, correspondem ao produto entre gradientes das

funcoes agrupado na forma da matriz da expressao A.5.
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Fazendo-se um balanco de operacoes de multiplicacao com valores de ponto flutuante, a
determinacao da matriz d¥¥ para apenas um par de funcoes de forma ¢; e ¢; requer um

minimo de 12 multiplicacoes caso as derivadas das funcoes de forma sejam conhecidas e

— — T
a fracdo 1 seja calculada como no termo Vi (%Vgoj) . A determinacao de cada termo

2
Kims requer um minimo de 9 multiplicacoes se a multiplicacdo por 2 for substituida por
uma soma. Lembrando-se que a matriz K é composta por n*’ submatrizes K¥i, obtém-
se um total de 93n* multiplicagoes com aritmética de ponto flutuante. Caso a mesma
operacao fosse realizada como definido na equacao 4.37 o nimero de multiplicagoes para o

termo (B TD6$6IuGIGBu6*3nu seria de 216 + 108n" + 54n“2, mas com maior requisito de

UGr3n® )
armazenamento e uma quantidade bastante superior de loops. Na pratica observou-se ganho
de eficiéncia ao se calcular a matriz K na forma apresentada neste apéndice, mesmo implicando
em quase dobrar o niimero de calculos com ponto flutuante. Atribui-se este comportamento a
minimizagao das operacoes de paginacao de memoria no processador, a reducao de indirecoes
de ponto de execucao e e & reducao dos loops. A implementacao da multiplicacao matricial
implica na verificagao de critério de parada de loop para cada multiplicacao.

Analogamente, o cilculo das matrizes Q, S e H pode ser sistematizado segundo as fungoes

de forma como nas expressoes A.6 a A.11.

i st’u Q9012 e Q%nl’ i
QW?I Q‘P22 e Q‘PQnP
Q= | @ Qe .. Qeee (A.6)
| Q‘Pn“l Q‘Pn“2 e Q‘pn“np ]
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H¥21 H¥22 H¥2nr
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Finalmente, a determinagao dos vetores de carga e fluxo sistematizadas para um dado

ponto de integracao é apresentada nas expressoes A.12 a A.25.

= P2

fx

- P3 o Pnu ]T

A (A.12)

Opi 1 Opi 1 Opi 1
N 830 O-Ozz + By Uozy + 82 O-Ozz
| Opi gt Opi 11 Opi 1
VSOZ Oz Uozy + Oy ~ Oyy + 0z onz
Opi 11 9pi 1 Opi 1
oz 00., + Oy onz + 0z g

(A.13)

zz
T

ﬁ):[ﬁ% ﬁ)m f;m ﬁ‘pn“ (A.14)

ﬁ" =i g =g i | 0 (A.15)
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Apéndice B
Transferéncia de solucao

Na subsecao 8.2.2 foram introduzidas as classes de pos-processamento, responsaveis pela
montagem do sistema de transferéncia de solucoes da malha principal para a malha de pos-
processamento com o objetivo de interpolar esta solu¢ao no dominio elementar.

Na equacao 4.8 da subsecao 4.4 de subespacos de funcgoes na discretizagao temporal
definiu-se uma funcao polinominal escalar u; composta por ngpep fungoes de forma ¢; mul-
tipilcadas pelos respectivos coeficientes uy, , conforme reapresentado na equagao B.1.

Nshape

up = 520" Un i (B.1)

Simplificando-se a notacao e empregando-se a indexacao, pode-se redefinir a expressao
B.1 como abaixo:

u(r) = T2 i (x); (B.2)

onde @; é o valor da 1—ésima funcao de forma.
Considerando-se o problema de transferéncia de solugao proposto, o valor da solucao
u = s é conhecido apenas nos n;,; pontos de integracao de coordenadas espaciais x; e pode-

se escrever, para cada ponto de integracao, o residuo Res(z;):

Res(x;) = S25" uipi(;) — 55 (B.3)

Aplicando-se 0 método dos minimos quadrados a este problema, escreve-se o residuo

global como apresentado na equagao B.4.

R = X7 Res(x;)? (B.4)

Para se encontrar o conjunto de parametros u; que minimiza o desvio da aproximacao da

231



equacao B.4 toma-se a derivada deste residuo com relagao a cada variavel ;.

R
aui

= 2350 [pi(;) (Res(z5))] = 0 (B.5)

Equacionando-se a expressao B.5 para as ngpqpevariaveis u; obtém-se o sistema de equagoes

matricial apresentado abaixo:

AU =S; (B.6)

onde:

T
U = [ul U U3 - unshape]
T
Way) = | oilm) o) ea(m) o Pr ()

Com a solugao U do sistema de equagoes B.6 é possivel extrapolar a solu¢ao s; nos nj,.
pontos de integracao para qualquer ponto no suporte das ngp.pe fungoes de forma ¢; como
apresentado na expressao B.2. Como os espacos de interpolagao de s e u coincidem, a trans-
feréncia da solucao nao implica em perda de precisdao ou oscilacoes espaciais, o que poderia
ocorrer com espacos polinomiais de interpolacao mais pobres ou ricos, respectivamente.

O sistema de equacoes de transferéncia B.5 resultante do residuo global B.4 é naturamente
linear nos coeficientes u;. Adotou-se o método de decomposicao LU para a resolucao do
sistema B.6.

Para a transferéncia de uma solucao vetorial, tal como o vetor de deslocamentos, pode-se
empregar o sistema da equacao B.6 para cada um dos componenetes do vetor. A montagem
de um sistema completo com todas as varidveis é ineficiente pois aumenta em muito os
requisitos de armazenamento e o niimero de operacoes de ponto flutuante para inversao do
sistema linear. Na implementacao do sistema de transferéncia optou-se por montar a matriz
para uma variavel escalar. A inversao por decomposicao LU viabiliza a solucao de qualquer

numero de varidveis por substituicao reversa com custo computacional minimo.
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Apéndice C
Parametros dos modelos constitutivos

Na tabela C.1 abaixo resumem-se os parametros para as caracterizacoes do modelo consti-
tutivo de LADE-KIM que foram empregados neste trabalho. O modelo ¢ adimensionalizado
quanto a tensoes e a unidade de tensao a empregar é ditada pelo valor da pressao atmosférica

de referéncia (p,).

Dense
Parimetro Fine Silica Sacramento Plain
Sand |14, 15| River Concrete|16]
Sand|16]
(1 —3,69 —3,09 —2,94
1 2,26 2,00 5,06
C 0,324 1073 0,396 -10~* 0,712 .10~
D 1,25 1,82 3,80
h 0,355 0,765 1,990
m 0,1 0,23 1,113
i 24,7 80 159800
a 0,515 0,229 0,75
M 440 900 361 800
A 0,22 0,28 0
v 0,27 0,20 0,18
a 0 0 28,5

Tabela C.1: Valores dos parametros do modelo constitutivo de LADE-KiMm

Os parametros da areia McCormic Ranch Sand na modelagem constitutiva de SANDLER
e DIMAGGIO séo listados na tabela C.2 abaixo. E importante notar que estes parametros

pressupoe tensao nas mesmas unidades em que foram determinados.
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Parametro McCormic Arenito Arenito
Ranch Reservatorio Reservatorio
Sand|11] (tensoes em (tensdes em
(tenses em ksi) MPa)
ksi)
A 0,25 2,61 18
B 0,67 0,169 0,0245
C 0,18 2,57 17.7
D 0,67 0, 05069 0,00735
R 2,5 1,5 1,5
w 0, 066 0,0908 0,0908
E 100 1305 9000
v 0,25 0,25 0.25

Tabela C.2: Valores dos parametros do modelo constitutivo de SANDLER e DIMAGGIO

Devido aos problemas com confinamento numérico identificados na subsecao 9.1 tornou-se
necessario ajustar os parametros da modelagem constitutiva de SANDLER e DIMAGGIO para
um material compativel com o nivel de tensoes do arenito reservatério. Sem um conjunto de
parametros adequado nao seria possivel testar a implementacao deste modelo nos simuladores
elastoplastico e poroelastoplastico. Para isto, foram empregados alguns resultados de ensaios

de um arenito tipico de reservatorios inconsolidados a fridveis para o ajuste dos parametros

do material denominado de Arenito Reservatdrio na tabela C.2.
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