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RESUMO

Villegas Susaya, Wilber. Analise nfio-linear de casca cilindrica circular de concreto
armado utilizando um métode Quase-Newton. Campinas, Faculdade de Engenharia Civil,
Universidade Estadual de Campinas, 2000

O presente trabalho foi desenvolvido de um ponto de vista computacional,
utilizando métodos matematicos para a soluclio de equagBes ndo-lineares, aplicando o
método dos elementos finitos a  estruturas de concreto armado. O método do elementos
finitos, aplicado 2 analise de estruturas, em forma geral, conduz a um sistema de equagdes
que no caso ndo-linear exige algoritmos matemdticos mais refinados e/ou métodos
iterativos que realizem uma linearizagéo a cada passo do incremento de carga.

O elemento finito adotado ¢ cilindrico circular com quatro nds ¢ 5 graus de
liberdade por no tendo funcdes de forma baseadas em deformagdes pré-estabelecidas.

Para representar o concretc como, se vera no capitulo 3 desta pesquisa, foi adotado
o modelo de Darwin e Pecknold [26], que considera ¢ concreto com comportamento
ortotropico. O ago ¢ tratado da maneira usual com a Teoria da Plasticidade.

A solugfio do problema nfo-linear que vem sendo utilizada pelo orientador € do tipo
incremental-iterativa com o Método de Newion-Raphson e reformulando a matriz de
rigidez a cada iteragBo.

Nesta Dissertagfo foi implementado ao programa de computador desenvolvido pelo
orientador um método Quase-Newton conhecido por BFGS.

(s resultados obtidos analisando trés cascas mostraram que ndo houve praticamente
alteracBes nos resultados. Para os casos aqui tratados a utilizagio do método Newton-

Raphson continua sendo a melhor opglo, uma vez que o trabalho computacional € menor.



ABTRACT

Villegas Susaya, Wilber. Nonlinear analysis of reinforced concrete circular cylindrical shell
using & Quasi-Newton method, Campinas, Facuidade de Engenharia Civil, Universidade
estadual de Campinas, 2000

This work was developed from a computational point of view, using mathematical methods
for the solution of linear eguations, applying the finite element method to reinforced
concrete ¢vlindrical shell structures. The finite element method, applied in the analysis of
structures, in a general way, leads to a system of nonlinear equations that demands more
refined mathematical algorithms and/or incremental-iterative methods that transform the
nonlinear system in a linear one during every load step.

The finite element used herein is circular cylindrical with four nodes and five nodal degrees
of freedom, based on strain functions rather than the usual formulation based on
independent displacement. The concrete was simulated using Darwin and Pecknold’s
model, considering orthotropic behavior. The reinforcement was treated in the usual way,
considering the theory of plasticity.

The solution of the nonlinear problem that was used by the adviser of this Dissertation is an
incremental-iterative one coupled with the Newton-Raphson method, reformulation the
stiffness matrix at every iteration.

In this work a Quasi-Method with the BFGS search techmique was implemented, with
modifications in routines that treat the nonlinear solution.

The results obtained in the analysis of three circular cylindrical shell structures, did not
show considerable differences with those found with the Newton-Raphson approach. For
the cases analyzed herein, the Newton-Raphson method is still the best option since the

computational effort is smaller.



1.- INTRODUCAOQ.

Na vida real observames diversos exemplos de estruturas em casca. Engenheiros tém
projetado este tipo de estruturas para construgles de cipulas, reservatorios, avides, navios,
dutos, estruturas aeroespaciais, reatores nucleares, submarinos, silos e vanas construgdes
de coberturas, além de muitas outras aplicacdes.

Devido as qualidades estruturas, as cascas sobressaem-se das estruturas de folhas
planas porque té€m uma boa eficiéncia estrutural e a capacidade de carga € muito grande
devido as suas formas geométricas e ¢ consumo minimo do matenial.

As coberturas em cascas finas de concreto armado surgiram na deécada de 1920
como solugdo para cobrir grandes areas sem necessidade de pilares internos.

A complexidade envolvida nas analises destas estruturas restringiram a utilizagio das
mesmas até o aparecimentc de ferramentas analiticas avancadas, métodos numéricos
adequados e computadores de grande velocidade ¢ capacidade de processamento.

Com o desenvolvimento dos métodos numéncos de andlise, como a técnica dos
elementos finitos, e com o desenvolvimento de técnicas experimentais precisas, o célculo de
cascas ficou mais facil. Com a técnica dos elementos finitos aplicada as cascas € possivel
processar desde as andlises elasticas lineares até as ndo-lineares, como € o caso da presente

pesquisa.

1.1 BREVE DESCRICAQ SOBRE CASCAS CILINDRICAS PARA COBERTURAS,

Neste item apresentam-se resumidamente exemplos significativos de cascas

cilindricas de concreto armado e uma visio de estruturas para coberturas. As informagdes
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contidas neste item podem ser encontradas em varias fontes como, por exemplo, as
referéncias {28.29].

A casca de forma cilindrica circular ou outra curva de qualquer tipo € uma superficie
obtida pela translacfio de uma reta percorrendo uma curva com a forma da casca. A seguir,
sio citados alguns desses tipos de estruturas:

e O arquiteto Candela projetou e executou a coberfura para um mercado na cidade do
Meéxico, formada por varios elementos de cascas cilindricas.

e A pista de corrida, de Madnd, Espanha (1935), € uma estrutura formada por cascas
cilindricas multiplas em balanco { Figura 1.1 a, 1.1 b }, projeto de Eduardo Torroja.

A

Figura ('1.1 a) vista de lado.

Figura (1.1 b) vista frontal,

i



Introducio

Hangar para avides, Aeroporto de Orly, Paris (1916), de Eugéne Freyssinet, que
colaborou muito no desenvolvimento do concreto, projetou esta casca cilindrica que € um
exemplo do inicio da tecnologia do concrete. Com uma largura de 100m., consiste em
uma série de formas em U colocadas adjacentemente umas &s outras para formar uma

superficie ondulada, importante para sua rigidez ( figura 1.2).

Figura 1.2

Uma grande cobertura composta de virios elementos de cascas cilindricas foi projetada
para o Laboratério Nacional de Engenharia de Idaho, EUA. As cascas cilindricas t8m
um vao de 97,3m na linha de apoio localizada aproximadamente a 8,5m acima do piso,
sendo que a altura no centro € de cerca de 23,0m. Os arcos de enrijecimento tém uma
altura de 1,7m na coroa, aumentando até 2.3 m nos apoios. Os arcos sio espagados de
7,9 m fazendo com que a construgfo tenha aproximadamente 72,0 m de comprimento. A
espessura da casca € de 15 cm, exceto nas secOes cheias perto dos elementos
enrijecedores, onde a espessura aumenta para 20 cm. Na ¢época em que a estrutura foi

construida (1957-1958) o véc da cobertura estava entre os maiores dos EUA.

iz



Introducio

= Vestibulo de concreto, exposicio Nacional da Suissa, Zurich (1939). Este vestibulo foi
construido pelo arquiteto Hans Leuzinger e pelo engenheiro Robert Maillart. Esta
estrutura demonstra 2 eficiénciz das cascas finas. E uma casca cilindrica de secdo
parabdlica. Esta casca, em meio arco, € segura por uma laje na base como se observa na

figura 1.3, Sua altura ¢ 15,3 m, e a coroa éde 11,7 m com espessura de Scm.

Figura 1.3

+ Escritérios de Correio, Rhode Isiand (1960), EUA. Ela foi projetada por C. A . Maguire
& Associados. A cobertura consiste de uma combinaciio de vanas cascas cilindricas gue
cobrem o prédio completo. As cascas se apoiam em pontos ao redor do perimetro em
colunas expostas no exterior da estrutura e colunas adicionais no interior. Os bordos
livres da casca sobressaem como uma viga em balango nos perimetros das paredes,

revelando a espessura da casca, como mostra a figura 1.4,

13
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Figura 1.4

o Christiansen projetou um hangar para a Forga-Aérea dos EUA no Estado de Washington.
Esta estrutura tem 115m de largura e 325m de comprimento. Grandes aeronaves podem
entrar de ambos os lados dos quatro compartimentos e estacionar de frente para outras.
O vio de cada compartimento € de 65,5 m com altura méaxima de 20,0 m. As cascas
cilindricas de concreto armado de 7,6 cm de espessura s@o enrijecidas por oito arcos

conectados por pinos. Este € o maior hangar de concreto armado do mundo.

o Ammann e Whitney, engenheiros, projetaram um hangar para avides das Aerolinhas
Americanas no Aeroporto Municipal de Chicago EUA. Ele consiste de dois cilindros
curtos unidos ao longo do comprimento. O comprimento € Gnico de 8,8 m com largura
de 78,3 m. A espessura do concreto € varigvel, sendo de 7,5 cm na coroz e de 15 cmna

base, como mostra na figura 1.5

14
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Figura 1.5

s QOutra cobertura importante citada na literatura, que ¢ formada por cascas cilindricas, foi
projetada por Yamasaki (arquiteto) e Tedesco (engenheiro}, e foi construida em 1954
para o aeroporto de St. Louis EUA.

Muitas cascas cilindricas de concreto armado tém sido construidas no mundo. A
tecnologia atual permite a possibilidade de construir estruturas de grandes coberturas de
concreto armado, como se mostrou nos exemplos. Atualmente, com a ajuda de sofwares
avangados e concretos de alta resisténcia, € possivel projetar cascas mais arrojadas com

garantia de seguranga.

5



2.- OBJETIVOS

2.1 OBJETIVO GERAL.

O objetivo deste trabalho € apresentar mais uma ferramenta na solugfo de problemas
nfo-lineares, aplicado a estruturas de concreto armado, neste caso cascas cilindricas,

considerando a nfo-linearidade dos materiais.
A técnica comum usada para estes casos ¢ o método de Newton Raphson, que usa
uma funcfo linear { equacio de equilibrio). Este, algoritmo fo1 utilizado pelo orientador Dr.

Prof. Ernesto Aloisic Assan, no programa principal (SHELL), que serviu de base para este
trabatho.

2.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS.

Modificagdo do algoritmo Newton Raphson para ¢ método Quase-Newton, que

considera uma fungfo quadratica ( equag#io da energia potencial total ).

Comparagdes dos resultados obtidos pelos dois métodos.

Espera-se obter resultados mais reais do comportamento da estrutura, ¢, desta

forma, methorar os resultados.



CAP. 3 RIVISAO BIBLIOGRAFICA.
3.1 CONCEITOS BASICOS DE ANALISE LINEAR POR ELEMENTOS FINITOS

O método dos elementos finitos ¢ considerado como um método geral de anslise
estrutural, cuja finalidade & determinar a distribuicio de tensfes e deformacles num meio
contimuo. Os casos podem variar desde problemas de tensfo e deformacgio planas, solidos de
revolucdo e flexBo de l&minas, até a analise mais geral de sélidos tridimensionais. Em todos os
casos uma estrutura pode ser idealizada como um sisterna de pontos, que sdo chamados de nos,
inter-conectados por elementos discretos. Os deslocamentos destes nds sfo as incognitas
principais do problema. O objetive da analise é dado o carregamento nodal, a geometria da
estrutura { locacio de pontos), e as propriedades dos materiais; encontrar os deslocamentos

nodais e as tensdes internas nos elementos estruturais,
311 DERIVACAG DA MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO FINITO,

O método dos elementos finitos tem sido utilizado extensivamente utilizado sob o enfoque
do processo dos deslocamentos, com o qual, a partir da minimizacio da energia potencial total da
estructura, chega-se & solugio do problema em termos de deslocamentos nodais.

Com os deslocamentos nodais calcula-se as deformacgles € as tensGes em pontos do
elemento fintto.

O principio da minima energia potencial € expresso, matematicamente, por:

j‘é?{; ng:§5f§dV+j§gpdA (3.1.1)
v ¥ A -
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Sendo:

O o vetor dastensfes: O, 0,7,

£ ovetor das deformacles: £,.6,.7,,

b o vetor de forgas volumétricas: £,,0,.0,

P o vetor de forgas de superficie: 7., 7,. D,

Vv o vetor das componentes de desiocamento; U, V, W

V' o volume do elemento

A superficie onde atua P

Esta equacio também representa 2 igualdade do trabalho virtual das forgas internas

W. com o trabalho das forgas externas 7, .

H

As componentes de deslocamento sdo associadas fungBes, em geral, polinémios
que tem como coeficientes os deslocamentos nodais, incdgnitas do problema.

Derivando adequadamente essas fngBes obtém-se as deformagdes e, conhecendo
as relagbes constitutivas do matenal, tem-se as tensfes. Substituindo essas grandezas na
equagdc (3.1.1) deriva-se um sistema linear de equacles que fornecera os deslocamentos
para o problema em analise.

Os passos seguintes descrevem a obtengdo da matriz de rigidez de um elemento

finito genérico.

1) Exprimir as componentes dos deslocamentos [v] em termos dos deslocamento nodais

{1} por meio de fungSes aproximadoras  {¢} .

I8
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A ﬁz(w
I Ve — ST
w }4;3\ .}_"' g(s;

Figura 2.1: exemplo de representacio de elementos fimtos de chapa, placa e casca

respectivamente.
{i=1lp K} (3.1.2)

2) Tomando derivadas da equagdo {3.1.2) estabelece-se a relagio entre deformagio {g }e

deslocamentos nodais {u }

fe=1BKu} (3.1.3)

As relaces entre as tensfes {o"} e as deformacgses {8} tem a forma;

{o}=[Dl{e} (3.1.4)

onde [D] € a matriz de coeficientes elasticos do material.

4) Substituinde a equagdo (3.1.3) em (3.1.4) obtem-se a relacfio tensfo-deslocamentos

nodais:

fot=[pIB K} (3.1.5)
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5y Impondo arbitrariamente deslocamentos {#} nos pontos nodais, tem-se o trabalho virtual

das acdes W, ¢ o trabalho virtual internc W, gue so iguais.

6) Trabalho virtual externo:

w, =1t} {r} (3.1.6)
onde {7} sio agdes aplicadas nos pontos nodais.
7y Trabalho virtual interno:

w.=| {e} {o}av (3.1.7)

da equagdo (3.1.3)

ey =y IBY (3.1.8)

Substituindo na equacio (3.1.7) resulta:

w,= ¥ | [B]{o}av (3.19)

substituindo (3.1.5) em (3.1.9)
w.o=fu¥ ( |, EXRP) EX ){u } (3.110)

8) igualande W, = W, ou {3.1.6)=(3.1.10}, tem-se:
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@Y b=y (LTIl )} (3:111)
reduzindo

ry=( BT o187 ){u} (3.1.12)

{ri=lcKu} (3.1.13)

onde:

k1= | [& IR EXi (3.1.14)

& a matriz de rigidez do elemento.

Geralmente, exceto para casos especiais, a integracio indicada pela equacio (3.1.14)
¢ efetuada com processos numéricos. Uma vez calculada a matriz de rigidez do elemento, e

efetuada a transformagio das coordenadas locais para as coordenadas globais, obtém-se a

matriz de rigidez da estrutura {K } formada pela soma sistematica das matrizes de rigidez

dos elementos.

0 vetor {R} representa as cargas conhecidas em todos os nos da estrutura. O vetor

{U }contém os deslocamentos incdgnitos dos pontos nodais da estrutura que sdo caiculados

ao resolver a equacio (3.1.15).

Ri=lkKu} (3.1.15)

Com os deslocamentos dos nés conhecidos, as tensGes em cada ponto sdo calculadas

usando a equagdo (3.1.5) :

oi=IpIBlU }.
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3.1.2 ANALISE NAQ-LINEAR.

Existemn muitas estruturas que apresentam problemas de imporifncia onde se
observe comportamento ndo-linear, devido tanto ao matenal quanto a geometria. A nfo-
linearidade geométrica € associada a sistemas e elementos estruturais especials em que ©
efeito dos deslocamentos sobre as forgas internas s8o considerados na analise. Exemplos
destes casos especiais s#o colunas longas, arcos flexiveis e algumas estruturas de cascas

finas.

A nfo-linearidade do material, que ocorre em estruturas de concreto armado, por
exemplo, complicam © procedimento analitico para determinar o estado de tensfes e

deformaces, devido aos seguintes fatos:

1) A resposta nfo-linear de carga-deformac8o do concreto ¢ a dificuldade em formular 2
adeguada relacio de acordo com 2 combinagio de tensBes.

2} Fissuramento progressivo do concreto sob incremento de carga ¢ a complexidade na
formulac@o do comportamento da ruptura, para varios estados de tensdo.

3) Considerag3o da armadura de ago ¢ a interagdo entre os materiais constituintes concreto
e ago que formam o sistema composto e,

4) o efeito do tempo, tal como a deformac8o lenta e retraciio do concreto.

Nesta pesquisa se considera somente a ndo-linearidade fisica dos materiais, o
fissuramento progressivo do concretc e a resposta n3o-linear entre as relagdes &o tensio
deformacfo, € ndo se levara em conta o efeito do tempo com a influéneia da deformaciio

lenta e retrac@io do concreto.

22



Revisfo Bibliografica

3.2 FORMULACAO DO ELEMENTO FINITO UTILIZADO.

As cascas cilindricas circulares de concreto armado tém sido utilizadas
extensivamente como elementos estruturais destinados a cobrir grandes vBos como foi

comentado no capitulo 1.

No regime pos-elastico elas apresentam um formidével problema de andlise de
tensdo se o comportamento do material ¢ idealizado realisticamente. O requisito basico
para a analise € uma conveniente relacio, principalmente na forma incremental, entre a
tensfo resultante ¢ as medidas de deformacio que adequadamente refletem o escoamento da
armadura, a sbertura das fissuras e a ruptura do concreto por carregamento Progressivo.
Naturalmente, com a finalidade de obter tal relagfio, poder ser feitas simplificacBes. Assim,

comparacBes de calculos com experimentos s80 essenciais para estabelecer a eficiéncia do

modelo matematico.

Duas diferentes aproximacfes basicas tém sido usadas para obter relagBes
constitutivas idealizadas para a aplicagio do método dos elementos finitos. Na

*modificacio do produto de rigidez £7" ¢ a adocio de um critério aproximado do ponto

de vista macroscopico.

A segunda aproximacio ¢ baseada em uma idealizagic das relagBes tensdo-
deformacio para o concreto e acgo, juntamente com alguma suposigdo com respeito &

compatibilidade das deformaces entre os dois materiais constituintes.

Para deformaco por flexfic, a propriedade do material e a variagio da espessura
devem ser consideradas. Isto pode realizar-se de uma maneira discretizada por meio de uma
aproximacic na qual a altura da casca € dividida em camadas, sendo que cada camada pode
ter propriedades diferentes. Whang [30] usou este conceito para desenvolver um elemento

finito retangular de casca no regime elasto-plastico considerando ¢ endurecimento do
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matenal. Esta idealizaclc € aproprmiada para metais, porém ndo considera as propriedades

ortotropicas do concreto armado.

Neste casc tem-se wm procedimento por elementos finitos por camadas para
determinar os dados da deflexfo-carga até a ruptura do concreto armado. A armadura €
assumida como elasto-pléstica, o concreto tem uma tens3o himite para o esmagamento em
compressio biaxial em concordincia com o critério de esmagamento proposto por Kupfer,
Hilsdorf, € Rush [31]. Os graus de liberdade no plano s8o importantes para cascas porque a
variagdo da propriedade do material através da espessura, com o carregamento progressivo,
produz um acoplamento nas relagBes constitutivas entre tensGes da superficie média e

curvaturas, € assim entre os deslocamentos no plano e normal a ele. Uma “modificaco do

E7 7 aproximada nic produz tal acoplamento, portanto nfio pode refletir a influéneia das

condigBes de contorno no planoe.

Hand et ali [35] utilizaram também o procedimento de dividir a espessura da casca

em camadas. Neste trabalho adota-se este modelo.

3.2.1 ELEMENTO FINITO DE CASCA FINA.

O elemento finto utilizado para discretizar a casca € o elemento bidimensional
desenvolvido por Ashwell e Sabir [32] e modificado independentemente por Assan [33] e
Charchafchi [34].

ow v
Este elemento tem cinco graus de liberdade por n6: #,V,W,—— e ———~— sendo

ox gy KR
# , vew as componentes dos deslocamentos nas diregBes dos eixos 3, v ¢ zZ,
respectivamente, fixando o sistema de eixos no baricentro do elemento, conforme a figura

321a
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i 20w

h
a} Deslocamentos b) Elemento finito com camada genérica
Figura 3.2.1- Elemento finito de casca dividido em camadas.
As fungSes aproximadoras dos deslocamentos s3o:
X 3y b4
u=4a,+ R,cos LaguResen —éj—a3+m7+—z—a8+ Y _ Zo¥
0 0 R, day lag,
3
2 Y R,y
+ [RO v - wjaw - -2
6 Za,,
X2
vV = X sen —'—y——az + X €08 -—Z—as + a, + sen ,,Z_as + 08 —X—aé d ——a
R, R, R, K, &R,
2 2
X X 2 R,x
+—a, + R,ya, + R,xya , + L+ ( 2A— Rg;x}aig + —L—a,,
4 2a, | 2 )
w = — X COS$ w’:‘imgz + x sen —g——zzB - Co8 -"y4—~535 + sen —y—aé + Rya, + Ryxa
Rﬂ RO E{} G
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3

x°y Xy

a,,
2R, " 6R,

U

2 2
a, — R,7ay — Ry xa

X
- Gy — s i,

- Ryyag — Rywa g

Para melhor representar a fissuragfio ao longo da espessura da casca, sem apslar para
o uso de elementos tridimensionais, adotou-se o procedimento proposto por Hand et ali
[353], que consiste em dividir cada elemento finito em camadas, supondo que cada uma delas
enconira-se em um estado plano de tensdes, podendo as propriedades fisicas do concreto

variar de camada para camada.
O elemento finito dividido em camadas pode ser visualizado na figura 3.2.1 b.

3.2.2 TENSOES £ DEFORMACOES NAS CASCAS FINAS.

3.2.2.1 - EQUACOES CINEMATICAS

Os deslocamentos de um ponto genérico de casca so dados por:

ow
o=, ~ 7 ——
Jx
v-—vmzé—w——v {3.2.1}
’ 3y R, -

sendo gue o indice “0” (zero) corresponde ao plano de referencia {plano médio) da casca.
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3.2.2.2- EQUACGES CONSTITUTIVAS

Para a consideragiio de pequenos deslocamentos, as relagBes deformagBes-

deslocamentos de sio.

Ju
£, = o
ax
av w
E, = e e
? gy R,
vy, = gu , v (3.2.2)
gy ax
F%w
gx = - ﬁxz
P 3w N Ev
7 gy’ R, By

8w 3 dv 1 Jdu
¥y = —2 + . - .
dxdy 2R, ox 2R, &y

Com (3.2.1) e (3.2.2) pode-se escrever que:

E, = &y, + 2y,

X

€, = &4, + 2], (3.2.3)

}/xy = ?/Oxy+Zny

Fazendo:
gx Zx
{¢} =18, Axy=147x,
Y 5 X
{ey ={et+z2{x} (3.2.4)
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Essa igualdade pode ser transformada, ainda, em:

{&o7}
={Z
{¢} i}{{z}} (3.25)
[t
i1 6 0 =z O 0O
[(Z]=]0 1 0 0 =z 0
0 0 1 0 0 z]

3.2.2.3- RELACOES TENSOES-DEFORMACOES.

Sejam O ., O , e T, astensdes que definem o estado plano de tensdes em

cada ponto de cada camada de um elemento finito.

Os esforcos internos resultantes, cuja convencdo ¢ mostrada ne Figura 3.2, sdo
dados por.

z2 22 z2
N, = j‘o'xdz . N,=Jlo,dz ;, N, = }r,dz
z1 zl z1
z2 =2 72
M, = jzaxdz M= jzo"’ydz M = lzr dz {3.2.6)
zl zl
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Fig. 3.2.2 - Convencio para os esforcos internos da casca.

Chamando de:

{ax N, M,
{o}=10, Ny =N, b M= M,
\Txy ny Mxy

As igualdades (3.2.6) e as trés relagBes acima em forma matricial ficam:

{N}} mzz ;
{{M}f_ ;{{Z} {o}dz (3.2.7)

A relag3o entre as tensdes e deformagBes pode ser escrita de forma geral como:

{oy=[Dlis]} (3.1.4)=(3.2.8)
sendo:

I D] a matriz de coeficientes elésticos que, no caso de material ortotropico, vale:

pAY
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E vE 0
(ID]= ————0 vk E 0
0o 0 %{Myﬁ

onde £ éomdédulode Younge © o coeficiente de Poisson do material,

Substituindo em (3.2.8) { £} dado pela igualdade (3.2.4) tem-se:

{oy=[DX{e,} + z{x}) (3.29)

Tendo em vista a igualdade {3.2.5) a equac8o acima fica:

{e,}
= [ Z
ot =1 ][{ }{{X}H. (3.2.10)

A equagdo (3.2.7) pode, entfo, ser escrita como:

{N} P {8@}][
= Z D Z dz
{{M}‘]f f1z711 }[[ }{{X}J = (3.2.11)

E z!

3.2.3 MATRIZ BDE RIGIDEZ E VETOR DE CARGAS NODAIS.

Seja { % .} o vetor que contém os cinco graus de liberdade pornd 7 e {vio

vetor formado pelos deslocamentos # , v, w |

O conjunto dos graus de liberdade dos quatro n6s do elemento finito €

WY ={uy fu,y fud {ug) (3.2.12)
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O vetor U} pode ser escrito como:

Uy =1JHHa} {3.2.13)

sendo [J1 uma matriz numénica (20x20) ¢ {4} o vetor que contém as 20 constantes

independentes das funges deslocamentos % , v W .

Da mesma forma pode-se escrever que;
{vi=1l9Hay}, (3.2.14)

sendo [#] as funcdes de forma.

{ey}

Com (3.2.14) o vetor {{Z }} pode ser representado em func@io dos

deslocamentos nodais por:

{{gm S [CI(v) = [CT41{a}
{Z}} = . (3.2.15)

Transportando (3.2.14) e ( 3.2.15 ) para (3.2.5), o vetor de deformagGes no ponto ! fica:
{e}=1ZNClH¢Ha} =121 FHKa},com[F]=[C]ld] (3.2.16)

E, com relac8o as tensdes, usando (3.2.10):

&=D0(ZCga)= D(ZFa). (32.17)
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Da equagdo (3.2.13) tem-se que
G=J70 = F=ZFJU - E=ZB (3.2.18)

sendo: .§ = ﬁ -

Substituindo as relagBes (3.2.17) e (3.2.18) na equacio do trabalho virtual interno

cOmo segue:

[

W
)

-
oy

.
.|

b

.

N

-3

)
&y

2,

[ &)
=

| I |

2

s,
.

L&?Té"d}‘/ =sU T {jﬁfﬁﬁm }17”, (3.2.19)

O trabalho virtual das cargas externas pode ser escrito como:
jﬁS?TpM i V=g U

Substituindo ¥ pela equaco ( 3.2.14 ) e lembrando que @ = J U , tem-

se que:
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[ 657 pda mj;ﬁ?”55¢4=jlﬁfafﬂéﬁ¢4

Operando sobre essa Gltima integral tem-se que o frabalho virtual realizado pelas

cargas externas vale:
§§T(§_1)5A§§dA (3.2.20)
Igualando os trabathos virtuais dados pelas equagdes (3.2.19 ) e (3.2.20 ) tem-se:

([B"DEda yU = (J )" [¢7 pas (32.21)

o

A

A integral do lado esquerdo corresponde & matriz de rigidez linear do elemento finito

de uma camada de concreto (indice ¢}. A igualdade pode ser representada, entdo, por:

) U=F (3.2.22)
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3.3 MODELAGEM DO CONCRETOC E ACO.

Desde o trabalho pioneiro de Ngo e Scordelis [1], em 1967, e ou trabalho publicado
por Riva e Cohn [56], inlimeros outros procuraram descrever a modelagem mais adequada
para ¢ concreto armado tentando captar seu complexo comportamento diante, por exemplo,
da fissuracio progressiva e dos fatores dependentes do tempo come a retragio, deformacio
lenta ¢ a degradagiio progressiva da aderéncia entre g armadura e o concreio.

Descricbes dos principais trabalhos divulgados sio encontrados em Argyris et alii
[2] , Chen [3], no State of Report da ASCE [4], em Meyer e Bathe [5] ¢ na tese de
doutoramento de Proenga [6], onde se tem um programa atual das pesquisas que estavam
sendo realizadas, inclusive no Brasil.

Nio se faré neste trabalhoc uma resenha dos modelos matematicos desenvolvidos
até hoje porque, além de longa, a lista seria certamente incompleta e os autores acima
citados conseguiram, com competéncia, cumprir esse objetivo.

Mos itens seguintes apresentar-se-8o as relagdes constitutivas e o critério de ruptura
adotados para o concreto armado, e que compdem o modelo matematico utilizado neste

trabalho.

3.3.1 MODELAGEM DO CONCRETO.

3.3.1.1 RELACOES CONSTITUTIVAS PARA O CONCRETO.

Para representar o concreto, nesta pesquisa, foi adotado um modelo elastico nfo-
linear.
Chen [3] descreve trés diferentes tipos de relagBes tensdes-deformacgles para esses
modelos.
a) Tipo Cauchy: onde o estado de tensSes em um determinado instante € funggo

apenas do estado de deformacges .
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b) Tipo hiperelastico (Green): baseia-se na hipdtese da existéncia da funces W e ()
denominadas respectivamente densidade de energia de deformacio e densidade de energia
complementar de deformacio.

Essas fungBes dependem das componentes dos tensores de tensdes e deformacSes

em cada instante.

Para um material inicialmente isdtropo e elastico, W e () sSio expressos em termos

dos trés invariantes de deformacQes e tensBes, respectivamente.

Assumindo, por exemplo, para £), fungdes polinomiais em termos dos trés
invariantes de tensdes, modelos diversos para as relacBes constitutivas podem ser obtidos,
como o desenvolvido por Evans e Pister [41].

¢} Tipo incremental ou hipoeléstico: esse tipo de formulagdo € usado
freqiientemente para descrever o comporiamento mecdnico de uma classe de materiais em
que o estado de tensdes depende do estado de deformacBes em cada instante, assim como
do caminho percorrido pelas tensOes para atingir aquele estado.

O modelo elastico nfo-linear considera o concereto como sendo um material isdtropo
ou ortdtropo com os parametros elasticos variaveis, o modelc ortotropico geralmente
assume o concreto como hipoeléstico.

Esses modelos sofreram severas criticas, principalmente de Bazant [38], afirmando
que a invaridncia tensorial ¢ violada em alguns deles, e que a rotagiio dos eixos de ortotropia
implica que certas imperfeigdes do material {microfissuras e escorregamento da armadura)
sdo causadas unicamente pelo estado atual de tensGes e nfio pelo estado de deformacBes
anterior que, para o concreto, ndo € verdade,

Apesar gessas inconsisténcias conceituais, esses modelos conseguem representar o
funcionamento macroscopico do concreto e tém sido utilizados com freqii€ncia no estudo de
estruturas com comportamento bidimensional como cascas e placas, apresentando resultados
que, comparados com os experimentals, podem ser considerados excelentes.

Esses modelos sfio atraentes devidos a sua simplicidade e facilidade de implantagéo

em programas de computador.
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Como ja se salientou, intimeros trabalhos foram desenvolvidos por: Bashur € Darwin
I36], Mueller [52], Rajagopal [54], Van Greunen, Canet et alii [13] e Rule e Rowlands [17]

utilizando esses modelos.

O modelo incremental hipoeléstico permite também a adocdo de carregamento ndo

proporcionais € ciclicos.

3.3.1.2 0 MODELO DE DARWIN E PECKNOLD.

Darwin ¢ Pecknold [26] ao proporem seu modelo para o concreto pretenderam
suplantar as desvantagens que o precursor modelo ortotrépico de Lin et ali [47]

apresentava,

Além disso, queriam que seu modelo pudesse ser utiizado em situacBes gerais de
carregamento em que o estado de tensdes pudesse ser aproximado por um estado plano de
tensdes, e também ser facilmente incorporado a programas de computador utilizando o

método dos elementos finitos e, ainda, ser completamente determinado com os par@metros

convencionais f. e f.,, respectivamente tensdo de ruptura do concreto 4 compressac
{uniaxial) e tensfio de ruptura do concreto a tragio, &, deformacfo ultima do concreto a

compressio ¢ £, médulo de Young inicial do concreto.

Para um estado planc de tensGes onde 1 e 2 s8o as diregdes das tens@es principais, a

relagio constitutiva incremental nessas diregdes para um material com comportamento

ortotropico vale:
do, : E, uvE 0 de,
do, j = —— vk, £, O de, {3.3.1}
1-0,.0,
dr,, 0 o (Ti - uiuz)(} dy,,
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sendo £, e £, os médulos de Young, Y e U, os coeficientes de Poisson para as diregdes

1 e 2 respectivamente e G o médulo de elasticidade transversal,

Por consideragBes energéticas obtém-se gue:
v, E, =0, E, {3.3.2)

Para simplificar o uso das equagdes (3.3.1) e assegurar que nenhuma  das diregdes

principais seja favorecida, essas relagBes podem ser modificadas fazendo:

v’ =0, (3.3.3)

sendo U o “coeficiente de Poisson equivalente”™.

Com as equacgdes (3.3.2) € (3.3.3) a equagdo (3.3.1) pode ser escrita como:

do, E, U EE, 0 de,

do,p=——: E, 0 de, (3.3.4)
I-v . 2
dt,, sime'trica {1 % k? dy,,

A rotac@o para o sistema de eixos ortogonais x, v como mostra na figura 3.3.1

transforma as equacBes {3.3.4) em:

Ec*+Es*  uJEL, —-—%(El-—Ez)sc .

do. b= Es*+E,c* 5(51'53)0 de {3.3.8)
dr,, sime'trica G dy

onde ¢ =c08f ¢ s=send , sendo & o 4ngulo entre as direcdes x e 1, de acordo

com a figura 3.3.1.
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G= ;%(E1 +E,~20EE, )

¢ o modulo de deformagio transversal gue n8o depende do sistema de eixos adotado.

.

e

Figura 3.3.1.- Sistema de eixos ortogonais

Osvaloresde £, , £, e U sio determinados para cada incremento de carga em
funcio dos estados de tensio ¢ deformacio em cada ponto de Gauss do elemento finito,
admitindo que o material se comporta elasticamente durante o incremento, de acordo com o
procedimento descrito mais adiante.

A matriz constitutiva incremental determinada em relacdo aos eixos 1 € 2 € entdo
referida, através de uma rotagdo, ac sistema de referéncia x. v e utilizada para calcular 2
matriz de rigidez do elemento finito.

A orientacio dos eixos 1 e 2 e as propriedades do material sfo corrigidas para cada
iteraglo do processo de solugfo.

As equacdes (3.3.4) podem ser rearranjadas, assumindo a seguinte forma:

do, E, 0 0 ds,,
do,+=| 0 E, 0 de,. (3.3.6)
dr,, 0 0 (Imvz)G' dy.,
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sendo as deformagdes incrementais dé;, e dé&,, representadas por:

i v \/EZ

dﬁauzimvz dgi"i‘}__é}z \/’fg;“dgz (3.3.7)
v JE 1

= 5 dg + 5 3.

o = T YO T (338)

Essas deformacBes foram chamadas por Darwin e Pecknold [26] de deformacgBes
uniaxiais equivalentes.

Elas permitem, através da remoc¢do do coeficiente de Poisson das relagbes tensdo-
deformacio bidimensional, que uma familia de curvas para ¢ concreto comprimido possa ser
obtida experimentalmente, como se fosse um estado de tensdo unidimensional.

Essas curvas incluem o efeito do confinamento da microfissuraciio, e os valores de

E, e £, podem ser obtidos através delas.

Isto pode ser verificade considerando, para um concreto sob estado biaxial de
compressio com O; e O, referidas as diregOes principais, que as relaces incrementais

tensdo-deformacdo para as direcGes 1 e 2 valem:

do, do do, do
= —y—L dg = —%— 2
E, %g ¢ %TEF TRE

(33.9)

sendo 2, e E, osmodulostangentes i curvas tensio-deformacio .

Substituindo as igualdades (3.3.9) em (3.3.7) e (3.3.8), e levando em considerac3o a

(3.3.2), as deformagOes uniaxiais equivalentes ficam:

do, de,

d = = 3.3.
glu Ei 1 _ Uzﬁn ( 30}

3%
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do de
de. = 2%2 _ 2 3.3.11
2w E, - v,am ( )
; ﬁ:da“z %mgl_ a“dgi . m&_ﬁ
senao do, ° E, - do, E,

Percebe-se dessa maneira que as tangentes £, e £, as curvas tensio-deformagiio
ndo contém o efeito do coeficiente de Poisson, removido pela introdugio de &, ¢ &, .
O confinamento da microfissuragio influencia os valores dg, e deg, obtidos

experimentalmente e, portanto, também é considerada em £, ¢ £,,, como mostram as

equaches (3.3.10)e(3.3.11}.

A deformacio uniaxial equivalente total em qualquer ponto ¢ obtida somando todos

os incrementos determinados até aquele instante:

i=12 {3.3.12)

b ¥

giu - Z dﬁm = %ﬁ

i

Darwin e Pecknold [40] propuseram o uso de uma curva uniaxial equivalente tensgo-

deformacio para 0 estado plano de tensdes, como mostra a figura 3.3.2.
O trecho que representa a compressdo € descrito pela equagio de Saenz [57]:

E &

SO

G, = (3.3.13)

: 1 Eco 2 gﬁu ‘gz‘u :
E’c gic * gic

40



Revisdo Bibliografica

-Gk

Tl

O
Ei Em —Eu
1 Gy
Figura 3.3.2 - Diagrama tensio-deformacgio uniaxial equivalente [26].
* ch
Sendo E =
g{c‘
Na tragdo a relagdo € hinear:
o, =Lk, ¢, para O, £ T, {3.3.14)
As tens@es O, , O, e a deformaciio &, podem ser determinadas
experimentaimente.
O médulo de Young £, da parte comprimida ¢ obtido derivando a equagio
{(33.13)emrelacioa &,
do E -g°
E =%~ LL-) (3.3.15)
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£

onde ¢ = ;‘

©
Neste trabalho foram adotados para o “coeficiente de Poisson equivalente™valores
entre 0,15 e 0,20 que mostraram-se adequados para estados biaxiais de tragio e compressio

{0, e &, 3 [26]

No caso de tensGes de tracfo e compressdo combinadas, estes valores também sio

adequados, 14 que Kupfer alii [31] encontraram valores de U entre 0,18 ¢ 0,20

Neste caso, para tensBes acima de 80% de /., osvaloresde ©0  determinados
por Kupfer [31] sio maiores, porém, como a sua influéneia ¢ relativamente pegquena, 03

valores assumidos podem ser considerados razoéveis.

3.3.1.3 CRITERIO DFE RUPTURA PARA O CONCRETO.

O critério de ruptura considerado neste trabalho € o proposto por Kupfer & Gerstle

[27] com modificages.

A superficie de ruptura ¢ dividida em quatro regides que dependem da relaciio entre

. o7
as tensfes principais { & = %. ).

2
As tensGes de tracio s830 sempre positivas ¢ as de compressdo negativas e,

algébricamente, O [, & , .

As quatro regiGes, mostradas na figura 3.3.3, e as equagdes que permitem obter 0§

valoresde o, e £, para cada uma das regides, sdo apresentadas a seguir
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45t
L = -0.17 o
- ) S o 1IN
Thife
(= -0.17
Fig. 3.3.3- Superficie de ruptura proposta por Kupfer e Gerstle [27]
Regido (1): 0, = compressioce O, = compressio —0<a <1
- _1+3,65c 33.16)
2e (1“‘?‘6?.')2 ¢ ( onre

O = 0, {3.3.17)
&, = (3P, -2) (3.3.18)
g, =&,(-1,6P° +2,25P" +035P) (3.3.19)

o, o,
sendo £ =% 7 e B = %f e &, adeformagio correspondentea [/, no
< [+3

ensaio umdimensional.

As equagBes (3.3.16) e (3.3.17) foram propostas Kupfer e Gerstle [27] ¢ as
equacdes (3.3.18) e (3.3.19) foram apresentadas por Darwin Pecknold [26].
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Nessa regido assume-se que ¢ concreto escoe quando as tensBes ultrapassam o valor

da resisténcia Gltima 4 compressfo e sofre o esmagamento quando as deformagdes alcangam

a deformacio ultima.

Regifio (2} 07 = tragio, 0O, = compressioc — 0,17 < <0
1+3,28cx 3320
g’}c —TTT Il % EY.-

2 (1_*_ a)z { }
oy, = &0, {3.3.21)
&, =£,014,42 ~838P, +7,54 P — 2,58 P} (3322)

/ /
& = g%m e P, =% s (3.3.23)

As equagBes (3.3.20) e (3.3.21) foram propostas por Darwin ¢ Pecknold [26]
enquanto que as equagdes (3.3.22) e (3.3.23) foram sugeridas por Rajagopal [54].
Supde-se que a ruptura do concreto, nessa regifio, ocorra por escoamento

posteriormente por esmagamento na diregio comprimida.
Regifo (3): 0, = tragio, O, = compressio % < a < —{,17

o,, = 0,651,
6'1:‘ - fci
£, = &,14,42 ~838P, + 7,54 P2 ~ 2,587}

& = ‘%;m P, <065

A ruptura se d4 na direcHo da tensdo de tragio por fissuragio do concreto.
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Regido (4): O, = tragio, O, = tragio Il < a < »

-y = e S
0, =0, = fc: &y Féy T é‘m

Os dados necessarios para se definir completamente o modelo sio: [, = resisténcia

%

Gitima do concreto & compressdo, f,, = resistdncia Gltima do concreto & tragdo,
g, = deformago correspondente 24 tensfio f/, determinada em ensaio unidimensional,

E,, = mobdulo de Young inicial do concreto, &, = deformagio Gltima do concreto
compressice V  coeficiente de Poisson.

Esses valores podem ser obtidos experimentalmente ocu adotados conforme os

sugeridos pelas normas ou codigos.

3.3.1.4 AMOLECIMENTO GRADUAL DO CONCRETO COMP
SOFTENING).

RIMID

O (STRAIN

Quando a deformagio &, ultrapassa o valor da deformacg3o &, a tensdo no

ic >

concreto nos incrementos subseqiientes diminui com o aumento da deformaglo, causando o

escoamento gradual do material.

Neste trabatho admitiu-se que essa diminui¢8io da tensfo seja representada por uma

reta, como se mostra na figura 3.3 4, decrescendo a tens@ic até um valor igual ac que
corresponde a uma deformaglio aproximadamente igual a  4¢&, . A partir desse ponto

considerou-se que o material sofre esmagamento.
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@ie
Fen
i

_.‘....._5_3_

G _
02f |/

€c Eu 4 Sic Ei

Figura 3.3.4.- Modelo adotado para o concreto comprimido.

Essa reta se aproxima com razoavel precisio da envoltdéria de curvas obtidas
experimentalmente por Karsan e Jirsa [42] para o concreto submetido a cargas uniaxiais
ciclicas de compressio, como mostram Darwin ¢ Pecknold [26].

Buyukozturk e Tseng [39] realizaram uma série de ensaios considerando cargas
biaxiais ciclicas de compressdo sem, com tudo, apresentarem curva envoltérica para 0 ramo

descendente da curva tensfic-deformacic para o conereto.

Admitiu-se ent3o, que para uma iteracdc n, uma deformacgdo principal &,
ultrapassando o valor de &, a tensfio principal & caipara O, e o médulo de Young

correspondente £, assume valor nulo para a proxima iteracdo, conforme figura 3.3.4.
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3.3.1.5 DESCARGA NA COMPRESSAQ.

A possibifidade de ocorréncia de pequenas descargas devidas & redistribuigfio das
tensOes durante o processo iterativo, fez com que se considerasse, neste trabalho, essa
alternativa.

Supde-se que tanto a descarga quanto 2 recarga ocorrem segundo uma refa paralela
& do médulo de Young inicial, como mosira g figura 3 3.5, Nio se considerou carregamento

ciclico.

m@ig

E
i

S.Eu €

B

Sic Su "‘giu

n-1
Figura 3.3.5 - Descarregamento e recarregamento no concreto comprimido.

O procedimento para levar em consideracdo a descarga e posterior recarga consiste

no siguinte:

a) obtida a deformagio &, correspondente & iteragio m, e verificando que

rz—lz

n ~ i
| »tem-se, entdo, caracterizada a descarga.

fzz<

&g &

b) calcula-se 0 valor de €,; = deformacfo residual dada por:
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gy

cjcom &, Obtém-se atensdo O, com:

Epm = €,
f E

o

3.3.1.6 A FISSURACAQO DO CONCRETO.

A fissuragio do concreto é a principal causa de nfo-linearidade nas cascas de
concreto armado. Quando em um ponto uma tensdo principal excede a resisténcia dltima do
concreto 3 traclo, admite-se que se forma uma fissura com diregio perpendicular a diregdo
dessa tensio principal.

Considera-se também que o concreto perde a capacidade de transmitir esforcos na

diregio perpendicular & fissura devendo impor, nas relagSes constitutivas (3.3.4), £, =0,

A presenca da armadura e o engrenamento dos agregados permite considerar que

haja transferéncia de tensdes de cisalhamento através da fissura.

Esse efeito é levado em conta reduzindo o médulo de elasticidade transversal G,
multiplicando-o por um coeficiente [, (0 <p < 1} , introduzido por Lin [46], que
constatou que 2 solugio, embora ndo seja muito alterada pela variagio de f, , pode

apresentar instabilidade se /3, for nulo.
Admitiu-se neste trabalho que a formacgdo de uma segunda fissura no mesmo pento
se da com diregio perpendicular & primeira ¢ £, =0 ficando a relagiio constitutiva

(3.3.4) com a seguinte forma:

Ja’o'l 6o 0 © {dsl
do,t=[0 0 0 1{552
dry,] 0 0 AB.Glldy,
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Ha duas maneiras basicas de se modelar 4 fissura¢io: uma ¢ com o chamado modelo
discreto introduzido por Ngo Scordelis [1] e a outra com o modelo distribuido ou difuso
proposto por Rashid [55] Ambos encontram-se descritos com profundidade na
referéncial6].

Resumidamente, pode-se dizer que a principal desvantagem do primeiro modelo € a
obrigatoriedade de ter que se redefinir a rede de elementos finitos, o que tem dificultado sua
adocfio.

O segundo modelo, que tem sido extensivamente usado, suple que as fissuras
distribuem-se em todo o elemento ou na regiio de influéncia de um ponto de integragio
numérica.

Comprovadamente esse modelo é muito mais conveniente, em vez que a fopologia
da estrutura discretizada fica inalterada.

Geralmente supfe-se que haja aderéncia entre 0 concreto e ago ao se adotar esse
modelo de fissuracgio.

Como observada anteriormente, o concreto fissurado pode, entre fissuras, transmitir,
ainda, tensdes de trago que vio diminuindo gradativamente com o aumento da abertura das
fissuras.

Esse comportamento de concreto armado fissurado ¢ conhectdo como enrejecimento
a tragio e pode ser simulado basicamente de duas maneiras.

A primeira admite que a diminuiciio das tensdes de tragdo se da segundo o tramo
descendente da curva tensiio-deformacio para ¢ concreto, como mostra a figura (3.3.6 a.)

Esse procedimento foi proposte por Scalon [58] e modificado por Lin [46] e admite
uma redugio gradual da tensio no concreto figura (3.3.6 b))

A segunda maneira consiste em ignorar ¢ concreto apos a ruptura e utilizar uma
rigidez malor para 0 4¢o, como mostra g figura {3.3.6¢), alterando ¢ diagrama tensdo-

deformacio do ago.

Um método alternativo foi proposto por Mang e Floegl {49] baseado na resisténcia
ao deslizamento das barras. Leva em consideracio da fissura ao longo da altura da pega e a

fissuracdo secundaria entre as fissuras iniciais.
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Este modelo requer, porém, que o espagamento entre fissuras seja previamente

especificado.
(O modelo mais freqlientemente utilizado ¢ uma derivaco do proposto por Lin [46],

substituindo a curva descendente por uma reta.

Figueiras [11] apresentou um diagrama tensfo-deformacio para ¢ conereto

tracionado onde o enrijecimento 2 trag3o € representado por uma reta que depende de duas
conforme Figura (3.3.6d) ¢ que também foi incorporado a este

constantes: e &,

trabalho.
A constante ¥ depende da porcentagem de armadura na segfo pode assumir valores

iguais a 0,5, 0,6 ou 0,7 Figueiras admitindo que a variag8o 0,5-0,7 ¢ muito estreita propds

g utilizagio do valor 0,6. Para £, o valor proposto foi 0,002

oy Ty
= 5 & & &%
b Modelo de Lin
61; . Gﬁ\
P/
i/
; j ..-"/ ‘Eg s
iy : - Geg
i’ .o
78/St £ ~

¢ ) Diagrama tensfo deformacdo d ) Modelo de Figueiras

meodificado para agh
Figura 3.3.6 - Modelos para consideracdo do enrijecimento 3 tragio.
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S

Outros autores preferem vincular a deformagio &, 3 deformagio &, = E

)

através de um coeficiente / de formaque &, = s, .

Lin [46] propBs para # o valor 6, Gilbert ¢ Warner [43] adotaram 10, Abdel
Rahman [10] admitin um valor variavel entre 10 e 25 e Milford [51] assumiu /  iguala
20.

Neste trabalho o valor adotado para £ foi 20, que para os concretos usuais fornece

£,, aproximadamente igual a 0,002

3.3.1.7 DESCARGA NA TRACAO.

Analogamente & compressdo, também na tragio podem ocorrer eventuais descargas
devidas a redistribuicfo de tensdes.
Durante a fase elastica é obvic que a descarga se d4 segundo a mesma reta

ascendente do diagrama tensdo-deformacio.
Apos a ocorréncia da fissuragio admite-se que a descarga ocorre sem a geracfo de

deformacio residual, com um médulo de elasticidade ficticio obtido em funcio dos niveis de

tensdo e deformacgdo no instante da descarga, como pode-se observar na figura 3.3.7.

O médulo de elasticidade ficticio £ ¢ dado por :

-l

"o ‘ “5,- n—%
E;‘ —'}ffcr[i ﬁgr]é.!

Atensio O, correspondente a descarga vale: o, = £ g/
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Considerou-se que houve o fechamento de uma fissura quando a deformacio total

perpendicular a fissura se anulou.

A partir desse instante supds-se que o concreto adquiriu as propriedades inicials

naquele ponto, comportando-se como concreto comprimido.

Gy

f, &
Ye,l T Eo

orl /U TN

SN ~ .
& &i i Em

Figura 3.3.7 - Diagrama tensZo-deformagio para o concreto tractonado.

3.3.2 MODELAGEM DA AR

ADURA.

Para 0 aco adotou-se como modelo matematico a formulagio classica da teoria da
plasticidade (flow rule), com ¢ critério de ruptura de Von Mises, admitindo diagrama
bilinear para a representac3o da curva tensio- deformacio, considerando endurecimento

isotropico, como mostra a figura 3.3 8.
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Essa curva ¢ definida pelos seguintes pardmetros f y — tensdc de escoamento;

E . = médulo de Young ou de elasticidade inicial, £, = médulo de slasticidade referente

)

ao endurecimento ¢ £, = deformacio ultima.

.!?

Figura 3.3.8 - Curva tens#io - Deformac8o para ¢ ago.

As barras da armadura foram consideradas como camadas de ago de espessura

equivalente, sendo que cada camada apresenta rigidez apenas na dire¢io das suas barras.

Supds-se perfeita aderéncia entre ago e concreto.

A espessura /1, de uma camada de armadura em uma das direcBes x ou y é obtida

dividindo a érea da sec¢dio transversal de uma barra dessa armadura pelo espagamento entrs

suas barras, conforme esquematizado na Figura 3.3.9.
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camada de concreto h camada de concreto h
= N = e __:_-&\
\\ h — \ }}S
/AS Y —
re b rogll e thi e . foaren
e e o £

Figura 3.3.9 - Esquematizacdo de uma camada de armadura.

Assim:

A armadura deve ser fornecida como uma porcentagem da camada de concreto de

espessura /1, que a contém, considerando:

—_ hS 1)
P =3 (%)

sendo x a diregfo das barras da armadura.

As relagBes constitutivas no regime elastico ficam sendo dadas por:

a, p.E. 0 0 e, l
og,r=; 0 p,E, ORs,
T, 0 0 Oy {

xy

Os conceitos fundamentais da teoria de plasticidade com a derivagdo da matriz de
rigidez elasto-plastica sfo abordados em profundidade em textos excelentes, por exemplo

[50] da bibliografia e nfo serfio aqui repetidos.

A programacio de computador relativa a armadura foi toda efetuada tendo por

modelo o desenvolvimento do capitulo 7 daquela referéncia.



CAP. 4 METODOLOGIA PARA A SOLUCAO NAQ-LINEAR
4.1 ALGORITMOS PARA A SOLUCAO NAO-LINEAR.

Apods a publicagiio do trabalho de Ngo e Scordelis [1] em 1967, o Método dos
Elementos Fimitos {MEF) ficou estabelecido como uma das ferramentas mais eficientes para

o estudo de estruturas de concreto armado.

As cascas, e em particular as cascas cilindricas, passaram a ser analisadas com maior
eficiéncia e os comportamentos com relagdo a fissuragdo e & estabilidade, por exemplo,

puderam ser melhor verificados.

As propriedades do concreto t€m sido representadas por modelos cada vez mais
sofisticados e precisos que permitem, hoje, uma analise mais apurada do comportamento das

estrutiras em servigo.

Todavia, para se obter uma solucfio mais acurada do problema, nfo basta dispor de
um elemento finito adequado e de um modele matematico sofisticado para representar ©
comportamento fisico dos materiais, £ preciso também contar com um algoritmo eficiente

para a solugdo do problema ndo-linear.

A solugo desse problema envolve gquase que, invaniavelmente, um processo
incremental-iterativo, em que um ntmero de ciclos iterativos sfo realizados para cada

incremento de carga aplicada, até que as cargas residuais sejarp suficientemente pequenas.
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SHo varias as técnicas que se utilizam para resolver o problema ndo-linear. Na
Hiteratura ha textos excelentes gue as descrevem; desses pode-se citar: Bathe e Cilento [7],
Bergan e Holand [8], Gomes [9], Rahman [10] e Crisfield ¢ Shi [22]. Estes apresentam
extensa lista de referéncias sobre o assunto.

A técnica (algoritmo) mais comurnente utilizada para a soluglio do problema nfo-
linear € o método de Newton- Raphson e suas variacBes: com 2 reformulaciio da matnz de
rigidez a cada inicio de incremento ou com a matriz de rigidez inicial mantida invaridvel.
Esses modelos tém sido usados por Figueiras [11], Chan {12}, Van Greunen {13}, Barbosa
et ahi [14], Pévoas e Martins {15], Harmon e Zhangyuan [16], Rule ¢ Rowlands [17],
Amnesen [18], Ramm ¢ Kompfher [19], da Silva [20] ¢ Assan [21].

Outros métodos também utilizados sfio ¢ Método dos Gradientes Conjugados e os
Quase-Newton. Dentre estes, destaca-se o BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno).

Esses métodos também sfo descritos em detalhes nas referéncias ja citadas.

Crisfield e Shi [22] comentam que o Método dos Gradientes Conjugados, embora
néo envolva a formulagio direta da matriz de rigidez tangente, pode apresentar convergéncia

lenta se ndo utilizar algum pré-condicionador.

Matthies e Strang [23] relatam que o Método BFGS converge com incrementos de
cargas maiores do que o Newton modificado. Além disso, observam que a descarga (de

tensdes) pode ocorrer sem danificar as propriedades do algoritmo.

Na andlise de trelicas simples, com os métodos: Newton com e sem busca
unidimensional (line-search), Gradientes Conjugados, Newton Conjugade e BGFS, esses
autores verificaram que o namero de iteragBes para cada método decresceu na ordem em
que eles estdo aqui apresentados. De acordo com eles, o Método BFGS apresentou o
melhor desempenho, razdo pela qual eles adotaram-no na continuidade do trabatho.

Gomes [9] assinala que o Método dos Gradientes Conjugados parece adequado para

a solugdo de grandes problemas com matrizes esparsas. Em maquinas com pequena
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capacidade de memoria o método foi abandonado em favor de esquemas de solugdes mais
eficientes. O autor considera que o Método BGFS ¢ dos mais eficientes para a solucio de

problemas nfo-lineares.

Meyer ¢ Bathe [5] tambem indicam que o Método BFGS mostra geralmente as
caracteristicas de melhor convergéneia quando comparado com os Métodos de Newton.
Pode-se citar, ainda, Arcaro [24] que utilizou ¢ Método BFGS na andlise de coberturas

formadas por cabos protendidos.

Na solugZo de problemas ndo-lineares pelo método dos elementos finitos aparecem
dois problemas. Primeiramente, a eleicfo correta do modelo para a equagiio constitutiva
ndo-linear e segundo a escolha de um algoritmo eficiente, que neste caso tem-se duas

formas para a solucdo matematica de um problema néo linear.

O Método dos Elementos Finitos, aplicado & analise de estruturas via equacio de
equilibrio global ou deslocamentos, conduz a sistemas de equagGes que, no caso ndo-linear,

exigem algoritmos iterativos que realizem uma linearizagic a cada passo de carga.

Por outro lado, o Método da Energia formula o problema de analise estrutural
usando 2 teoria de minimizacdo. Neste caso, os algoritmos de programaco matemética

proporcionam uma solugio mais consistente.
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4.2 SOLUCAO NAQ-LINEAR VIA EQUACAO DE EQUILIBRIO

A formulacio via modelo de deslocamento de um problems ndo-linear, por

elementos finitos, demanda 2 satisfac8o simuitinea da equagio de equilibric global:

[KJ{u} =1k} (4.1)
ou, de outra forma, com as forcas residuais {7' } :
() = [ o[BY {0}~ (R} =0 (42)

Em que | K 1 6 2 matiz de rigidez, {#} ¢ o vetor de deslocamentos e

{ R } o vetor de carregamento incluindo forcas de corpo e superficie. O termo {o}
representa as tensdes que satisfazem as relagbes comnstitutivas ndo-lineares apropradas,

[ B] amatriz que relaciona as deformacdes com as componentes de deslocamento [43] ¢

€3 ¢ o dominio de integracio.
4.2.1 METODO INCREMENTAL ITERATIVO.

A solucio de um problema nfo-linear envolve um processo incremental/iterativo, em

gue um nimero de ciclos de iterages sfo executados, para cada incremento da aplicaciio de

carga , até que as forcas residuais {7} desaparegam . Assim o algoritmo de solugdo ndo -

linear requer uma determinac@c sucessiva de busca de diregdes, {d }1-_1 de maneira que,

no fim da iteracdo i, o deslocamento

{u}i:{u}imi+{d}i»1 (4.3)
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resulta em um campo de tensdes {o} ; que satisfaz a equacdo (4.2}

Primeiramente, descreve-se um metodo incremental iterativo generico.

. ih b
Para um carregamenio mcremental 77 os deslocamentos { %} p € as

" n . a .. . 1
tensdes { & } 5  sBo conhecidas, assim como o desequilibro de forgas nodais {717,

resultantes do carregamento incremental anterior. Os passos seguintes para o aigoritmo

sdo, como segue:

ay Calculo do incremento de forga nodal:

{r}s ={r}" "+ {Ar}” (44a)

, : -1, , .
onde { A7}” é o vetor de incrementos de carga, {7 }” & o residuo do incremento

de carga anterior.

b) Para o inicio da iteragiio (7 — 1), primeiramente calcula-se a matriz de rigidez global

[X ],_, deacordo com o algoritmo iterativo adotado.
¢) Avaliacdo dos deslocamentos incrementais, {d };-..1 como:
-1
{d}y,, =K1 {r}., (4.4b)

e atualizagio dos deslocamentos de acordo com a equag@o (4.3 ).

dy Avaliagdo da tensdo incremental:

(Ao, =[Dle{hs; =[Ble[D]ei{d},, (ddc)
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¢y Avaliagio da tensdo total:

{oy={o},,+{Ac}, (4.4d)

f) Avaliacio da forga interna nodal equivalente como

{r}, = [[B] *{c},dQ (4.de)

gy AvaliagBo da forca externa de equilibrio:

{ry,={r}; —{R}, (441)
h) Verificagdo da convergéncia:

1) Se a convergéncia € alcancada, passa-se ao proximo incremento de carga
{passo a )

7) Se a convergéncia ndo € alcancada,  efetuar: {ri,_, ={r}, e

fu}, _, = {u}, e comegar do passob.

No aigoritmo anterior dois pontos adicionais devem ser destacados: primeiramente
deve estabelecer-se um critério de convergéncia para a comprovagdo da convergéncia no

passo h). Segundo, uma escolha de diferentes métodos é possivel para determinar qual

matriz, [ K },_; deve-se usar no passo b) do processo iterativo.

&0
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4.2.2 TOLERANCIA DA CONVERGENCIA.

Se uma estratégia incremental de solucBo baseada no método iterative € adotada,
uma consideracfo cuidadosa para o critério de convergéncia deve ser imtroduzida. Ac fim
de cada iteracio, a soluglio obtida seréd verificada para ver se converge dentro da tolerdncia
prefixada, ou se o processo de ieragBo diverge. Se a tolerfncia da convergéncia €
demasiado pequena , o esforgo computacional é muito alto e o gasto para obter a exatidfio
em termos de engenharia ¢ mitil. Trés grandezas podem ser avaliadas ao fim de cada
iterac3o pelo critério de convergéncia : os deslocamentos, as forgas externas de equilibrio e

o incremento de energia interna.

O critéric de convergéncia do deslocamento pode expressar-se como!

lea w3 |
iI{Au}i-l

”WD (452a)

onde {Au}, éo vetor das componentes dos deslocamentos iterativos, 7 , € uma

tolerancia prefixada de deslocamento, {A# },_, & o vetor das componentes dos

deslocamentos associados com a solugo linear da equagio de equilibric e “ ” representa

a norma euclidiana. Um critério de deslocamento geralmente funcionaria bem, mas ndo ¢
adequado para uso com estruturas rigidas onde grandes incrementos de carga estdo
associados com pequenocs incremenios de deslocamentos. Portanto uma tolerfncia muito

estreita € necessana.

Um critério de convergéncia de forca pode expressar-se como:

Wy, <os] {RY, | (4.5b)

6l
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onde {7}, ¢éovetorde forgas residuais naiteragio 7 , { R}, sho as cargas aplicadas

no nivel atual e 7, a tolerfncia prefixads de forga. O critério de forga € bastante
conveniente para se usar em termos computacionais porque ambas as quantidades {7},

e {R}, sio facilmente avalidveis no fim de cada iteracic e nio reguerem uma

memoria exira.

4.2.3 METODO NEWTON-RAPHSON.

No método Newton - Raphson (NR)} os deslocamentos sdo atualizados entre
sucessivas iteragdes de acordo com (4.3 ) com 2 busca de direcio { d },_, que produz os

residuos
{ry,={ri{u},_, +{d}, ) ={0} (4.6)
Exprimindo (4.6 ) em forma truncada da série de Taylor, tem-se a busca direcional

1o}

{dy = {@1_1 o {r} =[Kial o{r}, (4.7)

onde a matriz Jacobiana coincide com a matriz de rigidez tangencial [K,_,] associada

com o estado de deslocamento { % },_, .

Assim, o célculo computadorizado da busca de dire¢io demanda uma avaliagiio de
rigidez seguida por uma completa equacio de reducdo e a substituicdo posterior para cada

iteraclo de cada incremento de carga .
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Para exemplificar a utilizacfo do método Newton-Raphson apresenta-se o exemplo

seguinte.

Seja uma mola nfo-linear figura {(4.1) e imagine-se¢ que a matnz de rigidez da mola

K  écompostadeumtermo X

2y

sumtermo X ,, gque depende da deformagio.

L

y__%w

S

TR
f‘aé?éﬂg%é@éijég AAAAALAL]

Figura 4.1

<K9+KN>u=R“f

Onde:

= cfg .

K,
Ky =¢(u)

Considere para o inicio da iteragio X

(4.8)

= (Q  Para uma forga K, podemos

conhecer o valor de #, , sendo A um ponto dacurva R vs # , ainda no regime eléstico.

R,
K,

?/llx

RA”(-KQ*’KNA}Hz

onde: K, = *ﬁ(uz}

%

(4.8.1)
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Agora o carregamento € incrementado do valor de K, ; entiio u, € o valor do

deslocamento procurado.

Usando a série truncada de Taylor

b, +d,)=¢@ )+ [%} d, (4.8.2)

onde:

daf

d d .
E;:@W{Kﬁu-}—gz\’%}; KG-PE{KAVQ’):KF (4.3.3}

K ., = Rigidez tangente.

Observa-se que para o, , tem-se gﬁ(ﬁi +d, }: R,
Assim, com ¢ (u,} = R, ¢ K, avaliado para A, equagio { 4.8.2 ) resuita:

R, =R, + (K, ,d, ou

{Ke)gdlst - R, {(4.84)

onde R, — R, pode ser mterpretado como uma carga de desequilibrio isto &, a diferenga
entre o carregamento aplicado R, eaforga R, = (K o+ K ) u, na parte

eldstica quando e estirada a mola uma distancia #, . O processo de solucdo ¢ mostrado na

figura 4.2.
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Em seguida avalia-se @, e atualiza-se o deslocamento estimado por .

M, =u, +d,

Para & nova iteracdo obtém-se a nova rigidez tangente (K, ), da equagio
(4.8.3) com u = u, , obtendo o carregamento de desequlibric &, — 7, donde 7

provém da equacio (4.8.1 ) com % = u, . O novo deslocamento atualizado €
uy = u, +d,

onde d, ¢ obtido resolvendo (K . }1 d, = Ry — # eassim sucessivamente

O Pt A |

w
A
t
§
-3
&~

Figura 4.2

Existemn varios algoritmos como Newton Conjugado, Newton Modificado, Gradiente

Conjugado que ndo serfio tratados neste trabalho.
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4.3 SOLUCAO NAO-LINEAR VIA EQUACAQO DE ENERGIA.

Mediante o estudo e emprego de algontmos de ofimizacdo, nesta pesguisa,
pretende-se dar-se uma pequena contribuigio & analise de problemas estruturais,

formulados via Método da Energia.

Um tecrema fundamental, neste caso, afirma que & situacio deformada, em
equilibrio, corresponde um minimo na energia total. Justaments g utilizaglo desse teorema
permite obter os valores incognitos de deslocamentos e suas derivadas em cada ponto da

estrutura,

Por outro lado, 2 mummizacBo da fungBo energia pode ser inferprefada como um
problema de otimizagiio ou programacfic matematica por o qual tém-se algoritmos
matematicos ja desenvolvidos, que permitem, particularmente no caso de problemas nio-

lineares, encontrar resultados consistentes.

No presente trabalho serdo estudados fungdes quadraticas do tipo
1
flu)= Euff{u—&STuﬁ—c.

Onde a finalidade & encontrar os pontos de maxime ou minimo locais. Os
algoritmos de otimizagio a estudados sdo do tipo Newton ¢ Quase Newton [44], este altimo
dividido em dois métodos DEFP ¢ BFGS, porém o algoritmo usado no programa principal

sera do tipe Quase-Newton usando o método BFGS ( Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno).

Tais algoritmos empregam um outro procedimento numéricc que € a busca

umdimensional adotada para a determinag@o do passo na dire¢io de descida.
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4.3.1 CONDICOES DE OPTIMALIDADE PARA MINIMIZA

m f({}): RY - R',
B {x§ ¢pontoaitico, V f ({u ¥ }z {0},
® A hessiana E_V rf ({u ¥ }E way , & positiva definida.

Entfo ! {u } ¢ ponto de minimoe local.

4.3.2 PONTOS DE MINIMO LOCAL DE UMA FUNCAO.

A estrategia geral que pode ser adotada para encontrar os pontos de minimo de uma
funcdo ¢ a seguinte: de inicio, toma-se um ponto qualquer e, logo a seguir, numa dada
direcic e sentido, de maneira que o valor da fungfio decresca, encontra-se ¢ valor minimo
da funcio nesta dire¢do e sentido, obtendo, assim, um nove ponto de partida. Continua-se

desta maneira até encontrar © valor minimo da funcio.

Consideremos uma fungdo ndo-linear dada por:

F@ui):R" > R (4.15)

e seja um ponto ¥ que pertence a uma reta que passa pelo ponto #, tendo uma diregio

dada pelo vetor { d } , ou sgja:
{ul={u,} + A{d} (4.16)
sende 4 > 0, um valor amplificador do vetor {d}, de tal forma que :

Flugy+4a{dy < f{u,})

&7
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entao:

{uyt+ A{d} ¢ chamado solugho perturbada de {#} na direcio {d} .

Espera-s¢ que a solugio perturbada seja melhor, isto ¢, tenha um valor menor para a

funciio / (fungo objetive). Quando isto acontecer, {4} & chamada direciio de descida.

Entédo:
g ={u}, +A4{d},

este procedimento deve ser repetido até que fl{%}m w{u}ilktof ou que ¢ numerc de
iteracdes alcance seu limite maximo. O valor tol € uma tolerincia pré-estabelecida, sendo

geralmente um valor muito pequeno, por exemplo fol =107°,

Quando for verificado o prumeiro criténio de parada, significa que o procedimento
. — ., % s o . - ~—
convergiu e encontrou-se a solugio 6tima {#} , ou seja, o ponto que minimiza a funcfo

objetivo. Caso contrano, se o processo iterativo terminar ao atingir o ndmero miximo de

iteragles, significa que o meétodo ndo convergiu para ¢ determinado problema em estudo
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4.3.3 DEFINICOES PRINCIPAIS

4331 VETOR GRADIENTE DE f{{u}'}RY - R'NUM PONTO

Wy

O vetor gradiente de [ ({ ul’ }, ¢ dado por:

or {u ¥ )

i

aflfu})
Vi =4

@

&

of fu ¥

(4.17)

4332 A MATRIZ HESSIANA DE UMA FUNCAO f {({#} ) NUMPONTO {u }

A matriz hessianade [ ({ ul’ ), ¢ dada por:

Vil e =l @Y ) =

(o2 r@y) orry) oL,
fu,’ Ju,du,

oiry) o2rGy) | .
fu,lu, Fu .’

o i wy) orrwy) | L

| OJuOuy, Su,lu

69

527 (¥ )]

du,Ju

o7 r{f})

fu,lu,

027 (6y)

Ju

(4.18)
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Em analise nio-linear de estruturas, os pontos » representam os deslocamentos
nodais da estrutura, 2 fungio [ (tz }represenia a funclio energia potencial total, o vetor
{» (1 }} representa o vetor residuo, isto é, um vetor em que cada componente representa

o desequilibrio entre forcas num dado nd e numa dada diregfio e 3 matriz [ £ (u )}

representa a matriz de rigidez.
I
Fl)= Auy” DK 1-{u} + {8} -{u} 419)

& forga residual {7} dada por

{ri=1K1-{u}+ {5} (4.20)
4.4 BUSCA UNIDIMENSIONAL.

Como foi mencionado anteriormente, em quase todos os métodos computacionais
existe algo comum. Partindo de um ponto inicial arbitrario, determina-se uma direc8o de
descida, andando nesta direc8o até encontrar um ponto de minimo relativo da funco. Este
ponto de minimo relative € tomado como um ponto inicial e o procedimento € repetido até

encontrar 0 ponto minimo local da funcio.

O procedimento para determinar um ponto de minimo numa direg8o dada €
chamado busca unidimensional. Este procedimento ¢ facilmente aplicado em fungdes

quadraticas, equagioc (4.19).

A finalidade da busca unidimensional € determinar ¢ tamanho exato do passo na
direciio de descida {d}; uma vez determinada a direcdo de descida através de um algoritmo

dado, é necessério que a nova solug@o procurada nessa direcio esteja proxima da solugio

verdadeira.
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Assim, tendo a func@o quadratica:

F)= S 1K)+ () )
onde:

[K]= Matriz de rigidez

{b} = Vetor de cargas.

o gradiente da fungo ¢ dado por:
Vf (u) =K {u} +{b} (4.21)

Como a fungdo € quadratica, é possivel determinar o tamanho exato do valor (/1},

constante amplificadora da direcic de descida, fazendo:
gA)=0;
ou seja:
g ()=l + Ady di® =0 (4.22)

considerando inicialmente:

{uy={u}" + {d}’

7i
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substituindo os valores da equacio { 4.21 ) em { 4.22 ) obtém-se:

(& u)® +4gdy )+ B3 f (2 =0 (4.23)

resultando para A

5 -~ By {d) ~ g [K1id),
(AWK 1{d}, (4.24)

sendo {4 }@ a diregio de descida avaliada usando o algoritmo Quase Newton.

4.5 TIPOS DE METODO CLASSICOS DE DESCIDA.

Tém-se varios métodos de descida como Gradiente Conjugado, Newton Raphson, e
Quase Newton, que serfo vistos nesta pesquisa. O tipo de estratégia usada para o calculo da
direcio de descida determinara a eficiéncia do método em buscar o ponto minimo da

fungio.
4.5.1 METODO DO GRADIENTE.

Como indica o nome, neste caso é utilizado em cada iteracdo o gradiente da fungéo,
como indica o algoritmo mostrado em seguida.

Algoritmeo 1.

Se {u}, € R” é1al que Vf({u}i) %0 , OS5 passos para determinar {ZJ}M sdo:
Passol: Caleular {d};, = ~Vf({u},).
Passo2: (Busca unidimensional) calcular 4,

Passo3: Fazer {H},-+; ‘"—’*{u}f + 4 {d};‘-
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4.52 METODO NEWTON RAPHSON.

Proposicdo:
Se f € uma funcic quadratica com matriz hessianz H definida positiva, dado

fu}, € R” dado por:

{dy =—[HT ([Hlu}, +{8}) (4.25)

sendo:

[HT = V21 ({u}) (4.26)

verifica-se que
{u}" ={u}, +{d}

¢ o minimizador global de f em R”.
. _1 o r
Prova: Seja J(x)= E{u} [H Hu}+{bY {u}+c. Temos, que:
vf ({u}*) =[H]({u}, +{d})+{b} . Logo, usando a relacio (4.25 ), obtemos que:

Vi (ud) =[H 1}, - [H] (H1{u}, +{6}) + {5}

Por tanto,

Vi (u3) = [H Hujo —[H N{u}o - (b3 +{b} =0, 0 que prova a proposigZo.

A diregio 4 ¢ a solugio do sistema linear

[H{d} =~([H ), +{b}) = -Vf({u}o).
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Portanto, minimizar uma fungio quadratica com hessiana definida positiva € um
problema equivalente a resolver um sistema linear com matriz simétrica e definida

pOSItiva.

Algoritme? {Método Newton Raphson)
Se {u}, étalque VI {({u};) = 0 os passos para determinar u,,, sdo:

Passol: Determinar {4}, tal gue

V2 f(fuy )iy, =V ({u},)

Passo2: Fazer {u},; ={u}, +A,{d},, onde A, ¢ determinado mediante a busca

unidimensional.

453 METODO QUASE-NEWTON.

Como foi dito anteriormente, a anilise ndo-hnear de estruturas apresenta dois sérios
problemas: 0 primeiro consiste na formulacio matematica que representa de modo aceitavel
o comportamento real da estrutura e o segundo problema é o procedimento computacional
do modelo matematico encontrado. Portanto o processo computacional € uma técnica que
permite 2 solugdo de problemas usando primeiramente uma série de algoritmos para, em
seguida, logo fazer o diagrama de fluxo e sua respectiva codificagfo; desta forma ter-se-4

uma visualizag#o eficaz e um procedimento adequado.

Na aplicagbes as estruturas, geralmente se encontram dificuldades pela
complexidade da estrutura, que envolve um nimero significativo de variaveis, tendo-se que
empregar processos que envolvem iteragSes e aproximaces sucessivas.
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O principio da minima energia potencial total é o conceito operacional mais usado
para a analise ndo-linear de estruturas. Uma vez tendo a energia potencial total como
funcio dos deslocamentos nodais da estrutura, o problema de encontrar 2 configuragio de
equilibrio ¢ um caso de programacdo ndo-linear, ou seja, a configuragio de equilibrio ¢
dada, ou represeniada, pelos pontos de minimo local da fungfo energia potencial total e as

configuracBes instavels sio representadas pelos pontos de méximo local da funcio.

Porém, existem casos de analise estrutural onde ndo existe uma fungfo energia
potencial total, mas de certa forma pode-se definir uma fungdo de modo que seus pontos
de mimmo local representem configuragdes de equilibrio da estrutura. Assim, a3
compreensio dos conceitos fundamentais utilizados em programacio nfo-linear sfo muito
importantes para g analise de estruturas, seja o caso de analise linear ou néo-linear, elastica

ou inelastica.

4.5.3.1 ESTRATEGIAS DO METODO QUASE NEWTON.,

A estratégia fundamental do método consiste em usar uma aproximacfo para a

inversa da hessiana ao invés da verdadeira inversa que é requerida no método de Newton.

O método Quase Newton assume que a utilizagiio da matriz hessiana nfo €

recomendavel, porque seu calculo requer um esforgo computacional excessivo.

No método Quase-Newton uma aproximagdo para a inverss da matriz hessiana €

construida pela atualizagiio de uma primeira aproximagio.

Esta aproximacio para a inversa da matriz hessiana € por construcdo de uma matriz

definida positiva e uma atualizacio conhecida como atualizagio DFP ¢ BFGS.
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Procedimento:

No métode Gradiente escolhemos:
{d}, =~V ({u}),

e, no método de Newton,

{dy, =—(V* f({u},))" VF ({u})

se sabe:

[H], =V f({u},)"

entdo:

{d}, =-THLVf {uh)),

onde [H], € R™ ¢ uma matriz simétrica de nimeros reais definida positiva.

[ £ ], Deveser formecida pelo usuario ou [H ] o = [7]

Obtendo [ H 1,,;

[H] =[H], +[AH], onde:

i+l

IAH ], deve ser tal que [ H ],,, tenha algumas propriedades pré-

determinadas, por exemplo simétrica.
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[ H ] positiva-definida, etc.

i+l
que ¢ fungic de:

[AH ], = f{[ﬁ? E;a{z‘f }:mz{z‘: }f{g}i{g }54\}

definir os vetores:

{S }f = {u }H—i - {u }i
Wl =lgha - gl

Equagdo Quase-Newton.

[H1..{r} = {5},

Para uma variavel fig. (4.4).

T
&

Figura { 4.3 ) representagfio grafica da equaciio Quase-Newton ( uma variavel )
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g8 = [H17 = (y/$)

portanto:

para varias variaveis:

mm{ b= {83,
(e +[aH ] {»}, = {5},
[AH ] iy}, = {8}, -[H 1 {},

Obtém-se;

(s}, -1#1{r}
{y}' {4.26)

Esse | A A ], deveser somadoao | H | da iteragio anterior.

Eﬁf‘fl =

No método DFP { Davidson, Fletcher, Powell Yo | A H ] . € dado por:

g (#1007 =[H] +

(s).(s)7 HL{y} b} 1a],
{S}T{y}i {y}TEH {

W
PN
o
b
~J
s

enquanto que no método BFGS { Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno)

s [H1™ =[BFT + 67 OV E1IGL) (4.28)

AV L8 SN .8 Sl 53
SEy LEETT L (425)
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4.5.3.2 ALGORITMO 3 METODO DFP (Davidon, Fletcher e Powell).

Passe 1: Caleular {d}, =-{H 1, V/{{u},).

Passo 2: Deterrminar A, através de uma busca linear e definir {u},,, = {1}, +4,{d},

Passe 3: Calcular:

{s1,4s37 [H#1{x} {rv} [#],
{si7 {»}, DY a1y

[H if;f’ = {EE;‘+

4.5.3.3 ALGORITMO 4 METODO BFGS ( Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno).

Dados de entrada:

[7 1], =[7]

f( })— Funcio a ser minimizada.
{gui—> v7i(u}) Gradiente.
{u}, — Estimativa do ponto inicial.

EPS — Convergéncia para Quase-Newton.

NRMAX -—»  Niomero maximo de iteracOes.
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Passo 1: Calcular; {d}f = —~[H ];vf({ﬁ};)
Para i=0 = [H]=[]]

Pasee 2: Determinar; ’%g através de ums busca linear e definir

{2}, = {u}, +4, {d},

Passo 3: Calcular;

v P =[5 + 34y OFlE1H3)

Veltar Ao passe 1: Calcular a nova diregio
Continuar Passo 2.
Convergéncia:

Perguntar :

{0}, — {22} < EPS
sendo:

{u}” = {u},

EPS = convergéncia adotada.

Se a condigdo for satisfeita:

a) {u}" = soluglo procurada.
Caso contrario:

b) Continnar com 0 passo 3

80



CAP, 8 RESULTADGS.

5.1 EXEMPLOS DE APLICACOES,

Os algoritmos, como 2 modelagem do comportamento do material,  estudados nos
capitulos anteriores, foram introduzidos num programa principal realizado pelo orientador,
resolvendo os exemplos usando o algoritmo MNewton Raphson ¢ obtendo resultados que,
comparados graficamente com os resultados obtidos pelo método Quase-Newton, permitem
verificar a eficiéncia de cada método. Os exemplos que serdo mostrados t8m seus respectivos

dados de entrada e saida de resultados apresentados no anexo.
5.2 EXEMPLOS NUMERICOS.

5.2.1 PRIMEIRO EXEMPLO.

Este exemplo consiste de um cilindro de concreto sem armadura, submetido a pressac

radial externa como mostra figura (5.1).

Este cilindro representa os trés modelos idénticos testados experimentalmente por Runge

e Haynes [59] e analisado por Chen et al [61] e Rule e Rowlands [17] através do método dos

elementos finitos.

Deve-se observar que os trés cilindros testados em laboratérioc nfo tinham secdo
perfeitamente circular devido a imperfeigSes geométricas introduzidas por defeitos nas formas

onde foram moldados. Porém, nos resultados aqui mostrados, o cilindro foi suposto como

perfeitamente circular.



Resuitados
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Figura 5.1 Cilindro de concreto sob pressdo radial.

Para analise do cilindro, Rule e Rowlands [17] utilizaram para o concreto um modelo

ortotropico derivade do proposto por Darwin Pecknold [26], com algumas simplificagdes.

O elemento finito utilizado encontra-se em Zienkiewicz [60 ], é plano e tem como fungdes
aproximadoras para os deslocamentos no seu plano fungdes lineares e polinémio cubico para os

desiocamentos transversais.

0 clemento finito ainda é dividido em camadas.

Chen et al. [61] utilizaram o modelo desenvolvido por Chen e Chen [62], que se baseia na

teoria da plasticidade.

O programa de elementos finitos que eles utilizaram é uma wversio atualizada do
NONSAP [63], chamado NFAP.

O cilindro foi dividido em 30 elementos finitos iguais ¢ considerou-se a espessura

dividida em 8 camadas iguais.
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Besultados

Experimentalmente verificou-se que o valor médio da pressdo ( para os trés cilindros ) que

causc implos#o dos modelos fot 3,79 Mpa com um desvio padrio de 0,17 Mpa.

Analiticamente Rule e Rowlands [17] obtiveram 4.14 Mpa e Chen et ali [61] 4,36Mpa, e
Villegas 4,64Vpa.

A figura 5.2 representa a curva pressio-deslocamento radial da meia altura do cilindro De

acorde ao resultado obtido mediante os metodos Newton Raphson ¢ BFGS,

(s dados so mostrados a continuag8o como um exemplo de saida do programa:

ARQUIVO DE BAIDA

CASCAS CILINDRICAS DE CONCRETO ARMADC
ANALISE COM NACO~LINEARIDADE FISICA

NUMERQO DE ELEMENTCS= 30

NUMERO DE ELEMENTOS NA DIRECAD X= 10
NUMERC DE ELEMENTOS NA DIREXAC Y= 3
NUMERO DE NOS COM CONDS. DE CONTORNG= 44
NUMERC DE CAMADAS DE CONCRETO= 38

NUMERO DE CAMADAS DE ACO= O

NUMERC DE PTCS. GAUSS= 9

PADOS RELATIVOS 205 MATERIAIS

COEFICIENTE DE POISSON EQUIVALENTE= .19
RESISTENCIA DO CONCRETO A COMPRESSAO= -48.00
RESISTENCIA DO CONCRETO A TRACAC= 4.30

DEFORMACAO DO CONCRETO CORRESPONDENTE A FLC=-.0030Q
MODULC DE ELAST. INICIAL DO CONCRETO= 25258.00
PESO ESF. DO CONCRETO= .00

ESPESSURA= .5000000E+01
RETO= .68610C00E+02
COMPRIMENTO= .1613000E-+03

CONTINUA.

O resultado de deslocamento da altura média do cilindro s@o mostrados na seguinte tabela,
obtidos mediante os dois métodos: Newton Raphson e Quase-Newton.
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Resultados

Tabela 5.1
Deslocamento vertical do ponto central da parte lateral deo cilindro exemplo 1.
INCREMENTO CARGA] BFGS M. RAFPHSON
Yillegas Assan
NG (D) NG (1)
1 0,85 0023326 00233582
2 1,72 0,048158 0,048235
3 2,084 | 0058208 0,05940%
4 2,236 0,08508 0,085375
5 2,408 | 0071156 0071578
8 2.58 0077479 0.,078055
7 2,752 ¢ 0,084128 0.084851
8 2,924 0081097 0,062023
g 3,088 | 0,098086 0,096841
10 3,268 | 0108707 03,1078
11 3,44 0,112435 0,118623
12 3,812 | 0,121088 (,128285
13 3,784 | 0128218 0,137038
14 3,856 | 0,138174 0,149282
15 4128 | 0,158898 0,163693
18 4.3 0,166848 0,181623
17 4,472 0,17686 0,206332
18 4,644 0,18789
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£
o Gos 01 0,15 0.2
DESLOCAMENTOS (cmyj
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e L EGAS (BFGS) NO1

|2 ASSAN (NEWTON RAPHSON; |
% NO1 |
i i

Figura 5.2 Comparacio grafica entre os métodos Newton-Raphson {Assan) ¢ BFEGS

(Villegas) do ponto central da parte iateral do cilindro exemplo 1.
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Resultados

5.2,2 SEGUNDO EXEMPLO.
A casca cilindrica circular de concreto armado deste exemplo € apoiada nas extremidades
curvas em diafragmas rigidos no seu plano e tem uma armadura distribuida na sua superficie

média com espessura equivalente a 0.6% da espessura da casca.

(s dados utilizados sfo mostrados na figura 5.3

Figura. 5.3 Cobertura cilindrica circular de concreto armado.

Um quarto da casca foi dividido em 48 elementos, sendo 6 na direcfio longitudinal ¢ 8 na

transversal, a espessura foi dividido em 8 camadas.

A figura 5.4 mostra no grafico: carga distribuida sobre a casca versus deslocamento

vertical do ponto A .

Este exemplo também foi arpalisado por Buvukoztruk [64] mas os resultados que ele

obteve diferem muito dos mostrados na figura 5.4
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Hesultados

A analises mediante realizada com os métodos Newton Raphson e Quase-Newton

fornecem 0s valores mostrados na tabela 2 e no grafico carga ~deformaco, figura 5 4.

Os arquivo de saida dos resultados tem a aparéncia mostrada parcialmente abaixo:

ARQUIVC DE SaIDA

CASCAS CILINDRICAS DE CONCRETO ARMADRC

ANALISE COM NAO-LINEARIDADE FISICA

NUMERC DE ELEMENTOS= 48
KNUMERC DE ELEMENTCS NA DIRECAQ X= §
NUMERO DE ELEMENTOS NA DIREXAD Y= 8§
NUMERC DE NOS COM CONDS. DE CONTORNO= Z3
NUMERC DE CAMADAS DE CONCRETO= &
NUMERC DE CAMADAS DE ACQO= 2
NUMERO DE PTO3. GAUSS= 3

DADOS RELATIVCS A0S MATERIAIS

COEFICIENTE DE POISSON EQUIVALENTE= .15

RESISTENCIA DO CONCRETO A COMPRESSAC= -250.00
RESISTENCIA DC CONCRETC A TRACAO=253.00

DEFORMACAD DO CONCRETQ CORRESPONDENTE A FLC=-.00238
MODULC DE ELAST. INICIAL DO CONCRETO= 210000.00
PESO E3P. DO CONCRETO= .00

ESPESSURA= .T60C000E+01

RAIQ= .7620000E+C3
COMPRIMENTO= .7620000E+03

"

CONTINUA
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Tabela 5.2 Deslocamento vertical dos pontos extremos da casca cilindrica exemplo 2.

HERUados

INCR

CARGA

BFGS
Villegas

NEWTON RAPHSCN

Assan

NG T

i
A0 00 =) D i P () B s

o R T
B £ B e

=y
L

0,0025
000375
(,00475
0.,60525
£,00575
0,00625
0,00675
0,00725
£,00775
0.00825
0,00875
0,00825
0.00975
0,01028
0,01075

NG 63

NG 42

NG 21

NOT NG 83 NG 42

NG 21

0,490588
0,737151
0,934665
1,034143
1,133187
1,232818
1,332221
1432318
1,550031
1,597836
1,6966683
1,318843
1,844778
1,944779

-0,07508
~03,11283
-0,14315
-0,15841
~0,17378
-0,18906
-0,20443
-0,2198
-0,23625
-0.2508
0,269
-0,28681
-0,305821
-0,30521

004306180
0,085478
£.082666
0,091724
0,1005
0,10927
G,118018
0126788
8,135218
0,146557
3,157203
0.1658863
017632
0,17632

3,328648 10,481342 407522 004380
0,493477 (0,737813 -0,11303 (,085454
0,625841 0,883833 -0,14337 {,082958

0.8692171
0,758755
0,825183

1,034214 -0 15858 0081718
11331658 -0,17381 4,100488
12322 -0,18904 0,109257

0,801934 |1,331302 -0,20431 (§,118032
0,9586 11,430476 -0.21959 0,128813

1,031121

1,51042 -0,23433 0,13823¢8

1.084148 1.618865 -0,24887 0144887
1157081 {1,7353688 -0,26734 0,153822
1,235554 1 1,836798 -0,28423  [,183338
1,31868¢ |1,975814 -0,30191 0£,173045
1,316689 |2,120388 032263 (,184823

2,100388 -0,33105 0,158183

0,325028
(3,484174
0,626548
0,882832
0,759188
0,825572
0,892014
0,8585
1,021023
1,089925
1,165548
1,23692
1.316744
1.413423
1,436784

INCREMENTO DE CARGA (Kglcm2)

-1 0.5

0 a5
DESLOCAMENTO VERTICAL {cm)

1 15

2 25

e BEGE NC 7

—&—-BFGS 83

BFGS NO 42

gt - BFGS 24

—#---NEWTON RAPHSON NOY

~&—NEWTON RAPHSON NO

&3

~~~~~ - NEWTON RAPHSON
NO42

mamere NEYWTON RAPHSON NO
21

Figura 5.4 Comparagio grafica entre os métodos Newton-Raphson (Assan) e BFGS ({Villegas)

dos pontos extremos da casca cilindrica exemplo 2
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Resultados

5.2.3 TERCEIRO EXEMPLO.

Este exemplo trata de uma casca cilindrica circular de concreto armado vinculada em todo
o contorno por articulacdes que impedem as translagBes no plano horizontal, analisads

experimentalmente e analiticamente por Takayama etal [657 .

e

Figura 5.5 casca cilindrica circular de concreto armado (Takayama)

Os autores estavam investigando a capacidade portante de cascas cilindricas de concreto
armado com imperfeigdes iniciais. Os experimentos foram realizados considerando dois tipos de
espécimes: uma casca perfeitamente cilindrica circular e a outra casca foi dada uma imperfeicio

geométrica inicial. Neste trabalho usa-se como comparagdo a primeira casca.

Estes autores, na analise numérica, adotaram um modelo similar ao sugerido por Cedolin

e Dei Poli [66], também descrito por Hinton e Owen [67].
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Resuliados

A relagdo constitutiva do concreto seguiu a lei de Hooke até que a tensfio efetiva

equivalente alcancou a resisténcia a compressio uniaxial do concreto. Depois deste ponto o

material escoou e considerando-se a regra do fluxo (flow rule} associada.

A funcdo do escoamento do concreto adotada é:

F = {bi{&"i*@“@"i ~g' o'y 3(7

z
¥

1
+rh AT }E+ alo' 4o, }}5

onde a e b sHoiguaisa 0,3555 e 1,355, respectivamente. Estas constantes foram determinadas

baseadas nos estudos de Kupfer and Gerstle {27] e Kupfer et al. [31].

Na tensfo, Takayama et al. [65] usam a mesma hipdtese usada neste estudo para modelar

o comportamento do concreto.

Neste trabalho a casca foi dividido em 48 elementos finitos, porém com ¢ mesmo numerc

de camadas de concreto e ago adotados por Takayama et al. [65]. A figura [5.6] mostra os

deslocamentos verticais dos nos A B e € mostrados na figura [5.5].

Os resultados dos deslocamentos verticais destes pontos sdio mostrados na seguinte tabela

(3), obtidos mediante os métodos Newton Raphson e BFGS.

Tabela -5.3.

Deslocamentos verticais dos pontos A,B,C exempio 3.

INC} CARG

10,2083
0,4166
0,6249
0,8333
1,0416
1,2489
1,4583
1,6666
1,7708
10 11,8749
11 11,9791
12 12,0833

WO~ DG b R -

BFGS
Villegas

N.RAPHSCN

Assan

TAKAYAMA

EXPERIMENTAL

NG 63
0,0168
0,0344
£,0531
0,0730
G.085
0,1184
0,1458
G,1739
0.1881
0,1249

Noé 42
0,017
0,0239
0,0389
0,0507
0,0656
0.0817
0,1001
G,1198
8,1312
0,1373

Né21
0,0024
80,0049
0.0075
0,011
60128
0,0158
80,0187
0.0217
G,0220
0,0222

NG 83
0.0170
0,03489
0.0537
0,0713
0,0862
0,1675
01267
0,1485
G,1572
0,1609
0,1839
g,1872

No 42
0.0118
0,0242
0,0372
0,0491
0,6612
0,0733
0,0855
0.0678
0,103¢9
0,107
£,1175
0,1245

NS 21
¢,0020
0,0041
0,00862
0,0082
90,0101
00119
0,0134
0,0147
0,0148
0,0138
80,0122
0,0109

NG 83 | N6 42 | Né 21

0,016
0.028
0,044
0,085
0,08
0,086
0.129
0,155
0,173
0,197
0,217
0,274

-0,008

0.016
G.023
0,031
0,639
0,047
0,054
0,082
0,068
0,071
0,078
0,091

g

0
-0,005
-0,C08
-0,013
-0,026
-0,030
0,038
-0,048
~0,052
0,082
0,068

NG 83
0.016
0.035
0.047
0.065
0.G85
0103
0.135
0.163
0.184
0.202
0.225
0.248

N6 42
0.016
0.035
0.047
0.051
0.05¢9
0.067
p.082
0.089
0.086
0103
0111
0,147

N6 21
0.006
£.008
0.010
£.010
0.010
0.018
0.018
0.016
G.018
0.020
8.020
0.020
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Begultados

| EXPERIMENTAL NC 83

—@— EXPERIMETAL NO 42
EXPERIMENTAL NO21

e TAKAYAMA NO 63

— 35— TAKAYAMA NO 42

et TAKAY AMA NO 27

et ASSAN NO B3 (NR]

e ASSAN NO 42 (NR)

e ASSAN NO 21 (NR)
VILLEGAS NO 83 (BFGS)
VILLEGAS NO 42 (BFGS)
VILLEGAS NO 21 (BFGS)

INCREMENTO DE CARGA {Mpa)

~éﬁ -GQS é QbS 05 QAS QE &éﬁ Q3
DESLOCAMENTO VERTICAL {cm}

Figura 5.6  Comparacfio grafica entre os resultados obtidos experimentalmente,

Takayama, Assan { Newton Raphson) e Villegas (BFGS).

{Observagdes:
Nos arquivos de saida para cada método pode-se observar ¢ comportamento da estrutura
mediante cada incremento de carga, ocasionande fendmenos como escoamento do material

conforme a carga e a formacio de fissuras.

Para primeiro exemplo observa-se que o material comeca escoar no incremento 17 na

primeira iteragdo como € mostrade em seguida:

Arquivo de saida Segundo Newton Raphson:

LR AR T TR ESE R R TR

* INCREMENTO= 17 *

PR EEE S AR R R R T

CARGA INCREMENTAL= -—.17200 CARGA TOTAL=-4.472C0
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No=

HO=

ELEMENTO=
2IGl= ~.608387BE+HOZ

ELEMENTO=
SIGl= -.60E83182E+02

ELEMENTC=
SIGl= -.80824778+02

ELEMENTO=
$1ci= -.6095576E+02

ELEMENTO=
8IGi= -.6075086E+02

44

Resuliados

INCREMENTC= 17 ITERACAD= 1 **

T

i

<
ff

ELEMENTO=
SIGl= —-.60%5047E+02 SIG2=

CONTINUA

.O000C00E+CD W=

. GOUO0O0E+DC W=

.O000000E+Q0 W

-000000C0E+C0 W=

8 CAMBRDA= 7 PT,.

8 CAMADA= 7 PT.

g CAMADA= 7 PT.

8 CAMADR= § PT.

8 CAMADA= 8 PT.

8 CaMaADA= 8 PT.

Arquive de saida segundo BFGS:

-.2382521E+C0 DESL. VERT.= -.20833235+00
- . 23827 24E+00 DESL., VERT.= -.23B2724E+00
.GO0G000E+G0 DESL. VERT.= .CO0Q000E+00
-GOUOGORE+HCT DESL. VERT.= .000GOO0E+00

GAUSS=3 ESCOAMENTC DO CONCRETO - DIRECAC 1

SIGZ= ~.338904278402 ANGULO= ~.6172662E-02

GAUSS=6 ESCOAMENTO DO CONCRETQ - DIRECAD 1

SIGZ= —.3388687E+02 ANGULO= .2531265E-0Z2

GAUSS=8% ESCOAMENTC DO CONCRETC -~ DIRECAC 1

51G2= —.33B8826E+02 ANGULO= -.8277478E-02

GAIISS=2 ESCOAMENT(O DO CONCRETO = DIRECAC 1

5IG2= ~-.32853%41E+02 ANGULO= .2644616E-(1

GAUSS=3 ESCCAMENTC DO CONCRETO -~ DIRECAC 1

SIG2= —~.3548974E+D2 ANGULO= -.703625%E-02

GAUSS=5 ESCOAMENTO DC CONCRETO -~ DIRECAC 1

-.3296520E+02 ANGULO= .3854744E-01

EE RS R R R e s bl e

¥ INCREMENTO= 17 *

hkREThAA R ALk ki

CARGA INCREMENTAL= -.17200

NO=
NGC=

CARGA TOTAL=—4.47200

NAC HA CARGAS CONCENTRADAS NOS NOS

** TNCREMENTO= 17 ITERACAO= 1 *+*

e

ﬁ <

il

.0000000E+GE W=
.COGOQROE+HDG W=

-.2024611E400 DESL. VERT.= -.1753365E+00
-.1792818E+00 DESL. VERT.= -.1782B1SE+D0

I
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Resultados

NO= 41 V= ,0G0U0000E+00 W= ,000000CE+00Q DESL. VERT.= .0OCCOOQOE+0OC
NO= 44 V= ,0000000E+0C W= .0Q00000GE+00Q DESL. VERT.= .0C0GOCOE+0C
ELEMENTC= 1 CAMADA= 1 PT. GAUSS=1 PRIMEIRA FISSURA
SIGi= .1285560E402 SIGZ= —~.3B40071p+01 ANGULO= .88403192+02

ELEMENTO= 1 CAMADA= 1 PT. GAUSS=3 FRCHAMENTO DA UNICA FISSURA
3IG1F= .4808238E4+01 SIGZF= -.1303598E+01 ANGULO= -, 7727851E+02
ELEMENTO= 1 CAMADA= 1 PT. GAUSS=3 PRIMEIRA FISSURA
SIGl= .4S508238E+0l 5IG2= ~.130358%8E+01 ANGULO= ~.77278318+02

ELEMENTC= 1 CAMADA= 1 FT. GAUSS=7 ESCCAMENTC DO CONCRETO - DIRECAC 1
3IGi= ~.6013124E4+02 B8IG2= ~.Z2Z06900E+02 ANGULO= -.526Z2627E+0C

ELEMENTC= 1 CAMADA= 1 PT. GAUSS=8 DSCOAMENTO DO CONCRETC - DIRECAO 1
SIGl= ~.B954327E4+02 BIG2Z= ~.Z159636E+02 ANGULO= -.2788170E+00

ELEMENTO= 1 CAMADA= 1 PT. GAUSS=% ESCOAMENTO DO CONCRETO - DIRECAS 1
SIGL= —-.5B875980B+02 S5IGZ= -.2137822E+02 ANGULO= L2427048E+01

COWTINUA.
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CAP. 6 - CONSIDERACOES FINAIS E CONCLUSOES.

Este trabalho mostra a aplicacio do Método dos Elementos Finitos em conjunto com um
Método de Otimizago, este UGltimo como ferramenta consistente para a analise do

comportamento nio-linear das estruturas.

Este tipo de algoritmo proporciona uma alternativa para obter solucfes mais depuradas,
como ¢ o caso dos metodos Newton Raphson e Quase-Newton, vistos pesta pesquisa, € que

podem ser particularmente estendidos para outros problemas de engenharia.

O método da energia aplicado a modelagem cléassica de estruturas, ¢ fundamentado no
principio da minima energia potencial total do sistema, sendo que o minimo da energia potencial

total corresponde 4 situagdio de equilibric.

Cada método mencionado neste trabalbo utiliza ¢ método exato de busca unidimensional,
porém os métodos diferem entre si principalmente na forma como € tomada a direcdo de descida
na busca do ponto minimo global. Cada método avalia o tamanho do passo na direcio de descida,

através da busca unidimensional exata.

Nem sempre os métodos de otimizaco levam 3 obtencio do minimo da fung3o, a menos
que a fungo objetivo tenha caracteristicas como e caso de fungdes estritamente convexas.
A modelagem do concreto e ago adotados nesta pesquisa procura captar o complexo
comportamento do material diante de fendmenos como escoamento e fissuragio do concreto ao
aplicar um carregamento incremental. O fenSmeno de fissuragdo € a principal causa da nfo-

linearidade, ndo se podende descartar também a importéncia de modelar a armadura.



Consideracfes Fingis ¢ Conclusfes

Os resultados obtidos mediante os métodos Newton-Raphson e Quase-Newton diferem
muito pouco. Apesar de o método Quase-Newton mostra uma alternativa muito interessante, pois
fornece uma regra de atualizaco da matriz de rigidez absolutamente essencial para a reduggo dos
erros induzidos no procedimento incremental, o métode Newton Raphson, € mais simples de ser
implementado em programas de computador, e requer menos esforcoltempo) computacional,
sendo mais indicado para aplicacGes préaticas da engenharia civil.

O trabalho pode ser melhorado considerando, por exemple, 2 perda da aderéncia entre a
armadura e 0 concrefo que também concorre para agravar a nao-linearidade fisica.

A adoglo de elemento finito de comportamento superior ao utilizado no trabalho também é uma

sugestdo para melhorar a resposta que se obtém para estruturas em casca.
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