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RESUMO 

Na engenharia muitos fenomenos fisicos sao modelados usando equa<;iies 

diferenciais. 0 metodo dos elementos finitos e bastante eficiente para resolver 

numericamente estas equa<;iies. Muitas aplica<;iies levam a sistemas com grande 

quantidade de equa<;iies e incognitas (problemas de grande escala), que para serem 

resolvidos necessitam de tecnicas especializadas. A ferramenta mais atual para resolver 

problemas de grande escala e o processamento em paralelo. Essa ferramenta e usada em 

conjunto com a tecnica da subestrutura<;ao, que consiste em dividir o dominio do 

problema, gerando uma malha que e chamada de malha grossa. Usando a malha grossa 

monta-se urn sistema de equa<;iies que e chamado de sistema reduzido. Este sistema e 

resolvido usando o metodo do gradiente conjugado pre-condicionado. Este trabalho tern 

duas partes: a primeira e implementar a tecnica de subestrutura<;ao usando o paradigma 

da programa<;ao orientada a objetos. A segunda parte propiie a constru<;ao de urn pre­

condicionador resultante da mudan<;a de bases dos contornos das subestruturas para 

bases hienirquicas. 



ABSTRACT 

In Engineering many physical phenomena are modeled using differential 

equations. The finite element method is very efficient to solve these equations 

numerically. Many applications lead to very large problems, whose solution requires 

specialized methods. The most recent tool for solving large scale problems is the parallel 

processing. This tool is used together with the substructuring technique, which consists 

in splitting the domain of the problem, generating a coarse mesh. The coarse mesh is 

assembled into a system of equations named the reduced system. This system is solved 

by using the pre-conditioned conjugate gradient. This work includes two parts: the first 

one is the implementation of substructuring using the object oriented programming 

paradigm. The second part is devoted to the construction of a pre-conditioner resulting 

from the modification of the shape functions on the contours of the substructures into 

hierarchical basis functions. 
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1. /NTRODU{;AO 

A evolu<;iio acelerada do hardware e software nos anos noventa tern pennitido 

explorar novos tipos de cruculos que antes eram impossiveis ou muito dificeis de se 

realizar. No ambito do desenvolvimento de software, urn dos maiores progresses foi a 

introdw;ao da filosofia da programa<;iio orientada a objetos. Neste trabalho, esta nova 

filosofia de programa<;ao foi utilizada na implementa<;iio da subestrutura<;iio dentro da 

anruise estrutural. 

A subestrutura<;iio vern se mostrando o melhor caminho para a solu<;iio em 

paralelo de grandes sistemas de equa<;iies lineares e nao lineares, que surgem quando 

problemas elipticos de elasticidade, dinamica dos fluidos, e outros problemas de 

engenharia sao discretizados por elementos finites. Ap6s a divisao do dominic em 

subdominios, estes sao distribuidos entre os processadores. As variaveis intemas de cada 

subdominio sao reduzidas, obtendo-se urn novo sistema referente as variaveis do 

contomo de cada subestrutura. Este novo sistema e cheio, pois e resultante de opera<;iies 

de multiplica<;iio e adi<;ao de matrizes. Para este novo sistema, o metodo de resolu<;ao 

mais conveniente e 0 metodo do gradiente conjugado pre-condicionado, pois este e 

altamente paralelizavel e a sua convergencia pode ser acelerada com a utiliza<;ao de pre­

condicionadores. 

Os termos subestrutura<;ao e subestrutura sao equivalentes a decomposi<;ao de 

dominies e subdominios, respectivamente. Em 1869, SCHWARZ, apud WID LUND 

(1990), no estudo de problemas elipticos, desenvolveu o metodo da decomposi<;ao 

de dominies em sub-regiiies para estabelecer a existencia de fun<;iies harmonicas sobre 

regiiies com contomos nao suaves. Em 1963, nasceram os termos subestrutura<;ao e 

subestruturas, quando a restri<;ao da capacidade de memoria dos computadores e sua 

reduzida velocidade de processamento levaram PRZEMIENIECKI a usar a anruise 

matricial de estruturas para dividir as estruturas em v:irias subestruturas para estuda-las 

separadamente. 
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Este trabalho compoe-se basicamente de duas partes: a pnme1ra trata da 

implementa.yao da subestrutura<;ao de forma consistente dentro do ambiente PZ que e 

orientado a objetos, viabilizando o processamento em paralelo de problemas de grande 

porte. A segunda parte propoe a constru.yao de urn pre-condicionador tomando como 

base a malha resultante da subestrutura<;ao. A tecnica de subestrutura.yao foi 

implementada de forma consistente pela cria.yao da classe TSuperEI. Para 

implementa.yao do pre-condicionador foram criadas duas classes: a classe 

TModGridShape e a classe TBiockDiagonal. Foram usadas bases hien'trquicas entre as 

interfaces dos subdominios. Seu desenvolvimento foi feito sabre dominios regulares e 

com subdominios nao sobrepostos uns aos outros. 

Primeiro uma abordagem geral da aproxima<;ao de elementos finitos e 

apresentada. Em seguida uma descri<;ao do ambiente PZ, que por ser urn ambiente de 

desenvolvimento recente, nao tern muita documenta.yao. Esta descri.yao, portanto, tern o 

objetivo de servir como urn guia de referencia para os usmirios desse ambiente. Segue a 

descri<;ao da classe TMatrix, que gerencia o calculo matricial, uma classe desenvolvida 

anteriormente pelo autor deste trabalho 
1 

Essa descri.yao e importante como 

documenta.yao da classe TMatrix. 

1 SANTANA e DEVLOO (!995. 1996) 
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2. OBJETIVOS 

0 objetivo principal deste trabalho e a implementa<;iio do metodo de 

subestrutura<;iio dentro de urn programa de elementos finitos, usando a filosofia da 

programa<;iio orientada a objetos. As classes resultantes deste esfor<;o foram 

implementadas dentro do ambiente PZ, tendo em vista os seguintes objetivos especificos: 

I. Implementar o algoritmo de sub-estrutura<;iio usando metodos diretos dentro 

de cada sub-dominio; 

2. Utiliza<;iio das equa<;oes de interface para a solu<;iio iterativa do sistema de 

equa<;oes; 

3. Mudan<;a de base dos nos (intersec<;iio de 3 ou mats sub-dominios) dos 

sub-dominios para uma base hienirquica; 

4. Implementa<;iio de urn pre-condicionador para acelerar a convergencia do 

metodo de gradiente conjugado pre-condicionado. 
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3. 0 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS: UMA 

ABORDAGEM GERAL 

As equa96es diferenciais parciais, dependendo dos seus coeficientes, podem ser 

classificadas em: equa96es diferenciais elipticas, hiperoolicas ou parab6licas. Este 

trabalho esta dirigido para o uso dos elementos finitos na aproxima9ao de equa96es 

diferenciais elipticas. A rnaior parte dos problemas estudados pela engenharia passam 

pela solu9ao de equa96es diferenciais deste tipo. Neste terceiro capitulo faz-se urna 

revisao dos principais conceitos da aproxima9ao por elementos finitos. 

3.3. REGULARIDADE: OS ESPA{:OS cm(n) E Hm(O) 

Urna importante propriedade das solu96es de problemas de valor de contorno do 

metodo dos elementos finitos e a regularidade, que e "o grau de suavidade" das funyiies 

que formam o espa9o "solu9ao". 

A descri9ao de urna dada fun9ao como sendo "regular" ou "irregular" e muito 

vaga e qualitativa. E necessaria quantificar, de algurna forma, a no9ao de "grau de 

regularidade" de urna fun9ao. Ha urna maneira natural e elegante de faze-lo, 

universalmente usada, que consiste em se identificar a classe de continuidade Cm(Q) ou a 

classe de Sobolev Hm(Q) a qual a fun9ao a ser aproximada pertence. 

3.2. 0 ESPA{:O C"'(il} 

Suponha-se que Q seja urna regiao lirnitada em R
3 

e que u=u(x,y,z) seja urna 

fun9ao de valores reais em Q. Entao u e dita pertencente a classe Cm(Q) se u e todas 

suas derivadas parciais de ordem menor ou igual am sao continuas em todo ponto (x,y,z) 

pertencente a Q, onde me urn nfunero inteiro rnaior ou igual a zero. Como defini9ao de 

cm(Q) pode ser usada a seguinte nota9ao: 
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Cm(Q) = {u = u(x,y,z),(x,y,z) EOju, a,, a,, a,, cr;, #u, #u , ... , crzu , ... , if"u, 
ar o/ a ar ar,y ara a arm 

if"u if"u _ . 3} 
l 

, ... ,--sao contznuas em Qc R 
arm- o/ am 

que diz que Cm(Q) e urn conjunto de fum;oes CUJO membro tfpico U tern como 

propriedade que u, 8u/&., ... O'ul arm sao continuas em uma regiao Q contida em R3
". 

A classe cm(Q) e urn espayo linear de funyiles, ou seja, se u E cm(Q) e 

v E Cm(Q), entao au+~v E cm(Q), para quaisquer escalares reais a e ~· 

3.3. AS FUN{:OES e 

Uma fun91io 1: .Q -+ R , niio necessariamente continua, e quadrado integnivel se: 

fl2dx<co 
n 

Classifica-se tais funyiles pela introduyaO de urn conjunto denotado ecn), que 

consiste de classes de equivalencia [t] de fun96es definidas em Q, que sao quadrado 

integriiveis. 

Seja g uma fun9ao que difere de I em valor em urn nlimero finito de pontos, mas 

tal que as integrais de I 2 e g 2 
em Q, resultam em valores nurnericos identicos para 

qualquer subdominio. Estas fun96es sao ditas equivalentes em termos dessa propriedade 

e pertencem a mesma classe de equivalencia [t] (ou [g]) em L
2
(Q) (ver esquema na 

FIGURA 3.1). 
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FIGURA 3.1- Fuo~oes equivalentes deotro do espa~o L 2(Q). 

Em outras palavras, se duas fim96es f e g pertencem a mesrna classe de 

equivalencia, entao: 

e 

3.4. 0 ESPA(:O H m(Q) 

Urna fim9ao u pertence a classe Hm(Q) se u e todas as suas derivadas parciais de 

ordem menor ou igual a m, sendo m urn inteiro n1io negativo, sao membros da classe 

L\Q). Como defini9ao, pode-se usar a seguinte nota9ao: 

m { & o"'u 2} H (0)= uiu,-, ... ,-EL 
a a:m 

Observa-se que as classes Hm(Q) sao urna maneira mais generalizada e natural de 

se quantificar a suavidade ou a regularidade de fun96es do que as classes Cm(Q). A 

classe Hm(Q), assim como a classe Cm(Q), tambem e urn espa90 linear de fim96es, ou 

seja, se ue Hm(Q) e v E Hm(Q) , entao a.u+~v E Hm(Q), para quaisquer escalares reais 

a. e ~· 
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3.5. FORMULA(:AO FRACA 

Para mostrar como se constr6i a forma variacional do problema, ou forma fraca, 

sera usada como exemplo a seguinte equavao diferencial, que mais adiante sera referida 

como problema exemplo: 

o [at(x,y)] o [at(x,y)] 
-all a a -a22 tY a + aooU(X,y) = f(x,y) (3.1) 

sendo: (x,y)EncR 2 

Entende-se que o contomo an de n e naturalmente dividido em duas partes, 

on, e on2, tal que on= on, v on2, no qual dois tipos distintos de condic,:oes de 

contomo sao respectivamente aplicados. Em on,, admite-se que condiviies de contomo 

homogeneas essenciais ( ou condir;iio de Dirichlet) sejam impostas na forma: 

u=O em on, 

Em anz, sao impostas condic,:oes de contomo naturais (ou condir;iio de 

Neumann) do tipo: 

a<!& =g em on2 

onde n e a direc,:ao normal ao contomo. 

Observa-se que a soluc,:ao u dessa equac,:ao diferencial tern que ser diferenciavel 

pelo menos duas vezes. 0 primeiro passo para calcular a forma fraca e calcular o residuo 

r(x, y), atraves de: 

o [cu(x,y)] o [cu(x,y)] 
r(x,y)=-a11 a a -a22 0J 0J +a00u(x,y)-f(x,y)=0 

Esse residuo e multiplicado por uma func,:ao ponderadora v, tambem chamada de 

funvao teste, suficientemente suave, tal que o produto rv seja tambem integravel. A 
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fun.yiio v ainda satisfaz a condi.yiio de Dirichlet homogenea com respeito CQ
1

• Do 

anterior, tem-se: 

f{ o[a.(x,y)] o[a.(x,y)]} J f 
" -a11 & & -a22 <Y <Y vdxdy+" a00li_x,y)vdxdy-,f(x,y)vdx£iy=O 

(3.2) 

Utilizando-se a regra da derivada de urn produto de fun.yoes, segue que: 

~(v:) = :: +v ~(:) 

ou -v~(:)=~(v:)=:: 

A substitui.yiio desta ultima expressiio em (3.2), e a aplica.yiio do teorema da 

divergencia, leva a: 

J{a 11 0, i:U + a22 0, i:U + a00 uv}dxdy = fJ(x,y)vdxdy + J{a 11 i:U v + a22 i:U v}dxdy 

" acac <Y<Y " en m m 
(3.3) 

Cabe mencionar que aplicar em forma seqUencia! a formula da derivada de urn 

produto de fun.yoes e 0 teorema da divergencia e equivalente a aplicar a integra<;iio por 

partes. 

0 !ado direito da expressiio (3 .3) tambem pode ser escrito em termos do 

operador bilinear simetrico, expresso por: 

f{ cvtu cvzu } B(u,v)= all--+a22--+a0 uv dxdy 
n a.:a.: <Y<Y 

(3.4) 

No contexto de problemas de engenharia, a quantidade B(u, v) e algumas vezes 

referida como o trabalho virtual do problema, tendo em vista sua correspondencia com 

o trabalho virtual da mecfurica classica. 

Uma nota.yiio mais geral para B(u, v) e a seguinte: 



9 

( 

-Jn ~m -~n -;n- I "'n "'n j 
11 o 11 c v II o u o v XN o 11 o v NN 

B(u, v) = J Gmm ----+amm-1 1 +. .. +amm ----+ ... +Goo uv 
::J....m .... m ::J...m ...., m- .... m ..... m 

Q ""I CXJ ""! CXJ CXN CX",' 

Nesta ultima expressao as quantidades a%1 sao fun<;oes dadas de posi<;ao em Q. 

De forma geral, B(u,1;} contem todas as possiveis combinav6es dos produtos das 

derivadas de u com relavao a Xt, x2, ... , XN de ordem m ou menor, com as derivadas de v 

de ordem m ou menor. 

Retomando-se a equa<;ao diferencial exemplo (3.1) e substituindo-se (3.4) em 

(3. 3) tem-se que: 

B(u,v)= fJ(x,y)vd:a{v+ J{au at +a22 c.u}vdxdy 
0 

en C:h C:h 
(3.5) 

Nesta expressao ainda falta especificar urn espa<;o apropriado para as fun<;oes v. 

Se u e uma fun<;ao admissivel
1
, entao a escolha de u ~ v tambem e valida. Isto conduz a 

que v seja quadrado integnivel. Fazendo-se as devidas considera<;oes para a22, a 11 e a00 , 

pode-se escrever: 

Se a primeira derivada e quadrado integnivel, entao ela existe. Esta condi<;ao leva 

as funvoes u e v a pertencer it classe H'· 

Se esta ultima expressao vale para todas as fun<;oes teste v suficientemente 

suaves, e sea solu<;ao u tambem e suficientemente suave, a solu<;ao de (3.5) tambem e a 

solu<;ao de (3 .I). 

Isto possibilita fazer o enunciado variacional do problema exemplo: 

1 
0 espa<;:o das fun<;:6es admissiveis abrange as fun<;:iles que podem constituir uma solm;ao para 

o problema. e ser.i 'isto mais adiante. 
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Encontrar u que pertenr;a a H 1 tal que: 

B(u,v)= [f(x,y)vdxdy+ J{a11 6U +a22 a
1
}vdxdy \;/ vEH

1 

Q en m m 
(3.6) 

e que cumpra com as condir;oes de contorno: 

u=O 

e oulon =g 

(lembre-se que v=O em on,) 

0 nome formula<;ao fraca vern do fato de que a formula<;ao abaixa a ordem de 

diferencia<;ao da solu<;ao. Segundo a equa<;ao diferencial inicial, a solu<;ao u deveria 

pertencer ao espa<;o das fun<;<ies duas vezes diferenciavel, ou seja, u deveria pertencer a 

C
2 

Porem, depois de se aplicar a integra<;ao por partes, u pode pertencer ao espa<;o de 

fun<;<ies que sao diferenciaveis apenas uma vez, desde que sejam quadrado integraveis. 

3.6. COND/f;OES DE CONTORNO ESSENCIAIS E NATURAlS 

As condir;oes essenciais de contorno, tambem conhecidas como condi<;<ies de 

Dirichlet, envolvem condi<;<ies sobre as derivadas de ordem 0, I, ... , m-1, e sao usadas 

para definir o espa<;o H de fun<;<ies admissiveis, como urn subespa<;o de Hm(n). No 

exemplo, a condi<;ao essencial de contorno e a condi<;ao u = 0 em an, (m= I). 

As condir;oes naturais de contorno, tambem conhecidas como condi<;<ies de 

Neumann, envolvem condi<;<ies sobre as derivadas de ordem m, m ~I, ... , 2m -1, e 

entram na senten<;a do problema variacional de valor de contorno. No exemplo, e a 

condi<;ao ou I on =gem an2. 

As condir;oes de contorno mistas sao o caso mms geral, pms sao uma 

combina<;ao linear das condi<;<ies de contorno de Neumman e Dirichlet. Para o caso de 

m=l, tem-se que a condi<;ao de contorno rnista pode ser escrita como: 
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3.7. 0 ESPA{:O DAS FUN{:OES ADMISSiVEIS 

A estrutura do espa<;o H das fun<;iies admissiveis deve canter as fun<;iies que 

satisfa<;am as condi<;iies de contorno essenciais e que sejam suaves o suficiente para que 

o problema variacional (3.6) fa<;:a sentido. No caso do problema exemplo conforme jii foi 

analisado anteriormente, o espa<;o admissivel e HL 

Demonstra-se em ODEN ( 1979) que para os problemas elipticos de segunda 

ordem o espa<;o admissivel e urn subespa<;:o H1(Q) tal que: 

H = {v EH
1
(D)iv = 0 em on,} 

3.8. APROXIMA{:OES DE GALERKIN 

De forma geral, uma aproximao;:ao de Galerkin de (3.6) e obtida apresentando-se 

o problema variacional em urn sub-espa<;:o dimensionalmente finito H" do espac;;o das 

func;;oes admissiveis H. Especificamente, procura-se u" em H" tal que: 

B(u,, v,) = J fi'hdx + f JJI'hds (3.7) 
0 rJ::I

1 

0 indice h aqui e uma notac;;ao para explicar a dependencia do espac;;o de 

discretizac;;ao de elementos finitos. 

A aproximac;;ao de Galerkin u" da solu<;ao u tern a forma: 
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uh(.'C)= 2.,a}'/>;(~) 

j=! 

12 

(3 8) 

onde N e a dimensiio de It, a1 sao constantes desconhecidas e t), sao fun<;5es base 

linearmente independentes, cujas combina<;5es lineares formam Fl' . Estas func;:oes 

tambem sao chamadas de "fun<;i'ies de forma". As condic;:oes essenciais sobre iK21 sao 

satisfeitas por uh, uma vez que It c H Assim, o problema (3.6) e equivalente ao 

seguinte sistema linear: 

N 

2.,K;p;=fj, 

j=! 

i= !,2, ... ,N 

onde Ku e F, sao entradas da matriz de rigidez e vetor de carga, respectivamente: 

Kij = B(t/>,,t/>,) 

F, = f ft),dx + f gt/>,d~ 
Q iU, 

i?.l;j:;,N 

3.9. 0 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS 

3.9.3. DISCRETIZA9AO DO DOMiNIO 

0 metoda dos elementos finitos fomece uma tecnica geral e sistematica para a 

constru<;ao das func;oes base t/>1. 0 dominio Q e substituido por uma cole<;ao Qh de E 

dominios De, que sao os elementos finitos: 

E 

Qh = Une 
e=l 

Em duas dimensoes esta discretizac;ao e feita de tal forma que cada elemento 

geometrico Q, e de topologia triangular ou quadrilateral, com nos geometricos sobre 

seus vertices. 
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3.9.2. TRANSFORMA9AO GEOMETRICA 

No dominio discretizado, aplica-se a formula<;:iio variacional a cada elemento. 

Para o problema exemplo tem-se que: 

B, (u;,, v;,) = J Ji';,dn J gv;,ds e = 1,2, .. E 

n2 ru~ 

onde: 

e 

0 calculo das integrais no sistema original ( x,y) pode ser facilitado pela mudan<;:a 

de variaveis de tal forma que os limites das integrais sejam de facil aplica<;:iio. Esta 

mudan<;:a de variaveis tern a fun<;:iio de relacionar o elemento no sistema (I;, YJ) com o 

elemento no sistema (x,y), segundo urn mapeamento T,, ou seja, a transforma<;:iio 

T,: Q, -l>il, e tal que: 

TJs, 17) = (x,y) 

0 elemento Q, e chamado de elemento mestre, e 0 elemento n,e chamado de 

elemento deformado. A 

FIGURA 3.2 mostra o mapeamento linear para urn elemento triangular. 

y 

f 

I 

FIGURA 3.2- Mapeamento linear de urn elemento triangular. 
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Qualquer integral sobre o dominio deformado pode ser transformada em uma 

integral sobre o elemento mestre. Utilizando a seguinte regra de transformac;iio: 

J g(x,y)dxdy= J g(x(l;rt),y(qlJ))det(J)di;dl] 

onde: 

oxl 

~ j e a matriz jacobiana da transformac;iio. 

e det(J) e 0 determinante da matriz jacobiana. 

Depois da mudanc;a de variaveis, o operador bilinear tern a seguinte forma: 

' ' J{ ou(~,l]): ov(~.r!l: ou(~.l]); Ov(~,l]): . - l . 
B,(uh,l'.)= a'I ~ +a" , +a.,0 u(e.1))V(".7])Jdet(.J)dqd, 

o, ' ux Ox -- Oy oy - - - -

(3 9) 

0 mapeamento Te deve ter como propriedade que cada ponto do elemento 

mestre seja o mapeamento de urn imico ponto do elemento deformado. Esta propriedade 

implica que o jacobiano da transformac;iio seja diferente de zero, o que e equivalente a 

dizer que a transformac;iio inversa existe. 

A construc;iio desses mapeamentos e baseada em polinomios completos de grau 

p. DHATT e TOUZOT (1982) explicam amplamente este tipo de construc;iio 

3.9.3. INTERPOLAf;AO 

Depois da transformac;ao geometrica e mms conveniente aprox1mar u no 

elemento mestre, de tal forma que: 

Ne 

uhlo, (x,y)= uh(l;(x,y),lJ(x,y))= L11/(f1 (i;,1J) 
;=l 

uma vez que a transformac;ao T,: Q, --> Q, e tal que: 
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Com a reformulac;ao do problema variacional (3.9) com v'h ~ 0 e uh(i;. rz}. para 

cada elemento pode-se escrever: 

Be('l/i .f//J)j1 u1 = JJ'I/i det(J)dx+ Jgf//i det(J1)ds. 
' ' ' 

(3 .I 0) 

.[]~ 0£1~ 

ou: 

(3.11) 

on de: 

det(J)dq d17 

f/ = J /(/;, 1J)f//, det(J)d!; dl] 
Cl 

ke ij e conhecida como matriz de rigidez local, f e, e chamado de vet or local de 

forc;as e cf1 e o "vetor de fluxo" que representa a contribuic;ao as condic;oes naturais no 

011 011 
contorno do elemento Q, devido a a" -n, +a, -n, .. 

' OX . -- 0 y . 

Renumerando-se os indices na equac;ao (3 .11 ), que correspondem a numerac;ao 

"local a cada elemento", de tal forma a corresponder ao esquema de numerac;ao usado 

para identificar os nos u, da malha inteira dos elementos finitos, pode-se formar o sistema 

global de equac;oes: 

E E 

L k;u1 = L (/,' + u,') i = 1,2, ... ,E 
}=1 J=l 
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Este sistema, dependendo do tipo da equar,;ao diferencial, pode resultar numa 

matriz de rigidez simetrica ou nao. No caso do problema exemplo, a matriz de rigidez e 

simetrica. Como exemplo de equar,;ao diferencial que resulta em uma matriz de rigidez 

nao simetrica tem-se a equar,;ao u · + u· = j. Na construr,;ao da formular,;ao fraca, o termo 

zi nao vai ser "absorvido" pela integrar,;ao por partes. Isso pode ser visto na expressao 

seguinte, onde k,; 7c ke: 
> 1' 

(3.12) 

Nota-se que a transformar,;ao geometrica e a interpolar,;ao nao necessarimente 

usam as mesmos polin6mios. Dependendo dessa relar,;ao define-se os elementos iso­

parametricos, pseudo-parametricos e sub-parametricos. 

Elementos iso-parametricos: Sao chamados ass1m os elementos que usam 

polin6mios de transformar,;ao identicos aos polin6mios de interpolar,;ao. 

Elementos pseudo-parametricos: Sao aqueles elementos em que os polin6mios de 

transformar,;ao sao diferentes dos polin6mios de interpolar,;ao, mas que usam os 

mesmos mon6mios na constru<;ao destes, ou seja os polin6mios sao do mesmo 

grau. 

Elementos sub-parametricos: Sao os elementos que usam polin6mios de 

transforma.yao de grau menor que os polin6mios de interpola.yao. Existem 

tambem os elementos super-parametricos que sao o caso oposto. 

3.10. ADAPTATIVIDADE 

Embora na literatura sejam encontrados estimadores de erro a priori, na pnitica e 

muito dificil, e alguma vezes impossivel, julgar antecipadamente a precisao da 

aproxima.yao, para assim construir uma malha apropriada. Existe a necessidade de que 
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programas de elementos finitos sejam capazes de controlar o erro de aproximac;;ao por 

urn procedimento de retroalimentac;;ao. Isso pode ser feito num ciclo de analise, que se 

inicia com o calculo do erro da aproximac;;ao. Como segundo passo, o espac;;o de 

aproximac;;ao e estendido de acordo com a distribuic;;ao do erro, e por ultimo o problema 

e re-analisado, iniciando-se urn novo ciclo se for necessaria. 

Uma medida para o erro usada com freqiiencia e a norma da energia. 0 metoda 

dos elementos finitos calcula uma func;;ao aproximada uh, que pertence ao espac;;o das 

func;;oes admissiveis. Demonstra-se que a func;;ao uh e aquela que minimiza a norma da 

energia do erro, ou seja: 

IJu- "hibn) = ~llu- U1bn) 
iiEff 

Uma demonstrac;;ao dessa relac;;ao pode ser encontrada em SZABO e BABUSKA 

(1991). A norma da energia do erro e definida por !Iulie = B(u,ut
2

. 

Por exemplo, no caso da equac;;ao V[K'Vu(x,y)]-bu(x,y)=f(x,y), o erro da 

norma da energia e dado por: 

(3.13) 

3.13. VERSAO h DOS ELEMENTOS FINITOS 

Urn aspecto inerente a todo sistema adaptativo e a sua capacidade de reanalise. 

Em termos de aproximac;;ao de elementos finitos, esta pode ser vista como uma extensao 

do espac;;o de aproximac;;ao que pode ser implementada de varias maneiras. Uma dessas 

maneiras e a versao h , em que a malha de elementos finitos e refinada localmente. A 

tecnica mais comum e partir de uma malha grossa e refinar os elementos localmente. 

As malhas geradas a partir do refinamento h sao propicias a utilizac;;ao da tecnica 

multigrid, em que se parte de uma malha fina para malhas cada vez mais grossas 



18 

ap1icando-se a1gum procedimento iterativo, ate chegar a uma malha bern grosseira. Este 

processo e conhecido como restrivao. Com a aproximayao encontrada na malha grossa 

se faz o caminho inverso ate se chegar it malha originaL Este processo e conhecido como 

interpolac;ao. 

Na literatura existe a sugestao para se reconstruir a malha a cada refinamento ao 

inves de refinar OS elementos localmente (RANK, 1993). Este metoda e chamado de 

triangulac;ao. Tambem tem-se versao r que consiste no reposicionamento dos nos. 

3.12. A VERSAO p 

Quando se trata da versao h, implicitamente e assumido que o grau de 

interpolac;ao seja o mesmo para toda a malha. Usualmente, aproximav5es de ordem mais 

baixa sao usadas, com o grau do polin6mio igual a p= I ou p=2. Uma forma totalmente 

diferente de se alcanc;ar a adaptatividade em aproximac;i:ies de elementos finitos e usar 

para todos os passos da analise a mesma malha de elementos finitos, mas aumentar 

(localmente ou globalmente) a ordem das func;i:ies de forma. 

Segundo SZABO e BABUSKA (1991 ), func;oes de base hierarquicas para a 

versao tipo p foram construidos primeiramente por PEANO em 1975. Ainda na mesma 

referencia encontra-se uma descric;ao detalhada de como se constroem bases hierarquicas 

para o caso bidimensional e tridimensionaL 

Para o caso unidimensional, uma familia inteira de func;oes de forma e obtida pela 

definic;ao de uma sequencia de polin6mios P, com grau i tal que a func;ao seja nula no 

contomo de cada elemento. Essa ultima condic;ao pode ser expressa por: 

{fl(,)ii 2: 2 ,, E(-l,!),fl (-1) = 11(1) = 0} 

Uma possivel escolha para P, e dada pela integral de polin6mios de Legendre. 
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!0 d"( 2 - 1)
11 

~{q) = r· I x dt 

t=-!2n-l(n-l)! dx" 
(3.14) 

Na FIGURA 3.3 mostra-se a base hienirquica gerada pela expressao anterior. 

A FIGURA 3.4 mostra a base padrao. Obsevando-se as FIGURAS 3.3 e 3.4, 

percebe-se que a diferen<;a entre as bases hienirquicas e as bases padrao e que no caso 

das bases hienirquicas todas as fun<;iies de forma de ordem mais baixa sao mantidas na 

base de ordem mais alta, o que nao acontece no caso das bases padrao, em que a base de 

ordem p so tern fun<;iies de ordem p. 

_-_. 

.~ ... ~ ..... j 
~--· 

f\ 
r-1--+-. 
\j ''--1 ; / .; 

FIGURA 3.3- Fun~iies de base hienirquicas em uma dimensao. 

FONTE: RANK, 1993, p. 5. 

--------------

/~­
/ 

. ..Cc...,~ i ~--- ---~ • 

FIGURA 3.4- Fun~iies de base padrao em uma dimensao. 

FONTE: RANK, 1993, p. 5. 
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As bases hieritrquicas tern uma conseqiiencia imediata sobre a estrutura da matriz 

de rigidez do elemento. Se as equav6es sao ordenadas de tal forma que todas as formas 

lineares abrangem do numero 0 ate n1, e as formas quadritticas abrangem de n1 + 1 ate n2, 

da mesma forma para a funvao cubica e assim por diante, as matrizes de rigidez terao a 

forma mostradas na FIGURA 3.5. 

Aproxirnayao Linear 

Aproximayiio Quadratica 

p=1 

Aproximayao CUbica 
p-=2 

p=3 

FIGURA 3.5- A matriz de rigidez para bases bier;irquicas. 

-------------------------- ----
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4. 0 AMBIENTE PZ 

4.1. VJS.AO GERAL 

Existem muitos programas de elementos finitos em diferentes campos de aplicayao, 

tais como Engenharia Meciinica, Engenharia de Petroleo, Engenharia Civil, Engenharia de 

Materiais, Aeromiutica, Biomeciinica, etc. Todos eles implementam dentro de seus 

codigos procedimentos que descrevem o processo de aproximayao por elementos finitos, 

porem, nao abstraem os conceitos da formulayao matematica dessa aproximayao. Esses 

conceitos sao tres: 

I. defini9ao do dominio; 

2. o espa9o das fun96es de interpola9ao; 

3. definiyao da equa9ao diferencial que go verna o problema e suas condi96es de 

contorno associadas. 

A maioria dos programas implementa essa formula9ao usando os seguintes "blocos 

estruturados": 

• Discretizacao do dominio: o dominio matematico e discretizado por uma malha 

de elementos gerando uma lista de nos e elementos. Tambem nesta parte sao 

incluidos os coeficientes da equa9ao diferencial e e definido o esquema de 

interpolayao, ficando caracterizado o tipo de problema e o espayo de 

aproxima9ao. 

• Identificacao das condicoes de contorno: as condi96es de contorno sao 

identificadas e aplicadas aos nos. 

• Calculo: e feita a computa9ao das matrizes locais, montagem do vetor de for9as 

(right hand side) e aplica9ao das condi96es de contorno do elemento. 

• Construcao do sistema e solucao: onde e montada a matriz global, o sistema a 

ser resolvido, e sao aplicadas as condi96es de contorno. Tarnbem e escolhido o 

tipo de metodo que sera empregado para solucionar 0 sistema ( decomposiyao 

LU. LDL' ou Cholesky). 
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Estes "blocos-estruturados" na maior parte dos softwares sao implementados 

utilizando a linguagem FORTRAN. Esta fllosofia de programas:ao estruturada dificulta a 

manutens:ao de projetos de software de grande porte, ou seja, quanto mais geral, mais 

complexo se toma o programa. Toma-se como base de comparas:ao o FORTRAN 

porque a maioria dos c6digos da computa<;ao cientifica e escrita nessa linguagem, 

embora nos softwares de escopo comercial a programas:ao orientada a objetos 

( especialmente a linguagem C++) esteja sendo bastante utilizada. 

0 ambiente PZ foi desenvolvido por DEVLOO (1993) usando o paradigma da 

programas:ao orientada a objetos e permite atingir urn alto nivel de abstras:ao no 

desenvolvimento de programas de elementos finitos. Central nesta fllosofia de 

programa<;ao estii o conceito de classe, que une dados e operas:oes sobre eles mesmos, 

permitindo a crias:ao de novos tipos de dados. 

Este ambiente estii edificado sobre urn conjunto de classes-base virtuais, que 

definem tipos que representam os tres conceitos, mencionados anteriormente, de urna 

aproximas:ao por elementos fmitos. Nesses tipos estao abstraidos a malha, o elemento, o 

no e o material, e a estes estao associadas opera<;oes de transformas:ao de sistemas de 

coordenadas, integras:ao numerica, constru<;ao de sistema de equas:oes, etc. Todos esses 

objetos sao armazenados em arvores biniirias e nao em listas, urna vez que a busca nurna 

arvore biniiria e mais riipida que a busca em listas com grande quantidade de dados 

(LEA, 1992). Cada urn desses objetos tern identificadores que sao chamados de Ids, e 

que nao necessariamente formam uma sequencia nurnerica. 
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0 ambiente PZ fornece uma estrutura de classes orientada para simular problemas 

de mecanica computacional e incorporar a maioria de algoritmos de elementos finitos 

(inclusive adaptatividade e paralelismo ), sem tornar o programa necessariamente 

ineficiente. Este conjunto de classes abstrai de uma maneira eficiente a formula9ao dos 

elementos finitos. Atualmente, o ambiente contem elementos uni-dimensionais e bi­

dimensionais triangulares e quadrih.iteros. As interpola<;oes sao de ordem arbitraria, 

utilizando-se fun9oes hierarquicas de interpola9ao. 

Os modelos implementados sao porticos bi-dimensionais, treli9as tri­

dimensionais, problema de Poisson, elasticidade bi-dimensional, placas, membranas e 

escoamento em meios porosos com intera<;ao entre a pressao nos poros e deforma9ao 

elastica da rocha. Qualquer outro sistema de equas:oes bi-dimensional linear pode ser 

facilmente incorporado. 

Neste trabalho serao descritas de forma breve as classes principais do ambiente, 

pois a descris:ao de todas as classes de forma detalhada seria muito extensa. Alem disso, o 

ambiente PZ utiliza, alem das classes implementadas nele mesmo, muitas classes do GNU 

C++ Library (LEA, 1992) e da biblioteca Templates (BARRET, BERRY, CHAN et al., 

1994). Nessa descris:ao serao encontrados muitos objetos dessas bibliotecas
1
• Para maiores 

detalhes sugere-se consultar as respectivas referencias. 

4.2. ESTRUTURA DE CLASSES DO AMBIENTE PZ 

Urn ambiente orientado a objetos apresenta-se ao usw.irio como urn conjunto de 

classes. Este conjunto de classes deve seguir uma filosofia de resolus:ao de problemas tal 

que o usuario, farniliarizado com o ambiente, procure a classe que resolva urn dado 

problema. Na deterrninas:ao da aproximas:ao de uma equa9ao diferencial existem tres 

passos: 

•a defini9ao da geometria do dominic; 

1 Por exemplo, vetor de inteiros (TlntVec ), vetores de dupla precisao (TDouble Vee), vetor de ponteiros 

(VoidPtrVec), mapeamento de ponteiros (TVoidPtrMap), etc. 
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•o espa<;o de interpo la<;ao; 

•a defini<;ao dos coeficientes da equa<;ao diferencial e/ou condi<;oes de contomo. 

Na filosofia da programa<;ao orientada a ol::!jetos, as classes sao desenvolvidas 

para abstrair a defini<;ao e o comportarnento dos objetos que formam urn problema. 

Seguindo essa filosofia, o arnbiente PZ contem tres principais conjuntos de classes com 

finalidades distintas: 

•classes para aproxirna<;ao da geometria do problema; 

•classes para defini<;ao do espa<;o de interpo la<;ao; 

•classes para defini<;ao da( s) equa<;ao( oes) diferencial( ais) e as condi<;oes de 

contomo. 

Dentro desse ambiente, existe uma classe chamada de T Analysis, que monta o 

sistema global de equa<;oes, calcula a largura da banda, etc., interagindo esses tres tipos 

de classes. As classes sao chamadas a partir de urn programa principal, constituindo as 

partes de discretiza<;ao, modelagem computacional e defini<;ao de condi<;oes de 

contomo. 

Urn mesmo dominio pode ser discretizado por elementos quadrilaterais ou 

triangulares, mas segundo o material e a equa<;ao diferencial, o comportarnento do 

modelo e diferente. Este arnbiente permite que sejarn usados diferentes materiais e graus 

de interpola<;ao, para urn mesmo dominio. Isto permite uma variedade de aniilises muito 

rica, sem precisar desenvolver versoes particulares para cada tipo de modelo. 

A FIGURA 4-1 mostra esquematicarnente a seqitencia de chamadas dos 

conjuntos de classes do arnbiente PZ. 



rna in() 

PRE PROCLSSAMENTO 

APROXIMM;IiO 
GEOMETRICA 
00 PROBLEMA 

-~+ 
DEFINICiiO 00 
ESPN;O DE 
INIERPOEN;liO 

DEFINIGliO OOS COEFICIENIES DA EO. DIFERENCIAl 
E CONDICOES DE CON! ORNO 

CLASSE ANALISE: 
MONTAGEM DA MATRIZ DE RICIDFl; 
MONTAGEM DO VEIOR DE CARGAS; 
ESCOLHA 00 TIPO DE MATRIZ ESPAk:;A; 
SOLlJ,:i\0 DO SIS!EMA. 

POS- PROCESSAMENTO 

FIGURA 4-1- Esquema mostraudo a sequencia de cbamadas as classes do ambiente PZ. 
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4.2.1. PRE-PROCESSAMENTO E POS-PROCESSAMENTO 

No que se refere a pre-processamento, o ambiente PZ tern uma classe TModulef 

que le arquivos gerados pelo programa MODULEF2 Existe ainda a classe TGenGrid, 

que gera malhas retangulares. Estas duas classes trabalham com elementos triangulares e 

retangulares. 

Para pos-processamento, existem as classes TDXGrafGrid, TMVGrafGrid e 

TV3DGrafGrid, que criam arquivos de dados que podem ser interpretados pelos 

programas DATA-EXPLORER, MVIEW e VIEW3D
3 

respectivamente. Para maiores 

informa.,:oes do DATA-EXPLORER ver IBM CORPORATION (1994) e para o MVIEW 

ver CENPES-PETROBRASIPUC-RIO (1995) 

4.2.2. APROX/MAf;AO DA GEOMETR/A DO PROBLEMA 

0 dominio da equa.,:ao diferencial e discretizado por elementos finitos. Cada 

elemento define urn espa<;:o parametrizado uni-, bi- ou tri-dimensionaL Esta 

parametriza.,:ao e expressa por urn mapeamento entre a configura.,:ao no dominio 

(configura.,:ao deformada) e urn elemento mestre. Este mapeamento e definido por fun.,:oes 

de interpola.,:ao lagrangeanas lineares e quadniticas. A classe principal da aproxima.,:ao da 

geometria e a classe TGeoGrid (malha geometrica). Esta classe contem arvores binarias 

de ponteiros que apontam para objetos do tipo TCosys (sistema de coordenadas), 

TGeoNod (no geometrico) e TGeoEI (elemento geometrico). 

4.2.2.I.TGeoGrid 

A classe TGeoGrid e urn conjunto de elementos e nos geometricos que define a 

geometria do dominio da equa.,:ao diferencial. Nota-se que, caso a malha seja refinada de 

modo adaptativo, o elemento mae e seus sub-elementos estao incluidos na arvore binaria 

dos elementos (ver FIGURA 4-2). 

: Modulef e uma biblioteca de programas para elementos finitos. YCf SIMULOG ( 1995). 

3 Este e urn programa de visualiza"'o desenvolvido por RIBEIRO [ !996j 
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FIGURA 4-2- Arvore binaria dos elementos de uma malha. 

Esta classe tern as seguintes caracteristicas: 

• proporciona ao usmirio a arvore biruiria de elementos geom6tricos e a de nos 

geom6tricos; 

• proporciona a arvore binaria dos nos do contomo do dominio e a arvore 

biruiria dos elementos do contomo do dominio; 

• inclui m6todo para calculo da vizinban<;a dos elementos. 

Supoe-se que varias aproxirna<;oes possam ser feitas com base em uma Unica 

rnalba geom6trica. Este seria o caso de algoritmos adaptativos em que a seqUencia de 

rnalbas sao armazenadas separadamente. Em seguida 6 apresentada uma descri<;ao das 

variaveis membro e das fun<;oes membro desta classe. 

VARIAVEIS MEMBRO 

char fChecked: E verdadeiro se todos os nos estiverem definidos; esta variavel 6 

inicializada so mente apos a fun<;ao Check( ostream & err = cerr) ter sido 

chamada; 

char fName{63]: Nesta variavel e guardado o nome da rnalha geometrica; 
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int fNDim: Guarda a dimensiio da topologia do problema; 

TVoidPtrMap fE/ementMap: Arvore biruiria de ponteiros para os elementos do 

TGeoGrid; 

TVoidPtrMap fNodeMap: Arvore biruiria de ponteiros para OS nos do TGeoGrid; 

TVoidPtrMap fE/BndCondMap: Arvore bim\ria de ponteiros para os elementos com 

condir;oes de contomo; 

TVoidPtrMap fNodBndCondMap:Arvore biruiria de ponteiros para os nos com 

condir;oes de contomo. 

METODOS DO TIPO PUBLICO 

static TGeoGrid *gCurrent: Ponteiro para urn objeto do tipo TGeoGrid; e usado para 

apontar a ma1ha que estii sendo construida. Na forma "natural" de urn objeto 

TGeoGrid, este ponteiro tern valor nulo; 

TGeoGrid(int nd = 3): Construtor da classe, tern como pariimetro a dimensiio da 

topologia da malha; a dimensiio padriio e 3. Todas as listas sao inicializadas com 

dimensiio zero; todos os ponteiros apontam para NULL, e somente a variiivel 

fNDim e inicializada com nd; 

TGeoGrid (TGeoGrid & gr): Construtor de copia, ou sej~ constroi o objeto corrente 

com todas as caracteristicas da malha gr; 

void CleanUp(): Apaga todas as alocar;oes e referencias contidas na malha. 

METODOS PARA ACESSOAS VAR!AVEIS MEMBRO 

int NumNodes(): Retorna o nfunero de nos que a malha possui; 

int NumEiem(): Retoma o numero de elementos que a malha possui; 

char lsChecked(): E verdadeiro sea ma1ha geometrica tiver sido verificada; 

void SetName(char *nm): E alterada a variiivel membro fName (nome da malha) para 

urn novo nome, dado atraves de nm; 

char* Name(): Retorna o nome do objeto corrente; 
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TVoidPtrMap &EiementMap(): Retorna uma arvore bimiria de ponteiros para os 

elementos do objeto tipo TGeoGrid; 

TVoidPtrMap &NodeMap(): Retoma uma arvore bim\ria de ponteiros para os nos do 

objeto tipo TGeoGrid; 

TVoidPtrMap &EiementBcMap(): Retorna uma arvore bim\ria de ponteiros que 

apontam para os elementos que tern condic;;oes de contomo associadas; 

TVoidPtrMap &NodeBcMap(): Retoma uma arvore bim\ria de ponteiros que apontam 

para os nos que tern condic;;oes de contomo associadas. 

FUN(:OES UTILITARIAS 

void ResetReference(): Anula a referencia da classe dos elementos e nos. Diferentes 

malhas computacionais (TCompGrid) podem ser criadas com base numa malha 

geometrica (TGeoGrid), porem somente urn TCompGrid esta sendo apontado 

por urn TGeoGrid; se esta func;;ao e invocada, vai anular as referencias dos 

elementos e nos, ou seja, a malha geometrica niio aponta para nenhuma malha 

computacional; 

char Check(ostream & err= cerr): Verifica se todos os nos estao definidos; 

void Print(ostream & out = cout): Imprirne na saida out todas as caracteristicas do 

TGeoGrid, como nome , nos, elementos, etc; 

TGeoNod* FindNode(Long nid): Retoma urn ponteiro para urn objeto do tipo 

TGeoNod; este objeto representa o no identificado com /d=nid. Retoma NULL 

caso o no nao exista; 

TGeoNod* FindNode(DoubleVec &co): Retoma urn ponteiro para urn objeto do tipo 

TGeoNod; este objeto representa o no mais proximo da coordenada dada pelo 

vetor co do tipo DoubleVec (esta e uma classe da biblioteca GNU). Retorna 

NULL caso o no niio exista; 

TGeoEI *FindEiem(Long elid): Retoma urn ponteiro para urn objeto do tipo TGeoEI, 

este objeto representa o elemento identificado com Jd=nid. Retoma NULL caso o 

elemento nao exista; 

TCosys *FindCosys(Long cosysid): Retorna urn ponteiro para urn objeto do tipo 
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TCosys; este objeto representa o sistema de coordenadas identificado com 

/d=cosyid. Retoma NULL caso o sistema nao exista; 

void BuildConnectivity(): Constr6i a conectividade dos elementos dentro da malha. 

void Swap(TGeoNod *np1, TGeoNod *np2): substitui o n6 apontado por np1 pelo 

n6 apontado por np2; 

void GetNodePtr(int nno, LongAVec& nos, VoidPtrVec &nodep): Copia os 

primeiros nno ponteiros identificados pelos valores contidos em nos para o vetor 

de ponteiros nodep; 

void GetBoundaryEiements(int Nodfrom, int NodTo, VoidPtrVec &EiementVec, 

TlntVec &Sides): Retoma no vetor de ponteiros ElementVec os ponteiros que 

estao apontando para os elementos que estao no contomo do dominio, localizados 

entre os n6s Nodfrom e NodTo, contados no sentido anti-horario. Este metodo 

usa a conectividade dos elementos. 0 metodo BuildConnectivity inicializa a 

informa<;:ao de conectividade dentro da malha. 

void BoundBox(TMatrix &bbox): Faz uma caixa em volta do dominio geometrico, 

conforrne esquematizado na FIGURA 4-3; isso e feito encontrando-se as 

coordenadas rmiximas e minimas do dominio. 

(x, ymax) 

(xmax. y) 

(xmin , ymin) 

FIGURA 4-3- Limites definidos pela fun~ao BoundBox. 
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APRIMORAMENTOS 

No que se retere ao metodo Check(), alem de verificar se todos os elementos 

estao definidos na malha, ele poderia verificar se todas as condic;:oes de contomo estao 

associadas a nos e elementos, e se todos os nos definidos nos elementos estao dentro do 

objeto TGeoGrid. 

4.2.2.2. TGeoE/ 

Esta classe define o mapeamento entre o elemento deformado e o elemento 

mestre. TGeoEI contem dados para identificar o vizinho do elemento, identificar o 

nfunero de referencia da condic;:ao de contomo e identificar o nfunero de referencia do 

material. Seus principals metodos sao: 

• metodo para calculo do Jacobiano do mapeamento; 

• metodo para dividir o elemento em sub-elementos; 

• metodo para criac,;ao de urn elemento computacional baseado no elemento 

geometrico atual. 

Sao derivadas da classe TGeoEI as classes TGeoEild, TGeoEIQ2d e 

TGeoEIT2d, que implementam respectivamente o elemento geometrico uni-dimensional, 

o quadrilatero bi-dimensional eo triangulo bi-dimensional (ver FIGURA 4-4). 

TGeoEild 

TGeoEI 

TGeoEIT2d 

FIGURA 4-4- A classe do elemento geometrico e suas derivadas. 
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VARIA VEIS MEMBRO 

TGeoGrid *fGrid: Ponteiro para referenciar a malha a qual 0 objeto Corrente pertence; 

Long fld: fndice para o nllinero do elemento; 

int fNumNodes: Nllinero de nos do elemento; 

Long fMatlndex: fndice para tipo de material do elemento; 

VoidPtrVec fNodep: Vetor de ponteiros que referencia aos nos do elemento; 

int fNumSides: Nllinero de arestas do elemento; 

VoidPtrVec fConnect: Vetor de ponteiros referenciados aos elementos que estao 

conectados ao objeto corrente; 

LongVec fSide: Lados pelos quais os elementos sao conectados; caso o elemento seja 

de fronteira, esta variavel contem o nllinero de referencia da condiyao de eontorno; 

TCompEI *fReference: Ponteiro para urn elemento computacional que foi criado 

segundo o elemento geometrico corrente; 

VoidPtrVec *fSubEI: Vetor de ponteiros para sub-elementos. Os sub-elementos de urn 

elemento nao sao diferenciados dos outros dentro do TGeoGrid; os sub-elementos 

tarnbem entrarn na lista de elementos do TGeoGrid. 

METODOS DO TIPO PROTEGIDO 

void SetNumNodes(int nn): Inicializa com nn o nllinero de nos do elemento; 

void SetNumSides(int ns): Inicializa com ns o nllinero dos !ados do elemento; 

void DefineConnectivity(LongVec &np): Inicializa o vetor de ponteiros fNodep com 

os ponteiros contidos em np. Deve-se ter cuidado como vetor np, pois nao existe 

forma de se verificar se os ponteiros passados em np sao realmente ponteiros para 

objetos do tipo TGeoNod (nos geometricos); 

void Shape(double x, int num, TFMatrix &phi, TFMatrix &dphi): Calcula as num 

funyoes de forma unidirnensionais no ponto x. 0 valor da funyao e retornada em 

phi e o valor da derivada em dphi. As funy6es padrao desta classe base sao 

funy6es Lagrangeanas lineares e quadraticas em uma dirnensao; 
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METODOS DO T/PO PUBLICO 
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TGeoEI( long ld ): Construtor da classe, tern como argumento o ld do elemento. Todas 

as variaveis sao inicializadas com zero e os ponteiros ficam apontando para NULL, 

ou seja, o elemento existe com fld = ld, porem, nao tern !ados, nem material, etc; 

TGeoEI(TGeoEI & el): Constr6i o objeto corrente com as mesmas caracteristicas de el. 

METODOS PARA ACESSO AS VARIAVEIS MEMBRO 

TGeoGrid *Grid(): Retorna urn ponteiro para a malha (TGeoGrid) ao qual o elemento 

pertence; 

void SetGrid(TGeoGrid *gr): Deixa a variavel fGrid apontada para gr; com isso 

dizemos que 0 elemento COrrente pertence a malha apontada por gr; 

Long ld(): Retorna o id do elemento; 

int NumberOfNodes(): Retorna o niunero de nos do elemento; 

TGeoNod* NodePtr(int i): Retorna urn ponteiro do tipo TGeoNod. Este ponteiro 

aponta para o n6 com numera9iio i; 

Long MateriaiNumber(): Retorna o ld do material, onde o elemento corrente esta 

indexado; 
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TCompEI *Reference(): Retoma urn ponteiro para o elemento computacional, que o 

elemento corrente esta apontando; 

virtual TCompEI *CreateCompEI(): Metodo que cria urn elemento computacional 

baseado no elemento geometrico corrente; 

short NumSides(): Retoma o nfunero de !ados do elemento; 

virtual int NumSideNodes(): Retorna o nfunero de nos por !ado. Por exemplo, nurn 

elemento retangular, se for bi-linear retoma 2, e se for quadratico retoma 3 (ver 

FIGURA 4-5); 

Bi-Linear Quadrati co 

FIGURA 4-5- Niimero de nos por lado. 

virtual TGeoNod *SideNode(int side, int node)=O: Retorna urn ponteiro ao no node 

do !ado side (ver FIGURA 4-6); 

side~ 

/ 
node 

Quadrati co 

FIGURA 4-6- Acesso ao no node do lado side. 
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long SideNodeld(int side, int nodenum): Retoma o ld do nodenum do !ado side; 

int WhichSide(TLongVec &SideNodelds): Retoma o !ado que contem os nos 

referenciados por SideNodelds; 

void SetMateriai(Long matind): Retoma o indice do material do elemento; 

void SetNodePtr( inti, TGeoNod* np): Define o n6 i para ser np; 

void SetSide(int i, int siden): Serve para mudar a numeras:ao do !ado i para siden; 

caso siden menor que zero, identifica o nfunero de referencia da condi<;iio de 

contomo. 

void SetConnectivity(int i, TGeoEI* el): Define o elemento que esta ao Iongo do !ado 

i igual ao elemento el; 

TGeoEI *Neighbour( short is): Retoma urn ponteiro para o elemento que e vizinho ao 

!ado is do elemento corrente; 

short NeighbourSide(short is): Retoma o nfunero do !ado do elemento vizinho que 

esta conectado ao !ado is do elemento corrente (ver FIGURA 4-7); 

Elemento 
Corrente 

Elemento 
vizinho 

FIGURA 4-7- 0 lado do elemento vizinho conectado ao lado 1 do elemento corrente e 3. 

short Be( short side): Retoma o numero de referencia da condi<;iio de contomo do !ado 

side. 

FUN(:OES UTILITARIAS 

void SwapNode(TGeoNod* gp1, TGeoNod* gp2): Substitui o n6 apontado pelo 

gp1 pelo n6 apontado pelo gp2. Esta mudan<;a e efetiva somente se o gp1 existe 

no elemento; 
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void SwapMateriai(Long mat1, Long mat2): Substitui o indice de material para 

mat2. Isso somente acontece se o indice fMatlndex do elemento corrente e igual a 

mat1; 

void Print( ostream & out = cout): Imp rime as caracteristicas do elemento corrente, 

como o id do elemento, nurnero de nos, a numera<;ao dos nos, o indice do material, 

elementos conectados, etc. 

void SetReference(TCompEI *elp): Deixa a variavel fReference apontando para 

elp. Isso quer dizer que 0 elemento geometrico COrrente e 0 mapeamento do 

elemento computacional elp. 

void ClearReference(): Deixa a variavel fReference apontando para NULL, ou seja, 

depois disto, o elemento corrente nao tern elemento computacional reciproco. 

friend ostream& operator<<(ostream &s,TGeoEI &el): Sobrecarga do operador <<, 

usado para imprimir as caracteristicas do elemento geometrico na saida definida 

pors. 

void Center (double *Cent): Retorna no argumento Cent os valores das coordenadas 

do centro geometrico do elemento; 

virtual void Divide(VoidPtrVec &pv): Divide o elemento e coloca os elementos 

resultantes dentro do vetor pv; 

TGeoEI *SubEI(short is): Retorna urn ponteiro ao subelemento is; 

virtual void Jacobian(DoubleAVec &coordinate, TFMatrix &jac, TFMatrix 

&axes): Retorna em jac o calculo do jacobiano no ponto definido por 

coordinate; e em axes a dire<;ao dos eixos ao qual o jacobiano se refere. 

virtual void X(DoubleAVec &coordinate, DoubleAVec &result ): Nesta fun<;ao e 

transformada a coordenada de urn ponto no elemento mestre (coordinate), para o 

valor correspondente no sistema global (result) (ver FIGURA 4-8). 



IE..nl (x,y) 

----t-···················- > 
' > 

FIGURA 4-8- Mapeamento entre o elemento mestre eo sistema de coordenadas 

cartesianas. 

4.2.2.3. TGeoNod 
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Esta classe define o n6 geometrico, e contem as coordenadas de um n6 no espa<;:o 

euclidiano tri-dimensional alem de um ponteiro para um sistema de coordenadas. As 

coordenadas passadas para construir um objeto deste tipo sao coordenadas globais. 0 

construtor tern como valor padrao coordenadas tri-dimensionais. Se forem passadas 

coordenadas com dimensao maior, o sistema niio faz as verifica<;:iies necessarias. 

VARIAVE/S MEMBRO 

char fDefined: E umjlag que indica sea malha foi verificada ou nao. Tern os valores de 

TRUE ou FALSE; 

Long fld: Eo ld do n6; 

double fCoord[3]: Aqui sao armazenadas as coordenadas dos n6s. Pode-se observar 

que esta limitado a tres dimensiies; 
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TCosys *fSys: Ponteiro para o sistema de referencia; 

TDofNod *fDofNod: Ponteiro para urn objeto TDofNod. Urn objeto do tipo TDofNod 

gerencia o grau de liberdade do n6; 

METODOS DO TIPO PUBLICO 

TGeoNod(long id, int ndim = 3, double *xp = NULL, TCosys *ref = NULL): 

Construtor da classe, tern como argurnentos o ld do n6, a dirnensao do problema 

passado em ndim e as coordenadas da malha dadas em xp, sendo que estas devem 

estar definidas em coordenadas globais. Se e passado urn ponteiro com valor NULL, 

o n6 fica com a variiivel fDefined igual a zero, ou seja, o n6 existe mas nao estii 

inicializado. Como Ultimo argurnento temos o tipo de sistema de referencia adotado 

(TCosys). 0 argurnento ndim tern como valor padrao igual a tres, que eo seu valor 

rruiximo; 

GeoNod(TGeoNod & nn): Construtor de c6pia. Constr6i o objeto corrente com as 

carateristicas de n n; 

void Define(int ndim, double *xp = NULL, TCosys *ref= NULL): Podemos mudar as 

caracteristicas do objeto corrente; isso somente e possivel se o ponteiro xp inicializa 

o n6; 

Long ld(): Retorna o ld do n6; 

char lsDefined(): E verdadeiro se o n6 estiver definido; 

void SetNodeNumber(Long i): Muda o ld do n6 para o valor de i; 

double Coord(int i): Retorna a cordenada xi; 

void SetCoord(double *x, int dim = 3): Se o n6 for definido, as coordenadas sao 

substituidas pelos valores do vetor X ate a posi<;ilo dim. Esta variiivel pode ter 3 

como valor rruiximo; 

void SetCosys(TCosys* csp): Deixa a variiivel fSys apontando para csp, ou seja, o 

sistema de referencia do n6 muda para csp; 

void SetReference(TDofNod *dof): Deixa a referencia para o correspondente 

TDofNod; este objeto contem a informa<;ao dos graus de liberdade de urn n6 

geometrico; 
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void ResetReference(): Deixa a variavel fDofNod apontando para NULL, ou seja, o 

n6 fica sem sistema de coordenadas (perigoso ); 

TDofNod *Reference(): Retorna o ponteiro armazenado em fDofNod; 

void Print(ostream & out = cout): Imprirne as caracteristicas do objeto corrente na 

saida indicada por out; 

4.2.2.4. TCosys 

Esta e uma classe base de onde se derivam as classe TCartsys, TCylinsys, 

TEsfersys, que descrevem coordenadas cartesianas cilindricas e esfericas 

respectivamente. Isto deixa a disposi<yao diferentes tipos de sistemas de coordenadas 

para os sistemas globais e locais (ver FIGURA 4-9). 

TEsfersys 

TCosys TCylinsys 

TCartsys 

FIGURA 4-9- Sistemas de coordenadas derivados da classe Tcosys. 

Nenhum tipo de verifica<;ao e feito sobre as referencias circulares. Se este tipo de 

referencia existir, o prograrna entrara num loop infinito. Urn exemplo seria o caso de urn 

sistema so estar referenciado para o sistemas b e s 1 estar referenciado para so. 

TIPO ENUMERADO 

enum gCosysType {cartesian,cylindric,esferic}: Esta variavel enumerada serve 

como flag para identificar os sistemas de coordenadas, cartesianas 

(gCosysType=O), cilindricas (gCosysType=l) e esfericas (gCosysType=2). 
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VARIA VEIS MEMBRO 

int fNumber: indice do sistema de coordenada; 

Float f0rigin[3]: Origem do sistema de coordenadas expresso em coordenadas 

cartesianas; 

TCosys *fReference: Ponteiro para o sistema de coordenadas; 

Float fTr[3][3]: Armazena os vetores unitarios expressos em coordenadas cartesianas. Em 

eada linha sao armazenadas as componentes dos vetores unitarios u, v, w 

respectivamente, segundo a FIGURA 4-l 0. Estes vet ores sao relativos ao sistema de 

coordenadas de referencia. 

FIGURA 4-10- Vetores unitarios de coordenadas curvilineas na classe TCosys. 

MI~TODOS DO TJPO PRJVADO 

void Normalise( Float t[3]): Deixa o vetor passado em t3 unitario; 

void GetNormai(Fioat vec1 [3], Float vec2[3], Float norm[3]): Encontra a normal 

(norm) do plano definido pelos vetores vec1 e vec2; 

Float Determinant(Fioat ![3][3]): Calcula o determinante da base definida port; 

virtual void ToCart(Fioat point[3]): Transforma o ponto point para o sistema 

cartesiano. 

virtual void FromCart(Fioat point[3]): Transforma o ponto point do sistema cartesiano 

para o sistema corrente. 

-- ------------
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METODOS DO TIPO NJBLICO 

TCosys(int num, TCosys* ref = NULL, Float *org = NULL): Este constmtor tern 

como argumentos o ld do objeto (num), a referencia do sistema (ref) e a origem do 

sistema ( org); 

virtual int Type(): Retorna o tipo do sistema de coordenadas corrente; 

void Print(ostream& out= cout): Imprime as caracteristicas do sistema de coordenadas, 

como o ld do objeto, tipo de coordenadas, sistema ao qual esta referenciado, origem 

do sistelllllo etc; 

int ld(): Retorna o ld do sistema corrente; 

void SetReference(TCosys *co, Float *org = NULL): Muda o sistema de referencia 

para co e a origem para org. Este ultimo parfunetro e expresso no sistema de 

coordenadas de referencia corrente; 

void SetOrigin(Fioat org[3]): Muda a origem do sistema de referencia segundo org. 

Este tern que ser expresso no sistema de referencia corrente; 

void SetOrigin(FioatAVec& org): Muda a origem de sistema de referencia segundo org. 

Este tern que ser expresso no sistema de referencia corrente. E semelhante ao 

anterior mas com argumento de outro tipo; 

void Reset().-Deixa fTr=l, fReference=NULL e origem =0; 

[
I 0 0] 

jTr = 0 I 0 

0 0 I 

void SetAxes(Fioat t[3][3]): Substitui os valores dos vetores unitarios (fTr) atuais pelos 

valores de t; 

[

tOO tO I t02; 

jTr = tiO til t12 

t20 t21 t22 

void SetAxes(Fioat x[3],Fioat z[3]): Define o eixo y perpendicular axe z; 

void SetAxes(FioatAVec& x, FloatAVec& z): Define o eixo y perpendicular axe z; 

void ToReference(Fioat point[3]): Transforma point do sistema corrente para o 

sistema de referencia; 
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void FromReference(Fioat point[3]): Transforma point do sistema de referencia para 

o sistema corrente; 

void ToGiobai(Fioat point[3]): Transforma point do sistema corrente para o sistema 

global; 

void FromGiobai(Fioat point[3]): Transforma point do sistema global para o sistema 

corrente; 

void ToReference(FioatAVec& point): Transforma point do sistema corrente para o 

sistema de referencia; 

void FromReference(FioatAVec& point): Transforma point do sistema de referencia 

para o sistema corrente; 

void ToGiobai(FioatAVec& point): Transforma point do sistema corrente para o 

sistema global; 

void FromGiobai(FioatAVec& point): Transforma point do sistema global para o 

sistema corrente; 

4.2.2.5. TGeoNodBc 

A classe TGeoNodBc define a condiyiio de contomo aplicada a urn n6 

geometrico. Este objeto e definido como urn struct, por isso ele e acessivel por qualquer 

metodo ou funyiio extema. Dentro dessa estrutura estii declarado urn ponteiro para 

TGeoNod. Deve-se ter cuidado com isso, pois niio hii forma de se veri:ficar se o objeto 

n6 que TGeoNodBc estii apontando existe ou foi destruido. Sua irnplementa<;:iio e a 

seguinte: 

struct TGeoNodBc { 

} ; 

TGeoNod *fNod; 

int fid; 

TGeoNodBc(TGeoNod *nodin, int numberin) ( 

fNod = nodin; 

fid = numberin; 

} 
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4.3. DEF/Nit;AO DO ESPAt;O DE APROXIMAt;AO 

A distin<;ao entre o metodo de elementos finitos e a aproxima<;ao de Rayleigh 

Ritz e a forma sistemiitica com que 0 metodo de elementos finitos define as fun<;oes de 

interpola<;ao. No ambiente PZ, as fun<;oes de interpola<;ao sao definidas com base em 

polinomios ortogonais. Isto significa que as fun<;oes de interpola<;ao sao efetivamente 

dissociadas das fun<;oes de mapeamento. As fun<;oes de interpola<;ao sao hienirquicas, o 

que torna disponfvel a adaptividade tipo p, que permite aumentar o grau de interpola<;ao 

se, depois de uma analise do erro da energia, este nao for considerado satisfatorio. Esta 

varia<;ao do grau de interpola<;ao pode resultar em elementos iso-parametricos, 

sub-parametricos ou super-parametricos. 

Sao chamados de elementos computacionais e nos computacionais os elementos 

e nos sobre os quais sao definidos as fun<;oes de interpola<;ao. A cada elemento 

computacional, associa-se urn elemento geometrico. Este calcula o mapeamento entre o 

elemento deformado e o elemento mestre, e o elemento computacional calcula as 

fun<;oes de forma e suas derivadas nos pontos de integra<;ao. Assim o elemento 

computacional utiliza a informa<;ao do elemento geometrico para calcular a matriz de 

rigidez do elemento. Na FIGURA 4-11 e esquematizada a rela<;ao entre a malba 

computacional e a malha geometrica. 

j.u =0 

u=uaorl 

au &:; ;Qe-f2 

Malha 

Computacional 

DISCRETIZA(:AO 
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~~ 
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FIGURA 4-11- Discretiza~iio do problema usando a malha computacional. 
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A seguir sao descritas as classes base que abstraem o espa9o de aproximavao. 

4.3. 1.1. TCompGrid 

E urn conjunto de elementos e nos computacionais, materiais e condi96es de 

contomo. 0 uswirio tern acesso direto as arvores bin:lrias da classe. Ao contrario da 

malba geometrica, a malba computacional particiona o dominio, ou seja, nesta malba 

acontece o calculo discreto dos elementos frnitos. Alem dos metodos de acesso e auxilio, 

a malba proporciona metodos para : 

• calcular o numero de equa96es do modelo; 

• calcular a largura de banda do sistema; 

• renurnerar os nos seguindo o algoritmo de Cuthill-McKee
4

; 

• calcular o tamanho dos blocos do sistema de equa96es ( ver defini9ao das 

classes de objetos tipo TMatrix); 

• montar o sistema de equa96es globais e o vetor de carga; 

• carregar urn vetor de solu9ao nos graus de liberdade. 

No metodo dos elementos finitos, a geometria do dominio e o calculo discreto 

estao relacionados pelo c6mputo do jacobiano em cada elemento. Por esta raziio toda 

malba computacional e derivada de uma malba geometrica. Nada irnpossibilita que 

possam existir varios niveis de malbas computacionais derivadas de uma Unica geometria 

(malba geometrica). Isto toma possivel a adaptatividade tipo h, ou seja, o refinamento 

parcial ou total do dominio dependendo do erro da norma de energia. No processo de 

calculo, apenas uma malba computacional e a "malba corrente". Esta informa9ao e 

irnplementada por urn ponteiro definido dentro da classe TGeoGrid, que aponta para 

uma malba computacional (TCom pG rid), ou seja, este ponteiro indica que nivel de 

malba esta sendo calculado. Na FIGURA 4-12 podemos ver varios niveis de refinamento 

para urn objeto TGeoGrid. 

4 0 algoritmo de Cuthill-McKee pode ser encontrado em CUTHILL e MCKEE (1969). 
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cycompGcid 1 

1 ~CompGM 2 

GeoGrid CompGrid
3 

FIGURA 4-12- Reciprocidade entre a malha computacional e malha geometrica. 

VARiA VEJS MEMBRO 

TGeoGrid *fReference: Toda malha computacional e construida com base numa malha 

geometrica; a varia vel fReference aponta para a malha geometrica correspondente; 

char fName[127]: Nome da malha, para identificas;ao do modelo; 

char fChecked: E TRUE sea malhaja tiver sido verificada; 

TVoidPtrMap fEiementMap: Arvore binaria de ponteiros para elementos; 

TVoidPtrMap fNodeMap: Arvore binaria de ponteiros para nos; 

TVoidPtrMap fMateriaiMap: Arvore binaria de ponteiros para materiais; 

TVoidPtrMap fBndCondMap:Arvore binaria de ponteiros para as condis;oes de 

contomo. 

TVoidPtrMap fEIBndCondMap: Lista de elementos com condic;oes de contomo 

associadas; 

TVoidPtrMap fNodBndCondMap: Lista de nos com condic;oes de contorno associadas; 
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METODOS DO TIPO PUBLICO 

static TCompGrid *gCurrent: Variavel do tipo global, que aponta para a malha 

atualmente sendo construida; 

TCompGrid(TGeoGrid* gr): Construtor da classe; tern como argumento uma malha 

geometrica, que e usada como base para construir a malha computacional; 

TCompGrid(TCompGrid &gr): Construtor de copia; serve para construir a malha 

computacional corrente com base em gr; 

void CleanUp(): Lirnpa todas as estruturas alocadas dinamicamente; 

void SetgCurrent(): Deixa a variavel gCurrent apontando para si mesma. 

METODOS PARA ACESSO AS VARiAVEIS MEMBRO 

int NumNodes(): Retorna o nfunero de nos da rnalha; 

int NumEiem(): Retorna o nfunero de elementos da malha; 

int NumMat(): Retorna a quantidade de elementos da malha; 

int NumBc(): Retorna a quantidade de condio;:oes de contorno definidas na malha; 

int NumEIBc(): Retorna o nfunero de elementos que tern condi<;oes de contorno 

associadas; 

int NumNodBc(): Retorna o nfunero de nos com condi<;oes de contorno associadas; 

void SetName(char *nm): Atribui a malha o nome nm; 

char* Name(): Retorna o nome da malha. 

METODOS PARA ACESSO AS ARVORES EINAR/AS 

TVoidPtrMap &EiementMap(): Retorna uma referencia a arvore binaria que contem 

ponteiros para os elementos da malha computacional; 

TVoidPtrMap &NodeMap(): Retorna uma referencia a arvore binaria que contem 

ponteiros para os nos da malha computacional; 

TVoidPtrMap &ElementBcMap(): Retorna uma referencia a arvore binaria que contem 

ponteiros para os elementos com condio;:iio de contorno associadas; 
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TVoidPtrMap &NodeBcMap(): Retorna uma referencia a arvore biruiria que contem 

ponteiros para os nos com condiyao de contorno associadas; 

TVoidPtrMap &MateriaiMap(): Retorna uma referencia para a arvore biruiria que 

contem ponteiros para os materiais da malha; 

TVoidPtrMap &BndCondMap(): Retorna uma lista de ponteiros; esta lista aponta para 

objetos do tipo TBndCond. Urn objeto desse tipo abstrai as condiyoes de 

contorno definidas no problema. No esquema da FIGURA 4-11, estas condiyoes 

seriam rl e r2· 

FUN(:OES UTILITARIAS 

void Print(ostream & out= cout): Imprirne as caracteristicas da malba computacional, 

na saida definida por out; 

TDofNod* Find Node( Long nid): Procura e retorna urn ponteiro para o n6 que tenba o 

ld igual a nid. Retorna NULL caso o n6 nao tenba sido encontrado; 

TMaterial* FindMateriai(Long nm): Procura e retorna urn ponteiro para o material 

como numero nm; 

TCompEI *FindEiement(Long elnumber): Procura e retoma urn ponteiro para o 

elemento computacional como nl!mero elnumber; 

TCoSys *FindCoSys(Long coordnumber): Procura e retorna urn ponteiro para o 

sistema de referencia com nl!mero coordnumber; 

TBndCond* FindBc(Long nm): Procura e retorna urn ponteiro para a condiyao de 

contorno com nl!mero nm; 

TGeoGrid *ReferenceGrid(): Retorna urn ponteiro para a malha geometrica 

correspondente; 

void LoadReferences(): Deixa a malha computacional corrente referenciada pela 

correspondente malha geometrica. Sabe-se que muitas malhas computacionais 

podem ser criadas tomando como base uma malha geometrica, porem, somente 

uma delas e referenciada pela malha geometrica; 

virtual void ComputeNodEICon(): Carrega o nl!mero de elementos conectados por 

cadan6; 
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void ComputeNodeSequence(long Elementld): Renumera os nos segundo o 

algoritmo de Cuthill-McKee, come<;ando como elemento Elementld; 

void BoundingBox(TMatrix &bbox): Constroi urn caixa em tomo de urn sub-dominio. 

Esta caixa e construida segundo as coordenadas nlliximas e minimas do dominio. 

ROTINAS CIENTiFJCAS 

long NumEquations(): Retorna o mimero de variaveis do sistema global; 

long BandWidth(): Retoma a banda do sistema; 

void lnitializeBiock(TBiock &bl): Inicializa o objeto bl com o tamanho de blocos dos 

nos computacionais; 

void Assemble(TBiock &block, TMatrix &rhs): Monta a matriz de rigidez na matriz 

referenciada por block e o vetor de carga em rhs; 

void AutoBuild(): Cria os elementos computacionais, segundo o grau de liberdade dos 

n6s; 

int Consolidate(): Constroi as condi<;oes de contomo para os nos; 

int Check(): Verifica a consistencia da estrutura de dados; 

char lsChecked(): E verdadeiro sea malha tiver sido verificada; 

void LoadSolution(TBiock &sol): Cada no computacional reserva espa<;o para 

armazenar a solu<;ao corrente; LoadSolution copia a solu<;ao nos nos 

computacionais. 

4.3.1.2. TCompEI 

A classe TCompEI define o comportamento que urn elemento computacional 

precisa implementar para enquadrar-se no ambiente PZ. A maioria da implementa<;ao 

desses metodos e feita nas classes derivadas. Caso a classe derivada nao implemente 

algurn desses, o metodo implementado pela classe TCompEI resultara em mensagem de 

aviso e/ou saida do prograrna. Em terminologia de prograrna<;ao orientada a objetos, a 

classe TCompEI e definida como abstrata. 0 comportamento da classe TCompEI e 

amplo, e inclui os seguintes metodos: 
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• defini<;ao da ordem de interpola<;ao nas varias dire<;i'ies. Isso define o 

comportamento da adaptatividade tipo p; 

• defini<;ao da regra de integra<;ao para o elemento. Como padrao, o elemento 

utiliza a regra suficiente para integra<;ao do quadrado das fun<;oes de forma que 

incorpora. Este metodo permite a incorpora<;ao da sub-integra<;ao; 

• ca!culo da fun<;ao de forma em urn dado ponto parametrico. Este metodo e 

auxiliar para 0 calculo da matriz de rigidez; 

• calculo da matriz de rigidez do elemento; 

• aplica<;ao da condi<;ao de contorno sobre a matriz de rigidez; 

• proje<;ao do fluxo associado a lei de conserva<;ao sobre o espa<;o de 

interpo la<;ao; 

• calculo do erro de aproxima<;ao baseado na fun<;ao interpolada do fluxo 

(implementa<;ao do estimador de Zienkiewicz e Zhu); 

• montagem da estrutura de dados para eliminar os graus de liberdade dos nos 

internos do elemento. Este metodo e implementado apenas na classe TSuperEI. 

Da classe TCompEI sao derivadas as classes TCompEild, TCompEI2d, 

TCompEIQ2d e TCompEIT2d, que implementam o comportamento para aproxima<;oes 

uni-dimensionais, bi-dimensionais, bi-dimensionais quadrilaterais e bi-dimensionais 

triangulares respectivamente. Tambem disponivel esta a classe TEIBiot2d derivada de 

TCompEIQ2d (ver FIGURA 4-13). 

CompEIT2d 

TCompEI2d 

TCompEI TCompEIQ2d 1----" TEIBiot2d 

TCompEild 

FIGURA 4-13- A classe TCompel e suas classes derivadas. 
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A adaptatividade tipo p e possivel porque os elementos computacionais usam 

bases hienirquicas para a interpolayiio. E necessaria descrever as func;:oes de forma que o 

ambiente PZ usa, pois sao originais e portanto nao se encontram na literatura. As bases 

hierarquicas sao construidas utilizando func;:oes de forma, que por sua vez sao 

implementadas tendo como base os polin6mios de Chebyshev e polin6nios lagrangeanos 

!ineares. Estes polin6mios sao de facil implementac;:ao computacional. 

Para fins de informac;:ao a formula de recorrencia dos polin6mios de Chebyshev e 

demonstrada a seguir. 

Seja X = cos e' com -1 ,; X ,; 1 e - 1C,; e,; 1C • Seja tambem Tn(x) definido por: 

Tn (x) =cos( nO)= cos( n arccosx) 

Com n=O e n= 1 obtem-se: 

T0 (x) =cos( 00)=1 

~ (x) =cos(! e) =cos(O) = x 

Aplicando-se as relac;:oes trigonometricas para ilngulos multiplos, tem-se: 

Tn+l(x)=cos( n + l)O=cos( nO+O) cos nO cosO- senn() senO 

Tn-J(x) =cos( n -1 )O=cos( n0-0) cos nO cosO+ senn() senO 

Somando-se Tn,J(X) e Tn.J(x) segue que: 

Tn+l(x) + Tn-J(x) =2cosn0 cosO 

Utilizando-se Tn (x) =cos( nO) e x = cosO, pode ser obtida a seguinte formula de 

recorrencia: 
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Com essa formula pode-se obter os polinomios de grau n+ I com base no 

polinomios de grau n e n-1. Na FIGURA 4-14 sao mostradas as expressoes e gnificos 

dos polinomios ate grau 5. 

7(/X) = 1 Jt(x) = x 
2 1 

1.5 
0.5 

0.5 -1 -0.5 0.5 1 

-0.5 

-1 -0.5 0.5 1 -1 

T:z(x) = 2 x
2
- 1 Tj(x) = 4 x

3
- 3x 

1 1 

0.5 5 

-1 0.5 0. 1 -0.5 1 
-0.5 -0.5 

-1 

4 ' ~(x)= 8x-8x+1 75(x) = 16 x
5
- 20 x

3
+ 5 x 

1 

.5 1 1 

-1 -1 

FIGURA 4-14- Polinomios de Chebyshev. 

Para OS elementos computacionais unidimensionais, 0 calculo das funyoes de 

forma segue o seguinte algoritmo: 

I. construyiio de uma funcriio quadnitica multiplicando-se as duas primeiras 

funyoes lagrangeanas lineares; 
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2. as fun96es de forma de maior grau sao calculadas a partir da multiplica9ao da 

fun9ao quadnitica por uma fun9ao de Chebyshev. Por exemplo, a fun9ao de 

quarta ordem e obtida pela multiplica9ao da fun9ao quadnitica obtida no 

prirneiro passo por urn polinomio de Chebyshev de segundo grau. 

Na FIGURA 4-15 sao mostradas fun96es de forma vP( ;) ate ordem 7 

resultantes do algoritmo acirna. 
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FIGURA 4-15- Fun~oes de forma para elementos computacionais lineares. 

Para elementos computacionais quadrados o procedimento e muito semelhante. 

0 calculo das funt;:oes de forma relativas a aresta !ado, (ver FIGURA 4-16) segue o 

seguinte algoritmo: 

s 

1 

1 

1 

s 

1', 

1', 
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1. constru<;:ao da fun<;:ao quadr:itica segundo a expressao: 

2. a construs;ao de funs;oes de forma de ordem maior segue a seguinte expressao: 

onde T P ( ~) sao os polinomios de Chebyshev. 

Algumas destas funs;oes sao mostradas na FIGURA 4-16. 

Lado 
2 

3 6 2 

Ladu3 7~i~tfs Lado 1 

0 4 1 

Ladu 0 

FIGURA 4-16- Fun~oes de forma para elementos quadrados. 
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VARL4YEIS MEMBRO 

Long fld: Armazena o ld da classe; 

TCompGrid *fCGrid: Ponteiro para referenciar a rnalha computacional a qual o objeto 

corrente esta referenciado. 

VARfAVEIS DO TIPO PROTEGIDO 

TGeoEI* fReference: Referencia para elemento geometrico; 

TCompEI(): Construtor da classe. 

VARIAVEIS DO TIPO PUBLICO 

TCompEI(TCompEI & el): Construtor de c6pia; constr6i o elemento corrente com as 

carateristicas de el. 

METODOS PARA ACESSO AS VARIAVEIS MEMBRO 

Long ld(): Retorna o ld (indice de nurnera9iio) do elemento; 

TGeoEI* Reference(): Retoma urn ponteiro para urn elemento geometrico (TGeoEI); 

virtual Long MateriaiNumber(): Retoma o indice do material, referente ao objeto 

corrente; 

virtual int NumNodes(): Retoma o nurnero de nos do elemento; 

virtual TDofNod *Node(int i): Retoma urn ponteiro para o i-esimo n6 (noi); 

virtual TDofNod *SideNode(short node, short side): Retorna urn ponteiro para o n6 

que esta situado no !ado side. 0 valor de node pode ser 0, 1 ou 2, segundo a 

conven9iio da FIGURA 4-17. 



o--o--o 
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SideNode( 2, 3) = TDotNod 
7 

FIGURA 4-17- Ponteiro para o no da aresta /ado;. 

METODOS QUE MODIFICAM OS DADOS DO TIPO PRIVADO 

void Setld(Long sn): Armazena o ld do elemento; 

long CreateEiementld(): Cria urn ld que e Unico dentro da malha; 
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virtual void SetMateriai(TMaterial *): Esta func;:iio permite indicar que o material do 

elemento computacional e igual ao objeto apontado pelo argumento; 

virtual char *Valid Mat(): Retorna o nome do material do qual a classe TMaterial deve 

ser derl vada. Pode-se citar urn contra-exemplo: se estiverem sendo usados 

elementos triangulares, urn material niio valido seria TMatldLin (material linear 

unidimensional); 

void SetGrid(TCompGrid *cgr): Define que o elemento corrente pertence a malha 

computacional cg r; 

TCompGrid *Grid(): Retoma urn ponteiro para a malha computacional a qual o 

elemento pertence. 



57 

FUN(X5ES DE AJUDA 

TCompEI *Connect( short iside): Retorna urn ponteiro para o elemento computacional 

que esta conectado ao Iongo do !ado iside; 

short SideConnect(short iside): Retorna o numero do !ado do elemento vizinho que 

esta conectado com o !ado iside do elemento corrente; 

virtual void SetlnterpolationOrder(ShortAVec &ord): Com este metodo indica-sea 

ordem do polinomio de interpolac;:iio; 

virtual int PreferredSideOrder(int iside): Retorna a ordem de interpolac;:iio do 

polinomio que esta ao Iongo do !ado iside; 

short Bc(short iside): Retoma o indice da condic;:iio de contomo ao Iongo do !ado 

iside; 

virtual void Print(ostream & out = cout): Imprirne as caracteristicas do elemento 

corrente, na saida definida por out; 

friend ostream& operator«(ostream &s,TCompEI &el): Sobrecarga do 

operador << , que irnprirne as caracteristicas do elemento geometrico (TCompEI) 

na saida definida por s. 

ROTINAS CIENTiFICAS 

void Chebyshev( double x, int num, TFMatrix & phi, TFMatrix & dphi, Long *id): 

Calcula o valor da func;:iio de forma unidimensional no ponto x; num indica o 

numero de func;:oes a serem calculadas. Caso id[O]>id[l], o sinal das func;:oes de 

ordem irnpar e maiores que do is e invertido; 

virtual void Shape(double x, int num, TMatrix &phi, TMatrix &dphi): Retoma o 

valor das func;:oes de forma e de suas derivadas em phi e dphi respectivamente. 0 

nilmero de func;:oes e num, avaliado no ponto x; 

virtual void CalcStiff(TEiementMatrix &ek, TEiementMatrix &ef): Calcula a matriz 

de rigidez local em ek e o vetor de cargas local em ef; 
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virtual void ApplyBe(TEiementMatrix &ek, TEiementMatrix &ef, TBndCond &be, 

int lado): Aplica as condi9i'ies de contomo na matriz de rigidez ek e no vetor de 

for9as ef; estas condi9oes sao dadas por be; 

virtual void ProjeetFiux(TEiementMatrix &M, TEiementMatrix &N): Projeta a fun9ao 

de fluxo sobre o espar;o de aproxima9ao do elemento finito; 

virtual void EvaluateError(void (*fp)(DoubleAVee &loe, DoubleAVee &val, 

TMatrix &deriv),double &true_error, double &L2_error, TMatrix *flux, double 

&estimate): Calcula os erros definidos pela norma da energia (true_error) e pela 

norma da media quadnitica (L2_error). Esses valores sao dados por: 

e ( solur;ao exata)- ( solur;ao aproximada) 

1 

Norma da Energia = EnergiaL = {j[(e') 2 
+ (e)'J} 

2 

1 

Norma da Media Quadrdtica =NormaL= {Je'} 
2 

0 argumento estimate retorna o ca.Jculo do erro baseado no fluxo: 

f f( O'calc - O';ntap }tn 
n 

0 argumento (*fp)(DoubleAVee &loe, DoubleAVee &val, TMatrix &deriv) 

representa urn ponteiro para uma funr;ao, que retoma o valor exato da solur;ao da equar;ao 

diferencial. De fato, a solur;ao exata esta representada dentro da fun9ao apontada por fp. 

No argumento Joe sao passadas as variaveis da funr;ao, ou seja, xO, x1 e x2. 0 valor da 

funr;ao e retornado em val e o da derivada em deriv. 
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virtual void Solution(DoubleAVec &qsi, int var, DoubleAVec &sol, int &numvar): 

Retoma o valor da solu9ao no vetor sol. Esta solu9i'io corresponde it variavel com 

indice var. 0 ponto onde a solu9i'io e avaliada e dado por qsi e o nillnero de 

variaveis arrnazenadas em sol e retomado em numvar. Se estiver sendo 

estudando urn problema bi-dimensional de elasticidade com tres variaveis, 

des/ocamento, pressiio e tensiio, no ponto p=( l;o, TJo) no caso do deslocamento, a 

chamada sera: Solw;:ao(p,O,sol,numvar), onde sol retomara Deslocamentox e 

Des/ocamentov e numvar seria igual a dois. Ainda no mesmo ponto no caso da 

pressiio a charnada sera: Solw;:ao(p, 1 ,sol,numvar). 0 argumento sol retomara 

somente urn e numvar sera igual a urn. 

virtual void ReducelnternaiNodes(): Este metodo e usado para a decomposi9i'io de 

dominios. Ela deixa "invisiveis" os nos intemos de urn sub-dominio ( ver 

TSuperEl). 

4.3.1.3. TDojNod 

Esta classe deixa disponiveis inforrna96es como o nillnero da equa9i'io associada 

ao grau de liberdade de cada n6, o nillnero de elementos conectados ao n6 e os valores 

da solu9ao atual. Urn objeto TDofNod nem sempre esta referenciado a urn n6 

geometrico (TGeoNod). 

VARfAYEIS MEMBRO 

TGeoNod *fReference: Ponteiro para n6 geometrico (TGeoNod); 

long fNodeld: Armazena o ld da classe; 

long fBiockNumber: Arrnazena o nillnero do objeto do bloco associado ao n6 (ver 

classe TBiock); 

DoubleAVec Nar: Vetor das variaveis nodais: 

int fNumEICon: Nillnero de elementos conectados ao n6 corrente; 
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static Long gNodeCounter: Contador usado para escolher urn ld Unico para o n6. 

Cada vez que urn n6 e criado, este contador e incrementado, mas se o n6 deixar de 

existir na malha, este contador nao decresce. 

METODOS DO TIPO PUBLICO 

TDofNod(int ndof, TGeoNod *ref= NULL): Construtor da classe; 

Long BlockNumber(): Retorna o nfunero do TBiock relacionado ao objeto corrente; 

void SetBiockNumber(Long i): Coloca i como nfunero do bloco; 

Long ld(): Retoma o ld da classe. 

FUN<;OES DE AJUDA 

double Val(int i): Retorna o valor da i-esima variavel var;. 

double &operator()(int i): Sobrecarga do operador () para retomar o valor da i-esima 

variavel var;; 

int NDof(): Retoma o nfunero de graus de liberdade do n6 corrente (nfunero de graus de 

liberdade ); 

void SetNDof(short newsize): Muda o nfunero de graus de liberdade associados ao 

nO; 

void SetVal(int i, double x): Deixa a variavel i como valor de x (fVar[i]=x); 

TGeoNod *Reference(): Retoma urn ponteiro para o n6 geometrico que o objeto 

corrente est a referenciando; 

void Load(): Coloca a referencia do objeto corrente dentro de urn n6 geometrico; 

void Print(ostream & out= cout): lmprirne as caracteristicas da classe; 

void ResetEICon(): Atribui ao numero de elementos conectados ao n6 o valor zero; 

void lncrementEICon(): Incrementa em I o nfunero de elementos conectados ao n6; 

int NumEICon(): Retoma o nfunero de elementos conectados ao n6; 
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4.3.1.4.1"l>o~od11c 

A classe TDoiNodBc associa o grau de liberdade do n6 as suas condi9oes de 

contomo. Estas condi9oes de contomo podem ser condi9oes de Dirichlet, carregamento 

pontual ou condi9oes mistas. Este objeto foi definido como urn struct e por isso suas 

variaveis e metodos estao disponiveis para qualquer classe. Sua irnplementa9ao e mostrada 

abaixo. 

struct TDofNodBc { 

TDofNod *fNod; 

TBndCond *fEe; 

TDofNodBc(TDofNod *nd, TBndCond *b) { 

fNod = nd; 

fBc = b; 

} 

in t Check () { 

return (! fNod) I I (! fBc) ; 

} 

} ; 

4.4. DEFINI9AO DOS COEFICIENTES DA EQUA9AO 

DIFERENCIAL E CONDI90ES DE CONTORNO. 

No conceito do programa, a matriz de rigidez e vista como a integral de uma 

fun9ao cujos argurnentos sao os valores das fun9oes de forma e de suas derivadas, e cujo 

resultado e urn valor matricial. A classe que irnplementa esta funyao e a classe l"Material. 

Este nome foi escolhido porque e nesta classe que sao arrnazenados os coeficientes de 

material correspondentes a urn problema de mecfutica computacional. 



62 

4.4. 1. TMateria/ 

A principal funyao desta classe e calcular a contribuiyao para a matriz de rigidez 

dos nos internos e das condiyoes de contorno. Tendo em vista que as respostas de 

materiais uni-dimensionais e diferente da resposta de materiais bi-dimensionais (urn 

utiliza urna derivada, o outro utiliza duas derivadas ), forarn incluidos metodos para 

verificar se o objeto pertence a uma classe derivada apropriada. TMaterial e uma classe 

que serve de base para TMatldLin e para TMat2dLin, e esta ultima classe serve de 

base para TMatBiot e TPMat. 

VARIA VE/S MEMBRO 

Long fld: ld da classe. 

METODOS DO TIPO PUBLICO 

TMateriai(Long identificador): Construtor, inicializa o ld da classe com identificador; 

TMaterial (TMaterial & nn): Construtor de c6pia; 

virtual TBndCond *CreateBc(Long id, int typ, TFMatrix &val1, TFMatrix &val2): 

Cria a condiyao de contorno a ser identificada com id. Esta condiyao e do tipo 

typ, e os valores sao dados em val1 e val2; 

virtual char *Name(): Retorna o nome da classe derivada da qual Name() esta sendo 

invocada. Se este metodo esta sendo charnado da classe base (TMaterial) e 

retornado "no name"· - , 

virtual short DerivedFrom(char *Name): Retorna I caso a classe seja derivada ou 

igual a classe indicada por Name; 

Long ld(): Retorna o ld da classe; 

virtual short NumberOfFiuxes(): Retorna o numero de fluxos. Por exemplo, no caso 

de urn problema de elasticidade, o fluxo tern tres valores. 

virtual short NumVariables(): Retorna o nllinero de variaveis de estado. No caso da 

elasticidade tri-dimensional tem-se 3 deslocamentos, dx, dy e dz. Ja nurn 

problema de fluxo de calor tem-se a temperatura como unica variavel; 
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virtual void SetForcingFunction(void (*fp)(DoubleAVec &loc, DoubleAVec 

&result)): Permite definir urn vetor de carga sob a forma de fun9ao; 

virtual void Print(ostream & out = cout): Imprime as caracteristicas do material, na 

saida definida por out; 

virtual int Variablelndex(char *name): Retoma o indice da variavel com nome name; 

virtual void Solution(TFMatrix &Sol, TFMatrix &DSol, int var, DoubleAVec 

&Solout, int &numvar): Retorna a solu9ao associada como indice var, dado os 

valores de estado e suas derivadas em Sol e DSol. 0 indice var e obtido com 

Variablelndex ("nome_ da_ variavef'). 

Observacao: Suponha que queira-se obter a pressao no ponto p=(,;o,TJoJ.O procedirnento 

para obter este valor e o seguinte: 

Primeiro e obtido o indice da variavel com 

var=materiai.Variablelndex ("pressao") 

Como segundo passo chama-se a fun9ao Solution(p,var,sol,numvar) do objeto tipo 

TCompel. 0 valor da pressao e retornado em sol. Em numvar e retomado o niunero de 

variaveis (neste caso e urn porque a solu9ao requerida e escalar). 0 objeto TCompel. 

calcula o valor e as derivadas da( s) fun9ao( iies) no ponto p e passa estes valores para 

fun9ao Solution do objeto do tipo TMaterial. 

4.4.1.1. TBndCond 

Implementa a defini9ao da condi9ao de contomo. Os objetos do tipo TBndCond 

nao irnplementam a condi9ao de contomo, apenas armazenam os dados utilizados pelos 

objetos do tipo TMaterial para a aplicayao das mesmas. Para garantir a compatibilidade 

como objeto do tipo TMaterial, o construtor e acessivel apenas aos objetos deste tipo. 

VARIAVEIS MEMBRO 

As seguintes declara9iies deixam as variaveis membro desta classe acessiveis para 

as classes do tipo TMaterial: 

friend class TMat1dLin; 



friend class TMat2dLin; 

friend class TMatBiot; 

friend class TPMat; 

As variaveis membro para esta classe sao: 

long fNumber: Nfunero da condi<;ao de contomo (1 b [' 2, 1 3 ...... 1 
0

); 

int fType: Tipo da condi<;ao de contomo (Dirichlet, Neuman, Mixto ); 

TFMatrix fBcVal1: Valor da primeira condi<;ao de contomo; 

TFMatrix fBcVal2: Valor da segunda condi<;ao de contomo; 
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TMaterial *fMatPtr: Retorna urn ponteiro para o objeto TMaterial que criara a 

condi<;ao de contomo. 

METODOS DO TIPO PRIVADO 

TBndCond(long number, int type, TFMatrix &val1, TFMatrix &val2): Construtor 

da classe; 

TBndCond(TBndCond & be): Construtor de c6pia. 

METODOS DO TIPO PUBLICO 

long Number(): Retorna o nfunero da condi<;ao de contomo; 

int Type(): Retoma o tipo da condi<;ao de contomo; 

TFMatrix &Val1(): Retoma o prirneiro valor da condi<;ao de contomo; 

TFMatrix &Val2(): Retorna o prirneiro valor da condi<;ao de contomo; 

TMaterial *MatPtr(): Retoma urn ponteiro para o material que criara a condi<;ao de 

contomo; 

static TBndCond *CreateNodBc(int num, int type, TFMatrix &val1, TFMatrix 

&val2): Retorna urn objeto do tipo TBndCond. Este objeto e a condi<;ao de 

contomo com nfunero num, e do tipo type, e tern os valores val1 e val2. 0 

objeto retomado por este metodo nao esta associado a nenhum tipo de material; 
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void Print(ostream & out = cout): Imprime as caracteristicas do objeto na saida 

definida por out; 

4.5. MONTAGEM E SOLU9AO DO SISTEMA DE EQUA90ES -

CLASSE TAnalysis 

Urn ambiente orientado a objetos fomece urn conjunto de classes que o usuario 

usara para implementar suas pr6prias aplica.yoes. Dentro do ambiente PZ existe uma 

classe charnada de T Analysis. que tern como objetivo principal cbamar de forma 

ordenada os metodos das classes do ambiente PZ segundo a sequencia do cilculo. Esta 

classe chama os metodos da malha geometrica e malha computacional para calcular o 

nfu:nero de equa.yoes do sistema, a largura da banda, escolher o tipo de matriz mais 

conveniente para a matriz de rigidez global, resolver o sistema, etc. 

VARIAVEIS MEMBRO 

TGeoGrid *fGeoGrid: Malha geometrica; 

TCompGrid *fCompGrid: Malha computacional; 

TMatrix *fStiffness: Matriz de rigidez global. Deve-se notar que ela esta apontando a 

classe base TMatrix, o que nos perrnite inicializa-la com os diferentes tipos de 

matrizes disponiveis no TMatrix; 

TFMatrix *fRhs: Vetor de carga global do sistema de equa<;oes, a ser montado por esta 

classe; 

TFMatrix *fSolution: Nesta matriz e armazenada a solu<;iio do sistema linear montado 

nesta classe. 

TBiock *fBiock: Este objeto do tipo TBiock e usado para montar a matriz de rigidez. 

Cada bloco esta associado ao nfu:nero de graus de liberdade de cada n6. 

void (*fExact)(DoubleAVec &loc, DoubleAVec &result, TMatrix &deriv): Esta 

fun.yao e a solu<;iio exata do problema; e usada para calcular a norma da energia e 

a norma da media quadratica. 
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TMatrixSolver fSolver;: Esta varia vel e usada para que seja possivel gerenciar com 

mais facilidade OS diferentes tipOS de metodos diretOS e indiretOS que a classe 

TMatrix implementa. 

METODOS DO TIPO PUBLICO 

TAnalysis(TCompGrid *calcgrid): 0 objeto do tipo TAnalysis e inicializado com a 

malha geometrica na qual sao feitos todos OS calculos; 

void SetBiockNumber(): As equayoes da malha sao renumeradas segundo o 

algoritmo de Cuthill-McKee; 

long NumEquations(): Retorna o mimero de equayoes do sistema; 

long BandWidth(): Calcula a largura da banda do sistema; 

int BlockBandWidth(): Calcula a largura da banda do sistema em blocos; 

void SetMatrix(TMatrix *stiff): Inicializa a matriz global do sistema com stiff. 

void Assemble(): Monta a matriz de rigidez global; 

void Solve(): Inverte a matriz de rigidez; 

virtual void Run(VoidPtrVec &scalnames, VoidPtrVec &vecnames, char 

*plotfile, ostream &out = cout): Chama a sequencia apropriada de metodos 

para construir a soluyao a cada espayo de tempo (montagem do sistema global de 

equayoes, soluyao do sistema, chamada as interfaces com os p6s-processadores). 

Nos argumentos scalnames e vecnames sao passados os nomes das variaveis 

escalares e numericas respectivamente; se estas listas estao vazias, as classes que 

montam a interface com os p6s-processadores nao sao ativadas; 

void LoadSolution(): Carrega a solw;:ao dentro da malha computacional; 

void SetExact(void (*f)(DoubleAVec &loc, DoubleAVec &result, TMatrix 

&deriv)): Deixa a variavel membro fExact apontando para f; 

void PostProcess(DoubleAVec &loc, ostream &out= cout): Imprime o calculo da 

norma da energia, norma da media quadratica e o erro baseado no fluxo; 

TMatrixSolver & Solver(): Devolve uma referencia para urn objeto do tipo 

TMatrixSolver; isso perrnite manipular todas as possibilidades implementadas 

para a soluyao de sistemas de equayoes, seja por metodos diretos ou iterativos; 
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4.6. PROGRAMA EXEMPLO 

A seguir e apresentado urn prograrna que utiliza as classes do ambiente PZ. Urn 

programa principal - mainO - precisa de dois arquivos de dados, urn para a leitura da 

rnalha gerada pelos pre-processadores e outro para a leitura das condic;oes de contomo. 

Esta e uma abordagern rnuito natural pois pennite aplicar diferentes condic;oes de 

contomo para urna rnesrna geornetria. Neste exernplo, esses arquivos sao "chave.msh" e 

"chave.mat", que correspondern ao teste da pagina 107, porern para urn dominio sern 

subestruturac;iio. Urna explicac;iio sabre este prograrna e apresentada depois do c6digo. 

4.6.1. COD/GO EXEMPLO 

1.#include "pzgrid.h" 

2.#include "pzcgrid.h" 

3.#include "analysis.h" 

4.#include "tsbndmat.h" 

5.#include "modulef.h" 

6.#include "pzgeoel.h" 

?.#include "compel2d.h" 

8.#include "elasmat.h" 

9.#include "voidvec.h" 

//Malha geometrica 

//Malha computacional; 

//Ciasse TAnalysis 

//Matriz banda simetrica 

//Ciasse que le uma malha gerada pelo Modulef 

//Eiemento geometrico 

//Eiemento computacional bi-dimensional. 

//Material elastico 

//vetor de ponteiros 

10.void ReadMateriaiBC(char *filename, TCompGrid &c, TAnalysis *&an); 

11.void main() { 

12. TGeoGrid *g =new TGeoGrid; 

13. TCompGrid *c =new TCompGrid(g); 

14. TGeoGrid::gCurrent = g; 

15. TCompGrid::gCurrent = c; 

16. TModulef arq("chave.msh"); 

17. arq.Read(*c); 

18. TAnalysis *a= 0; 



19. ReadMateriaiBC("chave.mat",*c,a); 

20. VoidPtrVec scalnames(4),vecnames(4); 

21. scalnames[O] = "Pressure"; 

22. scalnames[1] = "MaxStress"; 

23. scalnames[2] = "SigmaX"; 

24. scalnames[3] = "SigmaY"; 

25. vecnames[O] = "Displacement"; 

26. vecnames[1] = "PrincipaiStresses 1"; 

27. vecnames[2] = "PrincipaiStresses 2"; 

28. vecnames[3] = "DisplacementS"; 

29. nt numeq = (int) a->NumEquations(); 

30. a->SetBiockNumber(); 

31. lnt band= (int) a->BandWidth(); 

32. TSBMatrix *s = new TSBMatrix(numeq,band); 

33. a->SetMatrix(s); 

34. a->Solver(). SetDirect(ECholesky); 

35. a-> Run( scalnames, vecnames, "sample.dx"); 

36. delete g; 

37. delete c; 

38. delete a; 

39.} 

4.6.2. EXPLICA(:AO DO COD/GO EXEMPLO 
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Nas linhas I a 9 estiio incluidos os cabe9alhos (headers). No c6digo exemplo 

cada header tern sua explica9iio ao !ado como comentario. A linha I 0, da fun9iio void 

ReadMateriaiBC(char *filename, TCompGrid &c, TAnalysis *&an), sera explicada 

com rnais detalbes no ANEXO. 

A seguir, cada linba do c6digo sera explicada separadamente: 

•Linha 12 : Declara9iio de urn ponteiro para malha geometrica; 
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• Linha 13 : Declaras;ao de urn ponteiro para malha computacional; 

•Linha 14 : A variavel global gCurrent fica apontando para a malha 

geometrica g; 

•Linha 15 : A variavel global gCurrent fica apontando para a malha 

computacional c; 

•Linha 16: E criado o objeto arq do tipo TModulef. Este tipo de objeto permite 

ler malhas geradas pelo prograrna MODULEF; 

•Linha 17 : Sao criados nos e elementos geometricos segundo a malha gerada 

pelo prograrna MODULEF. Os nos e elementos criados estao referenciados pela 

malha computacional c; 

•Linha 18 : Declaras;ao de urn ponteiro nulo do tipo T Analysis; 

•Linha 19 : Leitura das condis;oes de contomo do arquivo "chave.mat". Estas 

condivoes de contomo sao aplicadas aos elementos computacionais de c. A 

Seguir e criado urn objeto TAnalysis tendo como base a malha c. Este objeto 

T Analysis e apontado pelo ponteiro a; 

•Linha 20 : Declaras;ao dos vetores de ponteiros que guardarn os nomes das 

variaveis escalares ( scalnames(4)) e vetoriais ( vecnames(4) ); 

Da Iinha 21 a 28 sao passadas os nomes das variaveis escalares e vetoriais; 

•Linha 29 : Calculo do numero de equavoes do sistema global ou tamanho do 

sistema de equas;oes; 

•Linha 30 : A funs;ao SetBiockNumber() renumera a malha segundo o 

algoritmo de Cuthill-McKee; 

•Linha 31 : Ca!culo do tamanho da banda do sistema global; 

•Linha 32: Crias;ao dinfunica de uma matriz banda sirnetrica s. Podem ser usados 

diferentes tipos derivados da classe TMatrix. Como exemplo, podem ser 

citados: 

TSkyiMatrix *s =new TSkyiMatrix(numeq);//matriz skyline simetrica 

TSSpMatrix *s = new TSSpMatrix(numeq);//matriz esparsa simetrica 
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•Linha 33 : A matriz s esta sendo colocada dentro do objeto da classe 

T Analysis. Isso permite montar o sistema global de equa9oes com a esparsidade 

des (matriz banda simetrica). Pode-se usar qualquer tipo de matriz derivada da 

classe TMatrix como argurnento de SetMatrix(s), mas tern que ser 

concordante com o tipo de problema que esta sendo aproximado. Como 

exemplo, tem-se que a equayao u" + u' = f(x) nao resulta em urn sistema 

simetrico na aproximayao por elementos finitos, ou seja, nao se pode usar as 

matrizes simetricas da classe TMatrix para o sistema global. 

•Linha 34 : Nesta linha escolhe-se o metodo a ser usado para resolver o sistema 

de equayoes. Neste exemplo esta sendo usado o metodo de Cholesky. Esta linha 

pode ser mudada por qualquer uma das seguintes linhas: 

a->Solver().SetDirect(ELU);//decomposicao LU 

a->Solver().SetDirect(ELDLt);//decomposicao LOU 

a->Solver().SetJacobi(30, 1 E-8, 0);//30 iteracoes de Jacobi 

a->Solver().SetSOR(10, 0.5, 1E-8, 0);//10 iteracoes de SOR 

a->Solver().SetSSOR(20, 1.3, 1 E-8,0);//20 iteracoes de SSOR 

•Linha 35 : Esta fun<;:ao monta o sistema global e o resolve segundo o met6do da 

linha 34. 0 primeiro argurnento passa o nome das variaveis escalares de acordo 

com as linhas 21, 22, 23 e 24. Os nomes das variaveis vetoriais (linhas 25, 26, 

27 e 28) sao passadas no segundo argurnento. 0 terceiro argurnento e usado 

para criar urn arquivo de interface onde serao escritos os resultados para urn 

p6s-processamento. 0 tipo de formato que este arquivo tera depende da 

extensao de seu nome. Se a extensao for "pit" sera criado urn formato para 

leitura no VIEW3D. No caso da extensao "pos" cria-se urn formato para leitura 

no MVIEW, e sea extensao for "dx" (como neste exemplo) sera criado urn 

formato para o DATA EXPLORER. Se urn dos vetores com os nomes das 

variaveis e vazio, ele nao cria nenhurn arquivo de interface. 

•Nas linhas 36, 37 e 38 sao apagados a malha geometrica, a malha computacional 

e o objeto da classe TAnalysis respectivamente. 
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5. CLASSE TMatrix ORIENTADA A OBJETOS 

5.1. VIS.AO GERAL 

Existem atualmente muitas bibliotecas que manipulam matrizes com muita 

eficiencia, tais como LAP ACK, LINP ACK, EISPACK'. Pon!m, essas bibliotecas foram 

concebidas com uma filosofia estrutural, o que as toma dificeis de serem manipuladas e 

estendidas. Suas novas versoes "orientadas a objeto", como por exemplo LAPACK++, 

sao adapta<;oes das versoes estruturadas e ni'i.o incorporam as vantagens oferecidas por urn 

projeto orientado a objetos. Outro inconveniente dessas bibliotecas e usar muitos 

argumentos na chamada de suas fun<;oes, tornando seu uso tedioso. 

0 objetivo da cria<;i'i.o da classe TMatrix foi o desenvolvimento de uma biblioteca 

de uso geral, orientada a objetos, que: 

• manipule matrizes com diferentes padroes de armazenamento; 

• seja facil de usar e portatil para diferentes plataformas; 

• que use os conceitos de encapsulamento, heran<;a, abstra<;i'i.o de dados; 

• que seja, sobretudo, de facil manuten<;i'i.o. 

Os calculos de elementos finitos geram sistemas lineares de equa<;oes [K][u]=[F], 

onde a matriz de rigidez (K) pode ser simetrica ou ni'i.o-simetrica, dependendo da equas;i'i.o 

diferencial modelada. Ainda segundo a estrutura da malha, K pode ser melhor armazenada 

em estrutura de Banda ou Skyline (ver FIGURA 5-1). Isso mostra a necessidade de ter 

uma biblioteca que manipule diferentes tipos de matrizes. 

1 Maiores infonnavoes sobre essas bibliotecas podem ser encontradas em ANDERSON et al. 

(1995) e BUNCH et al. (1979). 
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FIGURA 5-1- Exemplos de matriz de rigidez: (a) banda e (b) skyline. 

A biblioteca chamada de TMatrix contem as seguintes matrizes: 

L matrizes nao simetricas: 

• matriz cheia; 

.. matriz banda; 

• matriz esparsa; 

2. matrizes simetricas: 

• matriz cheia; 

• matriz banda; 

• matriz skyline; 

• matriz esparsa; 

3. co ndensar;ao estatica. 
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5.2. ESTRUTURA DAS CLASSES TMatrix 

Uma matriz e urn arranjo ordenado de dados que permite diferentes tipos de 

opera9oes sobre o mesmo. Com a inten9ao de abstrair a ideia de matriz, existe uma classe 

base que define urn conjunto de metodos padrao para todos os tipos de matrizes. Porem, 

cada urn destes metodos podera ter uma implementavao apropriada segundo o tipo de 

matriz. Esta biblioteca possui varios tipos de matrizes
2

, cada uma com uma alocaviio de 

memoria apropriada, assim como algoritmos especializados para manipular estas 

alocav5es. Estas particularidades sao ou nao implementadas nas classes derivadas. Existe 

ainda outra classe derivada que serve de classe base para as matrizes do tipo simetricas. 

Estas duas classes base sao do tipo virtual, isto e, nao fazem nenhurn tipo de alocayaO, 

apenas perfilam o comportamento das classes filhas. 

Na FIGURA 5-2 pode-se observar a estrutura desta classe. Tem-se ainda que o 

usuario e livre para derivar suas pr6prias classes. 

)rspMatrix 

.....-lrFBMatrix 

lrMatrix I< - · -JrFMatrix 

'I TMatRed 

FIGURA 5-2- A estrutura das classes derivadas de TMatrix. 

2 A classe TMatrix e a classe base dessa biblioteca, que contem diferentes tipos de matrizes 

derivadas. Daqui em diante, o termo as classes TMatrix estara se referindo a biblioteca inteira. 

Exemplos de utilizas:ao desta biblioteca podem ser obtidas na pagina internet 

http://www.cenapad.unicamp.br/-phil/matrix.htlm. 
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5.3. A CLASSE BASE TMatrix 

Esta e a classe base da qual OS diferentes tipos de matrizes foram derivadas. Nesta 

classe define-se o comportamento que sera implementado pelas classes derivadas. Na 

classe TMatrix tambem estao definidos viirios tipos de flags, que contem informavoes 

sobre o "estado" da matriz, como por exemplo, se a matriz foi decomposta e qual 

decomposiyaO foi utilizada. A obtenyaO deste dado e justificavel, porque a matriz 

resultante de uma decomposiviio (Cholesky, LU, LDLt, etc.) e guardada na propria 

matriz. 

Tambem foi admitido que qualquer operaviio algebrica entre matrizes retorna uma 

matriz cheia. Esta lirnitaviio cobre 99% dos casos e evita a implementaviio de urn grande 

nfunero de metodos virtualmente inuteis (por exemplo multiplicaviio matriz "skyline" com 

matriz esparsa, banda com "skyline", etc.). 

Viirias operavoes com sub-matrizes foram implementadas, como por exemplo 

colocar urna sub-matriz dentro de urna matriz, copiar uma sub-matriz para uma matriz e 

somar urna sub-matriz com uma matriz. As mesmas opera96es com sub-matrizes tambem 

poderiam ser feitas com objetos do tipo TBiock, porem foram implementadas para 

matrizes para que o programador nao precise definir urn objeto do tipo TBlock se for 

realizar urna operaviio simples com urna sub-matriz. 

A classe TMatrix nao aloca memoria para armazenar os elementos, e uma classe 

virtual. Mesmo assim, utilizando os metodos GetVal e PutVal (ou o operador () 

sobrecarregado ), viirios metodos de decomposiviio foram implementadas. Isso implica que 

qualquer classe derivada da classe TMatrix dispoe de urn conjunto de algoritmos de 

decomposiviio. Porem, para melhorar a eficiencia da implementaviio, a maioria dos 

metodos de decomposiviio sao redefinidos nas classes derivadas. As decomposis;oes 
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simetricas, Cholesky, LDLt, usam a parte inferior da diagonal da matriz, assumindo que a 

matriz que a esta chamando e simetrica. 

sao: 

Existem tres metodos que precisam ser implementados nas classes derivadas. Estes 

virtual void PutVal(int row, int col, REAL value). 

-Toma o elemento (row,col) igual a value; 

virtual REAL &GetVal(int row,int col). 

-Retoma uma referencia ao elemento (row,col); 

virtual void Mult(TFMatrix &matin, TFMatrix &matout, int opt). 

-Este metodo implementa a multiplica<;ao entre a matriz corrente e matin; o 

resultado desta opera<;ao e retomado em matout. A op<;ao opt indica se a matriz corrente 

ou sua transposta sera usada na multiplica<;ao. 

Quando uma classe e derivada da classe TMatrix, o usuario tern a op<;ao de 

definir PutVal e GetVal e/ou Mult. Dependendo do metodo a ser implementado, esta 

classe derivada pode ganhar certa funcionalidade ou nao. Em urn certo nivel de abstra<;ao, 

uma matriz e uma transforma<;ao de urn vetor em R" em outro vetor em Rm· Assim, e 

suficiente definir esta transforma<;:ao e a matriz existira sem a capacidade de retomar e 

colocar elementos dentro de si mesma. A matriz que implementa esta transforma<;ao em 

Mult apenas pode ser invertida somente com metodos iterativos. Classes que implementam 

PutVal e GetVal nao precisam implementar Mult, porque a classe TMatrix implementa 

este comportamento. Nao obstante, para aumentar o desempenho da classe derivada pode­

se redefinir Mult tirando vantagem da esparsidade da matriz. A charnada de urn metodo 

que use PutVal e GetVal dentro de uma classe em que nao tenham sido implementadas, 

pode causar erro e a saida da execu.;:ao. A seguir serao apresentadas as classes derivadas 

da classe TMatrix. 
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5.3.1. TFMatrix 

Implementa o esquema de armazenamento de matrizes cheias. Os elementos desta 

matriz sao alocados dinamicamente e armazenados num vetor. Este tipo de 

armazenamento inclui matrizes quadradas e retangulares. 

0 armazenamento dos elementos da matriz e feito num vetor, e sao guardados por 

co luna. A transformayao desta alocayao e dada por i+j*Num _ Colunas, conforme esquema 

mostrado na FIGURA 5-3. 

0 4 8 12 [ "'""' a(O.I) a(0,2) 

"'""] I 5 9 13 a(l.O) a( I. I) a(l.2) a(I,3) 

2 6 10 14 
~a(i,j) = i+j*Num_ Coluuas~ a(2.0) a(2.1) a(2.2) a(2,3) 

a(3,0) a(J.l) a(3,2) a(3,3) 

3 7 II 15 

a(i,j)=i+j*4 

FIGURA 5-3- Esquema da aloca~ao da classe TFMatrix. 

Este objeto permite usar urn "pedavo" de memoria dada pelo usm\rio para alocar 

seus elementos. Isto e possivel pelo fato que os elementos sao alocados num vetor de 

doubles. Porem o tamanbo da memoria fornecida pelo usmirio tern que ser coerente como 

tamanbo requerido pela matriz. 

5.3.2. TFBMatrix 

Esta classe gerencia matrizes do tipo banda nao simetrica, porem trabalha somente 

com matrizes quadradas. A correspondencia entre a posiyao dos elementos na matriz e a 

posivao dos mesmos na memoria alocada e dada pela seguinte expressao: 

a(i,j)=elemento _ na _ memoria[tamanho _ da_ Banda*(2*i+ l)+j} 
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Na elabora<;iio da classe para este tipo de matriz, foi admitido que senarn 

manipuladas apenas matrizes quadradas. Como argumentos do construtor tem-se a 

dimensiio da matriz e o tarnanho da banda. Assim, uma matriz quadrada com dimensao 6 e 

banda 2 tera que ser declarada como TFBMatrix a(6,2). Na FIGURA 5-4 mostra-se a 

correspondente aloca<;iio de memoria para esta declara<;iio. 

0 0 0 I 2 lo 2 0 

0 3 4 5 6 13 4 5 6 
+-a(i,j) = [b*(2*i+l)+j] +-

7 8 9 10 11 17 8 9 10 11 
b=Tamanbo da banda I 

12 13 14 15 
12 13 14 15 16 

I 

I 
17 18 19 20 0 l 

17 18 19 

0 21 22 
21 22 23 0 0 

a(ij)=2*(2*i+ I )+j 

FIGURA 5-4- Esquema da alocaf;iO da classe TFBMatrix. 

Ao se estudar a quantidade de aloca<;iio requerida para uma matriz, tem-se que 

para uma matriz com dimensao igual a n e banda igual a b sao alocados (2*b+ 1) *n 

elementos. Para uma matriz cheia quadrada, o numero de elementos e igual a n'. Se for 

definida a memoria poupada como sendo a diferen<;a entre uma aloca<;iio tipo banda e uma 

aloca<;iio tipo matriz cheia, pode-se escrever a seguinte expressao: 

memoria _poupada= n
2 

- (2 *b+ 1) *n > 0 

Resolvendo-se a expressiio acima, tem-se que b < (n+ 1)12, ou seja, so e possivel 

realmente poupar memoria se o tarnanho da banda for menor que a metade da dimensao 

da matriz. 

l 
I 
I 
I 

161 

201 

23J 
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Assim, nao e vantajoso do ponto de vista da alocac;;ao de memoria usar urn objeto 

do tipo TFBMatrix se a banda for maior que a metade da dimensao da matriz. 

5.3.3. TSpMatrix 

Esta classe utiliza esquema de armazenamento do tipo esparsa nao simetrica. Para a 

alocac;;ao dos elementos deste tipo de matriz foi criada a classe TLink, que implementa 

uma lista ligada com mimero indefinido de elementos. Na classe TLink sao feitas 

operac;;oes de inserir, adicionar, remover e retornar elementos da lista. 0 tempo de busca 

de urn elemento da matriz e otimizado pela utilizac;;ao da func;;ao Getlast, que retorna o 

ultimo elemento pedido. Este artificio aumenta o desempenho, principalmente na 

decomposic;;ao de matrizes. 

Por exemplo, na lista ligada da FIGURA 5-5, no caso de se estar trabalhando com 

o elemento 6, e for necessario usar o elemento anterior, que e o elemento 5, seria 

necessario percorrer a lista inteira para retorna-lo. Mas com a func;;ao Getlast, retorna­

se o elemento 5 imediatamente, sem a necessidade de percorrer toda a lista. Quando o 

elemento anterior nao existir na alocac;;ao de memoria, e retornado zero. 

--- j 

[] EJ 
NEXT 

Fl G URA 5-5- List a ligada. 

Em seguida e mostrado urn exemplo de alocac;;ao de memoria para uma matriz de 

5x8, mostrada na FIGURA 5-6. 
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X X 0 X X X xl 

X X X 2 X X X xl 
X X X X X X X 

XI 

X 3 X X X X X X! 

X X X 4 5 X X 6J 

FIGURA 5-6- Exemplo de uma matriz esparsa. 

Esta matriz de 40 elementos s6 tern 7 elementos alocados, de acordo com o 

esquema das seguintes listas ligadas, mostrado na FIGURA 5-7. Os nllineros inferiores 

indicam a posi9iio na lista. 

NEXT 

NEXT 

FIGURA 5-7- Esquema de alocaf;iiO dos elementos da matriz esparsa. 
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Na FIGURA 5-7, LO, Ll, L2, L3, e L4 sao ponteiros que apontam para o primeiro 

elemento de cada linha. Assim, quando uma matriz e declarada, sirnplesmente deixa-se 

os ponteiros apontando para os primeiros elementos de cada linha, sem ser feita nenhuma 

alocar;ao. Os elementos vao sendo alocados segundo vao sendo criados. Nao e verificado 

se o elemento e diferente de zero antes de ser alocado, pois isso dirninuiria o desempenho 

da alocar;ao, e alem disso, nao h:i necessidade de alocar elementos nulos em uma matriz 

esparsa. 

A entrada e a saida de elementos da matriz podem ser efetivadas atraves das 

funr;oes Put e Get, respectivamente (que verificam se os elementos manipulados 

pertencem ao dominio da matriz) ou PutVal e GetVal, que nao fazem nenhum tipo de 

verificar;ao. Tambem poderia ser usada a funr;ao Input da classe TMatrix, que faz uma 

varredura da matriz inteira para ler os elementos. Porem, isso nao teria sentido, ja que uma 

matriz esparsa contem apenas alguns elementos diferentes de zero. 

Esta matriz pode ser quadrada ou nao, por isso, para declarar uma matriz deste 

tipo, e passado o nU:rnero de linhas e o nU:rnero de colunas da matriz. Para o exemplo 

anterior, tem-se a declarar;ao TSpMatrix a(5,8). 

5.3.4. TMatRed 

Esta classe e usada para condensar;ao estatica. Maiores informar;oes encontram-se 

no capitulo "Subestruturar;ao". 

5.3.5. TSimMatrix 

Para a irnplementar;ao de matrizes sirnetricas foi derivada da classe base TMatrix a 

classe TSimMatrix. Esta classe tambem e uma classe base, na qual foram definidas todas 

as operar;oes permitidas entre matrizes sirnetricas e matrizes nao sirnetricas. As matrizes 

sirnetricas sao as seguintes: TSFMatrix (Symmetric Full Matrix), TSBMatrix 
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(Symmetric Banded Matrix), TSSpMatrix (Symmetric Sparse Matrix) e TSSkylMatrix 

(Symmetric Sky-Line Matrix). Dentro da classe TSimMatrix estao implementadas 

operayoes de ilgebra matricial e metodos para resoluviio de sistemas de equayoes usando 

as funvoes GetVal e PutVal. Para as matrizes simetricas, estao implementados dois 

metodos de resoluyao de sistemas, a decomposivao de Cholesky, s6 se aplica a matrizes 

definidas positivas, e a decomposiyao LDLt, que se aplica a matrizes niio definidas 

positivas tambem. 

5.3.6. TSFMatrix 

Esta classe gerencia matrizes do tipo simetricas cheias. A correspondencia entre 

urn elemento da matriz e urn elemento alocado e dado pela seguinte expressao: 

elemento _a(i,j)=alocarao[i*(i+ J)/2+j] 

A FIGURA 5-8 mostra esquematicamente as alocayoes da matrizA(4,4). 

[o] 1 3 6 

[I] [4] 2 4 7 

[2] [s] [ 7] 
a(i,j)=[i*(i+ 1 )/2+j] 

4 5 8 
[3] [ 6] [8] [9] 

l3 7 8 9 

FIGURA 5-8- Esquema de aloca~iio da classe TSFMatrix. 

0 construtor de uma matriz simetrica cheia tern apenas urn argumento, pois toda 

matriz simetrica e quadrada. Dessa forma, ao inves de se declarar TSFMatrix a(4,4), 

declara-se TSFMatrix a(4). 
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5.3. 7. TSBMatrix 

Esta classe implementa o esquema de armazenamento para matrizes de banda 

simetrica. Para cada elemento na diagonal aloca-se dinamicamente urn vetor do tamanho 

igual ao da banda da matriz. Isto foi feito com a inten91io de se ganhar urn pouco mais de 

desempenho na decomposiyao de matrizes. Os algoritmos usados para a decomposiyao 

por Cholesky e LDLt trabalham por co lunas, portanto, uma alocayao por co lunas facilita o 

retorno da posi91io de cada elemento. 

A loca!izayao do elemento em cada coluna e dada por uma simples operayao de 

subtra91io entre a posi91io da coluna e a posi91io do elemento da diagonal, conforme 

mostrado na FIGURA 5-9. Por exemplo, para o elemento a(3,4) tem-se que a posi91io do 

mesmo e 4-3=1, no vetor correspondente a coluna 4. 

X 

X X 

a a 

(0.0) (0,1) (0.2) 

D a 

0 (1,1) ( 1,2) 

D 

I (2,2) 

2 

5.3.8. TSSpMatrix 

a 

a 

(1,3) 

a 

(2,3) 

D 

(3,3) 

3 

a 

a 

(2.4) 

a 

(3,4) 

D 

(4,4) 

4 

a 

a 

a 

D 

~0,0) ~0,1) ~0,2) 

~LO) ~Ll) a(L2) a(1,3) 

A(5,2) = ~2,0) a(2,1) ~2,2) a(2,3) ~2,4) 

~3,1) ~3,2) ~3,3) ~3.4) 

~4,2) a(4,3) ~4.4) 

FIGURA 5-9- Esquema da aloca~lio da classe TSBMatrix. 

Esta classe gerencia matrizes simetricas do tipo esparsa. A filosofia utilizada para a 

alocayao deste tipo de matriz e igual a da classe TSpMatrix (matrizes esparsas nao 
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simetricas ), porem nesta classe as listas ligadas partem dos elementos da diagonal da 

matriz. 

A declara9ao de uma matriz do tipo TSSpMatrix requer apenas urn argurnento, 

ou seja, a dimensao da matriz, uma vez que a matriz e simetrica e, portanto, quadrada. 

5.3.9. TSky/Matrix 

Esta classe gerencia matrizes do tipo "skyline". Quando urn objeto do tipo 

TSkyiMatrix e criado, sao alocados vetores de tamanho igual a 1 sabre os elementos da 

diagonal. Isso e conseguido com auxHio de uma classe que foi denominada TColuna. A 

classe TColuna gerencia a alocayao de urn vetor redimensiomivel, sendo passive! apenas 

incrementar o nfunero de elementos do vetor e nunca diminuir, pois seria dispendioso em 

termos de tempo construir urn outro vetor de tamanho menor, copiar os elementos do 

vetor urn a urn e eliminar o vetor anterior. 

Urn objeto do tipo TColuna guarda tn~s informa9iies importantes: os elementos da 

coluna (Vet), o tamanho da coluna (VetSize) eo tamanho rruiximo da coluna (Size), que 

depende da posi9ao na diagonal onde a coluna sera alocada. Os elementos da matriz sao 

retomados segundo a seguinte expressao: 

{

0.0 se Dj.Size s (j -i) 
A(. ") V. . 

l,j l < J . . . . . . . 
D;.Vet(; -t) se D;.Stze > (; -t) 

5.4. GERENCIAMENTO DOS METODOS DE SOLUt;.AO DE 

SISTEMAS LINEARES 

Conforme ja foi mencionado, a classe TMatrix define urn comportarnento que as 

classes derivadas precisarn implementar ou nao dependendo de suas caracteristicas 

pr6prias. A classe TMatrix declara e implementa diferentes metodos para a resolu9ao de 

sistemas lineares, que as classes derivadas podem redefinir ou nao, com a inten9ao de 

melborar sua eficiencia. Alem dos metodos para solu9ao de sistemas lineares definidos e 
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implementados, esta classe possui urna interface para os arquivos header da biblioteca 

TEMPLATES
3

• Como tal, a classe TMatrix define e implementa os seguintes metodos: 

metodos diretos: 

• decomposio;iio de LU; 

• decomposio;iio de Cholesky; 

• decomposio;ao de LDLt; 

metodos iterativos: 

• metodo de Jacobi; 

• SOR (Successive Overrelaxation Method); 

• SSOR (SymmetricSuccessive Overrelaxation Method); 

• CG (Conjugate Gradient) pre-condicionado; 

• Metodo GMRES (Generalized Minimal Residual Method) pre-condicionado. 

0 pre-condicionador do CG e do GMRES e implementado como urn objeto da 

classe TSolver. Geralmente e urn metodo direto ou iterativo aplicado na mesma matriz 

objeto. Para facilitar o gerenciamento desta enorme quantidade de combinao;oes, foi criada 

separadamente uma classe TSolver, que associa urn objeto do tipo TMatrix a urn metodo 

de soluo;iio. Como exemplo, pode-se imaginar o GMRES sendo condicionado por duas 

iterao;oes do GC que por sua vez e pre-condicionado por uma iterao;iio do SSOR. 

5.5. TRATAMENTO DE BLOCOS. 

A classe TBiock implementa uma divisiio 16gica da matriz em blocos de tamanho 

variavel. 0 construtor tern tres argumentos: urn ponteiro para urn objeto do tipo TMatrix, 

urn inteiro que e o numero de blocos na diagonal da matriz, e outro que e a dimensiio de 

cada bloco na diagonal. A classe TBiock niio modifica a matriz. Ela aurnenta a capacidade 

de endereo;ar os elementos da matriz por blocos. 

3 
Sobre a biblioteca TEMPLATES, ver BARRET et al. (1994). 
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0 objeto do tipo TBiock contern duas informm;oes basicas: a posic;ao do bloco na 

diagonal e sua dirnensao. A FIGURA 5-l 0 e urn exernplo de urna rnatriz dividida ern tres 

blocos de diferentes dirnensoes: o bloco 0, de dirnensoes 2x2, o bloco 1, de 3x3, eo 

bloco 2 de 2x2. 

[() ()] [() () ()] [() ()] 
()() ()()() ()() 

[
() ()] [() () ()] [() ()] 
()() ()()() ()() 
()() ()()() ()() 

[() ()] [() () ()] [() ()] 
() () () () () () ()" 

FIGURA 5-10- Esquema de matriz dividida em blocos. 

As informac;oes basicas sao suficientes para calcular tarnbern a posic;ao e a 

dirnensao de qualquer bloco fora da diagonal, de acordo corn o esquema rnostrado na FIG. 

11. Por exernplo, o bloco cuja posic;ao e (1 ,2) tern dirnensao 3x2 (no esquema, a linha 1 

corresponde a dirnensao 3, e a co luna 2 corresponde a dirnensao 2). 

IPosic;ao na Diagonal 0 1 2 

foirnensao 2 3 2 

FIGURA 5-11- Informa~iies contidas no objeto Tblock. 

Este construtor inicialrnente s6 permite que os blocos da diagonal sejarn todos do 

rnesrno tarnanho. Por exernplo, se forern feitas as seguintes declarac;oes: 

TFMatrix A(5.5) 

TB/ock b(&A,3,2) 

1/declarar;ilo de uma matriz cheia 

1/declarar;ilo do bloco b com 3 blocos na diagonal 

1/cada bloco com dimensilo 2x2 

1/este bloco est a apontando para a matriz A 
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esquematicamente, seni obtido o arranjo mostrado na FIGURA 5-12. 

[ A(O,O) 

A(l,O) 

A(O,l)] 

A(l,l) 

[ A(0,2) 

A(1,2) 

A(0,3)] 

A(1,3) 

[ A(0,4) 

A(1,4) 

A(0,5)] 

A(1,5) 

[ A(2,0) 

A(3,0) 

A(2,1)] 

A(3,1) 

[ A(2,2) 

A(3,2) 

A(2,3)] 

A(3,3) 

[ A(2,4) 

A(3,4) 

A(2,5)] 

A(3,5) 

[ A(4,0) 

A(5,0) 

A(4,1)] 

A(5,1) 

[ A(4,2) 

A(5,2) 

A(4,3) J 
A(5,3) 

[A( 4,4) 

A(5,4) 

A( 4,5) J 
A(5,5) 

FIGURA 5-12- Arranjo ern blocos obtido para a rnatriz exernplo A. 

Agora, se na segunda declara<;1io acima, os do is ultimos argumentos do construtor 

n1io forem passados, o construtor assumini o numero de blocos na diagonal igual ao 

numero de elementos na diagonal, ou seja, assumini blocos de dimens1io lxl. Se forem 

feitas as declara<;oes: 

TFMatrix A(8,8) 

TB!ock b(&A) 

1/declarat;iio de uma matriz cheia 

1/declarat;iio do bloco b sem especificar 

1/o mimero de blocos nem o tamanho dos blocos 

o arranjo dos blocos na matriz sera o mostrado na FIGURA 5-13. 

rr J [ J [ J [ l [ l [ l [ l [ ll 
j[] [] [] [] [] [][][]I 
/[] [] [] [] [] [] [] []/ 
I[][][][][][][] []I 

I
I[][][][][][][] []

1
1 

I[][][][][][][] []I 
j[] [] [] [] [] [][][]I 
L[] [] [] [] [] [] [] []J 

FIGURA 5-13- Novo arranjo obtido para a rnatriz exernplo. 
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Este tipo de "visualiza<,:ao" da matriz pode ser modificado utilizando-se duas 

fun<,:oes. A primeira modifica<,:ao, o nfunero de blocos na diagonal, pode ser realizada com 

a fun<,:ao SetBiocks, que tern como argumento o novo nfunero de blocos que o objeto do 

tipo TBiock teni. 

Outra fun<,:ao utilizada para mudar o objeto do tipo TBiock e Set, que utiliza tres 

argumentos. 0 primeiro argumento fomece a posi<,:ao na diagonal do bloco a ser 

modificado, o segundo argumento, o novo tamanbo do bloco a ser modificado; por 

ultimo, com 0 terceiro argumento e fomecida a posi<,:ao relativa do primeiro elemento do 

bloco, com respeito a sua posi<,:ao na diagonal da matriz. 

Em seguida mostra-se como modificar o arranjo dos blocos da FIGURA 5-12. 

b.SetBlocks(4); 

b.Set(0,2, 0); 

b.Set(J,3,2); 

b.Set(2,1,5); 

b.Set(3,2,6); 

I lrnodificw;:iio do nurnero de blocos na diagonal 

I/o bloco 0 tern dirnensiio 2 

lie o prirneiro elernento do bloco esta na 

1/posir;iio 0 da diagonal da rnatriz. 

1/o blocol tern dirnensiio 3 

1/e o prirneiro elernento do bloco esta na 

1/posir;iio 2 da diagonal da rnatriz. 

1/o bloco 2 tern dirnensiio 1 

1/e o prirneiro elernento do bloco esta na 

1/posir;iio 5 da diagonal da rnatriz 

1/o bloco 3 tern dirnensiio 2 

1/e o prirneiro elernento do bloco esta na 

I lposir;iio 6 da diagonal da rnatriz 

Esquematicamente, sera obtido o novo arranjo mostrado na FIGURA 5-14. 



r[(o) ( )J [( ) ( ) ()J [()J [() ()J 
() (!) ( ) () () ( ) () ( ) 

[
( ) ()] [(2) () ( )] [()] [() ( )] 
( ) () () (3) ( ) () ( ) () 

( ) ( ) () () (4) ( ) () ( ) 

1

( ) ()~ [( ) ( ) ()] !(5)j [( ) ()] 
() ( ) [( ) () ()J () [(6) ( )J 
( ) () ( ) ( ) () () ( ) (7) 

FIGURA 5-14- Novo arranjo para a matrizexemplo. 
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Uma observao;;ao importante e que esta modificao;;ao tern que ser de uma maneira 

ordenada, ou seja, primeiro tern que ser mudado o nfunero de blocos, depois o tamanho 

do primeiro bloco, depois o tamanho do segundo bloco, e assim por diante ate o ultimo 

bloco. 

0 mesmo procedimento anterior pode ser feito usando-se a funo;;ao 

SetAII(dimensions) e a funo;;ao Resequence(start). A primeira funo;;ao passa para o 

objeto do tipo TBiock as dimensoes dos blocos na diagonal atraves do vetor de inteiros 

dimensions. A segunda funo;;ao faz a seqUencia dos blocos a partir da posio;;ao start ( este 

argumento tern como padrao a posio;;ao 0). 

Observa-se que a matriz nao foi modificada; ela continua existindo na mesma 

forma com que foi criada. 

Outras funo;;oes tambem perrnitem que os diferentes blocos sejam copiados para 

outras matrizes. Tambem e perrnitida a operao;;ao de igualar dois objetos do tipo TBiock e 

de extrair urn dado bloco da matriz. Todas essas e outras funo;;oes estao documentadas no 

arquivo header da classe. 
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6. SUBESTRUTURACAO 

6.1. CONCE/TOS BAS/COS 

A modelagem de urn problema de grande escala pode ser organizada pela 

discretizac;ao da equac;ao diferencial em elementos finitos dentro de subdominios. A ideia 

centrale dividir o problema para resolve-lo, i. e., "dividir para conquistar". 

Em cada subdominio tem-se nos internos e nos de interface ( ou de fronteira). 

Entende-se por nos internos aqueles que so pertencem a urn subdominio, e nos de 

fronteira aqueles que pertencem a mais de urn subdominio. AINSWORTH (1996) mostra 

uma visao variacional da condensac;ao estatica. A seguir, usa-se essa tecnica para reduzir 

os nos internos de cada subdominio sabre seus nos de interface num problema de 

Dirichlet para uma equao;;ao uniformemente eliptica de segunda ordem sabre urn dominio 

poligonal ( R
2 

). 

onde: 

Propoe-se resolver o seguinte problema: 

Lu=f 

u=O 

emO, Qc R 2 

em an 

z 0 ( iJu) 
Lu= Lar au & 

l,j=J l I 

A formulac;ao fraca deste problema consiste em encontrar u E H6 (0.) tal que: 

\iv E H6(n) 

Nessa expressao H6(D.) e urn subespac;o de funo;;oes que tern valores de contorno 

nulos e com sua primeira derivada quadrado integravel. Este subespac;o pertence ao 

espac;o de Sobolev H' (0.). 
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0 dominio e dividido em subdominios que, por sua vez, sao divididos em 

elementos. Admite-se que as fun9oes de forma sao regulares e que os subdominios nao 

sao superpostos. 

Seja VH(n)c H6(n) e Vh(n)c H6(n) espayosdefun<;oeshienirquicassobre 

os subdominios e sobre os elementos respectivamente. Entao a formulayao fraca pode 

ser escrita na seguinte forma discreta: 

Com a introduyao das fun9oes de base \ rp,) do espayo V' e possivel usar as 

fun9oes de forma uh = Ix,rp, e vh = 2.,x1qj para formar o seguinte sistema de 

equa9oes: 

Uma vez que a integral sobre todo o dominio Q pode ser escrita como a soma de 

integrais sobre subdominios, a matriz de rigidez pode ser calculada como a soma das 

integrais sobre os subdominios. Sobre cada subdominio s pode-se definir o seguinte 

problema: 

as((/). ,rp)xs = fs(rp) 
n r J ' J 

As fun<;oes de forma ( rp,) de cada subdominio sao divididas em do is conjuntos. 

Urn conjunto e das fun<;oes de base { rp,), i E I, apoiadas no interior do subdominio. 

Outro conjunto e das fun9oes de base { rp, j, i E I , que tern valores diferentes de zero em 

pelo menos numa das interfaces CQH do subdominio. Na FIGURA 6-1 c mostrado urn 

exemplo com do is subdominios usando fun<;oes lineares de interpola<;ao. 

1Na engenharia a
0

(c:pi,<f'i) e conhecida como matriz de rigidez e t(<i>j) vetor de cargas, devido a sua 

origem na amilise matricial das estruturas. 
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n, n, 

---- E j 
E J 

FIGURA 6-1- Divisiio das fun~iies de forma em dois conjuntos. 

A condensa<;:ao estatica dos graus de liberdade dos nos intemos a cada 

subdominio pode ser interpretada como uma mudan<;:a de base. As fun<;:oes I rp,}, i e I 

das interfaces sao substituidas por novas fun<;:oes { w,}, i E I , que sao ortogonais as 

fun<;:oes, { rp,}, i e I e tern os mesmos valores que as fun<;:oes I rp,}, i e I nas interfaces. 

Estas duas condi<;:oes podem ser escritas respectivamente como: 

a~(w,,q.> 1 )=o 'v' J e I 

Para maior facilidade de manipula<;:ao, as fun<;:oes de forma serao agrupadas em 

vetores segundo: 

OJ- =[m] -
I l i E I 

As fun<;:oes CA permanecem inalteradas e as novas fun9oes OJr sao obtidas 

subtraindo-se T (/)1 das fun<;:oes fPr , ou seja: 

sendo T uma matriz apropriada. As expressoes anteriores podem ser escritas numa forma 

matricial: 
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A matriz da transforma.yao de bases e a seguinte: 

Escrevendo-se a~ ( r.p,, qJ
1

) em blocos, tem-se: 

A condi.yao a~(m,r.p 1 )=0 '7 j E I indica que a matriz P e a transformao;;ao 

ortogonal dos nos intemos com os nos de interface, ou seja, diagonaliza a matriz 

a~(!p,,!p 1 ) • Usando-se esta condi.yao tem-se: 

ou: 

lgualando-se as matrizes fora da diagonal a zero, encontra-se a expressao de T: 

T 
-I 

=ali au . 

Tambem tem-se que aa =a
11 

e nma condi.yao necessaria para diagonalizar a 

matriz a~(~p,,!p 1 ), i.e., a matriz P nao e a transforma.yao ortogonal de a~ se esta nao e 

simetrica. 

A matriz resultante da diagonaliza.yao e: 
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-I 
A matriz s= an - ar:1an all e chamada de complemento de Shur

2
. 

Escrevendo-se o sistema de equayoes do subdominio em forma de blocos, tem-se 

a seguinte expressiio: 

Aplicando a transformayiio de bases obtemos o seguinte sistema: 

[ 
I O][an aa J[x, J [ I OJ[/,] 

- T I a
1
, a11 x 1 = - T I /y 

ou: 

[a0n a IT ][x, J [ /, J 
s x1 = / 1 -a !Tan!, 

Este problema pode ser resolvido em dois passos: 

l.Calculo dos graus de liberdade dos nos extemos ao subdominio: 

2.Calculo dos graus de liberdade dos nos intemos ao subdominio: 

Com cada sistema do passo 1, constroi-se urn sistema de equayoes global que 

permitira calcular os graus de liberdade de todas as interfaces K.!, do dominio inteiro, 

expresso por: 

Ax,= F 

2 Ver CHAN et al. (1990), p. 7. 
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n, 

onde: A= :L:S, 

"· 
F = "[!- -a -auf] ~ I II i 

' 

Este novo sistema e chamado de sistema reduzido ou sistema de interface, e pode 

ser resolvido por metodos iterativos pre-condicionados ou diretos. Depois de se ter 

calculado os graus de hberdade dos nos de interface, passa-se a calcular os graus de 

liberdade dos nos internos segundo 0 passo 2. 

Urn dos maiores desafios da computacyao paralela e resolver o sistema global de 

equacyoes com o menor custo de comunicacyao entre processadores. Em LE T ALLEC, 

SAL TEL e VIDRASCU (1994, p. 139), encontra-se o seguinte comentario com respeito 

ao sistema global sem subestruturacyao: 

"Este sistema Jreqilentemente e muito mal condicionado. 0 calculo da 

matriz de rigidez e a solu£;ao do sistema por metodos diretos e extremamente 

dispendioso em tempo e memoria. 0 desenvolvimento de algoritmos paralelos 

efetivos para resolver este problema e urn desafio. Metodos de decomposirao de 

dominios, que misturam metodos diretos para as matrizes locais e metodos 

iterativos para as globais de interface, resultam numa resposta muito boa para 

este desafio. " 

A subestruturacyao usa inicialmente metodos diretos em cada subdominio e 

metodos iterativos para resolver o sistema reduzido. Nota-se que a reducyao estatica pode 

ser feita em paralelo em cada subdominio e que o sistema reduzido pode ser resolvido 

com o gradiente conjugado pre-condicionado, que e altamente paralelizavel. 

A seguir mostra-se a iroplementacyao computacional da subestruturacyao 

desenvo !vida neste trabalho. 



95 

6.2. IMPLEMENTA(:AO COMPUTACIONAL 

6.2.1. CONDENSA(;AO ESTA TICA: A CLASSE TMatRed 

Nurna modelagem orientada a objetos de problemas que usam parti96es de 

dominios em subdominios niio sobrepostos, e necessaria que exista urn objeto que seja 

capaz de eliminar os nos intemos destes subdominios. Este objeto reduz o problema 

original para 0 problema de interface que e resolvido por metodos iterativos. 

A classe TMatRed (matriz reduzida), desenvolvida neste trabalho, implementa 

sistemas de equa9oes quadrados simetricos ou nao simetricos com vetor de carga. 

Oferece ao usu3rio a op9ao de dividir as equa96es em dois conjuntos: urn conjunto de 

equa9oes internas e outro de equa9oes externas. Num estado inicial, urn objeto do tipo 

TMatRed tern urn comportamento de urn objeto do tipo TMatrix. A transi9iio desse 

estado para o de uma matriz condensada reduz o conjunto de equa96es intemas sobre o 

conjunto de equa96es extemas. 

Nesta classe a matriz e dividida em quatro submatrizes, que sao implementadas 

por quatro ponteiros. A primeira submatriz da diagonal, [Kn], aponta para urn objeto do 

tipo TMatrix, e as outras apontam para TFMatrix (matriz cheia). conforme mostra a 

FIGURA6-2. 

Nesta classe o vetor de carga tambem e dividido em duas submatrizes, sendo que 

cada uma aponta para objetos do tipo TFMatrix (ver FIGURA 6-2). 

[ 
[*TMatrix Ku] [*TFMatrix K1c]J[[* TFMatrixU1 J]= [[* TFMatrix / 1 J] 
[ * TFMatrix K0 ] [ * TFMatrix Kcc] [ * TFMatrix U c] [ * TFMatrix fc] 

FIGURA 6-2- Submatrizes de urn objeto TMatRed. 
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Da FIGURA 6-2 define-se a condensa9ao dos graus de liberdade U1 sobre os 

graus de liberdade Uc com as seguintes opera9iies rnatriciais: 

[Kcc]RED =[Kcc]-[KCI][KllrrKJC] 

[!c]RED =[!c]-[KCI][Kllrrfl] 

As rnatrizes [Kcc]RED e [k]RED sao armazenadas em [Keel e [fc] respectivamente. 

0 estado reduzido de urn objeto tipo TMatRed e mostrado na FIGURA 6-3. Nesse 

estado a rnatriz Ku esta decomposta ([Krr]oEcoMP ), e as rnatrizes resultantes dessa 

decomposi9ao estao armazenadas na propria rnatriz Ku. 

Tambem emf] e armazenado [Knr1
[f]], e em [Kic] e armazenado [Knr1[Kic] (ver 

FIGURA 6-3). 

FIGURA 6-3- Objeto TMatRed no estado reduzido. 

As opera9iies de redu9ao permitem que possa ser definido o seguinte sistema 

reduzido: 

Poderiam ser utilizados tipos de rnatrizes com esparsidades especm1s para 

representar as subrnatrizes. Por exemplo, no caso da rnatriz de rigidez do subdominio ser 

urna rnatriz tipo banda, [KIC] e [Ked serao rnatrizes triangulares inferior e triangular 

superior de urn tipo especial, onde os elementos nao nulos iriam ate urna subdiagonal, 

conforme mostra a FIGURA 6-4. Ainda na mesrna figura observa-se que [Kn] e [Kcc], 

dependendo da largura da banda, podem ser rnatrizes em banda ou nao. Porem, toda esta 

esparsidade e perdida no calculo de [Kcc]RED e [k]RED, pois sao realizadas opera9iies de 
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multiplica<;:iio e subtra<;:iio antes do armazenamento do resultado destas opera<;:oes em 

[Kcc] e [:!;::]. Com isso conclui-se que niio e vantajoso usar matrizes especiais para 

armazenar [Krc], [Kcr] e [Kcc]. 

< ~, i Iii, 

--~~-.~~-'-:/~ _'·--

KcJ ·:Kcc 

FIGURA 6-4- Matriz de rigidez local ao subdominio banda. 

OBSERVA<;OES 

!.A matriz [KII] e decomposta apenas uma vez. Os calculos de [KIIJ' [Fr] e de 

[KuJ
1 
[Krc] equivalem a resolver [KII][yr]=[FO] e [Kn][y2]=[Krc]; 

2.0 ponteiro *[Ku] para urn objeto do tipo TMatrix pode ser inicializado com diferentes 

tipos de matrizes sirnetricas ou niio sirnetricas, como matriz banda, "skyline", etc; 

3.As observa<;:oes acirna indicam que a liberdade da escolha de [Kn] permite usar a 

otirniza<;:iio incorporada nas matrizes derivadas de TMatrix, no que se refere a 

resolu<;:iio de equa<;:oes, ja que a submatriz [Ku] precisa ser invertida. 

6.2.2. SUBESTRUTURA(;AO: A CLASSE TSuperEI 

0 comportamento de urn subdominio e de malha e elemento. Tem-se urn 

comportamento de malha, pois existem nos intemos nurn subdominio. Por outro !ado a 

propria malha tambem e urn elemento dentro de uma malha de subdominios. Para 

abstrair este comportamento lnbrido de elemento e malha, foi desenvolvida neste 

trabalho a classe TSuperEI (superelemento), que e derivada das classes TCompEI e 

TCompGrid. 



98 

Uma vez que urn objeto do tipo TSuperEI e elemento, ele pode pertencer a uma 

malba que seja outro TSuperEI, o que possibilita criar super-elementos dentro de outros 

super-elementos. A FIGURA 6-5 mostra urn exemplo em que a malha e dividida em 

quatro super-elementos, SO, Sl, 82 e 83, sendo que o super-elemento Sl contem outros 

quatro super-elementos (SsO, Ssl, Ss2, Ss3). 

so 

' 

S3 

SsO Ss1. 

'1---'- - - -·­
' 

/ Ss2 • Ss3· 

S1=SsO+Ss1+Ss2+Ss3 

FIGURA 6-5- Malha com quatro super-elementos. 

Conforme ja foi mencionado, a classe TSuperEI abstrai dois estados do 

comportamento de subdominios. Inicialruente tem-se o estado niio condensado, em que 

a malba a qual o objeto pertence ve o super-elemento como urn elemento com grande 

niunero de nos e equayoes. 0 outro estado e o condensado, em que o super-elemento 

torna visivel apenas os nos com conectividade externa. Neste estado, a malba a qual o 

super-elemento pertence ve apenas OS nos de interface do subdominio. A transiyao de urn 

estado para outro e feita pelo metodo ReducelnternaiNodes(), metodo da classe 

TCompEI, mas implementado apenas na classe TSuperEI. 

Na criayao da classe TSuperEI, os metodos e caracteristicas da classe 

TCompGrid foram herdados sem modificayao. Ja o comportamento de elemento 

proveniente da classe TCompEI teve que ser implementada internamente, especialmente 

no que se refere a montagem da matriz local de cada subdominio e a reduyao dos seus 

nos internos. 0 objeto do tipo TSuperEI tern como variavel membro urn ponteiro para 
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urn objeto do tipo TMatRed, que implementa todas as operacroes algebricas necess:irias 

para a reducrao estatica do sistema de equacroes. 

Apos serem reduzidos os nos intemos, a malha ve somente os nos de fronteira do 

super-elemento. Isso pennite montar urn sistema de equacroes de forma "convencional", 

que obviamente pennitira somente o calculo dos nos de interface. 0 sistema reduzido 

( ou problema de interface) e expresso por: 

Ns Ns 

2::: KSRED uinterface = 2::: FSRED 

s=l s=l 

Este sistema ainda pode ser grande, no ambito do processamento em paralelo. A 

eficiencia da resolucrao deste sistema por metodos diretos nao necessariamente 

aurnentara com o nfunero de processadores. 

Segundo FARHAT (1994, p. 145), KEYES (1992, p. 293) comenta sobre a 

decomposi9ao de dominios (DD) o seguinte: 

"Para muitos desses algoritmos e para problemas suficientemente 

grandes, o custo de cada iterat;iio pode ser diminuido quase linearmente com o 

numero de computadores disponiveis. Entretanto, uma vez que incrementar o 

numero de subdominios e a maneira mais simples de incrementar o grau de 

paralelismo para o metodo de DD, a caracteristica mais interessante dos 

algoritmos de DD para processamento paralelo pesado e que o nzlmero de 

iterar;oes niio ere see significativamente com o numero de subdominios ". 

Isto define claramente a escalabilidade da decomposicrao de dominios ( ou 

subestruturacrao). Ainda na mesma publicacrao, FARHAT (1994, p. 142) faz uma analise 

de urn algoritmo para resolver matrizes "skyline" usando processamento paralelo em 

metodos diretos, apresentado por FARHAT e WILSON (1988) e conclui que: 
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"A analise da escalabilidade apresentado aqui mostra que o paralelismo 

em metodos diretos para resolver sistemas "skyline" esta limitado pelo 

problema da banda e nilo pelo tamanho do problema, e que estes metodos 

diretos nilo silo escalaveis quando silo aplicados a problemas de analise 

estrutural. " 

Do anteriormente exposto, justifica-se o uso de metodos iterativos, tais como o 

gradiente conjugado pre-condicionado (quando o sistema e simetrico ). 
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6.3. TESTES NUMERICOS 

Inicialmente foram comparados os resultados do mesmo problema mas 

utilizando-se malhas sem subdominios e malhas com subdominios regulares (primeiro e 

segundo testes). Em seguida foram usados dominios irregulares para problemas elasticos 

( terceiro teste), tendo sido os resultados coerentes com os esperados. Todos esses testes 

foram realizados num computador PC-Pentium com 133 Mhz de processamento. 

6.3.1. PRIMEIRO TESTE 

Como primeiro teste foi resolvido urn problema com condi<;oes de contomo de 

Dirichlet num dominio regular (ver FIGURA 6-6). Na prirneira rodada foram usados 

apenas 144 elementos triangulares com uma aproxima<;iio quadratica. Na segunda 

tambem foram usados 144 elementos mas foram utilizados 4 subdominios, tendo sido 

novamente usada uma aproxima<;iio quadratica. 

N a ultima rodada foram usados 1024 elementos e o dorninio foi dividido em 

256 subdominios, tendo cada subdominio 4 elementos. Estas malhas foram geradas pela 

classe TGenGrid, que gera dominios retangulares e os divide em subdominios. 

0 problema resolvido foi o seguinte: 

' 3 
-&.(x,y)+l600z.(x,y)=+l600(xoy+~) emQ, 
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.... ~ .. r4 
(-1,1) (1,1) 
.---------~------~ 

r3 

' --t-----·- ..... 

(-1,-1) r, (1,-1) 

FIGURA 6-6- Primeiro teste numerico. 

Primeira execm;ao: Foi usada aproximac;:ao quadratica, numa malha de 144 elementos 

(169 equac;:oes). 0 elemento mestre foi urn elemento triangular, tendo sido obtido o 

resultado mostrado na FIGURA 6-7. 

FIGURA 6-7- Resultado obtido na primeira execu~iio. 
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Segunda exeeu~ao: Foi usada apro:xllnaviio quadratica, numa malha de 144 elementos e 

quatro superelementos, de 64, 16, 16 e 4 elementos. 0 elemento mestre foi urn elemento 

triangular, tendo sido obtido o resultado mostrado na FIGURA 6-8. 

FIGURA 6-8- Resultado obtido na seguoda execu~ao. 

Terceira execu~ao: foi usada uma malha de 1024 elementos (9409 equav5es) com 

superelementos de 4 elementos, tendo sido o elemento mestre urn elemento quadrado. 

Foi usada apro:xllnaviio cubica. 0 resultado obtido foi o mostrado na FIGURA 6-9. 
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FIGURA 6-9-Resultado obtido na terceira execu~ao. 

6.3.2. SEGUNDO TESTE 

Conhecendo-se a fun<yao solu<yao, foi criada uma equa<yao diferencia1, foi 

calculada a solu<yao numerica desta equa<yao diferencial, e em seguida foram comparadas 

as solu<yoes. 0 gnifico da fun<yao solu<yao estii mostrado na FIGURA 6-10. 

X 
xo 

t-2~-+ 
y 

FIGURA 6-10- Fun~ao exata usada no segundo teste. 



Esta fum;:ao e govemada pe1a seguinte equa9ao: 

+e 

-3(x-x0 )
2 

,;' 
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Observa-se que esta fun~j:ao e par, e tern a forma de urn sino. Sua abertura e 

representada por 2~, a variavel x, representa o deslocamento do eixo de simetria com 

rela9iio a origem das coordenadas. Colocando-se o eixo de simetria na reta y=O e urna 

abertura de 2 (~=!), obtem-se a seguinte expressao: 

por: 

v(x,O,I) = -e-3 + e-3
x

2 

0 grafico desta fun9ao e o mostrado na FIGURA 6-11. 

1 y 

.8 

0.6 

0.'1 

0.2 

-L~---------L----------~~x 

-1 -0.5 0 o.s 1 

FIGURA 6-11- Representa~iio gn\fica da fun~iio exata para Xo =0 e ~=I. 

Ainda com essa expressao, pode ser definida urna fun9iio bidimensional, dada 

u(x,y)= v(y,O,l)·v(x,O,l) = (-e-3 +e-Jx')(-e-3 +e-3Y') 

0 grafico bidimensional desta fun(j:ao pode ser visto na FIGURA 6-12. 
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FIGURA 6-12- Grafico da fun~ao exata bidimensional. 

Com esta fun91io pode-se definir o problema-teste: 

- t>.z.(x,y) 

cornu =0 emf' 

Para este teste utilizou-se o mesmo dominio que o teste anterior. 0 mesmo foi 

discretizado utilizando-se 400 elementos quadrados. Esses elementos foram agrupados 

em quatro subdominios de 100 elementos cada urn. Foi usada uma interpolayao de grau 

6 (14.641 equayoes). 0 resultado numerico gerou o gnilico mostrado na FIGURA 6-13. 

Segundo a analise das FIGURAS 6-12 e 6-13, pode-se considerar o resuitado deste teste 

como satisfat6rio 

FIGURA 6-13- Grafico gerado pela aproxima~ao numerica. 
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6.3.3. TERCE/RO TESTE 

Como terceiro teste, foi resolvido urn problema elastico, cuJa formula<;ao 

variacional pode ser expressa por: 

f(v)= Jt,v,dx1dx2 + Js,v,d 
" i<l, 

FY*1 
e o tensor das constantes elasticas de Hooke. Este tensor de quarta ordem 

satisfaz a condi<;ao de sirnetria E'ikl = Eiiki = E'ilk = Ekl<i. Os veto res dos deslocamentos no 

sistema cartesiano sao u = (u1 , Uz ), v = (v1 , vz). fie a for<;a de volume, no caso, o peso 

proprio, e s, e a for<;a aplicada ao corpo na por<;ao oQ1 do contomo 

CO= C0
1 

v C0
2 

vC0
3 

conforme mostra a FIGURA 6-14. 

FIGURA 6-14- Problema elastico com dois subdominios. 

Para esta sirnula<;ilo numerica foi considerado que o material tern urn 

comportamento isotropieo. Foi desprezado o peso proprio. Foram usados o modulo de 
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Young E=3234 N/m2 e o coeficiente de Poisson fl=0,3. A for9a aplicada S, tern 

intensidade de 400 N/m. 

Na FIGURA 6-15 mostra-se o resultado referente a pressao no material. 

Observa-se que a figura mostra urna forte tra9ao na regiao em preto e urna cornpressao 

na regiao vermelha, o que e coerente com o tipo de solicita9ao aplicada. A simulavao 

come sem subestruturavao levaram ao mesmo resultado nurnerico. 

Pr~ssur e 

fl. 50£+005 

+1.10£+005 

+3.54!+004 

5.!8£+00< 

12. 01! +004 

-1.111!004 

1.04£+004 

(

1. 09£+005 

1.41ff005 

FIGURA 6-15- Resultado numerico obtido para o problema elastico. 
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7. METODOS ITERATIVOS APLICADOS AO PROBLEMA 

REDUZ/DO 

7.1. METODO DO GRAD/ENTE CONJUGADO 

0 metodo do gradiente conjugado e usado para resolver o problema reduzido. 

Por isso, neste capitulo, faz-se urna abordagem da teoria apresentada por AXELSSON 

(1984), tendo como objetivo uma revisao dos conceitos basicos referentes a esse 

metodo. 

7.1.1. 0 FUNCIONAL QUADRA TICO 

Seja Xk urna aproxirna9ao do sistema linear Ax= b, onde A pertenee a R"'", 

definida positiva, e b pertence a R". 0 residuo correspondente a esta aproxim~ao e 

dado por: 

r,=b-Ax, (7.1) 

Sabe-se que, se A e definida positiva, entao sua inversa tambem e. Seguindo-se 

esse raciocinio, r; A-'r, tambem resulta num numero maior ou igual a zero. Entiio 

tem-se que: 

e que, se c=O, implica que r=O. 

A substitui9iio da equa9iio (7.1) em (7.2) leva a: 

2 'Ax 2 'b b'A-'b c =x, , - x, + . 
~ 

c, 

Fazendo-se ~ = c
2 

- c, na expressao anterior, segue que: 

b'x, 

(7.2) 

(7.3) 



A expressiio (7.3) e conhecida como o funcional quadratico. 

Observa-se que ~ e funyiiO de Xk e 0 seu gradiente e dado por: 

(7.4) 
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Segundo a expressiio (7.4), o valor minimo de~ e encontrado em x, A-1b, ou 

seja, minimizar ~ e resolver Ax= b sao problemas equivalentes. 

Tratando-se de urn metodo iterativo, em cada iterayiio percorrem-se os pontos 

{xt ... xk} segundo as dire9oes {Pt , ..... pk }. Esse percurso converge para a solu9iio seas 

dire9oes {Pt ······Pk } minimizarn (7.3) a cada iterayiio, e se no ponto Xk cumpre-se 

min¢(x)=¢(xk). 

7.1.2. MINIMIZA{:AO DO FUNCIONAL QUADRAT/CO SEGUNDO AS 

DIRE{:OES Pk 

Seja P, o conjunto dos espayos vetoriais formados pela combinayiio linear de 

{Pt ······Pk }, ou seja, p, = span[p1 ,p2, ..... p, / 0 ponto x, pertence a este espayo, 

uma vez que e obtido a partir de P,. Dai tem-se que: 

ou: x, =Pk_1Y +a,p, 
~ 

xk-l 

Entiio: 

' 
ou: ¢(x,)=¢(P,_,Y)+ a; p~Ap, -a,p~b+a,YP;_,Ap, 

Minimizando-se 1/J(xk) , tem-se que: 

(7.5) 

1 0 span[ vi, v2, v3, ... vn] representa o espayo vetorial gerado pela combinayao linear dos vetores {vi, 

v2, v3, ... vn ). 
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2 

min ¢(x, )=min[¢(P,_1Y) +(T p~Ap, - a,p~b) + (a,YP{_ 1Ap,)] 

\I'( a) 

(7.6) 

No primeiro termo da equa<;ao (7.6), a expressao ¢( P,_1 Y) e igual a ¢(x k-1), que 

ja e conhecido. 0 segundo termo v(a) varia quadraticamente em a, e o seu valor 

... b"d Of// 0 I mmnno eo ti o com-= • o que eva a: 
oa 

(7.7) 

0 terceiro e o Ultimo termo da equa<;ao (7 .6) dependem da combina<;ao linear de 

todas as dire<;iies anteriores YP{_1 A, o que toma o calculo de a, muito custoso. A 

dire<;ao atual (p,) ideal para se alcan<;ar a minimiza<;ao e aquela que anu1a a,YP{_1Ap,. 

Com esse objetivo, a dire<;ao atual tern que ser A conjugada
2 

com todas as dire<;iies 

anteriores. Em outras palavras, o vetor p, tern que ser perpendicular ao espa<;o 

gerado por {Ap1, Ap2, .... Ap,.J), ou melbor, p, tern que pertencer ao espa<;o 

span[Ap1, Ap2, .... Ap,.i}"L, conforme o esquema mostrado na FIGURA 7-1). 

FIGURA 7-1- P• pertencente ao espa~o span(Apl, Ap2, .... Apk-IJ-1-. 

2 Definiciio: u e v sao A-conjugadas se u.Av=O, <u, v> A· 



Observayoes: 

1. A multiplicayao de xk =x*_1 +a*p* por A resulta em: 

(7.8) 

2. Caso Pk e A conjugado com as dire9oes anteriores demonstra-se que: 

p~b = p~rk_ 1 , o que leva a redefini9ao de a segundo: 

Prova: 

Usando-se a relar;iio (7.1), tem-se as seguintes expressoes: 

b = rk-1 Ax k-1 

(7.9) 
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Como Xk.J pertence a Pk.J, este e conjugado com p~, ou seja, 

p~Ax k-1 = 0. A equar;iio (7. 9) entiio fica: 

(7.1 0) 

Substituindo-se esta ultima igualdade em (7. 7) tem-se uma nova 

expressiio: 

t 

pkrk-1 
a= 

p~Apk 

3. Os residuos sao mutuamente ortogonais
3

, assirn: 

4. As dire9oes p~ e r
1 

sao ortogonais, ou melhor, p>
1 
= 0: 

Prova: 

(7.11) 

Como x 
1 

E P = span[p
1

, p
2

, ...... p 
1

], entiio pode-se escrever: 

3 Ver o teorema 10.2.3 de GOLUB eVAN LOAN (1990, p. 521). 



Dai segue que: 

min¢(xk) = min¢(PY) 

0 valor minima desta funrao e encontrado a partir de: 

p~Ap 1 y = p~b 

p~(Ap 1 y-b)=O 
~ 

'• 

7.1.3. DETERMINAt;AO DA DIREt;AO CONJUGADA 
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(7.12) 

Demonstra-se que o vetor Pk pode ser escrito como a soma do vetor rk-1 com 

outro vetor Yk- 1 pertencente ao espaco APk-1 = span[Ap1, Ap2, .... Ap.c.I]. Isso satisfaz a 

condic;ao das direc;oes conjugadasy~_ 1 Apk = 0. Ja que y~_ 1 tern que ser perpendicular a 

Pk entiio e conveniente escolher o vetor Yk-1 como sendo aquele que seja paralelo a P,k-J, 

porque Pk-1 ja e conhecido. Ou seja, escolhe-se Yk-1= flkPk-1 (ver FIGURA 7-2). 

FIGURA 7-2- Rela~ao entre os vetores pk, Pk-1 e rk.J· 

A considerac;ao anterior perrnite escrever: 

------------ ................................................... ---·---------· 



ou: 

(7.13) 

A multiplica<;iio desta ultima equa<;iio por Pk-JA pela direita resulta em: 

Pk-1Apk = Pk-1Ark-1 -f3Pk-1APk-1 
'-------v----' 

0 

Ate o momento, tem-se as seguintes equa9oes: 

(7.14) 

(7.15) 

(7.16) 

(7.17) 

(7.18) 
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Nota-se que o produto p~ A aparece no calculo de ak /3k- Este fator ( p~ A) pode 

ser eliminado utilizando-se as seguintes transformavoes. 

Multiplicando-se a equa<;iio (7.13) por r{_1 tem-se a seguinte relaviio: 

0 segundo termo do segundo membro da equa<;iio acima e nulo, conforme a 

equayiio (7.12), portanto tem-se: 

ou: (7.19) 

4 Uma demonstra<;iio detalhada desta expressao pode ser encontrada em GOLUB eVAN LOAN ( 1990, p. 

520). 
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Esta ultima equa<;ao pode ser usada em (7.11) obtendo-se uma nova expressao 

A equa<;ao (7.8) para a posi<;ao k-1 e: 

A equa<;ao anterior multiplicada por r L 1 resulta em: 

Dai, tem-se que: 

a,_1r/_1Ap,_1 
'----y---' 

P~-IArk-1 

que, tendo em vista a equa<;ao (7 .18), equivale a escrever: 

(7.20) 

Igualando-se a expressao acirna a equa<;ao (7.16) com k=k-1, consegue-se uma 

nova expressao para i3k, dada por: 

(7.21) 
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7.2. ALGORITMO DO GRADIENTE CONJUGADO 

As seguintes formulas, ja vistas anteriormente, sao usadas pelos algoritmos 

propostos na literatura. 

xk =Pk_,Y +akpk 
'-v--' 

xk-1 

(7.22) 

(7.23) 

(7.24) 

(7.25) 

(7.26) 

GOLUB eVAN LOAN (1996, p. 524) propoem o seguinte algoritmo: 

k=O; x=O, r=b, Polfrll;; 

Enquanto JP: > sllbll 2 e k < km"' 

k=k+1; 

Se k=1 

Pk= r 
Case contrario 

f3k = Pk-1/ Pk·2 

Pk = r+ f3kP 
Final doSe 

w=Ap 

Uk = Pk-1/pW 
x=x+a.kp 

r=r-a.kw 

Pk = 11r11; 

Fim do enquanto 
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7.3. CONVERGENCIA DO GRAD/ENTE CONJUGADO 

Segundo AXELSSON (1984), a matriz A simetrica definida positiva tern as 

seguintes propriedades : 

1) A tern todos seus autovetores positivos, sendo que estes autovetores podem 

ser tgllllls; 

2) a norma da energia define-se como llxL = x' Ax; 

3) os autovalores de A cumprem o segninte teorema: 

Teorema: 

Sejam {AJ, A2, A3, ... ... An} as autovalores de A. Entiio a convergencia esta 

limitada pela seguinte expressiio: 

'if p k (A, ) polinomio de grau 5, k 

onde x e a solur;iio exata. 

Segundo esse teorema, se a matriz A tern autovalores multiplos {A." A2, 

'A3, .. , .. An} e se no ponto m-1, sendo m menor do que n, escolhemos Pm-J (x) tal que: 

max II +A.Pk(AJ = o 
1Sl:Sn 

entao llx m - xt = 0 , ou Seja, X m = X ' Isso garante que este metodo converge em m 

itera9oes. 

positivos 

4) seA e uma matriz simetrica definida positiva e 'A12:'A2 <:'A3 ...... An 
5 

e Pk eo 

espa90 dos polinomios de grau k, pode-se escolher urn polinomio pk(x) que 

seja o minimo entre todos os maxi!+ xpk(x )I. Isso pode ser expresso como: 
xe().,,),J 

5 Dizer que uma matriz e definida positiva implica tambem que todos os seus autovalores silo 



Pode-se provar, com as propriedades dos polin6mios, que: 

F* 
2 F :<:;max Jl+xp*(x)J 

n{A,..-<,] 

n 

(7.27) 

Assim tem-se urn limite mais restrito para a convergencia, dado por: 

(7.28) 

118 

A partir da eq~iio (7.28), observa-se que, se ~ lt, I An tern urn valor 

proximo de 1, a expressiio r = ~A, I A, -1 I ~ lt, I An + 1 resulta nurn valor quase nulo. 

Conseqiientemente o valor xk tambem e muito proximo da solu9iio exata. Sendo assim, 

com poucas k iterayoes, xk converge para x. No caso de ~A, I An ser "muito maior" 

que 1, o valor de r resulta nurn valor muito proximo de 1. Assim, e necessario urn valor 

muito grande de k para reduzir r , ou seja, a convergencia e lenta. 0 mencionado no 

paragrafo anterior mostra-se esquematicamente Na FIGURA 7-3. 
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FIGURA 7-3- Varia~ao de r = ~A, I An -1 I ~A, I An + 1. 

0 proximo passo e saber quanto a rela<;ao A I I An influencia na convergencia do 

gradiente conjugado. Com esse objetivo foi feita a seguinte analise. Seja aprox a 

aproxima<;ao obtida depois de k itera<;oes, ou seja: 

aprox= 

Isolando-se k da expressao acima tem-se que: 

k = Log(aprox) I Log ~ 

~+1 
An 

r:;-: 
v~ _, 

Na expressao acima, aprox e a aproxima<;ao desejada (neste exemplo sera usado 

aprox= 1 o·'). A 

FIGURA 7-4 representa o grafico, em escala logaritmica, do nillnero de itera<;oes 

k em fun<;ao de A I I Jon dentro do intervalo [ 1, 10
10 

]. Observa-se nesse grafico que para 

urna rela<;ao A I I An igual a 10
8

, sao necessarias 10,000 itera<;oes, e para urna rela<;ao 

Ail An igual a 10
2

, com 10 itera<;oes chega-se a aproxima<;ao desejada (aprox=1o·'). 
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Isso mostra que a relaoyao AJ I An e urn fator muito importante na convergencia do 

gradiente conjugado. 

100000. 
k 

10000. 

1000. 
Aprox=Jo·' 

100. 

10. 

.Log(VA,.) 

0 2 4 6 8 10 

FIGURA 7-4- Numero de itera~oes em fun~ao de t.. •• 

Na literatura, K 2(A) = -J A, I A" 
6 

e definido como sendo o "nfu:nero de 

condicionamento espectral da rnatriz A" ou simplesmente "nfu:nero de condicionamento 

da rnatriz A". Pode-se provar que as matrizes ditas "mal condicionadas" tern valores 

grandes de K2(A), enquanto que as matrizes com valores pequenos de K2(A) sao "bern 

condicionadas". Existem ainda as matrizes ortogonais, que sao "perfeitamente 

condicionadas", para as quais K2(Q) =I. Do que foi mencionado anteriormente, conclui­

se que dizer que a matriz A e rnal-condicionada equivale a dizer que a mesma tern uma 

taxa de convergencia lenta. 

Os problemas de convergencia lenta e mal condicionamento tern que ser evitados. 

A maneira mais comurn e construir urn sistema equivalente onde o nfu:nero de 

condicionamento seja mais favonivel. Esta tecnica e chamada de pre-condicionamento. 

6 
Kp(A) define o numero de condicionamento para norma-p. Este numero mede a distancia relativa de 

norma-p entre a matriz A eo conjunto das matrizes singulares. Ver GOLUB eVAN LOAN (1996, p. 

81). 
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7.4. GRADIENTE CONJUGADO PRE-CONDIC/ONADO 

Do exposto anteriormente, a convergencia de urn sistema de equa<;oes lineares 

depende das caracteristicas do nfunero de condicionarnento da matriz de rigidez. Para 

evitar esta limita<;ao, a melhor forma de se resolver urn sistema que nao tenha urn 

nfunero de condicionarnento "favoravel", e construir outro sistema equivalente com urn 

nfunero de condicionarnento mais adequado, ou seja, menor. 

Seja o seguinte sistema linear de equa<;oes Ax=b, onde AeR"'". Pode-se 

efetuar sobre esse sistema as seguintes transforma<;oes: 

ou: 

C 1AC1Cx=C-1b 
'----v---''-v-' -A X b 

Ja foi mostrado que resolver este sistema equivale a minimizar: 

"'-) x'Ax b-,_ 
1"\x =--- x 

2 

(7.29) 

Para se ter certeza de que A seja simetrica e definida positiva, e necessario 

escolher uma matriz C que seja tarnbem definida positiva. Ainda na matriz A pode ser 

realizada mais urna transforma<;ao: 

C
1
AC= C

1
C

1
AC'C 

'----v---' 
;; 

C 1AC = (C-1
)

2 A 

C
1
AC=(C

2
r'A _... 

M 

onde a matriz M e chamada de matriz pre-condicionadora. A seguir mostra-se que os 

autovalores da matriz A sao iguais aos da matriz M-
1 
A. 



Se A e urn autovalor de A , pela definiyao de autovalor, tem-se que: 

A X=AX 
'-" 

c-1Ac-l 

Fazendo-se c-l X = w segue que: 

c-'Aw =AX 

Multiplicando-se essa expressao por C
1 

resulta que: 

(cfAw=Ao 
M w 

Substituindo-se Me w, chega-se finalmente a: 

M-'Aw=AW 
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Nota-se do anterior que o autovalor A e comum para A e M-1 A, ou melhor, a 

matriz pre-condicionada A tern os mesmos autovalores de M-1 
A. Com isso, consegue­

se obter os autovalores de A calculando-se os autovalores de M- 1 
A, em outras 

palavras, os autovalores de A podem ser totalmente determinados, desde que M-' A 

seja conhecido. 

E conveniente escolher a matriz M tal que seja parecida com A, assim, M 1 
A= I. 

Desse modo o sistema equivalente (M'A x= M 1b) estara muito proximo da solw;ao, 

diminuindo o nfunero de iteray5es. 

0 algoritmo do gradiente conjugado pre-condicionado aplica-se a matriz A . 

Assim no produto r/ I ~-1 tem-se as seguintes transformac;:oes: 
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7.4.1. ALGORITMO DO GRADIENTE CONJUGADO PRE-CONDIC/ONADO 

Na implementavao computacional do gradiente conjugado pre-condicionado, 

inicialmente calcula-se z ,_, = M-1 r,_,, e nos lugares do algoritmo em que se 

t , M-' , d , encon ra r,_
1 

r,_,, e usa o r,_,z,_1 , 

A direviio inicial associada a matriz A e p = c-' p, Po rem no algoritmo utiliza-

Sea direyiiO p(l) = Z(O) porque p(l) = Z(O) e iguaJ a c-l p(l) = c-lz(O) Onde 0 terrnO C 1 

pode ser eliminado levando a expressao p 1
'l = z10

J, 

Na biblioteca TEMPLATES, BARRET et aL (1994, p,l5) implementam o 

seguinte algoritmo para o gradiente conjugado pre-condicionado: 

Calcular r0=b-Ax0 para urn valor inicial de x
0 

Para i=1,2,3""""" 

Fim 

Resolver M z1
-
1=r1

•
1 

Pi-1=r<'·1ltz<'·1l 

Se i=1 
p<1l = z<Ol 

Caso contrario 

~i-1 = p;.1/p;.2 
p<il = z<i-1) + ~ 1 _ 1 p<i-1l 

Final doSe 
q<'l = Ap<il 

a; = Pi-1/p1'l'q<il 
x<il = x<i-1) + a,p<il 

r<'l _ r<i-1) q<'l - -a, 
Verifies a convergemcia e continua se necessaria 
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8. CONSTRU9AO DO PRE-CONDICIONADOR BLOCO­

DIAGONAL 

Assume-se que apos o dominio Q ter sido dividido em elementos, as 

subestruturas n, sao formadas por conjuntos de elementos tal que nao exista 

acoplamento entre subestruturas (Q; n Qj = 0). Na malha bidimensional de subestruturas 

(tambem conhecida como malha grossa) reconhece-se que os nos podem pertencer aos 

seguintes tres conjuntos: 

I. Os vertices: Sao OS nos que pertencem a do is ou mais subdominios e pertencem 

ao contomo do dominio. 

2.As interfaces entre subestruturas: Nos que pertencem a dois subdominios e nao 

pertencem ao contomo do dominio .. 

3.Nos Intemos: Nos que pertencem a urna subestrutura apenas. 

Conforme ja foi mencionado, as variaveis correspondentes aos nos intemos a 

cada subdominio sao primeiro eliminadas. 0 sistema resultante desta redu<;ao envolve 

apenas variaveis das interfaces. Este sistema e resolvido pelo metodo do gradiente 

conjugado. Este trabalho usa esta sistematica, que tambem e comum aos artigos 

publicados por BJ0RSTAD e WIDLUND (1986), BRAMBLE, PASCIAK e SCHATZ 

(1986), SMITH (1990), SMITH (1992), MANDEL (1990), LE TALLEC (1994) e 

AINSWORTH (1996). Todos estas publica<;iies se diferenciam entre si pelo tipo de pre­

condicionador implementado. 

0 sistema reduzido e dado por: 

Ns Ns 

"K' U - "F' L...J RED mterface - ~ RED 

s=! ~ s=l 
'----v-----" Ut '----v---' 

K F 
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Onde K Iuw u e F ~D i sao resultantes da condensa9iio estatica aplicada a cada 

subestrutura s=£4. Antes de montar a matriz K 1, os vertices V sao renumerados e em 

seguida os nos de interface B. Seja a matriz de rigidez composta por quatro blocos, 

conforme mostrado abaixo: 

(8.1) 

Uma das condi9oes para que urn pre-condicionador seja eficiente e que ele tern 

que ser parecido com a matriz pre-condicionada, tal que RM-1 
=I, onde Me a matriz 

pre-condicionadora. Atendendo a essa condi'(iio, para a matriz M inicialmente foi 

construido o pre-condicionador sem levar em conta o acoplamento existente entre os 

- -
subdominios, ou seja, foram usados somente os blocos Kw e K 88 , conforme mostrado 

abaixo: 

(8.2) 

Porem, esta tecnica niio traz bons resultados, pois as fun9oes de forma de cada 

vertice tern apenas uma influencia "local". Esta influencia e uma aproxima'(iiO isolada dos 

vertices que niio tern acoplamento com outros nos do dominio. A FIGURA 8-1 mostra 

as fun'(oes de forma dos vertices da malha grossa. 

1 Esta-se usando K ao inves K JXlfque a redu~iio estatica e interpretada como uma mudan~a de bases 

das fun~i)es de forma das interface!; I} para ¢ (ver capitulo 6) 



126 

FIGURA 8-l- Fun~iies de forma na malha dos suhdominios. 

Do apresentado, conclui-se que caso as subestruturas tern poucos elementos, as 

fun<;:5es de forma dos vertices aproximarao melhor o problema. No caso oposto, i. e., se 

dentro dos subdomfnios existem muitos elementos, as fun<;:5es de forma dos vertices nao 

aproximarao bern o problema. Assim conclui-se que a eficiencia deste pre-condicionador 

e inversamente proporcional ao nfunero de elementos dentro de cada sub-domfnio. 

8.1. MUDAN(;A DE BASE NAS INTERFACES 

Para contornar o problema da influencia local dos vertices implementou-se a 

mudan<;:a de bases das fun<;:5es de forma relacionadas aos vertices. Com essa ideia 

procurou-se conseguir que as fun<;:oes de forma dos vertices tivessem uma influencia ao 

Iongo de cada interface. Como resultado dessa amplia<;:ao da influencia dos vertices sobre 

a interface, o espa<;:o formado pelas novas fun<;:5cs dos vertices e as fun<;:oes das 

interfaces resulta nurna base hierarquica. 

A mudan<;:a para bases hierarquicas tern suas origens na tecnica "multigrid". Em 

YSERENT ANT ( 1988), criaram-se-subniveis de refinamento construindo-se sempre 

--------------------------------- ~~~~~~~~---~~-
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duas novas fum;:oes de forma lineares a partir de urna outra que esta num nivel superior 

imediato (ver FIGURA 8-2). 

-----------1~ -1 

~~~~ 
66~~1 

FIGURA 8-2- Mudan~a de bases implementada por YSERENTANT (1988). 

SMITII e WIDLUND (1990) utilizaram a mesrna tecnica proposta por 

YSERENTANT (1988), mas a mudam;:a de base acontece apenas nas interfaces dos 

subdominios e niio no dominio inteiro. MANDEL (1990) provou teoricamente que o 

pre-condicionador construido usando bases hienirquicas do tipo p tambem converge com 

taxas quase 6tirnas. 

0 pre-condicionador desenvolvido no presente trabalbo usa os resultados 

apresentados por MANDEL (1990) e SMITH (1992), que usam como base os vertices 

da rnalha grossa para construir o pre condicionador. No presente trabalbo, daqui em 

diante, a expressao "fum;:ao" refere-se a "fun91io de forma". 

Seja V o espa<;:o das fun9oes de todo o dominio, constituido por tres subespa9os: 

• 0 espa<;:o V h•nnonico das fun9oes referentes aos nos intemos de cada 

subdominio; 

• 0 espa9o V 8 das fun<;:oes referentes as interfaces; 

• 0 espa<;:o i7 v das fun<;:oes referentes aos vertices 
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Encontra-se na literatura que as fun<;iies dos nos internos de cada subdominio 

tarnbern sao charnadas de fun<;oes harmonicas. Este nome tern sua origem na aplica<;ao 

da tecnica de subestrutura<;ao ao problema de Poisson. Depois de ser resolvido o 

problema de interface, OS nos internos obedecem a seguinte equay1iO (ver p. 91): 

[an] [xd=[fr -aaxT] 

Ou ·. x a-1
/ a-1a x 

!=III l!JJl 

0 termo -a-;/ a 
17
x 

7 
e a influencia das solu<;iies dos nos de interface sobre os nos 

intemos e equivale a resolver f>.u = 0 
2 

dentro cada sub-dominio. Como o Laplaciano 

tarnbem e conbecido como operador harmonico, as fun<;iies internas ao subdominio 

tarnbem sao charnadas de fun<;oes harmonicas. 

0 espa<;o de fun<;iies de forma pode ser expresso como: 

V= Vhannonica (f) VB (f) Vv 

Na FIGURA 8-3 sao mostradas as fun<;iies de forma de ordem cubica ao longo 

das interfaces que o arnbiente PZ utiliza: 

FIGURA 8-3- Fun~iies hierarquicas de ordem cubiea n11ma interface. 

2 0 que e equivalente a resolver a 11 y - a iT X 7 = 0 



129 

Para obter o valor da funvao rA sobre o n6 k de tal maneira que tenha uma 

distribuivao linear a Iongo da interface, usa-se a seguinte formula: 

Onde rk e a distiincia entre o vertice atual v
1 

e o n6 k. A variavel L representa a 

distiincia entre os vertices v
1
-v' da interface. A FIGURA 8-4 mostra esquernaticamente 

como sao definidas as distiincias rk e L . 

k 

---_,.-

v' 

2 

f-------r, 

f------------r, 

L-----------------------------------L 

FIGURA 8-4- Rela~iio entre as distancia entre os nos da interface e os vertices. 

A funvao rA e a fun<;:ao de forma linear sobre o no k. A FIGURA 8-5 mostra 

como o valor de fA e distribuido linearmente ao Iongo da interface. 



v' v' 

FIGURA 8-5- 0 valor da fun~io fA e proporcional a ¢.. 

Depois da mudanya de bases o espayo das funyiies de forma resulta em: 

v = vh"""onico EEl VB EEl Vv 
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Na FIGURA 8-6 mostram-se as funyiies de forma da FIGURA 8-5 depois de 

distribuir linearmente as funyiies dos vertices. 

FIGURA 8-6- Fun~oes de forma de ordem cubicas depois da mudan~a de bases. 

8.2. IMPLEMENTA{:AO DA MUDAN{:A DE BASE 

Seja a seguinte matriz de rigidez para urn subdominio, tendo sido seus nos 

intemos ja reduzidos: 
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Sejam ;p e ¢' as fun96es de fonna dos vertices "esquerdo" e "direito" 

respectivamente. Conforme ja foi mostrado, as novas fun96es sao obtidas pela soma das 

fun96es na interface multiplicadas por urn fator fi: 

Os elementos da matriz de rigidez associadas com o vertice l podem ser escritos 

da seguinte maneira: 

Substituindo-se o valor das fun96es dos vertices segue que: 

A integral de cada produto ¢/A representa o elemento G,i) da matriz reduzida 

K. Pode-se escrever: K" em func;ao dos elementos de K, entao: 

- ,,.._, ,,._ /.-.. !,.._, 

K~< = fo Ko, + /1 Kj, + /, K,, ................ + fn K"' 

ou em fonna mais compacta: 

J=n 

K~< = 2.,JjKJi para i4 
}=0 

Para OS vertices tem-se que: 

3 Nesta expressao n representa o nllmero de n6s na interface. 
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Essa expressao nlio foi demonstrada com detalhe porque o algoritmo explicado 

posteriormente nlio a utiliza. 

As mesmas manipula~oes algebricas podem ser efetuadas para o vertice r (vertice 

direito ): 

;=n 

K,, = 'I.J; K" para i# 
f=O 

As transformao;:oes mostradas acima para a matriz de rigidez tambem sao validas 

para o vetor de carga. Mas neste caso apenas mudamos as linhas. Na irnplementa~ao da 

mudan~a de base e necessaria que OS nos de interface tenham cinco informa~oes: 

I. a numera~ao local do no corrente; 

2. a numera~ao local do no do extremo "direito"; 

3. a numerao;:ao local do no do extremo "esquerdo"; 

4. o fator J' que o no corrente contribui para a funo;:ao do vertice "esquerdo"; 

5. o fator f' que o no corrente contribui para a funo;:ao do vertice "direito". 

Com essas cinco informa~oes, o algoritmo consiste em percorrer os nos de cada 

subdominio e ir adicionando suas contribuio;:oes nos vertices extremos a cada interface. 

Isto cobre os elementos quadraticos que aparecem no calculo de K 11 = Jf fA fA dO.. Cabe 

lembrar que nesse estagio, os nos "visiveis" em cada subdominio sao apenas os de 

interface e os nos dos vertices. Assirn, nessa etapa o objeto do tipo TSuperEI tern urn 

comportamento de elemento. 

A mudanc;a de bases foi irnplementada numa nova classe chamada 

TModGridShape. Esta classe e derivada da classe TCompGrid e tern como dado 

adicional uma arvore bin!iria que para os nos de interface armazena as cinco informa~oes 

mencionadas acima que sao necessarias para irnplementar a mudan<;a de base. A classe 

TModGridShape tern como func;ao membro principal a fun~ao Assemble que constroi 

o sistema de equa~oes global reduzido. Esta constru<;ao se faz percorrendo-se todos os 

elementos do dominio, sendo que em cada elemento tem-se tres etapas: 
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•calculo da matriz de rigidez local e do vetor de cargas nas bases padrao; 

•Mudano;;a de bases das matrizes de rigidez local e o vetor de carga local; 

•Colocao;;ao das contribuio;;oes do elemento no sistema global.. 

Em Seguida, e mostrado o algoritmo que a funo;;ao Assemble implementa 

detalhando-se a parte de mudano;;a de bases. 

iel = primeiro elemento da arvore binaria de elementos 

Enquanto iel exista; 

Calcula a matriz de rigidez local ek; 

Calcula o vetor de cargas local fk; 

Para in= 0,1 ,2 ... numero de n6s-1 

Se o n6(in) nao contribui para os vertices conclui-se este ciclo 

middleeq = numera<;ao local do n6(in); 

righteq = numera<;ao local do vertice "direito" da interface; 

leftid = numera<;ao local do vertice "esquerdo" da interface; 

/eftval = contribui<;ao I de n6(in) para o vertice "esquerdo"; 

rightval = contribui<;ao f de n6(in) para o vertice direito; 

Para idf= 0,1,2 ... graus de liberdade do n6(in)-1 

Para ieq = 0,1 ,2,3 ... (numero de linhas de ek )-1 

ek(ieq , lefteq+idf) += leftval* ek(ieq, middleeq+idf); 

ek(ieq , righteq+idf) += righttval* ek(ieq, middleeq+idf); 

ek(lefteq+idf, ieq) += leftval* ek(middleeq+idf, ieq); 

ek(righteq+idf, ieq) += righttval* ek middleeq+idf, ieq); 

Fim do ciclo ieq 

ef (lefteq+idf, 0) += /eftval* ef( middleeq+idf, 0); 

ef( righteq+idf, 0) += righttval* ef( middleeq+idf, 0); 

Fim do ciclo idf 

Fim do ciclo in 

Vai para o proximo iel da arvore binaria 



Coloca a contribuic;ao de eke fk no sistema global de equac;oes 

Fim do Enquanto 

8.3. 0 PRE-CONDICIONADOR BLOCO-D/AGONAL 

MOD/FICADA 
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COM BASE 

Ap6s ter sido mudada a base dos vertices com a inten9ao de se estender a 

influencia de suas fun96es, de maneira a permitir urn acoplamento entre os vertices de 

subdominios pr6ximos, constr6i-se o pre-condicionador. Este e construido sem levar em 

conta o acoplamento das fun96es ¢ dos vertices com as fun9oes '¢ das interfaces. 

Conforrne ja foi mencionado anteriorrnente, os vertices sao nurnerados inicialmente, e em 

seguida as interfaces. Sendo assirn o pre-condicionador tera dois blocos na diagonal. 0 

prirneiro bloco refere-se aos vertices e o segundo bloco as interfaces. 

[
Kvv 

M= 
0 

Cabe ressaltar que o segundo bloco K88 na verdade e urn conjunto de blocos D;, onde 

cada bloco representa a rnatriz de rigidez local de uma interface na rnalha dos 

subdominios, ou melhor, o bloco K 88 reline as matrizes de rigidez das interfaces como 

mostra a FIGURA 8-7. 

""""I MALHA DE SUB-OOMiNIOS 

----- -------- -----;._ ___ _ 

L---f-rc-" - I-I-, 

. /1---l--J~-

D, 

J~ri -~-r-r~y 

-~~-----'._r-~-

FIGURA 8-7- Localiza~lio das influencias das interfaces na rnatriz M. 
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Para implementar urn matriz que seja diagonal por blocos, foi criada a classe 

TBiockDiagonal derivada da classe TMatrix e da classe TBlock, para ter o 

comportamento de matriz em blocos. 

Urn objeto do tipo TBiockDiagonal precisa de duas informao;:oes para ser 

construido: o tipo de matriz que sera o primeiro bloco que esta referido aos vertices dos 

sub-dominios, e as dimensoes dos blocos referidos as interfaces dos subdominios. 

Estes dados inicializam as seguintes variaveis membro: 

TMatrix *fDimO: Este ponteiro aponta para urn objeto do tipo TMatrix, o que permite 

empregar qualquer classe derivada desta, i. e, qualquer tipo de matriz (skyline, 

banda, banda simetrica, matriz reduzida, etc.). 

TFMatrix *fDimi: Com este ponteiro aloca-se dinamicamente urn vetor de objetos tipo 

TFMatrix . Cada matriz desta alocao;:ao esta referida a matriz resultante da 

interface entre dois vertices. 

Double Vee *fStorage: Neste vetor de variaveis de dupla precisao sao armazenados os 

elementos das matrizes do tipo TFMatrix. Isto e possivel porque foi 

acrescentada na classe TFMatrix a possibilidade dos elementos desta matriz 

serem armazenados nurn "pedao;:o" de memoria indicado pelo usuario
4

• 

A FIGURA 8-8 mostra que os elementos dos blocos da diagonal correspondentes 

as interfaces sao arrnazenados no vetor fStorage. 

4 Lembre-se que os elementos de urn objeto TFMatrix sao armazenados por colunas num vetor. 

... ··--·---------- -------~ 
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!Storage 

D, 

;~ 
~) ! : 

•.......... ~ 

FIGURA 8-8- Armazenamento dos elementos da matriz tipo TFMatrix no vetor !Storage. 

8.4. EQUIVALENCIA DO FA TOR "p" COM A NORMA DO ERRO. 

No calculo do gradiente conjugado pre-condicionado define-se p como: 

p=r' z (8.3) 

Se Uh e uma solu<;iio aproximada de Ku = f , entiio o residuo esta definido como 

rh = f- Ku. e z = M' r, onde Me a matriz pre-condicionadora. 

Se u e a solu<;iio exata, rh tambem pode ser calculado como: 

rh = K (u-uh) 

A substitui<;iio desta ultima expressiio em (8.3) leva a: 

Uma vez que o erro esta definido como e = u - uh, segue que: 

p=e'K' M-'Ke (8.4) 
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Se for assurnido que M ::= K, entao M
1 
K ::=I , o que permite escrever a expressao 

(8.4) como: 

p:e'Ke 

que por defini9ao e a norma do erro, ou melhor: 

(8.5) 

8.5. 0 PRE CONDICIONADOR COMO OPERADOR DIFERENCIAL 

No algoritmo do gradiente conjugado da pagina 123 tem-se a 1inha : 

Resolver M zi·1=ri·1
. 

Isto indica que o vetor z e calculado invertendo a matriz M. E facil demonstrar 

que a inversao da matriz M resulta na inversao dos blocos Kvv e K11 • Nota-se que o 

vetor z tambem esta dividido em dois blocos correspondentes aos vertices e as interfaces 

dos subdominios, tal que o primeiro bloco esta relacionado com Kvv e o segundo bloco 

esta relacionado com K11 

No bloco Kvv observa-se: 

1. A inversao do bloco Kvv aproxima as funyiies de forma referentes aos vertices 

a uma fun9ao que nao depende da malha. Pode-se afirmar isto porque a fun9ao 

que esta sendo aproximada e a solw;:ao da equayao diferencial !'J.uh = 0 em cada 

subdominio. As condi9iies de contorno de essa equayao diferencial sao os 

valores das fun9iies de forma associadas aos vertices. Estas condi9iies de 

contorno sempre sao as mesmas. Isto porque as fun9iies associadas aos vertices 

sempre sao distribuidas linearmente ao Iongo das interfaces, nao importando o 

nfunero de elementos que tenha o subdominio. Na FIGURA 8-9 e mostrado 

que os vertices das malhas tern as mesmas fun9iies de forma, para dois 

refinamentos diferentes. 
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FIGURA 8-9 As fun~iies de forma dos vertices sao independentes do refinamento da malha 

2 S · fu - n+l ( ) • d n+l I . eja a n<;ao zh x,y assoc1a o ao vetor z ta que: 

n+l( ) " n+l-( ) zh x,y = LJZ, rp, x,y 

Esta fun<;iio converge para uma fun<;iio z"+
1
(x,y) que e independente da 

malha. Isto porque segundo a observa<;iio 1 o problema variacional 

relacionado aos vertices e igual para qualquer malha e com as mesmas 

condi<;oes de contomo. 

Para o bloco K11 tern se as seguintes observa<;oes: 

3. A solu<;iio zZ+'(x,y)= Iz;+'rp,(x,y) calculada para os nos de interface 

equivale a resolver a equa<;iio diferencial com condi<;iio de Dirichlet no 

contomo sobre os dois dominios que ela separa (FIGURA 8-10). Estes 

valores no contomo sao zZ(x,y)on seja correspondem ao valor obtido na 

itera<;ao anterior. 0 dito anteriormente nos permite escrever: 

a(z"+
1
,rp) = f(rp) 

z"+1(s) = z"(s) s EO Q' 
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FIGURA 8-10 Problema de Dirichlet entre dois subdominios 

Das observac;oes anteriores pode se afirmar que este pre condicionador converge 

para urn comportamento Unico independente do refinamento da malha. 
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8.6. TESTES NUMERICOS 

Para realizar os testes nurnericos sobre o pre-condicionador implementado, foi 

criada uma classe TGenGrid que, dados dois pontos (Xo,yo) e (x~,y 1 ) (FIGURA 8-11), 

constr6i urn dominio retangular. Os elementos do dominio sao criados dividindo-se dois 

!ados perpendiculares do retiingulo em nfuneros dados de parti9oes. Esta classe permite 

ainda criar superelementos, atraves do agrupamento de elementos criados da forma 

descrita. 

Na FIGURA 8-11 e mostrado urn exemplo de uma rna1ba criada pela classe 

TGenGrid. Esta malba tern 5x4 elementos e tern superelementos de 2x2 elementos. 

Observa-se que como niio puderam ser criados todos os superelementos de 2x2, esta 

classe criou automaticamente mais 2 superelementos de 1 x2 elementos. 

FIGURA 8-11 Exemplo de malha gerada pela classe TGemGrid 

A seguir sao descritos os testes realizados. 

8.6.1. PRIMEIRO TESTE: COMPORTAMENTO DO PRE-CONDICIONADOR 

USANDO ADAPTATIVIDADE h 

Para observar o comportamento do pre-condicionamento frente ao refinamento 

tipo h foram criados varias rnalbas de superelementos. Foi utilizado o problema de 

Poisson com condi9oes de Dirichlet em todo o contorno do problema. Cada 

superelemento, que inicialmente tinba 4 elementos, foi refinado para 9 elementos, em 
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seguida para 16 elementos, e por ultimo para 25 elementos. Todas estas aproxima<;oes 

usaram uma ordem de interpola<;iio cubica. Todas as malhas dos superelementos tiveram 

o comportamento mostrado no GRAFICO 8-1. 

Observa-se que nas itera<;oes iniciais as curvas coincidem. Isso leva a supor que 

em maiores refinamentos encontram-se maiores pontos de coincidencia. Essa afirma<;iio 

pode ser verificada claramente no GRAFICO 8-2. 

A partir dai, pode-se dizer que para uma certa precisao requerida tem-se urn 

refinamento "minima", tal que essa precisao e alcan<;ada com o mesmo nlimero de 

itera<;oes, nao importando se o refinamento e maior que o "minima". Por exemplo, 

nota-se no GRAFICO 8-1 que uma precisao de duas casas decimais e alcan<;ada em tres 

itera<;oes, nao importando o refinamento dos subdominios. 
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8.6.2. SEGUNDO TESTE: COMPORTAMENTO DO PRE-CONDICIONADOR 

USANDO ADAPT A TIVIDADE p 

Para observar o comportamento do pre-condicionamento frente a adaptatividade 

tipo p foi utilizado novamente o problema de Poisson com condiyoes de Dirichlet em 

todo o contomo do problema. 0 dominio foi discretizado em 9 subdominios, sendo que 

cada subdominio foi dividido em 4 elementos. 0 grau de interpolayao inicial foi cubico, 

incrementando-se urn grau a cada refinarnento ate o setirno grau. Os resultados 

nurnericos obtidos, mostrados no GRAFICO 8-3 mostram que este tipo de aproxiruayao 

tern urn comportamento muito semelhante a aproxiruayao tipo h. Para as prirneiras 

iterayoes as curvas coincidem, e depois se distanciam. Da mesrna forma que na 

adaptatividade tipo h, existe para uma aproxiruayao dada o nlimero de iterayoes que e 

independente do grau de interpolayao. No GRAFICO 8-4 comparam-se os graus de 

interpolayao 3, 4, 5 e 6 como grau 7, que foi o rnaior grau analisado no GRAFICO 8-3. 

Observa-se no GRAFICO 8-4 que realmente nas prirneiras itera.yoes o comportamento 

de qualquer ordem de interpolayao e muito semelhante. 
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8.6.3. TERCE/RO TESTE: COMPARAt;AO ENTRE AS ADAPTATIVIDADES 

TIPO h E p USANDO 0 PRE-CONDICIONADOR BLOCK-DIAGONAL 

Conforme jii foi mencionado, as adaptatividades h e p, ao que parece, tern os 

mesmos comportarnentos quando usado o pre-condicionador Block-Diagonal. Para 

verificar esse fato, foi construido o GRAFICO 8-5. Nesse griifico foram incluidas as 

aproxima9oes de setima ordem e ainda as aproximayoes obtidas com 25 elementos por 

subdominio. Nesse griifico observa-se que o comportamento e identico. Como 

verificayiio do anterior tem-se o GRAFI CO 8-6 onde foi representado a raziio entre o 

rnaior refinamento h(25) como rnaior grau de interpolayao p(7). Observa-se que a raziio 

h(25)/p(7) e igual a 1 nos primeiros pontos da curva. Do anterior pode-se concluir que 

para rnaiores ordens de iterpolayao e rnaiores refinamentos, haverii rnaiores pontos de 

coincidencia. Esse fato leva a conclusao de que essas adaptatividades tern urn 

comportarnento mais proximo entre si quanto rnaior e a ordem de interpolayiio, e assim o 

refinamento das adaptatividades h ou p e o mesmo. 
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8.6.4. QUARTO TESTE: MELHORAMENTO DO COND/CIONAMENTO DA 

MATRIZ DE RIGIDEZ 

Para calcular os autovalores maximos e minimos das matrizes K 5 e M 1K 6 foram 

feitos os mesmos testes dos itens 8.5.1 e 8.5.2. Os resultados obtidos sao mostrados na 

T ABELA 8-1. Pode-se observar que o nfunero de condicionamento melhora bastante 

tanto para adaptatividade h e p. Este teste indica que este pn.\-condicionador e muito 

mais eficiente quando usada a adaptatividade tipo p. No caso em que foi usado urn grau 

de interpolac;ao de ordem 7, o nfunero de pre-condicionamento foi diminuido de 899 

para 19. 

0 melhoramento do condicionamento da rnatriz tambem teve bons resultados 

para o problema elastico descrito a seguir. Foi utilizado o dominio retangular dos 

prirneiros testes, tendo como condic;oes de contorno dois !ados paralelos engastados e os 

outros livres, com uma carga uniformemente distribuida sobre urn dos !ados livres. Na 

TABELA 8-2 podem ser observados os resultados dos calculos dos autovalores 

maximos e minimos para a matriz K e M
1 
K. Igualmente ao teste anterior, estas rnatrizes 

correspondem as novas bases. 

5 Lembre-se que neste ponto do calculo a matriz K e da matriz reduzida com mudanya de bases. 

6 A matriz pre-condicionadora com mudanya de bases 



PROBLEMA DE POISSON 

p=2 
4 9 16 25 

1-(K)min 0.0820 0.0849 0.0858 0.0860 

1-(K)max 4.0570 3.8308 3.6476 3.5213 

1-(K)ma/1-(K)min 49.5014 45.1440 42.5270 40.9538 

1-(M-1K)min 0.2263 0.1854 0.1623 0.1471 

A-(M- 1K)m., 1.6780 1.7172 1.7409 1.7572 

1-(M-1K)ma/A-(M-IK)min 7.4140 9.2603 10.7293 11.9454 

4 ELEMENTOS POR SUBDOMINIO 

p=4 p=5 p=6 p=7 

0.0177 0.0083 0.0054 0.0032 

2.8707 2.8734 2.8737 2.8735 

162.4348 346.0888 531.0021 899.3582 

0.1584 0.1342 0.1181 0.1064 

1.7194 1.7507 1.7726 1.7892 

10.8527 13.0422 15.0148 16.8155 

-Vl -



PROBLEMA ElASTICO 

p=2 4 ELEMENTOS POR SUBDOMINIO 

4 9 16 25 p=4 p~5 p=6 p=7 

A.(K)mln 0.0550 0.0551 0.0546 0.0535 0.0110 0.0052 0.0035 0.0020 

A.(K)max 4.2059 3.9870 3.7871 3.6433 3.0492 3.0465 3.0467 3.0465 

A(K)ma/A.(K)mln 76.4645 72.3790 69.3420 68.0445 278.3374 583.6257 861.4444 1501.7991 

1c(M-
1
K)mln 0.1782 0.1471 0.1294 0.1178 0.1428 0.1261 0.1061 0.0984 

1c(M .. 1K)max 2.0771 2.0887 2.0953 2.0995 2.0908 2.0971 2.1037 2.1064. 

1c(M-
1
K)ma/1c(M-

1
K)mln 

I 

11.6545 14.2027 16.1899 17.8248 14.6399 16.6319 19.8197 21.3973! 

-Vl 
N 
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8.6.5. PONTOS DE SINGULAR/DADE 

Quando os testes numericos do item 8.5.4 foram realizados, tambem foram 

"plotados" os espayos de autovetores gerados pelos autovalores minimos e m:iximos das 

matrizes K e M
1 
K, onde K e a matriz condensada correspondente as novas bases. A 

matriz Me a matriz pre-condicionadora tambem correspondente as novas bases. 

0 autovalor minimo da matriz K em todos os testes mostrou que o espayo dos 

autovetores gerado pelo autovalor minimo tern pontos de singularidade nos vertices dos 

subdominios, como mostra a FIGURA 8-12. 

FIGURA 8-12- Espa~o de autovetores gerado pelo autovalor minimo da matriz K. 

0 auto valor minimo da matriz M
1 
K em todos os testes mostrou que o espayo 

dos autovetores gerado pelo autovalor minimo tambem tern pontos de singularidade nos 

vertices dos subdominios, como mostra a FIGURA 8-13. 

FIGURA 8-13- Espa~o de autovetores gerados pelo autovalor minimo da matriz M'
1
K. 
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0 autovalor rru\ximo da matriz K em todos os testes mostrou que o espac,;o dos 

autovetores gerado pelo autovalor rru\ximo tern uma singularidade nos vertices dos 

subdominios. Nota-se que esta singularidade nao e muito pronunciada, conforme se 

observa na FIGURA 8-14. 

FIGURA 8-14- Espa~o de autovetores gerado pelo autovalor maximo da matriz K. 

0 espac,;o de autovetores gerados pe1o autovalor rru\ximo da matriz M 1K tern 

pontos de singularidade nos vertices dos sub-dominios segundo pode se observar na 

FIGURA 8-15. 

y 

FIGURA 8-15- Espa~o de autovetores gerado pelo autovalor maximo da matriz M"
1
K. 

Das observac,;oes anteriores pode-se concluir que o pre-condicionador M nao 

consegue elirninar estes pontos de singularidade. 
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9. CONCLUSOES 

Este trabalho foi constituido de duas partes: 

• A implementayao da subestrutura9ao dentro da filosofia orientada a objetos; 

• Proposi9ao e estudo de urn pre-condicionador baseado na malha grossa. Este 

pre-condicionador e usado no metodo do Gradiente Conjugado pre­

condicionado para resolver o sistema de equa96es resultante da 

subestrutura9ao. 

Na primeira etapa a tecnica de sub-estrutura9ao foi implementada de forma 

consistente no ambito da filosofia de prograrna9ao orientada para objetos. Duas classes 

formam a base desta implementa9ao: a classe TMatRed e a classe TSuperEI. 

A classe TMatRed representa urn sistema de equa96es e permite particionar este 

sistema em dois grupos : as equa96es dependentes e as equa96es externas. Esta classe 

implementa as opera96es algebricas da condensa9ao estatica de sistemas de equa96es 

A classe TSuperEI implementa a interface como prograrna de elementos finitos: 

ela determina quais sao os graus de liberdade internos e externos e apresenta uma 

interfuce consistente com a malha a qual pertence. 

No ambito do processamento foram viabilizadas as seguintes etapas: 

• Calculo da matriz de rigidez de cada subdominio; dependendo do tamanho do 

problema, esta etapa pode ser realizada em diferentes processadores. 

• Montagem do sistema para problema de interface [KREo ][U]=[FREo]; este 

sistema ainda pode ser muito grande podendo ser resolvido com metodos 

iterativos que sao os mais apropriados para processamento em paralelo. 

• Urn superelemento tambem pode formar a base para o estudo da tecnica 

"multigrid", viabilizando a implementa9iio do refinamento adaptativo em cada 
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subdomfnio (superelemento). A principal motivas:ao para o desenvolvimento 

deste trabalho foi o desenvolvimento de algoritmos paralelos para elementos 

finitos. 

Na segunda parte do presente trabalho propos-se usar urn pre-condicionador 

construido a partir da malha grossa. Os testes realizados indicam que o comportamento 

deste pre-condicionador tern urna tendencia a ter o mesmo comportamento para as 

adaptatividades tipo p e tipo h para ordens de interpolas:ao altas e malhas com alto grau 

de refinamento. Tambem foi notado que o nurnero de pre-condicionamento e bastante 

reduzido melhorando o condicionamento da matriz de rigidez. Embora esta reduorao seja 

mais eficiente na adaptatividade tipo p, o efeito e o mesmo, pois a redus:ao leva aos 

mesmos niveis de nfunero de pre-condicionamento que os obtidos na adaptatividade tipo 

h. Observou-se que o pre-condicionador teve urn born desempenho para o problema 

elastico, a medida em que o nfunero de condicionamento melhorou bastante. 

Os autovetores correspondentes aos autovalores minimos e maximos da matriz 

condensada apresentam pontos de singularidade nos vertices dos subdomfnios. Estes 

pontos de singularidade sao suavizados pelo pn!-condicionador mas nao sao eliminados. 

A mudanora de base e facil de se implementar, pois e realizada usando a matriz de 

rigidez e o vetor de carga local ja calculadas nas bases padroes. 

Em estudos posteriores podem ser feito urn maJor aprofundamento, testando-se 

problemas reais onde os subdomfnios sejam irregulares. Tambem poderia ser feito urn 

estudo das singularidades detectadas nos autovalores .. 

Foi estudada a tecnica de subestruturas:ao desde seus conceitos basicos ate sua 

implementas:ao computacional, usando o paradigrna da prograrnas:ao orientada a objetos. 
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12. ANEXO: COD/GO EXEMPLO 

Neste anexo e explicado com mais detalhes como se tern acesso os objetos do 

ambiente PZ. Para isto sera explicada a fun9ao ReadMateria!BC que pertence ao 

prograrna exemplo do capitulo 4. Este exemplo aproxima urn problema elastico para urn 

material isotr6pico. A fun9ao ReadMateria!BC tern as seguintes partes: 

•Leitura do nfunero de dados ( da linha 2 a linha 6); 

•Leitura dos Coeficientes da equa9ao diferencial (da linha 7 a linha 14); 

• Inicializa9ao do nfunero de variaveis da equa9ao diferencial( da linha 16 a linha 

20); 

•Leitura das condi9oes de contomo ( da linha 22 a linha 39); 

•Cria9ao dos elementos computacionais ( da linha 40 a linha 50); 

•Cria9ao de urn objeto TAnalysis (linha 51). 

Primeiro sera mostrado o c6digo e depois a sua explica9ao segundo os itens 

mencionados acima. 

12.1. CODIGO EXEMPLO 

1. void ReadMateriaiBC(char *fname, TCompGrid &c, TAnalysis *&an){ 

2. //Leitura do numero de dados 

3. fstream arq(fname); 

4. int nummat,numbc; 

5. 

6. arq >> nummat >> numbc; 

7. //Leitura dos coeficientes da equacao diferencial 

8. for(int im=O; im<nummat; im++) { 

9. int matnum; 

10. double E,nu,fx,fy; 

11. arq >> matnum >> E >> nu >> fx >> fy; 

12. TEiasticityMaterial *mp =new TEiasticityMaterial(matnum,E,nu,fx,fy); 



------------------

13. (e.MateriaiMap())[matnum] = mp; 

14. } 

15. 

16.// lnicializaeao do numero de variaveis 

17. Pix i = e.MateriaiMap().first(); 

18. int numvariables=O; TMaterial *mp = 0; 

19. if(i) mp = (TMaterial *) e.MateriaiMap().eontents(i); 

20. if(mp) numvariables = mp->NumVariables(); 

21. 

22.//Leitura das eondieoes de eontorno 

23. 

24. TFMatrix val1 (numvariables,numvariables), val2(numvariables, 1 ); 

25. for (short be= 0; be< numbc; be++) { 

26. int benumber,betype, matnumber; 

27. arq >> ben umber >> matnumber >> betype; 

28. int k; 

29. for(k=O;k<numvariables;++k) 

30. for(int I=O;I<numvariables;++l) 

31. arq » val1 (k,l); 

32. for(k=O;k<numvariables;++k) 

33. arq » val2(k,O); 

34. TBndCond* bnded; 

35. bndcd = mp->CreateBe( bcnumber, betype, val1, val2); 

36. e.BndCondMap()[bcnumber] = bnded; 

37. } 

38. 

39.// creaeao de elementos computaeionais 

40. TGeoGrid &g = *e.ReferenceGrid(); 

41. i = g.EiementMap().first(); 

42. TGeoEI *gel =0; 

43. TCompEI *eel = 0; 
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44. while(i) { 

45. gel= (TGeoEI *) g.EiementMap().contents(i); 

46. g.EiementMap().next(i); 

47. eel= gei->CreateCompEI(); 

48. 

49. 

50. } 

long id = cel->ld(); 

c.EiementMap()[id] =eel; 

51. an= newTAnalysis(&c); 

52. 

53.} 

12.2. EXPLICAl;AO DO COD/GO EXEMPLO 

12.2.1. LEITURA DO NUMERO DE DADOS 

168 

Segundo este c6digo os dados sao lidos do arquivo fname segundo a entrada 

arq. Estes dados sao: nfunero de materiais (nummat) e nfunero de condi.yoes de 

contomo (numbc). 

12.2.2. LEITURA DOS COEFICIENTES DA EQUA<;AO 

DIFERENCIAL 

Nesta parte e executada nummat ciclos para leitura dos coeficientes da equa.yao 

diferencial. Para cada um destes ciclos tem-se: 

•Linha II: Leitura de E (modulo de Young), nu (coeficiente de Poisson), fx 

(for.ya de volume na dire.yao x) e fy (for<;a de volume na dire.yao y). 

•Linha 12: Cria.yao dinfunica do Objeto mp do tipo TEiasticityMaterial. Este 

objeto e criado segundo o E, nu, fx, e fy. 

•Linha 13: 0 objeto mp e colocado com o identificador matnum dentro da 

arvore de materiais c.MateriaiMap() que pertence a malha computacional c. 
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12.2.3. INICIALIZA<;:AO DO NUMERO DE VARIA VEIS 

Como mencionado anteriormente o ambiente Pz armazena seus dados em arvores 

bimirias [ref]. 0 acesso aos nos destas arvores e dado por pseudo-indices chamados de 

Pix. Urn objeto do tipo Pix tern comportamento de ponteiro e de indice. 

0 armazenamento em arvore biru\ria esta irnplementada na biblioteca de classes 

Gnu++ [ref] com o nome de A VLMaps. Alguma de suas func;:oes rnais usadas sao: 

no. 

first() : Retoma o prirneiro elemento da arvore. Retoma zero se esta vazia. 

next(ind) : ind avan<;:a para o proximo elemento da arvore( ind e urn Pix) 

seek(k) : Retorna o indice Pix do elemento. 0 argumento k e o identificador do 

contents(i) : Retoma o conteudo do no com Pix=i. 

Neste codigo tem-se as seguintes linhas: 

• Linha 17 : E declarado urn indice tipo Pix que aponta ao prirneiro elemento da 

arvore de materials da malha computacional c 

• Linha 18 : Declara<;:ao do inteiro numvariables onde vai ser armazenado o 

numero de variaveis da equa<;:ao diferencial. Tambem e declarado mp como 

ponteiro para TMaterial. 

• Linha 19 : Se i existe, entao mp aponta para o objeto tipo TMaterial de indice 

i (tipo Pix). Este objeto esta dentro da :irvore de rnateriais que pertence a 

rnalha computacional c. 

• Linha 20 : Se mp existe numvariables armazena o valor retomado pela 

fun<;:ao NumVariables() que pertence a classe TMaterial. 

12.2.4. LEITURA DAS CONDI<;:OES DE CONTORNO. 

Na linha 24 sao declaradas rnatrizes do tipo cheia para armazenar as condi<;:oes de 

contomo. As dirnensoes desta rnatriz sao concordantes com o numero de variaveis da 

equa<;:ao diferencial que esta sendo aproxirnada, 

•Linha 25 : Inicio dos numbc ciclos para cria<;:ao das condi<;:oes de contomo. 
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•Linha 27 : Leitura do nlu:nero (Jdj da condi<;:ao de contorno (bcnumber), 

leitura do nlu:nero (/d) do material (matnumber) e do tipo da condi<;:ao de 

contorno (bctype). Estes tipos podem ser condi<;:oes mistas, de Dirichlet ou 

Neumann. 

•Linha 29-33 : Nestes ciclos sao preenchidas as matrizes com os valores da 

condi<;:ao de contorno corrente (bcnumber). 

•Linha 34 : Declaras:ao de urn ponteiro bndcd do tipo TBndCond. 

•Linha 35 : 0 objeto bndcd aponta para as condi<;:oes de contorno criadas dentro 

do material mp. Estas condi<;:oes de contorno tern nlu:nero (Jdj bcnumber, sao 

do tipo bctype e tern seus valores armazenados nas matrizes val1 e val2. 

•Linha 36 : No mapeamento das condi<;:oes de contorno da malha computacional 

c e inserido a condi<;:ao de contorno bndcd como nlu:nero (!d) ben umber. 

•Linha 37 : Fim dos numbc ciclos. 

12.2.5. CRIA<;:AO DE ELEMENTOS COMPUTACIONAIS 

•Linha 40 : E declarado urn objeto TGeoGrid que esta referenciada it malha 

geometrica retornada por ReferenceGrid() da malha computacional c. 

•Linha 41 : 0 Pix i aponta para o primeiro elemento da arvore de elementos da 

malha geometrica g. 

•Linha 42 : Declara<;:ao de urn ponteiro nulo (*gel) para urn elemento geometrico 

(TGeoEI). 

•Linha 43 : Declaras:ao de urn ponteiro nulo (*eel) para urn elemento 

computacional (TCompEI). 

•Linha 44 : Enquanto exista elementos geometricos ( i ) no mapeamento serao 

executadas as linhas 45-49. 

•Linha 45 : 0 elemento geometrico gel aponta para o elemento geometrico i da 

malhag. 

•Linha 46 : i avan<;:a para o proximo no da arvore de elementos da malha g. 

•Limha 47 : 0 elemento computacional eel aponta para o elemento 

computacional criado tendo como base gel. 
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• Linha 48 : id armazena o identificador (I d) do e1emento computacional eel. 

•Linha 49 : 0 elemento eel e adicionado a arvore de elementos da malha 

computacional c com identificador id. 

12.2.6. CRIA(:AO DE UM OBJETO TAnalysis. 

Depois de ter colocado todas as condit;:oes de contorno e criado todos os 

elementos computacionais, ja e possivel construir urn objeto do tipo TAnalysis. Este 

objeto calcula a sequencia dos nos geometricos, coletividade. Na linha 51 An e urn 

objeto do tipo T Analysis construido dinamicamente tendo como base a malha 

computacional c. 


