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RESUMO

Na engenharia muitos fendmenos fisicos sdo modelados usando equagdes
diferenciais. O método dos elementos finitos ¢ bastante eficiente para resolver
numericamente estas equacOes. Muitas aplicagbes levam a sistemas com grande
quantidade de equagGes e incOgnitas (problemas de grande escala), que para serem
resolvidos necessitam de técnicas especializadas. A ferramenta mais atual para resolver
problemas de grande escala € o processamento em paralelo. Essa ferramenta é usada em
conjunto com a técnica da subestruturagdo, que consiste em dividir o dominio do
problema, gerando uma malha que ¢ chamada de malha grossa. Usando a malha grossa
monta-se um sistema de equagles que ¢ chamado de sistema reduzido. Este sistema é
resolvido usando o método do gradiente conjugado pré-condicionado. Este trabalho tem
duas partes: a primeira é implementar a técnica de subestruturagdo usando o paradigma
da programacio onentada a objetos. A segunda parte propde a construgdo de um pré-
condicionador resultante da mudanca de bases dos contormos das subestruturas para

bases hierarquicas.




ABSTRACT

In Engineering many physical phenomena are modeled using differential
equations. The finite element method is very efficient to solve these equations
numerically. Many applications lead to very large problems, whose solution requires
specialized methods. The most recent tool for solving large scale problems is the parallel
processing. This tool is used together with the substructuring technique, which consists
in splitting the domain of the problem, generating a coarse mesh. The coarse mesh is
assembled into a system of equations named the reduced system. This system is solved
by using the pre-conditioned conjugate gradient. This work includes two parts: the first
one is the implementation of substructuring using the object oriented programming
paradigm. The second part is devoted to the construction of a pre-conditioner resulting
from the modification of the shape functions on the contours of the substructures into

hierarchical basis functions.
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1. INTRODUCAO

A evolugdo acelerada do Aardware e software nos anos noventa tem permitido
explorar novos tipos de calculos que antes eram impossiveis ou muito dificeis de se
realizar. No ambito do desenvolvimento de soffware, um dos maiores progressos foi a
introdugdo da filosofia da programacdo orientada a objetos. Neste trabalho, esta nova
filosofia de programacio foi utilizada na implementa¢do da subestruturacdo dentro da

analise estrutural.

A subestruturagio vem se mostrando o melhor caminho para a solugdo em
paralelo de grandes sistemas de equagdes lineares e ndo lineares, que surgem quando
problemas elipticos de elasticidade, dindmica dos fluidos, e outros problemas de
engenharia sdo discretizados por elementos finitos. Apos a divisio do dominioc em
subdominios, estes sdo distribuidos entre os processadores. As varidveis internas de cada
subdominio sdo reduzidas, obtendo-se um novo sistema referente as variaveis do
contorno de cada subestrutura. Este novo sistema € cheto, pois ¢ resultante de operagdes
de multiplicagdo e adi¢io de matrizes. Para este novo sistema, o método de resolugdo
mais conveniente ¢ 0 meétodo do gradiente comjugado pré-condicionado, pols este €
altamente paralelizavel e a sua convergéncia pode ser acelerada com a utilizagdio de pre-

condicionadores.

Os termos subestruturagdo e subestrutura sio equivalentes a decomposi¢io de
dominios ¢ subdominios, respectivamente. Em 1869, SCHWARZ, apud WIDLUND
(1990}, no estudo de problemas elipticos, desenvolveu o meétodo da decomposi¢io
de dominios em sub-regies para estabelecer a existéncia de fun¢tes harmonicas sobre
regides com contornos nio suaves. Em 1963, nasceram os termos subestruturagdo e
subestruturas, quando a restrigio da capacidade de memoria dos computadores e sua
reduzida velocidade de processamento levaram PRZEMIENIECKI a usar a analise
matricial de estruturas para dividir as estruturas em varias subestruturas para estuda-las

separadamente.




Este trabalho compde-se basicamente de duas partes: a primeira trata da
implementacdo da subestruturacdo de forma consistente dentro do ambiente PZ que €
orientado a objetos, viabilizando o processamento em paralelo de problemas de grande
porte. A segunda parte propde a construgdo de um pré-condicionador tomando como
base a malha resultante da subestruturagdo. A técnica de subestruturagio foi
implementada de forma consistente pela criagio da classe TSuperEl Para
implementagdo do pré-condicionador foram criadas duas classes: a classe
TModGridShape ¢ a classe TBlockDiagonal. Foram usadas bases hierarquicas entre as
interfaces dos subdominios. Seu desenvolvimento foi feito sobre dominios regulares e

com subdominios ndo sobrepostos uns aos outros.

Primeiro uma abordagem geral da aproximag@o de elementos finitos €
apresentada. Em seguida uma descri¢do do ambiente PZ, que por ser um ambiente de
desenvolvimento recente, ndo tem muita documentacdo. Esta descrigdo, portanto, tem o
objetivo de servir como um guia de referéncia para os usudrios desse ambiente. Segue a
descricio da classe TMatrix, que gerencia o calculo matricial, uma classe desenvolvida
anteriormente pelo autor deste trabalho' Essa descrigdo ¢ importante como

documentacgdo da classe TMatrix.

TSANTANA ¢ DEVLOO (1995, 1996)




2. OBJETIVOS

O objetivo principal deste trabalho é a implementagdo do método de
subestruturacdo dentro de um programa de elementos finitos, usando a filosofia da
programacdo orientada a objetos. As classes resultantes deste esforco foram

implementadas dentro do ambiente PZ, tendo em vista os seguintes objetivos especificos:

1. Implementar o algoritmo de sub-estruturagdo usando métodos diretos dentro
de cada sub-dominio;

2. Utilizag@o das equacgdes de interface para a solugdo iterativa do sistema de
equagoes;

3. Mudanga de base dos nds (intersecglio de 3 ou mais sub-dominios) dos
sub-dominios para uma base hierarquica;

4. Implementaciio de um pré-condicionador para acelerar a convergéncia do

método de gradiente conjugado pré-condicionado.




3. O METODO DOS ELEMENTOS FINITOS: UMA
ABORDAGEM GERAL

As equagdes diferenciais parciais, dependendo dos seus coeficientes, podem ser
classificadas em: equagdes diferenciais elipticas, hiperbdlicas ou parabolicas. Este
trabatho estd dirigido para o uso dos elementos finitos na aproximacdo de equagdes
diferenciais elipticas. A maior parte dos problemas estudados pela engenharia passam
pela solugdo de equacGes diferenciais deste tipo. Neste terceiro capitulo faz-se uma

revisdo dos principais conceitos da aproximacio por elementos finitos.

3.3. REGULARIDADE: OS ESPACOS C™(Q) E H™(Q)

Uma importante propriedade das solugSes de problemas de valor de contorno do
método dos elementos finitos € a regularidade, que ¢ “o grau de suavidade” das funcdes

que formam o espago “solugdo™.

A descri¢do de uma dada fungdo como sendo “regular” ou “irregular” ¢ muito
vaga e qualitativa. E necessario quantificar, de alguma forma, a no¢dio de “grau de
regularidade” de uma funcdo. Ha uma maneira natural e elegante de fazé-lo,
universalmente usada, que consiste em se identificar a classe de continuidade C"(QQ) ou a

classe de Sobolev H"(Q) & qual a fun¢fo a ser aproximada pertence.
3.2. OESPACOC"(0)

Suponha-se que O seja uma regido limitada em R’ e que u=u(x,y,2) seja uma
fungdo de valores reais em Q. Entdo « ¢ dita pertencente & classe C™(Q)) se u e todas
suas derivadas parciais de ordem menor ou igual a m sdo continuas em todo ponto (x,y,z)
pertencente a €2, onde m ¢ um nimero inteiro maior ou igual a zero. Como defini¢io de

C"(Q) pode ser usada a seguinte notag¢do:




C™() = u=u(x,y,2),(x,y,2)teu,é,@,ﬁ,&Qu,ﬁu,ézu,. §2u, .,ému
& & & &t &y & gz M
M 7u sdo continuas em Q R3
&m“l@) (:_%m

que diz que C"(Q) é um conjunto de fungdes cujo membro tipico & tem como

propriedade que v, dw/dx,... u/&™ sdo continuas em uma regido Q contida em R*.

A classe C™(2) ¢é um espaco linear de fungSes, ou seja, se u &€ C"(Q) e

v € C™(Q), entdo au+Pv e C™(Q), para quaisquer escalares reais o e .
3.3. AS FUNCOES L?

Uma fungdio /' £2 — R, nfio necessariamente continua, € quadrado integravel se:

jfzdx<oo

Classifica-se tais funcdes pela introdugfio de um conjunto denotado L*(Q), que
consiste de classes de equivaléncia [f] de funcgSes definidas em Q, que sdo quadrado

integraveis.

Seja g uma funcdo que difere de /em valor em um niimero finito de pontos, mas
tal que as integrais de f ? e g’ em Q, resultam em valores numéricos idénticos para
qualquer subdominio. Estas fungdes sdo ditas equivalentes em termos dessa propriedade
e pertencem a mesma classe de equivaléncia [f] (ou [g]) em L) (ver esquema na

FIGURA 3.1).




Q)

FIGURA 3.1- Funcées equivalentes dentro do espaco L*(QQ).

Em outras palavras, se duas fungbes f e g pertencem a mesma classe de

equivaléncia, entdo:

[£Pax= [gPax
Q Q
1/2
e (ﬁf—gﬁdx} =0
Q

3.4. OESPACOH™(Q)

Uma funcio u pertence a classe H"(Q) se u e todas as suas derivadas parciais de
ordem menor ou igual a m, sendo m um inteiro ndo negativo, sdo membros da classe

L2(€2). Como defini¢io, pode-se usar a seguinte notagdo:

H™Q) = {ulu,% ..... u Lz}

Observa-se que as classes H"(Q) sdo uma maneira mais generalizada e natural de
se quantificar a suavidade ou a regularidade de fungdes do que as classes C™(Q). A
classe H™(Q), assim como a classe C™(Q), também € um espago linear de funcdes, ou
seja, se ue H'(Q) e v € H'(Q), entfio au+Bv € H(Q), para quaisquer escalares reais

aef.




3.5. FORMULACAO FRACA

Para mostrar como se constr6i a forma variacional do problema, ou forma fraca,
sera usada como exemplo a seguinte equagfo diferencial, que mais adiante sera referida

como problema exemplo:

d | cu(x, addx,
_a“‘gc“[ (;y)}wagzg[m%mﬂ}+awu(x,y)mf(x,y) (3.1)

sendo: (x,y)eQc R?

Entende-se que o contorno 6Q de € € naturalmente dividido em duas partes,
o8, e 6Q,, tal que FQ=7Q, U FQ,, no qual dois tipos distintos de condigdes de
contorno sdo respectivamente aplicados. Em 2Q,, admite-se que condi¢des de contorno

homogéneas essenciais { ou condi¢do de Dirichlet) sejam impostas na forma:

u=40 em JQ,

Em 08Q,, sdo impostas condigdes de contorno wnaturais (ou condigdo de
Neumann) do tipo:
dlch =g em JQ,

onde # € a direcdo normal ao contorno.

Observa-se que a solugdo u dessa equagdo diferencial tem que ser diferenciavel
pelo menos duas vezes. O primeiro passo para calcular a forma fraca ¢ calcular o residuo

r(x, y), atraves de:

2 [o'u(x,y)}_ 2 [éu(x,m

P azzé) & :l"'aoo“(xay)‘f(xa)/):()

Esse residuo é multiplicado por uma funcfo ponderadora v, também chamada de

funcdo teste, suficientemente suave, tal que o produto »v seja também integravel. A




fungdio v ainda satisfaz a condigio de Dirichlet homogénea com respeito &2,. Do

anterior, tem-se:

J{— a | 2D, g[ﬁg&}}var | R C

3.2)
Utilizando-se a regra da derivada de um produto de fungdes, segue que:

_5_(‘,_03] AL [@}

| T —

&\ & &k &\
é(d;) é’( ﬁl) 2
&\N&/ N & K

A substituicio desta dltima expressdo em (3.2), e a aplicagdo do teorema da
divergéncia, leva a:

& cu & du au 077
f_!-{agg > +dy, amg; + aoow}dxdy = if(x,y)vdxdy + J-{a” w&wv +dy, Ev}dxdy

&2
(3.3)
Cabe mencionar que aplicar em forma seqiiencial a formula da derivada de um
produto de fungdes e o teorema da divergéncia € equivalente a aplicar a integracdo por

partes.

O lado direito da expressdo (3.3) também pode ser escrito em termos do

operador bilinear simétrico, expresso por:

& cu &
B(u,v)= J-{“l 55 +ay; 55 +a0uv}dxdy (3.4)
Q

No contexto de problemas de engenharia, a quantidade B(u,v) ¢ algumas vezes
referida como o frabalho virfual do problema, tendo em vista sua correspondéncia com

o trabatho virtual da mecénica classica.

Uma notagio mais geral para B(u,v) € a seguinte:




i /1 -
1t Sudé™v gy M Ly vy e Ay NN
Bluvy=|lapym ———+apm-1—— +..+a +..4a,, uv
nim i - nn (414
W i m -~ m—1 A
0 ] Z3 23t XN XN

Nesta ultima expressio as quantidades <7, sdo fungdes dadas de posigio em Q.

De forma geral, B(u,v) contem todas as possiveis combina¢des dos produtos das
derivadas de x# com relagdo a x, xa, ..., xy de ordem m ou menor, com as derivadas de v
de ordem m ou menor.

Retomando-se a equagio diferencial exemplo (3.1) e substituindo-se (3.4) em
(3.3) tem-se que:

A

rehed .
531}‘ fy (3.5)

B(u, vy = jf(x, yyvdxdy + J'{an ”gl‘r Ty
a x

Nesta expressdo ainda falta especificar um espago apropriado para as fungdes v.
Se u ¢ uma fungio admissivel', entdo a escolha de # = v também ¢é valida. Isto conduz a
que v seja quadrado integravel. Fazendo-se as devidas consideragdes para as;, a;; € agpo,

pode-se escrever:

A

i (Zé?‘)z*[%)“l dxdy <B(v,v) <

Se a primeira denivada € quadrado integravel, ent3o ela existe. Esta condigdo leva

as fungBes « e v a pertencer a classe H*

Se esta (ltima expressio vale para todas as fungbes teste v suficientemente
suaves, e se a solucio » também € suficientemente suave, a solucdo de (3.5) também € a

solugdo de (3.1).

Isto possibilita fazer o enunciado variacional do problema exemplo:

' O espago das funges admissiveis abrange as fungdes que podem constituir uma solucio para
o problema. ¢ sera visto mais adianic.
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Encontrar u que pertenca a H' tal que:

B(u,v)= [ /(x, yyvetedy + | {an%+a22 %}vdmjz v veHd! (3.6)
0 A2

e que cumpra com as condicdes de contorno:
1w = {) em €2,
e culdn =g em O€),.

(lembre-se que v=0em 5Q,)

O nome formulagdo fraca vem do fato de que a formula¢do abaixa a ordem de
diferenciagdo da solugdo. Segundo a equacgdo diferencial inicial, a solucdio # deveria
pertencer ao espago das fungdes duas vezes diferenciavel, ou seja, # deveria pertencer a
C?. Porém, depois de se aplicar a integragdo por partes, # pode pertencer ao espago de

fun¢des que sdo diferenciaveis apenas uma vez, desde que sejam quadrado integraveis.
3.6. CONDICOES DE CONTORNOQ ESSENCIAIS E NATURAIS

As condicGes essenciais de contorno, também conhecidas como condigdes de
Dirichlet, envolvem condicdes sobre as derivadas de ordem O, I, ..., m-1, e sdo usadas
para definir o espaco H de fungdes admissiveis, como um subespaco de H™({2). No

exemplo, a condi¢o essencial de contorno € a condigdo # = 0 em 8Q; (m=1).

As condigcdes naturais de contorno, também conhecidas como condigdes de
Neumann, envolvem condi¢Ges sobre as denivadas de ordem m, m ~1, .., 2m -1, e
entram na sentenca do problema variacional de valor de contormo. No exemplo, € a

condi¢io Ju/dn = gem Q.

As condigdes de contorno mistas sio o caso mais geral, pois sio uma
combinag¢do linear das condigdes de contorno de Neumman e Dirichlet. Para o caso de

m=1, tem-se que a condigdo de contorno mista pode ser escrita como:
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dulx,,y
a%(_;%;ll "4“/3“(““0:)’0) =@

3.7. O ESPACO DAS FUNCOES ADMISSIVEIS

A estrutura do espago H das fungdes admissiveis deve conter as fungdes que
satisfagam as condigdes de contorno essenciais e que sejam suaves o suficiente para que
o problema variacional (3.6} faga sentido. No caso do problema exemplo conforme ja foi

analisado anteriormente, o espago admissivel é H"

Demonstra-se em ODEN (1979) que para os problemas elipticos de segunda

ordem o espago admissivel ¢ um subespago H'(Q) tal que:

H={vecH (Q)v=0em5Q,)

3.8. APROXIMACOES DE GALERKIN

De forma geral, uma aproximagdo de Galerkin de (3.6) é obtida apresentando-se
o problema variacional em um sub-espago dimensionalmente finito /" do espago das

fungGes admissiveis H. Especificamente, procura-se u, em H” tal que:

Bluy,v,) = [ foyde + [ gv,ds vy, e H (.7)
|9}

A,

O indice # aqui ¢ uma notacdo para explicar a dependéncia do espago de

discretizacio de elementos finitos.

A aproximacio de Galerkin #; da solu¢fio # tem a forma:
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1\;
u (8) = 3t 8 (0) (3.8)
=1

onde N ¢ a dimensdo de H*, o sido constantes desconhecidas e ¢, sio funcBes base
linearmente independentes, cujas combinacdes lineares formam H” . Estas funcdes
também sio chamadas de “fung¢des de forma”. As condi¢bes essenciais sobre ¢ sdo
satisfeitas por us, uma vez que H" < . Assim, o problema (3.6) é equivalente ao

seguinte sistema linear:

N
> K=k, i=12,...N
J=1

onde K; e F; sdo entradas da matriz de rigidez e vetor de carga, respectivamente:

K, = B4 )

F, = | fbde + [ gpds
Q a,

izl jsN

3.9. O METODO DOS ELEMENTOS FINITOS
3.9.3. DISCRETIZACAO DO DOMINIO

O método dos elementos finitos fornece uma técnica geral e sisterndtica para a
construcdo das fungdes base ¢. O dominio Q ¢ substituido por uma coleciio €2, de £
dominios 2., que sdo os elementos finitos;

E
2 =J2, 2n02;,=0 vij

e=]

Em duas dimensdes esta discretizagdo ¢é feita de tal forma que cada elemento

geométrico Q, ¢ de topologia triangular ou quadrilateral, com nés geométricos sobre

seus veértices.




3.9.2. TRANSFORMACAQ GEOMETRICA

No dominio discretizado, aplica-se a formulagdo variacional a cada elemento.

Para o problema exemplo tem-se que:

B,(u;,vi)= | fordx+ | gvids e=12... E
o, o,
Zu, v, cu, &v,
onde: B,{u;,v;)= J' ay — g ay, oy rdedy
b gx éx ay ¢y
o e €
du cu
€ jgvkds = _‘. {an ——_h'f'azz ’ }vbds
& o, on fn |

O calculo das integrais no sistema original (x,y) pode ser facilitado pela mudanga
de variaveis de tal forma que os limites das integrais sejam de facil aplicagdo. Esta
mudan¢a de variaveis tem a fungdo de relacionar o elemento no sistema (£,1) com o

elemento no sistema (x,y), segundo um mapeamento T., ou seja, a transformacdo
T.: 3, —»Q, étal que:

T.(&m=(x,y)

O elemento Q, é chamado de elemento mestre, e 0 elemento () ¢ chamado de

elemento deformado. A

FIGURA 3.2 mostra o mapeamento linear para um elemento triangular.

|
1~
B
,
-
-

FIGURA 3.2- Mapeamento linear de um elemento triangular,
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Qualquer integral sobre o dominio deformado pode ser transformada em uma

integral sobre o elemento mestre. Utilizando a seguinte regra de transformacio:

[ gCx, Yo dy= [ g(x(En), y(Em))det()dE dny

onde:
[ox ox]
RS- L 3
J = 2y dy J ¢ a matriz jacobiana da transformagéo.
s on
e det(J) é o determinante da matriz jacobiana.
Depois da mudanga de variaveis, o operador bilinear tem a seguinte forma:
- uE )y, OVER; | Sy & EM); NP
B vy = [al . H(E TIW(E 1) et T YdndE
Aup V) {{{ad P . +a,, oy oy + a S v(E ';)J et JydndE

(3.9)
O mapeamento T, deve ter como propriedade que cada ponto do elemento
mestre seja 0 mapeamento de um Unico ponto do elemento deformado. Esta propriedade
implica que o jacobiano da transformagio seja diferente de zero, o que € equivalente a

dizer que a transformagio inversa existe.

A construcdo desses mapeamentos € baseada em polindmios completos de grau

p. DHATT e TOUZOT (1982) explicam amplamente este tipo de construgao.

3.9.3. INTERPOLACAO

Depois da transformagido geométrica € mais conveniente aproximar # 7o

elemento mestre, de tal forma que:
N,
wylo, (6, ¥) = u,(E(x, ), ox, ¥)) = 2 1, ,(E, 1)
J=t

uma vez que a transformagdo T,: f}e - (), ¢ tal que:

L m=(xy)
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Com a reformulagio do problema variacional (3.9) com v, = 0 e up(&, 1), para

cada elemento pode-se escrever:

Bo(wi Wy 1y = j fw; dei( J jdx + j g, det( J; )ds, (3.10)
Q a0,

Ou:

Zk,,uj = (3.11)

onde:

Ay O, o &
k; If{a“ OW; WJ +a CQV/, l//

= det(J )d& d
Jx JIx - (?y (’?}; F W W } e( ) 5 n

Q

7= A& mw, dewydé dn

. du cu
ol = é[}{au ar R éy }w det(J)ds

Ky é conhecida como matriz de rigidez local, f %; é chamado de vetor local de
forgas e o', € o “vetor de fluxo”que representa a contribui¢io as condigfes naturais no

Ju cu
contorno do elemento 2, devidoa a,, — e R

~ v

oy

Renumerando-se os indices na equacdo (3.11), que correspondem a numeragio
“local a cada elemento”, de tal forma a corresponder ao esquema de numeragdo usado
para identificar os nés #; da malha inteira dos elementos finitos, pode-se formar o sistema

global de equagdes:

.
Zky 1 =) (f+07) i=12,. . E
j=1
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Este sistema, dependendo do tipo da equagio diferencial, pode resultar numa
matriz de rigidez simétrica ou ndo. No caso do problema exemplo, a matriz de rigidez é

simétrica. Como exemplo de equagfo diferencial que resulta em uma matriz de rigidez

ndo simétrica tem-se a equagdo v +u = f . Na construgio da formulacio fraca, o termo

u ndo vai ser “absorvido” pela integracdo por partes. Isso pode ser visto na expressiao

3 £ e
seguinte, onde k7 = ;-

2y, v, Oy,
= j' S e Yo, et dEdy (3.12)

Nota-se que a transformacio geométrica e a interpola¢do nfo necessarimente
usam as mesmos polindmios. Dependendo dessa relagio define-se os elementos iso-

parameétricos, pseudo-parameétricos e sub-paramétricos.

Elementos iso-paramétricos: SZo chamados assim os elementos que usam

polindmios de transformacio idénticos aos polinémios de interpolagéo.

Elementos pseudo-paramétricos: S3o aqueles elementos em que os polindmios de

transformagio sio diferentes dos polindmios de interpolacdo, mas que usam 0s
mesmos mondémios na construgdo destes, ou seja os polindmios sio do mesmo

grau.

Elementos sub-paramétricos: S3o os elementos que usam polindmios de

transformacido de grau menor que os polinémios de interpolagdo. Existem

também os elementos super-paramétricos que sdo o caso oposto.

3.10. ADAPTATIVIDADE

Embora na literatura sejam encontrados estimadores de erro a priori, na pratica é
muito dificil, e alguma vezes impossivel, julgar antecipadamente a precisio da

aproximagio, para assim construir uma malha aproprniada. Existe a necessidade de que
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programas de elementos finitos sejam capazes de controlar o erro de aproximagio por
um procedimento de retroalimentagfo. Isso pode ser feito num ciclo de analise, que se
inicia com o calculo do erro da aproximagio. Como segundo passo, o espago de
aproximagdo ¢ estendido de acordo com a distribui¢do do erro, e por Ultimo o problema

€ re-analisado, iniciando-se um novo ciclo se for necessario.

Uma medida para o erro usada com freqiiéncia € a norma da energia. O método
dos elementos finitos calcula uma fungdo aproximada u; que pertence ao espago das
fun¢des admissiveis. Demonstra-se que a fung@io u; € aquela que minimiza a norma da

energia do erro, ou seja;

i .
I =l oy = minfu i
B~ 2 )

Uma demonstragio dessa relagdo pode ser encontrada em SZABO e BABUSKA

(1991). A norma da energia do erro é definida por ], = B(u,u)""

Por exemplo, no caso da equagio V[KVu(x,n)]-bu(x.y)=f(x,»}, o erro da

norma da energia é dado por:

e x(! K(Vu)® +buzdﬂ} = Blu,u)"” (3.13)

3.13. VERSAO h DOS ELEMENTOS FINITOS

Um aspecto inerente a todo sistema adaptativo € a sua capacidade de reanalise.
Em termos de aproximacdo de elementos finitos, esta pode ser vista como uma extensio
do espaco de aproximacio que pode ser implementada de varias maneiras. Uma dessas
maneiras € a versdo /# , em que a malha de elementos finitos € refinada localmente. A

técnica mais comum € partir de uma malha grossa e refinar os elementos localmente.

As malhas geradas a partir do refinamento /4 sdo propicias a utilizagdo da técnica

multigrid, em que se parte de uma malha fina para malhas cada vez mais grossas
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aplicando-se algum procedimento iterativo, até chegar a uma malha bem grosseira. Este
processo € conhecido como restrigio. Com a aproximacdo encontrada na malha grossa
se faz o caminho inverso at¢ se chegar a malha original. Este processo é conhecido como

interpolacdo.

Na literatura existe a sugestdo para se reconstruir a malha a cada refinamento ao
invés de refinar os elementos localmente (RANK, 1993). Este método ¢ chamado de

triangulagdo. Também tem-se verséo r que consiste no reposicionamento dos nds.
3.12. AVERSAOp

Quando se trata da versdio A, implicitamente ¢ assumido que o grau de
interpolacio seja 0 mesmo para toda a malha. Usualmente, aproximacdes de ordem mais
baixa sfo usadas, com o grau do polindmio igual a p=1 ou p=2. Uma forma totalmente
diferente de se alcancgar a adaptatividade em aproximagdes de elementos finitos € usar
para todos os passos da andlise a mesma malha de elementos finitos, mas aumentar

(localmente ou globalmente) a ordem das fungdes de forma.

Segundo SZABO e BABUSKA (1991), fungdes de base hierarquicas para a
versdo tipo p foram construidos primeiramente por PEANC em 1975, Ainda na mesma
referéncia encontra-se uma descricdo detathada de como se constroem bases hierarquicas

para o caso bidimensional e tridimensional.

Para o caso unidimensional, uma familia inteira de fungdes de forma ¢ obtida pela
definicdo de uma seqiiéncia de polindmios P, com grau 7 tal que a fungdo seja nula no

contorno de cada elemento. Essa ultima condi¢iio pode ser expressa por:

{B©iz2,ce[~LIB(-1)=K1)=0}

Uma possivel escolha para P, é dada pela integral de polindmios de Legendre.




n
( £ 1 dn(xz - I)
B&)= dt
! ;:j_i 511 (7 —1)! &
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(3.14)

Na FIGURA 3.3 mostra-se a base hierarquica gerada pela expressdo anterior.

A FIGURA 3.4 mostra a base padrio. Obsevando-se as FIGURAS 33 e 3.4,

percebe-se que a diferenga entre as bases hierarquicas e as bases padrio ¢ que no caso

das bases hierarquicas todas as fungdes de forma de ordem mais baixa sdo mantidas na

base de ordem mais alta, o que ndo acontece no caso das bases padrao, em que a base de

ordem p s6 tem funcdes de ordem p.

— e 3
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FIGURA 3.3- Fungbes de base hierirquicas em uma dimenséo.

FONTE: RANK, 1993, p. 5.
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FIGURA 3.4- Fungées de base padriie em uma dimensio.

¥FONTE: RANK, 1993, p. 5.
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As bases hierarquicas tém uma conseqiiéncia imediata sobre a estrutura da matriz
de nigidez do elemento. Se as equagdes sdo ordenadas de tal forma que todas as formas
lineares abrangem do numero 0 até »,, e as formas quadraticas abrangem de n; +1 até m,,
da mesma forma para a fungo cibica e assim por diante, as matrizes de rigidez terfo a

forma mostradas na FIGURA 3.5

Aproximagdo |inear p=i

Aproximagio Quadratica

Aproximagdo Cubica

FIGURA 3.5- A matriz de rigidez para bases hieridrquicas.
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4. O AMBIENTE PZ

4.1. VISAO GERAL

Existem muitos programas de elementos finitos em diferentes campos de aplicagio,
tais como Engenharia Mecinica, Engenharia de Petréleo, Engenhana Civil, Engenharia de
Materiais, Aeronautica, Biomecanica, etc. Todos eles implementam dentro de seus
codigos procedimentos que descrevem o processo de aproximacao por elementos finitos,
porém, ndo abstraem os conceitos da formulacio matematica dessa aproximac¢do. Esses
conceitos sio trés:

1. defini¢io do dominio;

2. o espago das fungoes de interpolagdo;

3. definigdo da equagio diferencial que governa o problema e suas condigdes de

contorno associadas.

A maioria dos programas implementa essa formulagfio usando os seguintes “blocos
estruturados™

¢ Discretizacdio do dominio: o dominio matematico € discretizado por uma malha

de elementos gerando uma lista de nos e elementos. Também nesta parte sdo
incluidos os coeficientes da equacdo diferencial e é definido o esquema de
interpolacdo, ficando caracternizado o ﬁpo de problema e o espago de
aproximagio.

o Identificacio das condicdes de contormo: as condigcdes de contorno s3o

identificadas e aplicadas aos nos.
e Calculo: é feita a computagdo das matrizes locais, montagem do vetor de forgas
(right hand side) e aplicagdo das condi¢Bes de contorno do elemento.

o Construcdo do sistema e solugdo: onde € montada a matriz global, o sistema a

ser resolvido, e sdo aplicadas as condi¢Bes de contorno. Também ¢ escolhido o
tipo de método que sera empregado para solucionar o sistema (decomposi¢do

LU. LDL' ou Cholesky).
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Estes “blocos-estruturados™ na maior parte dos soffwares sdo implementados
utilizando a linguagermn FORTRAN. Esta filosofia de programagio estruturada dificulta a
manutencdo de projetos de soffware de grande porte, ou seja, quanto mais geral, mais
complexo se torna o programa. Toma-se como base de comparagdo o FORTRAN
porque a maioria dos cddigos da computacdo cientifica € escrita nessa linguagem,
embora nos softwares de escopo comercial a programagdo orientada a objetos

(especialmente a linguagem C++) esteja sendo bastante utilizada.

O ambiente PZ foi desenvolvido por DEVLQO (1993) usando o paradigma da
programacdo orientada a objetos e permite atingir um alto nivel de abstragio no
desenvolvimento de programas de elementos finitos. Central nesta filosofia de
programacgdo esta o conceito de classe, que une dados e operagdes sobre eles mesmos,

permitindo a criag¢do de novos tipos de dados.

Este ambiente estd edificado sobre um conjunto de classes-base virtuais, que
definem tipos que representam os trés conceitos, mencionados anteriormente, de uma
aproximacdo por elementos finitos. Nesses tipos estdio abstraidos a malha, ¢ elemento, o
nd e o material, ¢ a estes estdo associadas operacdes de transformacio de sistemas de
coordenadas, mtegra¢io numérica, construgio de sistema de equagdes, etc. Todos esses
objetos sfio armazenados em arvores bindrias ¢ nfio em listas, uma vez que a busca numa
arvore bindria é mais rapida que a busca em listas com grande quantidade de dados
(LEA, 1992). Cada um desses objetos tem identificadores que sdo chamados de Ids, e

que ndo necessariamente formam uma seqliéncia numérica.
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O ambiente PZ fornece uma estrutura de classes orientada para simular problemas
de mecénica computacional e incorporar a maioria de algoritmos de elementos finitos
(inclusive adaptatividade e paralelismo), sem tomar o programa necessariamente
ineficiente. Este conjunto de classes abstrai de uma maneira eficiente a formulacio dos
clementos fmitos. Atualmente, o ambiente contém elementos uni-dimensionais e bi-
dimensionais triangulares e quadrilateros. As interpolacdes sdo de ordem arbitraria,
utihizando-se fungdes hierarquicas de interpolagio.

Os modelos implementados sfo porticos  bi-dimensionais, treligas  tri-
dimensionais, problema de Poisson, elasticidade bi-dimensional, placas, membranas e
escoamento em meios porosos com interagfio entre a pressdo nos poros e deformagio
elastica da rocha. Qualquer outro sistema de equagbes bi-dimensional linear pode ser

facilmente incorporado.

Neste trabalho serdo descritas de forma breve as classes principais do ambiente,
pois a descricdo de todas as classes de forma detalhada seria muito extensa. Além disso, o
ambiente PZ utiliza, além das classes implementadas nele mesmo, muitas classes do GNU
C++ Library (LEA, 1992) e da biblioteca Templates (BARRET, BERRY, CHAN et al.,
1994). Nessa descricdo serfio encontrados muitos objetos dessas bibliotecas'. Para maiores

detalhes sugere-se consultar as respectivas referéncias.

4.2. ESTRUTURA DE CLASSES DO AMBIENTE PZ

Um ambiente orientado a objetos apresenta-se ao usudrio como um conjunto de
classes. Este conjunto de classes deve seguir uma filosofia de resolugdo de problemas tal
que o usuario, familiarizado com o ambiente, procure a classe que resolva um dado
problema. Na determinagdo da aproximacfo de uma equacio diferencial existem trés
passos:

o2 definicdo da geometria do dominio;

' Por exemplo, vetor de inteiros (TIntVec), vetores de dupla precisfio (TDoubleVee), vetor de ponteiros
{VeidPtrVec), mapeamento de ponteiros (T VoidPtrMap), etc.
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*0 espaco de interpolagéo;

ea defini¢do dos coeficientes da equag8o diferencial e/ou condigdes de contorno.

Na filosofia da programagio orientada a objetos, as classes sdo desenvolvidas
para abstrair a definicdo e o comportamento dos objetos que formam um problema.
Seguindo essa filosofia, 0 ambiente PZ contem trés principais conjuntos de classes com

finalidades distintas:

sclasses para aproximagio da geometria do problema;
eclasses para definicdo do espaco de interpolagio;
eclasses para definiciio da(s) equacfio(des) diferencial(ais) e as condigSes de

contorno.

Dentro desse ambiente, existe uma classe chamada de TAnalysis, que monta o
sistema global de equacbes, calcula a largura da banda, etc., interagindo esses trés tipos
de classes. As classes sfio chamadas a partir de um programa principal, constituindo as
partes de discretizagdo, modelagem computacional e definigfio de condicdes de

cORntorno.

Um mesmo dominio pode ser discretizado por elementos quadrilaterais ou
triangulares, mas segundo o material e a equacgdo diferencial, o comportamento do
modelo ¢ diferente. Este ambiente permite que sejam usados diferentes materiais e graus
de interpolagdo, para um mesmo dominio. Isto permite uma variedade de analises muito

rica, sem precisar desenvolver versdes particulares para cada tipo de modelo.

A FIGURA 4-1 mostra esquematicamente a seqiiéncia de chamadas dos

conjuntos de classes do ambiente PZ.




PRE PROCESSAMENTO

__main (} -]//

APROXIMALAD
GEOMEIRICA
DO PROBLEWA

|

DEFINICEG DO
ESPACO Db
INTERPOLAGAO

s

F CONDICOES DE CONTORNO

DEFINIGAO DOS COEFICIENTES DA EQ. DIFERENCIAL

N

CLASSE ANALISE:
MONTAGEM DA MATRIZ OF RGDEZ;
MONTAGLM U0 VETOR DE CARGAS;
FSCOLHA DO TIFO D MATRIZ ESPARSA;
SOLUCAG DO SISTEMA.

POS—PROCESSAMENTO
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FIGURA 4-1- Esquema mostrando 2 sequéncia de chamadas as classes do ambiente PZ.
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4.2.1. PRE-PROCESSAMENTO E POS-PROCESSAMENTO

No que se refere a pré-processamento, o ambiente PZ tem uma classe TModulef
que 16 arquivos gerados pelo programa MODULEF’. Existe ainda a classe TGenGrid,
que gera malhas retangulares. Estas duas classes trabalham com elementos triangulares e
retangulares.

Para pos-processamento, existem as classes TDXGrafGrid, TMVGrafGrid e
TV3DGrafGrid, que criam arquivos de dados que podem ser interpretados pelos
programas DATA-EXPLORER, MVIEW e VIEW3D’ respectivamente. Para maiores
informagdes do DATA-EXPLORER ver IBM CORPORATION (1994) e para o MVIEW
ver CENPES-PETROBRAS/PUC-RIO (1995).

4.2.2. APROXIMACAO DA GEOMETRIA DO PROBLEMA

O dominio da equac@o diferencial é discretizado por elementos finitos. Cada
elemento define um espago parametrizado uni-, bi- ou tri-dimensional. Esta
parametrizagdo ¢ expressa por um mapeamento entre a configuragio no dominio
(configuracdo deformada) e um elemento mestre. Este mapeamento € definido por fungdes
de interpolacdo lagrangeanas lineares e quadraticas. A classe principal da aproximagio da
geometria € a classe TGeoGrid {malha geométrica). Esta classe contém arvores binarias
de ponteiros que apontam para objetos do tipo TCosys (sistema de coordenadas),

TGeoNod (n6 geométrico) e TGeoEl (elemento geoméirico).
4.2.2.1. TGeoGrid

A classe TGeoGrid ¢ um conjunto de elementos ¢ nos geométricos que define a
geometria do dominio da equacgio diferencial. Nota-se que, caso a malha seja refinada de
modo adaptativo, o elemento mie e seus sub-elementos estdo incluidos na arvore binana

dos elementos (ver FIGURA 4-2).

“ Modulef ¢ uma biblioteca de programas para elementos finitos. ver SIMULOG (1993).
* Este ¢ um programa de visualizacdo desenvolvido por RIBEIRO [1996]
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FIGURA 4-2- Arvore bindria dos elementos de uma malha.

Esta classe tem as seguintes caracteristicas:

e proporciona ao usudrio a arvore binaria de elementos geométricos e a de nds
geométricos;

e proporciona a arvore bindria dos nés do contorno do dominio e a arvore
binaria dos elementos do contorno do dominio;

¢ inclui método para calculo da vizinhanga dos elementos.

Supde-se que varias aproximagdes possam ser feitas com base em uma Unica
malha geométrica. Este seria o caso de algoritmos adaptativos em que a seqiiéncia de
malhas sfo armazenadas separadamente. Em seguida ¢ apresentada uma descri¢do das

variaveis membro e das fungdes membro desta classe.

VARIAVEIS MEMBRO

char fChecked: E verdadeiro se todos os nés estiverem definidos; esta variavel é
inicializada somente apdés a fungdo Check(ostream & err = cerr) ter sido
chamada;

char fName[63]: Nesta variavel é guardado o nome da malha geométrica;
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int fNDim: Guarda a dimensdo da topologia do problema;

TVoidPtrMap fElementMap: Arvore binaria de ponteiros para os elementos do
TGeoGrid;

TVoidPtrMap fNodeMap: Arvore binaria de ponteiros para os nés do TGeoGrid;

TVoidPirMap fEIBndCondMap: Arvore binaria de ponteiros para os elementos com
condi¢des de contorno;

TVoidPtrMap fNodBndCondMap:Arvore bindria de ponteiros para os nds com

condi¢des de contorno.

METODOS DO TIPO PUBLICO

static TGeoGrid *gCurrent: Ponteiro para um objeto do tipo TGeoGrid; ¢ usado para
apontar a malha que estda sendo construida. Na forma “natural” de um objeto
TGeoGrid, este ponteiro tem valor nulo;

TGeoGrid(int nd = 3). Construtor da classe, tem como pardmetro a dimensdio da
topologia da malha; a dimensdo padrdo € 3. Todas as listas sfo inicializadas com
dimensdo zero; todos os ponteiros apontam para NULL, e somente a variavel
fNDim é inicializada com nd;

TGeoGrid (TGeoGrid & gr): Construtor de copia, ou seja, constréi o objeto corrente
com todas as caracteristicas da malha gr;

void CleanUp(): Apaga todas as alocagdes e referéncias contidas na malha.

METODOS PARA ACESS0O AS VARIAVEIS MEMBRO

int NumNodes(): Retorna o namero de nds que a matha possui;

int NumElem(): Retorna o nimero de elementos que a malha possui;

char IsChecked(): £ verdadeiro s¢c a malha geométrica tiver sido verificada;

void SetName(char *nm): E alterada a varidvel membro fName (nome da matha) para
um novo nome, dado através de nm;

char* Name(): Retorna o nome do objeto corrente;
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TVoidPtrMap &ElementMap(): Retorna uma arvore bindria de ponteiros para os
elementos do objeto tipo TGeoGrid;

TVoidPtrMap &NodeMap(): Retorna uma arvore bindria de ponteiros para os nés do
objeto tipo TGeoGrid;

TVoidPtrMap &ElementBcMap(). Retorna uma arvore bindria de ponteiros que
apontam para os elementos que tém condigdes de contorno associadas;

TVoidPtrMap &NodeBcMap(): Retorna uma arvore bindria de ponteiros que apontam

para os nos que tem condi¢des de contorno associadas.

FUNCOES UTILITARIAS

void ResetReference(): Anula a referéncia da classe dos elementos ¢ nés. Diferentes
malthas computacionais (TCompGrid) podem ser criadas com base numa malha
geométrica (TGeoGrid), porém somente um TCompGrid esta sendo apontado
por um TGeoGrid; se esta fungiio é invocada, vai anular as referéncias dos
elementos e nos, ou seja, a malha geométrica nfio aponta para nenhuma matha
computacional;

char Check(ostream & err = cerr): Verifica se todos os nos estdo definidos;

void Print(ostream & out = cout): Imprime na saida out todas as caracteristicas do
TGeoGrid, como nome , nods, elementos, etc;

TGeoNod* FindNode(Long nid): Retorna um ponteiro para um objeto do tipo
TGeoNod; este objeto representa o nd identificado com /d=nid. Retorna NULL
caso o no ndo exista;

TGeoNod* FindNode(DoubleVec &co): Retorna um ponteiro para um objeto do tipo
TGeoNod; este objeto representa 0 nd mais proximo da coordenada dada pelo
vetor ¢0 do tipo DoubleVec (esta € uma classe da biblioteca GNU). Retorna
NULL caso o nd ndo exista;

TGeoEl *FindElem(Long elid): Retorna um ponteiro para um objeto do tipo TGeoEl,
este objeto representa o elemento identificado com /d=nid. Retorna NULL caso o
elemento ndo exista;

TCosys *FindCosys(Long cosysid): Retorna um ponteiro para um objeto do tipo
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TCosys; este objeto representa o sistema de coordenadas identificado com

[d=cosyid. Retorna NULL caso o sistema nfio exista;

void BuildConnectivity(): Constrdi a conectividade dos elementos dentro da malha.

void Swap(TGeoNod *np1, TGeoNod *np2): substitui 0 né apontado por np1 pelo

void

no apontado por np2;
GetNodePtr(int nno, LongAVec& nos, VoidPtrVec &nodep): Copia os
primeiros NNO ponteiros identificados pelos valores contidos em NOS para o vetor

de ponteiros nodep;

void GetBoundaryElements(int NodFrom, int NodTo, VoidPirVec &EiementVec,

void

TIntVec &Sides): Retorna no vetor de ponteiros ElementVec os ponteiros que
estdo apontando para os elementos que estfo no contorno do dominio, localizados
entre os nos NodFrom e NodTo, contados no sentido anti-horario. Este método
usa a conectividade dos elementos. O método BuildConnectivity inicializa a
informacdo de conectividade dentro da malha.

BoundBox(TMatrix &bbox): Faz uma caixa em volta do dominio geométrico,
conforme esquematizado na FIGURA 4-3; isso ¢ feito encontrando-se as

coordenadas maximas e minimas do dominio.

(x, ymax)

(xmax ,y)

;
{

T

(xmin , ymin)

FIGURA 4-3- Limites definidos pela funciio BoundBex.
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APRIMORAMENTOS

No que se refere ao método Check(), além de verificar se todos os elementos
estdo definidos na malha, ele poderia verificar se todas as condi¢des de contorno estio

associadas a nds e elementos, e se todos os nds definidos nos elementos estdo dentro do

objeto TGeoGrid.

4.2.2.2. TGeokEl

Esta classe define o mapeamento entre o elemento deformado e o elemento
mestre. TGeoEl contém dados para identificar o vizinho do elemento, identificar o
numero de referéncia da condi¢dio de contorno e identificar o nimero de referéncia do
material. Seus principais métodos sdo:

* método para calculo do Jacobiano do mapeamento;

¢ método para dividir o elemento em sub-elementos;

e método para cria¢do de um elemento computacional baseado no elemento

geométrico atual.

Sdo derivadas da classe TGeoEl as classes TGeoElld, TGeoElQ2d ¢
TGeoEIT2d, que implementam respectivamente o elemento geométrico uni-dimensional,

o quadrilatero bi-dimensional e o tridngulo bi-dimensional (ver FIGURA 4-4).

TGeoElld

TGeoEl TGeoElQ2d

TGeoEIT2d

FIGURA 4-4- A classe do elemento geométrico e suas derivadas.
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VARIAVEIS MEMBRO

TGeoGrid *fGrid: Ponteiro para referenciar a malha 4 qual o objeto corrente pertence;

Long fid: Indice para o nimero do elemento;

int fNumNodes: Numero de nds do elemento;

Long fMatindex: Indice para tipo de material do elemento;

VoidPtrVec fNodep: Vetor de ponteiros que referéncia aos nos do elemento;

int fNumSides: Numero de arestas do elemento;

VoidPtrVec fConnect: Vetor de ponteiros referenciados aos elementos que estdo
conectados ao objeto corrente;

LongVec fSide: Lados pelos quais os elementos sfo conectados; caso o elemento seja
de fronteira, esta variavel contém o numero de referéncia da condi¢fio de contorno;

TCompEl *fReference: Ponteiro para um elemento computacional que foi criado
segundo o elemento geométrico corrente;

VoidPtrVec *fSubEl Vetor de ponteiros para sub-elementos. Os sub-elementos de um
elemento ndo sfo diferenciados dos outros dentro do TGeoGrid; os sub-elementos

também entram na lista de elementos do TGeoGrid.

METODOS DO TIPO PROTEGIDO

void SetNumNodes(int nn); Inicializa com nn o numero de nos do elemento;

void SetNumSides(int ns): Inicializa com ns o nimero dos lados do elemento;

void DefineConnectivity(LongVec &np): Inicializa o vetor de ponteiros fNodep com
os ponteiros contidos em np. Deve-se ter cuidado com o vetor NP, pois ndo existe
forma de se verificar se os ponteiros passados em NP sdo realmente ponteiros para
objetos do tipo TGeoNod (nos geométricos);

void Shape(double x, int num, TFMatrix &phi, TFMatrix &dphi): Calcula as num
fungdes de forma unidimensionais no ponto X. O valor da fun¢io ¢ retornada em
phi e o valor da derivada em dphi. As fun¢des padrio desta classe base sfio

fun¢des Lagrangeanas lineares e quadraticas em uma dimensfo;
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METODOS DO TIPO PUBLICO

TGeoEIl( long ld ): Construtor da classe, tem como argumento o Id do elemento. Todas
as varidveis sdo inicializadas com zero e os ponteiros ficam apontando para NULL,
ou seja, o elemento existe com fid = Id, porém, nfio tem lados, nem material, etc;

TGeoEl(TGeoEl & el): Constrdi o objeto corrente com as mesmas caracteristicas de el.

METODOS PARA ACESS0 AS VARIAVEIS MEMBRO

TGeoGrid *Grid(): Retorna um ponteiro para a malha (TGeoGrid) ao qual o elemento
pertence;

void SetGrid(TGeoGrid *gr): Deixa a varidvel fGrid apontada para gr; com isso
dizemos que o elemento corrente pertence a malha apontada por gr;

Long Id(): Retorna o id do elemento;

int NumberOfNodes(): Retorna o nimero de nés do elemento;

TGeoNod* NodePtr(int i): Retorna um ponteiro do tipo TGeoNed. Este ponteiro
aponta para o nd com numeragio i;

Long MaterialNumber(): Retorna o ld do material, onde o elemento corrente esta

indexado:
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TCompkEl *Reference(): Retorna um ponteiro para o elemento computacional, que o

elemento corrente esta apontando;

virtual TCompE! *CreateCompEIl(): Método que cria um elemento computacional
baseado no elemento geométrico corrente;

short NumSides(): Retorna o numero de lados do elemento;

virtual int NumSideNodes(): Retorna o namero de nés por lado. Por exemplo, num

elemento retangular, se for bi-linear retorna 2, ¢ se for quadratico retorna 3 (ver
FIGURA 4-5);

O O

P
p—

Bi-Linear Quadratico

FIGURA 4-5- Ndmero de nos por lado.

virtual TGeoNod *SideNode(int side, int node)=0: Retorna um ponteiro ao n6 node
do lado side (ver FIGURA 4-6);

side Q
\\‘s
/ -
node O
Quadratico

FIGURA 4-6- Acesso a0 no node do lado side.
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long SideNodeld(int side, int nodenum): Retorna o Id do nodenum do lado side;

int WhichSide(TLongVec &SideNodelds): Retorna o lado que contém os nds
referenciados por SideNodelds;

void SetMaterial(L.ong matind): Retorna o indice do material do elemento;

void SetNodePitr( int i, TGeoNod* np): Define o nd i para ser np;

void SetSide(int i, int siden): Serve para mudar a numeragfio do lado i para siden;
caso siden menor que zero, identifica o nimero de referéncia da condi¢iio de
contorno.

void SetConnectivity(int i, TGeoEIl"* el): Define 0 elemento que esta ao longo do lado
i igual ao elemento el;

TGeokEl *Neighbour(short is); Retorna um ponteiro para o elemento que ¢ vizinho ao
lado is do elemento corrente;

short NeighbourSide(short is}): Retorna o niimero do lado do elemento vizinho que

esta conectado ao lado is do elemento corrente (ver FIGURA 4-7);

P | p
3 =1 13 1 HeighbourSide[1)=3
o | 0
Elemento Elemento
Comrente vizinho

FIGURA 4-7- O iado do eiemento vizinho conectado ao lado 1 do elemento corrente é 3.

short Be(short side): Retorna o niimero de referéncia da condigdo de contorno do lado

side.

FUNCOES UTILITARIAS

void SwapNode(TGeoNod* gp1, TGeoNod* gp2): Substitui 0 né apontado pelo

gp1 pelo nd apontado pelo gp2. Esta mudanga ¢ efetiva somente se o gp1 existe

no clemento;
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void SwapMaterial(Long mat1, Long mat2): Substitui o indice de material para
mat2. Isso somente acontece se o indice fMatindex do elemento corrente € igual a
mat1;

void Print(ostream & out = cout): Imprime as caracteristicas do elemento corrente,
como o id do elemento, numero de nds, a numeracio dos nos, o indice do material,
elementos conectados, etc.

void SetReference(TCompE! *elp): Deixa a variavel fReference apontando para
elp. Isso quer dizer que o elemento geométrico corrente é o mapeamento do
elemento computacional elp.

void ClearReference(): Deixa a variavel fReference apontando para NULL, ou seja,
depois disto, 0 elemento corrente nfio tem elemento computacional reciproco.

friend ostreamé& operator<<(ostream &s,TGeokEl &el): Sobrecarga do operador <<,
usado para imprimir as caracteristicas do elemento geométrico na saida definida
por S.

void Center (double *Cent): Retorna no argumento Cent os valores das coordenadas
do centro geométrico do elemento;

virtual void Divide(VoidPtrVec &pv): Divide o elemento e coloca os elementos
resultantes dentro do vetor pv;

TGeoEl *SubEl(short is): Retorna um ponteiro ao subelemento is;

virtual void Jacobian(DoubleAVec &coordinate, TFMatrix &jac, TFMatrix
&axes). Retorna em jac o calculo do jacobiano no ponto definido por
coordinate; e em axes a dire¢io dos eixos ao qual o jacobiano se refere.

virtual void X(DoubleAVec &coordinate, DoubleAVec &result ): Nesta fungfio ¢
transformada a coordenada de um ponto no elemento mestre (coordinate), para o

valor correspondente no sistema global (result) (ver FIGURA 4-8).
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&.m

FIGURA 4-8- Mapeamento entre o elemento mestre e o sistema de coordenadas

cartesianas.

4.2.2.3. TGeoNod

Esta classe define o ndé geométrico, e contém as coordenadas de um né no espago
euclidiano tri-dimensional além de um ponteiro para um sistema de coordenadas. As
coordenadas passadas para construir um objeto deste tipo sdo coordenadas globais. O
construtor tem como valor padrio coordenadas tri-dimensionais. Se forem passadas

coordenadas com dimensdo maior, o sistema ndo faz as verificagdes necessarias.

VARIAVEIS MEMBRO

char fDefined: E um flag que indica se a matha foi verificada ou néio. Tem os valores de
TRUE ou FALSE;

Long fld: E o Id do no;

double fCoord[3]: Aqui sdo armazenadas as coordenadas dos nos. Pode-se observar

que esta imitado a trés dimensodes;




38

TCosys *fSys: Ponteiro para o sistema de referéncia;
TDofNod *fDofNod: Ponteiro para um objeto TDofNod. Um objeto do tipo TDofNod

gerencia o grau de liberdade do no;

METODOS DO TIPO PUBLICO

TGeoNod(long id, int ndim = 3, double *xp = NULL, TCosys *ref = NULL):
Construtor da classe, tem como argumentos o ld do nd, a dimensfo do problema
passado em ndim e as coordenadas da malha dadas em xp, sendo que estas devem
estar definidas em coordenadas globais. Se € passado um ponteiro com valor NULL,
0 no fica com a variavel fDefined igual a zero, ou seja, o nd existe mas nfo esta
inicializado. Como dltimo argumento temos o tipo de sistema de referéncia adotado
(TCosys). O argumento ndim tem como valor padrio igual a trés, que é o seu valor
MAaximo;

GeoNod(TGeoNod & nn): Construtor de copia. Constrdi o objeto corrente com as
carateristicas de nn;

void Define(int ndim, double *xp = NULL, TCosys *ref = NULL): Podemos mudar as
caracteristicas do objeto corrente; isso somente ¢ possivel se o ponteiro Xp inicializa
0 no;

Long id(): Retorna o id do no;

char IsDefined(): E verdadeiro se o né estiver definido;

void SetNodeNumber(Long i): Muda o Id do no para o valor de i;

double Coord(int i}: Retorna a cordenada X;;

void SetCoord(double *x, int dim = 3): Se o né for definido, as coordenadas sdo
substituidas pelos valores do vetor X até a posicdo dim. Esta varidvel pode ter 3
como valor maximo;

void SetCosys(TCosys* ¢sp): Deixa a variavel fSys apontando para €sp, ou seja, o
sistema de referéncia do né muda para csp;

void SetReference(TDofNod *dof). Deixa a referéncia para o correspondente
TDofNod; este objeto contém a informagfio dos graus de liberdade de um né

geometrico;
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void ResetReference(): Deixa a variavel fDofNod apontando para NULL, ou seja, o
no fica sem sistema de coordenadas (perigoso);

TDofNod *Reference(): Retorna o ponteiro armazenado em fDofNod;

void Print(ostream & out = cout): Imprime as caracteristicas do objeto corrente na

saida indicada por out;

4.2.2.4. TCosys

Esta ¢ uma classe base de onde se derivam as classe TCartsys, TCylinsys,
TEsfersys, que descrevem coordenadas cartesianas cilindricas e esféricas
respectivamente. Isto deixa a disposi¢io diferentes tipos de sistemas de coordenadas

para os sistemas globais e locais (ver FIGURA 4-9).

TEsfersys

TCosys TCylinsys

TCartsys

FIGURA 4-9- Sistemas de coordenadas derivados da classe Tcosys.

Nenhum tipo de verificagfo € feito sobre as referéncias circulares. Se este tipo de
referéncia existir, o programa entrara num Joop infinito. Um exemplo seria o caso de um

sistema $y estar referenciado para o sistema s;, € 57 estar referenciado para $y.

TIPO ENUMERADO

enum gCosysType {cartesian,cylindric,esferic}: Esta varidvel enumerada serve
como flag para identificar os sistemas de coordenadas, cartesianas

(gCosysType=0), cilindricas (gCosysType=1) e esféricas (gCosysType=2).
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VARIAVEIS MEMBRO

int fNumber: Indice do sistema de coordenada;

Float fOrigin[3]. Origem do sistema de coordenadas expresso em coordenadas

cartesianas;

TCosys *fReference: Ponteiro para o sistema de coordenadas,

Float fTr{3}[3]: Armazena os vetores unitarios expressos em coordenadas cartesianas. Em
cada linha sfo armazenadas as componentes dos vetores unitarios uw, v, w

respectivamente, segundo a FIGURA 4-10. Estes vetores sao relativos ao sistema de

coordenadas de referéncia.

Tr=1vl v2 43

wl w2 w3

FIGURA 4-10- Vetores unitarios de coordenadas curvilineas na classe TCosys.

METODOS DO TIPO PRIVADO

void Normalise(Float {3]): Deixa o vetor passado em {3 unitério;

void GetNormal(Float vec1[3], Float vec2[3], Fioat norm[3}]): Encontra a normal
(norm) do plano definido pelos vetores vect e vec2;

Float Determinant(Float t[3]{3]): Calcula o determinante da base definida por {;

virtual void ToCart(Float point[3]): Transforma o ponto point para ¢ sistema

cartesiano.

virtual void FromCart(Float point{3]): Transforma o ponto point do sistema cartesiano

para O sistema corrente.
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METODOS DO TIPO PUBLICO

TCosys(int num, TCosys™ ref = NULL, Float *org = NULL): Este construtor tem

como argumentos o ld do objeto (num), a referéncia do sistema (ref) e a origem do

sistema (0rg);
virtual int Type(): Retorna o tipo do sistema de coordenadas corrente;

void Print(ostream& out = cout): Imprime as caracteristicas do sistema de coordenadas,

como o |d do objeto, tipo de coordenadas, sistema ao qual esta referenciado, origem

do sistema, etc;
int Id(): Retorna o Id do sistema corrente;
void SetReference(TCosys *co, Float *org = NULL): Muda o sistema de referéncia

para CO ¢ a origem para org. Este ultimo pardmetro € expresso no sistema de

coordenadas de referéncia corrente;
void SetOrigin(Float org[3]): Muda a origem do sistema de referéncia segundo org.
Este tem que ser expresso no sistema de referéncia corrente;
void SetOrigin(FloatAVec& org): Muda a origem de sistema de referéncia segundo org.
Este tem que ser expresso no sistema de referéncia corrente. X semelhante ao

anterior mas com argumento de outro tipo;
void Reset().-Deixa fTr=l, fReference=NULL e origem =0;

1
ffr=10 1 0
0 0 1
void SetAxes(Float t{3][3]): Substitui os valores dos vetores unitarios (fTr) atuais pelos

valores de t;

100 01 102
fTr=1110 11 112
20 21 22

void SetAxes(Float x[3],Float z[3]): Define o eixo ¥ perpendicular a X e Z;
void SetAxes(FloatAVec& x, FloatAVec& z): Define o eixo y perpendicular a X e Z;
void ToReference(Float point[3]): Transforma point do sistema corrente para o

sistema de referéncia;
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void FromReference(Float point[3]): Transforma point do sistema de referéncia para
o sistema corrente;

void ToGlobal{Float point{3]): Transforma point do sistema corrente para o sistema
global;

void FromGilobal(Float point[3]): Transforma point do sistema global para o sistema
corrente;

void ToReference(FloatAVec& point): Transforma point do sistema corrente para o
sistema de referéncia;

void FromReference(FloatAVec& point): Transforma point do sistema de referéncia
para o sistema corrente;

void ToGlobal(FloatAVec& point): Transforma point do sistema corrente para o
sistema global;

void FromGlobal(FloatAVec& point): Transforma point do sistema global para o

sistema corrente;
4.2.2.5. TGeoNodBc

A classe TGeoNodBe define a condigo de contorno aplicada a um né
geométrico. Este objeto ¢ definido como um struct, por isso ele € acessivel por qualquer
método ou fungfio externa. Dentro dessa estrutura esta declarado um ponteiro para
TGeoNod. Deve-se ter cuidado com isso, pois nfio ha forma de se verificar se o objeto
n6é que TGeoNodBe esta apontando existe ou foi destruido. Sua implementagdo ¢ a
seguinte:

struct TGeoNodBc |

TGeoNod *fNod;

int £Id;

TGeoNodBe (TGeoNod *nodin, int numberin) {
fNod = nodin;

£fId = numberin;

/
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4.3. DEFINICAO DO ESPACO DE APROXIMACAO

A distincéio entre o método de elementos finitos e a aproximacfio de Rayleigh
Ritz ¢ a forma sistemética com que o método de elementos finitos define as fungdes de
interpolagfio. No ambiente PZ, as func¢Ges de interpolagdo siio definidas com base em
polindmios ortogonais. Isto significa que as fungdes de interpolagdo sdo efetivamente
dissociadas das fun¢des de mapeamento. As fun¢des de interpolacdo sfo hierarquicas, o
que torna disponivel a adaptividade tipo p, que permite aumentar o grau de interpolagdo
se, depois de uma analise do erro da energia, este ndio for considerado satisfatério. Esta
variagdo do grau de interpolagiio pode resultar em elementos iso-paramétricos,

sub-paramétricos ou super-paramétricos.

Sédo chamados de elementos computacionais e nés computacionais os elementos
e nos sobre os quais sdo definidos as fungbes de interpolagdo. A cada elemento
computacional, associa-se um elemento geométrico. Este calcula o mapeamento entre o
elemento deformado e o elemento mestre, ¢ o elemento computacional calcula as
fungdes de forma e suas derivadas nos pontos de integragdo. Assim o elemento
computacional utiliza a informacgfo do elemento geométrico para calcular a matriz de
rigidez do elemento. Na FIGURA 4-11 ¢ esquematizada a relacdo entre a malha

computacional e a malha geométrica.

Au=0
u=ng il B
. B Q
,,,,, =0esE2
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_ £ jfrz
DISCRETIZAGAO
Malha
-

| Computacional

FIGURA 4-11- Discretizagio do problema usando a malha computacional.
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A seguir sdo descritas as classes base que abstraem o espaco de aproximagio.

4.3.1.1. TCompGrid

E um conjunto de elementos ¢ nds computacionais, materiais e condi¢des de
contorno. O usudrio tem acesso direto as arvores bindrias da classe. Ao contrario da
malha geométrica, a malha computacional particiona o dominio, ou seja, nesta matha
acontece o calculo discreto dos elementos finitos. Além dos métodos de acesso e auxilio,
a malha proporciona métodos para :

¢ calcular o niimero de equac¢des do modelo;

e calcular a largura de banda do sistema;

e renumerar os nés seguindo o algoritmo de Cuthill-McKee*;

¢ calcular o tamanho dos blocos do sistema de equagbes (ver definicdo das

classes de objetos tipo TMatrix);

* montar o sistema de equacoes globais ¢ o vetor de carga;

e carregar um vetor de solugfo nos graus de liberdade.

No método dos elementos finitos, a geometria do dominio e o calculo discreto
estdo relacionados pelo computo do jacobiano em cada elemento. Por esta razio toda
malha computacional é derivada de uma malha geométrica. Nada impossibilita que
possam existir varios niveis de malhas computacionais derivadas de uma unica geometria
(malha geométrica). Isto torna possivel a adaptatividade tipo A, ou seja, o refinamento
parcial ou total do dominio dependendo do erro da norma de energia. No processo de
calculo, apenas uma malha computacional ¢ a “malha corrente”. Esta imformacio ¢
implementada por um ponteiro definido dentro da classe TGeoGrid, que aponta para
uma malha computacional (TCompGrid), ou seja, este ponteiro indica que nivel de
malha esta sendo calculado. Na FIGURA 4-12 podemos ver vérios niveis de refinamento

para um objeto TGeoGrid.

* O algoritmo de Cuthill-McKee pode ser encontrado em CUTHILL ¢ MCKEE (1969).
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f@ CompGrid 4
77

GeoGrid gy CompGrid 5

CompGrid 9

FIGURA 4-12- Reciprocidade entre a malha computacional e malha geoméirica.

VARIAVEIS MEMBRO

TGeoGrid *fReference: Toda malha computacional € construida com base numa malha
geométrica; a variavel fReference aponta para a malha geométrica correspondente;

char fName[127]. Nome da malha, para identificaciio do modelo;

char fChecked: £ TRUE se a malha j4 tiver sido verificada;

TVoidPirMap fElementMap: Arvore binaria de ponteiros para elementos;

TVoidPtrMap fNodeMap: Arvore binéria de ponteiros para nds;

TVoidPtrMap fMaterialMap: Arvore binaria de ponteiros para materiais;

TVoidPtrMap fBndCondMap:Arvore bindria de ponteiros para as condigdes de
contorno.

TVoidPtrMap fEIBndCondMap: Lista de elementos com condi¢bes de contorno
associadas;

TVoidPtrMap fNodBndCondMap: Lista de nos com condi¢des de contorno associadas;
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METODOS DO TIPO PUBLICO

static TCompGrid *gCurrent: Variavel do tipo global, que aponta para a malha
atualmente sendo construida;

TCompGrid(TGeoGrid™ gr): Construtor da classe; tem como argumento uma matha
geométrica, que ¢ usada como base para construir a malha computacional;

TCompGrid(TCompGrid &gr): Construtor de cépia; serve para construir a malha
computacional corrente com base em gr;

void CleanUp(): Limpa todas as estruturas alocadas dinamicamente;

void SetgCurrent(): Deixa a variavel gCurrent apontando para si mesma.

METODOS PARA ACESSO AS VARIAVEIS MEMBRO

int NumNodes(): Retorna o nimero de nés da malha;

int NumEiem(): Retorna o ntimero de elementos da malha;

int NumMat(): Retorna a quantidade de elementos da malha;

int NumBc(): Retorna a quantidade de condigdes de contorno definidas na maiha;

int NumEIBc(): Retorna o mimero de elementos que tém condigdes de contorno
associadas;

int NumNodBc(): Retorna o niimero de nés com condigdes de contorno associadas;

void SetName(char *nm). Atribui 4 malha o nome nm;

char* Name(): Retorna o nome da malha.

METODOS PARA ACESS0O AS ARVORES BINARIAS

TVoidPtrMap &ElementMap(): Retorna uma referéncia a arvore binaria que contém
ponteiros para os elementos da matha computacional;

TVoidPtrMap &NodeMap(): Retorna uma referéncia 4 4rvore bindria que contém
ponteiros para os nés da malha computacional;

TVoidPtrMap &ElementBeMap(): Retorna uma referéncia & arvore bindria que contém

ponteiros para os elementos com condicdo de contorno associadas;
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TVoidPtrMap &NodeBcMap(): Retorna uma referéncia 4 arvore bindria que contém
ponteiros para os nos com condi¢iio de contorno associadas;

TVoidPtrMap &MaterialMap(): Retorna uma referéncia para a 4rvore bindria que
contém ponteiros para os materiais da malha;

TVoidPtrMap &BndCondMap(): Retorna uma lista de ponteiros; esta lista aponta para
objetos do tipo TBndCond. Um objeto desse tipo abstrai as condigdes de
contorno definidas no problema. No esquema da FIGURA 4-11, estas condiges

seriam [ e 1.

FUNCOES UTILITARIAS

void Print(ostream & out = cout): Imprime as caracteristicas da malha computacional,
na saida definida por out;

TDofNod* FindNode(Long nid): Procura e retorna um ponteiro para o né que tenha o
Id igual a nid. Retorna NULL caso o n6 ndo tenha sido encontrado;

TMaterial* FindMaterial(Long nm): Procura e retorna um ponteiro para o material
comt O numero NM;

TCompE! *FindElement(Long elnumber): Procura e retorna um ponteiro para o
elemento computacional com o nimero elnumber;

TCoSys *FindCoSys(Long coordnumber): Procura e retorna um ponteiro para o
sistema de referéncia com nimero coordnumber;

TBndCond* FindBc(Long nm): Procura e retorna um ponteiro para a condicdo de
Contorno com namere NM;

TGeoGrid *ReferenceGrid(): Retorna um ponteiro para a malha geométrica
correspondente;

void LoadReferences(): Deixa a malha computacional corrente referenciada pela
correspondente malha geométrica. Sabe-se que mwuitas malhas computacionais
podem ser criadas tomando como base uma malha geométrica, porém, somente
uma delas € referenciada pela malha geométrica;

virtual void ComputeNodEICon(): Carrega o niimero de elementos conectados por

cada no;
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void ComputeNodeSequence(long Elementld): Renumera os nés segundo o
algoritmo de Cuthill-McKee, comecando com o elemento Elementid:
void BoundingBox(TMatrix &bbox): Constréi um caixa em torno de um sub-dominio.

Esta caixa ¢ construida segundo as coordenadas maximas e minimas do dominio.

ROTINAS CIENTIFICAS

long NumEquations(): Retorna o mimero de varidveis do sistema global;

tong BandWidth(): Retorna a banda do sistema;

void InitializeBlock(TBlock &bl): Inicializa o objeto bl com o tamanho de blocos dos
nds computacionais;

void Assemble(TBlock &block, TMatrix &rhs): Monta a matriz de rigidez na matriz
referenciada por block e o vetor de carga em rhs;

void AutoBuild(): Cria os elementos computacionais, segundo o grau de liberdade dos
nos;

int Consolidate(): Constrdi as condicdes de contorno para os nos;

int Check(): Verifica a consisténcia da estrutura de dados;

char IsChecked(): E verdadeiro se a malha tiver sido verificada;

void LoadSolution(TBlock &sol): Cada ndé computacional reserva espago para
armazenar a solugdo corrente; LoadSolution copia a solucdo nos nos

computacionais,

4.3.1.2.TCompkEl

A classe TCompEl define o comportamento que um elemento computacional
precisa implementar para enquadrar-se no ambiente PZ. A maioria da implementacio
desses métodos ¢ feita nas classes derivadas. Caso a classe derivada nfio implemente
algum desses, 0 método implementado pela classe TCompEl resultard em mensagem de
aviso e/ou saida do programa. Em terminologia de programacio orientada a objetos, a
classe TCompEl ¢ definida como abstrata. O comportamento da classe TCompEl ¢

amplo, ¢ inclui os seguintes métodos:
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e definicdo da ordem de interpolagdio nas varias direcdes. Isso define o
comportamento da adaptatividade tipo p;

e definicdo da regra de integracdo para o elemento. Como padriio, o elemento
utiliza a regra suficiente para integracdo do quadrado das fun¢des de forma que
incorpora. Este método permite a incorporagio da sub-integracio;

e calculo da fungdo de forma em um dado ponto paramétrico. Este método é
auxiliar para o cdlculo da matriz de rigidez;

e célculo da matriz de rigidez do elemento;

e aplicacfio da condi¢do de contorno sobre a matriz de rigidez;

» proje¢do do fluxo associado & lei de conservagdo sobre o espago de
mterpolacdo;

e cdlculo do erro de aproximagdo baseado na fungfio interpolada do fluxo
(implementagdo do estimador de Zienkiewicz ¢ Zhu);

* montagem da estrutura de dados para eliminar os graus de liberdade dos nés

mternos do elemento. Este método ¢ implementado apenas na classe TSuperEL

Da classe TCompEl sio derivadas as classes TCompElld, TCompEI2d,
TCompElQ2d ¢ TCompEIT2d, que implementam o comportamento para aproximagdes
uni-dimensionais, bi-dimensionais, bi-dimensionais quadrilaterais ¢ bi-dimensionais
triangulares respectivamente. Também disponivel estd a classe TEIBiot2d derivada de

TCompEIQ2d (ver FIGURA 4-13).

TCompEfT2d

TCompEI2d \
TCompEl TCompEIQ2d TEIBiot2d

TCompEIlld

FIGURA 4-13- A classe TCompel e suas classes derivadas.
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A adaptatividade tipo p ¢ possivel porque os elementos computacionais usam
bases hierarquicas para a interpolacfio. E necessario descrever as fungdes de forma que o
ambiente PZ usa, pois séio originais ¢ portanto nfio se encontram na literatura. As bases
hierarquicas sdo construidas utilizando fungbes de forma. que por sua vez sdo
implementadas tendo como base os polindmios de Chebyshev e polindnios lagrangeanos

lineares. Estes polindmios sdo de facil implementacio computacional.

Para fins de informacéo a formula de recorréncia dos polindmios de Chebyshev é

demonstrada a seguir.

Seja x =cosf, com ~t<xsl e ~r<@<x. Seja também T.(x) definido por:

T, (x)=cos(n@) = cos(n arccosx)

Com n=(0 e n=1 obtém-se:
T,(x) =cos(08) =1
T,(x) = cos(18) =cos(6) = x

Aplicando-se as rela¢des trigonométricas para dngulos multiplos, tem-se:
1hej (x)=cos( n+ ])9=cos(n(9+ 9) = cosSnf cos@ - sennd senl

Ti(x) ———cos( n—1 )9=cos(n9w9) =cosn@ cos@ + sennf send

Somando-se T+ /(x) e T,.:(x) segue que:

7;?+J(X) + Tnmj(x) =2cosnd cosf

Utilizando-se T,{x)=cos(né) e x = cos, pode ser obtida a seguinte formula de

recorréncia;

es() =201~ T ()
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Com essa formula pode-se obter os polindmios de grau a+1 com base no
polindmios de grau n e n-1. Na FIGURA 4-14 sfio mostradas as expressdes e graficos

dos polindmios até grau 5.

Tox) =1 T(x) = x
4 1
1.5 0.5
0.5 0.5 1
-1 -0.5 8.5 i
Tx) = 2x% 1 T(x) =4 x> 3x
1 1
0.5 5
-1 0. 1 -1 -0.5 0.5 1
~0.5
-1
- gxfgd T(x) = 16 x> 20 x°+ 5 x
"Jg{x}— Bx-8x+17 5
1
5 [ 0.5
-1 -0 /5 5 1 - 0.5 1
-0.5
-1

FIGURA 4-14- Polinomios de Chebyshev.

Para os elementos computacionais unidimensionais, o cilculo das funcdes de
forma segue o seguinte algoritmo:
1. construgdo de uma funcdio quadritica multiplicando-se as duas primeiras

fun¢des lagrangeanas lineares;
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2. as fun¢bes de forma de maior grau sdo calculadas a partir da multiplicaco da
fungfo quadratica por uma fungdo de Chebyshev. Por exemplo, a funcio de
quarta ordem € obtida pela multiplicagio da fungfio quadratica obtida no

primeiro passo por um polindmio de Chebyshev de segundo grau.

Na FIGURA 4-15 s@io mostradas fungdes de forma w” (4,‘ } até ordem 7

resultantes do algoritmo acima.
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FIGURA 4-15- Funcdes de forma para elementos computacionais lineares,

Para elementos computacionais quadrados o procedimento ¢ muito semelhante.
O calculo das fungdes de forma relativas 4 aresta /ado, (ver FIGURA 4-16) segue o

seguinte algoritmo:
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1. construcdo da funcio quadratica segundo a expressdo:

viEn)=v (&’ (n)

2. a construgdo de funcdes de forma de ordem maior segue a seguinte expressio:
wi(En)=vi(EnT,.(8),

onde T, ({f) s#o os polindmios de Chebyshev.

Algumas destas fungfes sfio mostradas na FIGURA 4-16.

W&

v wiED)

e

FIGURA 4-16- Fencdes de forma para elementos quadrades.
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VARIAVEIS MEMBRO

Long fld: Armazena o Id da classe;
TCompGrid *fCGrid: Ponteiro para referenciar a matha computacional & qual o objeto

corrente esta referenciado.

VARIAVEIS DO TIPO PROTEGIDO

TGeoEl" fReference: Referéncia para elemento geométrico;

TCompEI(): Construtor da classe.

VARIAVEIS DO TIPO PUBLICO

TCompEI(TCompE! & el): Construtor de copia; constréi o elemento corrente com as

carateristicas de el.

METODOS PARA ACESS0 AS VARIAVEIS MEMBRO

Long Id(): Retorna o Id (indice de numeragio) do elemento;

TGeoEl" Reference(): Retorna um ponteiro para um elemento geométrico (TGeoEl);

virtual Long MaterialNumber(): Retorna o indice do material, referente ao objeto
corrente;

virtual int NumNodes(): Retorna o numero de nés do elemento;

virtual TDofNod “Node(int i): Retorna um ponteiro para o i-ésimo né (no;):

virtual TDofNod *SideNode(short node, short side): Retorna um ponteiro para o no
que esta situado no lado side. O valor de node pode ser 0, 1 ou 2, segundo a
convencdo da FIGURA 4-17.
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SideNode{ 2, 3) = TDoiNod 7

FIGURA 4-17- Ponteiro para o n6 da aresta lado;.

METODOS QUE MODIFICAM OS DADOS DO TIPO PRIVADO

void Setld(Long sn): Armazena o Id do elemento:

long CreateElementld(): Cria um Id que é tinico dentro da malha;

virtual void SetMaterial(TMaterial *): Esta fungfio permite indicar que o material do
elemento computacional € igual ao objeto apontado pelo argumento;

virtual char *ValidMat(): Retorna o nome do material do qual a classe TMaterial deve
ser derlvada. Pode-se citar um contra-exemplo: se estiverem sendo usados
elementos triangulares, um material ndo valido seria TMatldLin (material linear
unidimensional);

void SetGrid(TCompGrid *cgr): Define que o elemento corrente pertence a malha
computacional cgr;

TCompGrid *Grid(): Retorna um ponteiro para a malha computacional a qual o

elemento pertence.
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FUNCOES DE AJUDA

TCompkEl *Connect(short iside). Retorna um ponteire para o elemento computacional
que esta conectado ao longo do lado iside;

short SideConnect(short iside): Retorna o mimero do lado do elemento vizinho que
esta conectado com o lado iside do elemento corrente;

virtual void SetinterpolationOrder(ShortAVec &ord): Com este método indica-se a
ordem do polinémio de interpolagéo;

virtual int PreferredSideOrder(int iside): Retorna a ordem de interpolagio do
polindmio que esta ao longo do lado iside;

short Be(short iside): Retorna o indice da condi¢do de contorno ao longo do lado
iside;

virtual void Print(ostream & out = cout). Imprime as caracteristicas do elemento
corrente, na saida definida por out;

friend ostream& operator<<(ostream &s,TCompEl &el): Sobrecarga do
operador <<, que imprime as caracteristicas do elemento geométrico (TCompEl)

na saida definida por s.

ROTINAS CIENTIFICAS

void Chebyshev(doubie x, int num, TFMatrix & phi, TFMatrix & dphi, Long *id):
Cailcula o valor da funcdo de forma unidimensional no ponto X; num indica o
namero de fungdes a serem calculadas. Caso id[0]>id[1], o sinal das fungdes de
ordem impar e maiores que dois € invertido;

virtual void Shape(double x, int num, TMatrix &phi, TMatrix &dphi): Retorna o
valor das fun¢des de forma e de suas derivadas em phi e dphi respectivamente. O
numero de fungdes ¢ num, avaliado no ponto X;

virtual void CalcStiff(TElementMatrix &ek, TElementMatrix &ef): Calcula a matriz

de rigidez local em €K e o vetor de cargas local em ef;
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virtual void ApplyBe(TElementMatrix &ek, TElementMatrix &ef, TBndCond &bc,
int lado): Aplica as condi¢des de contorno na matriz de rigidez ek e no vetor de
forgas ef; estas condi¢des sio dadas por be;

virtual void ProjectFlux(TElementMatrix &M, TElementMatrix &N): Projeta a funcdo
de fluxo sobre o espago de aproximacio do elemento finito;

virtual void EvaluateError(void (*fp){DoubleAVec &loc, DoubleAVec &val,
TMatrix &deriv),double &true_error, double &L.2_error, TMatrix *flux, double
&estimate): Calcula os erros definidos pela norma da energia (true_error) e pela

norma da média quadratica (L2_error). Esses valores sdo dados por:

e = (sol ucdo exata) - (solugc’z‘o aproximada)

! 2
Norma da Energia = Energial. = { H(e’)z +(e)* ]}

9

! 2
Norma da Media Quadrdtica = Normal = { J ez}

O argumento estimate retorna o célculo do erro baseado no fluxo:

j'f (O-Cafc = Ointerp )dQ
Q

O argumento (*fp)(DoubleAVec &loc, DoubleAVec &val, TMatrix &deriv)
representa um ponteiro para uma funcfo, que retorna o valor exato da solugio da equacdo
diferencial. De fato, a solugfio exata estd representada dentro da fungdo apontada por fp.
No argumento loc sio passadas as varidveis da fungfio, ou seja, X0, x1 e x2. O valor da

funcfo ¢ retornado em val e o da derivada em deriv,
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virtual void Solution(DoubleAVec &gsi, int var, DoubleAVec &sol, int &numvar):
Retorna o valor da soluco no vetor sol. Esta solugdo corresponde a variavel com
indice var. O ponto onde a solugdo ¢ avaliada é dado por qsi ¢ o nimero de
varidveis armazenadas em SOl € retornado em numvar, Se estiver sendo
estudando um problema bi-dimensional de elasticidade com trés variaveis,

deslocamento, pressdo ¢ tensdo, no ponto p=(&y ng) no caso do deslocamento, a

chamada sera: Solucdo(p,0,sol,numvar), onde s$ol retornara Deslocamento, ¢
Deslocamento, e numvar seria igual a dois. Ainda no mesmo ponto no caso da
pressdo a chamada sera: Solugao(p,1,sol,numvar). O argumento sol retornard
somente um e NUMvar sera igual a um.

virtual void ReducelnternalNodes(): Este método ¢é usado para a decomposigiio de
dominios. Ela deixa *invisiveis” os nos internos de um sub-dominio (ver

TSuperEl).

4.3.1.3. TDofNod

Esta classe deixa disponiveis informagdes como o niimero da equagdo associada
ao grau de liberdade de cada nd, o niimero de elementos conectados ao no € os valores
da solucdo atual. Um objeto TDofNod nem sempre estd referenciado a um né

geométrico (TGeoNod).

VARIAVEIS MEMBRO

TGeoNod *fReference: Ponteiro para n6 geométrico (TGeoNod);

long fNodeld: Armazena o Id da classe;

long fBlockNumber: Armazena o nimero do objeto do bloco associado ao né (ver
classe TBlock);

DoubleAVec fVar: Vetor das variaveis nodais;

int fNumEICon: Numero de elementos conectados ao no corrente;




60

static Long gNodeCounter: Contador usado para escother um Id tnico para o né.
Cada vez que um né € criado, este contador é incrementado, mas se o né deixar de

existir na malha, este contador ndo decresce.

METODOS DO TIPO PUBLICO

TDofNod(int ndof, TGeoNod “ref = NULL): Construtor da classe:
Long BlockNumber(): Retorna o nimero do TBlock relacionado ao objeto corrente;
void SetBlockNumber(Long i): Coloca i como niimero do bloco;

Long Id(): Retorna o Id da classe.

FUNCOES DE AJUDA

double Val(int i): Retorna o valor da i-ésima variavel var;.

double &operator()(int i): Sobrecarga do operador ( ) para retornar o valor da i-ésima
varidvel var;;

int NDof(): Retorna o niimero de graus de liberdade do né corrente (ntimero de graus de
liberdade);

void SetNDof(short newsize): Muda o niimerc de graus de liberdade associados ao
né;

void SetVal(int i, double x): Deixa a varidvel i com o valor de X (fVar[i]=x);

TGeoNod *Reference(): Retorna um ponteiro para 0 nd geométrico que o objeto
corrente esta referenciando;

void Load(): Coloca a referéncia do objeto corrente dentro de um né geométrico;

void Print(ostream & out = cout): Imprime as caracteristicas da classe;

void ResetEICon(): Atribui ao nimero de elementos conectados ao nd o valor zero:

void IncrementEICon(): Incrementa em 1 o nimero de elementos conectados ao né;

int NumEICon(): Retorna o numero de elementos conectados ao no;
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4.3.1.4.TDofNodBc

A classe TDofNodBe associa o grau de liberdade do né as suas condigdes de
contorno. Estas condi¢bes de contorno podem ser condigbes de Dirichlet, carregamento
pontual ou condigdes mistas. Este objeto foi definido como um strucr € por isso suas
variaveis € metodos estdo disponiveis para qualquer classe. Sua implementacfo é mostrada

abaixo.

struct TDofNodBc |
TDofNod *fNod;
TBndCond *fBc;

TDofNodBe (TDofNod *nd, TBndCond *b){
fNod = nd;
fBc = b;

int Check() |

return (!fNod) || (!fBc);
}
b

4.4. DEFINICAO DOS COEFICIENTES DA EQUACAO
DIFERENCIAL E CONDICOES DE CONTORNO.

No conceito do programa, a matriz de rigidez ¢ vista como a integral de uma
fungdo cujos argumentos sdo os valores das fungdes de forma e de suas derivadas, e cujo
resultado € um valor matricial. A classe que implementa esta funcio € a classe TMaterial.
Este nome foi escolhido porque ¢ nesta classe que sdio armazenados os coeficientes de

material correspondentes a um problema de mecénica computacional.




62

4.4.1. TMaterial

A principal fing@o desta classe € calcular a contribuicio para a matriz de rigidez
dos nés internos e das condigdes de contorno. Tendo em vista que as respostas de
materiais uni-dimensionais ¢ diferente da resposta de materiais bi-dimensionais (um
utiliza uma derivada, o outro utiliza duas derivadas), foram incluidos métodos para
verificar se o objeto pertence a uma classe derivada apropriada. TMaterial é uma classe
que serve de base para TMatldLin e para TMat2dLin, e esta ultima classe serve de

base para TMatBiot ¢ TPMat.

VARIAVEIS MEMBRO

Long fld: id da classe.

METODOS DO TIPO PUBLICO

TMaterial(Long identificador): Construtor, inicializa o Id da classe com identificador;

TMaterial (TMaterial & nn): Construtor de cépia;

virtual TBndCond *CreateBc(Long id, int typ, TFMatrix &val1, TFMatrix &val2):
Cria a condi¢do de contorno a ser identificada com id. Esta condi¢fo é do tipo
typ, e os valores sdo dados em val1 e val2;

virtual char *Name(): Retorna o nome da classe derivada da qual Name() esta sendo
invocada. Se este método estd sendo chamado da classe base (TMaterial) ¢
retornado “no_name”;

virtual short DerivedFrom(char *Name). Retorna 1 caso a classe seja derivada ou
igual a classe indicada por Name;

tong ld(): Retorna o Id da classe;

virtual short NumberOfFluxes(): Retorna o nimero de fluxos. Por exemplo, no caso
de um problema de elasticidade, o fluxo tem trés valores.

virtual short NumVariables(): Retorna o nimero de variaveis de estado. No caso da
elasticidade tri-dimensional tem-se 3 deslocamentos, dx, dy e dz. J& num

problema de fluxo de calor tem-se a temperatura como Unica variavel;

e
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virtual void SetForcingFunction(void (*fp)}(DoubleAVec &loc, DoubleAVec
&result)): Permite definir um vetor de carga sob a forma de funcio;

virtual void Print(ostream & out = cout): Imprime as caracteristicas do material, na
saida definida por out;

virtual int Variablelndex(char *name): Retorna o indice da variavel com nome name:;

virtual void Solution(TFMatrix &Sol, TFMatrix &DSol, int var, DoubleAVec
&Solout, int &humvar): Retorna a solugfo associada com o indice var , dado os
valores de estado e suas derivadas em Sol e DSol. O indice var é obtido com
Variableindex ("nome_da_variavel").

Observacdo: Suponha que queira-se obter a presséo no ponto p=(&y 77»).0 procedimento

para obter este valor € o seguinte:

Primeiro ¢ obtido o indice da varidvel com

var=material Variablelndex (“pressao”)

Como segundo passo chama-se a fungdo Solution(p,var,sol,numvar) do objeto tipo

TCompel. O valor da presséo é retornado em sol. Em numvar ¢ retornado o nimero de

variaveis (neste caso € um porque a solugio requerida é escalar). O objeto TCompel.

calcula o valor e as derivadas da(s) fun¢do(des) no ponto p e passa estes valores para

funcdo Solution do objeto do tipo TMaterial.

4.4.1.1.TBudCond

Implementa a defini¢do da condig¢do de contorno. Os objetos do tipo TBndCond
nio implementam a condi¢iio de contorno, apenas armazenam os dados utilizados pelos
objetos do tipo TMaterial para a aplicagdo das mesmas. Para garantir a compatibilidade

com o objeto do tipo TMaterial, o construtor € acessivel apenas aos objetos deste tipo.

VARIAVEIS MEMBRO

As seguintes declaracdes deixam as varidveis membro desta classe acessiveis para

as classes do tipo TMaterial:

friend class TMat1dLin;




64

friend class TMat2dLin;
friend class TMatBiot;
friend class TPMat;

As varidveis membro para esta classe sdo:

long fNumber: Numero da condi¢fio de contorno ('y, Iy, ['5.....T,);

int fType: Tipo da condi¢do de contorno (Dirichlet, Neuman, Mixto);

TFMatrix fBcVal1: Valor da primeira condigio de contorno;

TFMatrix fBcVal2: Valor da segunda condigio de contorno;

TMaterial *fMatPtr: Retorna um ponteiro para o objeto TMaterial que criard a

condicdo de contorno.
METODOS DO TIPO PRIVADO

TBndCond(long number, int type, TFMatrix &vall, TFMatrix &vai2): Construtor

da classe:

TBndCond(TBndCond & bc): Construtor de copia.
METODOS DO TIPO PUBLICO

long Number(): Retorna o nimero da condigdo de contorno;

int Type(): Retorna o tipo da condigdo de contorno;

TFMatrix &Val1(): Retorna o primeiro valor da condicdo de contorno;

TFMatrix &Val2(): Retorna o primeiro valor da condi¢io de contorno;

TMaterial *MatPtr(): Retorna um ponteiro para o material que criard a condigfo de
contorno;

static TBndCond *CreateNodBc(int num, int type, TFMatrix &val1, TFMatrix
&valZ): Retorna um objeto do tipo TBndCond. Este objeto é a condi¢do de
contorno com nimero hum, € do tipo type, e tem os valores vall e val2. O

objeto retornado por este método ndo esta associado a nenhum tipo de material;
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void Print(ostream & out = cout): Imprime as caracteristicas do objeto na saida

definida por out;

4.5. MONTAGEM E SOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES -
CLASSE TAnalysis

Um ambiente orientado a objetos fornece um conjunto de classes que o usudrio
usara para implementar suas proprias aplicagdes. Dentro do ambiente PZ existe uma
classe chamada de TAnalysis, que tem como objetivo principal chamar de forma
ordenada os métodos das classes do ambiente PZ segundo a sequéncia do calculo. Esta
classe chama os métodos da malha geométrica e malha computacional para calcular o
namero de equagdes do sistema, a largura da banda, escolher o tipo de matriz mais

conveniente para a matriz de rigidez global, resolver o sistema, etc.

VARIAVEIS MEMBRO

TGeoGrid *fGeoGrid: Malha geométrica;

TCompGrid *fCompQGrid: Malha computacional;

TMatrix *fStiffness: Matriz de rigidez global. Deve-se notar que ela esta apontando a
classe base TMatrix, o que nos permite inicializd-la com os diferentes tipos de
matrizes disponiveis no TMatrix;

TFMatrix *fRhs: Vetor de carga global do sistema de equagdes, a ser montado por esta
classe;

TFMatrix *fSolution: Nesta matriz € armazenada a solu¢do do sistema linear montado
nesta classe.

TBlock *fBlock: Este objeto do tipo TBlock € usado para montar a matriz de rigidez.
Cada bloco esta associado ao nimero de graus de liberdade de cada no.

void (*fExact)(DoubleAVec &loc, DoubleAVec &result, TMatrix &deriv). Esta
fungdo € a solugdo exata do problema; é usada para calcular a norma da energia e

a norma da média quadratica.
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TMatrixSolver fSolver;: Esta varidvel € usada para que seja possivel gerenciar com
mais facilidade os diferentes tipos de métodos diretos e indiretos que a classe

TMatrix implementa.

METODOS DO TIPO PUBLICO

TAnalysis(TCompGrid *calcgrid): O objeto do tipo TAnalysis ¢ inicializado com a
malha geométrica na qual sio feitos todos os calculos;

void SetBlockNumber(): As equagdes da malha sdo renumeradas segundo o
algoritmo de Cuthill-McKee;

long NumEguations(): Retorna o numero de equagdes do sistema;

long BandWidth(): Calcula a largura da banda do sistema;

int BlockBandWidth(): Calcula a largura da banda do sistema em blocos;

void SetMatrix(TMatrix *stiff): Inicializa a matriz global do sistema com stiff.

void Assemble(): Monta a matriz de rigidez global;

void Solve(): Inverte a matriz de rigidez;

virtual void Run(VoidPtr'Vec &scainames, VoidPtrVec &vecnames, char
*plotfile, ostream &out = cout): Chama a sequéncia apropriada de métodos
para construir a solugfio a cada espago de tempo (montagem do sistema global de
equacdes, solugfo do sistema, chamada as interfaces com os pds-processadores).
Nos argumentos scalnames ¢ vecnames sio passados os nomes das variaveis
escalares e numéricas respectivamente; se estas listas estdio vazias, as classes que
montam a interface com os pos-processadores ndo sdo ativadas;

void LoadSolution(): Carrega a solugio dentro da malha computacional;

void SetExact(void (*f)(DoubleAVec &loc, DoubleAVec &resuit, TMatrix
&deriv)): Deixa a varidvel membro fExact apontando para f;

void PostProcess(DoubleAVec &loc, ostream &out = cout): Imprime o calculo da
norma da energia, norma da média quadratica e o erro baseado no fluxo;

TMatrixSolver & Solver(): Devolve uma referéncia para um objeto do tipo
TMatrixSolver; isso permite manipular todas as possibilidades implementadas

para a solucdo de sistemas de equagdes, seja por métodos diretos ou iterativos;




67

4.6. PROGRAMA EXEMPLO

A seguir ¢ apresentado um programa que utiliza as classes do ambiente PZ. Um
programa principal - main() - precisa de dois arquivos de dados, um para a leitura da
malha gerada pelos pré-processadores e outro para a leitura das condigdes de contorno.
Esta ¢ uma abordagem muito natural pois permite aplicar diferentes condicdes de
contorno para uma mesma geométria, Neste exemplo, esses arquivos siio "chave.msh" e
“chave.mat”, que correspondem ao teste da pagina 107, porém para um dominio sem

subestrutura¢do. Uma explicagdo sobre este programa é apresentada depois do cédigo.

4.6.1. CODIGO EXEMPLO

1.#include "pzgrid.h" /Maiha geométrica

2 #include "pzcgrid.h" //Malha computacional;

3.4#include "analysis.h”  //Classe TAnalysis

4 #include "tsbndmat.h" //Matriz banda simétrica

5.#include "modulef h" {/Classe que le uma malha gerada pelo Modulef
6. #include "pzgeocel.h" //lElemento geométrico

7 #include "compel2d.h"  //Elemento computacional bi-dimensional.

8 #include "elasmat.h" //Material elastico

9.#include "voidvec.h" /Ivetor de ponteiros

10.void ReadMaterialBC(char *filename, TCompGrid &c, TAnalysis * &an);
11.void main() {

12.  TGeoGrid *g = new TGeoGrid;

13. TCompGrid *¢ = new TCompGrid(g);

14.  TGeoGrid::gCurrent = g;

16. TCompGrid::gCurrent = c;

16.  TModulef arg("chave.msh");

17.  arg.Read(*c);

18. TAnalysis *a=0;




19.
20.
21.
22.
23.
24,
25,
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34,
35.
36,
37.
38.
39.}

4.6.2.
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ReadMaterialBC("chave.mat" *c a);
VoidPtrVec scalnames(4),vecnames(4);
scalnames[0] = "Pressure":

scalnames[1] = "MaxStress":

scalnames[2] = "SigmaX";

scalnames[3] = "SigmaY";

vecnames{0] = "Displacement";
vecnames[1] = "PrincipalStresses 1"
vecnames[Z2] = "PrincipalStresses 2"
vecnames[3] = "Displacement6":

nt numeq = (int) a->NumEquations();
a->SetBlockNumber();

int band = (int) a->BandWidth();

TSBMatrix *s = new TSBMatrix(numeq,band);
a->SetMatrix(s);
a->Solver().SetDirect(ECholesky);
a->Run(scalnames,vecnames,"sample.dx"):
delete g;

delete c;

delete a:

EXPLICACAO DO CODIGO EXEMPLO

Nas linhas 1 a 9 estdo incluidos os cabegalhos (headers). No cédigo exemplo

cada header tem sua explicagio ao lado como comentério. A linha 10, da fungdo void

ReadMaterialBC(char *filename, TCompGrid &c, TAnalysis * &an), sera explicada
com mais detalhes no ANEXO.

A seguir, cada linha do cédigo sera explicada separadamente:

eLinha 12 : Declaragdo de um ponteiro para malha geométrica;




69

eLinha 13 : Declaragdo de um ponteiro para malha computacional;

eLinha 14 : A varidvel global gCurrent fica apontando para a maiha
geométrica g;

sLinha 15 : A varidvel global gCurrent fica apontando para a malha
computacional C;

sLinha 16 : E criado o objeto arq do tipo TModulef. Este tipo de objeto permite
ler malhas geradas pelo programa MODULEF;

eLinha 17 : Sdo criados nos e elementos geométricos segundo a malha gerada
pelo programa MODULEF. Os nds e elementos criados estio referenciados pela
maiha computacional ¢;

eLinha 18 : Declaragdio de um ponteiro nulo do tipo TAnalysis;

eLinha 19 : Leitura das condigdes de contorno do arquivo “chave.mat”. Estas
condi¢cdes de contorno sdo aplicadas aos elementos computacionais de ¢. A
Seguir € criado um objeto TAnalysis tendo como base a malha ¢. Este objeto
TAnalysis ¢ apontado pelo ponteiro a;

eLinha 20 : Declaragfo dos vetores de ponteiros que guardam os nomes das

varigveis escalares ( scalnames(4) ) e vetoriais ( vecnames(4) );

Da Iinha 21 a 28 sfio passadas os nomes das varidveis escalares e vetoriais;

sLinha 29 : Célculo do nimero de equacdes do sistema global ou tamanho do
sistema de equagfes;

eLinha 30 : A funcdo SetBiockNumber() renumera a malha segundo o

algoritmo de Cuthill-McKee;

eLinha 31 : Célculo do tamanho da banda do sistema global;

eLinha 32 : Criacdo dindmica de uma matriz banda simétrica . Podem ser usados
diferentes tipos derivados da classe TMatrix. Como exemplo, podem ser
citados:

TSkylMatrix *s = new TSkylMatrix(numeq);//matriz skyline simétrica

TSSpMatrix *s = new TSSpMatrix(numeq);//matriz esparsa simétrica
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sLinha 33 : A matriz $ estd sendo colocada dentro do objeto da classe
TAnalysis. Isso permite montar o sistema global de equagdes com a esparsidade
de $ (matriz banda simétrica). Pode-se usar qualquer tipo de matriz derivada da
classe TMatrix como argumento de SetMatrix(s), mas tem que ser
concordante com o tipo de problema que estd sendo aproximado. Como
exemplo, tem-se que a equagdo u +wu = f(x) ndo resulta em um sistema
simétrico na aproximagdo por elementos finitos, ou seja, ndo se pode usar as
matrizes simétricas da classe TMatrix para o sistema global.
eLinha 34 : Nesta linha escothe-se 0 método a ser usado para resolver o sistema
de equagdes. Neste exemplo estd sendo usado o método de Cholesky. Esta linha
pode ser mudada por qualquer uma das seguintes linhas:
a->Solver().SetDirect(ELU);//decomposicao LU
a->Solver().SetDirect(ELDLt);//decomposicac LDLt
a->Solver().SetJacobi(30, 1E-8, 0);//30 iteracoes de Jacobi
a->Solver().SetSOR(10, 0.5, 1E-8, 0);/10 iteracoes de SOR
a->Solver().SetSSOR(20, 1.3, 1E-8,0);//20 iteracoes de SSOR
eLinha 35 : Esta fungdo monta o sistema global e o resolve segundo 0 metédo da
linha 34. O primeiro argumento passa o nome das varidveis escalares de acordo
com as linhas 21, 22, 23 e 24. Os nomes das variaveis vetoriais (linhas 25, 26,
27 e 28) si@io passadas no segundo argumento. O terceiro argumento ¢ usado
para criar um arquivo de interface onde serfio escritos os resultados para um
pds-processamento. O tipo de formato que este arquivo terd depende da
extensdo de seu nome. Se a extensfio for “plt” serd criado um formato para
leitura no VIEW3D. No caso da extens@o “pos” cria-se um formato para leitura
no MVIEW, e se a extensfio for “dx” (como neste exemplo) sera criado um
formato para 0 DATA EXPLORER. Se um dos vetores com 0s nomes das
variaveis € vazio, ele nfo cria nenhum arquivo de interface.
eNas linhas 36, 37 ¢ 38 sdo apagados a malha geométrica, a matha computacional

e o objeto da classe TAnalysis respectivamente.
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5. CLASSE TMatrix ORIENTADA A OBJETOS

5.1. VISAO GERAL

Existem atualmente muitas bibliotecas que manipulam matrizes com muita
eficiéncia, tais como LAPACK, LINPACK, EISPACK'. Porém, essas bibliotecas foram
concebidas com uma filosofia estrutural, o que as torna dificeis de serem manipuladas e
estendidas. Suas novas versGes “orientadas a objeto™, como por exemplo LAPACK-++,
sdo adaptagdes das versdes estruturadas e ndo incorporam as vantagens oferecidas por um
projeto orientado a objetos. Outro inconveniente dessas bibliotecas € usar muitos

argumentos na chamada de suas fungdes, tornando seu uso tedioso.

O objetivo da criagdio da classe TMatrix foi o desenvolvimento de uma biblioteca
de uso geral, orientada a objetos, que:

¢ manipule matrizes com diferentes padrdes de armazenamento;

seja facil de usar e portatil para diferentes plataformas;

* que use os conceitos de encapsulamento, heranga, abstragio de dados;

que seja, sobretudo, de facil manutengio.

Os cdlculos de elementos finitos geram sistemas lineares de equac¢des [K][ul=[F],
onde a matriz de rigidez (K) pode ser simétrica ou ndo-simétrica, dependendo da equagéo
diferencial modelada. Ainda segundo a estrutura da malha, K pode ser melhor armazenada
em estrutura de Banda ou Skyline (ver FIGURA 5-1). Isso mostra a necessidade de ter

uma biblioteca que manipule diferentes tipos de matrizes,

! Maiores informagoes sobre essas bibliotecas podem ser encontradas em ANDERSON et al.
(1995) e BUNCH et al. (1979).
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(a) 16 1n 6y 13 05 ¥y 6y
fr] X x X x
1 2 3 4 6‘1 X x X X

V3 x X x x x x
93 ¥ X x x X X
Vs X X ¥ X
dy X X X X
(b) 1 0 Wy Oy Wy 03 Fy Gy
pox x x % x X
& x x x X x x
1 z V; x X x x X X
g x x x x x x
V.’: x X X x X x
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! 4 * X X X x X
gy x x X X x x

FIGURA 5-1- Exemplos de matriz de rigidez: (a) banda e (b) skyline.

A biblioteca chamada de TMatrix contém as seguintes matrizes:
1. matrizes ndo simétricas:

s matriz cheia;

» matriz banda;

® matriz esparsa;
2. matrizes simétricas:

e matriz cheia;

e matriz banda;

» matriz skyline;

e matriz esparsa;

3. condensacdo estdtica.
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5.2. ESTRUTURA DAS CLASSES TMatrix

Uma matriz ¢ um arranjo ordenado de dados que permite diferentes tipos de
operacdes sobre 0 mesmo. Com a intengdo de abstrair a idéia de matriz, existe uma classe
base que define um conjunto de métodos padriio para todos os tipos de matrizes. Porém,
cada um destes métodos poderd ter uma implementacio apropriada segundo o tipo de
matriz. Esta biblioteca possui vérios tipos de matrizes’, cada uma com uma alocagio de
memoria apropriada, assim como algoritmos especializados para manipular estas
alocagdes. Estas particularidades sfio ou nfio implementadas nas classes derivadas. Existe
ainda outra classe derivada que serve de classe base para as matrizes do tipo simétricas.
Estas duas classes base s@o do tipo virtual, isto é, nio fazem nenhum tipo de alocagio,

apenas perfilam o comportamento das classes filhas.

Na FIGURA 5-2 pode-se observar a estrutura desta classe. Tem-se ainda que o

usuario é livre para derivar suas proprias classes.

/TSpMa’trix
o /TFBMatnx
TMatrix - —. e TEMatrix
N TMatRed TSFMatrix
. 4

\TSMatrix —- TSBMatrix
| ._\ TSSpMatrix
\?SkyEMatrix

FIGURA 5-2- A estrutura das classes derivadas de TMatrix.

? A classe TMatrix é a classe base dessa biblioteca, que contém diferentes tipos de matrizes
derivadas. Daqui em diante, o termo as classes TMatrix estara se referindo a biblioteca inteira.

Exemplos de utilizagdo desta biblioteca podem ser obtidas na pagina internet
http://www.cenapad.unicamp.br/~phil/mattix.htlm.



74

5.3. A CLASSE BASE TMatrix

Esta é a classe base da qual os diferentes tipos de matrizes foram derivadas. Nesta
classe define-se o comportamento que sera implementado pelas classes derivadas. Na
classe TMatrix também estdo definidos varios tipos de flags, que contém informag¢des
sobre o “estado” da matriz, como por exemplo, se a matriz foi decomposta ¢ qual
decomposi¢do foi utilizada. A obtengdo deste dado ¢ justificivel, porque a matriz
resultante de uma decomposi¢iio (Cholesky, LU, LDLt, etc.) é guardada na propria

matriz.

Também foi admitido que qualquer operagfio algébrica entre matrizes retorna uma
matriz cheia. Esta limitagdo cobre 99% dos casos e evita a implementa¢iio de um grande
numero de métodos virtualmente intiteis (por exemplo multiplicacfo matriz “skyline” com

matriz esparsa, banda com “skyline”, etc.).

Varias operagdes com sub-matrizes foram implementadas, como por exemplo
colocar uma sub-matriz dentro de uma matriz, copiar uma sub-matriz para uma matriz. e
somar uma sub-matriz com urma matriz. As mesmas operagdes com sub-matrizes também
poderiam ser feitas com objetos do tipo TBlock, porém foram implementadas para
matrizes para que o programador ndo precise definir um objeto do tipo TBlock se for

realizar uma operagfo simples com uma sub-matriz.

A classe TMatrix ndo aloca memoria para armazenar os elementos, € uma classe
virtual. Mesmo assim, utilizando os métodos GetVal ¢ PutVal (ou o operador ()
sobrecarregado), varios métodos de decomposicéo foram implementadas. Isso implica que
qualquer classe derivada da classe TMatrix dispde de um conjunto de algoritmos de
decomposiciio. Porém, para melhorar a eficiéncia da implementagdo, a maioria dos

métodos de decomposicio sdo redefinidos nas classes derivadas. As decomposicdes




simétricas, Cholesky, LDLt, usam a parte inferior da diagonal da matriz, assumindo que a
matriz que a esta chamando é simétrica.

Existem trés métodos que precisam ser implementados nas classes derivadas. Estes
séo:

virtual void PutVal(int row, int col, REAL value).

-Torna o elemento (row,col) igual a value;

virtual REAL &GetVal(int row,int col).

-Retorna uma referéncia ao elemento {row,col);

virtual void Mult(TFMatrix &matin, TFMatrix &matout, int opt).

-Este método implementa a multiplicagdo entre a matriz corrente e matin; o
resultado desta operago ¢ retornado em matout. A opcdo opt indica se a matriz corrente

ou sua transposta serd usada na multiplicacfo.

Quando uma classe ¢ derivada da classe TMatrix, o usuario tem a opcdo de
definir PutVal e GetVal e/ou Mult. Dependendo do método a ser implementado, esta
classe derivada pode ganhar certa funcionalidade ou no. Em um certo nivel de abstragio,
uma matriz ¢ uma transformacgio de um vetor em R" em outro vetor em R™ Assim, é
suficiente definir esta transformacfo e a matriz existira sem a capacidade de retornar e
colocar elementos dentro de si mesma. A matriz que implementa esta transformacio em
Mult apenas pode ser invertida somente com métedos iterativos. Classes que implementam
PutVal e GetVal ndo precisam implementar Mult, porque a clagse TMatrix implementa
este comportamento. Nio obstante, para aumentar o desempenho da classe derivada pode-
se redefinir Mult tirando vantagem da esparsidade da matriz. A chamada de um método
que use PutVal e GetVal dentro de uma classe em que nfo tenham sido implementadas,
pode causar erro e a saida da execugdo. A seguir serdo apresentadas as classes derivadas

da classe TMatrix.
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5.3.1. TFMatrix

Implementa o esquema de armazenamento de matrizes cheias. Os elementos desta
matriz sdo alocados dinamicamente e armazenados num vetor. Este tipo de

armazenamento inclut matrizes quadradas e retangulares.

O armazenamento dos elementos da matriz € feito num vetor, ¢ sdo guardados por
coluna. A transformacio desta alocagéo ¢ dada por i+j*Num_Colunas, conforme esquema

mostrado na FIGURA 5-3.

0 4 & 12 a(0,0) a(l) a(02) a(03)
1 5 13 a(l,0) a(lly a(l2) a(l,3

«a(i,j) = Hj*Num_Colunas« a(z,0) a2,y a(22) a2,3)
2 6 10 14 N a(3.0) a(3l) a32) a(33)
3 7 11 15

a(i,j)=i+j*4

FIGURA 5-3- Esquema da alocaciio da classe TFMatrix,

Este objeto permite usar um “pedago™ de memoria dada pelo usuério para alocar
seus elementos. Isto é possivel pelo fato que os elementos sdo alocados num vetor de
doubles. Porém o tamanho da memoria fornecida pelo usuario tem que ser coerente com o

tamanho requerido pela matriz.

5.3.2. TFBMatrix

Esta classe gerencia matrizes do tipo banda nfio simétrica, porém trabalha somente
com matrizes quadradas. A correspondéncia entre a posigdo dos elementos na matriz e a

posigio dos mesmos na memoria alocada é dada pela seguinte expressio:

a(ijj=elemento_na_memoriaftamanho da Banda*(2%*i+1)+j]
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Na elaboragdo da classe para este tipo de matriz, foi admitido que seriam
manipuladas apenas matrizes quadradas. Como argumentos do construtor tem-se a
dimensio da matriz e o tamanho da banda. Assim, uma matriz quadrada com dimenséo 6 ¢
banda 2 teri que ser declarada como TFBMatrix a(6,2). Na FIGURA 5-4 mostra-se a

correspondente alocacio de memoria para esta declaragio.

0 o 1 2 01 0
0 3 4 5 6 «a(i,j) = [b*2*i+1)+j] « e ¢

7 9 10 11 b=Tamanho da banda ’ 182 13 32 i;
12 13 14 15 16

17 18 19 20 0O R
21 22 23 0 0 - o

a(ij)=2* (2% 1)+

FIGURA 5-4- Esquema da alocacie da classe TFBMatrix.

Ao se estudar a quantidade de alocag@o requerida para uma matriz, tem-se que
para uma matriz com dimens#io igual a » e banda igual a b s@o alocados (2*p+1)*n
elementos. Para uma matriz cheia quadrada, o nimero de elementos ¢ igual a #°. Se for
definida a memoria poupada como sendo a diferenca entre uma alocacao tipo banda e uma

alocag#o tipo matriz cheia, pode-se escrever a seguinte expressio:
memdria_poupada= n’ - (2¥b+1)*n > 0
Resolvendo-se a expressdo acima, teme-se que b < (n+1)/2, ou seja, sd € possivel

realmente poupar memoria se o tamanho da banda for menor que a metade da dimensgo

da matriz.

16
20

23]
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Assim, ndo ¢ vantajoso do ponto de vista da alocagdo de memoria usar um objeto

do tipo TFBMatrix se a banda for maior que a metade da dimensio da matriz.

5.3.3. TSpMatrix

Esta classe utiliza esquema de armazenamento do tipo esparsa ndo simétrica. Para a
alocagio dos elementos deste tipo de matriz foi criada a classe TLink, que implementa
uma lista ligada com nimero indefinido de elementos. Na classe TLink s3o feitas
operacdes de inserir, adicionar, remover e retornar elementos da lista. O tempo de busca
de um elemento da matriz é otimizado pela utilizagdo da fungio GetlLast, que retorna o
ultimo elemento pedido. Este artificio aumenta o desempenho, principalmente na
decomposi¢fo de matrizes.

Por exemplo, na lista hgada da FIGURA 5-5, no caso de se estar trabalhando com
o elemento 6, e for necessario usar o elemento anterior, que é o elemento 5, seria
necessario percorrer a lista inteira para retorna-lo. Mas com a fungio GetLast, retorna-
se 0 elemento 5 imediatamente, sem a necessidade de percorrer toda a lista. Quando o

elemento anterior ndo existir na alocagdo de memdria, € retornado zero.

NEXT

FIGURA 5-5- Lista ligada.

Em seguida é mostrado um exemplo de alocagdo de memoria para uma matriz de

5x8, mostrada na FIGURA 5-6.
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X 0 x oy o x y]
’x X X 2 X X X x
FX X ¥ X X Xx x x
jX 3 X X X X X X
ix X X 4 5 X X &

FIGURA 5-6- Exemplo de uma matriz esparsa.

Esta matriz de 40 elementos sé tem 7 elementos alocados, de acordo com o
esquema das seguintes listas ligadas, mostrado na FIGURA 5-7. Os numeros inferiores

indicam a posi¢do na lista.

- Y Y

0 i NEXT
2 5
T T
L1 2 NEXT
3
A
2]
P VR
L3 3 e
]
ST T ) T R A
L4 5 NEXT
3 4

FIGURA 5-7- Esquema de alocaciio dos elementos da matriz esparsa.
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Na FIGURA 5-7, L0, L1, L2, L3, e L4 sdo ponteiros que apontam para o primeiro
elemento de cada linha. Assim, quando uma matriz é declarada, simplesmente deixa-se
0s ponteiros apontando para os primeiros elementos de cada linha, sem ser feita nenhuma
alocag@o. Os elementos vio sendo alocados segundo vio sendo criados. Ndo é verificado
se o elemento ¢ diferente de zero antes de ser alocado, pois isso diminuiria o desempenho
da alocagdo, e além disso, nfo ha necessidade de alocar elementos nulos em uma matriz

esparsa.

A entrada ¢ a saida de elementos da matriz podem ser efetivadas através das
fungdes Put e Get, respectivamente (que verificam se os elementos manipulados
pertencem ao dominio da matriz) ou PutVal ¢ GetVal, que nio fazem nenhum tipo de
verificagdo. Também poderia ser usada a fung¢do Input da classe TMatrix, que faz uma
varredura da matriz inteira para ler os elementos. Porém, isso nfio teria sentido, ja que uma

matriz esparsa contem apenas alguns elementos diferentes de zero.

Esta matriz pode ser quadrada ou ndo, por isso, para declarar uma matriz deste
tipo, € passado o numero de linhas ¢ o numero de colunas da matriz. Para o exemplo

anterior, tem-se a declaracdo T.SpMatrix a(3,8).

5.3.4. TMatRed

Esta classe € usada para condensacdo estatica. Maiores informagdes encontram-se

no capitulo “Subestruturacéo”.

5.3.5. TSimMatrix

Para a implementacgio de matrizes simétricas foi derivada da classe base TMatrix a
classe TSimMatrix. Esta classe também € uma classe base, na qual foram definidas todas
as operacOes permitidas entre matrizes simétricas e matrizes ndo simétricas. As matrizes

simétricas sfo as seguintes: TSFMatrix (Symmetric Full Matrix), TSBMatrix
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(Symmetric Banded Matrix), TSSpMatrix (Symmetric Sparse Matrix) e TSSkylMatrix
(Symmetric Sky-Line Matrix). Dentro da classe TSimMatrix estdo implementadas
operagdes de dlgebra matricial e métodos para resolucio de sistemas de equagdes usando
as fungdes GetVal e PutVal. Para as matrizes simétricas, estdo mplementados dois
métodos de resolugdo de sistemas, a decomposicdo de Cholesky, s6 se aplica a matrizes
definidas positivas, ¢ a decomposi¢do LDLt, que se aplica a matrizes nio definidas

positivas também.

5.3.6. TSFMatrix

Esta classe gerencia matrizes do tipo simétricas cheias. A correspondéncia entre

um elemento da matriz e um elemento alocado é dado pela seguinte expressdo:

elemento_a(i,j)=alocagdofi*(i+1)/2-+j]

A FIGURA 5-8 mostra esquematicamente as alocagdes da matriz 4(4,4).

o] o 1 3 6
[1] [4] 12 4 7
5] [5] [7] al)=[i*(i+1)/2+j] A(4,4) = s 4 s g
g [ [s] 1o N

FIGURA 5-8- Esquema de alocaciio da classe TSFMatrix.

O construtor de uma matriz simétrica cheia tem apenas um argumento, pois toda
matriz simétrica ¢ quadrada. Dessa forma, ao invés de se declarar TSFMatrix a(4,4),

declara-se TSFMatrix a(4).
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5.3.7. TSBMatrix

Esta classe implementa o esquema de armazenamento para matrizes de banda
simétrica. Para cada elemento na diagonal aloca-se dinamicamente um vetor do tamanho
igual ao da banda da matriz. Isto foi feito com a intencfio de se ganhar um pouco mais de
desempenho na decomposi¢io de matrizes. Os algoritmos usados para a decomposiciio
por Cholesky e LDLt trabalham por colunas, portanto, uma alocagfio por colunas facilita o
retorno da posigdo de cada elemento.

A localizagdo do elemento em cada coluna é dada por uma simples operagdo de
subtragdo entre a posigdo da coluna e a posigio do elemento da diagonal, conforme
mostrado na FIGURA 5-9. Por exemplo, para o elemento a(3,4) tem-se que a posico do

mesmo € 4-3=1, no vetor correspondente 3 coluna 4.

- 00) A0D «02)
- . al0) altl) a(12) a(l3)
& a a
wo | o] 0 A5 =] A20) a2]) d22) a23) A24)
D 2 - a a3l) a3 a33) a34)
o Jantan]adn L A42) a(43) a44) |
D a a a
t Jentenles
D a a
2 1aanflcs
D a
3 1@
D
4

FIGURA 5-9- Esquema da alocacio da classe TSBMatrix.

5.3.8. TSSpMatrix

Esta classe gerencia matrizes simétricas do tipo esparsa. A filosofia utilizada para a

alocagdo deste tipo de matriz ¢ igual & da classe TSpMatrix (matrizes esparsas n#o
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simétricas), porém nesta classe as listas ligadas partem dos elementos da diagonal da
matriz.
A declaragdo de uma matriz do tipo TSSpMatrix requer apenas um argumento,

ou seja, a dimensfo da matriz, uma vez que a matriz ¢ simétrica e, portanto, quadrada.

5.3.9. TSkylMatrix

Esta classe gerencia matrizes do tipo “skyline”. Quando um objeto do tipo
TSkylMatrix ¢ criado, sdo alocados vetores de tamanho igual a 1 sobre os elementos da
diagonal. Isso é conseguido com auxilio de uma classe que foi denominada TColuna. A
classe TColuna gerencia a alocagio de um vetor redimensionavel, sendo possivel apenas
incrementar o numero de elementos do vetor e nunca diminuir, pois seria dispendioso em
termos de tempo construir um outro vetor de tamanho menor, copiar os elementos do
vetor um a um ¢ eliminar o vetor anterior.

Um objeto do tipo TCeluna guarda trés informagdes importantes: os elementos da
coluna (Vet), o tamanho da coluna (VetSize) e o tamanho maximo da coluna (Size), que
depende da posi¢do na diagonal onde a coluna sera alocada. Os elementos da matriz sdo

retornados segundo a seguinte expressdo:

MGV i<) 0.0 se Dj.Size < (j —1)
i, i<
J J DjVet(j—i)se Dj.Size > (j—1i)

5.4. GERENCIAMENTO DOS METODOS DE SOLUCAO DE
SISTEMAS LINEARES

Conforme ja foi mencionado, a classe TMatrix define um comportamento que as
classes derivadas precisam implementar ou ndo dependendo de suas caracteristicas
préprias. A classe TMatrix declara e implementa diferentes métodos para a resolugdo de
sistemas lineares, que as classes derivadas podem redefinir ou nfio, com a intengio de

melhorar sua eficiéncia. Além dos métodos para solugdo de sistemas lineares definidos e
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implementados, esta classe possui uma interface para os arquivos header da biblioteca
TEMPLATES’. Como tal, a classe TMatrix define ¢ implementa 0s seguintes métodos:

métodos diretos:

¢ decomposi¢io de LU;

» decomposicdo de Cholesky;

e decomposi¢io de LDLt;

métodos iterativos:

¢ método de Jacobi;

» SOR (Successive Overrelaxation Method),

SSOR (SymmetricSuccessive Overrelaxation Method);

CG (Conjugate Gradient) pré-condicionado;
Meétodo GMRES (Generalized Minimal Residual Method) pré-condicionado.

*

G pré-condicionador do CG e do GMRES ¢ implementado como um objeto da
classe TSolver. Geralmente ¢ um método direto ou iterativo aplicado na mesma matriz
objeto. Para facilitar o gerenciamento desta enorme quantidade de combinagdes, foi criada
separadamente uma classe TSolver, que associa um objeto do tipo TMatrix a um método
de solugho. Como exemplo, pode-se imaginar o GMRES sendo condicionado por duas

iteragdes do GC que por sua vez ¢ pré-condicionado por uma iteragdo do SSOR.

5.5. TRATAMENTO DE BLOCOS.

A classe TBlock implementa uma divisio l6gica da matriz em blocos de tamanho
variavel. O construtor tem trés argumentos: um ponteiro para um objeto do tipo TMatrix,
um intero que € o niimero de blocos na diagonal da matriz, e outro que é a dimensdo de
cada bloco na diagonal. A classe TBlock ndo modifica a matriz. Ela aumenta a capacidade

de enderecar os elementos da matriz por blocos.

* Sobre a biblioteca TEMPLATES, ver BARRET et al. {1994),
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O objeto do tipo TBlock contem duas informagdes basicas: a posicio do bloco na
diagonal e sua dimensdo. A FIGURA 5-10 é um exemplo de uma matriz dividida em trés
blocos de diferentes dimensdes: o bloco 0, de dimensdes 2x2, o bloco 1, de 3x3, e o

bloco 2 de 2x2.

b
1
—— ————

S M o e vt i’ s

L A | ot — — it
B

H

FIGURA 5-10- Esquema de matriz dividida em blocos.

As informagles basicas sdo suficientes para calcular também a posicio e a
dimensdo de qualquer bloco fora da diagonal, de acordo com o esquema mostrado na FIG,
11. Por exemplo, o bloco cuja posigio é (1,2) tem dimensfio 3x2 (no esquema, a linha 1

corresponde 4 dimensio 3, e a coluna 2 corresponde a dimensdo 2).

Posicdo na Diagonal 0 I 2

Dimensido 2 3 2

FIGURA 5-11- 1nformacgdes contidas no ebjeto Thlock.

Este construtor inicialmente sé permite que os blocos da diagonal sejam todos do

mesmo tamanho. Por exemplo, se forem feitas as seguintes declaracdes:

TFMatrix A(3,5) /ideclaragdo de uma matriz cheia
TBlock b(&A,3,2) //dectaragdo do bloco b com 3 blocos na diagonal
eada bloco com dimensdo 2x2

/este bloco esta apontando para a matriz A




esquematicamente, serd obtido o arranjo mostrado na FIGURA 5-12.

T40,0)0 A [A4(02) A403)] [4(04) A0,5]]
A(LD)  A(LD | | 4(1L2)  A(13)] [ A(14)  A(LS)]
A2,00 42D TA4R2) 423 [4(24) 425
| AB0) ABD | | A(BR2) AB3)| [ 4B4 ABS)]
A(4,0)0 4D [4(42) 443 [444) 445 ]
[ AGBO) AGD | | A4(52) A(53)| [AG4)  A(5S)]]

FIGURA 5-12- Arranjo em blocos obtido para a matriz exemplo A.

Agora, se na segunda declaracfio acima, os dois ultimos argumentos do construtor
ndo forem passados, o construtor assumird o numero de blocos na diagonal igual ao
numero de elementos na diagonal, ou seja, assumird blocos de dimensio 1x1. Se forem

feitas as declaragtes:

TFMatrix A(8,8)
TBlock b(&A)

declaracdo de uma matriz cheia
/ideclaragdo do bloco b sem especificar

/o numero de blocos nem o tamanho dos blocos

o arranjo dos blocos na matriz serd o mostrado na FIGURA 5-13.

H
H

[N PP > VS S S —
L ey SRREIEL ST S S—
e e D T e T e
[ SR [y VR ) WOUALP | SR § NSy S ¥ VIR ) SU—
(PRI WY [ SSSSSEUE [y SPPRURIIE I SSSSY J WS [ SEY J PUN— |
by ALy PPTAALY, [l AL, frrrermy [} ey
S O —
[ PRPEE [ FUPRRRROUE [ L NI [} PV Iy W I PP Ty NE—
Ay ey ey [Prrrem— [Ty A pr—— a9y
e ey Ay ey P freemam {ibnirrere) sy
iy ottty fr— oty [r—3 oty oy iy
E AN J VI B LR WISy PPN Py PPN E—
L

FIGURA 5-13- Novo arranjo ebtide para a matriz exemplo.




87

Este tipo de “visualizagdo™ da matriz pode ser modificado utilizando-se duas
fungdes. A primeira modificacdo, o nimero de blocos na diagonal, pode ser realizada com
a fungdo SetBlocks, que tem como argumento o novo nimero de blocos que o objeto do

tipo TBlock tera.

Outra fungfio utilizada para mudar o objeto do tipo TBlock & Set, que utiliza trés
argumentos. O primeiro argumento fornece a posicio na diagonal do bloco a ser
modificado, o segundo argumento, o novo tamanho do bloco a ser modificado; por
ultimo, com o terceiro argumento € fornecida a posicdo relativa do primeiro elemento do

bloco, com respeito 4 sua posigio na diagonal da matriz.

Em seguida mostra-se como modificar o arranjo dos blocos da FIGURA 5-12.

b.SetBlocks(4), //modificagdo do niimero de blocos na diagonal
b.Set(0,2,0); /o bloco O tem dimensdo 2
/fe o primeiro elemento do bloco estd na
/posicdo 0 da diagonal da matriz.
b.Set(1,3,2); /70 blocol tem dimenséo 3
/e o primeiro elemento do bloco estd na

//posicdo 2 da diagonal da matriz.

b.Set(2,1,5), /o bloco 2 tem dimensdo 1
/e o primeiro elemento do bloco estd na
//posicdo 5 da diagonal da matriz
b.Set(3,2,6); /o bloco 3 tem dimensdo 2
/e o primeiro elemento do bloco estd na

/posi¢do 6 da diagonal da matriz

Esquematicamente, sera obtido o novo arranjo mostrado na FIGURA 5-14.
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FIGURA 5-14- Novo arranjo para a matriz exemplo,

Uma observagiio importante ¢ que esta modificacdo tem que ser de uma maneira
ordenada, ou seja, primeiro tem que ser mudado o niimero de blocos, depois o tamanho
do primeiro bloco, depois o tamanho do segundo bloco, e assim por diante até o ltimo

bloco.

O mesmo procedimento anterior pode ser feito usando-se a fungfio
SetAli(dimensions) e a funcio Resequence(start). A primeira fun¢io passa para o
objeto do tipo TBlock as dimensdes dos blocos na diagonal através do vetor de inteiros
dimensions. A segunda fungéo faz a seqiiéncia dos blocos a partir da posigio start (este

argumento tem como padrio a posigdo ().

Observa-se que a matriz ndo foi modificada; ela continua existindo na mesma

forma com que foi criada.

Outras fun¢des também permitem que os diferentes blocos sejam copiados para
outras matrizes. Também € permitida a operag@o de igualar dois objetos do tipo TBlock e
de extrair um dado bloco da matriz. Todas essas e outras fungfes estfio documentadas no

arquivo header da classe.




89

6. SUBESTRUTURACAO

6.1. CONCEITOS BASICOS

A modelagem de um problema de grande escala pode ser organizada pela
discretizagfio da equagdio diferencial em elementos finitos dentro de subdominios. A idéia

central € dividir o problema para resolvé-lo, 1. €., “dividir para conquistar”.

Em cada subdominio tem-se nds internos € nds de interface (ou de fronteira).
Entende-se por nds internos aqgueles que s6 pertencem a um subdominio, € noés de
fronteira aqueles que pertencem a mais de um subdomimo. AINSWORTH (1996) mostra
uma visdo variacional da condensacio estatica. A seguir, usa-se essa técnica para reduzir
os nos internos de cada subdominio sobre seus nos de interface num problema de
Dirichlet para uma equagio uniformemente eliptica de segunda ordem sobre um dominio

poligonal ( R*).

Propde-se resolver o seguinte problema:

Lu=f emQ, Qc R?
u=10 em Q2

onde:

2 a( é’u]
Lu= Zﬁgéxi a, &,

iJ

A formulago fraca deste problema consiste em encontrar u € H,(Q) tal que:

ay(u,v)=f(v) Vv € Hy(Q)

Nessa expressiio H,(2) é um subespago de fungdes que tem valores de contorno
nulos e com sua primeira derivada quadrado integravel. Este subespaco pertence ao

espago de Sobolev H'(Q}.
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O dominio ¢ dividido em subdomimos que, por sua vez, so divididos em
elementos. Admite-se que as fungdes de forma sfo regulares e que os subdominios nfio

sdo superpostos.

Seja 17 (Q) = H1(Q) e V"(Q)c H,y(Q) espagos de fungdes hierdrquicas sobre
os subdominios e sobre os elementos respectivamente. Entdo a formulagio fraca pode

ser escrita na seguinte forma discreta:

ag(uh,vh)zf(v,,) Yy eVHQ)

Com a introdugdo das fungdes de base {(f)l} do espaco V7 & possivel usar as
funcdes de forma u, ﬂingo, e v, =ijq9j para formar o seguinte sistema de

equagoes:

aQ(‘PHqu)ximf(‘pj)l

Uma vez que a integral sobre todo o dominio €2 pode ser escrita como a soma de
integrais sobre subdominios, a matriz de rigidez pode ser calculada como a soma das
integrais sobre o0s subdominios. Sobre cada subdominio s pode-se definir o seguinte

problema:

@.(0:0)x=1(0)

As fungdes de forma {go!} de cada subdominio sio divididas em dois conjuntos.
Um conjunto ¢ das fun¢des de base {goj}, 7 €1, apoiadas no interior do subdominio.

Qutro conjunto ¢ das fungdes de base {qp,}, iel , que tem valores diferentes de zero em
pelo menos numa das interfaces &2, do subdominio. Na FIGURA 6-1 ¢ mostrado um

exemplo com dois subdominios usando funcdes lineares de interpolagéo.

'Na engenharia ag(ﬂpa'%) é conhecida como matriz de rigidez e f((pj) vetor de cargas, devido a sua

origem na analise matricial das estruturas.




91

(O N 2,

FIGURA 6-1- Divisiio das fungdes de forma em dois conjuntos.

A condensagdo estatica dos graus de liberdade dos nds internos a cada

subdominio pode ser interpretada como uma mudanga de base. As fungdes {ga,-}, iel
das interfaces sdo substituidas por novas fungdes {a)i}, iel , que s80 ortogonais as
fungdes, {go,-}, I €l e tém os mesmos valores que as fungdes {ga,}, ieT nas interfaces.
Estas duas condi¢cdes podem ser escritas respectivamente como:

ag(a),.,qoj):(} vV jel
@, =, sobre X2,

H

Para maior facilidade de manipulagdo, as fungdes de forma serdo agrupadas em

vetores segundo:

@y :[501],-61, %*[@]mis Oy :[“’f]ia

As fungSes ¢ permanecem inalteradas ¢ as novas fungles @ sdo obtidas
subtraindo-se 7 ¢, das fungdes @5 , ou seja:

o=, —1q b = @
sendo T uma matriz apropriada. As expressdes anteriores podem ser escritas numa forma

matricial;

@ I 0)a
o | |~-T I}@;

I
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A matriz da transformagio de bases ¢ a seguinte:

> I 0
=T I

)
Escrevendo-se dg (qu N j) em blocos, tem-se:

A condiciio ap, (a)f,gﬁ’ j)=0 YV j €l indica que a matriz P é a transformagio
ortogonal dos nos internos com os nés de interface, ou seja, diagonaliza a matriz

ap, (q;,,qa j) . Usando-se esta condigéo tem-se:
=T 1}|ay @y 0 110 d 11

dy a5 —ayl B d";—g 0
a;, ~Tay, ay—Tag—ayT+TayT || 0 dy

Il

ou:

Igualando-se as matrizes fora da diagonal a zero, encontra-se a expresséo de T:

Também tem-se que a; =a; € uma condigdo necessdria para diagonalizar a
matriz aa(q)i,@j) , i. 6., a matriz P no ¢é a transformagdo ortogonal de a;, se esta ndo ¢

simétrica.

A matriz resultante da diagonalizagéo é:



N3

. -l
A matriz $= dy; — Ay 4y A7 6 chamada de complemento de Shur’.

Escrevendo-se o sistema de equagdes do subdominio em forma de blocos, tem-se

a seguinte expressdo:
[aﬁ aﬁ}{xl} {fl}
ap ay || X¢ | S5

Aplicando a transformacdo de bases obtemos o seguinte sistema:

I 0lia; a;ilx I 0} £
~T Tllay, ay [Ix; -7 I /5
ki s P

0 s {x; | | fy—aganh;

Este problema pode ser resolvido em dois passos:

ou:

1.Célculo dos graus de liberdade dos nos externos ao subdominio:

[s] [x: ]=[/r —apans]

2.Calculo dos graus de liberdade dos noés internos ao subdominio:

["ﬂ] [xl]z[ff “af;"xi]

Com cada sistema do passo 1, constréi-se um sistema de equacdes global que

permitira calcular os graus de liberdade de todas as interfaces &2; do dominio inteiro,

EXPresso por:

Axp=F

* Ver CHAN et al. (1990), p. 7.
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Q?l
onde: A=Y s,
i

F“_”Zn[fz "af;'anf]j

Este novo sistema € chamado de sistema reduzido ou sistema de interface, e pode
ser resolvido por métodos iterativos pré-condicionados ou diretos. Depois de se ter
calculado os graus de liberdade dos nos de interface, passa-se a calcular os graus de

liberdade dos nos internos segundo o passo 2.

Um dos maiores desafios da computagfo paralela ¢ resolver o sistema global de
equagdes com o menor custo de comunicagdo entre processadores. Em LE TALLEC,
SALTEL e VIDRASCU (1994, p. 139), encontra-se¢ 0 seguinte comentario com respeito

ao sistema global sem subestruturacéo:

“Este sistema freqilentemente é muito mal condicionado. O cdlculo da
matriz de rigidez e a solugdo do sistema por métodos diretos é extremamente
dispendioso em tempo e memoria. O desenvolvimento de algoritmos paralelos
efetivos para resolver este problema é um desafio. Métodos de decomposic¢do de
dominios, que misturam métodos diretos para as matrizes locais e métodos
iterativos para as globais de interface, resultam numa resposta muito boa para

este desafio.”

A subestruturagdio usa inicialmente métodos diretos em cada subdominio e
métodos iterativos para resolver o sistema reduzido. Nota-se que a reduciio estatica pode
ser feita em paralelo em cada subdominio e que o sistema reduzido pode ser resolvido

com o gradiente conjugado pré-condicionado, que ¢ altamente paralelizavel.

A seguir mostra-se a implementacio computacional da subestruturagio

desenvolvida neste trabatho.
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6.2. IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

6.2.1. CONDENSACAO ESTATICA: A CLASSE TMatRed

Numa modelagem orientada a objetos de problemas que usam particdes de
dominios em subdominios nfio sobrepostos, ¢ necessario que exista um objeto que seja
capaz de ehminar os nos internos destes subdominios. Este objeto reduz o problema

original para o problema de interface que € resolvido por métodos iterativos.

A classe TMatRed (matriz reduzida), desenvolvida neste trabalho, implementa
sistemas de equagdes quadrados simétricos ou ndo simétricos com vetor de carga.
Oferece ao usuario a op¢do de dividir as equagles em dois conjuntos: um conjunto de
equagdes internas e outro de equacdes externas. Num estado inicial, um objeto do tipo
TMatRed tem um comportamento de um objeto do tipo TMatrix. A transi¢do desse
estado para o de uma matriz condensada reduz o conjunto de equagdes internas sobre o

conjunto de equacdes externas.

Nesta classe a matriz ¢ dividida em quatro submatrizes, que sdo implementadas
por quatro ponteiros. A primeira submatriz da diagonal, [Ky], aponta para um objeto do
tipo TMatrix, e as outras apontam para TFMatrix (matriz cheia). conforme mostra a

FIGURA 6-2.

Nesta classe o vetor de carga também ¢ dividido em duas submatrizes, sendo que

cada uma aponta para objetos do tipo TFMatrix (ver FIGURA 6-2).

_ [* TFMatrixﬁ]

[*TMatrix K | [* TFMatrix K ¢ | |[ [* 7FMarrix U, ]
| [ rPMatrix £,

[* TPMatrix K| [* TFMatrix K o | || [* TFMatrix U |

FIGURA 6-2- Submatrizes de um objeto TMatRed.
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Da FIGURA 6-2 define-se a condensagfo dos graus de liberdade U; sobre os

graus de liberdade Uc com as seguintes operagdes matriciais:

[Kec)geo =[ch]“["<01][”11]_1["1€]

el ren “{fC]‘[KCI}[KH]_I[fI]

As matrizes [Kccjrep € [fclrep 580 armazenadas em [Kcc] e [fc] respectivamente.
O estado reduzido de um objeto tipo TMatRed ¢ mostrado na FIGURA 6-3. Nesse
estado a matriz Ky estd decomposta ([Kuloecomr), € as matrizes resultantes dessa

decomposicéo estdo armazenadas na propria matriz Ky.

Também em f; é armazenado [Ky]'[fi], ¢ em [Kic] é armazenado [Ky]"'[Kic] (ver

FIGURA 6-3).

[KE]DECOW [KH]_I[KIC] [UI] - [Kﬂ]”t[ff]
[Kal  [Keel, JHUN el

] RED
FIGURA 6-3- Objeto TMatRed no estado reduzido.

As operagdes de reduclo permitem que possa ser definido o seguinte sistema

reduzido:

[KCC]RED[UC] . [fC]RED

Poderiam ser utilizados tipos de matrizes com esparsidades especiais para
representar as submatrizes. Por exemplo, no caso da matriz de rigidez do subdominio ser
uma matriz tipo banda, {Kic] ¢ [Kc] serfio matrizes triangulares inferior e triangular
superior de um tipo especial, onde os elementos ndo nulos iriam até uma subdiagonal,
conforme mostra a FIGURA 6-4. Ainda na mesma figura observa-se que [Ky] e [Kecl,
dependendo da largura da banda, podem ser matrizes em banda ou ndo. Porém, toda esta

esparsidade € perdida no célculo de [Kcclren € [fc]ren, pois sdo realizadas operagoes de
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multiplicagfio e subtracfio antes do armazenamento do resultado destas operacdes em
[Kee] e [fc]. Com isso conclui-se que ndio é vantajoso usar matrizes especiais para

armazenar [Kic], [Kai] e [Kec].

FIGURA 6-4- Matriz de rigidez local ao subdeminio banda.

OBSERVACOES

1.A matriz [Ki] ¢ decomposta apenas uma vez. Os calculos de [Ku]'[F)] e de
[Ku]"'[Kic] equivalem a resolver [Ky]{v:]=[F0] e [Ku][y2]=[Kic];

2.0 ponteiro *{K;;| para um objeto do tipo TMatrix pode ser inicializado com diferentes
tipos de matrizes simétricas ou ndo simétricas, como matriz banda, “skyline”, etc;

3.As observagdes acima indicam que a liberdade da escolha de [Ky] permite usar a
otimizacfo incorporada nas matrizes derivadas de TMatrix, no que se refere a

resolugdo de equaces, ja que a submatriz [Ky] precisa ser invertida.

6.2.2. SUBESTRUTURAGCAO: A CLASSE TSuperEl

O comportamento de um subdominio ¢ de malha e elemento. Tem-se um
comportamento de malha, pois existem nds internos num subdominio. Por outro lado a
propria malha também € um elemento dentro de uma malha de subdominios. Para
abstrair este comportamento hibrido de elemento ¢ malha, foi desenvolvida neste
trabatho a classe TSuperEl (superelemento), que é derivada das classes TCompEl e

TCompGrid.
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Uma vez que um objeto do tipo TSuperEl ¢ elemento, ele pode pertencer a uma
malha que seja outro TSuperEl o que possibilita criar super-elementos dentro de outros
super-elementos. A FIGURA 6-5 mostra um exemplo em que a malha é dividida em
quatro super-¢lementos, SO, S1, S2 ¢ 83, sendo que o super-clemento S1 contém outros

quatro super-elementos (Ss0, Ssl, Ss2, Ss3).

S0 ~ 83

s2—
S1=5s0+581+552+8s3

FIGURA 6-5- Malha com quatro super-elementos.

Conforme j4 foi mencionado, a classe TSuperEl abstrai dois estados do
comportamento de subdominios. Inicialmente tem-se o estado nfio condensado, em que
a malha a gqual o objeto pertence v€ o super-clemento como um elemento com grande
namero de nds e equacdes. O outro estado € o condensado, em que o super-elemento
torna visivel apenas 0s nés com conectividade externa. Neste estado, a malha a qual o
super-elemento pertence vé& apenas os nos de interface do subdominio. A transicdo de um
estado para outro € feita pelo método ReducelnternalNodes(), método da classe

TCompEl mas implementado apenas na classe TSuperEL

Na criagdo da classe TSuperEl, os métodos e caracteristicas da classe
TCompGrid foram herdados sem modificacdio. J4 o comportamento de elemento
proveniente da classe TCompkEl teve que ser implementada internamente, especialmente
no que se refere & montagem da matriz local de cada subdominio e a redugéio dos seus

nés internos. O objeto do tipo TSuperEl tem como varidvel membro um ponteiro para
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um objeto do tipo TMatRed, que implementa todas as operagdes algébricas necessarias

para a reducdo estatica do sistema de equagdes.

Apos serem reduzidos os nés internos, a malha vé somente os nés de fronteira do
super-elemento. Isso permite montar um sistema de equacdes de forma “convencional”,
que obviamente permitird somente o calculo dos nds de interface. O sistema reduzido

(ou problema de interface) ¢ expresso por:

Ns Ns

Ky s
Z K RED Uinterface - Z F RED
5=1

5=1

Este sistema ainda pode ser grande, no dmbito do processamento em paralelo. A
eficiéncia da resolucio deste sistema por meétodos diretos nfo necessariamente

aumentara com o nimero de processadores.

Segundo FARHAT (1994, p. 145), KEYES (1992, p. 293) comenta sobre a

decomposi¢do de dominios (DD) o seguinte:

“Para muitos desses algoritmos e para problemas suficientemente
grandes, o custo de cada iteracdo pode ser diminuido quase linearmente com o
mimero de computadores disponiveis. Eniretanto, uma vez que incrementar o
ntimero de subdominios é a maneira mais simples de incremeniar o grau de
paralelismo para o método de DD, a caracteristica mais interessante dos
algoritmos de DD para processamento paralelo pesado é que o numero de

iteragdes ndo cresce significativamente com o numero de subdominios”.

Isto define claramente a escalabilidade da decomposicdo de dominios (ou
subestruturacfio). Ainda na mesma publicacdo, FARHAT (1994, p. 142) faz uma analise
de um algoritmo para resolver matrizes “skyline” usando processamento paralelo em

métodos diretos, apresentado por FARHAT ¢ WILSON (1988) e conclui que:
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“A4 andlise da escalabilidade apresentado aqui mostra que o paralelismo
em métodos diretos para resolver sistemas “skyline” estd limitado pelo
problema da banda e ndo pelo tamanho do problema, e que estes métodos
diretos ndo sdo escalaveis quando sdo aplicados a problemas de andlise

estrutural. ”

Do anteriormente exposto, justifica-se 0 uso de métodos iterativos, tais como o

gradiente conjugado pré-condicionado (quando o sistema € simétrico).
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6.3. TESTES NUMERICOS

Inicialmente foram comparados os resultados do mesmo problema mas
utilizando-se malhas sem subdominios e mathas com subdominios regulares (primeiro e
segundo testes). Em seguida foram usados dominios irregulares para problemas eldsticos
(terceiro teste), tendo sido os resultados coerentes com os esperados. Todos esses testes

foram realizados num computador PC-Pentium com 133 Mhz de processamento.

6.3.1. PRIMEIRO TESTE

Como primeiro teste foi resolvido um problema com condi¢des de contorno de
Dirichlet num dominio regular (ver FIGURA 6-6). Na primeira rodada foram usados
apenas 144 elementos triangulares com uma aproximagdo quadratica. Na segunda
também foram usados 144 elementos mas foram utilizados 4 subdominios, tendo sido

novamente usada uma aproximagdo quadratica.
Na ultima rodada foram usados 1024 elementos e o dominio foi dividido em
256 subdominios, tendo cada subdominio 4 elementos. Estas malhas foram geradas pela

classe TGenGrid, que gera dominios retangulares e os divide em subdominios.

O problema resolvido foi o seguinte:

— Afx, ¥) +16001( x, v) = +1600(x’ y+x°) em Q,

comu=0emI I I'314.
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1,1 Tk (L1)

I'y

-1.-1)

(1,-1)

FIGURA 6-6- Primeiro teste numérico.

Primeira execucio: Foi usada aproximaciio quadratica, numa malha de 144 elementos

(169 equacdes). O elemento mestre foi um elemento triangular, tendo sido obtido o
resultado mostrado na FIGURA 6-7.
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FIGURA 6-7- Resultado obtido na primeira execugio,
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Segunda execu¢io: Foi usada aproximacio quadratica, numa matha de 144 elementos e
quatro superelementos, de 64, 16, 16 e 4 clementos. O elemento mestre foi um elemento

triangular, tendo sido obtido o resultado mostrado na FIGURA 6-8.
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FIGURA 6-3- Resultado obtide na segunda execucio.

Terceira execucfio: foi usada uma malha de 1024 clementos (9409 equagdes) com
superelementos de 4 elementos, tendo sido o clemento mestre um elemento quadrado.

Foi usada aproximagfo cubica. O resultado obtido foi o mostrado na FIGURA 6-9.
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FIGURA 6-9-Resultado obtido na terceira execuciio.

6.3.2. SEGUNDO TESTE

Conhecendo-se a fungdo solucfio, foi criada uma equacio diferencial, foi
calculada a solugfio numérica desta equagio diferencial, e em seguida foram comparadas

as solugdes. O grafico da fungdo solucfo estd mostrado na FIGURA 6-10.

X

28—+

FIGURA 6-10- Fungiio exata usada no segundo teste
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Esta fungéo € governada pela seguinte equagéo:
: =3 E-2y ) ~3(x~x,)

2 2

v(x,x,,&)=—e d +e °

Observa-se que esta fungdo ¢ par, e tem a forma de um sino. Sua abertura €
representada por 2&, a variavel X, representa o deslocamento do eixo de simetria com
relagdo a origem das coordenadas. Colocando-se o eixo de simetria na reta y=0 ¢ uma

abertura de 2 (£=1), obtém-se a seguinte expressdo:

v(x,01)=—e> + e 3

O grifico desta fungio é o mostrado na FIGURA 6-11.
i
b4

FIGURA 6-11- Representacio grafica da fungfio exata para xp =0 e £=1.

Ainda com essa expressdo, pode ser definida uma fungéo bidimensional, dada

por:

u(x,y) — v(y’(),]) . v(x,()’}) — (__ e-3 + e‘3x2 )(.,.. 6*3 + e*3y2)

O gréafico bidimensional desta fungfio pode ser visto na FIGURA 6-12.
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FIGURA 6-12- Griafico da funcio exata bidimensional.

Com esta fungio pode-se definir o problema-teste:

_ a2 _ a2 x a2t _ a2
6(we3+e3‘) 6(—e3+e3"”) 36(83+e:“ );vc2 36le™ +e )y?‘
337 + 3x? - 3x° - em Q’
e e e

""At{xay) =

comu=0emI

Para este teste utilizou-se o mesmo dominio que o teste anterior. O mesmo foi
discretizado utilizando-se 400 elementos quadrados. Esses elementos foram agrupados
em quatro subdominios de 100 elementos cada um. Foi usada uma interpolagfo de grau
6 (14.641 equacdes). O resultado numérico gerou o grafico mostrado na FIGURA 6-13.
Segundo a analise das FIGURAS 6-12 e 6-13, pode-se considerar o resultado deste teste

como satisfatorio

FIGURA 6-13- Grafico gerado pela aproximacio numérica.
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6.3.3. TERCEIRO TESTE

Como terceiro teste, foi resolvido um problema elastico, cuja formulagio

variacional pode ser expressa por:

ag(uh,vh):f(vh) Yv th(Q)

M Py

de: V)= {E™
onde: ag(u.v) g_! % o

FO)= [fwdede,+ [Svd
o &1,

LI o
E™ & o tensor das constantes eldsticas de Hooke. Este tensor de quarta ordem
satisfaz a condicdo de simetria E™ = E"™ = B = E%_ Og vetores dos deslocamentos no
sistema cartesiano s8o u = (4 ,u2 ), v = {(v;,v2). f; é a for¢a de volume, no caso, o peso

proprio, € S € a forca aplicada ao corpo na por¢ido 80, do contorno

K= &), U &K, VAL, conforme mostra a FIGURA 6-14.

&y

FIGURA 6-14- Problema elastico com dois subdominios.

Para esta simulagdo numérica foi considerado que o material tem um

comportamento isotrépico. Foi desprezado o peso proprio. Foram usados o modulo de
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Young E=3234 N/m’ e o coeficiente de Poisson p=0,3. A forga aplicada S, tem
intensidade de 400 N/m.

Na FIGURA 6-15 mostra-se o resultado referente & pressio no material.
Observa-se que a figura mostra uma forte trago na regifio em preto € uma compressdo
na regiio vermeltha, o que € coerente com o tipo de solicitagio aplicada. A simulagfo

com e sem subestruturagfio levaram ao mesmo resultado numérico.

Presswr e

+1, B6T 4005

: 1. 1084005
- ATINTY

§.30F 084

2.8TE+ 004

CITEE804

LA a04

L B4E1004

CAgEs00d

LATEHO0D G

FIGURA 6-15- Resultado numérico obtido para o problema eldstico.
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7. METODOS ITERATIVOS APLICADOS AO PROBLEMA
REDUZIDO

7.1. METODO DO GRADIENTE CONJUGADO

O método do gradiente conjugado € usado para resolver o problema reduzido.
Por isso, neste capitulo, faz-se uma abordagem da teoria apresentada por AXELSSON
(1984), tendo como objetivo uma revisio dos conceitos basicos referentes a esse

método.

7.1.1. O FUNCIONAL QUADRATICO

Seja x; uma aproximagio do sistema linear Ax=5, onde A pertence a R™",
definida positiva, e b pertence a R". O residuo correspondente a esta aproximacéo é

dado por:
r, =b-Ax, (7.1)

Sabe-se que, se A ¢ definida positiva, entdo sua inversa também €. Seguindo-se
esse raciocinio, 7/ A7'r, também resulta num nimero maior ou igual a zero, Entdo
tem-se que:

ct=rl A, (7.2)

e que, se ¢=0, implica que r=0.

A substitui¢do da equagio (7.1) em (7.2) leva a:

¢ =x!dx, —2xb+b A7D

<

Fazendo-se ¢ = ¢® - ¢, na expressio anterior, segue que:

Hx, )= ~b'x, (7.3)
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A expressdo (7.3) € conhecida como o funcional quadratico.

Observa-se que ¢ € fungfo de x; e o seu gradiente € dado por:

V(x, )= Ax, b (7.4)

Segundo a expressdo (7.4), o valor minimo de ¢ é encontrado em x, = 47'h, ou

seja, mumimizar ¢ e resolver 4 x =5 sdo problemas equivalentes.

Tratando-se de um método iterativo, em cada itera¢io percorrem-se 0s pontos
{Xi ...Xx} segundo as dire¢des {p; ,.....px }. Esse percurso converge para a solugfo se as

dire¢des {p; ......px } minimizam (7.3) a cada iteragdo, e se no ponto x, cumpre-se

min ¢(x) = ¢{x, ).

7.1.2. MINIMIZACAO DO FUNCIONAL QUADRATICO SEGUNDO AS
DIREGCOES Py

Seja Py o conjunto dos espacos vetoriais formados pela combinacfo linear de
{P1 5...-Px }. Ou seja, Pr = spanfp; p: ,..... pe /. O ponto x; pertence a este espaco,

uma vez que ¢ obtido a partir de P;. Dai tem-se que:

Xp=ViPrtee.... YicaPra T 0Py

ou: x, =P _ Y+a,p (7.5)

RIS

Entdo:

¢(xk)=¢(Pk—1Y+ akpk)

a- I3
ou: ¢(xk):¢(Pk71Y)+”§“P;Apk —a,pib+a YP Ap,

Minimizando-se ¢(xi) , tem-se que:

' O span[vl, v2, v3, ...vn] representa o espago vetorial gerado pela combinagio linear dos vetores { v1,
V2, V3, ..vn }.
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2
x . a ¥ I H
mn ¢(xk ): min[gﬁ(Pk_]Y) +(“§“PkAPk ~ o, peb)y+(a, YP,_ Ap,)]

bl

wla)

(7.6)
No primeiro termo da equagéo (7.6), a expressdo ¢(P,M Y ) €iguala ¢(ka1 ) , que

j4 ¢é conhecido. O segundo termo w(a) varia quadraticamente em @, € o seu valor

minimo é obtido com -g—[/{-m 0, o que leva a:
o

pib
o, =———— (7.7
¢ P AP,

O terceiro e o ultimo termo da equacdo (7.6) dependem da combinacg&o linear de
todas as diregdes anteriores YP, A, o que torna o cédlculo de @, muito custoso. A
diregfio atual (p:) ideal para se alcancar a minimizagdo ¢ aquela que anula @, YP,  Ap,.
Com esse objetivo, a diregdo atual tem que ser 4 conjugada’ com todas as dire¢des
anteriores. Em outras palavras, o vetor pr tem que ser perpendicular ao espago

gerado por {Ap; Aps, ...Apw:). ou melhor, p; tem que pertencer ao espago
span[Ap:, Aps, ... Apei]" . conforme o esquema mostrado na FIGURA 7-1).

spanfAp,. Aps. ... Apii]”

e \span[Ap;, Aps, ... Apyi]

FIGURA 7-1- py pertencente ao espa¢o span[Apl, Ap2, ....Apk-1}+.

? Definicio: u e v s&0 A-conjugadas se uAv=0, <y, v>,.
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Observagoes:

1. A multiplicagfio de x, =x, , +a,p, por A resulta em:
Iy =hey — 0 Ap, (7.8)
2. Caso pr é 4 conjugado com as diregfes anteriores demonstra-se que:

p.b=p.r._,. 0 que leva a redefinicdo de « segundo:

o, = Pili
‘ P AP,
Prova:
Usando-se a relagdo (7.1), tem-se as seguintes expressies:
b=r,_, —Ax,,
pb=pun - ppdx (7.9)

Como xi.; pertence a P, este é comjugado com p,, ou sea,
pyAx, , =0. 4 equagdo (7.9) entdo fica:
pib=pir., (7.10)

Substituindo-se esta ultima igualdade em (7.7) tem-se uma nova

expressdo:
t
PV
= A (7.11)
PiAD,

3. Os residuos sdo mutuamente ortogonais3 , assim;
F 1y =0
. -~ I3 . - I .
4. As diregbes p; e r, sdo ortogonais, ou melhor, p;r; =0:

Prova:

Como x, € P=span[p,,p,....... p, |, entdo pode-se escrever:

x_,-'ﬁPK

3 Ver o teorema 10.2.3 de GOLUB e VAN LOAN (1990, p. 521).




Dai segue que:

min ¢(xk ) = min ¢( PY)

1 ? ! t I3
¢(PY)=§y PiAp,y—~y'pib

O valor minimo desta fungdo ¢ encontrado a partir de:

piAp,y=p'b

p,(4p,y~b)=0
N e

r
i

pyr;=0

7.1.3. DETERMINACAO DA DIRECAO CONJUGADA

(7.12)
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Demonstra-se que o vetor g pode ser escrito como a soma do vetor r; com

outro vetor y,_, pertencente ao espaco AP, = spanfAp:, Aps, ... Apw;] . Isso satisfaz a

condigdo das dire¢des conjugadas y; ,Ap, = 0. Ja que y,_, tem que ser perpendicular a

px entfo € conveniente escolher o vetor yi.; como sendo aquele que seja paralelo a pi.s,

porque py.; ja € conhecido. Ou seja, escolhe-se yir.r= f pr.s (ver FIGURA 7-2).

e, span{Aps, Aps, ... Api]”

Tk

W .___y{(‘.ﬁ"‘ﬁpy,; .......

span{Ap;, Apy, ... Apyi]

FIGURA 7-2- Relagae entre os vetores py, P € I'cg-

A consideracfio anterior permite escrever:
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Py =T =P iPit (7.13)

A multiplica¢do desta Gltima equacfo por pi..4 pela direita resulta em:

Py Apy = pyyAr ~ B 1 APy
\_—.—\F__—J

0

I3
DA
ou: Bi=—"—"T""T"" (7.14)
C T piaAp

Até o momento, tem-se as seguintes equacgdes:

xk =x}c_1 '+”akpk (7.15)
!r ~
= Prk k-1 (7.16)
Py AP
Py =ho — B il (7.17)
1
PiArn
Py = re——n (7.18)
* Plrc-lApk-l

Nota-se que o produto p, 4 aparece no calculo de a: . Este fator ( p, 4) pode

ser eliminado utilizando-se as seguintes transformacdes.

Multiplicando-se a equagdo (7.13) por r,_, tem-se a seguinte relagfo:

I 1 z 4
Pilios = qteg — BiPialin

O segundo termo do segundo membro da equagfio acima ¢ nulo, conforme a
equacdo (7.12), portanto tem-se:
Pilicy =T T

ou. APy =TT (7.19)

* Uma demonstragiio detalhada desta expressiio pode ser encontrada em GOLUB eVAN LOAN (1990, p.
520).
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Esta dltima equagiio pode ser usada em (7.11) obtendo-se uma nova expressio
para o:

¥
_FBhia

e P AP,

(7.20)

A equacdo (7.8) para a posicio k-1 é:

Pyt =Ty — 0, 4py

A equagdo anterior multiplicada por r,_, resulta em:

H ! t
Pt =TTy = QT APy
R — [
G Py

Dai, tem-se que:

I
VeaFe

Oy =7
PiAr

que, tendo em vista a equagdo (7.18), equivale a escrever:
1 rar

Dy = ———
JiA PiaApy

Igualando-se a expressdo acima a equagfo (7.16) com k=k-/, consegue-se uma
nova expressdo para [}, dada por:

H4
Pt Fey

Bo=—"T""" (7.21)

!
Veathon




116

7.2. ALGORITMO DO GRADIENTE CONJUGADO

As seguintes formulas, ja vistas anteriormente, sdio usadas pelos algoritmos

propostos na literatura.

p, =kl (7.22)
FraFiz

Py =ho =B P (7.23)
’”i:-1”k—1

o, =— (7.24)
g pAp,

x, =P Y+a;p, (7.25)

e
l"k :rkml —C{kApk (7.26)

GOLUB e VAN LOAN (1996, p. 524) propdem o seguinte algoritmo:

k=0; x=0, r=b, polrl:;

Enquanto /o, > &llbl, e & <k,
k=k+1;
Se k=1
P T
Caso contrario
Bk = pict! Pr2
Pk =+ b
Final do Se
w=Ap
ok = prtf PtW
X=X+ oup
Fr=r-oxw
pe = [l
Fim do enquanto
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7.3. CONVERGENCIA DO GRADIENTE CONJUGADO

Segundo AXELSSON (1984). a matriz 4 simétrica definida positiva tem as
seguintes propriedades :

1) 4 tem todos seus autovetores positivos, sendo que estes autovetores podem
ser iguais;

2) a norma da energia define-se como |x| , =x‘ 4x;

3) os autovalores de 4 cumprem o seguinte teorema:

Tegrema.
Sejam {A;, Az Az ... Al 0s autovalores de A. Entdo a convergéncia estd

fimitada pela seguinte expressdo:

“x,m —SEHA < maxll + A, Py (z?.,)“lxo ""_‘NA ¥ p{A,) polinomiode grausk
onde ¥ ¢ a solucdo exata.

Segundo esse teorema, s¢ a matriz A tem autovalores multiplos {Ai, As,

Adyecnnn. An} € se no ponto m-1, sendo m menor do que #, escolhemos p, ,(x) tal que:

max]i+42,(4)=0

isign

entfio “x,,, —55“ ,=0, ou seja, x,=X%. Isso garante que este método converge em m

iteracdes.

4) se A é uma matriz simétrica definida positiva € Ai2ha 2As...... M ePcéo

espago dos polinémios de grau %, pode-se escolher um polindmio p,{(x) que

seja o minimo entre todos 0s max|l + xp, (x)] Isso pode ser expresso como:

oy

3 Dizer que uma matriz ¢ definida positiva implica também que todos os seus autovalores sio

positivos
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L 55 (Y = mi 1
o e s o,

Pode-se provar, com as propriedades dos polindmios, que:

k

Ay
,?: 512[1}&)2 EIl +xp,(x) | (71.27)
;{“ +1

Assim tem-se um limite mais restrito para a convergéncia, dado por:

k

2
A

i - %], <2 <o — =,
éuz-l
V 4.

(7.28)

A partir da equagfio (7.28), observa-se que, se 4 /A, tem um valor

proximo de 1, a expresso » = \/ﬂl 1A, =1/ \/21 { A, +1 resulta num valor quase nulo.
Conseqiienternente o valor x; também ¢ muito proximo da solugdo exata. Sendo assim,
com poucas k iteragdes, xx converge para x . No caso de /4 /4, ser “muito maior”

que 1, o valor de 7 resulta num valor muito préximo de 1. Assim, ¢ necessario um valor
muito grande de & para reduzir » , ou seja, a convergéncia € lenta. O mencionado no

paragrafo anterior mostra-se esquematicamente Na FIGURA 7-3.
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FIGURA 7-3- Variagiode r = \JA, / 4, =1/ 4/ 4, +1.

O proximo passo € saber quanto a relago A;/ 4,, influencia na convergéncia do

gradiente conjugado. Com esse objetivo foi feita a seguinte andlise. Seja aprox a

aproximacio obtida depois de £ iteragdes, ou seja:

aprox =

A
Ar
k= Log(aprox)/ Log| ——=====
A +1
b Zn -

Na expressdo acima, aprox € a aproximagfo desejada (neste exemplo sera usado

aprox=107). A

FIGURA 17-4 representa o grafico, em escala logaritmica, do nimero de iteragdes
k em fungfio de A;/ A,, dentro do intervalo [1,1019} . Observa-se nesse grafico que para
uma relagdo A;/ A,, igual a 10°, sfio necessarias 10,000 iteracdes, ¢ para uma relagio

A;/ A, igual a 10%, com 10 iteragdes chega-se a aproximacio desejada (aprox=107).
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Isso mostra que a relagio A;/ A, € um fator muito importante na convergéncia do

gradiente conjugado.

108000,

10000, s
Aprox=10
1000.

100.

10.

Log(A/Az)

¢l 2 4 & 8 10

FIGURA 7-4- Namero de iteracdes em fungio de A,.

Na literatura, K,(4) =,/1 /4, 8 ¢ definido como sendo o “niimero de

condicionamento espectral da matriz A” ou simplesmente “nimero de condicionamento
da matriz 4”. Pode-se provar que as matrizes ditas “mal condicionadas™ tém valores
grandes de K>(4), enquanto que as matrizes com valores pequenos de K>x(4) sdo “bem
condicionadas”. Existem ainda as matrizes ortogonais, que sfo “perfeitamente
condicionadas”, para as quais K:(Q)=1. Do que foi mencionado anteriormente, conclui-
se que dizer que a matriz 4 ¢ mal-condicionada equivale a dizer que a mesma tem uma

taxa de convergéncia lenta.

Os problemas de convergéncia lenta e mal condicionamento tém que ser evitados.
A maneira mais comum € construir um sistema equivalente onde o nimero de

condicionamento seja mais favoravel. Esta técnica ¢ chamada de pré-condicionamento.

% K,(A) define o numero de condicionamento para norma-p. Este numero mede a distancia relativa de
norma-p entre a matriz 4 e o conjunto das matrizes singulares. Ver GOLUB e VAN LOAN (19946, p.
81).
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7.4. GRADIENTE CONJUGADO PRE-CONDICIONADO

Do exposto anteriormente, a convergéncia de um sistema de equagdes lineares
depende das caracteristicas do nimero de condicionamento da matriz de rigidez. Para
evitar esta limitacdo, a melhor forma de se resolver um sistema que nfo tenha um
numero de condicionamento “favoravel”, é construir outro sistema equivalente com um

nimero de condicionamento mais adequado, ou seja, menor.

Seja o seguinte sistema linear de equacdes Ax=5, onde AeR™". Pode-se
efetuar sobre esse sistema as seguintes transformagdes:
ClAC Cx=C7'b
=5 5
A X
ou: A¥=h (7.29)

J4 foi mostrado que resolver este sistema equivale a minimizar:
xl=
2

-b'%

Para se ter certeza de que A seja simétrica e definida positiva, ¢ necessario

escolher uma matriz C que seja também definida positiva. Ainda na matriz 4 pode ser

realizada mais uma transformagéo:

CUAC=CclACT'C
\_—.}C___..J
A
CrAC=(C'V A
CAC=(C?) "4
M

C'AC= M4

onde a matriz M é chamada de matriz pré-condicionadora. A seguir mostra-se que 0s

autovalores da matriz 4 sdo iguais aos da matriz M ' 4.
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Se A ¢ um autovalor de A , pela definicio de autovalor, tem-se que:

4 x=Ax
a
Fonl ton

Fazendo-se C7'x = w segue que:

Claw=Ax

Multiplicando-se essa expressdo por €' resulta que:

-1
(CZJ Aw=A C'x
Y =

Substituindo-se M e w, chega-se finalmente a:
Midw=Aw

Nota-se do anterior que o autovalor 4 ¢ comum para 4 ¢ M ' 4, ou melhor, a
matriz pré-condicionada 4 tem os mesmos autovalores de A ™' 4. Com isso, consegue-
se obter os autovalores de A calculando-se os autovalores de M ‘A4, em outras

palavras, os autovalores de A podem ser totalmente determinados, desde que M™'4

seja conhecido.

E conveniente escolher a matriz M tal que seja parecida com 4, assim, M'A= L
Desse modo o sistema equivalente (M'A x= M’b) estard muito préximo da solugdo,

diminuindo o niimero de iteragdes.

O algoritmo do gradiente conjugado pré-condicionado aplica-se a matriz 4.

Assim no produto 7,”,7,_, tem-se as seguintes transformagdes:

ai1ﬁ_z =(CW]7'::-1)((C_§7’;:—1)

. e~ N =1 -1 ot -1
on: ooy =1, CTCr =r_,M r
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7.4.1. ALGORITMO DO GRADIENTE CONJUGADO PRE-CONDICIONADO

Na implementacio computacional do gradiente conjugado pré-condicionado,

inicialmente calcula-se z, = M r._,, € nos lugares do algoritmo em que se
encontra r;_ M 7'r,_,, é usado r;_z, .
A direcio inicial associada a matriz 4 é p=C"'p. Porem no algoritmo utiliza-

se a direcio p =2 porque 5V =7 éiguala C'p® ="'z onde o termo C”

pode ser eliminado levando a expressdo p'" =z'%.

Na biblioteca TEMPLATES, BARRET et al. (1994, p.15) implementam o

seguinte algoritmo para o gradiente conjugado pré-condicionado:

Calcular °=b-Ax’ para um valor inicial de x°
Parai=1,2,3.........

Resolver M z'=r""
piﬁ1=r("1’tz("1’
Se i=1
p -
Caso contrario
Bit = p§-11/9i-2 o
- -
p? = 2" + pisp’
Final do Se
e i i
a; = Pi-}ip q”
0 =3+ gt
0= (g g®
Verifica a convergéncia e continua se necessario

M = O

Fim
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8. CONSTRUCAO DO PRE-CONDICIONADOR BLOCO-
DIAGONAL

Assume-se que apds o dominioc Q ter sido dividido em elementos, as
subestruturas € sfo formadas por conjuntos de elementos tal que nfio exista
acoplamento entre subestruturas (€2 M ;= (). Na malha bidimensional de subestruturas
(também conhecida como malha grossa) reconhece-se que os nés podem pertencer aos
seguintes trés conjuntos:

1.0s vértices: Sdo 0s nds que pertencem a dois ou mais subdominios e pertencem

ao contorno do dominio.

2.As interfaces entre subestruturas: Nés que pertencem a dois subdominios e nido

pertencem ao contorno do dominio..

3.Nés Internos: Nos que pertencem a uma subestrutura apenas.

Conforme j& foi mencionado, as variaveis correspondentes aos nds internos a
cada subdominio sdo primeiro eliminadas. O sistema resuliante desta redugdo envolve
apenas variavels das interfaces. Este sistema € resolvido pelo método do gradiente
conjugado. Este trabalho usa esta sistematica, que também ¢ comum aos artigos
publicados por BIORSTAD ¢ WIDLUND (1986), BRAMBLE, PASCIAK ¢ SCHATZ
(1986), SMITH (1990), SMITH (1992), MANDEL (1990). LE TALLEC (1994) e
AINSWORTH (1996). Todos estas publicacdes se diferenciam entre si pelo tipo de pré-

condicionador implementado.

O sistema reduzido ¢ dado por:

Ns Ns
5 _- 5
ZK RED Uinterface - Z F RED
e 5wl

M Ui L —

K F
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5 & ~ - - .
Onde K REDj © Feer ; sdo resultantes da condensacdo estdtica aplicada a cada

subestrutura s=£2. Antes de montar a matriz K ! os vértices V siio renumerados e em
seguida os nos de interface B. Seja a matriz de rigidez composta por quatro blocos,

conforme mostrado abaixo:

- | K, K
K{NW JB} 8.1)
Kpy Kgp

Uma das condi¢des para que um pré-condicionador seja eficiente é que ele tem
que ser parecido com a matriz pré-condicionada, tal que KM™ =], onde M é a matriz
pré-condicionadora. Atendendo a essa condigdo, para a matriz M inicialmente foi
construido o pré-condicionador sem levar em conta o acoplamento existente entre os

subdominios, ou seja, foram usados somente os blocos K,,, ¢ K;, conforme mostrado

abaixo:

M:[KW 0 } (8.2)

Porém, esta técnica ndo traz bons resultados, pois as fungdes de forma de cada
vértice tem apenas uma influéneia “local”. Esta influéncia ¢ uma aproximagéo isolada dos
vértices que ndo tem acoplamento com outros nos do dominio. A FIGURA 8-1 mostra

as fun¢Ges de forma dos vértices da malha grossa.

! Esta-se usando K ao invés K porque a redugfio estatica ¢ interpretada como uma mudanga de bases

das fungdes de forma das interface® @ para qr; (ver capitulo 6)
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FIGURA 8-1- Funcdes de forma na malha dos subdominios.

Do apresentado, conclui-se que caso as subestruturas tém poucos elementos, as
funcdes de forma dos vértices aproximardo melhor o problema. No caso oposto, 1. €., se
dentro dos subdominios existem muitos elementos, as fungbes de forma dos vértices néo
aproximarfo bem o problema. Assim conclui-se que a eficiéncia deste pré-condicionador

¢ inversamente proporcional ao nimero de elementos dentro de cada sub-dominio.

8.1. MUDANCA DE BASE NAS INTERFACES

Para contornar o problema da influéncia local dos vértices implementou-se a
mudanga de bases das fungdes de forma relacionadas aos vértices. Com essa idéia
procurou-se conseguir que as fungdes de forma dos vértices tivessem uma influéncia ao
longo de cada interface. Como resultado dessa ampliagdo da influéneia dos vértices sobre
a interface, o espago formado pelas novas fungles dos vértices e as fungbes das

interfaces resulta numa base hierarquica.

A mudanga para bases hierarquicas tem suas origens na técnica “multigrid”. Em

YSERENTANT (1988), criaram-se-subniveis de refinamento construindo-se sempre
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duas novas fun¢des de forma lincares a partir de uma outra que esta num nivel superior

imediato (ver FIGURA 8-2).

:/\.\a "
/\/\E v
SNSN TN TNV

FHGURA 8-2- Mudanca de bases implementada por YSERENTANT (1988).

SMITH e WIDLUND (1990) utilizaram a mesma técnica proposta por
YSERENTANT (1988), mas a mudanga de base acontece apenas nas interfaces dos
subdominios e nio no dominio inteiro. MANDEL (1990) provou teoricamente que o
pré-condicionador construido usando bases hierarquicas do tipo p também converge com

taxas quase otimas.

O pré-condicionador desenvolvido no presente trabalho usa os resultados
apresentados por MANDEL (1990) e SMITH (1992), que usam como base os vértices
da malha grossa para construir o pré condicionador. No presente trabalho, daqui em

diante, a expressdo “funcéo” refere-se a “fungédo de forma™.

Seja V o espago das fungdes de todo o dominio, constituido por trés subespacgos:
¢ O espaco0 Viamenico das funcdes referentes aos nos internos de cada
subdominio;

¢ (O espagco V , das fungdes referentes as interfaces;

* (O espago V', das fungdes referentes aos vértices
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Encontra-se na literatura que as fungdes dos nos internos de cada subdominio
também sd3o chamadas de fungdes harmdnicas. Este nome tem sua origem na aplicagio
da técnica de subestruturagio ao problema de Poisson. Depois de ser resolvido o

problema de interface, os nés internos obedecem a seguinte equagéio (ver p. 91):

[“ﬂ] [xg]z[f{ "aﬁx”{]

. et -1
ou: Xp=ay f;~ayazx;

O termo —aj'a ;x; ¢ a influéneia das solugdes dos nés de interface sobre os nds

internos e equivale a resolver Au= 0’ dentro cada sub-dominio. Como o Laplaciano
também ¢é conhecido como operador harmdnico, as funcbes internas ao subdominio

também sfo chamadas de fungdes harménicas.

O espago de fungdes de forma pode ser expresso como:

V="Vharmonico® ffB D VV

Na FIGURA 8-3 s@io mostradas as fun¢des de forma de ordem cubica ao longo

das interfaces que o ambiente PZ utiliza:

O P
\ /;/ ‘\.,__‘ S \\ /
NS S \\ e
. L
Pas e /\_
e RN g - ™
G N R
N )
i S //‘ S “*\‘_‘,,-' Lopr e

FIGURA 8-3- Funcdes hierdrquicas de ordem cibica numa interface.

* O que ¢ equivalente a resolver a,; ¥~ d ; x; =0
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Para obter o valor da fungio ¢, sobre o n6 k de tal maneira que tenha uma
distribuicéo linear a longo da interface, usa-se a seguinte formula:

A=Al

R —
5

Onde 7, € a distancia entre o vértice atual v ¢ o nd k. A varidvel L representa a
. A . . ! . .
distdncia entre os vértices v-v' da interface. A FIGURA 8-4 mostra esquematicamente

como sio definidas as distancias ri e L .

I

L3

Ty

L

FIGURA 8-4- Relaciio entre as distincia entre os nés da interface e os vértices.

A fungdo gﬁé; ¢ a funcido de forma linear sobre o né £ A FIGURA 8-5 mostra

como o valor de ¢, & distribuido linearmente ao longo da interface.




FIGURA 8-5- O valor da func¢io 4;—#; ¢é proporcional a g?);; .

Depois da mudanga de bases o espaco das fungdes de forma resulta em:

ViV,

harmonico

eV, e,
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Na FIGURA 8-6 mostram-se as fungdes de forma da FIGURA 8-5 depois de

distribuir linearmente as fungdes dos vértices.

9.

FIGURA 8-6- Funcies de forma de ordem cithicas depois da mudanca de bases.

8.2. IMPLEMENTACAO DA MUDANCA DE BASE

Seja a seguinte matriz de rigidez para um subdominio, tendo sido seus nds

internos ja reduzidos:

‘%y‘ = Hgﬁ%dﬁ
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Sejam ¢’ e ¢’ as fungdes de forma dos vértices “esquerdo” e “direito™
respectivamente. Conforme ja foi mostrado, as novas fungdes sdo obtidas pela soma das

fun¢des na interface multiplicadas por um fator £
P =4S 6L+ S
0 =4S + S A B b S

Os elementos da matriz de rigidez associadas com o vértice / podem ser escritos

da seguinte maneira:

K, = Hq@;&:dﬁ para i e

Substituindo-se o valor das fungdes dos vértices segue que:

K= [BA] + 1 + RS o +6.1! )’

ow K, = [[(hb S +88S +BBSs o +8,0.£1)dC

A integral de cada produto 4}5:;3: representa o elemento (j,1) da matriz reduzida
K . Pode-se escrever: K, ; em fun¢do dos elementos de K, entiio:

[g=

K, =fiKy+ 1K, + K. +f, K

ni

ou em forma mais compacta:
f=n
— s~ ‘
K, =2 f;K, paraizd
j=0

Para os vértices ten-se que:

K, = [[#84d0 ou

Ky = _U(Eﬁof RV 1S I Pt )(%f R YT 75 S +0ufr )d-Q

® Nesta expressio # representa o nitmero de nds na interface.
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Essa expressdo ndo foi demonstrada com detathe porque o algoritmo explicado
posteriormente nfo a utiliza.
As mesmas manipulagdes algébricas podem ser efetuadas para o vértice r (vértice

direito):

]

J=n
K, =ij’§'y para i=r
i=0
As transformacdes mostradas acima para a matriz de rigidez também sdo validas
para o vetor de carga. Mas neste caso apenas mudamos as linhas. Na implementacfo da
mudanca de base ¢ necessario que os nos de interface tenham cinco informagdes:
1. a numeracéo local do né corrente;
. a numeracdo local do n6 do extremo “direito”;

2

3. anumeracdo local do n6 do extremo “esquerdo™;

4. o fator ' que o né corrente contribui para a fungdo do vértice “esquerdo™;
5

. o fator /" que o né corrente contribui para a fun¢do do vértice “direito”.

Com essas cinco informagdes, o algoritmo consiste em percorrer os nos de cada

subdominio e ir adicionando suas contribuigdes nos vériices extremos a cada interface.

Isto cobre os elementos quadraticos que aparecem no calculo de K, = H(?,Eb:dﬂ Cabe

lembrar que nesse estagio, 0os nds “visiveis” em cada subdominio sfio apenas os de
interface e os nos dos vértices. Assim, nessa etapa o objeto do tipo TSuperEl tem um

comportamento de elemento.

A mudanca de bases foi implementada numa nova classe chamada
TModGridShape. Esta classe € derivada da classe TCompGrid e tem como dado
adicional uma arvore binaria que para os nos de interface armazena as cinco informagdes
mencionadas acima que sdo necessarias para implementar a mudanga de base. A classe
TModGridShape tem como fungio membro principal a fungdo Assemble que constré
o sistema de equacgdes global reduzido. Esta construgdo se faz percorrendo-se todos os

elementos do dominio, sendo gue em cada elemento tem-se trés etapas:
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scdlculo da matriz de rigidez local e do vetor de cargas nas bases padrio;
sMudanga de bases das matrizes de rigidez local e o vetor de carga local;

oColocagéio das contribuigbes do elemento no sistema global..

Em Seguida, ¢ mostrado o algoritmo que a fungdio Assemble implementa

detalhando-se a parte de mudanga de bases.

iel = primeiro elemento da arvore binaria de elementos
Enquanto jel exista;
Calcula a matriz de rigidez local ek;
Calcuia o vetor de cargas local fk;
Para in = 0,1,2 ...numero de nos-1
Se 0 nodfin) ndo contribui para os vértices conclui-se este ciclo
middleeq = numeragao local do nd(in);
righteq = numeracao local do vértice “direito” da interface;
feftid = numeracéo local do vértice “esquerdo” da interface;
leftval = contribuigdo f de no(in) para o vértice “esquerdo”;
rightval = contribuicdo f de ndé(in) para o vértice direito;
Para idf = 0,1,2...graus de liberdade do noé(in)-1
Para ieq = 0,1,2,3...{(numero de linhas de ek }-1
ek(ieq , lefteq+idf) += leftval* ek(ieq , middleeq+idf);
ek(ieq , righteq+idf) += righttval* ek(ieq , middieeq+idf);
ek(lefteq+idf , ieq) += leftval” ek{middleeq+idf , ieq),
ek(righteqg+idf , ieq) += righttval* ek middleeq+idf , ieq);
Fim do ciclo ieq
ef (lefteq+idf , 0) += leftval* ef( middleeq+idf , 0);
ef( righteq+idf, 0) += righttval®* ef( middieeq+idf , 0);
Fim do ciclo /idf
Fim do ciclo in

Vai para o préximo jel da arvore binaria
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Coloca a contribuic@o de ek e fk no sistema global de equactes

Fim do Enquanto

8.3. O PRE-CONDICIONADOR BLOCO-DIAGONAL COM BASE
MODIFICADA

Apds ter sido mudada a base dos vértices com a intengo de se estender a
influéncia de suas fungdes, de maneira a permitir um acoplamento entre os vértices de

subdominios proxumos, constroi-se o pré-condicionador. Este ¢ construido sem levar em
conta o acoplamento das fun¢des ¢ dos vértices com as fungdes ¢ das interfaces.

Conforme ja foi mencionado anteriormente, os vértices sdo numerados inicialmente, e em
seguida as interfaces. Sendo assim o pré-condicionador tera dois blocos na diagonal. O

primeiro bloco refere-se aos vértices e o segundo bloco as interfaces.

0 Kp

Cabe ressaltar que o segundo bloco K, na verdade é um conjunto de blocos D, onde
cada bloco representa a matriz de rigidez local de uma interface na matha dos
subdominios, ou melhor, o bloco X, retne as matrizes de rigidez das interfaces como

mostra a FIGURA 8-7.

MALHA DE SUB-DOMINIOS

By

FIGURA 8-7- Localizagiio das influéncias das interfaces na matriz M.
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Para implementar um matriz que seja diagonal por blocos, foi criada a classe
TBlockDiagonal derivada da classe TMatrix e da classe TBlock, para ter o

comportamento de matriz em blocos.

Um objeto do tipo TBlockDiagonal precisa de duas informagbes para ser
construido: o tipo de matriz que sera o primeiro bloco que esta referido aos vértices dos

sub-dominios, e as dimensdes dos blocos referidos as interfaces dos subdominios.

Estes dados inicializam as seguintes varidveis membro:

TMatrix *fDim0: Este ponteiro aponta para um objeto do tipo TMatrix, o que permite
empregar qualquer classe derivada desta, i. ¢, qualquer tipo de matriz (skyline,

banda, banda simétrica, matriz reduzida, etc.).

TFMatrix *fDimi: Com este ponteiro aloca-se dinamicamente um vetor de objetos tipo
TFMatrix . Cada matriz desta alocagdo esta referida & matriz resultante da

interface entre dois vértices.

DoublteVec *fStorage: Neste vetor de varidveis de dupla precisdo sdo armazenados os
elementos das matrizes do tipo TFMatrix. Isto é possivel porque foi
acrescentada na classe TFMatrix a possibilidade dos elementos desta matriz

s ST ci 4
serem armazenados num “pedago” de meméria indicado pelo usuério™.

A FIGURA 8-8 mostra que os elementos dos blocos da diagonal correspondentes

as interfaces sfo armazenados no vetor fStorage.

* Lembre-se que os elementos de um objeto TFMatrix sio armazenados por colunas num vetor.
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fStorage
. S e k-g-;
/‘/: ‘/'/
.“ ,'/
D/
[0
S
,'/
Dy

FIGURA 8-8- Armazenamento dos elementos da matriz tipo TFMatrix no vetor fStorage.

8.4. EQUIVALENCIA DO FATOR “p” COM A NORMA DO ERRO.

No céleulo do gradiente conjugado pré-condicionado define-se p como:

p=r'z (8.3)

Se u, € uma sohugfio aproximada de Ku =1{, entfo o residuo esta definido como

ry =1~ Kuye z=M"r, onde M é a matriz pré-condicionadora.

Se u € a solugdo exata, r, também pode ser calculado como:

vy = K (u-uy )

A substituicdo desta (ltima expressio em (8.3) leva a:

p=(u'~u)K' M K(u-u,)

Uma vez que o erro estd definido como e = u - uy, segue que:

p=e'K'M'Ke (8.4)
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Se for assumido que M = K, entio MK =1, 0 que permite escrever a expressio
(8.4) como:
p=e Ke

que por definicdo ¢ a norma do erro, ou melhor:

2
£

u

14

p= (8.5)

8.5. O PRE CONDICIONADOR COMO OPERADOR DIFERENCIAL

No algoritmo do gradiente conjugado da pagina 123 tem-se a linha :

Resolver M z'=r"",

Isto indica que o vetor z é calculado invertendo a matriz M. E facil demonstrar
que a inversdio da matriz M resulta na inversio dos blocos K, e K - Nota-se que o
vetor z também esta dividido em dois blocos correspondentes aos vértices e as interfaces

dos subdominios, tal que o primeiro bloco esta relacionado com K, e o segundo bloco

esta relacionado com X,

No bloco X, observa-se:

1. A inversdo do bloco X, aproxima as fun¢des de forma referentes aos vértices

a uma fung¢do que ndo depende da malha. Pode-se afirmar isto porque a fungédo

que esta sendo aproximada é a solugiio da equagiio diferencial Au, =0 em cada

subdominio. As condicdes de contorno de essa equacfio diferencial sio os
valores das fungdes de forma associadas aos vértices. Estas condi¢Ses de
contorno sempre sfio as mesmas. Isto porque as fungdes associadas aos vértices
sempre sfo distribuidas linearmente ao longo das interfaces, ndo importando o
nimero de elementos que tenha o subdominio. Na FIGURA 8-9 ¢ mostrado
gue os vértices das malhas tem as mesmas fungdes de forma, para dois

refinamentos diferentes.




138

FIGURA 8-9 As fun¢des de forma dos vértices sdo independentes do refiramento da matha

n+1

2. Seja a fungdo z," (x, y) associado ao vetor z

r+1

tal que:

203 = 2,236, )
Esta fun¢dio converge para uma fungdo z""'(x,y) que é independente da

malha. Isto porque segundo a observagdio 1 o problema variacional
relacionado aos vértices € igual para qualquer malha e com as mesmas

condi¢des de contorno.

Para o bloco K, tem se as seguintes observacoes:

3. A solugdo z"'(x,y)= Zz,."”go,.(x, y) calculada para os nos de interface

equivale a resolver a equacdo diferencial com condigdo de Dirichlet no
contorno sobre os dois dominios que ela separa (FIGURA 8-10). Estes
valores no contorno sfo z;(x, y)ou seja correspondem ao valor obtido na

iteragfo anterior. O dito anteriormente nos permite escrever:

a(z™, @)= f()
2" (s) = 2"(5) seld Q)
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Zy
FIGURA 8-10 Problema de Dirichlet entre dois subdominios

Das observagdes anteriores pode se afirmar que este pré condicionador converge

para um comportamento inico independente do refinamento da malha.
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8.6. TESTES NUMERICOS

Para realizar os testes numéricos sobre o pré-condicionador implementado, foi
criada uma classe TGenGrid que, dados dois pontos (xo,¥0) € (x1,y1) (FIGURA 8-11),
constréi um dominio retangular. Os elementos do dominio sfo criados dividindo-se dois
lados perpendiculares do retdngulo em nimeros dados de particdes. Esta classe permite
ainda criar superelementos, através do agrupamento de elementos criados da forma
descrita.

Na FIGURA 8-11 é mostrado um exemplo de uma malha criada pela classe
TGenGrid. Esta malha tem 5x4 elementos e tem superelementos de 2x2 elementos.
Observa-se que como néo puderam ser criados todos os superelementos de 2x2, esta

classe criou automaticamente mais 2 superelementos de 1x2 elementos.

(x;,¥1)

(X-O b yO)
FIGURA 8-11 Exempio de maiha gerada pela classe TGemGrid

A seguir sdo descritos os testes realizados.

8.6.1. PRIMEIRO TESTE: COMPORTAMENTO DO PRE-CONDICIONADOR
USANDO ADAPTATIVIDADE h

Para observar o comportamento do pré-condicionamento frente ao refinamento
tipo & foram criados varias malhas de superelementos. Foi utilizado o problema de
Poisson com condigdes de Dirichlet em todo o contorno do problema. Cada

superelemento, que inicialmente tinha 4 elementos, foi refinado para 9 elementos, em
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seguida para 16 elementos, e por ultimo para 25 elementos. Todas estas aproximagdes
usaram uma ordem de interpolagio cibica. Todas as malhas dos superelementos tiveram

o comportamento mostrado no GRAFICO 8-1.

Observa-se que nas iteragdes iniciais as curvas coincidem. Isso leva a supor que
em maiores refinamentos encontram-se maiores pontos de coincidéncia. Essa afirmagéo

pode ser verificada claramente no GRAFICO 8-2.

A partir dai, pode-se dizer que para uma certa precisfio requerida tem-se um
refinamento “minimo”, tal que essa precisdo ¢ alcangada com o mesmo numero de
iteragdes, ndo importando se o refinamento ¢ maior que o “minimo”. Por exemplo,
nota-se no GRAFICO 8-1 que uma precisdo de duas casas decimais ¢ alcangada em trés

iteragdes, ndo importando o refinamento dos subdominios.
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8.6.2. SEGUNDO TESTE: COMPORTAMENTO DO PRE-CONDICIONADOR
USANDO ADAPTATIVIDADE p

Para observar o comportamento do pré-condicionamento frente a adaptatividade
tipo p foi utilizado novamente o problema de Poisson com condigdes de Dirichlet em
todo o contorno do problema. O dominio foi discretizado em 9 subdominios, sendo que
cada subdominio foi dividido em 4 elementos. O grau de interpolagéo inicial foi cubico,
incrementando-se um grau a cada refinamento até o sétimo grau. Os resultados
numéricos obtidos, mostrados no GRAFICO 8-3 mostram que este tipo de aproximacdo
tem um comporiamento muito semelhante 4 aproximacfio tipo k. Para as primeiras
iteraches as curvas coincidem, e depois se distanciam. Da mesma forma que na
adaptatividade tipo A, existe para uma aproximacio dada o namero de iteragdes que €
independente do grau de interpolagio. No GRAFICO 8-4 comparam-se os graus de
interpolagdo 3, 4, 5 ¢ 6 com o grau 7, que foi o maior grau analisado no GRAFICO 8-3.
Observa-se no GRAFICO 8-4 que realmente nas primeiras iteragdes o comportamento

de qualquer ordem de interpolagéio ¢ muito semelhante.
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8.6.3. TERCEIRO TESTE: COMPARACAO ENTRE AS ADAPTATIVIDADES
TIPO h E p USANDO O PRE-CONDICIONADOR BLOCK-DIAGONAL

Conforme ja foi mencionado, as adaptatividades » e p, ao que parece, tém os
mesmos comportamentos quando usado o pré-condicionador Block-Diagonal. Para
verificar esse fato, foi construido o GRAFICO 8-5. Nesse grafico foram incluidas as
aproximag¢des de sétima ordem ¢ ainda as aproximagdes obtidas com 25 elementos por
subdominio. Nesse grafico observa-se que o comportamento ¢ idéntico. Como
verificagio do anterior tem-se 0 GRAFICO 8-6 onde foi representado a razio entre o
maior refinamento #(25) com o maior grau de interpolagéo p(7). Observa-se que a razéo
h(25)/p(7) é igual a 1 nos primeiros pontos da curva. Do anterior pode-se concluir que
para maiores ordens de iterpola¢dio e maiores refinamentos, havera maiores pontos de
coincidéncia. Fsse fato leva a conclusdo de que essas adaptatividades tém um
comportamento mais proximo entre si quanto maior ¢ a ordem de interpolagfo, e assim o

refinamento das adaptatividades # ou p ¢ 0 mesmo.




Norma da Energia

COMPARAGAO ENTRE AS ADAPTATIVIDADES TIPOp E h

0 2 4 6 8 10 12 14 16
1000

100 4
10 -

0,1
0,01
0,001
0,0001
1E-05 1
1E-06 |-
1E-07
1E-08
1E-09
1E-10
1E-11 4
1E-12
1E-13 {2
1E-14 |
1E-15 -
1E-16
TE-17
s b

lteragdes

GRAFICO 8.5

8yl




COMPARAGAO ENTRE O MAIOR REFINAMENTO h(25) E O MAIOR GRAU DE
INTERPOLAGAO p(7)

Razao

‘ g N(25)p(7)

0 2 4 6 8 10 12 14 16
lteraches

GRAFICO 8.6

61



150

8.6.4. QUARTO TESTE: MELHORAMENTO DO CONDICIONAMENTO DA
MATRIZ DE RIGIDEZ

Para calcular os autovalores maximos e minimos das matrizes K * ¢ MK ° foram
feitos os mesmos testes dos itens 8.5.1 e 8.5.2. Os resultados obtidos sfo mostrados na
TABELA 8-1. Pode-se observar que o nimero de condicionamento melhora bastante
tanto para adaptatividade s e p. Este teste indica que este pré-condicionador € muito
mais eficiente quando usada a adaptatividade tipo p. No caso em que foi usado um grau
de interpolagdo de ordem 7, o niimero de pré-condicionamento foi diminuido de 899

para 19.

O melhoramento do condicionamento da matriz também teve bons resultados
para o problema elastico descrito a seguir. Foi utilizado o dominio retangular dos
primeiros testes, tendo como condi¢bes de contorno dois lados paralelos engastados e os
outros livres, com uma carga uniformemente distribuida sobre um dos lados livres. Na
TABELA 8-2 podem ser observados os resultados dos cilculos dos autovalores
méximos e minimos para a matriz K e M'K. Igualmente ao teste anterior, estas matrizes

correspondem as novas bases.

* Lembre-se que neste ponto do calculo a matriz K é da matriz reduzida com mudanga de bases.

® A matriz pré-condicionadora com mudanga de bases



PROBLEMA DE POISSON

p= 4 ELEMENTOS POR SUBDOMINIO
4 9 16 25 p=4 p=5 p=6 p=7
MEmin 0.0820 0.0849 0.0858 0.0880 0.0177 0.0083 0.0054 0.0032
MK max 4.0570 3.8308 3.6476 3.5213 2.8707 2.8734 2.8737 2.8735
MK axd M Knin 405014 451440 425270  40.9538] 1624348 346.0888 531.0021 899.3582
AM ™ K 0.2263 0.1854 0.1623 0.1471 0.1584 0.1342 0.1181 0.1064
MM Kmax 1.6780 1.7172 1.7409 1.7572 1.7194 1.7507 1.7726 1.7892
AM ™ Kmad MM " K)min 7.4140 92603 107283  11.9454] 10.8527 13.0422 16.0148  16.8155

I§1




PROBLEMA ELASTICO

p=2 4 ELEMENTOS POR SUBDOMINIO
4 9 16 25 p=4 p=5 p=6 p=7
AKmin 0.0550 0.0551 0.0546 0.0535 0.0110 0.0052 0.0035 0.0020}
ME)max 4.2059 3.9870 3.7871 3.6433 3.0492 3.0465 3.0467 3.0465
A mad MK 76.4845 723790 69.3420 68.0445] 278.3374 583.6257 861.4444 1501.7991
MM Kmin 0.1782 0.1471 0.1294 0.1178 0.1428 0.1261 0.1061 0.0984
MM K 2.0771 2.0887 2.0053 2.0995 2.0808 2.0071 2.1037 2.1064
AMM K mad MM K 11.6545 142027 16.1809  17.8248] 146399 16.6319  19.8197  21.3973

(4!



153

8.6.5. PONTOS DE SINGULARIDADE

Quando os testes numéricos do item 8.5.4 foram realizados, também foram
“plotados” os espagos de autovetores gerados pelos autovalores minimos ¢ maximos das
matrizes K e M’ K, onde K ¢ a matriz condensada correspondente as novas bases. A

matriz. M ¢ a matriz pré-condicionadora também correspondente as novas bases.

O autovalor minimo da matriz K em todos os testes mostrou que o espaco dos
autovetores gerado pelo autovalor minimo tem pontos de singularidade nos vértices dos

subdominios, como mostra a FIGURA 8-12.

FIGURA 8-12- Espaco de autovetores gerade pelo antovalor minimo da matriz K.

O autovalor minimo da matriz MK em todos os testes mostrou que o espago
dos autovetores gerado pelo autovalor minimo também tem pontos de singularidade nos

vértices dos subdominios, como mostra a FIGURA 8-13.

FIGURA 8-13- Espaco de autovetores gerados pelo autovalor minimo da matriz M'K.
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O autovalor miximo da matriz K em todos os testes mostrou que o espago dos
autovetores gerado pelo autovalor maximo tem uma singularidade nos vértices dos

subdominios. Nota-se que esta singularidade nfo ¢ muito pronunciada, conforme se

observa na FIGURA 8-14.

FIGURA 8-14- Espaco de autovetores gerado pelo autovalor miximo da matriz K.

O espago de autovetores gerados pelo autovalor méximo da matriz MK tem
pontos de singularidade nos vértices dos sub-dominios segundo pode se observar na

FIGURA §-15.

FIGURA 8-15- Espaco de autovetores gerado pele autovalor maximo da matriz M'K.

Das observagdes anteriores pode-se concluir que o pré-condicionador M ndo

consegue eliminar estes pontos de singularidade.
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9. CONCLUSOES

Este trabalho foi constituido de duas partes:

A implementacéio da subestruturagfio dentro da filosofia orientada a objetos;

Proposi¢éo e estudo de um pré-condicionador baseado na malha grossa. Este
pré-condicionador ¢ usado no método do Gradiente Conjugado pré-
condicionado para resolver o sistema de equagdes resuitante da

subestruturacio.

Na primeira etapa a técmica de sub-estruturacdo foi implementada de forma

consistente no ambito da filosofia de programacio orientada para objetos. Duas classes

formam a base desta implementacio: a classe TMatRed e a classe TSuperEl

A classe TMatRed representa um sistema de equagdes e permite particionar este

sistema em dois grupos : as equagdes dependentes € as equacdes externas. Esta classe

implementa as operagdes algébricas da condensagio estética de sistemas de equagdes

A classe TSuperEl implementa a interface com o programa de elementos finitos:

ela determina quais sfio os graus de liberdade internos e externos e apresenta uma

interface consistente com a malha a qual pertence.

No &mbito do processamento foram viabilizadas as seguintes etapas:

Calculo da matriz de rigidez de cada subdominio; dependendo do tamanho do
problema, esta etapa pode ser realizada em diferentes processadores.
Montagem do sistema para problema de interface [Krep J[UI=[Frepl; este
sistema ainda pode ser muito grande podendo ser resolvido com métodos
iterativos que sdo os mais apropriados para processamento em paralelo.

Um superelemento também pode formar a base para o estudo da técnica

“multigrid”, viabilizando a implementagéo do refinamento adaptativo em cada
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subdominio (superelemento). A principal motivagdo para o desenvolvimento
deste trabalho foi o desenvolvimento de algoritmos paralelos para elementos

fimitos.

Na segunda parte do presente trabalho propds-se usar um pré-condicionador
construido a partir da malha grossa. Os testes realizados indicam que o comportamento
deste pré-condicionador tem uma tendéncia a ter 0 mesmo comportamento para as
adaptatividades tipo p e tipo /4 para ordens de interpolagéo altas e malhas com alto grau
de refinamento. Também foi notado que o numero de pré-condicionamento € bastante
reduzido melhorando o condicionamento da matriz de rigidez. Embora esta reducfo seja
mais eficiente na adaptatividade tipo p, o efeito é o mesmo, pois a redugfo leva aos
mesmos niveis de nimero de pré-condicionamento que os obtidos na adaptatividade tipo
h. Observou-se que o pré-condicionador teve um bom desempenho para o problema

elastico, 4 medida em que o nimero de condicionamento methorou bastante.

Os autovetores correspondentes aos autovalores minimos € maximos da matriz
condensada apresentam pontos de singularidade nos vértices dos subdominios. Estes

pontos de singularidade sdo suavizados pelo pré-condicionador mas nfo sfo eliminados.

A mudanca de base ¢ facil de se implementar, pois € realizada usando a matriz de

rigidez e o vetor de carga local ja calculadas nas bases padrdes.

Em estudos posteriores podem ser feito um maior aprofundamento, testando-se
problemas reais onde os subdominios sejam irregulares. Também poderia ser feito um

estudo das singularidades detectadas nos autovalores..

Foi estudada a técnica de subestruturagdo desde seus conceitos basicos até sua

implementagfo computacional, usando o paradigma da programacéo orientada a objetos.




157

10. REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

AINSWORTH, M. A hierarchical domain decomposition preconditioner for h-p
finite element aproximation on locally refined meshes. SIAM J  Sci. Comp., v.
17, n. 6, p.1395-1413, Nov. 1996.

ANDERSON, E. et al. LAPACK users’ guide, Philadelphia: SIAM, 1995.

AXELSSON, D., BARKER, V. A. Finite Element Solution of Boundary Value
Problems; Theory and Computation. Orlando: Academic Press, 1984, 432 p.

BARRET, R. et al. TEMPLATES for the Solution of Linear Systems; Building Blocks
for Iterative Methods. Philadelphia: SIAM, 1994, 112 p. (e-mail:
templates@cs.utk.edu).

BECKER, E. B., CAREY, G. F., ODEN, J. T. Finite Elements; An Introduction.
Englewood Cliffs: Prentince-Hall, 1981. 258 p.

BIORSTAD, P. E., WIDLUND, 0. B. Iterative methods for the solution of elliptic
problems on regions partitioned in substructures. SI4M J. Numer Anal., v. 23, n. 6,
p. 1097-1120, 1986.

BRAMBLE, J. H., PASIAK, J. E., SCHATZ, A. H. An Iterative Method for Elliptic
Problems on Regions Partitioned into Substructures. Math. Comput., v. 46, n. 174,
p- 361-369, Apr. 1986.

CAREY, G. F., ODEN, J. T. Finite Elements; A Second Course. Englewood Cliffs:
Prentice-Hall, 1983. 301 p.

CAREY, G. F., ODEN, J. T. Finite Elements; Mathematical Aspects. Englewood Cliffs:
Prentice-Hall, 1983. 195 p.

CENPES-PETROBRAS/PUC-RIO. MVIEW Bidimensional Mesh View-Manual do
Usuario. Grupo de tecnologia em computacio grafica-TecGraf/PUC-Rio e Grupo
de Geotecnia do SEDEN/DIPREX., 1995. 36p.

CHAN, T. et al. (Ed.) Domain decomposition methods for partial differential equations.
Philadelphia: STAM, 1990. 491 p.

DEVLOO, P. R. B. On the development of a finite element program based on the object
oriented programming philodophy. In: OON-SKI PROCEEDINGS OF THE FIRST
ANNUAL OBIJECT ORIENTED NUMERICS CONFERENCE, 1993.
Proceedings...Rogue Wave Software - SIAM., 1993. p.183-203.



158

DHATT, G., TOUZOT, G. The Finite Element Method Dispiayed. A willey-Interscience
Publication, 1985. 510 p.

GOLUB, G. H., VAN LOAN, C. F. Matrix Camputations. London: The Jhons Hopkins
University Press, 1989. 640 p.

IBM CORPORATION. IBM Visualization Data Explorer User’s Guide. Thomas J.
Watson Research Center, 1994.

KEYES, D. E., SAAD, Y., TRUHLAR, D. G. (Ed.) Domain-based parallelism and
problem decomposition methods in computational science and engineering,
Philadelphia: SIAM, 1995. 323 p.

LE TALLEC, P.,, SALTEL, E., VIDRASCU, E. M. Solving large scale structural
problems on parallel computers using domain decomposition techniques, em
Advances in parallel and vector processing for structural mechanics. In:
ADVANCES IN PARALLEL AND VECTOR PROCESSING FOR STRUTURAL
MECHANICS, 1994, Civil-Comp Ltd, Edinburg, Scotland. p.127-132.

ILLE TALLEC, P., SALTEL, E., VIDRASCU, E. M., Parallel domain decomposition
algorithms for solving plate and shell problems. In: ADVANCES IN PARALLEL
AND VECTOR PROCESSING FOR STRUTURAL MECHANICS, 1994,
Edinburg, Scotland. Proceedings... Edinburg, Scotland: Civil-Comp. Ltd., 1994. p.
139-145.

LEA, D. User’s Guide to the GNU C++ Library. Version 2.0. [s. L] Free Software
Foundation, 1992. 126 p. (e-mail: di@g.oswego.edu).

MANDEL, J. Two-level domain decomposition preconditioning for the p-version finite
element method in tree dimensions, International Journal for Numerical Methods in
Engineering., v.29, p.1095-1108, 1990.

ODEN, J. T. Applied Functional Analysis; A First Course for Students of Mechanics
and Engineering Science. Englewwod Cliffs: Prentice-Hall, 1979. 426 p.

ODEN, J. T., REDDY, J. N. An Introduction to the Mathematical Theory of Finite
Elements. New York: John Wiley & Sons, 1976. 429 p.

PRZEMIENIECKI, J. S. Matrix strutural analysis of structuras. Journal of the American
Institute of Aeronautics and Astronautics, v. 1, n. 1, p. 138-147, Jan. 1963.

RANK, E. Adaptivity and accuracy estimation for FEM and BIEM. In: BREBBIA, C.
A., ALIABADI, M. H. (Ed.) Adaptative Finite and Boundary Element Methods.
Southampton Boston: Computational Mechanics Publications/Elsevier Apphied
Science, 1993. p.1-43.

RIBEIRO, F. L. B .Introducdo & computagdo grdfica. COPPE/UFRI, 1996. 136 p.




159

SANTANA, M. L. M., DEVLOO, P. R. B. Object-oriented matrix classes. In: JOINT
CONFERENCE OF ITALIAN GROUP OF COMPUTATIONAL MECHANICS
AND IBERO-LATIN AMERICAN ASSOCIATION OF COMPUTATIONAL
METHODS IN ENGINEERING, 1, 1996, Padua, Itilia. Proceedings... Padua,
Italia, 1996. p. 325-328.

SANTANA, M. L. M., DEVLOO, P. R. B. Desenvolvimento de classes de matrizes para
aplicacio no método dos elementos finitos - Relatério Final de Iniciagio Cientifica,
FAPESP processo N°: 93/0241-2, 1995. 95p.

SIMULOG. MUDULEF users guide n° 1. 180 p, 1995. (modulef@simulog.fr).

SMITH, B. F. An optimal domain decomposition preconditioner for the finite element
solution of linear elaticity problems. SIAM J. Sci. Stat. Comput., v. 13, n. 1, p. 364-
378, Jan. 1992.

SMITH, B. F. A parallel implementation of an iterative substructuring algorithm for
problems in three dimensions. SIAM J. Sci. Comput., v. 14, n. 2, p. 406-423, Mar.
1992.

SMITH, B. F., WIDLUND, O. B. A Domain Decomposition Algorithm Using a
Hierarchical Basis. SIAM J. Sci. Stat. Comput., v. 11, p. 1212-1220, 1990.

SPENGERMANN, F., THIERAUYF, G. A domain decomposition for large scale strutural
optimization. In: ADVANCES IN PARALLEL AND VECTOR PROCESSING
FOR STRUTURAL MECHANICS, 1994, Edinburg, Scotland. Proceedings...
Edinburg, Scotland: Civil-Comp. Ltd., Edinburg, Scotland, 1994. p.159-164.

SZABO, B., BABUSKA, 1. Finite Element Analysis. New York: John Wiley & Sons,
1991. 368 p.

WIDLUND O. B. Domain decomposition algorithms and the bicentennial of the French
revolution (Introduction). In: CHAN, T. et al. (Ed.) Domain decomposition
methods for partial differential equations. Philadelphia: SIAM, 1990. p. xv-xx.

YSERENTANT, H. Hierarchical Bases Give Conjugate Gradient Type Methods a
Multigrid Speed of Convergence. Applied Math. and Comput., New York, v. 19, p.
347-358, 1986.

YSERENTANT, H. On the Multi-Level Splitting of Finite Element Spaces. Numer.
Math., v. 49, p. 379-412, 1986.

ZEGLINSKI, G. W., HAN, R. P. S. Object oriented matrix classes for use in a finite
element code using C++. JNME, v. 37, p. 3921-3937, 1994,




160

ZIENKIEWICZ, O. C. The Finite Element Method in Engineering Science. London:
McGraw-Hill, 1971. 521 p.

ZIENKIEWICZ, O. C., MORGAN, K. Finite Elements and Aproximation. New York:
John Wiley & Sons, 1983. 328 p.




161

11. BIBLIOGRAFIA

AINSWORTH, M. A hierarchical domain decomposition preconditioner for h-p
finite element aproximation on locally refined meshes. SIAM J Sci. Comp., v.
17, n. 6, p.1395-1413, Nov. 1996.

ALVES FILHO, I. S. R., DEVLOO, P. R. B. Object Oriented Programming in Scientific .
Computing; The Beginning of a New Era. Engineering Computations, v. 8, p. 81-
87. 1991.

ANDERSON, E. et al. LAPACK users’ guide, Philadelphia SIAM, 1995.

AXELSSON, D., BARKER, V. A. Finite Element Solution of Boundary Value
Problems, Theory and Computation. Orlando: Academic Press, 1984. 432 p.

BANK, R. E., DUPONT, T. F., YSERENTANT, H. The Hierarchical Basis Multigrid
Method. Numer. Math., v. 52, p. 427-458, 1988.

BARRET, R. et al. TEMPLATES for the Solution of Linear Systems; Building Blocks
for Iterative Methods. Philadelphia: SIAM, 1994, 112 p. (e-mail
templates@cs.utk.edu).

BECKER, E. B., CAREY, G. F., ODEN, l. T. Finite Elements; An Introduction.
Englewood Cliffs: Prentince-Hall, 1981. 258 p.

BELHACHMI, Z., BERNADI, C. Resolution of fourth-order problems by the mortar
element method. Comput. Methods in applied mechanics and engineering, v. 116,
p. 53-58, 1994.

BJORSTAD, P. E., WIDLUND, 0. B. Iterative methods for the solution of elliptic
problems on regions partitioned in substructures. SI4AM J. Numer Anal., v. 23, n. 6,
p. 1097-1120, 1986.

BRAMBLE, R. et al. Domain decomposition methods for problems with partial
refinement. SIAM J. Sci. Stat. Comput., v. 13, n. 1, p. 397-410, Jan. 1992,

BRAMBLE, J. H., PASIAK, J. E., SCHATZ, A. H. An Iterative Method for Elliptic
Problems on Regions Partitioned into Substructures. Math. Comput., v. 46, n. 174,
p. 361-369, Apr. 1986.

BRAMBLE, J. H., PASIAK, J. E., SCHATZ, A. H. The construction of preconditioners
for elliptic problems by substructuring. Math. Comput., v. 47, n. 175, p. 103-134,
July 1986.




162

BREBBIA, C. A., ALIABADI, M. H. (Ed.) Adaptative Finite and Boundary Element
Methods. Southampton Boston: Computational Mechanics Publications/Elsevier
Applied Science, 1993. 319 p.

BUDD, T. A. Classic Data Structures in C-++. Reading, Massachusetts: Addison-
Wesley, 1994, 543 p.

CAREY, G. F., ODEN, J. T. Finite Elements; A Second Course. Englewood Cliffs:
Prentice-Hall, 1983. 301 p.

CAREY, G. F., ODEN, J. T. Finite Elements; Mathematical Aspects. Englewood Cliffs:
Prentice-Hall, 1983. 195 p.

CENPES-PETROBRAS/PUC-RIO. MVIEW Bidimensional Mesh View-Manual do
Usuario. Grupo de tecnologia em computagio gréafica-TecGrafPUC-Rio e Grupo
de Geotecnia do SEDEN/DIPREX., 1995. 36p.

CHAN, T. et al. (Ed.) Domain decomposition methods for partial differential equations.
Philadelphia: SIAM, 1990. 491 p.

CHAN, T. F., HOU, T. Y. Eigendecomposition of domain decomposition interface
operators for constant coefficient elliptic problems. SIAM J. Sci. Stat. Comput., v.
12, n. 6, p. 1471-1479, Nov. 1991.

DEVLOOQ, P. R. B. Efficiency issues in an object oriented programming environment. In:
ARTIFICIAL INTELLIGENCE AND OBJECT ORIENTED APPROACHES FOR
STRUTURAL ENGINEERING, 1994, Edinburg, Scotland. Proceedings...
Edinburg, Scotland: Civil-Comp. Ltd., 1994. p.147-157.

DEVLOQO, P. R. B. On the development of a finite element program based on the object
oriented programming philodophy. In: OON-SKI PROCEEDINGS OF THE FIRST
ANNUAL OBJECT ORIENTED NUMERICS CONFERENCE, 1993.
Proceedings... Rogue Wave Software - SIAM., 1993. p.183-203.

DEVLOO P. R. B., SANTANA, M. L. M. Desenvolvimento de algoritmo de sub-
estruturagfio para elementos finitos. In: ENCIT-CONGRESSO BRASILEIRO DE
ENGENHARIA E CIENCIAS TERMICAS/LATCYM-CONGRESO
LATINOAMERICANO DE TRANSFERENCIA DE CALOR Y MATERIA, 6,
1996. Proceedings... Florianopolis, Brasil. P. 505-511.

DRYJA, M. A finite element-capacitance matrix method for the elliptic problem. SI4M
J. Numer. Anal., v. 20, n. 20, p. 671-680, Aug. 1983.

ELLIS, M. A., STROUSTRUP, B. C. Manual de Referéncia Comentado. Rio de
Janeiro: Editora CAMPUS, 1993. 546 p.



163

FARHAT, C.H., ROUX, F. X. An unconventional domain decomposition method for an
efficient parallel of large scale finite element system. SIAM J. Sci. Stat. Comput., v.
13, n. 1, p. 379-396, Jan. 1992.

GEORGE P. L., Automatic Mesh Generation-Application To Finite Element Methods,
Paris: Wiley-Masson, 1991. 333 p.

GOLUB, G. H,, VAN LOAN, C. F. Matrix Camputations. London: The Jhons Hopkins
University Press, 1989. 640 p.

GROPP W. D., KEYES D. E. Domain decomposition methods in computational fluid
dynamics. Int. J. Numer. Methods Fluids, v. 14, p. 147-165, 1992.

IBM CORPORATION. IBM Visualization Data Explorer User’s Guide. Thomas J.
Watson Research Center, 1994.

JUN, L. U, WHITE, D. W., CHEN, W. F. et al. A matrix class library in C++ for
structural engineering computing. Computers & Structures, v. 55, n. 1, p. 95-111,
1995,

KEYES, D. E., SAAD, Y., TRUHLAR, D. G. (Ed.) Domam-based parallelism and
problem decomposition methods in computational science and engineering,
Philadelphia: SIAM, 1995. 323 p.

KEYES, D. E., GROPP, W. D. A Comparison of domain decomposition techniques for
elliptic partial differential equations and their parallel implementation, SI4Af J.
Numer. Anal. v.20, n.4, p.671-680. 1983.

LE TALLEC, P, DE ROECK, Y. H., VIDRASCU, E. M. Domain decomposition
methods for large linearly elliptic three dimensional problems. Journal of
Computational and Applied Mathematics, v. .34, p. 93-117, 1991.

LE TALLEC, P., SALTEL, E., VIDRASCU, E. M. Solving large scale structural
problems on parallel computers using domain decomposition techniques, em
Advances in parallel and vector processing for structural mechanics. In:
ADVANCES IN PARALLEL AND VECTOR PROCESSING FOR STRUTURAL
MECHANICS, 1994. Civil-Comp Ltd, Edinburg, Scotland. p.127-132.

LE TALLEC, P., SALTEL, E., VIDRASCU, E. M., Parallel domain decomposition
algorithms for solving plate and shell problems. In: ADVANCES IN PARALILEL
AND VECTOR PROCESSING FOR STRUTURAL MECHANICS, 1994,
Edinburg, Scotland. Proceedings... Edinburg, Scotland: Civil-Comp. Ltd., 1994. p.
139-145.

LEA, D. User’s Guide to the GNU C++ Library. Version 2.0. {s. L] Free Software
Foundation, 1992. 126 p. (e-mail: dli@g.oswego.edu).




164

MANDEL, J. Two-level domain decomposition preconditioning for the p-version finite
element method in tree dimensions, International Journal for Numerical Methods in
Engineering., v.29, p.1095-1108, 1990.

MANDEL, 1. Iterative solvers by substruturing for the p-version finite element method.
1989, 12 p. (To appear in a special issue at Proceedings of an International
Conference On Spectral And High Order Methods, Como, Italy, 1989)

ODEN, I. T. Applied Functional Analysis; A First Course for Students of Mechanics
and Engineering Science. Englewwod Cliffs: Prentice-Hall, 1979. 426 p.

ODEN, I. T., REDDY, J. N. An Introduction to the Mathematical Theory of Finite
Elements. New York: John Wiley & Sons, 1976. 429 p.

PRZEMIENIECKI, J. S. Matrix strutural analysis of structuras. Journal of the American
Institute of Aeronautics and Astronautics, v. 1, n. 1, p. 138-147, Jan. 1963.

RANK, E. Adaptivity and accuracy estimation for FEM and BIEM. In: BREBRBIA, C.
A., ALIABADI, M. H. (Ed.) Adaptative Finite and Boundary Element Methods.
Southampton Boston: Computational Mechanics Publications/Elsevier Applied
Science, 1993. p.1-43.

RIBEIROQ, F. L.. B .Introdu¢do a computagdo grdfica. COPPE/UFRI, 1996. 136 p.

RUBINSTEIN, M. F., Matrix Computer Analysis Of Structures. New Jersey: Prentince
Hall, Inc. 1966. 402p.

SANTANA, M. L. M., DEVLOO, P. R. B. Object-oriented matrix classes. In: JOINT
CONFERENCE OF ITALIAN GROUP OF COMPUTATIONAL MECHANICS
AND IBERO-LATIN AMERICAN ASSOCIATION OF COMPUTATIONAL
METHODS IN ENGINEERING, 1, 1996, Péadua, ltdlia. Proceedings... Padua,
Italia. p. 325-328.

SIMULOG. MUDULEF users guide n° 1. 180 p. 1995. (modulefi@simulog.fr).

SMITH, B. F. An optimal domain decomposition preconditioner for the finite element
solution of linear elaticity problems. SIAM J. Sci. Stat. Comput., v. 13, n. 1, p. 364-
378, Jan. 1992.

SMITH, B. F. A domain decomposition algorithm for elleptic problems in three
dimensions. Numer. Math., v. 60, p. 219-234, 1991.

SMITH, B. F. A parallel implementation of an iterative substructuring algorithm for

problems in three dimensions. SIAM J. Sci. Comput., v. 14, n. 2, p. 406-423, Mar.
1992.




165

SMITH, B. F.,, WIDLUND, O. B. A Domain Decomposition Algorithm Using a
Hierarchical Basis. SIAM J. Sci. Stat. Comput., v. 11, p. 1212-1220, 1990.

SPENGERMANN, F., THIERAUF, G. A domain decomposition for large scale strutural
optimization. In: ADVANCES IN PARALLEL AND VECTOR PROCESSING
FOR STRUTURAL MECHANICS, 1994, Edinburg, Scotland. Proceedings...
Edinburg, Scotland: Civil-Comp. Ltd., Edinburg, Scotland, 1994. p.159-164,

SZABO, B., BABUSKA, 1. Finite Element Analysis. New York: John Wiley & Sons,
1991. 368 p.

YSERENTANT, H. Hierarchical Bases Give Conjugate Gradient Type Methods a
Multigrid Speed of Convergence. Applied Math. and Comput., New York, v. 19, p.
347-358, 1986.

YSERENTANT, H. On the Multi-Level Splitting of Finite Element Spaces. Numer.
Math.,v. 49, p. 379-412, 1986.

ZEGLINSKI, G. W.,, HAN, R. P. S. Object oriented matrix classes for use in a finite
element code using C++. JNME, v. 37, p. 3921-3937, 1994,

ZIENKIEWICZ, O. C. The Finite Element Method in Engineering Science. London:
McGraw-Hill, 1971. 521 p.

ZIENKIEWICZ, O. C., MORGAN, K. Finite Elements and Aproximation. New York:
John Wiley & Sons, 1983. 328 p.




166

12. ANEXO: CODIGO EXEMPLO

Neste anexo ¢ explicado com mais detalhes como se tem acesso os objetos do
ambiente PZ. Para isto sera explicada a fun¢do ReadMaterialBC que pertence ao
programa exemplo do capitulo 4. Este exemplo aproxima um problema elastico para um
material isotropico. A fungiio ReadMaterialBC tem as seguintes partes:

] eitura do nimero de dados (da linha 2 a linha 6);

sLeitura dos Coeficientes da equacfio diferencial (da linha 7 a linha 14);

eInicializagfio do numero de varidveis da equagéo diferencial(da linha 16 a linha

20):

o] eitura das condicdes de contorno (da linha 22 a linha 39);

*Criagiio dos elementos computacionais (da linha 40 a hinha 50};

oCriagio de um objeto TAnalysis (linha 51).

Primeiro serd mostrado o codigo e depois a sua explicagdo segundo os itens

mencionados acima.

12.1. CODIGO EXEMPLO

1. void ReadMaterialBC(char *fname, TCompGrid &c, TAnalysis * &an){
2. l{Leitura do numero de dados

3. fstream arqg(fname);

4. int nummat,numbc;

5.

6. arq >> nummat >> numbg;

7. liLeitura dos coeficientes da equacao diferencial

8. for(int im=0; im<nummat; im++) {

9. int matnum;

10. double E nu,fx fy;

11. arg >> matnum >> E >> nu >> fx >> fy;

12. TElasticityMaterial *mp = new TElasticityMaterial(matnum,E nu,fx fy);



13.
14.
15.
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(c.MaterialMap()){matnum] = mp;

}

16.// Inicializacao do numero de variaveis

17.
18.
18.
20.
21.

Pix i = c.MaterialMap() first();
int numvariables=0; TMaterial *mp = 0;
if(i) mp = (TMaterial *) c.MaterialMap().contents(i);

if(mp) numvariables = mp->NumVariables();

22 ./lLeitura das condicoes de contorno

23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.

TFMatrix val1{numvariables,numvariables), val2(numvariables,1);
for (short bc = 0; bc < numbc; bet++) {
int becnumber, betype, matnumber,;
arq >> bcnumber >> matnumber >> bctype;
intk;
for(k=0;k<numvariables;++k)
for(int I=0;l<numvariables;++)
arq >> vali(k,l);
for(k=0k<numvariables;++k)
arg >> val2(k,0);
TBndCond* bndcd;
bndcd = mp->CreateBc( bcnumber, betype, vall, val2);
¢.BndCondMap(}[bcnumber] = bndcd;

39.// creacao de elementos computacionais

40.
41.
42.
43.

TGeoGrid &g = *c.ReferenceGrid();
i = g.ElementMap() first();

TGeoEl *gel =0;

TCompEl *cel = 0;



44,
45,
46,
47
48.
49,
50.
51.
52.
53.)
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while(i) {
gel = (TGeoEl *) g.ElementMap().contents(i);
g.ElementMap().next(i);
cel = gel->CreateCompEI();
long id = cel->ld();
c.ElementMap(){id] = cel;
}

an = new TAnalysis{&c);

12.2. EXPLICACAO DO CODIGO EXEMPLO
12.2.1. LEITURA DO NUMEROQ DE DADOS

Segundo este codigo os dados sfio lidos do arquivo fname segundo a entrada

arq. Estes dados sfo: nimero de materiais (nummat) e nimero de condigbes de

contorno (NUMbC).

12.2.2. LEITURA DOS COEFICIENTES DA EQUACAO
DIFERENCIAL

Nesta parte € executada nummat ciclos para leitura dos coeficientes da equacgio

diferencial. Para cada um destes ciclos tem-se;

eLinha 11: Leitura de E (modulo de Young), nu (coeficiente de Poisson), fx
(forga de volume na direg#io x) e fy (for¢a de volume na direciio y).

eLinha 12: Criacdo dindmica do Objeto mp do tipo TElasticityMaterial. Este
objeto € criado segundo o E, nu, fx, e fy.

el.inha 13: O objeto mp € colocado com o identificador matnum dentro da

arvore de materiais c.MaterialMap() que pertence a malha computacional c.
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12.2.3. INICIALIZACAO DO NUMERO DE VARIAVEIS

Como mencionado anteriormente o ambiente Pz armazena seus dados em arvores
bindrias {ref]. O acesso aos nds destas arvores ¢ dado por pseudo-indices chamados de
Pix. Um objeto do tipo Pix tem comportamento de ponteiro e de indice.

O armazenamento em arvore bindria esta implementada na biblioteca de classes
Gnu+ [ref] com 0 nome de AVLMaps. Alguma de suas fungdes mais usadas sio:

first() : Retorna o primeiro elemento da arvore. Retorna zero se esta vazia.

next(ind) : ind avanga para o préximo elemento da arvore( ind ¢ um Pix )

seek(k) : Retorna o indice Pix do elemento. O argumento K € o identificador do
nod.

contents(i) : Retorna o conteudo do nd com Pix=i.

Neste codigo tem-se as seguintes linhas:

e Linha 17 : E declarado um indice tipo Pix que aponta ao primeiro elemento da
arvore de materiais da malha computacional ¢

e Linha 18 : Declara¢do do inteiro numvariables onde vai ser armazenado o
numero de varidveis da equaciio diferencial. Também ¢é declarado mp como
ponteiro para TMaterial.

¢ Linha 19 : Se i existe, entdo Mp aponta para o objeto tipo TMaterial de indice
i (tipo Pix). Este objeto esta dentro da arvore de materiais que pertence a
malha computacional c.

e Linha 20 : Se mp existe numvariables armazena o valor retornado pela

fungio NumVariables() que pertence a classe TMaterial.

12.2.4. LEITURA DAS CONDICOES DE CONTORNO.

Na linha 24 sdo declaradas matrizes do tipo cheia para armazenar as condi¢des de
contorno. As dimensdes desta matriz sdo concordantes com o numero de variaveis da
equacdo diferencial que esta sendo aproximada,

e[inha 25 : Inicio dos numbc ciclos para criacdo das condi¢des de contorno.
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el.inha 27 : Leitura do nimero (/d) da condicdo de contorno (bcnumber),
leitura do numero (/d) do material (matnumber) e do tipo da condi¢do de
contorno (bctype). Estes tipos podem ser condigdes mistas, de Dirichlet ou
Neumann.

eLinha 29-33 : Nestes ciclos sfo preenchidas as matrizes com os valores da
condi¢@o de contorno corrente (bcnumber).

eLinha 34 : Declarago de um ponteiro bndcd do tipo TBndCond.

eLinha 35 : O objeto bndcd aponta para as condi¢Bes de contorno criadas dentro
do material mp. Estas condi¢des de contorno tem nimero (/d) bcnumber, sdo
do tipo betype e tem seus valores armazenados nas matrizes vall e val2.

e[.inha 36 : No mapeamento das condi¢des de contorno da malha computacional
¢ ¢ inserido a condi¢do de contorno bnded com o namero (/d) bcnumber.

el.inha 37 : Fim dos numbc ciclos.

12.2.5. CRIACAO DE ELEMENTOS COMPUTACIONAIS

eLinha 40 : E declarado um objeto TGeoGrid que esta referenciada a malha
geométrica retornada por ReferenceGrid() da maltha computacional €.

eLinha 41 : O Pix i aponta para o primeiro elemento da arvore de elementos da
malha geométrica g.

sLinha 42 : Declara¢io de um ponteiro nulo (*gel) para um elemento geométrico
(TGeoED.

elinha 43 : Declaragdo de um ponteiro nulo (*cel) para um elemento
computacional (TCompEl).

sLinha 44 : Enquanto exista elementos geométricos ( 1 ) no mapeamento serdo
executadas as linhas 45-49.

eLinha 45 : O elemento geométrico gel aponta para o elemento geométrico i da
malha g.

sLinha 46 : i avanga para o proximo no da arvore de elementos da malha g.

eLimha 47 : O elemento computacional cel apomta para o elemento

computacional criado tendo como base gel.
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o] inha 48 : id armazena o identificador (Id) do elemento computacional cel.
ol.inha 49 : O elemento cel é adicionado a arvore de elementos da malha

computacional ¢ com identificador id.

12.2.6. CRIACAO DE UM OBJETO TAnalysis.

Depois de ter colocado todas as condicbes de contorno e criado todos os
elementos computacionais, ja é possivel construir um objeto do tipo TAnalysis. Este
objeto calcula a seqiiéncia dos nos geométricos, coletividade. Na linba 51 An ¢ um
objeto do tipo TAnalysis construido dinamicamente tendo como base a malha

computacional C.




