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RESUMO 

Resultados experimentais de vigas em Concreto de Alta Resistencia sao confrontados 

com aproximas;oes numericas resultantes do programa ROOF, o qual sofreu 

alteras;oes em algumas de suas rotinas de ciilculo para representar o comportamento 

desse material. Algumas relas;oes constitutivas indicadas por pesquisadores do CAR 

foram apreciadas e empregadas nesse trabalho. Aplica-se o metodo dos elementos 

finitos considerando-se a nao-linearidade do material e resolu<;ao do sistema pelo 

metodo iterativo de Newton-Raphson. Para cada incremento de carga obtem-se como 

resultados delocamentos, tensoes e deforma<;oes ao concreto e do a<;o, bern como 

informa<;oes concementes ao processo de fissura<;ao. 



ABSTRACT 

Test results for high-strength concrete beams are compared with numerical 

values obtained with the computer code ROOF. 

Some routines of this finite element code were adapted to represent the 

behavior of such material. Constitutive relationships proposed by several 

investigators of the high-strength concrete properties were analized and employed in 

this work. The finite element method was used taking into account the nonlinear 

material behavior of the concrete. The solution of the nonlinear problem was 

performed using the Newton-Raphson technique. 

For each load increment information concerned with displacements, stresses 

and strains in concrete and steel points are available as well as the distribution of the 

cracking along the beam length. 



1. INTRODUC,:AO 

0 emprego do concreto faz-se de forma predominante em rela<;ao a outros 

materiais de uso na execu<;ao de estruturas na constru<;ao civil. Seja por finalidade 

estrutural ou nao, o concreto possui uma ampla abrangencia em obras, incluindo 

aquelas especiais tais como tuneis, pontes, obras maritimas e barragens entre outras. 

Esse material permite ao projetista criar novas formas visando atender aos projetos 

arquitet6nicos atraves da moldagem 'in loco', ou ainda racionalizar o processo de 

constru<;ao mediante emprego de elementos pre-moldados. Tambem se faz comum a 

associa<;i'io do concreto a outros materiais, tais como a<;o e madeira. 

0 concreto armada teve sua primeira aplica<;i'io em 1849, na Fran<;a, na 

constru<;i'io de urn barco por Lambot. No Brasil, em !908 no Rio de Janeiro, a 

execu<;i'io de uma ponte com 9 m de extensi'io dava inicio a difusao do uso do 

concreto armada, como descrevem PINHEIRO & GIONGO (1986). 

A necessidade de empregar o concreto em novos projetos mais arrojados 

consiste num constante desafio empreendido por pesquisadores de diversos centros 

de estudo. Visando novas tecnologias, novos componentes e propor<;6es para a 

mistura do concreto, busca-se suprimir ou minimizar algumas limita<;oes do ponto de 

vista de estruturas de engenharia, e tambem viabilizar economicamente o emprego do 

concreto. As inumeras publica<;6es de pesquisas em laborat6rios e analises numericas 

no tratamento desse material embasam e estimulam novos trabalhos e futuras 

aplica<;6es de urn concreto com novas caracteristicas. 

Em diversos paises sao produzidos e aplicam-se nas realizas:oes de projetos 

estruturais urn concreto que apresenta maior durabilidade e maior resistencia 

mecil.nica que o concreto convencional. Entretanto, esse concreto, denominado de 

concreto de alta resistencia (CAR) ou concreto de alto desempenho, com fator 
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agua-cimento (a/c) menor, e resistencia superior aqueles rotineiramente empregadas 

nas constrw;oes (fck"' 15 a 25 MPa), requer urn controle de qualidade mais rigoroso 

em sua prodw;ao. Essa aten<;ao especial faz-se necessaria em virturde da curva 

exponencial de resistencia do concreto versus fator agua-cimento (fck x ale) expressar 

uma varia<;ao abrupta da resistencia para os baixos fatores ale. 

1.1 Objetivo da pesquisa 

A presente pesquisa procura identificar na literatura do concreto de alta 

resistencia urn modelo, dentre os diversos propostos, para representar o 

comportamento estrutural deste material, de tal forma que suas relar;oes constitutivas 

tanto a compressao quanto a tra<;ao sejam adaptadas no programa computacional 

ROOF desenvolvido por ASSAN (1989). Uma vez ajustado, esse programa 

possibilitara simular o comportamento de vigas de CAR. 

A aceitabilidade de urn modelo que melhor represente o CAR dar-se-a 

mediante confronto de resultados numericos com resultados experimentais 

disponiveis. 



2. REVISAO BIBLIOGIUFICA 

2.1 COMPOSI<;:AO DO CONCRETO 

2.1.1 Classifica~;ao do concreto quanto a sua resistencia a compressao 

A classifica<;:iio do concreto segundo sua resistencia e bastante divergente, 

tendo em vista que nos ultimos anos obtiveram-se aumentos bastante expressivos na 

resistencia a compressao. 

Conforme o STATE-OF-THE-ART ... (I984), ate 1950 o concreto com 

resistencia a compressao superior a 34 MPa (5000psi) era denominado de concreto de 

alta resistencia. Na decada de 60, encontrava-se comercialmente concreto com fck 

variando entre 41 a 52 MPa (6000 a 7500 psi). 0 concreto com resistencia igual a 62 

MPa (9000 psi) passou a ser produzido na decada de 70. Recentemente, na produ<;:ao 

de concreto 'in loco' e concreto protendido, tern sido publicado o uso de concreto 

com fck = 110 MPa ( 16000 psi). 

Em AHMAD & SHAH (1985), o CAR e definido como sendo aquele 

concreto cujo fck e igual ou superior a 42 MPa (6000 psi), citando a sua utilizayiio 

inicial em 1965, na execu<;:iio da Lake Point Tower, em Chicago, em CAR com fck = 

49 MPa (7000 psi). 

A classificayiio vista em SHAH (1981 ), faz-se segundo a peso especifico dos 

agregados. Assim, e considerado CAR quando a resistencia a compressao for maior 

ou superior a 42 MPa ( 6000 psi) e 28 MPa ( 4000 psi), para o concreto com agregado 

de peso normal e de peso !eve, respectivamente. 
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Ja, a publica9ao de XIE, EL WI & MACGREGOR (1995) que cita o 

CEB/FIP, considera de alta resistencia o concreto com f,k dentro dos limites de 

aproximadamente 60 a 130 MPa. 

Para o STATE-OF-THE-ART. .. (l984), o concreto de alta resistencia possui 

resistencia a compressao superior ou igual a 41 MPa (6000 psi), nao incluindo 

aquelas misturas constituidas de agregados artificiais e materiais a base de epoxi e 

polimeros. 

A mistura para obten9ao do CAR inclui desde a sele9ao de materiais de 

melhores qualidades, emprego de aditivos e urn controle de produ<;ao bastante 

rigoroso. 

2.1.2 Cimento para produ~iio do CAR 

Quanto ao cimento, deve-se empregar aqueles que propiciem a mistura urna 

boa trabalhabilidade e tambem alta resistencia; assim podem ser empregados os 

seguintes: 

Cimento Portland com Esc6ria (CPII-E); 

Cimento Portland com Calcario (CPII-F); 

Cimento Pozolilnico- baixo calor de hidrata9ao (CPII-Z); 

Cimento de Alta Resistencia Inicial (CPV -ARI). 

2.1.3 Agregados 

Os agregados destinados a produ9ao do CAR devem apresentar caracteristicas 

que propiciem maior resistencia e melhor trabalhabilidade. Por isso devem ser 

selecionados em fun9ao da granulometria e forma das particulas. 

Os agregados classificados como graudos podem ser: seixos rolados ou 

pedras britadas. Ensaios comprovam que o agregado de pedra britada e mais indicado 

por apresentar irregularidades de superficie e forma, responsaveis pela melhor 

aderencia mecilnica do agregado a argamassa. As pesquisas desenvolvidas por 

GETTU, BAZANT & KARR (1990) a respeito da importilncia do tamanho dos 
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agregados constataram que os agregados graudos menores apresentam uma matriz de 

material mais compacta, com intensa area de aderencia entre os constituintes do 

concreto. 

0 tamanho maximo do agregado graudo para mistura do CAR. segundo o 

STATE-OF-THE-ART ... (l984), deve ser entre 9,5 e 12,7 mm, ou ainda 19 e 25,4 

mrn que tambem apresentaram bons resultados experimentais. Essas granulometrias 

conferem ao concreto maior resistencia gras;as as tensoes de aderencia de menor 

intensidade que se concentram na interface agregado-argamassa. 

PINTO JUNIOR (1992) estabe1ece o agregado ideal como sendo limpo, com 

forma cubica e angular, 100% britado e com urn minimo de particulas 

lamelares.Tambem destaca-se a mineralogia como caracteristica fundamental do 

agregado graudo, a qual esta associada a aderencia e capacidade de absors;ao de agua, 

uma vez que a agua absorvida pelos agregados contribuem efetivamente no processo 

de cura do concreto. 

Os agregados miudos, classificados pelo tamanho de particula maxima de 4,8 

mm, pod em ser areias naturais quartzosas ( areia de mina ou de rios ), ou areias 

artificiais (resultantes do processo de britamento de rochas estaveis). 0 seu modulo 

de finura influi de forma direta na consistencia do concreto. Ensaios relatados pelo 

STATE-OF-THE-ART ... (l984) apontam urn concreto com consistencia pegajosa de 

dificil trabalhabilidade no caso de misturas constituidas de areia, com modulo de 

finura menor que 2,5. Ja o CAR contendo areia com modulo de finura igual a 3,0, 

apresentou melhor trabalhabilidade e resistencia a compressao. A resistencia para 

idades precoces do concreto nao apresenta varias;oes relevantes em razao da 

granulometria dos agregados miudos; entretanto, para concretos de idades maiores, 

uma mistura com agregados miudos com granulometria padronizada apresentani 

maior resistencia que uma mistura constituida por agregados com larga variao;:ao 

granulometrica. 

0 agregado miudo nao deve conter impurezas nocivas a qualidade desejada 

ao concreto, dentre as quais podemos citar: argila, mica, materiais carbonosos e 

organicos. Particulas com forma lamelar nao devem ser aceitas. 
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2.1.4 Aditivos 

Diversos tipos de aditivos minerais e quimicos sao comumente empregados 

na produ<;:ao do CAR, visando sanar alguns problemas decorrentes do fator ale 

reduzido e elevado consumo de cimento. Aditivos minerais, tais como cinza volante 

e microssilica com propriedades pozolanicas reagem com a cal (CaOH) liberada na 

hidrata<;:ao do cimento, na mistura do concreto alterando o ritmo de hidrata<;:ao e 

preenchendo os vazws microsc6picos. Aditivos quimicos, tais como 

superplastificantes e retardadores, sao adicionados a mistura para obten<;:ao de melhor 

trabalhabilidade com reduzida quantidade de agua, conforrne GETTU, BAZANT & 

KARR (1990). 

2.1.4.1 Aditivos minerais 

Cinzas volantes: como visto em METHA & MONTEIRO (1994), sao 

classificadas pela ASTM C618 em tres classes: 

Classe C: cinza volante produzida da lignita ou do carvao sub-betuminoso, 

contendo altos teores de calcio, com propriedades pozoliinicas e auto-cimentantes. 

Classe F: cinza volante que resulta da combustao do carvao antracitico ou 

carvao sub-betuminoso, possui propriedades pozolanicas e baixos teores de calcio. 

Nao apresenta propriedades cimentantes. 

Classe N: pozolanas naturais ou calcinadas, dentre elas: terras diatomaceas, 

cinzas volantes, e materiais calcinados como argilas e folhelhos. 

Escoria de alto forno: composta basicamente de alumino-silicato de calcio e 

6xido de ferro, trata-se de urn sub-produto nao metalico originado na fusao de ferro 

em altos fomos; substitui hidraulicamente parte do cimento portland no concreto. 

Quando obtida atraves de resfriamento brusco em agua e denominada esc6ria 

granulada, e esc6ria pelotizada quando resfriada ao ar. 

Microssilica: amplamente empregada na produ<;:ao de CAR por conferir alta 

resistencia e reduzir a perrneabilidade do concreto. A microssilica tambem 

denominada fumo de silica condensada, ou silica volatizada que apresenta uma 

composi<;:ao predominante de di6xido de silicio (Si02), e urn sub-produto da 
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fabricas:ao de silicio metiilico e de Iigas de ferro-silicio. Por ser extremamente fina 'in 

natura', e submetida ao processo de densificas:ao. Seus principais componentes sao: 

T ABELA 2.0 I - Componentes da microssilica 

componentes % 

Si02 85 a 98 

c 0,2 a2,5 

K 0,2 a 3,5 

Na 0,1 a 1,5 

Mg 0,1 a 2,5 

FONTE: PINTO JUNIOR, 1992. p. 1.6. 

2.1.4.2 Aditivos quimicos 

Os aditivos para concreto, conforrne SIKA S.A. (1994 ), sao substfmcias 

empregadas a mistura de concreto visando as seguintes finalidades: aumento da 

compacidade, acrescimo de resistencia aos esfors:os mecfmicos, melhoria da 

trabalhabilidade, diminui<;ao da higroscopicidade, melhoria da imperrneabilidade, 

diminui<;ao da retra<;ao, aumento da durabilidade, desforrna mais riipida, diminui<;ao 

do calor de hidrata<;ao, controle de pega do cimento e correyoes de eventuais 

deficiencias pr6prias dos materiais constituintes do concreto. A classificas:ao 

apresentada tambem por SIKA S.A. (1994), segundo suas propriedades, sao: 

retardadores; 

aceleradores; 

plastificantes; 

superplastificantes ( ou redutores de iigua); 

imperrneabilizantes; 

incorporadores de ar; 

expansores; 

compostos. 
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Ja a ASTM C494, citada por METHA & MONTEIRO (1994) e PINTO 

JUNIOR (1992), classifica-os em: 

tipo A - redutor de agua; 

tipo B - retardador; 

tipo C - acelerador; 

tipo D - redutor de agua e retardador; 

tipo E - redutor de agua e acelerador; 

tipo F - redutor de agua de alta eficiencia; 

tipo G - redutor de agua de alta eficiencia e retardador. 

A classificac;:ao dos aditivos para concreto de cimento Portland, segundo a 

NBR 1768 (EB-1763/92), e apresentada por METHA & MONTEIRO (1994) como: 

tipo P - plastificante; 

tipo R - retardador; 

tipo A - acelerador; 

tipo PR- p1astificante retardador; 

tipo P A - plastificante acelerador; 

tipo IAR - incorporador de ar; 

tipo SP - superplastificante; 

tipo SPR - superplastificante retardador; 

tipo SPA - superplastificante acelerador. 

2.L4.3 Principais fun~iies dos aditivos: 

Aditivos plastificantes- redutores normais de agua P (ASTM C494, TIPO A): 

0 uso desse aditivo gera reduc;:ao do fator ale promovendo aumento da 

resisH)ncia do concreto sem elevar o consumo de cimento e melhoria na 

trabalhabilidade. 

Aditivos superp/astificantes - redutor de agua de alta eficiencia e redutor de 

agua de alta eficiencia e retardador SP e SP R (ASTM C494, TIP OS Fe G): 
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Sao aditivos que propiciam alta resistencia para idades precoces do concreto 

(24 horas). Tomam a mistura superfluida e com alta trabalhabilidade. Devido a 

redu<,:ao da capilaridade produz concreto mais impermeavel, duravel e mais 

resistente. 

Aditivo retardador e redutor de agua e retardador R e PR (ASTM C494, 

TIPOS Be D).· 

Tern por principal objetivo controlar o alto calor de hidrata<;:ao mediante o 

retardamento da pega evitando, assim, as juntas de concretagens. 

Aditivo acelerador e redutor de agua e acelerador A e PA (ASTM C494, 

TIPOSC e E).· 

Esses aditivos aceleram o processo de pega, reduzindo o tempo necessario a 

cura do concreto. No caso de aceleradores do tipo E, ah~m de acelerador de pega, 

ocasiona a redu<;:ao de agua. 

Aditivos incorporadores dear: JAR (ASTM C260): 

Indicados para aumentar a durabilidade do concreto quando este estiver 

submetido aos efeitos de congelamento e degelo. A forma<;:ao de minusculas bolhas 

de ar melhoram a trabalhabilidade, entretanto reduzem a resistencia do concreto. 

2.1.4.4 Aditivos combinados 

A combina<;:ao de dois ou mais aditivos a mistura do concreto e possivel. 

Entretanto, para o emprego dessa tecnica devem ser atentamente seguidas as 

especifica<;:oes do fabricante dos aditivos ou realizar com eles experimentos 

perliminares, uma vez que o seu uso indiscriminado pode acarretar efeitos 

indesejados ao concreto. 

2.1.5 Aditivos na Produ~iio do CAR 

Comumente aditivos com propriedades de aceledor de pega nao sao utilizados 

para o CAR uma vez que a mistura desse concreto ja apresenta resistencia 

suficientemente relevante para idades precoces. 



10 

Empregam-se aditivos minerais visando a substitui9ao parcial do cimento 

Portland e/ou do agregado miudo na produ9ao do concreto, ocasionando o aumento 

da resistencia tanto nas primeiras idades quanto nas idades posteriores. A acelera9ao 

na hidrata<;:ao do cimento e a rea9ao pozoliinica sao responsaveis pela maior 

resistencia para idades precoces e posteriores, respectivamente, descrevem METHA 

& MONTEIRO (1994). 

2.2 Caracteristicas e propriedades mecanicas do concreto 

0 distinto comportamento do CAR em rela9ao ao concreto de resistencia 

normal (CRN) levou diversos centros de pesquisas a investigarem as propriedades 

intrinsecas daquele concreto, bern como suas caracteristicas meciinicas. Dentre essas, 

podemos citar: modulo de deformayaO longitudinal, resistencia a trayaO, relay6es 

constitutivas a compressao e a trayao ( cr x ~:), correspondente deforma9ao para a 

tensao maxima, cisalhamento e aderencia, as quais sao expressas em termos da 

resistencia a compressao. Tratando-se de urn material de uso ainda pouco difundido, 

novos estudos sao necessarios no sentido de serem ajustadas tais expressoes de 

forma que os projetistas de estruturas de concreto tenham pariimetros confiaveis em 

seu emprego. Urn ponto comum visto na literatura e que as expressoes consagradas 

para o concreto convencional (baixa resistencia) nao sao aplicaveis ao concreto de 

alta resistencia. 

As micro-fissuras desenvolvidas no' elementos estruturais de concreto estao, 

preponderantemente, relacionadas ao nivel de tensao de solicita9ao do material e 

podem ser classificadas em tres tipos como apontadas por diversos pesquisadores e 

citadas em CARRASQUILLO, NILSON & SLATE (1981a), a saber: 

a) fissuras de aderencia; 

b) fissuras atraves da pasta; 

c) fissuras atraves dos agregados; 

Para o CRN o processo de desenvolvimento das fissuras inicia-se atraves das 

superficies agregado-pasta, e a partir dai, para maiores niveis de carga, as fissuras 

difundem-se pela pasta. 
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De maneira diferente, para o CAR observa-se nlimero reduzido de fissuras de 

aderencia, e aque1as formadas sao menores em seus comprimentos. Isto ocorre como 

conseqiiencia da e1evada resistencia e mistura mais homogenea da pasta. 

Experimentos realizados por SHAH (1981) evidenciaram que as rupturas dos 

agregados tomam-se mais visiveis quanto maior a resistencia do concreto. 

CARRASQUILLO et al. (1981a) descreve que a mineralogia do agregado 

graudo tambem interfere diretamente no processo de fissura<;ao do concreto. Essa 

conclusao advem de ensaios de concretos produzidos com agregados graudos cuja 

composio;ao apresentava-se menos homogenea e, portanto, modulo de deforma<;ao 

longitudinal e resistencia de aderencia menores entre pasta e agregados, verificou-se 

urn processo de micro-fissura<;ao mais intenso. 

Quando o concreto armado e solicitado a carregamentos ciclicos, e uma vez 

iniciado o processo de fissurao;ao, ocorrem redu<;oes graduais de sua resistencia e 

rigidez. Esse fenomeno e explicado por FANG, WANG & HONG (1994) como 

sendo conseqiiencia da presen<;a de armadura perpendicular as fissuras, que 

impossibilitam o pleno fechamento dessas. A redu<;ao na resistencia e rigidez e de 

importiincia relevante nas considera<;oes de a<;oes sismicas, conforme descrito por 

FANG, WANG & HONG (1994). Em suas experiencias em vigas curtas de CAR, 

verificou que estas apresentavam melhor ductibilidade e menor degrada<;ao da 

resistencia do que as vigas em concreto de resistencia normal. 

2.2.1 Modulo de deforma~iio longitudinal 

0 modulo de deforma<;ao longitudinal abordado nesse capitulo refere-se ao 

modulo inicial, obtido a partir origem das curvas crxr: e esta relacionado, 

preponderantemente, com a resistencia de aderencia entre agregados-pasta, bern 

como rigidezes da pasta e agregados. A pasta do CAR apresenta uma rigidez mais 

elevada em rela<;ao a pasta do CRN, conforme CARRASQUILLO et al. (1981a). 

Assim, a menor diferen<;a entre a rigidez da pasta e a dos agregados, e tambem a alta 

resistencia de aderencia entre agregados e pasta, toma o modulo de deforma<;ao 

longitudinal do CAR maior que o do CRN. 
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A correlac,:ao entre o modulo de deformac,:ao longitudinal e resistencia a 

compressao para o concreto de peso normal esta indicada pelo STATE-OF-THE

ART ... (1984) como sendo: 

(3000 psi< fck < 12000 psi) (2.1) 

Ec = 3320 -Jf:: + 6900 (21 MPa < fck < 83 MPa) (2.2) 

Segundo o BULLETIN D'INFORMATION 190a CEB-FIP (1988), o modulo 

de deformac,:ao longitudinal para o concreto de peso normal deve ser: 

Ec = I 0
4 

( fck + 8 )(
113

) (12 MPa < fck < 80 MPa) (2.3) 

0 modulo de deformac,:ao longitudinal do concreto pode ser determinado 

considerando-se o fck e o peso especifico do concreto, conforme expressao 

apresentada em AHMAD & SHAH (1985): 

Ec = 27,55 y 
1
'
5 -Jf: (2.4) 

Referencia-se tambem em ADELMAN & COUSINS (1990) e AHMAD & 

SHAH ( 1985), a recomendac,:ao do ACI 318-83 1 
: 

(2.5) 

nas expressoes (2.4) e (2.5), com fck em psi e y em lb/fe. 

Ja, a NBR 6118 (1982) estabelece para o modulo de deformac,:ao 

longitudinal: 

E, = 6600 ( fck + 3,5 )
05 

(2.6) 

com f,k em MPa. 

1
ACI COMMITTEE, Building code requirements for reinforced concrete (ACI 318-83), American 

Concrete Institute, Detroit, Ml, 1983. 



13 

A norma Norueguesa NS 3473-1989, citada por PINTO JUNIOR (1992), traz 

a seguinte expressao para o modulo de deformas;ao longitudinal: 

E, = 9500 Cfck )
03 

(2. 7) 

sendo fck em MPa. 

0 modulo de deformas;ao longitudinal secante esta definido em AHMAD & 

SHAH (1985), como sendo a secante a curva crxE para urn nivel de tensao 

correspondente a 45% da tensao maxima, e representada para o CRN e o CAR pela 

expressao 

Ecs = Y 2.5 (.jf;:)065 

sendo f,k em psi e y em lb/ft
3 

Outras indicas;oes devem ser destacadas: 

BULLETIN D'INFORMATION 190a CEB-FIP (1988) 

E,5 = 0,85 E,; 

NBR 6118 (1982) 

(2.8) 

(2.9) 

(2.1 0) 

0 modulo de deformas;ao longitudinal para o concreto tracionado e assumido 

igual ao correspondente valor para o concreto comprimido, conforme as publicas;oes: 

AHMAD & SHAH (1985), CHUNG & AHMAD (1994) e GOPALARATNAM & 

SHAH (1985). 

2.2.2 Peso especifico do concreto 

0 peso especifico do concreto e caracterizado, basicamente, pela peso 

especifico dos agregados que podem ser naturais, tais como: brita, cascalho e 

pedregulho e agregados artificiais, entre eles a argila expandida. Conforme aponta o 

STATE-OF-THE-ART...(1984), o CAR apresenta-se levemente mais pesado que o 

CRN, ambos feitos com os mesmos materiais. Atraves dos resultados publicados por 
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ADELMAN & COUSINS (1990), e possivel comparar os pesos pr6prios para tres 

classes de concreto contendo calcario britado, a saber: concreto de resistencia 

normal ( 42 MPa), concreto de alta resistencia sem superplastificante ( 66 MPa) e 

concreto de alta resistencia com superplastificante (79 MPa). A tabela 2.02 

apresenta as caracteristicas para tais classes de concreto. 

T ABELA 2.02 - Caracteristicas para algumas classes de concreto 

Classe de resistencia de concreto 

f,k (MPa) 42 66 79 

ale 0,41 0,33 0,26 

E,(MPa) 43470 42090 46920 

y (kg/m
0

) 2322,9 2371,0 2451 ,I 

% peso especifico em - 2,07 5,52 

rela~ao ao f,, 42 MPa 

FONTE:Adaptada de ADELMAN & COUSINS, 1990, p.72 

0 BULLETIN D'INFORMATION 190a CEB-FIP (1988) apresenta as 

seguintes classes de peso especifico: 

concreto !eve (peso especifico menor que 2000 kglm\ 

concreto de peso normal (peso especifico entre 2000 a 2800 kg/ m3
); 

concreto pesado (peso especifico maior que 2800 kg/ m3
); 

Comumente empregam-se para o concreto de peso normal as seguintes pesos 

especificos: 

2400 kg/ m
3

, para o concreto simples; 

2500 kg/ m
3 

, para o concreto armado; 
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2.2.3 Coeficiente de Poisson 

0 coeficiente de Poisson expressa a razao entre a deformas:ao transversal e a 

deforrnas:ao longitudinal. E suposto igual a 0,20 segundo a NBR 6118 (1982), valor 

esse igualmente estabelecido por CARRASQUILLO, NILSON & SLATE (1981 a), 

independente do fck e da idade de realizas:ao do teste. Val ores entre 0, I 0 e 0,20 para 

esse coeficiente sao apontados pelo BULLETIN D'INFORMATION 190a CEB-FIP 

(1988). Pesquisas realizadas em campo em colunas de CAR (fck "' I 00 MPa) 

apontaram valores iguais a 0,19, conforme relata o STATE-OF-THE-ART ... (l984). 

Ensaios realizados no laborat6rio de constru<;ao civil da lTNICAMP, 

conforme PINTO JUNIOR (1992), para concretos com fck = 71 e 74 MPa, obtiveram 

val ores iguais a 0,14 e 0,24, respectivamente. 

A indica<;ao do STATE-OF-THE-ART ... (l984), para o concreto com 

resistencia a compressao ate 73 MPa (I 0570 psi), constituido de agregado !eve, e 

independente da resistencia a compressao, idade e contelido da mistura, aponta o 

coeficiente de Poisson igual a 0,2. Para o concreto de alta resistencia de peso normal, 

as pesquisas citadas pelo STATE-OF-THE-ART ... (l984) para resistencia a 

compressao na faixa de 55 a 80 MPa ( 8000 a 11600 psi) resultaram valores para 

esse coeficiente entre 0,20 a 0,28 e tais valores tendem a ser reduzidos com o 

aumento do fator agua-cimento. Tais resultados nortearam a indica<;ao do STATE

OF-THE-ART ... (l984) de que o coeficiente de Poisson para o CAR em regime 

elastica seja comparavel aos valores do CRN. 

2.2.4 Resistencia a fadiga 

0 STATE-OF-THE-ART ... (l984) estabelece que a fadiga para o concreto de 

alta resistencia e igual a do concreto de resistencia normal. 

2.2.5 Eleva.yao da resistencia com a idade 

Para idades precoces, o CAR apresenta alto ganho de resistencia quando 

comparado com o CRN. Em idades posteriores, a diferen<;a de ganho de resistencia 
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entre esses concretos e insignificante, conforme ilustra a figura 2.0 I. Nesta figura 

sao apresentadas tres curvas de desenvolvimento da resistencia a compressao x idade 

para as respectivas classes de concreto: resistencia normal (21 a 41 MPa), 

resistencia media (41 a 62 MPa) e alta resistencia (fck > 62 MPa). 

-- otto resistlncia 

---- r••ittlncio m4klio 

--- reaiatlncia nol'lftGI 

idode (dias) 

FIGURA 2.01 - Desenvolvimento da idade do concreto 

FONTE: CARRASQUILLO, NILSON & SLATE, 1981, p.l73 

Na tabela 2.03 adaptada de YUAN et al. (1991) tem-se a evolu<;:ao da 

resistencia a compressao do concreto de alta resistencia. Sao apresentados os val ores 

para dois grupos de concreto sob processo de cura em campo e tambem em cilmara 

umida. 
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TABELA 2.03 - Evo1uyiio da resistencia it compressao do CAR em MPa 

idade concreto-grupo I concreto-grupo II 

(dias) cura em campo cura Umida cura em campo cura Urn ida 

3 54,33 54,66 53,60 52,41 

7 60,62 65,99 63,04 64,07 

28 72,07 80,42 75,73 83,38 

56 75,5 I 86,02 76,37 89,57 

180 81,40 97,87 78,69 100,33 

365 - 101,29 - 102,04 

FONTE: Adaptada de YUAN eta!., l 991, p.32 

0 STATE-OF-THE-ART...(l984) aponta como razoes provaveis de o CAR 

apresentar maior ritmo de desenvolvimento da resistencia em relayiio ao CRN, a 

mencionar: aumento da temperatura interna de cura do concreto devido ao alto calor 

de hidratayiio do cimento, e tambem a menor distil.ncia entre particulas hidratadas no 

CAR grayas ao reduzido fator ale. 

2.2.6 Retra~;iio 

LAPLANTE & AITCIN (1986) reportam ensaios em colunas de concreto 

com fck "' 1 00 MPa onde notou-se intensa retras;ao hidraulica nos primeiros quatro 

dias e ate os primeiros 28 dias a progressao com valores significativos. 

2.2. 7 Deforma~;iio lenta 

A deformas;ao lenta ou fluencia e mawr para fatores ale mms elevados. 

Assim, por apresentar uma relas;ao ale menor, para o CAR, a deformas;ao lenta 

especifica e menor que a apresentada no CRN, ambos sujeitos ao mesmo periodo de 
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carregamento. 0 STATE-OF-THE-ART...(l984) observa ainda que a deformac,:ao 

lenta tern relac,:ao linear com a tensao aplicada. 

2.2.8 Ritmo de carregamento 

0 ritmo da deformayao e carregamentos de natureza ciclica geram aumento 

da fissurao;:ao e destruic,:ao da aderencia entre concreto e a9o. Conseqlientemente, a 

estrutura sofrerii causas adicionais de nao-linearidade, conforme visto no STATE-

OF-THE-ART...(l982). 

Segundo CARRASQUILLO et al. (1981a), o CARe menos afetado que o 

CRN pelos ritmos de carregamentos diferentes. Essa conclusao advem de ensaios 

sob diferentes formas de carregamentos, tais como: carga aplicada a ritmo constante, 

golpes e deforma96es a ritmo constante. 

2.2.9 Rigidez e resistencia a compressiio 

A resistencia a compressao do concreto de alta resistencia estii associada, 

fimdamentalmente, a resistencia da pasta. Por outro !ado, a rigidez do concreto 

depende da pasta e tambem do agregado. Verificou-se atraves dos ensaios realizados 

por CARRASQUILLO & et al. (198la) que, o aumento da resistencia e rigidez da 

pasta produz diretamente a eleva((ao da resistencia do concreto. 0 mesmo nao se 

passa com a rigidez do concreto enquanto a pasta for mais fraca que o agregado. 

A medida em que elevamos o valor do f,b o comportamento do concreto 

passa a ser associado ao dos materiais friigeis cuja ruptura e caracterizada pela 

reduzida dilatayao volumetrica. Assim, como descrito por SHAH ( 1981 ), nao e claro 

para qual valor de f,k o concreto pode ser considerado de comportamento friigil; 

entretanto, pesquisadores de Cornell registraram para o concreto com resistencia 

superior a 48 MPa (7000 psi) o comportamento de material friigil. 
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2.2.10 Resistencia a trafiao 

0 estudo da fissura.yao na tra.yao possui importilncia na durabilidade da 

estrutura de concreto, aderencia e comprimento de ancoragem da armadura. PINTO 

JUNIOR (1992) relata que a propaga<;ao das fissuras de aderencia ocorre quando a 

tensao de tra<;ao axial maxima e alcan.yada em 60% de seu valor. 

A resistencia do CAR a tra<;ao indireta, segundo o STATE-OF-THE

ART ... (1984), representa aproximadamente 5% do valor da resistencia a compressao 

fck· Outros valores sao citados por PINTO JUNIOR (1992): I 0 a II%, 8 a 9% e 7% 

da resistencia a compressao para concreto de baixa, media e alta resistencia, 

respectivamente. Em seus ensaios, PINTO J(JNIOR (1992) obteve f,k = 6% f,k na 

compressao diametral e f,k = I 0% f,k na tra.yao por flexao. 

Sao conhecidos tres metodos para a determina<;ao da resistencia do concreto 

a tra<;ao, a mencionar: 

a) teste de tra.yao uniaxial (metodo direto); 

b) teste de tra.yao por fendilhamento (metodo indireto ); 

c) teste de tra.yao modulo de ruptura (metodo indireto ); 

No metodo de trac;ao uniaxial, a resistencia a tra<;ao e obtida pela razao entre 

a carga de ruptura e a area da se<;ao do corpo de prova. Os valores indicados para a 

resistencia a tra<;ao, assim determinados, sao indicados como se seguem: 

NBR 6118 (1982) 

f,k = 0,054 f,k + 0, 7 (f,k > 18 MPa) 

(f,k ::': 18 MPa) 

BULLETIN D'INFORMATION 190a CEB-FIP (1988) 

2/3 
f,k = 0,27 fck (MPa) 

Norma Norueguesa, citada por PINTO JUNIOR (1992) 

(MPa) 

(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 



GOPALARATNAM et al. (1985): 

f,k "' 6,5 K: (psi) 
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(2.15) 

Na literatura do CAR, o metodo da trat;tio par fendilhamento ou compresstio 

diametral, que consiste em carregar diametra1mente o corpo de prova, sao prescritas 

as seguintes express5es: 

STATE-OF-THE-ART ... (1984): 

fsp = 0,59 K. 

AHMAD & SHAH (1985): 

fsp = 4,34 (fck)
0

'
55 

(3000 psi< fck < 12000 psi) 

(21 MPa < fck < 83 MPa) 

(fck :s; 12000 psi) 

CARRASQUILLO et al. (1981a) e XIE et al. (1995): 

fsp = 6,8 K. (3000 psi< fck < 12000 psi) 

fsp=0,54 K. (21 MPa < fck < 83 MPa) 

(2.16) 

(2.17) 

(2.18) 

(2.19) 

(2.20) 

A resistencia pe1o teste modulo de ruptura e obtida mediante carregamento 

no meio ou nos ten;:os dos vaos de vigas com set;5es retangu1ares. Para o CAR 

encontram-se no STATE-OF-THE-ART ... (l984), em PINTO JUNIOR (1992), 

CARRASQUILLO et al. (1981 a), ADELMAN & COUSINS (1990), as seguintes 

express5es: 

f, = 11,7 .f[;. (3000 psi< fck < 12000 psi) (2.21) 

f, = 0,94 .f[;. (21 MPa < fck < 83 MPa) (2.22) 

Ja, AHMAD & SHAH ( 1985) apresentam: 

(fck :s; 12000 psi) (2.23) 
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2.2.11 Rela~oes constitutivas para o concreto 

As rela.;:oes constitutivas sao expressoes que representam o comportamento 

do material as solicitac,:oes de compressao, tra.;:ao e cisalhamento ajustadas para as 

diversas variaveis do concreto, tais como: fator ale, ritmo de carregamento e 

propriedades dos agregados. 

Tanto para carregamentos de tra.;:ao quanto de compressao, o diagrama crxs 

apresenta duas regioes bern definidas. A primeira, que compreende o trecho 

ascendente, retrata a deforma.;:ao do concreto desde o inicio do carregamento ate que 

seja alcanc,:ada a tensao ultima e, a partir dai, a curva assume conforma.;:ao 

decrescente. 

2.2.12 Modelo do concreto a compressao 

0 CAR difere do CRN por apresentar urn diagrama crxc mais linear e mais 

ingreme para o trecho ascendente, Fig. 2.02, como conseqiiencia da menor diferenc,:a 

entre os m6dulos de deforma.;:ao longitudinal do agregado e da pasta de cimento em 

relac,:ao ao CRN. Segundo CARRASQUILLO et al. (1981 b), essa reduzida diferenc,:a 

de rigidez entre os componentes do CAR leva a ocorrencia da reduc,:ao da quantidade 

e extensao das fissuras de aderencia. Isso explica, para o ramo ascendente, o fato de 

sua forma linear ser mantida para altos percentuais do carregamento. 

PINTO JUNIOR (1992) apresenta uma compara<,:ao para concretos com 

resistencias a compressao iguais a 76 e 31 Mpa, quanto a forma.;:ao de micro-fissuras 

nas interfaces pasta-agregado em razao da carga ultima aplicada. Descreve-se entao, 

para o CRN quando submetido a 65% da carga uti! que as fissuras se desenvolvem 

na interface pasta-agregado e, a partir daquele nivel de carregamento, as fissuras 

propagam-se pela pasta. Ja, para o CAR, esse processo de forma<,:ao e propagac,:ao de 

fissuras deu-se para urn nivel mais elevado de carregamento, ou seja, a 90% da carga 

ultima. 
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FIGURA 2.02 Curvas tensao x deforma<;ao - concreto solicitado a compressao 

FONTE STATE-OF-THE-ART ... (l984). p.383. 
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0 processo de forma<;ao de fissuras para o CAR ocorre para urn estagio mais 

avan<;:ado de carregamento, e por serem mais definidas, as fissuras acarretam a 

ruptura de forma mais brusca que para aqueles concretos com baixo fck· 

Outras duas diferens:as encontradas na literatura do CAR em rela<;ao ao CRN 

sao: a deforma<;ao correspondente a maxima tensao e a forma do trecho descendente. 

Para o CAR, a deformas:ao e levemente maior quando a tensao no concreto alcan<;:a o 

valor maximo. Ja o ramo descendente da curva crxE e tanto mais ingreme e, portanto, 

menos linear para os val ores de f,k mais elevados. 

Quanto a obten<;:ao, em laborat6rio, dos parametros que ajustam os modelos 

que expressam as rela<;oes constitutivas crxs, ha dificuldades na obten<;ao da parte 

descendente, pois para acompanhar aquele trecho, devido a ruptura fragil do 

concreto, requer-se o emprego de prensa com deforma<;ao controlada. 

Na referencia AHMAD & SHAH (1985), o modelo e definido atraves de 

equa<;oes distintas para cada trecho (ascendente e descendente), conforme Fig. 2.03, 

mediante as quais obtem-se a tensao para cada deformas:ao correspondente, como se 

segue: 



trecho ascendente: 

trecho descendente: 

<J, = (, EXP[-k (s, -s,0)
115

] 

onde os pariimetros das equa96es acima sao: 

A= E 
8

'
0 

c fck 

K=O.l7 (, 

Sco = 0.001648 + 1.14 X 10"
7 

f,k 

E, = 27.55 y 1.s f,, 

sendo: f,k em psi, y em lb/ft
3 

e E, em psi; 

f" 

(2.24) 

(2.25) 

(2.26) 

(2.27) 

(2.28) 

(2.29) 

FIGURA 2.03- Representa9iio do modelo crxs, proposto por AHMAD & SHAH 

(1985) 
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Como vimos, para o ca!culo desses parametros, e consequentemente o uso 

das equas:oes (2.24) e (2.25) que representam o modelo da Fig. 2.03, deve-se 

conhecer previamente o f,k e o peso especifico do concreto. 

0 modelo proposto por ALMUSALLAM & ALSA YED (1995) difere do 

primeiro uma vez que a curva crx£ e definida por uma (mica equas:ao, Fig.2.04. Essa 

equa<;ao, que representa os trechos ascendente e descendente, e indicada pelos 

autores para o concreto de resistencia normal, concreto de alta resistencia e ainda 

para o concreto !eve. 

A rela<;ao e definida como segue: 

(2.30) 

sendo os parametros da equas:ao: 

ln2 
(2.31) 

n = - ln(_t;_- Kp ) 

f0 (K-Kp) 

(2.32) 

(K- Kr) 
(2.33) 

(2.34) 

Kr = 5470- 375 f,k (para f,k :S 55MPa) (2.35) 

Kr = 16398.23- 676.82 f,k (para f,k >55 MPa) (2.36) 



K = E, = 3320 -Jfck + 6900 

Eco = (0.2 f,k + 13.06) X 10"
4 

onde: f,k e E, em MPa. 

' 
' ' 

' ' 
' ' >, 

' 
' 

' ' 
' ' I' ~:', 

I ---, 

,' K 
---~~ 

(2.37) 

(2.38) 

FIGURA 2.04- Representavao do modelo axs, proposto por ALMUSALLAM & 

ALSA YED (1995) 
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0 BULLETIN D'INFORMATION 190a CEB-FIP (1988) estabelece para 

representar a curva axs a compressao: 

a = c (para c < s,u) (2.39) 

A equas:ao 2.39 abrange o ramo ascendente e parte do descendente da curva 

a x s ate a correspondente deformas:ao scu- Para deformas:oes maiores que esta 

ultima, a tensao passa a ser expresssa por: 
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-I 

ere= 
_1 q 
8cu 

(2.40) 

onde: (2.41) 

(2.42) 

Eco = fck/Eco: (2.43) 

Eco = 0,0022; 

O"cu = 0,5 fck. (trecho descendente) (2.44) 

A deformao;:ao Ecu e determinada atraves da expressao: 

(2.45) 

Uma vez que o concreto nao esteja fissurado, a tensao para o 

descarregamento e: 

(2.46) 

Esquematicamente, a Figura 2.05 representa as relao;:i'ies constitutivas para o 

modelo do BULLETIN D'INFORMATION 190a CEB-FIP (1988). 



FIGURA 2.05- Diagrama cr x E para compressao uniaxial 

FONTE: BULLETIN D'INFORMA TION I 90a CEB-FIP, 1988, p.2. I 3 
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Para o CRN a tensao de ca!culo cred e indicada pela NBR 6118 (!982) igual a 

cred = 0,85 fed . Onde o fator 0,85 leva em consideras;ao a perda da resistencia pela 

as;ao de cargas permanentes, diferens;a de resistencia na estrutura e corpo de prova e 

aumento do fek do concreto ap6s 28 dias. A recomendas;ao de PINTO JUNIOR 

(1992) para a tensao de calculo para o CAR e cred = 0,7 fed, porem aconselha novos 

ensaios para o respectivo fator de minoras;ao da tensao. 

2.2.13 Modelo do concreto a tra4Yao 

0 concreto solicitado a tras;ao apresenta uma curva crx~: caracterizada tambem 

pelos trechos ascendente e descendente. Ao atingir a tensao maxima, com formas;ao 

de fissuras no elemento estrutural, a transferencia de esfon,:os internos faz-se atraves 

de mecanismos dependentes de ser o concreto simples ou armado. 

Para o concreto sem armadura, quando a tensao maxima e alcan.;:ada, a 

transferencia gradual de tensoes e retratada pelo amolecimento a deforma.;:ao (strain 

softening), caracterizado pela coesao do material. Tratando-se do concreto armada 

jletido a transferencia gradual de tensoes ap6s o inicio da fissuras:ao se da pelo efeito 

de engrenamento dos agregados (aggregate interlock), as;ao de pino(dowel action) e 

enrijecimento a tra.;:ao(tension stiffening). Esses tres fen6menos de transferencia de 
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esfor<;os foram descritos por MARZO UK & CHEN (1993a), e suscintamente podem 

ser entendidos como sendo: 

a) Engrenamento dos agregados: representa o esfor<;o cisalhante 

transferido pela superficie de contato entre a fissura, contato esse reduzido com 

progressivo aumento da abertura da fissura , implicando assim na redu<;ao da tensao 

de cisalhamento transferida, 

b) A<;ao de pino: consiste no movimento paralelo de partes de 

concreto entre as fissuras produzindo a transferencia de tensoes de cisalhamento 

atraves da armadura presente na regiao de fissurao;;ao, 

c) Enrijecimento a trao;;ao: ap6s a formao;;ao das pnme1ras fissuras, 

esforo;;os ainda sao transferidos gras:as a aderencia entre o concreto e o as:o, Mas com 

a eleva<;ao do carregamento, surgem novas fissuras secundarias, e dessa forma a 

tensao de tras:ao no concreto decresce gradualmente, 

Mesmo para o concreto simples, uma vez iniciada a fissurao;;ao, gras:as ao 

efeito de amolecimento a deformao;;ao, a tensao nao tende a zero abruptamente, mas 

sim gradativamente com o incremento da deformas:ao e de forma nao linear, como 

mostrado na Fig, 2,06, 

~ ----.. 
~ 

·"' o; 

E 
0 
z .. 
'2 
::; 
0 ... 
"' " {!< 

1.2 

Concreto de Alta Resist6ncia 

1.0 teste de trat;ao uniaxial 

0.8 I 
I 

I 
0.6 

I 0.4 

0.2 
I 

OL---~--~--~--~~-7~-7~~--~~--~---
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 

Oeforma~ Normalizada E t I E to 

FIGURA 2.06- Tras:ao media normalizada x deforma<;ao normalizada 

FONTE: MARZOUK, H. M., CHEN, Z. W. 1993. p.698. 
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Tratando-se do concreto arrnado, a forma descendente da curva cr x E esta 

relacionada a quantidade de armadura interceptada perpendicularrnente pelas 

fissuras. Assim sendo, ap6s a fissura<;:il.o a curva cr x E sera menos ingreme quanto 

maior a taxa de arrnadura do elemento estrutural. 

No trabalho desenvolvido por MARZOUK & CHEN (1993a) a curva crxE do 

concreto e discretizada em duas equa<;5es, sendo o trecho ascendente representado 

por uma equas:ao parab6lica: 

y =ax+ bx
2 

(2.47) 

Para o ramo descendente da curva empregou-se a expressil.o: 

X 
y 

a(x-l)~+x 
(2.48) 

As constantes a e J3 da equas:ao (2.48) estil.o relacionadas a taxa de arrnas:ao. 

No caso do concreto simples essas constantes sao iguais a 2,84 e I ,6655 

respectivamente, tornando as equa<;5es (2.47) e (2.48) como se segue: 

r ftk(2x x2
) X<) 

a,= ~ ftkx 

l xz 1 
a(x -1)13 + x 

(2.49) 

(2.50) 

Para as lajes em concreto de alta resistencia analisadas por MARZOUK & 

CHEN (1993a), empregou-se os seguintes pariimetros: a= 1,3863 e J3= 1,6655. 0 

emprego da equas:ao (2.49) acha-se intrinsecamente relacionado ao conhecimento 

dos valores de a e J3 de tal maneira que aquela equas:ao seja ajustada ao 

comportamento do elemento estrutural. A forma de obten<;il.o desses pariimetros (a e 

J3) nil.o foi apresentada pelo autor. 
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A referencia MARZOUK & CHEN (1993b) apresenta as mesmas abordagens 

que MARZOUK & CHEN (1993a), que empregaram os va1ores de a e ~ iguais a 

1,3863 e 1,6655, respectivamente. 

Estudos empreendidos por STEVENS eta! (1991), resultaram num modelo 

para representar a rela.yao constitutiva crxc que leva em considera.yao a taxa de 

arma.yao na sec;:ao de concreto atraves do parametro a, Fig.2.07. Nesse modelo a 

tensao a partir da fissura.yao e exponencialmente reduzida em func;:ao da deforma.yao, 

conforme expressao abaixo: 

p 
sendo a= c,~ 

onde: ~ em mm; 

C,= 75 (mm); 

'A = 270 
'.,fa 

("-t:::; 1000); 

f/f •• 

1 

0 2 4 6 8 
... 

10 
8, X 1000 

(2.51) 

(2.52) 

FIGURA 2.07- Diagrama de representa.yao da curva cr x c para concreto tracionado 
FONTE: Adaptado de STEVENS et al., 1991, p.51 
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Nessa referencia o modelo tambem e estendido para representar o 

comportamento biaxial do concreto. 

Em CHUNG & AHMAD (1994) a curva crxE e representada para o concreto 

simples conforme a expressao: 

(2.53) 

Em tratando-se do concreto armada sao indicadas as equa<;:oes ja vistas acima 

segundo STEVENS et a!. (1991 ). Entretanto, na referencia CHUNG & AHMAD 

( 1994), tal equa<;ao encontra-se com erro de publicayao. 

0 modulo de deforma<;ao longitudinal na tra<;ao E,, e adotado igual ao 

correspondente a compressao (Ec = 27,5 y 1.5 ..Jfu ). A deforma<;ao correspondente a 

maxima tensao de tra<;ao e indicada como se segue: 

(2.54) 

0 modelo apresentado por PRAKHYA & MORLEY(l990) exibe 

comportamento linear para o trecho ascendente da curva crxE. 

(2.55) 

A regiao descendente e representada por uma equa<;ao dependente de urn 

fator empirico ~~· Este fator que esta relacionado a algumas caracteristicas, tais como 

diametro das barras e taxa de armadura, quando assumido igual a 1 apresenta urn 

comportamento perfeitamente plastico. Para fatores ~~ maiores que I obtem-se 

diferentes formas para o trecho descendente da curva crxE; entretanto, para ~t->oc. o 

modelo leva a ruptura brusca, conforme ilustra a figura 2.08. 
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FIGURA 2.08 - Diagrama de representac,:ao da curva cr x E para concreto tracionado 

FONTE: PRAKHY A & MORLEY, 1990, p.599. 

& 
(para~' >1) 

£,/) 

(2.56) 

A representac,:ao da curva axE do concreto nao fissurado pelo BULLETIN 

D'INFORMA TION 190a CEB-FIP (1988) e constituida por dois trechos lineares 

ascendentes, conforme a figura 2.09. 0 primeiro trecho e definido ate o nivel de 90% 

da tensao maxima a trac,:ao t;k: 

(2.57) 

A partir daquele nivel de tensao a reta passa a ser descrita por: 

O.lf,k 
cr,=f,k-

09
f (0,00015-E,) 

0.00015--'----"'-
E, 

(2.58) 

? ? 
com: E, em (N/mm·) e f,k (N/mm·). 
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0.9f, 

0.15flk 

~--__... 

0.00015 w, w, w 

FIGURA 2.09 - Diagrama tensao x deformas;ao e tensao x abertura da fissura para o 

concreto sob tensao uniaxial. 

FONTE: BULLETIN D'INFORMA TION 190a CEB-FIP, 1988, p.2.17 

Para urn valor de tensao em que o concreto toma-se fissurado, o BULLETIN 

D'INFORMATION 190a CEB-FIP (1988) considera o modelo da mecanica da 

fratura: 

w 
cr, = ftk (1-0,85-) 

w, 

(
G, ;)0,95 

W _ G1 -22wc Ja 

I - (G, ;)0,95 
150 Ja 

(2.59) 

(2.60) 

(2.61) 
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TABELA 2.04- Valores de we em funyao do diametro maximo do agregado 

~max, agregado (mm) 

8 0,12 

16 0,15 

32 0,25 

FONTE: BULLETIN D'INFORMA TION 190a CEB-FIP, 1988, p.2.18 

2.3 Rela-;i'ies constitutivas para o a-;o 

Urn modelo bi-linear e apresentado por CHUNG & AHMAD (1994) para 

representar as relayoes constitutivas do ayo. 0 diagrarna tensao x deformayao (o-xs), 

e constituido por dois trechos. 0 primeiro, em regime elastico, e representado por: 

(2.62) 

0 segundo trecho: 

crs = Es' Es (2.63) 

fy 

FIGURA 2.10- Diagrarna tensao x deformayao do a9o 



3. METODOLOGIA DE PESQUISA 

3.1 Analise linear de estruturas pelo metodo dos elementos finitos 

A tecnica de analise de estruturas pelo metodo dos elementos finitos, que 

consiste em discretizar o continuo numa serie de elementos finitos interconectados 

em pontos nodais, pode ser vista em diversos livros que abordam o assunto, entre 

eles: ZIENKIEWICZ (1971) e COOK, MALKUS & PLESHA (1989). 

FORMULA<;:AO BASICA: 

0 vetor dos deslocamentos { u} de cada urn dos elementos acha-se associ ado 

ao vetor das incognitas nodais {v} atraves de func,ooes aproximadoras [rp]. 

{u} = [<p] {v} (3.1) 

As deformac,ooes em pontos de urn elemento podem ser expressas em termos 

das incognitas nodais. A relac,oao e estabelecida mediante uma matriz de deformac,ooes 

generalizadas [B] , composta das derivadas das func,ooes de forma. 

{t::} = [B] {v} 

A relac,oao tensao-deformac,oao para o elemento e expressa por: 

{cr} = [D] {t::} 

(3.2) 

(3.3) 

Na equac,oao anterior, [D] representa a matriz dos pariimetros eliisticos do 

material. Tratando-se de problemas onde a rede que discretiza o continuo e 

constituida por elementos unidimensionais, a matriz [D] toma-se igual ao modulo de 
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defonna9ao longitudinal ou modulo de Young E. Para os casos de estado plano de 

tensoes e material isotropico tem-se: 

1 u 0 
E 

[D]= -~u I 
(!- )0 0 

0 
1- u 

2 

onde: D representa o coeficiente de Poisson. 

(3.4) 

A substitui9ao da Eq. (3.2) em (3.3) resulta no vetor das tensoes em fun9ao do 

vetor das incognitas nodais: 

{cr} = [D] [B] {v} (3.5) 

0 trabalho virtual extemo associado ao deslocamento arbitrario virtual { v} e 

ao vetor das for9as nodais generalizadas { r}, que representa as a96es extemas e 

foryaS vo)umetricas, e dado por: 

- T 
We= {v} {r} (3.6) 

0 trabalho virtural realizado pelos esfor9os intemos e expresso por: 

(3.7) 

Transpondo-se a equa9ao (3.2), tem-se: 

(3.8) 

Substituindo a Eq. (3.8) em (3.7) resulta o trabalho virtual intemo dado por: 

(3.9) 

Levando a Eq. (3.5) em (3.9), tem-se: 

(3.1 0) 
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Da igualdade dos trabalhos virtuais extemo e intemo tem-se: 

{v}r {r} = {v}1 Ov [B]r [D] [B] dV) {v} (3.11) 

Cancelando-se os termos comuns, a Eq. (3.11) toma-se: 

{r} = [k] {v} (3.12) 

0 integrand a da igualdade (3 .11) e a matriz de rigidez do elemento 

representada por: 

[k] = ( fv [Bf [D] [B] dV) (3.13) 

Uma vez determinadas as matrizes de rigidez para cada elemento, e 

transformando-as para as coordenadas globais, essas seriio somadas 

sistematicamente, originando a matriz global da estrutura [K]. Agora, e passive! 

determinar o vetor dos deslocamentos nodais { v}, em fun9iio do vetor das a96es 

nodais equivalentes {R} e da matriz global da estrutura, mediante a expressiio: 

{R} = [K] {v} (3.14) 

E, finalmente, obtem-se a tensiio em pontos de cada elemento que forma a 

estrutura: 

{cr} = [D] [B] {v} (3 .15) 

3.2 Solu~ao do problema nao-Iinear 

A solu9iio de problemas lineares pelo metoda dos elementos finitos, modelo 

de deslocamentos, e obtida resolvendo-se a Equa9iio (3.14). 

Todavia, para problemas niio-lineares, niio e mais passive! obter-se a solu9iio 

diretamente atraves dela, pois a matriz de rigidez depende dos deslocamentos e, 

portanto, ela niio pode ser exatamente formada antes que os deslocamentos sejam 

determinados. 
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Uma mane1ra de resolver esse problema e atraves de urn processo 

incremental-iterativo, em que se busca uma configura<;ao de equilibria da estrutura 

para uma carga externa. 

A equa<;ao de equilibria correspondente pode ser expressa por: 

{R}- {P} = 0 (3.16) 

sendo {P} o vetor de cargas nodais equivalentes internas dado por: 

{P} = f[B]'{CT}dV (3 .17) 
v 

onde { CT} e o vetor de tensoes que satisfaz as rela<;oes constitutivas dos materiais. 

No processo incremental-iterativo o vetor {P}, que depende dos 

deslocamentos { v}, tern que ser aproximado em sucessivas itera<;6es (para cada 

incremento) ate que a Equa.;ao 3.16 seja satisfeita. 

Esse processo incremental-iterativo pode ser descrito resumidamente da 

seguinte forma: 

a) supondo que a solu<;ao correspondente ao incremento n-1 seja conhecida, 

isto e, o vetor de incognitas nodais {v} ".
1 

- que para o caso tratado neste trabalho 

coincide com o vetor dos deslocamentos, para uma configura.;ao de equilibria da 

estrutura tenha sido obtido, o passo seguinte consiste em encontrar para o incremento 

n a nova posi<;ao de equilibria . 

Essa posi<;ao e dada por: 

{R}"- {P}" = 0 (3 .18) 

b) o vetor dos deslocamentos { ~ v}" correspondente a essa nova configura.;ao 

de equilibria pode ser aproximado por: 

(3.19) 

sendo [K]"-
1 

a matriz de rigidez algoritmica tangente correspondente ao incremento 

n-1. 



c) Os deslocamentos para o incremento n sao dados por: 

{v}" = {v}n-I + {ilv}" 
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(3.20) 

Com esses valores de deslocamentos pode-se obter o novo vetor de cargas 

nodais internas {P}" atraves de (3 .17). 

d) substituindo {P}" em (3.18) esta equas:ao deveria ser satisfeita. Porem, 

como para cada incremento a solus:ao e linearizada, a Equas:ao (3.18) fornece urn 

residuo: 

{F}" = {R}"- {P}" ot 0 (3.21) 

0 vetor {F}" representa fors:as nodais desequilibradas que sao reaplicadas a 

estrutura. 

Assim, em cada incremento de carga, e preciso recorrer a iteras:oes para, em 

operas:oes sucessivas, encontrar o vetor de deslocamentos { v}" que mais se aproxima 

da solus:ao exata, como mostra a Fig. (3.01) para urn sistema unidimensional. 

Carregamentos 

t 

P" 
' 

v~' v" 
-~-------. 

Deslocamentos 

FIGURA 3.01 - Processo incremental-iterative para sistema unidimensional 
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Assim, o processo iterativo corresponde a resolver a equa9ao (3,1 9), 

sucessivamente, obtendo para a itera9iio i, da equa((ao: 

ovetor {L\.v};'. 

A configura((aO atualizada e dada por: 

{v} ;' = {v} ;~, + {L\v} ;' 

(3,22) 

(3.23) 

Esses ciclos corretivos continuam ate que as cargas residuais e os 

deslocamentos incrementais sejam suficientemente pequenos, isto e, ate que a 

equa<;ao de equilibrio (3.18) seja satisfeita dentro de adequada precisao. 

Diferentes criterios tern sido empregados para verificar a convergencia da 

soiu((ao e estabelecer qual matriz [K] ;~, deve ser utilizada no processo iterativo, 

como se mostra no item seguinte. 

No exemplo abordado adotou-se a matriz de rigidez tangente correspondente 

a ultima configura<;ao conhecida. 

Esse procedimento e conhecido como metodo de Newton-Raphson. 

3.3 Niio-Iinearidade aplicada ao concreto 

0 comportamento nao-linear das estruturas de concreto esta associado a nao

linearidade geometrica da estrutura e/ou nao-linearidade fisica do material. A 

primeira forma e decorrente de efeitos de segunda ordem ou de perda de estabilidade 

da estrutura, enquanto que a nao-linearidade fisica, tambem denominada nao

linearidade material, e procedente da fissura9iiO do concreto, rela<;oes tensao

deforrna((ao nao-lineares, aderencia do concreto e a9o, engrenamento dos agregados, 

deforma((ao lenta, temperatura e hist6ria do carregamento. Carregamentos repetidos 

de natureza ciclica e o ritmo de deforrnas;ao afetam as propriedades materiais, 

levando a uma progressiva fissuras;ao do concreto e por sua vez a falha de aderencia 

entre esse ultimo com o as;o. 
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0 efeito da niio-linearidade fisica de estruturas de concreto pode ser analisado 

atraves de processo iterative, conforme apresentado pelo STATE-OF-THE

ART ... (1982) e resumidarnente descrito no item 3.2, que considera as seguintes 

tecnicas de solu~iio iterativa: 

(a) metodo da rigidez algoritmica inicial; 

(b) metodo da rigidez algoritmica secante; 

(c) metodo da rigidez algoritmica tangente; 

Essas tres tecnicas sao representadas esquematicarnente na Figura abaixo, 

onde, para quaisquer elementos, considera-se a rela~iio cr x E niio-linear na 

compressiio e linear na tra~iio. 

1 3 

v 

cr --+ comp. 

3 

v 

0 

v 

-e 

(a) rigidez algoritmica inicial (b) rigidez algoritmica secante (c) rigidez algoritmica tangente 

FIGURA 3.02- Tecnica iterativa para analise niio-linear. 

FONTE: STATE-OF-THE-ART...(l982), 1987. p.17. 
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0 procedimento de analise com os tres metodos sao semelhantes, 

diferenciando-se no enfoque que se da a matriz de rigidez empregada na formao;;ao do 

sistema de equao;;oes relativo a cada iterao;;ao. 

Dentre os tres metodos abordados acima verifica-se que a convergencia se faz 

mais rapida para 0 metodo da tangente, sendo 0 metodo da rigidez algoritmica inicial 

o mais Iento dentre eles. No entanto, a vantagem apresentada por esse ultimo metodo 

e a de que a matriz de rigidez algoritmica da estrutura [K], nao sofre reformulao;;ao 

para cada iterao;;ao. 

Em estruturas de concreto armado a formao;;ao e a propagao;;ao de fissuras 

implicam diretamente na resposta foro;;a x deslocamento. Assim, para que o 

carregamento total seja alcano;;ado, emprega-se usualmente urn procedimento de carga 

incremental. Para cada nivel de incremento de carga determina-se o correspondente 

incremento de deslocamento, empregando-se uma das soluo;;oes iterativas da Figura 

(3.02). 

Para o concreto de alta resistencia, a convergencia, quando da resoluo;;ao dos 

sistemas nao-lineares, faz-se mais rapidamente que para o concreto de resistencia 

normal. Isso, explica-se em razao das formas das curvas cr x E serem mais ingremes 

quanto maior a resistencia do concreto, ou seja, apresentam-se com nao-linearidade 

menos acentuada. 

3.4 Representa~iio do mecanismo de fiss11ra~iio 

0 mecanisme de formao;;ao das fissuras decorrente da micro-fissurao;;ao 

progressiva e tambem pela perda de aderencia, que caracterizam o comportamento da 

nao-linearidade do material, no metodo dos elementos finitos, e comumente 

considerado sob dois modelos distintos: com fissuras discretas ou com fissuras 

distribuidas. 

Para o modelo com fissuras discretas o fen6meno da fissurao;;ao e representado 

mediante descontinuidade da estrutura. Inicialmente, nesse modelo, a fissura era 

fixada exclusivamente na direo;;ao formada pelos !ados adjacentes dos elementos 
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finitos. Entretanto, em alguns modelos mais recentes as fissuras discretas acham-se 

inseridas dentro dos elementos. 

Os modelos com fissuras distribuidas apresentam ma1s facilidade de 

aplicac,:ao, uma vez que as fissuras ficam inteiramente distribuidas no elemento ou 

caminham atraves de seus pontos de integrac,:ao. 

A fissurac,:ao modelada por fissuras distribuidas atraves dos elementos tern 

sido mais difundida, embora a continuidade assumida para os deslocamentos nao 

retratem fielmente a real descontinuidade ocorrida no elemento estrutural. No 

entanto, a melhor representac,:ao para o processo de fissurac,:ao faz-se atraves das 

fissuras discretas, as quais modelam o fenomeno diretamente pela descontinuidade 

do material. A necessidade da reforrnulac,:ao da rede de elementos finitos a medida 

em que as fissuras se expandem, toma a implementac,:ao computacional desse modelo 

mais complexo quando comparado as fissuras distribuidas, como descrevem 

D' A VILA & CAMPOS FILHO (1995). Mencionou-se nessa ultima citac,:ao a 

mecdnica da fratura como ferramenta de suma importilncia para a analise de 

estruturas em CAR e/ou grandes dimensoes. 

3.5 A escolha das rela~iies constitutivas 

Dentre as diversas expressoes anteriorrnente citadas para as relac,:oes 

constitutivas do concreto, tanto a compressao quanto a trac,:ao, buscaram-se aquelas 

que melhor se ajustam aos dados experimentais disponiveis. Para essa analise, 

empregou-se o programa computacional CURV ASJS, elaborado em linguagem 

Pascal, que apresenta resultados numericos para os diversos modelos de tensao x 

deforrnac,:ao. Esses resultados numericos sao comparados graficamente com os dados 

experimentais disponiveis. 

As curvas cr x s te6ricas para o -::oncreto solicitado a compressao representam 

os modelos propostos por AHMAD & SHAH (1985) e ALMUSALLAM & 

ALSA YED (1995). Uma verificac,:ao desses dois modelos, comparando-se con juntos 

de pontos experimentais do concreto a compressao, apontou o modelo de AHMAD & 

SHAH (1985) como aquele que melhor representa a forma da curva cr x s do concreto 
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a compressao. Os dados experimentais empregados para tal analise correspondem as 

seguintes classes de resistencia: (61,54 e 87,79 MPa), (48,53 e 83,33 MPa) e (50,37 e 

71,85 MPa), extraidos das respectivas referencias: AHMAD & SHAH (1985), 

ALMUSALLAM & ALSAYED (1995) e AHMAD & SHAH (1982). Em anexo, 

encontram-se alguns resultados dessa verificas:ao. 

Para representar o concreto solicitado a tras:ao foram implementadas em 

CURVASJS rotinas de calculo fundamentadas nas seguintes referencias: 

MARZOUK & CHEN (1993a), STEVENS eta! (1991) e PRAKHYA & MORLEY 

(1990). Os modelos apresentados por MARZO UK & CHEN (1993a) e PRAKHY A 

& MORLEY (1990) sao dependentes de parilmetros que devem ser adotados em 

razao da taxa de armas:ao da ses:ao de concreto. Ja para a proposta de STEVENS eta! 

( 1991 ), a taxa de armas:ao esta diretamente incorporada as expressoes. Neste ultimo 

modelo, atraves da equas:ao proposta pelos autores, o primeiro trecho da curva a x £ 

nao se ajusta as curvas obtidas em experimentos. Assim sendo, adotou-se a forma 

parab6lica para esse trecho (ascendente). No entanto, a partir da deformas:ao £,0 acha

se mantida a expressao (2.51) proposta por STEVENS eta! (1991), representando a 

forma descendente da curva ax £ do concreto. 

Na analise para o comportamento do CAR solicitado a tras:ao, basearam-se 

nos resultados experimentais normalizados apresentados por MARZOUK & CHEN 

( 1993a). As classes de resistencia it compressao consideradas foram as seguintes: 

48,53; 61,54 e 83,33 MPa para as quais adotou-se o concreto sem armadura (p=O,O) 

e concreto com taxa de armadura igual it 1%. Podem ser vistos em anexo alguns 

exemplos e resultados referentes ao exposto acima. 

3.6 Elemento finito de viga 

0 elemento finito adotado para discretizar a viga, que foi introduzido no 

programa ROOF, e linear com dois n6s e seis graus de liberdade nodais: tres 

translas:oes e tres rotas:oes, conforme ilustra a Fig. (3.03-a). Cada elemento finito 

tern se9ao transversal subdividida em camadas horizontais e verticais, Fig. (3.03-b). 
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Dessa maneira, faz-se possivel uma investiga~ao mais ampla, nao se restringindo 

apenas aquelas informa~5es contidas sobre o eixo baricentrico da viga. 

As fun~5es aproximadoras para os graus de liberdade independentes sao da 

forma: 

U = (l-T])U1 + T]U2 (3.24) 

2 3 2 3 3 2, 3 2-, 
v = (l-3T] +2T] )v1 + (3T] -2T] )v2 + (TJ -2T] jlpy 1 + (TJ -2T] Y:4>y2 (3.25) 

23) 23 32 32 w=(l-3T] +2T] w1+(3TJ -2T] )wz +(TJ -2T] Y4>zt +(TJ -2T] jlpz2 (3.26) 

(3.27) 

sendo 11 = x/1, 4>Y = dw/dx e 4>z = dv/dx. 

z 

filamentode 

-~ 
concreto i 

.. z • ...-
z,i lZa 

,.Y 

w,+. w, 
v, 

y 

~/!V, t?! % X 

.1f u, /f u, filament a 
~~' t! ~z1 ¢l;<l lfla de ace • 

------+-

FIGURA 3.03- a) Elemento finito de viga b) se~ao transversal da viga dividida 

com os graus de liberdade em filamentos 

nodais 
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A se<;ao transversal da viga e dividida em ny filamentos na dire<;ao y e nz 

filamentos na dire<;ao z, alem de contar com ns filamentos que representam as barras 

da armadura. 

Supoe-se que cada filamento esta sob estado uniaxial de tensao e deforma<;ao. 

A deforma<;ao em pontos de filamentos fora do eixo baricentrico da se<yao, 

com a considera<;ao de pequenos deslocamentos pode ser escrita como: 

2 2 

dw dv 
E =Eo- Z dx' - y dx' (3.28) 

Admite-se que a tor<;ao nao provoque deforma<;ao longitudinal no filamento. 

A rela<;ao entre tensao e deforma<;ao num ponto generico do concreto ou do 

a<;o tern a forma: 

a=Es (3.29) 

Em forma matricial a igualdade (3.28) toma-se: 

lio 

s={s}={Z}; ={z}{D}} (3.30) 

x, 

onde {Z} = {1 zOy} e {x} = {XyX xJT 

A deforma<yao E, tendo em vista a igualdade (3.2), assume a forma: 

{s} = {Z} [B) {v} (3.31) 

0 vetor de tensoes, conforme (3 .5), fica, agora, explicitado por: 

{a}= [D) {Z} [B) {v} (3 .32) 

0 trabalho virtual intemo dado por (3.7), substituindo ai as igualdades (3.31) 

e (3.32) fica sendo: 

(3.33) 
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Da igualdade dos trabalhos virtuais intemo e externo, ver igualdades (3.11) e 

(3.12), resulta: 

{r} = f [B]T {Z} T [D] {Z} [B] dV {v} 
v 

(3 .34) 

de onde obtem-se: 

{r} = [klc {v} (3.35) 

sendo [k ], a matriz de rigidez de urn filamento de concreto do elemento finito 

unidimensional. Essa matriz pode ser escrita como: 

(3.36) 

No caso em questiio [D] e uma matriz formada por urn (mico elemento: E,. 

Assim, a integral dupla resulta em uma matriz quadrada dada por: 

L'l yL\ 1 - 0 2. i L'l 21'>, L'l, 
2 ' ' 

Y2 ::2 

E, f f{Z} 1
{Z}dydz=E, 

1 - I , 0 1 - -
2L'ly L'l, 31'>, ~'>y 4 ~'>y L'l, 

(3.37) 

0 0 G'I, 0 

2. i L'l 
I - - 0 ! i L'l 

' 
4L'l,L'l, 

' 2 v 3 ' 

= = 

S==z~-z~; ily=yi-y~; Ll:=z~-z~ 

G = G!E,. 
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Para o ac;o essa integral resulta: 

1 z.\· 0 y, 

z.\· 
2 

z.\· 0 YsZ,\. 

0 0 G"l, 0 

y, YsZ.\. 0 
2 

Y., 

com G" = G!Es; 

A matriz de rigidez do elemento finito e obtida somando a matriz de rigidez 

de todos os filamentos ao Iongo da altura da sec;ao: 

n,, n n 

[k]e= 2::! [k]c + :t [k]s (3.38) 
iee] j=] fll;] 

3.7 Adapta\!liO do programa ROOF 

Para a obtenc;ao dos resultados numericos do comportamento estrutural em 

vigas de concreto de alta resistencia, inicialmente foi mantido o modelo 

implementado no programa ROOF desenvolvido por ASSAN (1989), o qual 

considera o efeito de transmissao de esforc;os de trac;ao para o concreto fissurado. 

Para isso, a conformac;ao do ramo descendente da curva cr x E, representado por uma 

reta, acha-se atrelado a dois parfunetros up e ~P que ajustam o modelo proposto por 

FIGUEIRAS
1

. 0 parfunetro up e urn multiplicador da tensao f1b que define a queda 

da parte descendente do diagrama tensao x deformac;ao do concreto tracionado; ~P e 

o fator que multiplica a deformac;ao s1 e define o comprimento da parte decrescente 

do diagrama tensao x deformac;ao do concreto tracionado. 

1
FIGUEIRAS, J. A. Ultimate load analysis of anisotropic concrete plates and shells. PhD Thesis, 

1983, University College of Swansea, Swansea, UK. 
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FIGURA 3.04- Representa<;iio do diagrama cr x E em fun<;iio dos parfunetros aF e f3F 

0 modelo tambem considera a situa<;iio de descarregamento de tal forma que 

se isso ocorrer sera definido urn novo modulo de deforma<;iio longitudinal E1• Por 

esse modelo sera verificada a importiincia de se considerar o efeito de transferencia 

de esfor<;os atraves do concreto apos sua fissura<;iio. 

Numa fase seguinte realizaram-se altera<;6es nas subrotinas do programa 

ROOF visando adapta-lo ao novo material (CAR). As principais mudan<;as realizadas 

deram-se para aquelas express6es que representam as rela<;6es constitutivas do 

material. Essas express6es, tais como: modulo de deforma<;iio longitudinal do 

concreto, deforma<;iio correspondente a maxima tensao, equa<;6es para as curvas 

tensao x deforma<;iio tanto para o CAR solicitado a compressao quanta a tra<;:iio 

foram selecionadas pela analise dos resultados obtidos anteriormente em 

CURVASJS. Assim sendo, o modelo proposto por AHMAD & SHAH (1985) passou 

a representar o concreto solicitado a compressao, e o modelo de STEVENS et al. 

(1991), adaptado conforme vista no item 3.5. para a solicita<;iio de tra<;iio. 

A analise estrutural em ROOF e fundamentada na tecnica do metoda dos 

elementos finitos, onde a solu<;:iio de sistemas nao-Iineares resultantcs da nao

linearidade fisica do concreto faz-se atraves da tecnica incremental-iterativa 
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utilizando o metodo de Newton-Raphson, atualizando a matriz de rigidez algoritmica 

a cada iteras:ao, Fig. (3.02-c). 

A estrutura e carregada mediante incrementos de carga e, para urn dado nivel 

do carrcgamento procede-se com a tecnica iterativa ate que haja convergencia para 

deslocamento ou para carregamento. Tal convergencia e verificada quando dentro de 

urn erro previamente estipulado, e para o corrente carregamento, o equilibria e 

alcan<;:ado. 

Ocorrida a convergencia, o nivel de carregamento anterior sera atualizado por 

urn incremento de carga e o processo iterativo novamente aplicado. Seguindo-se 

dessa forma, a ana!ise sera finalizada quando para urn deterrninado nivel de 

carregamento nao ocorra mais a convergencia dos resultados. 

Para cada itera<;:ao, correspondente a urn deterrninado nivel de carregamento, 

obtem-se como resultados numericos: os deslocamentos nodais, tensao e deforrnas:ao 

do a<;:o e concreto. Para cada camada dentro de cada elemento descrevem-se 

informa<;:5es sobre o processo de fissuras:ao do concreto. Inforrna<;:5es tais como: 

forrna<;:ao e fechamento das fissuras sao de fundamental importancia para o 

mapeamento desse processo que possibilita uma comparas:ao com resultados obtidos 

em ensaios de laborat6rio. 

0 processo de fissura<;:ao do concreto encontra-se representado pelo modelo 

de fissuras distribuidas, as quais caminham atraves dos pontos de integras:ao (pontos 

de Gauss), em cada urn dos elementos finitos que representam o continuo. 

Os efeitos dependentes do tempo tais como: deformas:ao lenta, retras:ao, 

temperatura e hist6ria do carregamento nao serao considerados na presente pesquisa. 



4. EXEMPLOS 

4.1 PRIMEIRO EXEMPLO 

4.1.1 Descri~;ao dos dados e resultados experimentais 

Os resultados experimentais da viga VR1 de CAR apresentados por PINTO 

JUNIOR ( 1992 ), retratados de forma clara e objetiva, serao doravante empregados 

para analise do modelo numerico. 

A viga denominada VR1 com sevao transversal de 15x30 em, bi-apoiada com 

distilncia entre seus apoios igual a 3 metros e contendo como armadura principal 3 

barras com difunetro de 12,5 mm, foi carregada em dois pontos localizados nos ter9os 

de seu comprimento, conforme Fig. 4.01. As caracteristicas do concreto e a9o sao as 

seguintes: 

fck = 71,3 MPa; 

Ec = 49000 MPa; 

f,k = 4,37 MPa; 

f = 485 MPa· 
y ' 

Es = 207868 MPa; 

0 procedimento de aplica91io das cargas fez-se atraves de incrementos de 5 

kN ate atingir o nivel de 25 kN, que corresponde a carga te6rica de fissuravao. Em 

seguida passou-se a 30 kN e a partir dai os incrementos passaram a I 0 kN. 

Quando o carregamento alcan((OU urn nivel igual a 90 kN, caracterizou-se a 

ruptura do concreto, havendo arboriza9ao das fissuras, seguida de queda do 
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carregamento e estabiliza<;:ao em 87,2 kN. Observou-se en tao para esse ultimo nivel 

de carga urn deslocamento vertical igual a 29,2 mm. 0 valor te6rico da carga ultima 

foi apresentada igual a I 00 kN. Resultados do ensaio, tais como: deslocamentos 

verticais e panorama de fissura<;:ao para cada nivel de carregamento encontram-se 

registrados em PINTO JUNIOR (1992). 

4.1.2 Arquivo de entrada para a viga VRl 

Em virtude da simetria da viga e carregamento, empregou-se apenas a metade 

da viga VR1. Observadas todas as condi<;:oes de contomo, e ap6s varios testes 

adotou-se uma rede com 18 elementos finitos e I 0 camadas horizontais. Apesar da 

possibilidade de obter-se inforrna<;:oes para ate 3 pontos de integra<;:ao nurnerica para 

cada elemento finito que discretiza o continuo, fixou-se esse nilmero em 1, situado no 

centro de gravidade do elemento finito, por serem irrelevantes as diferen<;:as entre os 

resultados obtidos para 2 ou 3 pontos. 

0 parfunetro f3F foi adotado igual a 20 de tal forma que o trecho descendente 

da curva cr x E para o concreto tracionado fosse amplamente envolvido na analise 

nurnerica. Adotou-se para o parfunetro aF os seguintes val ores: (0), (0, I), (0,5) e 

(1 ,00), com a finalidade de ser verificado o comportamento do trecho decrescente da 

curva da Fig. 3.04. 

Buscando-se simular as condi<;:oes de carregamento da estrutura em 

laborat6rio, it viga foram aplicados incrementos correspondentes itqueles valores 

empregados no ensaio. 

4.1.3 Resultados da viga VRl 

A tabela 4.01 apresenta os respectivos deslocamentos verticais, em milimetro, 

para cada nivel de carregamento. Em sua penultima coluna tem-se expressos os 

valores para o modelo apresentado por STEVENS eta!. (1991). 



TABELA 4.01- Deslocamentos verticais da viga VRl 
DESLOCAMENTOS VERTICAlS (mm) 

modelo num6rico 
a, 

INCREMENTO CARGA 
2xP (kN) 0,00 0,10 0,50 1.00 

I 5 0,1969 0,1969 0,1969 0,1969 

2 10 0,3924 0,3924 0,3924 0,3924 

3 15 0,5875 0,5875 0,5875 0,5875 

4 20 1,4976 1,4138 1,0008 0,8235 

5 25 2,1961 2,0858 1,5822 1,1643 

6 30 2,9053 2,7846 2,2286 1,6223 

7 40 4,0686 3,9558 3,4077 2,6386 

8 50 5,3396 5,2301 4,7241 3,9060 

9 60 6,5519 6,4760 6,0940 5,3622 

10 70 7,8486 7,8092 7,4371 6,8844 

II 80 9,1615 9,1506 8,8821 8,5123 

12 87.2 10,2126 10,2083 10,0381 9,8006 

13 90 - - - -
14 95 - - - -

15 100 - - - -
16 105 - - - -

ADAPT ADO 
COMMODELOS 

AHMAD( I 985) e 
STEVENS(I991) 

0,1969 

0,3924 

0,5875 

0,8103 

1,1092 

1,5042 

2,3520 

3,3672 

4,4463 

5,6070 

6,8290 

7,7790 

8,3231 

9,0927 

9,8717 

10,6500 

EXPERIMENTAL 

0,370 

0,800 

0,970 

1,095 

3,270 

4,180 

5,995 

7,878 

9,345 

11,093 

12,880 

29,203 

-
-
-
-

(J> 

w 
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As figuras 4.02 e 4.03 foram extraidas de PINTO JUNIOR (1992) e 

representam as curvas carga x deslocamento obtidas em ensaios da viga VRI. A 

essas foram acrescentados os resultados constantes na tabela 4.01, obtidos atraves do 

programa ROOF. 

As figuras 4.04 a 4.18 representam o panorama de fissura((ii.O da viga para 

cada estagio de carregamento. Assim, a primeira metade da viga reproduz a evolu((iio 

das fissuras vistas em ensaio. A outra metade retrata os resultados que foram 

determinados mediante programa ROOF. 
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FIGURA 4.01 - Caracteristicas e esquema de carregamento da viga VRI 

FONTE: PINTO JUNIOR (1992), p. 3.41 
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FIGURA 4.02- Deslocamentos verticais da viga VRI(modelo: parfunetros aFe 13F) 

FONTE: Adaptado de PINTO JUNIOR (1992), p. 3.65. 
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FONTEr Adaptado de PINTO JUNIOR (1992), p. 3.65. 
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FIGURA 4.04- Evolu.,:ao da fissura.,:ao (modelo com aF = 0,00) 

FONTE: Adaptado de PINTO JUNIOR (1992), p. 3.69. 
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FIGURA 4.05 - Evolu<;ao da fissura<;ao (modelo com a 1 = 0,00) 

FONTE: Adaptado de PINTO JUNIOR (1992), p. 3.69. 
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FIGURA 4.06- Evolu<;:ao da fissura<;:ao (modelo com aF = 0,00) 

FONTE: Adaptado de PINTO JUNIOR (1992), p. 3.69. 
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FIGURA 4.07- Evoluviio da fissura91io (modelo com aF = 0,10) 

FONTE: Adaptado de PINTO JUNIOR (1992), p. 3.69. 
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FIGURA 4.08- Evolu91io da fissura91io (modelo com aF = 0,10) 

FONTE: Adaptado de PINTO JUNIOR (!992), p. 3.69. 
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FIGURA 4.09- Evoluyi'io da fissurayi'io (modelo com aF = 0,10) 

FONTE: Adaptado de PINTO JUNIOR (1992), p. 3.69. 
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FIGURA 4.10 - Evolus;ao da fissuras;ao (modelo com aF = 0,50) 

FONTE: Adaptado de PINTO JUNIOR (1992), p. 3.69. 
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FIGURA 4.11 - Evolu9iiO da fissura9iio (modelo com aF = 0,50) 

FONTE: Adaptado de PINTO JUNIOR (1992), p. 3.69. 
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FIGURA 4.12- Evolw;:ao da fissura9ao (modelo com aF = 0,50) 

FONTE: Adaptado de PINTO JUNIOR (1992), p. 3.69. 
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FIGURA 4.13- Evoluyao da fissura9ao (modelo com aF = 1,00) 

FONTE: Adaptado de PINTO JUNIOR (!992), p. 3.69. 
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FIGURA 4.14- Evoluc;ao da fissurac;ao (modelo com aF = 1,00) 

FONTE: Adaptado de PINTO HJNIOR (1992), p. 3.69. 
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IP IP 2P= 25 kN 

IP I IP 2P=30kN 

IP IP 2P=40 kN 

FIGURA 4.16 - Evoluyao da fissura91io (modelo de AHMAD e STEVENS) 

FONTE: Adaptado de PINTO JUNIOR ( 1992), p. 3.69. 
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FIGURA 4.17- Evolus;ao da fissuras;ao (modelo de AHMAD e STEVENS) 

FONTE: Adaptado de PINTO JUNIOR (I 992). p. 3.69. 
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FIGURA 4.18- Evolw;:ao da fissura9ao (modelo de AHMAD e STEVENS) 

FONTE: Adaptado de PINTO JUNIOR ( 1992), p. 3.69. 
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4.2 SEGUNDO EXEMPLO 

4.2.1 Descrit;lio dos dados e resultados experimentais 

Neste exemplo trata-se de uma serie de vigas em concreto de alta resistencia, 

cujos resultados experimentais encontram-se em SHIN, GHOSH & MORENO 

(1989). 

Em todos os casos, as vigas apresentavam as mesmas caracteristicas 

geometricas e esquemas de carregamento, conforme ilustra a figura 4.19. Entretanto, 

variavam-se os difunetros das armaduras longitudinais dispostas em nfunero de 

quatro para cada uma das vi gas. Os estribos empregados com difunetros iguais a 1 0 

mm em dois padroes de espao;:amentos (7,6 e 15,2 em). 

A tabe1a ( 4.02) reproduz as informao;:oes para as vi gas a serem analisadas pe1o 

modelo numerico e suas denominao;:oes aqui empregadas sao as mesmas constantes 

na referenda acima. 

T ABELA 4.02 - Caracteristica das vigas - SEGUNDO EXEMPLO 
viga (k earga A, longitudinal d espa9o f,k E, 

maxima cp Ps {A/bd) 
estribos $ l 0 

(MPa) (kN) (mm) (em) (em) (MPa) (MPa) 

B3Pl2 104,0 48,71 4tj> 10 0,0037 25,1 15,2 5,51 40756,29 

B3P21 99,9 53,82 4tj> 10 0,0037 25,1 7,6 5,40 40076,63 

B5Pll 103,0 86,74 4tj> 16 0,0105 24,9 15,2 5,48 40587,67 

B9PII 103,0 217,95 4tj>29 0,0350 24,1 15,2 5,48 40587,67 

C3Pll 84,3 42,70 4tj> 10 0,0037 25,1 15,2 4,96 37380,88 

C5PII 84,3 86,29 4tj> 16 0,0105 24,9 15,2 4,96 37380,88 

C9Pll 84,3 215,73 4tj>29 0,0350 24,1 15,2 4,96 37380,88 

FONTE: Adaptada de SHIN, GHOSH & MORENO, 1989, p.396. 

4.2.2 Arquivo de entrada para as vigas 

Devido a simetria das vigas, modelou-se apenas a metade de seu 

comprimento com 15 elementos finitos e 10 camadas horizontais. Aqui tambem 

fixou-se o nfunero de pontos de integrao;:ao numerica para cada elemento finito igual 

al. 
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0 processo iterativo do programa ROOF fez-se com os modelos de AHMAD 

& SHAH (1985) e STEVENS et a!. (1991 ), apresentados anteriormente. Para efeito 

do carregamento incremental, a serie foi dividida em dois blocos. As vigas C3P11, 

C5P11, B3P11, B5P11, B3P12 e B3P21 as quais aplicou-se 5 kN para cada nivel de 

carregamento e 10 kN para as vigas B9Pll e C9Pll. 

4.2.3 Resultados das vigas 

Os deslocamentos verticais obtidos atraves de ROOF para cada estagio de 

carga acham-se nas tabelas (4.03) e (4.04). 

T ABELA 4.03 - Deslocamentos verticais obtidos atraves do programa ROOF 
DESLOCAMENTOS VERTICAlS (mm) 

NIVELDE viga 

INCREMENTO CARREGAMENTO B3PI2 B3P21 BSPII C3PII CSPII 

2xP (kN) 

1 5 0,2228 0,2257 0,2129 0,2417 0,2261 

2 10 0,4442 0,4502 0,4317 0,4819 0,4515 

3 15 0,6670 0,6744 0,6551 0,7223 0,6743 

4 20 0,9127 0,9255 0,9014 1,0185 0,9185 

5 25 1,2604 1,2870 1,2347 1,4656 1,2715 

6 30 1,7793 1,8307 1,7014 2,1665 1,7336 

7 35 2,5390 2,6050 2,3156 3,1311 2,3106 

8 40 3,5237 3,6438 3,0775 4,3424 2,9789 

9 45 4,7029 4,8823 3,9332 5,7495 3,7226 

10 50 6,0650 6,2883 4,8804 7,2743 4,5275 

11 55 . - 5,9058 - 5,3667 

12 60 - - 7,0144 - 6,2240 

13 65 - - 8,1680 - 7,1034 

14 70 - - 9,3809 - 8,0025 

15 75 - - - - 8,9228 

16 80 - - - - -
carga maxima experimental (kN) 48,71 53,82 86,74 42,70 86,29 



TABELA 4.04- Deslocamentos verticais obtidos 

atraves de ROOF 
DESLOCAMENTOS VERTICAlS (mm) 

NIVELDE viga 

INCREMENTO CARREGAMENTO B9PII C9PII 

2xP (kN) 

1 10 0.3077 0.3277 

2 20 0.6137 0.6541 

3 30 0.9416 1.0178 

4 40 1.3683 1.5040 

5 50 1.8992 2.0818 

6 60 2.4876 2.7153 

7 70 3.1191 3.3858 

8 80 3.7783 4.0737 

9 90 4.4560 4.7747 

10 100 5.1454 5.4892 

II 110 5.8468 6.2060 

12 120 6.5517 6.9327 

13 130 7.2619 7.6632 

14 140 7.9756 8.3978 

15 150 8.6900 9.1343 

16 160 9.4066 9.8732 

17 170 10.1209 10.6039 

18 180 10.8417 I 1.3411 

19 190 11.5646 -
20 200 - -

carga maxima experimental (kN) 217,95 215,73 

75 

Os resultados numericos vistos acima, acham-se plotados nas figuras 4.20 a 

4.26 possibilitando, assim, a compararyao dos resultados do modelo com os resultados 

experimentais apresentados por SHIN, GHOSH & MORENO (1989). Nao sen\ 

apresentado neste trabalho o panorama das fissuras:oes para as vigas em estudo, uma 

vez que tais resultados de laborat6rio foram esquivados na referencia acima citada. 
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FIGURA 4.19- Caracterfsticas e esquema de carregamento- vigas segundo exemplo 

FONTE: Adaptado de SHIN, GHOSH & MORENO (1989), p. 396. 
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FIGURA 4.20- Deslocamentos verticais- viga B3P21 (modelo: AHMAD e STEVENS) 

FONTE: Adaptado de SHIN, GHOSH & MORENO (1989), p, 398 
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FONTE: Adaptado de SHIN, GHOSH & MORENO (1989), p. 398. 
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FIGURA 4.22 - Deslocamentos verticais- viga B5Pll 

(modelo: AHMAD e STEVENS) 

FONTE: Adaptado de SHIN, GHOSH & MORENO (1989), p. 397. 
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FIGURA 4.24- Deslocamentos verticais- viga C3Pll 

(modelo: AHMAD e STEVENS) 

FONTE: Adaptado de SHIN. GHOSH & MORENO (1989), p. 398. 
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FIGURA 4.25 - Deslocamentos verticais- viga CSPII 

(modelo: AHMAD e STEVENS) 

FONTE: Adaptado de SHIN, GHOSH & MORENO (1989), p. 398. 
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4.3. TERCEIRO EXEMPLO 

4.3.1. Descri~ao dos dados e resultados experimentais 

0 trabalho de mestrado desenvolvido por GOMIERO (1994) apresenta o 

estudo de armadura reduzida para cisalhamento em vigas com se96es I em concreto 

de alta resistencia. Em sua pesquisa, a viga entao denominada 160-44 apresentou 

ruptura por flexao e acha-se com informas:oes fundamentais para a amllise numerica, 

tais como deslocamentos verticais e evolu91io das fissuras. 

A viga bi-apoiada, com vao entre apoios igual a tres metros, foi moldada com 

concreto fck = 76,2 MPa, armadura principal constituida por tres barras com 

difunetros iguais a 20 mm e duas barras de 6,3 mm como porta-estribos. Os detalhes 

geometricos e estaticos para essa viga encontram-se na Figura 4.27. 

Atraves do grafico que representa a tensao x deformayao do concreto extraiu

se o valor do modulo de deformayao longitudinal E, = 43010 MPa. A resistencia do 

concreto a tra91io foi estimada mediante expressao 2.20 resultando valor igual a 4,71 

MPa. Para o a9o tem-se o modulo de deforma'(ao longitudinal e a resistencia de 

escoamento a tra91io iguais a 245802 MPa e 515 MPa, respectivamente. 

A viga aplicaram-se incrementos de carga iguais a I 0 kN ate alcan9ar o valor 

de I 00 kN. A partir dai os incrementos foram de 20 kN. As primeiras fissuras de 

flexao surgiram para o nivel de carregamento igual a 30 kN. 0 escoamento da 

armadura longitudinal deu-se a 250 kN. 

4.3.2 Arquivo de entrada para a viga 

Assim como nos exemplos anteriores, a simetria possibilitou a elaborac;:ao do 

arquivo de entrada para a metade da viga, a qual foi discretizada por 18 elementos 

finitos. Dez camadas horizontais foram distribuidas para a se91io da viga, sendo 

quatro na extensao da altura da alma e tres para cada mesa. 

Buscando-se simular as condi96es de carregamento, os incrementos aplicados 

ao modelo foram de 10 kN, ate que o total da carga atingisse 100 kN, quando, entao, 
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os incrementos passaram a 20 kN. A analise fundamentou-se nos modelos de 

AHMAD & SHAH (1985) e STEVENS eta!. (1991). 

4.3.3 Resultados da viga 

Os resultados numericos apresentados na Tabela 4.05 foram plotados na Fig. 

4.28 permitindo entao a comparao;:ao com resultados obtidos em laborat6rio. A 

ruptura da viga atraves do programa ocorreu para a carga correspondente a 240 kN. 

Tem-se tambem nas Figuras 4.29 e 4.30 o processo de fissurao;:ao para os seguintes 

niveis de carregamento: 60; 100; 140; 200 e 240 kN. 

T ABELA 4.05 - Deslocamentos verticais da viga 160-44 

DESLOCAMENTOS VERTICAlS (mm) 
INCREMENTO NIVELDE MODELO NUMERICO 

CARREGAMENTO ADAPT ADO COM EXPERIMENTAL 
2xP(kN) AHMAD(I985) e 

STEVENS(l99l) 

I 10 0,3292 0,55 

2 20 0,6568 1,03 

3 30 0,9985 1,65 

4 40 I ,4161 2,35 

5 50 1,9157 3,01 

6 60 2,4559 3,68 

7 70 3,0063 4,37 

8 80 3,5626 5,16 

9 90 4,1267 5,94 

10 100 4,6927 7,01 

II 120 5,7574 8,90 

12 140 6,8176 10,52 

13 160 7,8811 12,09 

14 180 8,9532 13,99 

15 200 10,0474 18,98 

16 220 11,1478 17,64 

17 240 12,2631 24,62 

18 250 - 34,50 

19 260 - -

A visualizao;:ao dos resultados de deslocamentos constantes na tabela anterior, 

encontram-se na Figura 4.28. Ja o processo de propagao;:ao das fissuras obtidos em 

experimento e atraves do programa ROOF acham-se nas Figuras 4.29 e 4.30, 

representados na primeira e segunda metade da viga, respectivamente. 
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5. DISCUSSOES DOS RESULTADOS E CONCLUSOES 

Os resultados obtidos para os tres exemplos anteriores serao abordados 

enfocando-se os aspectos de deslocamentos verticais, carregamento ultimo e o 

processo de fissurao;:ao. 

5.1 Primeiro exemplo - viga VRl 

Deslocamentos verticais dessa viga foram inicialmente tornados visando a 

analise do comportamento de vigas, quando se considera o trecho descendente da 

curva cr x s para solicitao;:oes de trao;:ao. Como descrito no item 3.7, implementou-se 

no programa ROOF a proposta de AHMAD & SHAH (1985) para representar o 

concreto solicitado a compressao, e mantendo-se o proposto por FIGUEIRAS 1 para a 

solicitao;:ao de trao;:ao. 

Para niveis de carregamento inferiores a 20 kN, observou-se atraves dos 

resultados da tabela 4.01 e/ou figura 4.02, que o modelo numerico aproxima-se com 

considenivel precisao dos resultados experimentais. Quando o carregamento supera o 

valor de 20 kN, os resultados numericos tomam-se diferentes dos val ores 

experimentais. 0 comportamento de maior rigidez para o modelo proposto por 

FIGUEIRAS
1
, faz-se mais acentuado ao elevar-se o valor do parfu:netro aF de 0 para 

1,0. A importancia quanto a considerao;:ao do efeito de p6s-fissurao;:ao do concreto a 

trao;:ao fez-se notar fundamentalmente para carregamentos superiores a carga te6rica 

de fissurao;:ao (25 kN). Somente quando a carga estava proxima ao 

correspondente valor de colapso da viga (87,2 kN), que os resultados numericos 

1
FIGUEIRAS, J. A. Ultimate load analysis of anisotropic concrete plates and shells. PhD Thesis, 

1983, University College of Swansea, UK. 
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tomaram-se novamente pr6ximos entre si. 

No processo de evolw;:ao da fissurao;:ao, comparam-se nas figuras 4.04 a 4.15, 

para cada estagio de carga, a regiiio que compreende todas as fissuras observadas em 

ensaio e tambem aquelas indicadas atraves do programa computacional. N ota-se para 

carregamentos de ate 40 kN, que as regioes onde encontram-se as fissuras 

apresentam no processo numerico extensoes maiores (fissura<;iio adiantada) em 

re1ao;:ao aquelas vistas no experimento. Essa ocorrencia e modificada com rela<;iio a 

carregamentos superiores, havendo urna melhor aproxima<;iio para as duas situa<;oes. 

Com rela<;iio ao pariimetro av, verificou-se para carregamentos de ate 40 kN 

que o comprimento de cada fissura e visivelmente maior para valores deste pariimetro 

pr6ximos a zero. Elevando-se a carga, essa diferen<;a deixa de existir para aqueles 

elementos finitos posicionados na regiao central da viga e nas proximidades da 

aplica<;iio da carga. 

Analisando-se agora os resultados obtidos com os modelos propostos por 

AHMAD & SHAH (1985) e STEVENS et a!. (1991), conforme item 3.7, os 

resultados que se encontram na tabela 4.01 e figura 4.03, apontaram comportamento 

estrutural para a viga VR1 identico ao modelo de FIGUEIRAS para niveis de carga 

de ate 15 kN . A partir dai os resultados retratam urn modelo mais rigido, ate que a 

viga em estudo sofra ruina com carregamento igual a I 05 kN, valor este proximo do 

carregamento te6rico ultimo de I 00 kN. Entretanto, se para o modelo numerico a 

carga de ruptura representou apenas 5% maior que o valor do carregamento te6rico, 

excede em aproximadamente 20% o valor da carga de ruptura de ensaio (87,2 kN). 

Com rela<;iio ao panorama das fissura<;oes verificou-se para o presente modelo 

urna configura<;iio que se aproxima daquela observada em laborat6rio. 

5.2 Segundo exemplo 

Comparando-se inicialmente as curvas experimentais para as vigas B3P21 e 

B3P12, figuras 4.20 e 4.21, respectivamente, nota-se uma elevada rigidez da viga 

B3P21 em rela<;iio a segunda, ou seja, fixando-se, por exemplo, urn carregamento 

igual a 40 kN, tem-se aproximadamente os respectivos deslocamentos: 18,8 mm e 50 
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mm. Essa mudanc;:a brusca no comportamento entre as duas vigas tern como principal 

razil.o a variac;:il.o do espac;:amento de seus estribos ( 7,6 e 15,2 em, respectivamente). 

Tanto para essas duas vigas quanto para as seguintes do presente exemplo, 

verifica-se que o modelo nurnerico caracteriza urn comportamento de maior rigidez 

em relac;:il.o aos resultados experimentais. 

As vigas B9P11 e C9P11, com maior taxa de armadura dentre todas 

apresentadas neste exemplo, tern as trajet6rias das curvas ( carregamento x 

deslocamentos) com maior proximidade entre o modelo numerico e experimental. 

Confrontando-se os valores ultimos de carregamentos, nota-se que as vigas 

C3P11 e B3P12, as quais contem as menores taxas de armadura e estribos com 

espac;:amento de 15,2 em, atraves do progama apresentaram ruina estrutural para 

val ores de cargas 17,1% e 2,6%, respectivamente, superiores aos val ores de ensaio. 

Para as demais vigas as ruinas ocorreram com valores menores de 

carregamentos que os vistos experimentalmente. A viga B3P21 com a menor taxa de 

armadura longitudinal apresentou comportamento distinto de C3P11 e B3P12, o que 

mais urna vez pode ser justificado pela presenc;:a de urn grande numero de estribos em 

toda sua extensil.o. 

Os percentuais entre os carregamentos ultimos de ensaio em relac;:il.o aos 

numericos, correspondem a: B3P21(7,64%); B5P11(23,91%); C5P11(15,05%); 

B9P11(14,71%) e C9Pl1(19,85%). 

5.3 Terceiro exemplo - viga 160-44 

Neste caso, a viga 160-44 foi analisada segundo a adaptac;:il.o do programa com 

modelos de AHMAD & SHAH (1985) e STEVENS et al. (1991), tendo seus 

resultados para deslocamentos nurnericos e experimentais apresentados na Tabela 

4.05 e Figura 4.28. 

Os des1ocamentos obtidos atraves do metodo numerico apresentaram-se 

divergentes em relac;:il.o aos valores de ensaio; tais diferenc;:as fizeram-se notar desde o 

inicio do processo de carregamento, constituindo assim, para o modelo nurnerico, urn 

comportamento estrutural mais rigido que o experimental. 
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Do ponto de vista dos carregamentos, a viga 160-44 sofreu ruina quando o 

carregamento de ensaio atingiu o valor de 250 kN. Ht no modelo numerico, esse 

correspondente valor alcanc;;ou 240 kN, representando 96% do carregamento ultimo 

de ensaio. 

Nesse exemplo compara-se tambem atraves das figuras 4.29 e 4.30, o 

processo de arborizac;;iio das fissuras. Deve-se para tanto considerar a extensiio da 

regiiio que contem as fissuras relativas a urn certo nivel de carregamento. Embora 

niio seja possivel representar as trajet6rias das fissuras inclinadas, conforme 

apresentam-se no procedimento experimental, verificou-se uma semelhan<;:a entre 

ambos os procedimentos. 
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5.4 Conclusiies: 

Inicialmente, com base na bibliografia voltada ao concreto de alta resistencia, 

tomou-se possivel o conbecimento de algumas das principais diferen~as existentes 

em relao;:ao ao concreto de resistencia normal (usual). Essas diferen~as sao 

fundamentalmente caracterizadas pelas propriedades mecanicas de ambas as classes 

de concreto, bern como dos materiais constituintes das duas misturas. 

Tomou-se evidente a necessidade da melhoria na qualidade de produ~ao, bern 

como a efetiva~ao mais rigorosa do controle tecnol6gico para que o CAR seja 

seguramente difundido nas realiza~oes de constru<;:oes civis. 

Estudou-se diversos modelos propostos na literatura do CAR para representar 

as relao;:oes constitutivas. Com os resultados do programa desenvolvido em 

linguagem Pascal, CURV ASJS (item 3.5), adotou-se os modelos de AHMAD & 

SHAH(l985) e STEVENS et al. (1991) para a compressao e tra~ao, respectivamente. 

Do ponto de vista dos resultados numericos obtidos atraves do programa 

ROOF adaptado para expressar o comportamento estrutural em vigas de CAR, ap6s 

analise e discussoes sobre seus resultados, pode-se auferir as conclusoes que seguem. 

Tratando-se dos deslocamentos verticais em fun~ao dos carregamentos 

impostos as vigas de CAR, obteve-se para o metodo numerico respostas mais 

conservadoras em rela~ao aos deslocamentos apresentados em ensaios para os tres 

exemplos analisados no presente trabalho, em seus correspondentes niveis de 

carregamento. 

A simula~ao do processo de propaga~ao das fissuras atraves do programa, 

apresentou uma regiao fissurada mais ampla do que a correspondente regiao da viga 

analisada experimentalmente para os primeiros incrementos de carga. Com o 

aumento do valor da carga aplicada essas regioes passaram a ter valores pr6ximos 

para suas extensoes. 

V erificou-se para todas as vi gas do segundo exemplo, as quais apresentam as 

mesmas se~oes transversais, que os valores mais pr6ximos entre as cargas ultimas 

experimentais e numericas foram apresentados para aquelas vigas com as menores 

taxas de armadura. Nesse sentido, tambem hii influencia da taxa de armadura 

transversal, a qual repercute nos resultdos experimentais. Tal comportamento, deve-



93 

se a ruptura por flexao caracterizada para as menores taxas de armadura. As 

justificativas podem ser apontadas comparando-se, por exemplo, as vigas do grupo B 

(fck = 99,9 MPa a 104 MPa). A viga B3P21 sofreu ruina para carga experimental 

maior que a correspondente do programa; enquanto que para a viga B3P12 a situa.yao 

inverteu-se e deve estar relacionada ao menor numero de estribos nesta ultima viga. 

As vigas B5Pll e B9Pll tambem apresentaram carregamentos Ultimos 

experimentais superiores aos numericos, porque suas taxas de armadura tambem sao 

mais elevadas, como pode-se observar na Tabela 4.02. 

Para o grupo de vigas C (fck = 84,3 MPa), a viga denominada C3Pll, com a 

menor taxa de armadura longitudinal, sofreu ruptura com carregamento ultimo de 

ensaio menor que o constatado numericamente. Por outro !ado, as vigas C5Pll e 

C9P II tiveram rupturas em laborat6rio com cargas ultimas maio res que as 

registradas atraves do programa. 

0 elemento finito ultilizado e adequado apenas para simular o efeito de flexao 

e nao de cisalhamento, o que justifica a obten.yao daqueles val ores mais pr6ximos das 

cargas ultimas. 

Provavelmente, resultados de melhor aceitabilidade sejam obtidos 

implementando-se no programa urn modelo de elemento finito plano capaz de 

retratar o comportamento fnigil do CAR, caracterizado pela forma.yao e propaga.yao 

brusca das fissuras. Desta forma, possivelmente as deficiencias do modelo de 

elemento finito uniaxial para representar o CAR sejam reduzidas. 

Em pesquisas futuras e mais aprofundadas voltadas a analise do CAR, seria 

oportuno considerar algumas indica.yoes presentes na literatura desse material que 

abordam conceitos da medinica da fratura aplicada ao concreto. Atraves dessa teoria, 

a energia de fratura requerida para a forma.yao de uma area unitaria da superficie 

fissurada, pode ser calculada considerando-se o trecho descendente da curva tensao 

de tra.yao como fun.yao da abertura da fissura. Com a energia da fratura que e uma 

caracteristica do material, obtem-se o fator intensidade de tensao com o qual se 

monitora a propaga.yao da fissura. 



6. ANEXOI 

Apresentam-se aqm alguns resultados obtidos atraves do programa 

computacional CURVASJS. Como ja citado no item 3.5, esse programa foi 

elaborado com finalidade de auxiliar na escolha de modelos para as rela96es 

constitutivas tanto para o concreto solicitado a tra9iio quanto a compressao. 

Encontram-se nas Tabelas 6.01 e 6.02 dados utilizados em CURVASJS para 

as respectivas classes de concreto analisadas. Optou-se por apresentar somente os 

graficos que sintetizam todos os e resultados e informa96es necessarias para uma 

analise concisa. 



DIAGRAMAS TENSAO x DEFORMA<;:AO PARA 0 CONCRETO 

SOLICIT ADO A COMPRESSAO (obtidos em CURVASJS) 
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TABELA 6.01- Resumo das caracteristicas dos testes a compressao de CURVASJS 

gnifico f,, y A, A, $ n' dados 

MPa kN/m 3 
mm2 mm2 mm experimentais 

CC1-1-2 48,53 25 40000 400 10 12 

CC2-1-2 71,85 25 40000 400 10 19 

CC3-1-2 87,79 25 40000 400 10 13 
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DIAGRAMAS TENSAO x DEFORMA<;AO PARA 0 CONCRETO 

SOLICITADO A TRA<;AO (obtidos em CURVASJS) 

TABELA 6.02- Resumo das caracteristicas dos testes a tra<;:ao de CURVASJS 

gn\fico f,k y A, A, <P c e material n° dados 

MPa kN/m
3 2 

mm
2 

beta(*) experimentais mm mm 

CTl-0-5 48,53 25 40000 400 10 5 14 

CT1-1-2 48,53 25 40000 400 10 2 14 

CT2-0-5 61,54 25 40000 400 10 5 14 

CT2-1-2 61,54 25 40000 400 10 2 14 

CT3-0-5 83,33 25 40000 400 10 5 14 

CT3-1-2 83,33 25 40000 400 10 2 14 

- -(*) Valor que define o decmmento da curva de tras:ao apos fissura<;:ao do concreto, 

modelo proposto por PRAKHY A & MORLEY (1990) 
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