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RESUMO 

0 objetivo desse trabalho foi analisar o comportamento estrutural de vigas mistas, 

constitufdas por duas partes , uma parte em madeira serrada e a outra em chapa de ~o 

dobrada , fonnando uma se9fto em duplo "c" solidarizadas por parafusos de ~o. Essas vigas 

podem ser utilizadas em componentes estruturais de coberturas , escoramentos de pontes e de 

J!.l'f • 
eowClOS. 

A fomwl~lo te6rica foi baseada na ortotropia elastica linear e a an8lise da rigidez 

da viga de se9fto mista foi feita pelo metodo da se9fto transfonnada, na qual a rigidez de mn 

material e transfonnado m.una rigidez equivalente a do outro . 

Essa rigidez foi detenninada usando uma viga simplesmente apoiada com uma carga 

concentrada no meio do vfto e medindo-se os deslocamentos . 

Analisamos, tambem , as tensOes normais e as tangenciais na viga composta na regifto 

onde se encontram os parafusos . 

Os resultados obtidos indicaram que o ~o contribui com a maior parte da rigidez 

total, mas a madeira e importante, pois evita a tor9fto dos elementos . Alem disso, a correta 

disposi9Ao e o dimensionamento das lisa90es sAo fundamentais para mn adequado 

desempenho dessas vigas compostas . 



ABSTRACT 

The aim ofdJis work was to analyse the structural behaviour of the sandwich beams, 

which are constituted of two parts , one part in sawed timber and the other in cold-fonned 

steel • resulting in a double "e" section . These parts were :filstened with steel connectors . 

These beams can be applied as the structural components of a roof and a scaffolding of 

bridge and building construction . 

The theoretical formulation was based on orthotropic linear elasticity and the analysis 

of the stif.fuess of the sandwich beams was perfonned by the method of the transfonned 

section in which the stifihess of a material is transfonned into the equivalent stifihess of the 

other material. 

This stifihess was be determined experimentally by using a simple supported beam 

with concentrated load applied to the middle span and by measuring the displacements . 

The nonnal strain and the shear strain in sandwich beams on the position connectors 

was analysed too . 

The obtained results indicated that the steel components contribute to the main part of 

the total stifihess, but the wood components are important to avoid the torsion of the steel 

parts. Furthermore the correct disposition and dimension of the comectors are :fimdamental 

for a suitable perfonnace of the sandwich beams. 



SUMARIO 

1 lntrodu~lo e objetivos da pesquisa ..................................... 1 

2 Rela~Oes tenslo- deforma~lo ........................................... 7 

2.1 Materials ortotroplcos(madelra) .......................................... 11 

2.1.1 Determina~ao das constantes elasticas da madeira ............ 11 

2.2 Materiais isotr6picos (a~o) ................................................. 17 

2.3 Transforma~lo de coordenadas ........................................ 18 

2.4 Vigas mistas ..................................................................... 23 

3 Parametros da rigidez ...................................................... 25 

3.1 Metodo da se~lo transformada ......................................... 25 

3.1.1 Exemplo numerico ............................................................. 28 

3.2 Parametres de elasticidade ............................................... 31 

4 Determinacao da linha elastica ........................................... 38 

4.1 Energia de deformacao ..................................................... 39 

4.2 0 problema variacional da viga transformada ...................... 43 

5. Determina~Ao do fator de forma ....................................... .48 

5.1 Determinacao do fator de forma para a chapa metalica 
dobrada ............................................................................ 50 

5. 2 Determinacao do fat or de forma para a madeira ................ 52 

5.3 DeterminacAo do fator de forma para a viga mista 
(transformada) .................................................................. 54 



5.4 Calculo do fat or de forma de algumas vi gas utllizadas 
palos fabric antes .............................................................. 56 

6 Analise da chapa de a~o ................................................... 58 

6.1 Flambagem local .............................................................. 59 

6.2 Flambagem lateral ............................................................ 62 

1 Estudo das liga~Oes .......................................................... 66 

7.1 Generalidades ................................................................. 66 

7.2 Criterios de dimensionamento ............................................ 70 

7.3 ConsideracOes sobre parafusos ........................................ 75 

7.4 Dimensionamento do parafuso ........................................... 81 

7 .4.1 Fluxo de cisalhamento ...................................................... 81 

7.4.2 Centro de cisalhamento em se~Oes delgadas ...................... 88 

8. Experimenta~Ao realizada e resultados obtidos ................... 95 

8.1 Chapa de aco ................................................................... 95 

8.2 Madeira serrada .............................................................. 99 

8.3 Ensaios de flexAo na viga mista ......................................... 103 

8.3.1 Modelo com 3 parafusos de diAmetro 12,7 mm alinhados 
na alma ........................................................................... 105 

8.4 Proposta de alteracAo dos parafusos .. . . . .. . . . .. .. .. . .. .. . . . .. . .. . . . 113 

8.4.1 Dlmenslonamento dos parafusos atraves do 11uxo de 
cisalhamento e os parafusos allnhados na alma .................. 113 

8.4.2 Dimensionamento dos parafusos atraves do centro de 
clsalhamento com parafusos allnhados pr6xlmos ~s mesas .. 117 

8.5 Ensalo do modelo com 5 (cinco) parafusos de diAmetro 
12,7 mm alinhados na alma .............................................. 119 



8. 6 Ensalo do modelo com 23( vtnte e tr6s) parafusos de 
dilmetro 6mm alinhados na alma ....................................... 123 

8.7 Ensaio do modelo com 14 ( quatorze) parafusos de 
diAmetro 6 mm allnhados pr6xlmos as mesas ...................... 128 

8.8 Ensalo do modelo com 13 ( treze) parafusos de dlAmetro 
6 mm allnhados pr6xlmos as mesas em forma de zig - zag ... 132 

8.9 Comentarios a respeito dos resultados obtidos ................... 137 

9 Verifica~Ao das tensCes .................................................... 142 

1 0 ConclusGes ....................................................................... 148 

11 Refer&ncias Bibliograficas ............................................. : .... 163 

12 Bibliografia ....................................................................... 159 

13 Anexos ............................................................................ 167 



1 

1. INTRODUCAO E OBJETIVOS DA PESQUISA 

A engenharia, de um modo geral , tem procurado conjugar, adequadamente , aspectos 

de natureza econ6mica com aspectos de seguran9a e rapidez na execu9lo das constru90es de 

edi:Hcios, de pontes, etc .. 

Um destes aspectos, de grande importincia , refere - se aos cimbramentos das 

coostru90es. Atualmente as empresas que atuam nesta area utilizam em estruturas de 

cimbramentos vigas de se9lo composta, mistas em 8.90 e madeira . 

Estas vigas de se9lo transversal slo de uso corrente, principalmente devido ao seu 

baixo peso , pre90 competitivo e pela praticidade na execu9lo e na montagem dos ammjos 

estruturais inerentes as obras de cimbramentos. 

Devemos , tambem , observar , as fiwilidades do uso da madeira no canteiro de obra , 

principalmente na fiX8.9Io , no travamento e no alinhamento das formas para concreto , e de 

sua reposi9Ao ou substitui~Ao , quando da dim.inui9Ao ou perda de suas propriedades 

mecfmicas. 
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A aplic39fto do 390 como elemento principal est& relacionada, principalmente, com a 

rigidez transversal da viga de se~fto composta . Alem disso , h8.. a necessidade de 

industrializ&9fto e padroniz89fto das pe~as ou vigas de cimbramentos . 

A composi~fto ou solidari.za9fto parcial das vigas e feita atraves de parafusos. Na 

fig. 1 apresentamos a se~fto transversal de uma viga formada. por duas chapas de 390 

dobradas , tipo c; , dispostas I ado a I ado, e madeira serrada na parte central . Na fig. 2 pode 

ser visto aspecto geral do vigamento de formas constitufdo por vigas principais e 

secoodarias . 

parafu 1 o <111------

madeira s 

Fig. 1 Se9Ao transversal composta de duas chapas , tipo c , d.ispostas lado a lado e 

mna madeira semda, na parte cenfral 

Fonte PFEJL [32J pagina 229. 



Figura 2 Fotos de um vigamento de formas constitufdo por 

vigas principais e secundarias 

3 
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A composi~ao destas vigas, e principalmente a disposi9Ao dos elementos de liP9Ao, 

sao executadas de maneira. empirica pelas empresas do ramo de cimbramentos . Devido a 

alguns acidentes que ocorreram recentemente em algmnas obras, chegou - se a necessidade 

de estudar o comportamento flsico e mecinico da chapa de ~o e da chapa de madeira , 

prineipalment$ daR l~tses e a campartmneota elilfrutJ:u"al da canjunto . 

Na fig. 3 apresentamos fotos de wn acidente recente e provocado pela rufna das vips 

principais da estrotura de cimbramentos do Ediflcio Embrapa em sao Carlos- SP , ocorrido 

em 22/09/94 . 

Neste contexto , inserimos o nosso trabalho, sendo que a sua primeira. etapa se 

norteia pelo estudo das propriedades de elasticidade e de resist~ncia dos elementos 

participantes da viga , onde temos mn material ortotr6pico , isto e , cujas propriedades 

dependem da dire9Ao arbitrada, ou seja , a madeira , e outro material , isotr6pico, que tern 

suas propriedades independentes das dire90es consideradas . 

0utra conside~lo que podemos fazer em reJ~Io a Be9Ao transversal , e que DOS 

calculos podemos trabalhar com wna se~lo homogeneizada • transformando os materiais de 

diferentes categorias ( propriedades de elasticidade e de resist&lcia ) , nmna se9Ao composta 

de WD Unico material , mas equivalente a se9Ao real . 
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POPOvi331 e BLACKOO , trabalham com a cbamada. sevao transform.ada. , para 

solucionar este problema, que em linbas gerais, transfonna a rigidez de uma das partes, 

atraves da rel39lo entre OS m6dulos de eJasticidades dos materiais da Be9lo, numa. rigidez 

equivalente . Deste modo, a sevao a ser estuda.da torna. - se equivalente a uma sevao fonnada. 

por apEmBiil mn material , lDBS com a mesma rigidez . 

A verificf19lo das tensOes , das def011J11190es e dos deslocamentos , no estudo da 

fle:d.o destas viga.s, seguem os conceitos pertinentes a energia de defofWB9Io . 

Numa etapa posterior foi realizada. a an81ise experimental dessas viga.s , com ensaios 

de fle:d.o em prot6tipos similares aos utilizados pelas empresas do ramo , e , tambem, 

ensaios de compresslo e tf891o para a caractefiz891o dos materiais presentes na viga 

composta. 

Com base nesta pesquisa , apresentamos ao final deste trabalbo sugestOes no 

dimensionamento para que o comportamento estrutural destas viga.s possam vir a ser 

otimizados nos aspectos de seguranva, disposivlo dos elementos de lisa9lo e de modo geral, 

no 4ionhe4iimento e divul~lo deste tipo de estndura. 
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l. RELAGOES TENSAO DEFORMAc;.Ao 

A lei de Hooke consiste , em linhas gerais , mona rel~A.o linear entre tensft.o e 

defo~A.o. 

CHEN [l
2
l apresenta esta lei atraves da seguinte expressA.o na forma tensorial : 

cr ii = C ijkl £~:1 ............................................................................. (01) 

Onde: cr ij = tensor das tenslSes ; 

s kl = tensor das defo~lSes ; 

C ijkt =tensor dos parAmetros de elasticidade. 

Verificamos , entft.o , que existem 81 ( oitenta e mn) elementos do tensor C i; k 1 a 

serem determinados . 

Os tensores a i i e s 1: 1 sio simetricos. Aplicaodo-se estas condi90es na expressio 

(1) , verificamos que o nfunero de elementos independentes se reduz a 36 (trinta e seis) . 

Atraves do teorema de Maxwell, observamos a simetria de C i; 1: 1 , e chegamos a condi9A.o 

de 21 ( vinte e mn) elementos presentes no tensor C i; k 1 , sendo apenas 18 independentes 

[refer6ncia -t MASCIA[27] (1991) ]. 



Colocando- se, entao, a expresslo (01) na fonna matricial temos : 

O'u Cuu Cn22 Cm3 Cut~ CuD Cmt Eu 

022 c2222 Cw:J c221~ CDD Cwl &22 

0'33 
= 

c3333 c331~ cm:J Cmt &33 
.... (02) 

0'1~ c1212 Ctw c1D1 2&12 

O'D 8IM. CDD Cmt 2sD 

0 31 c3131 2&31 

Da. mesma. maneira., podemos escrever a rel99lo inversa, ou seja. : 

Sij = 8ijk1 Okt ............................................................................. (03) 

Que na fonna matricial pode ser representado por : 

Su 8uu 81122 8u:n 81112 8u:~n 81131 ou 

s22 8222'l 822D 82212 52ZD 82231 CJ:tl 

Sn 
= 

8n:n 83312 83323 83331 On 
..... (04) 

2st2 Srm s1m s.m 0 t2 
2s23 SIM. s232) Sm 0'23 

2s:n s3131 031 

Sendo Sij kl chamado de tensor de flexibilidade (Compliincia). Podemos observar 

que vale a seguinte rel~lo : 

c = s-1
· •.•••.•••••••••.•••••••.••.••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••.•••••.•••••• (05) 
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Com o uso da notayAo de engenharia podemos substituir 2s12 . 2s23 • 2s31 

respectivamente por 112 , 123 , 131 , e cr12 por 't12 , 023 por 't23 e 031 por 't31 temos : 

Su Suu sll22 slll3 sll12 sll23 sml cru 

s22 s2222 s22l3 s2212 s2223 Sml 022 

s33 
= 

sm3 s3312 s3323 s3331 033 
....... (06) 

1 12 s1212 sl223 sl231 't 12 

123 SIM:. s2323 s2331 "C23 

131 s3131 "C31 

LEKHNITSK.ll l2IJ coloca a fonna tensorial reduzida para as equayOes tensoriais e 

matriciais constitutivas de tal maneira que os indices estejam relacionados da seguinte 

fonna: 

Smn = ~j);1 se m , n = 1 ,2,3 

Smn = 2 ~j);l se m ou n = 4,5 6 

se m. oun = 4,5,6 

para quaisquer indices 

Resultando a escrita do tensor das constantes de elasticidade em : 
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<111 ell cl2 c,J c14 CIS cl6 Su 

<122 c22 C:zJ C:z4 C:zs c26 8 22 

<133 
= 

c33 c34 c3s c36 8 33 
·················· (07) 

'1:12 c44 c4s c46 'f 12 

tn SIM. Css c56 'f 23 

1:31 c66 'f 31 

E a rel~no inversa tmnbem pode ser escrita como sendo : 

Su Su s12 s13 s14 s1s s16 0'11 

822 s22 s23 s24 S:zs s26 0 22 

833 
= 

s33 s34 s3s s36 <133 
..................... (08) 

'f 12 s44 s45 s46 't 12 

123 SIM. Sss s56 't 23 

'f 31 s66 't 31 
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2.1 MATERIAlS ORTOTROPICOS (MADEIRA) 

Os materiais orto1r6picos possuem 3 pianos de sime1ria elastica perpendiculares 

entre si , cujas propriedades de elasticidade sio invariantes . Com o uso da sime1ria elastica, 

onde se aplicam as transfonn1190es tensoriais em busca dos eixos prinoipais de elasticidade , 

chegamos a 12 (doze) elementos, dos quais 9 slo independentes. 

Assim sendo , necessitamos determinar os valores destas constantes elisticas para 

podennos trabalhar com a madeira, que e wna das componentes da viga mista. 

2.1.1 DETER.MlNA<;AO DAS CONSTANTES , 
ELASTICAS DA MADEIRA 

0 estudo e a dete~lo das constantes de elasticidade da madeira , a titulo de 

ilustfB9io , pode ser feito se considerarmos um pequeno bloco de madeira, num sistema 

cartesiano de refer&ncia , com a carga , a principio, numa dire~io Xt coincidente com o eixo 

principal de elasticidade da madeira , no caso o eixo L , confonne vemos na fig. 4 . 



u 

X t(L) 

Figura 4 Modelo ortotropico 

Foote : BODIO e JAYNE 1.91 p&.gina 92 

Observamos que ocommi. def~Ges nonnais 111 ao Iongo do eixo Xt , provocando 

como conseqn&ncia nas dire~Ges Xa e X3 def~Ges normais rn e 133 , como mostra a 

fig. 5. 

Figura 5 - Comportamento do material sob ~lo 
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Atraves da lei constitutiva do material temos : 

&11 = Su cru , &22 = -S21 cru , &33 = -S31 cru 0 .. 0 0 00 0 0 oooo 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 00 0 OoO OoO 0 ( 09) 

Tecendo as mesmas consid~Oes para as respectivas direyOes ~ e X3 • obteremos 

os seguintes resultados : 

En = -812022, E22 = 822022, E33 = -~022 ° 000
"''

0
''

0
' '

0
' ''

0
''

0
'

00
""

00
•••••••• (10) 

&n = ·Sncr33, &22 = -S23cr33, &33 = S330'33 ....... oo ....... o •••• o .......... 0 .. (ll) 

3omando - se as contribui90es para cada dire9iio, atraves da 8.9iio das tres tensOes 

aplicadas simultaneamente nas respectivas dire96es Xt • ~ , X3 produzidas pelas equa96es 

(9), (10) e (11) obteremos a deform8.9iio total em cada eixo : 

&u = 3110'11 - 3120'22 - S130'3:3 ..... o ............ o ................. ooo····o····o ..... (12) 

&22 =- 32tcrll + 3220'22 - S230'33 ..................................................... (13) 

&33 = - 3310't1 - 332o22 + S330'33 ...................................................... (14) 

3e aplicarmos agora uma tensiio tangencial no plano ~ X3 , ocorreriio deformH-90es 

nos eixos ortogonais X2 e X3 , conforme mostra a fig. 6 . 



Figura 6 - Cisalhamtmto no plano ~ - ~ . 

Fonte BODIG e JAYNE l91 pagina 93 
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Por outro lado, o gnifico da tenslo de cisalhamtmto x distor9lo ao cisalhamento no 

plano~- x3 possui a seguinte caracterfstica: 

Figura 7 Tenslo x Deform~lo no plano 2 - 3 

Fonte BODIG e JAYNE (9J pagina 93 



15 

0 gnifico apresentado na fig. 7 permite escrever a seguinte expressa.o : 

'123 = 3))'1:23 ...................................................................................... (15) 

Analogamente para os outros planos obteremos: 

'113 = S66'tn ..................................................................................... (16) 

'112 = S44tl2 ...................................................................................... (17) 

Desta forma , obteremos a rela~Ao tensa.o deform3.¥!lo para a madeira, como mostra a 

expressa.o 18 . 

1 -~1 -\)31 
0 0 0 

Et E2 EJ 
-\)12 1 -\)32 

0 0 0 £11 
Et E2 E3 

0'11 

&22 -\)13 -\)23 1 
0 0 0 

0'22 

&33 
= Et E2 EJ 0'33 

.......... (18) 
112 0 0 0 

1 
0 0 1:12 

123 G12 '1:23 
1 

'f 31 0 0 0 0 0 t 31 

G23 

0 0 0 0 0 
1 

G3t 
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Os elementos Et , ~ , E3 , slo chamados m6dulos de elasticidade longitudinal , os 

G12 ,On, <lJt os m6dulos de defo~lo transvbersal e os Vt2, Vz3, V13, os coeficientes de 

Poisson A. 

Uma caracteristica que ressalta. da. ortotropia elastica e a co11Stata9fto de que devem 

ser determinados 6 ( seis) modulos de ela.sticida.de , alem de mais 3 ( .res ) rel~oes 

independentes , envolvendo os coeficientes de Poisson . 
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2.2 MATERIAlS ISOTROPICOS (A<;O) • 

Os materiais isotr6picos, como o ~o, apresentam simetria eh1stica em qualquer 

dire¥Ao . Desse modo, o numero de elementos que esta.o presentes no tensor constitutivo se 

reduzem a apenas tr~s; E ,G, v, sendo apenas 2 ( dois) independentes. 

A lei de Hooke pode, entft.o, ser escrita como : 

1 -u -u 
0 0 0 

E E E 

Su 
-u 1 -u 

0 0 0 0'11 

s22 
E E E 

022 -u -u 1 
Sn 

- 0 0 0 
0'33 = E E E ....................... (19) 

"'12 0 0 0 
1 

0 0 't 12 

"'n 
G 

'1:23 
1 

"'31 
0 0 0 0 0 't 31 G 

0 0 0 0 0 
1 
-
G 
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1.3 TRANSFORMA<;AO DE COORDENADAS 

Nos itens 2.1 e 2.2 estabelecemos que existia coincid&ncia entre os eiXos 

coordenados e a dire9Ao das fibras. Nem sempre isto e possivel . 

Figura 8 Sistema de coordenadas nio coincidentes. 

Fonte MAlLICK [25J p8gina 97 

Adotando eixos coordenados X' 1 , X' 2 , e X' 3 , nio coincidentes com os eixos 

principais do material (fig.8), devemos fazer uma transform~Ao de coordenadas , de um 

sistema para outro, e podemos verificar atraves da e~Ao (20) a lei de trans:form~Ao . 

S'ijkl = limljnholtpSmnop.······················································(20) 
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Onde: 

S'i j t: 1 sfto os coeficientes do tensor de flexibilidade no novo sistema 

de coordenadas ; 

Lm , 1 jrH ho , ltP, sfto cosenos diretores que naforma tensorial; 

S i j kl sfto os coeficientes do tensor de flexibilidade no antigo sistema 

de coordenadas . 

Na tabela 1 , enconb'a.- se a transfo11118.9fto de coordenadas, de tun sistema antigo 

para. wn novo sistema requerido, utilizando - se o conceito dos cosenos diretores . 

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :mraa• : : : : : : : : CQordenadM: : : : : : : : : : : : : : : : : : : .. ' .... ' ........ . 
; ;: ;: :: : : : :; :: :: : Eixos X1 X2 X3 

~~~~~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ : : ~ X' 1 lu h:z l13 

~~~~~~~~~ X' 2 h1 l22 bJ 
::::::::::::::::: X'3 l31 132 ln (21) 

Tabe)a 1 Transform09fto de coordenadas 

Fonte CHEN [t2J 

Considers.- se wn exemplo em que o eixo X'3 e coincidente com o eixo X3 , e 

fazendo wna rolfl91o no plano X 1 X 2 , de acordo com a fig. 9 . 



x' ><2 
~2 

\ 

'..e­,_ 
\ 
\ 
\ 
\ 

' \ 
\ 

Figura 9 Sistema X'1, e X'2 rodaodo em tomo do eixo ~ de Angulo e 

Fonte MASCIAI.27J 

Os cosenos diretores I ij em uma rot&9lo de eixos coordenados, em tomo do eixo :L 

sao de:finidos por : 

sene 

case 

0 
~}···························································· (22) 

Desta forma , o tensor de flexibilidade no novo sistema e dado por : 



21 

s;1u s:122 s~uJ 0 0 s:131 
S' 2222 S' 22l3 0 0 S' 2231 

S' 0 0 S' 
S'ijke = 

33l3 3331 
........................ (23) 

s:212 S~:w 0 

SIM. S' zm S' 2331 

s;131 

De maneira analoga , podemos tambem fazer uma rot&.9Ao em tomo de X1 e X:! . 

resultando respectivamente nos seguintes tensores : 

Sill1 s:122 Sit3'J sru2 0 0 

S' 2222 S' 22l3 Skl2 0 0 

S' s~l2 0 0 
S'ijkl = 

3333 ......................... (24) 
s:212 0 0 

SIM. S2m sm. 

s;131 

s~1u s:122 s~13'J 0 s~123 0 

S' 2222 S' 22l3 0 S' 2223 0 

snn 0 S' 0 
S'ijkl = 

332) 
......................... (25) 

s:212 s1m s:231 
SIM. S' 2323 0 

s;131 
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Ressaltamos que, quando os eixos coordenados nao coincidem com os eixos das 

fibras do material, 6 necessaria wna transform89lo de coordenadas para trabalharmos com 

val ores reais do tensor S i j k 1 • Entretanto , verificamos que , se nao houver coincid&ncia 

entre os eixos coordenados da estrutura e os eixos principais do material, ap6s a 

transform89ao, aparecem alguns val ores nao nulos no tensor no Iugar daqueles anteriormente 

nulos. 



2.4 VIGAS MIST AS 

0 estudo de vigas recai, basicamente, na analise de wna estrutura plana onde e 

considerada a hip6tese de Bemoulli-Navier e as defo11W196es sao proporcionais as tensOes. 

A viga mista e composta de do is materiais diferentes , e seu estudo esta norteado na 

tnmsfonn~ao das rigidezes individuais em rigidezes equivalentes. Neste sentido , devemos 

atentar para as leis constitutivas destes materiais para estabelecermos o estudo de forma 

correta . 

A partir dessas consid~Oes , a rel~ao defo11W19Io com a tenslo , para materiais 

ortotropicos sera escrita na seguinte fonna : 

1 -\)21 
0 

{:~} 
Et E2 

{~:}···· .. ································ (26) 

-\)12 1 
0 = 

'f 12 
Et E2 

1 
0 0 

012 

E para materiais isotr6picos , a fonna matricial seria : 
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1 -\) 

0 -

{:~} 
E E 

{;:}·············································· (27) 

-\)12 1 
0 = -

E E 
r 12 

0 0 
1 

0 

Os materiais assim associados serio tratados de tal fonna que se estabeleceni uma 

Unica fonna matricial para a rel~Ao tensAo - defo~Ao, que iremos estudar no item 3.2: 

parimetros elasticos , quando setilo detenninados os val ores das componentes da matriz . 



3. PARAMETROS DA RIGIDEZ 

A rigidez da se9lo em chapa de 090 dobrada e madeira sen-ada e a soma das 

rigidezes das se90es de cada material empregado na se9lo transversal . 

Entretanto , tambem devemos considerar as propriedades de elasticidade e de 

resist!ncia de cada material , requerendo tratarnentos diferenciados para os elementos na 

mesma se9lo transversal . Para solucionar este problema tem - se , com freqn&ncia , adotado 

0 cbam.ado metodo da se9fto transfonnada . 

Avaliando sitt:189lSes de se9lSes compostas por materiais diferentes , POPOv£331 , 

entre OutrOS , estabeleceu 1JID8. se9fto equivalente a real , ldraves do metodo citado, antes 

composta de materiais heterog&neos. 

3. 1 METODO DA SEctAO TRANSFORMADA 

No metodo da Se9fto transfonnada a Se9Ao real e convertida, para efeito de calwlo, 

em outra equivalente, composta de apenas wn material , imaginado-a homo~nea , mas tendo 

a mesma rigidez entre as se90es consideradas, a real e a transfonnada . 
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Para que a Se9io transformada seja equivalente a Se9io real, e preciso que em ambas 

as se96es: 

- 0 eixo neutro esteja na mesma posi9io da si~Ao real ; 

• A Q&pliWidade de readstir ao momento fletor de servi9o seja a mesma . 

Devemos escolher wn material que seni. utilizado como referincia . A se9lo 

transformada tera o m6dulo de elasticidade deste material . 

PARKER [3l] , trabalhando com ~o (s) e madeira (w) , estabelece wna razio entre 

eles (n ,.). 0 parimetro utilizado , a rel~Ao entre os m6dulos de elasticidade (E), e 

chamado de razlo modular . Se a base de comp~lo for o ~o na se9Ao a ser transformada, 

a rel~lo vale: 

n ,= !; ......................................................................................... (28) 

AI em disso , JOHN e CHIL VER [1
61, avaliando a rigidez de pe9as conjugadas , 

prop6em a seguinte consid~io : 

:EI =Es Is + E, Iw ................................................................... (29) 
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Atrav~s da igualdade da e~a.o (28), sabemos que : 

Ew = Bw Es ....................................................................................... (30) 

A se9a.o antes ~omposta por 1190 e madeira , passa a ser ~onsiderada uma se9a.o 

homog&nea, compost& somente por 1190, e de modulo de elasticidade Es . 

Atraves desta conside~ao, e da expresslo (30), inserida em (29), temos: 

Esi =Es Is +nwEsiw ................................................................. (31) 

Dividindo - se a expresslo (31) por Es , o momento de inwcia pode ser esorito 

como sendo: 

I = Is + n w I w ......................................................................... (32) 

Da mesma maneira , CARRASCO [lOJ confirma esta consideTB9Ao atribuindo 

resultados satisfatorios com a homogenei.za91o da se9lo transversal de vigas de madeira 

laminada colada , atraves da anaJise experimental por diversos pesquisadores . 
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3.1.1 EXEMPLO NUMERICO 

Utilizando - se o metodo da se9io transfollllada, com as condi96es estabelecidas 

anteriollllente quanto a posi9io da linha neutra e a capacidade de resist~ncia ao momento 

fletor, calculamos a razio modular para a se9io transversal da fig. 10 , que constitui - se no 

nosso prot6tipo . 

y 

z 

Figura 10 Se9ao transversal da Viga Mista 

Obs. espesSW"a da chapa 

de 9.90 2,65 mm 

Os m6dulos de elasticidade longitudinais , em questio, sio os seguintes: 



como: 

Es = 210.000 Mpa 

Ew = 10.500 Mpa. 

29 

A razAo modular dos componentes estabelecida na OQU89fto (28) ~ e detenninada 

Dw = 10.500 = 0 05 
210.000 , 

A tnmsfo1'1118.9fto da se9fto transversal do material escolhido se d8. atraves da area , 

ou seja, a madeira devera ser tnmsformada em area equivalente a de 1190 . Se neste caso a 

refer&lcia foro eixo .1 , e mantivermos a altura da pe9a, ou seja, alteraremos somente a 

base de madeira (hw), para o equivalente em 1190, temos : 

bw = 2,50 x 0,05 = 0,125 em 

Verificamos que a base de madeira anterionnente maior. agora passa por mna 

transfoflll8.9fto para o equivalente em 9.90 , reduzindo-se para um valor muito menor. 

A fig. 11 nos mostra a se9fto transversal equivalente , ap6s a aplic9.9fto do metodo da 



y 

z 

2,0 

Figura 11 Se9lo 1ransfonnada tendo como base o 390 
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3.2 PARAMETROS DE ELASTICIDADE 

Como apresentado na figura 1, ilustramos uma viga de seQft.o transversal com 

particularidades de ortotropia e isotropia . Sabemos que a rigidez total do sistema e 

composta pelo somat6rio da contribuiQft.o de cada elemento na composiQft.o, como menciona 

a equBfA.o (29) . 

BODIGl91, analisando o compensado em madeira, submete uma amostra a uma carga 

uniaxial e menciona que os elementos dessa composi~ft.o ao se deslocarem numa determinada 

dire~ft.o, por exemplo em rela~ft.o ao eixo X~, deverilo ter o mesmo comportamento para o 

deslocamento horizontal e , desta forma , determina o m6dulo de elasticidade longitudinal 

do compensado. Assim , podemos atribuir o mesmo procedimento para determinar o m6dulo 

de elasticidade da viga mista. 

Considerando uma carga P no modelo da fig. 12 , ela s~ni equilibrada pelo 

somat6rio da carga absorvida pela madeira mais aquela correspondente ao a9o , e tern o 

equiHhrio satisfeito dado pela seguinte express§.o : 

P = Pw + P 5 .................................................................................. (33) 

As cargas relativas a madeira e ao 3.90 serft.o respectivamente : 
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Pw =aw.Aw···················· .. ··························································(34) 

Ps = as . As .................................................................................... (35) 

Figura 12 Vista tridimensional da viga mista com aplic~lo de carga lDliaxial 

A lei constitutiva que relaciona a tenslo com a defo1'1JU19Io pode ser escrita como 

sendo da seguinte maneira para os materiais ~o e madeira respectivamente : 

0'" = E., ' Sw ··········································~··············,····-······.,········"'"' (36) 

as= Es. Ss ..................................................................................... (37) 

Acrescentando- seas express6es (34), (35), (36), (37) em (33), obtemos que: 



E s A= Ew Sw Aw + E. s, A. .......................................................... (38) 

Devido ao fato que os deslocamentos horizontals deverao ser iguais ,chegamos a 

conclusfto que s = Sw = s, . 

Esta eQU8.9Io 6 similar &quela encontrada por NEWMAR.K. SIESS e VIEST £29]. para 

vigas compostas. 

A aroa da total Se9fto transversal (A) , atrav6s do m6todo da Se9fto transformada pode 

ser escrita como sendo : 

A= As+ Ew Aw······································ ................................. (39) 
Es 

Observamos que a segunda. parcela da expressfto (39), corresponde exatamente a area 

da madeira transformada em area de ~0 . 

Com a expresslo (30) e (39) inserida em (38) , encontramos o modulo de 

elasticidade da se91o transformada, que sera o mesmo do ~o , ou seja o material tornado 

como base dos calculos para a se9Ao transfonnada : 

E = EwEsAw + Es 2 A, .................................................................. (40) 
EwAw +E.As 



0 coeficiente de Poisson pode ser escrito atrav6s da seguinte expresslo 

Aw 
Vt2 = Vwl2 Dw-

A 
+ Vsl2 As ................................................... (41) 

A 

Fig. 13 Defo~lo por cisalhamento na viga de se9lo mista 

Para uma ~arga de ~isalhamento P12 no plano 1-Z ,~onforme mostra a fig. 13 , resulta 

em mna distor9lo devida a este esfor9o , sendo que o equilfbrio se faz pela seguinte 

igualdade: 

Pt2 = Pwl2 + PSt2·· ........................................................................ (42) 
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Tambem podemos concluir que a distor~ao total e obtida considerando-se a 

contribui~Ao da madeira e do ~o da seguinte mane ira : 

112 = y.., 12 + Ys 12.···························· ................................................. (43) 

E ainda : 

P12 = t 12 .A ..................................................................................... (44) 

Pwl2 = 'l:w12 .A.., ............................................................................... (45) 

Ps 12 = ts 12 .As ............................................................................... (46) 

t 12 = Gt:z 1'12 .................................................................................. (47) 

'twl2 = G..,12 'Ywl2 ........................................................................... (48) 

ts 12 = <Js 12 rs 12 ............................................................................. (49) 

Substituindo-se as e~Oes (44), (45), (46), (47), (48) e (49) em (42), temos: 

G1:z112A =G.., 121'.., 12 A.., + G s 12 'Y s 12 As ....................................... (50) 



Mas sabemos que as distor~Oes deverlo ser iguais, pois devem trabalhar em 

conjunto , ou seja: 

Y1:z=rw12 = rs1:z .............................................................................. {51) 

Assim, reammjando- sea e<JU891o (50), considerando a inform09lo da expresslo 

(51), encontramos: 

Ol:z = Owl2AwEw + Os12As ···························································(52) 
E,A A 

Agrupando- seas eqt1890es (32) e (40), obtemos a rigidez (EI) do conjunto como 

sendo: 

Sendo: 

nw = a razlo modular dada pela e:xpresslo (28) ; 

Is = momento de inercia da chapa de 090 em rel09lo ao eixo 3 

(horizontal a se~lo transversal );; 

Lv = momento de inercia da madeira serrada em rel09lo ao eixo 3 

(horizontal a se~Ao transversal ); 



Es = m6dulo de elasticidade da chapa de 890 ; 

Ew = m6dulo de elasticidade da madeira ; 

As = area da se~fto transversal da chapa de 89o; 

A., = area da se~fto transversal da madeira . 

37 
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4. DETERMINACAO DA LINHA ELASTI.CA 

Em uma viga cBIT'egada transversalmue • conforme fig. 14, observannos que seu 

eixo, inicialmente reto, descreve uma curva que recebe o nome de linha elastica. 

y t ~(x) 

llnho 

eld'stico 

Figura 14 Linha elastica da barra devido ao carregamuo transversal 

A e~Ao diferencial que relaciona o momento com a curvatura pode ser 

apresentada na forma incompleta. para a curvatura como sendo : 

, 
M

1 
= E

1
lz V x ....................................................................... {54) 

A seguir apresentamos os procedimentos , atraves dos conceitos de energia de 

deform~Ao para a det~Ao da linha elastica. 



4.1 ENERGIA DE DEFORMACAO 

Seja a fig. 14 areprese~ao de wna vigamista em chapa dobrada emijecida e alma 

de madeira (transfonnada) , com wn estado uniaxial de tenslSes Oy = 0 ; as defo11DB9lSes 

podem ser escritas , segundo os m6dulos de elasticidade e os coeficientes de Poisson do 

conjunto: 

~ ......................................................................................... (55) 
Ex 

_ 0 x.y0 x 
Sy - • ................................................................................. (56} 

Ex 

'txy 
'fr.y = - ....................................................................................... (57} 

GKY 

A energia de deform~io especifica ( por unidade de volwne) da viga pode ser 

descrita como sendo : 

1 
u = -O'ij£111 .................................................................................... (58) 

2 
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Sll.VERMAN apud CARRASCO [l'lJ , coloca que podemos desprezar a defoi'D189fto 

na dire9fto y (&y) , e alem disso na dire9fto z (&z) tambem . Assim, a eqtl89fto (58) fomece a 

energia de defonn~fto da viga mista com a seguinte expressfto: 

U = .!_ J:[ J (ox Ex +txy'Y xy)dA ]dx ............................................. (59) 
2 A • 

A tensfto devida a flexlo e escrita da seguinte fonna : 

ox = MxY ....................................................................................... (60) 
Iz 

Sendo que: 

M x = 6 o momtmto fletor num ponto da viga; 

y = e a distincia de um ponto na se9fto transversal ate o eixo neutro da viga; 

1 = momento de inercia em rel119fto ao eixo z . 

As tensOes de cisalhamtmto slo definidas por : 

vs 
tltY = - ..................................................................................... (61) 

bl, 
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Onde: 

v = e a for9a cortante D1DJ1 ponto da viga ; 

S = e o momento estatico de mn ponto considerado da se9Ao transversal ; 

b = e a largura. da se9Ao que contem o ponto em analise ; 

Com as e~Oes (55) ,(57) , (60) e (61), inseridas em (59), sendo A a area da se9Ao 

transversal da viga transformada , encontramos : 

_ .t Mx
2 

.t Vx 2 A S2 

U- Jo 2E I dx+ Jo 20xyA dx.JT JA b2 dA ................................ (62) 
I[ z z 

A s2 

Ao filtor - J - dA , denomina - se filtor de forma "c, , e sera analisado em 
I 2 A b2 

z 

separado em outro capitulo . 

Para urn poquono olomento dx da viga , conforme mostra. a fig. 15 , podomos 

computar mna info11118.9Ao util sobre a for9a cortante V , atraves da tenslo de cisalhamento, 

tgy:y= : ................................................................... : ............... (63) 
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Figura 1 S Defoi1Jl89fto por cisalhamento 

Com as eCJU8.9aes (57) e (63) , e sabendo - se que t X'/ 
.v 

= c - , encontramos a 
A 

seguinte expressao : 

_ GxyAv' 
v - ...................................................................... (64) 

c 

Desta maneira, com o apoio das eqtl8.9aes (54) e (64) , incrementadas em (62), 

chegamos a fim9fto que nos fomece a energia de defoi1Jl89fto do conjtmto , que vale: 

1 t :z GxyA.v':z 
U = 2 Jo <Exlz v" + c )dx ................................................. (65) 



4 .2 0 PROBLEMA VARIACIONAL DA VIGA DE SECAO 
TRANSFORMADA 

A energia intema, ou de defonn1J9io, e sempre positiva . Seu equilibrio , ou seja , a 

eqlll9io diferencial de equilibrio, e atingida atraves da minimiZIJ9Io da energia potencial, 

atraves do calculo variacional , utili.zando-se a eq1119io de Euler . Podemos aplicar a 

mini~lo , porque em se tratando de cargas em regime estatico, ou muito lenta , a energia 

de defonn19lo 6 uma fonna de energia potencial . 

Para a viga mista, a energia potencial total pode ser verificada adotando-se o 

seguinte esquema esWico : 

p 

.Ql 

Figura 16 EsquemaesWico da vigamista 



44 

0 trabalho das cargas extemas (W) no ponto indicado por l 1 , e igual ao produto 

fotya pelo seu deslocamento ,ou seja : 

w = - p v(lt) .................................................................................. (66) 

A energia potencial total sera : 

1 4 OxyAv'
2 

1t = - r (Exlz v"'~ + )dx .. P v(it) ............................... (67) 
2 Jo c 

Embora nao conhe9amos a fim9Ao da linha elastica da viga v ~ , sabemos que ela 

deve atender as condi9C'Ses de vinculQ9Ao e continuidade . 

A continuidade do :fimcional e impedida pela carga concentrada, pois este ponto e um 

local de descontinuidade das fim9C'Ses . Desta maneira introduzimos os multiplicadores de 

Lagrange At e A2, onde At garantinl. a continuidade para os deslocamentos Y(x) , A2 a 

continuidade das rof:a.96es Y(x) ' • A falta do multiplicador A-t implicaria na exist&ncia de 

deslocamentos descontfnuos , e a aus&ncia de A2 , indicaria a exist~ncia de uma articulQ9Ao, 

sendo as rot&9l\es descontlnuas . 

Assim, teremos uma linha elastica ( Vt ) de zero ate ih e outra ( v2) , de it ate o 

comprimento l , e o seu :fimcional tem a seguinte expresslo : 



Aplicando a e<JU8.9fto de Euler, das considen190es do ANEXO 1 , no fimcional da 

viga. mostrado na e:xpressfto ( 68) , encontramos a e<JU8.9fto diferencial que detennina a 

elastica de v1 que realiza mn extremo no fimcional , e vale : 

IV G xyA V:' 
E

11
Izv1 - = 0 ...................................................... (69) 

c 

Analogamente a elastica de v2 e representada. como : 

IV G • .,A v2' 
Exlz V 1 • = 0 ....................................................... (70) 

c 

Sendo que as primeiras parcelas das e:xpressOes (69) e (70) • correspondem a parte 

de flexfto , e as segundas parcelas ao cisalhamento . 

Os deslocamentos provocados pela flexfto ou cisalhamento podem ser calculados 

separadamente para cada elastica, dependendo apenas da energia de defo~fto provocada 

pelo tipo de esfor9o . Esta condi9fto nos parece util , mna vez que isto possibilita avaliar a 

contribui9fto nos deslocamentos verticais de cada parcela (flexfto e cisalhamento ) . 



Atraves do fimcional da expresslo ( 68) , e o esquema estatico da figura 16 , ou seja, 

uma carga concentrada na viga, e ainda considmmdo somente o efeito do deslocamento por 

esfor~o cortante, conforme mostrado no ANEXO 1 , determinamos as elasticas de Vt e v2, 

respectivamente , como sendo : 

GxyAv1 Pt1 __....;;.._ = --x + Px ................................................................... (71) 
c t 

OxyA.v2 Pi1 ~- = --x+ P£1 ................................................................. (72) 
c t 

i 
Se admitirmos para a viga de se~lo transformada. que i1 == l, e X = 

encontraremos desta forma , o seguinte resultado: 

Pi 
Vt = V2 = C •••.••.•..••.•..•••.••••••••••.••••• , ••••••••••••••••. ., •••••••••••.••• (73) 

40xyA 

t 

2 

Como fimcional da expresslo (68) , o esquema estatico da figura 16 , que mostra 

uma carga concentrada na viga , e considerando somente o eteito do deslocamento por 

esfor~o devido a flexlo , conforme ANEXO 1 , as elasticas de Vt e v2 sAo , 

respectivamente: 

v1 = _1_(Pi1x
3 

_ Px? + Pi1ix + Pi/x _ Pi/x) ...................... (?4) 
Ex lz 6t 6 3 6t 2 
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v2 = _1_ Pi1x _ Pi1x + Pi1ix + Pi1 x _--.!.!_ ····················· (?5) 
( 

) 2 ) p )) 

EXIZ 6i 2 3 6i 6 

Ao admitirmos que it = !.. e x = !.. , en~ontramos a mesma e~l.o dada pela, 
2 2 

Resistan~ia dos Materiais , desmta ~omo : 

p,tl 
Vt = V:z = ............................................................................ (76) 

48E1Iz 

0 deslocamento vertical total e a soma da parcel a referente a cortante e flexl.o, dadas 

pelas respectivas equ&96es , (71) e (74) , considerado-se a linha elastica de v1 , bem como 

somando-se (72) e (75) teremos a linha elastica de v2 . 
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6. DETERMINAc;Ao DO FATOR DE FORMA 

Na literatura. sobre esse asstmto verificamos que LANGENDONCK.[20J coloca o fator 

de fonna como sendo o quooiente entre a tensfto de oisalhamento media e a tensfto de 

cisalbamento no centro de gravidade da se9a.o . 

TIMOSHENKO e OERE l36l afinnam que podemos usar o fator de forma enconlrado 

na parcela da energia de defo11118.9fto para corrigir a tensfto de cisalhamento, sendo que esta 

encomra- se indicada como mna parte da eqt18.9fto (62) , que podemos reescrever da 

seguinte forma : 

A g2 
c = IT JA b2 dA ............................................................................. (77) 

z 

0 fator de forma pode ser aplicado sobre os elementos ~o e madeira da viga mista 

separadamente , assim encontramos que : 

A s2 

C5 = -
2 
J...-

2 
dA ......................................................................... (78) 

I
2 

b
1 

A g2 
Cw = -2 t-2 dA ....................................................................... (79) 

Iz bw 



Onde: 

A = e area equivalente total do elemento considerado; 

Iz = e o momenta de inercia em rel~J9&o ao eixo neutro da pe9a ; 

s = e 0 momento estatico; 

b = e a largura do elemento ; 

Os indices s e w representam respectivamente o 190 e a madeira 
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A seguir serlo calculados os valores dos coeficientes de fonna para a viga de se9Ao 

composta. 



5.1 DETERMINAyAO DO FATOR DE FORMA PARA A 
CHAPA METALICA DOBRADA 
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Vamos calcular o filtor de fo1111a aplicando a e:xpresslo (78) para a chapa metalica , 

de acordo com a fig. 17. 

y 

Figura 17 Viga composta por chapa metalica 

Desenvolvendo a integral , detalbada no ANEXO 2 , o valor do fator de forma 

considerando • se somente o chapa metalica da viga mista vale : 
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"• = 4eA1 (a
3
b

2 
_ ba

4 
+ a

5
) + 4eA2(b- 2e) (e

3
b

2 
_ be

4 
+ e

5
) + 4eh

5 
A 

" 2 2 i .... (80) 
II 12 8 20 12 12 8 20 24013 

Onde: 

At = area do total do labio emije~edor ; 

It = momento de inercia do labio emijecedor ; 

A;. = area total das abas; 

h = momento de inercia das abas~ 

A3 = area das almas ; 

l3 = momento de inercia das almas ; 

e = espessura da chapa metalica . 



5.2 DETERMINACAO DO FA TOR DE FORMA PARA A 
MADEIRA 
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Agora, vamos caloular o fator de fonna aplioando a expressao (79) para a madeira, 

utilizada na parte central da viga mista , conforme mostra a fig. 18, com a seguinte 

geometria: 

z 

b 

h 
2 

h 
2 

Figura 18 Se9fto retangular em madeira 

Desenvolvendo a integral , detalhado no ANEXO 3 , o valor do fator de fonna de um 

retingulo em madeira tem a seguinte e:xpressAo : 
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Aw2bh
5 

()W' = 2401 2 = 1,2 .................................................................... (81) 
w 

Onde: 

b = largura. da madeira ; 

h = altura da madeira ; 

Iw = momento de inercia . 



5.3 DETERMINA<;AO DO FA TOR DE FORMA PARA A 
VIGA MISTA ( TRANSFORMADA) 

S4 

A viga mista transf01mada tern urn t:omportamento similar a viga composta s6 com 

chapa metalica ~ pois aplicando a expresslo (77) numa viga qualquer ja transfomtada 

conforme mostra a :fig. 19, encontramos uma e~lo similar a expresslo (80). 

y 

or 
z h 

<J=_ 

j b je1j b ! 

Figura 19 Viga mista transfonnada 

Desenvolvendo a integral (67), detalhada no ANEXO 4 , o valor do fator de forma 

considerando - se a viga mista (transformada) vale : 
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Onde: 

AI = area do total da aba enrijecedora ; 

It = momento de inercia da aba enrijecedora; 

AJ = area total das abas; 

h = momento de mercia das abas; 

A3 = area da alma ( considerando a se9Ao transformada ); 

l3 = momento de inercia das almas ( considerando a se9Ao trans:formada ); 

e = espessura da chapa metalica ; 

e1 = espessura da madeira trans:formada ( equivalente) . 



5.4 CALCULO DO FATOR DE FORMA DE ALGUMAS 

VIGAS UTILIZADAS PELOS FABRICANTES 
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As vigas de se9lo mista em chapas de 1190 dobradas enrijecidas e almas de madeira 

solidarizadas por parafusos no padrfto da co~ , t&n chapa de espessura 2,65 mm e 

encontram-se a disposi9lo no mercado consumidor em 3 padr6es basicos . Apresentam as 

caracteristicas geometricas mostradas na fig. 20 . Com esses valores insmdos na e<JU89Io 

(82) , encontramos os seguintes val ores para os fatores de forma : 

Figura 20 a)-+ c = 1,23 

Figura 20 b)-+ c = 1,23 

Figura 20 c)-+ c = 1,25 

0 esp8.9amento entre parafusos para as vigas mostradas na fig. 20 a) , que sao as 

vigas principais, giram em tomo de 115 em, e os demais (fig. 20 be 20 c) em tomo de 60 

em. 

B F..mnresa fabricant'.t! de vit:mB mistas nara dmhramentos mf!t.AliC"ol'l 



S7 

7,5 

a) b) c) 

( dimensOes em em ) 

Figura 20 Vigas padra.o COFIX 
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6 ANALISE DA CHAPA DE ACO . 

Neste oapftulo apresentamos os aspectos mais importantes a respeito da chapa de 

9.90. No tocante ao dimensionamento e verific9.9fto da chapa ,devem ser observados , o 

escoamento do material • a flamba,gem local por compressflo da mesa ou da alma e a 

flambagem lateral . 

Quando nAo ocorrer flamba,gem lateral ou local , e houver flexfto no plano de 

carregamento, o escoamento do material e o fator limitante ; assim , o dimensionamento 

empregado e simplificado atraves dos ca.Iculos tradicionais . Entretanto , cabe - nos ainda 

observar que a util~Ao de chapa meta.Iica, conforme relata GALAMBOS(l4J , para se96es 

de parede fina composta de dois perfis "c" , lado a lado , a altma da pe9a deve ser 

normalmente de 2,54 em a 30,48 em e a espessura da chapa ate 1,27 em aproximadamente . 

Alem dessas verific1196es a NBR 8800£61 , recomenda que para pe9as em 1190 

estrutural a esbeltez maxima sera proferida como : 

A. ::.:;; 240 para pe9as consideradas principais ; 

it ::.:;; 300 para pe9as consideradas seclUldarias . 
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6.1 FLAMBAGEM LOCAL 

Em vigas mistas com chapa dobrada de afO e possfvel verificar 0 fen8meno da 

flambagem local , como pode ser visto na :fig. 21 , e assim quanti:fica - Ia atraves da tenslo 

normal , e avaliar sua influ~ncia na chamada tenslo CJitica . 

a 

/b~ 
77 

Figura 21 Flambagem local da mesa por eompressfto . 

TIMOSHENKol38J estuda esse problema analisando chapas de espessura t, largura 

b e m6dulo de elasticidade E conforme mostraa:fig. 22. 



""" ov 

Tn~ 
-... , 

,lr 
1', 

I 
I I 

I 
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..J L 

T 
0 

t 

Figura 22 Chapa submetida a for9a de compressfto 

Fonte TIMOSHENKO l38l 

A e~fto na forma condensada, desenvolvida por TIMOSHENKoJ.38J para a 

verific3.9fto das mesas, tem a seguinte forma : 

O'er = KcE(~)
2 

............................................................................. (83) 

Onde Kc representa mn coeficiente que depende das condi96es de bordo . 

Sepdo BRESLER., apud STRAUCJ113Sl , o coeficiente Kc para o estudo de vigas 

'T', tem os seguintes val ores para as condi9tles de contomo da chapa : 

- ambos os lados apoiados ----------3,6 

- um lado opoiado e o outro engastado _______ 4,9 
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- ambos os lados engastados __________ 6,3 

• um lado apoiado e o outro livre 0,38 

• um lado engastado eo outro livre 1,15 

Esses coeficientes sfto considerados a partir da se9fto transversal da viga , como no 

exemplo dafig. 22, sendo que as condi9Ao de contomo sAo as damesa. 

A verific119Ao da alma , estando esta sob a 119Ao do momento ou da cortante pode ser 

es~ita como : 

Oa = K.E(~:) 
2 

.•••.•••.••.•.••••.••.••••.••.••.••••••••••.••..••...••.•..•••••••••.•••••• (84) 

0 coeficiente K..v depende das condi90es de borda da alma, alem do tipo de 1J9Ao, 

que podera ser momento fletor ou for9a cortante . 

Considerando - se somente a 119Ao do momento fletor para a amilise da alma , o 

coeficiente Kw vale : 

Borda livre ______ 21,5 

Borda engastada 3 5, 7 

Em se tratando de esfor9o cortante os coeficientes sAo : 
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Borda livre ______ 4,8 

borda engastada 8,1 

Desta maneira calculamos a tenslo crftica de flambagem local na alma. 

6.2 FLAMBAGEM LATERAL 

FRUCHfENGARTEN [t3J relata que a verific~l.o da flambagem lateral consiste em 

calculannos o momento crftico( Mer ) e compararmos com o momento de servi~o ( M ) , de 

tal maneira que , se ocorrer : 

M <Mer ~ apenas ocorre deslocamentos verticais ( posi9Ao plana e de equilfbrio 

estavel ); 

M = Mer -t ocorre flambagem lateral . 

0 valor do momento crftico de flambagem elastica para o caso de pe~as de se9Ao 

bissimetrica tem a seguinte expresslo : 

Mer = JP .,Pzrz 
2 

............................................................................ (85) 



Onde: 

1t2EI 
P y = 

2 
Y ( carga crftica de flambagem em tomo do eixo y ) 

t 

G1 ( 1t2z2) P z = -+ 1 + - 2- ( carga crltica em tomo do eixo z ); 
rz .t 

rz = !i ( raio de gi~ao em tomo do eixo x ) ; 

z=~"'. GI' 
t 

It = momento de inercia a tor91W ; 

rz = raio de ~ao em tomo do eixo z ; 

63 

Jw = ( constante de empenamento ~ momento de inercia setorial ); 

Figura. 23 Se~ao transversal em "I "qualquer 

Fonte LANGENDONCKI.20l pagina 86 



64 

LANGENDONCK(20J detennina o momento de inercia setorial para figtD11S 

geometricas de se~Oes delgadas abertas , com pelo menos wn eixo de simetria ou de 

antimetria . Para se~Oes transversais em fonna de "I " , como mosira a figura 23 , temos : 

Entretanto para a viga de se~a.o mista com a seguinte se~a.o transversal : 

)ll 

Figura 24 Geometria da se~a.o da viga mista transfonnada 

Sendo que: 
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£1.2.3 = comprimento dos lrechos 1, 2 ou 3; 

t = espessura do lrecho considerado . 

o comprimento " e " identificado na fig. 23 , vale zero . 

Assim sendo , o momento de inercia setorial , sera : 

Segtmdo LANGENDONCK£19
1 , o momento de inercia a tor91D , pode ser escrito da 

seguinte forma : 

3 

It = L £~~:~~ ··················································································· (88) 

Onde n e o lrecho considerado , l o comprimento , e t a espessura . 

Admitindo-se os dados da figura 24 , temos : 

3 3 3 
fltl +4£2t2 + 4l3t3 

It = ............................................................ (89) 
3 



7 ESTUDO DAS LIGACOES 

7. 1 GENERALIDADES 

As lisa90es entre as partes componentes da se9Ao transversal, feitas com parafbsos, 

assumem importante papel para o hom desempenho das vigas mistas . 

As lisa90es das vigas mistas, em chapas de ~o dobrada e em madeira sAo 

solidarizadas por parafbsos e, quase sempre, nAo sAo utilizadas mruelas para o aperto das 

mesmas . Essa pnllica tem sido consolidada por quase todas as empresas que fabricam esse 

tipo de equipamento para a constru9Ao civil e , a princfpio, no modelo aqui estudado . 

~ classifica as lisa90es em : simples, ou seja , aquelas que permitem um 

pequeno deslocamento horizontal e transmitem os esfor9os de cisalhamento ; e em conexOes 

rfgidas • que sAo aquelas que permitem uma perfeita e completa transfertmcia dos esfor9os de 

flexAo e cisalhamento e as semi - rfgidas, que compOem um estado intennediario entre os 

tipos rfgidos e :flexfveis . 

LUCHESE e STAMAT0[23J, como intuito de determinar as cargos a.dmissfveis para 

lisa90es de pe9as de peroba rosa com parafbsos de ~o , montaram os corpos de prova de tal 

fonrul que os psmdi:uzos enm anJi.Jisados como pino. l5lto e equivlllente a psmdi:uzos sem 
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porcas e arruelas , desconsiderando o atrito provocado pelas mesmas . A justificativa 

sustentada por esses pesquisadores e que apesar de impedir o escorregamento relativo entre 

as pe9as, apresentam mn grande inconveniente, pois necessitam de apertos peri6dicos para 

manter a condi9ao de atrito . Alem disto, comentam que o atrito pode ser considerado em 

cimbramentos e outras obras provis6rias . Isto se deve ao fiUo de que as cargas aplicadas 

tem ~ao pequena neste tipo de estrutura . Outro fato importante, refere - se as pe9as 

utilizadas pelas empresa que passam por uma constante manuten9ao , ap6s utiliZ89ao na obra. 

.d 

~ 

a' 
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t t 
AA • , .... rm ~ 
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~ 
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~ 

) 

luoioo 
... v 

Figura 25 A90es e esfor9os sobre o parafuso aplicado em li~Oes na madeira 

Fonte LUCHESE e STAMATOl231 p8gina 3 

c) 

d) 
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Observam esses pesquisadores que a relf19io entre o comprimento do parafuso e a 

espessura ( b/o ) interfere sensivelmente na resisttmcia da lig&.9Ao como mostra a fig. 25 em 

ensaios aplicados a madeira . 

Considerando - se a pressio media Pm na se9Ao transversal do parafuso como 

distribwda uniformemente sobre o difunetro atraves da resultante F ( fig. 25b ) , LUCHESE e 

STAMATOI.23J verificaram ( fig. 25c ) que : se b/o tem mna rel~t9io muito pequena , a 

li~ao por parafuso e considerado rfgida. Caso a rel~ao b/o seja muito grande , a li~ao 

por parafuso e considerada flexivel, conforme mostra a fig. 25d . Se houver arruelas, essas 

criam tun engastamento parcial nas extremidades do parafuso , assim o parafuso e tracionado 

e este pressiona a arruela contra as pe9as laterais que, por sua vez , desenvolvem for9as de 

afrito que absorvem parte do esfor~o F. 

AGOST.INI, CATIO e STAMATol2J estudaram lig&.96es de pinho do Parana e de 

eucalipto citriodora com parafusos de 390 , e relataram que o parafuso sofreu defofiD896es 

formando rotulas plasticas . Comentaram tambem que quando a li8&9io por parafuso e muito 

ngida a rel39Ao b/o e em ,geral inferior a 3 , assim como tambem com a rel119io superior a 6 

e muito esbelta. Isto e tambem comentado por USBOA f.221, conforme mostra a fig. 26, onde 

observamos esquematicamente a form119ao de r6tulas advindas de flexao do pino. Esse 

pesquisador considera a ntunef89Ao de 1 ( tun) a 4 ( quatro ) , e defme : 

R6tulas externas ---+ 1 e 4 ; 

Rotulas internas --+ 2 e 3 ; 



Figura 26 Parafuso deformado 

Fonte USBOAl221 p&gina 18 
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7.2 CRITERIOS DE DIMENSIONAMENTO 

As chapas metalicas ao serem solidarizadas a madeira devem obedecer aos 

espB.9amentos e dist:Ancias mfnimas das nonnas de estruturas metalicas . 

Segundo ALMEIDA£4), os modos de ruptura, como apresentados na fig. 27, podem 

se apresentar de varias maneiras. e tem as seguintes cara.cterfsticas principais : 

embutimento do pino nachapa(27a); cisalhamento (27b); e tr9.9Ao (27c). 

I 

~ 

F 

a) Embutimento b )Cisalhamento 

Figura 27 Modos de ruptura das chapas metalicas nas uni6es. 

Fonte ALMEIDA£41 pagina 111 

F 
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ALMEIDA , FUSCO e RODRIGUES l3J consideram que ap6s a fase elastica as 

li~Ges para:fusadas e pregadas apresentam grandes defo~Ges , como mostra a fig. 28. 

Para se obter esta inform39fto e observada a rel39fto entre a for~a aplicada e o deslizamento 

das lig39Ges para:fusadas ou pregadas para madeiras , atraves de experimen~fto em 

laborat6rio .Normalmente o diagrama apresenta uma fase linear elastica e uma segunda 

chamada de elasto - plastica . 

kN 

..........._ 

/ 
v -~ 

.....____,_ 

( ~ 

40 
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2 I I) 

mm 

Figura 28 Diagrama carp x deslizamento tipico das li88f6es de 

estruturas em madeiras. 

Fonte ALMEIDA, FUSCO e RODRIGUESl3J p3gina316 
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Os modos de ruptura das WliOes estlo apresentados na fig. 29 e identificados pela 

plastific~Ao do pino por flexAo (29a), embutimento do pino na madeira (29b) , cisalbamento 

damadeira(29c) e fendilhamento damadeira(29d). 

A determin~Ao das cargas limites pode ser identificada atraves de ensmo de 

laboratorio . Para isto sAo escolhidos algtmS exemplares que devem ser no minimo seis e 

obtidas estimativas dos val ores caracterfsticos atraves da utilizaqAo da seguinte expressa.o : 

[ 

Fo; + Fo,2 + Fo.J + ... Fo !..t l 
- '2 Fo,wk- 1,1 2 - F n ................................ (90) 

n- 2 o.2 

2 

Com F01 sF02 ::;;. .. sFo,n . . 

Sendo que: 

Fo = for~a correspondente ao limite de proporcionalidade da lig89fto ; 

n = o.Umero de corpos de prova variando de 1 (lDil) ate n 
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9 

a)Plastific39ao 
doPino 

b )Embutimento c )Cisalbamento d)Fendilhamento 

Figura 29 Modos de ruptura das li~Oes ( madeira) 

Fonte ALMEIDA , FUSCO ,e RODRIGUES l3J p8gina 317 

Para determin39ao da forva correspoudente ao limite de proporcionalidade Fo 

verifica-se o valor de carregamento correspondente a deform9.9fto especifica de 2,5 ° I 00 de 

acordo com o diagrama idealiza.do na fig. 30 , carga por deform9.9fto e~ecffica. 

F 

2,5°/oo 

Figura 30 Diagrama Carga x deform9.9fto especffica idealizado. 

Fonte ALMEIDA , FUSCO ,e RODRIOUES[3J pagina 317 



sendo que: 

P1L = 0,80 Po , correspondente ao primeiro limite 

Pn = 1,20 Po , correspondente ao segundo limite 

74 
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7.3 CONSIDERAC<)ES SOBRE PARAFUSOS 

A AQOMlNAS[tJ , ompresa sidor6rgica oacional , oonsidera que as li&a96es para 

estruturas de 390 dividem - se em dois grupos e caracterizam - se pelo tipo de solidari.za9ao 

empregada, sendo consideradas como : 

-As pennanentes , ou seja, aquelas feitas com rebites e soldas. 

-As ligavOes desmontaveis ou removfveis, executadas por parafusos e pinos. 

Os parafusos utilizados em constru90es metalicas tern cabe9a sextavada e sao 

classi:ficados em tris grupos distintos como segue : 

a) Parafusos corm.ms -+ A tolerincia admissfvel entre o :furo e o corpo do para:fuso 

deve ser ~ 3 mm . Estes para:fusos nao sao swonselbAveis para lisa90es de pe9as sujeitas a 

cargas dinAmicas . Sao utilizados normalmente em estruturas leves ou pe9as de menor 

importAncia estrutural . Considerando a utiliz89ao desses parafusos em vigas mistas 

recomendamos uma tolerincia s; 1 mm 

b) Para:fusos usinados ou de tolerincia fina -+ sao aqueles empregados em estruturas 

sujeitas a cargas dinAmicas. A tolerftncia da folga entre o :furo eo corpo do parafuso deve 
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ser s: 3 nun . Eles t~m uso restrito por causa do seu custo elevado . Como no caso anterior 

fazemos a mesma recomendQ9fto da tolerAncia :S: 1 nun . 

c) Parafusos de alta resist~ncia -t Sfto aplicados nas lisa90es onde os esfor~os sfto 

transmitidos por contato entre o corpo do parafuso e as paredes do :furo. ou por atrito entre 

as pe~as a serem ligadas. Esses elementos transmitem cargas estaticas .e dinfu:nicas. 

A distancia minima entre as linhas de centros dos :furos de chapas de 390 nfto deve 

ser inferior a 2, 7d , sendo d o difimetro nominal do parafuso, e a distfmcia do :furo a borda , 

confonne indicado na tabela 2 . 

Difunetro (mm) DistAncia do fiu-o a borda 
(mm) 

Difunetro nominal do Borda cortada com Borda laminada ou 
rebite ou para:fuso serra ou tesoura cortada a ~arico 

13 26 20 

16 29 22 

19 32 25 

22 38 28 

25 44 31 

28 50 37 
32 58 42 

>32 1, 75 x diametro 1,25 x diametro 

Tabela 2 Distancia minima entre a Jinha de centro de um furo 

a borda da chapa 

Fonte A.;OMlNAS£11, pagina 19 
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A NBR 8800(6] especifica ainda que OS parafusos submetidos a for9a cortante tern a 

seguinte resist~ncia : 

~v = 0,60 (0,42 A:p t) ................................................................. (91) 

Onde: 

Rdv = for9a resistente de calculo a for~a cortante para wn parafuso; 

Ap = area bruta baseada no diftmetro nominal "d., do parafuso e 

.gual 1td2 
1 a -· 4 , 

fu = Resist~cia a tfa9Ao do material do parafuso que consta do 

anexo A daNBR 8800/1986(61, e indicado na tabela 3. 

As indic~6es da tabela 3 , tambem fomecidas por essa norma apresentam algwnas 

caracteristicas para alguns ~os utilizados em parafusos e barras rosqueadas , descritas a 

segurr: 

(A) ~ Disponfveis tambem com resist~cia a corrosfto atmosterica; 

(B)~ C = carbono; 

T = temperado; 

ARBL RC =Alta resist~ncia e baixa liga, resistente a corrosao; 
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As quatro primeiras especific390es da tabela 3 referem - se a parafusos e as duas 

ultimas especific890es as barras rosqueadas. 

EspecificaqOes Limite de escoarnento 
(Mpa) 

AST.MA307 • 
ISO 898 235 

Classe 4.6 
ASTM A 325 635 

(A) 560 
ASTM A 490 895 
!·:A!ot!+t!rti.ll'!·k!~i::!· -i·t'f\: 
:~;.~-:.w. ... :;.m-::.7.~: :.:~:.l~ : 

R.esist6ncia 
atl'a91o 
(Mpa) 

415 
390 

825 

725 
1035 

!·!·!·i·A-hn·!·! 
:::::::~~:::: 

Dilmetro 
m.8ximo 

(mm) 
100 
36 

12,7 s; d s; 25,4 

25,4 <d ~ 38,1 
12,7 ~d ~38,1 

Tipo de 
Material (B) 

c 
c 

C,T 

T .... ·c ..... 
: i : ; : j : ; : l : . : : : l : l : ~ : ~ : ~ 
.,.:AmU.' . ''RC' ... . .... . . .. 
·: ' . : 

Tabela 3 Materiais usados em parafusos e barras redondas rosqueadas. 

Fonte NBR 8800[6] anexo A pagina 114 

A area efetiva do parafuso e consolidada pela seguinte expresslo : 

A,=~ ( d- 0,9:43r 2,542 ............................................................ (92) 

Para os para:fusos comuns de manetra geral as caracterfsticas geometricas 

apresentam-se como dados na fig. 31 . 



Onde: 

cl= di8metro nominal 

dr = diometro efetivo 

Figura 31 Propriedade geometricas do para:fuso 

Fonte FRUCIITENGART,EN£13
1 p&gina 193 

d = diatnetro nominal em em ; 

d.. = diftm$trO efetivo ; 

Ar= area efetiva ou "area de tens6es', em cm2
; 

n = nfunero de fios de rosca por polegada 
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Normalmente, segundo FRUCHTENGART.ENf1
3J , a area efetiva e de 75 % da area 

nominal. 
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As empresas de cimbramentos metalicos optam por para:fusos ~omtmS , pois o :futor 

custo e decisivo na compra . Desta mane ira , tambem vamos adotar que a soli~fto das 

pe~as sera aquela ja indicada pelo mercado , ou seja, para:fuso comum . 
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7.4 DIMENSIONAMENTO DO PARAFUSO 

Existem dois caminhos recomendados pela literatura . 0 primeiro leva em 

consideta9fto o fluxo de cisalhamento entre as pe9as , resultante da for9a cortante atuante, 

quando as lig&90es sfto posicionadas na alma . 0 segundo leva em consider8.9fto o 

dimensionamento atraves do centro de cisalhamento e as li~Oes na mesa ou proximas a 

esta. 

7.4.1 FLUXO DE CISALHAMENTO 

0 dimensionamento ab:"aves do fluxo de cisalhamento presume que a transfer&lcia das 

tensOes entre as pe9as • provocada pela for9a cortante, seja feita de maneira integral pelos 

conectores . 

Para ilustrar esta sif:ua9at> vamos considerar um pequeno trecho da viga mista e 

analisar o desenvolvimento do seu equilibria , como mostrado na fig. 32. Assim, 

detenninaremos a quantidade de parafusos necessarios para que se estabele9a a 

solidarizayfto das pe9as. 
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M~d\ II \1 
M 

t 
dx I 

Figura 32 Elemento dx entre as se96es A e B 

Na fig. 32 admitindo-se que as for9as Faw e Fbs sfto diferentes entre si, e que na 

se~a.o B existe uma tenslo normal ( ob ) maior que na se~a.o A, logo ha mn momento atuante 

maior neste ponto do que no outro . Esta tenslo e conhecida por: 

c ~- ---1..--~---·"' -~--1:!~--- ")'1-----~--.L---- ___ .J_! __ - -- --
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Mx Y .................................................................................... (93) 
lz 

Onde: 

Mx = momento fletor; 

y = distancia a partir da linha neutra medida no eixo y ; 

1 = momento de in~rcia em rel~lo ao eixo z . 

tensoes tens5es 

M 

dx 

Figura 33 Elemento dx e o diagrama de tensOes na se~lo transversal 

Assim podemos destacar que a for9a dF , formada pela diferen9a entre aquela 

existente entre as se90es B e A, como e mostrado esquematicamente na fig. 33, pode ser 

descrita como: 

dF = Fb - Fa. ............................................................................... (94) 



84 

Entretanto, devemos ressaltar que a for~a dF e composta de duas parcelas, ou seja 

~o e madeira, como verificamos na fig. 32 : 

dF = dFs + dFw .............................................................................. (9.5) 

Onde: 

dF = for~a infinitesimal dada pela expressllo (94); 

dF, = for~a infinitesimal nas chap as de ~o ; 

dFw = for~a infinitesimal na madeira. 

Desta forma ,a expressllo (93) inserida em (95) , na se~llo B, multiplicada pela area 

da sevlo transversal dA ( trabalhando aqui com o metodo da sevlo tnm.sformada , 

desenvolvido no item 3.1 em que a area da madeira vale nwdA ) resulta a seguinte rel~lo : 

Onde: 

M, = momento atuante na se9fto em 9.90 ; 

dM8 = incremento ao momento do 9.90 ; 

Mw = momento atuante na seyfto em madeira; 

dM, = incremento ao momento da madeira; 

Is = momento de inercia do ~o em rela9fto ao eixo transversal z ; 



lw = momento de inercia da madeira em rel9.9ft.o ao eixo transversal z ; 

nw = transform89A.o da area ou do momento de inercia = E w . 

E, 

Analogamente , na se9a.o A , tem a seguinte expressa.o : 

~ = M, ydAs + Mw ydAW"'""'"""""'''"""""'''""""""""''""" (97) 
Is Iw 

Associando - se as eqll890es (96) e (97) , e aplicando em (94) temos : 

d.F= dMS ydAS + dMW ydAW''''''''''""'''''''''''''''''''''''''''''''"'''""'' (98) 
Is Iw 

A for9a dF e produzida pelas tensOes de compressa.o na fibra superior a partir do 

eixo neutro mostrado na expressa.o (93) , e se integrannos a fim9A.o dF temos : 

F= 1: dF= rdM· ydA. + rdMW ydA, ...................................... (99) 
Is Iw 

Re8111Jl!jando- se a eqll89ft.o (99) encontramos que : 

dF= ~s J: ydA 8 + ~w I: ydAw ................................................ (100) 
5 w 



Como sabemos J: yd.A e o momento estatico (S) , logo a eqtl89Ao (100) pode ser 

descrita da seguinte forma : 

dF= dl\{~s + dl\fwSw ................................................................... (101) 
I1 Iw 

Entretanto, desejamos saber o :fluxo de cisalhamento ( q) no elemento dx da viga 

mista; logo basta dividir a for~a dF pelo elemento dx e assim temos : 

dF 
q = dx ··························································································· (102) 

Ao aplicarmos a expressAo (101) em (102) , e sabendo-se que a for9a cortante e 

dada pela relft9ao V = :, determinamos o fluxo de cisalhamento que tem a seguinte 

expressao: 

q = vsss + v~w ........................................................................... (103) 
I, Iw 

A dificuldade presente aqui est&. em saber qual a for9a cortante em cada material . 

Mas estes valores podem ser extrafdos atraves de estudos elaborados por GIRHAMMAR e 

OOPU C15J, que fazem mna anBlise de primeira ordem para conectores em vigas de se9Ao T, 

estabelecendo que a cortante (V) advem da razAo entre a rigidez do elemento analisado e a 

rigidez total da pe~a multiplicada pel a cortante da se~Ao composta, ou seja : 
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Vs = E,Is V ..................................................................................... (104) 
EI 

A rigidez total e a somatoria das rigidezes parciais . Desta fonna , temos : 

EI = E,Is + Ewlw ............................................................... (10.5) 

Assim a forya cortante que atua na madeira pode ser expressa como : 

Vw = Ewlw V .................................................................................. (106) 
EI 

A rel~fto mostrada em (102) tambem pode ser rearranjada e integrada e assim 

obtemos o cisalhamento total (Fcis) levando em considef89Ao o comprimento da viga. Esta 

for9a deverS. ser transmitida pelos para:fusos , ou seja : 

Fcis = J 0 ~dx ...................................................................................... (107) 

Nessa expressfto o comprimento i a ser integrado e aquele que representa a extensfto 

onde atua a for9a cortante na viga . 

0 nfunero de para:fusos N a ser empregado para a lisa9fto dos elementos da viga 

mista ( solicitado por corte duplo ) pode ser determinado por: 



F. . 
N = ~ ........................................................................................... (108) 

2F 

-
Sendo que F representa a for9a admissivel ao cisalhamento do parafuso . 

7.4.2 CENTRO DE CISALHAMENTO EM SEC(>ES 

DELGADAS 
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Quando se analisam as tensOes provocadas pelo esforyo cortante tem importincia 

saber qual o ponto onde as foryas cisalhantes encontram equilibrio na peya. 

LANGENDONCKI.20J afirma que "seyOes delgadas abertas sio aquelas formadas por 

elementos de pequena espessura em face das dimensOes da seyfto e que nlo isolem nenhuma 

regiio do plano,, . Os efeitos oriundos da toryio devem ser considerados se o centro de 

cisalhamento nlo coincidir com o centro de gravidade (C. G.) da figura . 

Um exemplo do calculo do centro de cisalhamento , atraves da analise de um perfil c 

pode ser visto na fig. 34 . 

0 equilibrio das forvas do sistema apresentado neste exemplo deve existir. Assim 

sendo , as foryas horizontais se anulam . A forya cortante (V) da seyio , que e a resultante da 

tensOes de cisalhamento. deve passar porum ponto em que o momento resultante seja nolo : 
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V.m =F1 .b .................................................................................... (109) 

( 
..,._ l..,.._-

+ 1e 
-1 l 

• v 
m I. 

11 

z lr 

t 
h = z , 

t e 
~ I"-

t te 
_.,. ---1-1 .. l 

1 

l b 

1 

Figura 34 Tmsfto de cisalhamento em elemento com mn eixo de simetria 

Fonte ASSAW5J p{lgina 13 

Rearranjando - se adequadamente a equ89lo (109) > temos : 

m= Fl.h ................................................................................... (llO) 
v 

Onde: 

V = for~a cortante ; 
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m = centro de cisalhamento ; 

F1 = For~a horizontal provocada pelas tensOes de cisalhamento ; 

h = altm-a entre eixos das mesas . 

Mas a for~a Ft pode ser calculada atraves da soguinte eQUa9io : 

F1 = v ts.ds .................................................................................. (Ill) 
Iz 

Onde: 

lz = momento de inercia em rel119ilo ao eixo z no centro de gravidade ; 

S = Momento estatico ; 

1:: = momento de inercia em rel119Ao ao eixo z no centro de gravidade . 

Logo, substituindo- se (Ill) em (110) temos: 

m= 
hlsds 

0 
.................................................................................... (112) 

Iz 

MALITEl24J calcula a distincia do centro de cisalhamento do perfil "lJ' enrijecido 

nas bordas , utilizando-se da expressio (112) , com a seguinte e<JUa9Ao : 



91 

Onde: 

Wf = largura total da mesa descontando a espessura ; 

d = altura total do perfil ; 

t = espessura da chapa ; 

d1 = altura total da aha enrijecedora; 

L: = momento de inercia da se9tio perpendicular a alma. 

Um processo altemativo para o dimensionamento dos parafusos e dado por BARIS e 

WILLIAMslJ91 , sendo tambem cita.do pela norma AISI ( American Iron and Steel Institute ) 

apud MALITEl24J. Consideram que duas chapas dispostas la.do a la.do trabalham 

isoladamente. Como a carga ( q ) em uma chapa nfto passa pelo seu respectivo centro de 
2 

cisalhamento (fig.35a), existe um momento de tor9tio na chapa com valor mq . Essa tor9tio 
2 

e equivalente ao binario constitufdo pelas for9as T ( tfa9tlo ) e C ( compressa.o ) , como 

vemos na figJ 5 b) e c) . Essa for~ a T pode ser escrita por : 

- mq 
T-- .......................................................................................... (114) 

2a 



centro de 

cisolhanento 

Onde: 

a) b) c) 

Figura 35 Esforyo de traya.o na ligaya.o 

Fonte Wll.LIAMS e HARRIS (39] p3gina 365 

m = disthcia entre o centro de cisalhamento do perfil de chapa 

dobrada enrijecida e 0 plano medio da alma ; 

q = carregamento ficticio , suposto tmiformemente distribufdo ao 

Iongo da viga ; 

a = disthcia vertical entre as linhas de conectores . 
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Ao admitinnos que o parafbso esta posicionado a uma. certa distancia "e'' 

longitudinalmente, encontramos a carga por parafuso que submete-o a t:fa9io ou compressio , 

ou seJa: 

_ mqe 
Ts- - ........................................................................................ {115) 

2a 
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Onde T s deve ser a for~a admissivel a ~fto ou compressfto de cada conector.Esta 

equa~fto, (115) ,e mencionada tambem por MALITE[2
4

. 

A norma AISI (American Iron and Steel Institute ) apud MALITE[24
1 tece algumas 

conside~Oes muito importantes para elementos fletidos com se~fto transversal formados 

por do is perfis "U", soldados ou para:fimados localizados em ambas as mesas . Coloca que o 

maximo esp~amento entre pontos de conexfto e e:xtrafdo atraves da expressfto (115), e nfto 

deve ultrapassar o seguinte limite : 

L 
- ......................................................................................... (116) 
6 

Onde L e o vfto da viga em questil.o . 

A carga q mencionada nas equ~Oes (114) e (115) e uma carga fictfcia suposta 

unifonnemente distribufda. Para determinar o valor da carga a ser utilizada devemos levar 

em conta o tipo de carregamento da viga . 

Para for~a uniformemente distribufda (p) , o carregamento fictfcio sera : 

q = 3p ............................................................................................... (117) 
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Comenta, ainda, o autor, que essa majo~io (3x) leva em conside~io provaveis 

carregamentos desiguais ( nio Wiiformes) nos dois perlis. Nos parece um pouco exagerada 

essa majo~io para a utili~io em vigas mistas . 

Para carga concentrada ou re~io de apoio, q e a carga dividida pelo comprimento 

do apoio ou extensio da aplic~fto da forya concentrada . Se o comprimento for menor que o 

esp~amento dos conectores devemos utilizar a e~io (114) substituindo - se o valor q 

pela carga concentrada P , pois estamos considenmdo que a carga esta diretamente sobre a 

li~Ao. 

Essas mesmas consider~Oes sio feitas por w£40
1 . Alem disto, este pesquisador 

exemplifica este fato utilizando as lig~Oes pr6ximas da mesa, como mostra a fig. 36. 

Figura 36 Posiyio das lig~Oes de uma viga de chapa dobrada 

Fonte w£401 pagina 3 31 . 

Convem salientar que a maneira ideal para a disposi~io dos parafusos, nas lig~Oes, 

e aquela onde os parafusos estio alocados em forma de zig-zag , pois nesta situ~io temos 

menor possibilidade da chap a romper por cisalhamento . 



8 EXPERIMENTAc;AO REALIZADA E 

RESULTADOS OBTIDOS 
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Neste capitulo vamos descrever a parte experimental de nosso trabalho procurando 

verificar se os resultados obtidos nesta etapa estilo coerentes com a parte te6rica do 

trabalho. 

Os materiais que envolvem a viga mista de ~o e madeira , possuem suas 

caracteristicas pr6prias, e a investi~io se toma mais adequada quando tratamos cada urn 

de maneira isolada, ou seja , detenninando seus respectivos m6dulos de elasticidade e 

demais propriedades que se fizerem necessarias . 

8.1 CHAPA DE A<;O 

A obten¥fto dos dados inerentes a chapa se fizeram necessarios, uma vez que a 

pesquisa junto aos fabricantes das vigas mistas evidenciou que nfto existe nenhuma 

inform~io a respeito da chapa de ~o empregada na fabric~io das pe¥as. 
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0 3.90 nonnalmente apresenta resultados bastante unifonnes, por isso , de uma 

maneirageral ~ seu modulo de elasticidade (E) e conhecido e vale 210.000 Mpa. Entretanto, 

a investi88.9flo se fez necessaria pelos motivos expostos anterionnente . 

0 ensaio para a determin3.9flo do "E" foi ode tr3.9flo simples para a chapa. Nesse 

tipo de ensaio foi utilizada uma maquina universal de ensaio HECKERT com capacidade de 

aproximadamente 200 kN como mostra a fig. 37 . 

Figura 37 Foto do ensaio da chapa no momento da ruptura. 
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Os deslocamentos foram medidos atraves de rel6gios comparadores com precisAo 

de centesimos de milfmetro . 

Os corpos de provu utilizados neste ensaio foram em numero de 3 ( tr&s), contendo 

as seguintes dimensOes : 5 em de largura., 40 em de comprimento e 0,265 em de espesSW"a . 

A partir dos resultados obtidos foi tomada a media aritmetica das 3 (tr~s) verifica90es e 

feito o gnlfico apresentado nafig. 38. 

Te~U~IJo ( Mpo) 

200~--------~---------+---------+--------~r-------~ 

100 4----4----~--------~--------~---------+--------~ 

0 10 20 30 40 

Deformo~aox 10-4 

Figura 38 Diagrama tensao x defo~ao da chapa de ~o . 



As infonn~Oes que destacamos como as mais importantes deste grafico foram : 

fY = 237,74 Mpa ( tensfto de escoamento); 

i;up = 362,26 Mpa ( tensfto de ruptura) ; 

E = 217.005 Mpa. 
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Estes resultados estfto muito proximos daqueles encontrndos na literatw-a em geral 

parao ~o. 

Analisando a cmva do gn)fico tensAo x defo~Ao da figura 38, podemos verificar 

ainda , que o ~o empregado e da classe B , pois seu patamar de escoamento nfto esta bern 

definido. 
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8.2 MADEIRA SERRADA 

De acordo com o capitulo 4 , e necessaria o conhecimento do valor do modulo de 

elasticidade longitudinal da madeira na determin~ao da rigidez da se~ao transformada . 

Para se obter esse valor , foram utilizados a mesma prensa descrita no ensaio da 

chapa metalica e relogios comparadores para a leitura dos deslocamentos . 

0 ensaio empregado foi o de compressao paralela as fibras, visto que , geralmente , o 

modulo de elasticidade da madeira na compressao e menor do que na ~ao . 

Foram selecionados 3 corpos de provas , extraidos de algtm.S prototipos da viga 

mista, sendo que as dimensOes dos corpos de prova foram : 10 em de largura , 20 em de 

comprimento e 5 em de espessura. Para a obton9ao dessas dimensOes foi necessaria o uso de 

madeira colada , conforme mostra a fig. 39 , porque a espessura da madeira disponfvel era 

de 2,5 em . Na fig. 40 mostramos um desses ensaios efetuados na madeira. 



100 

Figura 39 Foto dos corpos de provas utilizados 0 

Figura 40 Foto de urn corpo de prova em madeira no momento da ruptura 

0 Na fig. 39, em primeiro plano , vemos os corpos de provas em madeira e , em segundo plano as chapas de 
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A madeira ensaiada e provavelmente da especie "pinus oocarpa " e foi verificada 

pelo LaMEM (Laboratorio de madeira e Estruturas de Madeiras ) , em Sao Carlos -SP . 

Dos resultados obtidos nesse ensaio fizemos a media das 3 tr~s verific~Oes e 

tr~amos o diagrama tensao x deform~ao correspondente , como mostra a fig. 41 . 

Tensoo < M Po) 

5 

.,..,...-

/ 

/ 
v 

/ 
v 

/ 
v 

20 

15 

10 

0 
10 15 20 

D 
.4 

eforma~oo x 10 

Figura 41 Diagrama tensao - defonn~ao para a madeira empregada . 



Constatamos o seguinte resultado do gnlfico da fig. 41 : 

E = 11.428 Mpa. 

As ollinls infu~t'Ses obtidas nesse experimento formn : 

0 limite de proporcionalidade da madeira; 

fY = 19,05 Mpa. 

Tensfto de ruptura 

~=23,43Mpa 

102 



103 

8.3 ENSAIOS DE 

Iniciahnente procurmnos verificar o comportamento da viga mista avaliando a 

diferen9a entre a viga com madeira e sem madeira , com os para:fusos alinhados na alma 

como proposto pelo filbricante . Nessa fase foram feitos ensaios de flexft.o em vigas com 

madeira em toda a extenslo , e outra. serie sem madeira . As lig~C:Ses tinham 2 (dois) 

para:fusos com diAmetro nominal de 10 ( dez) mm • e estavam alinhados na alma a cada 

1,20m na parte central, de acordo com recomen~C:Ses do fabricante . 0 comprimento de 

cada prototipo foi de 1,50 m e a se9lo transversal mostrada na fig. 20 b) . Essas vigas sAo 

denominadas pelo fabricante de vigas secundarias e podem s~r vistas nas fig. 42 e 43 

respectivamente . 

Figura42 Foto de uma viga com 1,50 m de comprimento e madeira 

continua na viga em sua :filse de ensaio . 



Figurn.43 
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Foto de mna viga com 1,50 m de comprimento sem madeira 

continua na viga em fuse final de ensaio . 

Nos ensaios observamos que a se9Ao transversal com a madeira tem melhor 

efici~ncia do que a se~lo sem madeira , e a carga de ruptura da viga ocorre com ganho de 

18% para a pe9a com madeira. 

Ap6s essa constat9.9Ao passamos a analisar a intelfer!ncia da disposi9Ao das li89.96es 

no eomportamento da viga mista ~ procurando a maneira mais adequada para distribuir os 

pamfusos , de acordo com a teoria apresentada no capitulo 7. 



8 .. 3 .. 1 MODELO COM 3 PARAFUSOS DE DIAMETRO 

12,7 mm ALINHADOS NA ALMA .. 
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A partir dos mode los encontrados comercialmente, optamos pelo prot6tipo de 2~50m 

de comprimento , com 11 em de altura e se~ft.o transversal mostrada na fig. 20 a) , sendo que 

este tipo de viga e denominada pelo fabricante de viga principal do cimbramento metalico. 

Na fig. 44 • apresentamos os elementos que comp«lem a pe~a utilizada pels. empresa 

fabricante das vigas mistas. 

Figura 44 Foto dos elementos da viga. e os respectivos parn.:fusos 
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A solidariza.91o e feita com 3 (tris) para:fusos de dilmefro 12,7 mm , e disttncia 

entre eles de 1,15 metros , alinhados na alma da viga mista . Ressaltamos que essas 

especific~~es slo recomendadas pela empresa &bricante . 

Pam execu9lo do ensaio de flexlo da viga mista foi utilizado um p()rtico com 

capacidade de cargo. de 400 kN apro:ximadamente , coofonne fig. 45 . 

Figura45 Foto do portico de carga. aplicada. a vigamista 

com 3 pan::dimos no momento do carregamento 

A disposi9lo oos para:fusos fomecida pelo :tabricante obedeceu aquela apresentada 

nafig. 46. 
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0 0 0 

11.5 11.5 

Figura 46 Vista longitudinal da disposi9tl.o dos parafusos na viga mista 

A detennin119tl.o dos deslocamentos foi feita utilizando re16gios· comparadores sob a 

viga , conforme mostra a fig. 4 7. 

R5 

115 

R6 R7 

115 

Figura 4 7 Disposi9Ao longitudinal dos rel6gios comparadores 

Os rel6gios , representados pela letra R , que esttl.o acima do eixo da viga no 

desenho, foram posicionados sob a madeira {Rl , R2 , R3) , enquanto que os inferiores (R5, 

R6, R7) esttl.o sob a chapa de 1190 . 0 furo para passagem do parnfuso foi 16,0 mm. . A 
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distAncia entre os rel6gios foi de 57,5 em e os rel6gios R4 e R8 estao posicionados na 

lateral da viga , para a observayao de wn possivel giro nos apoios . 

Os resultados obtidos a partir do ensaio de flexAo de 2 ( dois ) prot6tipos , tomadas 

a media aritmetica, e relacionados na tabela 4 . 

CARGA R1 R2 R3 R4 R5 R6 R7 R8 
(kN) (mm) (mm) (mm) (mm) (mm) (mm) (mm) (mm) 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 

2 ') 3') 
"' " 

3,17 ') ')') 

"'"" Q~41 2,31 3,37 2,00 0,33 
4 3,26 5,09 3,54 0,44 3,43 5,06 3,76 0,56 

6 5,09 7,99 5,50 0,62 5,50 8,11 5,96 0,80 

8 6,44 10,00 6,89 0,62 6,88 10,13 7,35 0,89 

10 7,44 11,62 7,96 0,60 7,95 11,74 8,42 0,87 

Tabela 4 Resultados obtidos de ensaios da viga com 3 ( tr~s ) parafusos de difmletro 

12,7 mm aJinhados na alma recomendados pelo fabricante . 

A partir dos resultados obtidos na tabela 4 podemos anaJisar os deslocamentos 

verticais atraves de : 

(118) 

(119) 



Onde: 

v1 = linha elastica para o intervalo 0 $ x :Slt 

v2 = linha elastica para o intervalo £1 $ x $l 

P = carga aplicada; 

l = vfto entre apoios da viga (230 em); 

ft = ponto de aplicayfto da carga concentrada; 

x = um ponto qualquer da viga no intervalo; 

Ex I z = rigidez da barra calculada pela expressfto (53) ; 

Oxy A= rigidez transversal calculada pela expressfto (52) ; 

c = fator de forma calculado no item 5.4 , fig. 20a) , e vale 1,23 . 
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A rigidez da barra (EI) foi calculada pela expressao (53) , utilizando os resultados 

encontrados nos ensaios mencionados nos itens 8.1 e 8.2 e as caracteristicas geometricas da 

fig. 20 a) ,ou seja: 

Es = 217.005 Mpa ; 

Ew = 11.428 Mpa; 

Is = 155,13 em4
; 

T = 277 29 em 4 
• .&.w , , 

As = 9,51 em2
; 

A = 27 50 cm2 
• 

~ , ' 

Assim sendo , a rigidez da barra tern o seguinte valor : 

Ex Iz = 3.685.317 kN. em 2 

A rigidez transversal da barra (Gxy A) e calculada atraves da expressfto (52) com os 

seguintes valores: 
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Gs = 0,385 Es (De acordo com aNBR 8800/1986£6) para o ayo); 

Gw = 0,10 Ew (Valor estimado para a madeira -t referenciaMASCIA [2
71); 

As = 9,51 cm
2

; 

Aw = 27,50 cm2
; 

A = 9,51 + ( 0,053 x 27,50) = 10,97 cm2 

A rigidez transversal da viga mista vale : 

Gxy A = 79.618 kN. cm
2 

Assim , considerando a se9a.o transformada , podemos calcular os valores dos 

deslocamentos verticais para os rel6gios R1 , R2 , R3 , R5 , R6 e R 7 , utilizando as 

expresst'Ses (118) e (119) , e esta.o indicados na tabela 5 . 

CARGA R1 R2 R3 R5 R6 R7 
(kN) {mm) {mm) (mm) (mm) (mm) (mm) 

0 0 0 0 0 0 0 
2 0,95 1,38 0,95 0,95 1,38 0,95 
4 1,91 2,77 1,91 1,91 2,77 1,91 
6 2,86 4,15 2,86 2,86 4,15 2,86 
8 3,82 5,54 3,82 3,82 5,54 3,82 
10 4,77 6,92 4,77 4,77 6,92 4,77 

Tabela 5 dados te6ricos obtidos atraves do metodo da Se9a.o transfonnada . 

Segue na fig. 48 , os gnllicos da tabela 4 relativos a parte experimental (representado 

pela curva B ) e teo rico (representado pel a curva A ) , para o carregamento de 10 kN . 
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Figura 48 Diagrama dos deslocamentos verticais te6rico ( curva A)e experimental 

( curva B) para a carga de 10 kN da viga mista com 3 para:fusos com 

diimetro 12,7 rrun aJinhados na alma recomendados pelo fabricante. 

Ill 

A fig. 48 apresenta na curva B , o comportamento experimental , que apresentou 

deslocamento vertical cerca de 67 % maior que a curva te6rica representada pela curva A . 

Com refer!ncia aos parafusos empregados para a soli~ft.o , verificamos que a 

rel~fto : largura da madeira pelo diimetro do parafuso e 1,98 , sendo considerado como urn 

para:fuso rfgido. 

A peya foi submetida a urn carregamento progressivo ate sua rufna . A ruptura 

ocorreu com a flambagem da chap a por compressfto , como mostra a fig. 4 9 . 
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Figura 49 Foto da.ruptura por flambagem da chapa da viga com 3 para:fusos 

de 12,7 mm de diAmefro aplicados na alma, a cada 115 em 

A ruptu:ra dessa viga ocorreu com uma carga de 16 kN 
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8 .. 4 PROPOSTA DEAL TERAOAO DOS PARAFUSOS 

No item 7.3 verificamos duas maneiras de estudannos as li~~es. Uma pelo fluxo 

de cisalhamento e a outra. atraves da aruilise pelo centro de cisalhamento . Elaboramos 

alguns ensaios com o intuito de avaliarmos a efici3ncia das lig3.90es calculadas e 

verificarmos qual dessas maneiras nos conduz a uma resposta mais eficiente para a flexfl.o . 

Foram utilizadas vigas mistas com a mesma se~Ao transversal do ensaio anterior , ou 

seja fig. 20a ), denominadas vigas principais do cimbramento metalico. 0 comprimento total 

das peyas utilizadas nestes experimentos foi de 2,50 metros . 

8.4.1 DIMENSIONAMENTO DOS PARAFUSOS 

ATRAVES DO FLUXO DE CISALHAMENTO E 

OS PARAFUSOS ALINHADOS NA ALMA 

No dimensionamento dos parafusos da viga mista, mencionado no item 7.3.1, que 

leva em conta o fluxo de cisalhamento , necessitamos saber qual a carga maxima possfvel 

para a viga, de tal modo que nenhum dos materiais que compOem a peya, ou seja , o 3.90 e a 

madeira atinjam um estado limite de utiliz3.9fl.o. Isso pode ser detenninado , atraves da 

obtenyao do deslocamento maximo na viga mista , sendo este valor relativo ao escoamento 

de um dos materiais que compOem a viga. 
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Este fato ocorre porque consideramos que os materiais sempre trabalham em regime 

elastico. 

Para que essa condi9fto seja verificada , vamos considerar os resultados encontrados 

nos experimentos para a chapa metalica(item 8.1) e para a madeira serrada (item 8.2) . 

Podemos entao , sobrepor o diagrama tensfto x defoJ1I189fto desses materiais • confonne 

mostra a fig. 50. 

300 

200 

100 

0 

Tenaoo ( Mpo) 

coomento/ 

~ 
Ponto deE! 

~ 
v 

I 
I 
I 

I 
I 
I 
I 
I 

~e 
I 

0 I 

'<:-0 I 

(J I 
I 

I P< nto de 
I ....., 

Mode ira 
I 

""· : ' I 

5 10 15 

,..,..-

Escoome to 

' 
20 . 

-4 
Deformo~Cio x 10 

Figura 50 Sobreposi9fto dos diagramas tensfto x defollllR9fto 

da chapa metalica e da madeira serrada 
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A figura 49 mostra que a chapa entra em escoamento primeiro , com wna defo~fto 

£ = 1,10 x 10·3 
, enquanto que a madeira tem escoamento com £ = 1,67 x 10"3 

. Logo 

podemos convencionar que a deform3.9fto maxima de trabalho da viga mista sera de 1,10 x 

to·3 • 

Atraves das ex:pressOes (40) e (55), com os resultados ex:perimentais dos itens 8.1 e 

8.2 e a deform119fto maxima , determinamos a tensfto maxima aplicavel a viga mista 

transformada, que e a tensfto de escoamento da chapa, ou seja : 

CJx mix = 237,74 Mpa 

Utilizando-se as ex:pressOes (32) e (60) , eo valor de Ox mix determinamos que : 

Mmu = 733,67 kN . em 

Em todos os ensaios empregamos o esquema estatico mostrado na fig. 16 , onde : 

_ Pmaxll(l- t\) 
Mmix- ..................................................................... (120) 

t 

Substituindo o valor do momento maximo na ex:pressfto (120) , e sabendo que £1 = 

115 em e l = 230 em encontramos: 

Assim , o dimensionamento pelo fluxo de cisalhamento pode ser calculado atraves 

das ex:pressOes (103) , (104) , (105) , (106) e (107). Portanto, determinamos a for~a de 

cisalhamento total sobre os parafusos como sendo : 
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Fcis = 166,88 kN 

Segundo a empresa fhbricante do parafuso para as vigas mistaa , a resist~cia a 
trayllo deste e de 525 Mpa (marca Mmwanda com 'h x 2 1h especificSfllo A 307 SAE 1010 

1020 carga admissivel de 14190 lb.) , sendo que o seu difimetro nominal e de 12,7 mm . 

Utilizando a expressllo (91) , detenninamos a for9a resistente ao cisalhamento de cada 

pm-ttfi.mo: 

Rdv = 16,76 kN 

0 n6mero de parafusos para a solidariZ3.9io da peya de acordo com a expressio 

(108) seria: 

N = 4,98 parafusos ~ 5 parafusos com difimetro de 12,7 mm 

Existe a possibilidade de alterar o diAmetro do para:fuso para outro valor .Assim , 

podemos determinar anovaquantidade de parafusos. Se adotarmos o difimetro de 6,0 mm , 

a for9a que resiste ao cisalhamento por para:fuso , com as mesmas cara.cterlsticas anteriores e 

a eq1Ja9llo (91), temos o seguinte valor: 

Rdv= 3,74 kN 

Portanto, atraves da eQW19io(l08), o novo numero de para:fusos necessanos para a 

solidarlz8fllo da chapa metalica e da madeira serrada seria : 

N = 22,31 parafusos ~ 23 parafusos com difunetro de 6 mm 
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8.4.2 DIMENSIONAMENTO DOS PARAFUSOS 

ATRAVES DO CENTRO DE CISALHAMENTO 

COM OS PARAFUSOS ALINHADOS PR6XIMOS 

As MESAS. 

Como verificado no item 7.4.2, para o dimensionamento dos para:fusos proximos as 

mesas, em primeiro lugar devemos detenninar o centro de cisalhamento para chapa 

meta.J.ica, calculado pela expressa.o (113) , ou seja: 

m = 1,19 em 

Sabendo-se que : 

= p max = 12,76kN = 5,55kN I 
q L 2,30m /m 

Utilizando-se para:fusos com 6 mm de diametro , tensfto a f:ra9Ao de 525 Mpa, 

disti\ncia "a" entre linhas de para:fusos 6 em , podemos calcular o esp~amento "e" entre os 

conectores atraves da expressao (115) igual a: 

e= 2696 em 
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Mas o esp~amento maximo entre conectores nfto pode ultrapassar a seguinte 

L 230 
= - = 38,33 em => 38 em 

6 6 

Para a viga mieta com vf:1o de 230 em de comprimento, o nilmero de parafusos 

necessarios vale : 

N = 
250 

= 6,5 => 7 para:fusos por alinhamento; 
38 

Sabendo-se que teremos 2 linhas de para:fusos , enmo havera urn total de 14 

( quatorze) parafusos na viga . 

Existe tmnbem a hipotese de se trabalhar com os parafusos em forma de zig- zag . E 

interessante considerar essa hipotese , uma vez que , desta forma , a possibilidade da chapa 

metalica da viga mista romper - se por cisalhamento toma - se mais diflcil , como 

meneionado no final do capitulo 7 . 
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8 .. 5 ENSAIO DO MODELO COM 5 (CINCO ) PARAFUSOS 

DE Dl ETRO 12,7 mm ALINHADOS NA ALMA 

No item 8.4.1 , foi calculado o numero de parafusos com diftmetro de 12,7 mm, 

necessmios para a solidariz&9Ao da viga mista , perfa.zendo urn total de 5 ( cinco ), sendo 

que, nos ensaios das vigas , foram utilizados os mesmos equipamentos dos enswos 

anteriores, ou seja, o portico e re16gios comporadores. 

0 esquema do ensaio pode ser visto na fig. 51 , onde mostramos uma viga mista no 

momento do carregamento . 

Figura S 1 Foto do portico de carga aplicada a viga mista com 5 parafimos de 

diAmetro 12,7 mm alinhados na alma no momento do corregamento 



A distribui9lo dos parafusos tiveram a seguinte fonna : 

0 0 0 0 0 

1

15 I 55 I 55 I 55 55 

Figw-a 52 Vista longitudinal da disposi9a.o dos parafusos na vigamista 

com 5 parafusos de 12,7 mm alinhados na alma. 
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Segundo este modelo foram ensaiadas 2 pe9as , com os resultados apresentados na 

tabela 6 . A disposi9lo dos rel6gios comparadores e a mesma apresentada na fig. 4 7. 

CAROA Rl R2 R3 R4 RS R6 R7 R8 
(leN) (mm) (mm) (mm) (mm) (mmJ (mm) {mm) {mm) 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 
2 0,76 2,96 0,67 0,12 1,81 2,64 1,83 0,16 
4 2,12 4,44 2,98 0,14 3,16 4,6 3,56 0,28 
6 3AO 6,20 3,65 0,17 4,40 6,44 4,40 0,40 
8 4,46 7,72 4,66 0,19 5,58 8,05 5,48 0,49 
10 5,54 9,29 5,68 0,20 6,61 9,72 6,58 0,55 

Tabela 6 Resultados extrafdos de ensaios da viga com 5 (cinco) parafusos de 

difimetro 12,7 mm alinhados na alma da vigamista. 

Trayando o diagrama que quantifica o comportamento experimental de acordo com a 

tabela 6 (representado pela cw-va C ) , para o carregamento de 10 kN, mostrado na fig. 53 e, 
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tambem comparando-o como diagrama teorico da tabela 5 (representado pela cw-va A ) , 

temos: 
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Figura. 53 Diagramado deslocamento vertical teorico (curvaA) e experimental 

( curva C) para o carregamento de 10 kN da viga mista com 5 parafusos 

de 12,7 mm alinhados na alma . 

Observando a curva C experimental da flsura 53 , constatamos que houve um 

deslocamento de aproximadamente 31 % maior que da curva teorica A . Entretanto , o 

desempenho desse modelo em rel~Ao ao caso do item 8.3.1 ( viga com 3 parafusos 

recomendada pelo fabricante ) foi muito melhor. 

Os 5 parafusos empregados na viga mista sft.o rigidos , pois a rel~Ao espessura da 

madeira pel a largura do parafuso foi de 1,98 . 
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Neste ensaio carregamos a viga ate a ruptura, que se deu com kN, e pode ser 

vista no seu momento da rufna na :figure. 54 . 

Figura 54 Foto da ruptura da viga com 5 para:fusos de 12,7 mm na 

alma 

Notamos neste e.xperimento que a ruptura ocorreu com flambagem local da mesa. 



8.6 ENSAIO DO MODELO COM 23 (VINTE E TRES) 

PARAFUSOS DE DIAMETRO 6 mm ALINHADOS 

NA ALMA 
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0 nosso objetivo neste ensaio sera o de averiguar a diferen9a de comportamento 

entre 5 para:fusos de diAmetro 12,7 nun (rfgidos) , realizado anteriormente e os 23 para:fusos 

de diAmetro 6 nun (flexiveis), alinhados na alma . 

A distribui9ilo desses parafusos tiveram a seguinte forma : 

100 00000000000 0 0 0 0 0 0 0 0001 

23 parafusos a cada 10 em 

Figw-a. SS Vista longitudinal da disposi9ilo dos parafusos na vigamista 

com 23 parafusos de 6 nun de diftmetro alinhados na alma. 

Nesse ensaio foram utilizados os mesmos equipamentos do ensaio anterior , e a 

mesma se9Ao transversal dos ultimos ensaios . 0 experimento pode ser visto atraves da fig . 

56. 



Fig. 56 Foto do portico de carga aplicada a viga mista com 23 parafusos 

de 6 mm alinhados na alma no momento do carregamento . 

Segundo esse modelo foram ensaiadas 2 pe~as , e os resultados do apresentados na 

tabela 7. 

Tabela 7 Resultados extrafdos de ensaios da viga com 23 parafusos de diftmetro 

6 mm alinhados na alma da via mista. 
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Podemos agora, comparar o diagrama relativo ao comportamento experimental 

(representado pela curva D ) mostrado na tabela 7 , para 10 kN , e diagrama com os 

resultados te6ricos (representado pel a curva A ) mostrados na tabela 5 , vistos na fig. 57 . 
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Diagrama dos deslocamentos verticais te6rico ( curva A) e 

experimental ( curva D) para o carregamento de 10 kN para a 

viga ~ontendo Z3 parafimos de difUnetro 6 nun alinhados na 
alma. 

A fig. 57 nos evidencia que a curva dos resultados experimentais ( curva D), teve um 

deslocamento vertical com cerca de 5, 29% maior que os resultados da curva A ( curva 

te6rica). 
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A rel~lo largura da madeira pelo diftmetro do parafuso e de , A literatura 

apresentada por AGOSTINI, CAITO e STAMAToi.2J • considera que se esta rel8.9lo for 

menor do que 3 ~ o parafuso ~ considerado muito rfgido, se maior do que 6 muito esbelto . 

Como podemos observar o para:fi:u:lo nesse caso esta numa posi~lo intermediaria . 

A ruina da viga neste caso ocorreu com 23 kN , e se manifestou por instabilidade 

fig. 58 . 

Figura 58 Foto de uma viga com 23 parafusos alinhados na alma no momento 

daruptura 
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Companmdo o comportamento da viga com 23 parafusos deste ensaio com aquele em 

que se usou 5 parafusos rlgidos do item 8.5~ observamos que houve uma sensfvel melhora no 

desempenho a flexfto da viga , e que foi superior a 25 % . Esta constat~lo nos leva a 

afnmar que o uso esp~amentos pequenos entre parafusos nos fomece resultados mais 

satisfat6rios para. o caso das vigas mistas em chapa metalica e em madeira serrada . As 

pe9as ap6s o ensaio podem ser vistas nafigura .59, quando da compar~lo. 

Figura .59 Foto da compar~fto do modelo com 23 parafusos de 6 mm 

(esquerda) e cinco parafusos com 12~7 mm, ambos alinhados na 

alma na parte central 



8.7 ENSAIO DO MODELO COM 14 (QUATORZE) 

PARAFUSOS DE DIAMETRO 6 mm ALINHADOS 

PROXIMOS As MESAS . 
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No item 8.4.2 foi calculado o numero de para:fusos necessarios para a solidari~Ao 

da vigamista atraves da an8.lise do centro de cisalhamento de pe~as delgadas mencionado no 

capitulo 7. 

0 difunetro do para:fuso utilizado foi o de 6 mm , perfazendo urn total de 14 

parafusos, com a distribui~Ao desses , alinhados pr6ximos as mesas da seguinte forma : 

I 
0 0 0 0 0 0 0 

l 0 0 0 0 0 0 0 

1
11 

I 38 I 38 I 381 381 38 38 
1

11

1 

Figura 60 Vista longitudinal da disposivlo dos parafusos na viga mista com 

14 parafusos de 6 mm de diftmetro alinhados pr6ximos as mesas. 

A distancia entre linhas de parafusos pode ser vista na seylo transversal da fig. 61. 

Salientamos que essa distribui9Ao foi a mais proxima possivel das mesas , uma vez que a 

furadeira nfto alcanyava posiyfto mais adequada, porque as abas enrijecedoras da chapa 
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2,50 em 
-+-----

6,00 em 

2,50 em 

,2,5 em 12,5 em 12,5 em j 

Figura 61 Se9ft.o transversal da viga mists. com 2 linhas de pamfusos 

proximas a mesa 

Nesse ensmo, formn utilizados os mesmos equipmnentos anteriores . Esse 

experimento pode ser visto mraves fig. 62 , onde mostramos a viga mista no momento do 

carregam.ento. 

Figura 62 Foto do portico de carga aplicada a vigamista com 14 para:fusos 

de 6 mm a.linhados proximos as mesas no momento do carregamento. 
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Segundo esse modelo formn ensaiadas 2 peyas , os resultados estao na tabela 8 . A 

disposiyft.o dos relogios comparadores e a mesma apresentada na fig. 4 7. 

CARGA R1 R2 R3 R4 R5 R6 R7 R8 
(kN) (mm) (mm) (mm) (mm) (mm) (mm) (mm) (mm) 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 

2 1,12 1,58 1,12 0,11 1,09 1,65 1,18 0,02 
4 2,26 3,18 2,21 0,18 2,01 3,29 2,34 0,01 
6 3,20 4.43 3,06 0,18 3,07 4,60 3,25 0,01 
8 4,10 6,37 3,89 0,18 4,01 5,96 4,22 0,01 
10 5,09 7.08 4,86 0,20 5,01 7,45 5,25 0,01 

Tabela 8 Resultados extraldos de ensaios da viga com 14 (quatorze) parafusos de 

dimnetro 6 mm alinhados pr6ximos as mesas da viga mista 
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Figura 63 Diagrama dos deslocamentos verticais te6rico ( curva A) e experimental 

( cw-va E ) para o carregamento de 10 k:N da viga mista com 14 parafusos 

de dHlmetro 6 mm alinhados proximos as mesas . 



131 

Podemos ~ agora~ comparar o diagrama do comportamento a flexlo experimental 

(representado pel a curva E) da viga mista ( tabela 8 ) • para a carga de 10 kN , com os dados 

te6ricos (representado pela curva A ) da tabela 5 ~ e observados na fig. 63 . 

A viga mista desenvolveu um comportamento em reh.1-9io ao deslocamento vertical 

experimental • mostrado pela curva E , de cerca de 5,61 % maior que a curva A , advinda de 

resultados te6ricos . Obtivemos a ruptura dessa pe9a ~ com 24 kN ~ sendo que ocorreu tor9lo 

da chapa, a partir da parte central . A fig . 64 mostra a viga entnmdo em colapso . 

Como no ja comentado no caso anterior ( item 8.6), a rel9.9lo largura da madeira 

pelo diimetro do parafuso e de 4,2. 

Figura 64 Foto da viga com 14 parafusos de 6 mm alinhados 

pr6ximos a mesa no momento da ruptura 



8.8 ENSAIO DO MODELO COM 13 (TREZE) 

PARAFUSOS DE DIAMETRO 6 mm ALINHADOS 

PR6XIMOS As MESAS EM FORMA DE ZIG - ZAG . 
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No item 8.4.2 foi colocada a hip6tese de trabalhannos com o mesmo esp~amento 

dos parafusos , calculados atraves da aruilise do centro de cisalhamento , porem dispostos na 

fonna de zig - zag . 

0 nosso objetivo neste ensaio sera o de averiguar a diferen~a de comportamento 

entre os parafusos alinhados pr6ximos as mesas (item 8. 7) e em forma de zig- zag mostrada 

na fig. 65 (o difunetro do parafuso utilizado foi o de e 6 mm, perfazendo urn total de 13 

parafusos). 

130 I 38 I 38 I 38 138 138 I 30 

I 
0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

1

11 

I 
381 38 I 38 I 381 38 38 1111 

Figura 65 Vista longitudinal da disposi9ft.o dos parafusos na viga mista com 

13 para:fusos de 6 mm de diftmetro alinhados pr6ximos as mesas em 

forma de zig - zag . 
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A distAncia en1re linbas de parafusos foi a mesma mos1rada na se~ao transversal da 

fig. 61 . Esse ensaio pode ser visto atraves fig. 66 , onde mosiramos a viga mista com 

parafusos em zig - zag no momento do carregamento . 

Figura 66 Foto do portico de carga aplicada a viga mista com 13 parafusos 

de 6 mm alinbados proximos a mesa em forma de zig - zag no 

momento do carregamento 

De acordo com esse modelo foram ensaiadas 2 pe~as , e os resultados estao na 

tabela9. 



CAROA Rl R2 R3 R4 RS R6 R7 R8 
(kN) (mm) (mm) (mm) (mm) (mm) (mm) (mm) (mm) 

0 0 0 0 0 0 0 0 

2 1,54 t84 1,56 0,02 1.64 2.29 1.71 o.os 
4 2,39 3,02 2,33 0,03 2,43 3,49 2,57 0,04 

6 3,25 4,23 3,12 0,04 3,15 4,67 3,45 0,08 

8 4,14 5,46 3,92 0,06 4,00 5,97 4,40 0,09 

10 5,09 6,85 4,77 0,09 4,95 7,07 4,96 0,09 

Tab~la 9 Rlilsultados ~xtrafdos de ensaios da viga com 13 (treze) parafusos com 

diametro 6 mm alinhados pr6ximos as mesas em forma de zig - zag 0 
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E possfvel comparar o diagrama referente ao comportamento a flexile> experimental 

(representado pela curva F) da viga mista ( tabela 9 ) , para a carga de 10 k N, com o 

diagrama de dados te6ricos ( representados pel a cmva A) , da tabela 5 0 Neste senti do temos 

o seguinte gnillco : 

0 57 5 
' II 

['.. 

~ 

~ 

5 172,5 230 

/ 
/ 

Eixo Longitudinal 

(em) 

/ 

"" / 
5 

10 

15 

Des locoVerticol 
{mm) 

~ 
"~ 
~ 

1/ 5 
../" ..,.,.,.. 

10 

15 

Figura 67 Diagrama do deslocamento vertical teorico ( cmva A) e experimental 

( cmva F) para o carregamento de 10 kN da a viga mista com 13 parafusos 

de difunetro 6 mm alinhados pr6ximos as mesas em forma de zig - zas. 
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Verificamos que a distribui~Ao em fonna de zig - zag vista a.traves da curva 

experimental F na fig. 67 em relft.9io a curva A , advinda dos resultados te6ricos , 

mos1rou-se muito eficiente , com aproximadamente 2,57 % de diferen~a . 0 ensaio evidencia 

que este tipo de li~Ao 6 a que mais se aproximou dos val ores te6ricos . 

A ruptura ocorreu com 24 kN • e tambem ocorreu por tor9io da chapa a partir da 

parte central da viga como no caso anterior do item 8. 7 . A viga no momento de sua ruptura 

pode ser vista na fig. 68 . 

Figura 68 Foto da viga com 13 parafusos pr6ximos a mesa em forma de 

zig-zag , entrando em colapso 
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Como foi verificado nos itens 8.6 e 8. 7 , a rel~fto largura da madeira pelo diftmetro 

do parafuso e de 4,2 tambem . 

A compar~fto da viga com os parafusos em zig-zag ou simplesmente alinhados , 

ambos com diftmetro de 6 nun , mostraram wn comportamento praticamente igual no 

comportamento a fle:d.o da viga mista . A vanta,gem da viga com distribui9fto em fonna de 

zig z:ag 1:1111 c;~rc;a d~ 3,04 % 6 bastant~ pequma para dados experimentais . Na ruptura nfto 

manifestou nenhuma diferen9a. entre ela.s , pois obtivemos o mesmo valor , ou seja 24 kN . 

Alem disso o tipo de ruptura tambem foi igual . 

As vigas ap6s a ruptura podem se observadas atraves da figura 69 . 

Figura 69 Foto da compar3.9fto da ruptura entre a pe9a com distribui9Ao dos 

para:fusos em fonna de zig-zag (dire ita ) ou parafusos alinbados 

( esquerda) , todos proximos as mesas 



8.9 COMENTARIOS A RESPEITO DOS 

RESULT ADOS OBTIDOS 
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Observamos , de wn modo geral, que o melhor desempenho estrutural das vigas 

ocorreu com para:fusos flexfveis , independente do tipo de caiculo . Isso se deve ao fato de 

que devemos levar em conta , tambem , a distfulcia entre os parafusos , pois sempre que 

usamos disti\ncias pequenas , obtivemos melhores resultados . 

Nos ensaios da viga. mists. verificamos que a. madeira nlo apresenta. problemas de 

flambagem , pois a mesma no conjunto encontra - se contida na sua dire~ao mms critica , 

enquanto que a chapa apresentou problemas de flambagem na dire9Ao de menor inercia 

(eixo y da fig. 70) , principalmente para espayamentos muito grande . Existe , entao, uma 

relayfto entre a esbeltez (A.) do conjunto e a esbeltez da chapa, ou seja: 

ACOlliunlo :<:: Achapl .................................................................................. (121) 

z 

Figura 70 Eixos de refer~ncia da viga mista 

Atraves dos eixos de refer~ncia da viga mista na fig. 70 , a direva.o de menor esbeltez 

(A.y ) e dada por : 
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kt' 
A.y:::: -. • ............................................................................................... (122) 

ly 

Onde: 

k = coeficiente na dire~ao do menor raio de gir~ao em fim~ao dos 

vinculos ext:remos da barra , que tern o seguinte valor : 

k = 1 , para os dois ext:remos considerados apoios ; 

k = ..!:. , para os do is ext:remos engastados ; 
2 

k = 2 , para urn extremo livre e o outro engastado ~ 

k = ~ , para um ext:remo apoiado e o outro engastado. 
3 

t' = comprimento da barra ; 

i1 = !i = raio de gir&fllll na dire~llll do eixo y; 

ly = momento de Inercia na dire~ao do eixo y ; 

A = area da se~ao transversal . 

Utilizando a expressao (122) em (121), temos: 

t,. = ~ t ......................................................................... (123) 

Onde, o subscrito ''v" significa o corgunto que forma a viga (transformada), e "ch" 

s6 uma chapa . 
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Utilizando o metodo da se~ao transfonnada considerando o eixo y como refer3ncia e 

mantendo a altura da viga na dire9Ao desse eixo , modificando apenas a largura, a seyAo 

transfonnadafica: 
I I 

~ 

r m 1 

2t5 

2,5 

2,5 

z 

Figura 71 Se~ao transfonnada em rel~ao ao eixo y 

Sendo que , para efeito de seguran~a vmnos tomar o fator k como sendo igual a 1 

(wn) em todos os casos , e o demais dados como : 

k = I; 

iv = 230 em; 

Iy ch = 3,87 cm4 
; 

Iy = 48 65 cm4 
• 

v ' ' 

Ach = 4,75 cm
2 

; 

Av = 10,96 cm2
; 

E 
fiw = -...!. = 0,053 . 

Es 

Aplicando a equayAo (123), o maximo espaymnento para os para:fusos, em fimyAo da 

esbeltez de uma chapa seria : 

ich = 99,98 em 
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Como podemos observar , se compararmos este esp3famento com aquele estipulado 

na viga no item 8.3.1 , indicado pelo fabricante ( cada 115 em ) , era natm'al que a chapa 

tivesse flambagem antes de atingir sua capacidade maxima , alem disso , esse modelo foi o 

que pi or desempenho produziu na flexao . 

Nenhuma das vigas "calculadas" romperam por flambagem , mostrando que e preciso 

tt"Jr um cuidado "15F"cial na hora d" comccionar M ligaf6"6 de P"~u . 

Essa preocup3fa.o se faz presente uma vez que se poderia evitar muitos acidentes 

em obras de constru9fto civil; pois no item 8.3.1 a ruptura ocorreu com 16 kN e no item 8.5 

considerando o mesmo tipo de parafusos , so que devidamente calcul8dos , a viga rompeu 

com 21 kN; obtendo uma margem superior a 31 % na ruptura. Essa margem constatada 

poderia ate ter evitado acidente como o mencionado na fig. 3 . 

Se fonnos alem , como v1mos nos outros experim~mtos com distribui9fto dos 

parafusos de outras maneiras , usando parafusos flexiveis por exemplo, a ruptura pode 

chegar a 24 kN, obtendo uma resposta da viga mista em rel3fa.o ao item 8.3.1( na.o 

calculado) de cerca 500/o superior, trazendo uma margem ainda maior . 

Devemos tambem nos preocupannos com o fator "seguran9a'' que e muito importante 

em qualquer atividade humana , e neste trabalho ela deve ser considerada . Os calculistas 

devem evitar trabalhar com valores pr6ximos do escoamento do material , e isso podemos 

fazer adotando um coeficiente de seguran9a . A NBR 8800[6) , utiliza o metodo dos estados 

Jimites, que e um metodo semi-probabilfstico, e que deveria ser adotado no caso dos 

calculos em cimbramentos meWicos como recomenda estanorma. 

FRUCIIT.ENGARTEN [tJJ infonna que existem outros metodos como por exemplo o 

das tens6es admissiveis , onde sft.o comparadas as tens6es m8ximas "em utiliza.yft.o'' pela 

fr~ao da capacidade resistente do material (tensao admissivel ) . Para o caso de ~ao ou 

compressao simples , seria : 



onde: 

N fy ( 
- s; - ............................................................................................ 124) 
A 1 

N = for~a normal ; 

A = area da Se9fto transversal do material ; 

fy = tensAo de escoamento do 9.90 ; 

1 = coeficiente de seguran~a intemo = 1,66. 

No caso de flexAo simples , poderemos escrever : 

My fy 
- s- ......................................................................................... (125) 

I 1 

Sendo que 

M = momento fletor de calculo; 

y = ponto considera em rel9.9ao ao eixo y ; 

I = momento de inercia . 
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Admitindo - se o metodo das tensOes admissiveis num primeiro instante , a tensao 

maxima aplicada a viga mista seria : 

O'max = 0,60 fy = 0,60 X 237,74 = 142,64 Mpa 

Utilizando-se as expressOes (32) e (60) , a viga mista teria urn momento de ca.Jculo 

para o trabalho do calculista de cimbramentos metalicos de : 

Mmax = 440,20 kN . em . 
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9 VERIFICACAO DAS TENSOES 

Foram avaliadas as tensOes na regilio pr6xima ao parafuso central da viga com 

distribui~flo dos para:fusos em forma de zig-zag , da qual obtivemos melhor desempenho na 

flexflo . Para essa finalidade instal amos extensfimetros eletricos ( strain gages), na viga 

mista, marca Shinkch, tipo S108 com 10 mm de comprimento, fator K = 1,99, e resistencia 

eletrica 120,0 Q ± 0,3%. 

Para as leituras foram utilizados ponte e comutador da marca HUGGENBERGER 

ZURJCH, modelo JT2925. 

0 posicionamento dos extensfimetros obedeceu a distribui~a.o ·na se~flo transversal 

mostrada na fig. 72 , onde, os extensfimetros indicados de M1 a M5 correspondem a 

madeira, e de Al a A5 ao ayo . 

Na fig. 73 apresentamos a colagem dos extensfimetros aplicados na chapa e na 

madeira. A distancia entre eles atingiu 2, 75 em . Poi mantida a distfmcia entre apoios de 

230 em, conforme realizado nos ensaios anteriores. 

Extens8metro eletrico 

Figura 72 Posi~flo dos extensfimetros na se~§o transversal da viga 
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Figura 73 Foto da colagem dos extens(}metros na madeira e na chapa 

de 3.90 
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A posi9Ao dos extens6metros no sentido longitudinal pode ser vista na fig. 74 . Foi 

escolhido wna regiio pr6xima a parte central ~ mas afastada de 11 em do ponto de 

aplic~Ao do esfor9o , para. evitar as perturb~3es proximas a carga. . Em segui~ na fig. 75, 

pode ser vista a reali~Ao do ensaio . 

I 
114 

I 
11 p 125 

I 
I I 

' 
:, I 

---
~ 

Posi91lo dos extens.Smetros 

Figura 74 Vista dos extens<lmetros no senti do longitudinal da viga 

Figura 75 Foto da viga mista instrmnentada. com extens6metros no momento 

do carregameuto 



145 

Nesta fase foram realizados 2 ensaios e os resultados experimentais mostrados na 

tabela 10 para a madeira e o ayo na tabela 11 . 

Carga Ml M2 M3 M4 M5 

(kN) x10-3 x10-3 x10-3 x10-3 x10-3 

2 0,090 0,040 -0,010 -0,073 -0,138 

4 0,18.5 0,07.5 -0,018 -0,1.50 -0,2.58 

6 0,27.5 0,110 -0,030 -0,230 -0,393 

8 0,383 0,153 -0,045 -0,320 -0,538 

10 0,488 0,193 -0>058 -0,400 -0,680 

Tabe I a 10 Resultado das deformayOes experimentais na madeira pr6xima a regiao do 

para:fuso central. 

Carga AI A2 A3 A4 A5 

(kN) x10-3 xl0'3 xlO.s x10'3 x10'3 

2 0,079 0,042 -0,023 -0,042 -0,079 

4 0,163 0,087 -0,028 -0,100 -0,163 

6 0,2.52 0,130 -0,033 -0,153 -0,254 

8 0,344 0,184 -0,037 -0,212 -0,352 

10 0,445 0,237 -0 047 , -0,273 -0,456 

Tabela 11 Resultado das deformayOes experimentais na chapa de ayo proxima a 

regiao do para:fuso central . 

Para visuali~ao do resultado experimental , podemos tfa9ar o diagrama 

esquematico das tens6es, utilizando a lei de Hooke , para a carga de 10 kN aplicada no 

conjunto, ou seja, chapa de ayo e madeira, e que podem ser vistos na fig. 76 . 



197,83 

102, 

192,98 

a) Tensilo na chapa de ayo (Mpa) 

2,75 

2,75 

2,75 

2,75 

b )Tensilo na madeira (Mpa) 

Figura 76 Diagrama de tensH.o naflexiio (experimental) 
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0 diagrama esquematico de tensa..o na flexa..o teorica, esta representado pela fig. 77. 

185,51 

a )Tensilo na chapa de ayo (Mpa) 

2,75 

2,75 

2,75 

2,75 

10,26 

5,13 

b) Tensilo na madeira (Mpa) 

Figura 77 Diagrama de tensio na flexio te6rica para os materiais da viga de se9io 

transfonnada . 

As tenst>es de compressilo na madeira apresentaram cerca de 26 % menor que o 

previsto , mostrado pela fig. 77 , enquanto que na trayilo houve cerca de 46 % menos que o 
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resultado espera.do . Na chapa metalica podemos observar que na compressAo houve cerca 

de 7 % de tensa.o superior da parte experimental em rel~Ao a parte te6rica ) e na tr~Ao 4 % 

a maior da parte experimental em rel~Ao aos valores obtidos teoricamente . Houve urn 

deslocamento da linha neutra para baixo nos dois materiais envolvidos( ~o e madeira) . 

Atraves dessas cons~Oes , podemos salientar que, a chapa acumulou mais tensOes 

do que o valor te6rico e a madeira registrou uma tensAo menor , mostrando que o mecanismo 

de transferencia de carga se faz da chapa para a madeira . 
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10 CONCLUSOES . 

As conclus6es que podemos desta.car , no presente momento , sAo as seguintes : 

1) A investig3.9Ao te6rica e a comprov3.9Ao experimental realizadas neste trabalho 

evidenciam que o dimensionamento da viga composta em chapa de 3.90 e madeira serrada 

atraves do metodo da se~a.o transfonnada pode ser feito com bons resultados . 

2) 0 uso da viga de se9Ao composta em estruturas de cimbramentos a luz dos 

resultados alcan9ados e plenamente viavel . 

3) A madeira , na parte central , na extenstlo do comprimento da viga mista , tem 

grande importftncia , pois foi possfvel verificar que ha wna sensfvel melhora da efici~ncia 

estrutural da viga, referente por exemplo a carga de ruptura (cerca de I SOlo maior) . 

Caso a viga ntlo apresente a madeira na parte central como mostra a figura 78 , 

podemos observar o problema de perda de estabilidade por tor9Ao . 

A contribui9Ao da madeira na rigidez da barra e de cerca de 9 % , e na rigidez 

transversal cerca de 0,21 % . Esse aumento de efici~ncia da viga mista sem urn aumento 

proporcional na rigidez se deve ao fato que a madeira impede a chapa de girar , sob o efeito 

de torcAo , em relnctlo ao seu centro de cisalhamento como mostra a fig. 79 . 



Figura Viga com perda de estabilidade por tor9iio 
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Figura 79 hnpedimento de rotayao da chapa metalica pel a madeira 
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3) Quase toda a rigidez da pe9a e proveniente das chapas de ayo, pois 0 parmnetro 

base de transformaya.o da viga mista , o m6dulo de elasticidade , tern grande propor~a.o e , 

neste caso , a madeira tern mais importhcia no conjWlto , pela sua grande maleabilidade e 

contribui~a.o para o travamento das formas em concreto de obras de constru9ao civil , do que 

propriamente na rigidez da pe9a . Sendo assim , sua contribui9a.o na melhora do desempenho 

ao deslocamento vertical seria muito pequena . 

Cabe-nos , entretanto , ressaltar que a madeira e muito importante para a fi~ao das 

formas, e sem ela, seria quase impossivel fixa-las escoramento. 

4) Com relayao aos diagramas das eh1sticas das vigas na flexa.o e das hip6teses 

apresentadas durante o transcorrer do trabalho temos : 
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a ) A distribui~ao em fonna de zig - zag ( item 8.8 cmva F) obteve o melhor 

desempenho na flexi\o . 

b) Comparando a cmva da pe~a com 14 parafusos pr6ximos a mesa ( item 8. 7 cmva 

E) alinhados , calculada atraves do centro de cisalhamento , e aquela com 23 parafusos na 

alma, calculada atraves do fluxo de cisalhamento (item 8.8 cmva D ) , o comportamento foi 

igual na sua fase elastica . Existiu ligeira vantagem de cerca de 4% na ruptura para os 

parafusos alinhados na mesa 

c) A utili~io de parafusos rigidos , implica em espa~amento entre parafusos muito 

grande , sendo assim , o uso de parafusos flexfveis fomeceni elasticas muito mais pr6ximas 

do valor te6rico . 

Esta infonn~ao nos leva a outra , ou seja , que a esbeltez de um elemento do 

conjunto ( chapa) , deve ser menor ou igual a esbeltez do conjunto , ou : 

5) Verificamos que o dimensionamento atraves da aruilise do centro de cisalhamento, 

e mais econl>mico , pois a quantidade de parafusos empregados em rela.ya.o ao fluxo de 

cisalhamento e menor . 
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6) A amilise das tensOes na regia.o proxima ao parafuso indicou que o mecanismo de 

transfer~ncia da carga aplicada na viga mista se fez primeiro pela chapa e em seguida 

transmite pel a a madeira. 

7) Este trabalho procura alertar as empresas fabricantes que se poderia. evitar muitos 

acidentes em constru~ao civil , apenas aplicando um calculo adequado as vigas mistas , 

trazendo mais seguran~a , economia e confian~a , tanto para quem usa , quanto para o 

fornecedor do equipamento . 

8) Numa proxima etapa de trabalho pretendemos estudar novas aplic~Oes das vigas 

compostas, tais como: ter9as de coberturas , pilares de casas pre :fubricadas, refor9o de 

vigas de madeira , etc .. 
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ANEXO 1 

1. EQUACAO DE EULER 

Para obtennos a e~a.o de Euler , procuraremos tirar partido da analogia entre o 

calculo variacional e a procura dos maximos e minimos de uma fim~a.o. 

Em uma determinada fim~a.o , como por exemplo : 

xl , 

I(Y(x)) = JF(x,y(x)>Y(x) ....... y(x/"))dx ........................................ (1.1) 
xO 

A :fun~a.o F sera considerada diferenciavel ( n + 2) vezes com respeito a todos os 

argumentos e o extremo do :funcional da expressdo ( 1.1) . Os pontos do contomo sendo fixos, 

serdo: 

Y -y y '-y, y (n-1) -y (n-1) (leo)- o, (leo)- o, ............ , (xo) - o 

Y - y y , - y , y (n • !) - y (n • !) (1 2) (lcJ;)- 1 , (lcJ;) - 1 , ............. , (leo) - 1 .................... • 

As condiy6es de contomo vistas em (1.2) , mostram os valores nos pontos de 

:fronteira, nllo so para afim~fto, mas tambem, para as deriva.das de ordem ( n- 1 ) . 
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Seja a curva Y® , que alcan9a urn extremo, e possivel dizer que e diferenciavel ln 

vezes, e a equ~llo vizinha y = y < x) , chamada curva de comp~fto , diferenciavel 2n 

vezes, representadas atraves da fig. A.l . 

y 
. 

. . ·e 
y(x) \,, ./l 

" ' ' 
' . 

Figura. AI Curvas da.fim90es Y® e Y(x) 

Fonte PALERMO [30J 

X 

A familia monoparametrica de curvas pode ser expressa da. seguinte forma : 

Y (x,et) = Y(x) + ~Y(x)- Y(x) ] ........................................................... (1.3) 

Examinando a expressllo (1.3), verificamos que para a= 0, obteremos y 01:) , e para 

-
a= I , encontramos y (x) . 
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A vari~a.o ( y (x) - y ~) ) e wna fun~a.o de x , e podemos escrever como sendo : 

oy = (Y(x) - y ¢1) ) .......................................................................... (1.4) 

A expressa.o ( 1. 3) , pode agora ser escrita como : 

Y (X,C£) = Y(x) + fl.1ty ......................................................................... (1.5) 

Se o funcional e considerado somente nas cw-vas da familia y = ( x, a.) , este 

transforma-se nwna fun~a.o do parfunetro a. , que determina wna cw-va, e portanto, wn valor 

para o funcional , ou seja : 

I [ Yq;,r~J ] = <p ( a. ) ......................................................................... ( 1.6) 

A condi~a.o para realizar wn extremo e alcan~ada em a..= 0 , obtendo y ~) , sendo 

assim a vari~a.o do funcional e zero (oi = 0) . A condi9a.o necessaria para que <p ( a..) tenha 

urn extremo em a..= 0, e a anul~a.o de sua derivada, ou seja: 

<p'(O) = 0 ....................................................................................... (1.7) 

A vari~a.o do funcional , oi , pode ser encontrada atraves da equ~a.o (1. 7) , ou 

seja, derivada da expressa.o em a.. , para o extremo a.= 0 , ou : 



171 

ol = [~ JF(x,y(x,a.) ,y(x,a.) , ........... ,ycn>(x.a.) )dx] ................. (1.8) 
daxo CL = 0 

Ou a expressllo (1.8) ~pode ser apresentadapara a vari8.91lo do ~cional como: 

OJ= J ( Fyoy + Fy'O}'' + Fy"oy" + ........... +Fynoyn )dx ................ (1.9) 
x, 

A integr8.91lo da funyllo (1.9) • por partes • ate n vezes • resulta na f6nnula de 

recorr~ncia : 

Sendo n o numero de vezes que a funyllo e derivavel . 

Para a viga mista em chapa dobrada e madeira serrada ( transfonnada ), o fimcional 

esta caracterizado pela expressio (1.10), eo maior gnw de derivada e 2 ( dois). 

Atraves desta inform8.9io , a expressa.o (1.9) , considerando que a fim91lo y , 

representa a elastica v® que tern derivada de ordem dois , podemos resolv~ - Ia pela 

seguinte equayio : 



172 

xl 

oi= J( Fyoy+Fy'Oy'+Fy"oy" )dx ............................................ (1.11) 
Xe 

Resolvendo as integrais da varia9fto do fimcional em (1.11) , atraves da f6rmula de 

recorrencia ( 1.10) , encontramos : 

xl xl d 
f Fy'oy'dx = [Fy'Oy ]~ - f dx Fy'0ydx ......................................... (1.12) 
x0 x1 

xt [ d Jx1 X1 d 2 
J Fy"oy"dx = (Fy"O}'']~- dx Fy"oy + J dx 2 Fy"oydx .......... (1.13) 
~ ~ ~ 

Agrupando - se as e~Oes (1.12) e (1.13) em (1.11) , e rearranjando-se 

adequadamente chegamos a : 

oi= [<FY' • ! Fy") oy 1:: + (Fy"oy'I: + J:.1(Fy-! Fy' + !2 Fy")oy dx ..... (I.14) 

Entretanto , como os pontos na :fronteira ( contorno ) sao fixos , logo sao conhecidos, 

confonne mosira a figura A.l , ou seja : 

Oy lx = xo --t Y(xo) -y(xo) = 0 ......................................................... (1.15) 
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oy lx=xl ~ Y(xl)- Y(xl) = 0 ···················••············•············•··•··••····· (1.16) 

Sabemos que a variayAo da fun9Ao deve realizar urn extremo , portanto a variayAo do 

funcional deve ser igual a zero . Com as infonnay6es das express6es (1.15) e (1.16) , 

aplicadas nafun9Ao (1.14), fica: 

ol= rXl (Fy - .:!. Fy I + d 
2

2 
Fy 11)0ydx = 0 .,,., .,., ,.,., ....... " .,,.,,,,., "'"' ( 1.17) 

Jxo dx dx 

Como o incremento oy pode assumrr qualquer valor arbitrario, 

d d2 

(Fv- dx Fv' + dx 2 Fv") e uma fun9Ao continua para ctU"Va y ® ~ e realiza o extremo. Para 

que esta fun9Ao seja verdadeira , deve ser IIDla tambem na ctU"Va y ® . A solu9Ao desta 

equayAo diferencial e chamada de equayao de Euler-Poisson . 

Considerando o funcional para a viga temos : 

I= J F(x, v, v', v")dx ...................................................................... (1.18) 

t 

Portanto a expresslio (1.17) fomece a equaylio diferencial da elastica da viga , e o 

funcional (1.18), tern a seguinte forma: 
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:-! (!) + ! 2

2 (!',) = 0 ···················································· (1.19) 

1.1 DEMONSTRACAO DA EQUACAO DE EULER 

CONSIDERANDO 0 DESLOCAMENTO POR 

CORTANTE 

0 fimcional que incorpora somente o cisalhamento. para uma carga concentrada • 

vale : 

Considenmdo-se exclusivm:nente a deform~fu> por cortante, a vari~fu> do :fimcional 

na eq~fu> ( 1.11) sera descrita como : 

xl 

oi = J ( Fyoy + Fy'3y' )dx ............................................................ (1.21) 
X a 

Atraves da equ~fu> de recorr~ncia (1.10), resolvemos a expressfu> (1.21), ou seja: 

oi= (Fy'oy]x1 + fx
1

(Fy- _!Fy')()y ................................................ (1.22) 
x. Jx, dx 
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Encontraremos a equ~lo diferencial da elastica de Vt , atraves de (1.22) , e faremos 

(Fy- .!.!_ Fy ') =0, para que h~a a minimizavlo do fimcional , ou seja : 
dx 

G xyA V: 1 

c 
= 0 ............................................................................ (1.23) 

Como podemos verificar na expressao (1.22) , a equaylo diferencial da viga foi 

extrafda de sua segunda parcela, sendo que as oufras condi90es serlo tiradas da parcela que 

falta analisar , ou seja , nos extremos da viga , ou : 

Fv't OV 1 1:1 = 0 .............................................................................. (1.24) 

Em zero ov 1 = 0, logo 

Y1 (0) = 0 ......................................................................................... (1.2.5) 

Em lt ov 1(1!~ ;1!: 0 , assim : 

- P - J..1 ........................................................................ (1.26) 

Damesmamaneira para o intervalo compreendido entre it e .e, podemos escrever: 
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Fv'2 ov 2 I~ = 0 .............................................................................. (1.27) 
1 

No ponto lt ov 2 :;t:. 0, assim 

- A.t = 0 ...................................................................... (1.28) 

Em .e o v2 = 0 > logo 

V2 (1.) = 0 ....................................................................................... (1.29) 

E ainda devido a compatibilidade das rot396es, chegamos a: 

v'H.t) =v'2(1.)················· .................................................................. (1.30) 

Compatibilizando- se os deslocamentos temos: 

VJ(.t) =v2 (1.) ..................................................................................... (1.31) 

Integrando-se a partir da equa9fto (1.24) indicada novamente abaixo , temos a 

seguinte seqil~ncia de resultados : 



G xyA v;' 
c 

G xyAv 1 

c 

= 0 

+ K = 0 ................................................................... (1.32) 

+ K X + D = 0 ........................................................ (1.33) 

Onde K e D silo constantes de integr3.9ft.o 

De maneira ana.toga, para a equ3.9ft.o diferencial da elastica de v2 encontramos: 

= 0 ............................................................................. (1.34) 

+ H = 0 .................................................................. (1.35) 

+ H X + F = 0 ........................................................ (1.36) 

Onde H e F sft.o constantes de integra9ft.o . 

Aplicando-se a equ~ft.o (1.25) em (1.33), conclufmos que: 

177 
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D = 0 .............................................................................................. (1.37) 

De (1.29) em (1.36) : 

H .e + F = 0 ...................................................................................... (1.38) 

Da equayio (1.31), com (1.33) e (1.36): 

K it = H it + F ........................................................................... (1.39) 

Ao relacionar a equayio (1.38) em (1.39) , chegamos a seguinte ex:pressio : 

H(.et -.e) 
K = ................................................................................ (1.40) 

.el 

Da equayio (1.26) e (1.28) temos : 

p ................................................... (1.41) 
c 

Relacionado- se (1.32) e (1.35) com (1.41) , chegamos a: 

K - H = P .................................................................................... (1.42) 
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Relacionando (1.40) com (1.42) encontramos : 

_ Pt\ ( ) 
H---....................................................................................... 1.43 

e 

Pe1 K= P - - .................................................................................. (1.44) 
t 

Substituindo-se (1.43) em (1.38) , temos : 

F = P e1 .......................................................................................... (1.45) 

Substituindo-se na express§.o (1.33) • as equ9.90es (1.37) e (1.44) , o deslocamento 

por esfor~o cortante com carga concentrada para v1 , ou seja : 

Gxy-Av1 P£1 
----=:.._ = --x + Px ................................................................... (1.46) 

c f. 

Substituindo-se (1.43), e (1.45) em (1.36), detenninamos o deslocamento por flexlo 

da viga com carga concentrada para v2, ou seja: 

GxyA.v2 P.t.1 
----'--=--X+ P.t.!································································· (1.47) 

c f. 
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2. DEMONSTRA<;AO DA EQUACAO DE EULER 

CONSIDERANDO 0 DESLOCAMENTO POR FLExAO 

0 funcional que contem somente as deforn1a~oes por flexao pode ser escrito como 

sendo : 

A vari~ao do funcional vale : 

oi = j ( Fyoy + Fy'oy' + Fy"oy" )dx ................................. (2.2) 
x, 

Resolvendo as integrais da vari~ao do funcional em (2.2) , atraves da f6nnula de 

recorrencia (1.10), encontramos : 

X~ XI d 
J Fy'oy'dx = (Fy'oy 1:: -J dx Fy'3ydx .......................................... (2.3) 
•• x, 

1 Fy"Oy" dx = (Fy"Oy 'J: -[! Fy"Oy r + 1 :, Fy "Oydx .......... (2.4) 
x. x. x. 
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Inserindo as equay<Ses (2.3) e (2.4) em (2.2) , e arranjando adequadamente chegamos 

a seguinte conclusfto : 

ol= [(Fy' • ! Fy") oy J: + [Fy"oy'I: + s::(Fy-! Fy' + : 2 Fy")()y dx. .... (2.5) 

Atraves da minimiza~a.o da energia potencial da expressfto (2.5) , ol = 0 , entilo 

para que a soma seja zero > suas respectivas parcelas devera.o ser zero . Assim sendo > 

analisando os extremos da viga, temos : 

Da primeira parcel a de (2.5) , encontramos que: 

[(Fvf-! Fv~'ov 1 ~~ = 0 ............................................................ (2.6) 

Em zero o Vt = 0, logo: 

E..: }zv1 (O) = 0 .............................................................................................. (2. 7) 

Em lt o Vt :t 0, assim sendo , temos a seguinte expressft.o : 

- R"Iz v~(~ 1 ) + /.. 1 - P = 0 ................................................................. (2.8) 
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Da segunda parcela da equ~a.o (2.5) em (2.1), ou seja: 

[Fv1"ov1'T = 0 ............................................................................. (2.9) 

Para a funy!lo descrita em zero o Vt' :1: 0, assim 

Exlz v!(o) = 0 .................................................................................. (2.10) 

Exlz v1(t
1

) +/.,2 = 0 .......................................................... : ............... (2.11) 

De maneira similar para a elastica de v2 , as parcelas da vari~!lo do funcional 

devem ser zero , logo avaliando o intervalo entre .e1 e .e , para a primeira parcela de (2.5) 

temos : 

[(Fv2 -! Fv21ov 2 1
1 
= 0 .............................................................. (2.12) 

Assim , em .e1 ov~ ~ 0 , entfu>: 

Exlz v!I{t
1
)- /...1 = 0 ......................................................................... (2.13) 
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Da mesma maneira em f. , verifica-se que o v 2(t) = 0, portanto : 

E:z Izv2 (l) = 0 ................................................................................... (2.14) 

Da segunda parcela de (2.5) nos fomece mais inform~aes , ou seja: 

[Fv;{ov2 t
1 

= 0 ............................................................................... (2.15) 

Em f. I sabemos que ov; ::t: 0 ' portanto 

- Ex lz v~(t 1 ) - A-2 = 0 ...................................................................... (2.16) 

Em .e as rot~aes tambem sfto diferentes de zero, logo: 

Exlz v~t) = 0 ................................................................................... (2.17) 

Os multiplicadores de Lagrange 11 e . 12 , n§o podem ser zero , desta maneira 

encontramos as equ~aes de continuidade e rot~aes das elasticas, como sendo da seguinte 

forma: 

vi(tl) = v2(td ................................................................................ (2.18) 
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v{(l
1

) = v;(t
1

) •••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• (2.19) 

As equ~Oes (2.8) e (2.13) definem o equilibrio das cortantes , ou seja: 

As equaQOes (2.11) e (2.16), correspondem ao equilfbrio de momentos no ponto l 1 , 

logo: 

-Ex lz vr(t
1

) +Ex lz Y~t 1 ) = 0 ............................................................ (2.21) 

Aplicando a ultima parcela da expressoo (2.5) em (2.1), resulta em: 

Exlzv1

1
v = 0 .................................................................................... {2.22) 

Analogamente a equ~ft.O diferencial da flex§.() de Vt , detenninamos V2 

Exiz v2 IV = 0 .................................................................................... (2.23) 

Integrando- sea equ~Ao (2.22) representada abaixo, temos as seguintes equa~Oes: 



185 

Exlz v:"+ C = 0 ............................................................................... (2.24) 

E,.I,. v~' + Cx + D = 0 ...................................................................... (2.25) 

Cx2 

Exlzv~ +-+Dx + K = 0 ........................................................... (2.26) 
2 

Cx3 Dx 2 

Exlzvl +-+-+Kx+F= 0 ................................................ (2.27) 
6 2 

Da mesma maneira , integrando - se a expressAo (2.23) mencionada novamente 

abaixo • chegamos a: 

Exlz v~'+ H = 0 .............................................................................. (2.28) 

Exlz v~ + lix + R = 0 ...................................................................... (2.29) 

lix2 
Exlzv~ +--+Rx+S= 0 ........................................................... (2.30) 

2 
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Hx3 Rx2 
Exl

2
V 2 +-+-+Sx +T= 0 ................................................ (2.31) 

6 2 

Da equayAo (2. 7) em (2.27) , conclufmos que : 

F = 0 .............................................................................................. (2.32) 

DaequayAo (2.10) em (2.25): 

D = 0 .............................................................................................. (2.33) 

De (2.24) e (2.28) introduzidas em (2.20): 

C - H - P = 0..... ... ............... .... ...... ......... ......... .... .... .......... .. ... ..... (2.34) 

Daequ~Ao (2.25) e (2.29) em (2.21), temos: 

C . .et - H .tt - R = 0 ...................................................................... (2.35) 

De (2.17) em {2.29), encontramos: 

HI. + R = 0 ................................................................................... (2.36) 

De (2.34) e (2.36), aplicadas em (2.35), chegamos a: 
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C = • Plt + P ............................................................................... (2.37) 
l 

R = P l 1 ......................................................................................... (2.38) 

Pl 1 H = --...................................................................................... (2.39) 
l 

Da condi9Ao (2.19), aplicando- se (2.26) e (2.30), temos: 

Pl
2 

K = S + - 1 
............................................................................... (2.40) 

2 

Dacondi~io (2.18), aplicando- se (2.27) e (2.31), descobrimos outra e~io, ou 

seJa : 

Pt? 
T = - - +Kt' 1 - S£1 ................................................................. (2.41) 

3 

Relacionando- se (2.41) e (2.40), encontramos: 

Pl
3 

T = - 1 
••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• (2.42) 

6 
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Daequ~!o (2.16) aplicada em (2.31), encontramos assim a constante de integTaf!o 

que faltava, ou seja : 

3 
_ Pi1i P£ 1 ( ) s -- ---........................................................................... 2.43 

3 6£ 

Aplicando - se (2.43) em (2.40) , obtemos : 

Ptlt P£13 P£12 
K = - ---+-............................................................ (2.44) 

3 6£ 2 

Assim encontramos as ehisticas de Vt para a flex!<> com carga concentrada, 

substituindo-se em ( 2.27), os valores encontrados de (2.32), (2.33), (2.37),(2.44), ou seja: 

v
1 

= _l_(Pi1x
3 

_ Px
3 

+ P£1ix + Pi1
3

x _ Pi/x) ...................... (2_45) 
EXIZ 6£ 6 3 6£ 2 

E a elastica de v2 para a flexAo , substituindo-se em (2.31) , os resultados de (2.38), 

(2.39), (2.42), e (2.43) , assim sendo , temos : 
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ANEX02 

DEMONSTRACAO DO CALCULO DO FATOR DE FORMA PARA A 

CHAPA MET ALICA DA VIGA MIST A. 

Para este prop6sito , vamos desmembrar a chapa metalica em figuras geometricas 

conhecidas, e assim , calcular a contribui~ilo de cada um desses segmentos, que, somados, 

determinarflo o fator de forma da figura total, e estarflo representadas pelas figuras A.2, 

A.3 e A.4, sendo a espessma da chapa "e" . 

A fig. A.2 (13bios emijecedores) compOe a primeira parcela do fator de forma, dada 

pela seguinte fim~flo : 

2 

Csl = A; J s12 dAl ······································································· (3.1) 
Il A bl 

Onde: 

At = 4 ae 



h 
2 

h 
2 

e 

++ 

z 

D 
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dA1 = 2 e dy 

y 

e.G. 

D 

Figura A.2 Aba enrijecedora 
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Substituindo em (3.1), temos: 

(2e)2y2(h- ~2 
C91 = A; r 2

2 
2(2e)dy ............................................ (3.2) 

1
1 

(2e) 

Desenvolvendo (3.2) , temos : 

Finalmente integrando (3.3), chegamos a: 

•• = :.~ (y:~
2

- y;h +;:):4e ............................................... (3.4) 

Portanto, temos : 

c,, = 4t (a;~' -h;• + ~:). ..................................................... (3.5) 

A segunda parcel a do fator de forma ,corresponde a mesa, conforme fig. A.3 . 



h 
2 

h 
2 
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y 

b-2e b-2e 

z e.G. 

] 

Figura A.3 Mesa da vigametalica 

Da fig. A3 escrevemos que : 

2 

Cs:! = A; JA S2 2 d.A2 ...................................................................... (3.6) 

12 b2 

Onde 

A2 = (b - 2e) 4 e 

4(b-2e)e
3 (h e) 2 

h = + 4e(b - 2e) - - -
12 2 2 



~ = 2(b-2e) 

~= 2(b-2e)dy 

Substituindo as incognitas de (3.6), encontramos que: 

( )

2 
2 2 h y 

[2(b- 2e)] y ---

~s2 = A2 2 r 22 2 2[2(b - 2e )]dy ................... (3. 7) 
(12 ) .lo [2(b-2e)] 

Desenvolvendo (3.7), temos: 

c.,= (1:;. r(h'{- h;' + ~}(b- 2e)dy ................................ (3.8) 

Finalmente integrando (3.8), chegamos a: 

c.,= (I~)· (y~~·- y;h +~:)>(b-2•) ...................................... (3.9) 

Portanto , temos : 

cu = 4A, ;:,- 2e) ( ·:~' - h;' + ;:) ......................................... (3.10) 
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z 

h 

2 

h 
' 

2 

y 

=cdy 

e.G. 

b e 

Figura A.4 Almada vigametalica 

A terce ira parcela do fator de fonna vern da fig. A.4 ,sendo que : 

2 

Cs3 = A; JA 
33

2 dA3 ...................................................................... (3.11) 
13 b3 

Onde 

194 
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b3 = 2 e 

Substituido-se os respectivos valores em (3.11), encontramos: 

h (2e)2y2(h- y)2 
_ A) r2 2 2 

cs3- (I
3 

)2 Jo (
2
e)2 2(2e)dy ........................................ (3.12) 

Desenvolvendo (3.12) , temos : 

Finalmente integrando (3.13), chegmnos a: 

h 

~o3 = (I~;, (Y;~'- y:h t ;:): 4e ................................................ (3.14) 

Portanto , temos : 

Cs3= 
4eh5A 
---=-i. ················································································· (315) 
24013 
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Conclufmos que somando- se as equ~Oes ~(3.5),(3.10) e (3.15), temos o fator de 

forma da chapa dobrada, ou seja : 
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ANEX03 

DEMONSTRACAO DO CALCULO DO FATOR DE FORMA PARA 

UM RET ANGULO EM MADEIRA DA VIGA MIST A. 

Para wn elemento de area composto por (y b )) o confonne fig. A5 ) o momento 

estatico e dado por: 

Sw = b y (~- ~) .......................................................................... ( 4.1) 

Sendo que o fator de forma e dado por : 

Cw = A; JA Sw: dAw ..................................................................... (4.2) 
lw bw 

y 

z 

L b l 
, 1 

Figw-a A5 Elemento de area do retfingulo de madeira 
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Onde: 

dA=bwdy 

b h3 

I= _w_ 

w 12 

0 fndice w representa a madeira 

Substituindo-se os valores na integral , chegamos a seguinte equa.yAo para o fator de 

fonna na madeira de se9Ao retangular : 

Desenvolvendo (4.3), temos: 

(
bw2h2y2 bw2hy3 + bw2Y4)2 

A ~ 4 2 4 
Cw =I ~ Jo2 _____ b-.,.2-----2bwdy ····················· (4.4) 

w w 

Finalmente integrando ( 4.4 ), chegamos a: 

Cw = ~; ( Y:~
2 

- y:h + ;:) : 2b •................................................. (4.5) 
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Aw2bh5 

cw = 2 •·•••••••···•••••••·••••··•••••••••·•····•···•····••··•·•·•····•··•···•···•·····• (4.6) 
240lw 

Subliitituindo o valor do momeuto de iueroia para se9t'.Ses retongulares oomo seudo de 

bh3 

I., = - , e a area igual a A = bh , encontramos esse fator como sendo : 
12 

c w = 1,2 

Que era o valor esperado para esse tipo de seyfto . 
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ANEX04 

DEMONSTRACAO DO CALCULO DO FATOR DE FORMA PARA A 

VIGA DE SECAO MIST A (TRANSFORMADA ). 

Para esse fim > desmembramos a viga em figuras geometricas conhecidas, e , 

calculamos a contribui~ao de cada urn desses segmentos, que, somados, detenninam o fator 

de forma dafigura total, e estio representadas pelas figuras A6, A 7, e A .8. 

A fig. A6 (abas enrijecedoras) compOe a primeira parcela do fator de fonna, dada 

pela seguinte fim~ao : 

2 

ct = A~ J sl2 d.Al ........................................................................ (5.1) 
11 A bl 

Onde: 

At = 4 ae 

b1 = 2 e 



h 
2 

h 
2 
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dAt = 2 e dy 

y 

e 

+-+ 

z c.e. 

0 D 

Figura A6 Aha enrijecedora da viga mista( transfonnada) 

Substituindo em (5.1), as referidas incognitas temos: 
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( )

2 

2 2 h y 
A

1 
a(2e)y 2-2 

C1 = J7 Jo (
2
ei 2(2e)dy ............................................. (5.2) 

Desenvolvendo (5.2), temos: 

Finalmente integrando (5.3), chegamos a: 

c1 = :.; ( Y:~
2 

- y:h + ;:) : 4e ........................................•.. (5.4) 

Portanto , temos : 

c, = 4~ 1 (a:~' _ h;' + ;:) ........................................................ (5.5) 

A segunda parcela do fator de forma ,corresponde a mesa , conforme fig. A 7 . 



h 
2 

h 

2 

y 

e:t- [ZZVZZ77Z-:J :j:dy E/77772771'1 

t b- 2e t b-2e 

z e.G. 

Figura A 7 Mesa da vigametalica 

Da fig. A 7 escrevemos que : 

2 

c, ~ Ai f. \ dA, ....................................................................... (5.6) I2 A b2 

Onde: 

~ = (b- 2e)4 e 
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4(b-2e)e
3 (h e) 2 

]J = + 4e(b - 2e) - - -
12 2 2 

~ = 2(b-2e) 

dk= 2(b-2e)dy 

Substituindo os valores em (5.6), encontramos que: 

( )

2 
2 2 h y 

[2(b- 2e)] y ---
A 2 re 2 2 

c2 = (12)2 Jo [2(b-2e)f 2[2(b-2e)]dy .................... (5.7) 

Desenvolvendo (5. 7) , temos : 

- A2 e(h2y2 hy3 Y4) 
c2- (I2)2 Jo -4--2+4 4(b-2e)dy ................................ (5.8) 

Finalmente integrando (5.8), chegamos a: 

c, = (1~) 2 ( Y~~' - y;h + ~~): 4(b- 2e) ...................................... (5.9) 

Portanto , temos : 

204 
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c, = 4A, ;:,- 2e) ( ·:~' - h;• + ;~) .... ............. . ................ (5.10) 

~ 

y 

___, ..... tdy ~ ~ v~ ~ h ~ 
-
2 

z 

h 
C.G. 

-
2 

- ,.__ 

b 

Figura AS Almada viga meta.Iica ( se9tio transfonnada) 

A terceira parcela vern da fig. AS, havendo assim, urn incremento de area na alma 

proveniente da madeira transfonnada . 0 fator de forma sera calculado por : 

2 

c3 = Ai JA 
33 

2 dA3 ........................................................................ (5.11) 
13 b) 

Onde: 



Substitufdo-se os respectivos val ores em (5.11) , encontramos : 

( )

2 
2 2 h y 

h b3 y ---

c3 = A3 212 22 2 2b3dy ............................................... (5.12) 
(13) b3 

Desenvolvendo (5.12), temos: 

Finalmente integrando (5.13), chegamos a: 

h 

c.,= (I~;, (y;~'- y:h + i:): 2b, ............... ·············· ............ (5.14) 

206 
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Portanto , temos : 

Cs3 = 
2(2e + e1 )h

5 
A3 

--......;........2:;---_;;_ . . • . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . • • . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ( 5.15) 
24013 

Concluimos que somando- seas eq~<Ses, (5.5), (5.10) e (5.15), temos o fator de 

fonna da viga mista transfonnada ( equivalente) , ou seja : 


