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Resumo

O estudo do comportamento de placas tem despertado grande interesse e
incentivado varias pesquisas nessa area, principalmente apdés o desenvolvi-
mento dos materiais compostos que puderam ser usados na construcao dos
elementos de placas.

Vérios pesquisadores desenvolveram estudos e formulagoes diversas para ten-
tar descrever de forma mais aproximada possivel o comportamento destas
placas submetidas a diferentes tipos de solicitagoes.

Porém, essas formulacoes baseiam-se em hipoteses simplificadoras que res-
tringem o seu uso a determinadas condigoes, muitas vezes longe das condicoes
encontradas na realidade, explicando solugoes encontradas um pouco disto-
antes das encontradas na pratica.

Deste modo, pretende-se neste trabalho desenvolver um estudo do estado de
tensoes verificadas no interior de um material de placa (mono ou multica-
mada) quando este se encontra submetido a determinados tipos de esforgos
(cortantes, normais e momentos aplicados). Para tal estudo, utilizou-se uma
formulagao baseada na teoria de elasticidade tridimensional. Verificou-se que
o procedimento de calculo convergiu em poucas iteragoes, permitindo o cél-
culo do estado de tensoes para qualquer configuracao de placa multicamada,
satisfazendo tanto as equacoes de equilibrio quanto as relagoes constitutivas,
nao impondo restricoes nem as tensoes nem as deformacoes, pretendendo
com isso obter solugoes reais ou muito préximas as encontradas na préatica.
Também utilizou-se o método dos elementos finitos, implementado num am-
biente computacional desenvolvido por Devloo e colaboradores, denominado
PZ, que utiliza a linguagem computacional C++ e a filosofia de orientacao
a objetos, cujas classes permitem entre outras aplicagoes o estudo de placas.
O material ortotropico foi utilizado na formulacao das propriedades consti-
tutivas das placas, de modo a determinar o seu comportamento.
Verificou-se que o procedimento de calculo convergiu com poucas iteragoes,
permitindo o calculo do estado de tensGes para qualquer configuracao de
placa multicamada, satisfazendo tanto as equagoes de equilibrio quanto as
relagoes constitutivas.
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Abstract

The study of the mechanical behavior of laminated plates has attracted great
interest of engineers and has stimulated several researches in this field, mainly
after the development of composite materials that have been extensively used
in many areas of the modern technology.

Studies have been carried out in an attempt to obtain numerical approaches
that describe more precisely the behavior of plates under different loadings.

However, such approaches have been established on simplified hypothesis
restricting its application to particular problems, sometimes far from the
conditions found in the reality.

In this work it is intended to develop (a study of state of tension verified
inside a plate material, when it is submited on a determined kind of efforts
(shear, normal, or applied moment). For this study utilized a formulation
based on a tridimensional elasticity theory.

It is verified that the procedure of calculation converges with few iteractions
allowing the tension state calculation for any configuration of multilayered
plate, satisfying as the equilibrium equation as the constitutive relations)
without any restrictions imposed to the stresses and strains, in order to
obtain a formulation which provides results very close to the real conditions
found in pratical engineering problems.

The finite element method is implemented in the PZ environment developed
by Devloo and collaborators, using the C++ language and the object oriented
philosophy, whose classes allow the study of laminated plates composed of
orthotropic materials.
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Capitulo 1

Introducao

Nessa pesquisa estudam-se algumas das principais teorias de placas, suas
hipoteses e simplificagoes. Propoe-se a um estudo do estado de tensoes uni-
formes no dominio de um material de placa, baseado na teoria da elastici-
dade tridimensional e com o uso das propriedades de materiais ortotrépicos.
Apresenta-se o desenvolvimento da formulacao proposta com uso do Princi-
pio dos Trabalhos Virtuais (PTV). Para implementagdo numérica utiliza-se a
teoria de elementos finitos. Como ambiente de programacao cientifica utiliza-
se o PZ, desenvolvido no laboratério LabMec do departamento de estrutu-
ras - DES - da Faculdade de Engenharia Civil, Arquitetura e Urbanismo -
FEC/UNICAMP. O PZ é um ambiente de programagéio orientado a objetos
em C+-+ para elementos finitos.

Denomina-se placa um elemento estrutural onde a espessura tem dimensao
muito menor do que a largura e o comprimento. O seu comportamento tem
sido objeto de varios estudos, pois sao constantemente utilizadas em varias
areas da engenharia. Na tentativa de se descrever de modo cada vez mais
detalhado o comportamento destes elementos, sao propostas por alguns es-
tudiosos algumas teorias de placas, cada uma embasada em determinadas hi-
poteses simplificadoras visando agilizar o seu calculo. Pode ser citado, desse
modo, Kirchhoff (1850) , autor da teoria de placas de Kirchhoff [17]
(também conhecida como teoria classica), cuja hipdtese bésica adotada con-
siste em desprezar-se o efeito de forcas cisalhantes na deformacao assumindo
que retas normais a superficie indeformada permanecem normais ap6s a sua
deformagao. Desse modo, é assumido o estado plano de tensao, & medida em
que sao consideradas somente tensoes coplanares as superficies externas da



placa. So6 é valida a aplicacao dessa teoria se estivermos analisando placas
finas, ou seja, placas cuja espessura seja da ordem de % no méximo da menor
dimensao no plano.

Para placas espessas, cuja espessura ultrapasse a medida acima referida, essa
teoria nao funciona bem e diversas outras teorias tém sido propostas com o
intuito de melhor representar matematicamente o comportamento real das
placas. Entre essas podem-se citar as teorias de Reissner e Mindlin (1944,
1951) que desenvolveram a teoria de placas de Reissner-Mindlin que
inclui os efeitos da deformagao por cortante desprezadas por Kirchhoff.

Desse modo, se considerarmos retas normais & superficie da placa indefor-
mada, apos a deformacao elas continuam inextensiveis e retas, apresentando
uma rotacao tal que ndo fiquem necessariamente normais a tangente da su-
perficie deformada.

Se de um lado desenvolveram-se teorias para se descrever o comportamento
de placas, de outro desenvolveram-se diversos tipos de materiais com caracte-
risticas distintas. Nesse sentido, foram desenvolvidos os chamados materiais
compostos, que sao a juncao de dois ou mais materiais distintos de modo a
compor um novo material com um desempenho superior ao dos que o com-
poem. Sao varios os tipos de composicao que podem ser feitas na formacao
dos compostos, como por exemplo compostos fibrosos [16] (ou seja, fibras
de um determinado tipo de material sdo incrustadas num segundo material),
compostos particulados (macroparticulas de um material incrustadas num
outro tipo chamado matriz) e compostos laminados [16] (os compostos
deste tipo sao formados por laminas superpostas podendo ou nao apresenta-
rem as mesmas propriedades entre si formando um novo material). Pode-se
inclusive utilizar os dois tipos de compostos descritos anteriormente, para
formar o laminado, cujo bom funcionamento depende de uma boa ligagao
entre as fibras e a matriz.

O 1ltimo tipo citado corresponde ao mais utilizado nas aplicagbes praticas.
Caso as fibras sejam dispostas numa tinica direcao, a 1amina é chamada de 1a-
mina unidirecional cujas rigidez e resisténcia sao 6timas quando solicitadas
na direcao das fibras, mas fracas quando solicitadas na direcao perpendicu-
lar & elas. Caso as laminas apresentem as suas fibras dispostas variando as
direcoes de uma camada para outra, dizemos que esta sequéncia de orien-
tacoes chama-se sequéncia de laminacao, sendo que para os angulos de
30 e 45 graus o laminado pode ser submetido & carregamentos cisalhantes.
Como principais vantagens do laminado, destacam-se altas resisténcia e ri-



gidez, além de apresentar a possibilidade de se poder selecionar (de modo a
atender ao carregamento solicitado) as orientagOes das fibras. Para atingir
tais objetivos usam-se tanto fibras longas como curtas, devido ao seu pequeno
custo, tornando os compostos competitivos e superiores aos metais e polime-
ros. Podem ser unidas também fibras de diferentes materiais, possibilitando
ao engenheiro criar varios tipos de materiais.



Capitulo 2
Revisao Bibliografica

O estudo de placas e cascas compreende a utilizacao de métodos numéricos e
de hipoteses simplificadoras que objetivam discretizar o comportamento dos
elementos citados.

Algumas teorias propostas utilizam a pequena dimensao da espessura para
descrever um comportamento matemético onde o deslocamento de um ponto
genérico pertencente a placa é dado como funcao apenas da coordenada trans-
versal z, permitindo que o caso tridimensional seja reduzido a um bidimen-
sional.

Tais hipoteses simplificadoras restringem o uso dessas formulacoes a deter-
minadas condi¢bes (tensoes nulas perpendiculares a superficie da placa) tor-
nando suas aplicacoes bem especificas. O inicio do estudo sistemético de
placas foi proposto por Kirchhoff em 1850 [10] admitindo trés componentes
para o seu campo de deslocamentos. A sua principal caracteristica é a formu-
lacao do problema bidimensionalmente utilizando as simplificagoes do estado
plano de tensoes, considerando desta forma que a tensao normal transversal
e as deformacoes transversais cisalhantes sao todas nulas. Tal teoria pode
ser considerada como a base para o desenvolvimento de diversas outras que
viriam a seguir. Assim, nos anos de 1940 a 1950, Reissner e Mindlin [6, 5, 22|
apresentaram uma nova formulagao no que se convencionou chamar de teo-
ria de placas de Reissner-Mindlin, cuja principal novidade foi a inclusao do
efeito da deformagao devido a cortante considerando deste modo as deforma-
¢oes cisalhantes transversais desprezadas por Kircchoff, ainda utilizando um
material de comportamento constitutivo elastico-linear e is6tropo.Tal idéia
também pode (segundo Reddy [20]) ser encontrada em Basset [1].



Posteriormente, com o desenvolvimento de novos tipos de materiais e novas
tecnologias, as placas deixaram de ser simples elementos monocamadas ho-
mogéneos dando lugar a novos tipos de materiais e composi¢oes como por
exemplo os elementos de placas multicamadas formadas por varias laminas de
diferentes tipos de materiais. Com isso, novas teorias deveriam ser propostas
visando & descricao correta de seu comportamento. Nesse sentido, pode-se
citar o aparecimento de trés grandes grupos de teorias [16], a saber: teorias
de monocamadas equivalentes, teoria de camadas multiplas, teoria
continua tridimensional.

Nas teorias de monocamadas equivalentes [16/, os deslocamentos ou ten-
soes sao expandidos como uma combinagao linear da coordenada z (corres-
pondente & espessura da placa) e de fungoes indeterminadas quaisquer. As
teorias de placas de monocamadas equivalentes admitem que uma placa mul-
ticamada possa ser estudada como se esta fosse composta por um tnico tipo
de material sendo seu comportamento, entretanto, mais complexo.

O caso mais simples de teoria de monocamadas compreende a teoria deno-
minada Teoria Classica de Placa Laminada, estudada por Timoshenko
e Woinowsky-Kreiger em 1961 [27], onde as deformagoes normal e cisalhante
transversal sdo desprezadas, de modo a obter-se as hipoteses descritas (se-
gundo Paccola [25] ) por Kirchhoff em 1850.

Tal teoria foi originalmente desenvolvida para placas homogéneas isotropicas.
No ano de 1945, foi introduzido por Reissner [4] o efeito da deformagao devido
a cortante, originando a condicao de que elementos retilineos normais ao
plano médio da placa continuam, apos a deformacao, retilineos, de tal forma
que nao ficam obrigatoriamente normais a tangente da superficie deformada.
Tal idéia também pode (segundo Reddy [20]) ser encontrada em Basset [1]
e foi denominada por Reddy de Teoria de deformacao cisalhante de
primeira ordem, sendo a teoria mais simples a considerar a deformagao
causada por cortante.

Porém, ha uma discrepancia entre as forgas cisalhantes dadas pela teoria
Teoria de deformacgdo de cisalhante primeira ordem (que admite um
estado de deformacdo constante ao longo da espessura) e as dadas pela te-
oria elastica tridimensional (cujas deformagoes variam no minimo quadrati-
camente ao longo da espessura), obrigando alguns estudiosos a introduzirem
fatores de correcao de cisalhamento, os quais dependem das propriedades
constituintes da lamina, do esquema de laminagao, da geometria, das condi-
¢oes de contorno, dentre outros.



Numa tentativa posterior de se obter uma melhor discretizacao do compor-
tamento das placas e cascas foram desenvolvidas teorias nas quais os des-
locamentos sao expandidos na forma de poténcias quadraticas ou de ordem
superior, agrupadas de acordo com o nome Teorias de placas de defor-
macao cisalhante de ordem superior.

De todas as teorias de ordem superior a de Reddy(1984) [13] foi a primeira a
obter as equacoes de equilibrio de uma maneira consistente , dando equacgoes
auto-ajustéveis, onde a forma e o tipo de condigoes de contorno convergem
unicamente. Propds também, no ano de 1990 [15] , uma modifica¢do na teoria
proposta por Lo et al [18| [7] , na qual os deslocamentos no plano da placa
sdo expandidos em forma de poténcias cibicas (em relagdo a coordenada
z), enquanto que o deslocamento transversal é expandido segundo poténcia
quadréatica de z (denominando-se Teoria geral de terceira ordem). Tal
modificagao consistiu em anular-se a tensao cisalhante transversal nos planos
superior e inferior da placa, resultando na teoria de terceira ordem de Reddy,

simbolizada por Teoria especial de terceira ordem.

As teorias correspondentes ao grupo das monocamadas descrito anteri-
ormente nao apresentam bons resultados quando a placa é composta por
véarias camadas, formadas por diferentes tipos de materiais, obrigando nestes
casos, a utilizacao de aproximacoes com relagao tanto a tensao quanto ao
deslocamento ao longo da espessura da placa multicamada. Tais teorias sao
agrupadas pelo nome Teoria de camadas, de acordo com Reddy [20].

Neste sentido, podem ser citados, de acordo com Reddy, alguns pesquisadores
como Pryor e Barker [24] , cuja teoria apresentava um modelo baseado em
elementos finitos cujas funcoes foram consideradas lineares em cada camada,
além de outros pesquisadores.

Srinivas [26] descreveu o campo de deslocamentos como fungoes suaves (em
cada camada) e continuas para um ntumero arbitrario de camadas, despre-
zando ainda qualquer fator de correcao de cisalhamento.

Outros pesquisadores que cabem ser mencionados neste grupo sao Di Sciuva
[19] que propds um campo de deslocamentos que permite a variagdo linear
dos componentes de deslocamentos coplanares, assumindo que a componente
de deslocamento transversal tem valor constante. A continuidade das ten-
soes cisalhantes nas interfaces laminares é forcada. Posteriormente, Di Sciuva
utiliza esta formulacao para desenvolver um elemento de placa multicamada
anisotropico, concluindo que a solu¢ao do problema é satisfatoria tanto para
placas finas quanto para grossas sob acao de carga estatica. Outros pesqui-



sadores ainda propuseram outras diversas teorias.

No ano de 2000, Devloo e Menezes [9] apresentaram duas formulages para
anélise de placas multicamadas, sistematizando a obtencao dos coeficientes
da matriz de rigidez e da contribuicao da carga nodal equivalente em cada
nd para o vetor de carga do sistema estrutural, podendo agrupar os termos
que multiplicam as formas quadréticas dos deslocamentos, na forma de 9
matrizes de contribuicao. Essa teoria propoe-se também & modelagem de
placas (e cascas) laminadas compostas de camadas ortotropicas.

Ha ainda a utilizacao de Modelos Hierarquicos que utilizam sequéncias
hierarquicas de aproximacao construidas de tal modo que a solugao aproxi-
mada correspondente ao modelo hierdrquico converge para a solucao exata
do modelo tridimensional completo. Neste sentido um importante nome que
pode ser citado é Szabo que discute em [11] a constru¢ao de modelos hirarqui-
cos para placas homogéneas isotrépicas utilizando a formulacao de elementos
finitos e implementacao computacional de sequéncias hierédrquicas onde a
representacao tridimensional é exigida. Posteriormente, em [12] sdo apresen-
tados os principios que governam a sequéncia de modelos hierarquicos para
compostos laminados. Outras formulacoes hierarquicas sao desenvolvidas e
utilizadas em |[3].

No caso das teorias denominadas Teoria continua, todas tridimensionais,
pode-se citar como pioneiro Vlasov [2], que apresentou uma solugio elastica
tridimensional para o caso de placas isotrépicas homogéneas simplesmente
apoiadas. Posteriormente, com o desenvolvimento de materiais compostos,
surgiram outros estudos, procurando descrever de forma mais aproximada o
comportamento de tais materiais.

Desse modo, alguns pesquisadores estudaram o comportamento dinamico de
placas retangulares, apresentando solucoes analiticas para o caso de flexao e
vibracao de placas retangulares anisotropicas multicamadas, ou desenvolve-
ram modelos tridimensionais de elementos finitos.



Capitulo 3

Formulacoes da Teoria de Placas
Monocamadas

3.1 Introducao

Placas sao estruturas de superficie planas, com contornos bem definidos e
limitada por duas superficies paralelas planas, cuja espessura é muito menor
quando comparada as outras duas dimensoes do elemento (largura e compri-
mento). Também é necesséario que desempenhe fungao estrutural, suportando
cargas que podem estar aplicadas perpendicularmente ao seu plano médio ou
mesmo aplicadas paralelamente a este plano (ou seja, perpendicular & espes-
sura da placa), caso em que pode utilizar-se o estado plano de tensido na
analise de seu comportamento.

Designamos camada um certo dominio (altura, largura, comprimento) cujos
pontos pertencentes ao mesmo estao sujeitos as mesmas relacoes constitutivas
pois correspondem ao mesmo tipo de material. A placa pode ser composta
por uma tinica camada (caso em que os termos placa e camada se confundem)
ou por varias camadas (placas multicamadas).

De um modo geral podemos classificar as placas como finas ou espessas, sendo

que sao chamadas de finas as placas cuja relacdo entre a espessura e a menor

dimensdo no plano ndo ultrapasse -~. Neste caso, pode-se utilizar a teoria
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de placas de Kirchhoff (ou teoria classica), que despreza os efeitos de tensoes
cisalhantes e a placa pode ser estudada como um caso de estado plano de ten-

sao. Caso esta relacao ultrapasse o valor estabelecido, a placa é classificada



como espessa (embora haja alguns autores que proponham outras classifica-
¢Oes intermediarias), e utiliza-se a teoria de placas de Reissner-Mindlin.

Dois termos muito usados no estudo de placas multicamadas correspondem
ao Iplano médiol e Iplano de referéncial. Tais planos sdo importantes pois
sao neles que atribuem-se os sistemas de coordenadas necesséarios ao estudo
de tensoes em determinado ponto pertencente ao dominio da camada. Deste
modo, tem-se que o plano médio refere-se ao plano pertencente a camada
analisada que a bisecciona na metade de sua espessura; cada camada possui
o seu proprio plano médio. O plano de referéncia ao contrario, é tinico e pode
se localizar em qualquer altura em relagao ao conjunto de placas multicama-
das.No caso especial de um conjunto de placas multicamadas, cada camada
pode apresentar caracteristicas distintas umas em relacao as outras (seja por
composicao de diferentes tipos de materiais, seja por disposicao distinta das
fibras), por isto, ha necessidade de dois tipos de sistemas de eixos para o seu
estudo: sistema de referéncia local, e sistema de referéncia global. O sistema
de referéncia local encontra-se localizado no plano médio da camada e com
ele sao descritas as tensoes, deformagoes desta camada somente; como cada
camada tem seu proprio sistema de eixos local independentes, os seus resul-
tados precisam ser convertidos para o sistema de eixos global (localizado no
plano de referéncia), para que os resultados de todas as camadas possam ser
entao estudados juntamente.

Caso a camada seja curva, tem-se uma casca; caso a espessura da placa seja
muito menor do que % da menor dimensao, tem-se uma chapa.

3.2 Modelo de placas de Kirchhoff:

Na teoria de placas de Kirchhoff supomos que o sistema cartesiano de coor-
denadas esteja disposto de um modo tal que os eixos = e y pertencam ao plano
médio da camada. Também sao feitas algumas hipoteses simplificadoras para
se analisar o comportamento das placas como:

1. Adocao de um regime eléstico-linear, material homogéneo e is6tropo
2. Sao consideradas pequenas deformagoes e pequenos deslocamentos

3. Os componentes de deslocamentos, localizados ao longo da placa, va-
riam linearmente com a espessura.



4. Retas normais ao plano médio da placa (na posi¢ao indeformada), per-
manecem normais e inextensiveis mesmo apoés a deformagao da mesma.
Desta forma, pode-se desprezar as deformacoes causadas por cortante
(ou deformagoes cisalhantes transversais 7,, = 7,. = 0), a0 mesmo
tempo em que se verifica a linearidade da variacao das componentes de
deslocamento ao longo da espessura (ou seja, os esfor¢os na deformagao
causada por flexdo sdo considerados também nulos).

5. As tensoes de cisalhamento nas faces externas, paralelas ao plano médio
da placa também podem ser desprezadas, podendo desta forma obter
as igualdades:

Vyz=5: T 5, =0 (3.1)
og,=0

E admitida ainda a hipotese do estado plano de tensdes (onde a tensdo nor-
mal ao plano médio da placa é considerada nula) e a lei constitutiva de regime
elastico linear, verificando desta forma, que as hipoteses de Kirchhoff im-
plicam que a deformagao da placa é dada apenas por flexdo (curvamento da
placa) e alongamento (no plano da placa).

3.3 Modelo de placas de Reissner-Mindlin:

O modelo de placas de Reissner-Mindlin difere do modelo de placas de
Kirchhoff na medida em que sao incluidos os efeitos de distorcao das retas
normais ao plano médio da placa, de modo que as deformacgoes cisalhantes
transversais nao sao nulas, bem como as respectivas distribuicoes de tensoes
de cisalhamento.

Na cinematica do modelo de Reissner-Mindlin, uma reta perpendicular ao
plano de referéncia nao deformado nao continua perpendicular necessaria-
mente apos o deslocamento do mesmo. Todavia, o comprimento dos elemen-
tos retilineos ao plano médio da placa antes e ap6s o deslocamento permanece
o mesmo, podendo ser admitidas as seguintes hipoteses:

1. 0,=0

2. lei constitutiva de regime el4stico linear
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3.4 Hipobteses cinematicas adotadas

3.4.1 Hipobteses cinematicas de Kirchhoff

Para o caso de placa de Kirchhoff verifica-se que os deslocamentos de um
ponto qualquer pertencente & placa pode ser dado por:

u(z,y, z) ug(z,y) + za(z,y)
U(ZE, Y, Z) = ’U(J,’, Y, Z) = ’(J()(J}, y) + Zﬂ(xv y) (32)
w(z,y) w(z,y)

onde ug e vy sao os deslocamentos no plano médio da placa, e a e 3 sao
as rotacoes descritas pelo elemento linear. Deste modo, fica claro que no
caso de Kirchhoff, a cinemética que descreve o comportamento de flexao das
placas despreza o efeito das cortantes na deformagao por flexdo (segdo plana
permanece plana ap6s a deformagao).

Da hipétese de que 7,. = 7,. = 0, resulta que:

ou Ow

ou

ou ow

- 7= 4

0z ox (34)
Do mesmo modo para 7,., vem que:

ov ow

= _8—y (3.5)

Derivando-se o campo de deslocamentos 3.2 em relacao a variavel z obtém-se

ou ov

0 a(z,y) 92 (. ) (3.6)

Desse modo observa-se que as rotagoes, segundo Vinson, sao dadas por:

ow

=—— 3.7

a=-—- (3.7)
ow

f=—-—— 3.8

o (38)
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Pode-se entao reescrever a cinematica da placa (que descreve o deslocamento
de um ponto genérico qualquer ) como sendo dada pelo campo vetorial de
deslocamentos U(x,y, z) abaixo:

Ow(z,y

U(ZIZ’,y,Z) u(xhy)_ZT)
U y,2) = { o(e,p2) § =1 olz,y)— 22000 (39)
w(z,y) w(z,y)

3.4.2 Hipoéteses cinematicas de Reissner-Mindlin

A cinematica proposta pelo modelo de Reissner-Mindlin pode ser verificada
através do seguinte modelo dado por:

u(x,y, Z) = UO(LL’, y) + Zey(l’,y)
u(z,y,2) = | v(x,y,z) =vo(z,y) — 20.(x,y) (3.10)
UJ(I‘, Y, 2) = wo(llf, y)

onde wug, vy € wy correspondem aos deslocamentos nas direcoes x, y e z
respectivamente e 0, e 0, sao as rotacoes da reta normal transversal em
torno dos eixos y e x respectivamente, dadas por

_ Ov(z,y)
0z

_ Ou(z,y)

O 0z

0, (3.11)

3.5 Deformacoes e relacoes constitutivas

3.5.1 De Kirchhoff

Das hipéteses discutidas anteriormente, verifica-se que as deformacoes para
a teoria de placas de Kirchhoff podem ser dadas por:

- 8u(gvy,2)
v av(xfc ,2)
Ey 8yy
o8 0
£ = =
{e} e 0
Vaz 0
Ou(x,y,z) ov(z,y,z)
Ty (PGt + 2Gs))
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3.5.2 De Reissner-Mindlin

Ou(z,y,z)
1o}
Ca dv(ziy.2)
€y oy
€, 0
€=9 1 = 1(%uwyz) 4 duye)
%%‘z 2 oz D2
2 1 (Ow(@y,2) | Ov(z,y,2)
%’}/yz 2 oy + 0z
5 Vay 1 (Ou(z,y,?) + (z,y,2)
2 dy oz

(3.12)

O campo de deformacoes obtido na teoria de Reissner-Mindlin é semelhante
ao obtido por Kirchhoff, acrescentando-se contudo as deformacoes cisalhantes
transversais. O estado de tensoes estd descrito abaixo, sendo a componente
o, nula, devido as hipo6teses do estado plano de tensoes. Supoe-se também
que as fibras do elemento de placa encontram-se nas mesmas diregoes que os

eixos coordenados cartesianos z, y e z.

By (extuyey)
Oy 1—vgvy
o By (eyt+vzea)
Y 1—vgvy
g
g = - z = 0
Yz szfygcz
T
Tz Gyzf}/yz
T
zy Gy Vay

(3.13)

onde as constantes F,, F, sao os modulos de elasticidade longitudinais; os
coeficientes de Poisson sdo dados por v, v, as constantes G;; (parai,j =x,y,z)

sao denominados moddulos de elasticidade transversais.
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Capitulo 4

Classificacao de Teorias

Varias sao as teorias propostas que visam a discretizar o comportamento do
material de placas. Como isto ndo constitui uma tarefa facil, as teorias (via
de regra) partem de hipoteses adotadas que visam simplificar o problema, de
modo a obter um equacionamento satisfatério. Deste modo pode-se agrupar
as diversas teorias de placas segundo a classificagdo proposta por Reddy [16]

O objetivo deste capitulo é dar uma visao geral de algumas das teorias exis-
tentes criadas com o intuito de se descrever o comportamento de um elemento
de placa laminada. As teorias descritas no capitulo anterior sao utilizadas
como base extendendo assim suas hipoteses e conclusoes no tratamento de
placas multicamadas. Basicamente serdo descritos 6 outros grupos (sendo
um deles uma implementagio) em que serdo apresentadas de modo sucinto
as suas hipoteses adotadas e as suas caracteristicas gerais

1. Teoria de Monocamada Equivalente

2. Teoria de Deformacao de Primeira Ordem

3. Implementacao do Elemento de Placa de Reissner-Mindlin
4. Teoria de Ordens Superiores

5. Teoria de Varias Camadas

6. Modelos Hierarquicos
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O intuito é uma abordagem das caracteristicas gerais de cada grupo, suas
qualidades e descricao da cinemética utilizada.

As equacoes governantes das teorias apresentadas aqui podem ser resolvidas
tanto analitica quanto numericamente para deformacoes e deslocamentos ge-
rais, sendo a tensao obtida ou por meio das equacoes constitutivas ou por
por meio das equacoes de equilibrio tridimensionais. Para a resolucao ana-
litica pode-se citar métodos como o de Navier e o de Lévy, e como método
de solugao numérica, pode-se citar métodos como o de Rayleigh-Ritz. Tais
métodos nao serao abordados, apenas citados sucintamente, pois fogem ao
escopo deste capitulo.

1. Método de Navier: utilizado para placas retangulares, onde seus qua-
tro lados estao simplesmente apoiados. O deslocamento wg é expandido
segundo séries de Fourier, onde a escolha destas funcoes trigonométri-
cas em séries restringe-se a satisfagdo das condigoes de contorno do
problema. O carregamento também é, de modo semelhante ao deslo-
camento, expandido em séries trigonométricas.

2. Método de Lévy: utilizado para placas retangulares com dois lados
opostos simplesmente apoiados e os outros dois sujeitos & quaisquer
condicoes de contorno independentes um do outro. Utiliza-se uma apli-
cacao do método de Navier com relagao a condicao de contorno imposta
aos dois lados opostos simplesmente apoiados, reduzindo a equacao di-
ferencial parcial & uma equacao diferencial ordinaria em relacao a co-
ordenada x, que pode entao ser resolvida exata ou aproximadamente.
O deslocamento wy é reescrito em termos de séries de Fourier assim
como o carregamento, determinando-se a equagao diferencial de quarta

ordem.

3. Método de Rayleigh-Ritz: usado na obtencao de solucoes aproxima-
das para condigoes de contorno gerais, onde a solu¢do da equagao di-
ferencial de quarta ordem pode ser reescrita na forma do somatoério
Wo(x) = Y cjpi(x) onde ¢;(x) sdo as funcdes de aproximagao que
devem satisfazer a forma homogénea das condi¢oes de contorno geo-
métricas. Os parametros c; sao determinados através da satisfacao da
forma fraca da equacao diferencial de quarta ordem.
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4.1 Teoria de Monocamada Equivalente

Também chamada de ESL (Equivalent Single Layer) é baseada em hipoteses
simplificadoras (incluindo tanto a cinematica da deformagao, quanto o estado
de tensdo), de modo a reduzir o equacionamento de um problema tridimen-
sional a partir do qual suas equagoes foram inicialmente derivadas, a um
bidimensional. Sao teorias que oferecem baixo custo computacional devido
& sua simplicidade, oferecem boa aproximacao nas descri¢oes das caracteris-
ticas globais para placas finas ou moderadamente finas (pois as solugdes sdo
menos aproximadas, conforme a placa se torna mais espessa, devido as hipo-
teses iniciais assumidas); como desvantagem pode-se relacionar o fato destas
teorias serem incapazes de descrever o estado de tensao e de deformagao em
regides de descontinuidades ou em regides com alta carga aplicada.

Deste modo, nas teorias que compodem este grupo, um laminado composto
multicamada é analisado como se este fosse formado por uma tnica camada
tendo um comportamento constitutivo um pouco mais complexo, podendo
reduzir a expressao da cinematica como sendo a combinac¢ao linear da espes-
sura (onde a variavel z estd desacoplada das outras duas variaveis, x e y),
multiplicada por fun¢oes quaisquer, da seguinte forma:

N

eilz,y,2) =Y (2) ¢l (x,y) (4.1)

J=0

onde as funcoes ; componham o campo de deslocamentos ou de tensoes, z
corresponde & espessura da placa, e <pg sao funcoes de forma bidimensionais.
Quando as variaveis associadas a y; forem deslocamentos, as fungoes forma-
das pelas combinagoes lineares de ¢; sao determinadas através do principio
dos deslocamentos virtuais. Segundo o principio do trabalho virtual, que es-
tabelece que ”se um corpo continuo estd em equilibrio, o trabalho virtual de
todas as forcas externas é igual ao trabalho virtual das forcas internas para
qualquer deslocamento virtual”, ou seja, o trabalho virtual é igual a soma
da energia virtual associada & deformacgdo (0U) com energia virtual (JK)
associada a forcas externas. Como estas quantidades dependem das tensoes
a que esta submetido o corpo e das deformagoes virtuais (que por sua vez
dependem das fungoes de deslocamentos assumidas), pode-se utilizar o prin-
cipio do PTV para se determinar estes deslocamentos. Para um elemento de
placa qualquer, a integracdo sobre o dominio (volume) da placa é dada pela
integracao sobre o plano de referéncia da placa e integracao sobre a espessura
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da placa, devido & natureza do campo de deslocamentos adotado:

/Vol(-)dvz/_i /QO(.)dez (4.2)

onde h representa a altura total da placa, e {2y representa o plano médio
(indeformado) da placa. De acordo com a cinemética adotada, os esforcos
solicitantes que atuam na placa podem ser calculados através da equagcao:

R — / * (2)0,ydz (4.3)

onde a variavel RZ”) corresponde ao esforco solicitante aplicado a placa, que
podem ser escritas em funcao dos deslocamentos (g;). Através das equagoes
constitutivas (o;; = Cjjucn, ou seja relagdes entre tensao e deformagao) e
das relagoes deformacao-deslocamento (g;; = $(p;; + p5,:)). Ha vérios tipos
de teorias englobadas pela ESL, assumindo o estado plano de tensao e as
relacoes constitutivas do estado plano de tensao sao também assumidas; ou
seja, neste caso, desprezam-se todas as tensdes transversais (ou seja, o33 =
0), motivo pelo qual sdo induzidas imprecisoes nas solugoes, pois apesar de
serem pequenas quando comparadas as tensoes 011, 099, 012, N0 podem ser
desprezadas, pois as placas de materiais compostos, normalmente sao frageis
quando a tensdo esta atuando ao longo da espessura (disposigao das fibras).

Para todas as teorias do grupo ESL baseada no campo de deslocamentos,
assume-se que estes sao fungoes continuas da coordenada z, resultando em
uma distribuic¢ao continua das deformagoes transversais e descontinuas para
as deformagoes coplanares.

4.1.1 Teoria Classica de Placas Laminadas
4.1.1.1 Parte Cinematica

A mais simples teoria que faz parte do grupo ESL corresponde a teoria deno-
minada Teoria Classica de Placa Laminada (ou CLPT), que é uma extensao
da teoria de placas de Kirchhoff para laminados compostos. Sao admitidas
nesta teoria, as mesmas hipoteses admitidas pela teoria classica, ou seja

e retas perpendiculares a superficie média (normais transversais) da placa
antes da deformagao, continuam retas apos a deformacao, implicando que o
deslocamento w nao é fun¢ao da coordenada z.
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e as normais transversais nao sofrem variagao no seu comprimento, impli-
cando que a deformagdo normal transversal é nula (e,, = 0).

e as retas normais rotacionam (ap6s a deformacio), de modo a continuarem
perpendiculares & tangente da superficie média deformada implicando que as

deformacoes transversais cisalhantes sao nulas, ou seja, €,, = €,, = 0.
Adota-se os eixos zy no plano médio da placa (simbolizado por €2y) sendo
o dominio total do laminado dado pelo produto vetorial Qo x (5%, 4). As
superficies mais externas do laminado se encontram nas alturas de coorde-
nadas z = _Th ez = % Sao também admitidas as seguintes hipoteses para o
laminado:

ea uniao entre as camadas é perfeita

e0 material de cada camada tem um comportamento elastico-linear, apresen-
tando 2 planos de simetria

ea espessura de cada camada é constante
eadmite-se a teoria de pequenas deformagoes e pequenos deslocamentos
etensoes transversais cisalhantes nas superficies superior e inferior sao nulas

De acordo com as hipoteses de Kirchhoff, um ponto de coordenadas (z,y, 2)
desloca-se apos a deformacao, para uma posicao que pode ser dada pelas
coordenadas (z + u,y + v, z + w), sendo (u,v,w) as

componentes do vetor deslocamento

U = ue, +ve, + we, (4.4)

onde as componentes u, v, w do vetor sao multiplicadas pelos versores nas di-
recoes x, 1, z respectivamente. Os deslocamentos u, v, w, relativos as diregoes
x,1, z respectivamente, podem ser representados por:

U(ZE,y,Z) U(](.flj‘,y> — Z%
U(JS, Y, Z) = v(x, Y, z) = Uo(:L’, y> . Zawoai(;,y) (4.5)
w(I;y) wo(x7y)

4.1.1.2 Parte Constitutiva

As deformagbes sdo obtidas da relacdo deformagio-deslocamento (também
denominada equagdo cinematica) linear (no caso do presente texto), dada
pela equacao
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Eij = ! <8Ui + %> (4.6)
2\0X; 0X;

onde ¢;; ¢ também chamado de tensor infinitesimal e u; se referem as com-
ponentes (u,v,w), conforme o valor do indice de 1 a 3 e X; corresponde as
componentes dos eixos cartesianos. Sendo a camada constituida por ma-
terial ortotrépico, as tensoes transversais cisalhantes o,.,0,. também sao
nulas, devido ao fato de dependerem (pelas equagbes constitutivas) das de-
formacoes €., €,. nulas devido as hipdteses adotadas. Assume-se também a
tensao o, = 0, e a mesma nao é utilizada na formulacao do P.T.V., tendo-se
entao, caso plano de tensao e de deformacao.

Deste modo, as relagoes constitutivas lineares usadas para uma camada (la-
mina) ortotrépica, no sistema cartesiano de coordenadas locais, sdo dadas
por:

o1 (a) Cy Cp 0 (a) e (c)
09 = 012 022 0 €9 (47)
O¢ O 0 066

)

6

representadas no sistema local de coordenadas (z1, 2, z3) localizado no plano
médio da lamina com os eixos x; e x2 ocupando as direcoes paralela e per-
pendicular as fibras respectivamente, onde « representa a a-ésima camada.
Os termos C;; sao as constantes elasticas do material e podem ser dados por:

_ Ey
Cll T 1-vigu
_ _viahy
012 T 1-vpova (4 8)
Cop= L2 '
22 1—-vi2v21
CY66 = GlZ

sendo E; e FE5 os modulos de elasticidade longitudinal, G125 o moédulo de
leasticidade transversal e v;; os coeficientes de Poisson, todos em relagao ao
sistema de coordenadas locais (x1, xo, 3).

Como as camadas sao ortotropicas , e as direcoes das fibras variam de camada
para camada, as equacoes constitutivas de cada camada devem ser transfor-
madas para o sistema de coordenadas global (do laminado), utilizando as
matrizes de rotacao, de modo a resultar
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Ozx © Cill Ci12 Cilﬁ © Exx ()
Tyy = | Cra Oy Cy Eyy (4.9)
Ty C'16 C26 C66 Vay

A variacao das deformacbes ao longo da espessura do laminado é linear,
apresentando uma inclinacdo de reta tnica, em todas as camadas. A vari-
acao das tensoes, ao contrario das deformacoes, apresenta descontinuidades
quando muda-se de camada (pois as constantes elasticas C;;, da equagao cons-
titutiva, mudam de camada para camada); contudo, dentro de uma mesma
camada, a variagao é linear.

As agbes atuantes no laminado podem ser dadas

Ny @ N zoir | Oux N nr | O Cr2 Cig @ Eaa
Nyy = Z/ Oy dz = Z/ Ciz O O Eyy
N:cy a=17%e Tay a=17%e C116 C126 066 Vay

(4.10)

onde N correspondem as solicitagoes normais a espessura do laminado, nas
direcoes z, v .

(a)

My, @ N eosr | Oaa N o zais Cin Cia Cie (@ Erx

M, = Z/ Oyy (2dz = Z/ Ciz Oz O 3 Cw

Mmy a=1"% Ty a=1"% C'16 C'26 C’66 Yy
(4.11)

onde M correspondem as solicitagoes de momento.

4.1.2 Teoria de Placas de Primeira Ordem
4.1.2.1 Cinematica linear

Constitui-se numa extensao da teoria de placas de Reissner-Mindlin, obtida
através do relaxamento da terceira hipotese adotada por Kirchhoff, signifi-
cando que um elemento linear retilineo transversal perpendicular a superficie
meédia da placa nao fica obrigatoriamente perpendicular a esta mesma super-
ficie, apos a deformacgao. Porém, continuam inextensiveis implicando em que
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o deslocamento w nao depende da coordenada z. A cinematica que descreve
o campo de deslocamentos da placa é dada abaixo

U(l’, Y, Z) = U,()(l', y) + Zel‘(x7 y)
v(z,y, 2) = volz,y) — 20, (z,y) (4.12)
w($7 Y, Z) = wo(l', y)
onde ug, vy, wy € 0, —0, sao fungoes a serem determinadas, sendo que estas

duas tultimas correspondem as rotacoes da normal transversal em torno dos
eixos y e r respectivamente, e sao dadas por

ou ov
0z
Para placas muito finas (quando a menor das duas dimensoes entre compri-
mento e largura for da ordem de 50 vezes maior do que a espessura) entdo

as funcoes 4.13 devem aproximar-se das respectivas curvaturas de flexao, ou
seja

(4.13)

(4.14)

4.1.2.2 Cinematica nao linear

Analisando as deformagdes nao-lineares associadas ao campo de deslocamen-
tos

Ex = 8“0 + 5 (8—0) + Za%

Ey = 8”0 + 3 (%) + z8¢y

__ [ Ou 81) Owg Ow 8(1)1 O0¢
Ty = (04 5+ aga—;)ﬂ( + %) (4.15)
Yoz = aa_u;vo + ¢:c
Tyz = aLyO + ¢y
€, =

verifica-se que as deformacoes ¢,,¢,, v,y sao lineares em relagdo a coorde-
nada z, enquanto que as demais deformacoes sao constantes ao longo da
espessura do laminado,resultando em tensoes transversais cisalhantes a se-
rem também constantes (devido a equagdo constitutiva do material ortotro-
pico). Porém, sabe-se através da teoria de barras homogéneas que as tensoes
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cisalhantes transversais variam parabolicamente ao longo da espessura da
barra. Deste modo, para barras e placas laminadas compostas, as tensoes
cisalhantes transversais devem variar no minimo quadraticamente ao longo
da espessura da camada. Ha deste modo uma discrepancia entre o estado
de tensoes constante admitido pela teoria de placas de primeira e segunda
ordens, e o estado de tensoes parabolico verificado na pratica, obrigando a
introducao de um fator de correcao k denominado coeficiente de correcao de
cisalhamento que multiplica as acoes cortantes V), V, dadas por

(V=L e a9

os esforcos solicitantes no laminado sdao, desta forma, dadas pelas mesmas
equacgoes determinadas na teoria anterior, acrescidas dos esforcos cortantes
(incluindo-se os fatores de corregao)

V. N zan Ous
{Vi}:k;/ {Uzz}dz (4.17)

onde o fator k£ é adotado com o valor de % e pode variar, dependendo das pro-
priedades da lamina e do esquema de laminacao. Para a teoria de primeira e
segunda ordens, as equagoes constitutivas do laminado sao as mesmas ado-
tadas para a teoria classica de placas laminadas, acrescidas das equagoes das
tensoes cisalhantes transversais, desprezadas anteriormente

(a) T 7 (@) 0)
Oyz . 6214 CELS rYg(/z
{ Ogy } N l Css Css ] { 7(0) (4.18)

Ty

para uma camada na k-ésima posi¢ao no sistema de coordenadas do laminado.

4.2 Estudo detalhado da implementacao do ele-
mento de placa de Reissner-Mindlin

Na implementacao do elemento de placa descrita a seguir utilizou-se a nota-
¢ao introduzida por Devloo e Menezes [9].

Neste estudo de placas proposto por Devloo e Menezes, sao propostas duas
formulagoes para modelagem de placas ortotropicas laminadas, admitindo-se
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que as camadas possam ter propriedades elasticas e orientacao das fibras dis-
tintas, permitindo deste modo a anélise de materiais e/ou comportamentos
anisotropicos. As expressoes de tensoes, deformacoes e densidade de energia
e valores analiticos das parcelas que se superpoem para formar os coeficientes
de rigidez foram estudadas de modo a deduzir os coeficientes de contribui¢ao
para as matrizes de rigidez e vetores de carga de um elemento finito de placa,
com o auxilio do programa Mathematica, agrupando os termos que multi-
plicam as formas quadraticas dos deslocamentos, suas variacoes, derivadas
parciais dos deslocamentos, derivadas parciais das variacoes dos deslocamen-
tos, agrupados em 9 matrizes discretizadas adiante.

Para isso, utilizou-se um programa computacional denominado PZ, em de-
senvolvimento no Departamento de Estruturas da Faculdade de Engenharia
Civil Arquitetura e Urbanismo da Unicamp (sob coordenagdo de Devloo),
que utiliza a filosofia de programagao orientada a objetos e a linguagem
C++, permitindo calculos de elasticidade linear via elementos finitos h-p
adaptativos.

As duas formulacoes baseiam-se em hipoteses cineméticas distintas

1. Formulacao 1: placa com rotag¢ao constante e igual para todas as ca-
madas: admite-se que os deslocamentos fundamentais numa dada se-
¢ao transversal sdo as translagoes u(x,y), v(z,y), w(z,y)e as rotagoes
0.(z,y), 0y(x,y), 0.(z,y) calculadas numa superficie de referéncia pa-
ralela as camadas da placa laminada. H4 uma rotacao tinica para todas
as camadas ou seja, hd 6 deslocamentos independentes como varidveis
fundamentais associadas a cada ponto genérico P.

2. Formulacao 2: com rotagoes independentes que variam de camada para
camada: admite-se que numa dada secao transversal, as rotagoes em
cada camada sao independentes, sendo que neste caso os deslocamen-
tos fundamentais em uma dada secao sao compostos por translagoes e
rotagOes (absolutas e relativas) havendo desta forma, 3 componentes
de translacao medidas na camada de referéncia e 3 componentes de
rotagao em cada camada.

Sao utilizadas ainda as hipoteses adotadas por Reisner-Mindlin para placas
espessas considerando materiais ortotrépicos nas camadas, podendo chegar a
uma configuracdo de anisotropia & medida em que se utiliza esta formulagao
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para placas laminadas. A partir desta anélise, surge a formulagao de placas
multicamadas.

Os dois casos acima citados, levam em consideragao a rotacao em torno do
eixo vertical. Admite-se que cada camada é formada por um material or-
totropico, sendo que as propriedades elasticas de cada camada e mesmo as
orientacoes de suas fibras, podem ser distintas de uma camada para outra,
permitindo a anéalise de materiais anisotropicos. As camadas que formam
o material multicamada sao consideradas espessas, respeitando o comporta-
mento proposto pela teoria de Reissner-Mindlin.

4.2.1 Formulacao 1

Placa disposta horizontalmente e fibras orientadas se-
gundo a direcao do eixo ”x”

Admite-se nesta andlise que os deslocamentos fundamentais, admitidos numa
dada se¢do transversal, sdo determinados pelas translages u(z,y), v(x,y),
w(z,y) e as rotagdes 0,(x,y), O,(x,y), 0.(z,y), onde as duas primeiras ro-
tagoes (mais a translagdo w(x,y)), sdo admitidas constantes ao longo da
espessura da placa para todas as camadas.

Deste modo sao admitidas as seguintes hipo6teses:

1. Consideram-se placas espessas, para as quais sao validas as hipoteses
adotadas por Reissner-Mindlin, ou seja, considerando um elemento li-
near perpendicular ao plano da placa, este apresenta uma rotagao tal
que nao fica obrigatoriamente perpendicular & tangente da superficie
deformada.

2. deve-se impor ainda a seguinte condi¢ao,devido a ortotropia: Ejvs =
Eain

3. Foram admitidas propriedades ortotropicas para os materiais que com-
poem cada camada.

4. Foram admitidas leis constitutivas de regime elastico linear, e cinema-
tica de pequenos deslocamentos e pequenas deformagoes.

5. Admite-se as simplifica¢oes do estado plano de tensoes, na qual a tensao
normal ao plano da placa é nula.
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O plano médio da camada « (cuja espessura é h) esta a distancia f de um
plano de referéncia adotado paralelo as camadas. O plano de referéncia pode
ser adotado em qualquer distancia em relacdao a placa, e a excentricidade f
tem sinal determinado conforme o plano médio da camada analisada, esteja
acima ou abaixo do mesmo. Sao admitidas, segundo Paccola [25], um sistema
de eixos x, y, z no plano médio da camada da placa analisada, onde os eixos x
e y sao coplanares a este plano e as fibras estao orientadas segundo a diregao
x. Através do produto vetorial entre estes dois eixos, obtém-se um terceiro
eixo (z), vertical e orientado para cima.

No plano de referéncia, adota-se um sistema cartesiano z,y,z, com eixos x,. e
Y coplanares e pertencentes a este plano, sendo o eixo z, vertical orientado
para cima, coincidindo com o eixo z.

Na anélise proposta pelos autores, é apresentada, em primeiro lugar, as hipo-
tese cineméticas que permitem que sejam montadas as equagoes de deforma-
¢oes , de tensoes e de esforgos solicitantes para um ponto genérico P. Utiliza
o PTV [16] depois, processo que permite que sejam obtidas as matrizes de
contribuicao associadas as camadas em questdo, para serem usadas nos cél-
culos dos coeficientes de rigidez para os pontos de integracdo dos elementos
da malha dos elementos finitos.

4.2.1.1 Hipoéteses cineméaticas

Como dito acima, nas hipoteses cinematicas de um ponto P localizado numa
camada "o, adota-se um sistema cartesiano xyz no plano médio da camada,
designado por SRL (Sistema de Referéncia Local). O plano médio da camada
encontra-se a uma distancia f do plano de referéncia, onde é adotado também
um sistema .y, z. designado por SRG (sistema cartesiano Global). Observa-
se na figura 4.1 que o ponto O (origem do sistema SRG)) translada para uma
posicdo O', onde as componentes de translacdo deste ponto em relacdo ao
SRG (coordenadas globais) sdo dadas por:

u = u(z,,y,)

v =v(x,,Yy) (4.19)
w = w(zy, yy)
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Placa Multi-camada com rotagdo constante

ZWin3r) ww| & |
A  camada "a" indeformada 27
‘ ABP(Y.2) il L_Z‘_ camada "a" deformada
| { z=h/2 ’{ Lz =
T 1 =iy T
.h$ ©0,0) * ? o e ﬁ:},‘ﬁ—"“"
f z=-h/2 |
. P = o' -
° X U(pyy) O ¥ X, U

Figura 4.1: Deslocamento do ponto P da camada “a” no plano xz

Um ponto P localizado numa camada "o”, com coordenadas (z,y, z), dadas
em relacdo ao sistema local, apos o deslocamento passa para uma posi¢ao P’
cujo deslocamento pode ser escrito em fun¢do da translagdo OO’ e das rota-
¢oes da placa dadas no sistema global (6, = 6,(z,,y,), 0, = 0,(x,y,), 0, =
0.(x,,y,)). Deste modo, as componentes da translacao do ponto P em relagao
ao sistema local sao dadas pelas coordenadas locais por:

u(z,y,2) = w(@, yr) + (f +2)0,
o(z,y, 2) = v(xr, yp) — (f + 2)0s (4.20)
w(x,y, 2) = w(@,, yr)

sendo que as componentes u,0,w correspondem aos deslocamentos referentes
ao sistema local SRL. Pode-se, deste modo, determinar um vetor composto
pelas 3 componentes de translacao mais as 3 componentes de rotacao. O
conjunto de variaveis de estado da presente formulacao é dado pelo vetor:

{u}" = {u,v,w,0,,0,,0.} (4.21)
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Para melhor compreensao, ver figura 4.1, que representa a obtencao da com-
ponente de deslocamento «, na direcao do eixo .

4.2.1.2 Deformacgoes

Sao admitidas que as direcoes de ortotropia sao as direcoes dos eixos = e ¥y ,
admitindo-se ainda estado plano de tensoes. Os deslocamentos de translagao
apresentados no item anterior sao utilizados no célculo das deformagoes de
um ponto genérico P, sendo acrescentado ainda, nesta formulagao, uma rota-
¢ao absoluta da camada que contém este ponto P especificado, simbolizada
por 6,(em torno do eixo perpendicular ao plano da placa). Tal acréscimo
se deve ao fato desta rotacao permitir o cilculo aproximado do problema de
cascas. Deste modo, fez-se corresponder a esta rotacao, em torno de z,, uma
deformacao ficticia €y.(que associa uma medida de deformacdo a diferenca
entre 6,, e o movimento de corpo rigido correspondente & rotacao infinitesi-
mal do plano de referéncia em torno do eixo z), dada pela equagao abaixo,
calculada no plano de referéncia, com abscissa negativa ” — f”, em relagio
ao eixo local z

(4.22)

0.(ery) — 5 (WW -f) , dula.y, —f))

2 ox Ay
O vetor de deformacdes pode ser calculado em funcao dos seus deslocamentos,
dados pela equacao abaixo, & medida em que substituem-se as equacgoes 4.20
em 4.6 resultando:

du(z,y,z)
Ey 9y ~
A p e
Yer [ 8a(g,zy,z) + aﬁ)(a‘r:;y,z) (4.23)
AR
oy T on

A placa esta submetida ao estado plano de tensoes e, do mesmo modo como
foi feito para os deslocamentos, pode-se determinar um campo de tensoes,
dado pelas equacoes:
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Eg(extvyey)
Oy 1—vyvy
o Ey(ey+vaea)
Y 1—vyvy
o]
{o}=¢ 7% } = 0 (4.24)
T: G
xrz zzVzz
Tyz Gy2y»
Tay Gy Yoy

onde E,e E, sao os mddulos de elasticidade longitudinal nas direcoes x e y
respectivamente, v, e v, sao os coeficientes de Poisson, G, G,. e G,.sa0 0s
modulos de elasticidade transversal.

4.2.1.3 Esforgos solicitantes em elementos da placa da camada "o

Considerando um elemento infinitesimal na camada "« , representado pela
figura 4.2, os esforcos solicitantes por unidade de comprimento (normais N,
cisalhantes V', momentos M) sao subdivididos em dois grupos e calculados
no plano de referéncia, sistema global, segundo Devloo e Menezes [9]:

Figura 4.2: Elemento de placa monocamada
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1. esforgos de membrana por unidade de comprimento: Resultam da in-
tegracao das tensoes normais o,,0,, T, ao longo da espessura h da
camada, e tém este nome porque sao distribuidas uniformemente ao
longo da meia altura da camada (superficie média), podendo ser de 2
tipos: normais as faces do elemento N,, NV, segundo as direcoes x e y;
tangente as faces do elemento NV,,:

h

b b h
N, = ;Qh ozdz N, = ;Q}L oydz Ngy = /;Z Toyd2
2 2 2
(4.25)

2. esforcos associados a flexao por unidade de comprimento:

e forcas de cisalhamento por unidade de comprimento: sao ob-
tidas a partir das tensoes de cisalhamento (7., 7,.) que agem ao longo
da espessura h sendo também chamadas de forca cortante por unidade
de comprimento:

L [N~

V, = /ih kT,.dz Vy= [ k7y.dz (4.26)

]

onde k é um coeficiente adotado para corrigir as diferencas entre a atual
distribuicao de tensao devido a forca cortante e a da teoria da elasticidade;
seu valor é igual a 2.

e momentos : os momentos de flexdao M,, M, e o momento torcor
M, correspondem as integracoes das tensoes normais o,, 0, e das ten-
soes de cisalhamento 7., que atuam na camada "o” , multiplicadas pela
distancia do ponto de integracao ao plano de referéncia, onde esta dis-
tancia corresponde a (z + f). Fisicamente, as grandezas M,, M,, M,,
sao os momentos que surgem ao se transladar as tensoes normais até o
plano de referéncia.

1=
1=

M, = [ (24 f)o,dz M, = (24 f)Twydz

(4.27)

> N

(z+f)oydz My, :/

> N

h

2
—h

2

]
»

Quando o elemento discretizado for uma casca, h4& um momento adicional
ficticio My, = Shey., associado a deformagdo g4, (também ficticia), que
corresponde a rotacdo absoluta #, da camada "o”.
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4.2.1.4 Aplicagao do principio do PTV

Para um corpo em equilibrio, o trabalho virtual das forgas internas é igual
trabalho virtual das forcas externas para qualquer deslocamento imposto
(desde que satisfaga a vinculagdo), ou seja

Wint = Weat (4.28)

O trabalho virtual interno é dado pela integral (no volume da placa) do so-
matorio das parcelas correspondentes a multiplicacao da acdo (solicitacao)
pelo deslocamento virtual imposto. Utiliza-se deste modo o campo de des-
locamentos 4.21 admitido inicialmente, ¢ o campo de deslocamento ficticios
(virtuais), simbolizado por §

{ou}" = {ou, v, 6w, 60, 66,, 66, } (4.29)

onde o simbolo ¢ utilizado na equacao 4.34 simboliza apenas uma variacao
ficticia de modo que os deslocamentos du, dv e dw, também chamados de
virtuais sao imaginariamente aplicados a estrutura, de modo a nao alterar a
aplicagao das cargas nem a configuragao e restrigcoes geométricas do solido
analisado. A sua formulagao é a mesma adotada para os deslocamentos
u, v, w obtidos da cinemética adotada para a placa 4.20. As deformacoes
a que o solido esta sujeito corresponde as derivadas dos deslocamentos na
mesma dire¢ao, ou seja

€y = 6_“ — au(mvy) + aey(w7y) (Z + f)

_ o _ oty _ o0l
Sy =8y = oy oy (Z‘l’f)
e =28 = 0. (w,y) — § (—2pua) 4 Srlzus))
- (8ﬁ(g,zyvz) + 3w{g§7y) (4.30)
Yy = (811(2,2%2) + ati)(;;yﬂz)
Yoy = (5U(g;/y72) + 8v(g;cy,Z)

Aplicando-se as equagbes constitutivas para um material isotrépico, num es-
tado plano de tensoes, as equacgoes das tensoes encontradas e implementadas
por Devloo e Menezes sao
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Eg(extvyey)
(I—vzvy)
Ey(ey+vaez)
(1—vey)
o, =0 (4.31)
Toy = GuyEay
Tez = zesxz
Ty = Gy2€yz

Op =

Uy:

As acoes aplicadas na placa correspondem a integral das tensoes correspon-
dentes, como mostram as equacoes 4.25, 4.26, 4.27, e que a expressao dos
deslocamentos virtuais ¢ dada por

ou(r,y, z) = du(z,,y,) + (f + 2)00,

ov(w,y,2) = 6v(wr, yr) — (f + 2)00, (4.32)
(5’(1](1’, Y, Z) = 5w<xr7 yr)

Os vetores de deslocamentos e das variacoes dos deslocamentos sao deste
modo, compostos por 3 deslocamentos e 3 rotagoes

{U} = {U(l’, y)? U(l’, y)7 @U(Zlf, y)> ex(x> y)? Qy(Iv y)? 92(x7 y)} (4 33)
{6u} = {ou(z,y), ov(x,y), dw(z,y), 60.(x,y), 60,(x,y), 60,(z,y)} '
O trabalho interno pode ser calculado através dos esforcos solicitantes e das
variacoes dos deslocamentos essenciais em relagao ao plano de referéncia.
Inclui-se nesta parcela o deslocamento vertical w na dire¢ao z, e suas varia-
¢oes. Portanto, a parcela referente ao trabalho virtual interno pode ser dado
por:

Wint = f N, 85u(:g;y,—f)_‘_

N, 551}(935,—1”) + N,y 55U(ﬂg;/7—f) + 35v(ﬂgi/,—f) +
ddu(x,y,z dow(x,y,z 06v(z,y,z dow(x,y,z
+M, Béeyé()zhyr) _ My 86ezéfcr,yr) + Mxy 85€yémr,yr) _ 86ezé()zr,yr)) +

+Mp. (56’z (T yr) — 3 (86“(“’3;’"” _y%u(:gg’_f)))}

Os deslocamentos u, v, w sao os indicados na equacao 4.1.Utilizam-se as com-
ponentes da rotagao absoluta da placa em torno dos eixos de referéncia
Ty, Yr, 2. Os deslocamentos fundamentais usados em 4.4 foram agrupados em
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um vetor u dado pela expressao 4.26. Adotou-se também um vetor du cujas
componentes sao as variagoes dos deslocamentos fundamentais, expresso por

4.86 .

No PTV , as variaveis parciais envolvidas estao associadas aos eixos locais, e

utilizando-se os operadores lineares & e -2, pode-se agrupar estas variaveis
ox oy’

em quatro novos vetores de ordem [6x1]. Com isto, o integrando da equagao
4.34 pode ser agrupado matricialmente a partir dos seguintes vetores:

eVetor dos deslocamentos {u}

eVetor das variagoes dos deslocamentos {0u}

eVetor das derivadas parciais dos deslocamentos em relagao a x : %
eVetor das derivadas parciais dos deslocamentos em relagao a y : 8(1{):}
eVetor das derivadas parciais das variacoes dos deslocamentos em relacao a
. 9{ou}
ox
eVetor das derivadas parciais das variacoes dos deslocamentos em relacao a
. 9{ou}
Y 5y

Com esta separagao, utilizou-se o programa Mathematica pode-se resolver
analiticamente o integrando da expressao 4.34 e agrupa-lo em nove matrizes
discretizadas acima, denominadas de Matrizes de Contribuigao.

Derivando a equacao do PTV 4.34 duas vezes, em relacao as componentes
dos vetores acima 4.33 obtém-se as expressoes das matrizes Kxx, Kxy, etc,
que correspondem as matrizes de contribuicao de modo que a formulacao do
PTV pode ser reescrita na forma abaixo

Wit = [ {(a{au}) K +(8{5u}) K ol +(a{5u}) K, ol

TT g vy oy Y oy

T
o{ou oH{u T oHu o{ou oH{u
+(2) " Ko+ (0" Bt (P ) Buo ) + (50} By Gyl

(2 B (a4 50)" Bon (1) oy
(4.35)

onde as matrizes de contribuic¢ao, calculadas com o uso do programa Mathe-
matica, de ordem 6x6 sao dadas por
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hE. 0
"
0 Th(2G,y)
0 0
0 —3fAG,h
E.fAh
= 0
0 0
Th(2G,y) 0
0 Eyh
"
0 0
0 E,fAh
fAG;yhh Ou
0 0
Eihvuy
1 N "
1h(2G.y) 0
0 0
—1fAG,,h 0
Ex f Ahvy
0 H
0 0

0 0 BxfAh 0
17
0 —1fAG,,h 0 0
Cehh 0 0 0
0 5G(12fA%h + R?) ( 0 ) 0
Eqy( fA%h+55

0 0 ——

0 0 0 0
(4.36)

0 0 ALt 0

0 —Bufdh 0 0

17
Gly-hk

E Eyh(12](”]A2+h2) " "

0 12—12v, vy 0 0

0 0 =Gy (12fA%h + 1) 0

0 0 0 0
(4.37)

B, f Ahvy

! - a fA((;) h

0 0 L2t

0 0 0

0 0 — LGy (12 A%h + hP)

0 _Ezh(12j;1242+h2)vy 0

o

0 0 0

(4.38)
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000 0 00
000 0 00
000 —3G.:hk 0 0
Bo=10 00 0 00 (443)
000 0 00
000 0 0 0|
000 O 0 0]
000 0 0 0
000 0 0 0
Bgo = 00 0 Gy;hK 00 (4.44)
000 0 S=Kg
L0000 O 0 0|

Placa numa posicao qualquer no espaco e fibras orienta-
das na direcao do eixo e;

Nesta formulacao, o elemento de placa é colocado numa posicao qualquer
do espaco, adotando-se uma superficie de referéncia paralela ao plano do
elemento, cuja distancia até o plano médio da camada é f,,.

Sao definidos, do mesmo modo que para o caso anterior, dois vetores eq, es,
no plano médio da placa,orientados segundo as direcoes de ortotropia do
material, onde e; tem a mesma orientacao das fibras, enquanto que e, lhe
é perpendicular. O produto vetorial destes dois vetores define um terceiro
vetor ez, normal & superficie da placa. Sao definidos ainda, no plano de
referéncia, os vetores ni,ng, n3, cujas direcoes sao paralelas as dos vetores
determinados no plano médio da camada "a” (citados acima). A figura 4.3
ilustra esta situacao.

Sao definidos desta forma, trés sistemas de coordenadas sendo o primeiro
determinado por Ox,y,z, definido, com o eixo z, vertical com sentido para
cima denominado SRG, instalado no plano de referéncia. Outro sistema é
dado por Oninsns denominado SRN, definido na superficie de referéncia,
com o vetor ng paralelo e de mesmo sentido que o vetor ez. O terceiro
sistema de coordenadas é determinado pelo sistema Oejeses denominado
sistema SRFE, definido no plano médio da camada "o" .
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Detalhe do elemento i

Figura 4.3: Placa com eixos rotacionados em relacao aos eixos do sistema
global

Pode-se citar ainda a definicao de trés vetores aq, ao, az que sao utilizados no
elemento finito de placa, onde a; é definido em cada ponto de integracao do
elemento na direcao do lado do elemento finito que contém esse ponto. A
direcao deste vetor a; é definida pela ”lista de incidéncia” do elemento. O
vetor a, tem orientagao destrogira em relacao a a; e lhe é perpendicular. Os
dois vetores a;e a, formam uma superficie paralela a superficie de referéncia
e o produto vertorial entre eles define o vetor a3, que tem mesma direcao
que n3. A representacao em relacao ao sistema SRG dos vetores aq, as, az €
ni, no, ng € dada por:

ay = (aoo, aopq, aoz) ny = (noo, n01,n02)
g = (aloa aiy, CL12) Ng = (n107 n117n12) (4-45)
a3 = (a207 azy, CL22) ng = (n20, n21,n22)

4.2.1.5 Matriz de rotagao

Um vetor ¢ qualquer pode ser representado por suas componentes (t, t,, t.)
em relagao ao sistema de coordenadas globais ou por componentes (t,1, tn2, t,3)
em relacao ao sistema de coordenadas SRN. Pode-se definir uma matriz de
rotagdo [r] , de ordem 3x3, que permite escrever as componentes (t,1, tn2, tn3)
em fungdo das componentes (¢, t,, t.). Os coeficientes desta matriz de ro-
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tacao sao os cossenos diretores dos angulos entre os vetores ny, ny, ng € 0s
versores unitarios que representam o SRG.

179 Noo Mo1  No2 (2 (2
th = N1 N1 N2 ty = [T’] ty (446)
lng Nog No1  Nag t. t.
e 179
ty =" t, (4.47)
t. g

Através desta matriz de rotagdo, os dados referentes a 1amina expressos por
exemplo, num sistema de coordenadas locais com os eixos situados de acordo
com a disposicao das fibras contidas na mesma, podem ser representados num
sistema de coordenadas global e vice-versa. Tal transformacao é necessaria
devido a variacao na distribuicao das fibras verificadas ao longo das véarias
camadas do laminado.

4.2.1.6 Cineméatica para camada "o” de posicao qualquer, com
fibras na direcao ¢;

O estudo da cinemaética, neste caso de placa numa posicao qualquer do es-
paco, é similar ao caso anterior, sendo porém que o deslocamento do ponto
P deve ser expresso nos dois sistemas de coordenadas.

O ponto P genérico da camada "a” passa para uma posi¢do P’ num movi-
mento de translagdo expresso em coordenadas do SRE, de um modo seme-
lhante ao estudado para o caso de placa paralela ao plano horizontal. O ponto
O, origem do sistema S RN translada para uma nova posi¢ao O’ que pode ser
expressa tanto no sistema SRN quanto no sistema SRG. No sistema SRN,
a translacao é representada por:

Up = Up(N1,M2)
Up = U (N1, No) (4.48)
Wy = wn(nlu n2)

j& no sistema global sdo escritas como:
U= U(l’r, Yr, ZT)
v =v(xm, Y, 2) (4.49)

w = w(xy, Yr, 2r)
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Considera-se como constante a rotacao ao longo das camadas do composto
laminado, podendo utilizar a figura 4.3 para o entendimento. No sistema
SRN as rotacoes sao representadas por:

0, = 91(7117 n2)
‘92 = ‘92 (nl, ng) (450)
05 = 93(711, nz)

j& no sistema SRG a rotagao é dada por:

0.(zr, Yr, 2r)
0, (r, Yr, 2r) (4.51)
0.(r, Yr, 2r)

0:
Qy
0, =
Para a formulacao das grandezas de deslocamento fundamentais define-se o
vetor {u} de dimensao [6x1] cujas componentes sdao as trés translagoes do
ponto O e as trés componentes de rotacao representadas no sistema SRN

que se relaciona com o vetor {u} (definido em 4.33), cujas componentes estao
no sistema SRG. Utiliza-se a matriz de rotacdo [r]dada em 4.46:

{un}T = {un,vn,wn,91,92,93} (4 52)
{U} - {uavvwagmewez} ’

Cada um destes vetores é composto por trés componentes de translacao e
trés componentes de rotacao, obtidas nos respectivos sistemas de referéncia.
Pode-se também obter uma relagao entre estes vetores por meio da matriz
de rotagdo [r] sendo dada por:

o = | T 0 Ltk (459
o= | 52 r ] b (450

O movimento de translacao do ponto P no sistema SRFE pode ser escrito a
partir da translacdo OO’ e da rotacdo absoluta do elemento finito

Ue(€1, €2, €3) = up(ny, ne) + (f + e3)02
ve(er, e, e3) = v,(ny,ne) — (f + e3)6; (4.55)
we(€1, €2, 63) = wn(nla nz)
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4.2.1.7 Deformacgoes num ponto P da camada "«o” , disposta numa
posicao qualquer do espaco

O ponto P da lamina tem suas deformacgoes calculadas em funcao da trans-
lacdo do ponto P expressa no SRE, e da rotacao absoluta da camada a de
referéncia. As componentes de rotagao devem ser expressas no sistema SRN.
Pode-se estender esta formulacao para a anélise de cascas & medida em que
for considerada a rotagao absoluta 65(a qual corresponde uma deformagao fic-
ticia eg,, calculada no plano de referéncia de abscissa "-f” em relacao ao eixo
local e3) em torno do eixo perpendicular ao plano do elemento. Admite-se
que esta deformacao ficticia associa uma medida de deformacao a diferenca
entre fse o movimento de corpo rigido correspondente a rotagao infinitesimal
do plano de referéncia em torno do eixo z, dada por:

Ovp(n1,m)  Oup(ni,na)\ [ Ove(er, e, —f) _ Ouc(er, ez, — f)
< ) = ( e, s ) (4.56)

As deformacoes na camada “o” , em um ponto P sdo dadas por:

8n1 8n2

Oue(e1,e2,€3)

€1 = 5 (861 )
__ Ovel€1,€2,€3
(0l at)  ou )
_ 1 (Ove(erea,—f ue(er,e2,—f
€93 = 93(77/17 n2) Y ( e - des ) 457
E1a = 1 Oue(er,e2,e3) + Owe(e1,e2,€3) ( - )
13— 2 Oes Oe1
_ 1 (Ove(er,eaes) | Owele1,ez,e3)
€23 = 2 Oes _l_ Oea
_ 1 (Oue(er,e2,e3) Ove(e1,e2,e3)
€12 = 2 ( des + der

4.2.1.8 Tensoes

As direcoes de ortotropia sao dadas neste caso, nas diregoes dos eixos e, e, €3,
os parametros eléasticos sdo relacionados a estes eixos (e ndo mais a z,y como
no caso anterior). Deste modo, tém-se os parametros Ey, Esy, 11, 12, Gi2, Gas
admitindo ainda que a formulacao segue o estado plano de tensoes, com a
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tensao normal nula na dire¢ao do eixo 3.

E1(e14v2e2)
01 1—viv2
o9 Ea(e2+vier)
1—viv2
03
{0} = - 0 (4.58)
T13 G13€13
T23 G23€23
T12 G12€12

4.2.1.9 Esforgos solicitantes num ponto P da camada "o” , disposta
numa posicao qualquer,com fibras na diregcao do eixo ¢;

Do mesmo modo que na secao anterior, os esforcos sao calculados por unidade
de comprimento em relacao aos eixos de referéncia SRE, sendo semelhantes
as equacoes dadas por 4.25, 4.26, 4.27.

Esforcos de membrana por unidade de comprimento : sao as integracoes das
tensoes 01, 02, T12

v

Esforcos por unidade de comprimento associado a flexao

[NIEy
NI
[NIEy

L 0’1d€3 N2 = /

2

L O'Qd€3 N12 = / . 712d€3 (459)

|
o
o

|
o

N
N

1=

h

]{ZTlgdeg ‘/2 = ? kTdieg (460)

—h
2

Vi =

N|:~ N

h

(63 + f)01d63 M2 = /i (63 -+ f)0'2d€3 M12 = /

1=
=

(es + f)Tiades

M, = /
(4.61)

sendo a constante de cisalhamento k£ = % para todas as camadas, segundo
Devloo e Menezes [9].

> W
> W

2

N
N

4.2.1.10 Aplicacao do principio do PTV

Para um corpo em equilibrio o trabalho virtual das forcas internas é igual
ao trabalho virtual das forcas externas para qualquer deslocamento imposto
(desde que satisfaga a vinculagdo), ou seja:
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Wint = Wewt (462)

O trabalho interno pode ser calculado através dos esforcos solicitantes e das
variacoes dos deslocamentos essenciais em relagao ao plano de referéncia. Os
esforgos foram calculados com base no sistema SRE de camada ”a”sendo
transferidos para a superficie de referéncia, pois deste modo, os deslocamen-
tos correspondentes devem ser os calculados nesta superficie. Portanto, a
parcela referente ao trabalho virtual interno, pode ser dado por:

Wine = [ {N1 Boelepeanf) 4

N285v6(6817;zg,—f) Ny (aéue(gln,sjilf) n Béve(glrig,—f) n
W (6611@(86;,362,63) . 86we§71l,162763) 1 861)6(5711,362,63) . aawe%e;;ez,eg)) n
Y 8662521’"2) YA 65918(;2,712) My, 86025:2’"2) B aaelfgxm)) L
My, (593 (n1, ng) — % (aéw(glnfz,—f) _ 85UE(217;§27_f))):| dnydns

(4.63)

Os deslocamentos e as variagoes desses deslocamentos estao expressos em
funcao da direcao dos eixos ni, ng, eng assim como as derivadas de desloca-
mentos e variagdes. Pode-se (do mesmo modo que no item anterior) agrupar
estas grandezas em 6 vetores:

eVetor dos deslocamentos {u, }

eVetor das variagoes dos deslocamentos {du,, }

eVetor das derivadas parciais dos deslocamentos em relacao a n; : aé{;:;}
eVetor das derivadas parciais dos deslocamentos em relagao a ns : %an}
eVetor das derivadas parciais das variacoes dos deslocamentos em relacao a
ny - 6{86—::}

eVetor das derivadas parciais das variacoes dos deslocamentos em relacao a
N9 6{86—:;}

Na implementacao computacional, os deslocamentos foram escritos em co-
ordenadas globais, enquanto que as derivadas destes deslocamentos foram
escritas nas direcoes a; e a, associadas ao lado do elemento que contém o n6
do elemento finito. Para trocar os sistemas de referéncias, utilizam-se as ma-
trizes de rotagdo [R] definidas em 4.46, 4.47. Aplicando esta simplificacao,
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tem-se a expressao:

o{ou}” o{u} o{su}T o{u} o{sulT o{u}
mt fA |:( 8[11 > K 8a1 _I_ ( 8[12 > K 8a2 _I_ ( 8a1 > K12 8a2 _I_
o{ou oH{u Hu
+ (—{8a2} ) K { } -+ {(5?1,} B()1 Bay —+ {(5?1,} B 8{a2}+

+ (8{§ZET) BlO {U} + (6{352} ) K20 {U} + {(5U}T BOOO {U}‘| daldag
(4.64)

O mesmo processo de implementacao computacional da formulagao usada
para placas paralelas ao plano horizontal foi utilizado, aplicando também
nove matrizes de contribuicdo K;;(i = 1,2ej = 1,2) e Byj(j = 1,2), Bjo(j =
1,2) e Boyy-, calculadas a partir das nove matrizes de contribuicao utilizadas
no caso anterior. As matrizes sio:

Kll — TT K Oay dai _'_Ky Oday dar +Kgc Oay dai —|—K Oda1 dai

[ ] TT Onq Ony Y Ong Ono Y Oni Ons YT Ons Ony [T]
Koy = [r]" (Ko o2 502 + Ky 522 52 + Ky 52 522 + Ky 572 522 ) 1]
Kz = [r]" (Ko it 502 + Ky i 52 + Ky 530 522 + K 52 522 ) 1]
Ko =[] (Kaa 2 5ok + Koy 522 5ot + Koy 52 500 + Ko 5 520 ) ]
Boy = [r]" (Bos gt + Boy gt ) ] (4.65)
BlO = [T’]T Bx()anl + By gz; [T]
By = [r]" (Bos 522 aa2 + B ygzz 7]
By = [r]" Bw05n2 + Byogez) [r]

Booo = [r]" (Boo)[r]

4.2.2 Formulacao 2

Aqui, admite-se que cada camada da placa multicamada tem uma rotacao
independente, sendo que a rotacao absoluta de cada uma é usada como ro-
tacao de referéncia, e as demais rotacoes das demais camadas sao relativas a
esta rotacao como ilustra a figura 4.4.

Como em Devloo e Menezes [9] aqui também é usado o conceito de coorde-
nadas hierdrquicas na determinagao das variaveis de deslocamentos. Consi-
derando a figura acima, com a deformacgao da placa, a camada de referéncia
tem as 3 rotagdes absolutas dadas por 0,, = 0,.(z,,y,) em torno do eixo
Ty, Ory = 0py(z,,yr)em torno do eixo y,, 6,, = 6,,(z,,y,) em torno do eixo
z. , que servem de "base” para o calculo das demais rotacoes hierarquicas
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Trecho de Placa Multi-camada
(Rotagdes diferentes em cada camada)

rotagdo de referéncia %

camada
Zy, W atual

r"
3 =
= >
X 0 Xr, u wO u
SX Antes da Deformagdo Apos a Deformagado

Figura 4.4: Placa multicamada com rotacoes independentes
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das demais camadas, simbolizadas por 0., = 0oz (2, Y1), oy = oy(Tr, yr),
0s. = On(2,,y,), onde o indice « se refere a posi¢gdo o da camada. Devido
a independéncia de rotacao de cada camada, as componentes da posicao de
um ponto genérico P (pertencente & uma camada genérica o), sdo deter-
minadas a partir dos itens

1. translacao do ponto O (origem do sistema), para a posi¢ao final O,
expressas usando o sistema de coordenadas Global

2. componentes de rotacao absoluta da camada de referéncia 0,,,0,,,0,.

3. das componentes de rota¢ao da camada considerada (no caso, a camada
", n
« ) Hamaeayaeaz

4. componentes de rotacao hierdrquicas das camadas intermediarias

para um melhor entendimento, ver figura 4.4.

4.2.2.1 Cinematica para placa "o” paralela ao plano horizontal e
fibras na diregcao do eixo x

Desta forma, a cinemética do ponto P, localizado numa camada "« , é dada
por:

u(z,y,2) = w(w,, y,) + (f + 2)0ry + hiliy + hiy10i11,+
oo+ hac10am1y + (B 4 2)04y
'U(ZL‘, Y, Z) = U(QTT,, yr) - (f + z)grx - hzem - hi-i—lei-i-lx_ (466)
—... = ha_lﬁa_lz - (h—; + Z)@am
w(x7 y7 Z) = w(xr7 y?“)

Usando o conceito vetorial, podemos escrever os deslocamentos independen-
tes do ponto P da seguinte forma:

{U}T = {ua v, w, 00%7 HOyu ‘9027 lev 912/7 9127 ) ‘9"—1537 ‘9"—1?# ‘9”_12} (467)

para uma placa com n camadas. Para associar esta formulacao, com a for-
mulacao anterior (onde todas as camadas tém a mesma rotac¢ao), é necessario
associar o deslocamento do ponto genérico P a rotacao absoluta do mesmo.
Definimos, entdo, o vetor {u*}de dimensdo [6x1], com as componentes de
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translacao medidas no sistema global e as 3 componentes de rotagao abso-
luta da camada "a” expressas também no sistema global:

{ux}" = {u*,v*, w, 0y, 0, 9;2} (4.68)
onde 0, = 0,, + Ouz, ng = Opy + 0oy, 0., = 0. + 0,. sao as rotagoes
absolutas da camada "o” . Pode-se determinar uma relacdo entre os dois

vetores {ux}de ordem [6x1], e o vetor {u}de ordem (Idf,... X 1) a partir da
matriz de incidéncia cinematica [T

{ux} = [T] {u} (4.69)

onde Idf,,,, corresponde ao nimero méximo de camadas.

a ordem da matriz cinematica é de (Idf,,q: X 6).

4.2.2.2 Cinematica para camada "o’ numa posicao qualquer e fi-
bras na direcao de um eixo ¢;

Para a cinemaética da camada ”a” numa posi¢ao qualquer do espago pode-se
usar a figura 4.4, pois o comportamento é similar ao caso anterior. Tanto as
componentes da rotagao absoluta da camada de referéncia quanto as da ro-
tacao hierarquicas das demais camadas podem ser expressas no sistema SRN
(com componentes 0,1 (n1,n2), Oa2(n1,n2),043(n1,n2)) € também no sistema
SRG (com componentes 8y, (n1,n2), Ouy(n1,n2),= Onz(n1,n2)).

Sao definidos dois vetores :

1. {u,}de dimensdo (Idfm. x 1), cujas componentes sdo as translacoes
do ponto O e as 3 rotagoes de cada camada representadas no sistema
SRN

2. {u}de dimensao (Idf,,.. X 1), com as mesmas grandezas contidas no
vetor anterior, porém, expressas no sistema SRG.

{U}T = {ua v, W, 00%7 ‘90y7 ‘9027 Hlma Hlya 9127 SE) en—lxa en—lya en—lz}
{un}T = {u, v, w, 00907 ‘90y7 ‘9027 ‘91907 013/7 9127 (470)
HS) 9n—1$7 en—lya en—lz}
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Para relacionarmos estas duas matrizes usamos a matriz de rotagao [r] deter-
minada em 4.46, 4.47 porém, agora sao usadas como submatrizes, formando
macroelementos da diagonal principal de uma matriz [R] da seguinte forma:

an ]

7] = (471)

i [r] |

onde as matrizes de rotacao simbolizadas por [r] sdo da ordem [3x3], e os
demais termos da matriz [R] sdo nulos. Utilizando esta matriz da equacao
4.71, podemos relacionar os vetores de deslocamentos fundamentais nos dois
sistemas SRN e SRG.

{un} = [R] {u} (4.72)

A cinemética da placa para o caso de rotacoes independentes para cada
camada de uma placa posicionada em qualquer posicao do espago é anédloga
a da equagao 4.55 porém, dada no sistema SRE, devido aos vetores usados
para descrever a direcao das fibras serem ey, ey, e3; sdo levados em conta
ainda, para a descricao da cinemética, neste caso, a translagao da origem do
sistema (no sistema SRN), da rotacdo absoluta da camada de referéncia e
das rotagoes hierdrquicas das camadas (desde a de referéncia, até a camada
"o’ considerada).

ue(el, €2, 63) = un(nl, ng) + (f + 63)¢9rn2 + hlﬁm + hi+19i+1n2+
+...+ ha_lea_1n2 + (%" + 63)9an2
’06(61, €9, 63) = vn(nl, ng) — (f + 63)‘97%1 — hlﬁml — hi+1‘9i+1n1_ (473)
— e = har 10010y — (B + €3)00n,
we (€1, ea, €3) = wy(ng,m2)

Na segunda formulacao, admite-se que a rotacao em cada camada, de uma
dada secdo transversal, difere das de outras camadas (o que denominou-se
de rotagoes independentes). Os deslocamentos para uma dada segdo sdo
entdo, as translagoes u(z,y), v(x,y), w(x,y), as rotagdes absolutas 0,,.(z,y),
Oy (2,y), 0. (2,y) (na superficie de referéncia), rotacoes relativas 0,,(x,y),
Oya(2,Y), O:0(z,y) (de uma camada k, medidas a partir das rotagdes de
referéncia).
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4.3 Teorias de Ordem Superior de Placas La-
minadas Compostas

As teorias citadas no item 4.1, anteriormente, compreendem as mais simples
teorias do grupo ESL, podendo descrever adequadamente o comportamento
de muitos laminados. Porém, as teorias de ordem superior (onde os polind-
mios que descrevem o campo de deslocamentos sao expandidos até o grau 3
ou superior, em relagdo a cooordenada z) podem descrever a cinemética da
placa de modo mais satisfatorio, & medida em que o uso dos fatores de cor-
recao de cisalhamento podem ser desprezados e as distribuicoes de tensoes
interlaminares podem ser determinadas de modo mais apurado. Contudo,
tais formulagoes exigem um maior custo computacional devendo por isto
serem usadas somente quando necessario.

Apesar da possibilidade da expansao dos deslocamentos em polinémios de
poténcias quaisquer, nao é aconselhdvel adotar um grau superior a trés de-
vido a complexidade algébrica, e ao esforco computacional dispendido na sua
resolucao. O polindmio de grau trés apresenta a vantagem que a deformagao
e tensdo cisalhantes transversais tém variagdo quadratica (pois a deformacao
é obtida através da diferenciagdo dos deslocamentos) dispensando assim, a
necessidade do uso de coeficientes de corre¢ao de cisalhamento, usados na
teoria de primeira e de segunda ordem.

4.3.1 Teorias de Placa de Terceira Ordem

A teoria de placa de terceira ordem é baseada nas mesmas hipoteses que as
teorias de placas classica e de primeira ordem (Reissner-Mindlin), exceto que
a hipotese referente a configuragao retilinea e perpendicular de um elemento
linear normal transversal apos a deformacao é relaxada através da expansao
dos deslocamentos na forma de poténcias cibicas (em relagdo a coordenada
z), Ou seja

U(ZL’,y, Z) = UQ(ZE’,y) +z P — CO%) - 2’301S0:c
v(z,y,2) = vo(x,y) + 2 Py — Coaa_lz()) - chlSOy (4.74)

w(m, Y, Z) = wo(l’, y)

onde cp, ¢; sao parametros introduzidos que permitem que o campo de deslo-
camentos acima inclua os casos das teorias classica de placas laminadas e de
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primeira-segunda ordem como casos especiais. Assim, assumindo-se ¢co = 1 e
v, = ¢, = 0, obtém-se a teoria classica de placas laminadas. Considerando-
se ¢cg = ¢, = 0, obtém-se a teoria de placas de primeira e segunda ordens.
Introduz-se também as rotacoes

Owy Ow
0p = @ — CO% 9y =Py — Coa—y (4-75)

onde (ug, vo, wo) € (0, 60,) tém os mesmos significados fisicos que na teoria
de primeira ordem, correspondendo aos deslocamentos e rotacoes da normal
transversal no plano z = 0 respectivamente, ou seja

uy = u(z,y,0)
vo = v(x,y,0)
wo = w(x,y,0) (4.76)
ex = @(1}'3/, 0)

ey = &(l’,y,())

z

introduzindo a equacao 4.75 em 4.74 tem-se o campo de deslocamentos

U(ZL’,y, Z) = U,()(l', y) + ng($7 y) - 6123 (ex + CO%)
’U(.ZL’, Y, Z) = Uo(ﬂf, y) + Zey(.flf, y) - 0123 (Hy + COaa_u;Jo) (477)
w(z,y,z) = wo(z,y)

que descreve a cinematica da placa para o caso da teoria de terceira ordem.

4.4 Teoria de Camadas Multiplas

Quando o objetivo principal da andlise é a determinacao de caracteristicas
globais do laminado (como as frequéncias fundamentais de vibragao, carga
critica de flambagem, etc) pode-se utilizar frequentemente as teorias ESL
(especialmente quando a espessura do laminado for muito pequena); porém,
tais teorias nao sao convenientes em muitos casos como por exemplo, na
determinacao de modo adequado do campo de tensoes tridimensional nas
laminas, principalmente em casos de placas espessas devendo-se utilizar uma
outra teoria, que leve em consideracao os efeitos da espessura.

Neste grupo de teorias as componentes do campo de deslocamentos sao con-
tinuas ao longo de toda a espessura do laminado a medida em que o préprio
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campo também é considerado continuo, porém as suas derivadas com rela-
¢ao a coordenada z podem ser descontinuas para varios pontos ao longo da
altura. O campo de deslocamentos desta teoria pode ser subdivido em duas
classes

1. Teoria de Camadas Miltiplas Parcial: usa expansoes layerwise para
componentes de deslocamentos coplanares, nao usando porém para as
componentes de deslocamentos transversais

2. Teoria de Camadas Multiplas Completa: usa expansoes layerwise para
todos os trés componentes de deslocamentos

No caso de camadas miltiplas parciais, ha a vantagem (quando comparado
com as teorias de monocamada equivalente) de se introduzir os efeitos de
cisalhamento transversal da camada no campo de deslocamentos adotado.
Ja a teoria de camadas multiplas completa é ainda melhor pois além dos
efeitos citados para o caso anterior, inclui também os efeitos devido a normais
transversais. Deste modo pode-se usar com boa precisao a teoria de camadas
miltiplas para placas espessas ou medianamente espessas, pois permitem que
os deslocamentos no plano variem de forma camada por camada ao longo da
espessura do laminado.

Outra vantagem é que esta teoria pode representar o comportamento de
zigue-zague dos deslocamentos coplanares ao longo da espessura do lami-
nado. Tal comportamento é mais pronunciado em casos de placas espessas,
onde o mo6dulo de cisalhamento transversal varia abruptamente ao longo da
espessura do laminado. Os deslocamentos baseados nas teorias de camadas
multiplas parcial (nas quais a deformacao transversal normal é desprezada)
produzem uma descricao da cinemética dos compostos laminados melhor
quando comparada com as teorias de monocamada equivalente, pela intro-
ducao dos efeitos de cisalhamento transversal em camada discreta ao assu-
mir o campo de deslocamentos. Porém estes modelos nao sao capazes de
determinar de forma satisfatoria as tensoes interlaminares proximas & areas
de descontinuidades pois nestes casos, deve-se incluir a deformacao normal
transversal, pois as tensdes normais transversais sdo muito significativas (se
nao dominantes) nestas regides; outro motivo é que os modelos por camadas
que desprezam a deformacao normal transversal nao satisfazem as condi-
¢oes de contorno de tragdo livre (traction-free) para tensdes de cisalhamento
transversais na borda do laminado.
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Ao contrario das teorias de camadas parciais, as teorias de layerwise completa
usam expansoes por camada para todos os trés componentes de deslocamento
e desta forma inclui tanto o os efeitos de cisalhamento transversal de uma
camada quanto os efeitos de normal transversal.

O campo de deslocamentos para uma camada de posi¢ao a pode ser escrito
€como

u(z,y, 2) = S uf(z,y)o7(2)
v (2,y, 2) = (x,y)¢>“( ) (4.78)
w(z,y,2) = wa‘(x,y)w?( z)

onde u®, v*, w® representam os componentes de deslocamento nas direcoes
x,y, z respectivamentede um ponto material inicialmente localizado em (x, y, 2)
no laminado indeformado e ¢§(2), 9% (2) sdo fungdes continuas com relacgio a
coordenada z, sendo em geral distintas entre si. Tais fungoes sao escolhidas
de modo a serem continuas, podendo ser por exemplo fungoes de interpolacao
de Lagrange unidimensional em relacao a coordenada z.

4.5 Modelos Hierarquicos

A formulacao proposta por Szabo apresenta uma sequéncia de modelos hi-
erarquicos para laminados compostos, onde a solucao exata correspondente
a cada modelo em particular é vista como uma aproximacao ao problema
de elasticidade do corpo, constituida de uma lamina ortotrépica. O poliné-
mio deve ser aproximado (aumentando-se o seu grau) até que as equagoes
de equilibrio do problema de elasticidade sejam satisfeitas. Assume-se que o
campo de deslocamentos possa ser escrito sob a forma

— iBx
36 e (79

onde ¢(3,y) e ¥(5,y) sao fungdes complexas da forma

¢(ﬁ>y) = ¢a(ﬁv y) + qub(ﬁ,y)
U(B,y) = va(B,y) + it(8,y) (4.80)

A solugao exata de cada modelo hierarquico converge para o mesmo limite
que a solucao exata da elasticidade conforme a espessura da placa tenda
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para zero. Isto permite que o estado plano de deformagao e de tensao seja
utilizado, cujas expressoes podem ser obtidas derivando-se as componentes
dos deslocamentos

€z = g_g = iﬁ¢€iﬁm
. (4.81)

Yoy = G + 5 = (¢ + By e
Utilizando-se material ortotrépico, as relagoes tensao-deformacao sao dadas

por

Op — Cnc":‘m + Clgéy
Oy = 01285,; + CQQEy (4.82)
Tey = CﬁG’Yﬂcy

Substituindo as equacoes 4.81 4.82 nas equagoes de equilibrio do corpo 4.83

(90'1 + aT:vy — 0

gz By 4.83
bt i .

sao obtidas as seguintes equagoes de equilibrio
e {—C11¢ + iBCwY + (Cesd') + i6(Cob)'} = 0 (4.84)

e {iBCss¢" — 3*Costh + (Coat) +1(Cha0p)'} = 0

Aplicando expansao segundo as séries de Taylor nas equacoes 4.84, obtem

A8, y) = [a0(y) + ids0(y)] + Blar (y) + idw (y)] + B2[ba2(y) + ica(y)] + ...

(B,y) = [Wao(y) + itho ()] + Blbar(y) + ivu (y)] + B2 [Ya2(y) + Ww(y()i ;55-'

Substituindo as equagoes 4.85 em 4.84 e separando as partes real e imaginaria

(CosPo)' + Bl(Ces01)’ — (Costhn)’ — Cratio] + B2[(Cocdlz)’ — (Costlen)’
—Chathyy — Cridao) + B°[(Cosdls)’ — (Costnz) — Crathy — Cr1¢ar] + ... =0
(Co60ho)" + Bl(Cosdh1)" + (Costan) + Crathig] + B%[(Cosdha)” + (Costhar)’
+Ch20 — Crigwo] + 63[(Cﬁ6¢§73>/ + (Co6vaz) + Cratly — Criom1] + (: 0 |
4.86
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correspondentes as partes real e imaginaria relativas a primeira equacao do
conjunto de equagoes 4.84. De modo analogo pode ser procedido para a
segunda equacao , encontrando

(Caotig)' + Bl(Cazthiy) — (Caadwo)' — Cocil + B2[(Caathin) — (
—Ce6dp — Costbao] + B2[(Coatlyy)’ — (Coatna)' — Cesdpg — Cogtar] + -

(Coatig)" + Bl(Coztity) + (Cazan) + Cosbig] + B [(Cazipa) + (012%1)
+Cos1 — Costhno] + B°[(Co2tps)' + (Cradaz)’ + CoePly — Cocten] + .-

C22 (bbl)

(4.87)

O campo de deslocamentos pode entao ser reescrito utilizando-se as equa-
coes 4.86 e 4.87 através da variacao no uso de termos descritos. Para a
consideragdo do primeiro termo somente (que nao multiplica a variavel 3),
considera-se esta varidvel como sendo igual a zero e determina-se os valores
das fungoes ¢ e 1. Para maior aproximacao no resultado, podem ser levados
em consideracgao os outros termos encontrados nas equacgoes que sao multipli-
cados pela variavel 3. Desta forma, as equagoes citadas sao entao derivadas
(tantas vezes quantas forem o grau da variavel 3 em questdo) e em seguida,
considera-se nulo o valor de 3, e consequentemente, de todos os termos os
quais ele multiplica. Importante dizer que as fungoes ¢q0(y) € Ppo(y) sdo
antissimeétricas e ,0(y) € Uyo(y) s@o simétricas. O campo de deslocamentos
tem entao a forma

u(z,y) = ui () Fo(y) + uz(2)y + uz(w) Fa(y) + ...

v(z,y) = vo(x) + v () Fy (y) + v3(z) F3(y) + (4.88)
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Capitulo 5

Estudo Proposto

5.1 Introducao

O ponto de partida da teoria proposta é a existéncia de um estado de tensao
(inico) correspondente a esforgos simples de uma placa (M,, M, M,,, N,
Ny, Ny, Vi e V). Para os esforos (M,, M,, M,,, N,, N,, N,,) procura-
se um estado de tensao independente de x e y. Para o estado de tensao
correspondente aos esforcos V, e V,, procura-se um estado de tensao linear
em T e y respectivamente.

Para determinados esforcos simples é possivel calcular este estado de tensao
analiticamente. Para os esforcos V, e V}, nao se sabe a priori se esse estado
existe.

Vale ressaltar que, contrario as teorias estudadas até entao, este estudo é
centrado em analisar a energia de deformagdao de uma placa multicamada
baseado em estados de tensdo. A maioria das teorias (Reissner Mindlin,
Kirchoff, Reddy, Szabo, Devloo-Menezes) tomam como ponto de partida as
hipoteses cineméticas: o deslocamento ao longo do eixo vertical é enriquecido
para obter uma aproximacao de melhor qualidade da deformacao da placa.

Uma das principais dificuldades das teorias baseadas puramente em fungoes
de deslocamento é a recuperacao do estado de tensao apdés célculo da de-
formagao. Sabe-se que as deformacdes calculadas quando transformadas em
estados de tensao sao inconsistentes com o fendomeno fisico. Para remediar
este fato, acoplam-se esses calculos com técnicas de pos processamento.

As teorias baseadas em estado de tensao deduzem um deslocamento da defor-
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macao obtido da tensao calculada. Geralmente os deslocamentos calculados
baseados nesses estados de tensao sao descontinuos: as aproximacoes com
elementos finitos ndo garantem a continuidade do estado de tensdo (para
placas leia-se M, M, etc) e por isso os deslocamentos integrados das defor-
macoes sao descontinuos. A teoria de Reissner Mindlin é baseado em calculo
de energia para um estado plano de tensao. Por isso o deslocamento vertical
é calculado baseado na integral de ¢, onde ¢ é funcao de o, e de o,. Consi-
derando que o, e 0, sao descontinuos, assim tambem é o .. Conclui-se que
a teoria de Reissner Mindlin é, de fato, um método baseado em espacgos de
fungoes descontinuas.

O objetivo deste trabalho restringe-se a identificar o estado de tensao cor-
respondente aos esforcos simples aplicados a uma placa multicamada. Para
calcular este estado de tensao um procedimento especifico serd desenvolvido
e descrito a seguir.

5.2 Calculo dos esforcos em uma placa

Na formulacao tridimensional convencional desenvolvida neste trabalho sao
admitidos 3 deslocamentos, respectivamente nas direcoes X, Y e Z do sistema
de coordenadas retangular adotado. O vetor de deslocamentos é dado por:

{u}" = {u,v, w} (5.1)

sendo que u(z,y,z) é o deslocamento do ponto P na dire¢do do eixo X,
v(z,y,z) € o deslocamento de P na direcao Y, w(z,y,z) é o deslocamento
do ponto na dire¢do Z (vertical). Nenhuma das hipoteses simplificadoras
apresentadas nas formulacoes anteriores é introduzida tornando o método
mais simples e elegante porém mais geral.

O objetivo deste texto é descrever um procedimento para calcular um estudo
do estado de tensoes no dominio de um material de placa ortotrépica, cujas
leis constitutivas obedecem ao regime eléstico-linear, e a teoria de pequenos
deslocamentos e pequenas deformacoes, quando este estd submetido a um de-
terminado tipo de carregamento (seja normal, de cisalhamento ou momento
de flexao) aplicado nas bordas do elemento. Conforme descrito anteriormente
as solicitacoes sao obtidas através das formulagoes 4.25, 4.26, 4.27 implemen-
tadas no ambiente computacional PZ na classe TPZMulticamadaOrthotropic
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! (método ComputeCenterForces()), cujo calculo é fornecido. Integrando-se o
tensor de tensdes (que satisfaz as condigoes de equilibrio divo = 0) obténdo-
se os esforgos acima.

5.3 Estado de Tensao Assumido

O ponto de partida para o calculo do estado de tensao, é uma féormula ana-
litica para o estado de tensao. Este estado satisfaz a lei de equilibrio e é tal
que os esforcos calculados seguindo o procedimento descrito em se¢ao 4.2.1.3
correspondem a tensdo desejada (segundo Timoshenko)

0, = M;3z+ Nit+Viesz
oy = M;%z + Ni% + Vy*at%z
o =1 T = Vi(—22+ (2)2)% (5.2)
ne = Vo= + ()b
Toy = N;y%

Estas tensoes estao em equilibrio dive™ = 0 e os esforcos solicitantes corres-
pondem aos esforcos indicados. Para um material elastico com coeficiente
de Poisson nulo, estes estados de tensao satisfazem também as equacgoes de
compatibilidade e sao o estado de tensao final da placa. Porém, para a lei
constitutiva com coeficiente de Poisson nao nulo, este estado analitico nao
corresponde ao estado de tensoes real verificado. Quando a placa é formada
pela unido de varias camadas (cada qual composta por um tipo de material
que difere das demais, além de outros efeitos, como o de Poisson), as cons-
tantes elasticas variam de camada para camada. Deste modo, verifica-se que
os deslocamentos calculados baseados no estado de tensao eléstico nao sao
compativeis, havendo uma descontinuidade entre os deslocamentos de cada
camada.

Conclui-se que o estado de tensdo calculado em (5.2) somente serve de refe-
rencial: ele nao correspondem ao estado real de tensao na placa multicamada.

Por convencdo as classes se nomeian inicialmente com as letras TPZ e as variaveis de
classe com f, posteriormente cada palavra inicia-se com letra maituscula.
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5.4 Formulacao de um problema elastico tridi-
mensional

Assume-se uma placa multicamada estendendo-se no dominio

h h

Q=[-1,1 x [-1,1] x [—5, 5]

Este corpo nao tem apoios e é submetido a uma tensao o*.n nas bordas onde
a tensdo o*¢é calculada baseada nas equagdes (5.2)

divc =0 z €1
on=oc*x.n x € 0N

O tensor o*satisfaz as equacoes de equilibrio e, por isto, o problema é bem
posto. O problema é aproximado por elementos finitos tridimensionais onde
a malha contém pelo menos um elemento para cada camada. O nimero de
elementos em z e y podem variar como também a ordem de interpolagao p
praticada. Sabe-se que a aproximagcao de elementos finitos ird aproximar-se
da solucao analitica do problema na medida em que a malha é refinada ou o
grau de polinémio aumentado.

5.5 Abordagem para calculo de estado de ten-
Sa0

O estado de tensao interno de um corpo elastico depende s6 fracamente da
forma de aplicacao de condigoes de contorno, desde que os esforgos resultantes
sejam iguais. Isto é uma consequéncia do principio de Saint-Venant.

Por isto, caso um estado de tensdo correspondente a um esforco simples
existe, este se manifestara independente da forma de aplicacao das condicoes
de contorno. Utilizamos este fato para desenvolver o procedimento de calculo
de estado de tensao.

e Aplica-se as tensoes o*.n calculadas analiticamente conforme (5.2) nos
contornos do dominio tridimensional

e Calculam-se os esforcos simples para a linha no centro do dominio
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e Constroi-se um novo problema elastico onde os esfor¢os aplicados no
contorno sao aqueles calculados no centro do dominio no passo ante-
rior. Esses esforgos sdo corrigidos com tensores analiticos para ter como
resultante os esforcos desejados.

e Itera-se entre o segundo e terceiro passo até a convergéncia (ou seja,
nao haver mais mudanca no estado de tensao).

Cria-se assim um processo iterativo de realimentacao da condicao de con-
torno, onde a condi¢ao de contorno inicial é trocada pelo tensor de tensoes
correspondente ao erro cometido e o tensor de tensoes na fibra média é re-
calculado, esperando-se com isso que a diferenca inicial diminua. O processo
é repetido até o tensor de tensoes calculado na fibra média se torne igual ao
tensor de tensoes real (ou seja, cuja integragdo do tensor de tensoes resulte
na forga aplicada inicialmente).Um efeito secundario pode ser verificado du-
rante este processo, que é o de se obter um estado de homogeneizacao do
estado de tensoes ao longo dos pontos pertencentes ao dominio da placa.

Sabendo-se que a derivada do momento corresponde ao cortante, pode-se
utilizar também a sua derivada como um parametro na sua correcao.

5.6 Procedimento computacional

5.6.1 Descricao

Inicialmente, o carregamento (ou forca inicial aplicada nas bordas) é indicado
no programa principal, onde se especifica quais os tipos de solicitagoes deseja-
das. A partir disto, assumindo como primeira solu¢ao nula, e depois resolve-se
o sistema obtido pelo MEF (método dos elementos finitos), aplicando-se a
condi¢ao de contorno inicial ji citada. A seguir, é estabelecido um lago para
o calculo das solicitacoes que agem em todo o elemento multicamada, através
de um somatorio.

O tensor de tensoes da placa é calculado em seguida, assim como a tensao
que atua em cada camada e depois, a forca atuante na placa. O valor desta
forca é retornado como valor de saida e utilizada no calculo das solicitacoes
que atuam em todo o laminado. O momento que atua na camada é calculado
através do tensor de tensoes. Depois deste momento calculado, é calculado
o momento total que atua em todo o elemento multicamada.
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A seguir, é calculada a diferenca entre o valor da solicitagao dada como
condicao de contorno inicial , e o valor da solicitacao determinada através do
método de elementos finitos e verificado se o valor desta diferenga é igual ao
valor da solicitagao que atua no laminado, calculada analiticamente

5.6.2 Implementacao

O carregamento (ou forga inicial aplicada nas bordas) é indicado no pro-
grama principal através de especificagoes (SetQx, SetQy, etc), determinando
assim, o tipo de solicitacao desejada a ser calculada. O programa em seguida
aciona o método ComputeSolution (da classe TPZMulticamadaOrthotropic),
iniciando-se assim, o processo iterativo.

A primeira solucao é nula, resolvendo-se entdo o sistema (MEF), aplicando-
se a condi¢ao de contorno inicial (dada pelo tipo de solicitacao especificada)
implementando as fungdes descritas em (5.2).

O programa principal inicia-se solicitando o tipo de agao que se deseja calcu-
lar, através do método SetQx(), SetQy(), (onde cada solicitagdo é imple-
mentada como sendo um vetor de trés posi¢oes) implementado na classe TPZ-
MulticamadaOrthotropic, passa o valor especificado como parametro para os
vetores correspondentes as solicitagoes, nas posigoes 0 e 2. Em seguida, é
chamado o método ComputeSolution da classe TPZMulticamadaOrthotro-
pic.

Deste modo assume-se a solucao inicial nula, e resolve-se o sistema obtido
pelo método dos elementos finitos (MEF), aplicando-se a condi¢ao de con-
torno inicial, citada no inicio do paragrafo acima. A seguir, é acessado o
método ComputeCenterForce (da classe TPZMulticamadaOrthotropic), com
varias atribuigoes. Inicialmente, este método zera todas as solicitagoes e as
suas derivadas, na posicao 1 do vetor de solicitagoes. A seguir, estabelece-
se um laco para o cédlculo das solicitagoes que agem em todo o elemento
multicamada, através de um somatorio.

Para cada célculo, chama-se a lista fPlacaOrth a qual guarda elementos do
tipo TPZPlacaOrthotropic, e nesta classe sao entao acessados os métodos
Force e Moment (de TPZPlacaOrthotropic).

O método Force (que utiliza os parametros normal e dire¢ao da forga), esta-
belece um lago através do qual é calculado o tensor de tensdes da placa em
questdo, e também sdo calculadas a tensdo que atua na camada (nomeada de
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tension) e em seguida, a for¢a atuante na placa (force); esta forga é retornada
como valor de saida e utilizada no célculo das solicitacoes que atuam em todo
o laminado (somando-se as forgas que atuam em cada camada), através do
método ComputeCenterForces.

Também é acessado o método Moment da classe TPZPlacaOrthotropic, que
utiliza como parametros as varidveis z, a normal da face e a direcdo. De
modo semelhante ao método Force, é acessado o método Tensor (de TPZ-
PlacaOrthotropic) que devolve o tensor de tensoes aplicado na placa e que é
utilizado para o calculo do momento que atua na camada.

Depois de calculado este momento, o programa automaticamente retorna
para o método ComputeCenterForce (da classe TPZMulticamadaOrthotro-
pipc) e calcula o momento total que atua em todo o elemento multicamada.

A seguir, é calculada a diferenca entre o valor da solicitagao dada como
condi¢do de contorno inicial (na posi¢do de indice 0), e o valor da solicitacdo
determinada através do método de elementos finitos (situada na posi¢ao de
indice 1), e verificado se o valor desta diferenga é igual ao valor da solicita¢ao
que atua no laminado, calculada analiticamente.
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5.6.3 Procedimento

Figura 5.1: fluxograma
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5.7 Formulacao do material ortotropico

Dizemos que o material é ortotrépico quando as suas propriedades materiais
sao as mesmas para trés planos de simetria mutuamente perpendiculares
entre si, caso em que o nimero de constantes elésticas (o nimero de termos
independentes pertencentes 4 matriz C) é reduzido para 9 (levando-se em
conta as equacgoes 5.5, 5.9 e a condicao de simetria de Green para material
elastico, ou seja Cyjp = Chiij)-

A implementacao das caracteristicas do material ortotropico, é implementada
na classe TPZMatOrthotropic. Nesta classe, ¢ implementado a matriz de
coeficientes elésticos, dada por

o1 [Ch Cip Ci3 0 0 0 €11

022 Cia Cyp Cyy 0 0 0 €92

033 _ Ciz Co3 Csz 0 0 0 €33 (5 3)

T23 0 0 0 044 0 0 Y23 '

T13 0 0 0 0 055 0 Y13

T12 L O O 0 0 O 066 i Y12

cujos coeficientes elasticos sao dados por
oy Ez'_EmAUyz'Uzy Emvym"'imuzzuyz Emvzm"'imuyzuzy 0 0 0 -
oy Emvyz"'imuzwuyz Ey—E vz Eyvzy"l'iyvmyvzm 0 0 0 £y
o, _ Emuzz""izuyzuzy Eyvy+Eyveyvze Ez—EzAvmyvyz 0 0 0 €,
Txz 0 0 0 Gyz 0 0 Vzz
Tyz 0 0 0 0 Gis 0 Vyz
Tey 0 0 0 0 0 Guy Yoy
(5.4)

sendo que F; sao os coeficientes de elasticidade longitudinal, GG;; sao os co-
eficientes de elasticidade transversal e v;; sao os coeficientes de Poisson e
A = =1+ Uy Uyp + UgpUsy + UVypUsy + 2040y, V.. Tals valores sao implemen-
tados através das matrizes de rigidez, simbolizadas por fKXX, fKYY, fKZZ,
KXY, fKYX, fKXZ, fKZX, fKZY, fKYZ, calculadas no construtor da classe
(método TPZMatOrthotropic(...)). A partir da equacdo constitutiva, e da
matriz de coeficientes elasticos do material ortotrépico, pode-se concluir que
as tensoes podem ser calculadas através das equacoes
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_Ecv[51(l_Vszzy)+5y(Vyz+Vszzz)+€z(Vzcv+Vszzy)}
Oy —14vy Vyz+VzzVza+VyzVeytVayVyzVze tVyaVayVaz
o —Ey[f':y 1_chzl’zcv)+€z Vay+VzzVay +€Z(sz+l’cvy1/zz
Y _1+VacyVy;c+VaczVzac+Vyzsz"l‘VacyVszz;c"FVysznyz
O, —Ez[EZ(l—l/zyljyz)“rfcc(sz+l/;vy1/yz)+5y(Vyz+szVycv
0 = T - _1+VacyVy;c+VaczVzac+gzsz"l‘VacyVszz;c"rVyxl/znyz (55)
xrz
Tyz
Ty Gy

onde E,, I, E, sao os modulos de Young nas direcoes z, y, z respectiva-
mente, Gy, Gy, G, sao os modulos de elasticidade transversal paralelos
aos planos © —y, y — 2, * — z. O termo v;; (i, 7 = x,y, 2) s@o os coeficientes
de Poisson caracterizando a taxa de deformagao na direcao perpendicular ao
sentido de aplicacao da tensao.

Da equacao 9.9 somado a condicao de Green para material elastico (que
estabelece que E,v;; = Ejv;;), conclui-se que das 12 constantes eldsticas
determinadas em 9.10 , apenas 9 sao independentes, de modo que podemos
escrever as componentes de deformacao como:

. _ Yyx _ Vax
Ex £ B, Oy £. 0=
— __Vay 9y Vzy
€y 0t g — E -
— Vaz Vzy gz
2= "E% " E%TE (5.6)
— Tyz .
Tz = G,
— T3
VYez = Gf:z
_ Tzy
Yoy = Gzy

5.8 [Esforcos solicitantes em elementos de placa
da camada "o

Considerando um elemento infinitesimal na camada ”“a”, representado pela
figura 4.2, os esforcos solicitantes por unidade de comprimento (normais N,
cisalhantes V', momentos M) sdo subdivididas em dois grupos e calculados
(no plano de referéncia, no sistema global), conforme adotado por Devloo e
Menezes.
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Figura 5.2: esforcos solicitantes

Figura 5.3: esforgos solicitantes

1. esforgcos de membrana por unidade de comprimento: Resultam da in-
tegracao das tensoes normais o,,0,, T, ao longo da espessura h da
camada, e tem este nome porque sao distribuidas uniformemente ao
longo da meia altura da camada (superficie média), sendo de 2 tipos:
normais as faces do elemento N, IV, segundo as direcoes x e y; tangente
as faces do elemento N,,:

h

oydz Ngy = /ih Toyd2
(5.7)

L [N

h

2
—h

2

N
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2. esforcos assoctados a flexao por unidade de comprimento:

e forcas de cisalhamento por unidade de comprimento: sao ob-
tidas a partir das tensoes de cisalhamento (7., 7,.) que agem ao longo
da espessura h sendo também chamadas de forca cortante por unidade
de comprimento:

h

Vo= | krp.dz V,= [

—h
2

=

kt,.dz (5.8)

N|:- N

onde k£ é um coeficiente adotado para corrigir as diferencas entre a atual
distribuicao de tensao devido & forca cortante e a da teoria da elasticidade.

e momentos por unidade de comprimento : os momentos fletores
M,, M, e o momento torcor M,,correspondem as integracoes das ten-
soes normais o,,0, e das tensoes de cisalhamento 7., que atuam na
camada "o” , multiplicadas pela distdncia do ponto de integracao ao
plano de referéncia, onde esta distancia corresponde & z + f. Fisica-
mente, as grandezas M,, M,,, M,, como sendo os momentos que surgem
ao se transladar as tensoes normais até o plano de referéncia.

1=
1=
1=

M, = [ (24 f)o,dz M, = (24 f)Tuydz

(5.9)

> N

(z+f)oydz My, :/

> N
> N

]
]
M

5.9 Formulacao do material 3D ortotrépico

As matrizes de contribui¢ao sao obtidas através do processo do PTV 4.62.
Como citado anteriormente, a formulagao baseia-se em trés deslocamentos

{ulz,y, z],v[x,y, 2], w[x,y, 2|} (5.10)

através dos quais sao obtidas as deformagoes
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— Ou[zy,2]

Ea ox
ovlz,y,z
£y = [ayy ]
g, = [ z,y,2]
2 Uz 5.11
%y:([,y,ur oo (5.11)
Yz = [;JW] + [ ,yvz]

[ ,y7z] _I_ 8w[:c,y,z]

Supondo que a placa analisada estd sujeita a deslocamentos ficticios (vir-
tuais), de modo a ndo desrespeitar nem a sua restrigio geométrica nem as
suas configuragao de carregamento, pode-se simbolizar esta variagao ficticia
de deslocamento através do uso do simbolo 6 de modo que os deslocamentos
ficticios sao dados por

{6u[z,y, 2], dv[z, y, 2], dw[z, y, 2|} (5.12)

obtendo-se as deformacoes virtuais dadas por

{0, 0y, 02, 0Vays 0Vyz, 0Vazt (5.13)

Substituindo-se as equacoes 5.11 em 5.5 obtém-se

Epv..0w(z,y,z] + EyVyzvzyOw|z,y,z] + Ezvyzé)v[x,%z]

Oz = 0z 0z
_I_Ezuyzvzgyav[m,y,z] + Ezag[;:,y,z] Ezvyzuzayxau x,y,z] /A
Oy =— EyUZygl:[%yvz] + Ey“ly“ngw[mvy,Z] + Eyvzygg[r,y,z]
_'_Eyvxzvzgx@u[x,y@] + Eyag[;v,y,z] Eyvzzvzgjv[x,%z] /A
o, = — E Uzzaugx,y,z] + Uy Uy 2 0ulz,y,2] + Uyzav[:c,y,z] (514)
_l_vzzuyzg;[x,y,z] + [a,y,z] uzyuyzg:u[m,y,z])} /A
Toy = Gay éM[(:;;/y,Z] + 31}[;;@/@]

Tyz — Gyz [6)2y Z] _'_ [ Z;y Z]

oulx,y,z ow(z,y,z
=G, [éLy ] + [&cy ]

onde o termo A é o mesmo da equacao 5.4. Reescrevendo 4.62 com os
deslocamentos adotados pela formulacao

Wint = 04,04 + 0,0y + 06,0, + 20645y Toy + 2064 Tyr + 2067y, (5.15)
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derivando-se 5.15 como simbolizado abaixo

OPTV
0w, 0,

sendo
w; € {Ui, Vi, Wi}
onde u; = u, , Uy = uy, ug = u, (0s sub-indices indicam que o deslocamento

u esta sendo derivado em relacdo as varidveis x, y, z respectivamente). Ana-
logamente procede-se para v;, w;. O campo ¢ é dado por

©i € {(SU,Z, (S'Ui, (51112}

seguindo-se 0 mesmo raciocinio descrito na frase acima. Combinando-se
O0w;0p; com i, j variando independentemente de 1 a 3, tem-se as nove ma-
trizes descritas abaixo
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Kzxx =

~(EBa=Eavyzvzy) 0

A

0 Guy 0
0 —(E:c’ny"‘AEmvyzvzm) 0
Gay 0 0
0 0 0
O O —(Ezvzz‘i'AEzvyzUZy)
0 0 0
G.o 0 0

0 Gay 0
_(Eyuzy-i-AEyUzzUzy) 0 0

0 0O O
G.. 0 0
0 G, 0

0 0 0
etz tumvez) ()
0 0 0
O O —(Eyuzy-‘rAEyUszzw)
0 G 0
Gay 0 0
0 —BBueva)
0 0 Gy
0 0 0
0 0 Gy:

—EZ(’Uyz+UCL‘zUyCL‘)

A 0
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Capitulo 6

Classes principals do ambiente
orientado

O programa desenvolvido, foi implementado num ambiente computacional
denominado PZ, em desenvolvimento no laboratério de mecanica computa-
cional (LabMec) do departamento de estruturas, na Universidade de Campi-
nas (Unicamp), sob a supervisdo do professor-doutor Philippe Remy Bernard
Devloo. Utilizou-se a linguagem C++ na montagem do c6digo e a filosofia
orientado-objeto na sua estruturacao.

Na filosofia Orientada a Objetos, a abordagem do problema analisado utiliza
(ao contrario da filosofia procedural, tradicionalmnete usada em muitos pro-
gramas) estruturas abstratas contendo os dados relativos & mesma e os mé-
todos que esta pode implementar, denominadas classes. Cada classe guarda
todas as variaveis (atributos) as quais podem ser acessadas e utilizadas pela
classe, bem como os métodos (as operagdes) que podem ser feitos com os
mesmos. Como as classes sao estruturas abstratas, a simples definicao da
mesma € insuficiente para a resolucao do sistema, sendo necessario a cria¢ao
dos objetos, que sao entidades com mesmas caracteristicas e comportamentos
da classe & que pertence.

Desta forma, o programa principal basicamente compete-se em chamar as
classes e uni-las de modo a solucionar o problema.

Na resolucao de um problema utilizando-se o ambiente PZ, sao seguidos os
seguintes passos:

1. defini¢ao da malha geométrica de elementos finitos
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10.

11.

12.
13.
14.

15.

16.

17.

. definicao dos nés da malha geométrica, utilizando a classe TPZgeoNode
. definicao das conectividades
. definicao dos elementos através da classe TPZGeoEl

. construcdo das vizinhangas dos elementos geométricos (com o método

BuildConnectivity)

. criacao do material que define a equacao diferencial a ser aproximada

(no caso, TPZMatOrthotropic)

. definicdo dos elementos de contorno (classe TPZGeoEIBC)
. definicao do valor da condi¢do de contorno a ser aplicada

. definicao da malha computacional

definir ordem de interpolacao associada aos elementos computacionais

definicao do elementos computacionais baseados nos elementos geomé-
tricos (método AutoBuild)

definigao do objeto Analysis (classe TPZAnalysis)
escolha do tipo de armazenamento da matriz de rigidez a ser empregada
escolha do solver para resolver o sistema do MEF

resolucao do sistema gerado pelo MEF (método Run, da classe TPZA-
nalysis)

definigao do pés-processamento (calculo de tensoes)

anélise dos resultados

Todas as classes apresentadas abaixo foram utilizadas de modo direto ou
indireto na obtencao da solucao almejada, e o objetivo de inclui-las aqui é
o de dar uma idéia geral de como o ambiente PZ esta estruturado e das
finalidades das classes. Deste modo, algumas varidveis e varios métodos
utilizados pelas mesmas nao serao sequer mencionados visto & complexidade
em que o ambiente PZ se encontra e ao desvio do nosso objetivo.
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6.1 Classes

A documentacao completa do codigo encontra-se em
http://labmec.fec.unicamp.br/~ pz/doxygen

6.2 Definicao da Geometria

6.2.1 Classe TPZGeoMesh

Nesta classe sao encontradoas listas contendo diferentes tipos de objetos,
como nos geométricos, elementos geométricos, e varios outros. Deste modo,
pode-se construir perfeitamente a malha geométrica neceséria para a apli-
cacao do método dos elementos finitos e consequentemente, a solucao do
problema em questao.

Algumas variaveis da classe TPZGeoMesh siao char fName]|...] (nome que
identifica 0 modelo); TPZCompMesh *fReference (ponteiro que aponta
para a malha computacional associada); variaveis TPZAdmChunk (lista
de objetos cujo tipo pode variar dependendo da especificagio).

6.2.2 Classe TPZGeoNode

A classe TPZGeoNode define n6s geométricos. As variaveis utilizadas sao fId
(numero inteiro utilizado para identificar o n6), e fCoord|[3] (um vetor cujos
tres valores sdo as coordenadas do no).

6.2.3 Classe TPZGeoEl

Nesta classe é definida a geometria de um elemento , onde um objeto ele-
mento geométrico genérico contém vérias informacoes que permitem que um
elemento geométrico especifico seja criado. Neste sentido cabe citar as va-
ridveis (conferir) principais como fId, que é um niimero inteiro que associa a
classe a um elemento geométrico particular; *fMesh um ponteiro indicando
a malha geométrica a que pertence; fFather esta variavel indica quem é o
elemento pai ou o elemento inicial, a partir do qual dividiu-se de modo a
obter o elemento em questao.
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Os elementos geométricos contém também detalhes especificos importantes
para a sua implementagcao, como um vetor contendo os objetos associados
aos seus nos (dado por fNodeIndexes]...]); uma lista dos elementos vizi-
nhos para cada um de seus lados (variavel fNeighbours]...]); uma lista de
ponteiros para seus subelementos (TPZGeoEl *fSubkEl|...]).

6.3 Espaco de Interpolacao

6.3.1 Classe TPZCompMesh

Nesta classe é definida a malha computacional (associada a classe TPZ-
GeoMesh através da variavel TPZCompMesh *Reference), contendo assim
como a classe TPZGeoMesh, listas de objetos, desta vez, objetos computa-
cionais, como conectividades, elementos, bem como algumas variaveis como
TPZGeoMesh *fReference() (variavel ponteiro que aponta para a ma-
lha geométrica); TPZBlock fSolutionBlock (guarda a solu¢ao em blocos);
TPZFMatrix fSolution (vetor com a solugdo obtida através do método
de elementos finitos); TPZBlock fBlock (divisdo em blocos da matriz de
rigidez); TPZAdmChunkVector<...> (nesta variavel pode ser embutidos
varios tipos de objeto que irao especificar o tipo de elementos contidos na
lista); int fDimModel (dimensdo do modelo).

6.3.2 Classe TPZCompkEl

Nesta classe é definido o comportamento do elemento computacional. Ha,
associados aos vértices do elemento geométrico, fungoes lineares usadas como
base na obtencao de funcoes polinomiais reais, que por sua vez servem de base
para a obtenc¢ao das fungoes de forma dos elementos hierarquicos. O principal
objetivo desta classe é o calculo da matiz de contribui¢ao do elemento finito.

As principais varidveis desta clasee sao TPZCompMesh *fMesh um pon-
teiro que aponta para a malha que contém uma lista de elementos computaci-
onais, static int gOrder, é um inteiro que identifica a ordem de interpolagao
do elemento.

Os elementos computacionais calculam as funcoes de forma e as integram
sobre o elemento geométrico deformado.
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A classe TPZCompEl tem como principal subclasse, a classe TPZInter-
polatedElement (discutida abaixo) que a partir desta, por sua vez, de-
rivam classes como TPZCompkEIlld (elemento computacional unidimen-
sional), TPZComEIT2d (elemento computacional triangular bidimensio-
nal), TPZCompElQ2d (elemento computacional quadrilatero bidimensi-
onal), TPZCompEIPr3d (elemento computacional prismatico tridimen-
sional), TPZCompEIPi3d (elemento computacional piramidal tridimen-
sional), TPZCompELT3d (elemento computacionaltriangular tridimensi-
onal), TPZCompEIC3d (elemento computacional cibico tridimensional),
TPZCompEIlPoint (elemento computacional pontual). Tais classes sdo as-
sociadas as classes dos elementos geométricos, sendo que para cada classe de
um grupo, ha uma classe correspondente do outro.

6.3.3 Classe TPZInterpolatedElement

A classe TPZIntel (cujo nome completo é TPZInterpolatedElement) é deri-
vada da classe TPZCompEl como citado acima. Todo e qualquer elemento
computacional interpolante implementado no ambiente PZ tem esta classe
como base. A sua finalidade principal é lidar com malhas hp-adaptativas,
gerando subespacos de elementos finitos continuos.

Além das variaveis da classe TPZCompkEl, esta classe também apresenta algu-
mas variaveis como TPZGoEl *fReference (um ponteiro que aponta para
o elemento geométrico ao qual o elemento geométrico se refere), TPZMate-
rial *fMaterial (ponteiro que aponta para objeto material deste elemento
computacional, definindo assim a equagao diferencial a ser solucionada).

H4 também outros métodos que devem ser implementados exclusivamente
por classes derivadas desta, pois os dados manipulados dependem das carac-
teristicas de cada elemento.

6.4 Definicao da Formulacao Variacional

6.4.1 Classe TPZMaterial

A classe em questao determina e especifica quais os tipos de comportamento
que qualquer material derivado utilizado pode assumir através da definicao
da equacao diferencial intencionada, bem como o calculo dos coeficientes da
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equacao diferencial ou forma bilinear. Deste modo, é na classe TPZMate-
rial que sao calculadas as contribuicoes para a matriz de rigidez elemen-
tar dos valores das fungoes de forma, suas derivadas parciais; e o determi-
nante do jacobiano nos pontos de integracdo. A varidvel apresentada por
esta classe ¢ dada por int fId (que é o identificador do material, através
do qual permite-se que seus dados sejam acessados). Desta classe derivam
varias outras como TPZElasticityMaterial (material elastico linear bidi-
mensional); TPZMatBiot(equagido que modela o fluxo através de um meio
poroso); TPZPlateMaterial (material utilizado para problemas do tipo
"plate”); TPZMatHyperElastic (material hipereléstico); TPZPlaca (ma-
terial de placa); TPZMat (implementa o problema de Poisson).

6.4.2 Classe TPZMatOrthotropic

A classe TPZMatOrthotropic foi implementada no ambiente PZ para descre-
ver o cmportamento de um material ortotrépico,por isto esta classe é derivada
da classe TPZMaterial.

As variaveis utilizadas sao:

1. TPZFMatrix fKXX, fKYY, fKZZ, fKXY, fKYX, fKXZ, fKZX, fKYZ,
fKZY: as varidveis ao lado correspondem as matrizes de rigidez do ele-
mento de ordem 3 por 3. Estas matrizes tem os elementos constituintes
dados em fungao das constantes elasticas (modulos de elasticidade lon-
gitudinal e transversal, coeficiente de Poisson). Os valores das matri-
zes de rigidez implementadas neste método estao discretizadas no final
desta classe.

2. TPZFMatrix fLocAxs: corresponde & matriz que incorpora o sistema
de eixos locais a placa (camada).

3. REAL fEppx, fEppy, fEppz, fVxy, fVyx, {Vyz, {Vzy, {Vzx, fVxz: sao as
constantes elasticas (modulo de elasticidade longitudinal nas diregGes
dos eixos x, y e z, e os coeficientes de Poisson) utilizadas principal-
mente no calculo das matrizes de rigidez do elemento, implementadas
no método TPZMatOrthotropic (construtor da classe). Também sdo
usadas no método Solution, no calculo dos elementos componentes do
tensor de tensoes.
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4. REAL fNumNom, fGxy, fGzx, fGyz: sao os modulos de elasticidade
transversal, também utilizadas nos mesmos métodos, e com as mesmas
finalidades que as varidveis acima.

5. TPZFMatrix fXf: fonte
Os métodos implementados sao:

1. TPZMatOrthotropic (int nummat, TPZFMatrix naxes, REAL eppx,
REAL eppy, REAL eppz, REAL vxy, REAL vyz, REAL vzx, REAL
gxy, REAL gyz, REAL gzx) : neste método, sdo calculadas as matrizes
de rigidez elementares, através da passagem dos parametros eppx, eppy,
etc os quais sdo (neste método ainda) igualados as variaveis elésticas
correspondentes. Tais matrizes sao calculadas e o seu valor armazenado
nas varidveis de classe.

2. virtual “TPZMatOrthotropic(): destrutor da classe.

3. Void SetMaterial (TPZFMatrix &xkin): neste método, a varidvel de
classe fXf é igualada valor do parametro xkin (pois é passado na forma
de referéncia).

4. int Dimension(): retorna o valor 3 quando este método é chamado.
5. int NStateVariables(): retorna o valor 3 quando este método é chamado.

6. virtual void Print (ostream &out): sdo imprimidas neste método, as
constantes elasticas (variaveis da classe), as matrizes de rigidez ele-
mentares.

7. char *Name(): retorna o nome da classe TPZMatOrthotropic.

8. virtual void Contribute (TPZVec<REAL> &x, TPZFMatrix &, TPZ-
Vec<REAL> &sol, TPZFMatrix &, REAL weight, TPZFMatrix &axes,
TPZFMatrix &phi, TPZFMatrix &dphi, TPZFMatrix &ek, TPZFMa-
trix &ef): o objetivo deste método corresponde ao calculo da formu-
lacao variacional de Galerkin (dada através do processo denominado
P.T.V.). Inicialmente, a matriz elementar ek, e o vetor de cargas ele-
mentar estao zerados, e sao usados como parametros para que seja
“alimentados” pelo proprio método. Assim, quando o elemento compu-
tacional deformado chama o método CalcStiff (que devolve o Jacobiano
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10.

11.

12.

13.

e a inversa do Jacobiano) este cria uma regra de integragio sobre o ele-
mento mestre (que varia segundo a ordem desejada, onde quanto maior
a ordem, maior a quantidade de pesos e de pontos). Sobre cada ponto
do elemento mestre, é chamado o método Contribute. Cada ponto por
que o método passa, a matriz de carga ek é calculada, e somada a ob-
tida pelo(s) anterior(es). Os valores das funcoes de forma e das suas
derivadas sao passadas através dos parametros phi e dphi, para cada
poonto (visto mudarem quando estes sao mudados).

. virtual void ContributeBC(TPZVec<REAL> &x, TPZVec<REAL>

&sol, REAL weight, TPZFMatrix &axes, TPZFMatrix &phi, TPZF-
Matrix &ek, TPZFMatrix &ef, TPZBndCond &bc): o objetivo prin-
cipal desta classe é contribuir com a condicao de contorno imposta na
borda. A malha computacional possui uma lista com todos os tipos
de elementos (elementos de volume, elementos de contorno, elemen-
tos de condi¢ao de contorno); quando o método Assemble da classe
computacional é acionado, este percorre todos os elementos computa-
cionais, acionando o método ContributeBC da classe material (quando
encontra o elemento condigao de contorno). Com isto, as condi¢oes de
contorno sao aplicadas por meio de integragdo numérica (peso e ponto)
integrando a condigdo de contorno das fungdes (as quais dependem da
condi¢do adotada, como condi¢do de Neumann, condigdo mista).

virtual int VariableIndex(char *name); a partir do nome escrito no
parametro name, este método associa um ntimero inteiro que sera re-
cuperado pelo método Solution.

virtual int NSolutionVariables(int var); retorna a quantidade de ele-
mentos que a agao solicitada para calculo deve ter (caracterizando-a
como um escalar, ou um tensor completo, etc).

virtual int NFluxes(){ return 3;}: retorna o valor 3.

virtual void Solution(TPZVec<REAL> &Sol, TPZFMatrix &DSol, TPZF-

Matrix &axes, int var, TPZVec<REAL> &Solout): todo ponto contido
no elemento mestre é mapeado para um ponto no elemento deformado
computacional. O método Solution da classe TPZInterpolatedElement
(acessado por e derivado da classe TPZCompEl) recebe os parame-
tros gsi (que se refere ao ponto da malha computacional deformada), o
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namero representado por var (representa o tipo de solicitagdo cujo re-
sultado se pretende pos-processar) e o parametro Sol (que corresponde
ao retorno da soluc¢do). A solugdo referida corresponde a solugdo do
método de elementos finitos (obtida através do P.T.V.) dada pelo so-
matorio Y- x;1;(¢si) = Sol, (onde a variavel x; corresponde aos deslo-
camentos materiais). O método Solution da classe TPZInterpolatedE-
lement recupera entdo a solugdo calculada nos vetores u e du (onde u
representa a recuperacao da variavel Sol, enqquanto que du representa
a recuperagao da variavel DSol). No poés-processamento da solugao o
elemento computacional chama o método Solution do material (desta
vez da classe TPZMatOrthotropic), cuja finalidade é o célculo das va-
ridveis pos-processadas como deslocamentos, tensoes, etc.

14. virtual void Flux(TPZVec<REAL> &x, TPZVec<REAL> &Sol, TPZF-
Matrix &DSol, TPZFMatrix &axes, TPZVec<REAL> &flux);

15. void Errors(TPZVec<REAL> &x,TPZVec<REAL> &u, TPZFMatrix
&dudx, TPZFMatrix &axes, TPZVec<REAL> &flux, TPZVec<REAL>
&u_exact, TPZFMatrix &du_exact,TPZVec<REAL> &values);

16. void TPZMatOrthotropic::Normalize(TPZFMatrix &naxes);

6.5 Contribuicoes deste Projeto

6.5.1 Classe TPZMulticamadaOrthotropic

A classe TPZMulticamadaOrthotropic foi implementada com o objetivo es-
pecifico de descrever o comportamento de uma placa multicamada, onde cada
camada que forma esta multicamada é composta por um material ortotro-
pico (implementada pela classe TPZMatOrthotropic) sendo que a sua fungao
bésica é o gerenciamento da montagem do conjunto multicamada, bem como
a implementacao das agoes aplicadas sobre o mesmo.

6.5.2 Classe TPZPlacaOrthotropic

A classe TPZPlacaOrthotropic implementa variaveis e métodos que visam
gerenciar uma camada de placa ortotropica. As varidveis desta classe sao:
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1. TPZGeoEl *fGeoEl: ponteiro que permite acesso & classe TPZGeoEl,
para a caracterizacao do elemento geométrico.

2. TPZInterpolatedElement *fIntel: analogo a variavel acima, esta varia-
vel permite acesso aos métodos da classe TPZinterpolatedElement.

3. REAL fH: corresponde & altura total da placa.

4. REAL fZMin, fZMax: corresponde a distancia entre o plano de refe-
réncia e o plano médio da placa.

5. int fTensorVar:
Os métodos implementados sao:

1. TPZPlacaOrthotropic(): construtor da classe.

2. TPZPlacaOrthotropic(TPZGeoEl *gel, REAL zmin, REAL zmax): tam-
bém construtor da classe, porém, os parametros citados permitem que
sejam transmitidos ao construtor do objeto o elemento geométrico, e a
distancia z determinada.

3. “TPZPlacaOrthotropic(){}: destrutor da classe.

4. void Tensor(TPZVec<REAL> &ksi, TPZFMatrix &T): este método
devolve o tensor de tensoes da placa, sendo que o parametro ksi é
utilizado como parametro no método Solution, chamado pela variavel
fIntel da classe, utilizado dentro deste método.

5. REAL Moment (REAL zref, TPZVec<REAL> &normal,
TPZVec<REAL> &direction): retorna o momento para dados dois
vetores nl e n2. Normal, direction e tensor de tensoes multiplicados
entre si resultam na tensao aplicada, utilizada no cilculo do momento.

6. REAL Force (TPZVec<REAL> &normal, TPZVec<REAL> &direc-
tion): retorna a forga aplicada, dados dois vetores nl e n2.

7. REAL GradMoment (REAL zref, TPZVec<REAL> &graddir, TPZ-
Vec<REAL> &normal, TPZVec<REAL> &direction): da o gradiente
do momento na direcao indicada por graddir.
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8. REAL GradForce (TPZVec<REAL> &graddir, TPZVec<REAL> &nor-
mal, TPZVec<REAL> &direction): da o gradiente da forga na diregao
indicada por graddir.

9. void GradTensor (TPZVec<REAL> &graddir, TPZVec<REAL> &ksi,
TPZFMatrix &gradtensor): da o gradiente do tensor na dire¢do indi-
cada por graddir.

10. void PrintTensors(ostream &out):imprime um valor do tensor, numa
posicao especifica, e a norma do tensor, na tela do video.

11. void PrintTensors(ostream &out, TPZFMatrix &tensorin, TPZFMa-
trix &tensorout): imprime um valor do tensor, numa posi¢ao especifica,
e a norma do tensor.

12. REAL Height(){return fH;}: retorna a altura da placa.
13. REAL ZMin(){return fZMin;}: retorna a altura z minima.
14. REAL ZMax(){return fZMax;}: retorna a altura z maxima.

15. void IdentifyCompEl(): identifica o elemento computacional a ser uti-
lizado.

16. void Print(): imprime a altura da placa.

17. TPZInterpolatedElement *ComputEl(){return fIntel;}: retorna a va-
riavel fIntel.

6.5.3 Classe TPZBCTension

Com o intuito de implementar o método iterativo da condi¢ao de contorno,
foi criada a classe TPZBCTension (derivada da classe TPZBndCond). A
condicao de contorno inicial corresponde as agoes aplicadas na placa multica-
mada, porém, com o intuito de se atingir o objetivo (descrito anteriormente)
aplica-se um processo reiterativo, onde as condicoes de contorno iniciais sao
alteradas. Tal processo é permitido através da implementacgao desta classe,
visto que a sua classe base TPZBndCond utiliza condicoes de contorno ini-
ciais e fixas, ao longo de todo o processo.
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Contudo, é interessante utilizarmos dos métodos implementados por TPZBnd-
Cond, visto que a cada passo da iteracao, outras condigoes de contorno sao
reaplicadas, correspondo ao uso repetido desta classe.

As variaveis utilizadas sio TPZMulticamadaOrthotropic *fMultCam
(através da qual consegue-se acessar os métodos da classe TPZMulticamada-
Orthotropic); int fCamada (); REAL fSign ().

Alguns métodos podem ser citados como:

1. "TPZBCTension(){}: destrutor da classe.

2. TPZBCTension (TPZMaterial *material, int id, int type, TPZFMatrix
&vall, TPZFMatrix &val2, REAL sign, TPZMulticamadaOrthotropic
*mult, int camada): construtor da classe, inicilaizam as varidveis com
os valores dos parametros .

3. virtual int NFluxes(){return Material()->NFluxes();}: retorna o nu-

mero de componentes que forma a funcao de fluxo, através do método
NFluxes, da classe TPZMaterial.

4. int NStateVariables(){return Material()->NStateVariables();}: retorna
o nimero de variaveis de estado associado ao material.

5. void Contribute(TPZVec<REAL> &x, TPZFMatrix &jacinv, TPZ-
Vec<REAL> &sol, TPZFMatrix &dsol, REAL weight, TPZFMatrix
&axes, TPZFMatrix &phi, TPZFMatrix &dphi, TPZFMatrix &ek,
TPZFMatrtix &ef).
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Capitulo 7

Exemplos Numeéricos

7.1 Introducao

Sao apresentados neste capitulo, exemplos numeéricos da formulacao multi-
camada. O estudo consiste na analise do estado tridimensional de tensao,
visto que sao analisadas as tensdes que ocorrem ao longo da fibra média do
elemento de placa, em toda a espessura. Inicia-se o estudo com um elemento
de placa multicamada formada por 3 camadas isotrépicas, e em seguida,
analizam-se os resultados de uma placa multicamada ortotrépica composta
por 5 camadas. Estes testes pretendem demonstrar a consisténcia do esquema
numérico, assim como validar a implementacao.

7.2 Descricao do problema numeérico

Considera-se inicialmente uma placa quadrada de espessura fina, variando
no intervalo [0, 0.5]. O dominio corresponde a um corpo tridimensional, um
hexaedro. Para a obtencao de tal dominio, sdo utilizados elementos finitos
hexaédricos inicialmente superpostos, placa sobre placa, formando um domi-
nio multicamada. Eventualmente, com o objetivo de aumentar a precisao no
célculo, serao utilizados vérios elementos finitos hexaédricos formando uma
tinica camada (placa ortotropica).

Sao aplicadas condigoes de contorno nas faces do elemento geométrico hexa-
edro. As condigoes de contorno a serem aplicadas sao:
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1. Esforcos Normais nas diregoes x ou y
2. Esforcos Cisalhantes xy

3. Momentos de Flexao

O procedimento de calculo consiste em se passar inicialmente as dimensoes
da placa (largura, comprimento e espessura). Os coeficientes eléasticos sao
especificados no método construtor da classe TPZMulticamadaOrthotropic
(cujos pardmetros sdo compostos dos valores das dimensoes da placa) orto-
tropica ou isotropicamente. Pode ser admitido somente um valor para cada
tipo de constante elastica quando se trata de um material isotropico. Cada
vez que uma nova placa é criada seus dados sao adicionados ao material
multicamada, através do método AddPlacaOrtho (...). Cria-se em seguida, a
malha geométrica através do método GenerateMesh (classe TPZMulticama-
daOrthotropic) através do qual sdo ligados também os elementos geométrico
e computacional.

Determina-se posteriormente o tipo de solicitagao, com os métodos SetQx,
SetQy, SetNx, SetNxy, SetNy, SetMx, SetMy, SetMxy, os quais passam os
valores especificados para as posi¢oes 0 e 2 das variaveis da classe TPZ-
MulticamadaOrthotropic, correspondentes as agoes de cortante, e momento.
A estrutura de dados interna é entdo carregada e utilizada para inicializar a
solugao através do método ComputeSolution (classe TPZMulticamadaOrtho-
tropic).

Nos testes a serem efetuados, serdo desconsiderados esforcos aplicados na
direcao vertical. O problema atual consiste em aplicar-se condi¢oes de con-
torno nas faces laterais monitorando-se as tensoes resultantes na fibra média
do dominio multicamada.

7.3 Casos Testes

Como primeiro exemplo tem-se uma placa multicamada (3 camadas) com-
posta por um material isotropico, cujo dominio é dado por

0= {(x,y,z) € R (x,y) € [0,2]}
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Figura 7.1: placa multicamada

7.3.1 Placa multicamada composta por 3 camadas

Neste caso, sao estudadas a evolugdo das tensdes ao longo de toda a fibra
média (central) pertencente ao dominio do laminado.

O laminado é formado pela uniao de trés placas, tipo “sanduiche”, onde as
duas placas externas apresentam pequena espessura e alta rigidez. A camada
interna ao contrario, apresenta espessura bem maior do que as externas, e
baixa rigidez.

Sao aplicadas as agoes solicitantes correspondentes a (M, My, My,, N, N,
Ny, Vi € V,) nas bordas do material multicamada, observando-se a evolugao
das tensoes ao longo de toda a sua espessura.

O conjunto multicamada é formado pela unido de trés placas isotropicas,
sendo que as duas camadas externas sao muito finas, com uma espessura de
0.01, e um moédulo de elasticidade muito alto (ou seja, sdo muito rigidas)
igual a 100000. O coeficiente de Poisson para as duas placas externas é igual
a 0.3. O moddulo de elasticidade transversal é igual a 38461.5.

A camada interna apresenta espessura muito maior (igual a 0.2) e um moédulo
de elasticidade muito menor (sendo portanto menos rigida) e igual a 100. O
coeficiente de Poisson é o mesmo adotado para as placas externas. O moédulo
de elasticidade transversal é igual a 38.4615.

As trés fibras apresentam a mesma orientacao de fibras.

Os sentidos de aplicacao das solicitagoes pode ser observado através da figura
4.2.

Cada gréafico mostra as tensoes significativas correspondentes aos esforcos
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simples. Para os carregamentos N,, N, e N, as cargas sao transmitidas
pelas placas rigidas 7.2 , 7.3 e 7.4. O esforco cortante é principalmente
carregado pela camada espessa, figuras 7.5 e 7.6.

Os momentos M,, M, e M,, sao transferidos para as duas camadas rigidas. A
distancia entre essas duas camadas reduz o tamanho das tensoes das mesmas,
figuras 7.7, 7.8 e 7.9.

Problema 1: esforgo Nx

Figura 7.2: solicitagao Nx
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Problema 1: esforgo Ny

Figure #: solicitagao Nxy<1003>100100100

Figura 7.3: solicitacao Ny

Problema 1: esforgo Nxy

——Tau

Figura 7.4: solicitacao Nxy100100100

Figure #: solicitacao Nxy<1003>100100100

Os graficos acima mostram que devido ao mddulo de elasticidade das cama-
das externas serem muito maiores (ou seja, sdo muito mais rigidas), estas
absorvem praticamente todo o esforco que lhes sao aplicadas. Como no pri-
meiro gréfico, o esforco aplicado foi somente na diregdo x (Nx), praticamente
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Problema 1: esforgo Qx

100

Figura 7.5: solicitagao Qx

nao ha tensoes o,. Andlises semelhantes podem ser feitas para os outros 2
graficos. A pequena oscilagdo que hé nas regioes de abscissas 0.01 a 0.02 e
de 0.2 a 0.21 sao devido ao processo de representacao do programa excell,
utilizado para visualizagao grafica.

Problema 1: esforgo Qy

100100

Figura 7.6: solicitacao Qy

Seguindo calculos para barras prismaéticas, observou-se que as tensoes de-
senvolvidas ao longo de uma secdo sujeita a uma forca cortante segue um
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comportamento parabdlico (ou proximo disto). Devido a um problema de
escala nas tres regides do garafico (ou camadas da placa) as tensdes parecem
se desenvolverem se modo retilineo, porém, utilizando-se um zoom, percebeu-
se que o comportamento obedecido nas trés regioes, é parabolico. Nota-se que
ao contrario do esforco normal, o esfor¢o cortante é praticamente carregado
pela camada menos rigida.

Problema 1: esforgo Mx

Figura 7.7: solicitacao Mx

Problema 1 : esforgo My

Figura 7.8: solicitacao My
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O comportamento das tensoes quando lhe é aplicado um esfor¢o de momento
é retilineo. Observa-se que o momento é provocado por tensoes especificadas
nas camadas mais rigidas.

Problema 1: esforgo Mxy

—o—Tau ay

walor da tens bo

0 > + + 3

001 002 003 004 005 006 007 000 009 01 041 02 013 004 015 006 017 018 018 02 03 0F2

Figura 7.9: solicitacao Mxy

7.3.2 Teste para placa multicamada composta por 5 ca-
madas

Neste caso, analisou-se a evolugao das tensoes ao longo da fibra média per-
tencente ao dominio da placa multicamada, ao aplicarem-se as solicitacoes

(M, M, My, Ny, Ny, Ny, Vi, V) nas bordas da placa.
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Figura 7.10: placa multicamada

O conjunto multicamada é composto por 5 camadas, onde as constantes
elasticas sao iguais para todas elas. O moddulo de elasticidade longitudinal
E, & igual a 1000, os m6dulos de elasticidade longitudinais nas direcoes y e
z, correspondentes a F, e E, respectivamente sao idénticos e iguais a 100.
Os coeficientes de Poisson v, v, V., sao respectivamente iguais a 0.3, 0.15,
0.3. Os moédulos de elasticidade transversais tem os valores G, = 25.641,
Gy, = 76.9231, G, = 19.2308.

Todas as camadas tem a mesma espessura, de valor 0.1.

As dire¢oes das fibras entretanto, variam de camada para camada como mos-
trado abaixo

Para a camada 1 os eixos estdo orientados segundo os vetores (0.707107, 0.0,
0.0),( 0.0, 0.0, 0.0), ( 0.0, 0.0, 1.0);

Para a camada 2 considera-se uma rotacao 45 graus, entao as direcoes dos
eixos sao dadas por ( 0.707107,0.707107, 0.0),( -0.707107, 0.707107, 0.0), (
0.0, 0.0, 1.0);

Para a camada 3 as dire¢oes dos eixos sdao dadas por ( 0.707107, -0.707107,
0.0),( 0.707107, 0.0, 0.0), ( 0.0, 0.0, 1.0);

Para a camada 4 as dire¢des dos eixos sdo dadas por ( 0.707107, 0.707107,
0.0),( -0.707107, 0.707107, 0.0), ( 0.0, 0.0, 1.0);

Para a camada 5 as dire¢oes dos eixos sao dadas por ( 0.707107, -0.707107,
0.0),( 0.707107, 0.707107, 0.0), ( 0.0, 0.0, 1.0);

Os sentidos de aplicacao das solicitagoes pode ser observado através da figura
4.2.

88



Os esforcos N,, Nye N, resultam em tensoes constantes em cada camada.
Cada esforco resulta em tensoes o,, 0, e 7,,. Esta distribuicao é necessaria
para compatibilizar as deformagoes.

Os esforcos V,, e V,, mediante o mecanismo de realimentacao dos tensores,
resultam em um estado plano de deformacao. Assim, as tensoes correspon-
dentes a V,sd0 unicamente 7, e para V,, 7, (o grafico de V, é provavelmente
errado).

Os momentos M,, Mye M,, resultam em tensoes o, o, e 7,,. Se¢oes planas
permanecem planas.

Observa-se que as tensoes correspondentes aos esforgos cortantes sao ortogo-
nais as tensoes dos eforcos M,, M,, M,,N,, Nye Ny,.

Os valores das tensoes analisadas estao discretizadas nos graficos abaixo

Problema 2: Esforgo Nx

Walor da Tens bo

Figura 7.11: solicitagao Nx
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Problema 2: Esforgo Ny

Figura 7.12: solicitagao Ny

A solicitagdo normal, pelo efeito de Poisson provocara tanto tensoes o,
quanto o,,. Para assegurar que as deformacoes em todas as camadas se-
jam as mesmas e nas mesmas direcoes, hi tensoes internas para assegurar
a compatibilidade cinemética (o,,0,, no primeiro grafico); sdo as tensdes
internas responsaveis por assegurar esta compatibilidade

Problema 2: Esforgo Nxy

Figura 7.13: solicitagao Nxy
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Problema 2: Esforgo Qx

|=a—Tou ¥Z
——Tau Y7

Figura 7.14: solicitacao Qx

Problema 2: Esforgo Qy

|=a—Tou ¥Z
——Tau Y7

Figura 7.15: solicitagao Qy

A evolugao do cortante em cada camada é parabdlica. Devido & compatibi-
lidade cinematica, o esforco Qx (do primeiro grafico) acarreta o esforgo 7,.,
observando-se que a condigdo [7,. = 0 acarreta que o equilibrio global &
satisfeito.
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Problema 2: Esforgo Mx

Figura 7.16: solicitacao Mx

Problema 2: Esforgo My

Figura 7.17: solicitagao My

A absorgao de cortante do esforco N em cada camada e a solicitagdo Mx (no
primeiro grafico) acarreta também esforgos 7,,e o,. O esforgo total N,, =
J 72y=0, Ny = [ 0,=0.
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Problema 2: Esforgo Mxy

Figura 7.18: solicitacao Mxy
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Capitulo 8

Conclusoes

Foi desenvolvido um procedimento para célculo de estado de tensao em uma
placa formada por miltiplas camadas ortotropicas.

Para sustentar este desenvolvimento, diversas formulacoes de placas foram
estudadas, algumas adequadas para placas uniformes, outras para placas
multicamadas. Observou-se que todas as formulagoes procuram uma otimi-
zagao do espaco de aproximagao para melhor representar o estado de tensao
interno da placa.

No nosso trabalho estudamos o estado de tensao de equilibrio da placa quando
submetida a esforgos simples tais como tensao normal, momento e cortante.
Espera-se dessa maneira desenvolver um modelo de placa, baseado em con-
ceitos energéticos, similar aos primeiros modelos de viga desenvolvidos.

A metodologia de realimentagao de condigoes de contorno conseguiu calcular
o estado de tensao para qualquer configuracao de placa multicamada. Os
estados resultantes sao solugoes exatas satisfazendo as equagoes de equilibrio
e relagoes constitutivas.

E possivel imaginar a aplicacio desta mesma técnica para calculo de estado
de tensao em placas nao homogéneas, porém, com estruturas repetidas.

O procedimento de célculo convergiu em poucas iteracoes e podera ser utili-
zado no desenvolvimento de novos modelos de placas.

94



Capitulo 9

Apéndice

9.1 Teoria da Elasticidade

Para o estudo apresentado aqui, consideramos segundo Reddy [16] e Simdes
[21]que o corpo obedece ao regime de elasticidade linear. Pode-se distinguir
dois tipos de movimentacao apresentados pelo corpo, movimento de corpo
rigido (quando nao ha deformacao, apenas deslocamento e/ou rotagdo, ndo
alterando o estado de tensdo do sélido), deformagao (que ocorre quando
hé alteracdo na distancia relativa entre dois pontos pertencentes ao sélido).
Considera-se um so6lido continuo e homogéneo, que obedece ao regime elastico
linear com pequenos deslocamentos de seus pontos materiais, de tal modo a
poder utilizar o conceito de deslocamentos infinitesimais.

Supondo dois pontos pertencentes ao solido, representados pelas letras P e
@ (este ultimo situado nas vizinhancas do primeiro), ligados pelo vetor dx,
representando a situagao indeformada do s6lido. Apo6s uma mudanca na con-
figuragao, o corpo passa para uma situacao deformada, onde os pontos iniciais
deslocam-se para outras posigoes, simbolizadas por X e Y, respectivamente,
segundo o vetor de deslocamentos:

u(z,y, 2)
u= | v(z,y,z) (9.1)

2(x,y, 2)

Desta forma, utilizando-se o conceito de deformacao infinitesimal, a posicao
final X pode ser escrita na forma abaixo, onde u(P) significa o deslocamento
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do ponto
X =P +u(P) (9.2)

considerando-se um ponto (), cuja posicao inicial é dada por P+dx, apresenta
uma posicao final dada por X + dX =Y, que também pode ser escrita da
seguinte forma:

r+dr=X+dX +u(Q) (9.3)

Subtraindo-se as duas expressoes, obtemos o valor do vetor du:
de =dX + u(Q) — u(P) (9.4)

Demonstra-se que a derivada direcional de u(p) (onde u é a fungdo que d4 os
deslocamentos de todos os pontos do corpo estudado) nos da a deformacao
material do corpo, como mostra a equacao abaixo:

lim £+ ads) = F(7) _ D|u, dz] (9.5)

a—0 o

de modo que pode-se obter a igualdade:

dx = Vu.dX (9.6)

onde Vu representa um tensor de segunda ordem, dado pelo gradiente da
funcao de deslocamentos u.

ug  Oug Oug

i g g

— Ouy  Ouy  OUy
Vu = ox oy 0z (97)

Ouz Ouz Ju:

oz dy 0z

Utilizando-se a série de Taylor, podemos rescrever a equagao 4.67, desprezando-
se os termos de ordem superior a 1, (pois estamos considerando a teoria de
pequenos deslocamentos), devido ao fato destes representarem derivadas de
ordem superior, como abaixo:

do = dX + (Vu) dX + O(dX) (9.8)

onde o termo O(dX) representa o residuo da aproximagao (simbolizando to-
dos os termos de ordem superior a 1 e que pode ser desprezado, conforme
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citado acima). O comprimento dos vetores dz e dX podem ser representa-
dos por ds e dS respectivamentesendo dado pelo produto interno dos dois
primeiros vetores:

|ds||> = ||dS||* = (dX.(Vul Vu — I)dX) (9.9)
onde o termo Vu?Vu pode ser escrito da seguinte maneira:

C = Vu'Vu = (I+Vu(p)).(I+Vu(p)) = ]~|—Vu(p)T+Vu(p)+Vu(p)T(Vu(p))
9.10

que apo6s desprezar o tltimo termo toma a formas:

|ds||* — ||dS|]> ~ I + Vu(p)T + Vu(p) = I +2E (9.11)

introduzindo o tensor F acima, denominado tensor de deformacao infi-
nitesimal cujas componentes sdo obtidas através das componentes do gra-
diente do vetor de deslocamentos

1 8u2 8uj
P 12

onde os indices 7 e j podem variar de 1a3, sendo que as componentes u; repre-
sentam os deslocamentos u(x,y, 2), v(z,y, z), w(x,y, z) conforme os valores
do indice variam de 1 a 3, cabendo salientar também que os termos x1, x5, x3
representam os eixos x, Yy, z pois as equagoes utilizadas sao descritas usando
como referéncia os eixos cartesianos.

[E] = 3(Vu(p)” + Vu(p)

~—

duy. 1 (M M) 1 (0w 4 dug
X1 2\ox; T oxy) 2 \oxs T ax, 0.13
= | L(0w 4 Oup Ouy 1(0up 4 Ous (9.13)
- 2 \0X>o 0X1 0Xo 2 \0X3 0Xo
1 (2w 4 Oug) 1 (% + %) Dug
2\ox; T ox,) 2 \oxs T ax, X3

onde os termos E;; representam as deformacgoes provocadas ao longo da fibra
(encurtamento ou alongamento) na direcao ¢; (devido a aplicagao das tensoes
normais ;). Os termos E;; refpresentam as deformagoes cisalhantes, dadas
POT Yy Vaz Vyz Vyz Vo= Y=y Proporcionais a metade da mudanca angular da fibra
alinhada com as direcoes 7, j provocada pela aplicagao das tensoes cisalhantes
Tij-
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9.2 Tensao

Para um ponto qualquer, pode-se determinar um plano que passa por ele e
uma for¢a por unidade de area aplicada (cuja resultante é a integral das forgas
por unidade de area, chamadas de tensdo). Deste modo, havendo tensoes,
pode-se calcular a forca resultante através da integral das tensdes, como ,
e para tal, imagine um corpo seccionado em duas partes. Tomando-se um
ponto P pertencente ao plano a que divide o corpo, pode-se determinar uma
forga (aplicada ao corpo) por unidade de érea, atuando num determinado
ponto deste plano. Somando-se todas as forcas puntuais, determina-se a
resultante da forca que age sobre o plano «, dada pela integral de todas
estas forcas. A forca por unidade de area é denominada tensao. Pode-se
distinguir trés tipos de forcas que agem sobre um soélido, a saber:

1. Forga de contato entre corpos
2. Forcas aplicadas na superficie

3. Forcas internas ao corpo

Verifica-se deste modo, que a tensao se comporta como um tensor, com as
seguintes propriedades

1. Ha um tensor de tensoes o, tal que d,(P) = o.n, onde ¢ é denominado
tensor de tensoes de Cauchy

2. O tensor de tensoes é simétrico

3. O tensor de tensoes satisfaz a lei de equilibrio : dive +b=0

havendo tensoes, pode-se calcular a forga resultante (para qualquer ponto
pertencente ao plano seccionador) através da integral das tensdes, como:

/8 oul@)dw (9.14)

onde esta integral é calculada considerando-se todas as tensoes que agem
sobre o contorno do sélido considerado, de modo que o seu valor d& o valor
da forca total que atua sobre o contorno do sélido. Analisando um a tensao
que atua sobre um plano inclinado (que forma, juntamente com os planos
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coordenados, umtetraedro infinitesimal), pode-se verificar que a forca total
que atua sobre o contorno do corpo é dada por:

/ do(2)dw = | —duy Ay — dyyAy — doy A, + dos A (9.15)
op _dszm - dysz - dzzAz + dnzA

dai conclui-se que:

dn:c d:c:cnx + dyxny + dz:cnz dxx dyx dzx Ng

dpy | = | daoyne +dyyn, +dyn. dy, = | dgy dyy day Ty

dnz dmznw + dyzny + dzznz dwz dyz dzz n,
(9.16)

A forca de volume total aplicada sobre o s6lido, num dado ponto P é dada
por:

/P b(x)dS (9.17)

de modo que a forca total que age sobre o ponto em estudo P compreende a
soma das forc¢as superficie com as de volume, que é assumida como constante
caso a area em que atua a tensao tenda a zero. Para que o corpo esteja em
equilibrio é necessério que esta resulatante (assim como o momento que atua
no ponto) sejam nulos, ou seja:

F(P) = /8 dn(@)du + /P b(x)dS (9.18)

m(P) = /8 X dy(2)dw + /P r % b(z)dQ (9.19)

Para cada area de corte contendo o ponto Pem questao, atua uma tensao
0n, que pode ser decomposta em tres componentes paralelos aos eixos coor-
denados, de modo que, se tomarmos u elemento ctibico infinitesimal sobre o
ponto P e decompormos todas as forcas que atuam nos 6 lados deste cubo,
tem-se um total de 18 componentes, atuando no cubo. Porém, calculando o
momento das for¢as em torno do ponto central do cubo, pode-se chegar a con-
clusao de que o;; = 0;;, ou seja, o tensor de tensoes é simétrico, de modo que
o total de componentes independentes cai para 6 (04, 0y, 05, Tuys Tyzs Taz)-
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9.3 Equacoes Constitutivas

As equagoes cinematicas, mecénicas e termodinamicas, (as relagoes estudadas
até agora), sdo aplicadas para qualquer solido continuo, independentemente
de sua constituicao fisica. As equacoes constitutivas, ao contrario, carac-
terizam o material individualmente, dependenmdo do modo como reage a
aplicacao de cargas. Os coeficientes materiais que determinam as equacoes
sao considerados constantes ao longo de toda a deformacao. Para se resolver
problemas de equilibrio de corpos elasticos, sao necessérias estabelecer outras
relacoes entre as tensoes e deformagoes, pois as estabelecidas acima nao sao
suficientes para tal, deste modo, precisa-se estabelecer um modelo eléstico
para o corpo. Considerou-se desta forma, que o corpo obedeca as pequenas
deformacgoes e também ao regime elastico linear, implica que as equagoes
constitutivas (ou seja, as equagdes que relacionam o tensor de tensdes com o
respectivo tensor de deformagoes) sdo estabelecidas utilizando-se as Leis de
Hooke, obtendo-se assim a seguinte expressao:

o=Ce (9.20)

O uso desta equacao é importante pois é através dela que pode-se estudar o
equilibrio do corpo, uma vez que somente as equagoes de forca e momento
resultantes nao sao suficientes para o estudo do equilibrio de corpos elasticos,
cabendo dizer que a relagao entre a tensdo o e a deformacao ¢ é linear e C'
corresponde & um tensor de quarta ordem, podendo reescrever a equacao
acima como:

045 = Cijkl-gkl (9.21)

sendo que C representa o tensor de quarta ordem que contém as constantes
elasticas do material em estudo. Tal equagao possui 81 coeficientes. Como
os tensores de segunda ordem (de tensdo e de deformagio) sdo simétricos,
pode verificar que:

Cijkl = Cjikl Cijkl = Cijlk (922)

de modo que assim, as constantes podem ser simplificadas de 81 para 36

100



coeficientes elasticas independentes. Deste modo, pode-se obter a relacao:

01 [ C1y Cia Ci3 Cuy Cis Cis ] (&
02 Co1 Oy Caz Coy Cys Uy €2
o3 | _ Cs1 Csp Csz3 O3y Cz5 Csg €3 (9.23)
oy Cun Ci Ciz Cu Cis Cy €4 '
05 Cs1 Csa Cs3 Csy Css Csg €5
06 | Co1 Co2 Cos Cos Cos Cos | | €6
ou, em notacao indicial:
0; = Cij€j (924)

onde C;; representa o tensor de coeficientes elasticos, simplificado com as
hipoteses acima e os indices indicados em o e € correspondem a:

01 =0y, 02 =0y, 03 =O0,, 04 = Oyz, 05 = Ogz, 06 = Ogy (925)
€1 = €y, €2 =€y, €3 = E4, €4 = 26y, €5 = 264,, €6 = 2Eqy (9.26)
sendo que podemos, entao escrever:

0y = Crigg + Clagy + Cisze, + Clagy, + Cise.q + Cloay
: (9.27)
0z = Ce165 + Coaey + Coze. + Cpacyz + Cose20 + Cosay

sendo que o tensor C;; também é simétrico (C;; = C};), de modo que assim, o
total de coeficientes elésticos no tensor se reduz para 21 elementos indepen-
dentes. Quando, segundo Reddy [16], os coeficientes elasticos Cj;r; em um
ponto permanecem inalterados para cada par de sistema coordenado, (como
imagens espelhadas de um plano), entdo este plano é chamado de plano de
simetria material do ponto. Como o tensor de quarta ordem C' corres-
ponde as constantes elasticas do material, as rela¢oes constitutivas (tensao-
deformacao) variam de material para material, ao contrario das outras re-
lagoes (equagOes de equilibrio, relagées deformacgao-deslocamento,
equagoes de compatibilidade) que sdo as mesmas nao importando se o
material é isotrépico ou anisotrépico, desde que respeitem a teoria de peque-
nas deformacdes.

Sendo um tensor de quarta ordem, a equacao é valida:

Cijkl - EmEnTkpﬂqunpq (928)
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onde T;; corresponde a matriz de transformacao (que converte as coorde-
nadas de um sistema dado, em coordenadas de um outro sistema), de acordo
com a quantidade de planos de simetria que apresenta o material, o tensor
C' varia a quantidade de coeficientes (termos) que apresenta, portanto varia
a quantidade de constantes elasticas conforme o tipo de material estudado.

Materiais Monoclinicos

Sao denominados assim, os materiais que apresentam o mesmo valor de co-
eficientes eléasticos (no mesmo ponto) para cada par de sistema coordenado,
ou seja, quando ha um plano de simetria. Supondo que o plano de simetria
de um certo material seja x3 = z = 0, entdo a matriz de rotagdo (converte o
velho sistema de coordenadas no novo), pode aer dada por:

10 0
T)=]01 0 (9.29)
00 —1

de modo que aplicando esta matriz de rotacao na equacao 5.9, obtem-se:

[ Cl 1 Cl2 Cl3 0 O CIG 1
Cl2 022 023 0 O C26
| Ciz Co3 C33 0 0 Csg
=170 0 0 cu s 0 (9-30)
0 0 0 Cp Cs5 O

Clﬁ CQG C 36 0 0 C66

num total de 13 constantes elasticas.

Materiais Isotrépicos

Quando o material apresenta infinitos planos de simetria material, ou seja,
as constantes elasticas independem da direcao em que se estd analisando,
pode-se reduzir o niimero de constantes elésticas independentes para 2, e o
material é denominado isotrépico. Pode-se demonstrar que a equagao 5.9
pode ser escrita sob a forma:

Cijrt = N0y + 11(0i051 + 6ibj1) + a(diwdj — 6adjn) (9.31)
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onde A\, p, e @ s30 as constantes escalares do material , denominadas
coeficientes de Lamé, e § corresponde ao delta de Kronecker, que podem
ser escritas em fungao das constantes elasticas (mddulo de elasticidade lon-
gitudinal £, modulo de elasticidade transversal GG, e coeficiente de Poisson

v) da seguinte forma:
E
=G=——— 9.32
a 2(1+ ) (9:32)
vE

\ = 9.33

(14+v)(1—2v) (9:33)

Segundo Mauad, desde que o tensor C' satisfaca a equacao 9.24, o valor de
« pode ser considerado como sendo nulo, de tal modo que a equagao acima

assume a forma:

Cijkl = N6ijort + p(0idj1 + irdj1) (9.34)
Juntando-se as equacgoes 9.21 e 5.5, obtém-se:
0ij = AN0ijOpicr + (001 + 0ik0j1)Eri (9.35)
ou,
0ij = N0ijexk + 20 (9.36)

onde e = trk/ = ¥,e;;; invertendo-se a expressao acima, fica:

1 A
Ty — —————Thd; (9.37)

RS ROy

os coeficientes do tensor C' sao dados, segundo Reddy, por:

Cii =0y =03 =A+2u
C12 = 013 = 023 = A (938)
Cyy = Cs5 = Cg6 = 1

de modo que o tensor C fica sendo representado por:

[ (1—v) v v 0 0 0
v (1—-v) v 0 0 0
E v v (I-v) 0 0 0
[C] = = (1-2v)
(1+v)(1-2v) 0 0 0 . 0 0
0 0 0 0o &g
0 0 0 0 (=)
) (9.39)
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onde v corresponde ao coeficiente de Poisson, e F corresponde ao médulo de
elasticidade do material, e de acordo com as leis de Hooke, e & superposicao
dos efeitos, pode-se escrever as componentes do tensor de deformagao como:

Ex = % oy —v(oy +0.)]

Ey = 7 oy — v(oy + 0)]

€. = 5 lo.— VT(ygx +oy)] (9.40)
gyz = 2
Exz = 7;_5
Eoy = 2%

onde, o termo G = 2(1—% representa o modulo de elasticidade transversal do
material, as componentes de tensao em funcao das deformagoes podem ser
dadas, segundo Mauad, por:

. = E[€z+v(_5z+€y+5z)]
z (14+v)(—1+2v)
p— Eleyt+v(ex—ey+ez)]
Y E[(liuz(—i+2u) :
e.tv(estey—e.
% = T (- (9.41)
Toy = 2GEy
Ty. = 2Gey.

Tow = 2GE€
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