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RESUMO 

Neste trabalho e apresentado um estudo sobre a varia~ao numerica do 

coeficiente de Poisson, na madeira. 0 coeficiente de Poisson esta associado a 

termos s.u do tensor constitutive da madeira, considerando-se a teoria 

anisotr6pica retolinear, onde a rela~ao tensao-deforma~ao e expressa por 

e• = s • .,o kl • Os elementos do tensor s.,, podem variar segundo dire~oes 

arbitrarias, as quais, na madeira, estao inter-relacionadas com as dire~oes das 

fibras. Neste sentido, para a determina~ao dos coeficientes de Poisson em 

posi~oes quaisquer, foram utilizados pequenos corpos de prova e realizados 

ensaios de compressao axial. Os resultados obtidos em laborat6rio 

evidenciaram a adequa~ao do modelo ortotr6pico a madeira, nos pianos LR 

(longitudinal-radial) e uma certa tendencia para a anisotropia curvilinea no plano 

L T (longitudinal-tangencial). 



1. INTRODUCAO 

0 desenvolvimento de novas materiais, especialmente os materiais 

compostos, que vern acontecendo em decadas recentes, esta inter­

relacionado com o avango da teoria da elasticidade aplicada aos materiais 

considerados anisotr6picos. Estes materiais sao caracterizados pela 

variagao de suas propriedades de elasticidade em relagao a diregoes 

arbitradas, per exemplo, aos eixos cartesianos associados a estrutura. 

A variagao des valores dos m6dulos de elasticidade, quer sejam 

longitudinal E, ou transversal G" , ou des coeficientes de Poisson v" e 

consequencia de urn modo geral, da composigao estrutural do material a 

nivel microsc6pico e macrosc6pico. 

0 estudo das propriedades de elasticidade destes materiais deve 

ser norteado pelo conhecimento da relagao entre tensoes e deformagoes, 

ou seja, a fungao resposta do material, representada pelo tensor 

constitutive, c • ., . Neste tensor, formado per 81 (oitenta e urn) elementos, 

estao presentes todas as constantes de elasticidade que caracterizam o 

comportamento elastica do material, quaisquer que sejam as solicita96es e 

as diregoes consideradas. 

Por outre lade, com a utilizagao dos conceitos de conservagao de 

energia (Teorema de Maxweii)A e de simetria des tensores de tensao e de 

deformagao, o numero de elementos se reduz a 18 (dezoito) 

independentes. Em uma segunda etapa, com o usc da simetria elastica, 

onde se aplica as transformagoes tensoriais em busca de eixos principais 

de elasticidade, nos quais as propriedades de elasticidade sao invariantes 

(materiais com simetria rotacional), chega-se ao material ortotr6pico, com 

A Detalhes: Lovelti 
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suas 9 (nove) constantes de elasticidade. Estas particularidades estao 

dentro do campo da anisotropia retolinear, cujo sistema de coordenadas, a 

que se faz referencia e o cartesiano. Entretanto, se se considerar 

quaisquer outras direQoes, recai-se em uma situa9ao bastante complexa, 

pois nao se pode fazer uso das simplificaQoes advindas da simetria 
elastica eo tensor Cvtr volta a ser constituido por 18 (dezoito) elementos. 

Neste contex1o, surge a madeira como urn material elastico 

ortotr6pico, com tres dire96es principais de elasticidade: longitudinal (L), 

radial (R) e tangencial (T), ortogonais entre si, utilizada M muito tempo em 

estruturas, mas pouco analisada segundo os conceitos de anisotropia. 

Neste sentido, a investigaQao da variaQao numerica dos 

coeficientes de PoissonA e suas relaQoes, que sao representadas por 

alguns coeficientes do tensor constitutive cijkr , em funQao, por·exemplo, 

da variaQaO das direQoeS OU angulos das fibras da madeira, e pertinente 

ao estudo e ao conhecimento das propriedades direcionais e, por 

conseguinte, das constantes de elasticidade da madeira. Para a 

determinaQao destes coeficientes de Poisson foram empregados corpos de 

prova prismaticos de pequenas dimensoes em ensaios de compressao 

simples, pelos mesmos serem os mais adequados para esta pesquisa. 

E conveniente, neste memento, ressaltar que tanto a NBR7190(2>, 

Calculo e Execu9ao de Estruturas de Madeira, como a NBR6230(3
), 

Ensaios Fisicos e Mecanicos de Madeiras, encontram-se em revisao, 

podendo este trabalho, em alguns aspectos, contribuir para as mesmas. 

A Em homenagem ao pesquisador frances S.D. Poisson 

(Timoshenko!4J ) 
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2. RELACOES TENSAO-DEFORMACAO 

2.1. INTRODUCAO 

De maneira geral, a solu~o de urn problema em mecanica dos 

solidos envolve, alem do equacionamento classico do equilibrio de for~s e 

da compatibilidade de deslocamentos, equayaes que modelam o 

comportamento intrinseco do material que forma o solido em questao, as 

quais sao denominadas equayaes constitutivas. 

Com efeito, as a9oes atuantes no solido geram rea9oes, quer sejam 

tens5es, deslocamentos ou deformayaes. As equayaes constitutivas tern a 

fun~o de promover a inter-rela~o entre estes estados de tensao e de 

deforma~o. No esquema da figura 01, pode-se observar este 

relacionamento. 

Ten16t1 

6iJ 

LEIS CONSTITUTIVAS 

FIGURA 01 - lnter-relayaes das variaveis na mecanica dos solidos 
Fonte: Chen & Saleeb<S> 
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Antes de se estudar, efetivamente • as relay5es constitutivas e 

interessante abordar o estudo de tensoes e de deformay5es, utilizando, 

neste texto, a nota~o indicia!. 

2.2. EST ADO DE TENSAO EM UM PONTO 

De acordo com Chen & Saleeb<S> • define-se tensao como a 

intensidade de foryas atuando entre particulas de um corpo em uma 

superficie interne imaginaria, devido a uma a~o externa. 

Considerando um ponto Po • um vetor normal unitario n • neste 

ponto, e uma forya resultante F, • em uma area M. pode-se escrever o 

vetor tensao associado ao ponto Po com o plano normal a n atraves da 

seguinte expressao: 

• p 
T= lim-" 

M--JoOAA I 

cujos elementos estao mostrados na figura 02. 

(01) 
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" FIGURA 02 - Vetor tensao T em um ponte Po associado a um plano 

n. 
Fonte: Chene Saleeb<5J 

Por outre lade, pode-se prever um numero infinite de pianos 

" passando pelo ponte Po , o que implica em um numero infinite de vetores T . 
n 1 2 3 

Mas com a utilizayao de apenas 3 (tres) vetores T (T,T,T), associados a 

pianos ortogonais entre si (x"x
2
,x

3
), e posslvel caracterizar quaisquer 

" vetores T. 

Oeste modo, sao conhecidos quaisquer estados de tensao 

associ ados ao ponte Po. 

Para a comprovayao desta condiyao pode-se utilizer a figure 03, 
1 2 3 n 

onde os vetores T, T, T e T atuam nas faces OBC, OAC, OAB, ABC, 

respectivamente, de um elemento OABC. 
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n i 

FIGURA 03 - 0 vetor tensao T e os respectivos vetores T nos 
planes coordenados. 
Fonte: Chen e Saleeb<S> 

Ao se aplicar os cossenos diretores, os quais sao caracterizados 

per: 

n1 =cos (e,.n) , (02) 

onde n e o vetor unitario normal ao plano ABC e e, sao os vetores unitarios 

na dire<;ao des eixos coordenados. Define-se a area A, de cada face 

perpendicular ao eixo coordenado x,. per: 

4 =A cos (e,,n)=An,. (03) 

Do equilibria do elemento OABC , o usc da equayao 03 e do volume 

do corpo conclui-se que: 

n 1 2 3 

T=Tn1 +Tn,+Tn3 • (04) 
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" 0 tensor T, nao sendo necessariamente perpendicular ao plano n, 

na pratica pode ser decomposto em 2 (duas) componentes, uma normal ao 

plano n, chamada tensao normal, e outra perpendicular ao plano n, 

chamada tensao tangencial ou de cisalhamento. 

Os vetores tensao associados aos 3 (tres) pianos coordenados 

tambem podem ser decompostos em componentes nos 3 (tres) eixos 
1 

coordenados. Por exemplo, o vetor tensao T associado ao plano 

perpendicular ao eixo x1 tern 3 (tres) componentes de tensao: normal a11 e 

tangenciais a 12 e a 13 , na direoao dos eixos coordenados xl' x2 e x,, 

respectivamente, como pode ser observado na figura 04. 

ou 

FIGURA 04 - Componentes de um vetor tensao associado ao plano 
normal ao eixo x1 • 

Fonte: Chen e Saleeb<S> 

Assim: 

1 

T = a 11e1 + a12e2 + a13e3 
(05) 

(06) 
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De semelhante analise em relayao as outras componentes do vetor 

tensao, tem-se de uma forma geral: 

(07) 

' on de u• represents a J enesima componente do vetor T atuando em um 

elemento de area cuja normal esta na direyao positiva do eixo x,. 

I 2 3 

0 conjunto dos 9 (nove) termos o;
1 

que define T, T e T e chamado 

tensor de tensao e e dado por: 

(08) 

onde u• cl i=j ~ tensao normal e 

u• cl h4 ~ tensao tangencial 

As componentes do tensor de tensoes estao mostradas, nas 

direyoes positivas referidas ao sistema de eixos coordenados, na figura 05 . 

•• 

"ia 

..... 
..... 

..... 

.,., cr., 

••• 

FIGURA 05 - Componentes de tensao o;
1 

Fonte: Chene Saleeb<S> 

o;, 
., 
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2.3. EST ADO DE DEFORMACAO EM UM PONTO 

0 estado de deformayao em um ponte e definido, de acordo com 

Chen e Saleeb<S>, como a totalidade de mudan~s de comprimento das 

fibras de um material, as quais passam atraves de um ponte, e tambem 

como a totalidade de mudan~s no angulo entre pares de fibras que saem 

radialmente desse ponte. 

Se for adotado um sistema de eixos coordenados x,, x2 e x3 , as 

componentes de deformayao podem ser decompostas nestes 3 (tres) eixos 

e associadas a um deslocamento relative 0'. Assim, pode-se escrever que o 

deslocamento relative sera : 

(09) 

onde e;, sao componentes do vetor deslocamento relative na direyao dos 

tres eixos coordenados e ni sao os cossenos diretores. 

Oeste modo, com 9 (nove) elementos de E'y , define-se os 3 (tres) 
, , , 

deslocamentos relatives 8 , d e b" que constituem um tensor. Este 

tensor e chamado de tensor dos deslocamentos relatives e define 

completamente o vetor deslocamento relative da fibra n mostrada na figura 

06. 



•• 

----
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FIGURA 06.-.Vetor deslocamento relative em um espayo 
tridimensional 
Fonte: Chen e Saleeb<S> 

Usando notayao matricial, este tensor pode ser escrito como: 

(10) 

Em geral o tensor ~ e nao simetrico. Por outre lade, todo tensor de 

2• ordem pode ser decomposto na soma de uma parte simetrica e de uma 

anti-simetrica. Assim sendo, a parte simetrica representara a deformayao 

pura enquanto que a parte anti-simetrica representara a rotayao de corpo 

rigido do s61ido. 

(11) 

ou 

(12) 
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onde e., = tensor de deformayoes e 

w;; =tensor rotacional 

0 deslocamento relative correspondente a deformayao pura e 
• 

chamado vetor de deformayaes e e denotado por o . Assim: 

n 

t5= &'in1 = &ftn1 . (13) 

0 deslocamento relative correspondente a rotayao do solido e 
• 

chamado vetor rotacional e e denotado por n . Assim: 

• 
il=wftni =-w.n1 

(14) 

Esta separayao do deslocamento do solido pode ser compreendida 

atraves da figura 07 , onde e mostrado urn solido em sua forma nao 

deformada (pontos A,B,C,O) e deformada (pontos A',B',C',O) em urn 

plano. 

. 
• 
i 

.. 

t·-·-~ 

• F-1--f, --''----,' 
I 
I 

I 
I 
I 
I 

•• , •1 

•. 
.., .. 
I 
I 

I 

I 

I 

I 

' ' ' i'·i·li 

!..., !.. !.. 

' l ' • .a 

FIGURA 07 - Vetores rotacional e deformayao pura em espayo 
bidimensional 
Fonte: Chen e Saleeb<S> 
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0 tensor eij • que e 0 de interesse na analise de deformacoes, pode 

ser escrito em uma forma matricial como segue: 

(15) 

onde eij c I i = j sao deformaCOes norma is e 

eij c I i -:tc J sao deformaCOes tangenciais. 

Oeste modo tem-se: 

(16) 

Com a base teorica apresentada ate aqui, e possivel o estudo das 

inter-rela~oes entre tensao e deformayao ou, especificamente, a lei 

constitutiva que rege o comportamento dos materiais. 

2.4. ELASTICIDADE 

Todo solido quando submetido a a¢es externas apresenta, como 

resposta a nivel interne, tensoes e deforma¢es. Se essas a¢es cessarem 

e se o solido voltar as suas condi~oes iniciais, ou seja, tamanho e forma 

identicos aqueles antes das a~oes atuarem sobre ele, nao guardando 

deforma¢es residuais, o solido e chamado elastica. A esta propriedade e 

dado o nome de elasticidade. 

A funyao resposta do material pode ser linear ou nao linear como e 

mostrada pelos graficos tensao-deformayao na figura 08: 



D D 

I a l 
E I b l 

FIGURA 08 - Graficos fun~o resposta do material. 

(a) resposta nllo linear (b) resposta linear 

Fonte: Oesai<SJ 
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£ 

0 modelo elastica descreve o comportamento de materiais u.sados, 

em geral, em engenharia. Assim, as relayees constitutivas elasticas estao 

baseadas neste modelo. 

Pode-se concluir, entao, que as tensoes e as deformayees nestes 

s61idos sao totalmente reversiveis. Alem disto, baseando-se em hip6teses 

que as a~oes sao independentes de tempo e estes s61idos estao sob 

condi¢es adiabaticas e isotermicas, (Lovet1l), e possivel defini-los 

matematicamente como: 

(17) 

onde Fq e uma fun~o resposta do material. 

Baseando-se na propriedade dos materiais elasticos em que as 

tensoes e as deformayees sao totalmente reversiveis, pode-se, agora, 

definir uma fun~o potencial de deforma~o. conhecida como energia de 

deforma~o. 



14 

2.5. ENERGIA DE DEFORMACAO 

Como ja descrito, em urn s61ido elastico, as tensoes sao fun98o 

somente das deformayees, ou seja: 

(18) 

Considerando este s61ido elastico sob a98o de for~s. conforme 

mostra a figura 09, e impondo ao mesmo deslocamentos virtuais 

infinitesimais OU, , compativeis com as condiyees.de equilfbrio, e possfvel, 

atraves do princfpio des trabalhos virtuais (P. T.V.) inter-relacionar uma serie 

de equilfbrios F,, T,, au, com uma serie de compatibilidade virtual ou,, oe,r 

FIGURA 09 - S61ido elastico em equilibria. 
Fonte: Desai<SJ 

Assim, . 

fA T,OU,dA + fv F,OU,dV = fvcrif&:ifdV , (19) 
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onde o conjunto de termos, a esquerda na equayao 19, exprime o trabalho 

externo ow , e o conjunto de termos, a direita, o trabalho interno ou. Entao: 

e 

Mas, simplificando: 

deste modo tem-se: · 

Como U
0 

e funyi!io somente das componentes de deformayao: 

Ollo = iUo Oe ' 
8eif • 

substituindo-se OU
0 

pela equayao 23, tem-se: 

~ = iUo 
vif 

Oeif 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

Conclui-se, entao,que nos materiais eh3sticos as tensoes o;1 sao 

expressoes definidas atraves da derivada parcial da energia de deformayao 

pela derivada parcial das deforma¢es correspondentes. 

A equayao 25 e conhecida como Modelo Elastico de Green ou lei 

constitutiva hiperelastica. 



16 

Em contrapartida, pode-se relacionar o;
1 

, e" , U0 por variac;:oes de 

ou" , IF, , OJ; . Assim a equac;§o do P. T. V. torna-se: 

ou: 

OU=OW . (27) 

Assim: 

(28) 

en tao: 

(29) 

Sendo U"" funyao das componentes de tensao uiJ e conhecida como 

energie complementar de deformayao tem-se: 

Substituindo a equayao 29 na equayao 30, tem-se: 

iV e .. =--E!L 

"Co: 
" 

(30) 

(31) 

Pode-se observer que a equayao 31 e a forma inverse de lei 

constitutive hiperelastica. A figure 10 mostra as quantidades U"" e U0 • 
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a 

FIGURA 10 - Energia de deformayao e energia complementar de 
deformayao no grafico tensao - deformayao . 
Fonte: Mascia(7) 

Por outro lado, e possivel observar que em um modele linear, a 

energia de deformayao U
0 

e igual a energia complementar de deformayao 

uco. 

Reportando-se a equayao 17, e oportuno salientar que a relayao 

tensao-deformayao foi estabelecida por Hooke em1678, atraves de uma lei 

que se tornou a base hist6rica da teoria da elasticidade (Love<1>). Esta lei e 

expressa analiticamente por: 

o-=E.e , 

onde E = modulo de YoungA ou modulo de elasticidade longitudinal. 

A Em homenagem ao pesquisador ingles Thomas Young 

(Timoshenkor4J) 

(32) 
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A expressao anterior, escrita na forma tensorial, trata-se da 

conhecida Lei de HookeA Generalizada. 

Oeste modo: 

(33) 

onde c.,1 e urn tensor de constantes de elasticidade do material. Os 

Indices i, j, k, I podem variar de 1 a 3. 

2.6. RELACOES 

CONSTITUTIVAS 

ANISOTR6PICOS 

TENSAO DEFORMACAO OU LEIS 

DOS MATERIAlS ELASTICAMENTE 

Neste momenta toma-se possfvel descrever as relayoes 

tensao-deformayao, ou Lei de Hooke Generalizada, atraves das 

propriedades da energia de deformayao. 

Sendo assim, com o uso de uma serie polinomial: 

(34) 

onde C0 ,a.,fi.,1 sao constantes. Aplicando-se a expressao 25 , relativa a 
do modelo elastica de Green, e considerando que a energia de 

deformayao tenha urn valor estaciom1rio em relayao ao tensor de 

deformayao, tem-se: 

A Em homenagem ao pesquisador ingi{Js Robert Hooke 

(Timoshenko!4J) 

(35) 
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Da expressao anterior, designando (Pvkl + pklif) de c.H e, alem disto, 

supondo que as tensoes estao associadas e atuando em todo s61ido, ou 

seja, a,i = o, tem-se: 

(36) 

Desta expressao, sendo c.H uma matriz nao singular, pode-se 

escrever: 

(37) 

Caracterizando-se que [C)= [ Sr', ou como denotam Ostrosablin<8l 

e Cowin<9>: 

(38) 

etambem 

(39) 

onde: o" e o delta de Kroneker, e 0,
1
}1 e um tensor unitario. 

Com os indices i,J,k,l, variando de 1 a 3, pode-se discretizar um 

dos termos da expressao 36. Por exemplo u
13

: 

au = Cun &n + cm2 e,2 + Cuu &u + C,321 &21 + 

+ Cu22 &22 + Cun &n + C,331 e" + C,m &32 + C,m e3, 
(40) 

Observa-se que na determina~o de uma tensao tangencial 

aparecem tanto deformay()es tangenciais como normais, mostrando uma 

caracteristica inerente aos materiais anisotr6picos. 

Como OS tensores cifkl. e s.ld sao tensores de 48 ordem, e de se 

prever que sejam constituidos de 81 (oitenta e um) elementos (coeficientes 
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elasticos). Mas este numero de elementos pede ser reduzido pela 

seguinte analise: 

Derivando a equa~o 36, tem-se: 

Ocrij = a.J. 

iJ& kJ iJ& kl iJ&Ii 
cijkl (41) 

e alterando a ordem de deriva~o na equa~o 41 : 

aJ a.J. 

06• 06H iJ&H iJeli 
(42) 

Pode-se concluir, portanto,que: 

(43) 

demonstrando-se, assim, a existencia da simetria nos pares de indices 
(i,j)(k,l) do tensor Clikl .Semelhante analise pede ser feita para OS termos 

sijkl: 

(44) 

Alem disto, deve-se atentar ao fate des tensores C
9
., e slikl 

relacionarem os tensores de tensao e de deformayao que sao simetricos. 

Assim tem-se: 

• Em primeiro lugar,a simetria de tensores de deformayao e", 

ou 

(45) 
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desta maneira obtem-se: 

(46) 

resultando em: 

Ou seja, des 81 (oitenta e um) elementos em Cv<~ sobraram 54 

(cinquenta e quatro) diferentes (independentes). 

• Em segundo Iugar, devido a simetria des tensores de tensao 

a
9 

, ou: 

48) 

desta maneira obtem-se: 

(49) 

resultando em: 

(50) 

Ou seja, des 54 (cinquenta e quatro) elementos em Ci}Kl passa-se a 

ter 36 (trinta e seis) elementos diferentes. 

• Em terceiro lugar,como foi mencionado, o tensor Cv<~ e 

simetrico em relayao aos pares de indices,(i,J) e (k,/). 

Entao, em Iugar des 36 (trinta e seis) elementos existem apenas 21 

(vinte e um) elementos diferentes no tensor Cv<~ , e tambem no tensor s",1 • 
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Escrevendo agora a equayao 46 em uma forma matricial, tem-se: 

(711 c;lll c;122 c;m cm2 c;123 c;l31 &n 

(722 c2211 cm2 c2233 c2212 c2223 cm1 &22 

(733 Cmt c3322 c3333 C3m c3323 cm1 &33 
= 

(712 c;211 c;222 c;233 c;212 c;223 c;231 26j2 

(723 c2311 c2322 c2m c2312 c2323 c2331 2&23 

(731 c3111 c,122 C,m c3112 c,123 c,l,l 2&31 

Ou em uma forma expandida: 

0"11 = C1111&11 +C1122&22 +Ctm&, +2Ctm&t2 +2Ctm&23 +2Ctm&,t 

un = c2m &11 + C= &n + Cm, &, + 2c2212 &12 + 2Cn23 &23 + 2C2231 &,t 

o-33 = Cmt &11 + C,n &n + C,, &, + 2C,m &12 + 2Cm, &23 + 2C,m &,t 

o-12 = Cl2lt&11 +C1222&22 +Cm3&, +2CI212&t2 +2Ctm&23 +2Ct231&3t 

0"23 = C2m &11 + C23n &n + C23, &, + 2C2,t2 &12 + 2C2,23 &23 + 2C23,t &,t 

u,l = c3111 &II + c,122 &n + c3133 &, + 2C3112 &12 + 2C3123 &23 + 2Cml &,I 

De modo am!ilogo: 

lit Snn s1122 s1m 2s1112 2Sm, 2Smt (711 

&22 s2211 s2222 s2233 2Sm2 2S2223 2S223t (722 

&33 s,m s3322 s,, 2Sm2 2Sm, 2Smt u, 
= 

2&12 2SI2!1 2s1222 2St233 4SI2!2 4Sm3 4Smt (712 

2&23 2Smt 2S2322 2S2m 4Sm2 4Sm3 4S2m (723 

2&,1 2s,111 2s3122 2S3133 4Sm2 4S3t23 4Smt (731 

etambem: 

&11 = S1111u11 + S11220"22 + Stm<733 +2Sm2<7t2 +2S1123cr23 +2Stl3!cr3t 

&n = s2211 CTn + s= CTn + s2233 cr, + 2S2212 0"12 + 2S2223 0"23 + 2S2231 0"31 

(51) 

(52) 

(53) 

&33 = s33!1 (711 + s,22 CTn + s3333 cr, + 2S3312 (712 + 2S3323 (723 + 2S3331 0"31 (54) 

2&12 = 2S1211 u11 +2S1222 cr22 +2S1233 cr33 +4SI2l2cr12 +4S1223 u 23 +4S1231 u 31 

2&23 = 2S2311 cr11 + 2S2322 cr22 + 2S2333 cr33 + 4S2312 cr12 + 4S2323 cr23 + 4S2331 cr31 

2&31 = 2S3111 cr11 + 2S3122 cr22 + 2S3133 cr33 + 4S3112 CT12 + 4S3123 CT23 + 4S3131 cr31 



23 

Com o objetivo de simplificar as opera¢es com os elementos dos 

tensores aqui mencionados, pode-se utilizar uma notayao indicia! reduzida, 
apresentada por Lekhnitskii<1Dl, onde a simetria dos tensores e

9 
, akl e c • ., 

permite a reduyao dos seus indices, os quais podem ser contraidos da 

seguinte maneira: 

a
9 

= a,. ~ para quaisquer indices 

e
9 
=e.,~ sem=1,2,3 

2e• =e.,~ se m=4,5,6 

c • ., =C.,. ~ para quaisquer indices 

Sijkl =S.,. ~ sem, n=1,2,3 

2S,fld =S.,. ~ sem, n=4,5,6 

4S9., =S.,.~ sem, n=4,5,6. 

A partir do que demonstrou-se, observa-se que os indices variam 

de 1 a 6. 

Assim: 
a, = au • a2 = a22 • a, = a,, • a. = a,2 • as = an • a6 = a,, 

&1 =En , &2 = &22 , &3 = &33 , &4 = 2&12 , &5 = 2&23 , &6 = 2&31 (55) 

c" = clll" C,2 = Cm2 , C13 = C113,, c,. = Cm2 , c,5 = C,123 , C,6 = C113, 

Com esta convenyao, pode-se escrever as equa¢es 51 .e 53 

como: 
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(56) 

eassim: 

(57) 

resultando, matricialmente: 

(Tl c;l c;2 c13 c;. c;, c;. ~ 

0"2 c21 c22 c2, c2. c2, c2. e2 
u, 

= 
c,l c,2 c,, c34 c;, c;. e, 

(58) 
u. c.] c.2 c., c .. c., c .. e. 

u, c,l c,2 c" c,. c, c,. e, 

u. c.] c.2 c., c .. c., c •• e. 

etambem: 

el sll s12 s13 s14 sl, sl. (jl 
e2 s21 s22 s2, s24 s2, s2. (j2 
e, 

= 
s,l s,2 s,, s34 s" s,. u, 

(59) 
e. s.l s.2 s., s .. s., s .. u. 

e, s,l s,2 s" s,. s, s,. u, 

e. s.l s.2 s., s .. s., s •• u. 

Observa-se que, mesmo ap6s a contra~o dos indices dos 
coeficientes do tensor Cijkl, permanece a igualdade entre os coeficientes 

hom61ogos, ou seja: 

(60) 

lsto pode ser demonstrado atraves de exemplos citados por 

Fusco<11l, como a seguir, onde primeiramente determina-se a tensao 

Un = Cnnen +C1112e12 +Cn13e13 +C1121e21 +C1122e22 

+C.Ia~+c;I3I~+C.m~m+C.In~ 
(61) 



Devido a simetrias existentes, pede ser escrito: 

e com a contrar;So des indices: 

resultando em: 

£ 1 = Bu , &2 = &22 , &3 = &33 , &4 = 2&12 , &5 = 2e23 , &6 = 2&31 

Cu = cllll>cl2 = clll2•cn = cm,,c1. = clll2•cl, = Cu23•cl6 = Cml 

Do mesmo modo, determina-se a tensao t~ngencial Oi2 = a4 : 

ou seja: 

e: 

resultando em: 

cl. = c.l = Cu12 ; c24 = c.2 = cl222 ; c34 = c., = cm, 

c .. = cl212 ; c., = cl223 ; c46 = cl231 

25 

(63) 

(64) 

(65) 

(67) 

(68) 

Per outre lade, para os coeficientes do tensor compliance S
9
., , a 

igualdade des coeficientes hom61ogos nao se mantem. 

Assim, semelhantemente pode-se chegar a: 



ea: 

logo: 

Sn = Snn ; S12 = Snn ; S" = Sm, 

sl. = 2Smz ; sl, = 2Snn ; sl. = 2Sml 

Agora, considerando as expressoes para &12 = 
84 

, obtem-se: 
2 

&12 = sl211 Un + Smi Un + sl233 u,, + 2Sl212 u12 + 

+ 2S1223 U2311 + 2S1231 u 31 = !..£ 
2 

etambem: 

resultando: 

sl. = s.l = 2sm2 ; s2A = s.2 = 2S1222 ; s34 = s., = 2s1233 

S44 = 4S1212 ; S45 = 4S1223 ; S46 = 4Sl231 

26 

(70) 

(71) 

(72) 

(73) 

(74) 

Ting<12l apresenta o seguinte resume para a relayao des elementos 

C" e Su : 

C,i -+ s. se i e j ~ 3 , 

1 
Cu -+2S• seiou j > 3, 

1 
c. -+ 

4 
Sij se i e j < 3 . 
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Atraves da analise apresentada ate aqui, foi obtida uma redu~ao 

significativa de elementos diferentes entre si dos tensores C" e S" . Assim 

sendo, torna-se oportuno uma analise a respeito do numero de constantes 

independentes nestes tensores. 

Nos pr6ximos itens sera utilizado somente o tensor compliance S" 

com sua nota~o reduzida. Evidentemente os resultados obtidos poderao 

ser extrapolados para o tensor de constantes de elasticidade C
9 

• 

2. 7. SOBRE 0 NUMERO DE CONSTANTES 

INDEPENDENTES NO TENSOR S" 

Lekhnitskii<10J cita que o numero de termos independentes no tensor 

compliance Su, para materiais elasticos anisotr6picos, nao e 21 (vinte e um) 

mas sim 18 (dezoito). 

Esta afirma~o pode ser comprovada atraves das seguintes 

considera~oes (Mascia(7)): 

Se o tensor &" for diagonalizado, ou seja, referido as novas dire¢es 

principais, por meio de uma conveniente mudan~ de base, ele passa a ter 

3 (tres) elementos nulos, ou seja: 

&4 = &5 = &6 = 0 . (75) 

Nestas condi¢es a equa~o 59 torna-se: 

&I sll sl2 sl3 sl. sl, sl. CTI 

&2 s21 s22 s2, s2. s2, s2. CT2 

&, s,l s,2 s,, s,. s" s,. CT, 
(76) = 

0 s.l s.2 s., s .. s., s .. CT4 

0 s,l s,2 s" s,. s, s,. CT, 

0 s.l s.2 s" s .. s., s •• CTo 
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Embora o tensor de deformayoes e" tenha sido diagonalizado, 

nada obriga que o tensor a• tambem o seja, pois as direyoes principais de 

ambos nao sao necessariamente coincidentes. 

Discretizando as 3 (tn!ls) ultimas relayees do sistema, obtem-se 
expressoes iguais a zero, sendo que os termos s. nao podem ser todos 

nulos. 

~ = sll Oi + sl2 a2 + sl3 a3 + s,. a. + S,s as + s,. a. 

~=~~+~~+~~+~~+~~+~~ 

~=~~+~~+~~+~~+~~+~~ 

0= S4,a1 +S42 a 2 +S43 a 3 +S44 a4 +S45 a 5 +S46 a 6 

0=~~+~~+~~+~~+~~+~~ 

0= S61 a 1 +S62 a 2 +S63 a 3 +S64 a 4 +S65 a 5 +S66 a 6 

(77) 

Desta forma, as 3 (tres) ultimas relayoes estabelecem condiyoes 

de dependencia dos elementos que a elas pertencem. 

Semelhante raciocinio pode ser feito para as relayees com o 

tensor de constantes de elasticidade c •. 

Conclui-se entao que, dos 21 (vinte e urn) termos de s. ou c •. 
somente 18 (dezoito) sao independentes entre si. 

2.8. SIMETRIA ElASTICA NOS MATERIAlS 

De acordo com Lekhnitskii<10J, todos os materiais, de urn modo geral, 

podem ser divididos em homogeneos e nao-homogeneos e tambem em 

isotr6picos e anisotr6picos. 
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De fato, em urn material homogeneo as suas propriedades flsicas 

sAo invariantes, ou seja, nAo variam em todos os pontos referentes a urn 

sistema de coordenadas x, . Em contrapartida, em urn material nAo 

homogeneo estas propriedades nAo se mantem constantes para diferentes 

pontos de x,. 

Agora, em urn material isotropico as suas propriedades de 

elasticidade sAo invariantes a quaisquer direydes estabelecidas que 

passam por urn ponto. Por outro lado, urn material totalmente anisotropico 

exibe diferentes propriedades de elasticidade para diferentes direl(oes 

estabelecidas atraves de urn ponto. 

Alem disto, se a estrutura de urn solido apresenta algum tipo de 

simetria, as suas propriedades de elasticidade tambem a exibem. 

Nestes termos, Neumann apud LoveC1l estabeleceu o seguinte 

principio: 

"A simetria elastica de urn material tern a mesma especie de simetria 

que a sua forma cristalografica possui". 

Assim, se urn solido anisotropico apresentar algum tipo de simetria, 

as suas propriedades de elasticidade tambem a exibirAo, (LekhnitskiiC10>). 

Neste contexte, podem ocorrer diversas simplificaydes nos tensores S,1 e Gr 

0 tratamento destas possiveis simplificaydes pode ser dado por 

diferentes artiflcios, como o usado por LoveC1l que se baseia na nAo 

varia«;ao da energia de deformai(Ao atraves da mudanya de sistemas 

simetricos de coordenadas (x, ex;). LekhnitskiiC10>, por outro lado, promove 

tais simplificaydes analiticamente, desenvolvendo as leis constitutivas em 

rela«;ao aos dois sistemas de coordenadas e compara as expressoes 

obtidas, identificando assim, as simetrias existentes. Neste trabalho, 

utiliza-se este ultimo tratamento para as simplificayees possiveis nos 

tensores c. e s. . 
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Como exemplo, e admitido urn s61ido sob a ayao de foryas externas 

e, consequentemente, com deformavoes e". Alem disto, o s61ido esta 

vinculado a urn sistema de coordenadas cartesiana x,(x
1

, x
2 
ex,), podendo 

considerar, tambem, urn sistema simetrico a este ou a x,' = -x,. 

Como as deformayees sao tensores de 2" ordem, estes estao 

sujeitos a seguinte lei de transformayao: 

onde ~· e a componente no novo sistema de coordenadas, 

e,.. e a componente no antigo sistema de coordenadas e 

I" sao os cossenos diretores 

De acordo com a figura 11 ,os cossenos diretores serao: 

[

-1 

lij = 0 

0 

0 0] 
-1 0 

0 -1 

(79) 
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" " ,; 

x~z--------- :>!'------- llz 

Figura 11 - Sistema de eixos ortogonais e seu simetrico 
Fonte : Mascia(7) 
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Aplicando, agora, a lei de transformayao (equayao 78) com 

i = 1 ej = 1, S:1 torna-se: 

S:1 = lnln&n +/n/12&12 +lu/Bel3 +/12/ne21 +/12/12&22 + 
(80) 

e com algumas simplificayaes: 

(81) 

Substitufndo os valores dos cossenos diretores 1 •• encontra-se: 

(82) 

e em uma forma generalizada: 

(83) 
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Com o uso desta teoria e possivel fazer simplificayoes nos tensores 

S
9 

e Cif, desde que, se estabeleyam direyaes determinadas por x, nas 

quais as propriedades de elasticidade sao invariantes . Estas direyaes sao 

chamadas direyaes principais de elasticidade. Como consequemcia, 

deixa-se de enfocar um material totalmente anisotr6pico, pelo fato deste 

nao possuir tais direyaes. 

Alem dos principios ate aqui apresentados, tornam-se necessarias 

algumas considerayaes a respeito das transformayaes de coordenadas a 

fim de que se possa realizar as simplificayaes mencionadas. 

2.8.1. TRANSFORMACAO DE COORDENADAS 

E fato que OS tensores constitutivos cijkl e sijkl sao tensores de 4. 

ordem, estando assim sujeitos a seguinte lei de transformayao de 

coordenadas, (Voigt, apud Cowin<S>): 

(84) 

onde S~ sao os coeficientes do tensor compliance no novo sistema da 

coordenadas, 

S
9
kl sao os coeficientes do tensor compliance no antigo sistema da 

coordenadas e 

1
9 

os cossenos diretores 

Os cossenos diretores 1
9 

em uma rotayao de eixos coordenados, em 

um sentido anti-horario, em torno do eixo x
3 

, tornam-se: 

'·=[-7·· ~: ~] (85) 
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conforme e mostrado na figura 12: 

x' 
~ 

2 

' e ,_ 
\ x' 
\ /I 
\ .... )e 
\ "" .. .. .. X1 

FIGURA 12 - Rotayao dos eixos x
1 

e x
2 

de um sistema de eixos 

ortogonais 
Fonte: Mascia(7) 

Oeste modo, pode-se apresentar, por exemplo, o coeficiente S{1 : 

S(m ==Sun!~ +S222i1~ +Smi~ +(2Sm3 +Sim)!I
2
ii

2
, + 

+(2Sm, +S2,2,g
2
~~~ +(2Sll22 +SmJ!(~~; + 

+2/12~,[(Slm +S2m)!1
2
1 +Smlt2 +S331/l';]+ 

+2!I,~I[Smii
2
I +(S2223 +S1231)/1~ +Smi1

2
3]+ 

+2/lll2[smi~
2
I +S2n1~ 2 2 +(S3m +Slm)l~';] 

(86) 

Como alternativa, pode-se utilizar os coeficientes com os indices 

reduzidos (s. ec.),para os quais LekhnitskiiC10) apresenta os termos escritos 

por q", para se efetuar a transformayao do tensor constitutive. 

Assim, a lei de transformayao torna-se: 

(87) 
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onde os termos qif estiio apresentados na tabela 01, sendo que o primeiro 

subscrito indica a linha e, o segundo a coluna na tabela. 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

Tabela 01 - Rela~o dos termos% e os cossenos diretores 1,1 para 

transforma~o de coordenadas com subscrito reduzido 
Fonte: Lekhnitskii(10) 

1 2 3 4 5 6 

Il
2
1 I~, I~, /11/12 /1,113 1,1111 

Ii,1 l' 22 z> 23 /22/21 /23/22 /23/21 

I;, I;, I;, 1,,1,1 1,,1,, 1,,131 

2l,ln 2/1,122 2/13/23 /11/22 + 1,,1,1 /13/22 + /12/23 /13/21 + /11I23 

2/3l2I 21,,122 21,,123 T,l22 + 1,,1,1 1,,1,, + /32123 /3,/21 + /3l 23 

2l,ln 21,,112 21,,113 l,J,, + 1,,111 1,,1,, + 1,,113 1,,111 + l,ll3 

Com o exposto e possivel apresentar os novos termos do tensor 

constitutive Sij, ap6s transforma~o de coordenadas. 

Observa-se que as parcelas que contribuem para cada termo de Sij 

estao relacionadas as funyaes trigonometricas do angulo de rota~o {) : 

S;1 =S11 cos4 0 +(2S12 +S66)sen'O cos'{) +S22 sen
4 0 + 

+ 2(S,6 cos'{) + S26 sen'{) )sen{) cosO 

s;, = (S11 + S22 - 2S12 - S66)sen' {) cos'{) + S12 + 

+ (S,6 -S26Xcos'O -sen'{) )sen{) cosO 

s;,=S11 sen
4
0 +(2S12 +S66)sen'O cos'O +S22 cos

4
0 + 

-2(S,6sen'O +S26 cos'{) )sen{) cosO 

s;, = (S11 +S,,- S12 - S66)sen'O cos'{) +S12 + 

+(S,6-S26 Xcos'O -sen'{) )sen{) cosO 



S~ 6 = 4(S11 + S22 - S12 - S66)sen2 B cos2 B + S66 -

+4(S16 -S26)(cos2 9 -sen2 B )senB cosB 

S~ 6 = [2S22 cos2 B- 2Sn sen2 
B -(2S12 +S66Xcos2 B -sen2 B )] 
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senB cosB +S16 sen2 B (3cos2 B -sen 2 B )+S26 cos2 B (cos2 B -3sen2 B) 

s.;. = S44 cos2 B - 2S45senB cosB + S
55

sen2 B 

s:. = S14 cos' B +(S46 - S1,)senB cos2 B + 

+ (S24 - S56)sen2 
9 cosB - S2, sen' B 

s;.=S24 cos'B -(S46 +S25)senB cos2 B + 

+ (S14 -S56)sen2 B cosB -S15 sen'B 

S.:O=S46 cos'B +(-S14 +S24 -S56)senB cos2 B + 

+ (2S15 -2S25 -S46)sen 2 B cosB +S56 sen3 B 

s:, =S15 cos'B +(S14 +S56)senB cos2 B + 

+ (S25 +S46)sen2 9 cosB +S24 sen3 B 

S~, =S2, cos'B +(S24 -s,.)senB cos2 B + 

+ (S15 -S46)sen
2
9 cosB +S14 sen'B 

s;. = S56 cos' B +(-S15 +2S25 +S46)senB cos2 B + 

+ (-2S14 -2S24 -S56)sen2 B cosB -S46 sen3 B 

s;. = 2(S23 - S13) sen B cosB + s,.(sen 2 B cos2 B ) 

s;, = s,,. 

(88) 
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s;. = S34 cosO - S35sen0 

A partir das considerayaes apresentadas, pode-se, agora, definir os 

materiais quanto ao numero de pianos de simetria. 

2.9. CLASSIFICACAO DOS MATERIAlS SEGUNDO 0 

NUMERO DE PLANOS DE SIMETRIA ELASTICA 

Voigt, apud Cowin<9>, sintetizou os estudos desenvolvidos por Voigt, 

Love e Gurtin, os quais apresentaram 9 (nove) quantidades distintas de 
coeficientes do tensor C

9
kl para 32 classes de cristais, enquanto que para 

os nao cristais, ele mencionou a existencia de somente 3 (tres) tipos 

tradicionais conhecidos como isotr6pico, monotr6pico e ortotr6pico. 

A seguir, sera desenvolvido urn estudo mais aprofundado da 

simetria elastica para os 3 (Ires) tradicionais tipos de nao cristais. 

A nomenclatura aqui utilizada pode sofrer altera~oes em fun~o dos 

diversos autores que abordaram este assunto. 

2.9.1. MATERIAL COM SIMETRIA ELASTICA EM UM PLANO 

Admitindo urn s61ido referido a urn sistema de coordenadas x, 

conforme mostra a figura 13: 



X3 Elao dt timtfria 

/ 

,. , , 

Olrt~St• equivolenlft 

/\ 

FIGURA 13- Simetria elastica em um plano 
Fonte: Mascia(7) 

37 

0 plano x, - x
2 

e de simetria elastica, ou seja, duas direyoes 

quaisquer passando por um ponto neste plano sao equivalentes no que 

concerne as propriedades de elasticidade. Alem disto, a direyao normal a 

este plano e chamada de direyao principal de elasticidade. 

Promovendo rotayees de 180° em torno do eixo x
3 

, conforme 

esquema da figura 14 



x =x' s- ::1 

Xz 

FIGURA 14- Rota~o de 180" em torno do eixo x3 

Fonte: Mascia(7) 

tem-se os seguintes cossenos diretores: 

[
-l 0 0] 

/if= 0 -l 0 

0 0 l 

Xz 

Com o uso da transforma~o tensorial de S
11 

tem-se: 

resultando: 

devido as demais parcelas que contribuem para S(
1 

serem nulas. 

Assim: 

38 

(89) 

(90) 

(91) 

(92) 
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De semelhante analise para os outros termos do tensor, conclui-se 

que: 

(93) 

Entao, o tensor 89 tera a seguinte configura98o: 

811 8,2 8" 8,. 0 0 

82, 822 823 82• 0 0 

8,, 832 8,, 8,. 0 0 
(94) s. = 

8., 8.2 8., 8 .. 0 0 

0 0 0 0 855 856 

0 0 0 0 865 8 •• 

Com isto o tensor 8" passa a ter 13(treze) elementos diferentes, 

sendo que apenas 11 ( onze) sao independentes, devido a dependencia 

linear entre os termos 855 , 856 e 8
66

• A confirma98o disto e feita pelo mesmo 

artificio usado em 2.7. 

2.9.2. MATERIAL COM SIMETRIA ElASTICA EM TRES 

PLAN OS 

Novamente admitindo um s61ido referido a um sistema de eixos 

coordenados xi e agora procedendo a uma rota98o de 180° em torno do 

eixo x
1 

(um dos eixos de simetria) conforme figura 15. 



•• 

0 

FIGURA15- Rotayao de 180° em torno do eixo x1 

Fonte: Mascia(7) 

tem-se, analogamente ao item anterior: 

S14 = s2A = s,. = S56 = o 

40 

• 

(95) 

Efetuando semelhante rotayao nos eixos x
2 

ex,, um de cada vez, 

tem-se: 

sl. = s26 = s,. = S54 = o 
(96) 

sendo que Sij fica com a seguinte forma: 

s11 s12 sn 0 0 0 

s12 s22 s2, 0 0 0 

sn s2, s" 0 0 0 
(97) s" = 0 0 0 s44 0 0 

0 0 0 0 Sss 0 

0 0 0 0 0 s •• 
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Neste memento pode-se expressar os coeficientes do tensor 

compliance, em termos dos coeficientes elasticos usuais de engenharia 

(constantes tecnicas, Cauwelaert<13J), ou seja, atraves do m6dulo de 

elasticidade longitudinal ou m6dulo de Young E, do coeficiente de 

Poisson vii e do m6dulo de elasticidade transversal ou de rigidez G". 

Assim Sii torna-se: 

I _ V21 - v,I 0 0 0 -
~ £2 E, 

- v12 I - v,l 0 0 0 
~ £2 E, 

- Vn _ Y23 I 
0 0 0 

s" = 
~ £2 E, 

(98) 
0 0 0 

I 
0 0 

G12 

0 0 0 0 
1 

0 
G2, 

0 0 0 0 0 
1 

G31 

onde devido a simetria existente pode-se escrever: 

(99) 

ou genericamente: 

v. v 
- _lJ = - ____!!_ 

E, £
1 

(100) 

Como observou-se anteriormente, e mais simples trabalhar com os 

coeficientes do tensor compliance S
9

, ao inves dos coeficientes do tensor 

de constantes de elasticidade C". A tftulo de ilustra~o. pode-se comparar 

os coeficientes a seguir : 

1 
sll =-

£] 
(101) 
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e 

(102) 

2.9.3. MATERIAL TRANSVERSALMENTE ISOTR6PICO 

Considerando-se um solido referido a um sistema de coordenadas, 

conforme a figura 16, onde o plano x1 -x2 
e dito de isotropia, ou seja, todas 

as direyaes contidas neste plano sao elasticamente equivalentes, o eixo x, 

e 0 eixo de simetria elastica. 

x· 
1 

Plano de laol:ropia x' 2 

FIGURA 16 - Plano de isotropia - material transversalmente 
isotr6pico 
Fonte: Mascia(7) 

Baseando-se nas operayaes dos ftens anteriores, de simetria 

elastica, tem-se: 

(103) 
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Assim, com a utiliza~o da nota~o usual de eng en haria, ou 

nota~o tecnica, em uma forma matricial, o tensor S" torna-se: 

I v v' 
0 0 0 - --

E E E 
v I v' 

0 0 0 -- -
E E E' 
v' v' I 

0 0 0 

s" = 
E E' E' (104) 

I 
0 0 0 - 0 0 

G 

0 0 0 0 
I 

G' 
0 

0 0 0 0 0 
I 

G' 

onde E, E'= modulo de elasticidade no plano de isotropia e na dire~o 

normal a ele, 

v, v'= coeficiente de Poisson no plano de isotropia e na dire~o 

normal a ele e 

G, G'=modulo de elasticidade transversal no plano de isotropia e, 

tambem, 

ou 

G E 
2(I+v) 

(105) 

(106) 

Portanto, apenas 5 (cinco) coeficientes de Slj sao independentes. 

E importante salientar que a expressao do modulo de elasticidade 

transversal G indica a isotropia no plano. 
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2.9.4. MATERIAL ISOTR0PICO 

Urn material isotropico e aquele em que todos os pianos que 

passam por urn ponte sao isotropicos (pianos de simetria), ou seja, todas as 

dire¢es sao elasticamente equivalentes e principais. 

Assim: 

E' = E , G' = G e v = v , (107) 

tornando-se o tensor s. , em uma forma matricial, com o uso dos 

coeficientes de engenharia: 

1 v v 
0 0 0 -

E E E 
v 1 v 

0 0 0 -- - --
E E E 
v v 1 

0 0 0 -- -- -

s. = E E E (108) 
1 

0 0 0 - 0 0 
G 

0 0 0 0 
1 

0 -
G 

0 0 0 0 0 
1 

-
G 

Portanto, o tensor s. passa a ter apenas 2 (dois) coeficientes 

independentes, ou seja, o modulo de elasticidade longitudinal E e o 

coeficiente de Poisson v , sendo que o modulo de elasticidade transversal 

G e definido como: 

G= E 
2(1+v) 

(109) 
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Alguns autores utilizam as constantes de Lame A- e J.l para 

caracterizar um material isotr6pico e seus coeficientes do tensor 
constitutive, como por exemplo Cowin<9> que apresenta o tensor C

9
ll como: 

(110) 

onde: 

(111) 

(112) 

ou = delta de Kronecker 

Ainda a respeito dos materiais isotr6picos, mais particularmente ao 

coeficiente de Poisson ' Ostrosablin(B), atraves de calculos algebricos define 

o intervale para estes materiais como: 

I 
0 < v < - ; -1 < v < 0' 

2 
(113) 

onde a primeira inequayao represents o intervale para um material 

isotr6pico mais usual, enquanto a segunda inequayao represents o 

intervale para um material dito menos usual, como por exemplo uma barra 

cujo material sob trayao apresenta alongamento em direc;oes arbitrarias. 

Com relayao ao valor negative da inequayao, pode-se citar 

Bekhterev apud Ostrosablin<e>, que obteve coeficientes de Poisson 

negatives para meteriais isotr6picos em ensaios de laborat6rio. 
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2.10. COMENTARIO A RESPEITO DOS VALORES 

ADMISSfVEIS DO COEFICIENTE DE POISSON PARA OS 

MATERIAlS EM GERAL 

De acordo com Abramchuk e BuldakovC14>, podem-se determinar 
intervalos admissfveis para os Y;i atraves de submatrizes oriundas do tensor 

constitutive. 

Neste sentido, tem-se a seguinte submatriz: 

[ 
1 -v,2 ] (.r>6 . ,\ 

1 
> 0 c 2 = IS mequay res1 -v2, 

(114) 

Atraves de combina¢es lineares nesta submatriz, e possivel 

descrever regiOes de interesse introduzido um sistema dimensional 

cartesiano com 15 eixos sendo que os intervalos admissfveis estarao 

representados por paralepfpedos com lados iguais a 2~Ye 2 , 2~Eyf 2 , 

2 ~Ye3. 

Alem disto, os autores (Abramchuck e BuldakovC14l) apresentam o 

seguinte intervale de variayao: 

-~% -~Eyf 2 -~Ye 2 < v,2 +V23 +v3, < ~( ~ + ~ + ~J (115) 

que consideram de uma abrang€mcia mais efetiva que a inequayao 

proposta por Rabinovich, descrita por: 

(116) 
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com a condiyao de E, > E
2 

> E
3 

• 

Observa-se que, ao se dispor dos valores de v" e E, , pode-se 

verificar a anisotropia do material. 

2.11. INVARIANTES DE COEFICIENTES Sij 

Atraves da transformayao de coordenadas, pode-se identificar 

algumas combina~oes dos coeficientes do tensor s. que se mantem 

constantes quando o sistema de coordenadas e rodado. 

Neste sentido, Lekhnitskii<10) determinou 4 (quatro) invariantes para 

os materiais ortotr6picos, os quais sao mostrados a seguir: 

I S' S' 2S' 1 1 2 v, 1= n+ 22+ 12=-+----, 
E 1 E2 E, 

I - S' - 4S' - _I_ 4 vl2 
2-66 12- + I 

G12 E1 

I S' S' I 1 3= 44+ ss=-+- • 
Gl3 G23 

(117) 

I S' S' (v,3 Y23) 4= n+ 23=- E, + E
2 

= 

Alem de Lekhnitskii(10) pode-se citar Ting<12l, que tambem, 

desenvolveu estudos para identificar alguns invariantes para os materiais 

anisotr6picos em geral, sendo que alguns deles sao relatives aos materiais 

ortotr6picos, como mostrados a seguir. 



1 
1, = - s .. - S12 • 

4 

Observa-se que alguns dales sao invariantes de 2• ordem. 

48 

(118) 
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3. A ORTOTROPIA APLICADA A MADEIRA 

3.1. INTRODUCAO 

Historicamente a madeira tem sido um material estrutural de grande 

uso e estuda por diversos pesquisadores a respeito de suas caracterlsticas 

tanto flsicas como mecanicas. 

As madeiras utilizadas comercialmente sao classificadas em dois 

grupos: as confferas ou "softwoods" e as dicotiledoneas ou "hardwoods". A 

distinrtao entre os dois grupos tem que ser feita atraves de suas 

caracteristicas anatomicas, pois pode-se encontrar madeiras do grupo das 

"softwood" mais duras que as da "hardwood". 

Devido a sua origem natural, as propriedades ffsicas da madeira 

frequentemente exibem uma grande variabilidade resultants em parte das 

condirtc5es de crescimento e de fatores ambientais como o clima, o solo, a 

agua, quantidade e tipo de nutrientes disponfveis, etc. Alem disto, deve-se 

levar em conta o aspecto hereditario, o qual pede resultar em diferenrtas 

nas propriedades ffsicas em madeiras da mesma especie. 

As suas caracterfsticas sao estabelecidas pela complexidade da 

estrutura interna, resultando em um modele anisotr6pico. Desta forma, 

pode-se afirmar que existem diferentes nfveis de anisotropia nesta 

estrutura. Mas, em funrtao de suas particularidades, foram feitos estudos 

que adequaram a madeira ao modele ortotr6pico, atraves do conhecimento 

desta estrutura microsc6pica. 
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E possfvel prever as dificuldades para a utilizayao deste tipo de 

material, bern como para o seu estudo. No passado eram utilizadas poucas 

variedades de especies. Atualmente a escassez de algumas especies tern 

obrigado o emprego de madeiras ate entao nao utilizadas, ou toras de 

pequenos diametros, como as de reflorestamento, implicando em urn melhor 

estudo deste material. 

Nos pr6ximos itens serao abordados alguns aspectos desta 

constituiyao interna, baseados em Bodig & Jayne(15), para que se possa 

entender melhor este estudo. 

3.2. CONSTITUICAO MACROSC6PICA DA MADEIRA 

Em urn corte transversal de urn tronco de uma arvore, podem ser 

identificadas as camadas que compoem a estrutura macrosc6pica da 

madeira. Estas camadas sao formadas durante o crescimento da arvore. 

Sao formadas, neste crescimento, camadas sucessivas, sobrepostas e 

concentricas, chamadas aneis de crescimento. Na figura 17 esta 

esquematizado urn corte transversal de urn tronco: 



FIGURA 17 -As camadas constituintes da madeira 
Fonte: Bodig & Jayne<1S) 
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Os aneis de crescimento formam urn conjunto chamado lenho. 

Recobrindo o lenho existe a casca da arvore. Entre o lenho e a casca 

tem-se o cambia, que e responsavel pelo crescimento celular da arvore. 

0 lenho pode ser dividido em duas partes: a primeira, denominada 

alburno, constitulda de camadas mais novas e mais externas enquanto que 

a segunda, denominada cerne, e formada por camadas mais antigas, mais 

internes. A seguir, e apresentada a constituicao microsc6pica da madeira. 

3.3. CONSTITUICAO MICROSC6PICA DA MADEIRA 

A madeira e constitulda internamente por celulas de forma alongada 

com a presenya de vazios. As celulas apresentam formes e tamanhos 

variados de acordo com a classificacao da arvore. Oeste modo, identifica-se 

os elementos basicos mencionados a seguir. 
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As coniferas sao formadas por traqueideos (que atingem ate 90% 

da sua constitui~o. os quais sao celulas alongadas,) e por raios medulares 

que se dispoem radialmente em forma de fitas. Ja as dicotiledoneas sao 

compostas de vasos (que podem compor ate 50% da sua constitui~o), de 

fibres e raios medulares. 

Sob esta 6tica, conclui-se que o arranjo de celulas nas coniferas e 

mais homogemeo do que nas dicotiledoneas. lsto e possivel ser observado 

atraves das figuras 18 e 19. 

Baseando-se nisto, pode-se antever que os estudos das 

propriedades fisicas ou mecanicas da madeira estao relacionadas com o 

arranjo e com a composi~o das parades celulares que formam os 

elementos basicos da mesma, como os traqueideos e os raios medularesA. 

APara detalhes: Morey<16J 



53 

FIGURA 18 - Os elementos microsc6picos das confferas:. 
Fonte: Esau<17> 
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FIGURA 19- Os elementos microsc6picos das dicotiledoneas: 
Fonte: Esau (17) 

A estrutura celular e formada por microfibrilas, ou fileiras paralelas 

de moleculas de celulose, que formam as lamelas (arranjos de varias 

centenas de microfibrilas, as chamadas camadas S,, S
2 

, s •. ) sendo que o 

arranjo das moleculas de celulose na parade celular,em ordem crescenta de 

complexidade, vai das microfibrilas ate a parade celular de dimensoes 

macrosc6picas. 

Deste modo, as caracterfsticas ffsicas da madeira estao 

relacionadas ao arranjo destas microfibrilas nas parades celulares. 

Por outre lade, a orienta9ao da celulose nas fibras dos traquefdeos, 

a qual pede ser externada a um nfvel macrosc6pico pela disposi9ao das 

camadas de crescimento da madeira, caracteriza a ortotropia da madeira. 
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Neste estudo e usado o modele ortotr6pico, a nfvel macrosc6pico, 

associado a eixos ortogonais, o que implica em uma aproxima~ao, pelo fato 

dos aneis de crescimento da madeira apresentarem uma orienta~ao 

curvilfnea. Alem disto, e considerada a madeira urn material homogeneo, 

outra aproxima~ao que pode ser utilizada. 

A titulo de ilustra~o, e apresentada a figura 20, onde observa-se a 

varia~o de dire~ao do arranjo das microfibrilas na camada S2 

FIGURA 20- A camada S
2 

e sua ortotropia 
Fonte: Bodig & Jayne(15) 
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3.4. A HOMOGENEIDADE DA MADEIRA 

A validade do uso da suposiyao da homogeneidade da madeira foi 

estudada por alguns pesquisadores. Mascia(7), por exemplo, cita Perkins 

que desenvolveu estudo neste sentido, partindo da analise das 

caracterfsticas estruturais em nfveis macrosc6picos ate os microsc6picos. 

Alem disto, Mascia<18> realizou experimentos em corpos de prova 

prismaticos levados a compressao axial, e seus resultados comparados aos 

obtidos atraves da analise pelo metoda de elementos finites, (atraves do 

programa SAP90<19>), estao mostrados em urn grafico de deformayao em 

funyao da distancia do topo do corpo de prova ao centro do mesmo (figura 

21) e comparados por resultados obtidos por AI-Dabbagh, Goodman & 

Bodig<20>. 
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FIGURA 21 - Resultados de deformayao: (1) AI-Dabbagh, Goodman 
& Bodig<20) e (2) Mascia<1B) 
Fonte: Mascia(16) 
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Pode-se observer que os resultados indicam a homogeneidade no 

campo das deformal(oes na regiao central des corpos de prova submetidos 

a ensaios na compressao axial, comprovando assim a validade de se utilizar 

esta suposil(i!io na determinac;ao das constantes de elasticidade da madeira. 

3.5. A MADEIRA E OS TENSORES s, e Sij 

0 estudo das propriedades de elasticidade da madeira pede ser 

balizado no modele linear elastico e ortotr6pico, como ja mencionado 

anteriormente. 

Baseando-se nisto, torna-se necessaria adotar um sistema de eixos 

ortogonais coincidentes com as dire¢es principais de elasticidade do 

material. Assim, pode-se admitir a coincid€mcia dos eixos ortogonais de 

referemcia x, (xpx 2 ,x,) com os eixos de simetria elastica, longitudinal (L), 

radial (R) e tangencial (T). 

X11LI 

FIGURA 22- Eixos ortotr6picos e pianos de ortotropia na madeira 
Fonte: Bodig & Jayne<15J 

Feito isto, e substituindo-se os subscritos nos termos da equal(i!io 98 

tem-se agora especificamente para a madeira: 



I 
S44=G; 

IR 

S __ VRL __ VIR . S __ Vn __ VLT . 
21 - E- E' 31 - E- E ' 

R L T L 

I I 
Sss =--; S66 =-G 

GRT n 

ou em uma forma matricial: 

I VRL - Vn 0 0 0 
EL ER ET 

VIR I - Vm 0 0 0 
EL ER ET 

- VLT VRT I 
0 0 0 

sv = EL ER ET 

0 0 0 
I 

0 0 
GIR 

0 0 0 0 
I 

0 
GRT 

0 0 0 0 0 
I 

Gn 
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(119) 

(120) 

Mas, nem sempre, os eixos ortogonais coincidem com os eixos 

principais em uma pe9<3 de madeira. Na pnfltica ocorrem situayaes em que 

as direc;oes das ayaes estao inclinadas em rela«;ao ao plano de simetria da 

pe9<3, (March<21l). 

Em vista disto, pode ocorrer uma rota«;ao de um angulo fJ em torno 

do eixo x3 • 

Posto isto, OS termos s;. . s~, . s~2 . s~3 tornam-se nao nulos. 0 

tensor s,; sera, em uma forma matricial 
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s;, s;2 s;, 0 0 s;. 
s~, s~2 s~, 0 0 s~. 

s; = 
s;, s;2 s;, 0 0 s;. 

(121) 
0 0 0 S' s;5 0 44 

0 0 0 s;. s;5 0 

s~, s~2 s~, 0 0 S' 
66 

sendo que os termos de S1j com o uso das constantes de elasticidade 

tornam-se: 

S' cos
4

B ( 1 2vn) 2 (} 2 (} sen
4

B 1 . 
11 = + ----- sen cos + =-, 

EL GLT Er Er E; 

S ' sen• (} ( 1 2vn) 2 (} 2 (} cos• (} 1 22 = + ----- sen cos + -, ; 
EL GLT Er · Er E2 

S2, = -+- sen
2
Bcos 2 B-~ sen4B+cos4B- =-~ , (1 1) v { ) sen

2

Bcos
2

B v' 

EL Er Er GLr E2 

S66 =4 -+--2---E:.. sen2Bcos2B+-- sen2Bcos2B =-, ; , (1 1 v) 1 ( ) 1 
EL Er Er GLr G,2 

sen 
2 e) ( 1 2v ) { ) sen (} cos (} + --- __!!:_ sen (}cos (} sen 2 

(}- cos 2 
(} 

Er GLT Er 

cos
2

8) ( 1 2vn) a1 2 2 ) sen(}cos{}- ---- senBcosv\sen {}-cos (} 
Er GLT Er 

S
, cos2 

(} sen2 
(} 

.. = +--
GLT GIJ1 

1 

G' , 
23 

S' _ sen
2 

(} + cos
2 

(} __ 1_. 
55 G G - G' ' LT IJ1 13 

s;.=(-1---
1
-)senBcosB; 

. GLT GIJ1 

(122) 
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Observa-se que o tensor S1j passou a ter 13 (treze) elementos 

diferentes de zero. 

0 fate de existirem determinados coeficientes nao nulos, como s:, , 
significa que as tensoes tangenciais no plano x' - x' I 2 produzem 

deformay(ies normais nas direy(ies de x;. Estas condiy(ies sao obtidas da 

analise do tensor constitutive e das rela~oes tensao-deforma~o. de acordo 

com Hearmon<22>, March(21) e outros. 

Admitindo-se, agora, que nao ocorre coincidencia nas dire~oes de 

nenhum dos eixos principais com os ortogonais, como mostrado na figura 

23, segundo exemplo dado par Goodman & Bodig<23>, os cossenos diretores 

serao: 

-sen¢sen0 cosOsen¢) 

cosO senO 

-senOcos¢ cosOcos¢ 

(123) 
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I I I/ II__----- __ ..... 

FIGURA 23 - Rotac;Bo dos eixos x; em urn bloco de madeira 

Fonte: Goodman & Bodig<23l 
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Em func;Bo disto,o tensor s,; pode passar a ter todos os seus 36 

(tinta e seis) elementos nao nulos, porem dependentes, haja visto que 

Sij foi obtido de urn modelo ortotr6pico com 9 (nove) elementos 

independentes. 

Hearmon<22l tambem estudou o efeito da nao coincidencia das 

dire9oes principais com as direyc5es de referencia (ou ortogonais), como e 
mostrado no item seguinte. 

3.6. 0 EFEITO DA INCLINACAO DAS FIBRAS 

0 efeito da inclinac;Bo das fibras na madeira tern sido objeto de 

estudos por varios pesquisadores desde a decada de 20. 
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Dos estudos desenvolvidos ate o momento,os resultados mais 

comuns de serem encontrados sao os da varia~o do modulo elasticidade 

longitudinal E, como os obtidos por Jenkin apud Hearmon<22l, ou Kollmam 

apud Kollmam e Cote<24J, em 1934. 

Alguns coeficientes do tensor S1j tambem foram levantados em 

fun~o da varia~o da inclinayao das fibras, como os obtidos por Horig apud 

Hearmon<22>, em 1934. 

Apresenta-se a seguir alguns graficos obtidos pelos pesquisadores 

mencionados neste item: 
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FIGURA 24 -Graficos de Sij para as especies Spruce, Mahogany, 

Ash e Walnut, te6ricos e pontes experimentais 
Fonte: Hearmon<22J 
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FIGURA 25 - Varia9ao de E, em tun9ao da varia9ao do angulo das 

fibras 
Fonte: Hearmon<22> 

Cabe observar que Harig, embora apresente os valores de 

S~ 1 ; S~ 1 ; S~ 2 ; S~ 3 e S~ 4 nao os calculou, mas sim fez uma analise teorica 

explorat6ria do assunto. (Mascia(7>) 

Pelos graficos apresentados, os valores de S~ 1 chegam a ser 

negatives, apontando para a possibilidade da existencia de valores 

negatives para coeficientes de Poisson. 

A varia9ao do modulo de elasticidade transversal G,i em tun9ao da 

inclina9ao das fibras tambem foi estudada, mas no presente estudo nao 

sera abordada. 

Para o desenvolvimento do estudo dos efeitos da inclina9ao das 

fibras, os pesquisadores utilizaram ensaios de laboratorio, sendo oportuno 

uma analise a respeito dos metodos, apresentada no proximo capitulo. 
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3.7. ALGUNS VALORES DE CONSTANTES DE 

ELASTICIDADE OBTIDOS POR PESQUISADORES 

Do levantamento bibliografico sobre o tema em estudo, foi possfvel 

obter razoavel quantidade de dados que podem ser utilizados como 

parametro para verifica9ao dos resultados existentes e aqueles obtidos 

nesta pesquisa. 

Hearmon(22l sintetizou em uma tabela varies valores de constantes 

de elasticidade obtidas por diferentes pesquisadores. A seguir apresenta­

se parte da mesma. 
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TABELA 2 - Valores das constantes de elasticidade da madeira 

obtidos por alguns pesquisadores (E, e G" em 

dinas/cm2) 
Fonte Hearmon(22J 

ESPECJE EL ER ET VRT VRL Vm VTL VLR VLT GLT GLR GRT 

Ash 15.8 1.51 0.80 0.71 0.051 0.36 0.030 0.46 0.51 0.89 1.34 0.27 

Balsa 2.44 0.11 0.03 0.66 O.Q18 0.24 0.009 0.23 0.49 0.08 0.12 0.014 

Beech 13.7 2.24 1.14 0.75 0.073 0.36 0.044 0.45 0.51 1.08 1.61 0.46 

Khaya 10.2 1.13 0.51 0.60 0.033 0.26 0.032 0.30 0.64 0.60 0.90 0.21 

Maple 10.0 1.52 0.87 0.82 0.093 0.40 0.036 0.46 0.50 1.10 1.22 0.29 

Mahogany 12.4 0.97 0.46 0.064 0.024 0.41 0.022 0.31 0.55 0.47 0.61 0.15 

Oak 5.3 2.14 0.97 0.064 0.13 0.30 0.086 0.33 0.50 0.76 1.29 0.39 

Quipo 1.05 0.23 0.04 0.46 0.047 0.13 0.031 0.21 0.67 0.05 0.11 0.039 

Sweetgum 11.7 1.35 0.59 0.68 0.044 0.31 0.023 0.33 0.40 0.79 1.16 0.27 

Walnut 11.2 1.19 0.63 0.72 0.052 0.37 0.036 0.49 0.63 0.70 0.96 0.23 

Douglas Fir 15.7 1.06 0.78 0.39 0.020 0.37 0.022 0.29 0.45 0.88 0.88 0.088 

Fir 12.7 0.93 0.46 0.60 0.03 0.35 0.02 0.45 0.50 0.75 0.93 0.14 

Spruce 9.9 0.73 0.41 0.57 0.031 0.29 0.013 0.44 0.56 0.61 0.50 0.022 

Scots Pine 16.3 1.10 0.57 0.68 0.036 0.31 O.Q15 0.42 0.51 0.68 1.16 0.066 

Birch 16.3 1.11 0.62 0.78 0.034 0.38 0.018 0.49 0.43 0.91 1.18 0.19 

Sitka Spruce 11.6 0.90 0.50 0.43 0.029 0.25 0.020 0.37 0.47 0.72 0.75 0.039 
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Mascia(7l obteve resultados para algumas especies brasileiras, 

conforms tabela 3: 

TABELA 3- Constantes de elasticidade da madeira 
Fonte: Mascia(7l 

"gpf<CIE. v" v,» Vpr Vrr Vor Vro 

IP~ 0,4790 0,4345 0,6136 00270 0,0371 03532 

ANGICO 0,4549 05089 08068 00239 00484 04975 

PINUS 03345 0 3701 06393 00477 00858 04509 

ESPECIE EL ET ER GLT GLR GRT 

IP~ 18043,9 9805 17481 831 2 6202 3563 

ANGICO 85585 4521 7590 727,1 5124 248,6 

PINUS 5471 0 7376 10484 3070 5126 116 3 

Pode-se constatar alguns fatos ao observar as tabelas 

apresentadas: 

• A relac;:ao entre os m6dulos de elasticidade: 

No proximo item serao abordados os metodos de ensaio para a 

determinac;:ao das constantes de elasticidade da madeira. 
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4. A DETERMINACAO DAS CONSTANTES DE 

ELASTICIDADE ATRAVES DE ENSAIOS DE LABORATORIO 

4.1. INTRODUCAO 

Segundo Hearmon<22l, os primeiros experimentos que atentaram 

para o fato da ortotropia na madeira com as 9 (nove) constantes de 

elasticidade foram realizados em 1920 por Jenkin e Carrington. Os metodos 

de ensaios utilizados por estes pesquisadores foram os de flexao estatica e 

trayao-compressao simples. 

Anteriormente a esta epoca, outros pesquisadores ja haviam feito 

experimentos em peyas de madeira, com a finalidade de determinar os 

efeitos carga-deslocamento, como Galileu em 1638 e Hooke em 1678 

(Hearmon<22l). 

Evidentemente ate o presente momento outros pesquisadores 

estudaram asconstantes de elasticidade da madeira, apresentando varias 

formula¢es para sua determinayi!io com o uso de diferentes metodos de 

ensaio. 

Neste contexte, pode-se destacar o artigo de Lee<25J onde apresenta 

alguns destes metodos, dividindo-os em dimilmicos ( vibrayi!io longitudinal, 

vibrayao na flecha e vibrayao na toryao) e estaticos (trayao, compressao, 

flexao e toryao). Alem deste pode-se citar Ashkenazi, Gershberg & 

Kapustin<26l que utilizam o metodo de propagayi!io de ondas ultrasonicas e 

tambem Sinclair & Farshard<27l, que compararam 3 (tres) diferentes 

metodos de ensaio. 
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Mascia(7) tambem utilizou diferentes metodos estaticos (compressao 

axial, e flexao) de ensaio em seus estudos, comparando os resultados e 

concluindo que, entre os metodos analisados, o de maier simplicidade e o 

de compressao axial. 

4.2. 0 ENSAIO DE COMPRESSAO AXIAL 

Como todo ensaio, o ensaio de compressao axial deve ser 

cuidadosamente elaborado para que os resultados advindos desse tipo de 

experimento sejam realmente confi8veis. 

Cuidados especiais devem ser tornados na confecr;Bo dos corpos 

de prova, os quais necessitam ter suas faces comprovadamente paralelas 

e angulos retos ao eixo de aplicar;Bo da carga. 

A prensa utilizada no ensaio deve possuir urn prate com suporte 

esferico para que se obtenha carregamento uniforme, principalmente nas 

extremidades do corpo de prova. 

Goodman e Bodig, em 1969, e Prata, em 1990, apud Mascia(7), 

alertaram para possfveis problemas relatives ao desenvolvimento de flexo­

compressao em corpos de prova submetidos a compressao axial, devido a 

uma ineficiente centragem da carga de compressao. A figura 26 mostra 

esta situar;Eio. 
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FIGURA 26 - Duas situayaes de corpo de prova nao alinhado 
Fonte: Goodman & Bodig<23> 
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No que se refere a distribui~o de tensoes na peya ensaiada, dave 

ser dada aten~o especial, neste sentido, as perturba~oes que usual mente 

aparecem nas regioes de contato entre os pratos da prensa e do corpo de 

prova. 

4.3. DETERMINA<;AO DAS CONSTANTES ELASTICAS 

ATRAVES DE ENSAIOS DE COMPRESSAO AXIAL 

4.3.1. A DETERMINACAO DOS MODULOS DE 

ELASTICIDADE LONGITUDINAL E; E DOS COEFICIENTES 

DE POISSON v• 

Com o uso de ensaios de compressao simples pode-se, 

adequadamente, determiner as constantes de elasticidade da madeira. 
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Considerando, entao, um corpo de prova posicionado nos eixos 

geometricos ortogonais x1 , x
2 

, x
3 

coincidentes com os eixos de simetria 

elastica, ou direvc5es principais, L (longitudinal), R (radial), T (tangencial), 

respectivamente, SOb a avao de Uma forva axial CTn , conforme figura 27. 

FIGURA 27 - Tensao ern axial ao eixo principal L aplicada a um 

s61ido 
Fonte: Mascia(7) 

e possfvel obter as deformacoes e OS elementos do tensor Sif atraves das 

seguintes relacoes: 

(124) 

sendo: 

S - 1 S - ~2 S - Yn u--. 21---, 31 __ _ 

£ 1 £ 1 £
1 

(125) 

on de 

(126) 

Com as devidas substitui¢es e simplifica¢es: 
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Agora, com a utilizayao da notayao relacionada aos eixos de 

simetria da madeira tem-se: 

(128) 

etambem: 

S = _1_ S =- VLR =- ER S =- VLT =- Er 
II E ' 21 E ' 31 E 

L L Oi L Oi 
(129) 

4.3.2. M0DULOS DE ELASTICIDADE TRANSVERSAL 

Diferentemente do m6dulo de elasticidade longitudinal E; e do 

coeficiente de Poisson v
9 

, a determinayao do m6dulo de elasticidade 

transversal G" , atraves de ensaios de laborat6rio, necessita de uma 

formulayao e analise um pouco mais complexa. Para a sua determinayao 

pode-se utilizar a analise via roseta de deformayao ou uma analise via 

transformayao tensorial do tensor compliance S
9 

. 

4.3.2.1. ANAUsE VIA RosETA DE DEFORMAc;Ao 

Das relayees tensao-deformayao, nas direyees principais, tem-se as 

seguintes expressoes envolvendo o m6dulo de elasticidade transversal Gij : 

(130) 



onde: 

1 
s,. =G.. 

" 

72 

(131) 

Observe-se que em urn sistema onde a compressao axial coincide 

com uma das dire¢es principais, nao e possivel determinar 0 modulo de 

elasticidade transversal a. atraves das equa¢es 122 , pelas mesmas 

envolverem tensoes e deformayoes (distor¢es) tangenciais. Para que a 

determinayao seja possivel deve-se equacionar a relayao 

tensao-deformayao em urn plano, com as direyoes principais nao 

coincidentes com a direyao da ayao (forya) de compressao. 

Assim, com o uso das relayoes: 

(132) 

ou 

(133) 

em urn plano x, - x
2 

, tem-se: 

C. = 2( &1 - &2 )sen Bcos (}+ &
4 

( cos2
- Bsen2 B) (134) 

e: 

d., = ( Oi - u,)senBcos B+ u 4 ( cos
2

- Bsen
2 

B) (135) 

Atraves de substitui¢es adequadas entre as equa¢es 133, 134 e 

135 obtem-se: 

s .. = 2(&1 - &2)sen BcosB+ e4 (cos
2

- Bsen
2 

B) 

(u,- u 2 )sen BcosB+ u4 (cos2
- Bsen2 B) 

(136) 
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Como, apenas, a compressao axial Oi * o , tem-se que : 

CT =o: = & = 0 4 2 4 (137) 

Assim: 

(138) 

Observe-sa que a equayao 138 nao e funyao do angulo B a qual da 

a entender que 0 modulo de elasticidade transversal a; independe da 

variayao do angulo das fibras. Esta analise e incorreta, pois, se assim fosse, 
estar-se-ia determinando 0 modulo elasticidade transversal a; para 

diferentes pianos x; -xi .Assim, deve-se ater ao fato da madeira nao ser 

urn material isotropico, sendo necessaria a preparayao dos corpos de prova 

com as dire¢es principais nao coincidentes com a direyao da carga 

aplicada. 

Desta maneira relacionando as equa¢es 134, 135, 136 e 138, e 
possivel estabelecer a seguinte expressao: 

a;= (u1 -a2 )sen2B+2a4 cos2() (
139

) 

4(lf, -&
2
cos2 B-&

2
sen2 B)cotg2B+2(&

1
-&

2
)sen2() 

Vale registrar que esta expressao e aplicada para os demais pianos 

principais (x
2 
-x,) e (x

3 
-x,) , desde que feitas as adequac;oes 

convenientes. 

Devido ao fato de quando ocorrer coincidencia entre os eixos de 

referencia e os eixos de simetria elastica (eixos principais) em que se 

estabelece urn modulo de elasticidade transversal G" para urn plano 

principal de elasticidade e, devido a equayao 139 para urn angulo de 45" 

semelhante a equayao 138, pode-se determiner o modulo de elasticidade 

transversal G" por esta ultima (equayao 138), desde que neste corpo de 

prova as fibras estejam inclinadas a 45". 
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Para maior clareza observe a figura 28 onde mostra-se urn corpo de 

prova cujas fibras estao inclinadas a 45" em urn plano ( x
1 

- x, ). 

T 

R 

FIGURA 28 - Posiyao usual de ensaio de urn corpo de prova com as 

fibras inclinadas 45". 
Fonte: Mascia(7) 

Com a colocayao de medidores de deformayao nas dire¢es dos 

eixos x1 , x2 e na direyao das fibras (inclinayao de 0 ) determina-se G" 

pela equayao 133. Pode-se utilizar ,ainda, urn quarto medidor como mostra­

se na figura 28 com a finalidade de se verificar a invariimcia das 

deforma¢es em eixos ortogonais. 

4.3.2.2. ANALISE VIA TRANSFORMAc;:Ao TENSORIAL DE S• 

Reportando-se as equa¢es 88, onde foram discretizados OS 

coeficientes do tensor compliance s. , observa-se que as mesmas sao 

func;:oes trigonometricas. Assim, ao se enfocar o coeficiente s;, , tem-se: 

S
' cos

4
0 ( 1 2vRL) ,

0 
,

0 
sen

4
0 

11 =--+----sen cos +-- , 
. EL GIR ER ER 

(140) 
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sendo que uma das constantes presentes e o modulo de elasticidade 

transversal Gm . Oeste modo, se os outros termos da equa~o 140 sao 

conhecidos, o modulo Gm pode ser obtido. Os outros modulos G" sao 

determinados da transforma~o de adequados coeficientes do tensor 

compliance sif em pianos desejados. 

Com este objetivo, e necessario um ensaio de compressao axial em 

corpo de prova de madeira onde as fibras estejam inclinadas em rela~o 

aos eixos geometricos. 

Assim, de um ensaio em um corpo de prova posicionado, conforme 

a figura 29: 

x' 2 

FIGURA 29 - Corpo de prova na posi~o de ensaio 
Fonte: Mascia(7) 

determina-se Gif , atraves das seguintes expressoes: 

e 

S' =_I_= C., 
II E' d. 

Xt .rl 

(141) 

1 1 
= 

cos4 
(} 

4
(} 2 v 

sen +~ (142) 
(sen

2
Bcos

2 
B) E., E, ( sen2 Bcos2 B) 

1 
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Com base na teoria ate aqui desenvolvida, fica relativamente 

simples desenvolver os ensaios para a determina~o das constantes de 

elasticidade em questao. 
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5. EXPERIMENTACAO E RESULTADOS 

5.1. INTRODUCAO 

Com o prop6sito de se investigar algumas constantes de 

elasticidade da madeira, as relaooes entre estas e a variayao numerica 

dos valores do coeficiente de Poisson em funyao da variayao do angulo 

das fibras, foram programados ensaios de compressao axial em peyas 

prismaticas de madeira. 

A opyao, na presente pesquisa, pelo ensaio de compressao axial 

deve-se ao fato de que, dentre a gama dos ensaios existentes e 

adequados, ser o de maior praticidade, tanto na execuyao como na 

confecyao dos corpos de prova. Alem disto, ser um ensaio puro, onde se 

tem a relayao direta entre a leitura da carga e a mediyao de deformayao. 

5.2. OBTENCAO DE ALGUMAS CONSTANTES ELASTICAS 

E VERIFICACAO DA SIMETRIA DO TENSOR COMPLIANCE 

s. 

Os cuidados e as dificuldades em relayao a preparayao dos corpos 

de prova (CPs), bem como a realizayao dos ensaios, levaram a adoyao de 

ensaios de carater preliminar. Nestes ensaios foram obtidas algumas 

constantes de elasticidade, as quais propriciaram uma apreciayao de parte 

dos coeficientes do tensor compliance s. . 
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5.2.1. EQUIPAMENTOS E INSTRUMENTACAO 

Nos ensaios de compressao simples desta fase preliminar, utilizou­

se uma maquina universal de ensaio HECKERT com capacidade de 200N e 

possuidora de uma prato rotulado . A figura 30 ilustra urn corpo de prova no 

momenta do ensaio. 

FIGURA 30- Foto de urn corpo de prova no momenta do ensaio 

Para a medi~o das deforma¢es foram utilizados extensOmetros 

eletricos de resistemcia (strain gages) da marca SHINKOH, tipo S-108 com 

10mm de comprimento, fator K=2,00, resistencia eletrica 120n. 

Para as leituras foram utilizados ponte e comutador da marca 

HUGGENBERGER ZURICH, modele JT72925. A figura 31 ilustra urn corpo 

de prova instrumentado. 
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FIGURA 31 - Foto de urn corpo de prova instrumentado 
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5.2.2. CORPOS DE PROVA EMPREGADOS 

Nesta fase de ensaios foram utilizados 3 (tres) corpos de prova de 

madeira da especie Angico Vermelho (Parapiptadenia rigida) com 

dimensoes nominais 4cm x 4cm x 12cm, com a maier dimensao nas 

dire¢es principais como pode ser vista na figura 32. Os CPs foram obtidos 

de uma pe~ de madeira com aproximadamente 20cm x 20cm x 35cm, que 

havia sido serrada de urn tronco com diametro aproximado de 70cm e 

comprimento de 120cm. 

r-1·1 
•" . ' 
' '' ' " LJ.,) 
® 

• 

i.IUIUiCI: CPI 

(j) • L 

4l - • 
IJ). T 

FIGURA 32 - Corpos de prova retirados nas dire¢es principais 
Fonte: Mascia(7) 

A preparayao foi feita com usa de serra de fita, serra circular e 

desempenadeira. 

Para se obter uma perfeita aderencia na colagem dos 

extensometros, as faces dos corpos de prova foram lixadas e polidas. Alem 

· disto, o teor de umidade estava em torno de 12%. 
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As deformayoes foram obtidas atraves de extens6metros eletricos 

de resistencia (strain gages) posicionados em faces (pianos) de interesse, 

perfazendo urn total de 5 (cinco) extens6metros em cada corpo de prova. 

5.2.3. 0 POSICIONAMENTO DOS EXTENS0METROS 

Na figura 33, mostra-se urn corpo de prova com os extens6metros 

posicionados, alem da direyao da carga de compressao. 

L 

FIGURA 33 - Posiyao dos corpos de prova e dos extens6metros 
Fonte: Mascia(7) 

Observa-se que o modulo de elasticidade longitudinal pode ser 

obtido atraves dos deslocamentos advindos dos extens6metros na direyao 

axial a carga (extens6metros ativos). Em conjunto com as leituras dos 

extens6metros perpendiculares a carga (extens6metros passives) e possivel 

determinar os coeficientes de Poisson relatives aos pianos. 

Assim, das equayees 119, tem-se: 



e 

tambem 

Dos resultados obtidos pode-se determiner ainda: 

1 
Sn=E' 

L . 

S 
__ VIR __ &R 

21- - J 

EL Oi 

82 

(143) 

(144) 

(145) 

(146) 

De posse destes resultados e dos obtidos nos ensaios nos outros 

dois corpos de prova tem-se os seguintes coeficientes do tensor 

compliance: 

(147) 

Alem disto, verifica-se a simetria do tensor constitutive. 
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5.2.4. APRESENTACAO DOS RESULTADOS 

Na tabela 4 estao apresentados os valores das 9 (nove) constantes 

de elasticidade obtidas. Na tabela 5 estao apresentados os valores dos 

coeficientes do tensor compliance. 

EL 

TABELA 4- Valores das constantes de elasticidade da madeira de 
especie Angico Vermelho 
Valores de E, em MPa 

ET ER VLT VIR VRT Vn VRL v, 

10287,4 ~40,0 1735,6 0,5019 P,3854 P,7042 0,0404 0,0444 P,4ooo 

TABELA 5- Verifica~o da simetria do tensor S
0 

PLANO LR PLANO RT PLANOTL 

VIR VRL VRT v, Vn VLT 

EL ER ER ET ET EL 

2,943 2,558 0,320 0,476 3,968 4,879 

5.2.5. COMENTARIOS DOS RESULTADOS OBTIDOS 

Pelas dificuldades apresentadas nesta fase experimental, sao 

possfveis alguns comentarios a respeito dos resultados obtidos: 

-Pelos valores obtidos durante os ensaios, ficou maii uma vez 

evidenciada a caracterfstica anisotr6pica da madeira. 
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-Os valores do tensor constitutive permitem verificar a simetria, se 

considerado o fato de se estar trabalhando com urn pequeno numero de 

corpos de prova. Sendo assim, o modele ortotr6pico e adequado a madeira. 

-Mascia(7) havia obtido os valores destas constantes de elasticidade 

para a especie Angico Vermelho (tabela 3) e, em compara~o aos 

apresentados nesta pesquisa observou-se uma boa convergencia dos 

resultados. 

-Em uma investiga~o a respeito do intervale de aceita~o dos 

valores do coeficiente de Poisson, como salientado no item 2.1 0, tem-se: 

l)2 = Vm =0,3854; V23 = VRT =0,7042; V31 = Vn. =0,0404; 

E 1 = EL = 10287,4 MPa; E2 =ER = 1735,6 MPa; E, = Er = 840,0 MPa 

Assim, obtendo-se: 

-4,1578< V12 + V 23 + V31 <6,4498 

onde l'J2 + v23 + v31 = 1,1300 

Para efeito de compara~o. utilizando-se os valores fornecidos por 

Hearmon<19» para as especies Ash e Oak, mostrados na tabela 2, obtem-se 

respectivamente os seguintes intervalos: 

-4,1970< v12 + V23 + v31 <6,1486 

onde v12 + v23 + v31 = 1,200 e 

-2,8824 < v12 + v23 + v31 < 2, 4329 

onde I'J2 + v23 + v31 = 0, 480, 
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verificando-se, tanto nos valores obtidos neste trabalho como nos valores 

mencionados por Hearmon<22
l , a validade das equa<;oes apresentadas por 

Abramchuk & Buldakov<14
l. 

-Ficou evidenciada a existencia da possibilidade de desvios nas 

leituras devido a curvatura aos aneis de crescimento e pelo fato de 

estarmos trabalhando com coordenadas ortogonais, em rela<;So ao plano 

RT (Radiai-Tangencial). 

-Outra comprova<;So possivel foi com rela<;So a dificuldade da 

retirada dos corpos de prova em posi<;oes corretas. Uma inclina<;So de 

apenas 5° das fibras proporciona uma grande varia<;So dos valores dos 

m6dulos, Mascia(7). 

5.3. OS VALORES DO COEFICIENTE DE POISSON EM 

FUNCAO DA VARIACAO DO ANGULO DAS FIBRAS 

Com a teoria apresentada anteriormente, especificamente no que 

tange a transforma<;So de coordenadas, pode-se agora desenvolver uma 

pesquisa referente a varia<;So dos valores do coeficiente de Poisson em 

fun<;So da varia<;So da dire<;So do angulo das fibras. 

Neste item serao apresentados os resultados obtidos, bern como 

uma analise dos coeficientes S{
1 

e S{
2 

pertencentes ao tensor compliance 

ap6s uma transforma<;So de coordenadas. 

5.3.1. EQUIPAMENTOS E INSTRUMENTACAO 

Nesta fase de ensaios de compressao axial utilizou-se maquina 

universal AMSLER com capacidade de carga de 250N, possuidora de uma 
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bandeja rotulada. A ilustrayao e a mesma do item anterior (figura 30), sendo 

que a maquina tern pequenas diferen99s com relayao a anterior. 

Para a mediyao das deformayees foram utilizados extensometros 

eletricos de resist€mcia (strain gages) da marca SHINKOCH, tipo 5116 com 

20mm de comprimento, fator K=2,02, e resistencia eletrica de 1200. 

Alem disto, foram utilizados ponte e comutador da marca K:fOWA, 

modelos SM60D e SS24R, respectivamente. 

5.3.2. CORPOS DE PROVA EMPREGADOS 

Para cumprir a determinayao dos coeficientes agora necessaries, 

foram utilizados 21 (vinte e urn) corpos de prova com dimensoes nominais 

4cm x 4cm x 12cm todos da especie JatobS (Hymenaea stilbocarpa), sendo 

que 14 (catorze) foram retirados de uma pe99 com dimensoes aproximadas 

de 15cm x 15cm x 120cm, conforme ilustra as figura 34. Desta pe99 foram 

cortadas duas partes pertencentes aos pianos LR (longitudinal x radial) e L T 

(longitudinal x tangencial), sendo que de cada plano foram retirados 7 (sete) 

corpos de prova em inclina~oes de 1s•, de urn intervalo de o• a 90• (figuras 

35 e 36). 
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FIGURA 34 - Foto da pe~ de madeirada especie Jatoba com 
dimensoes 15cm x 15cm x 120cm, de onde foram 
retirados dois pianos, LR e L T 
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FIGURA 35 - Foto da posi~o de corte de urn dos pianos (LR) 
retirados da peya de madeira da especie Jatoba 
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FIGURA 36 - Foto mostrando a posiyao des corpos de prova em um 

des pianos (madeira da especie Jatoba) 
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Outros 7 (sete) corpos de prova restantes foram obtidos, mas desta 

vez, de uma pe~ de 6cm x 16cm x 120cm no plano LR (longitudinal x 

radial). 

Para a preparayao dos corpos de prova foi utilizado o mesmo 

procedimento mencionado no item 5.2.2. 

5.3.3. 0 POSICIONAMENTO DOS EXTENS0METROS 

Nestes ensaios foram utilizados apenas dois extensometros em 

cada corpo de prova posicionados na face de interesse, conforme mostrado 

na figura 37. 

l 

I 

T 

FIGURA 37 - Posiyao dos extensometros nos corpos de prova para 
determinayao dos coeficientes de Poisson nas faces 
de interesse 

Das leituras obtidas podem-se determiner os seguintes termos: 



.J - e; 
v12 --- ' e; 

E'= 0: 
I c. ' 

I 

s· = e; 
ll cT. ' 

I 

S ' - e; 
12-

o; 

e do corpo de prova a 45•: 

G'- 0: 
12- 2(&;- e;) 
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(148) 

(149) 

Os resultados sao comparados com os valores te6ricos obtidos 

atraves das equac;oes 88: 

5.3.4. APRESENTACAO DOS RESULTADOS 

A seguir estao apresentados os resultados obtidos para os 

coeficientes _I_ , _I_ e para os coeficientes de Poisson I{ de acordo 
s;1 s;2 

com o plano analisado, em forma de tabelas. Logo a seguir tem-se os 

resultados em graficos, atraves dos quais se fara uma comparayao com os 
v v' 

dados te6ricos para os dois valores possfveis de Sif , ou seja ;. e ;. 

' } 



5.3.4.1. OS ELEMENTOS _I_ 
S{, 
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Tabela 6 - Valores de _I_= E' em fun~o das varia9ao do angulo 
S{, 

das fibras em dois pianos principais (LR e L T) 

ANGULO ---+ ~ 0° 

PLANOt 

LR* 18359 

LT* 20992 

LR 11604 

12422 

16105 

6775 

4318 2078 2659 

4521 837 1083 

6281 2073 1477 

* Pianos pertencentes a mesma pe9a de madeira 

5.3.4.2. OS ELEMENTOS _I_ 
S{, 

2704 2900 

1610 1339 

2077 1960 

I 
Tabela 7- Valores de em fun~o das varia9ao do angulo das 

S{, 

fibras em dois pianos principais (LR e L T) 

ANGULO---+ oo I 5° 30° 45° 60° 75° 90° 

PLANOt 

LR* -42834 -26618 -10923 -8314 -13295 -31120 -62361 

LT* -26989 I -21473 -14065 -8482 -15704 -21216 -21419 

LR -33751 -15245 -11084 -12436 -15508 -19334 -35308 

* Pianos pertencentes a mesma pe9a de madeira 
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5.3.4.3. OS COEFICIENTES DE POISSON ~ 

Tabela 8 - Valores de ~ em funyao das variayao do angulo das 

fibras em dois pianos principais (LR e L T) 

ANGULO ---+ ~ 0° 

PLANO~ 

LR* -0.4286 

LT* -0.7778 

LR -0.3438 

-0.4667 

-0.7500 

-0.4444 

-0.3953 -0.2500 -0.2000 

-0.3214 -0.0967 -0.0690 

-0.5667 -0.1667 -0.0952 

* Pianos pertencentes a mesma pec;:a de madeira 

-0.0869 -0.0465 

-0.0759 -0.0625 

-0.1074 -0.0555 
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5.3.4.4. os graficos obtidos 
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FIGURA 38 - Grafico dos valores te6ricos e experimentais de 
s;, 
1 

no plano LR* 
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FIGURA 39 - Grafico dos valores te6ricos e experimentais de 
s;z 
1 

no plano LR* 
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FIGURA 40 - Grafico dos valores experimentais de v no plano LR* 
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FIGURA 41 - Grafico dos valores te6ricos e experimentais de 
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FIGURA 42 - Grafico dos valores te6ricos e experimentais de 
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FIGURA 43 - Gnatico dos valores experimentais de v no plano L T* 



100 

12000 

10000 
(MPa) 

aooo 

aooo • 

4000 

2000 • 
• 

0 15 30 45 60 75 90 

ANGULO DE INCUNA<;Ao DAS FIBRAS (GRAUS) 

1--- .. ·TE6RICA-RL --TE6RICA-LR • EXPERIMENTAL 

FIGURA 44 - Grafico dos valores te6ricos e experimentais de 
S{t 

1 

no plano LR 



101 

@E~ 
I 

-35000 

(MPa) 

-30000 

-25000 

-20000 

-15000 

• • -10000 

-5000 

0 

0 15 30 45 60 75 90 

ANGULO DE INCUNACAO DAS FIBRAS (GRAUS) 

1---- · ·TE6RICA-LT --TE6RJCA-TL • EXPERIMENTAL 

FIGURA 45 - Grafico des valores te6ricos e experimentais de 
s;2 
1 

no plano LR 



102 

0.6 

• 
0.5 

• 
0.4 

0.3 

0.2 

• 
0.1 • • 

• 
0+-~-r~-+-+~~~~~+-~-r~-+-+~--~ 

0 15 30 45 60 75 90 

ANGULO DE INCUNACAO DAS FIBRAS (GRAUS) 

• EXPERIMENTAL 

FIGURA 46 - Grafico dos valores experimentais de v no plano LR 



103 

5.3.5. COMENTARIOS A RESPEITO DOS RESUL TACOS 

OBTIDOS 

Dos resultados obtidos pode-se observar uma curva de tendencia 
que os valores do coeficiente de Poisson v, se ajustam em fun~o da 

varia~o do angulo das fibras. 

Esta tendencia e comprovada pela aproxima~o dos pontes dos 

valores obtidos experimentalmente e pelas curvas te6ricas dos coeficientes 

_I_ e I . Aproxima~o esta que e maior nos coeficientes I 
~ ~ ~ 

Observa-se, tambem, a diminui~o dos valores de v
9 

a medida em 

que se afasta do eixo longitudinal (L) e se aproxima dos eixos radial (R) ou 

tangencial (T). 

Evidencia-se, por outro lado, um maier desvio dos resultados 

obtidos no plano L T, desvio este proveniente da aplica~o da teoria 

anisotr6pica retolinear com 3 (tres) eixos ortogonais entre si utilizada neste 

estudo. lsto abre espayo para a necessidade do estudo da teoria da 

anisotropia curvilinea. 

Por fim, ressalta-se o fato de estar trabalhando com uma amostra 

constitufda de um numero possfvel de corpos de prova. 
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5.4. ANALISE DA DISTRIBUICAO DE TENSOES E DE 

DEFORMAC0ES EM UM DOS CORPOS DE PROVA 

ENSAIADOS 

Com o objetivo de se comprovar a precisao dos resultados obtidos 

nosexperimentos realizados neste trabalho, pode-se analisar a distribui9Ao 

de tensoes e de deforma¢es em urn dos corpos de prova atraves do 

programa SAP9Q(19)) (Structural Analysis Programs). 

Neste programa foi utilizado a op9Bo "solid", onde se considera no 

corpo de prova uma referencia tridimensional e no tensor S"<~ a ortrotopria 

do material. 

Em anexo se encontram o arquivo de dados e a listagem com os 

deslocamentos nodais. 

Nas pr6ximas figuras estao mostradas a discretiza9Bo empregada, a 

distribui9Bo de tensao normal e, tambem, a tangencial. 

A distribui9Bo de tensoes no corpo de prova analisado pode ser 

observada nas figuras 48, 49 e 50 . 
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WIRE FRAME 

X 

FIGURA 47 - Numerayao dos pontes dos elementos do corpo de 
prova e as restriyaes impostas na analise pelo 

SAP90<19)) 
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z 

Y~X 

DISSER 

SOLID 

OUTPUT SZZ 

LOAD 1 

-200 

-300 

-400 

-500 

-600 

~700 

FIGURA 48- Distribuiyao da tensao normal a" no corpo de prova, 

(analise feita pelo SAP9Q(19))) 

Valores em daN/cm
2 
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Y~X 
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SOLID 

OUTPUT SXZ 

LOAD 1 

X 10-2 

350 

210 

70 

-70 

-210 

-350 

FIGURA 49 - Distribui~o da tensao tangencial u"" no corpo de 

prova, (analise feita pelo SAP90<19))) 

Valores em daN/cm
2 
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z 

Y~X 

DISSER 

SOLID 

OUTPUT SYZ 

LOAD 1 

55 

33 

11 

-11 

-33 

-55 

FIGURA 50 - DistribuiyAo da tensao tangencial a'>' no corpo de 

prova, (analise feita pelo SAP90!19ll) 

Valores em daN/cm
2 
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Ao observar as figuras pode-se fazer algumas considerayaes: 

•Na regiao central o fluxo de tensao normal e homog€meo, enquanto 

que nas extremidades sofre perturbayaes devido ao contato entre o corpo 

de prova e a placa, evidenciando o principia de Saint-Venant. 

•As tensoes tangenciais sao compativeis com as distorsoes, que 

nao sao despreziveis devido aos valores apresentados pela rela9l!io E, 
G• 

serem altos. Evidentemente na regiao dos apoios ha uma maier perturba9l!io 

por causa do atrito existente. 

•Em rela9l!io as deforma¢es foram obtidos os seguintes valores na 

regiao de colagem dos extensometros nos corpos de prova: 

(a) Deforma9l!io na dire9l!io paralela a dire9l!io do carregamento: 

eSAP
90 

= 5,2914 x 10 .... 

&EXPER. = 5,1000 X 10-4 

96,38% 

(b) Deforma9l!io na dire9l!io perpendicular a dire9l!io do 

carregamento: 

&SAP90 = 2,1121 X 10-4 

&EXPER. = 2,4000 X 10-4 

&SAP90 = 88 00% , 
eEXPER. 
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Como pode ser observado, pelos valores obtidos via programa 

SAP90<19)), conclui-se que as leituras do ensaio de laborat6rio apresentam 

uma boa aproxima~o. 
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6. CONCLUSOES FINAlS 

Pelas concluscSes ja destacadas nos comentarios dos resultados 

obtidos nos itens 5.2.5 e 5.3.5, toma-se conveniente fazer uma slntese final: 

•Dos resultados obtidos nos ensaios verificou-se a adequayao do 

modelo ortotr6pico a madeira, embora os valores obtidos apresentassem urn 

certo desvio no plano RT (radial-tangencial), desvio este associado ao fato 

de se estar trabalhando com urn modelo anisotr6pico retolinear. 

•Mesmo com urn numero pequeno de corpos de prova foi posslvel 
verificar a simetria no tensor compliance S911 , evidenciada nos graficos 

s;ld X angUIO daS fibras. 

•Foi posslvel verificar a curva de tendencia dos valores do 

coeficiente de Poisson nos diferentes angulos das fibras, sendo que os 

mesmos tern uma diminuiyao quando se afastam do eixo longitudinal em 

direyao ao tangencial ou radial. 

•A comparayao dos resultados de laborat6rio com os advindos do 

SAP90 evidenciam uma boa aderencia entre os mesmos. 

•Ficou caracterizado o cuidado que se deve ter na confecyao dos 

corpos de prova para os ensaios de laborat6rio. 

•E oportuno salientar que a madeira da especie Jatoba apresenta 

uma variabilidade do arranjo das suas fibras. 

•Espera-se que estas conclus9es possam, de urn modo geral, 

contribuir para a revisao das normas NBR6230 (Ensaios Ffsicos e 

Mecanicos da Madeira) e a NBR7190 (Calculo e Execuyao de Estruturas de 
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Madeira} que estao em curso neste momento. Alem disto, abrir novos 

horizontes na investigayao te6rica-experimental da anisotropia, aplicada a 
madeira. 

Por fim, pode-se sugerir alguns outros t6picos passfveis de futuras 

investigaVI)es: 

•A determinayao dos coeficientes do tensor compliance com o uso 

do modelo anisotr6pico curvilinear. 

Esta proposta se baseia no fato do modelo anisotr6pico linear nao 

se mostrar plenamente satisfat6rio quando se analisa uma superffcie 

ligeiramente curva, com a formada pelos aneis de crescimento, 

especialmente na direyao tangencial 

•Um estudo sobre a variayao numerica do coeficiente de Poisson 

em direVI)es quaisquer, com um numero maior de corpos de prova para uma 

completa analise estatfstica dos resultados atingidos. 
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ANEXO 

Neste anexo sao apresentados os resultados de deforma~o citados no 

item 5.4 
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SAP90 

EXEMPL01 (ENSAIO POISSON) - SAP90 

SYSTEM 

L=1 

JOINTS 

1 X=4.28 Y=4.35 Z=O 

5 X=O Y=4.35 Z=O 

451 X=4.28 Y=4.35 Z=13.6 

455 X=O Y=4.35 Z=13.6 0=1 ,5,451 ,455, 1,25 

6 X=4.28 Y=3*4.35/4 Z=O 

10 X=O Y=3*4.35/4 Z=O 

456 X=4.28 Y=3*4.35/4 Z=13.6 

460 X=O Y=3*4.35/4 Z=13.6 0=6, 10,456,460,1 ,25 

11 X=4.28 Y=4.35/2 Z=O 

15 X=O Y=4.35/2 Z=O 

461 X=4.28 Y=4.35/2 Z=13.6 

465 X=O Y=4.35/2 Z=13.6 0=11,15,461,465,1,25 

16 X=4.28 Y=4.35/4 Z=O 

20 X=O Y=4.35/4 Z=O 

466 X=4.28 Y=4.35/4 Z=13.6 

470 X=O Y=4.35/4 Z=13.6 0=16,20,466,470,1 ,25 

21 X=4.28 Y=O Z=O 

25 X=O Y=O Z=O 

471 X=4.28 Y=O Z=13.6 

475 X=O Y=O Z=13.6 0=21 ,25,471 ,475, 1 ,25 

RESTRAINTS 

14751 R=O,O,O, 1,1, 1 

1 251 R=1, 1,1 ,0,0,0 

452 4541 R=1, 1 ,0,0,0,0 

472 4741 R=1, 1 ,0,0,0,0 

456 466 5 R=1, 1 ,0,0,0,0 

460 470 5 R=1, 1 ,0,0,0,0 



POTENCIAL 

451 475 1 P=1000/4.35/4.28 

SOLID 

NM=1 P=1 NTM=1 

1 NUMT=1 

E=8400, 17356,102874 U=0.6136,0.3854,0.5019 G=1 8410,22250,21500 

1 JQ=1,2,26,27,6,7,31,32 M=1 G=4,4,18 1=0 
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UNICAMP 

PROGRAM:SAP90/FILE:disser.SOL 

EXEMPL01 (ENSAIO POISSON) - SAP90 

JOINT DISPLACEMENTS 

LOAD CONDITION 1- DISPLACEMENTS "U" AND ROTATIONS "R" 

JOINT U(X) U(Y) U(Z) R(X) R(Y) R(Z) 

1 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 

2 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 

3 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 

4 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 

5 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 

6 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 

7 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 

8 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 

9 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 

10 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 

11 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 

12 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 

13 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 

14 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 

15 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 

16 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 

17 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 

18 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 

19 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 

20 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 

21 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 

22 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 

23 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 

24 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 

25 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 

26 .2089E-03 .3209E-03 -.4773E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

27 .3569E-04 .3235E-03 -.4173E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 
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UNICAMP 

PROGRAM:SAP90/FILE:disser.SOL 

JOINT U(X) U(Y) U(Z) R(X) R(Y) R(Z) 

28 .OOOOE+OO .3348E-03 -.4207E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

29 -.3569E-04 .3235E-03 -.4173E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

30 -.2089E-03 .3209E-03 -.4773E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

31 .2223E-03 .7734E-04 -.3910E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

32 .2897E-04 .7497E-04 -.3293E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

33 .OOOOE+OO .7898E-04 -.3325E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

34 ·.2897E-04 .7497E-04 -.3293E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

35 ·.2223E-03 .7734E-04 -.3910E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

38 .2375E-03 .OOOOE+OO -.3959E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

37 .2739E-04 .OOOOE+OO -.3340E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

38 .OOOOE+OO .OOOOE+OO -.3386E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

39 -.2739E-04 .OOOOE+OO -.3340E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

40 ·.2375E-03 .OOOOE+OO -.3959E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

41 .2223E-03 -.7734E-04 -.3910E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

42 .2897E-04 -.7497E-04 -.3293E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

43 .OOOOE+OO -.7898E-04 -.3325E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

44 • .2897E-04 -. 7 497E-04 -.3293E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

45 -.2223E-03 -.7734E-04 -.3910E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

46 .2089E-03 -.3209E-03 -.4773E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

47 .3569E-04 -.3235E-03 ·.4173E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

48 .OOOOE+OO -.3348E-03 -.4207E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

49 -.3569E-04 -.3235E-03 -.4173E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

50 -.2089E-03 -.3209E-03 -.4773E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

51 .2955E-03 .4357E-03 -.8720E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

52 .1133E-03 .4462E-03 -.8083E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

53 .OOOOE+OO .4595E-03 -.7949E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

54 ·.1133E-03 .4462E-03 -.8083E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

55 -.2955E-03 .4357E-03 -.8720E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

56 .3100E-03 .1901E-03 -.7852E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

57 .1044E-03 .1871E-03 -.7213E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

58 .OOOOE+OO .1925E-03 -.7072E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

59 ·.1044E-03 .1871E-03 -.7213E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 
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UN I CAMP 

PROGRAM:SAP90/FILE:disser.SOL 

JOINT U(X) U(Y) U(Z) R(X) R(Y) R(Z) 

60 -.3100E-03 .1901E-03 -.7852E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

61 .3246E-03 .OOOOE+OO -.7667E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

62 .1042E-03 .OOOOE+OO -.7038E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

63 .OOOOE+OO .OOOOE+OO -.6892E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

64 -.1042E-03 .OOOOE+OO -.7038E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

65 -.3246E-03 .OOOOE+OO -.7667E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

66 .3100E-03 -.1901E-03 -.7852E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

67 .1044E-03 -.1871E-03 -.7213E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

68 .OOOOE+OO -.1925E-03 -.7072E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

69 -.1044E-03 -.1871E-03 -.7213E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

70 -.3100E-03 -.1901E-03 -.7852E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

71 .2955E-03 -.4357E-03 -.8720E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

72 .1133E-03 -.4462E-03 -.8083E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

73 .OOOOE+OO -.4595E-03 -.7949E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

74 -.1133E-03 -.4462E-03 -.8083E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

75 -.2955E-03 -.4357E-03 -.8720E-03 .OOOOE+OO .OOOOE+OO .OOOOE+OO 

76 .000356 .000511 -.001240 .000000 .000000 .000000 

77 .000166 .000522 -.001186 .000000 .000000 .000000 

78 .000000 .000532 -.001168 .000000 .000000 .000000 

79 -.000166 .000522 -.001186 .000000 .000000 .000000 

80 -.000356 .000511 -.001240 .000000 .000000 .000000 

81 .000364 .000250 -.001173 .000000 .000000 .000000 

82 .000158 .000249 -.001120 .000000 .000000 .000000 

83 .000000 .000254 -.001101 .000000 .000000 .000000 

84 -.000158 .000249 -.001120 .000000 .000000 .000000 

85 -.000364 .000250 -.001173 .000000 .000000 .000000 

86 .000372 .000000 -.001150 .000000 .000000 .000000 

87 .000159 .000000 -.001098 .000000 .000000 .000000 

88 .000000 .000000 -.001078 .000000 .000000 .000000 

89 -.000159 .000000 -.001098 .000000 .000000 .000000 

90 -.000372 .000000 -.001150 .000000 .000000 .000000 

91 .000384 -.000250 -.001173 .000000 .000000 .000000 
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UNICAMP 

PROGRAM:SAP90/FILE:disser.SOL 

JOINT U(X) U(Y) U(Z) R(X) R(Y) R(Z) 

92 .000158 -.000249 -.001120 .000000 .000000 .000000 

93 .000000 -.000254 -.001101 .000000 .000000 .000000 

94 -.000158 -.000249 -.001120 .000000 .000000 .000000 

95 -.000384 -.000250 -.001173 .000000 .000000 .000000 

98 .000356 -.000511 -.001240 .000000 .000000 .000000 

97 .000166 -.000522 -.001186 .000000 .000000 .000000 

98 .000000 -.000532 -.001168 .000000 .000000 .000000 

99 -.000166 -.000522 -.001186 .000000 .000000 .000000 

100 -.000356 -.000511 -.001240 .000000 .000000 .000000 

10 .000396 .000551 -.001604 .000000 .000000 .000000 

102 .000197 .000560 -.001563 .000000 .000000 .000000 

103 .000000 .000567 -.001546 .000000 .000000 .000000 

104 ~.000197 .000560 -.001563 .000000 .000000 .000000 

105 -.000396 .000551 -.001604 .000000 .000000 .000000 

106 .000398 .000279 -.001559 .000000 .000000 .000000 

107 .000191 .000280 -.001520 .000000 .000000 .000000 

108 .000000 .000283 -.001503 .000000 .000000 .000000 

109 -.000191 .000280 -.001520 .000000 .000000 .000000 

110 -.000398 .000279 -.001559 .000000 .000000 .000000 

111 .000401 .000000 -.001539 .000000 .000000 .000000 

112 .000191 .000000 -.001501 .000000 .000000 .000000 

113 .000000 .000000 -.001482 .000000 .000000 .000000 

114 -.000191 .000000 -.001501 .000000 .000000 .000000 

115 -.000401 .000000 -.001539 .000000 .000000 .000000 

116 .000398 -.000279 -.001559 .000000 .000000 .000000 

117 .000191 -.000280 -.001520 .000000 .000000 .000000 

118 .000000 -.000283 -.001503 .000000 .000000 .000000 

119 -.000191 -.000280 -.001520 .000000 .000000 .000000 

120 -.000398 -.000279 -.001559 .000000 .000000 .000000 

121 .000398 -.000551 -.001604 .000000 .000000 .000000 

122 .000197 -.000560 -.001563 .000000 .000000 .000000 

123 .000000 -.000567 -.001546 .000000 .000000 .000000 
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UNICAMP 

PROGRAM:SAP90/FILE:disser.SOL 

JOINT U(X) U(Y) U(Z) R(X) R(Y) R(Z) 

124 -.000197 -.000560 -.001563 .000000 .000000 .000000 

125 -.000396 -.000551 -.001604 .000000 .000000 .000000 

126 .000420 .000569 -.001972 .000000 .000000 .000000 

127 .000214 .000576 -.001945 .000000 .000000 .000000 

128 .000000 .000581 -.001931 .000000 .000000 .000000 

129 -.000214 .000576 -.001945 .000000 .000000 .000000 

130 -.000420 .000569 -.001972 .000000 .000000 .000000 

131 .000418 .000291 -.001946 .000000 .000000 .000000 

132 .000209 .000292 -.001919 .000000 .000000 .000000 

133 .000000 .000295 -.001906 .000000 .000000 .000000 

134 -.000209 .000292 -.001919 .000000 .000000 .000000 

135 -.000418 .000291 -.001946 .000000 .000000 .000000 

136 .000419 .000000 -.001931 .000000 .000000 .000000 

137 .000209 .000000 -.001905 .000000 .000000 .000000 

138 .000000 .000000 -.001891 .000000 .000000 .000000 

139 -.000209 .000000 -.001905 .000000 .000000 .000000 

140 -.000419 .000000 -.001931 .000000 .000000 .000000 

141 .000418 -.000291 -.001946 .000000 .000000 .000000 

142 .000209 -.000292 -.001919 .000000 .000000 .000000 

143 .000000 -.000295 -.001906 .000000 .000000 .000000 

144 -.000209 -.000292 -.001919 .000000 .000000 .000000 

145 -.000418 -.000291 -.001946 .000000 .000000 .000000 

146 .000420 -.000569 -.001972 .000000 .000000 .000000 

147 .000214 -.000576 -.001945 .000000 .000000 .000000 

148 .000000 -.000581 -.001931 .000000 .000000 .000000 

149 -.000214 -.000576 -.001945 .000000 .000000 .000000 

150 -.000420 -.000569 -.001972 .000000 .000000 .000000 
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UN I CAMP 

PROGRAM:SAP90/FILE:disser.SOL 

JOINT U(X) U(Y) U(Z) R(X) R(Y) R(Z) 

151 .000433 .000575 -.002348 .000000 .000000 .000000 

152 .000221 .000581 -.002330 .000000 .000000 .000000 

153 .000000 .000583 -.002321 .000000 .000000 .000000 

154 -.000221 .000581 -.002330 .000000 .000000 .000000 

155 -.000433 .000575 -.002348 .000000 .000000 .000000 

156 .000430 .000293 -.002334 .000000 .000000 .000000 

157 .000218 .000295 -.002317 .000000 .000000 .000000 

158 .000000 .000297 -.002308 .000000 .000000 .000000 

159 -.000218 .000295 -.002317 .000000 .000000 .000000 

160 -.000430 .000293 -.002334 .000000 .000000 .000000 

161 .000429 .000000 -.002324 .000000 .000000 .000000 

162 .000218 .000000 -.002308 .000000 .000000 .000000 

163 .000000 .000000 -.002298 .000000 .000000 .000000 

164 -.000218 .000000 -.002308 .000000 .000000 .000000 

165 -.000429 .000000 -.002324 .000000 .000000 .000000 

166 .000430 -.000293 -.002334 .000000 .000000 .000000 

167 .000218 -.000295 -.002317 .000000 .000000 .000000 

168 .000000 -.000297 -.002308 .000000 .000000 .000000 

169 -.000218 -.000295 -.002317 .000000 .000000 .000000 

170 -.000430 -.000293 -.002334 .000000 .000000 .000000 

171 .000433 -.000575 -.002348 .000000 .000000 .000000 

172 .000221 -.000581 -.002330 .000000 .000000 .000000 

173 .000000 -.000583 -.002321 .000000 .000000 .000000 

174 -.000221 -.000581 -.002330 .000000 .000000 .000000 

175 -.000433 -.000575 -.002348 .000000 .000000 .000000 

176 .000439 .000576 -.002730 .000000 .000000 .000000 

177 .000225 .000580 -.002720 .000000 .000000 .000000 

178 .000000 .000582 -.002714 .000000 .000000 .000000 

179 -.000225 .000580 -.002720 .000000 .000000 .000000 

180 -.000439 .000576 -.002730 .000000 .000000 .000000 

181 .000436 .000293 -.002724 .000000 .000000 .000000 

182 .000222 .000295 -.002714 .000000 .000000 .000000 
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UNICAMP 

PROGRAM:SAP90/FILE:disser.SOL 

JOINT U(X) U(Y) U(Z) R(X) R(Y) R(Z) 

183 .000000 .000295 -.002708 .000000 .000000 .000000 

184 -.000222 .000295 -.002714 .000000 .000000 .000000 

185 -.000438 .000293 -.002724 .000000 .000000 .000000 

186 .000435 .000000 -.002718 .000000 .000000 .000000 

187 .000222 .000000 -.002708 .000000 .000000 .000000 

188 .000000 .000000 -.002702 .000000 .000000 .000000 

189 -.000222 .000000 -.002708 .000000 .000000 .000000 

190 -.000435 .000000 -.002718 .000000 .000000 .000000 

191 .000436 -.000293 -.002724 .000000 .000000 .000000 

192 .000222 -.000295 -.002714 .000000 .000000 .000000 

193 .000000 -.000295 -.002708 .000000 .000000 .000000 

194 -.000222 -.000295 -.002714 .000000 .000000 .000000 

195 -.000436 -.000293 -.002724 .000000 .000000 .000000 

196 .000439 -.000576 -.002730 .000000 .000000 .000000 

197 .000225 -.000580 -.002720 .000000 .000000 .000000 

198 .000000 -.000582 -.002714 .000000 .000000 .000000 

199 -.000225 -.000580 -.002720 .000000 .000000 .000000 

200 -.000439 -.000576 -.002730 .000000 .000000 .000000 

201 .000442 .000576 -.003118 .000000 .000000 .000000 

202 .000226 .000579 -.003112 .000000 .000000 .000000 

203 .000000 .000579 -.003109 .000000 .000000 .000000 

204 -.000226 .000579 -.003112 .000000 .000000 .000000 

205 -.000442 .000576 -.003118 .000000 .000000 .000000 

206 .000439 .000291 -.003115 .000000 .000000 .000000 

207 .000224 .000293 -.003109 .000000 .000000 .000000 

208 .000000 .000294 -.003106 .000000 .000000 .000000 

209 -.000224 .000293 -.003109 .000000 .000000 .000000 

210 -.000439 .000291 -.003115 .000000 .000000 .000000 

211 .000438 .000000 -.003112 .000000 .000000 .000000 

212 .000223 .000000 -.003107 .000000 .000000 .000000 

213 .000000 .000000 -.003103 .000000 .000000 .000000 

214 -.000223 .000000 -.003107 .000000 .000000 .000000 
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UN I CAMP 

PROGRAM:SAP90/FILE:disser.SOL 

JOINT U(X) U(Y) U(Z) R(X) R(Y) R(Z) 

215 -.000438 .000000 -.003112 .000000 .000000 .000000 

216 .000439 -.000291 -.003115 .000000 .000000 .000000 

217 .000224 -.000293 -.003109 .000000 .000000 .000000 

218 .000000 -.000294 -.003106 .000000 .000000 .000000 

219 -.000224 -.000293 -.003109 .000000 .000000 .000000 

220 -.000439 -.000291 -.003115 .000000 .000000 .000000 

221 .000442 -.000576 -.003118 .000000 .000000 .000000 

222 .000226 -.000579 -.003112 .000000 .000000 .000000 

223 .000000 -.000579 -.003109 .000000 .000000 .000000 

224 -.000226 -.000579 -.003112 .000000 .000000 .000000 

225 -.000442 -.000576 -.003118 .000000 .000000 .000000 

226 .000444 .000575 -.003508 .000000 .000000 .000000 

227 .000226 .000578 -.003506 .000000 .000000 .000000 

228 .000000 .000578 -.003504 .000000 .000000 .000000 

229 -.000226 .000578 -.003506 .000000 .000000 .000000 

230 -.000444 .000575 -.003508 .000000 .000000 .000000 

231 .000441 .000291 -.003507 .000000 .000000 .000000 

232 .000225 .000292 -.003505 .000000 .000000 .000000 

233 .000000 .000293 -.003503 .000000 .000000 .000000 

234 -.000225 .000292 -.003505 .000000 .000000 .000000 

235 -.000441 .000291 -.003507 .000000 .000000 .000000 

236 .000439 .000000 -.003506 .000000 .000000 .000000 

237 .000224 .000000 -.003504 .000000 .000000 .000000 

238 .000000 .000000 -.003503 .000000 .000000 .000000 

239 -.000224 .000000 -.003504 .000000 .000000 .000000 

240 -.000439 .000000 -.003506 .000000 .000000 .000000 

241 .000441 -.000291 -.003507 .000000 .000000 .000000 

242 .000225 -.000292 -.003505 .000000 .000000 .000000 

243 .000000 -.000293 -.003503 .000000 .000000 .000000 

244 -.000225 -.000292 -.003505 .000000 .000000 .000000 

245 -.000441 -.000291 -.003507 .000000 .000000 .000000 

246 .000444 -.000575 -.003508 .000000 .000000 .000000 
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UN I CAMP 

PROGRAM:SAP90/FILE:disser.SOL 

JOINT U{X) U(Y) U(Z) R{X) R(Y) R(Z) 

247 .000226 -.000578 -.003506 .000000 .000000 .000000 

248 .000000 -.000578 -.003504 .000000 .000000 .000000 

249 -.000226 -.000578 -.003506 .000000 .000000 .000000 

250 -.000444 -.000575 -.003508 .000000 .000000 .000000 

251 .000445 .000576 -.003899 .000000 .000000 .000000 

252 .000227 .000579 -.003899 .000000 .000000 .000000 

253 .000000 .000579 -.003900 .000000 .000000 .000000 

254 -.000227 .000579 -.003899 .000000 .000000 .000000 

255 -.000445 .000576 -.003899 .000000 .000000 .000000 

256 .000442 .000291 -.003899 .000000 .000000 .000000 

257 .000226 .000293 -.003900 .000000 .000000 .000000 

258 .000000 .000293 -.003901 .000000 .000000 .000000 

259 -.000226 .000293 -.003900 .000000 .000000 .000000 

260 -.000442 .000291 -.003899 .000000 .000000 .000000 

261 .000440 .000000 -.003901 .000000 .000000 .000000 

262 .000225 .000000 -.003901 .000000 .000000 .000000 

263 .000000 .000000 -.003902 .000000 .000000 .000000 

264 -.000225 .000000 -.003901 .000000 .000000 .000000 

265 -.000440 .000000 -.003901 .000000 .000000 .000000 

266 .000442 -.000291 -.003899 .000000 .000000 .000000 

267 .000226 -.000293 -.003900 .000000 .000000 .000000 

268 .000000 -.000293 -.003901 .000000 .000000 .000000 

269 -.000226 -.000293 -.003900 .000000 .000000 .000000 

270 -.000442 -.000291 -.003899 .000000 .000000 .000000 

271 .000445 -.000576 -.003899 .000000 .000000 .000000 

272 .000227 -.000579 -.003899 .000000 .000000 .000000 

273 .000000 -.000579 -.003900 .000000 .000000 .000000 

274 -.000227 -.000579 -.003899 .000000 .000000 .000000 

275 -.000445 -.000576 -.003899 .000000 .000000 .000000 

276 .000445 .000578 -.004288 .000000 .000000 .000000 

277 .000228 .000581 -.004292 .000000 .000000 .000000 

278 .000000 .000581 -.004295 .000000 .000000 .000000 
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UNICAMP 

PROGRAM:SAP90/FILE:disser.SOL 

JOINT U(X) U(Y) U(Z) R(X) R(Y) R(Z) 

279 -.000228 .000581 -.004292 .000000 .000000 .000000 

280 -.000445 .000578 -.004288 .000000 .000000 .000000 

281 .000442 .000294 -.004291 .000000 .000000 .000000 

282 .000227 .000295 -.004295 .000000 .000000 .000000 

283 .000000 .000298 -.004298 .000000 .000000 .000000 

284 -.000227 .000295 -.004295 .000000 .000000 .000000 

285 -.000442 .000294 -.004291 .000000 .000000 .000000 

286 .000441 .000000 -.004298 .000000 .000000 .000000 

287 .000226 .000000 -.004299 .000000 .000000 .000000 

288 .000000 .000000 -.004303 .000000 .000000 .000000 

289 -.000226 .000000 -.004299 .000000 .000000 .000000 

290 -.000441 .000000 -.004298 .000000 .000000 .000000 

291 .000442 -.000294 -.004291 .000000 .000000 .000000 

292 .000227 -.000295 -.004295 .000000 .000000 .000000 

293 .000000 -.000296 -.004298 .000000 .000000 .000000 

294 -.000227 -.000295 -.004295 .000000 .000000 .000000 

295 -.000442 -.000294 -.004291 .000000 .000000 .000000 

298 .000445 -.000578 -.004288 .000000 .000000 .000000 

297 .000228 -.000581 -.004292 .000000 .000000 .000000 

298 .000000 -.000581 -.004295 .000000 .000000 .000000 

299 -.000228 -.000581 -.004292 .000000 .000000 .000000 

300 -.000445 -.000578 -.004288 .000000 .000000 .000000 

301 .000443 .000580 -.004673 .000000 .000000 .000000 

302 .000229 .000584 -.004682 .000000 .000000 .000000 

303 .000000 .000585 -.004689 .000000 .000000 .000000 

304 -.000229 .000584 -.004682 .000000 .000000 .000000 

305 -.000443 .000580 -.004673 .000000 .000000 .000000 

306 .000441 .000297 -.004682 .000000 .000000 .000000 

307 .000227 .000298 -.004691 .000000 .000000 .000000 

308 .000000 .000299 -.004698 .000000 .000000 .000000 

309 -.000227 .000298 -.004691 .000000 .000000 .000000 

310 -.000441 .000297 -.004682 .000000 .000000 .000000 
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UN I CAMP 

PROGRAM:SAP90/FILE:disser.SOL 

JOINT U(X) U(Y) U(Z) R(X) R(Y) R(Z) 

311 .000440 .000000 -.004691 .000000 .000000 .000000 

312 .000227 .000000 -.004700 .000000 .000000 .000000 

313 .000000 .000000 -.004706 .000000 .000000 .000000 

314 -.000227 .000000 -.004700 .000000 .000000 .000000 

315 -.000440 .000000 -.004691 .000000 .000000 .000000 

316 .000441 -.000297 -.004682 .000000 .000000 .000000 

317 .000227 -.000296 -.004691 .000000 .000000 .000000 

316 .000000 -.000299 -.004698 .000000 .000000 .000000 

319 -.000227 -.000296 -.004691 .000000 .000000 .000000 

320 -.000441 -.000297 -.004682 .000000 .000000 .000000 

321 .000443 -.000560 -.004673 .000000 .000000 .000000 

322 .000229 -.000584 -.004682 .000000 .000000 .000000 

323 .000000 -.000585 -.004669 .000000 .000000 .000000 

324 -.000229 -.000584 -.004682 .000000 .000000 .000000 

325 -.000443 -.000580 -.004673 .000000 .000000 .000000 

326 .000436 .000560 -.005051 .000000 .000000 .000000 

327 .000227 .000584 -.005069 .000000 .000000 .000000 

326 .000000 .000587 -.005080 .000000 .000000 .000000 

329 -.000227 .000584 -.005069 .000000 .000000 .000000 

330 .000438 .000580 -.005051 .000000 .000000 .000000 

331 .000437 .000299 .005072 .000000 .000000 .000000 

332 .000225 .000300 .005089 .000000 .000000 .000000 

333 .000000 .000301 .005100 .000000 .000000 .000000 

334 -.000225 .000300 -.005089 .000000 .000000 .000000 

335 -.000437 .000299 -.005072 .000000 .000000 .000000 

336 .000437 .000000 -.005086 .000000 .000000 .000000 

337 .000225 .000000 -.005103 .000000 .000000 .000000 

338 .000000 .000000 -.005114 .000000 .000000 .000000 

339 -.000225 .000000 -.005103 .000000 .000000 .000000 

340 -.000437 .000000 -.005086 .000000 .000000 .000000 

341 .000437 -.000299 -.005072 .000000 .000000 .000000 

342 .000225 -.000300 -.005089 .000000 .000000 .000000 
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UNICAMP 

PROGRAM:SAP90/FILE:disser.SOL 

JOINT U(X) U(Y) U(Z) R(X) R(Y) R(Z) 

343 .000000 -.000301 -.005100 .000000 .000000 .000000 

344 -.000225 -.000300 -.005089 .000000 .000000 .000000 

345 -.000437 -.000299 -.005072 .000000 .000000 .000000 

346 .000438 -.000580 -.005051 .000000 .000000 .000000 

347 .000227 -.000584 -.005089 .000000 .000000 .000000 

348 .000000 -.000587 -.005080 .000000 .000000 .000000 

349 -.000227 -.000584 -.005089 .000000 .000000 .000000 

350 -.000438 -.000580 -.005051 .000000 .000000 .000000 

351 .000426 .000571 -.005419 .000000 .000000 .000000 

352 .000220 .000577 -.005450 .000000 .000000 .000000 

353 .000000 .000582 -.005466 .000000 .000000 .000000 

354 -.000220 .000577 -.005450 .000000 .000000 .000000 

355 -.000426 .000571 -.005419 .000000 .000000 .000000 

356 .000428 .000296 -.005458 .000000 .000000 .000000 

357 .000217 .000295 -.005489 .000000 .000000 .000000 

358 .000000 .000298 -.005505 .000000 .000000 .000000 

359 -.000217 .000295 -.005489 .000000 .000000 .000000 

360 -.000428 .000296 -.005458 .000000 .000000 .000000 

361 .000430 .000000 -.005480 .000000 .000000 .000000 

362 .000217 .000000 -.005510 .000000 .000000 .000000 

363 .000000 .000000 -.005527 .000000 .000000 .000000 

364 -.000217 .000000 -.005510 .000000 .000000 .000000 

365 -.000430 .000000 -.005480 .000000 .000000 .000000 

366 .000428 -.000296 -.005458 .000000 .000000 .000000 

367 .000217 -.000295 -.005489 .000000 .000000 .000000 

368 .000000 -.000298 -.005505 .000000 .000000 .000000 

369 -.000217 -.000295 -.005489 .000000 .000000 .000000 

370 -.000428 -.000296 -.005458 .000000 .000000 .000000 

371 .000426 -.000571 -.005419 .000000 .000000 .000000 

372 .000220 -.000577 -.005450 .000000 .000000 .000000 

373 .000000 -.000582 -.005466 .000000 .000000 .000000 

374 -.000220 -.000577 -.005450 .000000 .000000 .000000 
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UNICAMP 

PROGRAM:SAP90/FILE:disser.SOL 

JOINT U(X) U(Y) U(Z) R(X) R(Y) R(Z) 

375 -.000426 -.000571 -.005419 .000000 .000000 .000000 

376 .000402 .000545 -.005775 .000000 .000000 .000000 

377 .000201 .000554 -.005824 .000000 .000000 .000000 

378 .000000 .000560 -.005844 .000000 .000000 .000000 

379 -.000201 .000554 -.005824 .000000 .000000 .000000 

380 -.000402 .000545 -.005775 .000000 .000000 .000000 

381 .000409 .000280 -.005842 .000000 .000000 .000000 

382 .000197 ,000277 .005892 .000000 .000000 .000000 

383 .000000 .000280 -.005913 .000000 .000000 .000000 

384 -.000197 .000277 -.005892 .000000 .000000 .000000 

385 -.000409 .000280 -.005842 .000000 .000000 .000000 

386 .000416 .000000 -.005872 .000000 .000000 .000000 

387 .000198 .000000 -.005921 .000000 .000000 .000000 

388 .000000 .000000 -.005942 .000000 .000000 .000000 

389 -.000198 .000000 -.005921 .000000 .000000 .000000 

390 -.000416 .000000 -.005872 .000000 .000000 .000000 

391 .000409 -.000280 -.005842 .000000 .000000 .000000 

392 .000197 -.000277 -.005892 .000000 .000000 .000000 

393 .000000 -.000280 -.005913 .000000 .000000 .000000 

394 -.000197 -.000277 -.005892 .000000 .000000 .000000 

395 -.000409 -.000280 -.005842 .000000 .000000 .000000 

396 .000402 -.000545 -.005775 .000000 .000000 .000000 

397 .000201 -.000554 -.005824 .000000 .000000 .000000 

398 .000000 -.000560 -.005844 .000000 .000000 .000000 

399 -.000201 -.000554 -.005824 .000000 .000000 .000000 

400 -.000402 -.000545 -.005775 .000000 .000000 .000000 

401 .000359 .000490 -.006120 .000000 .000000 .000000 

402 .000160 .000501 -.006191 .000000 .000000 .000000 

403 .000000 .000506 -.006211 .000000 .000000 .000000 

404 -.000160 .000501 -.006191 .000000 .000000 .000000 

405 -.000359 .000490 -.006120 .000000 .000000 .000000 
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UN I CAMP 

PROGRAM:SAP90/FILE:disser.SOL 

JOINT U(X) U{Y) U(Z) R(X) R{Y) R(Z) 

406 .000372 .000236 -.006222 .000000 .000000 .000000 

407 .000160 .000231 -.006302 .000000 .000000 .000000 

408 .000000 .000230 -.006319 .000000 .000000 .000000 

409 -.000160 .000231 -.006302 .000000 .000000 .000000 

410 -.000372 .000236 -.006222 .000000 .000000 .000000 

411 .000382 .000000 -.006255 .000000 .000000 .000000 

412 .000158 .000000 -.006330 .000000 .000000 .000000 

413 .000000 .000000 -.006346 .000000 .000000 .000000 

414 -.000158 .000000 -.006330 .000000 .000000 .000000 

415 -.000382 .000000 -.006255 .000000 .000000 .000000 

416 .000372 -.000236 -.006222 .000000 .000000 .000000 

417 .000160 -.000231 -.006302 .000000 .000000 .000000 

418 .000000 -.000230 -.006319 .000000 .000000 .000000 

419 -.000160 -.000231 -.006302 .000000 .000000 .000000 

420 -.000372 -.000236 -.006222 .000000 .000000 .000000 

421 .000359 -.000490 -.006120 .000000 .000000 .000000 

422 .000160 -.000501 -.006191 .000000 .000000 .000000 

423 .000000 -.000506 -.006211 .000000 .000000 .000000 

424 -.000160 -.000501 -.006191 .000000 .000000 .000000 

425 -.000359 -.000490 -.006120 .000000 .000000 .000000 

426 .000267 .000364 -.006470 .000000 .000000 .000000 

427 .000099 .000366 -.006549 .000000 .000000 .000000 

428 .000000 .000364 -.006568 .000000 .000000 .000000 

429 -.000099 .000386 -.006549 .000000 .000000 .000000 

430 -.000267 .000364 -.006470 .000000 .000000 .000000 

431 .000271 .000158 -.006592 .000000 .000000 .000000 

432 .000123 .000162 -.006718 .000000 .000000 .000000 

433 .000000 .000139 -.006719 .000000 .000000 .000000 

434 -.000123 .000162 -.006718 .000000 .000000 .000000 

435 -.000271 .000158 -.006592 .000000 .000000 .000000 

436 .000271 .000000 -.006629 .000000 .000000 .000000 

437 .000107 .000000 -.006727 .000000 .000000 .000000 



130 

UN I CAMP 

PROGRAM:SAP90/FILE:disser.SOL 

JOINT U(X) U(Y) U(Z) R(X) R(Y) R(Z) 

438 .000000 .000000 -.008721 .000000 .000000 .000000 

439 -.000107 .000000 -.008727 .000000 .000000 .000000 

440 -.000271 .000000 -.006629 .000000 .000000 .000000 

441 .000271 -.000158 -.008592 .000000 .000000 .000000 

442 .000123 -.000162 -.008718 .000000 .000000 .000000 

443 .000000 -.000139 -.008719 .000000 .000000 .000000 

444 -.000123 -.000162 -.008718 .000000 .000000 .000000 

445 -.000271 -.000158 -.008592 .000000 .000000 .000000 

446 .000267 -.000364 -.008470 .000000 .000000 .000000 

447 .000099 -.000366 -.008549 .000000 .000000 .000000 

448 .000000 -.000364 -.008588 .000000 .000000 .000000 

449 -.000099 -.000366 -.008549 .000000 .000000 .000000 

450 -.000267 -.000364 -.008470 .000000 .000000 .000000 

451 .000204 .000284 -.006664 .000000 .000000 .000000 

452 .000000 .000000 -.008719 .000000 .000000 .000000 

453 .000000 .000000 -.008736 .000000 .000000 .000000 

454 .000000 .000000 -.008719 .000000 .000000 .000000 

455 -.000204 .000284 -.008664 .000000 .000000 .000000 

456 .000000 .000000 -.008775 .000000 .000000 .000000 

457 .000155 .000165 -.008928 .000000 .000000 .000000 

458 .000000 .000116 -.008921 .000000 .000000 .000000 

459 -.000155 .000165 -.008928 .000000 .000000 .000000 

460 .000000 .000000 -.008775 .000000 .000000 .000000 

461 .000000 .000000 -.008807 .000000 .000000 .000000 

462 .000115 .000000 -.008929 .000000 .000000 .000000 

463 .000000 .000000 -.008913 .000000 .000000 .000000 

464 -.000115 .000000 -.008929 .000000 .000000 .000000 

465 .000000 .000000 -.008807 .000000 .000000 .000000 

466 .000000 .000000 -.008775 .000000 .000000 .000000 

467 .000155 -.000165 -.008928 .000000 .000000 .000000 

468 .000000 -.000116 -.008921 .000000 .000000 .000000 

469 -.000155 -.000165 -.008928 .000000 .000000 .000000 
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UNICAMP 

PROGRAM:SAP90/FILE:disser.SOL 

JOINT U(X) U(Y) U(Z) R(X) R(Y) R(Z) 

470 .000000 .000000 -.o06n5 .000000 .000000 .000000 

471 .000204 -.000284 -.006664 .000000 .000000 .000000 

472 .000000 .000000 -.006719 .000000 .000000 .000000 

473 .000000 .000000 -.006736 .000000 .000000 .000000 

474 .000000 .000000 -.006719 .000000 .000000 .000000 

475 -.000204 -.000284 -.006664 .000000 .000000 .000000 
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ABSTRACT 

The present work constitutes a study of a numerical variation of the Poisson's 

ratio, in the wood. The Poisson's ratio is associated to SQll terms of the wood 

compliance tensor, considering the rectilinear anisotropic theory, where the 

relationship between stress-strain is expressed by e" = SQll ukl . The terms of the 

tensor SIJkl can vary with arbitrary directions, that in the wood are associated with the 

direction of the fibers. In this way, for the determination of the Poisson's ratios, in any 

arbitrary direction, small specimens and axial compresion tests were used. The 

obtained results show the adequacy of wood to the orthotropic model, in the LR plane 

(longitudinal-radial axes) and a tendency for the curvilinear anysotropy in the L T plane 

(longitudinal-tangential). 


