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RESUMO

FIGUEIREDO, L. G. O Método dos Elementos de Contorno Dual (DBEM) incorporando um
modelo de zona coesiva para analise de fraturas. Campinas, Faculdade de Engenharia Civil,
Arquitetura e Urbanismo, Universidade Estadual de Campinas, 2008. 169 p. Dissertagdo
(Mestrado).

A avaliacao da influéncia de um modelo coesivo de fratura no comportamento estrutural
e a simulagdo de propagagdo de fraturas pré-existentes, com a Mecanica da Fratura Elastica
Linear (MFEL), em problemas bidimensionais, usando o Método dos Elementos de Contorno
Dual (DBEM), ¢ o principal objetivo deste estudo. Problemas elasticos lineares em meio
continuo podem ser resolvidos com a equacao integral de contorno de deslocamentos. O Método
dos Elementos de Contorno Dual pode ser utilizado para resolver os problemas de fratura, onde a
equacao integral de contorno de forcas de superficie ¢ implementada em conjunto com a equacao
integral de contorno de deslocamentos. Elementos continuos, descontinuos e mistos podem ser
usados no contorno. Diferentes estratégias de posicionamento dos pontos de colocagdo sao
discutidas neste trabalho, onde os fatores de intensidade de tensdo sdo avaliados com técnica de
extrapola¢do de deslocamentos em fraturas existentes dos tipos: borda, inclinada e em forma de
‘v’. Um modelo coesivo ¢ utilizado para avaliagdo de comportamento estrutural de um corpo de
prova com fratura de borda segundo diferentes estratégias desenvolvidas: uma andlise coesiva
geral e uma andlise coesiva iterativa, as quais sd3o comparadas com o comportamento nao
coesivo. A forca normal coesiva relaciona-se com o valor da abertura de fratura na direcdo

normal na lei constitutiva na Zona de Processos Coesivos (ZPC). A simulacdo de propagacao de
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uma fratura de borda existente e sua implementagdo numérica no DBEM, sob deslocamento

imposto, ¢ realizada utilizando o critério da méaxima tensdo circunferencial.

Palavras-chave: Método dos Elementos de Contorno; Métodos dos Elementos de Contorno

Dual; Mecanica da Fratura Elastica Linear; Modelos Coesivos; Propaga¢do de Fraturas.



ABSTRACT

FIGUEIREDO, L. G. The Dual Boundary Element Method (DBEM) incorporating a
cohesive zone model to cracks analysis. Campinas, Faculdade de Engenharia Civil, Arquitetura

e Urbanismo, Universidade Estadual de Campinas, 2008. 169 p. Dissertacdo (Mestrado).

An evaluation of the effect of the cohesive fracture model on the structural behavior and
the crack propagation in pre-existing cracks with the Linear Elastic Fracture Mechanics (LEFM),
for two dimensional problems, using the Dual Boundary Element Method (DBEM), is the main
purpose of the present study. Linear elastic problems in continuum media can be solved with the
boundary integral equation for displacements. The Dual Boundary Element Method can be used
to solve fracture problems, where the traction boundary integral equation is employed beyond the
displacement boundary integral equation. Conformal and non-conformal interpolations can be
employed on the boundary. Different strategies for positioning the collocation points are
discussed in this work, where the stress intensity factors are evaluated with the displacement
extrapolation method to an existing single edge crack, central slant crack and central kinked
crack. A cohesive model is used to evaluate the structural behavior of the specimen with a single
edge crack under different strategies: a general cohesive analysis and an iterative cohesive
analysis; which are compared with the non-cohesive behavior. The normal cohesive force is
dependent of the crack opening value in the normal direction in the constitutive law of the
Cohesive Process Zone (CPZ). A crack propagation of an existing single edge crack and its
numerical implementation in DBEM, under constrained displacement, is analyzed using the

maximum hoop stress criterion.
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Key Words: Boundary Element Method; Dual Boundary Element Method; Linear Elastic

Fracture Mechanic; Cohesive Models; Propagation of Cracks.
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1 - INTRODUCAO

As solugdes de problemas fisicos, em geral, excetuando-se os casos simples, podem ser
muito dificeis de serem encontradas pelos métodos analiticos. Para a obten¢do de solugdes
aproximadas de problemas de grande complexidade de analise recorre-se aos métodos numéricos
de andlise, a exemplo do Método dos Elementos Finitos (MEF), Método das Diferencas Finitas

(MDF) ou o Método dos Elementos de Contorno (MEC).

O M¢étodo dos Elementos de Contorno (MEC) foi escolhido como a ferramenta utilizada
neste trabalho. As equagdes diferenciais que regem determinado problema fisico sao
transformadas em equacgdo integral de contorno para a superficie do problema. Estas integrais sdo
numericamente resolvidas para os elementos discretizados no contorno. O método fornece

resultados no contorno e no dominio de problemas fisicos em geral.

O M¢étodo dos Elementos de Contorno Dual (DBEM) pode ser utilizado para analise de
problemas com fraturas. A avaliacdo da influéncia de um modelo coesivo de fratura no
comportamento estrutural e a simulacdo de propagacdo de fraturas pré-existentes, com a
Mecanica da Fratura Elastica Linear (MFEL), em problemas bidimensionais, usando o Método

dos Elementos de Contorno Dual, ¢ o principal objetivo deste trabalho.

Este trabalho estd dividido em dez capitulos. A revisao bibliografica esta no capitulo

dois. A bibliografia encontra-se no capitulo dez.



No capitulo trés sdo apresentadas generalidades sobre o estado plano de tensdo e
deformacdo, as hipoteses da Teoria da Elasticidade e a formulagdo das equagdes integrais

utilizadas no Método dos Elementos de Contorno.

Os principios da Mecanica da Fratura Eléstica Linear (MFEL) s3o apresentados no

capitulo quatro.

A implementacao numérica das equagdes integrais de forcas e deslocamentos, a deducao
da equacdo integral de tensdes, as integrais analiticas utilizadas no Método dos Elementos de
Contorno estdo no capitulo cinco. Neste capitulo ¢ definida a estratégia de modelagem e anélise

de problemas de fratura.

A formulacdo do Método dos Elementos de Contorno Dual, a partir da equagdo integral
de deslocamento e equacdo integral de forcas de superficie e o calculo dos fatores de intensidade

de tensao, estdo no capitulo seis.

Exemplos de problemas bidimensionais com fratura existente, analisados em regime
elastico linear com a MFEL, sdo apresentados no capitulo sete. O calculo dos fatores de
intensidade de tensdo por duas estratégias distintas de posicionamento de pontos de colocagdo,

utilizando o DBEM, ¢ avaliado com dados numéricos e experimentais.

O fraturamento coesivo, utilizando o DBEM, ¢ apresentado no capitulo oito, onde se
desenvolvem duas estratégias distintas de andlise coesiva. As simulagdes numéricas para abertura
de fratura, sem propagacao, sdo realizadas sob deslocamento imposto. E apresentada a influéncia

do comportamento coesivo de fratura nos resultados das analises.
A estratégia computacional de simulagdo de propagag¢do de fraturas, no meio
bidimensional, utilizando-se o Método dos Elementos de Contorno Dual, ¢ apresentada no

capitulo nove, onde exemplos de propagacao de fraturas pré-existentes sao avaliados.

As conclusdes sdo apresentadas no final dos capitulos sete, oito e nove, respectivamente.



2 - REVISAO BIBLIOGRAFICA

O estudo da aplicagdo de técnicas de equagdes integrais como alternativa a resolucao de

equagoes diferenciais data desde o século XIX.

Betti [33] em 1872 foi o primeiro a estudar a teoria da elasticidade com equagdes

integrais relacionando forcas de superficie e deslocamentos aplicados no contorno.

Em 1886, Somigliana apresentou a equacao integral que estabelece uma relagdo entre
forcas e deslocamentos no contorno de um corpo e seus deslocamentos internos. Esta relagcdo ¢

conhecida como identidade de Somigliana.

Em 1903, Fredholm [34] aplicou equacgdes integrais para formular os problemas de valor
de contorno e demonstrou a existéncia de solugdes. O advento de computadores de alta
velocidade de processamento permitiu implementagdes de procedimentos numéricos para a

rapida solugdo dos problemas de engenharia.

Para problemas lineares, as equacdes integrais podem ser formuladas a partir do teorema

de Green, como apresentou Kellog [35] para problemas de potenciais em 1927.

Equagdes integrais de Fredholm [34] foram aplicadas em problemas de potencial.

Kupradze [36] em 1965 introduziu equacdes integrais vetoriais, no contexto da teoria da

elasticidade.



Em 1963, Jawson [37] e Symm [38] apresentaram uma técnica numérica para resolugao
das equagdes integrais de Fredholm. A técnica consistia em dividir o contorno em uma série de
segmentos (elementos), e as equagdes integrais de contorno serdo aplicadas a um nuamero
particular de pontos (nds) pertencente ao contorno. Um sistema de equagdes lineares ¢ obtido e
determinam-se as incognitas do problema. Entre 1970 e 1977 Jawson [37] e Symm [38]

aprimoraram sua técnica.

Hess e Smith em 1967 usaram uma técnica similar para o calculo do fluxo de um
problema potencial em torno de corpos arbitrarios. As integrais sobre cada elemento eram

calculadas por técnicas de quadratura, e os termos singulares por meio de expansao em séries.

Em 1967, Rizzo [39] propds a diferenciagdo da identidade de Somigliana para
deslocamentos e, subseqiientemente a aplicacdo da lei de Hooke obteve através de uma equacao
integral de contorno para tensdes no interior do corpo eléstico, linear e isotropico. Em 1969 Cruse

derivou uma forma explicita desta representacao para corpos elasticos tridimensionais.

Em 1977, Cruse [40] apresentou uma representacao bidimensional de tensdo, semelhante

a identidade de Somigliana e a denominou de identidade de Somigliana para tensoes.

Os primeiros textos do Método dos Elementos de Contorno (MEC) foram publicados
por Brebbia [41] no fim da década de setenta e inicio dos anos oitenta, seguindo-se grande

volume de trabalhos.

Nos primérdios dos estudos de materiais, a primeira contribuicdo feita em relagcdo ao
estudo da mecanica da fratura foi feita por Leonardo Da Vinci, que mediu a resisténcia de arames
de ferro e percebeu que esta resisténcia variava inversamente com o comprimento dos mesmos. A
partir desses resultados concluiu que defeitos ou fraturas existentes no material controlavam sua
resisténcia. A um arame mais longo correspondia uma maior probabilidade de amostrar uma

regido contendo esses defeitos, por conseguinte, uma menor resisténcia.



Em 1913, Inglis [42] publicou uma analise matematica de tensdes para a condicdo de
uma placa finita com orificio eliptico central, modelando uma fratura como uma abertura eliptica
longa e estimando fatores de concentragdao de tensdes. Introduziu o conceito da singularidade na

ponta da fratura.

Posteriormente em 1920, Griffith [43, 44] usou os trabalhos de Inglis [42] para a partir
das Leis da Termodinamica, formular um critério de energia capaz de prever se uma fratura
propagar-se-ia de maneira instavel em um material idealmente fragil, resultando em falha. Valeu-
se de uma metodologia de energia, abandonando a abordagem de tensdes de Inglis [42], por ndo
conseguir explicar fisicamente a singularidade de tensdes na ponta da fratura. De acordo com
Griffith, considerando-se uma placa fraturada de um dado material, se a taxa de variagao da
energia elastica armazenada nesta placa igualasse ou excedesse o trabalho necessario para
produzir uma superficie de fratura, entdo o crescimento de fratura ocorreria. O modelo de Griffith
era capaz de prever corretamente a relagdo quantitativa entre resisténcia do material e tamanho de
fratura em corpos de prova de vidro. No entanto quanto a materiais mais ducteis, como os metais,

ndo eram capazes de apresentar resultados satisfatorios.

Em 1948 e 1949, trabalhando separadamente, Irwin e Orowan, sugeriram alteragdes no
modelo original de Griffith, de forma a torna-lo aplicavel a metais. Foi entdo definido o Modelo
de Griffith Generalizado, onde se admitia que o trabalho de fratura, em um material genérico,
seria ocasionado pela combinacao de duas parcelas: a primeira, devida a energia superficial, e
outra, fun¢do do escoamento e da deformacdo pléstica ocorrendo ao redor da ponta da fratura,

sendo que para materiais metalicos a parcela da energia superficial ¢ desprezivel [45].

Irwin e Kies, em 1952 definiram o parametro G, a partir do Método de Griffith
Generalizado. Em 1957, Irwin [46], utilizando-se do trabalho de Westgaard [47], propos uma
abordagem de fratura baseada no campo de tensdes na regido da ponta da fratura, conhecida
como metodologia de K (especula-se na literatura que a metodologia recebeu este nome de K
devido ao nome Kies), o fator de intensidade de tensdo. Irwin [46] mostrou que a fratura ocorre

quando uma determinada distribui¢do de tensdes a frente da ponta da fratura ¢ atingida.



A aplicacdo da mecanica da fratura ao problema de fadiga em metais foi feita por Paris e
Erdogan em 1961, onde observaram que a taxa de crescimento de fratura por fadiga estava

relacionada com o intervalo de fatores de intensidade de tensdo dos carregamentos ciclicos [45].

Em 1968, Rice desenvolveu a abordagem da integral J para a Mecanica da Fratura Nao
Linear (acredita-se que o nome integral J ¢ devido ao nome James Rice) [45]. Rice demonstrou
que o valor J ¢ nulo quando a integral ¢ aplicada a um contorno fechado. A integral J tem

aplicacdo em mecanica da fratura elastico-plastica e também na linear.

Para a modelagem de corpos com fraturas em métodos numéricos, como o Método dos
Elementos de Contorno, ha varios tipos de estratégias que podem ser adotadas para discretizar a
fratura matematica (trinca em que ambas as superficies tem pontos em superficies opostas com

mesmas coordenadas) [48].

A simples aplicagdo do MEC para problemas de fratura leva a uma degeneracdo
matematica se duas superficies de fratura sdo consideradas coplanares [49]. Para corpos de
geometrias de fratura simétrica, a dificuldade da modelagem pode ser superada pela imposi¢ao da
condicdo de contorno de simetria e entdo se modela somente uma superficie de fratura.
Entretanto, para problemas em que ndo ha geometria com simetria de fratura outros caminhos
foram explorados. Cruse e Van Buren [50] analisaram a possibilidade de modelar a fratura com
uma fratura eliptica, entretanto esta modelagem requer muitos elementos para discretizar a ponta
da fratura eliptica. Esta andlise é considerada pobre porque acarreta erros da ordem de quatorze

por cento.

Snyder e Cruse [51] introduziram uma forma especial de solugdes fundamentais para
fraturas em meio anisotropico. A solu¢do fundamental (fungdo de Green) contém a forma exata
da fratura livre de forcas superficiais em um meio infinito, entdo a modelagem de superficies nao
¢ requerida. A técnica da fungdo de fratura de Green ¢ precisa, mas limitada a fraturas retas
bidimensionais. O primeiro método aplicavel de acordo com a presenga de duas superficies de
fraturas coplanares foi desenvolvido por Blandford et al [14]. Esta aproximagdo, que tem por

base a formulagdo em um dominio multiplo, é geral e pode ser aplicada para problemas de



fraturas simétricos e anti-simétricos em analise de configuracdo bidimensional e tridimensional.
O método do dominio multiplo ou sub-regides introduz contornos artificiais no corpo, que
conectam a fratura ao contorno, de modo que cada regido contenha a superficie de fratura. A
principal desvantagem deste método ¢ que a introdugdo de contornos artificiais ndo € a unica, e
dificulta a implementacdo em procedimento automatico. Em adi¢do ao dito anteriormente, o
método degenera quando um sistema algébrico grande ¢ requerido. Ignorando-se essas

desvantagens, o método das sub-regides pode ser usado amplamente em problemas com fraturas.

Mais recentemente, o Método dos Elementos de Contorno Dual (DBEM) tem sido
desenvolvido por Portela, Aliabadi e Rooke [5] para problemas de corpos com fraturas
bidimensionais e por Mi e Aliabadi [53] para problemas de corpos com fraturas tridimensionais.
No contexto da aplicacao direta do MEC, as duas equagdes integrais de contorno, que se usam no
método, foram primeiramente apresentadas por Watson [39], em formulacao baseada na equacgio
de deslocamento e na derivada da equagdo de deslocamento em relagdo a normal. Para problemas
tridimensionais na elasticidade, a formulagdo do DBEM foi apresentada por Gray et al [54]
Muitas outras contribui¢des foram feitas por Gray e Giles [55], Lutz [56], Hong e Chen [4] no

DBEM para vérios tipos de aplicagdes do método para fraturas.

As formulagdes matematicas capazes de representar o fraturamento coesivo comegaram
a ser desenvolvidas a partir do modelo proposto por Dugdale em 1960 [57], mas o grande
desenvolvimento nessa area ocorreu a partir do final dos anos setenta com o modelo de fissura

ficticia de Hillerborg [58].

Em 1988, Yang [24] apresenta a formulagdao do Método dos Elementos de Contorno
Dual incorporando um modelo de zona coesiva para andlise de fraturas elastostaticas e discute

exemplos de aplicagao.

Em 1999, Bueno [25] apresenta uma ferramenta computacional para simulacdo do
fraturamento coesivo bidimensional, utilizando o Método dos Elementos Finitos (FEM).

Bittencourt [66] descreve os processos de fraturamento do concreto estrutural, onde sdo



abordados aspectos tedricos, computacionais e experimentais, ligados a aplicacdo da mecanica da
fratura do concreto.

Em 2001, Moés et al [62] apresenta a propagacdo de fraturas coesivas para diferentes
espécimes de concreto com a utilizacdo do Método dos Elementos Finitos Extendido (X-FEM).

Wells [63] também apresenta a modelagem de fraturas utilizando elementos finitos.

Em 2002, Moés et al [60,61] apresenta a modelagem de propagagdao de fraturas
tridimensionais ndo coplanares com o Método dos Elementos Finitos Extendido (X-FEM) e

exemplos de aplicagdes numéricas.

Em 2003, Sukumar et al [31,59] apresenta a implementagdo da modelagem de
propagacao de fraturas com o Método dos Elementos Finitos Extendido (X-FEM) e exemplos de

aplicacdes numéricas.

Trabalhos recentes tém sido apresentados por Bittencourt [64] abordando a modelagem
de fraturas coesivas por meio do Método dos Elementos Finitos. Bittencourt et al [65] apresenta a
aplicacdo do modelo de fratura ficticia para problemas bidimensionais com a utilizacdo de

elementos de interface e o Método dos Elementos Finitos.

Em 2004, Prado [27] apresenta pesquisas sobre a influéncia da estrutura interna do
material na simulagdo computacional de elementos estruturais de concreto, onde apresenta

abordagens para representa¢do do material e da fissuragdo, dentre elas, o modelo coesivo.

Pesquisas recentes tém comprovado a validade de generalizagdes dos modelos

bidimensionais em processos de fraturamento coesivo tridimensional [67,68].



3 - ESTADO PLANO DE TENSAO E DEFORMACAO E EQUACOES
INTEGRAIS PARA O METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO
(MEC)

3.1 — Introducao

Neste capitulo ¢ apresentado um resumo sobre a elasticidade linear, estado plano de
tensdo e deformacdo, as formulagdes das equagdes integrais de deslocamento e equagdes integrais

de forgas de superficie, as quais servirdo de base para o estudo proposto.

3.2 — Generalidades

Os materiais utilizados em engenharia deformam-se com a atuagdo de agentes externos,
como os carregamentos, pressao, efeito do tempo e efeitos de curta duragdo, como as colisdes
entre dois ou mais corpos deformaveis. Sao de grande interesse na engenharia estrutural o estudo
de uma variedade de materiais quanto a resisténcia, fratura e fadiga, assim como suas relacdes de

comportamento sob esses efeitos.



A Teoria da Elasticidade assume como hipoteses basicas condi¢cdes de homogeneidade,
isotropia e que os corpos sejam perfeitamente elasticos.

Os materiais homogéneos sdo aqueles que apresentam as mesmas propriedades fisicas
para qualquer elemento infinitesimal. Admite-se que a matéria esteja continuamente distribuida
para qualquer regido do elemento em estudo.

O comportamento dos materiais ¢ dependente da intensidade da agdo aplicada. Os
corpos perfeitamente eldsticos sdo aqueles que retornam a sua geometria inicial depois de cessado
a atuacdo dos agentes externos, ou seja, nao hd deformagdo residual apos a retirada dos
carregamentos. No comportamento ineldstico, os corpos ndo retornam a sua geometria inicial
quando cessados os carregamentos. Muitas estruturas sdo projetadas admitindo-se o
comportamento do material em regime elastico sob condi¢des de servico. Os materiais
isotropicos sdo aqueles que apresentam as mesmas propriedades elasticas para qualquer direcao
de solicitagdo de carregamento.

Algumas simplificagdes da Lei de Hooke podem ser feitas para a analise bidimensional
de tensao e deformagdo. Um elemento estrutural pode ser analisado em estado plano de tensao ou
estado plano de deformacdo. Uma estrutura composta de um material deformavel sofre
deformagdes normais e de cisalhamento quando solicitada estruturalmente. A solicitagdo do
elemento gera deformacdes e tensdes no plano que contém as cargas e nos demais planos fora da
aplicagdo das cargas.

Para o estado plano de tensdo admite-se a inexisténcia de restricdo aos deslocamentos e
deformacdes fora do plano de aplicacao das cargas. Como a estrutura esta livre de restricdes para
a dire¢do z, as tensdes o, sdo nulas e verifica-se a existéncia de deformagdes normais para o eixo
z, enquanto que as deformacdes por cisalhamento no eixo z sdo nulas. Como exemplos de
aplicacdo tém-se as estruturas finas, como chapas, membranas e placas quando solicitadas no
plano.

Para o estado plano de deforma¢do admite-se que existem restri¢des de deslocamento e
de deformacgdes segundo o eixo z. Com o efeito dessa condi¢do, t€ém-se valores nulos para as
deformacdes normais em z (g,) e tensdes 6, ndo nulas devido a essa restricdo. As deformacgdes
por cisalhamento no eixo z também sao nulas. Como exemplos de aplicacao t€ém-se as estruturas
que apresentam grandes dimensdes segundo o €ixo z e secdo prismatica, como tineis, muros de

arrimo, tubo cilindrico com pressao interna, dentre outras.
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3.3 - Equacoes de equilibrio

Seja um elemento infinitesimal com dimensdes dx, dy, dz, em equilibrio, sujeito a

tensdes internas. As seguintes equacdes de equilibrio de tensdes podem ser escritas:

G33

| G23
OG22
L/ X3
/021
dx; X2
dX1
X1
dX2
Figura 3.1 — Elemento infinitesimal.
0, 0%, OTs 4y g (3.1)
ox,  Ox, X,
0t1,, N 00,, N 07,5, +b, =0 (3.2)
ox, Ox,  Ox,
0ty N oty N 00, +b =0 (3.3)

Onde by, b, e by sdo os vetores das forcas de volume para a direcdo X, y ¢ z,
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respectivamente.

Em notagdo indicial, tem-se:
c,,+b =0 (3.4)
As componentes do tensor de tensdo oj estdo em equilibrio com as forgas superficiais

agindo em um elemento diferencial dI'. Para a superficie do elemento, as forgas de superficie T;

sdo dadas por:

T, = oy\ny + 7,1, + 7330 (3.5)
T, = 70, + Oy + T30, (3.6)
T, =731, + Ty,n, + O350 (3.7)

ny, np € n3 sdo os cossenos diretores da normal a superficie do elemento em relagao aos eixos X,

yez.

X2

Py

X1

X3

Figura 3.2 — Representagao das componentes de for¢a de superficie.
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Escrevendo-se as equacdes anteriores em notagao indicial, tem-se:

I,=0,n, (3.8)

JU

3.4 - Relacao deformacao — deslocamento

Pela teoria da elasticidade, assume-se que um corpo sob acdo de forgas externas e
restrito a deslocamento ou rotacdo comporta-se como um corpo deformavel, ou seja, ndo ha
deslocamento do corpo sem que ele sofra deformagoes.

Um corpo constituido de material homogéneo, posicionado genericamente no espago,
possui coordenadas do ponto P dadas por x; (Xi, X2, X3) tendo como referéncia os eixos X, Xp, X3.
As coordenadas do mesmo ponto P do corpo ap6s a deformagdo sdao dadas por &; (€1, &, &3) com
referéncia aos mesmos eixos. Seja a distancia entre o ponto P (x;) e o ponto Q (x; + dx;) dada por
dsy no estado indeformado, apos a deformacdo os pontos P e Q serdo deformados para as nova
posicdes P’(&) e Q’(&; + d&;) e a nova distancia entre eles € sera ds. O vetor deslocamento ¢ dado
por u;.

Estado
indeformado

Estado
deformado

X2

X1

Figura 3.3 — Estado de deformagdo de um solido.
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Tém-se para o estado indeformado, em notagdo indicial:

dSo 2= dXi dXi (39)
ds 2 = dg; d&; (3.10)

Para a posicao P’, t€ém-se:

e G.11)
d&i = dx; + uy,idx; (3.12)
d& = (&5 + ui,j)dx; (3.13)
u;,j = Ou;,/ OXj (3.14)

Quando as grandezas dsy> e ds* permanecem iguais para o estado deformado e
indeformado, pode-se afirmar que houve apenas um deslocamento de corpo rigido. Portanto o
valor da diferenca entre dsy? e ds? pode ser tomado como o pardmetro de medida de deformacao.

A partir das equagdes (3.9), (3.10) e (3.11), tém-se:

dsg? - ds*> = d§; d&; - dx; dx; = d&r d&r - dxr dxr = (dr; + ur; )dx;(0r; + urj )dx; -
dxr dxr
dsg? - ds? = (uij +u; +ur; urj)dxi de

dsg? - ds* = 2g;; dx; dx; (3.15)

O tensor g;; ¢ definido como:

&j = 1/2(uj + uji + ur; ury) (3.16)

Considerando os deslocamentos u; e suas derivadas como pequenos valores, os termos
de segunda ordem da equacdo (3.16) podem ser omitidos. Para as pequenas deformagdes

despreza-se o produto de derivadas, as deformacdes obtidas sdo linearizadas, o tensor de

deformagao obtido ¢ dado por:
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8y’=%(ui,j+uj,i) (3.17)

sendo &;; sdo as componentes do tensor Lagrangeano das deformacdes.
3.5 - Lei de Hooke

Para o volume do material, as trés equacdes de equilibrio (3.1), (3.2) e (3.3), as seis
equacdes de compatibilidade entre deformacdo e deslocamento (3.17) representam um total de
nove equacoes envolvendo quinze varidveis desconhecidas (seis tensoes, seis deformacgdes e trés
deslocamentos). A formulagdo geral para a solu¢do de problemas de mecanica dos solidos €
dependente das equacdes constitutivas dos materiais, as quais acrescentam mais seis relacdes

entre tensdes e deformagdes, totalizando assim quinze equacdes.

Deslocamentos
U;

Forcas
externas

Equilibrio Compatibilidade

Tensodes
Gij

Equacdes constitutivas

Figura 3.4 — Relacao entre variaveis e equagoes.
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Para alguns materiais homogéneos, elasticos e lineares, as relagdes entre tensdes e
deformagdes apresentam um comportamento linear. Esta relacdo ¢ definida pela Lei de Hooke e

sua forma generalizada pode ser escrita como:

o, =Cotp (3.18)

y g

Cjju € o tensor de quarta ordem que contem as constantes elasticas do material.

Gij € & a0 os tensores de segunda ordem.

Pode-se escrever:

o, = AewSi + 2pEq (3.19)

Ciw = ASiOu + (Sl i + Sud jx) (3.20)

A e u sdo as constantes de Lamé (material isotropico). O simbolo p recebe o nome de modulo de

deformacao transversal. Pode-se escrever:

E
VE
S () 22

E ¢ o modulo de deformacgao longitudinal do material (material isotropico).

v € o coeficiente de Poisson (material isotrépico).
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3.6 - Estado plano de tensao generalizado

A figura, a seguir, ilustra um corpo com pequena dimensdo na dire¢do x3. Se a tensao o33
for desprezivel ao longo da espessura dessa chapa e as tensdes tangenciais também puderem ser
desprezadas nas faces perpendiculares a x3, entdo os valores das deformagdes, deslocamentos e
tensdes ao longo da espessura podem ser tomados como iguais aos seus valores médios. Pode-se

€SCrever:

| n
—hjui(Xl,Xz,x3)dX3 (3.23)

-h

ui(XI’XZ):

X3

X2

X1

Figura 3.5 — Corpo com pequena espessura.

Os pontos no plano médio da chapa ndo sofrem qualquer deslocamento u; na direcao
Ox3. Os deslocamentos u3 nos demais pontos, nos planos paralelos ao plano médio, também sado
muito pequenos. Pode-se concluir que as variagdes das componentes u; e u, de deslocamentos ao
longo da espessura também sao pequenas. A aproximacao sera tanto melhor quanto mais fina for
a chapa. Este estado ¢ chamado de estado plano de tensdes generalizado.

Para o estado plano de tensdo generalizado admite-se a existéncia de tensdes G, Gy € Tyy
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no plano de atuacdo das forcas externas. As forgas externas sdo aplicadas ao longo da chapa e

distribuidas uniformemente ao longo da espessura da chapa. Admitem-se as seguintes condigdes:

5,=0 (3.24)
T =0 (3.25)
1,=0 (3.26)

Para o estado plano de tensdo generalizado, a Lei de Hooke pode ser reduzida a:

O x £ 1 v 0 Ex

Oy ¢ = ~|lv 1 0 Ey (3.27)
l-v (l—v)

Txy 0 0 > Vxy

Ex . 1 —v 0 Ox
Eyp = Zl v 1 0 Oy (3.28)
¥V xy 0 0 2(1 + V) Txy

£:= ?V(ax + ay)zl—v(gx + &) (3.29)

3.7 - Estado plano de deformacio

Para o estado plano de deformagdo admite-se a existéncia de tensdes Oy, Gy € Txy NO
plano da se¢do transversal de elementos prismaticos com grandes dimensdes segundo a direcdo z.
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As forcas externas sdo aplicadas uniformemente ao longo do eixo z e ndo variam ao longo do
comprimento. Como o solido apresenta grande dimensao no sentido do eixo z, admite-se que as
deformagdes normais (g,) e de cisalhamento (yy, € y,x) sejam nulas, para uma se¢do transversal
em analise.

Tem-se para o estado plano de deformacao:

g,=0 3.30

(3.30)
Yyu =0 (3.31)
Yox =0 (3.32)

Para o estado plano de deformacgdo, a Lei de Hooke pode ser reduzida, em termos de

tensao e de deformacgao para:

Ox e (1 - v) 1% 0 Ex
oy p=r———| v (1-v) 0 £y (3.33)
. (1+v)1i-2v) 0 0 (1-2v) -

2

A equagdo anterior pode ser escrita como:

Ex (1 - v) -v  0||ox
¥ =% -V (1 —v) 0oy (3.34)
Y xy 0 0 2 Txy

As deformacdes por cisalhamento segundo o eixo z sdo nulas. A componente de tensdo

normal em z ¢ dada por:
o:=v(o: + o)) (3.35)
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Pode-se representar a deformagdo, para estados planos de tensdo, fazendo-se as
seguintes substitui¢des (1) e (2):

(1) Para o estado plano de deformagao:

E¥=E (3.36)
vi=v (3.37)
GF=G (3.38)

(2) Para o estado plano de tensoes:

E(1+2v)
gr=2V"2Y) 3.39
(1 + v)2 ( )
yr=_" (3.40)
1+v
G*=G (3.41)

Para a consideragdo da espessura da chapa a ser analisada e obten¢do dos valores médios
de deformacdo e deslocamentos, no estado plano de tensdo generalizado, os moédulos de

deformacao longitudinal e transversal deverdao ser multiplicados pela espessura da chapa.

3.8 - Equacao de equilibrio de deslocamento - Equac¢ao de Navier

As relagdes entre deformagdo e deslocamento (3.17) podem ser substituidas nas relagdes
tensdo — deformagdo (3.19). As expressdes que relacionam tensdo e deslocamento podem ser
substituidas nas equagdes gerais de equilibrio em termos de tensdes (3.1) e (3.2), t€ém-se as

seguintes expressoes, para o caso bidimensional:
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2 2 2 2 _
8 I/ix_’_a L;x_’_ 1 8 L;x+a Uy _ bl (342)
ox oy 1-2v ox Ox0y G

2 2 2 2 _
8 I/lzy " 8 I/lzy n 1 8 Ixiy n 8 Ux _ b2 (343)
ox oy 1-2v{ oy Ox0y G

As equacgodes diferenciais de equilibrio de deslocamentos anteriores sao conhecidas como

equacdes de Navier.

3.9 Vetor de Galerkin

O desacoplamento das equagdes de Navier, em termos de deslocamento u;, pode ser
realizado substituindo-se as componentes de deslocamento por uma expressdo envolvendo outro
vetor G, de derivadas de segunda ordem, chamado de vetor de Galerkin.

As equacodes diferenciais de Navier podem ser transformadas em equacdes diferenciais
biharmonicas, realizando as seguintes substitui¢des, utilizando a aproximagdo do vetor de

Galerkin.

2 2 2 2

uxza(}zx+a(}zx_ 1 a(}zx+aGy (3.44)
ox® oy’ 20 -v)| ox*  oxdy
2 2 2 2

uyzany-i-aCiy— ! aciy+an (3.45)
ox oy’ 20-v) ay*  oxdy

Tém-se as seguintes equagoes:

21



VG =V (V2G.)= _([;1 (3.46)

V4G, =V (VG,)= _gz (3.47)

O operador mostrado nesta equacdo ¢ chamado de operador biharmonico, quando as
forcas de volume sdo iguais a zero nas equacdes (3.46) e (3.47), a equagdo ¢ chamada

biharmonica.

3.10 - Solucao fundamental

A solucdo fundamental de uma equacao diferencial ¢ uma fungdo complementar que
satisfaz a equagdo, definida como uma solucdo singular da equagdo de Laplace com nao
homogeneidade, dada pela fungdo delta de Dirac A (§,x). A solugdo fundamental fornece a
resposta de um ponto genérico de um dominio (geralmente infinito), chamado dominio

fundamental, devido a aplicacdo de uma carga unitaria em outro ponto desse dominio.
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Ponto campo

Q(Xg,¥q)

Normal
unitaria n
Dominio de

solugao Q
Ponto fonte

P(Xp,Yp) Superficie de

contorno r

Figura 3.6 — Dominio fisico bidimensional.

Algumas propriedades da fungao delta de Dirac sdo:
a)A(x-&)=0,parax #¢;

b)A(x-&)=o0, parax =&;

C) I A(x - &)dx =1, para & contido no intervalo de integracao;

—00

d) J-A(x -£)dx =0, para £ ndo contido no intervalo de integragao;

e) j f(x)A(x - &)dx =1(&), para & ndo contido no intervalo de integracao.

A fungdo delta de Dirac ¢ uma alternativa para representar grandezas fisicas, como por
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exemplo, a excitagdo pontual das cargas concentradas nos problemas de mecanica.

- T€

Figura 3.7 - Funcao delta de Dirac.

A solugdo fundamental ¢ baseada na solugdo classica tridimensional de uma carga
pontual em um meio infinito, conhecida como solucdo de Kelvin. O problema de Kelvin na
elasticidade tridimensional envolve a contribuicdo em um meio eléstico infinito, homogéneo e
isotropico de um dado ponto de carregamento.

Admite-se que a forca unitaria ¢ aplicada em um ponto p interno do corpo e deseja-se
monitorar os efeitos desta forga em outro ponto Q em qualquer posi¢do no dominio. A solugdo
deve satisfazer a duas condi¢des:

1) Todas as tensdes devem desaparecer quando a distancia entre p e Q tende ao infinito.

2) As tensoes devem ser ‘singulares’ no proprio ponto p (isto ¢, tende ao infinito assim
como a distancia entre p e Q tende a zero).

A solucao fundamental ¢ a solug@o que satisfaz as equacdes de deslocamentos (Navier) e

atende as hipoteses de um carregamento singular em um meio infinito.
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1 -b
Viu+ V(Vu)=— 3.48
1_ZV( ) - (3.48)

As equagdes de Navier na forma vetorial anterior sdo de dificil solugdo analitica. E
possivel mostrar o vetor deslocamento em termos de outro vetor (Galerkin), também em notagao

vetorial:
u =V2g—;)V(Vg) (3.49)

A substituicdo da equacdo (3.49) em (3.48) leva a uma expressao com derivadas de

quarta ordem.
4 2 (w2 - b,
Vg =V (V gi)=—G’ (3.50)

Pode ser verificado que o vetor de Galerkin a seguir ¢ a solucdo mais simples da

equagao (3.50) e satisfaz as duas condi¢des fisicas mencionadas.

g = er(p,Q)ln{

= } (3.51)

1
(p.0)

Onde r (p, Q) ¢ definido como a distancia entre o ponto de colocagao p (fonte) e o ponto
no contorno Q (campo).
Substituindo a equacdo (3.51) na equagdo de deslocamentos, tém-se as seguintes

expressoes para o vetor de deslocamento, expressos como fungdes Uj; (p, Q):

1 1) (oY
Uxx(p,Q) = m{(z’) — 41/)11'1(;) + (aj il (352)
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L aror

Un(p,0)=Ux(p,0) = m o5 oy (3.53)
1 N (oY
Un(p,0) = m[@ - 4V)1n(;j + (5j ] (3.54)
Em notacéo indicial, tem-se:
(o)L _ 1|, orp.0)or(p,0)
Ui(p,0) = Py V){(3 4v)lnL (p’QJ&, =22 - } (3.55)

O primeiro indice da fun¢do refere-se a direcdo do deslocamento do ponto Q, causado

pela carga unitaria no ponto p aplicado, dado pela direcao do segundo indice.

A derivada do raio vetor r em relacao as coordenadas de campo ¢ dada por:

or(p.Q) _ Xo-X,

(3.56)
ox r(p,Q)
or(p.Q) _Yo-Y (3.57)
y r(p,0)
Em notagdo indicial:
ﬁ =r,i=ri ({1=12) (3.58)
Oxi

A partir da Lei de Hooke (3.18), para uma carga unitaria na dire¢ao j, pode-se escrever:

Gak = Cakimui,m (359)
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Modificando-se os indices, a equagao (3.20) pode ser escrita como:
Cakin = A8 akOim + G(SaiSim + SamOki) (3.60)

A expressdo de A ¢ dada por:

2vG
(l - 21/)

(3.61)

A derivada do nucleo Uj, para uma carga unitaria na direcao j, em relagdo a coordenada

m, ¢ dada por:

2)((]1’ = 87ZG(11— V)r [— (3 - 4V)5iﬂ”m + O i + Oimlj — 2Fir j¥'m ] (3.62)

Verificada a igualdade de primeiro indice entre dois deltas, tém-se as seguintes

condi¢des para que o produto de deltas ndo seja nulo:

OmOij = Onj (3.63)

Substituindo-se as equagdes (3.61) em (3.60), e (3.60) e (3.62) em (3.59), tem-se a
seguinte expressao para o tensor de tensoes, considerando a carga unitaria na dire¢ao j:
1

o, = —[(1 - 2v)(5akrj — Oul'k — 51;,1%;) — Zrarkr_;] (3.64)
4z(1—v)r

Trocando-se os indices, pode-se escrever a expressdo anterior para a carga unitaria na

direcdo m:

1
o, = m[(l - 2V)(5ijl’m — Oimlj — 5jml’i) - 27"i7’j7"m] (3.65)
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Substituindo-se a expressao anterior na equacao (3.8), tem-se:

ti= 472.(1 ~ V)r(anj[(l 2‘/)5!”1 + 27"11"/71] + 472_(1 ~ V)r (l’lzl"m l’lml"t) (366)

A expressado anterior, para a carga unitaria na direcao j, € escrita como:

ti= 472.(1 _ v)r(@nj[(l 2V)5lj + 27"17'/] + 47[(1 _ V)r (V_/l’ll 7"11’1/) (367)

A expressdo anterior, para a carga unitdria na dire¢do 1, é escrita como:

L (oY sy g ] =)
= 4r(l—v)r (anj[(l 2oy + 2ri) 47(1—v)r (rims = rim)) (3.68)

O raio r derivado em relagdao a normal ¢ dado por:

or _orox ordy

— = (3.69)
on 0Oxon Oyon

Em notacao indicial:

or Or Oxj )

Lo =1,2 3.70
on Ox; On ™ G ) (3.70)

Em que as derivadas das coordenadas x e y em relacdo a normal, na superficie de

contorno, sdo as componentes unitarias nas direcdes X e y.

_ax
on

Nx

(3.71)
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ny =2 (3.72)

Em notag¢do indicial:

ni= @ i=12) (3.73)
on

Tém-se as seguintes expressdes para o vetor de for¢as de superficie, expressos como

fungdes Tj; (p, Q):

-1 or orY

To(p,Q)=———| —|[(1=2v)+2| — 3.74
(P.0) 47r(l—v)r(8nj|:( V) (&J:l ( )
To(p,0) =—— 290 g, O, (3.75)

47r(l—v)r_ Ox Oy On oy ox )

-1 [ _ororor or or |
Tw(p,Q)=—F—|2——— -1 -2v) —n«— — 3.76
~p0) 47z(l—v)r_ Ox Oy On ( )[ay" axnyj_ G.76)

To(p.Q) = —l(ﬁj{(l ~2v)+2 (8—j } (3.77)

47[(1 - v)r

3.11 - Equacdes integrais

Obtidas a solucdes fundamentais, segue-se com o desenvolvimento das equagdes
integrais para as implementagdes numéricas envolvendo os problemas de engenharia pelo

Meétodo dos Elementos de Contorno (MEC). A transformagdo das equacdes integrais pode ser
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feita de diversas maneiras, pelo Teorema da Reciprocidade devido a Betti [1], pelo Teorema de
Green, aplicando a segunda identidade de Green, ou pela Técnica dos Residuos Ponderados. A
formulacao obtida do Teorema de Betti ¢ mais facilmente compreendida, por envolver conceitos
mais comuns em problemas de engenharia. A dedu¢ao do método ¢ feita segundo esse teorema.

O teorema dos trabalhos reciprocos tem sido amplamente utilizado numa variedade de
aplicagdes na mecanica dos meios continuos. Considerando-se um corpo em equilibrio em dois
diferentes estados de tensao e de deformacgao:

a) Um estado a de tensdes c;* e deformagdes &;*.

b) Um estado b de tensdes o; e deformagdes &;.

O Teorema de Betti estabelece que o trabalho realizado pelas tensdes do estado a nos
deslocamentos do estado b ¢ igual ao trabalho realizado pelas tensdes do estado b nos

deslocamentos do estado a [1]. Pode-se escrever:

j oi*eidQ = j giei*dQ (3.78)
Q Q

Substituindo-se a equagdo linearizada de tensdes na expressao anterior, tem-se uma

expressdo escrita em termos de deslocamentos:

*—dQ = |o:

4O (3.79)
5o Ox j n o Oxj

Iov Oui oui*

O segundo membro da equagdo pode ser expandido:

joiau"*dgz = S P L P (3.80)
o X ol Oxj ox

A equagdo de equilibrio pode ser usada para introduzir as forgas de dominio (forgas de

volume) no ultimo termo do segundo membro da equacao anterior, resultando em:
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[o a@””%dﬂ = ji(a,- u*)AQ + [bi us* de (3.81)
Q

o X j anj

O teorema da divergéncia pode ser aplicado no primeiro termo do segundo membro da

equacao anterior:

j(fi aui*d@ = I(Cfi ui*)njdl“ + jbi ui *dQ (3.82)
)

Xj T

Substituindo-se a equac¢do de forcas de superficie no primeiro termo do segundo

membro da anterior, as tensoes o; sdo eliminadas:

jaia”"fkdg = [ pru#dl + [biu* O (3.83)
r Q

Q X

Retornando a equacdo (3.79), adotando-se um procedimento semelhante ao primeiro

membro da equacdo, tem-se:

pi*uidl + |bi*ui dQ=|piu*dl + | biui* dQ (3.84)
oo o |

Tr

Podem-se impor quaisquer dois estados, compativeis, de tensdo e deformagdo a equacao

anterior. Se for adotado o estado a, de o;* e & sendo o problema de Kelvin tem-se:

u*=uuw*(X,P) pi*=pu*(X,P) bi=A(X,P)0u (3.85)

Substituindo as expressoes (3.85) na equacao (3.84), fazendo o uso das propriedades da
fungdo delta de Dirac, tem-se uma nova equacao, conhecida como identidade Somigliana para os

deslocamentos:
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wP) == [ pu*(X,P)us(X)dr + [us*(X,P) pu(X )T + [us*(X,P)bi(X )dQ (3.86)

r Q
Com esta relagdo torna-se possivel escrever os deslocamentos de qualquer ponto interno
ao contorno I' em fun¢do dos deslocamentos e for¢as do contorno e das forgas de dominio. O
ponto P, onde se esté calculando o deslocamento recebe o nome de ponto de colocagao.
Para determinar os deslocamentos de pontos do contorno, ¢ necessario um artificio.

Acrescenta-se a0 dominio uma pequena regido, de raio €, com seu centro sobre o ponto P, cujos

deslocamentos se desejam conhecer, e faz-se o limite € — 0.

Figura 3.8 — Acréscimo de um dominio infinitesimal.

Para isso, subtrai-se do contorno original uma pequena por¢ao ¥ e adiciona-se, em seu

lugar, um contorno I';. A equacdo (3.86) passa a ser escrita como:

w(P)=— [ pu*(X, P)ur(X)dr = [ pu*(X, P)us(X)dT + [uu*(X, P) pi(X )l +

r—y

+ Jun* (X, P) pu(X)dT + [us* (X, P)b(X )dQ + [uu* (X, P) bu(X )dQ2

e Q Qe

(3.87)

32



Fazendo-se ¢ — 0, as integrais sobre I' - ¥ devem ser entendidas como um valor

principal de Cauchy [2]. As integrais sobre I'g e Q¢ sdo nulas, com a seguinte exce¢ao:

e—>0

lim [ pu* (X, P)ur(X )L = i us(P) (3.88)

Onde ci depende da geometria do contorno.

Substituindo-se a equagdo (3.88) na equacao (3.86), chega-se a:

ci ur(P) = = [ pu* (X, P)ud(X)dr + [uu* (X, P) pe(X)dT + [un* (X, P) bu(X )JdQ

r Q
(3.89)
A matriz ¢;k tem seus valores tomados da expressdo a seguir:
] -1 41 -v)y + sen26: — sen26> — 1 c0s262 — cos26:
Cl=
8z(1 -v) c0s202 — cos26h 41— v)y —sen26: + sen26: — 1
(3.90)

Os arcos 0 e 0, estdo representados na figura a seguir. O valor de y corresponde ao
comprimento em radianos do arco descrito por I'g. Tem-se: 0 <y <2x.

Imaginando-se uma situacao limite, onde o arco y tende a 2w, o contorno degenera em
uma linha, conforme a figura a seguir. Nesta situacdo ndo hd nenhuma regidao de dominio unindo
o ponto de colocacdo P ao restante do contorno. Por conseguinte, o ponto P é externo ao dominio
€ a matriz ¢ torna-se uma matriz nula.

Mostra-se que, para qualquer ponto de colocagdo externo ao dominio, a equagao (3.89)
resulta um valor nulo.

Tomando-se uma situacdo contraria, ou seja, de um ponto interno, a matriz ¢ torna-se
uma matriz identidade, confirmando a equacao (3.86). A equacao (3.89) pode ser usada para

qualquer posigao do espacgo bidimensional.
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Figura 3.9 - Ponto externo ao dominio.
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4 - MECANICA DA FRATURA ELASTICA LINEAR (MFEL)

4.1 - Introducao

Neste capitulo sao apresentadas nocdes sobre a Mecanica da Fratura Elastica Linear
(MFEL), que ¢ utilizada nos exemplos apresentados posteriormente.

O desenvolvimento da mecénica da fratura foi impulsionado por uma série de acidentes
graves ocorridos. Um grande numero de investigagdes foi realizado em muitos paises,
principalmente nos Estados Unidos. As causas dos problemas estruturais eram decorrentes de
imperfei¢cdes nos materiais e de concentragdes de tensdes. Apesar de este campo de engenharia
ter experimentado grande avango nos ultimos anos, o estudo das distribuigdes de tensdes e de
deformacdes proximo a ponta da fratura encontra-se em desenvolvimento até os dias atuais [6].

A mecanica da fratura ¢ uma area da engenharia que estuda a capacidade de materiais e
de elementos estruturais submetidos a defeitos, tais como fissuras, resistir a aplicagdo de
carregamentos. Imperfei¢cdes existentes um uma estrutura sob condi¢des de servigo podem ser
analisadas com o auxilio da mecanica da fratura, assim como o tamanho de fissura critico. A
resisténcia residual do material pode ser avaliada em func¢do do tamanho da fissura, por meio de
analises com o auxilio da mecéanica da fratura, que passa a ser uma das melhores ferramentas.

Irwin [7] desenvolveu uma abordagem para o tratamento da mecanica da fratura, com a

definicdo do fator de intensidade de tensdes “K”.
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4.2 Modos de fraturamento

As fissuras podem se propagar em um so6lido de trés maneiras distintas, dependendo do
tipo de solicitacdo a qual estd sendo submetido. Essas maneiras distintas de propagagdo sdo

chamados de modos de fraturamento.

Modo I Modo IT

Figura 4.1 — Modos de solicitagao de fratura.

Quando a fissura se propaga de tal maneira que os esfor¢gos forcem a abertura da fissura,
tem-se o modo I (“opening mode” ou “modo de abertura”). A fratura se propaga no plano por
abertura normal a sua face.

O modo II (“shear mode” ou “modo cisalhante”) é caracterizado por uma propagacao no
plano, provocada pelo escorregamento entre as faces na direcdo do comprimento da fissura.

O modo III (“tearing mode” ou “modo de rasgamento”) ¢ caracterizado por uma
propagacdo no espaco por escorregamanto entre as faces na direcdo normal ao comprimento da

fissura.

4.3 Principios da Mecanica da Fratura Elastica Linear (MFEL)

A fissuracdo em estruturas e elementos estruturais pode ser provocada devido diversos
fatores, como as tensdes oriundas da atuacdo de sobrecargas, vibragdes térmicas, efeitos da
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umidade, atuacdo de sobrecargas, deformacdo excessiva, recalques diferenciais de fundagdo,
retragdo de produtos quimicos, alteragdes quimicas de materiais de construc¢do, dentre outros.

O comportamento de uma estrutura com fratura ¢ dependente de alguns fatores como o
nivel de tensdo no material, a dimensdo do defeito existente e das propriedades do material
(tenacidade a fratura).

Griffith estabeleceu o critério de propagacdo de uma fratura. Uma fratura se propaga
quando a diminuicao de energia de deformacdo elastica armazenada no corpo ¢ maior do que a
energia requerida para criar uma nova superficie de fratura [8].

Irwin e Orowan sugeriram que a teoria de Griffith fosse modificada para ser aplicada a
fratura frageis de metais, em que o valor de energia superficial especifica por unidade de area
fosse substituido por uma quantidade critica de energia G., energia esta capaz de criar uma area
adicional da superficie da fratura. O valor de G, era determinado para cada metal em um ensaio
de fratura. O valor de G, ¢ a taxa de liberagao de energia de deformacao elastica critica.

A fratura se propaga quando a energia “G” atinge o valor de “G.”, sendo este valor um
propriedade intrinseca do material dentro de certos limites.

A Mecanica da Fratura Elastica Linear ¢ baseada na analise elastica de um campo de
tensdes para pequenas deformagdes, onde o valor critico da taxa de liberacdo de energia (Gg), 0
fator de intensidade de tensdes critico em estado plano de deformacdo (Kj) e a Integral J
representam condigdes precisas de analise de fraturamento para um meio fissurado.

A partir do modelo de Irwin — Orowan, pode-se determinar a tensao de fratura (oy).

Para o estado plano de tensao:

oy :(EGC jz 4.1)

EG, )
ac “
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Onde E ¢ 0 médulo de deformacdo longitudinal e “a” ¢ o comprimento da fratura.
O fator de intensidade de tensdo “K” definido a partir de G, para uma fratura elastica

em uma chapa de largura infinita, solicitada em modo I, ¢ dado por:

K,=yolra (4.3)

Onde ¢ ¢ a tensdo nominal (longe da fratura), y ¢ um pardmetro adimensional que
depende da geometria da fratura e do corpo em fun¢do da relagdo a/w, a € o comprimento da
fratura e w € a dimensao da largura que esté solicitada pelo carregamento.

O valor critico da taxa de dissipacdo de energia de deformagao “G.” pode relacionar-se
com o fator de intensidade de tensdo critico “K.”. Os valores de of dado pelas expressdes
anteriores podem relacionar-se com a equagao (4.3).

Para o estado plano de tensoes:

»  EG,

wa

(4.4)

K, =0,\ra (4.5)

K = EG, (4.6)
Assim:
KZ
G =—¢ 4.7
=g (4.7)

Para o estado plano de deformagao:

.,  EG

0 =
4 ﬁail—vzi

(4.8)
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K = -~ (4.9)
Assim:

K 2
G. == (1-v?) (4.10)

O fator de intensidade critico de tensdes K;. no modo I é chamado também de tenacidade
a fratura em estado de deformacdo plana. Esse fator de intensidade de tensdo critico ¢ uma
propriedade do material, comumente referido como tenacidade a fratura.

A Teoria da Elasticidade ¢ usada para calcular o campo de tensdes existentes na regido
da ponta da fissura e o material ¢ considerado como isotrépico, homogéneo e elastico, seguindo a
Lei de Hooke. A Mecanica da Fratura Elastica Linear pode ser utilizada quando a area
plastificada em frente a ponta da fissura (zona de processos inelasticos) seja muito pequena,
quando comparada com as outras dimensdes do sélido.

A “Integral J” ¢ um parametro de fraturamento que quantifica o fluxo de energia através
de um contorno fechado em torno da ponta da fissura. Este parametro foi desenvolvido para
materiais eldsticos ndo lineares. A utiliza¢do da integral J independe de trajetéria para analises de
fraturamento, prova que o valor desta integral ¢ a taxa de energia de dissipagdo calculada para um
corpo de material nao linear com uma fissura e comportamento elastico [25]. Com utilizagdo da
“Integral J”, torna-se possivel a simulagdo de fraturamento em materiais frageis, que apresentam
uma regido significativa de plastificacdo na ponta da fissura, que ndo poderiam ser representados
pela Mecanica da Fratura Eléstica Linear (MFEL).

Com a ocorréncia da plasticidade e da viscoplasticidade, torna-se necessaria a analise no
campo da Mecanica da Fratura Nao Linear (MFNL). Esse ¢ o caso de alguns materiais ducteis,
como o caso de agos com baixo teor de carbono, agos inoxidaveis, certas ligas de aluminio e

polimeros, além do concreto.
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4.4 Modelos coesivos

O modelo de fraturamento coesivo foi desenvolvido para representar o comportamento
de fissuras que apresentam uma regido capaz de transmitir esfor¢os ente suas faces, sendo que os
esfor¢os transmitidos diminuem de maneira gradual até que seja anulada a transmissdao de
esforcos entre as faces da fratura.

A regido coesiva da fissura, como mostra a figura a seguir, ¢ o comprimento ao longo
do qual hé transmissdo de esfor¢os. Nesta regido ocorrem fendomenos de comportamento nao
linear, tais como o intertravamento de graos e o efeito de ponte entre graos e fibras. Materiais
quase-frageis e frageis, rochas, concretos, ceramicas, compoésitos reforcados com fibras,
apresentam comportamento de fraturamento coesivo.

O modelo de faixa de escoamento ou modelo coesivo para chapas finas fissuradas de
Dugdale-Barenblatt [69] ¢ um tipo de modelo de fraturamento que apresenta escoamento
localizado, baseado em extensdes da MFEL. Experimentalmente foi determinado que o raio da
zona plastificada ao redor da fissura é aproximadamente igual & espessura da chapa. E aplicado
em estado plano de tensdes. Dugdale [57] constatou que a zona de plastificagcdo, em estado plano
de tensdo, ¢ muito maior que a espessura do material e modelou a regido plastificada de forma
alongada na frente da ponta da fissura. Considera-se o material elasto-plastico perfeito, entdo a
tensdo ao longo da regido plastificada é constante e igual a tensdo de escoamento do material.
Este modelo considera que o efeito do escoamento aumenta o tamanho da fissura e que este
comprimento adicional tem o comprimento da regido plastificada em frente a ponta da fissura
[25].

No entanto, o grande desenvolvimento dessa drea se deu com o desenvolvimento do
modelo de fissura ficticia (“Fictitious Crack Model”) proposto por HILLERBORG et al [58]. Por
meio de ensaios de tracdo uniaxial em corpos de prova de concreto, foi possivel observar que
apés a carga maxima, a fissura inicial surgia numa pequena regido com localizagdo de
deformacdes [25]. Quando a tensdo f; ¢ atingida em algum ponto do so6lido, ocorre a localizacao
de deformagdes e a formagao de uma fissura. A resposta do material na regido da fissura deve ser,
agora, expressa em fungao da abertura da mesma, de forma similar ao modelo de Barenblatt. Fora

da zona coesiva, considera-se que o material esteja em regime elastico linear [27].

40



4.5 — Distribui¢ao de tensdoes em um corpo de prova com fratura

em modo I

Para pontos proximos a ponta da fratura, as tensdes relacionam-se com fator de

intensidade de tensdes K; da seguinte forma:

o[ ool 1o D 2 @
o= ool s D 2 @)

K oo O senf @) cod 2
T, = {W}COS(2}W”(2)COS( 5 j (4.13)

Figura 4.2 — Estado de tensdo no sistema polar.
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Os deslocamentos u e v, para o modo I de fratura, sdo dados por:

1

u= ﬁ[LJz cos[gj{ﬂ —1+ 2sen2(gﬂ

2G\2x 2 2 (4.14)
V= ﬁ[Lsten[gj{ﬂ +1- 2cosz[gﬂ

2G\ 2« 2 2 (4.15)

No estado plano de deformacgao:
p=4—-4v (4.16)

No estado plano de tensdes:

(4.17)

4.6 - Distribuicido de tensdoes em um corpo de prova com fratura

em modo 11

Para pontos proximos a ponta da fratura, as tensdes relacionam-se com fator de

intensidade de tensdes K da seguinte forma:

oo [l

o, = (%Jsen(gj cos(gj cos(?j (4.19)
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o Yfn{ )

Os deslocamentos u e v sdo dados por:

1

u= &(sz sen(gj{ﬂ +1+2cos’ (gﬂ
2G\ 27 2 2

As expressoes para f foram definidas anteriormente.

4.7 - Distribuiciao de tensdoes em um corpo de prova com fratura

em modo III

(4.20)

(4.21)

(4.22)

Para pontos proximos a ponta da fratura, as tensdes relacionam-se com fator de

intensidade de tensdes Ky da seguinte forma:

e

roo| K COS(QJ
o2z 2
O deslocamento w ¢ dado por:
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1
wzzﬁﬂflj%a{gj (4.25)
G \2r 2

4.8 - Taxa de liberacao de energia

A taxa de liberacdo de energia G, que ¢ a taxa de energia dissipada no processo de

propagacao de fissura, para um incremento de comprimento d, ¢ dada por:

G =91
dA (4.26)

Onde:
dIT ¢ a variacdo de energia potencial.

dA ¢ a variacdo da area da fissura.

A propagacao da fissura ocorrera quando G se igualar a energia de fraturamento do
material (G¢).

A energia liberada ao se propagar uma fissura é chamada de energia de fraturamento
(Gy) e € obtida da area sob o grafico “tensdo de coesdo x abertura de fissura” para o modo I. O

valor da area ¢ obtido calculando-se a integral a seguir:

G = [odw (4.27)
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o (tensdo de coesao)

A

Gr

»
»

w (abertura da fissura)

Figura 4.3 — Energia de fraturamento.

4.9 - Dimensoes da zona plastica em estado plano de tensao

As equacdes (4.11), (4.12) e (4.13), aplicadas para pontos proéximos a ponta da fratura,
conduzem a resultados de tensdes tendendo ao infinito, caracterizando a singularidade. Como os
materiais possuem uma resisténcia ao escoamento finita, isso faz com que apareca uma regiao
com deformagdes plasticas proximas a ponta da fratura. Esta deformagao localizada caracteriza a

zona plastica. Para 0 igual a 0, tém-se:

Ox =0y = L (428)
\27r
Oz =Txy =Txz=Ty: = 0 (429)

Aplicando-se o critério de von Mises, obtém-se a seguinte expressao:
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K, (4.30)

Geq:\/ﬁ

Quando a tensao, na equagao anterior ¢ atingida, o material escoa.

A partir da equagao(4.30), obtém-se o valor do raio de uma zona plastica localizada.

1 (K’j (4.31)

Onde ry € conhecido como corre¢do da zona plastica de Irwin [9] ou zona plastica

ajustada [6]. O comprimento efetivo da fratura ¢ considerado como o comprimento inicial da

fratura “a” mais o raio da zona pléstica ry.

Ge

Figura 4.4 — Esquema de correcdo de zona plastica de Irwin.
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4.10 Dimensoes da zona plastica em estado plano de deformacao

Analogamente ao item anterior, para 0 igual a 0, tem-se as mesmas expressoes para Cyx €

oyy. Em estado plano de deformagdo, tém-se a tensdo normal em z, 6,,, que é dada por:

K
Oz = V((Txx + ny) =2v ! (432)
(27rr)5
Aplicando-se o critério de von Mises, obtém-se a seguinte expressao:
K
o =(1-2v)—— (4.33)
(me)i
O comprimento da zona plastica ry, ¢ dado por:
1(k,Y
r, = (1 3 21/)2 _(_/] (4.34)
27 O eq

A zona pléstica ajustada, em modo I, no estado plano de deformacgao, foi estimada por

McClintock e Irwin [10], como sendo:

i’ 6rx O eq

P (K’j (4.35)
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4.11 - Representacao grafica da zona plastica pelos critérios de von

Mises e Tresca

A forma completa da zona pléstica pode ser obtida a partir das equacdes (4.18) e (4.19),
variando-se o angulo 0 de zero a 180°, e adotando-se um critério de escoamento. Broek [9]

fornece a forma da zona plastica para os modos II e III.

tensdo plono

deformagOo plana

a) b)

Figura 4.5 — Forma esquematica da zona pléstica para o modo I de
fratura: a) critério de von Mises e b) critério de Tresca.
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5 - IMPLEMENTACAO NUMERICA DAS EQUACOES INTEGRAIS PELO
METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO (MEC)

5.1 - Introducio

No capitulo 3, a equagdo integral de contorno para problemas elédsticos bidimensionais
foi obtida pelo Teorema de Betti e a identidade Somagliana para deslocamentos. Considerando
um sistema (a) com a solucdo fundamental conhecida e um sistema (b) com o problema
incognito, o resultado serd uma equagdo integral de contorno que contém os deslocamentos e
forgas de superficie no contorno.

Neste capitulo ¢ apresentada a implementagdo numérica das equagdes integrais de forgas

e deslocamentos e a obten¢do da equagao integral de tensoes.

5.2 — Generalidades

As solugdes de problemas fisicos em geral, excetuando-se os casos simples, podem ser
muito dificeis de serem encontradas pelos métodos analiticos. Para a obtengdo de solucgdes
aproximadas de problemas de grande complexidade de analise recorre-se aos métodos numéricos
de analise, a exemplo do Método dos Elementos Finitos (MEF), Método das Diferencas Finitas

(MDF) ou o Método dos Elementos de Contorno (MEC).

49



O Método dos Elementos de Contorno (MEC) foi escolhido como a ferramenta utilizada
neste trabalho. As equacdes diferenciais que regem determinado problema fisico sao
transformadas em equagao integral de contorno para a superficie do problema. Estas integrais sao
numericamente resolvidas para os elementos discretizados na superficie do problema em analise.
Os chamados elementos de contorno obtidos pela discretizagdo do perimetro do problema em
estudo sdo adotados como isoparamétricos lineares, tanto a geometria do elemento quanto suas
variaveis de forca e deslocamento sdo descritas pela mesma fungdo de interpolagdo. Definidas as
condigoes fisicas de contorno, um sistema de equacdes € resolvido e as variaveis desconhecidas
sdo encontradas. O método fornece resultados no contorno € no dominio de problemas fisicos em

geral.

5.3 - Discretizacao do contorno

A partir de um contorno genérico definido podem-se aplicar as equacdes integrais. A
figura a seguir representa um contorno I' € um dominio Q para um problema em analise. Para a
implementagdo das equacdes integrais definidas no capitulo 3, o contorno fisico em estudo ¢
discretizado em trechos menores, chamados de elementos de contorno.

O contorno TI" ¢ dividido em trechos menores I'y,, de tal forma que o somatdrio destes
elementos menores recompde o contorno original. O ponto de ligagdo entre os trechos ¢ chamado
de n6. Cada trecho discretizado pode ter sua geometria descrita por uma func¢ao de interpolacao

de coordenadas dos nos. Tem-se:

r:irn (5.1)

A equagao (3.89) do capitulo 3 pode ser escrita agora como:
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cuus(P)==3 [ pi* (X, P)us( XM + 3 us* (X, P) pu(X )T, +

J=lrj Jj=1r (5.2)
+ Jui* (X, P)bi(X )dQ
Q
Iy
I'3
I
Contorno
I r

Figura 5.1 - Discretizagdo do perimetro em elementos
de contorno.

5.4 - Elementos de contorno

A partir de um ponto fonte de colocagdo, ou seja, para cada n6 onde se posiciona a fonte
para escrever a equacdo integral, ¢ adotada uma func@o de interpolagdo linear para a realizagdo
das integracdes nos elementos. E adotado um sistema de coordenadas locais nos elemento, onde a
variavel intrinseca & adimensional tem origem no ponto médio do elemento e ¢ valida no

intervalo -1 < & <+1. As fung¢des de forma para os elementos lineares de dois nos sao dadas por:
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1
h —5(1 - ¢) (5.3)

1
¢2 = 5(1 + &) (5.4)
1 ba
°
N6 inicial X,y N6 final
&
-1 0 +1

Figura 5.2 — Fun¢des de forma linear e sistema de coordenadas.

A geometria dos elementos isoparamétricos, suas variaveis de deslocamento e forca
podem ser descritas pela seguinte equagdo a seguir, sendo j o indice do n6 do elemento (n6 1 =

no inicial ou n6 2 = no final) e k o indice relacionado com a coordenada, tem-se:

X5 =&)X (5.5)

O indice s varia de 1 a 2, X, corresponde as coordenadas cartesianas x; de um ponto

interno, aos deslocamentos u; ou aos esfor¢os t; no elemento .

0i(§) corresponde a fungdo de interpolacdo (funcdo de forma).
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Figura 5.3 - Descri¢ao do elemento linear.

A partir da equagao (5.5), para as coordenadas internas Xs do elemento, pode-se escrever

as seguintes expressoes:
Xi(§)=2 04 | = piE)x) + gl (5.6)

Xol§)= 208N = Sy + galE)] (57)

Na forma matricial, as equagdes (5.6) e (5.7) podem ser escritas da seguinte forma:

l(1 - &) 0 l(1+ &) 0 X}

{Xl}: 2 1 2 1 * (5.8)
Xz 0 —(1-¢ o  Z(+g|¥
2 2 X;

Analogamente a equagdo (5.5), para as aproximacdes de deslocamentos e forgas ao

longo do elemento, t€ém-se as seguintes expressoes:
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us = gV (5.9)

te= &) (5.10)

As variaveis de deslocamentos uy € uy sdo dadas por:

()=Z (EW ] =&)L + gl &)U T (5.11)

u&) = Z(ﬁ&—(ﬂﬁ+w@W§ (5.12)

Na forma matricial, as equagdes (5.11) e (5.12) podem ser escritas da seguinte forma:

U,

1 1
{ul}: SU=¢) 0 S(+8) 0y 5
e - 0 S0+)|U
U2

Para as forcas t, e ty aos elementos internos no contorno, tem-se:

i H(E)T ) + pa(E)T? (5.14)

ng ENTY + ¢ E)T 2 (5.15)

Na forma matricial, as equagdes (5.14) e (5.15) podem ser escritas da seguinte forma:
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1 1
0o |=-¢ 0 —(1+¢ 0 I
{;}= 2( ) { 2( ) ;i (5.16)
0 S0-=¢) 0o S+ .

A posigdo dos nos dos elementos de contorno define se eles sdo continuos, descontinuos
ou mistos. As fungdes aproximadoras estao diretamente relacionadas com a posi¢ao dos pontos

nodais do elemento.

5.4.1 - Elemento linear continuo

O elemento ¢ chamado de linear continuo quando os pontos nodais sdo comuns aos
elementos adjacentes, assumindo, nos mesmos, valores Unicos. E geralmente usado em contornos
sem angulosidades e sem variacdo de vinculagdes. A figura a seguir representa um elemento

linear continuo, suas fungdes de forma ¢; e ¢, sdo definidas pelas equagdes (5.3) e (5.4).

X2

Figura 5.4 — Elemento linear continuo.

55



5.4.2 - Elemento linear descontinuo

O elemento linear descontinuo ocorre quando existem dois nos de elementos adjacentes
com a mesma coordenada geométrica do nd. A introdugdo dos noés duplos permite a
descontinuidade do valor de uma das varidveis entre elementos adjacentes. Pode-se colocar o
ponto de colocagao para dentro dos elementos concorrentes ao n6 duplo para a obtengao de duas

equacdes integrais diferentes para a mesma coordenada geométrica, permitindo-se assim a

descontinuidade.
U? ou T?
A
//// \\\
No2 o~ A
i_ \\ // \\\(1)2

X2

Figura 5.5 — Elemento linear descontinuo.

5.4.3 - Elemento misto

O elemento misto ¢ utilizado quando ha a necessidade de descontinuidade em apenas

uma das extremidades do elemento. Desta forma, existe a possibilidade de conexdo entre um
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elemento continuo e um elemento descontinuo. Quando ¢ necessaria a utilizagdo de elementos

descontinuos ou mistos, adotam-se dois n6s com a mesma coordenada geométrica.

Figura 5.6 — Elemento linear misto.

Figura 5.7 - Definicao de n6 duplo.
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A figura (5.7) representa a angulosidade de uma placa num ponto com dois nds de

mesma coordenada geométrica, denominado nds duplos.

5.5 - Estratégia de modelagem do contorno do problema em estudo

A continuidade do contorno definida pela existéncia de um né entre cada elemento leva
a continuidade dos pardmetros associados aos nos. Os elementos que satisfazem esta condigao
sao chamados de continuos. Para melhorar a performance da solugao numérica podem-se associar
dois valores para cada parametro nodal que existe numa interface entre elementos. Logo, cada
parametro estard associado a cada um dos elementos que concorrem ao nd. Assim, permite-se a
descontinuidade de pardmetros associados a um n6 de contorno, mas a geometria permanece
continua.

Os elementos que possuem descontinuidade de parametros nodais somente em um
extremo sdao chamados de elementos mistos.

Os elementos que possuem descontinuidade de pardmetros nodais nos dois extremos sao
chamados de elementos descontinuos.

Para os elementos lineares, utiliza-se neste trabalho a seguinte estratégia de modelagem

do contorno do problema em estudo:
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2
° °

1
I o o ° °

/

1
° °

2

2 1 2
Legenda:

® Nosimples

O No duplo
1 Elemento continuo
2 Elemento misto

Figura 5.8 — Modelagem com elementos lineares.
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5.6 - Implementa¢ao numérica

A implementa¢do numérica de uma equacao integral ¢ dividida em estagios para maior
conveniéncia:

Estagio 1: Divisdo em elementos.

Estagio 2: Integragao numérica ou analitica dos nucleos das equagdes integrais.

Estagio 3: Determinagdo das condi¢des de contorno.

Estagio 4: Solucao do sistema de equagdes.

Estagio 5: Calculo das varidveis internas (deslocamentos ou tensdes).

Estagio 6: Calculo das tensdes no contorno.

Estagio 7: Determinagdo das forgas de superficie no contorno.

Para resolver a equagdo integral, o contorno do problema em estudo ¢ dividido em
elementos, chamados elementos de contorno, ¢ estes sdo conectados por ponto nodais
denominados no6s de contorno.

Para um dado problema em estudo, cada n6é de contorno apresenta quatro variaveis
(prescritas ou ndo), sendo dois deslocamentos (Uy e Uy) e duas forgas de superficie (Tx e Ty).
Portanto assume-se que para N nds de contorno existem 4N variaveis. Cada né de contorno
apresenta dois valores prescritos (conhecidos) e dois valores incognitos. Um n6 de contorno pode
ter ambos os deslocamentos, forcas de superficie, ou uma for¢a de superficie e um deslocamento

conhecido para uma dada direcao.

Tabela 5.1 — Variaveis prescritas e incognitas.

Variavel prescrita Variavel incognita
T« Us
Variavel de contorno T, Uy
Uy T
Uy Ty

Para N nos de contorno existem 2N variaveis prescritas e 2N variaveis incognitas para

cada dire¢do (x ou y). Um problema em estudo apresenta 2N varidveis desconhecidas, portanto
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precisa-se de 2N equagdes para a resolucdo do sistema, tornando a solugdo possivel e
determinada. Duas equagdes integrais sdo associadas a cada n6 de contorno, onde a carga unitaria
¢ colocada na diregdo 1 para a primeira equacao e na dire¢ao 2 para a segunda equagdo. Esta
operacao ¢ repetida para N ponto do contorno (nds) de modo a obter-se 2N equacdes. Tem-se 2N

equacdes e 2N variaveis desconhecidas que levam a uma solugdo unica [1].

5.7 - Pontos de carregamento

Os pontos de carregamento, também denominados pontos de colocagdo, sao os pontos
onde se posiciona a fonte para escrever as equacgdes integrais.

Os nos de contorno podem ser utilizados como ponto de colocagdo. Para permitir a
descontinuidade de parametros nodais em elementos descontinuos ou mistos, foram utilizados

pontos internos ao elemento como ponto de colocagdo. Tém-se as seguintes condigoes:

Tabela 5.2 — Estratégia de posicionamento dos pontos de colocagao.

Situacao 1 [20] Situacao 2 [Figueiredo]

a e | . a) X | °

b) ®

k
®

B XX

SENNC = an E— SR C = a E——

A situagdo 1 refere-se ao trabalho utilizado inicialmente por ALMEIDA [20].
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Para a situagdo 2, a estratégia de posicionamento do ponto de colocacdo foi modificada
e os efeitos dessa modificagcdo sdo apresentados na forma de tabelas ao final do trabalho. Nesse
caso, o ponto de colocagao ¢ levado ao no inicial do elemento de contorno apenas nos elementos
onde se aplica a equacdo integral de deslocamentos. Nos elementos onde se aplica a equagao
integral de forgas de superficie, na face “oposta da fratura”, o ponto de colocacdo ¢ mantido ao
longo do elemento.

O ponto de colocagdo para os elementos continuos foi posicionado no n6 inicial para a
situagdo 2 e a -2/3 do centro do elemento para a situagao 1.

Para o caso de elementos mistos com no inicial simples e nd final duplo, para a situagdo
2, foi posicionado um ponto de colocagdo sobre o nod inicial e um ponto de colocacdo a +2/3 do
centro do elemento. Para a situacdao 1, o ponto de colocagao foi posicionado a +2/3 e a -2/3 do
centro do elemento.

Para o caso de elementos mistos com noé inicial duplo e n6 final simples, o ponto de
colocacdo manteve-se a -2/3 do centro do elemento para ambas as situacdes.

Utilizando-se esta estratégia de posicionamento dos pontos de colocacdo, tem-se uma
igualdade entre o numero de nos de contorno e o nimero de pontos de carregamento de um

modelo em estudo, tornando-se possivel a resolu¢ao de um sistema de equagoes.

5.8 - Posicionamento de eixos de coordenadas sobre o elemento linear

No M¢étodo dos Elementos de Contorno (MEC) sdo utilizados dois sistemas de
coordenadas, um sistema global onde as coordenadas sdo expressas em termos da coordenada I e
um sistema local com coordenada intrinseca & O sistema global e o sistema local estdo
relacionados com o uso do Jacobiano da transformagao, como serd mostrado posteriormente.

O sistema de coordenadas para elementos lineares, que possui o sistema local & com
origem no centro do elemento e variacdo de -1 a +1, € substituido por um sistema r, que possui
origem no centro do elemento e esta relacionado com a distancia a de localizagdo do ponto de
colocagdao e o comprimento 1. A posi¢cdo relativa do ponto de colocacao varia do centro aos

extremos do elemento linear.
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Figura 5.9 — Sistema de coordenadas r.

As deducdes das integrais analiticas, utilizadas para a integragdo dos elementos que
contém o ponto de colocacdo, sdo deduzidas considerando-se o sistema de coordenadas r, onde se
tem:

Para o primeiro tramo: I' = -r

Para o segundo tramo: I' =r

5.9 - Integracao numérica dos nucleos das equacoes integrais

As integragdes nos elementos lineares, para o ponto de colocagdo fora do elemento,
foram realizadas numericamente com a quadratura de Gauss-Legendre, onde ¢ estabelecido o
numero de pontos de Gauss para o céalculo das integrais. Estas integrais sdo calculadas
numericamente para as funcoes Tj; e Uj;, demonstradas no capitulo 3.

Quando a integracao for realizada sobre o elemento que contém o ponto de colocagao,
sdo deduzidas integrais analiticas, no sentido do valor principal de Cauchy, para as integracdes
dos nucleos Tj;. O ntcleo Tj; apresenta uma singularidade (1/r), que € tratada analiticamente.

A equacdo integral de tensdes, com nucleos Syj; € Dyjj, € demonstrada posteriormente.
Analogamente a equacdo integral de deslocamentos, as integracdes nos elementos, para o ponto
de colocacdo fora, sdo realizadas numericamente com a quadratura de Gauss-Legendre. Para a

integracdo no elemento que contém o ponto de colocacao, sdo deduzidas integrais analiticas, onde
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a integral sobre o niicleo Sy;; € representada pela parte finita da integral de Hadammard. O nucleo
Skij apresenta a hipersingularidade (1/r%), que ¢ tratada analiticamente.

Os limites do sistema de coordenadas locais & para os elementos sdo os mesmos
utilizados na quadratura de Gauss-Legendre.

Os elementos de contorno sdo integrados analiticamente ou numericamente, dependendo
da posicao do ponto de carregamento, utilizando-se o pardmetro de contorno I' e a coordenada
intrinseca &.

A variavel de contorno I', utilizada na equacao integral de deslocamento (5.2), ¢
transformada em coordenada intrinseca & com a utilizagdo do Jacobiano J. Com essa
transformagdo torna-se possivel a integragdo numérica dos elementos de contorno para o sistema
de coordenadas locais.

O Jacobiano da transformacao J deve ser calculado da seguinte forma:

ot (] ]

Para a componente tangencial unitaria externa ao contorno, tem-se:

s=e +2e (5.18)

O modulo do vetor s ¢ dado por:

o = @f+@f= F%?T+F%?T (5.19)

O modulo do vetor s € igual ao Jacobiano J(§). As componentes do vetor unitario

tangencial sao dadas por:
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J d
ea)Z Z (5.20)
_ L | av(e)
J(E)| a¢

Seja um vetor unitario na dire¢do z, e, (normal ao plano bidimensional xy). O vetor

unitario normal ao contorno ¢ dado pelo produto vetorial de s e e,:

i) e
B(c 7 dh i

As componentes do vetor normal unitario ao contorno sao dadas por:

i
i

O diferencial das coordenadas x(§) e y(§), em relagao ao sistema local para os elementos

<

(5.22)

lineares, sao dados por:

dx(§) _dg(&) , dp(S)
dé e ' oae 7’

() _dg(e), | db(&)
dé dé 7' dé

(5.23)

V2
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A equacdo integral de deslocamentos pode ser agora escrita em termos de coordenadas

locais &:

(5.24)

Onde M ¢ o numero total de elementos. A equacgdo anterior pode ser escrita em novas

fungoes [H] e [G]:

(5.25)

As matrizes [H] e [G] contém o nucleo das integrais Tj e Uj. O parametro C;ji(P)
contribui para os coeficientes da matriz [H], quando o ponto de colocagdo ¢ levado ao contorno.
A formulacdo das matrizes [H] e [G] ¢ muito similar ao da formulacdo dos problemas de

potencial, exceto que cada coeficiente das matrizes € uma sub-matriz 2x2.

_[H]u [H]IZ [H]13 [H]14 ] _[u]l_ _[G]ll [G]IZ [G]13 [G]M __[t]l_

[H]Zl [H]22 [H]23 [H]24 [”]2 [G] 21 [G]22 [G]23 [G]24 [t]z (5 26)
[H]31 [H]32 [H]33 [H]34 [“]3 = [G]31 [G]32 [G]33 [G]34 [t]3 .
[H]41 [H]42 [H]43 [H]44 [”]4 [G]41 [G]42 [G]43 [G]44 [t]4

As sub-matrizes [H] e [G] s@o definidas como:

HXX HX G)OC GX
[H],= [ "ooH } » o= {G Gy} (5.27)
»x i ij

Yy yx A P
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Os vetores [u] e [t] representam os deslocamentos e forcas nas diregcdes X e y, para os

pontos nodais:

] = M . 1= H (5.28)

Ao final do processo obtém-se as duas matrizes [H] e [G] globais, compostas a partir das

sub-matrizes de forcas e deslocamentos.
[#][u]=[c][] (5.29)

O movimento de corpo rigido, em analise estatica em regime elastico, ¢ caracterizado po
deslocamentos unitarios de todos os nos em cada dire¢do. Este movimento resulta em forgas

iguais a zero. Assim, o lado direito da equagao de deslocamentos ¢ igual a zero.

[#][u.]=0 (5.30)
O termo [u.] da expressdo anterior ¢ uma constante de deslocamento arbitrario em
qualquer dire¢do. Portanto, a soma de todos os coeficientes em qualquer linha da matriz [H] deve
ser zero para que seja verificada a expressao anterior. Este processo permite que os termos da
diagonal de [H] possam ser determinados com a soma de todos os outros coeficientes fora da

diagonal.

[H] .= -ﬁ [H], Parai=1, 2, 3,..N (5.31)

Os indices 1 e j sdo os contadores das linhas e colunas, respectivamente, onde N € o

namero total de nds de contorno.
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Este procedimento ¢ realizado quando ndo se utilizam expressdes para a matriz C da
equacdo (5.25), ou seja, quando o ponto de colocagdo ndo pertence ao elemento que esteja

integrando. Neste caso, tem-se:
[C] =0 (5.32)

Para o ponto de colocagao levado ao contorno, utilizam-se expressdes para a matriz [C],
que depende da geometria do contorno. A atribuicdo direta dos valores das diagonais ¢

dependente da posi¢do do ponto de carregamento e da fungdo de forma.

5.10 - Aplicacao das condicoes de contorno

Na andlise de um problema de estatica em regime elastico, tém-se dois tipos de condi¢des

de contorno possiveis, os deslocamentos prescritos e as forgas superficiais prescritas.

Esquema de integragao do nucleo de anélise
bidimensional estatica em regime elastico

[ P e Q em elementos diferentes ] [ P ¢ Q no mesmo elemento ]
Uj= quadratura de Gauss [ P+O ] [ P=0Q ]
Tij= quadratura de Gauss

Para elementos lineares:
Uj= Integracdo analitica
Ti= Integragdo analitica

Figura 5.10 — Esquema geral de uma andlise com o MEC para elementos lineares.
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Para um modelo em estudo, onde ha 2N equac¢des, necessitam-se 2N valores prescritos,
ou seja, para cada direcdo, deve-se conhecer for¢a ou deslocamento.

As matrizes [H] e [G] devem ser rearranjadas com todas as varidveis conhecidas no lado
direito da equacdo e com todas as variaveis desconhecidas do lado esquerdo, possibilitando a

resolucdo do sistema de equagdes algébricas seguinte.

[4][x]=[B] (5.33)

A matriz [B] contém os coeficientes conhecidos, [x] contém as variaveis incognitas para
cada dire¢do (deslocamento ou forga).

Este “entrelacamento” dos coeficientes [H] e [G] para acomodar as condi¢des de
contorno ¢ muito comum no MEC. Para demonstrar a multiplicacdo das matrizes, se for
considerado um exemplo simplificado onde o n6 2 e 4 tém deslocamentos prescritos [UU], e
[UU]4 e onde os nos 1 e 3 t€m forcas prescritas [TT]; e [TT]s, respectivamente [1].

As matrizes [H] e [G] podem ser escritas a seguir:

(L P L e 2 PP 2 PP 2 P B ) PP (e PP ] PP (€1 PR P P

(1], [H]y [H] [H] - ||foul, | |6l (6l [l (Gl 1 530
[H]s [H]s [H]s [H] ], |=|l6l 6l [Gls [Gls | [rT], '
(1], [m], [#]s [H]a - ||louls) (6l [6l. [6ly (Gl | [,

Os coeficientes da matriz [H] multiplicando os deslocamentos [UU], e [UU]4 sdo agora
transferidos para o lado direito (com o sinal trocado) e, no seu lugar correspondente, o

coeficiente [G], multiplicando [t]; e [t]s, sdo colocados (com o sinal trocado), como a seguir:

[H]n _[G]IZ [H]13 _[G]M [”]1 [G]ll _[H]IZ [G]13 _[H]M [TT]I
[H]Zl _[G]zz [H]23 _[G] % T [t]z [G]21 _[H]zz [G]23 _[H]24 [UU]Z (535)
[H]31 _[G] 32 [H]33 _[6]34 [”]3 = [G]31 _F—[}%z [G]33 _[H] 4 [TT]3

-[H

[H]41 _[G]42 [H]43 _[G]44 [t]4 [G]41 42 [G]43 _[H]44 [UU]4
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Com esta transformacao das matrizes [H] e [G], a equagdo esta pronta para ser resolvida,
pois o lado direito ¢ completamente conhecido.

O procedimento € genérico e aplicado a qualquer tamanho de malha.

Depois de resolvido o sistema de equacdes, separa-se os valores de deslocamentos e

forcas superficiais em seus respectivos vetores.
5.11 — Soluc¢ao das equacoes algébricas

A matriz [A] resultante da aplicacdo das condi¢des de contorno, ndo € simétrica ou
gradualmente preenchida com coeficientes diferentes de zero. Por isso, a escolha do método de
solu¢do implementado deve levar em conta outros métodos como a eliminagdo gaussiana,
decomposicdo LU ou qualquer outra técnica direta. Neste trabalho foi utilizado o método de

resolucdo computacional de refinamento interativo.
5.12 — Determinacio das tensdes nos pontos internos

As componentes de tensdo oj sdo obtidas pela diferenciagdo da equacdo de
deslocamentos para pontos pertencentes ao dominio (pontos internos) e com a aplicagdo da Lei
de Hooke.

Derivando a equacdo integral de deslocamentos em relagdo as coordenadas de ponto

fonte xy, tem-se:
wik(P) = — j Ti.t(P,Q)u(Q ML + j Ui(P,0)t/(0)dl k=12 (5.36)

A derivada do raio vetor dos nicleos da equagdo de deslocamento, Tj e Uj sdo
realizadas em relacao as coordenadas do ponto campo (contorno do problema). Para o calculo da
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derivada para pontos pertencentes ao dominio (pontos internos), estas devem ser realizadas em

funcdo das coordenadas do ponto fonte. Tém-se a seguinte relagao:

o _ o (5.37)
ox s Oxe
o __or (5.38)
ovs Oye

Ambos os membros da equacdo (5.36) podem ser multiplicados pelo tensor de

constantes elasticas do material Cpp;k.

Comit uii(P) = — j Conit Tir.t(P,Q)u,(Q T + j Conit U, (P, 0)t (Q)dT (5.39)
Assim:
Gm(P) = — j Comnix T k(P,Q)u,(Q T + j Conit U . 1(P,0)t,(0)dT (5.40)

A expressdo anterior pode se expressa em termos de nicleos de terceira ordem Dy € Sii:

ox(P) Sie(P,0) S2x(P,0)
ou(P) | + j Si(P,0)  S20(P,0)
ow(P)| | Sin(P,0) S2m(P,0)
Dix(P,Q) D2x(P,Q)

= [| D1s(P.Q)  D2(P.0)

"l Diw(P,0) D2n(P,0)

{ux(Q)
uy(Q)

}dF(Q) =
(5.41)

{tx(Q)

dr’

A expressao anterior também pode ser escrita como:

71



ci(P) + [ Si(P,Qus(QWT(Q) = [ Dis (P,Q)H(Q)dI(Q) (5.42)

O nucleo de deslocamentos para carga unitaria na dire¢do i, U; da equacdo integral
demonstrada no capitulo 3, ¢ derivado em relag¢do a Xy e Xj. Estas derivadas sdo substituidas no

tensor de deformagdes.

oU 1
GX/: = 87[G(l - v)r [— (3 — 4V)5iﬂ”k + Ourj + O jiri — 2rir jrk ] (5.43)

U _ 1 [~ (3 — 4v)Sur; + Syri + S jri — 2w | (5.44)

oX; 8aG(1—-v)r

Substituindo-se as duas expressdes anteriores no tensor de deformacdes, t€m-se:

1

m[— (1 - 2V)(5ikl’j+5iﬂ"k)+ 5jk7"i — 2rirjrk ] (545)

& jk =

A partir da expressao anterior, tém-se:

1

[-2(1 - 2v)r] (5.46)

A Lei de Hooke, apresentada no capitulo 3, pode ser escrita como:

O jk& mm (5 47)

Substituindo-se as equagdes (5.45) e (5.46) em (5.47), trocando-se o sinal das derivadas
a partir das relagdes nas equagdes (5.37) e (5.38), tém-se as seguintes expressoes, para carga
unitaria na direcdo i:
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o, = ;[(l - 21/)(— Ojri + Ourj+ 5iﬂ”k) + 27"il’j7"k] (5.48)
A4l -v)r

Para a obten¢do do nucleo Dy, a expressdo anterior, para carga unitaria na diregdo k,

torna-se:

1

D, = —[(1 — 21/)(5_/1{1"1‘ + Ourj — &jrk) + 21"i1"jl"k] (5.49)
T an(l-v)r

A derivada do nucleo Tj, para a carga unitaria na dire¢do 1, ¢ dada por:

oT; 1 1.0
5 ; = 472-(1 - V)_r2 {2_8}: [(1 - 2V)§ijl"k + 4rirjrk — Our; — 5jkl"i] +
(5.50)

+ 2(1 — 21/)[1"1{7"_/7’11‘ - l"kl"il’lj] = 2rirjnk + (1 - 2V)(5ikl’lj — 0iink — 5jkl/li) }

A expressdo do nucleo Sy € obtida pela multiplicagdo da expressdo anterior (5.50) pelo
tensor Cpik. Trocando-se o sinal das derivadas a partir das relagdes nas equagdes (5.37) e (5.38),

para a carga unitaria na dire¢do k, tém-se a seguinte expressao para o nicleo Syg;:

G
S =———
&4 27z(l — v)r2

G
m[2(1 — 2w )i — (1 4v)Sifne + (5.51)

[Zle"k + (1 - 2V)5jk]ni + > [ZVFirk + (1 - 2V)§ik]nj +

27[(1 - v)r

ﬁ(g—rj[(l —20)Sirk + V(S i + Surrj) — drir ri]
\l—-v) n

5.13 - Implementacées analiticas

Quando o ponto de colocacdo pertence ao elemento de contorno que esta sendo
73



integrado, torna-se necessaria a utilizacdo de integrais analiticas para o célculo das contribuigdes
nos nos de contorno. As integrais sdo deduzidas para a equagdo integral de deslocamentos e para
a equacao integral de tensdes no contorno. Para o calculo de tensdes no dominio, os nucleos da
equagao integral de tensdes sdo calculados numericamente.

A singularidade dos nucleos ¢é tratada com técnicas matemadticas como o valor principal
de Cauchy ou utiliza-se a parte finita da integral de Hadammard e de outras simplificagdes

estratégicas ao longo do desenvolvimento das integrais singulares.

5.14 — Relacoes entre coordenadas N e S em termos das direcoes 1 e 2

Quando o ponto de colocacdo ¢ posicionado no meio do elemento, a derivada do raio
vetor r em relacao as coordenadas de campo esté relacionada com os cossenos do vetor normal ao
elemento.

Para o primeiro trecho, tém-se:

ri=—S8i (5.52)

Para o segundo trecho, tém-se:

ri=Si (5.53)

Onde s; sdo os cossenos diretores do vetor normal ao elemento.
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Figura 5.11 - Relacdo entre N e S.

5.15 - Expressoes analiticas de for¢ca e deslocamento no contorno para

elementos lineares

Quando o ponto de colocagdo ¢ levado ao contorno, torna-se necessaria a deducao de
integrais analiticas para o célculo das contribui¢des nos nucleos das equacdes integrais.
Quando o ponto de colocagao esta localizado no meio do elemento, a contribuigdo do

nucleo Tj; para o no inicial do elemento de contorno, ¢ dada por:

(L-2v) | _ .
AH ;i = g (Y (I —a)n o + 1 |(sjni — sinj) (5.54)
Logo:
AHn =0 (5.55)
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47(1—v)

—a

Aan—QZEK%{Q—am{ j+l}mm—smﬂ (5.56)

AH2=—-AHn (5.57)
AH2»2 =0 (5.58)

Para contribui¢do do nucleo Tj; no no final do elemento de contorno, tém-se:

AH;=—Z%5%%%Pu47;aj+ﬂ@wu—&m) (5.59)
Logo:

AHn=0 (5.60)
AHn:—4$631;Lﬂ47;aj+ﬂ@nn—mm) (5.61)
AH 2 =— AH (5.62)
AH2 =0 (5.63)

Quando o ponto de colocagdo estd localizado sobre o n6 inicial do elemento (a = 0), a

contribui¢do no nd inicial vale:

(1-2v)

47(1 - v)

AHn = — [ln(l - a) — 1](S2n1 — Slnz) (5.64)

A contribui¢do para o no6 final (a = 0) vale:
76



(1-2v)

AHw» =— 472'(1 - V) (Sznl - smz) (5.65)

Quando o ponto de colocagdo esta localizado sobre o n6 final do elemento (1 —a = 0), a

contribui¢do no nd inicial vale:

(1-2v)

AH1» = 47[(1 - V)(Szl’ll — smz) (5.66)

A contribui¢do para o no final (1 —a = 0) vale:

(1-2v)

47(1 - v)

AH 1 = [lna — l](szm — smz) (5.67)

Quando o ponto de colocacdo esta localizado no meio do elemento, a contribui¢do do

nucleo Uj; para o n6 inicial do elemento de contorno, ¢ dada por:

AGy = m[u —a)Ks + im} (5.68)
Onde:

Ks=Isis;—(3—4v)8i[(l —a)In(l —a) + alna 1] (5.69)
Ki=(-4)osla(1-2Ina)— (1 - a) [l - 2In(i - a)]}+ 202a ~ I)sis, (5.70)

Quando o ponto de colocacdo esta localizado no meio do elemento, a contribui¢ao do

nucleo Uj; para o n6 final do elemento de contorno, ¢ dada por:
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1 1
m{aK3—ZK4} (571)

AGi =
Analogamente ao ntcleo Tjj, tém-se os quatro coeficientes para o nucleo Uj;, para o no

inicial e final do elemento.

5.16 — Determinacio das tensdes no contorno para elementos lineares

A equacgdo integral de tensoes (5.42) ¢ utilizada para o calculo de tensdes no dominio do
problema, a partir de for¢as e deslocamentos conhecidos no contorno. Esta equagado € escrita para
o ponto de colocagdo dentro do dominio.

Para o célculo de tensdes no contorno, o ponto de colocacdo ¢ levado ao contorno.

Quando o ponto de carregamento tende ao contorno, tem-se:

%mj(P) = [ D (P,O)HQ)AT(Q) - [ S1(P,Q)u(QHT(0) (5.72)

A equagdo anterior ¢ valida para contorno com tangente continua € o ponto de
carregamento em regido onde existe continuidade da func¢ao derivada dos deslocamentos. Como
os pontos de carregamento sdo internos ao elemento, existe a continuidade.

A integral com o nucleo Dy;;, com a singularidade da ordem (1/r), ¢ definida como o
valor principal de Cauchy. A integral com o nucleo Syj;, com singularidade da ordem de (1/r?), é

definida como a parte finita da integral de Hadammard.
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5.17 - Expressoes analiticas para os nucleos Dy e Sy; da equacio integral de

tensoes

Quando o ponto de colocagdo esta localizado no meio do elemento, a contribuigao

genérica do nucleo Dy;;, para o n6 inicial do elemento de contorno, ¢ dada por:

Dij = ;{([ —a)ln (~a) - l}[(l — 2 S ksi + S j — Sisk)+ 2sis s (5.73)
47z(l - v)l a

A contribui¢do genérica do nucleo Dy, para o né final do elemento de contorno, ¢ dada

por:
1 (I-a)
Dyij = aln +1/ [(l — 2V)(5jksz' +OikSj — 5ijSk)+ 2SiSjSk] (5.74)
4z(1-v ) a
A contribui¢do genérica do nucleo Sy, para o no inicial do elemento de contorno, ¢ dada
por:
Sk = L{I’li[ZVSjSk + (l — 2V)§jk]+ nj[ZVSiSk + (1 — 2V)§ik]+
27(1-v)
. . (5.75)
+ni2(1=2v)sis; — (1 - 4v)S3] }x-x [_—j(z —a)-1+In—21—
[ a (I-a)
A contribuigdo genérica do nucleo Sy, para o n6 final do elemento de contorno, ¢ dada
por:

Sk = {ni[2VSjSk + (1 — 2V)§jk]+ nj[ZVSiSk + (1 — 2V)5ik]+

G
27(1-v)

+ 201 2v)sis — (1— 4v)Sy] }x % x &%‘;) ~1+ 1n@}

(5.76)
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6 - ANALISE DE PROBLEMAS COM FRATURAS PELO METODO DOS
ELEMENTOS DE CONTORNO DUAL (DBEM)

6.1 - Introducio

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) ¢é muito bem sucedido na analise de
problemas de elastostatica em regime elastico linear em problemas no qual o dominio nao
apresenta grande degeneracdo de geometria.

A fratura pode ser entendida como uma degeneracdo do dominio fisico de um problema.
A modelagem desta degeneracdo ¢ definida como fratura matematica, onde as duas faces da
fratura sdo coincidentes, portanto, a modelagem de apenas uma face ¢ necessaria para caracterizar
esta degeneracdo. Os elementos de contorno nas duas faces da fratura apresentam as mesmas
coordenadas geométricas. O Método dos Elementos de Contorno Dual (DBEM) utiliza a equacao
integral de deslocamentos e a equagdo integral de forcas de superficie. Numa face da fratura e no
contorno fisico aplica-se a equacao integral de deslocamentos, e na outra face aplica-se a equagao
integral de for¢a de superficie.

Esta estratégia de utilizacdo de duas equagdes integrais ao longo da fratura permite que a
solugdo geral para problemas com fraturas seja alcancada.

A base tedrica do método das duas equagdes integrais de contorno foi apresentada pela
primeira vez por Watson [3] e posteriormente por Hong e Chen [4], em uma formulacao geral
que incorporava as equacdes integrais de contorno para deslocamentos e equacdes integrais de

contorno para forcas de superficie.
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Neste capitulo ¢ apresentada a equacdo integral de forcas de superficie utilizada na
modelagem da fratura, o tratamento analitico das partes finitas das integrais e o calculo dos

fatores de intensidade de tensao.

6.2 - As duas equacdes integrais de contorno

A representacdo da equacdo integral de contorno para os componentes de deslocamento

u;, num ponto interno P, ¢ dada por:

ui(P) = le, P,O) A0 jTU P,Q)u,(QWr(0) (6.1)

Onde Uj; e Tj representam as solugdes fundamentais de deslocamento de for¢a de
superficie de Kelvin, respectivamente.

As solu¢des fundamentais sao apresentadas a seguir.

Ui(p,0)= m{@ - 4v)lnL (pl’ QJ&; + i ,} (6.2)
0 Q)= g e+l 2 om0

Para o ponto de carregamento (ou de colocagdo) levado ao contorno, a equagdo de

deslocamento ¢ representada a seguir.

ci(Pyui(P) + j T+(P,Q)u QM (Q) IUUPQn(Q) ©) (6.4)

O coeficiente c;j(P) é dado por &;;/2 para um contorno suave no ponto de colocacado P.
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9 € o delta de Kronecker.

As tensdes em um ponto do dominio sdo dadas pela seguinte equacao:

04(P) + [ Su(P.Qu(QHI(Q) = [ Dis (P.QYH(Q)T () (65)

Quando o raio r dos ¢ diferente de zero, a equacdo integral é regular. Quando os pontos
internos se aproximam do contorno, isto ¢, P — Q, a distancia r tende a zero e o nicleo Sy exibe
uma hipersingularidade de ordem 1/r* € o nlicleo Dy;; exibe uma singularidade 1/r. Levando-se em
conta a continuidade de deformagdes e de forcas de superficie, os processos limites conduzem a
integrais impréprias na primeira e segunda integral da equagdo anterior, quando o ponto de
colocagdo ¢ levado ao contorno.

A equagdo anterior passa a ser escrita como:

%Gv(p’) +[Su(p,pyur(pWT(p) = [ Dis (p', p)ix(p)AT(p) (6.6)

A primeira integral da equacdo anterior ¢ representada pela parte finita da integral de
Hadammard, Portela et al [5]. Multiplicando-se a expressdo anterior pelas componentes unitarias
do vetor normal ao contorno nj(p”) e aplicando-se a relagdo entre tensao e for¢a de superficie, a

seguir, tém-se:

JtoJ

%o-a(p')m(p') +ni(p)[ Su(p', pus(p T (p) = ni{ p)| Dis (p', p)ix(p)dT(p) (6.8)

Em um contorno suave, as componentes das for¢as de superficie t; sdo dadas por:

1
S0l)+n ()] Sl p)us(pHT(p) = 1 (p)] Dis (0, pIe(P)AT () (6.9)
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Onde n; representa a componente normal unitaria no contorno, em um ponto de

colocacao p’.

6.3 — Estratégia de modelagem da fratura

A modelagem dos elementos na fratura foi realizada com elementos isoparamétricos
lineares, assim como o contorno do problema.

Os limites da fratura sdo modelados com nds duplos, utilizando-se elementos mistos,
para as fraturas de borda ou internas. Para a fratura inclinada central, o vértice também ¢ tratado
com n6 duplo, permitindo-se a descontinuidade. Esta estratégia de nos duplos permite que seja
utilizado o coeficiente c;(P), dado por 6;;/2, para um contorno suave no ponto de colocagdo P. Os
vértices do contorno do problema também sao tratados com nos duplos. Os nos duplos permitem
a descontinuidade de carregamento no contorno.

Foram analisados dois casos com o posicionamento estratégico dos pontos de colocacao
apenas nos elementos onde se aplica a equacdo integral de deslocamentos, conforme mostrados
no capitulo anterior. O posicionamento do ponto de colocagao foi sobre o no inicial do elemento,

a -2/3 ou a +2/3 do centro do elemento, na coordenada intrinseca.

6.4 — Tratamento das partes finitas das integrais

As integrais improprias sdo facilmente tratadas pelo classico método da subtracao da
singularidade. A equagdo integral imprdpria original ¢ transformada em uma soma de uma
integral regular e uma integral singular. A integral singular ¢ tratada analiticamente e para a
integral regular utiliza-se a quadratura de Gauss-Legendre para a integragdo numericamente,
Portela et al [5].

A parte finita de integral de primeira ordem da equagao (6.4) pode ser expressa como:
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IT (p', p)u (p)dr(p)=uf-I?_(?-d§ (6.10)

A fungdo em f"; (€) é regular, dada pelo o produto da solugéo fundamental, uma fungéo
de forma e o jacobiano de transformacao de coordenadas, multiplicadas pelo termo (£-&’). Com a

ajuda do primeiro termo da expansdo de Taylor da fungéo f"j;, no ponto de colocagéo, chega-se:

9 1(&) £1(E)-£1(&) <de
d J J d E) | —2—
[5 Eale J; £g §+j;@){§—5

(6.11)

Com a subtracdo da singularidade resulta na soma de duas integrais na equacao anterior,

portanto a primeira integral ¢ regular e a segunda pode ser obtida analiticamente, resultando em:

T do__ |1 & (6.12)

Je—e” h+§\

No caso de elementos lineares este desenvolvimento leva aos mesmos resultados obtidos
com a integragdo mostrada no capitulo anterior.

A equagao de segunda ordem que trata de integral de parte finita ¢ dada por:

j P p)u (p)dl(p) =u Iék”(gz Aaé (6.13)

Em que g'k;j (§) é a fungdo regular, é dado pelo produto da solu¢do fundamental, com a
funcdo de forma e o jacobiano da transformacdo de coordenadas, multiplicadas pelo termo
(E-£7)%. O termo a direita da equacio anterior pode ser transformado com a ajuda do primeiro e do
segundo termos da expansdo de Taylor da fungdo densidade g"y;; , nas vizinhangas do ponto de

carregamento [5]. Assim, obtém-se:
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1 (&) gil&)-gi (&) g (ENE-&)
_jl(é gy 4= j (&-&y

+1 d | +1 d (6. 14)
g E)] ﬁ +glE) é

A&+

Em que g* kj ¢ a derivada de primeira ordem de g'yj. Do lado direito da equagdo
anterior tem-se trés termos, sendo o primeiro termo a fungao regular e o terceiro termo € idéntico
a equagao (6.12).

O segundo termo pode ser integrado analiticamente, portanto:

T s _ 1 1 6.15)
We-ey 1+ =g '

As equacgdes (6.11) e (6.14) sdo, respectivamente, as equacdes de primeira e segunda
ordem da parte finita da integral.

Levando-se em consideragdo um elemento linear, com os nds posicionados
arbitrariamente nos pontos § = -1 e £ = +1. As funcdes de forma de um elemento linear sao dadas

por:

1
4 =5 {1-¢)
: (6.16)
¢, = _'(1 +& )
2
A parte finita das integrais de primeira ordem ¢ integrada analiticamente a seguir:
[—a
j dg_m (I-a)
a
(6.17)
.[ d§ =In lza a
a
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A parte finita das integrais de segunda ordem ¢ integrada analiticamente a seguir:

+1 ¢1 _1(
— = dEf=—]1
Jeap® o

+1 ¢2 _1 [
—=—d&=—|1
[ ar et

-1

(6.18)

Onde ‘a’ e ‘l-a’ sdo as distancias do ponto de carregamento e as extremidades do
elemento, sendo que ‘a’ ¢ a distancia entre o né da extremidade esquerda do elemento e o ponto
de carregamento e ‘I’ € o comprimento do elemento linear. Portanto ‘l-a’ ¢ a distancia entre o no

da extremidade direita do elemento e o ponto de carregamento.

6.5 - Consideracoes de corpo rigido

Quando um ponto de colocacao € posto no n6 localizado em um elemento de fratura ha
dois elementos, em faces opostas, contendo o ponto de colocacdo, porque ambas as superficies de
fratura sdo discretizados. Em relagdo as coordenadas intrinsecas do elemento, ocorre uma
inversao de sinal na coordenada do ponto de colocagdo quando a fratura é percorrida no sentido
contrario. Isto significa que ao longo da fratura, as partes finitas das integrais nas equacoes (6.4)
e (6.9) sdo requisitadas duas vezes: uma vez no elemento que contém o né de colocacdo e, de
novo, no elemento oposto que contém o nd que seja correspondente ao nd de colocacgdo. Esta
caracteristica peculiar do DBEM (Dual Boundary Elements Method) pde restrigdo no uso da
condi¢do de corpo rigido e devem-se avaliar indiretamente os componentes de diagonal para nds

de fratura [5].
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6.6 - Calculo dos fatores de intensidade de tensao

Seja r e 0 um sistema de coordenadas polares, centrada na ponta da fratura, em que 0=+tn
define a fratura. Considerando apenas o primeiro termo da expansdo de Williams, analogamente
ao discutido em Portela et al [5], o campo de deslocamentos na superficie de fratura pode ser

escrito como:

(0= 7)-1,(0 = —7)= Sk, |- (6.19)
Y7, 2r

Onde p ¢ o médulo de deformagdo transversal e k=3-4rm; para o estado plano de
deformagdo n=v e para o estado plano de tensdo n=v/(1+v), onde v ¢ coeficiente de Poisson. Este
processo de calculo de fatores de intensidade de tensdes tem o nome de extrapolagdo de
deslocamentos proximo a fratura [20].

O fator K; ¢ o fator de intensidade de tensdo para modo de fratura I. O fator de
intensidade de tensdo pode ser obtido quando os deslocamentos nas superficies de fratura sdo

conhecidos através de uma solugao de elemento de contorno.

D B
E C

Figura 6.1 — Elementos lineares DB e CE na ponta da fratura.

O fator de intensidade de tensdo K; para o elemento linear, em fun¢do dos

deslocamentos nos nés D e E, ¢ dado por:
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KD =(u? —uf)L\/E\ﬁ (6.20)
K+1 l

Onde / ¢ a extensdo do elemento de contorno isoparamétrico linear préximo ao fronte
BC da fratura. A extensdo / deve ser pequena para aproximacao de resultados.
Para o célculo do fator de intensidade de tensdo no modo II tém-se as mesmas equagdes

mencionadas acima, mas os deslocamentos nos pontos D e E estdo relacionados com a diregado 1.
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7 - EXEMPLOS DE ANALISE BIDIMENSIONAL DE FRATURAS
UTILIZANDO O METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO DUAL
(DBEM)

7.1 - Introduciao

Neste capitulo serdo apresentados exemplos de problemas bidimensionais com fraturas
existentes analisados em regime elastico linear, utilizando-se a Mecanica da Fratura Eléstica
Linear. Os exemplos apresentados a seguir sdo placas em estado plano de tensdo ou de
deformacao, fraturas de canto e internas. Os elementos utilizados na analise foram os elementos
isoparamétricos lineares, utilizados na modelagem do contorno e da fratura matematica.

A estratégia de modelagem e de posicionamento dos pontos de colocagdo foi
apresentada no capitulo 5. Para cada exemplo analisado, tém-se dois casos de posicionamento
estratégico dos pontos de colocagao.

Na primeira situacdo, os pontos de colocagdo foram os mesmos tanto para a equagao
integral para deslocamentos como para a de forcas de superficie. O ponto de colocagdo para
elementos continuos foi posicionado a -2/3 do centro do elemento. Para elementos mistos com no
duplo sobre o segundo nd, foram posicionados dois pontos de colocagdo, a -2/3 e a +2/3 do
centro. Para elementos mistos com néd duplo sobre o primeiro nd, foi posicionado um ponto de

colocacdo a -2/3 do centro, analogamente ao elemento continuo.
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Na segunda situacdo, a equagdo integral para forcas de superficie usou a estratégia de
pontos de colocagdo da primeira situagdo e alterou-se a posi¢do dos pontos de colocacdo da
equacgdo integral para deslocamentos do modo descrito a seguir. O ponto de colocagdo para
elementos continuos foi posicionado sobre o no inicial do elemento. Para elementos mistos com
n6 duplo sobre o segundo no, foram posicionados dois pontos de colocacdao, um sobre o né inicial
e outro a +2/3 do centro. Para elementos mistos com nd duplo sobre o primeiro nd, o
posicionamento manteve-se igual a primeira situagao.

A situagao 1 refere-se ao trabalho utilizado inicialmente em ALMEIDA [20].

Os resultados sdo apresentados a seguir.

7.2 - Exemplos de chapas solicitadas em regime elastico

Neste item serdo calculados os fatores de intensidade de tensdo para chapas solicitadas
em modos I e II de fratura. Trés tipos de fraturas foram analisados: fraturas de canto, fraturas
internas inclinadas e fraturas internas em forma de “v”. Para a obten¢ao dos resultados de cada
exemplo, a fratura foi remodelada, mantendo-se a discretizacao do contorno, para que as relagdes

a/w fossem alcangadas.

7.2.1 - Corpo com fratura de borda

Nesta modelagem foram utilizados 48 elementos lineares para a caracterizacdo do
contorno. Na fratura foram utilizados 16 elementos, sendo 8 em cada superficie da fratura. A
relagdo h/w foi 0,5, cinco relagdes a/w foram consideradas: a/w = 0,2, a/w = 0,3, a/w = 0,4, a/w =
0,5 e a/w = 0,6. O problema foi analisado em estado plano de deformagao.

No contorno do problema foram utilizados elementos de mesmo comprimento para as
faces paralelas. Com a estratégia de posicionamento dos pontos de colocagdo, os seguintes

resultados foram obtidos para as situagdes 1 e 2.
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Na fratura foram utilizados elementos de contorno de comprimento diferentes, seus
comprimentos foram gradativamente diminuindo do inicio ao final da fratura, para uma melhor

aproximacao de resultados.

Figura 7.1 — Modelo com fratura de borda.

Tabela 7.1 — Fator de intensidade de tensdo K para fratura de borda.

Resultados de K;/t\(ra) para elementos lineares
Portela Almeida Civelek | Situagao Situagao
(1992) (2003) (1982) 1 2
[20] [Figueiredo]

a/w | numérico | Discr. 1 | Discr. 2 | Discr. 3 | analitico | numérico | numérico
0,2 1,566 1,563 1,514 1,511 1,488 1,503 1,502
0,3 1,962 1,943 1,882 1,882 1,848 1,879 1,875
0,4 2,230 2,458 2,380 2,380 2,324 2,384 2,376
0,5 3,268 3,201 3,100 3,100 3,010 3,117 3,104
0,6 4,580 4,438 4,400 4,397 4,152 4,352 4,321
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7.2.2 Corpo com fratura interna inclinada

Nesta modelagem foram utilizados 48 elementos lineares para a caracterizagdo do
contorno, sendo 16 em cada face vertical e 8 em cada face horizontal. Na fratura foram utilizados
24 elementos, sendo 12 em cada superficie da fratura. A relagdo h/w foi 2, cinco relagdes a/w
foram consideradas: a/w = 0,2, a/w = 0,3, a/w = 0,4, a/w = 0,5 e a/w = 0,6. O problema foi

analisado em estado plano de deformacao.

2h

2w

\ 4 \ 4 A 4 \ 4 A

Figura 7.2 — Modelo com fratura inclinada.
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Na fratura foram utilizados elementos de contorno de comprimento diferentes, seus
comprimentos foram gradativamente diminuindo a partir do centro até as duas extremidades da

fratura, para uma melhor aproximag¢ao de resultados. A fratura esta inclinada 45° em relacdo ao

eixo horizontal.

Tabela 7.2 — Fator de intensidade de tensdo K; para fratura inclinada.

Resultados de KI/t\/(na) para elementos lineares
Portela Almeida Murakami | Situacao Situagao
(1992) (2003) (1987) 1 2
[20] [Figueiredo]

a/w numeérico Discr. 1 Discr. 2 | analitico | numérico | numérico
0,2 0,531 0,530 0,513 0,518 0,513 0,513
0,3 0,554 0,553 0,535 0,541 0,572 0,572
0,4 0,588 0,586 0,567 0,572 0,567 0,566
0,5 0,632 0,628 0,608 0,612 0,608 0,607
0,6 0,686 0,682 0,660 0,661 0,660 0,659

Os resultados para Ky sao apresentados a seguir.

Tabela 7.3 — Fator de intensidade de tensdo Ky para fratura inclinada.

Resultados de Kn/t\/(na) para elementos lineares
Portela Almeida Murakami | Situagdo Situacao
(1992) (2003) (1987) 1 2
[20] [Figueiredo]

a/w numérico Discr. 1 Discr. 2 | analitico | numérico | numeérico
0,2 0,519 0,519 0,502 0,507 0,502 0,502
0,3 0,528 0,528 0,511 0,516 0,560 0,560
0,4 0,541 0,541 0,524 0,529 0,524 0,522
0,5 0,558 0,558 0,540 0,546 0,540 0,538
0,6 0,579 0,579 0,561 0,567 0,560 0,557
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7.2.3 - Corpo com fratura interna em forma de “v”

Nesta modelagem foram utilizados 96 elementos lineares para a caracterizagdo do
contorno, sendo 16 em cada face horizontal e 32 em cada face vertical. Na fratura foram
utilizados 36 elementos, sendo 18 em cada superficie da fratura. Para o segmento inclinado e
horizontal da fratura, foram utilizados 8 elementos e 10 elementos, respectivamente, para cada
face. O numero total de elementos de contorno utilizados foi de 132, relativos a modelagem da
fratura e ao contorno externo.

A relagdo h/w e b/w foi de 2 e 0,1, respectivamente. Trés relacdes a/b foram
consideradas: a/b = 0,2, a/b = 0,4 e a/b = 0,6. O problema foi analisado em estado plano de

deformacdo. A proje¢do horizontal da fratura ¢ dada pela seguinte expressao:

NG

2c=b+a— 5.1
5 (5.1)

Na fratura foram utilizados elementos de contorno de comprimento diferentes, seus
comprimentos foram gradativamente diminuindo a partir do vértice central até as duas
extremidades da fratura, para uma melhor aproximacao de resultados. O trecho inclinado da
fratura estd a 45° em relacdo ao eixo horizontal. A proje¢do horizontal total da fratura ¢é
centralizada em relagcdo ao contorno. Para as trés taxas a/b consideradas, mantiveram-se o valor

de b= 10,15 e somente a fratura foram remodeladas.
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| 2¢c |

Figura 7.3 — Modelo com fratura em forma de “v”.

Os resultados do fator de intensidade de K; e Ky, foram obtidos para os pontos P e Q para

as trés taxas a/b:
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Tabela 7.4 — Fator de intensidade de tensdo Kj em P.

Resultados de K;/t\(rc) no ponto P para elementos lineares

Portela Almeida Situagao Situagao
a/b | Murakami et al et al TDO 1 2
(1987) (1992) (2004) [20] [Figueiredo]
0,2 0,995 1,021 0,988 0,988 0,988 0,988
0,4 0,990 1,018 0,985 0,985 0,984 0,984
0,6 0,986 1,017 0,983 0,983 0,982 0,982
Tabela 7.5 — Fator de intensidade de tensdo Kj em P.
Resultados de Kn/t\/(nc) no ponto P para elementos lineares
Portela Almeida Situagao Situagao
a/b | Murakami et al et al TDO 1 2
(1987) (1992) (2004) [20] [Figueiredo]
0,2 0,028 0,030 0,029 0,029 0,028 0,028
0,4 0,033 0,036 0,035 0,035 0,035 0,035
0,6 0,030 0,032 0,032 0,032 0,032 0,032
Tabela 7.6 — Fator de intensidade de tensao K; em Q.
Resultados de Ky/t\(rc) no ponto Q para elementos lineares
Portela Almeida Situagao Situagao
a/b | Murakami et al at al TDO 1 2
(1987) (1992) (2004) [20] [Figueiredo]
0,2 0,598 0,634 0,636 0,636 0,630 0,630
0,4 0,574 0,603 0,606 0,606 0,603 0,603
0,6 0,568 0,595 0,600 0,600 0,595 0,595
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Tabela 7.7 — Fator de intensidade de tensdao Ky em Q.

Resultados de Kn/t\/(nc) no ponto Q para elementos lineares
Portela Almeida Situagao Situagao
a/b | Murakami et al et al 1 2
(1987) (1992) (2004) TDO [20] [Figueiredo]
0,2 0,557 0,589 0,590 0,590 0,591 0,591
0,4 0,607 0,637 0,639 0,639 0,635 0,635
0,6 0,627 0,659 0,661 0,661 0,655 0,655

7.3 - Conclusoes

Observa-se que para o corpo com fratura de borda, com a nova estratégia de
posicionamento dos pontos de colocagdo, o valor da relagdo Ky/tV(na) decresceu em relagio aos
dados existentes anteriormente (Situacdo 1), houve uma melhor aproximacdo de resultados
numéricos comparando-se com os resultados analiticos CIVELEK [21], onde a menor diferenca
encontrada (0,93 %) foi para a relacdo a/w igual a 0,2. Os resultados numéricos existentes para a
situagdo 1 estdo mais proximos dos resultados numéricos de PORTELA [22], exceto para a
relacdo a/w igual a 0,4. Os resultados de ALMEIDA [20], para a primeira discretizacdo, estao
proximos aos resultados de PORTELA [22]. Os resultados obtidos na discretizacdo 3 ALMEIDA
[20], sao superiores aos resultados apresentados na situagdo 1, exceto para as relacdes a/w igual a
0,4 e a/w igual a 0,5. Com os resultados obtidos com a nova estratégia de posicionamento dos
pontos de colocacdo (situag@o 2), os valores de K; sofreram alteracdes na primeira, segunda e
terceira casas decimais, em relacdo aos valores apresentados na situacdo 1, o que refletiu na
diferenca de resultados da relagdo Ky/t\(ra), onde a maior diferenga (0,712 %) foi para a relagdo
a/w igual 0,6, e a menor diferenga (0,067 %) foi para a relagdo a/w igual a 0,2 .

Para o corpo com fratura inclinada, o valor da relacao Ky/tV(ma) decresceu em relagio

aos dados existentes anteriormente (situagdo 1) somente para as relagdes a/w = 0,4, a/w = 0,5 e
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a/w = 0,6, esse decréscimo foi verificado apenas a partir da terceira casa decimal. Os resultados
obtidos, comparados com a situacdo 1, destoam dos valores analiticos fornecidos por
MURAKAMI [23].

Para o valor da relagdo Ki/t\(ma), verificou-se também que os valores decresceram a
partir da terceira casa decimal para as relagdes a/w = 0,4, a/w = 0,5 e a/w = 0,6. Os resultados
obtidos, para Kn/t\/(na), comparados com a situacdo 1, também destoam dos valores analiticos
fornecidos por MURAKAMI [23]. Com os resultados obtidos com a nova estratégia de
posicionamento dos pontos de colocagdo (situacao 2), os valores de K; e Ky sofreram alteracoes
na segunda, terceira e quarta casa decimal, em relagdo aos valores apresentados na situagdo 1, a
menor diferenca (0,15 %) foi para o resultado de Ky/t\(ma), para a relagdo a/w igual a 0,6. A
maior diferenga (0,53 %) foi para o resultado de K/t\(ma), para a relagio a/w igual a 0,6.

Para a fratura interna em forma de “v”, verificou-se que tanto para o ponto P quanto para
o ponto Q, nio houve modificagdo para as relagdes Ky/t\(nc) e Ky/tV(nc) para trés casas decimais
de precisdo, comparando-se os resultados fornecidos com os resultados obtidos. Os valores de K;
e Ky sofreram alteragdes a partir da quinta e sexta casa decimais, o que nao gerou modificagdes

nas relagdes com trés casas de precisao.
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8 - FRATURAMENTO COESIVO UTILIZANDO O METODO DOS
ELEMENTOS DE CONTORNO DUAL

8.1 - Introducio

Neste capitulo ¢ apresentada a estratégia de andlise bidimensional de fraturas com a
utilizacdo de um modelo coesivo de dois pardmetros, analogamente ao modelo utilizado em
YANG et al [24].

Uma linha em formato de “mola” ¢ utilizada para caracterizar a interagdo entre duas
superficies de fratura coesiva solicitada em modo I. O modelo pode ser aplicado para a maioria
dos problemas de fratura com o efeito de “ponte”, polimeros, materiais refor¢ados com fibras ou

compostos de particulas.

8.2 - Modelo de Zona Coesiva

O modelo de fratura usando Zona de Processos Coesivos (ZPC) ¢ motivado pelo fato de
que em alguns materiais, como concreto, polimeros, compositos refor¢ados com fibras,
ceramicas, alguns aluminios, as superficies da fratura ficam ndo separadas completamente ao
longo da regido coesiva. Existe uma extensdo relativamente longa da fratura, chamada “bridging

»

zone”, “wake zone” ou zona coesiva, onde as forcas de superficie podem ser transferidas ao longo

da linha de fratura.
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Os mecanismos responsaveis para o desenvolvimento desse tipo de zona de processos
podem ser as séries sucessivas de moléculas em polimeros, o efeito de ponte de fibras em
compositos, o inter-travamento de particulas em aluminio e ceramicas, dentre outros, onde o
modelo coesivo ¢ o mais apropriado. A hipotese chave neste modelo ¢ que o amolecimento do
material, além da méxima carga, estd localizado em uma camada estreita atras da extremidade
ficticia da fratura, cujo volume ¢ desprezivel e cuja ac¢do ¢ substituivel por forgas coesivas.

Geralmente, dois tipos de leis constitutivas sdo usados na literatura para materiais
coesivos, uma ¢ caracterizada por uma relacdo deslocamento forga de superficie e a outra por
uma lei constitutiva do material definida em termos de tensdes e deformagdes acompanhadas de
uma lei para a camada coesiva. Entretanto, para carregamento quase-estatico, o caso considerado
predominantemente na literatura, uma lei descrevendo a relagdao deslocamento forg¢a de superficie
¢ suficiente para a modelagem da zona coesiva.

Dois pontos, X ' e x °, originalmente coincidentes sobre lados opostos de uma linha,
separam-se em dois pontos distintos, conectados pela zona coesiva do material, as deformacgdes
continuadas aumentam a separagao entre esses dois pontos e possivelmente conduz a fratura. A
cinematica desse processo de separagao ¢ suposta ser descrita completamente pela separagao de
faces da fratura, w. Introduzindo-se as direg¢des locais na extremidade da zona coesiva, normal e
tangencial, w pode ser determinado para a distdncia de separacdo normal (ou deslocamento de
abertura da zona coesiva) e pela distancia de separacdo tangencial (ou deslocamento de

escorregamento), como mostrado respectivamente nas equacoes a seguir:

Wn=u,—u, (8.1)

Wr=u_—u (8.2)
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Figura 8.1 — Fratura coesiva representada por uma linha em formato de mola.

Na condi¢do de impedir a inter-penetragdo da zona coesiva, tem-se w, maior ou igual a
zero. A igualdade mantém-se somente no caso em que haja contato entre as duas faces da zona
coesiva, e neste caso, deve-se também estabelecer uma descri¢ao da resisténcia friccional sobre a
superficie.

Considerando-se o0 modo de abertura de fratura ou modo I, com w, maior que zero,
descreve-se a lei de separacdo de forcas para a zona coesiva. O material coesivo pode ser
modelado por uma simples linha em formato de mola que apresenta comportamento segundo a

seguinte expressao:
p =k(wa)w (8.3)
Ou, em termos de componente normal e tangencial:
P =k(wa)wn (8.4)
pe = k(wa)we (8.5)
Onde p ¢ o vetor de forga de superficie com componentes normal e tangencial, p, € pr,
respectivamente, wq ¢ a distdncia maxima de separagao entre dois pontos coincidentes na face da

fratura, terminado todo o historico de carregamento, e ¢ utilizado como parametro de dano. A

rigidez da zona do material coesivo ¢ definida por k(wy) e € suposta sua dependéncia do estado
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corrente de dano. Observa-se que k(wgq) ¢ uma fungdo decrescente de wy, indicando o
comportamento de amolecimento do material, isto impde uma irreversibilidade do processo de
dano sob descarregamento. Correspondente a cada wy, existe uma forca de superficie, pg, € um

local de dano, obtido a partir da equacgao (8.3).
pd = k(Wd)Wd (8.6)

Uma lei constitutiva genérica pode ser representada como a figura a seguir:

Ip|
Py

Local de dano

Wy W

Figura 8.2 — Lei constitutiva da zona coesiva em termos de for¢a de superficie e
deslocamento - linha em formato de mola.

Haé dois estagios criticos ao longo do local de dano. O primeiro estdgio, onde wq vale
zero e pq vale py, representa a for¢a de superficie maxima que pode ser suportada pelo material
antes que a zona coesiva comece a desenvolver-se. Para além desse valor critico, o processo de
separac¢do inicia-se e o valor de wy aumenta. O ponto sobre o espécime que estd nesse estado ¢
usualmente chamado de extremidade ficticia da fratura ou extremidade da zona coesiva, como

mostrada na figura a seguir:
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microfissurago | micro- |

zona livre de tensdes  efeito de ponte  fissuragio

T——

rona de processos inelisticos

Figura 8.3 — Modelo de fratura coesiva representando a extremidade da
zona coesiva.

O segundo ponto critico no local de dano, wy vale w¢ e pgq vale zero, representam o
maximo ‘“salto” de deslocamento através da zona coesiva que pode ser suportado antes do
fraturamento, para valores além desse nivel, a forca de superficie torna-se zero e dois pontos
inicialmente coincidentes sdo agora completamente separados. O ponto sobre o espécime que esta
nesse estado ¢ usualmente chamado de extremidade fisica da fratura. Assim, as equagdes (8.4) e
(8.5), juntas, definem o processo completo de separacdo de um ponto do material numa fratura,

contanto que w, seja maior que zero.

8.3 - Modelo coesivo de dois parametros

A lei constitutiva para fraturamento coesivo utilizada neste trabalho ¢ representada por
uma linha reta. Estes pardmetros sdo representados como a for¢a de superficie maxima (py vale
0,01) e a méaxima distancia de separagao normal (w¢ vale 0,001), ambos tomados como valores
fixos nas analises. O valor da for¢a de superficie maxima é comparado com a tensdo ultima de
tragdo do material (6,). Quando o valor da for¢a de superficie iguala-se ao valor de py, tem-se a

maxima distancia de separacao wy, nesta condi¢ao a extremidade fisica da fratura desenvolve-se.
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Outros modelos constitutivos de zona coesiva sdo apresentados em BUENO [25], WEELS et al

[26] e PRADO [27].

0.01

0.001 w
Figura 8.4 — Modelo coesivo linear de dois parametros.

Este modelo coesivo com amolecimento linear obedece a seguinte equacao:

P=—10W +0,01 (8.7)

8.4 - Espécime com fratura de canto sob deslocamento controlado

E apresentado a seguir um espécime com uma fratura inicial de canto sob controle de

deslocamento. O modelo estrutural apresenta as seguintes caracteristicas:
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Alongamento A

h/2=10.5

l<

ag ZPC
h/2=0.5

w=1.0

Figura 8.5 — Modelo com fratura inicial a,.

Na figura (8.5), ZPC ¢ a medida de comprimento da zona de processos coesivos ou zona
coesiva, ap ¢ comprimento da fratura inicial e A € o alongamento total imposto.

Considerando-se as diferentes possibilidades de andlise, apresentam-se, a seguir, trés
estratégias, onde ¢ avaliado o efeito das forcas coesivas num procedimento geral (incremental
explicito) e iterativo (incremental iterativo ndo tangente). O efeito da auséncia das forgas
coesivas ¢ analisado numa terceira estratégia, que leva em conta o comportamento do modelo
(elastico) sem a influéncia dessas forgas. Essas andlises sdo realizadas com deslocamento

controlado.

8.5 - Primeira analise (incremental explicita): o0 modelo coesivo de dois

parametros

O comportamento de materiais de zona coesiva necessita que um procedimento de

carregamento incremental seja utilizado para resolver problemas de valor de contorno [24].
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Inicio A = deslocamento incremental

A 4

A = deslocamento incremental
Passo = 1 até convergéncia ou nimero
maximo de passos incrementais

Y

A 4

Resolug¢dao do modelo estrutural

A 4

Calculo das diferencas de
deslocamentos na ZPC para
direcdo normal

Calculo das forcas coesivas
na ZPC (dire¢ao normal):
Pn=—10Wn+ 0.01

Célculo do alongamento A

Verdadeiro Processo

Verificacdo da convergéncia | Estabilizado

P, (n6 inicial coesivo) <0

y

Falso

A 4

Montagem dos vetores de
valores prescritos (forca ou
deslocamento)

Figura 8.6 — Esquema geral de solu¢do do modelo coesivo.

A zona de processos coesivos (ZPC) e a extensdo inicial da fratura (ay) sdo modeladas
analogamente no Método dos Elementos de Contorno Dual. No primeiro passo de resolucao do
modelo, ndo se consideram as forcas coesivas, sendo o modelo analisado apenas sob controle de

deslocamento inicial. As forcas sdo calculadas com a abertura normal sob deslocamento
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incremental inicial e levadas em conta a partir do segundo passo da resolug¢ao. No segundo passo,
com o deslocamento incremental, calcula-se o novo alongamento e, com as forgas calculadas no
passo anterior, realiza-se nova analise. O procedimento ¢ finalizado quando a zona de processos
coesivos esteja completamente desenvolvida, ou seja, a distancia de separacdo normal w, supera
o valor wr e o primeiro n6 da zona coesiva contribui para a extensdo da fratura inicial,
possibilitando a propaga¢do da extremidade fisica (figura 8.6). Nesta condicao de convergéncia,

tém-se p, menor que zero.

8.6 - Segunda analise (incremental iterativa nao tangente): modelo coesivo com

procedimento iterativo

Na estratégia de andlise apresentada anteriormente, quando se impde inicialmente um
deslocamento incremental no modelo, a lei constitutiva da zona coesiva ainda ndo ¢ utilizada.
Nesta condicdo, a andlise ¢ elastica linear. A diferenca de deslocamentos para a dire¢cao normal
da ZPC ¢ utilizada para o célculo das forcas coesivas. Estas forcas coesivas calculadas sdo
aplicadas no passo incremental seguinte, juntamente com o novo alongamento (A).

A analise do modelo estrutural com zona coesiva (ZPC) envolve a utilizagdo de uma
equacdo adicional, a lei constitutiva para a zona coesiva. O modelo completo envolve a utilizacao
da formulagao baseada na teoria da elasticidade linear e uma lei fisica distinta para a zona coesiva
(fendmeno nao linear).

Para um determinado alongamento imposto e um conjunto de forgcas coesivas na ZPC,
torna-se necessario a implementacdo de um processo iterativo de correcdo de forgca e
deslocamentos, que leva em conta o efeito do modelo coesivo no modelo elastico. Neste
processo, a analise € repetida até que a diferenca de abertura normal entre dois passos iterativos
alcance um valor tolerado, dada por uma medida de controle de erro, num dado alongamento
corrente. Nessa estratégia, o valor da abertura normal w, aumenta e o valor da forca coesiva p,
diminui a cada iteracdo para o alongamento corrente, fornecendo a resposta nao linear. Neste
trabalho, a cada novo alongamento, o efeito do modelo coesivo ¢ corrigido, por meio da

verificacdo de uma convergéncia de deslocamentos na zona coesiva, que pode ocorrer dentro de

109



passos iterativos sucessivos no alongamento corrente. Espera-se que a convergéncia do processo,
analogamente a estratégia adotada na primeira analise, seja alcancada com a utilizagdo de uma
menor quantidade de passos incrementais de controle de deslocamento, uma vez que a cada
iteracdo, no alongamento corrente, obtém-se uma maior diferenca de deslocamentos normais na

fratura.
8.6.1 - Analise da convergéncia como medida de controle local

A figura a seguir representa a fratura inicial (ag) € a zona de processos coesivos (ZPC)

para um modelo em andlise.

fronte fisico fronte ficticio

7 /
|

ao (fratura real) ZPC (nos coesivos)

Figura 8.7 — Regido com fratura inicial (ag) e ZPC.

A cada iteracdo no passo incremental corrente (alongamento imposto), ¢ avaliado a
diferenca de deslocamento normal no fronte fisico entre a iteragdo corrente e a iteracao anterior.
Um numero limite de iteragdes para cada passo incremental de alongamento ¢ estabelecido no
programa. Essa diferenca de deslocamentos normais entre duas iteragdes (passo incremental
corrente de alongamento) ¢ comparada com um valor de tolerancia, configurado no programa. A
convergéncia para o alongamento corrente ¢ atingida quando este erro calculado seja menor ou
igual ao valor de tolerancia (E,). Obtida a convergéncia no passo incremental corrente de
alongamento, calcula-se o novo alongamento com o valor do deslocamento incremental. Este

procedimento ¢ repetido para os alongamentos impostos posteriores. A convergéncia da analise
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do modelo coesivo ocorre quando a forca de coesiva no fronte fisico for menor zero. Nesta
condicdo, a diferenga de deslocamento para a direcdo normal supera o valor w¢ e o fronte fisico

entra efetivamente para a fratura fisica.

E-> Wnk — Wnk_l (88)
Onde:

k kel s . . . N
w, e w,  sdo as diferencas de deslocamentos normais entre duas iteragdes, para um

dado alongamento.
Apresenta-se, na figura a seguir, um esquema geral de solu¢do do modelo coesivo com o

procedimento iterativo descrito anteriormente.

8.7 - Terceira analise: modelo estrutural nao coesivo

Uma analise comparativa entre um modelo estrutural ndo coesivo e as duas estratégias
de analise com o modelo coesivo foi realizada. Analise consistiu na verificagdo do
desenvolvimento da abertura da fratura sem qualquer for¢a coesiva (modelo estrutural sem zona
coesiva). A condicdo de convergéncia também foi a diferenga de deslocamentos na direcdo
normal para um determinado nd (parametro wy, utilizado na analise coesiva e coesiva iterativa),
porém sem o efeito das forcas coesivas. Este nd, utilizado para andlise da convergéncia nos trés

casos, foi 0 mesmo.
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Inicio A = deslocamento incremental

!

\ "4

A = deslocamento incremental

maximo de passos incrementais

Passo = 1 até convergéncia ou nimero

.|K =1 até erro admissivel ou nimero maximo
de iteragdes para o alongamento corrente

!

Resolucdo do modelo estrutural

Célculo das diferengas de

deslocamentos na ZPC para
direcin normal

Calculo das forcas coesivas
na ZPC (dire¢do normal)
P,=-10W,+ 0,01

A
Montagem dos vetores de

valores prescritos (forca ou
deslocamento)

!

Calculo do Erro

Falso

Erro <= E,

Verdadeiro

Calculo do alongamento A

Falso

Montagem dos vetores de
valores prescritos (forca ou
deslocamento)

A

Verificacdo da convergéncia
P, (no inicial coesivo) <0

Verdadeiro

I

Processo
estabilizado

Figura 8.8 — Esquema geral de solu¢do do modelo coesivo iterativo.
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8.8 - Exemplo 1: Espécime com fratura inicial a, = 0,03

Os exemplos apresentados, a seguir, foram analisados em estado plano de deformacao
(EPD) e com coeficiente de Poisson (v) igual a 0,3, onde ¢ avaliada a abertura de uma fratura
existente de canto, sem levar em conta sua propagacao. Os exemplos sdo similares aos analisados
em Yang et al [24]. O exemplo apresentado, a seguir, refere-se a um espécime com fratura de
canto sob deslocamento imposto (figura 8.5). Este modelo estrutural apresenta as seguintes

caracteristicas:

Altura (h)=1,0
Largura (w) =1,0
Fratura inicial (ag) = 0,03

Zona de processos coesivos (ZPC) = 0,02

Para o modelo coesivo iterativo:
Parametro py = 0,01 (modelo linear de dois pardmetros)
Parametro we= 0,001 (modelo linear de dois parametros)

Numero de molas =11

Alongamento inicial (A) = 0,00001

Deslocamento incremental = 0,00001

Numero maximo de passos incrementais de alongamento = 2000
Numero méaximo de iteragdes para cada alongamento = 5

Erro admissivel = 1 x 107

As analises foram realizadas até que o primeiro né da zona coesiva (fronte fisico) passe
a pertencer a fratura real. Considerando-se a figura (8.7), ao término da analise, a extensdo da
fratura inicial ap aumenta, ou seja, o fronte fisico passa a ser considerado o n6 da sequéncia.

A estrutura foi modelada com elementos isoparamétricos lineares com comprimento de

0,05. Na zona de processos coesivos foram utilizados 20 elementos de contorno com
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comprimento 0,002 (10 elementos na ida e 10 na volta), totalizando 10 regides com molas. A
regido da fratura inicial foi discretizada em 10 elementos com comprimento variavel (Snaidae 5
na volta), o espacamento entre os nds foi sendo reduzido gradativamente até¢ o n6 inicial coesivo
(fronte fisico). Nos duplos foram utilizados nos cantos do modelo e na extremidade da zona
coesiva (fronte ficticio). A estratégia utilizada de posicionamento dos pontos de colocacdo foi
apresentada no capitulo 5 (situagdo 1).

Apresenta-se, a seguir, resultados das trés andlises realizadas com os parametros
descritos anteriormente, por meio da um diagrama ‘“alongamento imposto x carga normalizada”.
A carga normalizada ¢ uma média, obtida pelo somatdrio das reacdes de apoio dividido pelo
modulo de deformagao transversal (G), a cada alongamento imposto.

Os resultados apresentados referem-se ao alongamento imposto imediatamente inferior

ao desenvolvimento da zona coesiva.

Diagrama carga-alongamento

0,022
0,020 + 0,00708; 0,0200879
0,018 1 —n0= 0,03 ;ZPC =0,02 ; E =21.000 ; ndo coesivo, coesivo e coesivo iterativo

0,016 |
0,014 |
0,012 1
0,010 |
0,008 |
0,006 +
0,004 +
0,002 |
o,ooo”‘wwww;wwmwwm1www:wwwmww:w‘wwmw‘wmww‘
0,00 0,001 0,003 0,004

Carga normalizada

Alongamento

Figura 8.9 — Diagrama carga-alongamento. E = 21000.

As trés andlises realizadas forneceram o mesmo diagrama até o alongamento imposto
imediatamente anterior ao desenvolvimento da zona coesiva (figura 8.9). Com 708 passos de
deslocamento incremental, ndo se verificam diferengas com as trés estratégias utilizadas,

verificando-se um comportamento linear do diagrama com o mddulo de elasticidade adotado.
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Diagrama carga-alongamento

0,022 T
0,020 1 —A0=0,03;ZPC =0,02; E=10; coesivo e coesivo iterativo
0,018 +
0,016 +
0,014 +
0,012 +
0,010 +
0,008 +
0,006 +
0,004 +
0,002 +

O,OOOW\M L T T T e S S RS R
0,00 0,001 0,002

0,00715; 0,0202883

Carga normalizada

0,004 0,005 0,006 0,007

0,003

Alongamento

Figura 8.10 — Diagrama carga-alongamento. E = 10.

A mesma andlise para o modelo foi realizada com um modulo de elasticidade inferior
(figura 8.10). A estratégia com o modelo coesivo e coesivo iterativo utilizou 715 passos de
deslocamento incremental, sendo necessaria uma carga normalizada maior que a anterior (figura
8.9), o que evidenciou o efeito das for¢as coesivas ao longo da ZPC no processo de andlise. Com
o moédulo de elasticidade igual a 10 e igual a 21000, a analise ndo coesiva forneceu o mesmo

diagrama (figura 8.9), com 708 passos de deslocamento incremental.

8.9 - Exemplo 2: Espécime com fratura inicial a, = 0,2

Neste exemplo, ¢ considerada uma fratura inicial com a extensao (ag) de 0,2 € uma zona
de processos coesivos (ZPC) com uma extensao de 0,5. Ao contrdrio do exemplo anterior
(exemplo 1), neste caso a fratura inicial corresponde a 20% da largura w do modelo, enquanto
que a ZPC corresponde a 50% de w (figura 8.5).

A estratégia de modelagem foi a mesma utilizada no exemplo anterior, somente a regido
da fratura inicial e zona de processos coesivos foram redefinidas, com a utilizagdo de 21 molas,

essas molas correspondem a 20 regides na ZPC associadas a 21 nds em cada face, onde seu efeito
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¢ distribuido ao longo de cada elemento. Na zona de processos coesivos foram utilizados 40
elementos de contorno com comprimento 0,025 (20 elementos na ida e 20 elementos na volta). A
regido da fratura inicial foi discretizada em 8 elementos com comprimento fixo de 0,05 (4

elementos na ida e 4 na volta).

Diagrama carga-alongamento

0,0012
0,00098; 0,0010984

— —A0=0,2;ZPC=0,5; E =21.000; ndo coesivo

——A0=0,2;ZPC=0,5;E =21.000; coesivo

----A0=0,2;ZPC=0,5;E=21.000; coesivo iterativo

0,0010 +
0,0008 +
0,0006 +

0,0004 —+

Carga normalizada

0,0002 +

0,0000 t T t T t T t T t T t T t T } T - - -
0,0000 0,0001 0,0002 0,0003 0,0004 0,0005 0,0005 0,0006 0,0007 0,0008 0,0009

Alongamento

Figura 8.11 — Diagrama carga-alongamento. E = 21000.

As trés analises realizadas forneceram o mesmo diagrama até o alongamento imposto
imediatamente anterior ao desenvolvimento da zona coesiva (figura 8.11). Com 98 passos de
deslocamento incremental, ndo se verifica diferengas com as trés estratégias utilizadas,
verificando-se um comportamento linear do diagrama com o modulo de elasticidade adotado.
Comparando-se com o exemplo 1, houve uma redugdo de passos incrementais e da carga
normalizada até que a convergéncia fosse atingida, pois se utilizou um modelo estrutural com

uma fratura de maior extensao.
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Diagrama carga-alongamento

0,0040
0,00003; 0,0036446 —— A0=0,2;ZPC=0,5;E=10;ndo coesivo
L 0,00012; 0,0035022 .

< ; ——A0=0,2;ZPC=0,5;E=10; coesivo
"g 0,0030 . ----A0=0,2;ZPC=0,5;E=10; coesivo iterativo
N .
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é ’ 0,00106 ; 0,0015425|
5 0,0020 . —
S \
<
w 0
S 0,0010 ¢ —-_—
o ] -

0,0000 === "

0,0000 0,0001 0,0002 0,0004 0,0005 0,0006 0,0007 0,0008 0,0010

Alongamento

Figura 8.12 — Diagrama carga-alongamento. E = 10.

A mesma analise para o modelo foi realizada com um modulo de elasticidade igual a 10
(figura 8.12). A estratégia com o modelo coesivo e coesivo iterativo utilizou 106 e 105 passos de
deslocamento incremental, respectivamente. Foi necessaria uma carga normalizada maior que a
anterior (figura 8.11), o que evidenciou o efeito das forgas coesivas ao longo da ZPC no processo
de analise. A convergéncia no processo coesivo iterativo ocorreu com um passo de alongamento
inferior ao processo coesivo. Com o médulo de elasticidade igual a 10 e igual a 21000, a andlise
ndo coesiva (elastica) forneceu o mesmo diagrama (figura 8.11), com 98 passos de deslocamento

incremental.
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Diagrama carga-alongamento

0,0040
—— A0=0,2;ZPC=0,5;E=12; nao coesivo
- ——A0=0,2;ZPC=0,5;E=12; coesivo
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5 0,0010 ==
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Figura 8.13 — Diagrama carga-alongamento. E = 12.

A mesma analise para o modelo foi realizada com um moddulo de elasticidade
ligeiramente superior ao adotado no caso anterior, neste caso adotou-se E igual a 12 (figura 8.13).
A estratégia com o modelo coesivo e coesivo iterativo utilizou 103 passos de deslocamento
incremental. Foi necessdria uma carga normalizada menor que a anterior (figura 8.12), o que
evidenciou o efeito do mddulo de elasticidade no processo de analise, quando se aplicam forgas
coesivas. Com o médulo de elasticidade E utilizado nos trés casos (10, 12 e 21000), a analise ndo
coesiva (elastica) forneceu o mesmo diagrama, com 98 passos de deslocamento incremental.
Nestes exemplos apresentados, com a redug¢do do modulo de elasticidade, houve um aumento do
alongamento e da carga normalizada envolvida no processo de convergéncia, sob controle de

deslocamento.

8.10 - Analise da distribuicao de forcas e deslocamentos normais na zona de

Processos coesivos

Apresentam-se, a seguir, diagramas comparativos com o valor da for¢a coesiva normal e
abertura normal correspondente a cada n6 situado na zona coesiva. E avaliado o modelo com

fratura inicial ay igual a 0,2, ZPC com extensao de 0,5 e modulo de elasticidade E igual a 10.
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Figura 8.14 — Forgas normais ao longo da ZPC.

Este diagrama representa a distribui¢do das for¢as normais ao longo da ZPC segundo o
processo coesivo e coesivo iterativo, para um passo de deslocamento incremental imediatamente
inferior ao desenvolvimento da ZPC. Para a analise nao coesiva, nao ocorre a influéncia de forcas
normais entre duas superficies inicialmente coincidentes ao longo da regido fraturada (figura

8.14).
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Figura 8.15 — Abertura normal ao longo da ZPC. E = 10.
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Para o diagrama de abertura normal (w,), foi acrescentada a terceira analise (sem modelo
coesivo), onde se adota 0 mesmo critério de convergéncia descrito anteriormente (figura 8.15). A
mola 1 ¢ o n6 coesivo inicial (fronte fisico) e a mola 21 € o no6 coesivo final (fronte ficticio). Para
o modelo ndo coesivo, verifica-se que a ocorréncia de diferenca de deslocamentos normais entre
duas superficies da fratura originalmente coincidentes (w,) ¢ maior, quando comparada com a
analise coesiva e coesiva iterativa, devido a auséncia de forcas de coesdo ao longo da regido
fraturada. Este efeito ndo coesivo faz com que a convergéncia adotada, ja descrita anteriormente,
seja alcangada com um menor alongamento imposto.

E avaliado nos exemplos seguintes 0 modelo estrutural com as mesmas caracteristicas
das andlises anteriores, onde se modificou apenas as condi¢cdes de contorno do problema para
dois casos distintos. E apresentado o diagrama carga-alongamento para o modelo coesivo com

procedimento iterativo para esses casos.

8.11 - Exemplo 3: Espécime com fratura inicial a, = 0,2 com restriciao adicional

de deslocamento horizontal no eixo x (face vertical)

T T T T T Alongamento A

h/2=0.5

a0 ZPC
h/2=0.5

w=1.0

Figura 8.16 — Modelo com restri¢do adicional na face vertical.
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Diagrama carga-alongamento
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Figura 8.17 — Diagrama carga-alongamento. E = 10. Restri¢do adicional
de deslocamento na face vertical.

Com a restricao adicional de deslocamento horizontal na face vertical, a convergéncia no
processo coesivo iterativo foi atingida com o mesmo alongamento imposto, comparado com o
exemplo com restricdo apenas na face inferior (exemplo 2) (figura 8.5). Com esta condi¢do de
contorno, verifica-se que a convergéncia foi obtida com uma carga normalizada mais alta, devido
a uma redistribui¢do de esfor¢os na face inferior, uma vez que a carga normalizada ¢ avaliada

apenas para a face horizontal.
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8.12 - Exemplo 4: Espécime com fratura inicial a, = 0,2 com restricao adicional

de deslocamento horizontal no eixo x (face horizontal)

T $ } ; T ‘ Alongamento A

—_— L L
N
h/2=0.5
I |
I~ |
ag ZPC
h/2=0.5
77777 7 7 7
| |
I I
w=1.0
Figura 8.18 — Modelo com restri¢ao adicional na face
horizontal (inferior e superior).
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= 00030+ Tl ...
X A RE:
50002+ T
= . Tt RECE
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50 . 0,00102; 0,0015021
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& 0.0010 ¢
0,0000 4 Il 4 Il 4 Il 4 Il 4 Il 4 Il 4 Il 4 Il

0,0000 0,0001 0,0002 0,0004 0,0005 0,0006 0,0007 0,0008 0,0010

Alongamento

Figura 8.19 — Diagrama carga-alongamento. E = 10. Restri¢ao adicional
de deslocamento na face horizontal.
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Com a restricdo adicional de deslocamento horizontal na face horizontal (inferior e
superior), a convergéncia no processo coesivo iterativo foi atingida com um passo de
alongamento imposto inferior, comparado com os exemplos anteriores (figura 8.12 ¢ 8.17). Com
esta condicao de contorno, verifica-se que a convergéncia foi obtida com uma carga normalizada
mais alta do que os dois casos anteriores (exemplo 2 e exemplo 3), devido a redistribuicao de
esfor¢os na face inferior, uma vez que ocorre restricdo adicional de deslocamento para a direcdo

horizontal na face inferior.

8.13 - Conclusao

No primeiro exemplo foi realizada a analise de um espécime com uma fratura inicial (a)
de 0,03 e uma ZPC de 0,02, sob controle de deslocamento. Essa regido da fratura apresenta 3%
da extensdo (largura w) do modelo, enquanto que a ZPC apresenta 2% da largura do modelo. A
analise com a utilizacdo de um modulo de elasticidade (E) igual a 21000 apresentou o mesmo
diagrama carga-alongamento para as trés analises realizadas (ndo coesiva, coesiva e coesiva
iterativa), todos com 708 passos de deslocamento incremental. Para a anélise com o mddulo de
elasticidade igual a 10, foram observados os mesmos diagramas carga-alongamento para o
modelo coesivo e coesivo iterativo, estes com 715 passos, enquanto que para analise ndo coesiva
a condi¢do de convergéncia foi satisfeita com 708 passos. Para este primeiro exemplo, foi
verificado que dois moddulos de elasticidade distintos nao provocaram diferengas na resposta
carga-alongamento para a analise ndo coesiva, a abertura normal também foi a mesma para os
modulos utilizados. A alteragdo do mddulo de elasticidade para E igual a 10 permitiu que fosse
verificada a influéncia das forgas coesivas no digrama carga-alongamento, em relagdo a analise
nao coesiva, onde foram necessarios 715 passos para a obtencao da convergéncia.

No segundo exemplo foi realizada a analise de um espécime com uma fratura inicial (ag)
de 0,2 e uma ZPC de 0,5, sob controle de deslocamento. Essa regido da fratura apresenta 20% da
extensdo (largura w) do modelo, enquanto que a ZPC apresenta 50% da largura do modelo. A
analise com a utilizacdo de um modulo de elasticidade (E) igual a 21000 apresentou o mesmo

diagrama carga-alongamento para as trés analises realizadas (ndo coesiva, coesiva € coesiva
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iterativa), todos com 98 passos de deslocamento incremental. Para a andlise com o moddulo de
elasticidade igual a 10, foram observados diagramas carga-alongamento diferentes para o modelo
coesivo e coesivo iterativo, estes com 106 e 105 passos incrementais, respectivamente, enquanto
que para analise ndo coesiva a condicdo de convergéncia foi satisfeita com 98 passos. Para este
segundo exemplo, foi verificado que dois modulos de elasticidade distintos ndo provocaram
diferencas na resposta carga-alongamento para a analise ndo coesiva, a abertura normal também
foi a mesma para os modulos utilizados. A alteracdo do modulo de elasticidade para E igual a 10
permitiu que fosse verificada a influéncia das forgas coesivas no digrama carga-alongamento, em
relacdo a analise ndo coesiva, onde foram necessarios 106 e 105 passos para a obtencdo da
convergéncia.

Comparando-se as duas analises apresentadas anteriormente, para os dois modulos de
elasticidade diferentes utilizados (21000 e 10), a andlise ndo coesiva apresentou uma resposta
carga-alongamento linear. Conclui-se que diferentes modulos de elasticidade produzem a mesma
resposta linear carga-alongamento, quando um determinado modelo com fratura inicial ¢
analisado sob deslocamento imposto, sem a consideracdo de forgas coesivas. Com o aumento da
regido fraturada, a influéncia do modelo coesivo foi analisada com uma menor quantidade de
passos incrementais, evidenciando-se o efeito das forcas de coesdo sobre a resposta carga-
alongamento. Para modelos mais rigidos, a mesma quantidade de passo incremental ¢ necessaria
para convergéncia, seja com ou sem a influéncia de forgas coesivas. O aumento da regido
fraturada e a utilizacdo de um modulo de elasticidade inferior possibilitaram a visualizacdo da
resposta nao linear do diagrama carga-alongamento nas analises coesivas.

Apresenta-se, a seguir, uma tabela comparativa com os resultados das trés estratégias de

analise para os dois modelos fraturados.
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Tabela 8.1 — Tabela comparativa das analises realizadas.

Ap=0.03 Ap=0.2

E=21000| E=10 E=21000 E=10

Nao Passo 708 708 98 98
coesivo Along. | 0,00708 0,00708 0,00098 0,00098

Coesivo Passo 708 715 98 106
Along. | 0,00708 0,00715 0,00098 0,00106

Coesivo Passo 708 715 98 105
iterativo | Along. | 0,00708 0,00715 0,00098 0,00105
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9 - PROPAGACAO DE FRATURAS UTILIZANDO O METODO DOS
ELEMENTOS DE CONTORNO DUAL

9.1 - Introducio

Neste capitulo ¢ apresentada a estratégia computacional de simulag¢do de propagacdo de
fraturas no meio bidimensional utilizando-se o Método dos Elementos de Contorno Dual. Alguns
critérios de propagacdo que podem ser utilizados para analises sdo:

- Critério da maxima tensao circunferencial [28,31].

- Critério da maxima taxa de liberag@o de energia [29].

- Critério da maxima densidade de energia de deformagao [30].

Na simulagdo de propagacao de fraturas neste trabalho foi utilizado critério da méxima
tensdo circunferencial [31], onde caminho da fratura é determinado pela teoria da Mecanica da

Fratura Elastica Linear (MFEL).

9.2 - Critério de propagacao de fratura utilizado

O critério da méxima tensdo circunferencial [31] fornece a direcdo de propagacdo da
fratura, conforme mostra a figura a seguir, pela seguinte expressdo, escrita a partir do fator de

intensidade de tensdo Kj e Ky:
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2
6. = 2tan"ll L9 + (&J +8 (9.1)
4 11 K][

Neste trabalho ¢ implementada a seguinte expressao no programa [32]:

— 2K11/K1

1+41+8(K,/K,)

0. =2tan”' (9.2)

\ Fronte

da calculado

\ Fronte

da fratura

Figura 9.1 — Angulo de propagacio para um incremento da de fratura.

9.3 - Estratégia de implementacao

Os fatores de intensidade de tensao K; e Ky; sdo calculados para cada analise realizada. A

partir desses valores, determina-se o angulo da direcdo de propagacao € (9.2) para o célculo da

nova posicdo do fronte. Dado um incremento da (configurado no programa), onde da ¢ a

extensao do elemento de contorno isoparamétrico linear, a nova posicao do fronte ¢ calculada.

A estratégia de posicionamento dos pontos de colocacdo foi apresentada no capitulo 5,

onde se adotou a situagdo 1, nds duplos foram utilizados para tratamento de canto e fronte.
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Os exemplos que s3o apresentados se referem a um modelo com fratura inicial sob
deslocamento imposto. A analise consiste na simulacdo da trajetoria de uma fratura inicial para
um dado alongamento fixo. Apresenta-se, a seguir, um esquema geral da estratégia de

propagacao implementada no programa.

A = deslocamento incremental
Passo = 1 até nimero maximo de
passos de propagacao

|

Resolucdo do modelo estrutural

l

Calculo de K; e Ky

}

Calculo do angulo 0

|

Calculo da nova
coordenada (x,y)
do fronte

|

Atualizacao dos vetores e
montagem das matrizes

\ 4

Figura 9.2 — Esquema geral de simulagdo de propagacao para
um alongamento fixo.

9.4 - Analise da sensibilidade da propagacao para diferentes comprimentos de

elementos de contorno de propagacio

Apresentam-se, a seguir, simulacdes de propagacao para um modelo com uma fratura de

canto sob um alongamento imposto fixo.
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. 7'y Iy 4 4 Alongamento A
\
h/2=0.5
A
A
<>
a0
h/2=0.5
4
/7777 77 77 77 77

w=1.0

Figura 9.3 — Modelo sob deslocamento controlado.

Este modelo estrutural apresenta as seguintes caracteristicas:

Altura (h)=1,0
Largura (w) = 1,0

Fratura inicial (ag) = 0,05

Todas as analises foram realizadas em estado plano de deformacao, com a utilizagdo de
um modulo de deformagdo longitudinal (E) igual a 21000 e um coeficiente de Poisson (v) igual a

0,3, para um niimero maximo de passos de propaga¢ao igual a 18.
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9.4.1 - Simulac¢ao de propagacao para um deslocamento imposto

igual a1 x10”

Apresentam-se, a seguir, os diagramas dos valores dos fatores de intensidade de tensao
K; e Ky para um alongamento fixo de 0,00001, a cada passo de propagacdo. A estratégia de
calculo dos fatores de intensidade de tensdo foi apresentada no capitulo 6. Para cada incremento

de fratura (da) no modelo, sdo avaliados os fatores K; e Kj;.

Historico de Ky e Kip

0,6000
0,5000 - —e— Histoérico de Kl

0,4000 - ---=---Historico de Kl

0,3000 - .

0,2000 -

0,1000 - L

0,0000 < -a==gs R
012 3 4586 7 8 910 11 12 13 14 15 16 17 18

Valor de Ki e K

Passos de propagacao

Figura 9.4 — Historicos de K; e Ky para elemento de propagacao
de comprimento 1 = 0,002 (Alongamento 1 x 107).

A figura (9.4) representa a evolugdo de K; e Ky para os 18 passos de propagagdo, sob
deslocamento imposto (A =1 x 107), onde foram adotados elementos de contorno isoparamétricos

lineares com comprimento | igual a 0,002 para as novas extremidades de fratura calculadas.
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Valor de Ki e Ku

Historico de Ky e Ky

0,6000
0,5000 -
0,4000 -
0,3000 -
0,2000 -
0,1000 -

—— Histdrico de Kl
---=--- Historico de Kl

_--n 4

0,0000
0

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 1

Passos de propagacao

41

"
'

516 17 18

Figura 9.5 — Historicos de K; e Ky para elemento de propagacao
de comprimento 1 = 0,001 (Alongamento 1 x 107).

A figura (9.5) representa os historicos de K; e Ky para os 18 passos de propagacdo com a

utilizacao de elementos de contorno com a extensdo 1 igual a 0,001 para as novas extremidades de

fratura calculadas, sob mesmo deslocamento imposto.

Valor de Ki e Kn

Historico de Ky e Kip

0,6000
0,5000 -
0,4000 ~
0,3000 -
0,2000 ~
0,1000 -

—— Histdrico de Kl
---=--- Histérico de Kl

i
§ ,

"
i

0,0000

6 7 8 9 10 11 12 1

Passos de propagacao

3 14 15 16 1

7 18

Figura 9.6 — Historicos de K; e Ky para elemento de
propagagdo de comprimento 1 = 0,0005 (Alongamento 1 x 107).
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A figura (9.6) representa os historicos de K; e Ky; para os 18 passos de propagagdo com a
utilizacdo de elementos de contorno com a extensao I igual a 0,0005 para as novas extremidades
de fratura calculadas, sob o mesmo deslocamento imposto. A simulacdo da propagacdo com a
utilizacdo de elementos de contorno de comprimentos diferentes gerou historicos de K; e Ky
similares.

Apresenta-se, a seguir, um diagrama comparativo para elementos de contorno utilizados
na propaga¢ao de diferentes comprimentos (I), numa simulagdo de 18 passos, mantendo-se o

alongamento imposto fixo igual a 1 x 107,

0,5100
----1=0,002
/ Fronte inicial — - -1=0,001
0,5000 - =~ . —1=0,0005
ST
. S ~ T ~
0.4900 - (0,0573; 0,4955) . ~
(0,0648; 0,4914) ~-~
0,4800 ~ (0,0805; 0,4844)
0,4700 ‘ T ‘
0,0500 0,0600 0,0700 0,0800

Figura 9.7 — Trajetoria de propagacio de fratura (Alongamento 1 x 107).
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9.4.2 - Simulac¢ao de propagacio para um deslocamento imposto

iguala 1x 10"

Apresentam-se, a seguir, os diagramas dos valores dos fatores de intensidade de tensao

K e Kj; para um alongamento fixo igual a 0,0001, a cada passo de propagacao.

Historico de Ky e Ky

1,5000
Q —— Histdrico de K
o ---=--- Historico de Kl
1,0000 -~
N
[#}
o _.E. .. . a .
5 0,5000 - oomnermeE T LR RS
‘C_‘G ) -
0,0000 .\ T T T T T T T T T + T T T

Passos de propagacao

Figura 9.8 — Historicos de K; e Ky para elemento de propagacao
de comprimento 1 = 0,002 (Alongamento 1 x 10™).

A figura (9.8) representa a evolug¢ao de K; e Ky para os 18 passos de propagagao, sob
deslocamento imposto (A = 1 x 10%), onde foram adotados elementos de contorno
isoparamétricos lineares com comprimento 1 igual a 0,002 para as novas extremidades de fratura

calculadas.

134



Historico de Ky e Ky

1,5000
Q —— Histdrico de Kl
© 10000 - ---=--- Historico de Kl
N
[#}
-U _.~ - -
50,5000 - s : :
< -
> ’ ..’ ’
0,0000 f T T T T T T T T T * T i

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Passos de propagacao

Figura 9.9 — Historicos de K; e Ky para elemento de propagacao
de comprimento 1 = 0,001 (Alongamento 1 x 10™).

A figura (9.9) representa os historicos de K; e Ky; para os 18 passos de propagagdo com a
utilizacdo de elementos de contorno com a extensao I igual a 0,001 para as novas extremidades de

fratura calculadas, sob mesmo deslocamento imposto.
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Historico de Kj e Ky

1,5000

1,0000 -

0,5000 -

Valor de Ki e Ku

L
_;.-

—e— Histdrico de Kl
---=--- Histdrico de Kl

0,0000 +——

01 2 3 4

T T T T T T T M T T T

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Passos de propagacao

Figura 9.10 — Historicos de K; e Ky; para elemento de propagacao
de comprimento 1 = 0,0005 (Alongamento 1 x 107).

A figura (9.10) representa os historicos de K; e Ky para os 18 passos de propagacdo com
a utilizag¢do de elementos de contorno com a extensao 1 igual a 0,0005 para as novas extremidades
de fratura calculadas, sob o mesmo deslocamento imposto. A simulagdao da propagacao com a
utilizacdo de elementos de contorno de comprimentos diferentes gerou historicos de K; e Ky
similares. Neste caso, sob deslocamento imposto igual 1 x 10, observou-se uma maior tendéncia

de acréscimo dos valores de Kj; e decréscimo de K;, ao longo do desenvolvimento da regido

fraturada.

Apresenta-se, a seguir, um diagrama comparativo para elementos de contorno utilizados

na propagacao de diferentes comprimentos (), numa simula¢do de 18 passos, mantendo-se o

alongamento imposto fixo igual a 1 x 10™,
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0,5100

- - --1=0,002
Fronte inicial — - -1=0,001
0,5000 ‘/.\ ) ——1=0,0005
. \ ~ .. .

0,4900 | (0,0561;0,4941) N« "~

~

(0,0622;0,4882) "
0,4800 - N
(0,0746; 0,4765)
0,4700 ‘ ‘ ‘
0,0500 0,0600 0,0700 0,0800

Figura 9.11 — Trajetéria de propagagdo de fratura (Alongamento 1 x 107,

9.5 - Conclusao

A andlise das trajetorias de propagacdo foi similar para os trés casos analisados com
deslocamento imposto. A simulagdo, utilizando-se elementos de contorno de comprimentos
diferentes (1 = 0,002, 1 = 0,001, 1 = 0,0005), gerou distribuigdes de resultados semelhantes na
trajetoria calculada (A = 1 x 10”). Com o desenvolvimento da fratura, ocorreu uma redugio do
fator de intensidade de tensdo K; e um aumento do fator de intensidade de tensdo Kj; para os trés
casos, evidenciando-se o efeito da descontinuidade de deslocamentos tangencias na fratura. A
fratura, originalmente de canto e com o formato reto, a cada passo de propagacao foi adquirindo
um formato curvo com os novos valores de K; e Kj;, evidenciando-se o efeito do cisalhamento no
modelo. Pela analise do critério de propagacdo adotado, observou-se que a ocorréncia de valores
de Ky diferentes de zero geraram angulos de propagacao diferentes de zero. A descontinuidade de
deslocamentos tangenciais ao longo da fratura levou aos resultados de K; e Kj; que influenciaram

a trajetoria da propagagdo. A descontinuidade de deslocamentos normais e tangenciais ao longo
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da fratura também ¢ influenciada pela imposi¢cdo de condigdes de contorno no modelo, o que
influencia na trajetdria de propagagao.

Analogamente ao modelo avaliado com deslocamento imposto (A = 1 x 10”), houve
uma conformidade na distribui¢io de K; e Ky para o alongamento maior (A = 1 x 10™). A
utilizacdo de elementos de contorno de comprimentos diferentes (1 = 0,002, 1= 0,001, 1= 0,0005)
gerou distribuicdes de resultados semelhantes na trajetoria calculada. A simulacdo com a
imposicao de valores maiores de deslocamentos no contorno leva as maiores inclinagdes na
analise geral da propagacdo, a projecao na diregdo do eixo X torna-se menor, enquanto ocorre
uma maior proje¢do no eixo Yy, tornando-se a simulacdo menos sensivel ao controle de
deslocamento. Neste caso, € mais evidente a tendéncia de aumento do fator de intensidade de
tensdao Ky em relagdo a K;. Sugere-se quando houver necessidade de uma analise mais precisa de
propagacao, sob deslocamento controlado, seja considerada a imposicdo de deslocamentos

menores no modelo.
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