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I - RESUMO.

O fenomeno de vibracdo é de ocorréncia comum na mecanica, geralmente associado a
membros estruturais assim como elementos de maquinas. Particularmente, no campo da
engenharia agricola, vibragdo vem associada a ferimentos em vegetais nas operagdes de
campo, que claramente inclui colheita, transporte e processamento. A escolha de membros
estruturais simples, como as viga engastada, para validar o método, quando uma estrutura mais
complexa for ser considerada. O nome moiré tem sua origem na lingua francesa, referindo-se
ao padrao de onda formado. O fendmeno ¢ gerado quando telas sao sobrepostas, produzindo
padrdes de ondas ou franjas, que se movem quando suas posicdes relativas sdo alteradas. O
método selecionado ¢ chamado método geométrico de moiré, que consiste em projetar uma
grade sobre a superficie do objeto em estudo e superpor a foto original ¢ a grade deformada.
Software’s especificos sao empregados na analise de imagens. O objetivo do presente trabalho
¢ determinar o deslocamento transversal da linha eldstica na Teoria da viga engastada de
Euler-Bernoulli, excitada por um excitador eletromagnético, utilizado em analise modal,

utilizando a técnica de moiré descrita acima.

X



ABSTRACT.

Vibration phenomena are of common occurrence in mechanics, generally
associated to structural members as well as to machine elements. Particularly, in the field of
agricultural engineering, vibration comes also associated to vegetable bruising during field
operations, which clearly includes harvesting, transportation and processing. The selection of a
simple structural member as a cantilever beam to support the utility of a moiré technique in
studying vibration analysis is to validate the method when more complex structures are being
considered. Vibration modes of a cantilever beam are easily determined by analytical
methods. The name moiré has its origin in the French language, referring to wave like pattern.
The phenomenon is generated when screens superposed, producing wave like patterns or
fringes, which move when its relative positions are displaced. The selected method is named
geometric moiré, which consists in projecting a grid onto the object in study and superposing
both, the original and the deformed grid. Specific software’s were employed in the image
analysis. The objective of the present work is to determine the transversal displacement of the
elastic line of Euler-Bernoulli cantilever beam being excited by an electromagnetic varying

field using the moiré technique described above. Keywords: vibration, geometric moiré.



I1 - INTRODUCAO.

Elementos de estruturas, bem como elementos de maquinas estdo normalmente
sujeitos a solicitagdes ciclicas. Esse género de solicitacdo freqiientemente gera efeitos
negativos tanto nos componentes da maquina agricola, tanto quanto no produto agricola sob
processo. Efeitos como ruptura por fadiga ou deterioragao de produtos agricolas sob esforgos
periodicos sdo sobejamente conhecidos. S3o inumeras as motivacdes que levaram
pesquisadores a desenvolver tdpicos relacionados com solicitagdes periddicas e andlise
vibratéria. Os instrumentos empregados em ensaios experimentais envolvendo analise
vibratéria também sofreram evolugdo consideravel, envolvendo componentes muitas vezes de
alto custo. O presente trabalho tem por objetivo aplicar o método interferométrico de moiré na
identificacdo dos modos de vibragdo de uma estrutura simples. A estrutura selecionada
consiste de uma viga engastada excitada, vibrando nas freqiiéncias de ressonancia e

frequéncias aleatodrias.



III - REVISAO BIBLIOGRAFICA.

3.1 - TEORIA ELETROMAGNETICA E INTERFERENCIA.

3.1.1 - EQUACOES DE MAXWELL NO VACUO.

Todos os fendmenos do eletromagnetismo cléssico sdo explicados por meio de um
sistema de equagdes diferenciais denominadas Equagdes de Maxwell.

Os fendmenos eletromagnéticos macroscopicos sdo descritos usando dois vetores
elétricos, E e D, denominados campo elétrico e deslocamento elétrico, e dois vetores
magnéticos, B ¢ H, inducdo magnética e excitacdo magnética, respectivamente. A relagdo
entre E e D ¢ determinada pela resposta do meio material, representada pela polarizagao P na
presenga do campo elétrico, e da mesma maneira para B e H, sendo relacionadas por M,
magnetizacao.

Os efeitos de interacdo sdo a modificacdo do estado de equilibrio de atomos,
moléculas, etc, sendo necessario recorrer a mecanica quantica.

Para manter esse estudo dos fendmenos eletromagnéticos no nivel macroscopico, €
necessario utilizar métodos que permitam definir o campo eletromagnético como valor médio
dos valores microscopicos, € considerar os meio materiais como continuos e caracterizados
por grandezas macroscopicas, tais como indice de refracao, a condutividade, a polarizacao, a
magnetizacao, etc. (Jackson, 1983 e Cabrera, 1993, citados por Cisneiros, 2001).

As equagdes de Maxwell, inomogénas ou com fontes, no vicuo, formam um sistema

de quatro equagdes diferencias acopladas:

Vx£+a—§=0 (1
ot

v.E=F (2)
&y



ok
vxg_go:uogzﬂo}) ®

v.-B=0 @

onde, € e Mo sao constantes conhecidas como permissividade elétrica e permeabilidade
magnética, respectivamente, p como densidade espacial de carga elétrica e J como densidade

de corrente.

Para uma regido livre de carga e correntes elétricas, no vacuo, as equacdes de

Maxwell recebem o nome de “ondas eletromagnéticas” e sdo representadas por:

vu B OB 5)
ot

V-E=0 (6)

ng—goyog—ézo (7

v-B=0 (8)

Usando as equagdo 5 a 8, pode-se chegar as equagdes de onda para os campos elétrico
e magnético. Aplicando o rotacional na equacao 5, considerando as equagdes 6 e 7 e a

identidade:
> 9)
Vx(VxE)=-vE+v(v-E)

obtém-se a equagdo de onda para o campo elétrico:



2 10
v2£—yogoﬁ=0 (1o

[2

obtém-se, por procedimento similar, a equacdo da onda para o campo magnético:

2 11
vzg—yogo‘z_fj:o (h
t

As equagdes 10 e 11 podem ser substituidas por trés equagdes escalares, formalmente

idénticas, cujas incognitas sdo os componentes cartesianos da fungdo vetorial correspondente,

portanto a equacdo do tipo:

VU -— =0 (12)

torna-se a equacao de onda escalar, com U(r.s,t) representando qualquer uma das grandezas
escalares das equagdes de onda 10 e 11 (Ey, E,, E,, By, By, B,), € a constante “c”, a velocidade

de fase da onda, independente das coordenadas espaciais e do tempo.



B X

Figura 01: Propaga¢ao de onda plana (BORN, 1999).

Segundo Margenau e Murphy (1952), citados por Cisneiros (2001), usando um novo
sistema de coordenadas cartesianas, introduz-se duas novas varidveis ortogonais,

independentes, na direcao F(sx,sy,sz) (BORN, 1999):

E=ax+ Py+yz—ct (13)

Substituindo 13 em 12, temos:

1)

que fica satisfeita com:



a’+ Byt =1 (15)

Segundo Cisneiros (2001), qualquer fun¢do do tipo U = fj(£)¢ uma solugdo da
equacgao 12.

De maneira analoga, substituindo:
n=ox+ fy+yx+ct (16)

tem-se uma nova solu¢do U = f>(77) .

As duas solugdes sdo resposta da equacao 12:

U= £(&)+ fo(n) (17)

Observa-se que os parametros que multiplicam as coordenadas podem ser
interpretados como co-senos diretores ou versores de dire¢ao Y. Escreve-se, entdo, a equacao

17 na forma:

U=HF-Y-ct)+ f,(F-F+cr) (18)

onde F = xi + yj + zk é o vetor de posicao.

3.1.2 - ONDAS ELETROMAGNETICAS PLANAS.

A fungdo fl(V ¥ —ct) serd sempre constante quando o argumento (V ¥ —ct) for
constante, definindo um plano que se translada segundo § com velocidade c. Analogamente,
f, transladando segundo um plano —¥ com velocidade c. Esses planos sio denominados

frentes de onda.



Portanto a solugdo da equacgao 12 é:

U(8.1)= U, cos(ik- §—ker) (1
¢ utilizando a identidade de Moivre, €'° = c0sé +isin@ -
U(E,t)z eri(kp-?ikct) (20)
ou, simplesmente:

(21

U(Rt) _ eri(f-gikct)

onde k ¢ uma constante escalar que transforma em adimensional a variavel F-¥+cz. O vetor

): = k§ & denominado vetor de propagacgdo e o modulo |k| ¢ denominado fator de propagacao.

L k

" tor d
,«’"'-/ ;::J;Lg:;ﬁu

X

z

Figura 02 — Frentes de Onda Plana e Representag¢do do Vetor de Propagagao ): , normal a

Frente de Onda (FOWLES, 1975).



A freqiiéncia angular ou freqiiéncia da onda ¢é

w=ke @2)

k também pode ser associado a freqiiéncia espacial

23
kA, =2m @)

onde A, ¢ denominado comprimento de onda no vécuo.

As equagdes 19 e 20, monocromaticas, que se propagam na direcdo x podem ser

escritas como:

U(x,t)=U,cos(kx+ wt)=U, COS|:27Z'(% + %ﬂ 24)
1%

Considerando o campo elétrico da onda plana:
(26)
i f . P —wt
E(P.1)= Eeitk-r=wn

sendo EO um vetor de modulo e orientagdo constantes. Calculando:

oE(Pr) _ BP) (27)

Ot



(28)

v-EFr)=if - E(Pr)
v E(Pr)= ik x E(P 1) (29)

e do mesmo modo para o vetor magnético, define-se os operadores aplicaveis a ondas planas:

(30)
— = —iw
ot

(31)
v il

Aplicando os operadores as equagdes 5, 6, 7 € 8, obtém-se:

(32)
Fxk=wh

(33)
FE=o

34

;xlg:—go,uowﬁ 34

(35)

- B-o

concluindo-se que os vetores E e B sdo perpendiculares ao vetor Kk, e que sdo perpendiculares.
Os vetores E, B ¢ k também formam uma base de vetores perpendiculares e

dextrogiros (Fowles, 1975).



3.1.3 - FLUXO DE ENERGIA E VETOR DE POYNTING.

O teorema de Poynting estabelece que o fluxo de energia eletromagnética por unidade

de area ¢ dado pelo vetor 5 , relacionado com a direcdo e magnitude da propagacao.

Considerando as equagdes 1 e 3, multiplica-se escalarmente a equacdo 1 por— e a
Hy

equacdo 2 por —, e subtrai-se a segunda da primeira:
Hy

ﬂi[g.w)_g.(wg)]z_,P.g_(gog.ii é} @

ot u, ot
considerando a identidade vetorial:

V-(Exb)=b.vxE-8.vxb (37)

e aplicando:

AB)_pet 38)

ot 9]

obtém-se a equagdo 36 na forma:

Lv.(ﬁxﬁ):_ﬁﬁ_%g[%y+Lsz (39)

Hy Ho

define-se o vetor de Poynting como:

1 40
570(&5) (40)
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1 1
definindo W = 5(6‘0E2 +—32J, como densidade de energia do campo eletromagnético,
Ho

tem-se a forma diferencial do teorema de Poynting:
(41)
V. f + 2—W + E . ; =0
t

Substituindo a equagdo 32 no vetor de Poynting, obtém-se:

(42)
- LB (L0 B)- L {£.BP-(¢.0
das relagOes anteriores, obtém-se:
§ = cyer?8 “
ou
§-< p2f
Ho 44)

De acordo com Cisneiros, se definirmos os versores ¢, ¢ ¢, na diregdo dos campos

elétricos e magnéticos, respectivamente, tem-se:

E®.1)= Ey coslk-£-wifpy = EE ne, (45)

(46)

E(R t)= BO COS({'E—Wl‘Pz = B(R l‘)éz

11



considerando que os modulos de E e de B se relacionam da forma E=cB, e ¢ x ¢, = § , obtém-

§- £0cEy cosz()f.ﬁ)_wt)?: s(P.of (47)

fixando o valor de F = 5 , 0 valor instantaneo do modulo do vetor de Poynting é:
48
§= g,cEZ cos® (wr) 5

A média temporal de S ¢ denominada intensidade de onda:

1
I=(S(1) = EgocEj (49)
onde:
1%
(f)=lim—_ [ £y (50)
0

Considera-se dois grupos de ondas de mesmo comprimento de onda , capazes de
interferir uma com a outra (igual polarizagdo e coerentes), e se propagando de acordo com o

vetor 151 e ;2 conforme figura 02.

12



planos de fase
cte para E

planos de fase
cte para E,

Figura 03 — Geometria para Encontro de Duas Ondas Planas (CLOUD, 1998).

As magnitudes dos vetores elétricos sdo:
' 51
El =E01 COS(i’)l -?—wt+¢01): ER(UlelWZ) Gl

E, = E02 COS(fZ . E— wt + ¢02 )= iR(Uzeth) (52)

onde ¢o; € ¢p2 sdo as fases iniciais em t=0 e }'):5 Entdo ¢|(E)=)\:1'E—¢01 e
%P =£2'E—¢02-

Em um determinado ponto do espago dado pela posi¢io F, a soma das duas ondas é:

Es:E 1 +E2

ES = EOI COS(Wf — ¢1 )+ E02 COS(Wt — ¢2) (53)

Eg =1ue + Lytemivt Ly givr Lyt -ime (54)
2 2 2 2

Eg =[Eq cos(¢y )+ Eqy cos(y )]cos(wt)+ [Eqysin(¢) )+ Eqasin(py )]sin(wt) (55)

13



A intensidade da onda pode ser calculada por:

1 =(£2) (56)

I, = 2E2(P)[cos* (wt — ¢, (P))) e

onde

E2(P) =B + EL + 2B, E, cos|k £, )- P (¢, - 4, (58)

N Eysin(k, - F-g,) + Eysin(k,-F- 4,) o)
E,, cos(g F- @)+ Ey, cos(g2 - Do)

lembrando que a média temporal da fungdo cos® é %5, tem-se:

I, =EX(F) (60)

substituindo os termos de irradiancia em 59, tem-se:

1, =1, +1, + 211, cos|k - £, )- P~ (4,)] (61)

onde (I)():d)()z - (I)Ol'

O termo 2411, COS|_(}<:)1 —;2 )P —(¢O )J, da equagdo anterior mostra que a

irradidncia ndo ¢ uma simples soma, mas que contém um termo de interferéncia dependente do

14



angulo de incidéncia, do comprimento de onda, da fase inicial e da posi¢do no espaco, F, onde

a irradiancia esta sendo observada.

Devido ao termo COS|_(i’J1 —fz )P —(¢0 )J, sabe-se que a interferéncia varia

senoidalmente no espago, sendo 0 maximo a parte mais visivel, € o minimo, a menos.
CLOUD, 1999 menciona que o minimo de irradiancia nem sempre ¢ zero, € a
visibilidade ou contraste das franjas ndo ¢ uma questao determinada.
Portanto define-se o parametro visibilidade da franja, ou refletancia, “I”, para a

interferéncia impura de ondas, isto €, quando tem amplitudes diferentes, como:

7= Tmax —Imin 62)
Iyax + 1y

De acordo com POST, a interferéncia destrutiva ¢ incompleta, por causa da diferenga
de amplitude que ocorre entre as ondas, e apresenta a figura 04, que relaciona intensidade

maxima e minima versus diferenca de caminhos, ou variacao de amplitudes das duas ondas.

;A

Figura 04: Intensidade resultante versus diferenca de caminho ou variagdo de amplitudes,

S/A, para interferéncia de duas ondas, onde I; e I, sdo as intensidades inicial das ondas.

Entdo, de acordo com POST, a intensidade resultante ¢ dada pela formula:

15



1

minima E3 100%

max ima

- 63
I (%contraste) = Tmax 71‘1 (63)

Dai resulta que a interferéncia de dessas duas ondas ndo apresentard Otima

visibilidade, variando de 89% para boa e 33% para discernivel (POST, 1994), conforme tabela

abaixo.

Entrada Saida:

I/1, Imax/Imin Contraste (%)
1 o0 100

2 34 97

4 9 89

9 4 75

16 2.8 64

25 2.2 56

100 1.5 33

Tabela 01. Interferéncia de duas ondas, variando de 89% para boa e 33% para discernivel.

Quando uma frente de onda w, emerge de uma superficie irregular (topograficamente

nao plana), de forma que a variagdo na superficie seja continua, como mostra figura abaixo, e
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interfere com superficie de referéncia wj, resulta um padrao nao-uniforme de interferéncia,

que ¢ o mapa de contorno da separacdo S(X, y), entre as duas superficies.

1.5

8.5

9.5

10.5

11.5

\\\\\'

(a) (b)

Figura 05: Interferéncia de onda deformada e onda de referéncia plana formando franjas

curvas e continuas, onde a ordem das franjas ¢ N(x,y)=S(x,y)/A (POST,1994).

A separacdo S da frente de onda e a distancia entre franjas vizinhas varia
sistematicamente com x e y. Através qualquer intensidade de cor S(x,y)/A, haverd um valor
constante da ordem da franja, sendo N um nimero inteiro entre os valores escuros de franjas,
assumindo valores fracionarios entre franjas(POST,1994).

Por isso os valores da equagdo 63 sdo validos, e a intensidade luminosa, representada
pelo contraste deve ser medida e analisada no mesmo lugar do espaco onde aparece. O mesmo
acontecendo para deformagdo em trés dimensdes, pois a luz ¢ emitida de superficie irregular,
ou com varia¢des em sua topografia. Ficando claro que a modificacdo na separagdo S(x, y)
alterara os padrdes obtidos.

A figura 06 mostra a formagdo dos padrdes a partir da transmissao de luz entre duas

grades com diferentes periodos.
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Figura 06: Formagao das franjas de moiré pela transmissao da luz através de dois reticulos

constituidos de linhas paralelas superpostos com periodos diferentes (CLOUD, 1988).

3.2 - TECNICA DE MOIRE.

Quando se olha através de duas telas ou grades sobrepostas, nota-se a formacao de
padrdes ou franjas, que sdo resultado da combinagdo das linhas dessas telas. Esse fenomeno ¢
chamado de fendmeno ou efeito de moiré; e as franjas produzidas sdo chamadas de padrdes ou
franjas de moiré. A palavra “moiré” ¢ de origem francesa que quer dizer "molhado", e
denomina um tecido de seda, importado da antiga China. Esse tecido ¢ composto de duas

camadas semitransparentes, e quando existe movimento relativo entre estas camadas aparecem

padrdes semelhantes a ondas, denominadas franjas de moiré. (LINO, 2001).
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Figura 07: Franjas de moiré produzidas pela sobreposic¢ao de duas grades. (CLOUD,1988;
POST,1994).

As técnicas perfilométricas dividem-se em “com contato” e “sem contato”, segundo a

classificagdo de CURLESS (2001), mostrada no diagrama abaixo:

TECNICAS PERFILOMETRICAS

V' ~a

Com Contato Sem Contato
Nao Destrutiva Destrutiva Refletiva Transmissiva

Maquinas Bracos Fatiamento N30 Opticas | Opticas
para articulados

Medicao

de

Coordenadas .
Microondas Sonar Radar

Diagrama 01: Divisdo dos métodos 6ticos em “com contato” e “sem contato”

Curless ainda divide as técnicas oticas em “passivas” e “ndo-passivas”,
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TECNICAS PEFILOMETRICAS OPTICAS

o ~

Passivas Ativas
Estereoscopia Contorno Imagem Profundidade Ativa
por de Radar por Desfocagem
silhueta
Contorno por Profundidade Triangulacao Estereoscopia
sombreamento por Focagem/ \ 4 Ativa
Desfocagem

Interferometria

Holografia

Diagrama 02: Divisdao do método de moiré em técnicas “passivas” e “ativas”.

Segundo LIVNAT (1985) a técnica interferométrica de moiré ¢ caracterizada por

uma lista de excelentes qualidades, incluindo:

. Técnica instantanea de representacdo: o campo de deslocamento pode ser visto no
momento em que a carga ¢ aplicada,

o Alta sensibilidade no campo de deslocamentos U e V: tipicamente 2,4 franjas por pm
e superiores para andlise microscopica, e virtualmente nenhuma sensibilidade no campo W,
isto &, para fora do plano de deslocamento,

. Alta resolugdo espacial: as medidas podem ser feitas em superficies estreitas,

. Alto raio de sinal em relagdo ao ruido: os padrdes das franjas tém alto contraste e

excelente visibilidade,

o Largo campo para medidas: o método ¢ compativel com um largo campo de medidas

de deslocamento, deformacao e gradientes de deformacao.
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D. TOLLENAR, citado por LINO (2001), estudando o fendmeno, em 1945,
descobriu que as franjas de moiré sdo, na verdade, magnificadoras de movimento, e que
poderiam dar uma alta sensibilidade a medi¢des de movimentos relativos.

As Técnicas de Moiré sao um conjunto de técnicas versateis baseadas no fendmeno
de moiré, usados para medi¢cdo de deformag¢do no plano e fora do plano, contornos
topograficos, inclinagao, curvatura e formas dos objetos.

As técnicas Oticas tém sido empregadas na engenharia e na medicina como em outros
diversos campos, na medi¢ao de contornos irregulares (LINO, 2002). A manuten¢do intacta
das caracteristicas externas do produto € o grande trunfo para utilizagao de métodos 6ticos em
materiais sensiveis como os bioldgicos, além da rapidez das medidas e do armazenamento da
informacdo adquirida em memdria digital.

Uma das aplicacdes praticas estd na fisioterapia, na medig¢ao da topografia do corpo
humano, conforme figura 08.

O efeito Moiré ¢ a interferéncia mecanica da luz, obtida pela superposi¢do de uma
rede de linhas (CLOUD, 1998).

Superpondo duas grades com linhas eqiiidistantes com diferentes periodos, “p” e “q”,
e promovendo um pequeno angulo entre as grades conforme figura 09, obtém-se as franjas de
moiré pela intersec¢do das linhas de grade, sendo os olhos responsaveis pela integragao das

areas pretas, sendo esse efeito mais pronunciado quando o periodo das grades ¢ menor.
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FIGURA 08: PADRAO DE FRANJAS DE MOIRE REPRESENTANDO A MUDANCA NA TOPOGRAFIA

DO MECANISMO ESCAPULAR HUMANO COM ESFORCO MUSCULAR (CLOUD, 1988).

O efeito Moiré ¢ a interferéncia mecanica da luz, obtida pela superposicdo de uma
rede de linhas (CLOUD, 1998).

O método de moiré ¢ usualmente utilizado no estudo de mecanica experimental e na
pratica de engenharia (POST, 1994), énfase dada a corpos submetidos a esforcos, sendo
utilizado para medi¢do de deslocamentos no plano e fora do plano.

De acordo com CLOUD, o primeiro passo para analise de moiré é estabelecer a
relagdo entre grades superpostas e o padrao de moiré resultante. Oster, Wasserman e Zwerling,
1964 e Parks, 1987 citados por CLOUD, estabeleceram relagdes paramétricas de forma
simples e intuitiva, ndo sendo essa relacdo utilizada para superposicdo de estruturas
complexas.

Superpondo duas grades com linhas eqiiidistantes com diferentes periodos, “p” e “q”,
e promovendo um pequeno angulo entre as grades conforme figura 09, obtém-se as franjas de
moiré pela interseccao das linhas de grade, sendo os olhos responsaveis pela integracao das

areas pretas, sendo esse efeito mais pronunciado quando o periodo das grades ¢ menor.
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O padrao de moiré ¢ formado pela intersecao de duas linhas estreitas com periodos p

e q com angulo 0 entre elas, conforme figura abaixo:

o = o M =
E E E E E
m='1 N 5\ H
\ i 1|\'\ -
[
‘ ~—P

O —
s R

KNEN N

‘ i
\f\ \ \
N=-1| '
e ™ -
jﬁ.ﬂﬂﬂﬁ.ﬂ
origem: |=m=N=0
x=y=0

FIGURA 09: FORMACAO DE FRANJAS DE MOIRE PELA SUPERPOSICAO DE GRADES DE LINHAS

COM PERIODOS P E Q E ANGULO ® PEQUENO ENTRE LINHAS (CLOUD, 1998).

As relagdes matematicas entre os parametros das grades e a franja sdo conseguidas

através de geometria. As linhas da grade vertical sdo descritas como:



x=Ip (64)

€6

onde “I” ¢ um numero inteiro e “p” o periodo da grade.

A segunda familia é expressa como:

x-cos@ =mq—y-sin@ (65)
ou
x="4 —y-1g6 (66)
cos@
obtém-se:
(67)

x-cos@+y-sinf
m =
q

(13 2 (1P

onde “m” ¢ um numero inteiro ¢ “q” o periodo da respectiva grade.

A origem do sistema de coordenadas ¢ em | = m = 0. A franja de moiré passa pela
origem, tomada como franja de ordem zero (N=0).
A ordem da franja ¢ obtida pela relagdo:
68
m-1=N (68)

onde “N” ¢ o nimero inteiro definindo a ordem da franja, podendo ser observado na figura 09.

Substituindo as equacdes 64 e 67 na equagao 68, obtém-se:

(69)
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(p-cos@—q)x+ py-sin@
rq

N

demonstrando que para uma ordem de franja, o valor a esquerda da equagao 69 ¢ constante.

Quando a rotagdo entre as grades ¢ pequena, obtém-se uma relacdo linear:

(p—q)x+p-6-y=Npq (70)

supondo que:

_ (p—q) _ deslocamento )

gx ..
p forma _original

a equacao 70 pode ser expressa:
eXx+0-y=Nq (72)

0 que mostra que a ordem das franjas de moiré dependem somente dos periodos iniciais das
grades e suas relativas posi¢des e orientacdes. Todos os métodos de moiré utilizam e mesma
idéia (CLOUD, 1998).

Existem técnicas e variagdes para se obter a superposi¢ao de franjas, no plano:

. Técnica de dupla exposi¢ao;

o Técnica de dupla exposi¢ao com dois negativos;
o Aparato de sobreposicao Otica;

o Meétodo de superposicao com espelho parcial.

Quando a medicao requerida esta fora do plano x-y, ou quando se faz o mapeamento

da topografia de um objeto tridimensional, as técnicas utilizadas sao:

° Sombra de moiré;
° Reflexdo de moireé;
. Projecao de moiré.
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que serao explicados nos topicos a seguir.

3.2.1 - CLASSIFICACAO.

A primeira classificagao ¢ feita por SCCAMMARELLA (1982):

o Técnica de Moiré ou Técnica de Moiré Intrinseca: produgdo da interferéncia da foto

deslocada em relagdo a sua posi¢do inicial.

o Moiré de Proje¢ao ou Moiré de Sombra: producao da interferéncia da foto deslocada

em relacdo a um plano de referéncia.

. Moiré de Reflexdao: producdo da interferéncia da foto deslocada angularmente em

relagdo a um plano de referéncia.

Outras classificacdes mais recentes sdo feitas em relagdo ao periodo das franjas, ASSUNDI

(1998), levando em consideragdo o periodo do reticulo:

. Técnica do Reticulo: geralmente utiliza reticulos com periodo maior que 1mm.
. Técnica de Moiré: utiliza reticulos com periodo variando de 0,1 a Imm.
o Moiré Interferométrico: utiliza reticulos com periodo menor que 0,1mm.

Também AJOVALASIT (1998), classificou a técnica em relagao ao tipo de deformagao:

o Moiré geométrico plano: Fornece os componentes “u” e “v” do deslocamento no

plano; ¢ de baixa sensibilidade.

€ .9 (1))

o Moiré interferométrico: De alta sensibilidade e que fornece os componentes “u” e “v

do deslocamento no plano.
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o Moiré holografico: De alta sensibilidade e que fornece os componentes “u” e “v” do

deslocamento.
o Moiré por reflexdo: Fornece os componentes “px” e “¢py” da rotagao
o Moiré de Sombra ou de proje¢do: E o método que fornece a linha de nivel do

componente analisado com respeito ao reticulo de referéncia.

3.2.2 - MOIRE DE SOMBRA.

O método da sombra de moiré utiliza a sobreposi¢ao da grade com a sobra refletida no objeto

(Takasaki, 1970, citado por CLOUD, 1998), conforme esquema da figura 10.

7 -

direciio de
iluminacdo, O

lentes

intensidade
observada

grade de
referéncia

] L \\BK \ \\ﬂmmnagao
sombradagrase —— 7
N

N

FIGURA 10 - INTENSIDADE LUMINOSA OBSERVADA EM PERFIL DA FRANJA DE MOIRE PELA

SOBREPOSICAO DE RETICULO DE REFERENCIA E DA SOMBRA DA GRADE. (CLOUD,
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1998).
TAKASAKI apresenta em trabalho, superficie de manequim obtida pela técnica de

moiré de sombra, conforme figura abaixo:

FIGURA 11: SISTEMA DE LINHAS DE CONTORNO DE MANEQUIM OBTIDAS PELA TECNICA DE

MOIRE DE SOMBRA, COM ILUMINACAO LIVRE (TAKASAKI, 1970).

Na figura abaixo, vista em corte, a luz passa pela grade de referéncia e encontra os
pontos A, C e E no espécime. A luz ¢ obstruida nos pontos B e D, deixando a superficie

escura. Forma-se regides claras e escuras na superficie.
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/— grade de
referéncia

obhservador

N, g=Wtan a+ Wtan j3

Zz

8
W = - N
tan@+tan 2

superficie
do espécime

fonte

FIGURA 12: GEOMETRIA E RELACOES MATEMATICAS DO MOIRE DE SOMBRA (POST, 1994).

Das relagdes geométricas obtém-se a formula:

8
=——N
tang +tan f ° (73)
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3.2.3 - MOIRE DE PROJECAO.

No método de projecdo, a grade ¢ projetada no objeto e as fotos deformadas e
indeformadas sdo posteriormente sobrepostas em computador.

POST apresenta a relagdo para medicao do deslocamento, conforme figura abaixo.

2w

ESPECIME : >
DEFORMADO ! )
POSICAO g'=gcosa
ORIGINAL

FIGURA 13: ESQUEMA DE EXPOSICAO DUPLA DE MOIRE DE PROJECAO PARA MEDIDA DE
DEFORMACAO (POST, 1994).

Constata-se que as formulas apresentadas para moiré de projecao e moiré de sombra sao

idénticas, utilizando maquina perpendicular a posi¢do original (tan B =0).
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3.2.4 - SENSIBILIDADE DA TECNICA DE MOIRE.

Através da técnica interferométrica de Moiré se consegue estabelecer padrdes com alta

resolucdo espacial e excelente claridade (WEISSMAN, 1982).

7/T=0.75 tT=05 oT=0.25

e
B

(a) (b) ©)

visibilidade visibilidade visibilidade
da franja da franja da franja

1 1 1

0.75 /\ / 0.75 0.75
0.5 0.5 0.5

0.25 0.25 0.25 /\\ /

0 > 0 > 0 >

(d) (e) ®
D D D

1 1 1
0.75 0.75 0.75 \/ \
0.5 0.5 0.5

0.25 0.25 0.25

0 > 0 = 0 &

(8 (h) (1)

Figura 14: Moiré entre duas grades idénticas, com mesmo periodo e angulos, com angulos
de abertura (a) 0.75, (b) 0.5 e (¢) 0.25. (d), (e) e (f) mostram os respectivos padroes de
moiré em termos de refletancia ou visibilidade da luz[ 0<I<I ]. (g), (h) e (i) mostram os
padrdes de percepgao do moiré para o olho humano, em termo de densidade (AMIDROR,
2000).

A sensibilidade depende, principalmente, do periodo do reticulo da grade, sendo o

periodo inversamente proporcional a sensibilidade. Segundo ASSUNDI (1998), a frequéncia
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para reticulos ¢ de 20 a 40 linhas por mm, no caso de moiré geométrico, € 1000 a 2000 linhas
por mm para moiré interferométrico, e apresenta a freqii€ncia do reticulo e a sensibilidade no

seguinte quadro:

™ Frequiéncia (linhas/mm) Sensibilidade (um)
De sombra <20 100
Geométrico Plano 20a40 25
Interferométrico 1000 a 2000 0.5

Tabela 02 - Freqiiéncia do reticulo para cada tipo de moiré, com a respectiva sensibilidade.

A relacdo entre nimero de ordem da franja e o deslocamento é:

U(x,y) =%Nx x.5) (74)

V(xy) =%Ny x3) (75)

Sendo f ¢é a freqiiéncia do reticulo de referéncia, U(x,y) e V(x,y) sdo,
respectivamente, o deslocamento na direcdo x € y, Ny o numero de franjas produzidas pela
deformacao do objeto, e Ny o nimero de franjas quando a grade de referéncia e rotacionada de
90°.

Quando a deformagdo ¢ necessaria, recorre-se as componentes de deformacao,

retiradas diretamente do campo de deslocamentos (TIMOSHENKO, 1970):

B ou
&= (76)
P (77)

" dy
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ou o

=—+
& oy Ox

De onde se deduz que:

1(@ij
e =—
Yo fUox

1(oN. oN,
}/xy = +
fl oy ox

que sdo aplicaveis a cada ponto do campo de deslocamentos.

(78)

(79)

(80)

(81)

Um bom exemplo dado por Post (1994), no caso de rotagdo pura de 1°, com periodo

do reticulo de 2400 franjas por mm, o padrao de moiré teria uma sensibilidade de 42 franjas

por mm. Outro exemplo retirado de LINO (2001), para uma deformag¢ao de 5S0um em x com

periodo de franja de 10 mm, necessita-se de um reticulo com 2000 franjas por milimetro.

3.2.5- IDENTIFICACAO DA ORDEM E POSICAO DA FRANJA.

POST apresenta método para identificacdo de franjas para medicdo de deformagdes

fora do plano por método grafico, apos obtidas as franjas de moiré, conforme figura abaixo.
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FIGURA 15: (A)PADRAO DE FRANJAS DE MOIRE DA SUPERFICIE, PARA OBJETO DESCARREGADO,

(B)PADRAO DE FRANJAS DE MOIRE PARA OBJETO CARREGADO, NY , APOS INTERFERENCIA

DE FRANJAS DE OBJETO CARREGADO E DESCARREGADO, (C) N NA SECAO AA”,

(D)DEFORMACAO DO ESTRESSE INDUZIDO, SECAO AA’.
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Esse tipo de tracado, praticamente manual, torna a andlise de deslocamentos e

deformacdes pratico e rapido, podendo ser implementado em algoritmo.

3.4 - TEORIA DA VIGA EULER-BERNOULLI.

A viga ¢ o elemento estrutural projetado para suportar cargas laterais. Como o
deslocamento ¢ predominantemente transversal a linha eldstica, forgas cortantes internas e
momentos fletores sdo gerados. O comportamento dinamico das vigas ¢ denominado flexdo
(DOYLE, 1997).

Considerando a viga com as cargas aplicadas conforme figura 16, a teoria de Euler-
Bernoulli assume a presenca de uma deflexdo da linha elastica v(x, t), pequena, com vibragdo
limitada ao deslocamento do plano Oxy (GERARDIN, 1997) e sec¢do transversal da viga

indeformada e material isotropico.

s I
= - vy
T Ax M+AM

FIGURA 16: VIGA DELGADA SUBMETIDA A FLEXAO E ELEMENTO CARREGADO TiPICO (DOYLE,
1997).

Como a teoria de viga de Euler-Bernoulli propde que a deflexdo vertical ¢
aproximadamente constante ao longo do comprimento, enquanto no deslocamento horizontal a
area da secdo permanece perpendicular a linha eléstica e sem deformagdo na sua face,

desprezando-se a presenca de qualquer forca cortante pertencente a ela.
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Comeca-se expandindo os deslocamentos da série de Taylor para deslocamentos no

meio do plano (DOYLE, 1997):

u(x,y)~u(x,0)+ yg—z +...=u(x)—yp(x)+... (82)
v(x,y)=v(x,0)+ yZ—‘7 +...=v(x)+ yp(x)+... (83)
y=0
onde:
u(x) = u(x,0) (84)
v(x) =v(x,0) (85)
px) =2 (56)
o,
ov
o(x) = (87)
o),

Como o interesse é s6 em deformacdes devido a flexdo, define-se u(x,y) =0, e

como nao ha esforgo cortante:
_ 88
(X, y) =~ yp(x) 9
v(x,y) = v(x) (89)

e a deformacao axial e cortante, relativas a essas deformagoes, sera:
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, _0n__ 0
o T Y (90)

@5 (.2 N
Vxy Oy Ox ox ©1)

Para uma viga delgada, com a hipotese assumida que ndo ha forga cortante, apesar

dela existir, deduz-se:

ov (92)
P(x) =—
ox
e a unica deformacao diferente de zero torna-se:
0%y (93)
Exx =Y
x>

Para uma viga delgada, pode-se esperar Gyx como stress dominante. Com essa
suposicao, a viga estd submetida a um estado uniaxial de tensdo, aplicando a Lei de Hooke,

deduz-se:
Oxx = _)’Ea— =—-yE—- (94)

Esquematizando a disposicao da Gy no corte transversal da viga, tem-se:
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FIGURA 17: CORTES TRANSVERSAIS DA VIGA MOSTRANDO DISTRIBUICAO DO STRESS E

DIMENSOES.

O momento fletor total da viga ¢ dado pela expressao:

M = jaxxydA 95)
como momento de segunda ordem é:

_ (.2
I, = j y2dA (96)
e ¢ constante para toda a viga, tem-se:

2
M =—EI Q (97)
ox?

como:
o’M

—=q(x) (98)

ox
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entao:

o'v(x) 1 (99)
PR

Para viga de se¢do retangular, representada na figura 17, obtém-se:

3
,_bh

_on (100)
12

3.4.1 - VIGA ENGASTADA:

Y
!
_-. H
EI pA fv(x.1)
......................... T T —
__,.-'—F'-
X d Eymmx g
yi0)=0
3 3
dy[0)/dx=0 d”y(l}/dx =0

FIGURA 18: ESQUEMA REPRESENTANDO VIGA ENGASTADA COM CARGA ESTATICA NA
EXTREMIDADE.(THOMSON, 1973).

Para determinar a deflexdo da viga engastada em cada ponto de seu comprimento,

supondo uma forga concentrada estatica na extremidade livre, tem-se:

(101)
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M =-Pl+ Px

Substituindo na equacao diferencial:

2 (102)
Pl Pe=E1 2
ox
Integrando-se em todo o comprimento da viga, tem-se:
2
e+ P % (103)
ox
Novamente, integrando em todo o comprimento da viga, obtém-se:
_ 2 3
Pix + Px + €\x +C, = Elv(x) (104)
2 6 2
Substituindo as condi¢des de contorno indicadas na figura acima:
dy(0)
it e
e (105)
y(0)=0 (106)
Obtém-se:
_ 2 3
lex N Px — Elv(x) (107)
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Para deflexdo na extremidade da viga, tem-se a elongagdo méaxima: v(L) = vy =

Amax

Pl (108)
max EI

3.4.2 - VIBRACOES TRANSVERSAIS LIVRES EM SISTEMAS CONTINUOS:

Considerando um volume infinitesimal a uma distancia x do fim de uma viga. O
comprimento do volume infinitesimal ¢ 8x, p a densidade, A a 4rea da segdo transversal, Iy o

momento de area e E o mddulo de elasticidade. Sendo V e M, respectivamente, Forca
Cortante e Momento Fletor, e sendo F(x, t) a for¢a na extremidade da viga, tem-se os esforgos

representados na figura 19:

3: qa(x)

EI pA e R ) I {
.................................................................................. S S W AN
T x ax M+AM

FIGURA 19: PARTE INFINITESIMAL DA VIGA, FORCAS CORTANTES E MOMENTOS FLETORES
AX = AX (SHABANA, 1991).

O somatoério dos momentos, sem levar em conta o efeito de inércia rotacional, é:
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M+aa£5x M - (V+%—5x)5x+61(x f)5x%—(pA5)§(@)
X

2 2
aaﬂ&c V5x—aa—§x +q(x, t)——(pAé—)(a—) 0
X

Com 8x muito pequeno:

VoM
Oox

Aplicando-se a segunda lei de Newton, o equilibrio dindmico torna-se:

2
pA5xa——V a—Vé'x—V+q(x,t)5x
8;2 Ox

o%v oV
pA6—2 ZEJFQ(XJ)
t

Substituindo:

2
Y=+ Eh s g

or?

Entdo, substituindo o momento elementar para viga:
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(110)

(111)

(112)

(113)
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Na equacdo 116, tem-se:

0 2 1% 0 4V 116
pA—zz—EIy—4+Q(X,Z) ( )
ot ox
s EI y . .
sendo o carregamento q(x,t) = 0 e substituindo ¢ = i tem-se a equacao diferencial
yo

parcial de quarta ordem representativa do movimento:

Oy adt

— = 117
ot? ¢ ox* (1

e sua solugdo pode ser obtida pela técnica da separacdo das varidveis. Assumindo-se a solugdo

da forma:

v =K(x)e(r) e

tal que ¢(x) seja uma funcdo dependente apenas do espaco, e ¢(t) dependente apenas do

tempo. Diferenciando em relagdo ao espago e em relagdo ao tempo tem-se:

6_2‘} — K(x)m (119)
or? o>

0%v _ 0%k(x) o) (120)
x> ox*

Substituindo as equagdes e rearranjando, obtém-se um lado da equagdo em fungdo do

tempo e o outro em fun¢do do deslocamento:
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002"
o) R

(121)

A tunica possibilidade de satisfazer a equagdo 56 para todos os valores de tempo e
coordenadas em “x” ¢ determinar que ambos os lados sdo constantes e que a constante ¢ igual

para ambos os lados:

oW _ 2 K0 _ 2 (122)
@(t) K (x)

e sendo cada parte da equacdo igual a constante, usa-se 0 método de separagdo das variaveis:

P+ wp=0 (123)
2
v W
W 124
K =" 0 (124)

A solu¢do da equagdo 123 ¢ dada por:
(p(t) = D1 sin wt + D2 cos wt (125)

e para equacao 124 assume-se que a solugao do tipo:
K(x) = Ee™ (126)

Substituindo na equacao 126 na equagao 124, tem-se:
w

[/14 —(—)2}Eeﬂ~* =0 (127)
C
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[w
A -B*=0; sendo B = o (128)

as raizes da equagao 128 sdo:

(129)
A = B:
xl B[; (130)
2= -P;
hs = iP: (131)
Ay = -ip (132)
e a solucdo geral pode ser escrita da forma:
P(x) = Eleﬂx + Eze_'gx + E3eiﬂx + E4e_iﬂx (133)

eliminando a componente complexa da equacao utilizando as relagdes de Euler para varidveis

complexas, tem-se:

134
¢(x) = Essinhfx + Eg cosh fx + E;sinfx + Eg cos fx (139)
e unindo as duas equacdes na formula original:
v(x, t) = (Egsinhfx + E cosh fx + E sinfix + Eg cos fx )(D; sin wt + D; cos wt) (135)

onde w ¢ definido, de acordo com a equagdo 128 como: w = cﬂz

As condig¢des de contorno para viga engastada estdo descritas na figura 20:

45



b
_-. K
EI pA fv(x.t)
......................... B T —
/_-"
X dzy[I]!d::2=I]
»(0)=0
3 3
dy(0)/dz=0 d y(l)/dx " =0

FIGURA 20 — CONDICOES DE CONTORNO DE VIGA ENGASTADA
Aplicando as condi¢des de contorno, obtém-se:

(V)x:O = E5 + E7 =0

E5 = -E7
dv : :
(—j = B(Essinhix + Eg cosh x + E7sinkx + Eg coszoc)x_o =0
dx x=0 -
B(Es+Es) =0
E6 = -Eg

2
(d ;J = ,52 (Es5 cosh fx + Egsinhfix — E7 cos fBx — Egsinfix) ,_g =0
dx

x=I

Es(cosh Bl + cos Bl) + E¢(sinh Bl + sin fl) =0

3
(%J = 3 (Essinhfx + Eg cosh B+ Eqsinf — Eg cos fix),_o =0
* Jx=0

Es(sinh Bl - sin B1) + E¢(cosh Bl + cos Bl) =0
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Das equacdes 73 e 74, obtém-se:

cosh Sl +cos Bl sinhfl + sinfl

_ (140)
sinhfl —sinffl  cosh fl +cos fl
que ¢ redutivel a:
cosh flcos fl+1=0 (141)

Calculando-se: cos [l = — , chega-se a resposta acima para modos superiores

cosh /il

a3:

FIGURA 21: SOLUCAO INTERATIVA NO MATLAB PARA AUTOVALORES DE FREQUENCIA.

WEAVER apresenta a tabela 03 com as solugdes para os valores de B para os

diversos modos.

47



Condig¢do de contorno i=0 i=1 i=2 i=3
Viga engastada = - 1.875 4.694 7.855
i=4 i=5 i=6 i>6
10.996 14.137 17279  =(-%2)n

Tabela 03: Constantes 3 para os diversos modos (WEAVER, 1990).

As diversas freqiiéncias naturais, sdo obtidas a partir da relacao:

i2 ETy
wilrad/s]="—F,|— 142
j 2 \/ oA (142)

sendo, para o primeiro modo:

- (1.875)% |Ely (143)
= /
12 PA

e o segundo:

N (4.694)% |ELy (144)
)= /
12 PA

€ assim sucessivamente.

A figura abaixo, apresentada por TIMOSHENKO, apresenta as primeiras trés formas

modais para viga engastada.
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FIGURA 22: (A) FORMA DO PRIMEIRO MODO DE VIBRACAO DE VIGA ENGASTADA, (B) FORMA

DO SEGUNDO MODO E (C) FORMA DO TERCEIRO MODO (TIMOSHENKO, 1970).

A figura 23 apresenta as primeiras quatro formas modais de vibracdo da viga

engastada, com respectivas posi¢des dos nos.
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primeiro modo

posigio de equilibrio

- —_—

segqundo modo

terceiro
modo

quarto
modo

0.358 /_\ 0.906
a - - - 1

FIGURA 23: FORMAS MODAIS CARACTERISTICAS PARA VIGA ENGASTADA UNITARIA
(McCALLION, 1973).

PRODONOFF continua desenvolvendo a equagdo para obten¢do das formas dos
modos.

Utilizando os resultados para as constantes das equacdes acima obtida para condi¢des

de contorno de viga engastada para deflex@o da viga em funcdo de x, ¢(x) toma a forma:

P(x) = Eg(sinfix + %cos S — sinhfx — %cosh L) (145)
8 8

das relacoes obtém-se a relacao:
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E; _ sinfl+ sinhfl (146)

Eg cos fl + cosh gl

substituindo obtém-se a féormula para deflexao da linha elastica para os diversos modos:

sinfl + sinhfl
cos fl + cosh gl

P(x) = G;[(sinfx — sinhfix) — (147)

(cos fx —cosh fx)]

onde C; ¢ uma constante arbitraria para o modo “i”.

GENTA (1993) apresenta a equacdo da forma do modo como:

d(x) = NLZ[(sin% - sinh%) - N (cos% — cosh%)]

onde:

_ sinf +sinhf3

b cos 3+ cosh © Ny = sinff = sinhf — Ny (cos(f5) — cosh(/3))

Associando as duas equagdes acima, obtém-se a formula geral para a forma modal:

Pmedido (X) = i[(sin& — sinh &) - N, (cos& —cosh &)]
N, ) ) [ [
as formas modais, calculadas para cada modo, na forma adimensional, & = al sdo

489.97°

apresentados nas figuras abaixo:
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0.3671 (sin(1.875 %)-sinh(1.875 x)-(1.3622) (cos(1 875 x)-cosh(1.875 X))
T T T T T T T T

FIGURA 24: FORMA MODAL CALCULADA PARA PRIMEIRO MODO.
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(-0.5093) (sin4.694 x)-sinh(4.694 X)-(0.9819) (cos(4.694 X)-cosh(4.694 X))
T T T T T T T T T

FIGURA 25: FORMA MODAL CALCULADA PARA SEGUNDO MODO.
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(0.5) (sin(7.855 x)-sinh(7.855 x)-(1.0008) (cos(7.855 x)-cosh(7.855 x)))
T T T T T T T T

FIGURA 26: FORMA MODAL CALCULADA PARA TERCEIRO MODO.

As equagdes utilizadas no calculo das formas modais do primeiro, segundo e terceiro

modos sdo, respectivamente:

C

‘=G0

)(sin(1.875* &) — sinh(1.875*&)) —1.3622 * (cos(1.875 * &) — cosh(1.875 * £))]

2(x) = (m)[(sin(4.694 * &) — sinh(4.694* £)) — 0.9819 * (cos(4.694 * &) — cosh(4.694 * &£))]

C

4= 0020

)(sin(7.855* &) — sinh(7.855* £)) — 1.0008 * (cos(7.855 * &) — cosh(7.855 * £))]
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3.5- ORTOGONALIDADE DOS AUTOVETORES.

O desenvolvimento dessa propriedade pode ser usado para obter um infinito niimero
de equagodes diferenciais ordinarias de segunda ordem desacopladas, cuja solugdo pode ser
apresentada numa forma simples fechada, e para justificar o uso de técnicas aproximadas para
obter um modelo dimensional finito para os sistemas continuos, com um certo grau de
acuracia, para a vibragdo dos referidos sistemas. Além disso, o uso dessa propriedade conduz
para as importantes defini¢des de: massa modal, constante de elasticidade modal e coeficientes
de forca modal para sistemas continuos.

Os autovetores sdo ortogonais com relacdo a matriz de rigidez e de massa. Essa
propriedade pode ser demonstrada escrevendo a equacao do equilibrio dindmico num oscilador

harmonico para o modo i-€simo:

[k g, } = w*[MJig,} (148)

A equagdo pode ser multiplicada pela transposta do vetor de Eigen j-ésimo e somada
com a equacgao similar escrita para o j-ésimo modo, pré-multiplicada pela transposta i-ésima do

vetor de Eigen, com sinal invertido:

(Lz-izj{qﬁ,}f[mw,.}:o, (149)

lembrando da simetria da matriz [K].

Do mesmo modo pode ser mostrado que:
(Wi2 _sz‘){¢j}t[M]{¢i}:O’ (150)
para as equagdes acima, quando i1 #j :

6.y Mg, }=0; (151)
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6.} [k, |=0: (152)

que sdo relagdes definindo a ortogonalidade dos autovetores, com respeito as matrizes de

massa e elasticidade, respectivamente.
Quando 1 = j, os resultados dos mesmos produtos sdo diferentes de zero, resultando as

constantes: massa modal e constante de elasticidade modal, ambos para o modo i-ésimo:
6.} (MY, }=M, (153)
(6.} [k, =K, (154)
relacionados pela expressdo da frequéncia natural:

K.
7 (155)

A matriz de massa modal e a matriz de elasticidade modal podem ser obtidas da

seguinte relagdo, baseada na matrix de autovetores [®]:
[@] [M]]= diagip, | = [M] (156)
@] [k]o]= diag{K, | = [K] (157)
A matriz de autovetores pode ser usada para transformar o sistema de coordenadas:
{xf =[x} (158)
ch=[@] " {x} (159)
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Isso se soma as expressoes genéricas do vetor n-dimensional {x}, que determina a
€69

configuracdo do sistema, como uma combinacdo linear dos autovetores usando “n

coeficientes de proporcionalidade. Isso ¢ possivel através da propriedade dos autovetores de
serem linearmente independentes e depois, formar um possivel sistema de referencia no
espaco das configuragdes do sistema.

Os autovetores ndo sdo ortogonais entre si. O produto [@]'[®] ndo resulta em uma
matriz diagonal, e [D]" = [D].

Se as coordenadas modais, equagdo 38, sdo introduzidas na equacao de movimento,

tem-se:

(07 g+ [ fx} = {F (160)

)+ [ - 7 (6D

onde :

F(0) =14 {F0)} (162)
Para sistemas sem amortecimento, ou com amortecimento proporcional, todas as

matrizes sdo diagonais, e a equagdo 161 torna-se um conjunto de equagdes diferenciais de

segunda ordem desacopladas, tornando o sistema com n graus de liberdade ¢ quebrado em n

equagdes, cada uma com um grau de liberdade.
[Mi]{&—l_ [I?z ]{K}: {FI} (163)

Os autovetores sao solugdes dos conjuntos lineares de equagdes homogéneas e ndo sao

os unicos. Para cada modo existe uma infinidade de autovetores, todos proporcionais entre si.

57



A resposta, no tempo, para uma excitacdo arbitraria pode ser computada da seguinte

forma:

1. computando os autovalores e os autovetores do sistema e normalizando os
autovetores;

2. computando as for¢as modais como fungdes do tempo;

3. resolvendo o sistema de n equagdes (equagdo 161), na ordem, para se obter a historia
temporal da resposta em termos de coordenadas modais;

4. combinando as respostas computadas através da equagdo 159, que conduz a historia
temporal do sistema em termos das coordenadas {x}.

€9

Esse procedimento tem a notavel vantagem de trabalhar com “n” equacdes
diferenciais desacopladas, enquanto uma solucdo direta requererd a integracdo de “n”
equagdes diferenciais acopladas.

Outra vantagem consiste em que nem todos os modos sdo importantes para determinar
a resposta do sistema. Se os graus de liberdade sdo muitos, um nimero limitado de modos,
usualmente caracterizados por baixas freqiiéncias, sdo suficientes para se obter a resposta com
boa acurécia.

Quando alguns modos sdo negligenciados, a matriz reduzida de autovetores, as quais
serdo referidas como [<I>*], ndo ¢ quadrada. A primeira transformagdo, equacao 159, ainda
pode ser efetuada, mas a transformacao da equagdo 160 ndo ¢ mais possivel.

A coordenadas modais {k} podem ser computadas das coordenadas fisicas {x} pré-

multiplicando ambos os lados da equacdo 159 por [®]'[M] e pela inversa da matriz de massas

modais, obtendo assim:

(164)

{c} =[] o [ [ )
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3.6 - VIBRACOES TRANSVERSAIS FORCADAS EM SISTEMAS CONTINUOS.

3.6.1 - CONSIDERACOES GERALIS.

Nos sistemas discretos, a equagao diferencial de movimento, pode ser facilmente
substituida por um conjunto de funcdes lineares. A matematica usada para esse estudo ¢ a
algebra matricial.

A situacdo para solidos elésticos deformaveis ¢ diferente, pois eles sdo modelados
como continuum linear eldstico, isto ¢, pode ser imaginado como uma infinidade de pontos.

Para descrever a configuragdo inicial do corpo, um sistema de coordenadas se torna
necessario, sendo que muitos casos podem ser estudados em duas dimensdes, mas ha os que
uma aproximacao tridimensional ¢ necessaria.

A configuracdo a qualquer tempo pode ser obtida da configuragdo inicial, como uma

funcao vetorial, expressando os deslocamentos em todos os pontos, conforme figura 27.

configuracao deformada no tempo t

configuracao nao-deformada

>
¥
FIGURA 27: DEFORMAGCAO DE CONTINUUM ELASTICO (GENTA, 1993).

O deslocamento de um ponto ¢ um vetor, com um nimero de dimensdes igual ao
numero de dimensdes do espaco usado. As coordenadas generalizadas podem ser manipuladas

como fungdes continuas, e a fun¢do X(x,y,z,t) ¢ diferenciavel em relacdo ao tempo pelo
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menos duas vezes, sendo a primeira, a velocidade, e a segunda, aceleracdo, podendo haver
derivadas de ordem superior.

Se o deslocamento e rotagdo puderem ser considerados pequenos, a defini¢ao usual de
stress e strain da teoria da elasticidade podem ser usadas. Quando a dindmica de um corpo
elastico puder ser ajustada em um problema linear, como acontece quando se considera o
comportamento do material como sendo linear ou ndo-linear geométrico, uma infinidade de
graus de frequéncias naturais existem, € como conseqiiéncia, uma infinidade de graus de
liberdade.

Nos ultimos dois séculos muitas técnicas de discretizacdo foram desenvolvidas com o
intuito de substituir equagdes diferenciais parciais por equacdes diferenciais ordinarias
contendo s6 derivadas em relacdo ao tempo, geralmente de segunda ordem, como as para
sistemas discretos.

Outra caracteristica do problema ¢ com relagdo ao esfor¢o computacional, devido ao
tamanho dos problemas autovetores e autovalores, obtidos pelas técnicas de discretizagao.
A classificacdo das técnicas de discretizagdo sdo apresentadas em trés grandes

grupos:

o A forma do corpo deformado pode ser substituida por uma combinagdo linear de n
funcdes conhecidas. Esse método pode ser chamado de método dos modos assumidos;

o A massa do corpo é agrupada em certo numero de corpos rigidos, colocados em
posigdes pré-determinadas do corpo deformado. Essas massas sdo conectadas por corpos sem
massa, possuidores de propriedades elasticas. Usualmente as propriedades do sistema sdo
consideradas uniformes no espaco. Com os graus de liberdade do corpo rigido, agrupados,
servindo para descrever o movimento do sistema, o modelo leva, intuitivamente, para um
sistema discreto. Enquanto a matriz de massa desse sistema ¢ facil de ser obtida, normalmente,
a matriz de elasticidade é mais dificil de ser obtida;

o Outra classe seria a da modelagem pelo método dos elementos finitos. O corpo ¢
dividido em um niimero determinado de elementos, chamados elementos finitos, em oposicao
as regides infinitesimais usadas para escrever as equagdes diferenciais do sistema continuo. A

forma deformada de cada elemento ¢ assumida como uma combinacdo linear de um conjunto
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de funcdes do espago de coordenadas utilizadas, através de um certo nimero de parametros,

considerados os graus de liberdade do elemento (GENTA, 1993).

3.6.2 - RELACOES MATEMATICAS.

A equacdo diferencial parcial da vibracao for¢cada ¢ dada abaixo:

2 4
pAZ—2+EI %— q(x,1)

De acordo com Pilkey a equagdo acima pode ser integrada diretamente, e em livros de
dindmica estrutural sdo apresentados diversos métodos. Mas para sistemas lineares, a técnica
mais usada € a superposicdo de modal, que emprega as respostas de vibragdes livres para
calculos de frequéncia e forma.

Separando as variaveis obtém-se:
V:Z¢i(x)(pi(t) (165)
i=1

De acordo com SHABANA (1991), multiplicando ambos os lados da equacao
diferencial parcial pelo deslocamento virtual ov e integrando para todo o comprimento da

viga, obtém-se:
’ 0%y
J{m—é‘v EI 8_5V X = jq(x t)ovdx (166)
0
Substituindo a equagdo 80 na equacdo 81, obtém-se:

DN {pA¢k<x>¢j(x)&+(E1z¢k"(x>] ¢,<x>cok]&p,dx=i [ate.09, (060, dx

j=1 k=1
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(167)
Fazendo a integragdo por partes:

(1., ¢,0ax=(61.6:) 8, ~(E1.638, ), + [ (B1.659 (168)

k

S —_—
o t—

Substituindo a equagdo 167 na equagdo 166, usando as condi¢des de contorno para

viga engastada e usando as relagdes de ortogonalidade dos autovetores, obtém-se:
Z[m,‘?,“rk,qj —Qj]§qj =0 (169)
j=l

onde m; e kj sdo, respectivamente massa modal e constante eldstica modal e:

0, = [ q(x,1)¢,xdx (170)

Como as coordenadas modais ¢;, com j = 1, 2, 3..., sdo independentes, a equagdo 169

se torna uma equagao diferencial ordinaria de segunda ordem desacoplada:
m@+k;q; =0, (171)
onde Q; ¢ a forca modal associada com a j-ésima coordenada modal e definida como:

Q; =F)¢;(x,) (172)

€C_ %

e que ¢j(xp) € a j-ésima fungdo de forma calculada no ponto “p” da viga.
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3.6.3 - MEDICAO DAS FREQUENCIAS DE RESSONANCIA.

As medigdes diretas da resposta em frequéncia sdo normalmente feitas com o

seguinte set-up experimental, figura 28, com apenas um ponto de excitagdo da estrutura:

sinal de
comando .
amplificador . Shaker
gerador de poténcia
l l Monitor
| ‘ transdutor
conirole | de forca
e Y LTI
' | l ¥ estrutura ///j'//
L /7 em teste
condicionador vi'Va L
analisador de sinais . M
amplificador =

transdutor
de resposta

FIGURA 28: COMPONENTES BASICOS DO SISTEMA DE MEDICAO E EXCITAGAO (EWINS, 1984).

De acordo com EWINS, ha trés aspectos basicos para obten¢do de dados confidveis

para posterior analise:

= Suporte mecanico e excitagdo correta da estrutura;

. Correta transdugdo das quantidades a ser medidas — input de forca e resposta do
movimento;

. Processamento de sinais apropriado para o tipo de teste.

Ha trés opcdes de suporte da estrutura:

= Livre ou ndo-restrita;
. Fixa, que requer apoios rigidos em certos pontos;
. In situ, onde a peca ¢ conectada a outra estrutura ou componente.
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Os transdutores sdo elementos muito importantes no sistema, pois ¢ essencial medida
acurada das excitacdes como das respostas da estrutura. Transdutores piezelétricos sdo
largamente utilizados para detectar tanto for¢a quanto acelera¢do. Deve-se ter o cuidado de
evitar a interferéncia na inercial na estrutura e utilizar um com performance adequada para a
frequéncia e amplitude do teste.

Os parametros de mobilidade podem ser obtidos diretamente aplicando excitacdo
harmoénica e medindo a resposta. Esse tipo de teste ¢ comumente chamado ‘sinewave testing’
e requer fixacdo da estrutura ao shaker. A espectro de frequéncia é coberto passando de uma

frequéncia a outra por variagdes muito pequenas e continuas.

3.6.4 - FUNCAO DE RESPOSTA EM FREQUENCIA.

De acordo com Ewins, nas figuras abaixo, as rotas de andlise de vibragdo sio:

descricio da modos de niveis de
estruiura — - vihracio — - resposta
modelo modelo modelo de
espacial modal resposta
massa, midulo fireq. naturais, FRF, resposta
de elasticidade formas modais de impulsos

FIGURA 29: ROTA TEORICA PARA ANALISE DE VIBRACAO (EWINS, 1984).

propriedades modos de modelo
da resposta W vihracio — - estrutural

FIGURA 30: ROTA EXPERIMENTAL PARA ANALISE DE VIBRACAO (EWINS, 1984).

No modelo proposto, viga Euler-Bernoulli, s6 se considera a massa e a constante

elastica.
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Considerando uma excitagao:
f)= fe™" (173)

e assumindo a solucao na forma:

x(t) = xe"! (174)

onde x e f sdo complexos para acomodar amplitude e fase, a equagdo de movimento toma a

forma:

; ; 175
(k — W2m)xe1wt _ felwt ( )

de onde se extrai o modelo de resposta na forma de fungdo de resposta em frequéncia — FRF:

w1
) f k —w2m

chamada RECEPTANCIA, também escrita como o(w). Nota-se que ela ¢ independente da
excitagao (EWINS, 1984).
Também se utiliza a resposta em frequéncia da velocidade, chamada MOBILIDADE:
iwt

Y(w) = e V. iwa(w)

felwl f

e a aceleracdo — INERTANCIA:

A(w) = % = —wla(w) (176)
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As formas comuns de apresentac¢do dos resultados sdo:

. Modulo (FRF) versus Frequéncia e Fase versus Frequéncia (diagrama de Bode);
Parte Real (FRF) versus Frequéncia e Parte Imaginaria versus Frequéncia e;

. Parte Real versus Parte Imaginéria (diagrama de Nyquist).

3.6.5 - COMPARACAO DAS FREQUENCIAS NATURALIS.

A comparacdo mais freqiiente e eficiente ¢ a das frequéncias naturais medidas e
calculadas pelo modelo matematico, que pode ser feita com uma simples tabulacdo, como
mostra a Figura 31:

700 9
600 | x7

500k

frequéncia medida [Hz)
X,

100
frequéncia predita [Hz]

o L_ 1 1 5N ] 1 I
[{s]e 200 300 400 500 600 700

FIGURA 31: COMPARACAO DA FREQUENCIA MEDIDA E FREQUENCIA PREDITA PELO

MODELO MATEMATICO (EWINS, 1984).
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As frequéncias calculadas pelo modelo podem ser impostas a lamina, através da
montagem do aparato da Figura 31, desde que as frequéncias exibam correlagao.

De acordo com EWINS, a medi¢do para evitar a discrepancia deve ser feita no ponto
de aplicagdo da forca, apos calibragem do analisador de sinais com massa inercial de

calibragem.

3.6.6 - COMPARACAO DAS FORMAS MODAIS.

3.6.6.1 - COMPARACAO GRAFICA.

E o método usado em aplicagdes praticas. Implica que os pontos sdo relativos ao

mesmo modo, calculado e predito (calculado) (EWINS, 1984).

12 T2

EXPERIMENTAL . ,
10 Gi/ EXPERIMENTAL | .q 4, 02’
13 6 2 ey w__i £a20 |
108 1 {08 X
e 4 5 - // 4 5o /,
. '
06 P 0. 6 m,,
04 < 0-4 e 2
513
1020 PREDICTED 0203
s g PREDICTED
’ n + + " i ——— T + + M " .
-12 -10 -08 06 -04-02, | 02 04 06 08 10 12 “he -10 -08 -0'6 04 'df,’U 02 04 06 08 10 Iz
’ -0-2 +"Ba1-02
4 -
s -0-4 ) 7 b5 1-04
7 A ‘35/
rd -06 I 7 +-0.6
s @ pd O © MODE |
1o . A MODE 2
s 08 s 06 08
/s Oy s 04 @ MODE 3
P $-10 pd o 4-10 b
Os a - s
L7 142 ’ i-12

FIGURA 32: COMPARACOES ENTRE FORMAS MODAIS MEDIDAS E PREDITAS DA ESTRUTURA

APRESENTADA: (A) MODO SIMPLES, (B) TRES MODOS (EWINS, 1984).
E um método de dificil analise, pois depende da regressio dos pontos, que podem ter

grande dispersdao em torno da reta, que tem que ter inclinagdo de 45+1°, e por ter varias vezes

muitos pontos envolvidos (EWINS, 1984).
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3.6.6.2 - COMPARACAO NUMERICA.

Pode-se usar além do método grafico, o método numérico, que usa simples
propriedades estatisticas para um par de valores analisados. De acordo com EWINS, varios
métodos foram desenvolvidos para quantificar a comparacao entre valores de formas modais

preditos e medidos.

A formula seguinte, apresentada por EWINS, representando a melhor declividade da

reta da figura anterior:

MSF(c,m) = JZI
> (4) (6

J=1

(177)

e dependendo da referéncia, pode-se usar:

> (40 @),

MSF (m,c) = anl
> @) B) ;
j=1

(178)

onde MSF, ¢,, e @, sdo respectivamente, Fator de Escala Modal ( Modal Scale Factor),

medida experimental da forma modal e medida predita da forma modal.

Deve ser notado que o parametro, apresentado pela formula de MSF, ndo mostra

nenhuma qualidade dos pontos da curva da figura acima. Apenas mostra a declividade.
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O segundo parametro ¢ o Coeficiente de Correlagdo de Forma Modal, MSCC (Mode
Shape Correlation Coefficent) ou Critério de Garantia Modal, MAC (Modal Assurance
Criterion), que fornece a medida do desvio dos minimos quadrados dos pontos em relagdo a

reta da figura 32, e ¢ definido por:

2

Jj=1

MAC(c,m) = (179)

> @) j ) N (80 (8
j=1 j=1

que ¢ uma quantidade escalar.

Deve-se considerar dois casos especiais: (a) quando os dois modos sdo idénticos, (b)

quando os dois modos diferem por uma constante.

a) {¢m} = {¢c}

b) {hn) = Ald) (180)

Para o primeiro caso tem-se: MSF(m,c) = MSF(c,m) = 1
No segundo caso: MSF(m, ¢)=A; MSF(c, m) = 1/A.
Entretanto, para todos os casos: MAC (¢, m) = 1.

Na pratica, os dados tipicos serdo menos ideais que os esperados, e o Critério de
Garantia Modal tera valores proximos a 1, de acordo com EWINS. Entretanto, a significancia

dessa quantidade depende consideravelmente de:
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= ndo-linearidades na estrutura em teste;
= ruido nos dados medidos;

= fraca analise modal dos dados medidos.

IV - MATERIAL E METODOS.

4.1 - CALCULO DA CONSTANTE ELASTICA DA VIGA.

A plotagem da curva forca x elongag¢do foi realizada no CT-UNICAMP, Centro de
Tecnologia, numa maquina de ensaio de tragdo universal MOHR & FEDERHAFF.

Dureza Rockwell 15N = 83,2 <> Dureza Brinell = 444 <> 6,.=152 kgf/mm2
152 kgf/mm* * 6.93mm” = 1053 kgf < esc.: 1:2000

A curva do ensaio ¢ apresentada na figura 33:

—300

—;

!

i <=

FIGURA 33: DIAGRAMA FORCA X ELONGACAO PARA ACO UTILIZADO NO ENSAIO DE VIBRACAO.

A variacao do comprimento ¢: AL =5 /200 = 0.025mm
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A forga atuante ¢: F =7 *(500 / 50) = 70 kgf
A érea da segdo transversal do corpo de prova é: A = 0.40mm*15.78mm = 6.3 1mm’

O comprimento inicial é: Ip= 50 mm

Tendo as relagdes:

0'=£ ; 5=£ e o=E*¢ (181)
A L

Deduz-se que:

E=felo 704 S0 o 187kt /imm?
A AL 631 0.025

Obteve-se a constante elastica: E = 2.2187%10'° kgf/m®.

4.2 - CALCULO DE DENSIDADE DO ACO E MOMENTO DE INERCIA DA VIGA.

A pesagem foi realizada no Laboratorio de Materiais Vitreos — IFGW, em balanga
OHAUSS ANALYTICAL PLUS, com precisao +0.0001g.
O peso da lamina é: P = 145g.

Sendo o volume da lamina:
V=555.97%30.58%0,95= 16151 mm’

Obtém-se a densidade:

p=8.98*%10° kg/mm’
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De acordo com a formula 100 do momento de inércia Iy, para rotagdo em torno do

eixo, obtém-se:

Iy :éb}ﬁ :é((30.58)(0.95)3) =2.18[mm*]

4.3 - CALCULO DAS FREQUENCIAS DE RESSONANCIA.

As frequéncias de ressonancia sao obtidas a partir da formula 142, utilizando os
valores, modulo de elasticidade, momento de inércia, densidade e area transversal, calculados

wlrad/s]
k

acima e sabendo que w{Hz] = , obtém-se:

=13633409.98

EI, | 22187*10'0%2.18
p (8.98%107% *29.051)

2 |EI 2
W] =(1'8725) 1/ v __(1875) 5 *13633409.98 = 199.65rad / s = 31.78 Hz
l PA (489.97)

2 |EI 2
wy = (4'624) / y _ (4.694) 5 *13633409.98 =971.82rad / s = 154.67Hz
[ PA (489.97)

2 |EI 2
w3 = (7'825) N y _ (1859 5 *9287421.192 = 2303.06rad / s = 366.54 Hz
l PA (489.97)
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4.4 - SET-UP EXPERIMENTAL PARA ANALISE MODAL.

A lamina e o shaker foram fixados em base de concreto de 350 kg, representando a base

inercial para o experimento, conforme figura 34: -.

420 97
i shaker

17049 mum

/ hase de conoreto \

FIGURA 34: SET-UP EXPERIMENTAL PARA VIBRACAO DO CORPO DE PROVA (MENIN).

A resposta estrutural foi medida com acelerdometro piezelétrico axial B&k tipo 4366,
fixado no ponto de excitagao.

A aquisi¢do de sinais foi feita com analisador espectral de dois canais HP35665A,
que computou a FRF (Fun¢ao de Resposta em Frequéncia). Foi utilizada a varredura em seno
na amplitude de 0 a 500Hz, necessarias para identificar as freqiiéncia de ressonancia relativas

aos primeiros quatro modos de vibragao.

4.5 - COMPARACAO DE FREQUENCIAS DE RESSONANCIA OBTIDAS ATRAVES
DE ANALISE MODAL COM CALCULADAS.

Obtiveram-se as frequéncias de ressonancia versus inertdncias com analisador de

sinais, HP35665a, valores representados na tabela 04:
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modo Frequéncia (Hz) FRF
#1 29.36 3.31462%10~
42 68.3 487.383*10°
43 317.85 155.832%10°

Tabela 04: Frequéncia de ressonancia obtida na analise modal com analisador de sinais.

As frequéncias calculadas e medidas sdao apresentadas na tabela abaixo:

Frequéncia calculada | Frequéncia medida
modo
(H2) (Hz)
#1 31.78 29.36
#2 154.67 68.3
#3 538.06 317.85

FIGURA 35:

for}
S

Tabela 05: Frequéncias calculadas e medidas

freq calculadas [Hz]
= N (6]
- 388888

K = 0,9879

o

100 150 200

freq nedi das [ H]

250 300 350

COMPARACAO ENTRE FREQUENCIAS CALCULADAS E OBTIDAS COM ANALISADOR

DE SINAIS.
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4.6 - SET-UP PARA OBTENCAO DAS FRANJAS DE MOIRE.

projetor
multimidia

43.1 mm

Camera
lamina 104.8 mm fotografica

FIGURA 36: SET UP EXPERIMENTAL PARA OBTENCAO DE FRANJAS DE MOIRE.

FIGURA 37: GRADE USADA NA PROJECAO.
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4.7 - OBTENCAO DAS FRANJAS DE MOIRE DE PROJECAO.

As fotos foram obtidas com maquina CYBERSHOT 4.1 Megapixels. O periodo das
franjas, medido na superficie do corpo, é p=1.55 mm, para todas as medigdes, dando uma
sensibilidade para a técnica de z=3.77 mm por ordem de franjas, isto ¢, para cada espaco de

franjas, obtém-se 3.77 mm de extensao fora do plano da foto.

%
= N*155 =3.7Tmm
( 43.1 )
104.8
A figura 38 mostra as diferentes fotos obtidas para cada modo, antes e depois da
interferéncia.

As fotos com moiré foram tratadas com software IDRISI Kilimanjaro, da firma Clark

Labs., aplicando-se filtro de Gauss.

76



I
)

) ! . . [
Sl e B
o e S
lI|I1‘I| rql ] ,-I‘.-.II,-.
'.‘-Iu'l;".".r‘.ut'.*".'.'_‘. o

'LF
IIII

—
B
—
—
e
——

|
'

v
TR R A

|
3
L&A

(2) (b) (© (d) (e) ® (8)
FIGURA 38: (A) LAMINA PARADA, SERVINDO DE BASE PARA INTERFERENCIA PARA TODAS AS
OUTRAS LAMINAS; (B) LAMINA VIBRANDO A 29.36HZ; (C) LAMINA (B) TRATADA COM
FILTRO DE GAUSS E COM CURVA DE TOM AJUSTADA; (D) LAMINA VIBRANDO A 68.3 HZ;
(E) LAMINA (D) COM MESMO TRATAMENTO DE (C); (F) LAMINA VIBRANDO A 317.85HZ,

(G) LAMINA (F) COM MESMO TRATAMENTO DE (C).
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4.8 - OBTENCAO DA FORMA MODAL A PARTIR DA ANALISE DE MOIRE.

Sabe-se que a lamina, vibrando na frequéncia de ressonancia, apresenta os nos nas

posic¢des apresentadas conforme tabela 05:

no X=1 X =489.97mm
Modo 1 0 0
Modo 2 0.783 383.64651
0.504 246.94488
Modo 3
0.868 425.29396

Tabela 06: posicoes relativas e absolutas dos nos.

Partindo da informagdo apresentada na tabela, e utilizando técnica apresentada por
POST (1994), une-se os pontos obtidos com a técnica de moiré e obtém-se formas modais

representadas nas figuras abaixo:
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FIGURA 39: FOTO DA INTERFERENCIA OBTIDA COM TECNICA DE MOIRE E

FORMA MODAL PARA PRIMEIRA FREQUENCIA DE RESSONANCIA.

79



O~

0
FIGURA 40: FOTO DA INTERFERENCIA OBTIDA CUM 1ECNICA DE MOIRE E FORMA

MODAL PARA SEGUNDA FREQUENCIA DE RESSONANCIA.

80



noé

0
FIGURA 41: FOTO DA INTERFERENCIA OBTIDA COM TECNICA DE MOIRE E FORMA

MODAL PARA TERCEIRA FREQUENCIA DE RESSONANCIA.
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V - RESULTADOS E DISCUSSOES.

Obteve-se as formas modais calculadas a partir das seguintes equagdes:

1

X0 =G50

N(sin(1.875* &) — sinh(1.875* &) —1.3622 * (cos(1.875* &) — cosh(1.875 * £))]

2(x) = (m)[(sin(4.694 *&)—sinh(4.694* £)) — 0.9819 * (cos(4.694 * &) — cosh(4.694 * £))]

1

4= 5020

M(sin(7.855* &) — sinh(7.855* £)) —1.0008 * (cos(7.855 * &) — cosh(7.855 * &))]

2(x) = (m)[(sin(IOQ% *&) —sinh(10.966 * &)) —1*(cos(10.966 * &) — cosh(10.966 * £))]

Os valores obtidos com a técnica de moiré foram transformados em valores unitarios

e comparados com os valores calculados, ambos apresentados no anexo:
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FIGURA 42: LINHA ESPESSA: VALORES OBTIDOS COM TECNICA DE MOIRE, E LINHA

TRACEJADA: VALORES OBTIDOS ANALITICAMENTE.

FIGURA 43: LINHA ESPESSA: VALORES OBTIDOS COM TECNICA DE MOIRE, E LINHA

TRACEJADA: VALORES OBTIDOS ANALITICAMENTE.
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FIGURA 44: LINHA ESPESSA: VALORES OBTIDOS COM TECNICA DE MOIRE, E LINHA

Os valores MAC e MSF sao apresentados na tabela 06:

TRACEJADA: VALORES OBTIDOS ANALITICAMENTE.

modo MAC MSF(cal.,moiré) MSF (moiré, cal.)
01 0.988 122.878 0.008
02 0.883 61.358 0.014
03 0.921 31.059 0.029

Tabela 07: Valores de MAC (Modal Assurance Criterion) e MSF (Mode Shape

Correlation).

Os valores de MAC apresentados na tabela acima mostram que as correlagdes das

formas modais calculadas e medidas com a técnica de moiré se aproximam de “1”, de acordo

com o proposto por EWINS (1984), assegurando correlagao.

Os valores de MSF mostram que as formas modais calculadas e medidas com a

técnica de moiré apresentam apenas acréscimo de constante, ja prevista nas formulas 177, 178

e 179.
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VI - CONCLUSOES.

O método interferométrico de moiré se mostrou satisfatorio na identificagao das

formas modais propostas para a estrutura “viga engastada”, apresentado alta correlagdo de

acordo com métodos utilizados em analise modal.

VII - ANEXO.

Valores obtidos com a técnica de moiré z (&), valores calculados z calc., para

primeiro modo de vibracao.

z
X é’;=x/489,97z ©) (2_;)/94,252 cale XX*XX [Xx*xXp Xp*xp

0 0,000 0 0 0 0 0 0

36,01 0,073 3,77 0,04 0,0099 14,2129 10,037323 9,8E-05
72,012 0,147 7,54 0,08 0,025 56,8516 0,1885 (0,000625
98,777 0,202 11,31 0,12 0,0364 127,9161/0,4116840,001325
133,873(0,273 15,08 (0,16 0,066 227,4064/0,99528 (0,004356
153,94 0,314 18,85 0,2 0,0682 355,3225|1,28557 (0,004651
175,26 (0,358 22,62 (0,24 0,1145 511,664412,58999 (0,01311
194,6 (0,397 26,39 10,28 0,1358 696,4321(3,583762(0,018442
231,46 (0,472 30,16 (0,32 0,15 909,62564,524  (0,0225
243,68 (0,497 33,93 0,36 0,1888 1151,245/6,405984 0,035645
264,043(0,539 37,7 0,4 0,229 1421,29 [8,6333 (0,052441
275,12 10,562 41,47 0,44 0,3048 1719,761{12,64006 0,092903
288,722(0,589 45,24 10,48 0,3368 2046,658|15,23683 (0,113434
299,296(0,611 49,01 (0,52 0,3861 2401,98 [18,92276(0,149073
311,157(0,635 52,78 (0,56 0,4148 2785,728121,89314(0,172059
322,751(0,659 56,55 (0,6 0,4467 3197,903125,26089 (0,199541
335,302/0,684 60,32 0,64 0,4788 3638,502128,88122 (0,229249
350,52 0,715 64,09 (0,68 0,5066 4107,52832,46799(0,256644
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364,436/0,744 67,86 (0,72 0,5403 4604,98 36,66476(0,291924
380,4230,776 71,63 (0,76 0,572 5130,857140,97236 (0,327184
395,5 0,807 75,4 0,8 0,6112 5685,16 46,084480,373565
413,291(0,844 79,17 0,84 0,65 6267,889(51,4605 (0,4225
433,248(0,884 82,94 10,88 0,6965 6879,044(57,76771 (0,485112
454,91410,928 86,71 10,92 0,7373 7518,624(63,93128 0,543611
479,40410,978 00,48 (0,96 0,7862 8186,63 [71,13538/0,61811
489,97 1,000 04,25 |1 0,8429 8883,063(79,44333/0,71048
XX*XX [XX*Xp Xp*xp

soma 78526,27/631,4181|5,138585

msfl 122.8778

msf2 0,008041

mac 0,988042

msf1*msf20,988042

Valores obtidos com a técnica de moiré z (&), valores calculados z calc., para segundo

modo de vibragao.

z

X £=x/489,97z (&) (€)/64,09 z cal XP*XX Xp*Xp  [XX¥XX

0 0,00 0,00 0,0000 0 0,00 0 0

19,56 0,04 -3,77 -0,0588 10,0174 0,07 0,000303 (14,2129
30,83 10,06 -7,54 10,1176 10,0375 0,28 0,001406 (56,8516
46,67 0,10 -11,31  +0,1765 0,0952  |1,08 0,009063 |127,9161
59,94 0,12 -15,08 10,2353 0,1316  |1,98 0,017319 [227,4064
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72,79 10,15 -18,85  |0,2941 [0,1895 3,57 0,03591 355,3225
85,49 (0,17 -22,62 10,3529 10,2332 5,27 0,054382 511,6644
97,62 0,20 -26,39  -0,4118 -0,3017 (7,96 0,091023 696,4321
107,05 0,22 -30,16 10,4706 0,35 10,56 10,1225  [909,6256
124,8 0,25 -33,93 10,5294 -0,4183  |14,19  |0,174975 |1151,245
134,19 (0,27 -37,70  -0,5882 -0,4625 17,44  0,213906 (1421,29
145,36 10,30 -41,47 10,6471 -0,5288 21,93 0,279629 |1719,761
156,06 0,32 -45,24  |0,7059 0,5645 25,54  0,31866 [2046,658
165,48 10,34 -49,01  -0,7647 -0,5945 29,14  0,35343 2401,98
177,04 10,36 -52,78  +0,8235 -0,6344 33,48  (0,402463 2785,728
188,17 10,38 -56,55  |-0,8824 10,6605 37,35  (0,43626 [(3197,903
198,02 10,40 -60,32  -0,9412 -0,686 41,38 10,470596 3638,502
211,29 10,43 -64,09  1,0000 -0,7083 45,39  0,501689 4107,528
221,35 (0,45 -60,32 10,9412 0,7167 43,23 0,513659 3638,502
232,48 10,47 -56,55  -0,8824 -0,7206 40,75  0,519264 3197,903
242,76 10,50 -52,78  +0,8235 |-0,7121 37,58  (0,507086 2785,728
254,32 (0,52 -49,01  |-0,7647 0,7045 34,53 0,49632 2401,98
264,17 10,54 -45,24  -0,7059 |-0,6851 30,99  (0,469362 2046,658
274,87 10,56 -41,47 10,6471 -0,6547 27,15 0,428632 [1719,761
287,72 (0,59 -37,70  |-0,5882 [-0,6328 23,86  |0,400436 |1421,29
299,02 10,61 -33,93 10,5294 |-0,575 19,51 0,330625 |1151,245
308,01 (0,63 -30,16  0,4706 [-0,525 15,83 0,275625 909,6256
320,42 10,65 -26,39  |-0,4118 0,4668 12,32 10,217902 [696,4321
330,7 (0,67 -22,62  -0,3529 -0,4106 9,29 0,168592 |511,6644
340,98 (0,70 -18,85 10,2941 -0,3141 5,92 0,098659 [355,3225
351,25 10,72 -15,08  |-0,2353 0,246 3,71 0,060516 227,4064
362,64 (0,74 -11,31  +0,1765 0,175 1,98 0,030625 |127,9161
373,34 0,76 -7,54 -0,1176 0,0933  |0,70 0,008705 56,8516
384,05 10,78 -3,77 -0,0588 [-0,0134 0,05 0,00018 14,2129
394,32 0,80 0,00 0,0000 10,0274 0,00 0,000751 0
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405,02 10,83 3,77 0,0588 10,2 0,75 0,04 14,2129
414,87 10,85 7,54 0,1176 10,2962 2,23 0,087734 56,8516
426,43 10,87 11,31 |0,1765 (0,3868 4,37 0,149614 127,9161
437,14 10,89 15,68  (0,2447 (0,475 7,45 0,225625 [245,8624
448,7 10,92 18,85 10,2941 10,6208 11,70  10,385393 355,3225
459,14 10,94 22,62 10,3529 10,7127 16,12 10,507941 [511,6644
468,56 10,96 26,39  0,4118 10,8094 21,36 |0,655128 696,4321
479,69 10,98 30,16  0,4706 10,9081 27,39  0,824646 [909,6256
489,97 11,00 33,93 10,5294 |1 33,93 1 1151,245
Xp*XX  Xp*Xp  [Xx¥xx

soma 729,34 |11,89 50701,66

MSF1 61,35824

MSF2 0,014385

msfl*msf20,8826

MAC 0,8826

Valores obtidos com a técnica de moiré z (), valores calculados z calc., para terceiro

modo de vibragao.

z z calc*(-

X g z(©E) ((§)/30,16 1) z calc XX*XX  XX*Xp Xp*xp

0 0,00 |0 0,000 0 0,0000 0 0 0

28,8 10,06 3,77 |-0,125 }-0,092 10,0920 14,2129 10,34684 |0,008464
42,39 0,09  |}-7,54 }0,250 -0,1769 10,1769 56,8516 (1,333826(0,031294
59,29 10,12 11,31 0,375 0,3294 |0,3294 127,9161[3,72551410,108504
76,26 0,16 15,08 [-0,500 -0,4446 |0,4446 227,4064 6,704568 0,197669
92,2 0,19 18,85 0,625 [0,5632 (0,5632 355,3225(10,61632(0,317194
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106,6 0,22  }-22,62 0,750 0,654 10,6540 511,6644|14,793480,427716
118,9 0,24  }-26,39 0,875 |0,7145 10,7145 696,4321(18,85566(0,51051
135,2 0,28 30,16 1,000 |0,7533 |0,7533 909,6256(22,7195310,567461
157 0,32 }-30,16 1,000 }0,7396 10,7396 909,6256 22,3063410,547008
184,7 10,38  }-26,39 0,875 }0,6129 10,6129 696,432116,174430,375646
193,1 0,39 22,62 0,750 0,55  |0,5500 511,6644(12,441 10,3025
201,2 0,41 18,85 0,625 [-0,4813 (0,4813 355,322509,07250510,23165
212,1 0,43  |-15,08 }-0,500  |-0,3843 |0,3843 227,40645,79524410,147686
2224 045 11,31 0,375 0,2782 (0,2782 127,9161 3,146442|0,077395
231,4 047 7,54 0,250 +0,1799 (0,1799 56,8516 (1,356446(0,032364
243,77 10,50  |-3,77 0,125  0,0381 |0,0381 14,2129 1|0,143637(0,001452
252,7 0,52 0 0,000 |0,0668 [-0,0668 |0 0 0,004462
262,7 0,54 3,77 0,125 0,1795 f0,1795 |14,2129 (0,676715(0,03222
275,1 10,56 (7,54 0,250  0,3054 |-0,3054 56,8516 [2,3027160,093269
286 0,58 11,31 10,375  [0,4085 [0,4085 |127,91614,620135(0,166872
296,5 0,61 15,08 10,500  [0,5664 [0,5664  [227,4064 8,541312(0,320809
308 10,63 18,85 0,625 10,6221 [0,6221  [355,3225|11,72659(0,387008
321,9 10,66 22,62 (0,750 |0,6304 |-0,6304 |511,6644 (14,25965|0,397404
334,3 10,68 22,62 10,750  0,6563 }0,6563  [511,6644(14,84551/0,43073
347,1 0,71 18,85 (0,625 10,65 -0,6500  [355,3225112,2525 10,4225
361,7 10,74  |15,08 (0,500  |0,6027 |-0,6027  227,4064 9,088716(0,363247
376 0,77 [11,31 (0,375  [0,5204 |-0,5204 |127,91615,885724|0,270816
391,8 0,80 7,54 0,250 10,3791 10,3791 [56,8516 2,858414/0,143717
408,9 0,83 3,77 0,125 10,1929 10,1929 14,2129 |0,7272330,03721
425 0,87 |0 0,000  }0,0125 10,0125 0 0 0,000156
430,3 10,88 }-3,77 0,125 10,0946 |0,0946 14,2129 1(0,356642 (0,008949
4474 0,91  |-7,54 0,250 -0,1412 10,1412 56,8516 |1,0646480,019937
466,4 0,95  |-11,31 0,375 10,6524 (0,6524 127,9161(7,37864410,425626
490 |1,00  }15,08 10,500 F1 1,0000 227,4064(15,08 1
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XX*XX Xx*xp [xp*xp
soma 8811,998 261,1969 8,409449
msf1l 31,05993
msf2 0,029641
mac 0,920649
msfl1*msf20,920649
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