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Resumo

Neste trabalho investigamos a constituicfdio da representacéo
grafica de funcoes no processo da histéria da matematica, procurando
compreender seu papel histérico no ensino de funcdes. A investigacao
sob uma perspectiva historica foi orientada pelo estudo tedrico de textos
ciassicos da historia da matematica mundial, perpassando livros
didaticos usados no ensino brasileiro, desde o final do século XIX até a
ultima década do século XX.

De modo a analisar fatos significativos sobre as representacoes
graficas presentes nos livros didaticos, tomamos um caminho qualitativo
de cunho tedrico, com categorias elaboradas a partir da articulacéo
entre a leitura historica e evidéncias que emergem da investigacio em
livros didaticos.

Resultados oriundos da nossa incursio pela historia da
matematica permitiram caracterizar a génese da representacdo grafica
na antiglidade grega por meio da elaboracio dos sistemas de
coordenadas, assim como, discutir o aspecto funcional das
representacoes graficas na Idade Média. Tal tentativa de reconstituicao
historica possibilitou analisar as contribuicdes dos estudicsos
renascentistas para o desenvolvimento da geometria analitica e
representacoes graficas, bem como avaliar a consolidacéo, sofisticacao e
inicio do ensino sistematico desses conteudos, notados a partir do
século XVII na Europa. Com apoio da abordagem histdrica procuramos
resgatar a evolucgdo do ensino das representagdes graficas no Brasil por
meio da analise de livros didaticos de autores, de algum modo,

considerados influentes.



Abstract

In this work we investigate the constituition of the functions’
graphical representation in the Mathematics history’s process and we
try to understand its historic paper in the funciton’s teaching. The
investigation in an historic perspective was oriented by the theoric study
of the world Mathematic’s history’s classic texts passing by the didatic
books used in the brazilian teaching, since the end of the XIX century
till the last decade of the XX century.

To analyse significatives facts about graphical representations
in the didactic books we take the theorethical qualitative way with the
elaborated categories from the articulation between the historic reading
and the evidences that emerge from the investigation in didatic books.

The results proceeding of our incursion to the Mathematic’s
history permited to caracterize the genesis of the graphical
representation in the greek ancient times through the elaboration of the
coordinates systems and to discuss the functional aspect of the
graphical representations in the Middle Age. Such historic
reconstituition’s attempt made possible to analyse the renaissance
studious contributions to the deveiopment of the analytical geometry
and graphical representation as well as to evaluate the consolidation,
the sofistication and the beginning of the systematic teaching of these
contents, noted since the XVIII centur in Europe. With the help of the
historic abordage we try to redeem the teaching evolution of the
graphical representation in Brazil through the analyse of the author’s

didatic books, by the way, they are considered influential (the authors).
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INTRODUCAO

Na matematica, bem como no seu ensino, existem inumeras
maneiras de se representar e compreender o conceito de fungdo — uma
delas é a representacdc grafica. Uma investigagdo do papel da
representacao grafica no ensino de funcgdes — e em outros campos do
ensino da matematica — pode indicar o valor desta forma de expressao
do pensamento matematico.

Nessa perspectiva, elegemos a representagfo grafica como
tema da nossa pesquisa, acreditando no valor deste recurso, tanto no
ambito exploratério, como no pedagodgico.

Na verdade, no ambito exploratdrio encontramos os mais
variados caminhos de pesguisa. Ao nos depararmos com as varias
possibilidades de investigacdo suscitadas pelo tema, o caminho da
abordagem histérica se mostra extremamente rico, desafiador e
inspirador.

De fato, ao explorarmos os conceitos relativos a representacao
grafica de funcdes, sob uma perspectiva histdrica, a beleza e a grandeza
do tema se confirmam a cada fato novo revelado.

Muitas questdes emergem no campo do estudo das
representacdes graficas de fungdes e, com um olhar voltado 4 histéria,
parece valioso tentar compreender como se constituiram tais
representacdes no processo da histéria da matemaética. Ainda mais,
tentar reconhecer o papel histérico das representagdes graficas no
ensino de funcoes, pode nos remeter a uma investigagdo muito rica e
exiremamente prazerosa.

Organizando nossa trajetoria de pesquisa apresentamos neste

texto quatro capitulos:



No primeiro capitulo esbogamos alguns conceitos gerais a
respeito das representacdes graficas de fungdes € procuramos esclarecer
como foram norteados nossos passos de investigacio historica.

Iniciamos, no segundo capitulo, a exploracdo historica, onde
buscamos caracterizar a génese da representacido grafica, por meio dos
sistemas de coordenadas na antigliidade grega; voltamo-nos entao, ao
aspecto funcional das representagfes graficas na Idade Média;
analisamos em seguida, as contribuicdes dos estudiosos renascentistas,
0 que possibilitou estudar a consolidagéo, sofisticacao e inicio do ensino
sistematico desses contetidos, notadeos a partir do século XVII na
Europa.

Adentramos, no terceiro capitulo, no campo da histéria da
matematica escolar brasileira e procuramos reconstituir, por meio da
andlise de livros didaticos, como se deu o ensino das representacoes
graficas no Brasil, do final do século XIX até a primeira metade do
século XX.

Concluimos nossa trajetéria, analisando, no quarto capitulo,
as representacoes graficas em alguns livros didaticos da ultima década
do século XX.



CAPITULO 1

UMA RECONSTRUCAO DA REPRESENTACAO GRAFICA: O PAPEL NO
ENSINO DE FUNCOES SOB UMA PERSPECTIVA HISTORICA

Quando ele faz a tabela, ele pode chegar a seguinte
conclusao, “os resultados ddao sempre pares” entao ele ja vai
generalizar: “conjunto imagem, numeros pares!” vamos dizer...
Quarnido voceé coloca o grafico para que ele identifique, no grafico, é
uma dificuldade tremenda!!! O dominio tudo bem. Ele l&é bem o
dominio... Que tipo de numero vocé usou? Tudo bem... Mas na
imagem é uma ‘coisa’ impressionante como eles erram!

Profz Eliana Maria Zanuri!

Agora é o que eu disse; para cada funcdozinha eu trabalho
com um grdafico! Eu ndo consigo dar uma aula de funcdo se eu ndo
puser um grafico na lousa, ndo tem jeito. E fundamental, o ‘cara’ tem
que aprender a enxergar graficamente a funcao. E complicado ...

Prof. Marcos Fernando Silveira Orlando?

1. Representacao grafica no ensino de funcoées: algumas abordagens

O estudo sobre o ensino de funcodes tem se mostrado, no
ambito da Educacao Matematica, um campo fecundo para os mais
variados tipos de investigacdo. Pesquisas envolvende a aquisi¢do € as
dificuldades da compreensdo do conceito de funcao pelos alunos,
conhecimento profissional e crencas dos professores em relagéo a esta

nocao matematica, aspectos cognitivos € socioculturais ¢ o ensino de

i As citacdes, na abertura de cada capitulo, foram extraidas das entrevistas
realizadas com a Profz Eliana Maria Zanuni em 08/04/98 e com o Prof. Marcos
Fernando Silveira Orlando em 27/03/98. Tais entrevistas seriam analisadas,
com o intuito de investigar a concepcao de tais professores com respeito a
representacao grafica para o ensino de funcéo, entretanto apés o Exame de
Qualificacdo, optamos por desenvolver o estudo histérico em detrimento da
analise de tais entrevistas e de outras atividades.

2 Idem



funcodes, softwares utilizados como ferramentas para o ensino de
funcoes, entre outros, sao exemplos das multiplas abordagens de
pesquisa evocadas pelo tema “ensino de funcoes” e; em termos de
ensino-aprendizagem, os estudos da representacao grafica, nas varias
abordagens citadas, assumem um importante papel, tanto no ambito
pedagdgico como no campo exploratério.

Desse modo, no caso especifico das fungdes matematicas, o
que nos motiva a ilustrar nosso texto com aspectos pedagogicos a
respeito do ensino de funcgdes e das representacoes graficas é, de certo
modo, & notoria especificidade de cada tematica de investigacao citada.

Nesta perspectiva, vale ressaltar que o desenvolvimento do
processo de construgéo do conceito de funcfo espera uma articulacdo
do conhecimento do educando com conhecimentos matematicos que
envolvem entre outros: a nog¢ao de varidvel - relacionada as grandezas
quantitativas; a nogdo de dependéncia — entre grandezas variaveis; a
no¢ao de regularidade — em fendmenos e situacgdes reais, ou ainda em
estruturas ou conjuntos de ‘entes’ construidos matematicamente
(padrboes geométrico, seqUéncias numéricas, etc.); e a nocdo de
generalizacao ~ dos fenémenos que ocorrem com certa regularidade.

No mesmo sentido, para a construg¢io do conceito de funcio, &
necessario que o aluno esteja familiarizado com as representacées de
fungdo: representacoes grdficas — onde a énfase estid nos graficos,
figuras, diagramas e tabelas; representagoes analiticas — expressoes ¢
simbolos matematicos que comuniquem matematicamente;
representagbes verbais — palavras oral/escrita que comuniquem tal
relacao.

Sob a nossa apreciaco, a representacio grafica pode ser
entendida como parte necessaria, tanto na representacido como no

processo de construcao e entendimento do conceito de funcéo.
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Qutro aspecto a ser lembrado, no contexto fungdes, € 0
estabelecimento de niveis de compreensdo deste conceito matemdtico.
BERGERON & HERSCOVICS (1982) distinguem quatro niveis de
compreensdo: intuitiva; matematizacdo inicial; abstragdo do conceito; e
formalizacdo.

Desse modo, a ilustrar o estudo de Bergeron e Herscovics, sob
a influéncia de outras discussdes neste contexto, destacamos, numa
breve andlise, a representacéo grafica, nos quatro niveis de
compreensao apresentados. Tal analise, naturalmente, também reflete a
nossa compreensaoc de representacdo grafica -~ em especial da
construcao/interpretacao/analise de graficos — de um aspecto especifico
do conceito de funcao.

No nivel da compreensdo intuitiva, podemos situar a
construcdo e a interpretacao de tabelas e graficos mais simples, como 0s
graficos estatisticos de barras, colunas € setores. No nivel da
matematizacdoe inicial, localizamos as interpreta¢oes e a construgdes de
graficos cartesianos mais simples, como os das funcgoes lineares. Ja no
nivel da abstra¢do do conceito, encontramos a construgdo e
interpretacao de graficos convencionais e nao-convencionais.
Finalmente, no nivel da formaliza¢do, situamos a classificacdo das
funcoes mediante a interpretacdo dos graficos cartesianos.

De modo geral, sob esta analise, a representacao grafica pode
ser entendida como um componente, com caracteristicas proprias, de
cada um dos niveis que compodem o processo de construgao do conceito
de funcao.

Em termos ainda da articulacdo entre a conceituagdo € a
representacao grafica de funcoes, FERREIRA (1998, p. 3) primeiramente
chama a atencéo sobre a utilidade pratica da representacao grafica ao
afirmar que ndo é dificil encontrar informagbes representadas por

grdficos, tais como em jornais, revistas, etc. 0 que nos leva a supor, que



uma das motivacoes dessa utilizacdo € o fato de que tal representacio é
usada como um meio onde o acesso a informacdo é facilitada.

Em contrapartida, FERREIRA (1998, p.3) ainda considera as
posicoes de pesquisadores que defendem que a interpretacdo de graficos
ndo € tao facil e, lembram ainda, que o uso da representacgdo Cartesiana
tem tanto o potencial de obscurecer quanto o de facilitar o entendimento
de conceitos necessdrios para a sua interpretacGo ¢ gue naturalmente,
nos remete a reflexdo sobre a dualidade do potencial da representacéo
grafica. Para tal reflexéo, vale ressaltar pesquisas como as de ESPINOSA
{1995}, DUVAL (1994}, e BISHOP (1983).

Neste sentido, ESPINOSA ({1995, p.64) ao estudar as
dificuldades da passagem de uma representacdo grafica para uma
representacdo de um contexto real, esclarece que a articulacdo de uma
representag¢do a outra tem a ver com o processo de associar mentalmente
~ preservando o significado — as diferentes representacbes de um
conceito® e nos alerta sobre a importancia de investigacées que nos
permmitam esclarecer os processos de articulacao entre diferentes
representagoes do conceito de funcdo?. ESPINOSA (1995, p.66)

Ainda nesta direcao, apds analisar sistematicamente varios
aspectos que revelam as dificuldades dos alunos ao passar de uma

representacao para outra, DUVAL (1994} defende que

as representacoes graficas exigem um trabalho de aprendizagem
particular e que Ndo se pode remeter para sua utilizagdo a
interpretacdo espontanea e imediata que estd ligada & percepedo das
figuras e imagens.©

¢ A traducao do original, em espanhol, é minha.
4 A traducéo do original, em espanhol, é minha.

5 A traducao do original, em francés, é de Osmar Schwarz e Silvia D. A.
Machado {PUC-SP}.



Lembramos que DUVAL (1994) classifica as representacoes
graficas como “representacdes semiéticas” no sentido de possuirem dois
aspectos basicos e intimamente ligados, porém, distintos: a forma — ou
o representante, neste caso, a representacio grafica das funcoes — € 0
contendo -~ ou o representado, neste caso, as funcoes.

Em seu trabalho, DUVAL (1994) salienta a importancia do
contelido representado, porém defende que: € a forma das
representagoes que comanda o tipo de tratamento que se pode dar
alertando que a andlise dos processos de compreensdo e de
aprendizagem matemdtica ndo pode entdo ignorar a importancia do
cardter semidtico das representacoes.

Nessa tematica, DUVAL (1994} ressalta importantes conceitos
sobre os sistemas de representacdo e defende a idéia de que €
importante estabelecer abordagens de ensino que explorem os varios
aspectos e significados nos processos de mudanca de uma
representacdo & outra — por exemplo, da representacao grafica para a
algébrica (escrita simbolica) e vice-versa.

Neste contexto, ainda explorando a dualidade da composigio
contetido/forma, DUVAL (1994) busca esclarecer aspectos importantes

no campo da “organizagdo semiética das representacées”; indicando que

O problema da aprendizagem das representacées graficas nao
concerne a diferenciacdo entre a forma e o conteiido representado
mas a discriminacdo das unidades significantes constituindo a forma,
isto é a discriminacdo dos valores visuais pertinentes e valores
visuais ndo pertinentes a figura-forma.

Parece natural que a medida que refletimos sobre ¢ potencial
da representacdo grafica, seu ensino/aprendizagem e seu papel no
ensino de funcoes, outros componentes teérico-praticos da

representaciao em estudo, chamem a atencéo para discussao e analise.
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E certo que um desses componentes ¢ a visualizacdo, e que
de acorde com BISHOP (1980 e 1983}, assume papel de destaque nao sé
no ensino de func¢des, mas em todo o ensino da matematica, desde que
entendamos a visualizacdo de maneira ampla, isto €, como um agente
tanto no campo da geometria como também no campo da algebra e da
aritmeética.

E oportuno lembrar que BISHOP (1980 e 1983), ciente da
complexidade dos conceitos relativos a visualizacido em matematica,
contribui para a problematica da construcdo de habilidades por
distinguir e explorar as idéias de habilidade para interpretar informacées
figurais e habilidades para o processamento visual. A primeira destas
habilidades diz respeito a forma’ dos estimulos materiais, tais como os
graficos, diagramas, a representacéo grafica de funcdes; enquanto, a
outra, diz respeito aos ‘processos’ de estimulo, traducio, transformacao,
e manipulacao das informacodes visuais.

Assim, podemos, de algum modo, afirmar que as
representacoées, no que se refere as pesquisas voltadas ao
ensino/aprendizagemn dos conceitos relativos a funcdées - como
representacoes algébricas/simbodlicas/analiticas, verbais/literais e
graficas/figurais/visuais - assumem um importante papel.
Consideramos a riqueza de cada uma dessas representacdes e,
particularmente, vislumbramos as representacdes graficas como um
tema rico e instigador para investigacoes e reflexdes.

Conforme o exposto, parece natural reconhecer que a
representacdo grafica € vista como uma forma de organizar o
pensamento matematico, como um tema amplo, complexo e de grande
valor exploratério, o que foi notado apdés uma breve incursdo por
algumas de suas maultiplas abordagens de pesquisa — niveis de
apreensdo do conceito; utilizago e utilidade da representacédo grafica;

dualidade do seu potencial no ensino;, seu papel nas diferentes
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articulacfes com outras representacbes; carater semidtico proprio;
visualizacdo como componente de sua construgéo e entendimento.

A seguir, moveremos nossos esfor¢os para um outro enfoque,
gque ao nosso ver é tdo importante guanto as abordagens citadas: a

representacao grafica sob uma perspectiva historica.

2. A Perspectiva Historica

Quando se busca o caminho da pesquisa, € bastante comum
encontrar introducdes/especificacoes historicas associadas ao campo do
conhecimento em questdo ou a historia mais geral - isso também pode
ser verificado nas pesquisas em educac¢io matematica. Por um lado, tais
especificacbes buscam de um modo geral, contextualizar, ilustrar ou
indicar os principais avangos conquistados pela humanidade na
construcédo do objeto, ou tema, da pesquisa em questio. Por outro lado,
tendem a situar os estudos e pesquisas atuais num contexto mais
amplo de desenvolvimento cientifico/cultural e, de certa forma, inserem
as contribuicoes e resultados mais recentes - além dos proprios
resultados do estudo em questdo — na propria histéria do objeto de
pesquisa abordado.

Como se sabe, se um pesquisador em Educacfo Matematica
tentar subsidiar, por exemplo, um estudo sobre a construcao do
conceito de niimero, nao tera dificuldades em encontirar textos com
abordagens histéricas a respeito dos niimeros. Entretanto, tal estudioso
nio tera a mesma facilidade se optar pelo estudo de outros conceitos
matemaéaticos, como por exemplo, o cdlculo combinatério. E claro que o
tema numeros é mais abrangente que o cdlculo combinatério, porém,
devemos lembrar o qudo interessantes e variadas sdo as matizes

pedagogicas deste ultimo tema, que também incita muitas pesquisas.
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Neste sentido, a representagdo grdfica de funcées é um tema
cujas discussbes e abordagens historicas sdo escassas e, como foi
considerado, também se mostra interessante e revela muitas nuancas
para discussao e estudo.

Naturalmente, um estudo historico sobre um assunto nao é
motivado apenas pelo fato de preencher lacunas — no sentido de
introduzir outras abordagens pedagégicas de estudo do mesmo tema.
Parece mais natural entender o estudo histérico como algo mais
abrangente no ambito da investigacdo e, de modo restrito, como
portador de métodos e abordagens de investigacio especificas para seus
proprios objetos de pesquisa.

Sempre € valido ressaltar que o resgate historico de um tema,
quando bem realizado, pode se apresentar como uma fonte precursora
de conceitos e idéias para varias argumentacdes e articulacoes em
diversos campos de atuacéao cientifica. -

Sob esta perspectiva, detenhamo-nos em riquezas e limitacées
que uma abordagem historica pode encaminhar e apresentar no ambito
da pedagogia da matematica. Nos ultimos anos, alguns educadores tém
discutido de modo critico, apontando argumentos favoraveis e nao
favoraveis a postura pedagogica centrada no ensino da matematica por
meio da historia da matematica.

Neste sentido, MIGUEL (1997, p.75) aponta para o suposto
carater de motivacdo da histéria matematica, considerando o discurso
de alguns estudiosos que defendem que o cornhecimento histérico dos
processos matemdticos despertaria o interesse do aluno pelo conteiido
que esta sendo ensinado. Em seguida, o proprio autor enfraquece tal
ponto de vista ao lembrar que o ensino da propria historia nao é
automotivador, o que € facilmente verificado por muitos professores de
histéria.

O autor também ressalta um argumento que coloca a histéria

da matematica como uma base de apoio para fazer os alunos
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perceberem alguns aspectos gerais da matematica. Entre os varios
aspectos considerados destaca-se aquele que considera a matematica
como uma criacdo humana construida a partir de necessidades prdticas,
sociais, econdmicas e fisicas, tendo conexdes com a filosofia; religido;
légica, etc. MIGUEL (1997, p.77). Avaliando as limitacbes de tal
argumentacdo, como feito no argumento anterior, MIGUEL (1997} nos
lembra que é necessaria a posse de uma histéria da matematica escrita
de maneira adequada, para que o aluno reaimente entenda as
percepcoes citadas.

Outro ponto destacado em MIGUEL (1997), reconhece a
histéria da matematica como wum instrumento de promocdo do
pensamento independente e critico. MIGUEL (1997, p.83). Neste caso o
autor esclarece que se o objetivo pedagogico for norteado pelo incentivo
a0 pensamento critico, os defensores desta argumentacao acreditam que
tal objetive pode ser alcancado por uma reconstitui¢do histérica gue
revelasse tdo somente aquilo que é estritamente indispensavel para o
afloramento do jogo dialético, puro e sutii das idéias matemdticas.
MIGUEL (1997, p.83).

Sob esta perspectiva, o autor analisa o enfoque heuristico
desta proposta e os aspectos logicos e epistemologicos desse tipo de
reconstituicao historica ~ cujo exemplo é o livro “Provas e Refutagoes” de
Lakatos (1978) - alertando que neste caso cabe a histéria apenas o papel
secunddrio de fornecer o substrato real e bruto a ser destilado a fim de se
obter como produto o puro jogo dialético das idéias MIGUEL (1997, p.84).

Refletindo entéo, sobre o papel gque a histéria passa a assumir,
MIGUEL (1997, p.84} alerta que Lakatos ndo apenas estabelece uma
dicotomia entre histéria real e histéria destilada como também atribui um
papel de destaque a segunda em relagdo a primeira. Entretanto, MIGUEL
{1997, p.85) considera a histéria destilada uma alternativa superior em
relacao aquilo que 0s historiadores tém chamado de histéria-narrativa ou

histéria-crénica, mas chama a atencdo para as limitacbes da
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reconstifuicéo historica com esse tipo de enfoque no que diz respeito ao
seu processo de elaboracéo. Nas palavras de MIGUEL, tal reconstituicéo

historica:

enfatiza uma problematiza¢do meramente légica e epistemolégica do
desenvolvimento de uma conjectura, conceito ou teoria. Nela, as
idéias, processos e métodos aparecem voluntariamente desligados do
contexto social mais amplo de sua produgdo, fazendo com que tal
contexto desempenhe um papel pouco significativo (se é que
desempenha algum papel] para a constituicdo da destilacdo.
MIGUEL {1997, p.85).

Vale lembrar em nossa reflexdo, o argumento de que o enfoque
historico pode ser considerado como wum instrumento promotor de
atitudes e valores MIGUEL (1997, p.87). Tal argumento é atribuido a
KLINE(1972} que defende, segundo MIGUEL (1997, p.87), a necessidade
de se apresentar ac aluno os erros, as lacunas e as hesitacées por que
passaram os grandes matemdticos na produgdo do conhecimento, 0 que
pode gerar no estudante “o desenvolvimento de atitudes positivas,
desejaveis tanto na formagdo do futuro pesquisador quanto na formacdo
do cidadao MIGUEL (1997, p.88). Entre as atitudes positivas, podemos
citar a coragem, determinacio e persisténcia para enfrentar e buscar
solucoes satisfatérias para os problemas.

A favor do uso no ensino de um encaminhamento pela
historia, a defesa que a histéria é um instrumento que pode promover a
aprendizagem significativa e compreensiva da matemdtica é mais um
argumento importante, dos varios apresentados por MIGUEL (1997,
p.90). Aqui, o autor ressalta a posicao dos estudiosos defensores de um
ensino que valorize a evolucéo histérica dos conceito matematicos como
balizadora da conduta pedagogica, no sentido de evidenciar a origem, os
sucessivos obstaculos, a sofisticacio, a aceitacdo, a compreensio, etc.
de um certo conceito matematico apresentado ao aluno, buscando

assim, a construcgéo do significado de tal conceito pelo estudante.
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De modo a encaminhar uma discussao mais critica, no que se
refere ao resultado do encontro da historia e da pedagogia da
Matematica, voltémo-nos aos argumentos gque tém contestado tal
Processo.

Ainda, segundo MIGUEL (1997, p.95), um entrave na
pedagogia da matematica, pela sua histéria, € a auséncia de uma
literatura adequada, bem como a natureza imprépria da literatura
disponivel, o que dificulta um trabalho didatico/pedagogico baseado na
histdria; entretanto, MIGUEL (1997, p.95) salienta de maneira muito

oportuna, gue tais entraves devem ser entendidos como

um apelo d necessidade de constituicdo de niicleos de pesquisa em
historia da matemdtica dos gquais facam parte historiadores,
matemdticos e educadores matematicos € outros profissionais que
possam  contribuir para a elaboracao de reconstituicdes
esclarecedoras de épocas, temas, situacées e biografias.

Ainda nesta perspectiva, MIGUEL (1997, p.95) esclarece que a
natureza. impropria da literatura se deve ao fato das publicacoes
matemdticas destacarem unicamente os resultados matemdticos e
ocultarem a sua forma de produgdo, o que dificulta a reconstituicao
historica a respeito de um tema - porém, segundo o mesmo autor, esta

dificuldade deve ser encarada:

menos como uma barreira intransponivel as iniciativas pedagégicas
gue buscarn wuma vinculacdo entre a histéria e a educacdo
matematica, e mais como um estimulo a continuddade das
investigacoes nesse sentido. MIGUEL (1997, p.96).

GRATTAN-GUINNESS (1973), segundo MIGUEL (1997),
também se mostra preocupado em relacdo & interagdo pedagogia e
historia, pois mesmo pondo de lado os inevitdveis assuntos técnicos

envolvidos, as criangas tém pouco ou nenhum sentido do progresso
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historico, pelo menos ndo o possuem para os temas cientificos que elas
associam com as coisas imediatas (GRATTAN-GUINNESS, 1973, p.449).
Frente a tal ponto de vista MIGUEL (1997, p.98) desloca a discussao do
campo da educagio matematica para o campo da educagio historica e
reflete sobre o momento adequado para o inicio escolar do aprendizado
da propria histéria.

Neste sentido, vale refletir sobre a pergunta formulada por
MIGUEL (1997, p.99}):

. em que se basearia a crenca de que as criancas e adolescentes
poderiam aprender significativamente a matemdtica via histéria, se a
compreensdo da propria historia acha-se, de partida comprometida?

Ainda, discutindo tal obstaculo, o mesmo autor lembra outra

limitacao cognitiva da crianca:

. a incapacidade de dominar a duracdo, isto &, de ordenar os
eventos sucessivos ou simultaneos. Isso decorreria do fato de a
crianca sentir-se impotente para desvencilhar-se do evento vivido e
cornparda-lo com outros ou com algum outro tomado como referéncia
ou, em outras palavras, dever-se-ia ao fato de ela viver no instante
presente e no futuro. MIGUEL (1997, p.99j.

Em seguida, MIGUEL (1997, p.100) nos apresenta sua
reflexfo, mais uma vez voltada a considerar tais limitacdes com uma
postura positiva, incentivando-nos a conciliar esforgcos para a superacéo
de tais dificuldades — tanto no campo da educacio histérica como no da
educagao matematica ~ iniciando a construciao do pensamento historico
de maneira pedagogicamente adequada, buscando a superacao dos

obstaculos cognitivos apresentados de maneira gradativa e continua:

Pois, se assim ndo fosse, isto €, se essa superagdo pudesse ocorrer de
modo espontaneo, seria de se esperar gue esse universo histérico
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estivesse franqueado ao adulto. ... Do mesmo modo como as
experiéncias acumuladas pelo adulto num espaco vivido nao o
conduzem, necessariamente, as leis geométricas subjacentes a um
espaco concebido; do mesmo modo como as freqlientes percepcoes de
regularidades por parte do adulto — induzindo-o a generalizagées
ndo o conduzem, necessariamente, as leis de transformacdo
subjacentes G dlgebra simbolica, assim também, a simples
posstibilidade de transferéncia afetiva e dominio da duracdo por parte
do adulto ndo lhe frangueia, infalivelmente o acesso para d
apropriacdo significativa do conhecimento histérico.

Ao refletirmos sobre os argumentos reforcadores e
contestadores, aqui apresentados, e levando em conta outros mais,
acreditamos, assim como MIGUEL (1997, p.101), que devemos encarar
com uma certa prudéncia a suposta importdncia pedagégica da histéria.
Prudéncia pois acreditamos que o valor pedagogico de um
tema/metodologia depende da forma como € desenvolvida e
implementada ~ em nosso caso, a abordagem historica no ensino da
matematica.

Neste sentido, o mesmo autor nos esclarece que uma histéria
ao ser pensada e reconstituida com preocupacdes pedagbgicas, levando
em conta os diversos fatores presentes no processo de planejamento
diddtico - pode e deve desempenhar um papel subsididrio em Educacdo
Matematica, qual seja, o de um ponto de referéncia para a
problematizacdo pedagégica. MIGUEL (1997, p.101}.

Cabe-nos entdo a reflexfo sobre o tipo de histéria que o
educador matematico interessado deve primar. Tal reflexdo passa pelo
questionamento das preocupagdes e prioridades que um educador deve
ter em mente ao optar por um estudo historico.

Ainda em MIGUEL (1997, p.101), buscamos referéncias para
analisar tais aspectos, pois tal autor defende que na busca de se
estabelecer uma reconstituicao histérica, o educador deve, ao fazé-la,
enfatizar a reconstituicdo, ndo apenas dos resultados matemdticos, mas

sobretudo dos contextos epistemoldgico, psicoldgico, sécio-politico e
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cultural nos quais esses resultados se produziram o que pode contribuir
para uma aprendizagem da matematica mais significativa por parte do
aluno.

Nesta mesma perspectiva, MIGUEL (1997, p.103) faz uma
apreciagdo do tipo gue encaminha a histéria, de modo a estabelecer
pontos de referéncia para a pratica pedagogica problematizadora em

matematica;

Somente uma histéria da matemdtica pedagogicamente orientada,
isto €, wuma histéoria viva, humana, esclarecedora e dindamica, vindo
substituir as enfadonhas historias evolutivas das idéias matematicas,
quase sempre desligadas das necessidades externas e/ou internas
que estiveram na base de sua origem e transformac¢ao, poderia
constituir-se em ponto de referéncia para uma prdatica pedagdégica
problematizadora em matemdtica que tvesse por meta uma
problematizacdo, entendida como  simultaneamente légica,
epistemolégica, metodoldgica, psicolégica, sociolégica, politica, ética,
estética e diddatica.

Consideracdes como esta, em muito nos motiva na busca de
uma histéria da matematica que possa ser interessante, apreciada e
usada por professores e alunos. Estamos certos de que os obstaculos
para articular e apresentar tal historia s&o muitos, entretanto € muito
gratificante e prazeroso enveredar nos caminhos da investigacédo
historica.

Naturalmente, poderiamos ainda listar outros motivos que
justificam o estudo histérico, entre eles, a consciéncia de que 0s
processos histdricos, que motivaram/direcionaram e estabeleceram
muitos dos fatos matematicos, podem esclarecer o que nos
motiva/direciona e faz estabelecer o gque hoje estudamos e ensinamos
a0s nossos alunos.

Assim, considerando a importancia e rigueza da representacdo
grdfica de funcées como tema de pesquisa, a escassez de textos diddticos

com referéncias histéricas a esse respeito e o valor pedagdgico que uma
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abordagem histérica pode assumir, decidimos estudar a representagdo
grafica de fungées sob a perspectiva historica.

Na verdade, com o olhar voltado para os conceitos relativos a
representacdo grafica, ¢ importante estabelecer duas perguntas que
podemn, de algum modo, nortear toda nossa incursdo pela historia:
Como se constituiu a representacdo grafica de funcées no processo
da histéria da matemdtica? E possivel reconhecer o papel
histérico da representacao grafica no ensino de funcoées?

Parece natural, que para desenvolver as respostas ou pontuar
indicios para tal, em nossa pesquisa vamos & procura de fatos,
situacodes e indicios que apontaram motivos — necessidades, interesses,
conveniéncias historicas, argumentos, entre outros — que encaminharam
a representacdo grafica de funcbes como um dos conteudos
indispensaveis ao desenvolvimento da matematica. Dai, emergem outras
valiosas perguntas a respeito da representacao grafica como:

Quais suas origens? O que impediu seu desenvolvimento em
determinadas épocas? Quais as necessidades historicas proprias deste
sistema de representacdo? Quais o0s motivos historicos que
determinaram sua aceitacao? Quando e como foi impulsionado o seu
ensino? O que motivou seu desenvolvimento € suas sofisticagoes?

Esperamos que o encaminhamento das respostas amplie
nossa consciéncia sobre processos historicos que fundamentaram o
desenvolvimento da representacéo grafica de funcdes, possibilitando
assim, maior competéncia para elaborar e avaliar tratamentos
pedagogicos destes conceitos.

Em sintese podemos dizer que, o estudo histérico sobre um
tema, quando entendido e feito de maneira ampla e adequada, assume
um importante papel para a compreensdo efetiva do objeto estudado.
Muitos sdo os objetos matematicos que carecem de uma investigacio
historica mais adequada. Investigacéo que pode ser usada com objetivos

edagogicos especificos e estruturados, tornando-se um valioso recurso
p g
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para a implementacao de abordagens pedagodgicas que considerem a
histéria como indispensavel na educacdo do cidaddao. Buscar a
constituicao da representacao grafica de funcdes no processo da histéria
da matematica, bem como tentar reconhecer o papel histérico da
representacao grafica no ensino de funcgodes, pode significar um avanco
na dire¢&o de suprir os educadores de recursos para implementacdo de
um ensino mais gratificante e uma aprendizagem mais significativa da
matematica.

Nos proximo item, apresentaremos o tipo de fonte escolhida
para nossa investigacdo historica e as categorias de analise para o
estudo da representacdo grafica em seu desenvolvimento histérico-

pedagodgico.

3. Os Livros Textos como Artefatos na Exploracao Histérica

De inicio, mesmo que possa parecer dbvio, vale lembrar o quéao
vasto € o campo da pesquisa histérica, assim como a variedade de
abordagens que podem ser assumidas pelo historiador. Neste sentido,
ROCHA (1982, p. 275}, que em uma andalise geral sobre a Histéria,
afirma que o objecto da histéria tem variado ao longo dos séculos e expde
tal variacio destacando/classificando as principais matizes/tendéncias
assumidas ao longo do tempo, dentre as quais a Histérias narrativa; a
pragmatica; a pedagégica; a evolutiva; a sociolégica e, a holistica (1982,
p.-275 e p.276).

Reconhecemos, também, que a investigacdo historica tem
estado atenta néo somente a um evento, tratando-o de modo
cronoldgico, mas tem como uma de suas preocupacdes fundamentais o
estabelecimento das causas e fatos relacionados ao evento sob uma

perspectiva criteriosa de analise,
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Parece, entdo, natural entender que os historiadores tém
diferentes preocupacées importantes em seu trabalho de investigacéo e
sob esta perspectiva, GARCIADIEGO(1996, p. 135} lembra a
atencéo/preocupacdo dos historiadores em discutir o desenvolvimerito
técnico do pensamento cientifico, procurando enconirar, sob essa
abordagem, entre outras coisas, 0s conceitos chaves que influenciaram no
desenvolvimento das ciéncias.®

Desse modo, parece desafiador e pertinente, em nosso estudo
de cunho investigativo, desvendar os principais conceitos relacionados
com a representacido grafica em sua evolu¢do histérica. Para tanto,
consideramos importante voltar nossa atencdo aos meios adequados €
necessarios para responder as perguntas feitas no item anterior — em
outras palavras, estaremos analisando as fontes geradoras da nossa
pesquisa.

Assumimos para nosso trabalho, a classificacdo que
GARCIADIEGO(1996) faz para as fontes historicas, que podem ser
primdrias; secunddrias, tercidrias fou n-arias).

Por fontes primarias, consoante a GARCIADIEGO(1996, p. 17),
entendemos aquelas produzidas por aqueles que diretamente tomaram
parte ou estavam presentes no momento em estudo. {traducéo minha). O

autor esclarece:

Fontes primarias sdo aquelas que proporcionam dados diretos do
passado. Estas fontes primarias sdo a matéria prima para a
investigacdo, ja que estas compreendem os trabalhos produzidos
pelas proprias figuras historicas. Estas fontes incluemn livros e artigos
de investigacdo original, material inédito, correspondéncia pessoal,
didgrios pessoais, escritos autobiogrdficos, fotografia, microfiimes,
microfichas, filmes, etc. [...] As fontes primarias podem também
consistir em comunicacfes verbais ou respostas; assim como criticas
ou resenhas feitas por aqueles que participaram ou foram
testemmunhas dos eventos descritos. GARCIADIEGO (1996, p.17 e
p-18) (traducao minha).

e

& A traducéo do original, em Espanhol, € minha.
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Ainda sob influéncia de GARCIADIEGO (1996, p. 17),
entendemos como fontes secundarias, aquelas que sao resultado de um
trabalho de interpretacao sobre as fontes primarias, ou seja, trabalhos
baseados em fontes primdrias. (traducdo minhaj. GARCIADIEGO (1996,
p. 18} ressalta que:

As fontes secunddarias sdo produzidas por historiadores profissionais
gue tem analisade o trabalho de wma figura histérica e o
desenvolvimento de uma idéia particular ou teoria. Destes recursos
incluem publicacées histéricas, tratados gerais e alguns livros textos.
Estas, de wum modo geral, contém wma cronologia critica,
interpretacées historicas possiveis e resumos das fontes primdrias
mais importantes.{ Tradu¢ao minha)

Finalmente, as fontes terciarias {ou n-arias) sdo aquelas que se
baseiam principalmente em fontes secundarias, e de acordo com
GARCIADIEGO (1996, p. 20):

Em geral, o material de referéncia é fonte tercidria ou n-aria. Podem
incluir  diciondrios, enciclopédias, atlas, colecées bibliogrdficas,
diretérios de periédicos e indices, guias periédicos e indices de
periddicos, periédicos histéricos, biografias de materiais, guias de
resumos, catdlogos de arquivos, entre muitos outros. (Traducao
minha)

As especificacdes sobre tais fontes, remete-nos a situar nossa
pesquisa guanto ao tipo de fonte usada. Neste contexto, podemos
afirmar que usamos os trés tipos de fonte discutidas em GARCIADIEGO
(1996).

Como exemplo, podemos destacar que ao trabalhar com os
livros textos antigos, estavamos em contato com fontes primarias. De
forma analoga, € valido afirmar que analisamos fontes secundarias, na

medida que constatamos que os livros ou teses especificas, sobre a
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histéria da matematica, foram elaborados por autfores que partiram, em
especial de fontes primarias. Em termo, parece claro que as demais
fontes utilizadas, desde os primeiros levantamentos bibliograficos, até as
informacoées gerais apresentadas na narrativa historica, construiram-se
de fontes terciarias ou n-arias.

Na verdade, estamos cientes de que tao importante quanto as
fontes escolhidas, foram os procedimentos que usamos para a analise de
tais fontes, em especial, das primarias.

A obra de HARIKI (1992) foi a nossa primeira
orientacio/inspiracéo para encontrar categorias, de modo a iniciar uma
anélise dos livros textos antigos. HARIKI (1992) analisa, em sua tese de
doutorado, o discurso dos autores de livros textos em obras da
disciplina Analise Complexa.

Para tanto, HARIKI (1992} estabelece primeiramente as
funcées do discurso matematico, ressaltando trés momentos reflexivos -
transmissao da informacédo; construcédo do conhecimento; e negociacao
dos significados —~ e ressalta as tensdes entre o discurso matematico
posto ora em carater cientifico, ora em carater pedagodgico. HARIKI

defende que

o discurso expresso nos livros textos de matemdtica, como uma
reflexao entre os discursos cientifico e pedagégico, & também
estruturado por tensoes causadas por conflitos entre as tendéncias,
movimentos e concepcoes filosoficas, epistemologicas, psicolégicas e
pedagégicas.” HARIKI (1992, p.31)

Tal afirmacédo, nos inspira a procurar estabelecer evidéncias
da influéncia fou ndoj, mesmo que parcial, da corrente

pedagdgica/ filoséfica vigente no discurso/postura do autor do livro texto

7 A traducao do original, em inglés, € minha.



23

— cosideramos esta preocupagao como uma categoria de analise dos
livros textos antigos.

As tensoOes/conflitos no discurso dos autores dos livros textos
de matematica segundo HARIKI {1992), também sdo motivadas pela
maior ou menor importancia que o autor atribui a uma das funcgdes do
discurso, ou seja, transmissido da informacdo versus construcdo do
conhecimento versus negociacao dos significados.

Ao analisar como o0s autores constroem seus textos, HARIKI
(1992, p 42) nos da indicios de como a representacao grafica é usada na
negociacdo da intuicdo entre o autor e o leitor, pois a explicacdo no
discurso matemdtico implica freqglientemente na mudanca da
argumentagdo logica para a intuitiva e heuristica, pelo uso de exemplos,
figuras, esquemas, etc. { Traducdo minha). Ainda, no segundo HARIKI
(1992, p 74}, os autores trabalham a linguagem de maneira informal,
usando da retérica para expor os conceitos matematicos. Tal movimento

¢ caracterizado por HARIKI (1992, p 74} nos seguintes termos:

ha o discurso da matemdtica informal gue é caracterizada pelo
discurso de explicacdo e argumentacao pedagégica ... O discurso da

-

matemdtica informal é essencialmente um discurso retérico, um
discurso persuasivo, no qual sdo negociados os significados e valores
entre o autor e o leitor. E dirigido pelas concepcdes educacionais e
psicolégicas do autor (preconceitos, influéncias, preferéncias), que
parecem freqgilentemente ser inconscientes. (Traducgao minhay.

Desse modo, fomos, novamente, incitados a verificar, no
discurso dos autores de livros textos antigos se hd ou nde indicios de
valorizagao da representagdo grdfica no que se refere ao trabalho com
Jungoes. Assim, notar o valor que a representacgdo grdfica assume para o
autor do livro diddtico € outra categoria de analise que usaremos ao
analisar as obras escolhidas.

HARIKI {1992) deixa claro ainda, que no processo de

argumentacio persuasiva, os autores apelam para a intuicdo do leitor
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como estratégia de convencimento da validade de uma proposigdo.
Podemos dizer que neste tipo de argumentacao os autores se valem de
exemplos, metaforas, modelos, particularizacdes, entre outros para
negociaciao da validade/significado do conceito estudado. Vale ressaltar

as nuancas gue este tipo de discurso traz:

No discurso matemdatico é converniente distinguir dois modos de
explicacao intuitiva: EXEMPLOS, e FIGURAS. Em outras palavras, nés
temos que investigar (i) a funcdo retérica de exemplos, casos
particulares, modelos, etc, e (i} a funcao retérica de figuras,
diagramas, tabelas, figuras de linguagem, etc. HARIKI (1992, p 75)
{Traducao minhaj.

Na discussao da funcfo retérica que as figuras assumem,
HARIKI (1992, p 109) esclarece que as figuras, junto aos exemplos, sdo
comumnente usadas em livros textos de matemdtica universitdria como
ferramentas de explicacdo, justificagdo e ilustracdo. (Traducdo minhaj.
Vale ressaltar ainda, que este autor estabelece diferengas entre os tipos
de figuras presentes nos livros didaticos, sendo que os graficos usam
relacbes espaciais para representar relacbes nao espaciais. HARIKI
(1992, p 110. (Traducéo minha).

Embora HARIKI (1992, p 110} atribua as figuras/graficos um
valor retorico no contexto do discurso matematico, devemos estar
atentos que tal autor considera, de maneira mais ampla, o uso das
figuras no discurso pois afirma que Minha intencdo aqui € considerar
figuras de acordo com suas trés funcoes ou dimensées: informador,
heuristico, ou retérico. {Traducao minhaj.

Assim, para explorar de maneira mais sistematica as
funcoes/dimensdes que a representacio grafica de fungdes pode
assumir, tentaremos pontuar como os graficos sio usados pelos
autores, em varios sentidos. Primeiramente vale analisar se os grdficos

sdo utilizados para introduzir um assunto; exemplificar o assunto tdo
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somente; ou se ¢€ utilizado com o aspecto de complementar o
desenvolvimento do tépico exposto pelo autor. Ainda neste sentido, vale a
pena analisar como sdo exploradas as construcées dos grdficos pelos
autores. E interessante ainda verificar se sdo feitas andlises grdficas
pelos autores apds a construcdo/apresentacdo de um grdfico. Ainda
mais, vale a analise dos graficos desenvolvidos nos livros textos, no
aspecto de estar ou ndo vinculados a situagdes reais ou modelos préximos
de situacoes reais.

Parece claro que para HARIKI (1992), os graficos e as
representagoées cumprem amplo papel na negociacdo do significado no
discurso dos autores de livros textos de matematica. Entretanto,
queremos ir além dos papeis atribuidos a representacdo grafica, situada
apenas como componente importante do discurso matematico. Logo,
chamamos a atencdo para o fato de que a representacio grafica,
representa por si s6, uma forma complexa e repleta de predicados para a
representacdo de um conceito — principalmente no que diz respeito as
fungdes — como discutimos no inicio deste capitulo. Isso nos motiva a
elencar outras categorias de andlise, proprias para a investigacdo do
papel que a representacéo grafica assume ao longo do tempo nos livros
didaticos. Esperamos que estas categorias nos auxiliem a entender
melhor a func¢ido que a representacdo grafica assume no discurso
matematico.

Tais categorias emergiram de maneira natural no processo de
estudo e analise dos livros a que tivemos acesso. Assim, pretendemos
também verificar nos livros textos se os autores usam a representac@o
grdfica como um recurso/ ferramenta de convencimento/persuasdo para
alcancar o leitor/ educando.

Como as obras escolhidas pertencem a momentos
caracteristicos da nossa historia escolar as categorias de analise podem
abordar aspectos relativos a seqléncia histérica propria de nosso

estudo. Portanto, € valido tentar destacar se hd aumento ou diminuicdo
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quantitativas na incidéncia das representagoes graficas nas obras que
sao um periodo para outro periodo subseqilente. Vale dizer que, se
verificarmos 0 aumento das representacdes grafica de forma acentuada,
tentaremos também pontuar em gue momento de nossa histéria escolar
1SS0 oCorTeE.

Ainda atentos ao aspecto da evolucdo historica das
representacoes graficas, tentaremos verificar se hd evolugdo ou
retrocesso significativos no aspecto gualitativeo da sofisticacdo e requinte
das representacoes graficas apresentadas nas obras de um periodo para
outro. De maneira analoga a feita na analise quantitativa do
aparecimento das representacoes graficas, tentaremos pontuar os
momentos onde a evolugdo qualitativa foi mais ou menos acentuada
historicamente.

Parece natural que neste tipo de analise histérica vale a
tentativa de comparar as representacoes grdficas que os autores usavam,
em seus lvros textos, as representacbes grdficas que estamos
acostumados a encontrar nos livros textos publicados atualmente.

E valido também, a busca de indicios que indiquem alguma
retomada, por parte dos autores de livros diddticos, dos processos de
construgdo, bem como de idéias presentes no desenvolvimento historico
da representacdo grdfica.

Acreditamos que tentando tracar paralelos entre a
representag¢ac grafica dos varios periodos, como foi descrito, estaremos
criando subsidios para reflexfes mais sistematicas; bem como, para
estabelecimento de relacdes/conexdes mais sutis entre as diferentes
abordagens dadas pelos autores de livros didaticos, com respeito a
representacao grafica, no decorrer da histéria.

Em resumo, podemos dizer que ao construir a uma pesquisa
histérica devemos considerar, de maneira critica, as possiveis reflexoes
histéricas a serem f{feitas. Para o bom desenvolvimento das analises

historicas, estaremos atentos a diversidade de fontes escolhidas para a
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pesquisa. Os procedimentos de interpretacoes das fontes de pesquisa

sao tdo importante quanto a escolha destas fontes. Cientes dessa

importancia, elegemos algumas categorias para analise dos livros

didaticos antigos, buscando uma melthor compreensdo do papel que a

representacéo grafica desempenhou no ensino de funcgoes, assim como,

no discurso dos autores de livros didaticos ao longo da histéria.

Nestes termos, podemos destacar as categorias de andlise,

entre as enunciadas a seguir:

procurar compreender se existem evidéncias da influéncia da
corrente pedagégica/ filoséfica vigente no discurso do autor
do lvro texto,

procurar compreender o valor que a representacdo grdfica
assume para o autor do livro diddtico;

procurar compreender se os grdficos sao utilizados pelos
autores para introduzir um assunto; exemplificar o assunto
tao somente; ou Sse sao utilizados com o aspecto de
complementar o desenvolvimento do tépico estudado;
procurar compreender como os autores exploram as
construgoes dos grdficos e se sdao feitus andlises grdficas
apos a construcdo/ apresentacdo de um grdfico;

procurar compreender se os grdficos desenvolvidos nos livros
textos, estdo ou ndo vinculados a situagdes reais ou modelos
proximos de situacgées reais;

procurar compreender se os autores usam a representacdo
grafica como um recurso de convencimento/persuas@o para
alcancar o educando;

procurar compreender na mudanca dos periodos histéricos
caracteristicos se hd wvariagbes guantitativas na incidéncia
das representacées grdficas nos livros diddticos e em que

periodos essa variacdo ocorre de maneira mais acentuada;
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- procurar compreender se hd, e em que periodos ocorrem,
mudancas qualitativas significativas (sofisticacdo/ requinte)
das representaces gridficas apresentadas nos huros
didaticos e;

- procurar compreender as representagdes grdficas que oS
autores usavam em seus livros e compara-las dads
representagées grdficas que usadas nos livros diddticos da
atualidade.

- procurar reconhecer se hd nos trabalhos do periodos em
questdo alguma retomada dos processos e idéias
desenvolvidas na construcdo histérica da representacao
grdfica.

A analise dos livros didaticos, conforme os critérios expostos,
seré parte decisiva em nossa reflexdo sobre as perguntas de pesquisa.
Outra parte fundamental para o encaminhamento de respostas sera o
desenvolvimento da histéria da representacdo grafica € 0s 1nossos

esforcos estardo voltados para essa constituicido histérica nos préximos

capitulos.



Capitulo 2

UM PANORAMA DA CONSTRUCAO DA GEOMETRIA ANALITICA E DA
REPRESENTACAO GRAFICA DE FUNCOES ATE O SECULO XIX.

O aluno precisa saber isso! Se o aluno nao sabe, nao tem
ligacdo com isso ... morre! E como se vocé..., como se vocé secar ou
estancar uma fonte de agua mineral. A Ggua s6 chega no seu final se
ela sai de dentro da fonte e percorre todo o seu camintho. De onde ela
vem? Do lencol fredtico? Se eu secar o lencol ndao vat ter agua la em
cima. Entdo é isso! Vocé esta secando a origem! Toda a matemdatica
gue é feita em sala de aula tem origem!

Prof. Marcos Fernando Silveira Orlando

Um grdfico cartesiano para mim, primeiro, ele temm que
localizar pontos. Entao, para localizar pontos nada melhor que uma
batalha naval! Entdo, a gente brinca de batalha naval mesmo! Ai eles
tem bastante nocdo de lateralidade, onde estdo os positivos, 0S$
negativos, assim na horizontal, na vertical. Entdo eles estao
brincando, eu ndo falo em hipétese alguma o que é aquilo. Nos
estamos brincando de batalha naval, s6 que na minha batalha naval
tem os quatro setores!

Prof Eliana Maria Zanuni

A elaboracédo deste capitulo objetiva a melhor compreensio da
constituigao/construcdo da representacdo grafica produzida socio-
historicamente pela humanidade, centrando nossas analises até o
século XIX, quando culmina o ensino sistematico da representacao
grafica na Europa. A reconstituicdo da histéria da matematica escolar
no Brasil, bem como o ensino da representac¢ao grafica em nosso pais
serdo abordados nos capitulos 3 € 4.

Com efeito, a interrogacdo historica em relacdo aos conceitos
relativos & representacéo grafica requer o estudo da histéria da
geometria analitica, pois os textos pesquisados sobre a Histéria da

Matematica referem-se quase que exclusivamente a historia da



30

“‘geometria analitica” e bem poucas vezes 4 “representacdo grafica de
funcoes”.

Nesse contexto, estudar a historia da representacio grafica de
functes € estudar a histéria da geometria analitica, ja que a
representacao grafica de funcdes em planos e espacos cartesianos lanca
mao dos mesmos instrumentos de representacdo grafica dados pela
geometria analitica.

Desse modo, quando for conveniente/necessario indicaremos a
‘representacao grafica” pelo termo “geometria analitica”, ora associada 4
idéia de curvas como sistemas de coordenadas para localizacdo de
pontos/curvas/parametrizacoes, ora & idéia funcional, descrevendo
graficos e curvas, bem como suas parametrizaces estabelecidas pela
variacao de quantidades dependentes, no sentido mais usual de
funcoes.

Vale lembrar aqui a primeira das perguntas da pesquisa, que
norteard nossa incursdo histérica: Como se constituiu a representacdo
grafica de funcdes no processo da histéria da matemdtica?

Devemos também lembrar as perguntas especificas originadas
da pergunta acima, € que em mesmo grau, direcionario nossa reflexao a
respeito da representacdo grafica: Quais suas origens? O que impediu
seu desenvolvimento em determinadas épocas? Quais as necessidades
histéricas proprias deste sistema de representacdo? Quais 0s motivos
histéricos que determinaram sua aceitacdo? Quando e como foi
impulsionado o seu ensino? O que motivou seu desenvolvimento e suas
sofisticacdes?

E valido antecipar o eixo principal do nosso estudo neste
capitulo. Assim, primeiramente estudaremos a origem dos sistemas de
coordenadas, indispensaveis para varias formas de representacdo
grafica; em seguida estudaremos a representagdo grafica com aspecto
funcional desenvolvide na Idade Média; na seqliéncia, analisaremos as

contribuicées de Descartes e Fermat no desenvolvimento da geometria
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analitica; e discutiremos o movimento de consolidacdo, sofisticacido e
inicio do ensino sistematico da geometria analitica e representacao

grafica.

1. Sistemas de Coordenadas: origem e desenvolvimento

E importante ressaltar que existe discordancia entre os
historiadores quanto a época de surgimento e a origem da geometria
analitica e esta discorddncia se deve a maneira de conceituar a
geometria analitica. Entre os diferentes argumentos ha alguns que
defendem a origem associada as necessidades praticas de localizacao de
pontos por meio de coordenadas utilizadas na antigtiidade e, ha outros,
que defendem tal origem associada as representagdes geométricas de
comparacoes e variacdes de quantidades, apresentadas, por exemplo,
por Nicole Oresme (13237-1382) cujo foco € especialmente funcional.
Nessa perspectiva, ha aqueles que entendem a geometria analitica 0til
para o estudo de curvas, e talvez seja esta uma das argumentacdes mais
aceitas pelos matematicos e historiadores, devido a freqiiéncia desta

abordagem nos tratados sobre o assunto. Segundo EVES (1992, p. 17):

Aqueles gue localizam essa invengdo na antigiiidade salientam que o
conceito de fixar a posicio de um ponto por meic de coordenadas
convenientes foi empregado no mundo antigo por egipcios e romanos
em agrimensura e pelos gregos na confeccdo de mapas. E, se a
geometria analitica implica ndo sé o uso de coordenadas, entdo um
forte argumento a favor de se creditar sua invengdo aocs gregos € o
fato de que Apolonio deduziu o cerne de sua geometria das secgoes
conicas dos equivalentes geométricos de certas equacoes cartesianas
dessas curvas, idéia que parece ter se originado com Menaecmus por
volta de 350 a.C..
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Desse modo, numa perspectiva historica, a geometria analitica
depende de um sistema de coordenadas e sua origem esta vinculada a
este tipo de estrutura. Assim, procuraremos investigar sistemas que se
aproximaram ou proporcionaram “alicerces” para o desenvolvimento do
sistema que atualmente utilizamos. Os antigos sistemas, por vezes
apresentavam alto grau de sofisticacio, mas eram facilmente
manipulados pelos estudiosos e bastante convenientes para os estudos
da época.

De fato, o desenvolvimento de sofisticados sisternas de
coordenadas, associados ao estudo das cénicas e suas secches, ocorreu
na epoca grega conhecida como “Idade Helénica” {entre 300 a 150 a.C.).
No inicio dessa época, Alexandre, o Grande (346 a.C.~323 a.C.), unificou
em um unico império os reinos da Grécia, Egito e Oriente Médio, uma
organizacdo cosmopolita onde o dominio politico/cultural grego
impulsionou, nas cidades, a construcéo das academias, universidades,
bibliotecas € museus. O convivio de varias culturas proporcionou a
ciéncia grega, em especial, com a assimilacdo das ciéncias egipcia e
babilénica, um notavel crescimento, legando aos demais povos um
desenvolvimento cultural matuo.

De um modo geral, entre as diversas ciéncias que se
desenvolveram no centro cultural e mercantil de Alexandria, a
matematica colocou-se em evidéncia. No campo da geometria, destacou-
se o desenvolvimento do estudo das secgées conicas - vale ressaltar que
a elaboracdo de tal estudo deu-se de modo internalista, isto é,
dissociado de aplicagbes praticas. Vale também destacar que estes
estudos chamaram a atencdo de matematicos gregos, entre eles
Menaecmus (360 a.C), mestre de Alexandre e contempordneo de
Aristoteles. Tais motivacdes, sob forte influéncia do pensamento
platdnico, incluiram a discussdo do problema das conicas, uma busca

de curvas adequadas para a duplicacdo do cubo, a qual apresenta as
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primeiras elaboragoes sistematicas de um sistema de coordenadas.
Segundo BOYER(1996, p. 65):

Menaecmus aparentemente deduziu as propriedades das secgoes
conicas e outras mais. Como esse material tem forte ar de uso de
coordenadas, como foi ilustrado acima, foi algumas vezes sustentado
que ele dispunha da geometria analitica. Tal opinide é parcialmente
Justificavel, pois certamente Menaecmus ndo sabia que uma equacdo

em duas quantidades incégnitas determina uma curva. Na verdade, o

conceito geral de equacao em guantidades incognitas era estranho ao

pensamento grego..

Menaecmus, discipulo de Eudoxo {408 - 355? a.C.) que foi
discipulo de Platao (427 - 347 a.C.}, desenvolveu com sutileza a teoria
das proporc¢oes usada no Livro V de Os elementos, de Euclides (300 a.C).
Ressalta-se que o proprio Euclides também apresentou um estudo sobre
conicas; entretanto, esses textos foram perdidos e, entre outras perdas,
esta aquela que tratava sobre Porismas. De acordo com BOYER(1996,
p.70)}, a perda dos Porismas de Euclides é particularmente irritante, pois
podem ter representado uma antiga aproximagao a geometria analitica.

Por se tratar de uma obra perdida, muitas conjecturas foram
feitas sobre a natureza dos Porismas e, nesse sentido, BOYER
BOYER(1996, p.70) ressalta a possibilidade de uma interpretacdo desse
estudo sob um aspecto mais funcional e aponta um dos possiveis
motivos pelo qual a geometria analitica nao teve, no periodo em questao,

um desenvolvimento maior:

Outros descreveram um porismg COMO UmMa proposicdo em qgue se
determinava uma relacao entre quantidades conhecidas e varidveis
ou indeterminadas, talvez a melhor aproximacdo da idéia de funcgdo
da antigiidade. Se um porisma era, como se pensou, uma espécie de
equacao verbal de uma curva, o livro de Euclides sobre Porismas pode
ter diferido de nossa geometria analitica principalmente pela falta de
simbolos e técnicas algébricas...
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Um outro estudo, mais antigo que o de Euclides, escrito por
Aristeu {c. 320 a.C.), tratou dos Lugares sdlidos. Estes textos também se
perderam, porém motivaram/influenciaram o estudo sistematico das
conicas e o subseqgliente desenvolvimento dos sistemas de coordenadas,
especialmente Uteis, para os matematicos da época. Neste contexto,
podemos destacar os estudos de Apoldnio de Perga (c. 262 ~ ¢. 190 a.C),
entre eles as Conicas, semelhante & As Cénicas de Euclides, sendo a
primeira mais completa e sofisticada que a altima.

Apoldnio, conhecido como o Grande Geometra, tinha grande
dominio nos diversos assuntos pesquisados por seus contemporaneos,
em especial no campo da astronomia. Nesse campo, seu trabalho - um
modelo astrondémico mais preciso que o de Aristoteles - influenciou
muitos matematicos de sua época e épocas posteriores. Alguns aspectos
de sua obra sobre as Cénicas sido especialmente valiosos para o nosso
trabalho, pois revelam o aprimoramento do uso de coordenadas e
algumas generalizacbes resultantes da analise das seccoes para diversos
tipos de cones, proporcionando um grande numero de problemas
formulados que, quando recuperados em outras épocas, impulsionaram
o desenvolvimento da geometria analitica. Em STRUIK (1989, p.98), as

caracteristicas gerais das Conicas e uma interpretacio a respeito:

E um tratado sobre a elipse, a pardabola e a hipérbole, introduzidas
como secgoes de um cone circular, e vai até a discussao das evolutas
de cénicas. ..referem-se a certas propriedades das dreas dessas
curvas, que sdo expressas na nossa notagdo pelas equacdes (notagdo
homogénea, p, d sdo linhas em Apolénio)

Y=pxy=pxt g x4

(o sinal mais correspondente a hipérbole e o sinal menos a elipse).

De fato, o que chamamos de eixos da elipse (ou hipérbole),
Apoldnio chamava de diametros conjugados e tracava na extremidade de

um dos eixos uma reta paralela ao outro. Essas retas sio
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perpendiculares e ele as assume como retas de referéncia de seu
sistema de coordenadas. Entendia a reta tracada pela extremidade de
um diametro como a tangente da curva, uma concepcao estatica de
tangente. Por vezes, para determinar as retas de referéncia do sistema
de coordenadas, assumia qualquer ponto da curva, tragando uma reta
pelo centro (diametro} e a tangente a curva pelo ponto dado. Com estes
eixos coordenados as abscissas eram as distancias medidas ao longo do
didmetro a partir do ponto de tangéncia enquanto que as ordenadas eram
os segmentos paralelos d tangente e cortados entre o eixo e a curva. Da

explicacio de BOYER({1996, p.106}, as figuras la e 1b abaixo:

Ponto P

/ A \
/Q'rdenadad\e/rt.\ Retas de referéncia
< — > re
\ Abscissa dy

v

Figura la

Ponto P

‘iejas de referéncia

Ordenada de P Abscissa de P

Figura 1b
FIGURA 1: Interpretacdo de um provavel sistema de

coordenadas usado por Apolénio

Naturalmente, podemos entender a dimensdo da riqueza do

trabalho de Apolénio no estudo das propriedades das curvas, obtidas
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nas seccoes conicas, como um referencial para o estudo das origens de
sistemas de coordenadas, pois as relacées de Apolonio entre essas
abcissas e ordenadas correspondentes sdo nem mais nem menos as
formas retéricas das equagoes das curvas. BOYER(1996, p.106).

Numa sintese sobre as “Cénicas” de Apoldnio, STRUIK (1989,
p.98} coloca em evidéncia dois pontos importantes. Primeiro, esclarece a

respeito do uso de coordenas nesse contexto, como o que segue:

Apolonio nao possuia nosso método de coordenadas, porque nao
tinha notagdo algébrica (provavelmente rejeitou-a conscientemente
sob a influéncia da escola de Eudoxo). Muitos dos seus resultados,
porém, podem ser transcritos imediatamente em linguagem de
coordenadas - incluindo a propriedade das evolutas que é identica a
equagdo cartesiarna.

Segundo, STRUIK apresenta seu entendimento sobre a
geometria analitica, enquanto pesquisador da historia da matematica,
quando afirma a minha tese, entdo, é que a esséncia da geometria
analitica € o estudo dos loci através de suas equacées, e isto era
conhecido pelos Gregos, sendo a base de seus estudos sobre seccoes
conicas. STRUIK (1989. p.98).

Assim, STRUIK salienta a importancia da necessidade de um
desenvolvimento prévio da linguagem algébrica para a manipulacio e o
estudo dos lugares geométricos, como apresentado na geometria
analitica dita moderna. Este é também um argumento presente no
discurso de outros historiadores. Segundo EVES (1992. p.17), ... para
que a geometria analitica pudesse assumir sua forma atual, altamente
prdatica, teve de aguardar o desenvolvimento do simbolismo algébrico.

No mesmo sentido, BOYER assinalou, ao discorrer sobre os
Poristnas, com a intencdo de superar a defesa do argumento em
questdo. Afirma BOYER(1996. p.107):



Que Apolonio, o maior geometra da antigiiidade, ndo tenha
desenuvolvido a geometria analitica se deveu provavelmente a pobreza
de curvas mais do que de idéias. Nao sdo necessarios métodos gerais
quando o0s problemas se referam sempre a um caso dentre um
numero limitado de casos particulares. Além disso, os inventores
modernos da geometria analitica tinham toda a dlgebra da
Renascenca a sua disposicdo, enguanto que Apolénio trabalhava
necessariamente com o© nstrumento mMmais rigorose mas menos
manejavel da dlgebra geométrica.

A investigacdo na busca de generalizacbes também € notada
nos trabalhos de Arquimedes (c. 287 a.C. - 212 a.C.), mas fica evidente
que a elaboracéo do sistema de coordenadas ainda aparece, mais como
um subproduto das manipulacdes geométricas associadas a teoria de
proporcoes, do que como um instrumento desenvolvido para este fim, ou
respondendo a busca de um sistema geral de coordenadas. BOYER
(1996. p.106)} ainda afirma que:

. o sistema de coordenadas era sempre superposto a posteriori sobre
uma curva dada a fim de estudar suas propriedades. Nao parece
haver exemplo na geometria antiga de ser o sistema de coordenadas
estabelecido a priori de para fins de representacdo grdafica de uma
equagcac

Ha fortes indicios de que Apolonio tenha sido educado em
Alexandria e la ensinado por algum tempo. Assumindo isto, podemos
supor que ele foi diretamente influenciado pelas diversas linhas de
pensamento de diferentes partes do mundo, presentes naquele centro,
assim como o contato com grandes matematicos, pode té-lo ajudado na
elaboracao, discussao, divulgacao e aceitacdo de sua obra.

A influéncia de sua obra nas ciéncias foi marcante. A
transmissio e a permanéncia de suas idéias manifestam-se em muitos
momentos € com 1sso, naturalmente, foram preservadas a
sistematizacdo e a manipulacdo das coordenadas implicitas em seu
trabalho.
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Cabe-nos, entdo, explorar mais sistematicamente o que
proporcionou tal aprovacéo pela comunidade dos matematicos, pois tal
entendimento pode auxiliar na compreensio de certos processos de
transmissdo, aceitacao, uso e reelaboracio de sistemas de coordenadas
€ por consequéncia, da propria geometria analitica e representacfio
grafica.

As especulag¢des sobre a aprovacio/aceitacao desta forma de
abordar tal contetdo apontam para varias hip6teses. Podemos destacar,
entre outras, o carater transdisciplinar dos estudos de Apolénio,
envolvendo diversas areas de estudo que buscavam interpretacdo
matematica para os fendmenos oriundos em seu campo. Neste sentido,
outros argumentos podem ser assim descritos:

- a aceitacdo e aprovacdo, pelos seus contemporaneos, do seu
célebre modelo astrondémico, o que se justifica pela riqueza de detalhes
comparado ao modelo de Aristoteles;

- a traducgdo de suas obras;

- a sofisticacdo dos problemas em aberto, presentes na
estrutura de seus escritos;

- a retomada direta de seus estudos sobre cénicas por Papus
(cerca de 300 d.C};

- a aplicabilidade de seus resultados para o estudo de
trajetorias.

De acordo com BOYER, a obra de Apoldnio foi bastante
abrangente. Podemos citar, entre seus estudos, o desenvolvimento de
um esquema para representar grandes numeros, as discussdes sobre
processos rapidos de calcular, as solugbes de quadraticas usando
algebra geométrica e a elaboragdo de teoremas em geometria espacial.

Vale ainda ressaltar sua influéncia na Astronomia e a
importdncia desse campo de estudo para as ciéncias e civilizacbes
antigas. Nessa perspectiva, STRUIK (1989, p.98) aponta que a

matemndtica, através da histéria e até a actualidade, ndo pode ser
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separada da astronomia e indica que .. o seu desenvolvimento
determinou, € ndo em peqguena extensdo, o rumo da matemdtica.

Nesse sentido, BOYER {1996, p.98} nos ajuda a encontrar
indicios da influéncia/preservacao da obra de Apolénio e de seu modelo
astrondémico ja que durante cerca de 1.800 anos os dois modelos - um, de
FEudoxo e outro de Apolonio - foram rivais cordiais disputando a
preferéncia dos estudiosos.

Parece-nos claro o quéo influente era o pensamento de
Apoloénio na antigiiidade. Embora essa influéncia possa, em parte,
justificar a retomada de suas idéias em periodos posteriores, vale a pena
examinar mais atentamente esse tema, pois € possivel afirmar que
muitos estudiosos que contribuiram para
o desenvolvimento da Geometria Analitica tiveram contato, e/ou
inspiraram-se nos penisamentos de Apolonio.

A obra “Cérnicas” tem uma estrutura bastante interessante.
Embora seja de dificil leitura, uma vez que € um tratado avancado para
o aprofundamento do estudo de curvas, sua apresentacéo abre espago
para o estudo de muitos problemas associados. Os problemas e seus
resultados, presentes nas “Cénicas”, discutidos em termos da algebra
geométrica — rigorosa, porém de alcance limitado -~ permitiram
generalizacoes e foram reelaborados posteriormente com recursos mais
sofisticados, como por exemplo, encaminharam a elaboracdo de uma
algebra mais versatil.

Dentre os muitos matematicos que investigaram as obras de
Apolénio podemos citar Papus, autor de Colegdo, que em varios volumes
faz uma preciosa descricdo histérica da matematica grega, bem como
complementa, em muitos sentidos, os trabalhos de Euclides,
Arquimedes, Apolénio e Ptolomeu.

As investigacbes de Papus sobre as obras de Apoldnio

produziram resultados efetivamente criativos para o desenvolvimento da



40

geometria analitica. Para confirmar nossa afirmacéo, recorremos outra
vez a BOYER {1996, p.127}):

De muuato maior significado na histéria da matemadtica é o livro VII, em
que, gracas a sua propensdo em generalizar, Papus chega perto do
principio fundamental da geometria andalitica. Os unicos métodos
reconhecidos pelos antigos para definir curvas planas eram 1)
definicoes cinemdticas em que o ponto Se move sujeito o dois
movimentos superpostos e 2Jseccao por um plano de uma superficie
geométrica, tal como um cone ou esfera ou cilindro.

Nestes textos, o numero de curvas era pequeno e guando
tratadas, eram restritas a um pequenc numero de casos. No entanto, o
livro VII apresenta uma surpresa, pois Papus propds um problema
generalizado que levava a uma infinidade de novos tipos de curvas. Esse
problema, mesmo em sua forma mais simples, é conhecido usualmente
como problema de Papus conforme relata BOYER(1996, p.127).

Ainda sobre a influéncia de Apoldnio, mas ja como decorréncia
de seu estudos sobre conceitos proximos & Geometria Analitica, Papus

apresenta:

... Em sua primeira forma o problema é chamado “o lugar a trés ou
quatro retas”, descrito acima em conexdo com a obra de Apolonio. ...
Papus da a impressao de que os geémetras tinham fracassado nas
tentativas de chegar a uma solugdo geral e de que ele teria sido o
pruneiro a provar que o lugar é sempre uma seccdo conica ... BOYER,
(1996, p. 127}

Este problema, segundo BOYER(1996, p.103p), desempenhou
um papel importante na matemdtica de Euclides a Newton e sob a
influéncia do mesmo, Descartes em 1637 pés a prova sua geometria
analitica. EVES{1997, p.201} e relata que Viéte e Euler também se
ocuparam do problema de Papus, lembrando que a simplificacdo da
simbologia matematica foi uma das caracteristicas dos trabalhos dos

dois matematicos citados.
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BOYER (1996, p.128} relata ainda que Papus comeca a
considerar, para seu problema, os casos envolvendo até seis retas -
trabalhando assim, até a terceira dimensao. A partir dai, néo conseguiu
interpretacoes tangiveis para os resultados de suas investigacoes,

embora afirme que:

homens que viveram um pouco antes que nos se permitiam
interpretar tais coisas, que nada significa que seja compreensivel,
falando do produte do contetido de tais retas do quadrado disso ou
conteudo daquelas. Tais coisas porém poderiam ser enunciadas e
provadas de modo geral, usando propor¢oes compostas ...

Ainda, segundo BOYER (1996, p.128):

Os predecessores ndo citados por um nome evidentemente estavam
dispostos a dar um passo muito importante na direcdo de uma
geometria analitica que incluiria curvas de grau superior a trés, assim
como Diofante tinha usado as expressées quadrado - guadrado e
cubo - cubo para poténcias superiores de numeros. Se Papus tivesse
seguido a sugestdo até longe, poderia ter se antecipado a Descartes
com uma classificagdo geral e teoria das curvas, indo muito além da
distincdo basica entre lugares planos, sélidos e lineares.

A observacao acima revigora a indagacdo dos motivos que
impediram o0 aparecimento, naguele momento, de uma Geometria
Analitica que, apesar de um tratamento e uma simbologia diferentes da
que atualmente conhecemos, apresentava conceitos bem proximos da
Geometria Analitica moderna.

O ilustre francés René Descartes {1596-1650) havia percebido
que, para qualguer nimero de retas no problema de Papus, uma curva
especifica fica determinada, assim como as cincompagées algébricas que
Diofante desenuvolveria teria sido suficiente para revelar algumas das
propriedades das curvas, como relata BOYER (1996, p.128). Entretanto,

isso nao era suficiente ja que Papus, no fundo, era unicamente um



42

geometra, como Diafone tinha sido, unicamente um algebrista € que, para

realizar tal tarefa, era necessario:

... que aparecesse um matematico que se ocupa-se ao mesmo termnpo
com dlgebra e geometria; é significativo que quando tal figura
apareceu na pessoa de Descartes, fol esse mesmo problema de Papus
que seruviu de ponto de partida para a invencdo da geometria
analitica.

O estudo das obras de Papus e Apolénio, como pudemos
perceber, foi retomado por muitos homens notaveis. Além dos ja citados,
€ conveniente lembrar de Edmond Halley, em 1706, ...; Robert Simson,
em 1749, Viete, em1600, Ghetaldi, em 1607 e 1613, Alexander Anderson,
em 1612, e Samuel Horley, em 1770,[...]; Fermat, em 1736, ¢ Simson em
1746, nestes casos com a preocupacgdo voltada para suas traducoes.
EVES({1997, p. 201}

Ressaltaremos agora a aplicabilidade dos resultados de Papus
e Apoldnio para o estudo de trajetérias como 1ltimo dos inumeros
aspectos que proporcionaram a difusao do trabalho de Apoldnio.

As concepgbes e o estudo do comportamento das curvas,
iniciados pelos gregos, foi fundamental nos estudos posteriores que
envolvem a cinemdtica. Isto aponta para um possivel motivo da
retomada dos estudos de Papus e Apoldnio.

O estudo de trajetorias € indispensavel para a dinamica terrestre bem
como para a mecanica celeste. Esses dois campos da ciéncia sempre se
mantiveram ativos, mesmo em periodos onde houve acentuado declinio
das atividades intelectuais mais avancadas - como na chamada Idade
Média. Mesmo nesses periodos, talvez por se tratar de assuntos com
grande aplicabilidade pratica ou que emergiam em discussées de cunho
filosofico ou religioso - ou ainda por outros motivos - as questdes
pertinentes a dinamica terrestre e a4 mecanica celestes continuaram

sendo abordadas.
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A relevancia do estudo das trajetorias, presente no escritos de

Apoldnio, é defendida na afirmacao de BOYER (1997, p. 104) que:

... OUs teoremas de Apolonio sobre mdximos e minimos na verdade sdo
teoremas sobre tangentes normais a secgdes conicas. Sem o
conhecimento das propriedades a tangentes a urmna pardbola, uma
andlise de trajetorias locais seria impossivel, e um estudo de planetas
é impensavel sem referéncias as tangentes a uma elipse. E claro, em
outras palavras, que foi a matemdtica pura de Apolonic que permitiu
cerca de 1800 anecs mais tarde, os Principia de Newtor; esse, por suda
vez, deu aos cientistas condi¢ées para que a viagem de ida e volta 4
lua fosse possivel.

Embora BOYER saliente o carater contemplativo ¢ internalista
da matematica desenvolvida por Apolénio, vale ressaltar ainda que
mesmo sob influéncia direta do pensamento platonico, sua obra voltou-
se também para as operacdes aritméticas -~ consideradas extremamente
Qteis para tarefas cotidianas, de aplicabilidade imediata, consideradas
porém, de menor valor, ja que tal exercicio nao era tao nobre. BOYER,
1996, p. 104). Podemos até especular, que possiveis comparacoes e
disputas intelectuais com Arquimedes puderam incitar tal perfil na obra
de Apolénio.

De maneira geral, podemos concluir que o elaboracdo das
principais idéias relativas a um elaborado sistema de coordenadas
culminaram num momento historico, de inestimavel riqueza cultural, no
qual a matematica atingiu alto grau de sofisticacdo e, em especial, nas
obras de matematicos notaveis como Apolonio. E, este, como dissemos,
influenciado diretamente pelos estudos desenvolvidos por toda uma
escola e comunidade de sébios - vindos de varias partes do mundo.
Sabios que, muitas vezes, abordavam problemas numa perspectiva
teérica internalista €, portanto, dissociada da realidade pratica,
caracterizando assim uma visdo contemplativa da matematica.

A influéncia da obra de Apoldnio - que focaliza principalmente

curvas derivadas de secgbes cdnicas - foi marcante em sua época e
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posteriormente, ja que serviu de base para inGmeras questbes e
pesquisas na propria geometria, além de ser suporte teérico para a
engenharia. Da traducdo de tais obras houve a germinacao dessas
idéias, que quando transmitidas, incitaram elaboracées rumo ao Campo
da geometria analitica moderna, que por vezes nao se desenvolveu com
estrutura proxima a conhecida hoje, dado a falta de recursos algébricos.

O desenvolvimento do sistema de coordenadas adequado ao
estudo das conicas difere do sistema de coordenadas convencional,
Naturalmente nos parece ter antes derivado deste estudo que elaborado
para este estudo, além de surgir num contexto de alta sofisticacdao dos
problemas geomeétricos - dissociados em uma primeira instancia dos
problemas cotidianos. Problemas geométricos que seguiam uma linha
mais voltada ao desenvolvimento de questdes internas das estruturas

matematicas estudadas.

2. Representacio Grifica na Idade Média: aspecto funcional

Naturalmente, a elaboracdo/sofisticacido dos conceitos
relativos aos sistemas de coordenadas foi um fator decisivo para o
desenvolvimento da geometria analitica/representacdo grafica de
fungoes. Outro fator decisivo para a representacdo grafica de fungodes,
foi o desenvolvimento da representacdo grafica de duas grandezas
relacionadas.

Na antigliidade ocorreramm as primeiras elaboracdes de
sistemas de coordenadas, enquanto que as primeiras representacdes
graficas, com um aspecto funcional, surgiram no final da Idade Média —
situada aproximadamente entre os séculos V e XV,

Do século V ao século X1, na Europa medieval houve o declinio
da cultura classica. Sao complexos os processos de miscigenacio de

culturas e povos na Idade Média. A mescla se deve as diversas invasoes
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no antigo Império Romano, agora estagnado. No inicio desie periodo
ocorreram as invasfes germanicas. A partir do século VII, no
Mediterraneo, a expansdo do Isla € notada com as invasdes
muculmanas e finalmente, nos séculos IX e X, ocorrem as invasbes
normandas.

As constantes guerras impuseram a Europa o caos social,
gerando assim, grande inseguranca na populaciao. Um dos reflexos
dessa inseguranca foi o crescimento da religiosidade entre os homens
medievais que buscaram certo alento e consolo na igreja crista.

Podemos dizer que a cultura medieval desse periodo é
caracterizada pela assimilacdo de principios germanicos aos antigos
valores romanos, sob forte influéncia do cristianismo.

Sob essa otica, € importante ressaltar o poder da Igreja
Catélica, notado pelas suas inumeras terras e pela influéncia exercida
junto aos lideres politicos da época. Por toda a Europa foram
construidos mosteiros que abrigavam escolas eclesiasticas e suas
bibliotecas; o clérigo se ocupava de discussdes filosoficas a luz da
teologia. Na matematica os esforgos centraram-se na elaboracao de
calendarios, com atencao para ¢ calculo da data da Pascoa.

No periodo final da Idade Média, do século XI ao século XV,
notamos a expansao das cidades impulsionando o intercambio
comercial e cultural com os centros do oriente. Para a matematica
européia foi revigorante o contato com a cultura arabe, pois os arabes
durante a ldade Média, preservaram os estudos da geometria grega,
desenvolveram sistemas de numeracdo sob influéncia hindu, além de
aperfeicoarem sistematicamente a algebra e a trigonometria.

Nesse contexto, na Europa, ao final do século XII e inicio do
século XIII, muitas universidades foram fundadas além, de ter ocorrido
a traducao de muitas obras arabes e gregas — acentuando a retomada

dos estudos matematicos.
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Vale lembrar que, embora fossem feitas inGmeras traducodes,
houve certa ruptura dos estudos avancados que desenvolveram
sistemas de coordenadas na antigliidade grega, e segundo BOYER
(1996, p.178)... As conicas de Apolénio era pouco conhecido, exceto
algumas propriedades simples da parabola que apareciam nos multiplos
tratados sobre dptica, um ramo da ciéncia que fascinava os filésofos
escoldsticos

E importante ressaltar que entre aqueles que retomaram os
estudos matematicos na Europa, destacaram-se os fildsofos escolasticos
que, de maneira geral, pertenciam & Igreja Catoélica e discutiam questdes
religiosas a “luz da razdo”. Na matematica, entre os escolasticos, Nicole
Oresme(1323?-1382) assumiu papel de destaque. Segundo
STRUIK{1989, p.142), ... o mais importante desses matemdticos
eclesidsticos da Idade Média foi Nicole Oresme, bispo de Lisieux, na
Normandia, que trabalhou com poténcias fraciondrias.

Oresme desenvolveu estudos sobre proporcionalidade, assim
como outros matematicos do periodo medievo, com o objetivo de explicar
fenomenos fisicos, tais como a velocidade, postulados inicialmente por
Aristoteles.

Outra discussdo, de interesse dos estudiosos escolasticos,
estava relacionada a quantificacao das formas’ varidveis, que segundo a
explicacdo de Boyer, essas formas podiam representar ... a velocidade de
um objeto mével e a variagGo de temperatura, de ponto para ponto, num
objeto com temperatura nao uniforme...BOYER(1996. p.180).

Conforme ressalta BOYER({1996. p.180), enquanto estudava
problemas e teoremas relativos 4 variacio das formas, Oresme teve um
pensamento brilhante - por que nao tracar uma figura ou grdfico de
maneira pela qual variam as coisas? Vemos aqui, é claro, uma sugestdo
antiga daquilo que agora chamamos representacdo grdfica de funcoes....
De fato, temos nos estudos de Oresme a primeira representacéo grafica

no sentido funcional e, ainda, o conceito de variacdo de duas
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gquantidades é ligado a idéia de continuidade. Mais uma vez, recorrendo
a BOYER(1996. p.180):

Tudo o que é mensurdvel, escreveu Oresme, € imaginavel na forma de
guantidade continua; por isso ele tracou o grdfico velocidade-tempao
para um corpo que se move com aceleracdo constante. Ao longo de
uma reta horizontal ele marcou pontos representando instantes de
tempo f(ou longitudes) e para cada instante ele tragou
perpendicularmente a reta de longitudes um segmento de reta
(latitude) cujo o cumprimento representava velocidade. As
extremidades desses segmentos, ele percebeu, jazem ao longo de
uma reta, e se o movimento uniformemente variado parte do repouso,
a totalidade dos segmentos velocidade (que chamamos ordenadas)
preenchera um triangulo retangulo. {ver Fig. 14.2).

Figura 14.2

FIGURA 2. Representacdo grafica feita por Nicole Oresme
segundo BOYER
FONTE: Histéoria da Matematica, BOYER, C.B., 1996 — Pag. 180

E gratificante perceber que estd implicito no trabalho de
Oresme o uso de coordenadas, no qual longitude, ou a representacéo do
tempo, corresponde & abscissa, e a latitude, ou a representacao da
velocidade, corresponde & ordenada. Naturalmente, femos mais uma vez
a elaboracao de um sistema de coordenadas, mas sem davida o aspecto
mais importante dessa representacdo € a conotagao funcional, como
destaca BOYER(1996. p.181}:

Seu uso de coordenadas, é claro, ndo era novo, pois Apolonio, e outros
antes dele tinham usado sistema de coordenadas, mas sud
representacao grdfica de uma quantidade variavel era novidade.
Parece que ele percebeu o principio fundamental de se poder
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representar uma funcdo de uma varidvel como uma curva, mas nédo

soube usar eficazmente essa observacdo a ndo ser no caso de funcao
linear.

Naturalmente, a partir dessa notacdo, Oresme explorou, de
maneira rudimentar, outros aspectos relacionados as funcées, tais como
diferenciais € integrais. Talvez, porque sua preocupacio estava voltada a
esses outros aspectos, ele nao desenvolveu o estudo de outras curvas.
Afirma BOYER(1996. p.181):

Além disso, Oresme se interessava principalmente pela drea sob a
curva, por isso ndo ¢ muito provavel que tenha visto a outra metade
do principio fundamental da geometria analitica - que uma curva
plana possa ser representada, com relacdo ao sistema de
coordenadas, como uma funcdo de uma varidvel.

Um outro fator que pode ter impedido Oresme de conseguir
maiores avancos no desenvolvimento da geometria analitica esta,
novamente, no argumento de que ele ndo dispunha de recursos
algébricos mais sofisticados. Na verdade, mais uma vez, a sofisticacéo
algébrica se faz necessaria para o desenvolvimento da geometria
analitica. Tal interpretacdo vem de BOYER(1996. p.182):

O que precisava ter era, naturalmente, uma geometria algébrica em
vez da representacao pictorial que tinha em mente; mas a fraqueza
técnica prejudicou a Europa durante todo o periodo medieval.

Os matematicos do Ocidente durante o século quatorze tinham
imaginacdo e precisdo de pensamento porém faltava-lhes técnica
algébrica e geométrica; ...

Embora ele ndo tenha explorado outras curvas, ainda num
sentido funcional, em sua principal obra Tractatus de Figuratione
polentiarum et mensurarum, BARON & BOS (1985, p.60) considera que
...Oresme também incluiu uma passagem interessante onde ele sugere a

possibilidade de se usar um sistema de coordenadas tridimensional para
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representar uma gualidade, ou forma, tendo extensdo em espago e
tempo..., 0 que indica que Oresme especulou a respeito da representacao

grafica na terceira dimensdo. A esse respeito BOYER (1996, p.182)

também reconhece que:

Aqui Qresme chegou a sugerir uma extensdo de trés dimensoes de
sua “latitude de formas” em que uma funcao de duas varidveis
independentes era representada como um volume de todas as
ordenadas erigidas segundo a regra dada, em pontos numa parte do
plano de referéncia. Encontramos até wuma insinuacdo de uma
geometria de quatro dimensoées quando Oresme fala em representar a
intensidade de uma forma para cada ponto de wm corpo ou volume de
referéncia.

Assim, temos uma noc¢do do significado dos estudos deste
matematico escolastico como precursor no desenvolvimento da
representacdo grafica de funcdes. Refletiremos agora, a respeito de
alguns fatores que proporcionaram a continuidade, divulgacéo e
transmissao desses estudos e idéias as geracdes posteriores.

Como pudemos notar, as idéias e conceitos presentes nos
estudos de Oresme estdo relacionados as discussfes sobre o movimento
dos corpos.

Discussoes a respeito do movimento (velocidade/aceleracao)
eram constantes naguele periodo, uma vez que faziam parte de
elucubracoes filosoficas dos escolasticos baseados nas recuperacoes dos
escritos gregos, principalmente os de Aristoteles. Essa tematica €
emergente na Europa medieval, com grande influéncia nos estudos

matematicos de épocas posteriores. EVES (1997. p.295} assim revela:

As elucubragoes dos filosofos escoldsticos levavam as teorizacoes
sutis sobre o movimento, infinito e continuo, conceitos de importancia
fundamental na matematica moderna. O século de disputas e
tergiversacoes escolasticas podem responder, até certo ponto, pela
notavel transformac¢do da matematica antiga em moderna; como
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sugertu E.T. Bell, essas discussoes talvez constituiam uma
andliise submatemadtica.

A discussio desses pensamentos e conceitos se espalhava pela
Europa, ja que a filosofia e a ciéncia aristotélicas tinham sido
recuperadas e eram ensinadas nas urniversidades e nas escolas
religiosas como esclarece BOYER({1996, p. 177). Segundo BARON & BOS
(1985, p.58), o trabalho de Oresme foi difundido nesse contexto, dado
que o problema da latitude das formas provocou muitas discussées e
motivou grande partes das idéias de movimento.

Os conceitos relativos a latitude das formas foram
apresentados por Oresme em De latitudinibus formarum (c. 1360)
influenciando os estudiosos da época medieval. Na verdade, podemos
transpor essa influéncia aos precursores da geometria analitica
moderna, pois esse trabalho foi impresso varias vezes entre 1482 e 1515
e pode ter influenciado os matematicos do Renascimento, incluindo
Descartes. STRUIK (1989, p.142).

Nesse sentido, confirmamos nossa argumentacdo, ressaltando
que A representacdo grdfica de fungées, conhecida ent@o como a latitude
de formas, continuou a ser um tépico popular desde o tempo de Oresme até
o de Galilen. BOYER {1996, p.181).

Assim, podemos concluir que a continuidade/transmissido das
idéias relacionadas & representacio grafica com aspecto funcional, foi
devida principalmente aos seguintes processos:

— aos inumeros estudos sobre o movimento, desenvolvidos
naquela época e em épocas posteriores, e entre estes estudos, os de
Nicole Oresme eram muito influentes;

- popularidade do problema da latitude das formas, entre os
estudiosos — refletida pelas inumeras transcrigées da obra de Oresme,

onde encontrava-se a representagio grafica das “formas variaveis”;
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~ a discussfo/ensinoc dos problemas relativos a latitude da
formas nas escolas e universidades, sob influéncia do poder eclesiastico.

Em sintese, podemos afirmar que entre as varias especulacoes
filosoficas dos eclesiasticos na ldade Média, chamaram a atencéo de
Nicole Oresme, aquelas que envolviam questdes sobre movimento.
Oresme estudou o problema da “latitude das formas” -~ que dizia respeito
a “quantificacdo de formas varidveis”. Pictoricamente a velocidade foi
gquantificada e sua variacao foi representada em funcio da variacao do
tempo. Oresme néo fez a representacido de outros fendmenos e curvas,
nao sd porque nao dispunha de recursos algébricos, mas também por
ter se centrado em outros aspectos, as investigacoes da velocidade em
sua representacao grafica. O trabalho desenvolvido por este escolastico
foi preservado e discutido nos meios cientificos dada sua influéncia e

importancia no estudo dos fenémenos relacionados ao movimento.

3. Descartes e Fermat

E interessante notar que, desde 1360, com a divulgacido dos
estudos de Oresme, até 1637, com a publicacdo dos estudos de
Descartes, nao temos indicac¢bes de grandes avangos na representacao
grafica de curvas. Entretanto, devemos lembrar que este periodo foi
marcado por importantes desenvolvimentos na Matematica.

O final da ldade Média e inicio dos tempos modernos sao
caracterizados pela formacao dos Estados Nacionais, num ambiente de
unido da burguesia com o rei. Este foi um periodo de grande
crescimento das cidades e de intensa atividade comercial, notada pela
expansiao maritima, pelo mercantilismo e colonizacdo das novas terras
descobertas. No ambito cultural, o pensamento € o estudo da cultura
grega foi ainda mais revigorado pelos humanistas — que revivificaram os

valores da antigliidade classica. As exploracbes maritimas demandavam
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novas tecnologias, os contatos com as novas culturas forneceram
inumeros dados para a discussao cientifica. Cidades portuarias da costa
atlantica da Europa, cresceram rapidamente, e para estas cidades
imigravam muitos estudiosos patrocinados pela realeza e pelos
mercadores.

De fato, esse foi o periodo da “Reforma” que provocou divisdes
na Igreja Catolica, sendo que alguns dos grupos filosoficos que
emergiam destas divisbes se mostravam mais receptivos as discussdes
cientificas. Neste periodo de transformacéo de valores culturais, tdo bem
conhecido como “renascimento”, podemos notar os estudiosos
renascentistas aplicando métodos caracteristicos das ciéncias
modernas, tais como a reelaboracio de teses e hipoteses através da
experimentacao empirica.

Em cada nacdo, o movimento de consolidacdo dos Estados
Nacionais ocorreu a luz de inumeras disputas e perseguicoes
politicas/religiosas entre grupos de nobres — movimento que, em alguns
casos, culminaram em guerras civis. Este processo de consolidacdo,
culminou com a total centralizacdo do poder real — absolutismo
monarquico — sendo os estados absolutistas inglés e francés exemplos
deste sistema de governo, onde a pratica econdémica se resumia ao
mercantilismo.

Apbs esse breve panorama histérico, que nos pée a par dos
principais acontecimentos ocorridos desde o fim da idade meédia até a
consolidacdo dos estados absolutistas, voltamos ao século XVI para
apontar os franceses como 0s principais matematicos que contribuiram
para o desenvolvimento da geometria analitica.

Primeiramente queremos voltar nossas atencgbes para o
trabalho de Frangois Viéte (1540-1603), que contribuiu na aritmética,
algebra, trigonometria e geometria. As principais contribuicées de Viéte
€stao na algebra, com o desenvolvimento das solucdes de equacdes de

maneira mais geral, e ndo apenas para casos especificos. Influenciado
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pelas obras de Papus e Apolénio, - novamente estudadas a partir da
segunda metade do século XVI — o pensamento de Viete sempre se
mantinha proximo da geometria, o que 0 ajudou a relacionar a algebra
com a geometria e tal fato leva Boyer a afirmar que ...interpretando as
operacoes algébricas fundamentais geometricamente, Viéte percebeu que
régua e compasso bastam, até para as raizes quadradas./...] ou, a fortior,
resolver geometricamente qualquer equacgdo ctbica. BOYER (1996. p.210)
Estas consideracbes relevadas por BOYER (1996. p.210), culminam

numa observacao muito importante:

Aqui vemos claramente uma tendéncia muito significativa - a de
associar a nova dlgebra avancada com a antiga geormnetria avangada.
A geometria analitica ndo poderia estar muito distante, e Viéte
poderia té-la descoberta se nao tivesse evitado o estudo geométrico
das equacsoes indeterminadas.

Notamos entdo, o quéo proximo estava Viete da geometria
analitica descrita por Descartes ¢ Fermat. Podemos caracterizar Viéte
como um dos matematicos renascentistas, de um periodo de transigao,
que assimilou as matematicas medievais e os estudos avangados dos
classicos gregos, contribuindo com sua algebra para o desenvolvimento
da matematica nos tempos modernos.

Nesse periodo de transicdo, os conceitos relacionados a
representacdo grafica de funcgoes e geometria analitica foram
desenvolvidos também por Galileu Galilei (1564-1642) e seu discipulo
Boaventura Cavalieri {1598-1647) — famosos matematicos italianos.

Segundo BOYER (1996, p.224), nos estudos relativos aos
movimentos e trajetorias, Galileu seguiu as representacOes graficas de
Oresme:

E praticamente certo, no entanto, que ele conhecia perfeitamente a
obra de Oresme sobre a latitude das formas, em vdrias vezes em
Duas novas ciéncias Galileu usou um diagrama de velocidade
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semelhante ao grdfico triangular de Oresme. Porém, Galileu organizou
as idéias de Oresme e deu-thes uma precisao matemdtica gue lhes
Jfaltava.

Sob influéncia de Galileu, Cavalieri estudou trajetorias com
auxilio da “curva espiral de Arquimedes”, relacionando-a & parabola e
desenvolvendo conceitos relativos a4 representacdo dos pontos das
curvas por meio de coordenadas — hoje conhecidas, como polares e
retangulares.

Entretanto, devemos observar, que a influéncia dos trabaihos
de Oresme foi notada, especificamente, nos locais onde se
desenvolveram os estudos relacionados ao movimento. Assim reconhece
BOYER(1996, p.219):

E interessante notar que embora Oresme tivesse usado tanto indices
de poténcias fraciondrias, quanto métodos de coordenadas em
geometria, isso parece ter tido influéncia apenas muito indireta, ou
nenhuma, no progresso da matemdtica nos Paises Baixos e na Franca
no comeco do século dezessete.

Desse modo, podemos afirmar que a representacio grafica
proposta por Oresme pouco influenciou o trabalho dos franceses, que
seguiram uma linha de investigacdo matematica mais voltada as
equacoes.

A sofisticacdo da discussao das equacdes e 0s avangos na
notacdo algébrica denotam grande progresso da algebra no final do
século XVI e durante todo o século XVII. Neste periodo devemos destacar
os estudos dos franceses” René Descartes (1596 — 1650) e Pierre de
Fermat (1601 - 1665) na elaboracdo da geometria analitica e
representacdo grafica de curvas — com uma estrutura muito proxima da
usada atualmente. Neste sentido, KATS (1992, p.395) afirma que na
obra destes matematicos, encontramos as mesmas técnicas bdsicas gue

relacionam dlgebra e geometria, as técnicas cujo desenvolvimento
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adicional culminou no objeto moderno da geometria analitica {A traducao
¢ minha). Cabem a Fermat e Descartes, cada win com uma perspectiva
de estudo proprios, os avangos mais significativos na estruturacao da
geometria analitica, até entdo, ¢ em relagao 4 participacéo simultanea
desses matematicos, KATS (1992, p.395) ressalta que desenvolveram de
maneira distinta diferentes aproximag¢des para um assunto comum,
diferencas causadas pelos diferentes pontos de vista sobre a matematica
(A traducéo é minha). Dessa forma, vale analisar as contribuigdes que
cada um (destes matematicos} proporcionou a evolucéo da geometria
analitica e representacao grafica.

Descartes, conhecido como “o pai da filosofia moderna®, em
1637 apresenta em sua obra, Discours de la méthode pour biem conduire
as raison et chercher la vérité dans la sciences — estudos filosoficos que
influenciaram o pensamento cientifico por quase um século. Essa obra
contem trés apéndices, sendo La géométrie, aquele que apresenta a
chamada geometria cartesiana, hoje associada a geometria analitica.

Em La géométrie, Descartes retoma o estudos de alguns
problemas geométricos da antigiiidade classica, principalmente agueles
propostos por Papus, e apresenta uma nova abordagem, cujo objetivo,
segundo BOYER (1996, 232) assim se mostra:

.. é geralmente uma construgdo geométrica, € nao necessariamerite a

reducdo da geometria a dlgebra. A obra de Descartes € com
demasiada frequéncia descrita simplesmente como aplicagdo da
algebra a geometria, ao passo que na verdade poderia ser bemn
caracterizada como sendo a traducao de operacoes algébricas em
linguagem geométrica.

Confirmando tal aspecto da obra de Descartes, KATZ (1992,
p.399) afirma que Descartes se preocupou mais em demonstrar as
relacoes das construgoes geométricas com as solucoes para as equacoes

algébricas.(A traduc¢éo € minha)
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Segundo BOYER (1996, p.232}, devemos entender que
Descartes fornecia representacdes geométricas de operacoes algébricas,
e ainda ia mais longe do qualquer de seus predecessores em sua dlgebra
simbdlica, e na interpretagdo geométrica da algebra, sendo esse o carater
principal de sua obra. Isto € confirmado por STRUIK (1989, p.166) ao

ressaltar que:

Os méritos de Descartes se encontraram sobretudo na aplicacdo
consistente da desenvolvida dlgebra do século XVI a andlise
geométrica dos antigos e, através disto, num enorme alargamento de
sua aplicabilidade. Um segundo mérito € a definitiva rejeicdo de
Descartes das restricoes de homogeneidade de seus predecessores,
ainda freqgiientes na logistica speciosa de Viéte, de forma gue x2, x3,
xy eramn agora considerados como segmentos de recta.

Assim, notamos que para Descartes era natural desenvolver a
algebra langando mao de representacdes geomeétricas, assim como
estudar problemas geométricos com a ajuda da algebra. Embora o titulo
da obra possa sugerir um trabalho exclusivamente voltado para a
geornetria - € sem duvida, grande parte dos problemas abordados eram
motivados a partir da geometria — o carater algébrico, decorrente da
escola francesa, era igualmente considerado nas associacoes feitas por
Descartes que, segundo BOYER{1996, p.233):

... tinha discutido os méritos relativos da dlgebra e da geometria, sem
mostrar parcialidade por nenhuma delas. Acusava a segunda de
usar, demasiado pesadamente, diagramas gue fatigam a imaginagcao
desnecessariamente, e a primeira de ser uma arte confusa e obscura
qgue embaraca a mente. Q objetivo de seu método, portanto, era duplo:
1) por processos algébricos libertar a geometria de diagramas e 2) dar
significado as opera¢ées da dlgebra por meio de interpretacées
geométricas.

No intuitce de dar significacbes aos processos algébricos e
geomeétricos, o método de Descartes consiste entdo em partir de um

sistema geométrico, traduzi-lo em linguagem de equagdo algébrica, e
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depois, tendo simplificado ao mdximo a equacdo, resolvé-la
geometricamente como esclarece BOYER((1996, p. 233).

Na busca constante de interpretacbes algébricas para
problemas geométricos - principalmente o de Papus - Descartes
entendeu e buscol exprimir lugares geométricos atraves de equacgoes
algébricas. No entanto, vale esclarecer a respeito de duas questoes
comumente associadas a sua obra: o uso de coordenadas e a
representacao grafica das curvas.

Quanto ao uso de coordenadas na obra de Descartes, BOYER
esclarece que nao hd nada de sistemdtico sobre coordenadas
retangulares, pois ordenadas obliquas sao geraimente assumidas €, mais
adiante afirma que Ele sabia de modo geral que as ordenadas negativas
sdo orientadas em sentido oposto ao tomado como positivo, mas nunca
usou abcissas negativas. BOYER (1996, p. 235 e p. 236).

Quanto a representacao grafica de curvas, em associacao ao uso
de coordenadas, BOYER (1996, p. 236) salienta que em toda a obra ndao
hd uma trica curva nova tracada diretamente a partir da equagdo, € o autor
se interessava tdo pouco por esbogar as curvas gque nunca entendeu ©

significado de coordenadas negativas € 0 mesmo autor conclui:

Ainda mais o principio fundamental da geometria analitica — a
descoberta de que equagées em duas incégnitas correspondem a
lugares - sé6 aparece no segundo livro, e mesmo entGo s6
incidentalmente.

“A solucdo de qualquer desses problemas sobre lugares nao é mais
do que achar um ponto para cuja completa determinacdo falta uma
condicdo... Em todo caso assim se pode obfer uma equag¢ao contendo
duas incégnitas”. BOYER (1996, p. 236)

Nas palavras de BOYER podemos obter uma sintese que
associa muitos dos aspectos discutidos, da obra de Apolonio e sua
relacdo com a obra de Descartes, além do aspecto fundamental da obra

de Oresme,
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Nossa exposicao analitica de Descartes deve ter deixado claro qudo
longe estavam os pensamentos do autor de consideracées prdaticas
que hoje estdo tdo freqgiientemente associadas com o uso das
coordenadas.... La géométrie em seu tempo foi tanto um triunfo da
teoria n@o pratica quante As conicas de Apolonio na antigiiidade,
apesar do papel extraordinariamente util que ambas viriam a
desempernhar. Além disso, 0 uso de coordenadas obliguas era quase o
mesmo nas duas obras, confirmando assim que a origem da
geometria analitica moderna esta na antigiiidade mais que na
latitude de formas medieval.... Mesmo que Descartes conhecesse a
representacdo grdfica de Oresme de fungoes, e isso ndo é evidente,
ndo hda nada em sua forma de pensar que indique ter ele percebido
qualquer semelhanca entre a finalidade da latitude de formas e sua
propria classificacde das construgdes geométricas. A teoria das
fungdes veio a tirar grande proveito da obra de Descartes, mas a
nogdo da forma ou funcdo ndo teve papel aparente no
desenvolvimento da geometria cartesiana. BOYER (1996, p. 237)

Dessa forma, temos até aqui algumas caracteristicas
principais da obra de Descartes, 0 que nos permitira a comparacio com
o trabalho de seu contemporaneo Fermat, que em muito confribuiu para
0 avanco da geometria analitica e a representacao grafica de curvas.

Fermat devido as suas contribuicdes nas varias areas da
matematica, em especial para a moderna teoria dos numeros EVES
(1997, p.390j, € considerado o maior matematico francés do século XVIi.

BOYER (1996, p. 238) relata que na tentativa de reconstruir
uma das obras de Apolénio, Fermat pode perceber, antes da publicacéo
da Geometria de Descartes, o principio fundamental da geometria
analitica, desde que :

“Sempre que numa eguacdo final enconfram-se duas quantidades
incognitas, temos um lugar, a extremidade de uma delas descrevendo
uma linha, reta ou curva®.

Conclusodes como estas podem ter direcionado o trabalho de
Fermat, o que difere notadamente da obra de Descartes, pois Fermat
dava énfase ao esboco das solucdes das equacgtes indeterminadas, em
vez de d construgoées das solucdes algébricas determinadas BOYER(1996.

p. 239}. Nesta perspectiva, sua obra Ad locus planocs et solidos isagoge -
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Introducdo aos lugares planos e sélidos ~ traz o esboco de retas,
hipérboles, parabolas, elipses ¢ circulos. Em sua outra obra, Método
para achar maximos e minimos, além de desenvolver métodos de calculo
diferencial 4 sua maneira, sendo assim um dos precursores do calculo,
eshoca curvas de grau superior. Os esbogos citados sao feitos de
maneira muito proxima a nossa, uma vez que € implicito o uso de eixos
coordenados com configuracdo perpendicular, conforme esclarece
BOYER{1996. p. 240}.

Vale ressaltar que ao trabalhar com a representacao grafica
das equacoes indeterminadas, Fermat em muito se aproximou da nossa
atual representacdo grafica de fungdes, pois estava implicita a
dependéncia entre as variaveis em questao. Confirmando tal aspecto,
KATZ(1992, p. 396) relata que em seus estudos esta presente a idéia da
correspondéncia entre lugar geométrico e equagoes algébricas
indeterminadas em duas ou mais varidveis, e a construcdo geométrica
para esta correspondéncia, um sistema de eixos ao longo dos quais as
variacoes estdo representadas (A traducgéo € minha).

Assim, a constante representacdo grafica das curvas, a partir
de suas equacdes, € 0 uso do sistema de coordenadas perpendiculares
feito de maneira mais sistematica, podem ser apontados como pontos
que diferenciam a obra de Fermat da de Descartes.

Ainda recorrendo a BOYER (1996}, naturalmente oS trabalthos
desses dois matematicos apresentaram semelhancas, entre 0s pontos
comuns podemos citar que os dois estudiosos nao consideravam
coordenadas negativas e seus estudos situam-se dentro de uma
abordagem internalista da matematica, além de motivados por
problemas geométricos da antigitidade classica, que neste novo contexto
eram trabalhados com os recursos de uma algebra mais sofisticada,

diferentemente do que havia ocorrido na idade média
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Vale lembrar que ambos os trabalhos sugerem a representacio
grafica em dimensao superior a do plano, como BOYER(1996, p. 236}

chama a atencao, no trabalho de Descartes, Livro Il de La geometrie:

Ha até um enunciado de um principio fundamental de geometria
analitica no espaco:

“Se faltam duas condicées para a determinagdo de um ponto, o lugar
do ponto € uma superficie.”

No entanto Descartes nao deu qualquer exemplo de tais equagoes
nem amplificacdo dessa breve sugestdo de geometria analitica em
trés dimensoes..

Sobre a obra de Fermat, BOYER (1996, p. 239) é bastante

claro quando afirma que:

“‘Ha certos problemas que envolvam sé uma incégnita e que podem
ser chamados determinados, para distingui-los dos problemas de
lugares. Ha outros que envolveram duas incégnitas e que nuncd
podem ser reduzidos a uma so; e esses sdo 0s problemas de lugares.
Nos primeiros problemas, procuramos um ponto unico, nos segundos
uma curva. Mas se o problema proposto envolve trés incognitas, deve-
se achar, para satisfazer G equagdo, ndo apenas um ponto ou curva,
mas toda uma superficie. Assim aparecem superficies como lugares,
ete.

Uma vez que destacamos o0s principais avangos ¢
caracteristicas das obras destes dois franceses, no campo da geometria
analitica e representacdo grafica, devemos relevar que, os varios
assuntos abordados, a superacdo das limitacoes da forma algébrica
homogénea e os pensamentos filosoficos presentes no Discours de la
Meéthode, de Descartes, influenciaram em muito seus contemporaneos.
Ja os estudos desenvolvidos por Fermat nos diversos campos da
matematica, da teoria dos numeros ao estudo das probabilidades,
projetaram-no como outro estudioso de grande influéncia.

Nessa perspectiva, a investigacao das tecorias elementares do

calculo feita por Descartes e Fermat, sao contribuicoes imprescindiveis
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para os posteriores avangos desta area de estudo, ja que discutiram
sistematicamente curvas algébricas e nfo algébricas e destas discussoes
resultaram, por exemplo, métodos para a determinacao de tangentes a
curvas dadas. Vale lembrar que ao discutir as curvas, com meétodos
para encontrar a area abaixo das mesmas, além de pontos de maximo e
minimo, com o auxilio da representagfo grafica, Fermat contribuiu
decisivamente para a elaboracédo do Calculo. (BOYER, 1996, STRUIK,
1989

Naturalmente, a influéncia dos estudos realizados por estes
dois estudiosos se fazia presente no ambiente de vigorosas discussoes
cientificas, bem como na relacdo de ensino promovido em academias
recém fundadas. STRUIK (1989, p. 169) faz a caracterizacdo precisa das
academias, onde surge o cientista moderno, ao afirmar que formaram-se
a volta dos grupos de discussao de homens cultos [...] em oposi¢ao as
universidades, que mantinham o espirito do periodo escoldstico [..],
exprimiam o novo espirito de investiga¢do.

Em suma, podemos dizer que a geometria analitica e a
representacio grafica, uma forma muito proxima a4 moderna, comegou a
ser esbocada no periodo das grandes navegacdes, que demandavam
novas tecnologias, além de evidenciar o contato com novas culturas,
num ambiente propicio para o desenvolvimento da chamada cultura
renascentista, que no panorama politico culminou com a consolidacao
dos chamados Estados Modernos.

Dentro desse movimento os valores gregos sao revigorados,
bem como a reconstituicdo de classicos, como as obras de Papus e
Apolonio. Essa retomada, contemplada com um desenvolvimento de boa
parte das bases da moderna geometria analitica, foi motivada pelo
estudo de antigos problemas geométricos, agora discutidos com o auxilio
de uma éalgebra mais avancada, por estudiosos como Descartes €
Fermat; o primeiro, cujo pensamento filosofico influenciou toda uma

época, voltou-se ao estudo de equacdes e suas raizes; o segundo, cuja
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influéncia é devida aos avancos em diversos ramos da matematica,
voltou-se ao estudo das curvas, com carater mais proximo do funcional,
situado na interdependéncia de variaveis. E entre essas discussoes,
presentes no ensino das academias, surgem Dbases para o0

desenvolvimento mais sistematico do calculo em periodos posteriores.

4. Geometria Analitica e Representacdo Grafica: consolidacao,

sofisticacao, e inicio de um ensino sistematico.

Como ja comentamos, a geometria analitica e as diferentes
representacoes graficas do século Xll, foram elementos que ajudaram
e/ou embasaram algumas das elaboracbes/avancos que o calculo
apresentou durante os séculos seguintes.

Esta nova geometria, cada vez mais perfilada, mostrava-se
como uma ferramenta eficiente ou um método para o estudo de
inimeros problemas matematicos € teorias que foram se constituindo
no final do século XII e durante os séculos XIII e XIX. Num processo
continuo, o desenvolvimento da matematica nestes periodos valeu-se da
geometria analitica e das representacoes graficas, que num movimento
reciproco, consolidaram-se e alcancaram grande sofisticacéo.

Pretendemos neste momento, voltar nosso olhar para alguns
pontos marcantes deste processo de consolidagdo e sofisticacao da
representacao grafica / geometria analitica, bem como na transmissio
dos conceitos, atentos € claro, ao inicio de seu ensino sistematico.

Primeiramente lembramos que o final do século XVII assinala
o inicio da superagdo dos Estados Absolutistas e do modelo econdémico
vigente, o mercantilismo, que caracterizaremos como um modelo de
transi¢do da pratica econdmica feudal para o modelo do moderno
capitalismo industrial, que se configurou em fins do século XVIII. Entre

os varios fatores responsaveis pela transicdo, podemos citar a
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necessidade de uma pratica econémica mais dinamica, condizente com
o desenvolvimento econémico das nacdes, nao representando entraves
além de ser consonante aos interesses da classe burguesa.

Neste sentido, o pensamento liberal, que se¢ configurou
durante o final do século XVII e durante o século XVIIL, atendeu 0s
anseios da burguesia. Naturaimente, as revolugoes politicas que
caracterizaram a superacdo dos Estados Absolutistas com 0
estabelecimento de uma nova ordem social foram marcadas por
inttmeras batalhas civis.

Convenientes sao os exemplos do estabelecimento do
parlamentarismo na Inglaterra em 1688, com a Revolugdo Gloriosa apos
sucessivas revolucdes; a Revolucdo Americana que finda em 1787,
tornando os Estados Unidos uma nacéo federativa apds longo periodo de
batalhas para superar o jugo colonial da metropole inglesa; além é claro
da longa Revolugdo Francesa, iniciada em 1789, levando ao poder
diferentes grupos da burguesia, que sob pressbes externas anti-
revolucionarias, disputaram o poder até o seu término, €m 1799 com a
tomada do poder por Napoledo Bonaparte. Napoleao, aliado a burguesia,
liderou a Franca em conquistas militares até o ano de 1812 e difundiu
os ideais revolucionarios, mas apds derrotas sucessivas encerrou sua
trajetéria como lider francés em 1815, conseguindo em partes atender
as aspiracdes burguesas.

Um dos reflexos das conquistas napolednicas foi a vinda da
corte real portuguesa ao Brasil em 1807, fugindo da investida francesa.
Isto modificou a estrutura da colénia que passava entao a ser sede do
governo portugués, que mediante as necessidades da nova sociedade
colonial, criou instituicdes de ensino para a formacao de oficiais e
engenheiros nas escolas militares, bem como a formacao de médicos
para servir & corte e as forcas militares. (WEREBE, 1994

Sem duvida, foi um periodo turbulento, notado por inGmeros

conflitos civis, além da ocorréncia de epidemias que assolaram a
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Europa, o que pode ter orientado alguns dos deslocamentos dos
cientistas, e quem sabe, centros de discussao e producgao cientifica da
época.

Ainda no plano cientifico/cultural, a figura ilustre de Isaac
Newton {1642-1727}, ao buscar explicacdes para os fendmenos fisicos
por meio de leis naturais, exemplifica um perfil marcante dos estudiosos
daquele periodo: o desejo de encontrar explica¢des para os fendmenos
sociais por meio de leis naturais que regessern a economia, a politica, a
religiao e até o pensamento filosoéfico.

Neste ambito, a ordem liberal foi predominante e sua
defesa/evolucdc deveu-se em boa parte, aos chamados filésofos
iluministas que confiavam em sua capacidade racional, rejeitavam
gualquer tipo de autoridade arbitraria, e exaltavam a ciéncia.

Apobs a caracterizacdo da burguesia, como a classe que detinha
o poder politico, o cenario europeu conheceu relativa estabilidade — suas
nac¢des caminharam num processo de fortalecimento do ideario liberal,
notando-se cada vez mais a evolugdo e aceleracdo das técnicas de
producdo associadas a um grande progresso cientifico e tecnolégico.
Esse conjunto de transformacdoes dos meios de producao e da
tecnologia, acompanhadas pelos surgimento das industrias em cidades
cada vez mais populosas costuma-se denominar Revolu¢ao Industrial.

Estas caracteristicas foram notadas, num primeiro momento,
na Inglaterra em meados do século XVIII e em seguida nos demais
paises. As inovagbes tecnologicas nos mais variados dominios sao
enormes, € caracteristicas do novo processo de industrializa¢do sao
percebidas no uso do ferro, do carvao e do vapor - predominantes até a
metade do século XIX — bem como do ago e da eletricidade - que
ganharam destaque a partir de meados do século XIX.

No periodo assim contextualizado ~ final do século XVII até o
final do século XIX - foram dados os passos decisivos para a

sofisticacéo, consolidacdo e definitivo inicio do ensino sistematico da
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geometria analitica bem como das representacoes graficas subjacentes.
Como reflexo da aceitacdo e continuidade da abordagem feita por
Descartes e Fermat encontramos o francés Philippe de Lahire
(1640-1718) que em sua obra Nouveaux éléments des sections conigques
... forneceu um dos primeiros exemplos de wma superficie dada
analiticamente por um equacgdo a trés incognitas — o que foi o primeiro
passo para geometria analitica no espaco. BOYER (1996, p. 253).

Como ja salientamos, foi grande a influéncia no meio cientifico
das obras de Fermat e Descartes. Este tltimo, em virtude de ter morado
por 20 anos na Holanda e ali divulgado suas idéias, gozou de grande
prestigio naquele pais. De fato, isso é percebido na obra do holandés
Frans van Shooten (1615-1660}, e de seus sucessores, responsaveis por
edicoes traduzidas, e ampliadas da La géometrie de Descartes nos anos
de 1649 até 1683, o que é resumido no comentario que “provavelmerite
nio é exagero dizer que embora a geometria analitica fosse produzida
por Descartes, €ela fol estabelecida por Schooten.BOYER(1996, p. 255)

Outro holandés, que associado a Shooten contribuiu para a
divulgacao da geometria analitica gue comegava a se constituir, foi Jan
De Witt (1629-1672) que na segunda parte de seu livro Elementa
curvarum, editada em conjunto com a obra de Shooten nos anos de
1649 a 1661, usa coordenadas tao sistematicamente, sendo considerado
o autor do primeiro Lvro texto de geometria analitica. BOYER (1996,
p.255})

Na obra citada, segundo BOYER(1996, p. 256):

A finalidade da obra de De Witt é reduzir todas as equacoes de
segundo grau em x e y a forma canonica por translacdo e rotagdo de
€1x0s.

Ele sabia reconhecer quando uma tal equacdo representava uma
elipse, uma parabola ou uma hipérbole, conforme a chamada
caracteristica fosse negativa, nula ou positiva.
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Vale mencionar que os trabalhos do também holandés,
Johann Hudee (1656-1657), discipulo de Shooten, foram decisivos para

o aprimoramento da geometria analitica, ja que:

Nas Exercitationes de Schooten ha uma seccdo por Hudde sobre o
estudo das coordenadas de wma superficie de gquarto grau, uma
antecipacao de geometria analitica no espaco que é anterior inclusive
a de Lahire, embora menos explicitamente descrita. BOYER (1996, p.
256)

Outros distintos matematicos holandeses contribuiram para a
consolidacdo da obra de Descartes e de Fermat, mas vale a pena
ressaltar a figura de Christiaan Huygens (1629-1695) sob dois aspectos;
a aceitacao das coordenadas negativas no tratamento da representacao
grafica, bem como no uso de tal representagdo para a discussao de
problemas praticos — em especial o estudo do movimento oscilatério do
péndulo, que mais tarde contribuiu para o desenvolvimento de teorias
mais avancadas do calculo.

O primeirc aspecto pode ser discutido a partir de René
Francois de Sluse (1622-1683] que tentou esbogar graficamente
algumas curvas, sendo que Huygens o fez de maneira completa, como
salienta BOYER (1996, p. 257):

Sluse erroniamente pensou que casos como Yy = x?(a — x} tinham forma
de pérola, pois, as coordenadas negativas nae sendo compreendidas
entdo, Sluse assumiu a simetria em relacdo ao eixo (das abcissas). No
entanto, Christiann Heygens {1629-1695), que tinha a reputacdo de
ser o melhor aluno de Schooten, achou os pontos de mdaximo e minimo
e os pontos de inflexdo e conseguiu esbocar a curva corretamente
tanto para coordenadas posifivas guanto para negativas.

Ja a segunda caracteristica importante da obra de Huygens é

contemplada no comentario feito por BOYER {1996, p. 259):
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Os conceitos do raio de curvatura e evoluta tinham sido sugeridos na
obra puramente tedrica sobre As conicas de Apolonio, mas somente
pelo interesse de Huygens em horologia é que os conceitos finalmente
encontraram lugar permanente na matematica. A geometria analitica
fora um produto de consideracoes essencialmente tedricas, mas o©
desenvolvimento dado por Huygens a idéia de curvatura fou
estimulada por preocupacées praticas.

Nossas observacdes sobre a influéncia da geometria analitica
na Holanda indicaram o movimento de aceitagdo e inicio de
consolidacdo dos estudos nessa area, € sob esse foco, € grande a
contribuicao dos matematicos ingleses, que comecam a se destacar no
cenério europeu durante os anos seguintes — propiciando, em seguida, a
elaboracao sistematica do calculo de Newton e Leibniz. (STRUIK, 1989).

BOYER (1996, p. 261} esclarece que o inglés John Wallis
(1616-1703), cuja obra reflete a influéncia holandesa, também
contribuiu para a representacéo grafica, pois em 1655, tinha publicado
dois livros muito importantes, um sobre geometria analitica, o outro sobre
andlise infinita, além de ter usado coordenadas para discutir conicas,

pbdde chegar

mais perto ainda que Fermat da definicao moderna da conica como
lugar de pontos num plano, munido de sistema de coordenadas, cujas
coordenadas satisfazem a uma equacgdo do segundo grau em duas
variqveis, fato que Descartes percebia mas ao qual ndo deu énfase.

Wallis também investigou superficies, entretanto nao
estabeleceu equacdes que as descrevessem. A falta de um interesse
maior pela representacio grafica, como recurso para interpretar fatos,
através da geometria analitica no espago, parece ser uma das marcas
dos estudos desenvolvidos naquele periodo, como explica BOYER ao
comentar que foi uma pena que a geometria de superficies e curvas em

trés dimensées estivesse atraindo tdo pouca atengdo que quase um século
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depois a geometria analitica no espaco praticamente ndo fora
desenvolvida. BOYER {1996, p. 263).

Embora a geometria analitica e sua representacéo grafica no
espaco nao estivesse totalmente desenvolvida, podemos dizer que por
volta do ano de 1670 as bases da representacio grafica no plano, por
meio da geometria analitica, pareceram estar totalmente consolidadas.
Nesse sentido podemos afirmar que o dominio da manipulagiao das
coordenadas ja era estabelecido e notado nas obras de Gottfried Wilhelm

Leibniz (1646-1716), uma vez que:

Percebeu entdao , em 1673, que a determinacdo da tangente a uma
curva dependia da razdo das diferencas das ordenadas e das
abcissas, quando essas se tornavam infinitamente pequenas, € gue
as quadraturas dependiam da soma dos retangulos infinitamente
finos que formam a drea. BOYER {1996. p. 276)

E creditada a Leibniz e Newton grande parte da elaboracgéo
sistematica do calculo. Vale a pena estudar o papel desempenhado pela
geometria analitica e pela representacao grafica neste novo dominio da

matematica, se relevarmos a afirmacao de EVES (1997, p. 462):

O cdlculo, apoiado pela geometria analitica, foi o maior instrumento
matematico descoberto no século XVII Ele se mostrou notavelmente
poderoso e eficiente para atacar problemas inexpugndaveis em tempos
anteriores.

Podemos entdo confirmar a consolidacao da representacio
grafica, associada ao calculo, na afirmacao de BOYER (1996. p. 282):

Também Enumeratio fora escrito por volia de 1676, e é o mais antigo
exemplo da obra dedicada unicamente a grdficos de curvas planas de
grau superior. Newton notou setenta e duas espécies de cubicas (uma
meia dizia € omitida) e uma curva de cada espécie € cuidadosamente
tracada. Pela primeira vez sdo usados sistematicamente dois eixos, e
ndo ha hesitacdo quanto a coordenadas negativas.
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Um aspecto que pode ser apreciado na obra de Newton, gue trabalhou
com habilidade o par calculo-representacéo grafica, é o da mutua
complementacdo do tratamento ailgébrico/grafico, naturalmente,
desenvolvido nessas teorias. Nesse sentido BOYER (1996, p.439)
esclarece que a teoria dos fluxos desse cientista foi logo aplicada e
interpretada na determinac@o de mdaximos e minimos, tangentes a
curvas, curvaturas de curvas, pontos de inflexdo e convexidade e
concavidade de curvas ... como confirma EVES(1997). STRUIK (1989)
ainda salienta a preocupacédo de Newton na classificacao de curvas
citbicas no trabalho Enumeratio linearum tertii ordinis, citado acima,

Do que foi considerado até aqui, nos certificamos da
consolidacdo da geometria analitica. Analisando o movimento
matematico do periodo, podemos indicar os esbocos das primeiras
sofisticaches da representag@o grafica ao assinalarmos a elaboracdo de
outros sistemas de coordenadas para o estudo de curvas, bem como de
suas eficientes manipulacdes - em especial os sistemas de coordenadas
polares e retangulares, investigados por Jakob Bernoulli (1654-1705),
como apontam STRUIK(1989) e EVES(1997).

Nesse contexto devemos estar atentos a obra do francés G. F.
A de L'Hopital (1661-1704) que colaborou para a aceitacao e divulgacao,
em larga escala, da geometria analitica, dado sua influéncia no meio

cientifico bem como ao carater pedagogico de seu textos:

L’Hospital era um autor excepcionalmente convincente, pois seu Traité
analytique des sections coniques, publicado postumamente em 1707,
fez pela geometria analitica do século dezoito 0 que a Analyse fizera
pelo calculo. O Traité ndo era especialmente original, mas tinha
qualidades pedagégicas que o tormaram O tratado padrao sobre
conicas durante a maior parte do século. BOYER (1996, p. 290).

Entio notamos como varios autores se dedicavam a ampliacao

e discussdo do estudo das curvas, sendo James Stirling (1692-1770) e
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Colin Maclauring (1698-1746) dois matematicos que contribuiram neste
sentido. Influenciados diretamente pelos estudos de Newton, publicaram
varios tratados investigando curvas e suas raizes. BOYER ({1996)

A mobilidade geografica dos matematicos, sua comunicacio
bem como a divulgacdo de seus estudos era notada em quase toda a
Europa do século XVIIL. Tal caracteristica foi acentuada no século XIX
com a fundacao de inimeros jornais/revistas/periédicos voltados para a
discussao matematica.

Nesse periodo de intensa producdo/divulgacéo cientifica se
configura a representacdo grafica do espago associada a geometria
analitica e seus métodos — esses estudos alcancaram alto grau de
complexidade. Algumas dessas especulagoes sédo confirmadas na anéalise
das obras do suico Jacob Hermann (1678-1733), feitas por BOYER
(1996, p. 299):

Hermann fez contribuicoes a geometria analitica no espa¢o e a
coordenas polares, [...] deu equacées polares também de curvas
algébricas, juntamente com equacoes de transformacao de
coordenadas retangulares para polares. O uso de Hermann fez de
coordenadas no espaco também foi mais ousado que o de Jeam
Bernoulli, [...] aplicou eficazmente coordenadas no espacgo a planos e
a diferentes tipos de superficie quadrdaticas. Deu inicio ao uso de
angulo de direcao mostrando que o seno do angulo que o plano az +

by-f~c:x=cﬁﬁz.za:ornopla:'wxyéd(m’.oporx/b2 +ct /\/a2 +b* +c*.

A geometria analitica no espaco, que ganhou forma nas obras
de Herman, foi bastante explorada pelo francés Alexix Claude Clariaut
(1713-1765), que em 1731 escreveu o primeiro tratado sobre geometria
analitica no espaco, entitulado Recherches sur els couber a double
coubure, onde pode ser encontrada a manipulacdao de curvas no espaco
por meio de projecoes em dois planos ortogonais, curvas determinadas

pela interseccéo de varias superficies , formulas para a distancia no
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plano e no espaco, além de tangentes de curvas no espaco. BOYER
(1996, p. 312).

Nessa abordagem, a representacao grafica no espago avangou
definitivamente, ganhando consisténcia e sendo muito ampliada na obra
do suico Leonhard Euler (1707-1783} pois o segundo volume de sua
Introductio in analysis infinitoru, de 1748, traz um contetido de

geometria analitica, que em comparacao ao de Clariaut:

.. era mais extenso, mais sistemdtico e mais eficaz. Desde 1728 Euler
contribuiu com artigos no Commentarii de Petersburgo sobre o uso de
geometria de coordenadas no espaco, dando equacbes gerais para
trés grandes classes de superficies - cilindros, cones e superficies de
revolucdo.?s (BOYER, 1996} |

SILVA (1993, p. 58), alerta para a importancia desta obra
afirmando que o livro Introductio de Euler é provavelmente o ivro diddtico
mais influente dos tempos modernos € STRUIK {1989, p. 196) ressalta
que em vdrios campos, a apresentagdo feita por Euler adquiriu a sud
forma quase definitiva de forma a esclarecer o quao influente foram seus
estudos para as geragoes posteriores.

Numa analise mais atenta BOYER {1996, p. 318) salienta que
o livro fez mais do que qualquer outro para tornar o uso de coordenadas,
tanto em duas quanto em trés dimensoes, a base para 0 estudo
sistemdtico das curvas e superficies e indica, em seguida, que nesta obra
encontramos uma teoria geral de curvas, baseada no conceito de fungdo
que era central no primeiro volume, onde encontramos praticamente pela
primeira vez, o estudo grdfico das fungoes trigonométricas.

E vasta a obra matematica de Euler e entenderemos de
maneira decisiva sua contribuicdo no campo da geometria analitica, em
especial na representacdo grafica de fungoes, ao atentarmos para a

analise feita por BOYER (1996, p. 306} ao apontar que:
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. serviu como fonte para os florescentes desenvolvimentos da
matemdtica durante toda a segunda metade do século dezoito. Dessa
época em diante a idéia de “funcdo” tornou-se fundamental na
andlise. Fora prenunciada pela latitude de forrnas medieval, e estava
implicita na geometria analitica de Fernat e Descartes, bem como no
calculo de Newton e Leibniz. [...] O quarto pardgrafo da Introductio
define funcdo como uma guantidade wvaridgvel como ‘“qualquer
expressdo analitica formada daquela quantidade varidvel e nimeros
ou quantidades constantes”. (As vezes Euler pensava em fungdo
menos formalmente e mais geralmente como a relacdo entre duas
coordenadas de pontos sobre uma curva tragada a mao livre sobre
um plano}.

Na figura 3, temos a reproducéo de uma das partes das tabuas
de desenho encontradas ao no livro de Introductio de Euler. Nesta figura,
podemos observar como Euler fazia a representacfo grafica das funcoes

abordadas em sua ¢bhra.

|23 |

FIGURA 3: Parte das tabuas de ilustragées do livro Introductio in
analysis infinitoru, 1748 — Leonard Euler.

FONTE: Introduction to Analysis of the Infinite - Book II — Translated by
John D. Blanton /Springer Verlag /NY- USA

Confirmado tal aspecto, Silva sintetiza a afirmag¢do acima ao
revelar que a idéia de funcdo estava conectada com o estudo analitico de
curvas. SILVA{1993, p. 58).
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Intimeras sdo as riquezas da obra de Euler € nos limitamos a
citar como reflexos dessa riqueza outros dois avangos pois descreveu €
ajudou a introduzir a parametrizacao de curvas além de sofisticar e
estabelecer definitivamente o uso de coordenadas polares. BOYER
(1996, p. 318).

Uma das marcas do periodo em que Euler atuou, foi a
publicacdo crescente de livros textos com um perfil mais didatico e
portanto, acessivel a um numero maior de estudiosos, e segundo SILVA
(1993), responsavel, muitas vezes, pela popularizacdo da geometria
analitica naqueles séculos.

Assim, encontramos indicios de como os InGmeros livros
textos, em varias linguas e compilacoes, contribuiram para a introdugao
da representacdo graficas de funcoes e da geometria analitica no ensino
e segundo BOYER(1996, p. 321):

poderiamos acrescentar gue foi a segunda metade do século que
produziu o género freqiientemente conhecido como Cours d’Analyse —
wuma obra em varios volumes cobrindo toda a matemdtica do nivel
elementar ao mais alto. {...) Foi através de tais compilagées, mais do
que através das obras originais dos préprios autores, que 0S
progressos matemdticos de Euler e d’Alembert se tormaram
amplamente conhecidos.

Ocorre na Franca, justamente no ano de 1794, a fundacao da
Escola Politécnica e da Escola Normal, num ambiente que demandava
novas praticas de ensino e novos livros textos, € STRUIK (1989, p.234)

ressalta que:

Uma instructo em matemdtica teérica e aplicada fazia parte do
curriculo. Era dada a énfase quer a pesquisa quer o ensino. Os
melhores cientistas das Franga foram induzidos a colaborar com a
escola; muitos grandes matemdticos franceses eram estudantes,
professores ou examinadores na Ecole Polytechnique’3s,

A introducdo nesta instituicdo, assim como noutras escolas técnicas,
exigia um novo tipo de livros. Os tratados eruditos para iniciados, gue
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eram caracteristico do periodo de Euler, tinham de ser suplementados
com manuais escolares.

Mais adiante, Struik complementa que boa parte dos livros
textos do século XIX foram elaborados em funcédo da escola politécnica e
revela surpreendentemente que a sua influéncia pode ser detectadas nos
nossos textos actuais. STRUIK (1989, p.234).

Um dos mais importantes professores de geometria dessa
escola foi Gaspard Monge (1746-1818), visto que com a reforma do
curriculo de matemdtica, a necessidade de dispor de livros adequados se
tornou aguda. BOYER {1996, p. 327)

O papel desempenhado por Monge foi fundamental, tanto na
elaboracdo de livros, como no incentivo ao ensino de geometria nos
cursos universitarios. Ao elaborar problemas que envolviam superficies
assinalou uma mudanca no ensino da matemdtica, que foi promovido
primariamente pela Revolucdo Francesa — destacando-se como excelente
professor e formador de curriculos BOYER (1996, p. 328).

Segundo Boyer, Monge contribuiu enormemente para o ensino

de Geometria Analitica, visto que:

também, ndo havia texto disponivel, e assim Monge se viu
compelido a escrever e imprimir suas Feuilles d’analyse {1795) para o
uso dos estudantes. Aqui a geometria analitica de trés dimensées
realmente tomou forma; foi esse curso, exigido aos estudantes da
Polytechinique, que formou o protétipo dos programas de geometria
analitica no espaco. BOYER (1996, p.328)

Além do considerado acima, lembramos que a forma como
foram compostos seus textos parece aproxima-los dos atuais, ja que ao
citar um de seus trabalhos, BOYER (1996, p.329] afirma que todo
volume poderia ser usado sem dificuldades como texto no século vinte.
Estes trabalhos e outros em coautoria com Jean-Nicolas-Pierre Hachette

(1769-1834) foram escritos por volta de 1800 e suas semelhancgas com
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os atuais é confirmada por STRUIK (1989, p.235] ao notar que
comecamos, por fim, a reconhecer 0s nossos 1extos actuais de geometria
analitica. STRUIK (1989, p.237) também chama atencac para uma
nuanca fundamental das contribuicoes de Monge, uma vez que a Escola
Politécnica continuou a florescer dentro do espirito de Monge. A prépria
natureza do ensino tornou dificil a separacdo entre matematicd pura €
aplicada

EVES (1997) ao analisar alguns dos procedimentos e férmulas
contidas nos trabalhos desse professor, reforca as afirmacoes acima.
SILVA conclui nossa discussdo, indicando a influéncia da abordagem
feita por Monge no trabalho de outro eminente matematico, cujo
trabalho voltou-se para a discussdo da geometria analitica do plano,

Francois Lacroix(1765-1843}):

Lacroix inspirou-se em Lagrange e Monge para escrever seu livro
didatico sobre Geometria Analitica. Lacroix (1765-1843) foi um autor
que teve muito sucesso na vendagem de seus livros. A primeira edicao
(...)surgiuem 1798 e, em 1897, a 252 eclicdio desta obra.

Lacroix, assim como Newton, considerava que a Algebra e a geometria
deveriam ser tratadas separadamente, tao separadamente quanto
possivel, e que os resultados de cada uma servissem para a mutud
clarificacao. SILVA (1993. p. 63)

Como SILVA (1993} podemos afirmar que a geometria analitica
tinha alcancado nas obras de Monge ¢ Lacroix sua forma final.

Entao, parece natural acreditar que nesse periodo, € dal em
diante, além do ensino sistematico, o0s avangos indicaram

principalmente a sofisticacao e aplicacdo da geometria analitica ¢

representacio grafica.

Nessa época, 0S avangos, bem como a influéncia para as
geracdes seguintes, sao encontrados nas obras de inumeros

matematicos, e muitos outros professores das mais variadas areas da
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matematica aplicada e pura, dos quais citamos, por exemplo, Lazare
Carnot (1753-1823 -~ organizador da vitoria militar da revolucao
francesa) desenvolveu as coordenadas intrinsecas ao conirontar
habilmente diferentes sistemas de referéncias e coordenadas; Adrien-
Marie Legendre {1752-1833) que desenvolveu trabalhos acentuando o
rigor matematico, além de serem difundidos no ensino, principalmente
nos Estados Unidos da América; Joseph Louis Lagrange (1736-1813)
que generalizou coordenadas ao usar derivadas abandonando
praticamente a representacdo geométrica; Gabriel Lamé {1795-1870) e
Etienne Bombillier (1798-1840) que contribuiram na simplificacdo da
notacdo e trabalharam o estudo de curvas pelo “método da notacdo
abreviada”, sendo que o primeiro também associou coordenadas
curvilineas e equacgoes diferenciais no estudo de problemas de calor.
Neste momento lembramos um fato curioso. A primeira tentativa de se
representar graficamente um numero complexo, feita por Caspar Wessel
(1745-1718) em 1797, foi praticamente ignorada, parecendo-nos que o
desenvolvimento alcancado pela geometria analitica nos anos seguintes
atuou de forma fundamental para a representacao grafica dos nameros
complexos, pois somente no ano de 1831, mais de trés décadas apods a
primeira tentativa, surgia a segunda tentativa com a representacao dada
pelo aleméo Carl Friedrish Gauss (1777-1855), e a partir de entéo, os
nuimeros complexos foram aceitos definitivamente BOYER(1996).
Podemos supor quéao importante foi a conveniente representacao grafica
para o estabelecimento e aceitacdo de uma teoria até entao controversa,
j& que com sua representacio Gauss afastou para sempre o mistério que
ainda rodeava os nuimeros complexos, representando-os por pontos num
plano ~ além de contribuir no estudo de superficies curvas usando
coordenadas curvilineas. STRUIK (1989, p.230).

Lembramos oportunamente que outro aleméao, Julius Plcker

(1801-1868), considerado o primeiro especialista em geometria analitica,
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foi um dos maiores responsaveis pela sua sofisticacéo. A ele deve-se boa
parte dos avancos e aplicacoes do “método da notacdo abreviada”,
“«coordenadas homogéneas”, “representacdo complexa’, “principio
geométrico da dualidade”, sendo este ultimo, decisivo para a chamada
“aritmetizacao da geometria’.

A Arthur Cayley (1821-1895) e James Joseph
Sylvester(1814-1897) devemos a associacdo dos determinantes a
geometria analitica, mostrando a ligacao de um método puramente
algébrico a uma elegante representacao grafica.

lustrando nosso texto, apresentamos na figura 4, a ilustracao
da interpretacio geométrica de uma equagao de 1¢ grau a duas
variaveis, encontrada um livro de 1880, usado nos liceus e colégios

franceses para o ensino de algebra.

~ Lgquation y ==ax représonts wne ligne droite gui passe par {0~
riging'des coordonndes. R R
La ligne représeniée passe pay Yorigine; car Féguation est vé-
COE T E T 0 e quel gae soit g, par @
Qg ow=== y coordonnées: d2 1'0-
CHrigine Oy L e
Supposons par exemple & =

ek y =t owe g =3

" Je prends sur las axes O¥ 0Ky,
- taprces OF, == 9 et O == 3; of Yathdvs le parali¢logramme oBAR,
U pais jo mbae la-drolte Q& quil prolongde devient COAH. Eréguation

BT T S

FIGURA 4: Interpretacio geométrica da equagao y = %x .
FONTE: Cours Complet d’Algébre Elémentaire, A. Guilmin, 1880, p. 132

Encerramos, assim, a analise dos eventos, que resultaram na
configuragao daquilo que chamamos de geometria
analitica/representacao grafica. Infelizmente omitimos outros nomes €
feitos de matematicos que 4 sua maneira, contribuiram elegantemente
nesse campo do conhecimento.

Em resumo, a representacio grafica e a geometria analitica a

partir do século XII, por meio de um movimento de continua e acelerada
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consolidacao/ sofistica¢do, bem como, divulgacao € ensino conguistaram
importante e definitivo papel na matematica. Esse movimento se deu
num ambiente de profundas transformacgdes e  revolucoes
politicas/filosoficas revelando a forca da burguesia ¢ de seu ideario
liberal. Notaveis estudiosos contribuiram para a caracterizagio desse
novo campo de estudo, que aliado ao calculo de Newton € seus
contemporaneos acompanhou e auxiliou os profundos avancos da
matematica pura e aplicada. A influéncia do pensamento matematico
francés, imediatamente assimilado na Holanda, incorreu nas primeiras
divulgacoes da geometria analitica em carater mais amplo. Esse ramo da
matematica cresceu em aplicacdo e sofisticacdo. Matematicos ilustres
como Euler determinaram sua aceitacdo por meio do aprimoramento da
teoria, agora também associada as func¢des € suas curvas; da notacao
utilizada; bem como, da divulgacao didatica de seus textos.

A nova realidade do ensino nas recém fundadas escolas, que
supriam basicamente as necessidades militares, impulsionou profundas
mudancas no ensino. Mudangas sentidas na reorientagao do curriculo
como nos livros textos, de linguagem mais acessivel, publicados por
notaveis matemaéaticos € professores.

O desenvolvimento da matematica neste periodo foi notavel,
processo igualmente percebido na geometria analitica, que agora atingia
alto grau de complexidade e amplo campo de atuacao, caracterizando-a
como uma especialidade dado o poder de alcance e generalidade de seu
método.

Uma vez que refletimos sobre os principais eventos da
construcdo da geometria analitica e representacéo grafica, pretendemos
no proximo capitulo caracterizar os primordios da matematica escolar
no Brasil, pontuar como se realizou a insercao da geometria analitica no
ensino brasileiro e, analisar a evolucao das representagdes graficas de

funcoes nos livros didaticos nacionais.



CAPITULO 3

AS ORIGENS DA REPRESENTACAQ GRAFICA DE FUNCOES NA
MATEMATICA ESCOLAR BRASILEIRA

Ai, quando ele percebe que a parabola tem um eixo de
simetria ... porque, vocé deu uma tabela imensa para ele fazer, com a
calculadora, tudo bem, ele ja sabe os pontos, entao ele vai colocando
os pontos e depois de vdrias vezes, ele comega a falar _"0O, mas se eu
dobrar esse papel aqui, o gue aconteceu de um lado, aconteceu do
outro” ... eixo de simetria! Mas ele tem que chegar nisso! Qual é o
ponto menor? E o ponto minimo da funcdo? No vértice. Quando ele
chega a essa conclusdo, que isto agui, esse eixo vai passar bem pelo
ponto minimo, facilita bem..
Prof: Eliana Maria Zanuni

Divido a lousa e 4 ou 5 partes e vou fazendo os graficos.
Af ... faco v = x2 - 1, ai ... eu mostro: °_ Vocés estao vendo? Olha,
aqui. Eu adicionei 2 unidades na fungdo, a inagem subiu 2 unidades;
aqui eu adicionei 3, subiu 3 unidades; aqui eu tirei 1, desceu 1
unidade. Esta certo? Entao, o que é esse f(x) + a que esta aqui? Este
“azinho” que estd aqui? Esta constante? Estd constante é o par@metro
gue esté subindo o grdfico uma unidade, ou descendo o grdfico uma
unidade.” Entdo eu fago isso muito empiricamente. Umn por um ...,
deixo o aluno perceber. Se eu tiver que demorar 3, 4 aulas para dar o
assunto, eu demoro. Mas ele vai ter uma visa@o concreta do assunto...
Prof. Marcos Fernando Silveira Orlando

1. Uma breve caracterizacio da matematica escolar no Brasil: 1500
a 1900

Nesta secdo, assinalaremos de maneira global, alguns
acontecimentos no panorama histérico brasileiro, no periodo do
descobrimento até o inicio do século XX. Logo em seguida, discutiremos

de maneira mais local, o mesmo periodo, com o intuito de assinalar 08
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principais eventos no processo de organizacdo da matematica escolar no
Brasil até o inicio do século XX.

Tal relato objetiva reavivar o cenario em gue as representacoes
graficas de funcbes se apresentaram de maneira sistematica no ensino
brasileiro. Ao final desta secdo, estaremos mais preparados para
apresentar, na secao subseqliente, as representagoes graficas de uma
maneira mais contextualizada.

Como apontamos no capitulo anterior, o periodo final da Idade
Média é marcado por profundas transformacdes dos panoramas politico,
social e econdémico, assinalando no cenario Europeu, a passagem
gradativa do modo de vida feudal para o urbano. Sao complexos os
processos de organizacao dos Estados Modernos. Vale lembrar que
nesse processo, a expansdo maritimo-comercial, que emergia
principalmente pela necessidade de estabelecer novos mercados
fornecedores de produtos aos consumidores europeus, foi decisiva para
o fortalecimento econdémico e politico da classe burguesa aliada ao rei -
o que pode ser notado de maneira peculiar em Portugal, Espanha e
Inglaterra.

Como em varios Estados europeus, o processo de
descobrimento e colonizacado das novas terras, marca a expansiao da
economia mercantil da Europa. No processo de colonizacdo, um dos
papéis do Estado metropolitano é o controle dos mecanismos politicos
mercantilistas, enquanto que a burguesia assume, de certa forma a
funcdo de investir e realizar comércio colonial. Comercio voltado
naturalmente para a exploracdo dos recursos naturais e agricolas da

colonia, com uma importante fonte de acimulo de riqueza.?

1 A elaboracio do panorama histérico inicial, com respeito a educacao/ensino,
desenvolvido neste capitulo € norteada pelos textos Grandezas e Misérias do
Ensino no Brasil, de WEREBE (1994), As Ciéncia no Brasil, organizado por
AZEVEDO (1955} e, Uma histéria da matematica escolar no Brasil (1730-1930),
escrita por VALENTE (1997).
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A colonizacdo realizada no Brasil por Portugal cumpre alguns
interesses fundamentais para a metropole portuguesa, dentre 0s quais
destacamos a ocupacdo, exploracao e protecéo das terras coloniais. Os
mecanismos que garantem o €xito na realizacéo desses interesses, Sao
complexos e variados; entretanto, podemos citar, a larga participacéo da
Igreja contribuindo, com as missoes jesuiticas, para a ‘pacificacac’ dos
povos indigenas — que, escravizados, eram usados nas atividades de
exploragao mercantil — além da construcao de vilas e fortes cumprindo o
objetivos da ocupagao e protecao das terras coloniais, contra as
investidas de outros paises.

Analisando mais atentamente o papel das missoes jesuiticas, €
valido lembrar que os jesuitas praticamente monopolizaram a educagdo
no Brasil Colénia até o ano de 1759, quando foram expulsos pelo
Marqgués de Pombal, entretanto, sua influéncia néo cessa com essa
expulsao.

Atentos 0s eventos socio-politicos ocorridos na Europa no final
do século XVIII e inicio do século XIX, reiteramos que a fuga da corte
real portuguesa para o Brasil em 1807, devido as investidas
napolednicas, marca um periodo de profundas mudancas na estrutura
da colénia, nova sede do governo portugués. Naturalmente, em resposta
as necessidades da sociedade colonial da época, bem como satisfazer os
interesses politicos-mercantis da realeza, sdo criadas instituicoes de
ensino para a formacéo de oficiais e engenheiros nas escolas militares
bem como, a formacdo de meédicos para o servir a corte € as forgas
militares. Nesses novos niicleos de ensino, o estudo das ciéncias no
Brasil se desenvolve com carater pratico e, aos poucos, vao se
estabelecendo os niveis de ensino resultando a gradativa separacdo dos
niveis secundario e superior. Das instituicdes de ensino, criadas com
fins bélicos, podemos citar a Academia Real dos Guardas—-Marinha,
criada em 1779, em Portugal, transferida para o Rio de Janeiro

juntamente com a corte, € a Academia Real Militar, criada em 1810,
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tambeém na capital do reinado. E digno de nota, que, no periodo anterior
ao da instalagdo da corte real, outros nucleos ja serviam para a
educacdo/treinamento militar na coldonia - como a Academia de
Artilharia, Fortificagio e Desenho, criada em 1792, no Rio de Janeiro.

A exemplo das varias colonias que de certa forma,
sustentavam a economia capitalista européia, no Brasil, apos a volta da
corte para Portugal, as classes sociais dominantes também deram
énfase a contestacdo do julgo econdémico imposto pela metrdpole.
Naturalmente, o processo que culminou mna proclamacio da
independéncia em 1822, néo pode ser dissociado dos profundos
movimentos de mudanca, ocorridos a partir da metade do século XVIII
na Europa, sendo notaveis a Revolucao Industrial e 0 fortalecimento do
ideario liberal.

Uma vez estabelecido o Império, tendo como pano de fundo as
constantes disputas politicas entre grupos liberais e grupos
conservadores, vale lembrar, que os membros das elites, marcam a
primeira metade do século XIX, no ambito politico-legislativo, por
inameras discussoes de cunho administrativo-social.

Os critérios para uma reforma da educagio no territdrio
nacional também fazem parte destas discussdes e, embora sejam
estabelecidas leis a respeito do funcionamento do ensino, poucos sao 0s
resultados praticos para uma escolarizacdo mais geral da populacéo.
Nesse contexto, é atribulado o processo de criagao das escolas normais,
liceus e colégios de ensino publico, sendo o Colégio Pedro II, criado em
1837, uma escola de referéncia tanto na qualidade, quanto no ensino
em nivel secundario. Vale lembrar que o ensino ginasial e secundario
desse periodo também é marcado pelo aparecimento de inameras
escolas particulares, onde a presenca dos colégios catolicos ¢
predominante.

Ja no final do século XIX, o processo de transicdo do regime

monéarquico para o republicano traz a tona o fortalecimento das
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oligarquias cafeeiras, que, sob um regime governamental de fachada
liberal, manipulam o0s mecanismos de eleicio democratica. Essa
manipulacéo € acompanhada pela aumento da insatisfacdo das classes
populares — cada vez mais excluidas dos processos politicos e dos
beneficios da modernidade — 0 que assinalam a estagnacdo do modelo de
Estado liberal, acentuando ainda mais as inquietacoes sociais, sendo a
revolucao de 1930 é um reflexo deste processo de estagnacao politica.

Finalmente, devemos lembrar que, no cenario mundial, a
competicdo imperialista das nagoes européia para o dominio de varias
regides da América Latina, Africa e Asia, mostrando sua for¢a de
dominacédo e influéncia politico /cultural. Tal dominagéo € sentida em
todos os campos, haja visto no Brasil, os reflexos de tal dominacao
cultural e filosofica disseminada nos mais variados campos do saber ¢
escolarizagao.

Uma vez que assinalamos de maneira global alguns
acontecimentos no pancrama historico brasileiro, no periodo do
descobrimento até o inicio do século XX, assinalaremos a seguir de
maneira local, o mesmo periodo, buscando assinalar os principais
eventos no processo de organizacao da matematica escolar no Brasil até
o inicio do século XX.

Os 210 anos da permanéncia e atuacao dos jesuitas no Brasil
colonial, sdo marcantes para as Concepgoes de ensino na sociedade
colonial e as influéncias desta atuago serao sentidas em periodos
posteriores. Como ja afirmamos, a presenga ¢ atuacao jesuitica do
periodo de 1549 a 1759 no ensino é monopolizadora.

Neste sentido AZEVEDO (1955, p.19) aponta que:

Mas ésse fato do dominio quase exclusivo da Igreja, essa conexao, tdo
caracteristica, do poder civil € do poder eclesidstico que se estendeu
pelo Império adentro até a questao religiosa, e essa absorgdo do
ensino pelo clero, regular e secular, foram tanto mais decisivos na
histéria colonial quanto mais poderosa { e sob tantos aspectos,
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benéfica) a influéncia que exerceu na vida social, politica e mesmao
economica da nacionalidade em formacéo.

Para um melhor entendimento dessa atuacio, recorremos a
WEREBE (1994, p. 22) que consuitando AZEVEDO (1943}, apresenta
dados interessantes sobre as posses dos jesuitas que na época da

expulsao:

estes, possuiam 36 residencias, 36 missées, e 17 colégios e
semindrios, sem contar os semindrios mernores e as escolas de ler e
escrever. Note-se porém que nao ha acordo entre os autores guanto ao
numero de estabelecimentos mantidos pelos jesuitas nessa época.

A postura conservadora da lgreja e os reflexos de tal posicao
nos paises da Peninsula Ibérica e suas coldnias, onde sua atuacao é
marcante, sustenta um ensino tradicional preconizando valores de
cunho eclesiastico - que os jesuitas também defendiam - em
contraposicdo as abordagens mais liberais e revolucionarias que alguns
paises europeus assumiram no ambito cientifico-cultural.

Nesse sentido, valemo-nos das afirmacoes de AZEVEDO {1955,

p.12 e p.13) ao esclarecer que:

Pois, se o mesmo fato que observamaos, entre nés, se verificou nos
paises de colonizacdo espanhola, parece ter-se mantido, nos dois
povos da Peninsula Ibérica, antes de se acusar fortemente nas
colénias que fundaram, o mesmo espirito tradicional ou a mesma
mentalidade mais ou menos hostil aos progressos de um novo tipo de
cultura. O espirito cientifico que se havia propagado pela Europa,
sobretudo a partir do século XVIl, se despontou em Portugal e
Espanha, ndo encontrou ai condicbes favordveis ao seu
desenvolvimento normal, e a cultura que ésses dois povos
transferiram ds colonias, foi exatamente a que néles acabou por
predominar, a despeito das participacoes iniciais de um e de outro
nas conquistas do Renascimento.
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Nesse sentido, podemos afirmar que no campo do ensino da
matemética, o trabalho jesuitico, fol inferior ao desenvolvido em muitos

paises da Europa, pois, segundo VALENTE {1997, p. 25}

A generalizacao dos estudos matemdticos como cultura escolar dos
colégios jesuitas, parece ter fracassado ou, no minimo naoc ganhou o
destaque e importancia pensados por Clavio. Poucas escolas
mantiveram cursos de matemdtica. Além disso, as matemdticas nao
se impuseram facilmente como ciéncia, mesmo aos proprios
professores de ciéncias da ordem jesuitica. {o grifo € nosso}

Cabe aqui mencionar dois aspectos importantes: o primeiro, €
que a formacdo escolar dos alunos dos colégios jesuiticos era voltada a
formacéo literaria, baseada principalmente no latim; o outro diz respeito
a atuacdo do padre Clavio?, como um importante autor de livros
difundidos na ordem jesuitica naquele periodo. Nas palavras de
VALENTE (1997, p.18), Clavio:

Escreveu extensos tratados de aritmética, geometria, dlgebra e
astronomia que representam etapas importantes na difusdo dos
conhecimentos matemdticos pois possuiam rmuitas qualidades
pedagdgicas e, além disso, foram difundidos pela Europa servindo de
referéncia aos colégios jesuitas.

Ainda recorrendo a VALENTE (1997}, esclarecemos que outros

autores jesuitas contemporaneos a Clavios, atuaram na composicao de

2 Segundo VALENTE (1997, p. 17): Clavio € um dos jesuitas que se ocupou das
ciéncias de modo muito destacado. Clavius nasceu em Bamberg, Alemanha, em
1537 e morreu em Roma em 1612. Era matemdtico e astronomo. Clavio fot amigo
de Galileo porém, foi também um dos primeiros homens da igreja a denunciar a
teoria de Copérnico como absurda e contrdria as Santas Escrituras... Membro da
Companhia de Jesus desde 1580, Clavio empreendeu a tarera de promover o
ensino de ciéncias matemdticas na Instituicdo esforcando-se por mostrar que a
astronomia e as matemdticas tinham um valor cientifico importante num meio
dominado pela filosofia natural’.
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livros e manuais com contelidos matematicos®. Tais obras, muitas vezes
eram pautas com preocupagdes de exposicdo didatica, traziam
conhecimentos matematicos e astrondémicos de ordem elementar, ,ja que
eram destinados a instruciao e uso dos navegadores e freis jesuitas na
exploracido e colonizacao ultramarinas.

Nessa perspectiva, por meio da analise que VALENTE (1997}
faz de uma das obras usadas pelos jesuitas, evidenciamos o carater
pratico e informal da matematica presente e Aula da Esfera®.

Podemos concluir qual foi o aspecto geral da intervencao
jesuitica no ensino da matematica em suas escolas no Brasil, baseados
na afirmacio de VALENTE (1997, p.28):

Tudo leva a crer, enfim, apesar dos poucos conhecimentos sobre o
tema, que as ciéncias e em particular a matemdtica ndao constituiram
{sic), ao longo dos duzentos anos de escolarizacdo jesuitica no Brasil,
um elemento integrante da cultura escolar e formacao daqueles qgue
aos colégios da Cia. de Jesus ocorriam.

Podemos afirmar, finalmente, que a timida ocorréncia, ou
guase inexisténcia, de um processo mais efetivo de integracdo da

matematica na escolarizacao jesuitica, reflete uma tendéncia mundial:

Transcorrera muito tempo, ndo somente no Brasil, mas em toda a
Europa para que a matemdtica troque o status, de ensino pratico,
técnico e menor e ganhe lugar, junto das letras, como cultura geral
escolar. VALENTE (1997, p.27)

2 Tais obras, ao que parece, eram compostas predominantemente em Portugal.
* Encontramos em VALENTE {1997, p. 18, nota de rodapé) a informacio que a
Aula da Esfera ¢ uma traducao feita, em 1537, pelo primeiro cosmoégrofo-mor
do reino portugués, Pedro Nunes, do abra Tractatus da Sphaera (1233), do
inglés, John of Hollywood, mais conhecido por Jchannes Sacroboscus.
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Voltaremos nossas atengbes para o tipo de apresentacio
matematica ocorrida no Brasil Coldnia, em funcio da necessidade de
formar mao-de-obra apta para a construcéo militar e civil, bem como
para © treinamento militar. Necessidades impulsionadas pela
preocupagao da Metropole em proteger a colonia das investidas piratas,
ampliar os dominios territoriais e garantir a posse e exploracao das
terras conquistadas.

Mesmos parecendo natural, vale lembrar gue na construcgéo de
fortes, postos de comando militar, pontes, igrejas, estabelecimentos
comerciais, casas e casaroes, entre outros, é necessario um minimo de
conhecimento matematico — o mesmo pode ser considerado, para as
praticas comerciais e de navegacao.

No cenario militar, o aperfeicoamento das armas de fogo,
principalmente dos canhoes, traz a tona a necessidade de uma
arquitetura especial para a construgdo dos fortes. Nesta direg¢éo,
VALENTE (1997, p. 31) aponta que:

Fica constituida, assim, uma forma inteiramente nova de arguitetura
das fortificagoes. Ambos: a evolucao da artilharia e o conseqiiente
nascimento de novas formas construtivas, criam a necessidade da
existéncia de uma mdo de obra especializada. E assim que nascem,
por toda parte, as Aulas de Artilharia e Fortificacoes.

Contudo, devemos estar cientes de que os primeiros cursos ¢
instituicoes que difundem o conhecimento técnico militar sdo realizados
em Portugal — que também necessitava aperfeicoar seu exército. Na
Colénia, naturalmente sao percebidos os seus efeitos, € a instrugao
daqueles que almejavam tal instrucéo era feita, parte nas academias
militares situadas em Portugal, segundo informa CASTRO (1955, p. 47),
parte na por meio da Aula de Fortificagoes no Rio de Janeiro, criada em

1699, conforme assinala VALENTE (1997, p. 36).
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A partir de 1738, a obrigatoriedade do ensino militar a todo
oficial, faz com que a demanda pela instru¢éo militar aumente, sendo
criada a Aula de Artilharia e Fortificagoes do Rio de Janeiro, que ao nosso
ver, é um fato importante para a histéria da matematica escolar
brasileira, ja que nesse ambiente surgem os primeiros livros didaticos de
matematica no Brasil. VALENTE {1997, p. 38)

A introducdo de livros didaticos estd associada ao professor
militar José Fernandes Pinto Alpoim® que escreve os dois primeiros
livros didaticos de matematica do Brasil, Exame de Artilheiros em 1744 ¢
o Exame de Bombeiros em 1748, VALENTE (1997, p. 41).

As caracteristicas gerais destas obras sdo apresentadas por
VALENTE {1997, p. 42) ao observar que:

... devemos frisar bem que a finalidade dos livros era militar [ ... |
visavam também atender objetivos didatico-pedagégicos. Do ponto de
vista da matemdtica gue nos livros aparecem € ela elementar,
constitui-se de contetidos que hoje encontramos nos cursos de 1° e 2°
graus e, mais gue isso, ndo se tem conhecimento de textos de
matemdatica mais antigos escritos na colonia.

Chamamos a atencéo para o fato de que as obras de Alpoim,
apresentam carater e estrutura de escrita, bastante elementares, além

disso:

Naéao estdo, os contetidos matemdticos, organizados ainda cormno uma
teoria escolar. N@o estdio postos os conteudos como uma seqgiléncia
de principios, exemplos, generalizacédo e exercicios. Os textos
contém informacoes de como fazer, como proceder dentro dus
atividades militares de artilheiros e bombeiros. VALENTE (1997, p.
54} (0Os grifos sao nossos)

5 Alpoim nasceu em Portugal, no ano de 1700 e lecionou a Aula de Artilharia e
Fortificagoes do Rio de Janeiro de 1738 até 1765, ano de sua morte.
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Salientamos ainda, com a feliz intervengdo de VALENTE (1997,
p. 54, outro importante aspecto da obra de Alpoim, que se fara presente

na elaboracdo de livros didaticos de periodos posteriores:

A pratica de cercar-se de inumeros tratados, compila-los para
ministrar cursos e por fim utilizar a experiéncia pedagogica
adquirida para escrita de textos proprios para 0S alunos ira
revelar-se a génese da producdo da matematica escolar. No
Brasil isso se deve inicialmente a Alpoim. (Os grifos sdo nossos)

Como assinalamos, encontramos no processo de elaboragao
dos textos didaticos a influéncia de outros textos ja elaborados. Uma
analise das fontes a que recorriam os autores, muitas vezes,
compiladores, ou simplesmente tradutores dos livros nacionais dos
séculos XVIII, XIX e inicio do século XX, leva-nos a constatacéo da
influéncia notavel que o estilo e contribuicdes didatico-literarias
francesas exerceram sobre os autores brasileiros. Haja vista a influéncia
do pensamento filoséfico de Descartes € de sua doutrina no cultura
moderna, bem como, das contribuices de ilustres matematicos
franceses como ressaltamos no capitulo anterior.

Parece natural que, sob a influéncia francesa no
aperfeicoamento de livros textos e evolugao natural do ensino em suas
escolas e academias militares, os livros didaticos nacionais evoluem em
contetido e forma nos periodos posteriores ao da obra de Alpoim.

O processo de reestruturacio do fragil exército Portugués, em
relacdo as nacdes Européias, na segunda metade do século XVII |
também é percebido no Brasil, sendo um dos reflexos da reorganizacao
militar, a elaboracdo e adogdo de livros didaticos mais completos e

modernos em relacio ao ensino de matematica.
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Um dos livros que marca esse movimento de evolugéo € o livro
francés de 1725, Novwveau Cours de Mathématigues, de Bélidor®,
traduzido para o portugués em 1764 por Manuel de Sousa, capitdo de
Infantaria e engenheiro em Lisboa. VALENTE (1997, p. 59). Tal livro foi
usado em Portugal por mais de 20 anos, €, para termos uma nocio do
grau de estruturacdo da matematica escolar daquele periodo,
transcrevemos a seguir, os contetidos organizados no livro de Bélidor,

numa de suas edicoes?, analisada por VALENTE {1997, p.63):

introdugdo a geometria

razoes, propor¢des, progressoes, logaritmos, equagoes do lo. e

2o.graus.

posicées relativas de duas retas

propriedades dos triangulos e dos paralelogramos

propriedades do circulo

poligonos regulares inscritos e circunscritos ao circulo

relacdo entre perimetro e drea de figuras semelhantes

area e volume dos sélidos

. secdes conicas

10.trigonometria retilinea e nivelamento

11.cdaleulo das medidas em geral

12.aplicacdo da geometria @ medida de dreas e volumes

13.uso da geometria no cdlculo de dreas equivalente e uso do
compasso de proporcao

14.do movimento dos corpos e do langamento de bombas

15. mecanica estatica

16. hidrostética e hidraulica

o

WRNOOAW

Os topicos, descritos acima, apresentam uma matematica
escrita sem rnaior rigor e formalidade, compondo um texto diddtico e
acessivel aos alunos. VALENTE, [1997, p. 65]

¢ Professor do corpo de artilharia da franga Bernard Forest de Bélidor, data de
nascimento incerta, {1697/8 ?), nas palavras de VALENTE (1997, p.56}, teve
uma vida que mesclou o cientifico, o pedagogico e o militar, até a data de sua
morte em 1761.

7 Edicdo francesa, que serviu para a traducgdo portuguesa 1764, muito
difundida no Brasil.
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Quanto & estrutura de escrita dos contetidos apresentados em
cada capitulo, VALENTE, {1997, p. 63) afirma que:

Cada uma de suas partes tem um item inicial de definicoes e seguem
as proposigoes. As proposicoes sdo leoremas demonstrados ou
problemas resolvidos. Nas demonstraces, Bélidor preocupa-se com a
simplicidade e rapidez. Muitas vezes, 0 que esCreve como
demonstracdo de teoremas transforma-se em aplicacoes numeéricas ou
em construcoes geométricas. O que interessa em realidade é que seus
alunos saibam onde e como aplicar os teoremas que menciona. Para
isso o autor sempre inclui, seja nas demonstragoes, seja nos
exercicios resolvidos, situacoes praticas.

Outra obra gue marcou época no corpo de artilharia foi Cours
de Mathématiques & l'usage des gardes du pavillon et de la marine
composta de varios volumes e escrita por Etienne Bézout®. Entendemos
a dimensao da influéncia da obra de Bézout, se considerarmos gue, de
seus livros, o volume que trata da aritmética®, no ano de 1849 ainda
fazia parte dos livros indicados pelo ministro francés da Instrugdo Publica.
VALENTE(1997, p. 73)

Assim como VALENTE (1997, p. 82), consideramos as obras de

RBélidor e Bézout como matrizes da matematica escolar brasileira, pois:

 em Bélidor e Bézout a matemdatica, nos cursos militares, irad ganhar
independéncia com um (sicj autonomia relativa em relacdo as praticas
militares. Isso explicard também porgue Bézout, sobretudo, serd um
autor adotado em diversos cursos ndo militares e chegara até nés até
o final do século XIX nos liceus e colégios da Europa, EUA e Brasil.

s Bézout {1739-1783) publicou os varios volumes de seu Cours de
Mathématiques durante os anos de 1764 e 1769. VALENTE (1997, p. 72)

s Este livro, também traduzido para o portugués, por Monteiro da Rocha, com
o nome Elementos de Arithmética, foi usado tanto em Portugal como no Brasil
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No Brasil, os processos que caracterizam de forma acentuada
a distincdo entre o contettdo matematico a ser ensinado em nivel
superior, daquele ensinado em nivel secundario, podem ser percebidos
com maior clareza apds a chegada da Corte portuguesa. A demanda por
novos Ccursos para suprir com mao de obra especializada as
necessidades da Corte, leva D. Jodo VI a instalar cursos superiores no
Brasil. Neste sentido, WEREBE (1994, p. 28) salienta que:

Foi assim inaugurado o ensino superior, com finalidade estritamente
utilitaria, de cardter profissional, visando a formar os quadros
exigidos por essa nova situacdo: os oficiais e engenheiros,
encarregados da defesa militar da Colénia, os médicos para a Corte,
0 exército e a marinha.

Associado ao processo de distincdo dos niveis de ensino,
naturalmente ocorre o processo de distingio dos conteudos matematicos
a ser ensinados em cada nivel. Como as atengoes estavam voltadas a
formacéao profissional, papel do recém implantado ensino superior, a
caracterizacdo dos ensino secundario, deu-se principalmente nas
reorganizacoes as instituicdes militares, onde a matematica era
ensinada com destaque, em relacdo aos outros estabelecimentos de
ensino.

Foi um processo lento e gradual, mas vale lembrar que
Academia Real dos Guardas-Marinha vai se constituindo num curso de
nivel secundario enquanto que Academia Real Militar faz as vezes de um
curso em nivel superior, e segundo VALENTE {1997, p. 102) € dessas
instituicbes que virdo os professores e livros didaticos de matemdtica
para o ensino nos preparatorios e liceus provinciais. (0 grifo € nosso).

Outro fato importante, quanto ao ensino em nivel secundario,

é a influéncia que o colégio Pedro II exerceu na determinac¢éo dos
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contetdos a serem ensinados nos anos posteriores a sua criacdo em
1837, e consequentemente, na elaboracao dos livros didaticos. ¢

Um importante esclarecimento a ser feito € que o ensino, em
carater secundario, era voltado para a preparacdo dos alunos que
posteriormente ingressariam no curso superior.

Tal postura, faz com que as matematicas secundarias
comecam a deixar de ser um saber técnico, especifico das Academias
Militares e vdo passar a fazer parte da cultura escolar geral de formacao
do candidato ao ensino superior. (1997, p. 112}

Qa0 varios os autores brasileiros que contribuiram para
caracterizacéo da matematica escolar em nivel elementar € secundario
com seu livros didaticos, influenciados diretamente pelo saber escolar
que também se caracterizava na Europa, em especial na Franca,
durante todo o século XIX. Varias sdo as tradugbes, compilacoes e
adaptacoes de livros estrangeiros para uso no ensino brasileiro.

Citamos aqui Candido Batista de Oliveira, Francisco de Paula
Leal, Pedro d’Alcantara Bellegarde, Francisco Vilela Barbosa, Timotheo
Pereira, Cristiano Benedito Ottoni, Jodo Antonio Coqueiro, José Adelino
Serrasqueiro, Jodo José Luis Vianna, Araao Reis, Lucano Reis, Raja
Gabaglia, Antonio Trajano, Luiz Pedro Drago, entre outros ilustres
professores de maternatica, que, Com seu amor ao ensino dessa ciéncia,
ajudaram a construir capitulos importantes na historia da matematica
escolar do Brasil no século XIX e inicio do século XX. Uma analise mais
detalhada de suas obras, o que foge dos objetivos do nosso trabalho,
pode ser encontrada em VALENTE [1997]. Analisaremos, sim, na
proxima etapa, as obras de alguns destes importantes autores, de forma

mais local, buscando caracterizar as formas com as quais as

10 Os livros usados no colégio Pedro Segundo I e seu professores tambeém
vinham do meio militar.
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representacoes grafica de funcbes foram apresentada nos livros
didaticos naquele periodo.

Lembramos finalmente que o final do século XIX é marcado
pelo surgimento, no Brasil, das cole¢bes de livros didaticos elaboradas
na Franca, livros que apresentam todo um conteudo organizado, dando
indispensavel atencdo ao exercicios, em grande numero ¢ variedade,
caracteristica importante dos livros textos do periodo, € que se acentuou
no inicio do século XX. Tais colegoes eram elaboradas em congregacoes
religiosas e foram muito difundidas nas escolas cristas da Franca, bem
como nos colégios catdlicos do Brasil. O uso de tais livros no Brasil
OCOTTEU com suas sucessivas traducgbes/adaptacdes, e, por vezes, pelo
proprio uso dos originais publicados na Franca. As colecoes F.I.C. e
F.T.D. marcaram época, podemos refletir sobre sua influéncia,
considerando que encontramos em uma de nossa incursdoes a
bibliotecas, um livro da colecéo FTD editado ainda em 1965.

Em resumo, podemos afirmar que, as mudangas do cenario
europeu desde o Renascimento até o inicio do século XX, cada vez mais
eram sentidas nas terras descobertas com a expansidoc maritima
comercial. Nesse panorama de progressiva ligacdo politica, social e
econdmica, a cultura e os valores europeus determinam os moldes de
construcdo da organizacdo social nas novas terras. E nesse cenario que
os padrbes cientifico-cultural do Brasil sdo determinados.

No que diz respeito a evolucdo do ensino dos saberes
matematicos no nivel escolar, a influéncia é total, dada por intervencao
conservadora dos jesuitas, num primeiroc momento, com uma
matematica voltada as necessidades de navegacio ou dada
posteriormente, por uma matematica voltada aos fins bélicos, seguindo
os passos das academias militares francesas. Um dos motivos que
garante em periodos posteriores, forte influéncia nos ensino das

matematicas escolares do século XVIII ao XX.
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Neste cenario, onde atuaram muitos personagens importantes,
podemos voltar nossas atencdes para dois movimentos indissolaveis e
coparticipantes da caracterizacdo da matematica escolar brasileira: o da
evolucdo e elaboracdo dos livros didaticos e o da determinacido do

conteudo matematico a ser ensinado.

2. Representacoes graficas: final do século XVIII e inicio do século XTX.

Quando se investigam, por exemplo, indicios da presenca de
um contetdo matematico em livros-texto, os esforcos podem ser
voltados para varias diregdes. Podem, por uma via, buscar as datas,
autores ou obras onde incidéncia do contelido investigado aparece pela
primeira vez, na nossa pesquisa, esse esforco pode nos remeter a
periodos onde a matematica escolar ainda nao esta caracterizada tanto
em conteudo a ser ensinado, como em niveis de ensino estabelecidos.!!

Em outra via, os esforcos investigativos, podem nos levar aos
estudos de obras, autores de uso e influéncia reconhecidas. Parece
natural entender gue tais movimentos de busca bibliografica, com
direcoes aparentemente distintas, sdo complementares e nao exclusivos,
uma vez que um autor pode determinar o uso, pela primeira vez, de um
conceito e ainda influenciar decisivamente nas obras dos autores
contemporaneos e de periodos posteriores.

De fato, ao estudarmos a génese da representacéo grafica,
podemos perceber os aspectos conforme apontados. Em nossa
investigacdo, percebemos que o processo de caracterizacdo da

representacdo grafica de fungdes, na matematica escolar no Brasil,

11 Tal reflexdo poderia nos remeter ao aparecimento no Brasil, mesmo que
timidamente, das obras de Descartes, Fermat ¢ Euler, de influéncia e uso
mundial, ou ainda as obras jesuiticas de carater eclesiastico, onde podem estar
presentes representacdes graficas semelhantes as de QOresine,
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assim como a propria caracterizacdo dos saberes escolares, segue um
longo caminho de construgdo, evolugdo e sofisticacao de sua
conceituacao.

Outro fator de suma importancia a ser considerado € a propria
construcéo, evolucao e sofisticacdo do conceito de funcao, ao qual as
representacdes graficas estao ligadas.

Por meio das analises que se seguem, bUuscaremos percorrer
um dos caminhos da constituicdo da representacao grafica de nossa
matematica escolar, com a atencido imersa em algumas importantes
obras didaticas que participaram do processo escolariza¢gio nacional.

Vale citar o trabalho de Serrasquero, uma vez que, em 1891,
os programas do colégio Pedro II {Gindsio Nacional) indicam o uso de sua
Aritmética e Algebra. VALENTE (1997, p. 148).

Conseguimos analisar um exemplar de seu Tratado Elementar
de Trigonometria Rectilinia, em sua 42 edi¢do, em Coimbra, no ano de
1891, livro que compunha o Curso de DMathemdatica Elementar,

juntamente com os tratados elementares de aritmética e algebra, citados

anteriormente.
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FIGURA 5 — Frontispicio de Trigonometria Rectilinea - 1891
FONTE: Exemplar pertencente ao Prof. José C. Putnoki.

Na reproducdo do frontispicio, devemos atentar para dois
detalhes interessantes: a inscricdo Composto Segundo o Programmma

Official para o Ensino d’esta Sciencia nos Lyceus e Nogoes de Geometria
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Analytica {5a); 0 outro detalhe, escritos a caneta, o nome daguele que
talvez tenha sido o seu primeiro proprietario, bem como a cidade, Rio (de
Janeiro), e a data da compra Dezembro, 2 ... {?), 1894. (5b)

Uma breve analise do indice, nos da a idéia do contetdo da
obra, (ver no Apéndice 1), nos chamando a atencdo, a altima parte do
livro, onde sdo encontradas nogoes basicas de Geometria Analitica. Na

figura 6, temos a descricdo por completo da geometira analitica

trabalhada por Serrasqueiro

FIGURA 6 — indice da obra Trigonometria Rectilinea - 1891
FONTE: Exemplar pertencente ao Prof. José C. Putnoki.

Na introducdo de sua geometria analitica, Serrasqueiro,
atribui a esta geometria um carater amplo, onde alguns dos problemas
trigonométricos podem ser situados, € justifica o uso do método das
coordenadas para o desenvolvimento da geometria analitica.

Nas palavras do autor:

A sciencia, que ensina a resolver por meio da algebra, as questdes
relativas as grandezas geometricas, chama-se geometria analytica.
Constitui pois uma parte d’esta sciencia a trigonometria, que ensina a
resolver pela algebra as questoes relativas aos triangulo.
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A geometria analytica, para conseguir o seu fim, emprega o methodo
geral das coordenadas, pelo gual se fixa a posicao dos pontos e

linhas, que fazem parte das figuras geometricas. E este methodo que
vamos expor. SERRASQUEIRO (1891, p. 13 1)

Em seguida apresenta as primeiras representacoes graficas na
pagina 132

FIGURA 7 — Pagina 132 da obra Trigonometria Rectilinea - 1891
FONTE: Exemplar pertencente ao Prof. José C. Putnoki.

Podemos notar na exposicdo de Serrasqueiro, que os {ermos

abscissa, ordenadas, aproximam sua linguagem da moderna (7aj e seu
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discurso nao contradiz aquilo seu entendimento do papel de localizagao
(7b) do método de coordenadas.

Devemos estar atentos, pois, por muito tempo, 0S conceitos
relativos a representacdo de entes geométricos na geometria analitica
estdo intimamente ligados as represeniacoes graficas com carater
funcional. Tal caracteristica pode ser percebida também na obra de

Serrasqueiro, pois na pagina 134 encontramos as seguinte afirmacao:

9. Uma equacdo entre duas variaveis, ffx, y) = 0, em geral
representa uma curva, cujos pontos tém por coordenadas o0s
valores de x e v que satisfazem a equagdo. Suppondo a equacado
resolvida em ordem a uma das varidveis y por exemplo, obtemos y
expresso em x, isto é, y = f{x}.
Dando a x differentes valores, a, a’, a”, . . . por meio da equacao
obtemos os valores correspondentes de y; e supponhamos gue para

X = @, a’, a’,
achamos Yy = b, b’ b’ ..
Construindo os pontos gue tém respectivamente por coordenadas a e
b, a’eb’, a” eb”, ... eunindo estes ponios por meio de uma curava
ontinua, esta curva chama-se curva da equagao. Portanio curva de
uma equacio € o logar geometrico de todos os ponto, cujas
coordenadas satisfazem a equacao. SERRASQUEIRO (1891, p. 135)
(Os grifos s&o nossos)

E possivel reconhecer na obra de Serrasqueiro a proximidade
da concepcao de sua geometria analitica com a concebida por Descartes
e Fermat para a discuss@o algébrica. Para definir em sua geometria
analitica o conceito de lugar geométrico, Serrasqueiro percorre todo um
caminho, de certa forma € baseado na concep¢do de que as fungoes
escritas na forma implicita (denominacao moderna) sao equacoes gue
podem ser representadas graficamente. Em outras palavras,
Serrasqueiro estabelece a conexé&o de curva a partir de equacgdo, ou
funcdo ao nosso entender, atentos aos critérios de nomenclatura e rigor

da época.
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Logo em seguida, Serrasqueiro estabelece a conexdo no

sentido contrario, ou seja, equagdo obtida a partir da curva:

Reciprocamente, a equac¢ao y = fix), em relagao a linha tragada,
chama-se equacdo da linha. Portanto equacdo de uma linha € a
express@o da relacéo, gue ha enire as coordenadas dos seus

differentes pontos. SERRASQUEIRO (1891, p. 136) (Os grifos sao
NoSSos}

Ao que parece, apds dar a idéia da representacdo grafica €
definir lugar geomeétrico, Serrasqueiro procura abrir caminho para
desenvolver sua geometria e por vezes apresentar ¢ discutir as

representacoes graficas do resto do livro, a comecar pela equagao da

linha recta.:

FIGURA 8 — Parte da pagina 136 da obra Trigonometria Rectilinea - 1891
FONTE: Exemplar pertencente ao Prof. Joseé C. Putnoki.
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Notamos que Serrasqueiro comeca com 0S8 Casos
mais simples de retas, as paralelas aos €IXos coordenados, sem
desenha-las (8a e 8b) e entdo segue, caracterizando a equacao da reta
que passa pela origem, por meio de recursos da geometria plana, em
especial, pela semelhanca de tridngulos (8c ¢ 8&d). Tal fato pode ser
observado no inicio da pagina 137, onde, também, sao apresentados 2
caracterizacao do coeficiente angular e a obtencéo da equacao da reta,
mais uma vez por meio de recursos da geometria plana, tais como

aralelismo (9al. determinacio e transposicdo de segmentos(9b).

FIGURA 9 — Pagina 137 da obra Tngonometria Rectilinea - 1891
FONTE: Exemplar pertencente ao Prof. José C. Putnoki.
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Além disso, ao trabalhar com recursos de geometria plana,
Serrasqueiro, preocupa-se em apresentar de maneira gradual os

conceitos que levam a construcao da equacao da reta:

10a

10b

10c

1o0d

10e

FIGURA 10 — Pagina 138 da obra Trigonometria Rectilinea - 1891
FONTE: Exemplar pertencente ao Prof. José€ C. Putnoki.
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Conforme analisamos, 0 autor usa, para sua equagao da reta,
os resultados estabelecidos anteriormente, ou seja, a equacao da reta
que passa pela origem {10a) e faz importantes generalizacOes, além de
apresentar a equagao geral da reta {(10b e 10c¢). E possivel afirmar que,
nesse movimento de elaboracao, Serrasqueiro denota em sua obra, um
carater de sutil construcgao geométrica-axiomatica, sem perder de vista,
a exposicéo didatica, sem maiores formalismos.

Confirmando nosso ponto de vista, ao final da pagina 138 e
inicio da pagina 139 (FIG 11), logo em seguida & construcao da férmula
geral da reta, Serrasqueiro expoe detalhadamente por meio de um
exemplo{10e) a forma de se obter a equagao de uma reta (10d), mas nao

faz a representacao grafica correspondente.

FIGURA 11— Parte da pagina 138 da obra Trigonometria Rectilinea - 1891
FONTE: Exemplar pertencente ao Prof. José C. Putnoki.

Assim, Serrasqueiro inicia sua geometria analitica, €, de
maneira analoga, constréi o resto do texto, voltando as atenc¢des para o
estudo de retas (ver apéndice 1) e circunferéncias, com as atenc¢oes
votadas aos procedimentos basicos, associados sempre ao carater
geométrico de suas construgoes.

Conforme foi exposto, a obra aqui analisada, faz parte do
Curso de Mathematica Elementar, de quatro volumes onde figuram

também o Tratado Elementar de Arithmetica, Tratado de Geometria
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Elementar e o Tratado de Algebra Elementar, sendo que esta tltima obra,
foi por n6s analisada em sua 32 e 152 edi¢oes.

Na analise dessas edi¢des, ndo encontramos representacoes
graficas, o que pode sugerir a inexisténcia de graficos nas outras
edicoes.

De maneira resumida, podemos afirmar que Serrasqueiro’? em
sua Algebra Elementar, desenvolve a estrufura algébrica necessaria,
para representar, operacionalizar, discutir equagoes algébricas variadas
e analisar variados temas como sistemas de equagdes lineares, equacoes
polinomiais, exponenciais, logaritmos, determinantes, encerrando a obra
com a aplicacdo de determinantes a discusséo de sistemas lineares,
usando uma linguagem proxima a nossa.

E interessante notar que, mesmo trabalhando com expressoes
do tipo ax + by = ¢ o autor ndo se preocupa em representa-las
graficamente, como foi feito em sua Trigonometria Rectilinea.

A auséncia de representacoes graficas na Algebra Elementar de
Serrasqueiro ndo é um fato isolado, o mesmo se repete em obras de
algebra, de importantes professores daquele periodo. Analisamos, € nao
encontramos representacoes graficas nas seguintes obras:

- Elementos de Algebra, compilados!® por C. B. Ottoni, em

sua 52 edicdo, Rio de Janeiro, em 1882.11
- Algebra Elementar, de Antonio Trajano, em sua 52 edicao,

Rio de Janeiro, em 1905.

12 Ver indice da 152 edicéo e relacao de outras obras do autor no Apéndice 1.

13 Segundo VALENTE (1997), as obras de Ottoni séo referéncia nacional, e tal
autor lanca mio, para suas compilagdes e adaptacbes em algebra, das obras
de Louis Pierre Bourdon, em especial, Eléments d’Algébre (1817] que foi
impresso até o final do século XIX, para o ensino nas academias militares
francesas.

14 Ver frontispicio no Apéndice 1
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- Algebra Elementar, de Antonio Trajano, em sua 112 edicéo,
Rio de Janeiro, em 1926,

- Algebra Elementar - 32 Anno do Curso do Gymnasio Nacional
e dos Gymnasios Equiparados - de Arthur Thiré, em sua 12
edicdo, Sao Paulo, em 1909.

- Algebra Gymnasial - 1¢ Parte - de Arthur Thiré, em sua 42
edicdo, pela editora Francisco Alves, Rio de Janeiro, S&o
Paulo, Paris e Lisboa, em 1917.

- Algebra - 42 Anno do Curso do Gymnasio Nacional e dos
Gymnasios Equiparados - do Pe. Kohly e Arthur Thiré, em
sua 12 edicao, Sao Paulo, em 1907.

Como verificamos pela analise dessas obras, a auséncia das
representacoes graficas nos livros de algebra dos escritores do periodo
em questdo ndo € rara. Entretanto, devemos estar atentos ao fato de que
outros livros de algebra possuirem tais representacdes. Nesse sentido,
apresentamos a obra Elementos de Algebra, do professor André Perez y
Marin.

No frontispicio do livro de Marin, encontramos dizeres que
mostram que se trata de uma obra usada em escola catdlica, mais
especificamente, na cidade de Campinas: Elementos de Algebra -
Contendo toda a materia dos programmas dos Gymnasios e do Collegio
Pedro II — pelo professor André Perez y Marin ~ Lente cathedrdtico de
Aruthmetica e Algebra do Gymnasio do Estado em Campinas — Obra
approvada pelo Governo do Estado de S. Paulo e pelo Conselho Superior
de Instruccdo Publica do Estado de Minas, para uso dos Estabelecimentos
de ensino secunddario — 5¢ Edigdo — R’evista e melhorada - S. Paulo -
Escolas Proffissionaes do Lyceu Coragdo de Jesus — 1923.15

A obra de Marin apresenta um organiza¢do tematica

semelhante a da Algebra de Serrasqueiro, porém, trabalha as

15 Ver frontispicio no Apéndice 1
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representacoes graficas de maneira mais extensa que as encontradas na
introducdo a geometria analitica da Trigonometria Rectilinea de
Serrasqueiro. Tais representacdes aparecem apos Marin ter feito todo
um trabalho algébrico relacionados as equacoes, ainda mais, como
altimo topico do capitulo que trata fundamentalmente das equacdes €
sistemas lineares; entretanto, o autor nfo interpreta a discusséo de
sistemas, ja realizadas de modo algébrico, usando a representacoes

graficas.

12a

¥l. — REPRESENTAGGES GRAPHICAS

115. Coordenadas rectilineas— Para delerminar
a posigio de um ponto M sobre um plano, € preciso
conhecer as rectas MP e MQ dirigidus desse ponto pa-
rallelamente a duas reetas fixas, XX’ e YY/, situadas
‘no plano. A distancia MP chama-se ordenada, e repre-
senta-se por y, e a distancia #Q tem o nome de abscissa
e se representa por . Egsas duas rectas, ordenada e

FIGURA 12— Parte da pagina 135 da obra Elementos de Algebra - 1923
FONTE: Exemplar pertencente a cole¢cdo de livros do professor Odelar
Leite Linhares - Biblioteca Prof. Achille Bassi — ICMC - USP - Sao Carlos

A exemplo de Serrasqueiro, Marin inicia seu estudo por meio
dos sisternas de coordenadas (12a); segue, também, usando argumentos
geométricos, como semelhanca de triangulos, para suas esclarecimentos
e demonstracoes de sua representacoes graficas, mas difere,
essencialmente de Serrasqueiro, por primeiro anunciar a forma de
equacdo (13a), valendo-se da algebra discutida nas paginas
anteriores(13b), para em seguida demonstrar, usando os casos de

analise (13c), suas conclusdes e afirmacoes de carater geométrico-
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algébrico, denotando uma relagdo maior das representacdes graficas
com o tratamento algébrico das equagoes.

136 ALGEBRA

e A L i e et e S Al TR .

»
abscisse, recebem tambem em conjuncto o nome de

coordenadas.
Y As rectag XX' e YY'
chamum-se eixos coorde-
(’“"““‘wﬁ nados, e o poato 0, em gue
esses eizos se cortam, €
a origem das coordenadas.

a1 bl

i Por convengio consi-
deram-se positivas as or-
denadas sitvadas acima

fg. 1 do eixo XX/, e negativas

, as sitvadas abaixo desse

¥ eixo: analogamente sio

posilivas as abscissas contadas 4 direila do eixo YY/,

e negativas ag contadas 4 esquerda desse eixo. 13a

16, Ropresentagio graphica da equagio
primeiro grau da forma

ar + by — ¢
- - . 13b
Resolvendo esta equagio em relagio a uma das
incognitas, y por exemplo, eblem-se:
(7] ¢,
y= - "5"2 + "b_a
N . fed Q
¢ representando, para simplifiear, — - porm & 4
por », vem: i 13c
1 /
s = mx + h

Nestz questdo devemos considerar dois casos. :
1* caso: n = 0. Sendo » nailo, a equagiio tomard i
a forma

y = mzx, donde m = "Z”

em que x e g terio O mesmo signal ou signal conira-
rio, segundo m for positive ou negativo.

?Eg}I\E’JI‘I?EA 1}3 3~ Pa%ina 136 da obra Elementos de Algebra - 1923
"0 : Exemplar pertencente a colecio de livros do profess
Leite Linhares - Biblioteca Prof. Achille Bassi — ICMC - (?SP - Sgcz; ((D)Sr?i)a;
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Comparando com a obra de Serrasqueiro, podemos dizer que
ha uma timida evolucdo quantitatival® dos graficos e explicagdes que
Marin faz em seu livro e também, uma pequena evolugao gqualitativa, nc
que diz respeito as aplicacdes que 08 graficos podem ter, pois, ha a
insercdo de um toépico que discute a representacao grafica da
temperatura de um doente e do movimento de um trem, encerrando as
apresentacéo dos graficos em sua obra. Entretanto, esclarecemos que
tais representacfes 1nao eram novidade, nem tdo pouco, as
apresentagdes que autor faz podem ser consideradas como um avanco
significativo, pois em livros de anos anteriores ao da edicdo de Marin,
tais situacdes ja eram trabalhadas e representadas. Deigamos para
apresentar tais representacoes graficas, na proxima secao, quando
discutiremos as colecoes FIC e FTD.

Em resumo, podemos dizer que presenga das representacgoes
graficas nos livros didaticos usados no RBrasil, no final do século XIX e
inicio do século XX, ainda esta se constituindo. Isso pode ser notado
pelo numero de obras que incluem tais representacées, bem como, pela
obras onde tal representacéo € ausente.

Parece claro que, a partir das representacées graficas
analisadas, uma presente no livro de Serrasqueiro, final do século XIX, a
outra no inicio do século XX, obra de Marin, percebemos uma grande
influéncia da geometria plana, em especial o uso da semelhanca de
triangulos, na elaboracéo do discurso dos autores. Na verdade, as
representacdes graficas, ainda nao tem um lugar ou papel fixo com
respeito aos conteiidos escolares ensinados nesses periodos. Tal fato
ainda sera notado por muito tempo, pois conceitos como 0 de funcao
ainda nao estdo totalmente constituidos enquanto organizacao didatico

escolar. Parece natural também, reconhecermos a influéncia francesa

16 Ver Apéndice 1
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para as representacdes graficas nos livros do inicio do século, isso sera

clarificado com a analise da colecdes FIC e FTD.

3. As representacoes graficas nas Cole¢des FIC e FTD

Voltaremos nossas atencbes as duas colegcoes de livros
didaticos de matematica, surgidas na Franca e aqui utilizadas,
traduzidas ou por vezes na lingua original, no final do século XIX e
inicio do século XX. Apds as analises desta etapa, perceberemos o
quanto estas colecdes foram importantes para o estabelecimento das
representacoes graficas no ambiente escolar € como foram decisivas
para determinar o estilo de muitos autores ao se trabalhar a
representacado grafica na matematica escolar brasileira.

Em VALENTE (1997, p 164) encontramos uma importante
constatacao, que, de certo modo, pode dar indicios para confirmar nosso

ponto de vista:

. no final do século XIX, surge no Brasil uma literatura diddtica,
marcada sempre pela sigla F.IC.. Sao os Elementos de Arithmetica
por F.I.C., os Elementos de Geometria por F.L.C. etc,. Deve-se ao
professor Eugénio de Barros Raja Gabaglia a introducdo, no pais,
destes livros [...] Os livros tém uma caracteristica particular em
relacdo aos manuais escolares de matemdatica utilizados até entdo:
representamn anos e anos de experiéncia pedagégica acumulada
no ensino das matemdticas em escolas. Até entdo, a maioria dos
livros de matemdtica devia sua origem aos colégios sobretudo técnico-
militares. (o grifo € nosso).

A partir de uma consulta do fac-simile dos Elemens de
Trigonometrie e Exercises de Trigonometrie, com o auxilic do professor
José Carlos Putnoki, pudemos constatar que a sigla F.I.C. refere-se as
iniciais do nome do frei superior da ordem dos Fréres de lInstruction
Chrétienne, responsavel pela edicio das obras no periodo de 1875 a
1884 — a sigla F.I.C. corresponde as iniciais: Frére IRLIDE - Jean-Pierre
CAZENEUVE sendo CAZENEUVE o nome civil do frei. Naturalmente, os
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livros eram escritos pelos freis daquela ordem. Esclarecemos, também,
que tais livros receberarn posteriormente as denominacdes F. J. (1884
1897) e F.G.M. (1897-1913) uma vez que houve mudanca do frei
superior e de maneira analoga J. e G.M. sao as abreviaturas dos nomes
do freis JOSEPH e GABRIEL-MARIE respectivamente.

Inameras sdao as edicoes dessa colegdo, e a seguir,
analisaremos alguns pontos que nos chamaram a atencao, no livro
Elementos de Algebra, em uma de suas edicoes, cujo frontispicio!” traz
os dizeres Elementos de Algebra - com numerosos exercicios, por F.1.C. —
Revistos e Adaptados a Instrucedo Secundaria do Brazil — pelo Dr.
Eugénio de Barros Raja Gabaglia.

A primeira representacéo grafica é encontrada na pagina 182,

quando é discutido o maximo e minimo de funcoes.

14a

14b

I4c

FIGURA 14— Parte da pagina 182, Elementos de Algebra - FIC- 1875/84
FONTE: Exemplar pertencente ao Prof. José C. Putnoki.
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Como analisamos, o conceito de fungio ja vem sendo
trabalhado na obra (14a), e pela andlise das partes anteriores, sua
conceituacdo ¢ muito proxima a usada nos dias de hoje. E interessante
perceber que os valores correspondentes as ordenadas sdo marcados no
proprio grafico (14bj, ja que o autor nao desenha o eixo das ordenadas,
eshocando apenas o eixo X, (14c].

Vale ressaltar que, logo apos esta representacao grafica, o
autor esclarece que a ... theoria dos mdximos e minimos nao € de dominio
da algebra elementar ... , entretanto, na mesma pagina, apresenta o 0

problema de achar o mdximo e o minimo do trinémio, do 2¢ grao

ax® +bx +c (o grifo € nosso}, entretanto nao € feita aqui a representacao
grafica desta discusséo.

Podemos afirmar que, nas obras FIC e em outras daguele
periodo, é muito comum associar a representacdo grafica, € até mesmo
as funcgées, as equagdes, polinomiais entre outras. Assim, € possivel
afirmar que o ponto central destas obras € a discussdo das equagoes
algébricas, sendo que a representacao grafica assume um papel
subsidiario nesta discussao-construcao de significados.

Reforcando nosso ponto de vista, lembramos que em tais
livros, ao invés de aparecer enunciado estudar o sinal, os mdaximos €
minimos, . . . da funcdo, aparece enunciado estudar o sinal, 0s maximos e
minimos, . . . da equacao, ¢ conforme o caso, ¢ em alguns deles, toda a
discussio é acompanha de representagbes graficas.

Ha, porém, um fato peculiar nessa obra: as representacoes

graficas sdo discutidas, desde a questao da localizacao de pontos até a

Afx)

construcéo de graficos de funcoes racionais do tipo y :TB77’ com Afx} e
X,

Blx), representando polinémios ja discutidos no decorrer do livro.

17 Ver Apéndice 2.
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APP ENDICE
QUESTOES nwagsas

Nogdes sobre s repressutagio graphica dag
fupopdes algshricas.

Modo de flxar a pssigﬁn de um ponto plang.

. Quando go gquer fxar g posighoTc'um ponto P am win plang,
m-ap por aste ponio pargilelas a dugs rectes {5 o 0Y, fixas
s plano. 4 dixtaneia P A ou © Bohe- _
sordimada do ponte Fydapasio quas diss
OA & & ghscissd do mesmo ponie; OB
srimantea OA e PA, songidaradoa simyis
menie, sBo Ay soordenadas do ponto P.
rectas OX e OY s8o oz ¢igos dos 00 :
i o designenee Trefguentam
o pale nome de gixo dos, 060 nig
ixp dos ¥ .
ar convencag, o ponto O, onde ¥
o8, tomaa-se compo origern 4k dis
siderar-ae ocomao Ppositlves e ¥4
das acimsa do eixe OX, ¢ comen
i 380 medides sbaixe Fasie sise;
inte vonsideram-8e como Posilivas o¥;
“pobre OX e como negativas 84 conlats

3. A posigdo dwro ponts P ast
uas soordenaday. :

15a

15b

i5c

FIGURA 15 — Pagina 245 da obra Elementos de Algebra - FIC- 1875/84

FONTE: Exemplar pertencente ao Prof. José C. Putnoki.
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Parece claro que, a ordem de apresentacao das representacoes
graficas como em quase todas as obras analisadas, comega pelo
trabalho de localizar pontos (15a) e neste sentido, ainda se faz presente
a influéncia da obra de Apoldnio, ja que os primeiros €ixos apresentados
<d0 escritos de maneira obliqua (15b). Ha também a preocupa¢ao
didatica de se exemplificar numericamente a determinacdo de um ponto
(15¢), esse simples fato parece indicar um diferencial em relacéo as

obras de Serrasqgueiro e Marin.

16a

os pontos d red
Hu ymg ordonada igual &

pontonda¥P st osnisds queti 16b
cis&a%ﬂg Syenoms FORE

epiai rectag e so Co L

famniim ponta, segue-
s9-que esee-gonio P &
o anice quo aitisfez ds -
condigios dad

B0 porto O, W 'COMPI whal iy

parstislas 2P; 3P o8 -gixes, corlam-$6 n'um
‘ponte P, gue 4 o podto pedido. :
7 Vagp quae podagEd dum ponio, cujak coor

‘donadas sho 22 ¢ p=~-2, ostd em @, ¢ quo s
gogordensdes 880 »r==4 o gr=—72, achs-se ot R. s

FIGURA 16~ Parte da pag. 245 da obra Elementos de Algebra - FIC- 1875/84
FONTE: Exemplar pertencente ao Prof. José C. Putnoki.

Ha um fato interessante na cuidadosa explicagao que o autor

faz sobre a determinacdo da posicio dos pontos, tanto nos eixos



115

obliquos(16a), quanto nos €ixos retangulares {16b), que € a marcacao de
todos os nameros na escala dos eixos que sdo graduados.

De maneira similar, a feita em Marin, € trabalhada a
representacdo grafica das retas, porém em F.I.C. encontramos uma
discussao mais detalhada, dos casos possivels para a representacao da
reta, também associada a equagao do primeiro grau'!®. Ao nosso ver,
talvez Marin tenha tido a preocupacdo de sintetizar ¢ adaptar a
representacéo grafica desenvolvida em FIC, sendo que a figura 17,

exemplifica algumas das similaridades destas obras.

138 ALGEBRA

Bxpyrno: Represenfor grophicomenis o squepdo

&2 = 5y ou -3—2-2-‘
Toma-se sobre 70X
(fig. B v comprimento
UH eguala & unidades, e
gobre B4, parztielan 07,
uw comprimento egosl a
4 unidades.
A recla M repre
genta a eqaagio propbets,

25 csgo. Sup-
ponhamos &go-
ta que na eque-

LAy mebn

2 nullo.
Comparando

by g

L

conslante-

o, basta re-

gregantar primeiro a equagdo y A ms, oaforme jd ficon

. expasia, e augmenlar ou Jimifuir ks ardenndas do valar

de », ronfarzie # & pesilfa on pegetive. Na figors 4,

s M represenia o fpduciio y = mom, P represenia s

eguaglic § = w2 4 n

Conclue s¢, pols, gue wma equagio do primeiro

grau & dpas incogaitss € sempre represeatada graphi-
cameste por sma fnba recta.

Constrde-se 4 ienie, delerminando

o3 dois poplos ey J Feg os eitos, Paraisto,

FIGURA 17- Confronto da pagina 138 da obra de Marin (17a), com a obra
da pagina 349 da obra de FIC (17Db).

FONTE: Exemplar {17a) pertencente a colecdo de livros do professor
Odelar Leite Linhares - Biblioteca Prof. Achille Bassi ~ ICMC - USP -~ Sao
Carlos; exemplar (17b) pertencente ao Prof. José C. Putnoki.

12 Ver Apéndice 2.
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Ap6s analisar as representagoes graficas das equagoes
equacdes do primeiro grau, encontramos as representacdes dos

principais tépicos relativos ao trinémio do segundo grau.

| 18a
18b
/
/ 18c¢
18d
/
/ 18e
| 18
18
- g

FIGURA 18- Parte da pag. 250 da obra Elementos de Algebra - FIC- 1875/84
FONTE: Exemplar pertencente ao Prof. José C. Putnoki.

Encontramos por exemplo, explicacées passc a passo (18a},
para a obtencéo dos principais pontos da curva (18b), o significado
grafico das raizes (18c}, a 0s intervalos de variacdo do x para gue o

trindmio assuma valores positivos ou negativos (18d e 18e}; em outras
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palavras, o autor estuda o significado grafico das inequagoes do tipo Yy
>0 e y < 0 e ainda estabelece o ponto de minimo(18f), bem como, 0 €ixo
de simetria(18g].

Ao que parece, 0 auior preocupou-se €m construir o grafico
para em seguida, observando a parabola tirar as conclusoes sobre o

significado de cada ponto em sua analise grafica.

19a

19b

19c

19d i

19e

FIGURA 10 — Parte da pag. 251, Elementos de Algebra-FIC- 1875/84
FONTE: Exemplar pertencente ao Prof. José C. Putnoki.
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Logo na seqgliéncia de sua exposi¢do sobre a parabola,
encontramos uma pagina onde sdo feitos os quatro graficos, com
exemplificacoes dos tipos de raizes possiveis — raiz dupla {19a), raizes
imaginarias (19b), raizes reais e distintas negativas ou nao (19c e 19d},
além fazer a associacdo do primeiro termo do trindmio com a
concavidade da parabola (19¢)}.

Na paginas seguintes, é feita uma representacao grafica

elaborada (FIG 20), a da fung¢des racional y = M, proposta como

exercicio e precedida de uma discusséo algébrica, além de encontrarmos
na seqliéncia a construcdo do grafico da funcdo y= x* =3x" —x+3

também propostas como exercicio®®.

FIGURA 20~ Grafico da fungao y = 4—xix—;~1 encontrada na pagina 255 da
x*+

obra Elementos de Algebra - FIC- 1875/84

FONTE: Exemplar pertencente ao Prof. José C. Putnoki.
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Outra colecdo importante para a constituicdo das
representacdes graficas na matematica escolar brasileira € a colecdo
F.T.D., também originada pelas maos de religiosos franceses. Tal colecéo
é devida aos freis da Congregacao Marista, editada a partir de 1897.
VALENTE {1997, p 181}.

Temos também em VALENTE (1997, p 181) uma constatacao
importante que pode nos dar indicios da influéncia e profusao desses

livros em rnosso meio escolar no inicio deste século:

Em 1902, a Editora F.T.D. (Frére Théphane Durand} é aberta no Rio
de Janeiro. A editora veio suprir a demanda de livros europeus
pelos novos colégio catélicos criados no Brasil. Os priprios
maristas, donos da editora, fundam suas escolas. {...) Os didaticos
da Colectio F.T.D. foram utilizadas (sic) como ja dissemos em
escolas catdlicas e, ao gque parece, generalizaram seu uso por
demais liceus provinciais, escolas normais e preparatérios
ete.. (os grifos sdo nossos)

Assim confirmada a importancia de tal colecdo didatica,
passaremos a analise do livro Algebra Elementar, impresso no ano de
1921, que também compunha a colecio.

A estrutura presente nessa obra, em termos de discussio e
andlise algébrica, € muito parecida a encontrada nos Elementos de
Algebra - FIC, mantendo praticamente as mesmas caracteristicas.

Entretanto, a representacio grafica no livre da colecao FTD, é ao
nosso ver, mais rica que a feita nos Elementos de Algebra ~ FIC, tanto em
variedade como em quantidade. Ao que parece, ha uma evolugido no uso de
graficos para a discussao e analise algébrica e, por conseqiiéncia, na analise
grafica.

Dada a grande variedade, optamos por apresentar os pontos que

mais chamaram a atencao na analise da obra Algebra Elementar?®.

1% Ver Apéndice 2.
20 Ver Apéndice 2.
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Uma diferenca interessante, em relacdo as obras apresentada

até entdo, € que a determinacdo dos pontos no plano, nao

€

cuidadosamente trabalhada (21a}, e uma curva ja é apresentada em

associacado direta com o conceito de fungdo e outros conceitos como

continuidade(21b).

;f;ma"ﬂ"t“,mmudoﬂ? 0% ¥a Sitlvos @
-sentido GY‘E para or velores: _egahyas-'Ess"" salores:.
% w0 ordenadas. O) & gma. ord i

‘R & e mianada negaﬁva,;; "

| B - ‘iﬁm 8 =
ﬁames a # am wlgr :t:::ﬂ? a Iun
mlcsr yls-—-: 30 mwm_ das -

rias mnumiam sta ._mwmmﬁm 24 &,
Wm Separaﬂm *

21la

21b

FIGURA 21- Parte da pag. 112 da obra Algebra Elementar de — FTD - 1921

FONTE: Exemplar pertencente ao Prof. José C. Putnoki.

Na seqiiéncia, a determinacéo do grafico da funcéo de primeiro

grau € trabalhado de forma axiomaética

por

meio

enunciado/demonstracéo de um teorema e seu reciproco. (22a e 22b)

do
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22a

22a

FIGURA 22— Pagina 114 da obra Algebra Elementar de — FTD - 1921
FONTE: Exemplar pertencente ao Prof. José C. Putnoki.
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Como percebemos, é usado de forma clara o termo funcedo do

12 grau (22a}. A partir das representacdes iniciais, o autor procura fazer

alguns graficos e analises, apoiado no coeficiente angular?! da reta.

A atencéo é centrada no coeficiente angular, ao que parece,

pelo fato do autor usa-lo posteriormente nas representagoes graficas das

solucdes de dos sistemas lineares, constituindo assim um diferencial em

relacdo as obras anteriores.

. -19’1. Besnlm‘.o mpm o systema ; ax vhy=s g} E

%t by ="
achio. (1) traga-se a xaels
ﬁﬂﬁ&&mtsi{s& mﬁw&mmﬁe S

-ﬁagsme & raﬁt.a xLB da :
Ci} s ﬁqu&gﬁﬁ ﬁ) §oem,

FIGURA 23A- Resolucéo grafica de sistemas, na pagina 117 da obra

Algebra Elementar de — FTD - 1921
FONTE: Exemplar pertencente ao Prof. José C. Putnoki.

O autor ndo para numa simples resolucdo grafica de um

sistema; vai além, discute outras possibilidades de interpretagio grafica,

21 Ver Apéndice 2.
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conforme as possiveis solu¢des que um sistema apresenta, e elabora um

longo quadro resumindo a discussao de sistema, acompanhada sempre

AL & iy

FIGURA 23B- Resumo da discussao grafica de sistemas, na pagina 119 da
obra Algebra Elementar de — FTD - 1921
FONTE: Exemplar pertencente ao Prof. José C. Putnoki.

A diversidade dos graficos apresentados nessa obra € tamanha
que na pagina 129, encontramos a representacao grafica do sistema
Zx-3y>4

inequacoes . Tudo indica que, essa representacdo € feita
Ax+y>12

apenas como um exemplo, pois é a Unica do género em todo o livro. Ao
que parece, tal representagdo pode ser considerada como um avanco
qualitativo pois, € possivel supor, que entender os pontos de um semi-
plano por meio de uma desigualdade analitica requer um maior avanco

de recursos graficos.

22 Para maiores detalhes, ver Apéndice 2.
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R
it

s

e R

2x-3y>4

na pagina 129
4x+y>12 pag

FIGURA 24~ Representacao grafica do sistema

da obra Algebra Elementar de — FTD - 1921
FONTE: Exemplar pertencente ao Prof. José C. Putnoki.
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A pratica de construir resumos gerias envolvendo os varios
casos da solugéo de um sistema, equacédo algébrica, entre outros, € um
recurso bastante usado por esse autor.

Temos nesse livro, um indicio do quanto a representacio

grafica esta associada as interpretagoes analitico-numericas na algebra.

25a

25b

25c

25d

25e

25f

FIGURA 25- Parte da pagina 208 da obra Algebra Elementar de — FTD -
1921

FONTE: Exemplar pertencente ao Prof. José C. Putnoki.
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Temos um exemplo significativo na pagina 208, onde é feita a
discussdo da equacdo x° -2(m-Dx+4m-7=0 numa tabela tal que as
colunas trazem ordenadamente o parametro m  (25a), o
discriminante(25b), o produto das raizes(25c), a soma das raizes(25d),
uma conclusdo para as raizes (25e}, € a representacdo
grafico/geométrica da discussio em cada linha(25f1).

Em nossa analise a discussao da equagdes por via algébrica,
seguida de interpretagoes graficas, parece ser uma das caracteristicas
marcantes desta obra?s.

Procurando reconhecer a riqueza deste livro, pudemos também
encontrar uma representacio grafico algébrica da funcao exponencial,

feita ap6s o estudo analitico.

FIGURA 26— Grafico da funcao exponencial, na pagina 309 da obra Algebra
Elementar de —~ FTD - 1921

FONTE: Exemplar pertencente ao Prof. José C. Putnoki.

23 Ver Apéndice 2.
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Como ja foi exposto, encontramos nos Elementos de Algebra —
FIC, o grafico de uma funcao racional, proposto como exercicio. Na
Algebra Elementar da colecdo F.T.D. os graficos representando funcdes
racionais aparecem de forma mais sistematizada, a partir de um

preambulo versando assintotas.

&
%
*

i3

i et Lt "
R LS TUAE S

FIGURA 27- Parte da discussdo da funcéo y= — na pagina

) ‘ ax? +bx +c
362, da obra Algebra Elementar de — FTD - 1921
FONTE: Exemplar pertencente ao Prof. José C. Putnoki.

Devemos nos lembrar de que embora o livro possua um numero
consideravel de graficos, quando comparado aos similares do mesmo
periodo, a analise e trabalho exclusivamente algébricos sdo o ponto
marcante da obra. Entretanto, como foi proposto, vale explorar ainda mais
algumas das representagoes graficas presentes. Assim, temos a seguir, dois

graficos usados na elaboracio dos rudimentos do calculo?4.

24 Ver Apéndice 2
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FIGURA 28- Interpretacio geométrica da derivada, na pagina 401 da obra
Algebra Elementar de — FTD - 1921
FONTE: Exemplar pertencente ao Prof. José C. Putnoki.

Neste sentido, temos, além do trabalho grafico, envoivendo
derivadas, principalmente para a discussio das tangentes 4 curva e sua
relacdo com os valores extremos da funcéo, o grafico que traz a

interpretacao geométrica da integral.
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FIGURA 29~ Interpretacao geométrica da integral definida, na pagina 419
da obra Algebra Elementar de — FTD - 1921
FONTE: Exemplar pertencente ao Prof. José C. Putnoki.

Na investigacdo dos aspectos graficos na obra Algebra
Elementar de — FTD - 1921, o ultimo grafico contemplado por nossa
analise é o da temperatura de um doente, que varia no decorrer das
horas. Tal grafico, a exemplo do grafico do movimento de um trem<, ao
que parece, serviu de inspiracdo para outros autores, pois encontramos
representacdes parecidas ou simplesmente a citacdo das situagdes-

problema que originam tais graficos, em outros manuais didaticos.
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30a

30b

30c¢

30d

30e

30f
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FIGURA 30~ Parte da pag. 450 da obra Algebra Elementar de ~ FTD - 1921
FONTE: Exemplar pertencente ao Prof. José C. Putnoki.

25 Ver Apéndice 2,
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O grafico da temperatura do doente (30a), presente numa das
Gltimas paginas do livro, € apresentado no livro com a descricas da
situnacio-problema envolvida{(30bj, o autor cuida em reproduzir ao
maximo uma situacao cotidiana {30c), onde representa a temperatura de
uma pessoa (30d), eixo vy, por meio de uma curva {30e), em
correspondéncia direta com o passar dos dias (30{).

Encontramos aqui, a sugestdo da aplicabilidade dos graficos
em situacdes reais e de modo bastante sutil, um juizo de valor,

expressos nas palavras do autor:

Os graphicos empregam-se em numerosissimos casos: para
representar as altura barometricas, os graus de humidade, a
temnperatura solar media em cada dia, as cotacoes do cambio em
relagao ao tempo, a solubilidade de um sal, a for¢a elastica de um
vapor em relacdo a temperatura, etc. (pagina 452) (o grifo é nosso)

Analisamos inameras outras obras sob a sigla F.T.D., aspectos
interessantes foram revelados nessas andlises, como, por exemplo, os
graficos com coordenadas polares presentes em Trigonomeria Elementar,
de 1928, e os graficos das func¢bes trigonométricas, apresentados em
uma pagina resumo no livro Trigonometria Plana e Esférica, de 1955,

assinada pelo Irméo Isidoro Pedro.
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31b

FIGURA 3la- Grafico de funcdes trigonométricas na forma polar,
Trigonometria Elementar, 1928, pagina 168 - F.T.D.

FIGURA 31b- Grafico de funcdes trigonométricas, Trigonometria Plana e
Esférica, 1955, pagina 97 - F.T.D.

FONTE: Exemplares pertencente ao Prof. José C. Putnoki.

No decorrer desse trabalho pudemos perceber a riqueza da
obras F.1.C. e F.T.D., e, a0 que parece, essa riqueza marcou €poca, tanto
nos livros analisados em outros periodos, como nos relatos verbais dos
professores gque nos auxiliaram na localizagdo € nos lembraram fatos
interessantes quanto sua historia.

O uso e a influéncia dessas cole¢des pode ter comecado a
perder sua forca no final da década de 30, ao que parece, em funcio de
outros livros que, cada vez mais se difundiam em grande escala, como
por exemplo, os publicados por Roxo € Stavale, mas devemos estar
atentos a que sua influéncia ainda sera sentida por muito tempo. Nesse

sentido, quando se observa a obra de autores das décadas seguintes,
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podemos encontrar alguns indicios sutis, tanto no estilo, e por vezes,
numa escrita parecida com a feita nas representacdes graficas, feitas
nos livros de FIC e FTD. Ainda mais, tivemos a oportunidade de analisar
um livro da colecdo FTD, publicado em 1965, que, se nao foi usado ou
adotado por algum professor ou escola da época, aoc menos serviu de

estudo-inspiracdo para algum aluno ou professor.

4, Representacgdes graficas nos Anos 30: Euclides Roxo

Como ja salientamos, no panorama histdérico nacional, a
Revolucao de 1930, marca o final de um modelo politico estagnado, a
Republica Velha, sinalizando um novo periodo de organizagdo do
Estado. A década de 30 situa-se num campo de importantes mudancas
sociais, politicas e de ordem econdémica. No inicio desse periodo, o Brasil
presencia a ascensio aoc governo de Getulio Vargas, apoiado por
representantes de diferentes camadas e classes sociais, inclusive por
membros oligarquicos da Velha Republica. Num panorama de crises
econdomico-financeiras nos primeiros anos da década, o processo de
contradicdes ideoldgicas, frente aos compromissos assumidos com 0S8
representantes dos diversos segmentos sociais € acompanhado por uma
crescente intervencado estatal, que desencadeia o golpe em 1937 que
institui o Estado Novo.

Nesse periodo de conturbadas mudancas sociais temos um
periodo rico no campo das discussdes culturais. Temos na descri¢éo de
WEREBE({1996, p. 49), uma interessante caracterizagdo do inicio dos

anos trinta;

O periodo que se seguiu a revolugdo foi bastante fecundo em debates
em torno de idéias sociais, literarias, politicas, cientificas e
educacionais. Correntes filoséficas, literarias, artisticas, forma
divuigadas no pais (cubismo, primitivismo, swrrealismo] atingindo
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apenas um publico restrito de intelectuais. Mas, de gualquer forma,
os efeitos da Revolucdo de 30 foram notaveis na literatura, nas artes
em geral, na musica, no teatro, no cinema, no radio. Um, grande
impulso foi dado a musica popular, ...

Nesse sentido, no que diz respeito ao ensino, WEREBE (1996,
p. 50J, ainda esclarece que:

O governo provisdrio crio o Ministério da Educacao e Saude, cuja
frente foi colocado um dos lideres da Revolugdo de 1930, Francisco
Campos. Ja no ano seguinte, o ministro empreendeu uma reforma,
regulamentando a universidade (que deveria ser constituida por trés
instituicoes de ensino superior — Direito, Medicina e Engenharia ou, no
lugar de uma delas, uma Faculdade de Educagdao, Ciéncias e Letras)
e reorganizando o ensino secundario {que passou a compreender
um ciclo basico de cinco anos e um complementar de dois anos).
Centrada no ensino secunddario, essa reforma nada fez pela
educagao popular. (os grifos sdao nossos)

E nesse ambiente propicio a reflexdes e mudancas que
encontramos a atuagéo do professor Euclides Roxo na elaboracao de
alguns livros didaticos de matematica com diferencas perceptiveis em
relacao aos manuais didaticos, até aqui analisados. Nesse sentido, vale
esclarecer que em nossa pesquisa de campo, pudemos encontrar livros
de Euclides Roxo, editados em periodos?¢ posteriores, escritos
exclusivamente pelo autor ou em parceria de outros autores.

Analisaremos a seguir, a obra Curso de Matemdtica Elementar??,
de 1930, onde poderemos perceber que a abordagem grafica dada por
este professor para desenvolver os temas relativos as funcées
matematicas € uma marca do livro de Euclides Roxo e a exposicao

grafica, voltada muitas vezes para situacgbes cotidianas, pode ser

2® Tivemos a oportunidade de encontrar livros de Roxo editados no final da
década de 40, assinalando uma atuacéo de 20 anos na publicacao de livros
didaticos.

27 Ver apéndice 3.
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entendida como um dos tracos fundamentais da obra de Roxo?*, no
tratamento didatico das funcoes.

Em nossa investigacdo, o livro de Roxo se revela muito
importante, pois € a primeira obra onde encontramos a representacao

grafica na apresentacéo e introducao do conceito de funcoes.

7

32a

— 139 —

(a temperatura) & uma funcgio da {0 tempo). (3)
O thermometro regisirador ~{apparelho que se encontra
‘nos gabinetes de Physica e de Geographia) e que se ¥
na fig. 85, tem um estylete que traca, sobre uma a

L

32b

32c

Fig. 85 ' /

de papel guadriculado (%), (p.resa a um tambor que gyra” |
como o ponteiro das horas de um relogio), nm « to
das temperaturas. A curva i senhada (fig. 86) &
a representagio intunitiva da dependencia ‘funccional. P 32d
Para se obter, por meio dessa curva, a temperatura

reinou, num dado instante, basta procurar; fic eixo das
abscissas, ¢ ponto representativo desse instante e tracar a
parallela (no nosse caso um arco de cireulo de mesmo raic.
que o das guadriculas) do eixo das ordenadgs. até 4 curva; / 32e

. ) A palavra “funccio” € empregada pesse mesmo. sen-
tido de dependencia, embora mutilas vezes imprecisa, na lingua-
gem corrente, Assim, diz-se: o progresso de um paiz é funccio '

da actividade -de seus filhos; o gran de approvacio de um es-
tudante & funecio do esforgo por elle dispendido durante ¢

anno. : _ : '
(2) Apenas o systema de rectas & substituide por arcos
de circulo. '

FIGURA 32 - Pag. 139, Curso de Matemdtica Elementar, Euclides Roxo, 1930.
FONTE: Exemplar pertencente a colecao de livros do professor Odelar
Leite Linhares - Biblioteca Prof. Achille Bassi — ICMC — USP ~ Sao Carlos

28 Ver no apéndice 3, o indice do livro.
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Expondo a ilustragdo de um thermometro registrador (32a),
Roxo explica como um grafico da temperatura pode ser obtido em
funcdo do tempo decorrido (32bj. Ao que parece, Roxo tenta expor o
conceito de funcao, com énfase no carater intuitivo de tal conceito (32c).
Logo em seguida, o autor elucida como o leitor deve proceder para a
ieitura do grafico e, consequentemente, para obtencao da temperatura
no decorrer do tempo (32d). Entendemos tal exposi¢do como um certo
diferencial em relacdo aos outros livros didaticos analisado pois a
representacao grafica ¢ feita logo na introducao do conceito de funcgao e
associada a uma situacdo de ordem pratica. Nesse sentido, na mesma
pagina do livro, Roxo procura transmitir a idéia de funcao associada a
outras situacoes cotidianas (32e¢) e nas paginas seguintes, o autor

expdes outras situacées experimentais onde é usada a leitura grafica.

Outro exemplo, analogo 2o que vimos acima, é o da
pressio atmospherica, em um dado lugar, que, como a

Wi, f 3% Feirn.it. YL 47 Feirs 13 ¥T 5% Feira 18 YL 8. feira
10 wf A s f ] 1t f ¢
=EER = o = = =
Fig. B6

- temperatura, ¢ uma funccio do tempo, cuja representa-
cdo graphica pode ser tambem tracada por um apparetho
muito conhecido (o baromeiro registrador). A fig. 87 re-
presenta a curva das pressies barometricas, {omadas em
cerlo logar, entre as 8 e as 24 horas de certo dia. L

—~— W ¥ LI -

FIGURA 33 - Curva tracada por um bardmetro registrador, pagina 140,
Curso de Matemdtica Elementar, Euclides Roxo, 1930.

FONTE: Exemplar pertencente a colecio de livros do professor Odelar
Leite Linhares - Biblioteca Prof. Achille Bassi — ICMC — USP - Séo Carlos
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Como exemplo, citamos ainda o grafico da temperatura de
uma barra de ferro em funcdo do tempo decorrido. Neste caso, Roxo
utiliza-se do grafico para estabelecer 0s conceitos iniciais, como variavel

independente (tempo) e variavel dependente (temperatura).

reinado. Por isso, diz-se que o tempo é a variavel inde.

TG+ :
MY MO MN MD MN MD MY MD My

Fig. 8%

pendente e a .iemperatura a variavel dependente. Qual é,
no segundo exemplo, a variavel independente?

-

FIGURA 34 - Curva da temperatura de uma barra de ferro, pagina 141,
Curso de Matemdtica Elementar, Euclides Roxo, 1930.

FONTE: Exemplar pertencente a colecao de livros do professor Odelar
Leite Linhares - Biblioteca Prof. Achille Bassi — ICMC — USP —~ Sao Carlos

Assim, Roxo introduz ao leitor os conceitos basicos de funcao,
uma abordagem grafica, relacionada a fatos cotidianos, na maior parte
das vezes ligados a experimentos, situacdes ou fendmenos fisicos.

Vale analisar alguns dos problemas apresentados por Roxo, na

seqliéncia de sua exposicéo.
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, . || 35a
— 148 -~
Escolba escalas convenientes para as profundi L 35b
temperaturas e irace a representacio
Qual ¢ a variavel independente]
a 850 m de profundidade
19, 0 salario por hora i 35¢c
¢) 3 mil réis. Qual a expressdo que da o sal u
P 35d
um systema de cordas paraliclus. Represente gfaphicamente a 35e
variagiio do comprimento. das cordas em funcciio da distancia
ao centro.
21, Trace um raic e prolonguc-o uns 10 em, além da
cumferencia. De pontos tomados, de % cm., % cm re o
prolongamento do raio, trace tangentes & circumferencia, bem
como as cordas de contacto. Represente graphicamente, em 35f
funegio da distancia dos pontos tomados sobre o prolonga- 7
. ' P L
200 — e }
N
soo s
s - ]\
00 2 - i A 359
108 i LLL-CH . |
a 0 L] &0 49 . W00
Fig. 88
mento do rzie 4 extremid_’ade do mesmoLa) 0s5.comprimentos
das tangentes; b} os cu_mpr.imen'tds das Afordas . antacto.
22, A fig. 88 represenlta a. mortaliddde dos homens,
isto & o numero dos gue, dentre 1000 nascidos ac mesmo . -
1

FIGURA 35 — Pag. 148, Curso de Matematica Elementar, Euclides Roxo, 1 930.
FONTE: Exemplar pertencente a colecao de livros do professor Odelar
Leite Linhares - Biblioteca Prof. Achille Bassi ~ ICMC — USP ~ Séo Carlos

Na pagina 148, o problema 19, procura trabalhar a discusséo
algébrica e grafica do salario que varia de acordo com o numero de

horas trabalhadas (35a), sendo que € cobrado do aluno, a construgéo do
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grafico bem como a leitura de tal grafico apoés sua construgao(35b). O
problema 20, na mesma pagina, traz a associacdo das fungdes com
problemas da geometria plana (35c), neste caso também ¢ requisitada a
construcao do grafico pelo aluno (35d}. Na seqléncia, o problema 21 se
aproxima do problema 20, pois também € exigida a construgao gréﬁca a
partir de uma situagdo geométrica (35¢). Ja o problema 22, traz um
grafico que relaciona o da mortalidade masculina (35f), a cada 1000
homens nascidos, no decorrer dos anos (35g). E é proposto ao final do
problema, no inicio da pagina 149, uma leitura livre dos dados graficos
apresentados.

Parece natural, reconhecer a variedade de problemas com
abordagem, tanto algébrica quanto grafica, trabalhados por Roxo, no
seu Curso de Matemdatica Elementar e neste sentido, encontramos varias
tabelas usadas, de certa forma, para auxiliar o estudo grafico e

consequentemente complementar e enriguecer o de fungoes.

23. A agua ferve em temperalura cada vez mais alia,
gquando sujeita a pressGes maiores que a pressio atmospherica
commum. Assim:

o

Sob uma pressao Uma temperatura Sob uma pressizo tima temperalura
de: de: de: de : -
1 atmosphera 1060°,0 8§ atwmospheras 170°.8
2 atwospheras 120°.6 9 ” 175°,8
3 " 133°.9 10 " is0°.3
4 " 144°,0 20 * 213°,0
5 * 152°.2 20 " 236°,2
6 159°.2 40 " 252°,5
7 165°,3 50 " 265°,9

Represente, de accordo com essa iabella, a3 temperatura
de ebuligio como funcgfo da pressio. Na representac@o gra-
phica, ¢ vantajoso tomar como ponte origem nido (¢, mas 100

FIGURA 36A- Tabela da temperatura de ebulicdo da agua para diferentes
pressées, pagina 149, Curso de Matemdtica Elementar, Euclides Roxo, 1930.

FONTE: Exemplar pertencente a cole¢do de livros do professor Odelar
Leite Linhares - Biblioteca Prof. Achille Bassi ~ ICMC — USP - Sao Carlos
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Ao que parece, Roxo procura conceituar fungdes partindo de
uma abordagem grafico algébrica intuitiva, estudando em seguida as
definicées de uma maneira um pouco mais formal®*®, para discutir a
funcao do primeiro grau, seu grafico e alguns aspectos interessantes de
tal grafico, como por exemplo, a inclinagéo da reta, valendo-se da idéia
de proporcionalidade.

Resumindo ns conclusdes a que acima chegamos, po-
demos, pois, dizer: .

Uma funccgdo, cujo valor é proporcional a wvariapvel
indcpendente, € sempre representada graphicamenle por

T : -
sHgsiaed | EFEEE
B i Ti £ TR
x5 2 A
L : : £33}

: ++ ns -q%mnﬁ 5 : mi',{l
i35 E ££i ST
% e l i et i

b :
st AL £
H j :;.} il jizgidy St « fii H H
11 i LT H EEIES 134
shlrffeass 3 i :ﬁ: I
L] 2 rt F H
22338 EH :
t1itEe 3 e brbitls
: HiEHE
Sk sy
Fig. 50

nma recta que passa pelo ponto origem dos eixos coorde-
nados, ascendente ou descendenie, conforme o factor de
proporcionulidade [ér positive ou negalive. O valor abso-

FIGURA 36B- Grafico de funcoes lineares, pagina 158, Curso de Matemdtica
Elementar, Euclides Roxo, 1930.

FONTE: Exemplar pertencente a colecao de livros do professor Odelar
Leite Linhares - Biblioteca Prof. Achille Bassi — ICMC —~ USP - Sao Carlos

23 Ver a reproducio das paginas 151 e 153 no Apéndice 3.
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Uma analise mais detalhada deste livro, nos ajuda a perceber,
que o autor tenta colocar a cada explicacao o grafico correspondente.
Roxo representa ainda o grafico da funcao hiperbélica, encerrando ao
que parece a primeira etapa de sua exposicao sobre funcoes.

Continua sua exposicdo sobre o tema, buscando, entao,
generalizar algumas de suas afirmacées sobre funcoes lineares

anresentando a formula geral da funcdo do 12 erau®’,

—— 227 —

| 37a

134. Quando a funcciio lincar que exprime a depen-

deneia entre @ e y, nio tem a forma novmal, ¥ = av - b,
37b
37c

¢ convenienle, para obter a sua representaciio gryf ;

pol-a sob essa forma, embora nic seja isso indispensavel.

FIGURA 37 — Parte da pag. 158, Curso de Matemdtica Elementar, Roxo, 1 930.
FONTE: Exemplar pertencente a colecao de livros do professor Odelar
Leite Linhares - Biblioteca Prof. Achille Bassi ~ ICMC — USP - Sio Carlos

3¢ Ver Apéndice 3.
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Encontramos entdo, um grafico que parece buscar a
representacdo geral da funcgao afim (37a), buscando apresentar as
possiveis representactes para tal funcdo (37b), bem como, a sugestao
para que o aluno cologue uma expressao que relacione as variaveis x e y
na forma y = ax-+b (37cl.

Queremos novamente enfatizar, que esta obra tem muitos
exemplos de situacdes cotidianas interpretadas por modelo matematicos
simples. Neste sentido, a relacdo com conceitos fisicos elementares,
como a velocidade e posicdo de um moével, em funcao do tempo é

explorada por Roxo3l.

3h
u.

iy
it
B B

il

A, DY

FIGURA 38 — Grafico da posicao de dois trens, pagina 158, Curso de
Matemdtica Elementar, Euclides Roxo, 1930.

FONTE: Exemplar pertencente a colecao de livros do professor Odelar
Leite Linhares - Biblioteca Prof. Achille Bassi — ICMC - USP - Sao Carlos

31 Ver Apéndice 3.
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Nessa perspectiva, apresentamos o tltimo grafico desta etapa
de analise, onde o autor faz a representacao da posicao de dois trens em
funcdo do tempo percorrido, onde o ponto de encontro de duas retas
tracadas no grafico cartesiano é a representagdo grafica da posigao de
encontro dos trens em correspondéncia com o instante do encontro.

Como observamos em inumeros graficos e exercicios propostos
por Roxo, é feito e sugerido o uso do papel milimetrado, um outro
diferencial em relacdo a maioria das obras do mesmo periodo. Para
aqueles que defendem o uso de variados recursos tipograficos, tal livro
pode, de certa forma, representar um avanco qualitativo na didatica da
exposicao e abordagem grafica.

Com efeito, a postura de Roxo perante o ensino de funcoes
pode ser melhor entendida, se analisarmos algumas de suas reflexées
sobre o ensino da matematica, defendidas no livro A Matemdtica na
Educacdo Secunddria, publicado em 1937. Podemos buscar alguns
indicios da divulgacao do livro de 1937, se atentarmos para o fato de ter
sido editado, pela Companhia Editora Nacional que tinha representantes
comerciais em Sdo Paulo, Rio de Janeiro, Recife e Porto Alegre. Vale
lembrar, que naquela década, no que se refere a possivel influéncia que
a obra de Roxo possa ter atingido, na ocasiéo da edi¢do da A Matemdtica
na Educagdo Secunddria, no frontispicio da obra seu nome é subscrito
pelos dizeres: Catedratico de Matemdtica do Colégio Pedro II, Professor-
Chefe de Matemdtica do Instituto de Educacdo do Rio de Janeiro.

Tal livro como o proprio Roxo esclarece, na introducao:

O presente volume € a simples apresentacdo de muitas opinices
abalisadas sobre as quetdes mais relevantes e de ordem mais geral,
relativas aos ensino da matemadtica. Procurando indicar e caracterizar
as principais tendéncias e diretivas do movimento de reforma,
abeiramos apenas os problemas mais gerais e 0s pontos mais
caracteristicos, da escola nova no dizente @ matemadtica, deixando
propositadamente de lado tudo que se refira a metodologia e a
diddatica propriamente dita. ROXO {1937, p. 7)
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Vale esclarecer que Euclides Roxo se posiciona como
organizador-mediador dos rmuitos discursos a respeito da
concepcao/ensino da matematica, apoiando-se para a divulgacao de tais
idéias, no discurso de muitos matematicos e psicélogos famosos. Nesse
sentido, mais uma vez podemos perceber a influéncia daquilo que era
desenvolvido e debatido nos circulos culturais estrangeiros,

principalmente o europeu do inicio do século:

De fato, um movimento renovador do ensino de matemdatica comegou a
delinear-se em fins do século passado, na Alemarnha e na Inglaterra,
para logo se extender a todos os principais paizes do globo.

Desse largo movimento, t6em participado ndo apenas professores e
psicélogos, mas também, e, principalmente, matemdticos lustres
comoFELIX KLEIN, HENRI POINCARE, LAISANT, TANNERY,
DARBOUX, BOREL, SYLVESTER, DAVID SMITH, YOUNG, GINO
LORIA.

Esses grandes espiritos sentiram que o ponto de vista estreifo e
fechado, em que geralmente se mantinham os professores
secundarios de seus paizes, apegados ao sentido classico do ensino
nao mais se coadunava com o papel que a ciencia matemdtica, gracas
aos seus modernos desenvolvimentos, deve ter no progresso material
e cultural dos tempos que correm. ROXO (1937, p. 6}

Detenhamo-nos agora, em algumas das afirmacdes que
Euclides Roxo faz a respeito do ensino de funcdes, por meio de
intervengoes reflexivas feitas pelo autor no discurso dos cientistas
citados, ao ainda, por meio de sinteses elaboradas ao final de cada
capitulo de sua obra.

Sob o ponto de vista axioldégico, podemos, perceber o papel de
destaque que o ensino de fungdes assume no ensino de matematica, na
concepcido de Roxo. Para tanto, vale recorrer as afirmacdes sobre o
ensino de fun¢do encontradas, em uma das conclusdes elaboradas pelo

autor em sua coletédnea de 1937:
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1 — A nocdao de funcao deve ser adotada como idéia axial no ensino
da matematica, capaz de estabelecer um élo unificador dos varios
assuntos tratados na escéla secundaria e de modo a ser a alma do
corpo em que se organiza toda a matéria.

2 - Além da aptidao para ligar os varios assuntos em um todo, a
educacao do pensamento funcional merece ser feita na escola
secundaria, ndo s6 tendo em vista as exigencias praticas e
culturais da vida moderna, como pela sua aptiddo para constituir
um meio altamente educativo do pensamento logico e um
verdadeiro método de estudo. {...)

3 — A idéia de funcdo vem ainda dar ao ensino da matematica
secundaria mais vida e mais interesse, permitindo nao sé tratar de
questées de maior realidade para o aluno, como estabelecer
conexdes a outras materias mais concrétas. {...}

6 — Comecando pela simples e vaga idéia de dependencia, passar-se-

4 depois a de relacionalidade e a de funcionalidade, apresentadas
sob o triplice aspecto (tabélar, grafico e algebrico), evitando-se
de comeco as definicoes formais e as demonstragbes rigorosas.

ROXO(1937, p. 194) {os grifos sdo nossos)

Podemos ainda, buscar indicios do papel de destaque que o0
ensino das representacoes graficas de func¢des assume no ensino de
matematica, na concepcao de Roxo, por meio da analise das seguintes
afirmacoes, que esclarecem a postura e organizacao didatica adotada do

livro de 1930, analisado anteriormente:

Klein aconselhava a que se partisse do tracado de grdficos ou
“curvas empiricas”, passando-se em seguida as equacdes do 1°

grau muite simples, depois as outras das formas y= x7,
1 . . . -

y = — . A teoria das equacdes algébricas e a trigometria {sic) fornecem
X

ocasdo para se estudarem funcoes gradativamente mais
complicadas, bem como as curvas que as representam. No mesmo
sentido operam os exemplos tirados das aplicacoes,
principalmente da fisica, donde resulta a idéia de que uma fungdao
pode também ser dada empiricamente. Nas series superiores poder-
se-a, entao, dessas concepgoes, ja tornadas familiares ao aluno, fazer
sair as nocoes gerais do calculo diferencial e integral. ROXO { 1937, p.
183). {os grifos sao nossos)
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Dadas as afirmacodes conforme tivernos acima, parece natural,
focalizar ainda, & posicdo que as representacoes graficas representavam
num aspecto mais amplo para o ensino da matematica. Nesse sentido,
temos a descricdo dos objetivos praticos, elaborados pelo comité francés

e assim apresentados por ROXO (1937, p 124)

Capacidade para compreender e interpretar corrétamente as
representacoes grdficas de varias especies, tais como hoje abundam
em discussées populares e problemas cientificos, sociais , industriais
e politicos. Tanto para representacdo de dados estatisticos, que se
tornam cada vez mais importantes na consideragcdo de nossos
problemas didrios, como para a compreensdo das varias especies de
dependencia de uma gquantidade variavel em relacdo a outra.

Percebemos, entZo, que nesta proposta educacicnal, a
representagio grafica comeca assumir um importante papel no ensino
de matematica com abordagens que vao além do aspecto a funcional até
agui discutidas.

Naturalmente o tema do ensino de funcdoes e das
representagbées graficas nos remete a varias reflexdes sobre ¢ seu
verdadeiro papel no ensino. Parece claro, o quao importante era esse
papel, sob a otica de Euclides Roxo e alguns de seus contemporaneos.

Neste sentido, devemos lembrar que a década de 30 é marcada
pela presenca de outros autores de muita influéncia como Jacomo
Stavale, cujos manuais didaticos foram editados por mais de 20 anos.
Entretanto, dada a vasta bibliografia disponivel, bem como, a
dificuldade de delimitar os anos em que tais obras foram efetivamente
usadas, caracteristicas naturais de uma pesquisa desta natureza, a
analise das obras nacionais publicadas a partir dos anos 30, teve de ser
delimitada pela escolha de um unico livro, para cada década.

Nesta perspectiva, queremos salientar que as escolhas feitas

buscaram contemplar mais o aspecto da diversidade de obras
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disponiveis no mercado editorial, do que o carater de efetiva ado¢ao ou
uso de tais livros nas escolas durante periodos em questao.

Ha, porém, o fato de que algumas das obras escolhidas
também representem livros de relativo sucesso editorial®2. De qualquer
forma, os livros analisados nas épocas mais recentes podem Ser
encontrados em sebos? e quando possivel, indicamos a localizagao de

alguns deles.

5. Representacdes graficas nos Anos 40: Algacyr Munhoz Maeder

Como sabemos, a década de 40 é marcada por importantes
fatos na politica nacional € mundial, como a derrubada de Gettilio
Vargas, assinalando o fim da ditadura € do Estado Novo em 1945, ano
que marca também, no panorama mundial, o fim da 22 Guerra Mundial,
iniciada em 1939. Ao final do confilito bélico, emerge a necessidade da
reconstrucéo da Europa, arrasada pela guerra, sendo que seu panorama
politico-geografico fica dividido em dois grandes blocos, o socialista ao
oriente € o capitalista ao ocidente.

A Unido Soviética intervém na reconstrugao do bloco oriental.
Os Estados Unidos participa por meio da ajuda financeira da
reconstrucdo ocidental. As tens6es que permaneceram entre os dois
blocos mundiais se acentuaram caracterizando, a partir de entao, a

chamada “Guerra Fria”.

32 Um exemplo neste sentido, € a colecao Aulas de Matematica, de Gelson lezzi
e outros, publicada em 1979 e escolhida para representar 0s anos 80 em nossa
analise.

33 Acreditamos também, que a presenca de alguns livros em sebos, pode de
certa forma, ajudar na evidéncia da adogao de tais livros nas escolas da época.
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O Brasil, na segunda metade da década de 40, tem a lideranca
politica nas maos de um presidente de origem militar - Eurico Dutra -
eleito pelo voto popular. Dutra implanta por meio de medidas
econdémicas, voltadas ao interesse liberal capitalista, uma politica de
menor intervengao estatal, favorecendo o crescimento industrial.

Parece clarc que nessa década, o pais viveu um periodo
conturbado que oscilou entre a politica repressiva de Vargas e a liberal
de Dutra. Os reflexos dessa oscilacdo também podem ser sentidos no
campo cientifico/cultural.

No campo do ensino da matematica, podemos perceber que os
livros didaticos sdo escritos sob influéncia dos periodos anteriores e ao
que tudo indica, os temas necessarios para a compreensac do conceito
de fung¢des ganham, de uma forma ou de outra, um espaco definitivo no
curriculo da matematica escolar brasileira.

Nessa perspectiva, analisamos a seguir, o livro Licées de
Matemdatica, de Algacyr Munhoz Maeder, em sua 92 edicio, datada de
1940, publicado pela Editora Melhoramentos®, onde tentaremos
assinalar alguns aspectos que nos chamaram a atencio na
apresentacao da representacéo grafica de funcoes.

O livro de Maeder apresenta um fato curioso: a capa traz como
ilustracdo um grafico polar, usado em Estatistica para representar

s€ries temporais ciclicas.

34 Ver o frontispicio no Apéndice 4.
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YALOR D2 EAPCRTACAD SRASLEWZ

FIGURA 39- Grafico Polar na Capa do livro Licdes de Matematica, de
Algacyr Munhoz Maeder, 1940.
FONTE: Licées de Matemdtica, Algacyr M. Maeder, Ed. Melhoramentos.

A 92 edicéio traz o prefacio escrito pelo autor em sua 72 edicao.
O autor faz nesse prefacioc a apresentacdo dos topicos a serem
desenvolvidos, expondo também, a maneira pela qual pretende

desenvolver o conceito de fungao:

No capitulo seguinte, além de estudarmos elementarmente
os eixos coordenados, desenvolvemos-a representacdo grafica de
variacoées sucessivas de grandeza dos dados geograficos,
estatisticos e meteorolégicos por nés considerados e todos atinentes
ao nosso Pais, procurando assim formar intuitivamente no espirito
do estudante a nocdo primeira de funcao. MAEDER (1940, p. IV] (os
grifos s@o nossos)
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Parece natural reconhecer que para esse autor a representacao
grafica assume papel auxiliador na formagao dos primeiros conceitos de
funcéo por parte dos alunos. E valido, esclarecer que ¢ o 1¢ livro de uma
série, dirigido aos alunos num nivel que hoje corresponde a 52 série do
ensino fundamental.

Quando se observa a postura do autor no que diz respeito as
representacoes graficas, confirmamos as afirmacoes encontradas no
prefacio. As representacoes graficas sédo encontradas num dos ultimos
capitulos e é interessante observar o tratamento cuidadoso, dado pelo
autor, nas questdes referentes a localizacdo e determinacéo dos pontos
no plano.

E interessante notar que ao trabalhar os eixos coordenados, o
autor faz questdo de representar cada eixo com duas orientacoes, a
positiva representada pelas letras X ou Y, conforme o caso, € & negativa
representada pelas leras X’ e Y’ (40a).

Maeder sustenta em sua exposicéio o conceito de quadrantes ¢
tenta deixar claro quais sdo as variacbes de sinais em cada quadrante
{40b), além de exemplificar algumas possibilidades quanto aos sinais

das coordenadas dos pontos nos respectivos quadrantes (40c e 40dj.
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40a

LICOES DE MATEMATICA 5 d

1 ?7

| 40b

X’//g’ X o X /

— - - T

Y Y

As ordenadas, por sua vez se distinguem pela situacao
relativa do ponto em relagic ao eixo XX, Assim, sdo positi-
vas as ordenadas acima do eixo horizontal ou dos XX, e
negafivas as abaixo désse eixo.

F’ isso que esquematicamente exprimem as figuras acima.

De posse de tais nogSes podemos agora representar qual-

quer ponto, ¢ defini-lo com precisdo em relacio aos eixos
coordenados. -

486. Determinacio dum ponto. — Counsiderados os
eixos coordenados, vejamos como designar um ponto segundo
a posigio que éle ocupe relativamente aos eixos.

Sejam os pontes M, M, M" e M”. O ponto M esta no pri-
meiro guadrante. As suas coordenadas sdo positivas, porque
8le ests acima do eixo dos XX e a direita do eixo dos YY"
Medindo a sua distincia aos eixos, pela unidade m, vemos
que éle esti a 4 unidades de XX’ e a 3 unidades de YY" E
como &sses valores, por convengdo sio positivos, repre
mo-lo assim

| 40c

od - M(+3 +4
ou, simplesmente -

O ponto M’ estd no 2. quadrante. A sua abcissa ¢ ne-
gativa, a sua ordenada é positiva. Os valores das coordena-

, 3 , 40d
das sdo: C pe—4 e y=+5.

.

Representimo-lo
wie=—2

[y=-+5

ou M{—4;+5

ou , M(—4;5)

FIGURA 40— Pagina 315,Li¢oes de Matemdtica, Algacyr M. Maeder, 1940.
FONTE: Exemplar pertencente a colecao de livros do professor Odelar
Leite Linhares - Biblioteca Prof. Achille Bassi - ICMC ~ USP ~ Sao Carlos
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Na segiiéncia, dentre os exercicios propostos para esclarecer
os conceitos relativos a localizacdo dos pontos, encontramos alguns
onde é explorada a idéia de formacéao de figuras geomeétricas a partir dos

pontos no plano cartesiano (41aj.

- 818 ALGACYR MUNHOZ uu..nsn / 41la
8. — Conatruir o quadrado cujos vérlices ado
A(0,43), B(—30), C(0,—3) e D(+30)
Solueio :

Y

4

LN
N

[

v

4. — Tracar umae linka cujos ordenadas sejam todas iguais a 5. /

Como todos os pontos da reta procurada equidistam da eixo XX,
segue-se que 4 mesma-é paralela a ésse -eixo.

Seia y=4. Tomando-se, a  partir -de eixo dos XX’ sfbre o eizo
dos YY', cmco unidades, determina-se o ponto A, em que BC corta YY'.

Tracemos, pois, BC paralel‘x a XX

41b

¥
< 1A B

il L 41c

B. — Tragar uma linkg cu;as aheissas ssjam igudiz G onienadas
em valor absoluto. _

Congiderados os eixos retangu%ares, lgualmezzte 86 marcd istincias
ignaic sobre os -eixos dgs XX/ & dos. YY', -aplicando-se-"tantas v

FIGURA 41 — Pagina 315,Licoes de Matemdtica, Algacyr M. Maeder, 1940.
FONTE: Exemplar pertencente a colecdo de livros do professor Odelar
Leite Linhares - Biblioteca Prof. Achille Bassi — ICMC ~ USP - Sao Carlos
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Maeder também explora em seus exercicios o tracado de retas
paralelas aos eixos coordenados {41b), bem como as propriedades das
coordenadas dos pontos pertencentes as bissetrizes dos quadrantes
pares € impares.

Confirmando aquilo que expdés em seu prefacio, o autor

explora a aplicacdo de alguns graficos relacionados a situacoes

cotidiana®s,

VALOR MEDIO ANUAL DE UM FRANCO FRANCES
EM REIS, PAPEL

1000 1000
900 900
800 : 800
700 e ' 700
600+ R —1— 600
500 N / A~ 590
400 + Y 400
300 300
200 Y 200
100 _ 100
1913 41915 11917 11919 11921 11923 1 10251 1927110291031 1 |
1914 { 1916 | 1918 | 1920} 1922 | 1924 | 1926 | 1928 11930 | 1932 |

FIGURA 42 — Pagina 315,Licoes de Matemndtica, Algacyr M. Maeder, 1940.
FONTE: Exemplar pertencente a colecdo de livros do professor Odelar
Leite Linhares - Biblioteca Prof. Achille Bassi - ICMC ~ USP - Sao Carlos

Entdo, parece claro que no trabalho de Maeder ha uma certa
valorizacdo da representacéo grafica com aspecto funcional associado a
questdes estatisticas, o que pode ser indicado como um dos diferenciais

em relacédo a obra de Roxo analisada em nosso texto.

33 Ver no Apéndice 4 outros graficos com conotacao pratica, inclusive o grafico
da temperatura do doente, desenvolvido no livro da colecao F.T.D. analisados
neste trabalho.
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Na figura seguinte apresentamos outro grafico cuja abordagem

¢é claramente voltada as questoes de ordem estatistica.

- ESTIMATIVE DA SAFRA DO CAFE NO GRASL EM #37-34
L0 MREDES OF SACES, :

3

i
i-
4
H
b
T

Miqwﬁﬁiaﬁg

o
! L e

wu
| sk pan Lesas graes| £ SAMTD e OO JweRc] ALY 1 OERIOS

. A eslimativa da produedo -de café, e milhdes de sacas,
na safra 1988-1084, pode. ser inditadas com: 0. gréfico seguinte,
em que cada barra-mede a produgdo” provivel por Estado
cafeeire, adotando-se uma unidade past @ correspondéncii
precisa com 0§ nAMero$ proviveis.

FIGURA 43 - Gralico Estatistico na pagina 324,Licoes de Matemdtica,
Algacyr M. Maeder, 1940.

FONTE: Exemplar pertencente a colecao de livros do professor Odelar
Leite Linhares - Biblioteca Prof. Achille Bassi — ICMC - USP ~ Sao Carlos

De um modo geral, além do tratamento estatistico dado aos
graficos, lembramos que a exposicdo detalhada dos conceitos relativos a
determinacao/localizacdo de pontos no plano cartesiano s30 caracteristicas
que diferem o trabalho de Maeder do trabalho de Roxo.

Parece natural tentar investigar se ha mudangas ou diferencas na
postura assumida pelos escritores em relacdo a exposicdo dos contetidos
para diferentes séries escolares. Podemos também tentar investigar quais a
possiveis mudancas na escrita do autor com o passar dos anos.

Analisando as obras de Maeder, pudemos perceber mudancas na
exposicao didatica do autor em obras de diferentes periodos, ou ainda, de

diferentes séries de ensino.
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Assim, expomos a seguir outras representacOes graficas
desenvolvidas por Maeder no livro Curso de Matemdtica®é, publicado em
1946. Esclarecemos que as diferencas apresentadas a seguir cumprem
apenas o papel de exemplificar ¢ enriquecer nosso texto, pois o livro de 1946
é dirigido aos alunos que cursavam o 1¢ ano do ciclo colegial, equivalendo
hoje a 12 série do ensino médio.

Antes porém de refletirmos sobre as representacoes encontradas
no livro de 1946, devemos lembrar que no ano de 1942, ocorreu a reforma
do ensino secundario, sendo o Ministro Gustavo Capanema um dos seus
idealizadores. ROMANELLI (1980, p. 157), interpreta o texto da Lei Orgénica

do Ensino Secundario promulgada em 9 de abril de 1942 nas seguintes

palavras:

Em sintese, a_julgar pelo texto da lei, o ensino secunddrio deveria:

a) proporcionar cultura geral e humanistica;

b} alimentar uma ideologia politica definida em termos do patriotismo e
nacionalismo de caréter fascista;

¢) proporcionar condigoes para ingresso no Curso superior,

d) paossibilitar a formacao de liderangas.

ROMANELLI (1980, p. 158} apds analisar a distribuicao das
disciplinas, esclarece ainda, o carater que 0 Curso secundario passava a

assumir:

Era indisfarcavel, como se vé, o carater de cultura geral e
humanistica dos curriculos, mesmo no curso chamado cientifico. Além
disso, sobressaiam, nos dois niveis, uma preocupagdo excessivamente
enciclopédica e auséncia de distincdo substancial entre os dois cursos: o
classico e o cientifico. Finalmente, o curriculo ndo era diversificado, nem
sequer quanto aos niveis, sendo praticamente as mesmas as disciphinas
em quase todas as séries.

36 Ver frontispicio no Apéndice 4.
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Tais colocactes podem, de certa forma, melhor contextualizar a
breve analise que faremos a seguir, bem como ajudar na analise que

faremos nas etapas seguintes.

Entdo, voltando nossas atengbes ao Curso de Matemdtica, de
1946, entendemos pela palavras de Maeder, como estava estruturada o seu

texto:

Sequindo rigorosamente o programa oficial vigente, FELNUMOS 1o
presente volume, toda a matéria que se deve ventilar 110S curso classicos e
cientifico, cujos programas se distinguermn apenas em poucos pontos, isto
¢, no curso cientifico, sdo exigidos mais alguns déles.

A matéria consta de frés partes distintas: Aritmética tedrica,
Algebra e Geometria dedutiva, as quais, como € mister, sao aqui tratadas
emn partes nitidamente separadas. MAEDER, (1946, prefacio)

Pela analise geral do texto de Maeder, percebemos que as
representacoes graficas sfo apresentadas desvinculadas das situagoes
praticas. Notamos a preocupacdo do autor em desenvolver apenas, 0S8

. - , 1 1
graficos de funcdes elementares como y = x°, y=x", y==-.e y=— .
X X

ienr aohna o elxp XX, peis.
o valores de g sio posilivos |
pars

44a

\

Doz

Aléem disso, cumpre nolar
«que, aos valores nbsolufos de

@ iguais o de sinais contrar:
eorresponden valores B o
positives pam y. -

- Com cletio, para

44b

A\E

x={l ou w3

IR L L LRI T2 L

por exemplo, femus

y==.

L\

Detorminados o= ponioes 1

e € perienventes & curva, M

© o eanstruatnos o quadrilitere &l
UMM C

FIGURA44 — Parte da pagina 245, Curso de Matemdtica, Maeder, 1946.
FONTE: Exemplar pertencente a colecdo de livros do professor Odelar
Leite Linhares - Biblioteca Prof. Achille Bassi — ICMC - USP - Sao Carlos
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Tanto na construcio da parabola y = x?, como no tragado das
_ 1 1

curvas das funcoées y=x°, y=—.€ Yy = —5, Maeder trabalha centrado na
x X

x

s
x?

questao da simetria dos pontos. Para a funcdo y = x° (44aeddble y =

simetria em relacdo ao eixo y, para a funcao y = x° da simetria em relacao
. a7 - 1 . X - . .
a origem dos eixos®’, € para a funcao y = —, simetria em relacdo a bissetriz
X

dos quadrantes pares. Ao que parece, O autor trata desses graficos

elementares para no final generalizar qual a forma do grafico da fungoes
s m s s 1 . ;
poténcia, y = x™, hiperbolica, ¥y = —, de acordo com os possivels valores
o

naturais de_m.

X

A tye .

RIGURA 45 — Grafico das funcdes y = x° e y = x’, pagina 248, Curso de
Matemdtica, Algacyr M. Maeder, 1946.

FONTE: Exemplar pertencente a colegdo de livros do professor Odelar
Leite Linhares - Biblioteca Prof. Achille Bassi — ICMC - USP - Séo Carlos

37 Ver apéndice 4.
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Podemos dizer que esta obra difere da analisada anteriormente
pois temos um trabalho grafico voltado para a generalizacao de curvas
classicas, em detrimento das possiveis aplicacoes € representacoes

graficas voltadas para situacdes cotidianas.

6. Representacdes Grificas nos Anos 50: Thales Mello Carvalho

Na primeira metade dos anos 50, o Brasil foi marcado pela
volta de Vargas ao poder o que significou a retomada de projetos de
desenvolvimento, direcionados principalmente para os setores da
industria de base. Com o retorno de Vargas, configurou-se novamente
no campo econémico, uma politica nacionalista e de intervencao estatal.
Os conflitos de interesses e entre a oposigdo e o governo, aliado as
tensoes sociais e pressdes dos representantes dos setores liberais da
economia, de certa forma, culminaram no episoédio do suicidio de Vargas
em 1954.

No campo politico, foram conturbados os dois anos que
precederam & posse, em 1956, de Juscelino Kubitschek. No governo de
Kubitschek sdo acentuados o crescimento da economia € O
desenvolvimento industrial brasileiro, incitado pelos moldes e influéncia
da politica norte-americana.

A década de 50 é marcada no campo da educagéo pelo
aumento do numero de escolas, bem como, pelo crescimento do ensino
secundario suprindo as necessidades da classe meédia neste segmento
da educacdo. Entretanto, se levarmos em conta a pequena queda
percentual do analfabetismo associada a fatores como © crescimento
populacional e a concentragao da populacao nas cidades, podemos, de
certa forma, afirmar que o ensino voltado para as classes sociais menos

favorecidas, foi deficitario nessa década.
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Ac que parece, a abordagem das representacdes graficas no
ensino secundario da segunda metade da década de 40 era feita com um
enfoque menos voltado as aplicagdes praticas € mais voltada a cultura
geral e enciclopédica, o que pode ser verificado, de certa forma, pela
analise do livro Curso de Matemdtica, publicado em 1946 por Maeder,
além de ser considerado o carater enciclopédico dos curriculos
determinados pela Reforma Capanema, de 1942.

Como sabemos, a Reforma Capanema subdividiu o curso
secundario em duas opcoes curriculares denominadas Curso Classico e
Curso Cientifico. Nesse sentido, buscaremos entender nessa € na
proxima etapa, como se dava a abordagem das representacdes graficas
de funcées nesse novo ambiente de ensino.

Para a analise da representacdo grafica de funcdes na década
de 50 escolhemos o livro Matemdtica — Terceiro Ano Colegial — de Thales
Mello Carvalho®®, em sua 42 edicio, de 195499,

O primeiro fato interessante que pudemos perceber na
exposicdo de Carvalho € o cuidado em definir funcfo de maneira

univoca;

Sejam x ey duas varidveis reais. Se a cada valor do dominio de x se
pode fazer corresponder, por um processo qualguer, um e apendas
um valor do dominio y, diz-se que y ¢ funcio real univoca ou
uniforme de x. CARVALHO (1954, p. 32}. {os grifos sao nossos]

Outras preocupacoes do autor situam-se na questdao do

dominio e da classificacdo das funcoes.

38 Ver frontispicio no Apéndice 5.

3% Analisamos também, do mesmos autor, o livro Matemdtica - Primeiro Ano
Colegial ~ 14s Edicdo ~ 1957 ~ e encontramos apenas S5 paginas contendo
graficos — em especial, das fungoes exponenciais e logaritmicas.
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Para representacao grafica o autor se vale de uma breve
explicacdo a respeito da determinagao dos pontos, fazendo logo em
seguida representacdo grafica da funcao de variavel inteira, y = 2x (FIG
46a), da funcéo de variaveis reais y = x? (FIG 46b) e da fungdo de

irichlet{FIG 46¢)

G | B f
9 --------------------- 8 y#
2 A : B
) i ‘[ E i H % Mn.n-nn-n- uAurnpywauner N
2 - : o ‘f
I TR - S’ o : ;
o £ : B
E ‘ ; - : purnwuvn- S JOPPPEPIT Q
Mmoo -2 TR :
: ; E VAR : ’
i ! _ v . —p- U
: ' oot
il 0P dBh N x || o de %

FIGURA 46 - Graficos da funcédo de variavel inteira, y = 2x (a}, da funcao
de real y = x% (b} e da funcdo de Dirichlet (c), da paginas 37 e 38,
Matemdtica, 32 ano colegial — Thales MelloCarvalho, 1954.
FONTE: Exemplar pertencente a colecdo de livros do professor Odelar
Leite Linhares - Biblioteca Prof. Achille Bassi — ICMC - USP - Séao Carlos

Parece claro, que a abordagem adotada pelo autor privilegia
conceitos voltados para o ensino superior. Isso podera ser verificado em
quase toda a obra de Carvalho.

Na seqliéncia  encontramos  representacoes graficas
desenvolvidas para auxiliar nas explicacdes a respeito de limites*°.

Estudando o limite da funcéo fix) = 2x — 2, para x—3, 0 autor usa
a representacio gréfica tentando esclarecer os argumentos algébricos
desenvolvidos. Notamos, que a leitura da representacéo grafica deve ser feita
de maneira ampla, pois o aluno deve investigar o comportamento da fungao
no eixo y, com 4 — ¢ < fix) < 4 + ¢ (474}, com a ajuda da explicacdo de

Carvalho que utiliza figura como um argumento retorico(47b}, estabelecendo

20 Ver Apéndice d.
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também, a investigacdo dos possiveis valores de x no intervalo real, 3 -0 < X
<3+847¢.

47a

O resyliados (7) e B) mos-
tram que, pais goslouer walor
de &, Shuedo po intervalo

(3 - %_. 34+ %)‘ se verifica

s ocondicfo (B}
' Fr  conclusdo, podemes
dizer que, escothide arhitrana-
“ mente U nomera positive o
existe um nlmero positive &,
sl gue, para qualguer vaior de
z, situsdc no intervalo (3 —4#;
318}, se werifiea a con {ied] .
Bete resyltade ior mais
compreansivel 4 luz da fig. 10,
onde o reta 4B é a rzpresen-
tagho goifies da fungio 4. o '
Por the vi-8¢ gue, pars qualjuer valor de x do Intervalo
ronsderedo, © ponie correspondante do grifice da funglio
euté sitmado ro retingnlo tracejado, isto ¢, versficn-se a oUn-
digho {9).

47b

47c

FIGURA 47 - Parte da pagina 45, Matemdtica, 32 ano colegial — Thales
MelloCarvalho, 1954.

FONTE: Exemplar pertencente a colecao de livros do professor Odelar
Leite Linhares - Biblioteca Prof. Achille Bassi — ICMC ~ USP - Sao Carlos

Carvalho ainda investiga a questdo da continuidade de
funcoes, esbocando na pagina 52 os graficos de fungdes continuas por
partes (43a), explora a continuidade da funcdo nas vizinhancas oS
pontos de descontinuidade (48b), além de propor (48c} e representar
graficamente na pagina 53, funcoes bastante interessantes, <€omo
.

X
X} = X ++—
f() lxi e f(X)m 2x 41
x -2
fio}=0

41 Ver Apéndice 5
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52 Cap. ITI: Limites e vontinuidade
) |
"_ m .
P
R : . e H H
i ' ' H
: ¥ : '
Lo
o i ’ i
< 4 2 5 E ]
PG 18 st

Exemplo II: Anilogw
oujs representagko grifica no intervalo [0, + w} tem ¢ aspecto
indicado na fig. 17, & contérua & direifa (toss afo & esque
dos pontos z = 1, 2 =2, & = 3, ete.
Ezemplo IIIL; Consideremos » fu definida por

{j(x) - -l W (10} |
o H@=0 |
Clomo, para qualquer valor positivo de £ § (@) =z + 1
& para qualquer valor negativo de = & j(z) = « —1, & Tepre-
soniagio grifisa da fungdo (10) tem o aspecio indicedo na
fig. 18 : consts de duas semi-retas e daumpoaiomolade (a
origem). A fungho & descontinua A esquerda e i direits do .
ponto .z = &, visto gue _ =
m f@)=—1%f) lm =1 #* Ho)

E 2t Roud
Eﬁﬁmg!a IV.’Z A f"ﬂn!}ﬁﬂ j(x) - 5?2’ euj& reprwmﬁa_ :‘“
cho grﬁﬁm esté indieads ns fig. 19, apresenia no ponto.r = 2.
' im Hg) - —o  lim @)=+

A et KD

P
.

48a

48b

48

FIGURA 48 - Pagina 52, Matemdtica, 3¢ ano colegial -~ Thales

MelloCarvalho, 1954,

FONTE: Exemplar pertencente a colecdo de livros do professor Odelar
Leite Linhares - Biblioteca Prof. Achille Bassi — ICMC - USP — Sao Carlos
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Como observamos, as representacoes graficas estao presentes nos
exemplos desenvolvidos pelo autor, mas vale esclarecer que o autor opta
também pelas representacoes graficas no enunciado das definicdes ,
teoremas ou generalizacoes.

Na figura 49 podemos observar o0 aspecto de generalidade que o

autor da a representacio grafica ao estudar a unicidade dos limites.

_ 6. Unicidade do liznite. Se ums fungfio (univoca) tem
~7m Timite num ponte g, 8sse limite € nice, ou, em ouiras
palavres, uma fungic funiveea) nilo :
pode ter dois limites distintos num
mesmo ponte a. Vejamos, de um ?
modo intuitive, ossa propriedade, 1. ...
habitualmente designada por feorema IE
da unieidade do limile. L
De fato, uma fungio H{z) nio ix

poderia ter deis limibes distintos L © peredeomoos e
o L' num ponto ¢ = & {fig. 20}, por-
que, escolhido convenientemente um B |.qct--oomeen —
t posifive tal que, os intervalos [T—e, . Ix

. Lel o 5/ —¢, Ef ¢} (intervalos AB L -
o OD, respectivemonte) nfo livessorn t ‘
poutos corauns, hiio haveria a possi- Ll R St

bilidade de, num entdrno do ponto | :
@, 08 pontos reprosentativos de fedos
os valores da fungho estarem simul- O o x-
tincamente naqueles intervalos, FIi. 20

FIGURA 49 - Representacao grafica da unicidade dos limites, pagina 53,
Matemdtica, 3¢ ano colegial — Thales MelloCarvalho, 1954.

FONTE: Exemplar pertencente a colecao de livros do professor Odelar
Leite Linhares - Biblioteca Prof. Achille Bassi — ICMC -~ USP - S840 Carlos

Entdo, parece claro, que as representacoes graficas na obra de

Carvalho sdo feitas para auxiliar o desenvolvimento da teoria bem como

para esclarecer/convencer o leitor sobre a validade dos argumentos

eXpostos.

O papel retdrico da representacao grafica pode ser melhor

percebido na enunciacio/apresentacao de alguns teoremas.
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Podemos observar pelo desenvolvimento de alguns topicos, que
Carvalho, ao que parece, vale-se das representacdes graficas para a
validacdo de algumas propriedades consideradas intuitivas, usando tais

representacoes como ferramentas de cunho retorico.

Cap. IIT: Limifes ¢ confinuvidade 6'2'

23, Teotema da existéuncia do zere. Se uma fungis §
continua ne vatervale (Jechado) (e, b) ¢ s¢ nos exiremos désss
snfervalo assume valores de sinafs conirdrios, existe pelo menss
wm ponto inderior désse iniervale no qual o fungde & nule.

Ests propriedade é intuitive, pois, sendo a representaglo
gréfica da fungfio no intervalo {a, b} uma linha AB (fig. 23),
esta pifo poders unir dois pontos 4 e B situados em semiplanos
diferentes determinados pelo oixe Ox sem stravessar bste elxo (%)

E %

A
\ £
o] o c\ * al

8 -~

n .{::; ]
O
& . P,
#

FIG. 23

Do teorema da existéncia do zoro, resulta imediataments
o seguinte:

Urmas Jrngdio condinua num inderoclo {fechada) [a, b] asswme
nisse intervalo, pelo menss uma vex, guolguer valor compreendido

entre fla) e ).

FIGURA 50 — Representacdo grafica do teorema da existéncia do zero,
pagina 67, Matemdtica, 32 ano colegial — Thales MelloCarvalho, 1954.

FONTE: Exemplar pertencente a colecao de livros do professor Odelar
Leite Linhares - Biblioteca Prof. Achille Bassi - ICMC ~ USP - Sao Carlos

Como boa parte dos autores de livros daquela época, Carvalho
desenvolve, na seqiliéncia, os principais conceitos a respeito das derivadas

valendo-se das representacdes grafica para interpretar o significado
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geométrico das derivadas, explorar a questdao da derivabilidade e

continuidade, bem como, estudar os maximos e minimos de uma fungio.*

FIGURA 51 — Representacio grafica do teorema da existéncia do zero,
pagina 67, Matemadtica, 32ano colegial — Thales MelloCarvalho, 1954,
FONTE: Exemplar pertencente a colecdo de livros do professor Odelar
Leite Linhares- Biblioteca Prof. Achille Bassi ~ ICMC — USP — Sao Carlos.

Vale lembrar que, embora existam varias representacoes graficas
nessa obra, a discussio algébrica é o que predomina no discurso do autor,
que se vale de uma linguagem bastante formal.

Embora a obra de Carvalho seja desenvolvida usando notacédo e
conceitos bastante modernos, ainda é perceptivel, de certa forma, a
influéncia sutil dos textos das colecdes F.I.C. e F.T.D.. Tal influéncia pode
ser revelada na discussio das funcbes racionais, bem como na construgao

de seus graficos, por meio da derivada.

#2 Ver Apéndice 5.
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FIGURA 52 — Comparacdo entre as representacdes graficas das obras
Matemdtica, 3¢ ano colegial — Thales MelloCarvalho, 1954, pagina 173
(52a), e Algebra Elementar de - FTD - 1921, pagina 361 (52D).

FONTE:( 52a) Exemplar pertencente a colecdo de livros do professor
Odelar Leite Linhares - Biblioteca Prof. Achille Bassi — ICMC — USP — Sao
Carlos, e (52b) e exemplar pertencente ao Prof. José C. Putnoki.

Enfim, sempre que necessario para seu estudo analitico, o autor
explora as representacées graficas, o que ocorre também quando o autor

quer demonstrar o calculo da integral como limite de uma soma.
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FIGURA 53 - Representacdo grafica do teorema da existéncia do zero,
pagina 67, Materndtica, 32 ano colegial — Thales MelloCarvalho, 1954,

FONTE: Exemplar pertencente a colecao de livros do professor Odelar
Leite Linhares- Biblioteca Prof. Achille Bassi — ICMC - USP - 50 Carlos.
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Como pudemos perceber, tal livro vai ao encontro das metas
propostas pela reforma de 1942, ou seja, prepara 0 aluno do nivel
secundario para o ingresso na faculdade, onde tera contato maior coml
assuntos relativos ao Célculo. Assim, ndo € de se estranhar a grande
atencdo que o autor da para os conceitos fundamentais do Calculo,
trabalhando os limites, derivadas e integrais. Notamos que houve, por parte
de Carvalho a preocupacdo em representar graficamente a maioria dos
conceitos desenvolvidos em seu texto. Parece natural entdo, supor que os
graficos neste caso, assumiram um papel auxiliar no desenvolvimento

didatico das principais idéias desenvolvidas pelo autor.



CAPITULO 4

A REPRESENTACAO GRAFICA DE FUNCOES APOS 1960

Entao se vocé trabalha, por exemplo com conceitos de Fisica,

ou conceito de Quimica, uma reacdo guimica na presenca de luz. A

velocidade dessa reacdo na presenca de luz ou na auseéencia de luz,

o que acontece com o grdfico? Vocé ler, vocé interpretar isso, eu

acho importante. Eu acho importante sim; quanto mais, 0S
exercicios mais proximos da realidade deles, melhor!

Profe Eliana Maria Zanuni.

Ter nocao de plano, vocé pega um aluno que vdi mexer num
micro, por exemnplo, num software de edigao grafica, um Corel
Draw, Page Maker ou qualquer coisa parecida, se ele ndo tem
nocao de plano cartesiano ele nao faz nada! Ele nao faz nada!
Entendeu? Até ele perceber ali, movimentacao do angulo no plano,
do ponto, da reta; dos desenhos que ele faz, localizagao de cada
um deles. Ele vai sofrer pra ‘caramba’. Se ele tiver no¢do de plano
cartesiano, ele esta la na frente! Deixou todos os outros gue ndo
sabem matematica para tras; eu acredito que 0 camirho é essel

Prof. Marcos Fernando Silveira Orlando

1. Representacdes Gréficas nos Anos 60: Manoel Jairo Bezerra

No Brasil, os anos 60 sao marcados por profundas mudancas
politicas e embora o pais tenha obtido um consideravel crescimento
econdmico, tal crescimento foi acompanhado do aprofundamento das
desigualdades regionais e sociais. Aumento do custo de vida, altas taxas
de inflacdo, queda do Produto Interno Bruto, sao simples exemplos dos
intimeros fatores que contribuiram para o agravar as tensdes sociais
seguidas de conturbagées civis. Frente a esse quadro de instabilidade
social é realizado em 1964 o Golpe Civil-Militar, tomando posse, como
primeiro presidente da ditadura militar o General Humberto de Alencar

Castelo Branco. O governo de Castelo Branco € 08 governos militares
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seguintes, com os poderes centralizados no Executivo, estabeleceram
metas para a retomada do crescimento econdémico.
Em WEREBE (1994, p. 73} encontramos a caracterizacao do

periodo de ditadura militar instaurada na década de 60:

Ao invés de uma pretendida revolucdo de esquerda, o que ocorreu foi
um golpe militar de direita, em 31 de marco de 1964, dando inicio a
uma fase negra de nossa historia, com a instituicao de uma ditadura
que durou 21 anos e gque pos um termo as liberdades democrdticas,

estabelecendo no pais um regime de violenta repressdo em
arbitrariedades.

No campo cientifico-cultural um dos reflexos percebidos
durante os anos de ditadura militar foi a éxodo de intelectuais e
cientistas e segundo WEREBE (1994, p. 79}]:

Os prejuizos causados a ciéncia e a cultura brasileira pelo éxodo de
grande numero de cientistas e intelectuais, em virtude das
perseguicoes politicas do regime, foram indiscutivelmente enormes.

Para um pais como o Brasil essa perda constituiu um desperdicio
inestimadvel.

Vale ressaltar que um dos principais paises para onde
migraram os cientistas brasileiros, foi os Estados Unidos. WEREBE
(1994).

Desde o final da década de 50, por ocasido da corrida espacial-
armamentista, € percebida a desvantagem tecnologica norte-americana
em relacao a soviética. A necessidade urgente da formacdo de novos
cientistas remete os Estados Unidos a uma ampla discussao do ensino
das ciéncias e da matematica.

As discussfes sobre os novos caminhos para o ensino da
matematica caracterizariam na década de 60 o conhecido “Movimento

da Matematica Moderna”. Uma caracterizacdo mais precisa desse
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movimento, bem como seus reflexos no ensino brasileiro, podem ser
encontradas em MIORIM (1995, p. 6}

Essa proposta de “modernizagdo” que seria reforcada por estudos
psicolégicos contemporaneos, especialmente pelos de Jean Piaget,
viria a ser implantada na maior parte dos paises? e alteraria
radicalmente a fisionomia de nossas escolas.

No ensino brasileiro, essas idéias modernistas iriam aos poucos
sendo introduzidas; particularmente por meio dos cursos oferecidos
pelos recém criados Grupos de Estudos de Ensino de Matematica® e
pela publicagde de livros didaticos que seguiam a moderna
orientacdo; ¢ desencadeariam, ja a partir da década de 60, um

processo de implantagao da matematica moderna nas escolas
brasileiras.

Para entendermos melhor as dimensées assumidas pelo
Movimento da Matematica Moderna recorremos novamente as
observacdes feitas por MIORIM (1995, p.6):

Em nenhum outro momento, o ensino de matemdtica seria tdo
discutide, divulgado e comentado como naquele periodo. Os jornais
noticiavam, os professores faziam cursos, os livros didaticos
multiplicavam-se, os pais assustavam-se € 0s alunos “aprendiam” a
matemdtica moderna.

Sz0 as dimensdes assumidas pelo movimento da matematica
moderna que nos remete a discutir neste capitulo, como se configurou o
ensino das representagdes grafica apos os anos 60.

Primeiramente vale lembrar, que por meio da Matematica
Moderna, tentou-se estruturar a disposicdo didatica dos conteudos
maternaticos, pressupondo primeiramente a abordagem dos assuntos
mais simples para, na seqliéncia, serem apresentados 0s mais
complicados. Em outras palavras, a exposicdo das matérias deveria
seguir uma estrutura de apresentacio cartesiana, onde os temas eram

dispostos numa seqiiéncia de elaboracao/ complexidade crescente. De
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certa forma, cada topico estudado estava relacionados aos anteriores,
porém, possuiam identidade prépria em sua unidade tematica.

Poderemos perceber a seguir que a representacdo grafica de
funcées praticamente manteve as mesmas caracteristicas de
desenvolvimento/exposicdo em relacao a década anterior - pelo menos
no livro escolhido para nossa analise. Na verdade, podemos dizer que no
livto escolhido para a década de 60 houve um ligeiro retrocesso
quantitativo na apresentacdo das representacdes graficas. E fato, que
mudang¢as mais significativas poderdao ser percebidas nos livros das
décadas de 70, 80 e 90, analisados nas proximas etapas.

Analisamos o livio Curso de Matemdtica de Manoel Jairo
Bezerra, em sua 52 edicdo, 1961, como o representante da década de
601, editado pela Companhia Editora Nacional — Séo Paulo.

O livro de Bezerra, traz em Unico volume, todo o contetido a
ser desenvolvido nos Cursos Classicos e Cientificos.

Neste livro, as representacdes graficas aparecem em um
numero inferior ao verificado no livro analisado para a década de 50,
bem como por meio de uma apresentacdo mais simplificada que a
desenvolvida por Carvalho. |

Ao que parece, toda obra € escrita de maneira resumida e é
interessante notar que as primeiras representacdes graficas aparecem
no conteido a ser desenvolvido na Algebra do 3¢ ano. Tratam-se das
representagdes graficas da funcgao exponencial y = a* (54a), onde
Bezerra, discute o crescimento da func¢ao, caso a>0, e o tracado da
curva caracterizando a assintota ao eixo x, para valores negativos de x

(54b}). Na discussao do caso onde O<a<I, o autor procura associar a

1 Tivemos também a oportunidade de analisar os livros Matemdtica, curso
moderno, para os gindsios, 12 volume, 102 edicio, 1968, e o livro Matemdtica
para a segunda série ginasial, 962 edicao, 1963, ambos de Osvaldo Sangiorgi, e
nao encontramos sequer, uma unica representacao grafica,
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discussdo ao primeiro caso tomando para base 0 INverso de a

concluindo entido (54c), qual o tragado do graficos da fungao (54d).

54a

: ‘. qus
qrzanto neRof 10T X Tegabive,” me
pms, semprs:. cmseenbe (N
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FIGURA 54 — Graficos da fungio exponencial.
FONTE: Pagina 174, Curso de Matemdtica ~ Manoel Jairo Bezerra - 1961.
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Na seqiiéncia, partindo do fato que a funcio logaritmica é a
inversa da funcao exponencial (55a), o autor procura expor scu grafico
(55b) e discutir de maneira resumida o crescimento/decrescimento da

funcao(55c).

Afg.ebn:'-— Terceirn ane ® gys

72, Representagdo grifica da funclo logaritmics. ]
cho y=log, » ¢ chamada fungdo logaritmica. /

Els ¢ & fun¢lo inversa da funglio exponensial

fato, ds funcic exponencisl y=o*, temos z=log. ¥ @

sndo x por y, vem y=log,z

e {z)¥1) 6 um ponto du curva  y=a' (I

51) & um ponto de  y=log.z LD

Convém notar também que para z=1, na (AT}, y=0,
6, & curvi pussa pelo ponto {1, 0. i
_Tomando, entho, em (11}, ) . 1
2 a, do sistema de logs- _ 1

pos, Toaior do gue a uni-
tamos, ns figura 4, &
¢, representacio grifics
fancho exponencial (a>1),
eurve £, reprosentacho gri-
s da fungao logaritmica.
Vemos, pela qurva {, que
ancko y=log, T & creaconte,
H#nus o definida em 4odo
apo roal podtive. :

55a

55b

55c

FIGURA 55 — Grafico da funcgéo logaritmica.
FONTE: Pagina 175, Curso de Matemdatica — Manoel Jairo Bezerra - 1961.

Logo apds a exposicao do grafico da funcéo logaritmica,
Bezerra faz a exposicdo dos graficos das principais fungoes
trigonométricas, tecendo consideragoes sobre a maneira de se construir

a curva da funcdo y=senx. Para o tracado das demais curvas

trigonométricas, o autor se limita a esclarecer que os procedimentos
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para a construcdo de tais graficos sao analogos aos realizados para

y=senx.

FIGURA 56 — Grafico da funcéo tangente.
FONTE: Pagina 176, Curso de Matemdtica — Manoel Jairo Bezerra - 1961.

Ao final do capitulo sdo propostos exercicios, sendo que €
exigida a construcao de um unico grafico onde se pode recorrer as idéias

desenvolvidas para as curvas expostas anteriormente, trata-se da

construcao do grafico da fungao y = e’ , explorando assim, conceitos
relativos a4 funcdo exponencial. Os demais graficos exigidos, dizem
respeito a funcdes elementares.

Ao que parece, as preocupagdes estao voltadas a explorar o
carater de crescimento/decrescimento das fungbes para alguns
intervalos do dominio da funcao.

Entdo, o autor prossegue com o estudo de limites, onde nao
sdo eshocados graficos, diferente daquilo que foi feito por Carvalho. Na
seqiiéncia estuda e faz uma representacéo do significado grafico da

derivada e do diferencial.
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As preocupagdes com a questao do crescimento e
decrescimento, novamente sdo notadas, pois o autor discute tais
conceitos representando graficamente o comportamento da funcao
usando as representacdo grafica das derivadas. Este tipo de

representacéo, nao foi encontrada em Carvalho.

APLICACAO DA TEORIA DAS DERIVADAS
- AO ESTUDO DA vmg&o DE UMA. Emg&

44. Fungﬁes erescentes e decrescentes. J& wmﬁs-_‘"

. Vﬁjamus agors, as repmsentagaﬁes genméﬁnm da ams
ﬁm«gﬁe arescorsts (fig. 12 e de ums fum;v.ﬁo decressamte (i’ ig. 13),

-j () sdofinids 'm

= zg+ Az, dois pontos da- sua. curva __

=k de* M Iﬁﬂrj(wﬁ}] e

FIGURA 57 - Interpretagdo grafica da derivada no estudo da variacao de

uma funcao.
FONTE: Pagina 176, Curso de Matemdtica — Manwel Jairo Bezerra - 1961.

Apds a exposicdo dos conceifos relativos & variacao das
funcbes, Bezerra expbe a discussio da funcao y=x° -6x+5(58a),

representando seu grafico ao lado da analise algébrica (58b). Na
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discussdo entre outras coisas, procura trabalhar a continuidade da
funcdo (58c), o ponto de minimo (58d), os intervalos de
crescimento/decrescimento (58e), resumindo ao final os principais

resultados em uma tabela (58f).
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FIGURA 58 — Estudo da variacdo da fungdo y = x* -6x+35.
FONTE: Pagina 242, Curso de Matemdtica — Manoel Jairo Bezerra - 1961.

Ao que parece, a abordagem dada aos conceitos desenvolvidos
nesse livro, quando comparada a do livro de Carvalho, mostra-se mais
simples e objetiva. Nesse sentido, Bezerra procura trabalhar

algebricamente os principais topicos envolvendo integrais. As ultimas
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representacoes graficas de fungdes, presentes nessa obra, sdo feitas
para o calculo/discussao de integrais definidas. Novamente, as funcoes
exploradas séo elementares. A figura 59 traz nos graficos a indicacéo

4 1
geométrica das integrais J.x2dx e j(z —x? )cbc , Tespectivamente.
0 -1

4 1
FIGURA 59 — Representacao grafica das integraisj x?dx e I(I -x7 )cbc .
4] -1

FONTE: Pagina 260, Curso de Matematica ~ Manoel Jairo Bezerra - 1961.

Como pudemos perceber, no livro de Bezerra, sao feitas
apenas as representacoes graficas essenciais. Discussoes graficas mais
detalhadas/elaboradas ou ainda, aplicadas a situacoes cotidianas sao
inexistentes. Em relacdo aos livros das décadas anteriores podemos, de
certa forma, afirmar que houve um retrocesso com relacdo & quantidade
de representacdes graficas apresentadas. Com relacao a década anterior
os graficos apresentados, bem como 0s exemplos, procuraram abordar
as derivadas e integrais de maneira mais simples buscando, talvez, um

nivel de complexidade mais acessivel para o estudo dos alunos.

2. Representacdes Graficas nos Anos 70: Boulos e Watanabe

No panorama mundial, durante a década de 70, no contexto da

guerra fria as tensdes diminuiram pois ocorreram acordos bilaterais
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entre Estados Unidos e Unido Soviética. Tais acordos, de certo modo,
vieram em resposta as preocupacoes mundiais com relacéo & possivel
ocorréncia de uma Guerra Nuclear.

Os Estados Unidos mantinham uma postura de supremacia
sobre os paises subdesenvolvidos, sendo notada sua interferéncia em
varios conflitos militares, como os do Vietnd, e civis, como o0 da
derrubada do presidente chileno Salvador Allende e na instauracdo da
ditadura militar de Augusto Pinochet. A intervengao norte-americana no
financiamento de outras ditaduras foi uma constante em paises latino-
americanos.

No Brasil os primeiros anos da década de 70 sob o governo do
General Emilio Garrastazu Medici foram os mais repressivos de todos os
governos militares. Os meios de comunicagao sofreram censura prévia e
passaram a ser controlados pelos DOI-CODI (Destacamento de
Operacoes € Informacoes ~ Centro de Operagoes de Defesa Interna), o
que gerou um clima de terror ¢ inseguranca.

Os orgaos de publicidade do governc Medici difundiam um
clima de ufanismo que, de certa forma, era apoiado por alguns
segmentos da classe média. Entretanto, parte da classe intelectual do
pais manifestava seu repudio a situacdo vigente, sofrendo,
consequentemente, duras represalias.

Se por um lado o modelo econdmico adotado proporcionou
elevadas taxas de crescimento da economia, por outro a taxa da
mortalidade se elevou, as condicoes de saneamento basico para as
camada menos favorecidas eram péssimas e o numero de menores
abandonados chegou a 10 milhées no final da década.

Nesse periodo vigorava o acordo MEC-USAID, pelo qual o
Ministério Brasileiro da Educacdo e Cultura se associava a um
programa norte-americano de ajuda aos paises pobres, o que
proporcionou a interferéncia direta dos Estados Unidos na estrutura

educacional brasileira.
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O final da década de 70 é marcado pelo governo de Ernesto
Geisel com o inicio de um processo politico de lenta abertura
democratica, além de ser notéria a séria crise da economia nacional.

Como salientamos na etapa anterior, o Movimento da
Matematica Moderna comecava a mostrar ¢ seu alcance mundial a
partir dos anos 60. Nesse sentido, buscamos em MIGUEL, FIORENTINI
& MIORIM (1992, p.39} o importante esclarecimento de como oscilava o
ensino em relagdo a prioridade de se trabalhar a algebra e/ou a

geometria nas escolas:

Queremos, na verdade, revelar a existéncia de uma atitude oscilatoria
e maniqueista em relacGo a esses dois campos fundamentais da
Matematica que, infelizmente, parecem direcionar os estudos, as
reflexées e os debates sobre o ensino da Matemdtica Elementar , pelo
menos a partir da década de 70, quando as primeiras
ressondncias do chamado movimento da matematica moderna
se fizeram sentir no interior de nossas escolas. (o grifo é nosso}

Lembramos que durante o Movimento da Matematica Moderna
foram introduzidos no curriculo, assuntos com supostas qualidades de
auxilio na unificagdo e estruturacio dos trés campos da matematica
escolar - a aritmética, a algebra e a geometria. S4o exemplos desses
assuntos a teoria de conjuntos, o estudo das estruturas algébricas,
entre outros. MIGUEL, FIORENTINI & MIORIM (1992, p.45).

Vamos agora, analisar o livro Matemdtica - 22 Grau - Volume 1,
de Paulo Boulos € Renate Watanabe, na sua 32 edigdo, 1979. Por se
tratar da 32 edicac do livro, acreditamos que tal livro tenha sido usado
na segunda metade da década de 70.

Uma analise geral do livro, revela uma surpreendente evolucéo
qualitativa e quantitativa na apresentacao dos graficos, se comparado ao

livro analisado para a década de 60.
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A primeira caracteristica interessante a ser notada na obra de
Boulos ¢ Watanabe ¢ a distribuicdo do texto em duas colunas (60a),
uma coluna maior onde sdo desenvolvidos as principais partes da

argumentacio e uma outra menor onde s2o apresentados comentarios

60a
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FIGURA 60 — Pag. 28 do livro Matemdtica, Boulos € Watanabe, 32 ed.,1979.
FONTE: Exemplar pertencente a colecdo de livros do professor Odelar
Leite Linhares- Biblioteca Prof. Achille Bassi — ICMC ~ USP — Sao Carlos.
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pertinentes, esquemas e, principalmente, representagoes graficas. As
representacoes graficas e os comentarios gerais, feitos na coluna menor
dizem respeito aos temas desenvolvidos na coluna maior. Tal
organizacao grafica permitiu, a0 que parece, um grande aproveitamento
do espaco para trabalhar simultaneamente os conceitos com um grande

namero de possiveis interpretacoes graficas.

Notamos também o constate uso da representacéo de funcoes
por meio de diagramas e flechas (60Db}. Podemos perceber ao longo do
texto, afirmacoes de carater axioméatico por parte dos autores {60c), uma
constante preocupacdo em se desenvolver conceitos como Dominio,
Contra-Dominio, Imagem, a luz da definicdo moderna de func¢éo (60d).
além de fazerem perguntas dirigidas ao leitor, tentando ao que parece,

fazer com que esse estabeleca uma maior interacéo com o texto (60e).

“ | 6l1a
2. Sgjs f: R~ R definida por x - x3. Nesse caso, Dom [~ s 1
= R, ¢ o contradomipio d¢ f € R,
Vejamos agors a noglo de bmagem do uins fungin., No Exem- "

o 1, 35 fochas v30 dar nos almezos O e 1. O conjunto {0, 11 €a
irmager du fanglo £, sendo d do T £l

Ne Exemplo 1, as flechas info todas parar em nlmezos maio-
res ou igusis & 2er0, pois fx) = x3 = B, Obaerve, pos exemplo, que
senhua fieche ird puskr om 4. E qualquer nimess y » 0 ¢ ponta
de alguma ﬁmhn.?mmygle,emsmgaaﬂcchaquevmde
% (ou 2 que vem ds -+ 5 ), Em geral, em y > O chage & Becha
qoe vem de V» (on x gque vem do —+/ ¥ ). Dizemos, entso, que
Imf= B..

Em gers}, seia f umm fucglo do 4 em B. Define s bnagem da
ﬁmﬂof{indmimf)mmdooemjumfmndopﬁmdw
mentos da forma fTK), com X vanmdo em 4 {odbsticos: Im S € ¢ con-
junto dos nimeros oy qualy chegam fiechas).

61b

As veres 6 G2l pensar muma fungdo £ de 4 em £ como s foess
uma miquina gue “genaforma” dementos de A em elementos de B.

Eomagios ums miquina, COm L entrads & Tm sadda, tal goe,
3 entrda, 36 aceita x € 4 £, uow vez colocads x £ .4 ns mesma,
sal f{x) na salds.

Rmmﬁmauﬂquimmus{mboiu{:d—vﬁ-Tmm,
v outra maneim de reprosentar ums fanclio.

6lc

m.nmhwmmm:muﬂ:awmm
x & 4 on eptrada, © gue recothormos na Gesta formurd Emi £

FIGURA 61 ~ Parte da pag. 31, Matemdtica, Boulos ¢ Watanabe, 32 ed.,1979.
FONTE: Exemplar pertencente a colecéo de livros do professor Odelar
Leite Linhares- Biblioteca Prof. Achille Bassi — ICMC - USP ~ S40 Carlos.
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Algumas representacoes graficas interessantes, diferentes dos
graficos cartesianos, podem ser encontradas no texto. Encontramos, por
exemplo, a representacdo do Dominio e Contra-Dominio como retas de
nameros reais (6la), Imagem caracterizada como subconjunto do
Dominio (61b}, e a representacao de uma fungdo, por uma espécie de

maquina que realiza operagoes sobre 0s numeros{6 1c}.

62a

I Faga o gréficn def R* =R dadx pa:f(x) r-— ‘

NEo. digs “nd6 5ei hiem como comegar™; Sigz a dice: ecolta PR i 62h
. 3vomads elementos do dominio o ve;a © que ffaz com elm.. Por S
exewploi S : ' .

Tl lewa lcm L R x

3 eva 2&51}-«;'

3 f lcva 3em.... : 3 3
- 18, f hvalﬁmw; L e
o dvis s Wms I A
{} 1'1 (2-5} {3 i

| 62d

(?micmas a;;em: uuaginmmd:m (10, m} e (109, 10(} ),
po;s ele:n:.iocwem mtjv:c(} B
meﬂs eontinnas.€ m o mffsz com’ ﬁxqﬁgs

62¢

62f

62g

62h

FIGURA 62 —Pagina 35, Matemdtica, Boulos e Watanabe, 32 ed.,1979.
FONTE: Exemplar pertencente a colegdo de livros do professor Odelar
[ eite Linhares - Biblioteca Prof. Achille Bassi — ICMC-USP - Sao Carlos.
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Podemos notar também, gue na apresentacdo da construcao

dos graficos, os autores preocupam-se €m detalhar 0s passos para a
. N 1

construcdo. Por exemplo, para o grafico da funcao flx) = —(62a),
x

primeiramente 0s autores incentivam o leitor a tentar construir tal
grafico(62b), em seguida, constroem uma tabela a partir de valores
positivos atribuidos a x (62¢), para, na segliéncia, esbocar os pontos, em
etapas (62d), e finalmente tracar um dos ramos da hipérbole(62e}.
Concluem o exemplo iniciando o calculo dos pontos para valores
negativos de x convidando o aluno a completar o grafico(62) e (62g),
além de indagarem sobre a auséncia do célculo para x=0 (62h).

Ao gue parece, 0S autores tentam explorar ao maximo aspectos
importantes na construcao de cada grafico.

Em outra das construcdes analisadas (FIG 63), podemos
perceber a tentativa dos autores em estabelecer o didlogo com o leitor,
no sentido de incentiva-lo a usar a intuigéo, além dos proprios autores
se posicionarem em relacdo a essa conduta (63a). Na verdade, parecem,
preocupados em ajudar o leitor, a construir graficos de maneira correta
(63b), valendo-se tambeém de recursos intuitivos.

Assim, usam a construcdo do grafico da fun¢do y=3"(63c),
explorando a intuicéo, apresentando o grafico correto (63d), mas seguem
indagando se n#do haveria outras possibilidades para o tracado do
mesmo grafico (63e), desenhando em seguida, outros tracados pelos
mesmos pontos usados no grafico original(63f}.

Ao final da discussio dessa construcdo grafica, os proprios
autores respondem & indagacdo afirmando que existem argumentos
matemdticos, que garantem tal construcao, mas ainda € cedo para o

leitor aprendé-los (63g).
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- S - 63a
Nos exemploy que heiics; 3105 O GCOjaInot L ussr 3
ntuicio (o que é muito bom) & vood deve continuar nzgndo-2, pois 63b
os exercicios faram escolhidos de um modo tel qus el o leverd
fazer grificos cometos,
Mas, por enemplo, 30 fazecoos o grificn de fungdo £ dads er 63c
fix)= ¥ pasamos de : _
¥ v
»
o - 63d
pan {xqus 6, sem divida, cometo),
] . x c Ay o 63e
B fol am slto intuitivo tmn&nii&c uqxem gnt'irs!a que o
gréfico de f nio & assim: .
¥4 ¥ 74
63f
o assio: :
] % tooal. .. ok o0 x
o : . ‘ | 63g
{Respoeta: ki angumentos metenidticos, us zinda § cedo ;mué.d_'//

FIGURA 63 —Pagina 37, Matemditica, Boulos € Watanabe, 32 ed.,1979.
FONTE: Exemplar pertencente a colegdo de livros do professor Odelar
Leite Linhares - Biblioteca Prof. Achille Bassi — ICMC-USP - Sao Carlos.
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Como pudemos notar ¢ texio € estruturadc de maneira bastante
rica e encentramos muitas outras interpretacdes/indicacbes graficas
com o intuito de facilitar a leitura/interpreiacdo grafica. Como
salientamos, a preocupacéo de deixar clarc quais sao os Dominios €
Imagens de varias fungdes transparece em todo o texic € ¢ mesmo
ocorre com as representacdes do Dominio e Imagem nos eixos

cartesianos(FIG 64).

yin ¥4
I- Y ¥ 3 1
- -
—— [} x i}
Dom f = R YR
v v 4 ;
z.
; 1 ix - - :
o x & * i
!
!
H
Dom & = f1* - - i o fe Y '

FIGURA 64 ~Parte da pag. 39, Matematica, Boulos e Watanabe, 32 ed.,
FONTE: Exemplar pertencente a colecdo de livros do professor -*C)ﬂﬂ;ez
Leite Linhares - Biblioteca Prof. Achille Bassi — ICMC-USP - Sau Carios.

Como pudemos observar, a distribuicao dos graficos no exto
nao é feita somente na coluna menor ocupando muitas vezes & cobina
maior (FIG 62} e, as vezes, toda a pagina. (FIG 64

Se nos livros de Carvalho e Bezerra, as representagdes graficas
aplicadas a situagdes praticas foram inexistentes, no livro de Boulos €

Watanabe elas reaparecemn.
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Analisando uma dessas representacdes, percebemos que ela
estd inserida num exercicio para leitura e analise grafica de uma

situacdo do mercado econdmico(65a).

| | 65a

7. Questso de mercadb: olbando o grifico absixo Voot &
responder

1.
::E“ Balarrca Corercial Brasitenn

Mithes g dblares

mier o deranigenhc da baisnce.

_. 65b

o) em milhes do dblares, quanto o Hraul 2xp
outubro de 19777
b) em marge de 1978% 2
<) em gue meses o Brasil exporiou mercaderis o0 v
lor de 1100 milhGes de ddlares? :

.| 65c¢

Se chamarmos de F s funglo cujo gréfico estd acima;

d) £ outubro &5 1577} = ?
Y 8} f {mergo de 1978) = ?

gf(") w 1100, 5; | 65d
8. B faici firar informagtes de grifloos. Por exemplo, ne grifico

\ o ‘mhdo,oquef&zcomz?ﬂn,mcutraspahvms.qua.lou‘:m*(

de (7 ;

x

102 = -4,

FIGURA 65 —Pagina 40, Matemdtica, Boulos ¢ Watanabe, 32 ed.,1979.
FONTE: Exemplar pertencente a colecéo de livros do professor Odelar
Leite Linhares - Biblioteca Prof. Achille Bassi — ICMC-USP ~ Séo Carlos.
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Nessa atividade, os autores tentam explorar a leitura do
grafico em dois blocos de perguntas. Enquanto o primeiro bloco traz
perguntas escritas de forma convencional (65h), o segundo bloco tenta
adaptar o estilo de escrita das perguntas do primeiro bloco a uma
linguagem funcional (65c}.

Os autores tentam convencer o leitor de que E facil tirar
informacoes de grdficos (65d). Mas se€ recorrermos as considerac¢oes
feitas no Capitulo 1 de nossa dissertacdo, percebemos que tal afirmacao,
4 luz dos estudos atuais, assume um carater retorico, ja que 0s
processos mentais de leitura/interpretacao de graficos nfo sdo simples ¢
merecem muitas pesquisas e profundas andlises de investigacao.

Analisando o livro de maneira geral, encontramos ainda outras
representacoes graficas, bastante interessantes, para 0s varios tipos de
funcoes trabalhadas no ensino meédio.

Como exemplo da diversidade das representagoes graficas
encontradas nessa obra, vale mostrar ainda, a representacao feita no

estudo de progressdes aritmeéticas.

Observe que 0 grifico das duas progressdes £ um conjonta de
poatos wline_ams. Isso o surpreends, pols lembrando que

gy =a, (- tp=r-ntlz - 2
wemos que n ¢ G estio Jigados por ums expressio do lipo WY s e78
. RN SN S D { -
) aﬂ..m.d-n-i'ﬂ’, . 4‘__1_3““‘ .; : : 1 "
onde A ¢ B repiesentam, respectivamente, as comstantes r ey ~ 7, Fpooooeso A
[Talvez aqui @ notagae (s} = 4 « n +.5 deixe mais claro.o que esta- B i + o
s dizendo.] Voo deve Jewbrar que-sentencas desss tips caracteri- S
I il —

razn 2 fongo afim, cujo: gréfico & vma rete. Na verdade, o domirco -
ds fungso 8Bm & R, enquanto que o-Jominic de uma PA. ¢ vrea
parte de IN*. Por isso, a representagfo grifica da P.A. nfo fuma etz
a5 Sm-um <omjunto de pontos colineares. .

FIGURA 66 -Pagina 83, Matemdtica, Boulos e Watanabe, 32 ed.,1979.
FONTE: Exemplar pertencente a colecéo de livros do professor Odelar
Leite Linhares - Biblioteca Prof. Achille Bassi — ICMC-USP ~ S&o Carlos.

Parece natural, afirmar que no livro de Boulos e Watanabe as

representacio grafica caminha intimamente associada ao estudo de
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funcdes, cumprindo assim, um papel importante para o0 s€u ensino e,
em relacdo aos periodos anteriores, a abordagem grafica apresenta um
salto quantitativo e qualitativo na elaborac@o geral dos conceitos

funcionais.

3. Representacées Graficas nos Anos 80: Tezzi e Outros

No panorama mundial, o inicio da década foi caracterizado
pelo acirramento nas relagdes entre os EUA € URSS. Um indicador
dessas tensdes sdo as varias sancoes econdmicas decretadas pelo
presidente norte-americano Ronald Reagan a URSS, além da retomada
da corrida armamentista. Aliado as liderancas capitalistas mundiais, o
governo Reagan, de caracteristicas neoliberais, marcou nos EUA um
periodo de consideravel desenvolvimento interno, enquanto que a URSS
passava por grandes dificuldades econdmicas. Ao final da década,
devido as pressdes européias, houve uma distensao das relacoes EUA-
URSS. A Unido Soviética, sob lideranca de Mikhail Gobatchev,
atravessou um periodo de reformas politico-econdmicas, que de certa
forma, resultaram no fim do socialismo real e da Guerra Fria, celebrado
com a simbolica queda do muro de Berlim em 1989.

No Brasil durante a 12 metade da década de 80 o entao
presidente General Jodo Baptista Figueiredo continuou a politica de seu
antecessor, num movimento de abertura gradual do regime militar. O
pais atravessa um periodo de grande crise, grande acao sindical €
grandes mudancas no pénorama politico.

Muitos sdo os fatos marcantes da década: com a Lei de
Anistia, os presos politicos eram libertados e 0s exilados podiam
retornar ao pais; ao invés do bipartidarismo se restabeleceu o

pluripartidarismo; trabalhadores e estudantes uniram-se em prol da
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obtengdo de eleicdes diretas para presidéncia da republica no
movimento Diretas Ja.

Tancredo Neves foi o Gltimo presidente eleito indiretamente, ao
término do periodo militar, mas dado o seu falecimento antes da posse,
a presidéncia da republica foi assumida pelo vice-presidente José
Sarney, marcando o inicio da nova republica.

No governo de Sarney, o pais presenciou na cupula do governo
varias crises ministeriais, atravessou um periodo de grandes
turbuléncias na economia, o que pode ser verificado pelo recordes de
taxas inflacionarias seguido de varios planos de ajuste econdmico.
Entretanto, o governo pode ser lembrado como um governo de transicao
democratica, que convocou uma assembléia constituinte, promulgou
uma nova constituicdo e legalizou partidos politicos de quaisquer
tendéncias. Apesar de representar um periodo de insucesso no ambito
econdmico, podemos dizer que foram anos decisivos para a transicao
politica.

Vale lembrar que em 1989 as primeiras eleicoes diretas para
presidéncia da republica, desde 1960, foram realizadas e Fernando
Colior de Mello venceu Luis Indcio Lula da Silva no 2¢ Turno.

Ao que parece, a década de 80 representa um periodo de
transi¢ao e abertura de novos horizontes no cenario nacional. Nesta
perspectiva, permitimo-nos tragar um paralelo com respeito ao ensino
da matematica nas escolas, ou seja, a década de 80 pode ter
representado também, um periodo de transicido para o ensino da
matematica escolar brasileira. Com efeito, ao tracar a contextualizacio
histérica da década de 70, vimos que, a partir daquele periodo, no Brasil
foram sentidos fortes reflexos do Movimento da Mateméatica Moderna,
para o ensino da matematica.

Parece natural supor, que sob o forte discurso daqueles que
propunham tal movimento, apresentam-se as chances de serem

cometidos excessos. Por outro lado os opositores do Movimento da
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Matematica Moderna apresentam criticas bastante severas e bem
elaboradas. A contestacdo ganha forca e assinala 6 inicio de superacao
do movimento e para um melhor esclarecimento desse processo,
recorremos a MIGUEL, FIORENTINI & MIORIM (1992, p.49):

O movimento modernista ndo conseguiu dar conta da crise em que se
encontrava o ensino da matematica. Muitos pelo contrario, essa crise
tormaria outras caracteristicas [...]

Para melhor explicar esse momento histérico convém assinalar que o
mouvimento modernista acabou se tornando difuso e diversificado em
funcao das formas diferenciadas pelas quais foi assimilado pelos
diferentes paises e, dentro de cada pais, pelos varios grupos que se
formaram com o propdésito de operacionalizd-lo.

Ainda mais, conforme esclarece MIGUEL, FIORENTINI &
MIORIM {1992, p.49}, no caso brasileiro:

. o ensino da matemdtica com o movirnerito modernista acaba, aos
poucos, adguirinde um carater eclético devido a interferéncia e
coexisténcia de “forcas” de naturezas diversas [...] Nao tardariam,
porém, a aparecer, a partir do final da década de 70, tentativas de
superacao dessa situacdo, geralmente restritas a corregées de
distorgoes e excessos cometidos ao longo da trajetéria do movimernto
modernista..

Considerando o exposto, nos sentimos mais inteirados a
respeito de alguns fatos do processo de reelaboragdo do ensino da
matematica, para analisarmos de maneira mais confortavel as
representacoes graficas no livro Aulas de Matemdtica — Volume 1, de
Gelson lezzi, Osvaldo Dolce, Nilson José Machado, Marcio Cintra
Goulart, Antonio dos Santos Machado, Luiz Roberto da Silveira Castro,
em sua primeira edicdo de 1979. Vale lembrar que a estrutura
apresentada para o desenvolvimento de alguns conteudos em tal livro,
segundo nossa analise, serviu de base, para a reelaboracao e reedicéo

de outros titulos assinados em conjunto pelos mesmos autores. Ao que
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parece, que tais livros alcangaram relativo sucesso editorial e podem ser
encontrados ainda nos anos 90.

Nesse sentido, queremos salientar que em termos gerais as
representagoes graficas de fungbdes, bem como muitos outros assuntos,
apresentam uma certa estabilidade na maneira de serem apresentadas e
exploradas nos livros didaticos nas décadas de 80 e 90. Ao reunirmos as
varias abordagens das representacdes graficas nos diferentes livros por
nos analisados das décadas de 80 e 90 percebemos uma gama de
opgoes para o seu ensino. Na verdade, as diferencas ocorrem mais na
mudanca de autores, do que no passar dos anos.

Assim, pretendemos por meio da analise do livro de lezzi e
Outros, bem como nos textos das duas Gltimas etapas, apresentar
algumas das muitas representacbes graficas encontradas nos livros
desses ultimos 20 anos.

O volume analisado do livro de lezzi e Qutros era dirigido aos
alunos que ingressavam na 12 série do 2¢ grau.

Os autores iniclam a abordagem grafica quando estdo
introduzindo as noc¢des basicas de funcoes. Para tanto, as primeiras
representacoes graficas apresentadas se referem a situacdes aplicadas a
realidade (67a). Um dos graficos expostos, traduz por meio de duas curvas
sobrepostas o consumo de energia nuclear e de energia do carviao com o
decorrer dos anos(67b). Os autores intervém em seguida por meio de uma
breve analise dos dados (67¢) e de uma explicacio a respeito da associacio

dos graficos com as funcoes (67d).
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a

FIGURA 67 —Representacio grafica do consumo de energia.
FONTE: Pagina 43, Aulas de Matemdatica — Iezzi e Outros - 1979

Na seqiiéncia os autores propde um série de atividades com
representacoes graficas voltadas a situagdes reais (68a). A primeira traz um
grafico estatistico (68b). Ha a preocupagao por parte dos autores para que
os graficos destinados a uma leitura/construgéo numeérica tenham recursos

tipograficos, como reticulados ou eixos cartesianos auxiliares (68c¢), para
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EXERCICIOS - 68a
37. © grifico abaixo reme
magds importadas peio Hrasil em fungio do sno, i
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a) Qual 2 guantidade de maclis importadas em 68d

19247

b} BEm que ano a quantidaode importade tof 120
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¢} Ern spenes om ano a guantidade de magcls /
importedas foi maiocr gue 180 mil toneladas;
oual foi ate? .

dl Em que 3003 & quantidode inmportada uitra-
passou 180 mi! toneladas?

&) Em que ano, neste periccdo, 3 guantidade wmn-
portada foi minime? Gual fol esta guantica-
de?

\

FIGURA 68 — Exercicio com grafico estatistico.
FONTE: Pagina 44, Aulas de Matematica - lezzi e Outros - 1979

facilitar as visualizagGes. Ao que parece, os autores tentam explorar ao
maximo a interpretacdo dos graficos expostos por melo de inameras
perguntas (68d}.

Para esses graficos apresentados inicialmente, surgem duas
abordagens basicas: uma voltada ao tragado/construcdo de curvas, outra
voltada a interpretacdo de graficos com perfil estatistico.

Na seqliéncia dos topicos, sdo feitas consideragoes gerais sobre 0s
graficos das funcbes e em seguida tracados alguns graficos elementares,

sempre associados as fungdes elementares.
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3%, Vamos construir o grifico de y = 2%, D =R
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4%, WVamaos construir o grafico de ya ®*-1,-D="R

O gréfico & uma parabola: o5 nimeros k. = - 1 2 Xy = 1 sio ag rafzes da
eguagio x* - 1 =10, :

FIGURA 69 — Graficos da fungdes y =2 e y = x° - 1.
FONTE: Pagina 49, Aulas de Matemdtica — lezzi e Outros - 1979

Nessa obra, os graficos sdo muito usados como recurso para a
introducéo de conceitos mais gerais a respeito de fungoes. Nestes casos,
os autores dispbe os graficos em quadros onde a abordagem ¢€ feita de
maneira genérica (70a). Conceitos envolvendo a paridade de funcoes
(70b), seu crescimento ou decrescimento(70c), seus pontos de maximo
ou minimo(70d}, séo exemplos de alguns dos temas representados

graficamente pelos autores.



70a

ObservarSes: Do que vimos neste exemplo, vamos tirér digurnas conlusdes de caréter
geral. - . et e s e
Para uma func;iolqua!_i::uai', y = fix}, emos: ) T Z0b

» o fix) = fi- x} para 1odo x, ento f tem
o-gréfico simétrico em relapdo B0 60 ..

(dizemos que T & uma fungio par).

o 5o pare quaisduer elementos x,-e X, de um conjunto: A, com X, < X;, tivermas
ffx,} < Fixy), emdo f € crescente & A; se para x, < X, tivermos #x, J > flxsl,
f & decrescente am A, : T T i

70c

* se pars todo x-& U, temos Hx} 2 Hag ) entio x, 6 0 ponto dé infnimo de'temDe
fixg) ¢ o vater mimimo de f. o e

se pars todo.x € D, temos fix} < fx,} entdo xg sopentodemiximodefemDe L 70d

Hx,) é o valor maximo de i a :

ponto de MMING: X, ponto de-maximoe: X
valor mimmo: T} . - = - yglor maximo: flxgl

510

FIGURA 70 — Paridade, crescimento/decrescimento, méaximos/minimos de
funcoes via grafico.
FONTE: Pagina 51, Aulas de Matemdtica — lezzi € Outros - 1979

Neste primeiro volume, o estudo da variacéo das funcoes de 12 e
Do graus, sao abordados graficamente e, consequentemente o estudo de

inequacoes tem uma abordagem grafica.
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8} Estedo do Sinal da Funglo do 19 Grau

Estudar o simalda fungio v = f{x) significa determinar os valores de x para oS
Quais y & positivo & 03 valores de X para 0% quais y & hegativo, .

Para estudarmos ¢ sinal da fungdo do-19 grau deteminames primeiraments o
valor de x qua anula fix} = ax +'b. Exte valor, chamado zsrG da funcao é a ahscissa
do ponto de intersecelo da reta vwax-fvb mmoaxoﬂx :

fix) = ax *brs'n,-xa_y._g.. .

No case de f ser crescente {3 > 0], temios:

x)-»—gw-ov'}[]

b
- = : B
x - 0 e

D H =
x(—%—y<0 vﬁg/ EQ

Nnmﬁafserdwreww {acm, 1
x>»~b—--y<0
b

x-_--—é-u myza'

b
x(v-‘a—-_Y>ﬂ

&< O = T & decrescente

FIGURA 71 - Estudo do sinal da func¢éo de 1e grau via grafico.
FONTE: Pagina 62, Aulas de Matemdtica — lezzi e Outros - 1979

Além dos graficos das funcdes de 1° e 2¢ graus, os autores
exploram graficos da fungéo modular e das funcoes trigonomeétricas. Os
graficos da funcdo modular, no foram encontrados no livro de Boulos e
Watanabe, enquanto que na obra de Iezzi e Outros, podemos encontrar
varios exemplos onde sdo construidos os graficos que exploram o conceito
de modulo (72a).
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| 7T2a

| 72b

72c

72d

X+ Y para

FIGURA 72 — Exercicio com graficos de fungdes modulares.
FONTE: Pagina 76, Aulas de Matemdatica — lezzi e Qutros - 1979

De um modo geral, para a construcao dos graficos que
envolvern moédulos, as expressdes sdo analisadas em duas partes{72b),
considerando os valores que tornam a parte interna do modulo positiva
ou negativa. Em seguida, sao tracados os graficos correspondentes de
cada. situacdo (72c¢), e entdo, pela unido dos graficos é obtido o grafico
final(72d)

Pela analise geral do texto podemos afirmar que 0s conceitos
algébricos sobre funcoes assumiram o papel central das exposi¢des € ao que
parece, coube aos graficos um papel subsidiarios nessa abordagem.
Entretanto, para cada tema abordando funcbes a representacio grafica

esteve presente.
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4. Representacdes Graficas nos Anos 90: Bongiovanni e Outros

No panorama mundial, a década de 90 caracteriza-se pela
derrubada definitiva do socialismo, quando, em 1991, a Unido Soviética
desintegra-se e torna-se a CEl (Comunidade do Estados Independentes).
Mikhail Gorbatchev renuncia e em seu lugar assume Boris Yeltsin.
Nesse periodo, George Bush € o presidente norte-americano e sob
respaldo da ONU, comanda contra o Iraque a guerra do Golfo. Essa
guerra destacou-se pela alta tecnologia bélica e por sua transmissao via
satélite quase ininterrupta. Assim, mesmo num contexto multipolar os
Estados Unidos conseguiram ratificar que ainda s&o a nagao
hegeménica, de grande poderio econdémico, bélico € tecnologico.

A globalizagio, que tinha no socialismo soviético das décadas
anteriores os principais entraves para sua realizacdo, agora ¢
concretizada e estimula a criacdo de blocos econdmicos como 0 NAFTA,
a UE, e o bloco do Pacifico, o que acentuou as diferencas dos
hemisférios norte e sul, uma vez que 60 % do capital mundial
concentra-se no paises do hemisfério norte.

No Brasil, as promessas de campanha eleitoral de Fernando
Collor de Mello, como um governo de austeridade, corte nos gastos
publicos, fim de privilégios, entre outras, ndo se realizam. A equipe
econémica do governo implantou um plano de ajuste que ficou
conhecido como Plano Collor € que estabelecia entre outras medidas: o
bloqueio por 18 meses de praticamente todos os depoésitos bancarios do
pais, o congelamento de precos e salarios, e a extingdo de varias
empresas estatais.

Foi um periodo de instabilidade econdmica e politicg,
principalmente apds dentncias de corrupgdo. O congresso nacional
instaurou uma CPI { Comissao Parlamentar de Inquérito) para investigar
as dentuncias contra Paulo César Farias e suas ligagées com o

presidente Fernando Collor; iniciou-se um processo de impeachment,
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apoiado pelas massas populares. O congresso impde ao presidente o
afastamento de suas funcdes administrativas. Collor nio resistiu as
pressoes e renunciou, sendo que o vice-presidente Itamar Franco
assumiu o cargo de Presidente da Republica.

Durante o governo de Itamar Franco foi instituido o Plano Real
pelo ministro Fernando Henrique Cardoso, com o intuito de reduzir a
inflacdo e estabilizar a economia. O sucesso do plano econdmico,
garante a Fernando Henrique Cardoso a vitéria nas eleicoes
presidenciais de 1994. No governo de Fernando Henrique destacam-se
as privatizacbes, a reforma da constituicdo, a continuidade do plano
real, os conflitos agrarios, entre outros. Fernando Henrique foi reeleito
em 1998 apesar da recessdo econdOmica e do elevado indice de
desemprego em que o pais se encontrava.

No ano de 1998, sob o ministério de Paulo Renato Souza sao
editados os novos Parametros Curriculares Nacionais, apontando as
novas direcdes do ensino fundamental. Refletiremos sobre os possiveis
reflexos dessa nova proposta, para o ensino das representacoes graficas,
na proxima etapa.

Como pontuamos na etapa anterior, as representacoes graficas
que aqui serdo apresentadas, procurardo ilustrar algumas das miultiplas
abordagens possiveis para o ensino de funcbes e da propria
representacao grafica.

De certa forma, parece natural afirmar que cada periodo da
historia possibilita, a sua forma, a criagdo inventiva de representacées
graficas. Também parece natural, afirmar que algumas das
representacdes graficas que foram se apresentando no decorrer da
histéria do ensino da matematica escolar brasileira se mantiveram ao
longo dos anos e se apresentam até hoje; outras porém, cairam em
desuso; outras ainda, cajram em desuso mas ressurgiram em periodos

posteriores. Entao, é possivel reconhecer que o processo de criacdo,
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estabelecimento e permanéncia de um tipo de representacéo grafica no
ensino ¢ bastante dindmico.

Nessa perspectiva, no processo pelo qual se mostram as
representacoes graficas, parece valido afirmar que a cada periodo, a
variedade de representacoes graficas disponiveis, em uso ou nao,
aumenta.

Neste sentido, procuraremos analisar algumas representacoes
graficas num livro dessa década, que ao nosso ver, mesclam muitos dos
aspectos até aqui analisados.

Para tanto, escolhemos o livro Matemdtica e Vida de Vicenzo
Bongiovanni, Olimpio Rudinin Vissoto Leite e José Luiz Tavares
Laureano, em sua 32 edicao, 1995.

Notamos nesse livro, que os autores optaram, a exemplo do
livro analisado na etapa anterior, introduzir as representacoes graficas
por meio de situacdes do cotidiano. Entretanto, as representacoes nao
sdo vinculadas a conceituacao de funcdo. Assim, temos neste caso as

representacoes graficas estudadas de forma independente.

| ghevata Yoy YOROMD 1 o Rt fstol Sertor, TURDSAL

FIGURA 73 ~ Representacbes graficas estatisticas.
FONTE: Pagina 48, Matemdtica e Vida - Bongiovanni e Outros - 1995.
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Os autores esclarecem em seguida, os procedimentos basicos

para a determinacio de pontos € construcdo de graficos cartesianos € uma

e 74a
oo analisar
da a0 desenvoly detéeni lise de urm-graficocartesiang. 74h
74c
74d
74e

FIGURA 74 — Como analisar um grafico.
FONTE: Pagina 58, Matemadtica e Vida ~ Bongiovanni e Outros — 1995,
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vez que ja foram expostos tais conceitos, tentam estabelecer as ferramentas
minimas para se realizar uma andlise grafica (74a). Expdem de maneira
muito sucinta os procedimentos gerais para o tracado € analise de um
grafico a partir de uma equagao algébrica dada (74h), fazem consideracoes
sobre graficos cartesianos envolvendo figuras geométricas (74c) dando um
exemplo (74d), além de abordarem a questdo das diferentes escalas para os
eixos x e y {74e).

Pela andlise da ordem em que os conteudos sdo apresentados
neste livro, podemos dizer que os autores se propuseram a fazer nas
unidades iniciais uma apresentacio dos aspectos graficos mais gerais,
interromperam tal apresentacio, para desenvolver outros assuntos que
nao envolviam graficos, voltaram a abordar questdes graficas com a
apresentacio de nogdes basicas de geometria analitica, para so6 entao,
introduzir o conceito de funcio e voltar a desenvolver as representagoes
graficas.

Ao que parece, o desenvolvimento de alguns topicos relativos a
geometria analitica, como a caracterizacdo da parabola e seus
elementos, visam favorecer a abordagem, ao final do livro, de algumas
funcgées, como a funcgio de 20 grau.

Para a construcdo da parabola, apdés a caracterizag¢do da
mesma como um lugar geométrico os autores enfatizam a nomenclatura
dos principais elementos (75a), exemplificam a construcédo de uma
parabola assinalando entre outros elementos o eixo de simetria(75b}, o
foco{75c), o vértice(75d), a diretriz{75e}, bem como alguns dos pontos
pertencentes a tal parabola.

Apoiadas na definicAo geométrica de parabola(75f), as
formulas de distancia sao aplicadas e entédo(75g), é obtida a equagao da
parabola(75h). Finalizando a exposicdo da construgéo, séo feitas
consideracdes a respeito da generalizagdo da equacao da parabola(75i).

Vale notar, que a parabola e os principais graficos tragados no

livro sdo feitos sobre o papel milimetrado.
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“Nomonclotura . dos slementos da pardbide 75a

T A veta dE A dzretra?z. & pontd Fée ‘foro, o pont :

areratéo eixo de simeirm {nom que 1€ perpendicutara de passa

por F}. i :

'Equcz;uu dn pcr&bala com eixa de simutnu pc:rakle‘a.o ilxo y

‘-E‘mmptn. e , ‘ T

_ Obter'a equa;ao da par&bola de fo::o F (3 4} 2 diretnz"y bl .\ 75b
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| 75e
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Ao perconré-ia, a abstissa e a ordenada de P varlam. A dlstanaa de P

Considere um ponto Plx, v} .que se movimenta sobra a pérabols, /
- 2040c0°F & sempre iguat » distincia de P diretrizd: i 7539

A
P
i
e
4
)
5
e

- Observe na figura queé’a distéricia de P & divetriz d ¢ v 2 & dis—/

tanclade P acfoco F & dada mia fé:muias d{F Fj = f{x = 3 + {y = 4)2

Logo. vix — 31 + (5, - 4;3’ ,_, - 2 Elevando es doss mem L 7Sh
© bros 2o guadrade, obtemos: ”
- 3 4y - W =y - 22
— 6%+ 94 7 = By + 16 = I - YL
y_,_““_xl’___g__x.]_% 75i

qmlsquer, obtemos. a equaglo y = ax? b fa af«ﬂi
. Reciprocamente, prova-se que qualquer equatio do ﬁpo

ax? + bx + ¢, com g, becnémeroszeatsea pé O rep:\eseniawm
_ma par&bo!a P ! L

FIGURA 75~ Constru¢éo da parabola, segundo a geometria analitica.
FONTE: Pagina 145, Matemdtica e Vida ~ Bongiovanni e Qutros — 1995
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Ao terminar os estudos relativos a geometria analitica, os
autores iniciam o estudo das funcodes. E interessante notar a maneira
pela qual é apresentada a parabola, agora associada as funcoes de 2¢
grau. Ao que parece, de maneira similar a desenvolvida por lezzi ¢
Qutros, os autores propuseram-se a tragar o grafico de uma parabola
apoiados em uma tabela, assinalando graficamente 0s principais pontos,
envolvidos nas construcdo. Em seguida os autores comegaram a discutir

em topicos isolados. cada um dos nontos princinais

Ambumdo A trés alodes maiores qu.e r‘,« e és i
ctonamas a-gabeta. Fm. seguida, localizacnas. os pontos N
nG e,. ﬁz‘:aimeﬂte desenhamos 2 paxa’xbcﬁa :

';-Obsewaqmsr e e -
1) As coordenadas cio v&mce da parﬁbola acxma s 1 e
V(i i 2 : :

... para descobnr fat=3 ponios Ty que,.a parﬁbcia de equa:;ao
Ty o= oaxd 4 oBx ok € de = OF intercepty o @ixo x, basta subsﬂtuir
cotendo a equagie do 29 gxam ax? 4hx £ e =00

FIGURA 76~ Construcéo da parabola a partir da funcéo do 2¢ Grau.
FONTE: Pagina 191, Matemdtica e Vida— Bongiovanni e Outros ~ 1995
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Encontramos nesse livro a abordagem dos principais assuntos
relativos as funcoes e as respectivas representacdes graficas associadas. Ao
final de cada capitulo, encontramos também um nUmero consideravel de
exercicios, dentre os quais, muitos exigiam manipulacoes graficas.

Nesse sentido, encontramos atividades exigindo a interpretagéao de
representacoes graficas feitas partir de fungdes definidas por varias
sentencas. Na verdade, alguns graficos apresentados, possuiam em cada
parte dos seu tracado a expressdo algébrica que definia a relacdo de
dependéncia entre x e y (77a), outros graficos nao traziam essas

expressdes(77b), cabendo ao leitor, determina-las.

77a

77b

ma pesscasinicia 1
 parindo dokm 10 de
7 poisde 1)K interrompe a.
. - L7 ~para almogar. Fica parade
Gncdo f ¢ - ras Em seguida, vaje me
s e Tigleangar o Ky 200 Esorey,
peycorride (S em quilsm

7 s o tempo gasto et

B Ewn cadavitern, descuibrd 4
{representada no grifico: 0

FIGURA 77— Exercicios envolvendo graficos de fungoes definidas por partes.
FONTE: Pagina 191, Matemdtica e Vida - Bongiovanni e Outros — 1995
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De um modo geral, as atividades citadas exigiam que o aluno
partisse do grafico esbocado, para em seguida fornecer a relacao de
dependéncia, composta pelas expressoes algebricas. Outras atividades,
exigiam ainda do leitor a construcao de graficos a partir das funcoes
definidas por varias expressdes matematicas.

Enfim, essa obra apresenta uma quantia consideravel de
graficos associados as funcoes, bem como, inseridos ou cobrados nos
exercicios. Ao que parece, a inser¢do dos topicos relativos a geometria
analitica, antes mesmo de se discutir os assuntos relativos as funcgoes,
buscou fornecer ao aluno, ferramentas para um desenvolvimento de

atividades mais ricas que exploravam os graficos na seqiiéncia do livro.

5. Propostas alternativas, perspectivas e outras reflexodes

Detenhamo-nos agora nas caracteristicas de algumas
propostas alternativas, além de refletirmos sobre algumas perspectivas
para o ensino das representacoes graficas nos proximos anos.

Como pudemos perceber, durante nossa incurséo historica, as
abordagens dadas ao ensino das representacdes graficas variou ao longo
dos anos. Em certos periodos as mudancas das representacoes graficas
nos livros textos foram significativas e se considerarmos as varias
formas com as quais elas se apresentaram, podemos afirmar que sao
multiplas as abordagens possiveis para o seu ensino.

Nessa perspectiva, como exemplo e buscando enriquecer nosso
texto, contemplaremos de maneira breve, trés propostas que visam
complementar o ensino das representagoes graficas. Na verdade, em
nosso texto denominamos tais propostas como alternativas, entretanto
tais abordagens vem surgindo, a0 que parece, ao longo dos anos de
maneira isolada em alguns livros didaticos, videos ou softwares. Os

exemplos que apresentamos a seguir, representam o esforco de alguns
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professores em reunir de maneira mais sistematica algumas dessas
representacoes graficas na forma de livros paradidaticos, ou ainda, em
materiais de apoio para os professores.

O primeiro livto que apresentamos € o paradidatico Em Busca
das Coordenadas, de Ernesto Rosa Neto, em sua 42 edicdo, 1991,
pertencente a série A Descoberta da Matemdtica publicada pela Editora
Atica. A exemplo dos outros titulos dessa série, tendo como pano de
fundo uma histéria de ficcdo/aventura destinada ao publico infanto-
juvenil, o autor discorre a respeito das representacoes graficas.

Os personagens criados por Rosa Neto participam de uma
viagem espacial onde sdo necessarios conhecimentos matematicos para
a resolucéo de problemas de navegacao espacial.

Em nossa analise notamos a preocupacdo do autor em
apresentar alguns conceitos matematicos de maneira casual, na
intencao de torna-los agradaveis ao leitor.

Nesse paradidatico a historia acontece em clima de aventura,
onde um computador {78a) assume o papel de processar as coordenadas
cartesianas fornecidas pelos personagens € apresentar, apos o0
processamento dos dados, a representacéo grafica (78b) impressa além
de uma analise prévia dos dados (78c).

Os personagens também devem interpretar os graficos e
informacoes dadas pelo computador, além de verificar possiveis erros

cometidos na insercao dos dados no computador.
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FIGURA 78— Representagao grafica em uma histéria de ficcdo de um
livro paradidatico, da série A Descoberta da Matemdatica da Editora Atica.
FONTE- Pag. 38, Em Busca das Coordenadas, Ernesto Rosa Neto, 1991.
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O autor se vale da fala dos personagens para expor opinides de
carater axiologico {79a), bem como, para descrever alguns passos para a
determinacao/interpretacido das coordenadas cartesianas (79b). Assim,
por meio da interpretagdo simultdnea das coordenadas dos pontos e do
grafico (79c¢), os personagens de Rosa Neto desenvolvem em sua historia,

alguns conceitos relativos a representacao grafica (79d).

< Sed gente validd zsqn:rdaiv ara @ diresta, do papel, o
S grafmt} descedesde o ‘ponto’ MAXIMo(—=21; CTAY Atd omini-
o —B, =4y Bm-stguida cresce ate o cmtro HIAIO ény
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FIGURA 79~ Representacdo grafica em uma histéria de ficgdo de um
livro paradidatico, da série A Descoberta da Matemdtica da Editora Atica.
FONTE- Pag. 48, Em Busca das Coordenadas, Ernesto Rosa Neto, 1991.
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Numa analise mais geral da obra pudemos perceber que as
atencées sao voltadas para a construcdo/analise dos graficos
associando-se, ao final do texto, os grafico obtidos as funcdes
elementares.

Qutra proposta interessante, por 10s analisada, & o texto
Funcoes Elementares — 100 situacoes-problema de matemndtica) de Vera
Clotilde Carneiro, pertencente a Nova Série Livro-Texto, publicado em
1993 pela Editora de Universidade Federal do Rio Grande do Sul.

O livto Fungoes Elementares ¢ voltado principalmente aos
professores do ensino medio e aos graduandos na licenciatura em
matematica. Encontramos algumas das caracteristicas gerais da obra

nas palavras da autora:

O estudo das funcoes elementares € de extrema irmnportancia ne
segundo grau. Esse é o momento de introduzir, de forma intuitiva,
algumas das nocoes basicas do Calculo. Relagoes de dependéncia
funcional entre varidveis, andlise qualitativa e interpretago de
graficos, pontos criticos, modelagem, nogoes de limites e taxas de
variacdo sdo conceitos que, em geral, surgem de forma mdgica nos
primeiros semestres dos cursos universitarios e podem aparecer
naturalmente em  sifuagoes de  Matemdatica Secunddria.
CARNEIRO(1993, p.10}

Nessa proposta, a autora recorre aos graficos em muitos dos
problemas propostos, reservando um dos capitulos iniciais para a
introducéo/discusséo das varias representacdes graficas. Numa analise
geral dos temas abordados no texto de Carneiro, percebemos que ha
predominancia dos assuntos relativos & economia, aos fendémenos fisicos
e as questdes biologico/ambientais.

Escolhemos como exemplo, dois graficos abordando as
questdes no campo da Biologia, ja que tais representac¢des foram pouco
comuns nos livros analisados até entao.

Com relacao ao grafico da figura 80, a autora propoe que o

leitor identifique as grandezas envolvidas, indique o dominio de
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variacdo, verifique s¢ O grafico representa uma funcdo e se ha algum

padrao de regularidade.

7 = Este gréfico relaciona o consumo de oxigénio d¢ win animel com sun 1nassa
corpéres. {Fonte: Revista Ciéncic Hoje)
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FIGURA 80- Representacio do consumo do oxigénio de um animal em
funcao de sua massa corpobrea.

FONTE- Pagina 19, Fungées Elementares — 100 situacées-problema de
matemdtica, Vera Clotilde Carneiro, 1993.

No trabalho dessa autora percebemos a intencdo de
familiarizar o leitor aos modelos matematicos elementares aplicados as
respectivas situacoes praticas. As funcoes lineares, quadraticas,
hiperbolicas, exponenciais, logaritmicas € trigonométricas, bem COmo
seus respectivos graficos, dao base aos modelos matematicos
desenvolvidos para a resolucdo/ discussdo das situacoes-problema.

Outra representacao grafica interessante (Figura 81) propoe ao
leitor a associacdo do grafico, que representa uma situacao ambiental, a

um modelo matematico envolvendo funcoes trigonometricas.
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FIGURA 81- Representacao grafica do nivel de um rio em funcéo dos

meses do ano.
FONTE- Pagina 71, Fungbes Elementares — 100 situagoes-problema de

matemdtica, Vera Clotilde Carneiro, 1993.

A Gltima obra a ser apresentada € uma elaboracédo coordenada
pela professora Licia A. A. Tinoco e que envolveu a participacao de
professores de 5a 4 82 séries, professores e alunos de graduacédo da
Universidade Federal do Rio de Janeiro no Projeto Fundao Matematica.
O livro Construindo o Conceito de Fungao no 72 Grau, de 1996, apresenta
atividades voltadas a auxiliar na apresentacéo/ desenvolvimento do
conceito de funcio com alunos de 52 a 82 séries do ensino fundamental.

Um exemplo das atividades propostas nessc livro & o problema
que discute o peso das criancas em fungao dos anos de idade. Os dados
sao fornecidos em uma tabela onde é feita a distingéo entre O peso das
meninas e dos meninos. O grafico apresentado (82a) diz respeito ao peso
dos meninos. Em seguida sao feitas inameras perguntas que devem ser
respondidas consultando tabela e/ou grafico (82b). Uma das perguntas
confronta a precisdo obtida pela apresentacdo da tabela com a obtida via

grafico (82¢).
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FIGURA 82— Representacao grafica do peso dos meninos em funcéo de

suas idades.

FONTE- Pagina 24, Construindo o Conceito de Fungdo no 1e Grau - Lacia
A. A. Tinoco (Organizadora) — 1996 ~ Projeto Fundao Matematica - UFRJ
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Explorando a situacao-problema, € questionado qual o peso de
um menino que tem 1 ano € 4 meses, ou ainda, o peso de um menino
que tem 9 meses de idade (82d), e ao que parcce, tais perguntas
induzem a leitura do grafico para uma estimativa, ja que estes valores
nao sao fornecidos na tabela. E cobrada também, a construcdo do

grafico a partir dos dados relativos as meninas.

L . V w 83a

O Caminho para a Academia (Abraztes, P.e owtros, 199%) -

A Soiadge, O Bruno ‘e o Miguel meram 1o mesmo prédio ¢ frequentam‘a me
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tedos 20 mesmo tempe pem utilizam os. rmesmos-meios para 1 chegar. Repare pest traficos.
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FIGURA 83— Representacéo grafica das distancias percorridas por trés
criancas em funcéo do tempo.

FONTE- Pagina 29, Construindo o Conceito de Funcdo no 1¢ Grau - Lucia
A. A. Tinoco (Organizadora) ~ 1996 — Projeto Fundéo Matematica - UFRJ

Em outro exemplo de situacfo-problema desenvolvida nesse
livro, & proposta a interpretagac de um grafico que traz as curvas
representativas das distancias de trés criancas em relacao ao prédio
onde moram a medida que caminham em direcéio a uma academia (83a}.

Qa0 dadas algumas informacdes que complementam as

expostas no grafico (83b). Ao aluno cabe associar cada curva a uma das
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criancas, justificando a associacao (83c), além de justificar/interpretar a
presenca, em uma das curvas, de uma parte paralela ao eixo da
horas(83d).

Percebemos em todo livro a intencao de se propor problemas
diferentes dos encontrados nos livros didaticos, além de se tentar
explorar a0 maximo algumas situagbes-problema por meio de um
grande namero de perguntas.

Enfim, em nosso relato histérico nos esforgamos para
apresentar um grande nimero de abordagens graficas que, ac nosSso
ver, fazem parte da historia da representacéo grafica de funcoes. Nossa
opcio pela exposicao de um grande numero de situacodes onde a
representacao grafica foi abordada no ensino da matematica buscou,
entre outras coisas, caracterizar suas multiplas possibilidades e
abordagens didaticas.

Iniciamos o estudo historico discutindo o0 que a nosso ver
representou sua genese na antigliidade, por volta do século III a.C, e
encerramos nossa andlise com 0S livros da ultima década do nosso
século.

Parece natural, ap0s nossa incursao historica, o desejo de
fazer conjecturas a respeito do ensino/desenvolvimento das
representagoes graficas nos livros didaticos para os proximos anos.
Entretanto, achamos mais interessante buscar no texto dos Parametro
Curriculares Nacionais (PCN), as mencdes com respeito  as
representacoes graficas no curriculo da matematica da escola
fundamental.

Como se sabe, os PCN propdem amplos objetivos para o ensino
fundamental, assim, poderiamos de certa forma, associar o ensino da
matematica, como um dos componentes auxiliadores no cumprimento
das metas propostas. No mesimo sentido, as representagoes graficas,
entendidas como uma das maneiras de expressdo do pensamento

matematico, auxiliariam na realizacao daquilo que € proposto nos PCN.



216

Nessa perspectiva, recorrendo ao texto de introducéo dos PCN
para melhor situar nosso discurso e destacar ¢ papel atribuido as

representacdes graficas, podemos encontrar o seguinte:

Os Pardametros Curriculares Nacionais indicam como objetivos do
ensino fundamental que os alunos sejam capazes de:

(...)

« utilizar diferentes linguagens — verbal, musical, matematica,
grdfica, plastica e corporal — como meio para produzir, expressar e
comunicar suas idéias, interpretar e usufruir das producées culturais,
em contextos publicos e privados, atendendo a diferenies intencées e
sttuagdes de comunicacdo; ...

Introducdo aos PCN - 3¢ e 42 Ciclos do Ensino Fundamental — {1998,
p 55 {os grifos s&o nossos)

Nessa perspectiva, o texto dos PCN para o ensino de
Matematica nos 32 e 42 Ciclos do Ensino Fundamental {raz como um

dos objetivos do ensino a4 matematica, no 3¢ Ciclo, o desenvolvimento:

» Do pensamento algébrico, por meio da exploracdo de situacoes de
aprendizagem que levem o aluno a:

{...)

* traduzir informnacoes contidas em tabelas e grdficos em linguagem
algébrica e vice versa, generalizando regularidades e identificar os
significados das letras;

{...)

» Do raciocinio combinatorio, estatistico e probabilistico, por meio da
exploracdo de sifuacées de aprendizagem que levem o aluno a:

* coletar, organizar e analisar informagoes, construir e interpretar
tabelas e graficos, ... PCN - 3¢ e 4¢ Ciclos do Ensino Fundamental -
(1998, p 64 e 65)

De maneira parecida a proposta para o 32 Ciclo, encontramos
a representacao grafica assumindo um papel importante nos objetivos

para o 4¢ Ciclo:
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« Do raciocinio proporcional, por meio da exploragdo de situagoes de
aprendizagem gue levem o aluno a:

{...)

* representar em um sistema de coordenadas cartesianas a variacao
de grandezas, analisando e caracterizando 0 comportamento dessa
variacdo em diretamente proporcional, inversamente proporcional ou
nao-proporcional;

()

» Do raciocinio estatistico e probabilistico, por meio da exploracao de
situacoes de aprendizagem que levem o aluno a:

« construir tabelas de frequeéncia e representar graficamente dados
estatisticos, utilizando diferentes recursos, bem como elaborar
conclusdes a partir da lettura, andlise, interpretagdo de informagces
apresentadas em tabelas e graficos. PCN - 32 e 42 Ciclos do Ensino
Fundamental - (1998, p 82)

Desta forma, podemos perceber que a representagédo grafica
além de sua abordagem associada a algebra, tem um enfoque bastante
voltado para a linguagem estatistica.

Ainda nos PCN encontramos a valorizacdo das novas
tecnologias, com destaque especial ao computador com suas multiplas
possibilidades de uso no ensino, sendo uma delas, a representacao
grafica.

No campo do ensino da matematica, para 0s proximos anos,
parece natural supor 0 uso /desenvolvimento da representacdo grafica
de funcbes associado aos recursos computacionais. Parece natural,
também esperar que as representacgdes graficas sejam trabalhadas de
maneira ampla, com um enfoque estatistico das relacées matematicas

que emergem do cotidiano.

Durante o processo de investigacao historica e andlise das
fontes de pesquisa, pudemos elaborar algumas consideracoes ¢ avaliar
alguns aspectos das representagoes graficas. Cremos que as principais

consideracoes foram expostas neste texto. Naturalmente, no processo de
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pesquisa, outras questdes interessantes emergiram na analise dos
dados.

Nesse sentido, com cuidado para nao ser simplista demais, ou
tendencioso, considero aqui, algumas perguntas que, naturalmente, ja
encaminham respostas, pois desde que as pergunta sao formuladas elas

contém em sl mesmas uma orientacao:

Teriam aparecido representacdes graficas com aspecto
funcional, sob influéncia dos trabalhos de Oresme, na obra dos jesuitas,
em especial na obra de Clavio? E se apareceram, tais representacoes
estiveram presentes, mesmo que incidentalmente, no Brasil Colonia,
caracterizando assim as primeiras representacoes graficas apresentadas

no Brasil?

Quais os fatores que deteminaram o aparecimento das
representacdes graficas nos livros de algebra? Foi um autor ou quem
sabe, o eventual processo de sofisticacdo da algebra e de seu campo de

atuacao abarcando os contetidos relativos a representacao grafica?

A que se deve a auséncia das representacdes graficas em
algumas obras que versavam a algebra elementar no final do século XIX
¢ inicio do século XX? Seria esta auséncia um reflexo da concepcao de
alguns autores da época, que por vezes associavam a algebra como uma
extensdo / generalizacGo da aritmética? Pode ser que estas foram
introduzidas nas experiéncias pedagogicas destes autores e entio
abandonadas por motivos que impedissem tais praticas. Se isso ocorreu,

quais seriam tais motivos?

Na historia do ensino das representacbes graficas, qual a
importancia do uso do papel milimetrado, que verificamos ter sido usado

nos livros da década de 30 e no livro da década de 90?
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A que se deve a diminuicdo das representacoes graficas

percebida em alguns livros das décadas de 50 e 607

Qual foi a influéncia da Movimento da Matematica Moderna na
apresentacdo das representagfes graficas nos livros da década de 70 ¢
807 Quais os tracos desse movimento que podem ainda ser sentidos nos

livros da década de 907

Quais sera o real papel que o computador assumira nos

proximos anos para o ensino das representagoes graficas?

Essas perguntas caracterizam de certa forma algumas
possibilidades de investigacdo historica voltada as representacoes
graficas e que propomos para possiveis reflexoes e analises futuras.

Nesse sentido, outros esforcos como o de investigar a
influéncia da obra de professores notaveis, que atuaram na primeira
metade do século, na elaboracio dos livros didaticos nacionais, a partir
da analise dos livros didaticos de autores como Euclides de Medeiros
Guimaraes Roxo, Jacomo Stavale, Alagcyr Munhos Maeder, entre
outros; ou ainda, estudar mais atentamente as contribuicdoes e o
desenvolvimento das representacdes graficas em associagio com a
historia do desenvolvimento/ensino de funcdes, podem se mostrar como

abordagens investigativas bastante ricas ¢ interessantes.



CONCLUSAO

A investigacdo histérica apresentada nesse texto procurou
identificar os principais fatores responsaveis pela constituicdo das
representacoes graficas no processo da historia da matematica. Nesse
sentido, essa procura nos remeteu a investigar as principais
contribuicbes relativas & representacao grafica produzidas pela
humanidade no campo da Matematica.

Durante nossa reconstituicdo histérica alguns homens se
destacaram no processo de elaboracdo/organizacao /transmissdo dos
principais conceitos matematicos que ao longo dos anos culminaram em
representagées graficas elaboradas.

Nesse sentido, queremos pontuar alguns fatos significativos
gue exploramos em uma historia das representacdes graficas de
funcoes.

Nessa perspectiva, podemos apontar para Apolénio de Perga,
gue no rico panorama cientifico-cultural da Grécia Antiga desenvolve
elaborados sistemas de coordenadas, no estudo das secgoes cobnicas. O
trabalho de Apolonio se perpetua na historia da matematica e sua
riqueza é revivida por grandes matematicos de periodos posteriores.

Nicole Oresme é outra figura ilustre de nossa histéria das
representagbes  graficas, pois na Idade Media desenvolveu
representacées graficas com aspecto funcional ao estudar oS
movimentos dos corpos, apoiado nas teoria das proporgoes.

Descartes e Fermat, lancando méo de recursos algébricos mais
sofisticados, com suas contribuicbes permitiram que a geometria
analitica e as representacdes graficas de fungoes se desenvolvessem em

bases mais solidas e consistentes.
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Intimeros matematicos nos periodos posteriores contribuiram
para a consolidagao, sofisticagio ¢ inicio do ensino sistematico da
geometria analitica e representacdes graficas de funcoes.

No Brasil do final do século XIX e inicio do século XX as
primeiras representacoes graficas comecam a ser ensinadas e
desenvolvidas nos livros didaticos — apoiados basicamente nos textos
usados na Franca.

A partir de 1930 podemos contemplar as contribuicbes e a
maneira com a qual as representacdes graficas sdo exploradas e
desenvolvidas pelos autores de livros didaticos nacionais. Num
movimento continuo, tais autores e muitos outros nao contemplados em
nossa analise, possibilitaram a presenca rica e definitiva das
representacoes graficas no ensino da matematica escolar brasileira.

Pelo que foi exposto em nossa histéria das representacbes
graficas de funcdes tentamos deixar claro que a constituicdo e ensino
dessas representagtes graficas, no processo da historia da matematica e
de seu ensino escolar, deve-se a muitos homens, que & sua maneira
contribuiram, para tal realizacdo. O papel assumido pelas
representagdes graficas no ensino de fungdes variou durante os anos;
oscilando entre a mera citacdo formal e o centro das atencbes em
algumas abordagens de cunho tedrico ou pratico. Entretanto, €
indiscutivel a riqueza e a variedade das formas assumidas pela
representacio grafica ao longo da nossa histéria escolar contribuindo,
de uma maneira ou outra, para um ensino mais significativo da

matematica no decorrer dos anos.
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. CONPRRDIDS ADOPTADOS %GR LGRS & OTTR6S RSTABSIZOONRNTOY BR NTROCHI -
4. A. Serrasguelro — CURSO DE MATHEMATICA ELEMENTAB‘,
em quatro vojumes: -

£
Tgatafg ds Algahr& Elementar, para use dos Lysens, 15 » eﬁzqau,
em 8.2

Tratado Elementar de Trigonometria reenlmea, para uso dos Ly- -
cets, 8.* edigio, em 8.4, 1927,

Tratade Eleinentar de Arilhmatma para. uso dos Lgceus, 222 edi- .
¢io, em B>, $927, :

Tratado de Gaumatria Elemanta.r, para uso dos Lyeeus, 17 . edig-ao, !

- em 8., 1836,

.  =——Tratado Elementar de Cosmagraphsa para uso Gos Lycens, 3 * ed;-,,'_":

¢io, em 8.7, 1925,

Do uesmo Avcron—Elementos de Anthmelwaé para ugo da primelra e s&- -
gunda classes dos Liycens, 9.0 edigdo, em 82, 944, . . .- -

Elementos de Geomstria Plana, para ‘uso. do pnmeirb 8 segtmda
mmg dos Lycens, em B, 1896

s Elementos de Aigebra, para use de qnarw anuo dos Lyceus, it edi E"l
: cdo, em 8.5, 1844, o

‘s Elementos de Arithmetica e Algebra, segunﬁa O programia aﬁcial i
ara ¢ ensino d'estas sclentias na V elasse do ‘5’" anne dus Lyeens,
» ediglo, £ vol, em 8>, 1941,

A. Cardoso Borges de Yigueiredo - Logares Seleclos éos claS«" :
slens partugnezes nos gﬂneipaes gemeros de prosa e veran, ara uae
das ascholas, 21 edigio, muito eorrecta o angmentada, em 8., 1807,

- Iostiniglies Elementares de Rhetorica, para uso das esc!lolas,;,'
15. pdicio, em 8.5, 1906, o

Synopse do Bosquejo historico da litleratura classica, grega, Eaiina.- B
e portugueza, para uso das sscholas, 8.* edigio, 1878, .

Medeiros Botelho — Curso de Historia Universal, obra apprﬁvada‘. :
peto Governo para uso dos Lycens e ontros estahelacimentos de ins '
tracglo - HISTORIA ANTIGA, um grosso vol., 1878, - '

Aungusts Pervira de llanra Elemenios de Grammanea Porin- .
gueza, colligidos ¢ coordenados para uso das escholas primarias, em
garngxa tom o3 modernos processos de analyse, 3 * edicio, 1 vol.,, em .

Perdigiio — Principios elementares de Glxamgraph:a porlugneza, para
use das escholas de mstnmt;aa primaria, em harmonia com © pro--
gramsa official, 25.% edigdo, 1897, - )

E. &riineberg — Grammatica Allemd,
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Frontispicio do livro Elementos de Algebra de André Perez e Marin, de
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Recortes de partes do livro Elementos de Algebra de André Perez e

Marin, de 1923.

PARECER DO CONSELHO SUPERIOR 3

Instruccﬁ.o Pubhca. do Estado | .

— D . 4
Minas Geraes g
Pareoer N 30 .' o

:

O Conselho Superior de Instrueeao Publiea resoive appro-
var, para uso dos estabelecimentos .de Instrucegiio secundaria de .
Estado, o lvro danominado Flemertos de Algebra, de Perer '
y Marin, por ser um trabalbo de valor incontestavel e wm eurso..
complato & methodico tdessa sciencin, sem fer, como as obras- con-

geuneres, o grande defelto da prolixidade. . -
© - Bello Horfzonte, 9 ds Outobre de 1909.

Valladares Ribeiro — Helena Penna — A. Joviano — Aurslio Pirves

Todos . 08 exemplsres ‘dests ‘edigio serfo nu-

merados e sssignados pelo autor, consideran- -

do-ge clandestino o exemplar gue caraecer deste
.+ Teguisito. S
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138 ALGEBRA

..... —

ExenpLo: Represeniar graphicamenie a eguacdo
' 5

x L
br = by ou 7=

Toma-ge sobre “0X
{fig. 3} um comprimento
OB egual a b unidades, e
sobre B4, parallela a 07,
um cemprimento -egual a
4 unidades.

A recta MN repre-

o ot 5 3
.{ 5 fig. 8 _ sentaaequaqio;pfo_pﬁst;;_

2.0 cago. Sup-
ponthamos ago-
ra que na equa-

JGRoy=—mz +n
o valor de n
nie seja nulio.

Comparando
esta equagio

X comapreceden-

te y = mex, é fa-
1y - c¢il ver que as

e ' : ordenadas cor-

respondentes 4 mesia abscissa « differem constante-

-

N--3-
®

®

- e ey

Y O
]

{9

s

mente do mesmo compriinento n. Portante, basta re- .
. presentar primeiro a-equagko'y == mzx, conforme. jd ficou
expastn, e e augmeittar ou diminair as ordenadas do valor = -

de n, conformé n é posilivo ou negativo. Na figora §, .
si MN representa a eguagio y = mw, FQ representa a
equiglo y = mz + n. - e
Conelue se,’ pois, que' uma equagio do primeiro
grau a duas meogmlas ¢ sempre representada grdphz-
camente por uma:linha. recta,’ -
Constréesse esta  recta fac:lmente determmando_-
os dois ponlos em que ella corta os eixoy. Para isto,
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EQUAGOES SIMULTANEAS 139
WMWMN‘

TV P E N Nl e R Al

basta fazer na equagio proposla x = 0. e o valor de
y d4 o ponloem que a 3
recta corta o eixo Jos Na
¥; faz-se tambewm y =0,
e o valor de » dd o
ponte em Jue a recla
corta o eixo dos X,

ExeMpero: Consiruir
a representagdo graphi-
ca dn equagio 3x4-dy=—=
== 24 (fig. D).

Fazendo y =0, acha-se w=3§~ =8 -

Fazendo & =0, acha-se == 3} = 6.

Toma-se no eixo 0X o comprimento OB =28, e nu
eixo OY o comprimento 04 ==56; a recla AB ¢é a so-
lugio do problema. Si for uma equagio do 1. grau a

. . b
uma incognita, como ax =1, donde w ==—-, sua repre-
sentacio geowmetrica serd uma recla cujos pontos lém
. b .
a mesma abscissa —, e porlanto parallela ao eixo dos

Y. Analogamente, a representagio graphica da equagio
ay =b é uma parallela ao eixo dos X, cujos ponlos L&

a mesma ordenada mgn. Finalmente, a representagdo

graphica de @ =0 € o eixo dos Y, e ade y=0 € o
eixo dos X.

_ 117. Graphico da temperaturs e do movimento
ds um trowm de estrada de forro. -— Para represen-
tar a variagio da temperatura duranie um certo tempo
por um graplico, forma-se primeiro uma tabella das
temperaturas observadas a intervallos de lempo eguaes,
por exemplo de hora ek hora ou de duas em duvas

o, .. s s A

— [




APENDICE 2

Frontispicio do livro Elementos de Algebra - F.ILC. 1875/1884
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Recortes de partes do livro Elementos de Algebra - F.1C. 1875/1884

Amn umgunto, segue—

88 qRe ElY y gignio P& -
e o 5;1 jafar ds

cqn&n;ﬁ’e& &;ulaa

. I&aﬁzmximr oz gasﬁgdas de um poﬁﬁc |
rdendns =288

14 8
: 8P -508 -sixos, cortamsen’um
cnto Py qued o ponto pedido.
Végoques posigis dnm ponie, Tujal coon
ﬁ_ax;nﬁasa‘m Haea? p g, osthem Q.8 quia :w&
‘ r&ﬁnﬁdm 335 r=48 ym-ﬂ’ anha-»ae s R

: E‘#qﬁagw Gn gmeum srio & nma mxs
dumg: ol !arma gm :

.&‘L‘mb d‘an&a -.w-..E

L@E==m

' ? m s uma. quanudada copheaidn,’ pomkv& ou g
mc;mma, menammm‘a pfﬁgmmm, U MBI TY Y
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6. Una sqaaz}ao do. ermem: grﬁ-er
amﬂumma & forma "

: 'ﬁim agnaqsa ﬂeaaimde. om. ralu;&a & ums ﬂ&ﬁ inenkd
é!amgiw &i : -

jS'f $up1wnha«se pmmaxmmenﬁa
eqtm;iﬁ o 2 férma PR
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Frontispicio do livro Algebra Elementar — F.I.D. 1921
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Recortes de partes do livro Algebra Elementar - F.T.D. 1921
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aEr 'z&s {43 8 ‘a}}ﬂﬁﬂ 8¢ pﬁdem e
hter, 1&;‘;1‘;;& NAG- 56 -.pfxﬂa dividie wox quantidade por -
T divisor-oullo; Mag a “euAGAD 13y & nesté caso, o
e’ b=l eo symma {i} e {‘ pﬁﬁ% sar: sa}:asmmﬁe I
palo s&gsmte - j

ci".t ~—Iw"==£] . 1',2‘ o
hawr &ntaa 2 cam ', 1*3' cﬁ-‘ s

b=l e
o fiﬁ b= ¢ tb’———-{m 8. — A squacho (A} qm‘ &e .f g

i en‘saua sb-w—&e’@{i?;nm Tma. mgassab o

s : Gk 0. As équagﬂes {1} & @’}.. '

*facil \'?euiitar &mtamen’ée qufé ALy system& exyrm& '-
t&;:r iy abmn'dﬁa_ Com: effeito, tgm{}s neste o280 “
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8 a:;f;m}%:vﬁ nimisen. @ & exterior. 4 raizes, 'menot. do Que
i, o maioF do- f{{iﬁc Raior Tals Para msinztgmr el
mesms ﬂms €is0s, hasta eﬂmpmar o SONE & ae;mvsumma da




264

Patrrrtelep e AN

demvsag
s




265




266

T
Tty A

L T

getede e

e

[ AL 3
e e T ;i

“A’%@ e
LIt




267




2638




269

EHEE @Ef‘" .&: ;‘i"&u‘\&?w"mm'wwif‘ %m‘: m«'s Z %5

: ' L mwmmﬁ
Subtr&hmdﬁ mgmhm A m{mbm, vem °

- i »1 -
xvyh x” z{x—r?i}

Pade»se astolher h posTEIvO, de mode que oe: drm fag— -

toros z & =+ htenham ¢ mesma gign

ol ; eptap, 0 aGereNcins

k ¢ negativo e 'a fumepd

¢ decreses. Pertant,e,

mande &

vira de —oc ald + &, 8 funcelo ¥ décresce, salvo pare
z=0 2 que & discoatinga.

Quande x ¢ mlinitemente

grands em valor absolato,

2 funegho tem wim
de § coms se quizer.

valor muite pequeno & tdo viginbo
8i 2varia ab ~o5 abE U, y decresce -

¢ tonde para —of 1t ¥ varta de( ale v ¥ docresoi

desde--of wié 0.
A funcedio
passa pele walor U.

arla ;ie_ Tepenta de

w—gf 8 -+ 0C quande & 7
eston l‘-ei-lﬁ%ad‘éﬁ

GraEne

e 2

O gquadro abaixo res:ime
ac‘ cfesee | O ]

jim damasziE acidecreasel 0

Parg 2=, & Tanegho & nlla; diz-se que o eixo dox
T ¢ gspmptole & curva mpreaentaj:wa da funegdo.
Comg. Y= p sara =0, diz-sn: ,e o aiso dos z & tam-
bem, agyny ta&s:un“‘a:i& 0 : :
: A curva figurativa (g, 59 é ama @WI& egmﬁw,m
. cujas asymplotas sio op eixol
das coordenadas, A 4f &
genire 8 e0rya : Ol 4 it
trogando-ge. T erm w4 Bouda-
se em — y ; o8 ponios da
. curva Mo M’ que témi por
coordenadas {2, ¥} ¢ (=, """3’3
- &0 symetricos eni relagio
origer ; cusa ongem @ gu:ﬁ
- tanto cenfre da eurva

§ ¥, — Asymptotas.

503, .~ Vg, rocte & asympiots A NI FRNRD L
eemamadlstm&dam ponte da eurva a esed fecka
“tende gara 4 quands} ] pﬂnt»a £ afasta até o mi‘i‘mto o
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FEXERCICIOS

1. De que depende o preco de 8 duzias de ovos?

2, Numa corrida de automoveis, sobre uma distancia fixa,
de que depende o tempo do vencedor? '

8. Um automeovel viaja de uma cidade a oulra, com a
velocidade média de 70 km:hora. De que depende o tempo gasto
na viagem? : oo

4, Um homem prectsa fechar um terreno rectangu}ar. De
que depcnde o pumero de tijolosa gastar?

5, De que depcnde o. pcso de 20 litros de um liguido? -

6. Um homem cmpresta dez contos de rels De que. de~'
pende o juro total que elle vae receber?

7. De qgue dependc 0 nerimetro ‘de um -triangulﬁ -eqﬁi-"
Intero? ‘ - : : : :
8. De que depeude o compmmento de uma c:rcumfe—- '
rencxa? ; o ; -

“De qne depende o peso. de uma: certa extensao de im 5
de arame? wo :

10, De que depende a quannd‘ade dagua consmméa por
uma locomotwa? ' ' = '

87; :F‘_un_eg_ao'. - A experiencia nos ensina gue a tem- .
peratura, em um determinado logar, modifica-se de um’ " -
momento para; outro 1<'.t0 é, varia com 0 tempo, nu. em
'outms p’xhvrfts ‘ginda, 2 grandeza ‘variavel, que é-a tem—_
pel"ltll!'a, depende do- tempo Arbas as grandezas, tempo'i"'
e temperatura, modificam-se, mas entre. eifas 'subsiste per-
‘manentemente uma. relagao associativa tal, que a cada in-
sta;}ie corresponde uma. dada temperatura ‘Uma tal hgaqad o
entre duas. grandéras variaveis ¢ o que se chama uma re- "

'!agio funccionai Diz-se’ tambem que uma das grandezasf:”:'f-
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Com essa igualdade funccional é possivel, para cada valeor
da variavel independente x, calcular o valor correspon-
dente da variavel dependente y.

Para maior commodidade, pode haver conveniencia de
reunir uma serie de pares de valores calculados, em forma
de tabella, como a que se segue:

=] -5 -4,51 -41 -3,5 =?'02,55-2 —1-,5}»1 4501 !,5}2 2,513 3_5!-4 45 5

ya=1-15]-135]-12}-10,5/ -9 ‘4,5‘-6 -45i3l50]3 4,515 7,509 j10,5

12113,5{15

Uma tabella como essa, natluralmente s .abrange um
trecho muito limitado da escala de valores da variavel
independente, além de que é semipre incompleta. Assim, nio
se encontram ahi os valores da fonec#o para =20, ou para-
r = — 2,7, para = =.0,8, etc.

Para esses casos, em que a tabella falha, ha que re-
correr 4 lguaidade funccional, da qual se pode obter tudo- -
que se desejar- ' . :

Para determmar de que ‘modo y varia com x, come-
¢amos por dar & variavel independente x, o valor 1t y.
toma, em consequencia, o valor 3. Si' fizermos agora. x '
crescer até guadruplicar, isto é, até 4, y torna-se 1gual a
12, isto é, y tambem quadruphca

Pela tahélla, vé-se, ainda, clammente, que .&- duph(m-
¢do, a triplicagdo, etc., do valor de x acarreta a duplicacdo,
a triplicagdo, etc., dos valores de y. :

Nota-se ahi a existencia de uma propriedade- funda-

mental da funcgao uma variagde de x produz emt q nma' .'

variagdo na mesma TaAZAO. : : : .
85, Essa propnedade, como é: facﬂ de ver, resulta da pro- a
pria igualdade funccional. Se;am, ‘com effeuo, dois valores:
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98. Representaclio graphica. — Tomemos os valores
correspondentes de z e y, reunidos na tabella do § 94,
respectivamente, como abscissas e ordenadas; obtemos

assim uma quantidade de ponfos que pertencem a4 curva

: i = g 25 o v
i S D : = 5
T T i E e
T 1 S }
S 3t ToH *
R s ]
i o3
t
EE
Feres
bt
£35 § T3
HRE £ =i iies
B *: 3
'+ >
e &t sspilse
i5 HEH e b it
25 T
} i
FaF 1 it
2 a
i iH
i :Eﬁ
£ i
£ JREET
+ i
H H +
B T
£ +
F
it HEHT
2 b
4
i
H i3 |
'
s N
a x4
Frrer e :
THATE i T ;
256 i i

da func¢do (fig. 89). Esta niio fica, com isso, perfeita-
mente deferminada, visto como a serie de pontos ainda é
muito incompleta.

Poderiamos, com auxilio da igualdade funccional, cal-
cular mais valores intermediarios e, desse modo, inter-
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11.a) g — a4 %3 b) p = Yex + 2/3; ¢) 4 = 2,50 + 0,5;
d} 1} == — 2/51’ —_—— ]/.‘.
12, Quaes s particulicidades que se nolam nas rectns 1e-

presentativas das seguintes funceaoes 7
gy -6y 0y ey o= 3y s — BRE Y = 1/3x.

12 Em ogte ¢ que se assemelliam as funegoes cujas reclas
pepresenialivas:

2) sado parallelas entre si; by passam pelo mesmo ponto
do ecixo das ordenadas ?

133. Fo6rma normal da funcgdo linear. — Todas as
funceoes estudadas nos exercicios precedentes entram no
typo geral

y = ax | b

gue ¢ n férma normal de lodus as funceoes lineares, islo
¢, daquellas que siio represeniadas graphiciunente por
umn recta. De accordo com o que vimos no § 132, a indica
a inclinacio da reelas sobre o eixo das absecissas ¢, por
jsso, s¢ chama coafficiente angular oun parametiro angular
da reeln; D represenin a dislanciy, a origem, conlada
sobre o eixo das abscissas ¢ chamu-se caafficiante\linear ou
parametro linear.

Ao resolver os exs. 7 a 11 do § 132, nolimos que a
recta pode occupar, de um muodo geral, (uadro posicoes
diversias, em relagao aos dois eixos, e, conforme os signaes
de a ¢ b, indicados no seguinte quadro e na fig. 97:

Reotan 10 o e b posilivos;

™

l: a posilivo e b negativo;

"

1 o negativo ¢ b posilivo;
1V: «a e b negalivos.

hel
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A intersec¢iio de duas rectas representativas de dois
movimentos uniformes coz:ewonde a um momento em
que os dois moveis estio no mesmo logar. Que indica,

entiio, a abseissa do ponto de interseeciio? e a ordenada
desse ponto? .

PROBL‘EMAS

187. 1. — De uma est'\cm 0 part;u um- frem de;
cargy CoHl B velocidade de d36km.: hora; quando. elle se
acha a 50 kni. de O parte, no mesmo sentido;, sobre uma
linha parallela, um lrem expresso com a velocidade de .
60kim. hora.

Quanto tempo levari o expresso para a!cancqr 0 dc-
carga e a que distancia de O se dari o aleance!

(1) Seja x o tempo decorrido desde a partlda dn ex-
“presso até ao momento do encontro.

(2 O tempo {, a velomdade vea fil‘it‘lntld , pam
cada um dos dois trens, serd, pois: :

SRR " _12 .ds><30><8'

para ¢ irem expressc. ! o= B0
. AR . S d o= 60,
'i i -

para o trem de carga { @ o .3.)

d = 35x -+ .)O visto como eqle R

trem .ja lrrvi.ﬁpercurridh BUKm. antes da partida doex-

- presso, (que ¢ nrigem da contagem do-tewpo, £

- Como a- dlslanua. de 0. av ponto. de: enconim ¢a
me%ma par.i os dms trens, temos a cquagao :

bﬂ.t % '3:;::: mi— :3(}

gue,’ reqo!vida, da x ﬂ 2.
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Partes do livro Licoes de Matemdtica — 12 Ano (1¢ Série) - Algacyr Munhoz

Maeder, 1940, Edi¢ées Melhoramentos.

wsu ALGACYR MUNHOZ MAEDER f

Em certos anuarios de propaganda, encontram-se exem-
plos interessantes, que bem revelam o progresso no uso dos
graficos e que sio complemento necessirio ao conhecimento
dos resultados oferecidos pelos recenceamentos.

O emprégo de figuras as mais diversas, guardando sem-
pre uma correlagio com a realidade, serve ao esclarecimente
de inumeros fendmenos.

Por meio de cubos, circulos, quadrados, caricaturas, etc.
consegue-se dar ao estudante uma idéia precisa de variagio
ou diferenciacio entre os elementos considerados.

492. Exemplos. — 1° Vejamos, agora, como Se repre-
senta, com 05 eixos coordenados, uma variacio qualquer.

Afim de facilitar o trabalho, tomemos um papel quadri-
culado e consideremos como unidade cada uma de suas di-
visbes, 0 que nos permite medir com mais rapidez as fra-
coes da unidade. Sejam os valores médios anuais de um
franco franeés em réis, papel:

VALOR MEDIO ANUAL DE UM FRANCQO FRANCES
EM REIS, PAPEL
1000 1000
200 500
800 800
700 T 700
GO0 .y = —ti— GO0
500 B 500
400 \\,/ 4 400
300 300 -
200 N 200
100 100
13 | rors rorz Vroro Loz Lgea | 10251 19271 19291 1931
1:9;41191611978|792011922;19241:9?6;1&?81:5301193?

1913 - $600; 1914 - $668; 1915-8737; 1916.8723;
1917 - $694; 1918-$703; 1919-85556; 1920-$335;
1921 - $588; 1922 - $632; 1923 - 8597; 1924 - $483;
. 1925-8402; 1926-$229; 1027- $332; 1928 - $332;
1929 - $352; 1930- $363; 1931-$565; 1932 - $569.

E com isso vamos compor o grafico.
A funcio tempo exprimamos pelas abeissas. Marque-
mos, para tal efeito, ao pé das linhas verticais do papel
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I O LU e L

Evofucts da Rmperalura de om cloenfe em 2 dias
o 14 L A T SO | it H | N A T
40y }}} :}1 % E;‘ :iiﬁ;i;‘
0 - T fomrert
- : ot T3 i o
b e o e . : 3
. A 1 T b
E Food — A 1
7 . e : St e e =
ua I T RO 7 ) i k] |
had !l L N TR I S B g P | Tod
R AT Saes ialt (AR | S T S | KA ]
r234567#9”:::23“55173&29212?33

. 3% 3%.8; 30°; 38°,6; 384; 38 3TeD; 870: 3699; 36°8; S
36",?; 369.6. . ) S
Sobre o papel guadriculado margquemes, como rheissas,
os dias, e, como ordenadas, a partir da horizontal, que serd
a linha de referéncia 36°, marquemos cada divisio com 056
registando apenas os mimeros intetros’ de graus 3%, 38, =
894, 40 o 41° o S
Correspondendo a cada dia, formemos ¢ namerd de divi-
sies equivalentes aos grans da febre e fracbes deles para.
que se determinem os ponios da curva. Ligados é&stes, temos
o curva da febre do doente, tomuda a iemperaiura sempre
z mank3, L U -
7 Poderiamos niio s6 fazer nm grifico mais complexo com |
ag temperaturas Ge 6 ¢ 18 horas de ‘cada dia, assim também
o da femperatora média diaria do doente, aplicando o ter- -
mbmetro quatro vezes 20 dia, pam a determinagio da média
de cada dig, ete. = R e
3.0 Onde, porém, os gréficos tim tido notivel emprégo
4 no registo dos fendmenos neteorolégicos. E bem regmlar -
o niimero de aparelhos que servem b feitura de grificos por. -
processos mecAnicos. Assim, ha barbmetros registadores, plu-
viometros totalizadores, maredgrafos, sismégrafos, ete.
"Além disse, com o recurso de dadoes colhides ndo s6 na -
observacho da [bma dos ventos, como na de temperaturag = -
* gifrias, bumidads do-ar, quantidade de chuva, ete., nlio: feitos ~
- pelas Tepariigoes de servigos meteorologicos graficos interes- .
. santes, que orienfam o publico nos processus pelos quais de- -
- gorrern 08 fendmoenos meteorolégicos, servindo 2 agricaltarg, -
‘b aviaglic, 2os {ranspories em geral, ete. T IR ST
: Yamos compor nm grifico de lemperalura, para a. cidade

" de Belo Horizonle, abrangendo de 1914 a 1921, com as

R
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CAFEEROS EXISTENTES
NO BRASL

V&g FHRG FIEREOALDD
MEAT GERAIS  3GO.200G4T5.

LRIty BE AT EE.2 1T R
ESRIFITD SANTD $2%  SUS00 M

o oweRsty 37, 11144
. AYORAL 013G

de metpde do ntmoers iokal de pés-de café do Brasil Minaz
tem mais de wm sexin o assin por dante. As dreas dos
setores revelam, da mods elars, a diferenca existente. entre
as lavouras considaradas. ' ’ . ' '
Ouiro tipo de-grdfice, de interessamte eleits; & o que se-
gue, no qual serepresenta © valor da exporiacio Trasileita em
. mwilhtes de contos deréis. A unidafe tomada & de mede wihde
. d= contos. Fazse a wariagie segunds o 1aio dos tfrculos Lon-
ciniTicos, aumenianda-ge o raio-dos ciredlos de metz unidade,
que & o segmenio correspondente a meie milhas de contos.
" R conhetidos us dados numéricos, oblem-se e valor da
expariacdo por any servindo-se da ‘marcagio feita «dbre os -

e - -

VALOR D4 EXPORTACHD BRASEERA Lo
Ty g wwems
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© ESTIMATIVE DA SAFRA 0O CAFE NO BRASK EM 1533-3¢"

L MUHOLS OF SAC2S

0 T p— ey

7 +

5| f

4

12

19..

8

u e p—
) | <Mt e =

380 PUED panay GrRust L340 e of snreg]  PRees | OWERSOS

. A estimntiva do producao de café, em milhdes de sacas,
na zafra 1938-1084, pode ger-indicadascom:o. grafico segninte,
ez gque cada barra-mede a producio’ provavel por Estado
cafeeiro, adelandd-st uma mnidadle para a correspondéncia
precisa ¢om o0s nimeros proviveis.

Como facilmenle se compreenderd, o grafico *tem as
barras correspondenles acs numeros: 20500000 sacas, parn
S&o Paulo; 8.600.000 sacas para Minas Gerais; 1.800.000 sacas
para o Espirilo Santo; 1.200.000 sacas para ¢, Eslado do
Rio de Janeiro; B00.000 sacas para o Parana; e 880.000 sacas
pars o5 oufres Estados produlores.

O grafico permite, & simples .inspegio, verificar que
Bao Paunlo produzird mais de welado do -safra; que Binas
produzird pouco mals de vm quarte dé Sioc Paulo, ele.

A erve-mate & @ principal produgic do Esludo do Pa-
rand. Mas, Senta Cafarina, Rio Grande do Sul e Mafo Grosso

CONSUMO MUNDIAL DA ERVA MATE-1932

ARGENTINA e
URUGUAY n I
' PARAGUAY ]
CHILE . B
R
i

BRASIL —
OUTROS PAISES
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CHING DB MATEMAuts o Le JRLG I PR

Deade logo, verificamos gue 3 CHrf] PRSI peln origem
dns coordonadss, wmn voE gae, DIk

:l:-(}‘ _',“""U,

o bem assim que. lodos os seus ponios s devem epcon-
fre ncima do oixe XX, pols , :
on valotes de y sho posilivos
para -

>z

Além disso, cumpre nolar
que, aos valores aisolutes de
v iguais ¢ de sinais contrhrios -
porresponiiom valores jgunis &
positivos pare . :

Com eleito, para

Copen{d o w38,

por examplo, temas

e § i

="

Delerminzdos os ponlos A
¢ o C perlencentes & curva,
©eomsirnatos o yuadrilitero
CMMC. o g R

Notando que &sse quadrilatero ¢ retdngulo, totnos.

- L =410,

i

1

i A
‘.

ki o

Desvarte, o3 p-untos CeC sfio simélrices om relagio

o eixe OY. E, como essn simetrii persigte em relagic aos.
' pontos considerndos nas mepmas condigboy, segueso gue QY
& um eixo de simelria dn curvx em «uesliio. S
Foilas essax observacdes, fixemos mais alguns poafos
© . dp curva, dados polas ‘ENNS coartlonadas, R
 Pagn isso, alribiamoy valores particulares i variavel @
. o catenlowos o3 valpres. coriespondentes parz y. R

ERE ]ai&a

R o i S [P

2 “valoros de x] -3 %i .2 g "
:.'Av:aloreéidﬁg_} ﬁ;-i o

i ot
i | ' .

Corte )4,
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Ropiesentande, relativamente o0 einod coordenados, 08
pontes 4, B, C.., dofinidos polos valores acima, & ligundo-03."
por fraco continue, ohismos o grifico da fungio dada. -

|/ t

Y

P IEEEGwEA—

Gt

L

1

e

 don o B il e hlpimm o L B

%S

s AL,
4

971. Fungdo y=xm. — Ao considerar, de moda gersl, 58
fancoes do lipe
i -

dois casos s2 dovem distinguir, de vez qu2 © cxpoente m pode
ger almero par ou IMPar. :

1. Sendo m nlunero par, ¢s valores de g 330 sempre po-
sitivos, tanto para z3>0 como para <0
ientemente, lodos os pontes perlencenles 4 coréa
repraseniativa dessa funglio se encenlram gituados acima do
pixo XX, - ,
Par outro lxdo, Excilmente se verifice que a curva pdssa

*
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Partes do livro Matemdtica - Terceiro Ano Colegial -
MelloCarvalho, 1954.

Thales

[

a—— e

Cap. HL: ILimdies g contiauidade 3

Vejamos como carstterizar. tom ams rigor, © Hmite (3.

Consideremoes o valor sheolulo da diferemgs entre 0 irpits
4e s fungia Hiz), Bto & |4 — (e —2 o V6—2e | v dater-
miremas pare gue valorss de z me femn . ‘

14—z ) = J6—20] <e R O
ssndo e am nhmere pesitivo, atbitrirismente escyinido.
1) Sz <3, Gevese tar ' ' By
f—9z ¢  donds 5> R—
2} B¢ x> 2, dewsse 1
2r-—6B < e donde

K3

..
2

D5 ramgliedos {7) €8} moa-
A gue, peii snmbauer valer

de &, Stuedp Dy intervalo

3 5, 8 4 =), s verifica
& condicio (6). SRS

| Ep conclusfo, podames o

dizer que, escothido arhitThria- ,

mente um mimern positive £ .

existe um nfimere pwifive 3, !

tal aue, para gualquer vafor de :

~ situadc no intervalo {3 —32, _ s E
313}, se wesifies o condigfo (81 : SRS A
Pate resutado forme-ss maw Qb w3
corapresnsivel & ug da fig g, e

onde a reta AB & a rapresem- . PIG¥0
Ctacho gréfics A fungo . {ah RIS DR
Por #ha vB-s¢ que, pars gualjuer valor de. = do intervalo:

L

A

euif sitmndo ro retfngulo teaceindo, isto &, vrrifica-se a oo~ L
gigha (&), -~ e ST

O esempo dade gsclarece noseguinte

Jinito L quande & fem &I Ywmile finite 4 & escreve e

y

W

~sderado, o ponto correspondsute do grifier de furgha :

DEFINICKO: Diz-se que s hungio J(z) tewm um, limits
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46 Cap. FII: Liwidtes ¢ continuidade
y * ‘ iimaf(w} = [, se, escolhide
T . . arbifrariaments ¥m wthme-
L4 € Jromwarerensy re positive e, oxisle UM
L“:; \ ribmere positivo § tad gue,
‘ \ ora tods valer de = do
{ B procenmiee S tndtervale {a—— %, o8,

excluide (no mdwimoe} o
ponie ¥ = &, s¢ fenha

-t -dan
L e Al

&, 8, L—j) ] <e {(*.
' el e . Em geral, & pondi-
o d X gho |L—Fz}] <s do
. FiG. 1 enunciado anterior & verj~

ficada para os valores de
» gituados num intervalo (6 — 31, ¢ + 32), sendo 8 e 8 posi-
tivos © B¢ ¢ 52, como sugere a fig. 11. Toma-se, entdo, para
valor de 5 na definigio anterior, o menor dos nlmeros posi-
tivos 3 e Oz
Observe-se que & indiferente eserever | L —j(z) | < = ou
b§e) — L] < &, visto que se consideram wzalores absolufos no-
primeirc membro.

3. Generalizagio. Vimos no n.°2 s definiciic do limite
lim fz) = L quando ¢ e L sfo finitos.

& o 0f

Vejamos, agors, como carascterizé-lo se um, pelo menos,
dos mimeros o ¢ I 4 infinito, Para isso considereraos os easos
geguinies.

PRIMITRG CASO : U Bwmite do oerideel & infindlo.

Diz-se que ums fungio f{z) tem um limite finito L quando
« tende pars -+ = e escreve-se

hm fizy =1L
. x— 4 o

se, escolhido arbifrdriamente um ndmere positive ¢, existe
um némero N, tal que, pars = > N se tenha { L — )| < e

(% A lipfeoue do « 3 pertenser s intervalo 6= B a+ § o zer diferente do o » - h

" 4, e, indivade por ¢ 2 7.2 o-tal e == o < § + Quando satudarmos mai pdisnto
s continuldsde explarsaeramos malo porame pode aof oxcluide o ponto 4 qr votslighe
do ponmoiade. Y,

Y ’ H
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Cap. ITI: Limites ¢ continuidade

.
- * i
e
-2
e L L B L S m;ma—r.-n PR S et

nuidade {n.c 3).

palavras, uma funglo {unfvocs) nfio
pode ter dois limites distintos num o
mesmo ponto . Vejamos, de um *
modo intuitivo, essa propriedade, |
habitualmente designada por leorema
da unicidade do Limite. N
De fato, ums funefo fx) nfo i
poderia ter dois limites distintes L C Lot st e
o I/ num ponto T = & {fig. 20}, por- | .
que, escolhido convenientetaente um B .'.._.,]_-..---_-;_-,-,..._-'.

[ ek il

- ¢ positivo tal que, 08 intervalos [L—s, .
Ld-e] & |[If —¢, L'} (intervalos AB L
e C'D, respectivaments) nio tivessem i
pontos comuns, nio heveria & possi- ol
bilidade de, mum entdrno do ponto

@, os pontos representativos de tedoz -
os valores da fungfio estarem simul- O PRI -
tdneamente naqueles intervalos, : ¥IG. 20 '

e s

}
Q . ™ - £ !rz =
; 1
i
/ . !
i1
_ i
FiG. 18 FI(. 19

Observe-se que & funglio w80 é definida no ponto = = 2
ge, portanto, nic sstisfaz 3 primeira das condigBes de conti-

_ 6. Unicidade do limite. Se uwma fungio {vnivoca) tem
v Bmite num ponto g, &sse limite & snico, pu, em outras
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198 . Cap. VI: Teorle elementar das derivadas

-}J . | »  Tirando pelo ponto M
‘ a paralela MK ao tixo das
abeissas ¢ a secanto & que
passe pelos pontos M e N,
formamos o trifngulo retén-
gulo MREN, cujos cafelos
. MR e NER sfio, respeotiva-
mente, Axo € A¥o. :
Seja o dngulo do eizo
das aboissas com & secanke 8.
Podemos, entfe, eserg-
* yer para o trifngulo redin-
gulo ¥ RN a seguinterelagho
: : EN Ay T e
! =n = .
o bg VE Ary , {6}
‘Como s funglo é, por hipdtess, derivével no ponto M,
quando Azo tender para zoro, & razfio incremental (0} terd

para limite & derivada -%%» Por outro Iado, Azo tendendo

para zero, o ponto N aproximar-se-i indefinidamente de M-
de modo que s secante s tenderd pars ums posigio limite 4,
gue, coro sabemos da Cleometrin, & o taogente 3 curva 1o
ponto M. O &ngulo o tenderd, entio, para o Lngulo « do
‘eixo dag abeissas com a tangente & Podemos, portanto, escrever
L . bm  dyo .
tga = Hm = e
E' FL P ﬁ:ﬁu . dzo “ m

Como fge & o voeficiento angular ds retat (Cap. IV, n.° B},
podemos congluir: ST - RIS
A derivada de uma fungio ¥ = iz} num ponto de sor: campo
de definiglio é o cogficiente anguler-da tangerie & curye nEgse. ponio.
= DOhsorvemos que, se § 10r paralela ao eixo oy, o resuliade.
_anterior ainds subsistird, geeitando-se & extonsio ds nogiode’
. derivads o caso do limite (7) ser infinito {(x.” 1.
6. Interpretagdio cinemditica da derivada. Suponha-
‘mos gue Wm ponte s [mova num determinado sentido sbbre
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160 Cap, VII: Miximos ¢ mimmos

5. Carscterizacfio doa extremantes do wma funcio.
O principio gersl gue permite selecionar quais as rafges ds

. equagio (8) que sfio maximantes o4 minimantes de f(z) envolve . -

. & consideraglo das derivadss sucessivas de f{z}, exigindo sua - o
demonstragio conhecimentos além das possihilidades déste

compéndio. : _
. Pora az aplicngles mois freqiiantes pode ger utilizade
o segminte teorema, euja demonstraglo omitivemos 1 {*} o
Se f(z) admﬁ&da-imda&m#fﬁ:ﬁa-mmdooimmm
[, 5] e 82 num pontd zo tnlerior Gosie 3¢ tem J'{zg) =0 € {7 {2)5%0
entlio o Junpdoe ferd um mdrimo em To 8¢ Fag) < 0 ¢ wn
minimo se §7{za) > 0.
Fagamos umm raciocinis infulivo para esclarecer o leorema
anterior, Sejs M um ponto de mé.ximohila #(z), no qual, como

vimos, & tangente ¢ paraleln ao cixo ox.

»

¥iG. =2

Consideremos, num entdrno suficientemente peguend E:
esquerda de Af, ums sucesslo de pontos My Ma, Mz ...
{fig. 52), tendo pars limite .. Sejam, &1, G2, ¥3; «» «; Tespechi-
vamente, os ngulos das tangentes A curve nos ponbos My, Ms,
M, ... com O semi-eixo positive das abcissas. e

" Obsorvemos, enifio, Gue 8 UCessE0 a, o, 2%, .- V8l

T decrescando e tom para limite zero, enquanto & suceseso My
.. Mg, A3, ... tem pard limite M, Jutio, o gucessfic. o

AZ a1, ‘gags tgﬂ;_,*--

C % fen .&ammtmqk ‘eiiglein igoalmants éon‘baainﬁnm o ultrapasenmy o
ob}ativLﬂmm anme. _0: e 'E. e qu ;m o




