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Marco Polo descreve uma ponte, pedra por pedra.

— Mas qual é a pedra que sustenta a ponte? U pergunta
Kublai Khan.

— A4 ponte ndo € sustentada por esta ou aguela pedra [
responde Marco — mas pela curva do arco que estas
formam.

Kublai Khan permanece em siléncio, refletindo. Depois
acrescenta:

— Por que falar das pedras? S6 o arco me interessa.

— Sem pedras o arco ndo existe.
Italo Calvino — Cidades Invisiveis






RESUMO

Este estudo analisa agbes de alunos do 4° ano do ciclo I (10 a 11 anos de idade)
submetidos as atividades que problematizam o aspecto continuo das grandezas quanto &
enumeracio, com o proposito de perceber "como suas elaboracdes sobre o conceito de fragdo
estdo relacionadas a proposta do desenvolvimento conceitual tratado sob o enfoque da dialética
forma e confeudo?” Atwando como professora e pesquisadora, assume-se a perspectiva da
pesquisa qualitativa de carater intervencionista na investigagio das agdes expressas em episodios
de ensino transcritos do registro videografico e escrito dos alunos de uma escola da periferia da
cidade de Sdo Paulo. As analises evidenciam que em suas agdes de contar e medir os alunos
elaboram pensamento e linguagem matematica. Formalizando juizos e definicdes de maneira
propria, as criangas recriam para si 0 movimento da forma, enquanto sintese numérica da fracio,
e do contetdo: agdes de medir aspectos continuos dos objetos. Sugere-se ainda elementos para
discussOes sobre o ensino-aprendizagem da fragfio, baseados na recuperacio da dimensfo criativa

de elaboracgfo conceitual.

ABSTRACT

This study analyze actions of students in the fourth year of cycle I (10 to 11 years old)
submitted to activities that transform into problems the continuous aspect of magnitude in
enumeration, with the purpose to perceive “how their elaborations of the concept of fraction are
related to the proposal of conceptual development treated under the focus of the dialectic form
and content?” Working as a teacher and researcher, an interventionist position is assumed in this
qualitative research of actions expressed in teaching episodes transcribed from videotape and
written student registers from a school located in a poor neighborhood in the city of Sao Paulo.
The analysis shows that the students, in their procedures for counting and measuring, elaborate
mathematical thought and language. Formalizing their own judgments and definitions, the
children recreate for themselves the movement of form, like numeric synthesis of fractions, and
of content: actions of measuring continuous aspects of objects. Furthermore, elements for
discussions about the teaching-learning of fractions, based on a creative elaboration recovery of

concepts are suggested.
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CAPITULO 1

INTRODUCAOQ

O ensino de fracfo, tema fundamental dessa pesquisa, tem sido freqiientemente foco
de estudos e pesquisas que, de modo geral, tém por finalidade trazer contribuicdes para o

processo ensino-aprendizagem desse conceito.

Nossa investigacido se situa nesse campo e assumimos investigar com alunos do
quarto ano do ciclo I' a questio: "como as elaboragbes conceituais de fracdo desses alunos estéio
relacionadas a proposta do desenvolvimento conceitual tratado sob a inter-relagdo forma e
conteudo?”, desenvolvendo com eles atividades que problematizam o aspecto continuo da
realidade no sentido de sua enumeracdo, considerado essencial para o desenvolvimento do

conceito de fracfo.

Para poder responder a esta questdio julgamos necessdrio inserir nosso estudo na
realidade escolar de forma que ele fizesse parte do cotidiano em que o aluno se encontra
envolvido. Nessas condigdes, avaliamos importante intervir como professora de matematica na
sala de aula pesquisada e a fim de concretizar, na acdo pedagdgica, uma proposta de atividades
que possibilitasse ao aluno poder buscar suas experi€ncias pessoais, com relag8o ao conceito de
fracdio, ao mesmo tempo em que refletisse conceitualmente sobre elas, optamos por realizar a

pesquisa numa das classes da Escola Municipal Raimundo Correia, localizada na periferia da

' Ciclo que na rede Municipal de Sio Paulo/Capital, compreende as quatro primeiras séries do Ensino Fundamental.
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cidade de Sdo Paulo.

Os motivos que nos levaram a essa escolha residem em nossas experiéncias anteriores

tanto atuando como professora de matematica na rede estadual como em cursos para professores.

Durante os dez anos de atua¢fio como professora de matemética para adolescentes nas
redes publicas estadual e municipal notamos que os alunos habitualmente apresentavam

dificuldades em resolver problemas e dominar os procedimentos de calculo com fragdes.

Outro dado revelador de nossa experiéncia ocorreu na ocasiio em que fomos regentes
do projeto no PEC?. Em razfio desse projeto formou-se o grupo de estudos Caraga’ no qual
compartilhdvamos o estudo de atividades que recuperavam os movimentos dos conceitos
matematicos oportunizando a reflexo sobre o desenvolvimento conceitual do nimero inteiro, da

fracdo e da razio que seriam implementadas durante o projeto com os professores da rede.

Durante o trabalho no projeto foi possivel observar e acompanhar as reflexdes dos
professores diante das atividades que problematizavam os conceitos de medida e de grandeza
envolvidos no desenvolvimento do conceito de fragdo. Vimos que o conhecimento de muitos
deles sobre fragdes se restringia as téenicas de calculo e ao conhecimento de jogos que previam a
aplicacdio desse conceito. Quando os professores interagiram com as atividades, refletindo sobre
suas experiéncias cotidianas com a fragfio, conferimos o quanto esse conceito havia sido tratado

apenas no aspecto de sua operacionalidade.

Durante este periodo adaptamos algumas atividades da proposta de desenvolvimento
conceitual da fragéo do livro de Lima & Moisés (1998) para desenvolvé-las, a titulo de revisdo,
com alunos das 7* e 8* séries do Ensino Fundamental e do 1° ano do Ensino Médio da rede
estadual. Os resultados nfio foram diferentes, percebemos que eles também se empenhavam
ativamente nestas atividades, pois refletiam sobre os movimentos numéricos da realidade em que

estavam mseridos ao mesmo tempo em que pensavam conceitualmente sobre ela.

Foi entdo que se revelou o interesse em observar sistematicamente as elaborages dos

alunos sobre o conceito de fracdo e dai resolvemos fazé-lo no periodo em que se inicia a

? Projeto de Educagio Continuada da Secretaria de Educacio de S#o Paulo realizado em 97/98, que visou a formagfio
continuada dos professores de matemética do Ciclo Il (referente aos quatro altimos anos do Ensino Fundamental) da
rede estadual.

* Grupo de estudos sobre o ensino da matematica que tem por principios a educac¢do conceitual, inicialmente formado
pela equipe de matematica no PEC 97/98 — Pélo 3.
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aprendizagem desse conceito, no caso da escola municipal escolhida para a pesquisa, isto ocorria

no quarto ano do Ciclo 1.

Aliado a esse interesse encontrava-se a questdo do conbecimento matematico € a
énfase dada a seu aspecto logico e formalizado, ocasionando um ensino que, em geral, prioriza o

aspecto da operacionalidade do conceito.

De fato, parecia-nos que o ensino de matematica, continuamente, priorizava essa

operacionalidade ao seguir o modelo:
% Apresentacio do conceito em sua expressdo simbolica,
% Demonstracio do “funcionamento” desse conceito — a técnica operatdria,
% Aplicaciio do conceito — 0 modelo ou problema resolvido pelo professor,

<+ Reproducfo da técnica e da aplicagio — o aluno recebe a lista de exercicios e

problemas para reproduzir o aprendido.

De modo equivalente, a aprendizagem da fragio e suas técnicas operatdrias eram
postas como ferramentas para a resolucio de problemas e os alunos recebiam o treinamento do
algoritmo, 0 que ndo permitia sequer que participassem com suas experiéncias pessoais,
elaborando seus proprios procedimentos de resolucdio. De tal modo, a matemética seguia, sendo
tratada como um conhecimento estéatico, pronto e definido a priori, onde cada problema s6 pode

ter um procedimento de resolucéo.

Verificamos ainda, que nos tltimos anos, os diversos cursos de capacitagdo ou artigos
em revistas voltados para educadores, focalizavam a utilizagdo de materiais manipulativos no

ensino do conceito de fragdo.

Observava-se, no entanto, que embora estes materiais fossem utilizados com maior
freqiiéncia, pouco se alterou no desempenho dos alunos. Isto porque, os materiais manipulativos
tém sido utilizados freqlientemente na passagem da linguagem cotidiana para a cientifica,
entendendo esta passagem como uma simples transferéncia de representa¢io de uma para outra,
ou seja, de transposicio de linguagem. Assim, esse material é empregado como instrumento que
tem relagdo direta com a escrita formalizada do conceito, servindo somente para demonstrar os

mecanismos dessa escrita, ou seja, sua operacionalidade.
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Em sintese, nossa experiéncia profissional assinalava que nas praticas escolares, o
conceito de fragdo, repetidamente, era apresentado de forma desvinculada do seu contetdo,
centrando-se na linguagem formal, no treinamento de técnicas operatérias e na manipulagio de
materiais, sem permitir que os alunos explorassem suas proprias experiéncias pensando sobre
elas, que desenvolvessem os conceitos matematicos numa interacdo entre o agir € o pensar de
forma critica e criativa. Inquietados com essa proposicio nos colocamos a tarefa de buscar

algumas respostas.

Deste modo, em oposigio & perspectiva de tratamento que valoriza unicamente o
aspecto operacional do conceito, neste estudo abordamos o conceito de fragiio como movimento
que parte do pensar sobre a realidade na qual estamos imersos para, a partir dela, manifestarmos
0 conhecimento sobre o controle das variagSes quantitativas de objetos cujo aspecto a ser
relevado nessa quantificacdo é o de natureza continua. Essa forma de tratamento do conceito, em

geral ndio estd presente nas abordagens de ensino da fra¢io nas escolas.

Cumpre observar que, por tras da énfase do ensino de fragdio, apenas no seu aspecto
simbdlico que restringe sua compreensio ao entendimento da organizagdo dessa linguagem
enquanto sua gramatica, encontramos a fragfio como a primeira conexiio bem sucedida, realizada
pela humanidade, entre dois movimentos quantitativos regulares e que constitui 0 embrido do

pensamento do conceito de racionalidade.

Por isso acreditamos que apresentando aos alunos problemas que os desafiem no
controle de variagSes quantitativas, partindo de situagdes onde se viabilize a re-criacio das
principais conexdes do conceito de fragdo, em interagdo com o professor e os colegas, eles se

coloquem para pensar o conceito ¢ nfo somente aplica-lo tecnicamente.

As pesquisas sobre fragdo, que nos antecederam, tiveram por base em seus estudos
referéncias das teorias cognitivistas. Seguramente, elas consistem em indicadores importantes
sobre este tema ao trazerem contribuigdes sobre a construgdo das estruturas do pensamento
operatorio deste conceito, tanto em situagdes experimentais, como em propostas de ensino com
alunos de diversas faixas etarias. Nas pesquisas mais recentes esse referencial tedrico tem
fundamentado estudos sobre a importdncia das diferentes representagbes da fragdo na

constituigdo do conceito de racionalidade.
Essas investigagGes servem para demarcar nossa questdo de pesquisa no sentido de
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diferenciar-nos daquelas que tomaram para estudo o conceito de fragfio em sua sintese atual, isto
¢, sua linguagem na forma simbolica %/, que é resultado final das diversas elaboragdes de

pensamento e linguagem na atividade social e histérica da humanidade.

O caréter de nossa pesquisa requereu a mterpretacdo das atividades realizadas pelos
alunos na perspectiva da elaboracio humana de conhecimentos e, para tanto, buscamos
fundamentacdo teérica em autores que fazem referéncia ao processo de desenvolvimento de
formas de pensamento — juizos e conceitos — integrantes do movimento da forma e do contetido

do conceito.

Sob esta perspectiva, 0s juizos e conceitos de medida e grandeza constituem conexdes
basicas para a elabora¢do do conceito de fragdo e sfo identificados como fundamentais por meio
do estudo da historia deste conceito. Estas conexfes foram buscadas na histéria do
desenvolvimento conceitual da fragdo por proporcionar o planejamento e organizacdo das

atividades e também por se tornarem elementos para analisar as elaborag¢des dos alunos.

Das analises dos episodios’ foi possivel perceber que, na elaboragfio do conceito de
fracdo, os alunos refletem sobre suas a¢Ses cotidianas de contar e medir a0 mesmo tempo em que

pensam conceitualmente sobre elas, elaborando criativamente a linguagem matemsética.

As atividades orientadas pelo desenvolvimento logico-historico da fragdo
privilegiaram elaboragSes que abordam o movimento forma e conteido, no sentido do
estabelecimento de juizos e conceitos sobre as agdes de medir aspectos continuos, oferecendo
elementos para discussdes sobre o ensino-aprendizagem da fragdo. Entendemos que o
desenvolvimento da inter-relagio contetido e forma na aprendizagem da fragfo pode constituir

um meio que possibilita uma aprendizagem significativa da fragfo.

*0 episodio constitui metodologia de anélise dos registros das aulas (em videotapes e escritos) na qual destaca-se de
um conjunto de elaboragdes e agdes dos alunos aquelas que compreendem fatores relacionados a questdio que move a
pesquisa, ou seja, “o comjunto de agdes que desencadeia o processo de busca da resposta do problema em questdo”
(MOURA, 1992, p. 77). Esse destaque € necessario, uma vez que se torna impossivel abranger todas as relagbes
existentes no fendmeno estudado ~ 3 pratica em sala de aula.
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CAPITULO 2

INCLUSAQ E AMPLIACAO DO OBJETO DE PESQUISA

2.1 Como se configuram as pesquisas sobre fracio

Quando apreendemos, em nossa experiéncia como professores, a problematica em
torno do ensino € aprendizagem do conceito de fragdo, vemos surgir uma série de questSes mais
particulares relacionadas a esta problematica. Por esse motivo este tema tornou-se objeto de

atentas pesquisas cientificas que o abordaram de maneiras tio diferentes.

Sabemos que o processo ensino-aprendizagem de qualquer conceito é complexo e
multilateral. Por isso buscamos saber como ¢ que o ensino de fragfio, considerado enquanto
conhecimento maternatico, tem sido abordado nas pesquisas. Sem a pretensiio de uma analise
extensiva, mas com a finalidade de situar um paralelo com nosso estudo, no sentido de perceber
quais contribuicGes nos trazem as pesquisas que abordam esse conceito, examinamos algumas
das pesquisas que enfocaram o tema fragfio, as quais tivemos acesso na Universidade Estadual de
Campinas — UNICAMP.

Para o abreviado levantamento das pesquisas que enfocaram o tema fracio,
especificamente, utilizamos como referéncia teses do banco de teses do CEMPEM/PRAPEM! e

" Grupo de Pesquisa sobre a Pratica Pedagogica em Matematica (PRAPEM) do Circulo de Estudo, Meméria e
Pesquisa em Educagio Matemitica (CEMPEM) da Faculdade de Educagio da Universidade Estadual de Campinas
{(FE/UNICAMP).
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0s resumos’ de artigos disponibilizados em consulta ao sistema ERIC na biblioteca da
UNICAMP?, Entre as teses do CEMPEM/PRAPEM, destacamos a investigacdo de Oliveira
(1996) que traz uma sintese na qual nos apoiamos e complementamos com a leitura de outras
teses e de resumos buscados no sistema ERIC a partir de 1995. Percorrendo estes trabalhos
percebemos quatro enfoques distintos: énfase no uso de materiais manipulativos, pesquisa

experimental, seqiiéncias de ensino e formagio de professores.

O primeiro se refere aos trabalhos que procuraram mostrar as vantagens do uso de
materiais manipulativos no desempenho dos alunos nas atividades de ensino. Estas pesquisas
preocuparam-se com o desempenho de estudantes diante das dificuldades em operar com fracGes
¢ estiveram guiadas por influéncia de um periodo marcado pela pedagogia do “concreto™.
Apoiados no empirismo que se caracteriza pelo recurso a evidéncia sensivel, ou seja, a
supervalorizagdo da percepcdo sensorial na obtengdo de conhecimento, essa influéncia nas
pesquisas sobre o ensino de fragdes ¢ observada, principalmente no final da década de 60 e inicio
da de 70, segundo Oliveira (1996). Observamos nessa perspectiva de estudo os trabalhos de
Harrison, Brindley & Bye (1980)°, Sowell (1989)°, Trezise (1995), May (1995), Halford (1996),
Stix (1997) e Krach (1998).

Vale a pena observar que logo no inicio de nossa atuacdo como professora de
matematica na rede estadual, também participamos de uma oficina® que apresentava claramente
essa inspiragdo. Nela, a orientagio para o ensino do conceito de fracdo consistia em um trabalho
com problemas que seriam resolvidos com o auxilio do material para representar as fracbes %, /s
Ya, 1/5, até '/1,. Confeccionamos discos, simulando a “pizza” e retdngulos, simulando a “barra de
chocolate”, pois neste trabalho acreditava-se que o aluno aprendia o conceito de fracdo ao

manipular e relacionar a figura representativa da parte com a representacdo numérica da fragéo.
N&o se pode negar a importancia do destaque ao aspecto da percep¢dio na aquisicio
de um conhecimento. O pensamento surge e se desenvolve em base sensorio-material e neste

caminho esses trabalhos tiveram seu valor. No entanto, a andlise detalhada do desenvolvimento

* Os titulos dos resumos de artigos encontram-se nas referéncias bibliograficas desta dissertaco.

* Biblioteca “Joel Martins” da Faculdade de Educaciio da UNICAMP.

* dpud Oliveira (1996).

* Ibid

® Realizadas pela Oficina Pedagogica do Estado de S&o Paulo ¢ no Centro de Aperfeigoamento do Ensino de
Matematica no Instituto de Matematica e Estatistica da Universidade Estadual de Séo Paulo - USP.
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filoséfico do conhecimento tem nos apontado que as percepgdes nfio sdo sua Unica fonte e que,

nem mesmo, hd uma passagem direta do sensorio motor para o conceito.

Kopnin (1978) em sua andlise da histéria do desenvolvimento do pensamento
cientifico enfatiza que, movido pela revolugdo filoséfica dos limites dos séculos XVIII e XIX,
levantou-se a questfio do estudo das peculiaridades do conhecimento e opondo-se a idéia deste

conhecimento se fundar direta € unicamente na experiéncia, volta-se para sua logica e linguagem.

O enfoque da logica e linguagem no estudo das peculiaridades do conhecimento
pronuncia-se nas pesquisas psicologicas e gnosiolégicas que, posteriormente, irdo influenciar os
sistemas de ensino. E neste cenario qﬁe Jean Piaget, baseado em numerosas investigacles,
elabora a teoria do desenvolvimento cognitivo, revelando a fundo as operagSes do sujeito em seu

pensamento.

Em uma andlise do enfoque dado ao conceito por Piaget, Davydov (1982) sublinha o
modo como ele distingue sua posicio de orientagdes da psicologia empirica e associativa do séc.
XIX que descreviam o processo de formacfo de conceitos mediante simples abstragdo e
generalizagdo dos dados perceptiveis e interpretavam o conceito como um resultado abstrato da
percepedo, generalizado e formulado com ajuda da linguagem’. Jean Piaget assinala que o
conhecimento reside na interaco real e pratica do sujeito com o objeto e o desenvolvimento do
pensamento humano constitui, de forma geral, a organizacio e coordenacdio das ages nesse

sistema integrador de suas operagdes, também identificadas por estruturas operantes.

Acentuando esta oposig8o a idéia de fundamento do conhecimento na experiéngcia, as
modificacdes trazidas pelas conquistas da Psicologia cognitivista, influenciam o foco das
pesquisas realizadas, voltando-as para o desenvolvimento das estruturas cognoscitivas reais com
ajuda da logica matematica. Estas conquistas sfo percebidas nas pesquisas sobre fragdo
modificando-as substancialmente, fazendo surgir investigacSes que focalizaram as dificuldades

dos alunos tendo por base seu desenvolvimento cognitivo.

Com enfoque psicolégico, pesquisas cientificas influenciadas pelas teorias

construtivistas, propuseram experiéncias de ensino com alunos de diversas faixas etdrias,

7 Para os empiristas e associacionistas do século XIX, os dados perceptiveis e as imagens de representagio eram
fontes exclusivas do pensamento uma vez que consideram o pensamento produto da associagdo das imagens entre si
mediante a percepgéo. (Piaget apud DAVYDOV, 1982)
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submetendo-os a métodos e seqiiéncias de ensino realizados de modo experimental. Segundo
Oliveira (1996) no ensino de fracfio, estes estudos surgem a partir de 1973, por influéncia dos
trabathos de Bloom®, sobre aprendizagem de habilidades e de Greeno®’, sobre resolucdo de
problemas, onde se passou a examinar os efeitos causados por seqiincias orientadas na
aprendizagem de fracio de criangas, jovens ou adultos. Observamos sob esse enfoque os
trabalhos de Aguiar (1980), Lima (1981), Watson & Outros ( 1995), Bonotto (1995), Putt (1995),
Taube (1995), Niemi (1996) e Sophian, Garyantes & Chang (1997).

Pouco tempo depois, provavelmente na intengfio de evitar o enfoque puramente
experimental sobre o ensino e se valendo do acentuado avango no conhecimento cognitivo do
aluno, ou seja, contribuigbes acumuladas pelas diversas pesquisas realizadas na 4rea de
psicologia e educagdo, as pesquisas sobre fracdo sio marcadas pelo cardter de proposicio de

metodos de ensino.

Nestas, a preocupagfo de forma geral se volta para o processo de ensino e os estudos
passam a apontar metodologias e desenvolver métodos, abordagens, modelos e seqiiéncias
didaticas que sdo analisados quanto aos beneficios para o ensino do conceito de fracdo.
Evidenciaram o enfoque na proposi¢io de métodos de ensino os trabalhos de Miguel (1984),
Wentworth & Monroe (1995), Cramer & Post (1995), Lachance & Confrey (1995), Caldwell
(1995), Mack (1995), Oliveira (1996), Gresham, Sloan & Vinson (1997), Kamii & Warrington
(1997), Warrington (1997), Taube (1997), Simmt & Davis (1998), Middleton Van Den Heuvel-
Panhuizen & Shew (1998) e Woerle (1999).

Destacamos dentre as pesquisas acima citadas a realizada por Miguel (1984) uma vez
que apresenta uma metodologia de ensino do conceito de fragiio, que segundo o préprio autor,
explora dialeticamente as impossibilidades apresentadas pelos alunos. Além disso, também se
acentua em seu trabatho uma clara preocupagio com uma abordagem critica das questdes sociais
colocadas pela situagio de aplicagio do conceito de fragdo. Para o autor esta preocupacio reside
no fato de que “a ‘diddtica do educador’ nada mais ¢ do que o resultado da intersecgdo de pelo
menos irés circulos ou dimensdes correspondentes a pelo menos trés posturas que caracterizam
a sua atuacdo prdtica, mesmo que ele ndo tenha consciéncia desse Jato: postura politica,

epistemoldgica e psicologica” (MIGUEL, 1984, p. 4-5).

* Apud Oliveira (1996).
* Ibid.
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Seria incorreto negar inteiramente, na histéria da educagfio matematica ou mesmo da
ciéncia, as contribuicdes do empirismo e das andlises e concepgdes légicas sob influéncias do
positivismo e do cognitivismo. Entretanto, uma vez mais, reconhecemos no exame de Davydov
(1982) a teoria cognitiva, que a aceitagfo da l6gica matematica como o Unico tipo possivel de
logica moderna leva ao estudo unilateral do pensamento. Esta logica maternatica capta somente
as facetas do conceito e do juizo que sio importantes para estruturar a conclusfo formal. Com
isto o estudo das condigBes de separacio dos invariantes'®, como bases dos juizos, pode motivar a

absolutizacdo desta forma de pensamento.

Davydov (1982) elucida em sua andlise que o cognitivismo de Piaget, responsavel
por influenciar as teorias construtivistas, se interessou somente pelas estruturas logico-
materndticas concentrado-se¢ nos aspectos estruturais-discursivos do pensamento. Em suas
palavras “... ao investigar o desenvolvimento do pensamento, combina-se a ele um tipo de logica
que, por certo, se abstrai dos complexos processos de desenvolvimento e concentra sua atencdo

nos aspectos estruturais-discursivos do pensamento”. (tradugdo nossa)™

Ao apresentar criticas a ciéncia psicolégica, Davydov (1982) assinala que embora
Piaget coloque como base do intelecto a atividade objetiva do sujeito, nfo revela os fundamentos
que levam 2 transigdo das agOes as operagdes. Piaget omite a prépria atividade do sujeito dos
processos de mteriorizacdo mediante a qual deveriam efetuar a transicio, o movimenio e
desenvolvimento criativo de novos conhecimentos cientificos. Nio obstante 3 finalidade de
superar a teoria empirica do pensamento, na qual o desenvolvimento do pensamento abstrato
depende da acumulacfio de representagBes e percepgdes do sujeito com base na realidade, a teoria
cognitivista deixou & margem os nexos internos dos fenbmenos/objetos, elementos caracteristicos

da unidade dialética no pensamento.

Correlacionando o exame de Davydov (1982) a interpretacdo realizada por Kopnin
(1978), observamos que também assinalam que, na tentativa de resolver a questio da

fundamentagdo do conhecimento, sem romper totalmente seus lacos com o empirismo e o

' As investigagbes de Piaget e seus colaboradores estiio orientadas a esclarecer etapas formativas da compreensdo
das criancas. Estas compreensdes sdo baseadas em principios (invariantes) que se pressupdem separados de toda a
diversidade de relagdes do objeto, por exemplo, o principio da conservagéo.

"' “El afin de investigar justamente el desarrollo del pensamiento se combina en él com la aceptacion de un tipo de
{dgica que por cierto se abstrae de los enjundiosos procesos del desarrollo y concentra su atencidn en los aspectos
estructurales-discursivos del pensamiento.” (DAVYDOV, 1982,p.274)
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positivismo, a visio denominada neopositivista caracterizou a fase, que se apoiou nas
interpretagbes e andlises de sua linguagem. No centro da atencfio dessa fase esta a concepcdo de
que o conhecimento sempre se ap6ia na experiéneia, mas a0 mesmo tempo opera com principios
e leis que se distanciam dela e, para resolver o problema da inter-relacio dos niveis empfrico e
tedrico do conhecimento, os neopositivistas propuseram circunscrevé-lo 4 andlise I6gico-formal

da linguagem da ciéncia.

Parece-nos que também pode ser encontrada em investigagbes sobre a fragdio a
presenga desse novo periodo. Estas pesquisas examinam as concepgdes, representacdes e
significagSes (estratégias, raciocinios, compreensdo, conhecimento e entendimento) de alunos e
professores com relacic a fragbes e/ou nimeros decimais, tendo como substrato de estudo,
sobretudo, os aspectos estruturais discursivos do pensamento, isto & a forma k’)gica12 do

pensamento matematico.

Nesta perspectiva encontramos os trabalhos de Llinares & Sanchéz (1988), Smith
(1995), Morris (1995), Fuller (1996), Thompson & Walker (1996), Giménez, Llinares & Sanchéz
(1996), Lima (1996), Pitkethly & Hunting (1996), Schifter (1997), Sowder (1997) Moloney
(1997) Hanselman (1997), Brinker (1997), Pepper & Hunting (1998) e Romanatto (1999) que
apresentam  preocupagbes quanto as representagdes, significagdes, modos de pensar,
compreensdo, linguagem usada e percebida, concepgoes, etc., de alunos ou professores sobre o
conceito de fragdo. Por exemplo, a pesquisa de Romanatto (1999) destaca a complexidade do
conceito da racionalidade e sugere que devemos pressupor a plena compreensio dos nimeros
racionais a fim de garantir a construgdo e aquisicdo deste conceito. O autor entende que esta
plena compreensio passa por um trabalho significativo com as miltiplas personalidades que o
nimero racional assume nos diversos contextos em que esté, presente: relacdes como medida,

quociente, razio, operador multiplicativo, probabilidade e nimero.

Especificamente no estudo de Giménez, Llinares & Sanchéz (1996) o problema da
abordagem l6gico-formal da linguagem & apontado. Ao preocupar-se com as significagdes de

professores das séries iniciais sobre conceito de fragBes, estes autores ressaltam a importancia da

"2 Kopnin (1978) esclarece que ndo existem formas nio légicas de pensamento, pois para ele a forma légica mais
abrangente € a logica dialética que inclui todas as formas de pensamento. Porém quando se refere 4 expressio “forma
légica™ quer entender por forma légica a estrutura constituida de sinais na linguagem artificialmente formalizada, de
acordo com as regras da logica formal.
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aprendizagem com significado. Para eles no ensino da matematica e, por conseguinte de fra¢Ges,
encontramos a exagerada énfase dada ao seu aspecto 16gico-formal. Esta evidéncia ¢ apresentada
com a afirmacfio de que existe: “uma énfase excessiva da matemdtica escolar na formalizagdo e
no manejo dos simbolos, junto com a consideracdo dos objetivos a conseguir (o ser habilidoso

no uso dos simbolos e das regras)...” (tradugdo nossa)®

Pesquisando o conhecimento sobre fragbes desses professores, os autores concluem
que o trabalho com o manuseio de simbolos matematicos, realizado no momento de sua
escolarizacéo, tem por conseqiiéncia a restrigio de suas compreensdes a analise dos aspectos

sintaticos da linguagem matematica.

Em nossa interpretacfo, isto mostra que o ensino de fragGes, baseado nas formas
gramaticais ou Jogicas da linguagem deste conceito, sugere a restricdo de sua compreensdo
significativa. Ou seja, tomando-se para anédlise somente a organizagio, combinagio ou
sistematizacdo de partes/termos de sua linguagem - simbolos matemdticos — percebe-se uma

aprendizagem fragmentada e pautada no aspecto mecinico de aplicagdo do conceito.

Ocorre, porém, que os autores indicam, como forma de superar essa restricio, a
retomada dos aspectos seménticos no enfoque da linguagem matematica. Com ela terfamos o
estudo do significado dos termos da linguagem como complementar na compreensio/significa¢do

do conhecimento sobre fracdo.

De fato, consideramos inegivel a importincia da interpretacio seméntica da
linguagem, uma vez que resolve o problema da localizagdo de objetos que existem por trds de
certos simbolos de dada teoria ou conhecimento. Mas hé ainda uma questio mais profunda além

dessa relacfio que € apontada por Kopnin (1978) em seu estudo da teoria do conhecimento.

Kopnin (1978) analisa para o conhecimento cientifico e estamos analisando, de modo
equivalente, para o conceito de fracfo, que ao nos voltarmos unicamente para os aspectos
sintdtico e semdntico, a compreensdo continua circunscrita a interpretacfo lingiiistica do

conhecimento. Pois, nas palavras do autor,

1 «£] excesivo énfasis de las matemdticas escolares en la formalizacién y el manejo de simbolos, junio com la
consideracion de los objetivos a conseguir (el ser diestro en el uso de simbolos y reglas)”. (GIMENEZ, LLINARES
& SANCHEZ, 1996, p. 98)
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[-.-] tanto a interpretacdo sintatica como a semintica se referem 2 elucidaciio apenas do
momento formal do conhecimento. Para as expressoes lingiiisticas da teoria podem-se
encontrar os efeitos observaveis correspondentes e interpreti-las por essa via empirica. E
evidente, porém, que a interpretagio empirica da linguagem da teoria ¢ limitada
{(KOPNIN, 1978, p.307).

Deste modo, podemos considerar que buscar a interpretagéio semantica da linguagem
junto & sintética, para o conceito de fracdo, ainda figura a interpretagdo que focaliza apenas a
linguagem formal desse conceito e, por este motivo, nfio resolve o problema de sua apreensdo

significativa.

A critica de Giménez, Llinares & Sanchéz (1996) a énfase no manejo dos simbolos
no estudo da fragdo ¢ prudente, no entanto consideramos que a analise semdntica, embora
contribua de maneira complementar, se apresenta igualmente insuficiente na resolugdo do

problema da restri¢do da compreensio do conceito de fracio.

Em nossa abordagem do conceito de fracfio buscamos superar esta restricdo com o
enfoque dialético de pensamento. Isto significa que nas situagGes de aprendizagem a elaboraciio
do conceito de fracdio estd fundamentada na logica dialética, uma vez que resgata ndo sé as
‘formas racionais empiricas do pensamento humano, mas principalmente, o pensar teérico préprio

do nosso tempo, revelando os vinculos, transicdes, movimentos e desenvolvimento,

2.2 Delimitando nossa pesquisa

Na investigagdo de Prado (2000) encontramos preocupagéo semelhante is nossas. A
autora faz uma critica 4s analises que focalizam o conceito em sua operacionalidade, definida por
cla como a consideragdo apenas do aspecto operacional do simbolo matemdtico que anula toda

cultura existente nele.

Como questdio central de sua pesquisa Prado busca elementos de medificacio da
pratica docente e desenvolve uma pratica de ensino centrada “na (rejcriacdo dos conceitos
matemdticos, destacando como elemento importante para esta o caminho do movimento da

historia do conceito” (PRADOQ, 2000, p.56).

Embora seu trabalho se diferencie do nosso por enfocar a formagiio do professor,
encontramos identidade nos argumentos que destacam a natureza metodologica do caminho do
movimento da histéria do conceito na abordagem do conceito de fracdo. Este caminho,

denominado pela autora como sendo a légica conceitual, pressupde a abordagem indireta da
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histéria do conceito, visto que “revela o processo de criagdo e desenvolvimento do conceito,
sintetizando a luta dos comtrdrios — prdtica social e prdtica tedrica —~ num unico movimento

desigual e combinado” (PRADQG, 2000, p.56).

Esta autora concebe que o elevado destaque dado ao aspecto operacional do
conhecimento matematico nos leva a “sua jfragmentacdo, compartimentalizacdo e

distanciamento do mundo real” (PRADO, 2000, p. 9).

Suas afirma¢les corroboram nossa suspeita de que instituimos na escola uma
linguagem dissociada da habitual, dificultando o entendimento dos alunos e espoliando-os da
expressdo e do pensamento dessa linguagem. Sua argumentacgio explicita que a fragmentagao
tem se caracterizado pela intensa énfase no aspecto da linguagem formal e na operacionalidade
da linguagem matematica, reforcando a idéia de que, se apenas nos prendermos a este aspecto

operacional do simbolo matematico, desconsideraremos toda cultura existente nele.

Em sua formulagdo encontramos

A linguagem matematica nfo € arbitrdria, arbifrarios sfio os seus simbolos que sio o
suporte, os veiculos de linguagem do pensamento. A linguagem matemdtica € uma
criacfio coletiva, e ndo de um grupo, que se generaliza e n¥io se prende a um determinado
momento ¢ local. Mas isto niio implica que o seu ensino também tenha de ser arbitrario,
imediatista, ¢ utilitarista. Atrds da aparéncia aleatdria e fortuita existe um movimento
histérico e cultural. E este que constitui a0 mesmo tempo, o objetivo ¢ a estratégia do
ensino. N0 nascemos com os simbolos, precisamos de um movimento que os tornem
significativos para nés, que os integrem na nossa cultura. E desenvolvendo a cultura do
simbolo que este integrara a nossa cultura, a nossa leitura de mundo (PRADO, 2000,

p.18).
Prado (2000) propde um caminho para a superagio dessa excessiva énfase o qual ndo

se limita simplesmente a significacio e compreensio do aluno a andlise loégico-formal da
linguagem, apresentado por Giménez, Llinares & Sanchéz (1996). Deste modo, ao delinear uma
proposta de atuagfio docente, que tende a negar a fragmenta¢io do conhecimento, apoiando a

pratica pedagdgica na aprendizagem conceitual, a investigaciio da autora aproxima-se da nossa.

Em identidade com a proposta de ensino que se¢ baseia no caminho do movimento da
histéria do conceito, ao abordar um tema tdo explorado como o ensino de fragfo, desejamos
acrescentar elementos que contribuam para a ag8o pedagdgica, revelando como as manifestacGes
dos alunos sobre o conceito de fracfo estfio relacionadas as atividades de ensmo que recuperam o
aspecto de organismo vivo, impregnado de condi¢io humana, do conhecimento matematico, ao

qual Caraga (1998) faz referéncia.
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Na andlise dessas manifesta¢bes, observamos o movimento do contetido e forma do
pensamento, pois ao partir do principio de que a apreensio de dado conhecimento nio pode ser
reduzida & andlise l6gico-formal da linguagem, Kopnin (1978) também aponta que o movimento
do conceito, como totalidade, encontra suas bases na dialética entre forma e contetido do conceito
afirmando que “a apreensdo da passagem do nivel empirico ao tedrico, ao contrdrio de uma
simples transferéncia de conhecimento da linguagem cotidiana para a cientifica, ocorre como

uma mudanca de contevido e forma do conhecimento que néio pode ser reduzida simplesmente

andlise légico-formal da linguagem* (KOPNIN, 1978, p.24, grifo nosso).

De tal modo, neste estudo nos colocamos em oposicio & visdo positivista que tem o
conceito como o resultado de um jogo de linguagem instaurado entre individuos cujas
necessidades e interesses s#io considerados isolados do movimento de desenvolvimento da
historia humana.,

2.3 O enfoque educacional do ensine de fragio: nas propestas ¢ guias curriculares e nos

livros didaticos

E indiscutivel a preocupacdo que se estabelece sobre o ensino de fragio entre tedricos
¢ educadores configurada sobretudo em dissertacdes e teses e em documentos ou propostas
oficiais, como exemplo mais recente, os Pardmetros Curriculares Nacionais. E possivel também
perceber uma certa repercussdo, ainda que acanhada, dessa preocupacio em alguns livros
didéticos mais atuais.

Assim, ao empreendermos nossa pesquisa julgamos necessirio evidenciar como, de

modo geral, vem sendo tratado o conceito de fragéio nestes documentos.

Para tanto, partimos da andlise realizada por Prado (2000} das propostas curriculares
de matemética da Secretaria do Estado de Sao Paulo e alguns dos livros didéticos de matematica
e procuramos amplia-la, acrescentando a ela elementos que ratificam as fortes evidéncias da
forma fragmentada que vem sendo tratado o conceito de fragdo, caracterizado pela énfase dada ao

aspecto formal e mecénico da linguagem matematica.

A autora entdo nos mostra que a visdo que predomina nos hivros didaticos & aquela
que se centra no desenvolvimento do ensino da matematica baseado unicamente no aspecto que

nomeou como abordagem de ensino na ldgica matemdtica e que denominaremos formalismo
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logico, “rela a Matemdtica é desenvolvida a partir e para o seu formalismo logico, expresso por
uma linguagem simbdlica, priorizando o raciocinio abstrato como comego, meio e fim da

aprendizagem de seus conceitos” (PRADO, 2000, p.38).

A autora, fundamentada principalmente nas argumentacdes de Lima (1998a), nos
mostra que esta abordagem comegou a dar sinais de esgotamento frente as diferentes exigéncias
que as modificagdes sociais apresentam, sobretudo com as publicagbes de organizacdes'* que

discutiam o curriculo e o ensino de Matematica.

Em relagiio & énfase no formalismo matematico, dada no ensino, Lima (1998b) nos
aponta que esse modo de administrar o conhecimento matemético acumulado foi motivado pelo
estabelecimento da Revolugdo Industrial e surge para defender as necessidades que emergiam de
uma sociedade que necessitava apenas da reprodugfio de movimentos que obedecessem a um
padrdo, a um algoritmo. Sendo assim, era desnecessario investir numa maneira de ensinar e

aprender matematica que privilegiasse o saber pensar criativo.

Deste modo, Prado (2000) nos confirma que a abordagem exclusivamente formal da
matemadtica focaliza a aprendizagem no produto final do pensamento matematico, em exercicios
que exigem treinamento arduo do aluno. Este enfoque da matemstica escolar desenvolveu uma
forma singular para expressar o desenvolvimento de conceitos através do exclusivismo de um
sistema de codigos proprios e movimentos fechados na sua logica interna e “baseado nas
expressées seja, sabendo, dado, agora vocé ja sabe e exemplos resolvidos como seu eixo central.
Dessa forma ela ja ‘pensa’ pelo aluno ‘adivinhando’ como serd o seu raciocinio” (PRADO,

2000, p 38).°

Em andlise a livros didaticos, esta autora mostra que as preocupagdes em sair do
exclusivo formalismo légico da matemadtica, causaram uma certa dispersdo de informagdes

improdutivas, que sdo identificadas por ela como uma paralisia. Em suas palavras,

H«NCTM (NATIONAL COUNCIL OF TEACHERS OF MATHEMATICS) e ICM, 1986 (INTERNATIONAL

COMMISSION ON MATHEMATICAL INSTRUCTION)” (Cf. PRADOQ, 2000, p.40).

¥ PRADO acrescenta um exemplo desse exclusivismo que reproduzimos a seguir:

Dados os nameros inteiros 15 e 3, sabemos que existe outro nimero inteiro, o 5, tal gue

15=35x 3, isto é, 15 é maltiplo de 3; neste caso, dizemos que 5 é o quociente de 15 por 3, e podemos representa-lo
i3 15

sob a seguinte forma: 5= 3 . Esta representagfio 3 ¢ chamada fracfio de térmos (sic!) 15 e 3, os quais so chamados,

respectivamente, o numerador ¢ o denominador da fracio.

Seja dado um pontoPeumaretar
Seja an = b, entdo Y°=2 com ... (PRADO, 2000, p.38-9).
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Mais recentemente os livros didaticos tém procurado sair do exclusivismo da logica
matematica mas o que vemos ¢é uma paralisia entre informagdes estéreis, soltas que
recorrem a dados da histéria da Matematica ou fazem referéncias a atividades que se
supde s¢jam do dia a dia do aluno, como receitas de massas ou bolos, ou descrigles das
medidas de parafusos seguidas pelas definigbes matematicas na tentativa de eliminar o
abismo entre o mundo real e o formalismo matematico (FRADO, 2000, p.40).

Este fato ¢ apontado por Prade (2000) ao analisar um livro didatico onde se encontra
um problema historico usado para desencadear o ensino de fragio, o problema do rei Sesostris'®
No problema apresentado ressalta-se que, embora haja uma preocupagdo com a medicHo, ndo
existem outras preocupagdes essenciais, tais como: a necessidade de criagio da unidade de
medida em afinidade com a unidade natural e a impossibilidade de se sobrepor a grandeza a ser
medida com uma quantidade inteira de unidades de medida, o que inviabiliza corresponder as
unidades de medida aos niimeros naturais, substrato para a fragio. Sendo assim, 0 novo nimero —
fracionario — € simplesmente informado pelo autor na definicdo formal de fragio'” apresentada

logo em seguida.

Em outro livro didético, a autora observa que os autores utilizam uma receita
culindria onde aparecem a fragdo e o numero decimal, que desempenha apenas papel ilustrativo
uma vez que em seguida enunciam “Agora vamos tratar da fracdo” ' e apresentam, de modo
formal, varios exemplos de figuras divididas em partes com as representacdes fraciondrias dessas

partes ¢ suas respectivas leituras.

Com base na analise de PRADO (2000) aos dois livros didaticos, assistimos a algo

semelhante em artigos da Revista do Ensino Fundamental Nova Escola'®. No primeiro artigo,

' “O Egito ¢ atravessado de ponta a ponta por um dos maiores rios do mundo, o Nilo, com 6741 quilémetros. Hé
muito tempo, mas muito tempo, um antigo rei do Egito, Sesdstris, repartiu a terra ds margens do Nilo entre seus
habitantes. Durante as cheias anuais, se o rio levasse qualquer parte do lote de um homem, o rei mandava
medidores examinarem e calcularem o tamanho exato da perda. Por causa desses problemas de Geometria, sempre
relacionados com medidas, os escribas sentiram necessidade de representar o pedago de alguma coisa através de
um numero. Mas para isso os mimeros naturais, criados para contar, ndo serviam. (...) Estudando esse papiro, que
contém problemas de Matemdtica criados pelos escribas egipcios muito antes de 1650 a.C., descobrimos que eles
haviam inventado um simbolo especial para expressar o pedago de alguma coisa: a fracdo”. (A Matematica e a
vida, 1999 apud PRADO, 2000, p.40)

" “Um pequeno agricultor divide um lote de terreno em 6 paries, exatamente iguais. Em uma ele vai plantar
tomates, noutra berinjelas, e, nas restantes, alfaces”.

Para descrever o pedaco do terreno onde vdo ser plantadas alfaces, o pequeno agricultor necessita de um novo

nimero: um mimero racional. Para representar esse nimero racional, o pequeno agricultor vai usar uma fragio: *

6
Os riimeros naturais 4 e 6 sdo os termos da fracdo: 6 6 o denominador - expressa em quantas partes foi dividida a
unidade; 4 é o numerador - indica quantas dessas partes nés vamos tomar”. {PRADO, 2000, p.41)
12 :
Ibid,
® Intitulado “Fragdes: como torna-Ia um prato apetitoso”, edigio 113 de junho de 1998,
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com destaque a seguir, a paralisia caracteriza-se pela op¢do por um ensino, que segundo
KOPNIN (1978) e DAVYDOV (1982) ¢ identificado por empirista na medida em que os autores
sugerem apoiar o desenvolvimento do “pensamento fraciondrio” em atividades com materiais
manipulativos e assim poder sair do formalismo matematico. Para tal indicam o uso de: blocos

padriio, tangran, material dourado e blocos fracionarios.

Depois de um tempo livre para retomar o contato com os blocos, o professor distribui
folhas com desenhos que devem ser preenchidos. Desta vez, porém, o enunciado
determina quantas pegas de cada cor ou formato podem ser utilizadas. Ainda n#o se tém
(sic!) fragdes propriamente ditas, mas essa restrigiio ja comeca a organizar o pensamento
fraciondrio. No exemplo reproduzido ao lado (Fig 2.1 abaixo), a figura superior tem de
ser preenchida com 13 blocos, sendo que 4 devem ser vermelhos. Na figura inferior s6
podem ser usadas 10 pecas, vermelhas ou azuis (REVISTA DO ENSINO
FUNDAMENTAL NOVA ESCOLA, EDICAO 113, JUNHO, 1998).

Figura 2.1 — Folhas com desenhos para atividade com blocos (exemplo retirado da
Revista do Ensine Fundamental Nova Escola, junho, 1998)

L I T B SR

J—E

Na seqiiéncia desse artigo as atividades sugerem que o material manipulativo serve
para relacionarmos a escrita - linguagem fraciondria : V2, ¥4, %, %... - s “pegas” ou desenhos que

as representam,

Em atividades posteriores, s3o apresentadas ag primeiras fracdes. As mais simples, como
Y% ¢ Y4, aparecem primeiro. No exercicio ao lado, pergunta-se quais figuras podem ser
cobertas com exatamente duas pecas azuis. E pede-se que o alune conclua: "Portanto, a
peca azul ¢ metade de quais formas?". Depois, o alunc diz quais blocos t8m suas
metades representadas por outras pegas menores. Em seguida, ele preenche figuras com
um s¢ tipo de bloco, o que Ihe permite descobrir a qual parte da figura (fragio)
corresponde esse bloco (REVISTA DO ENSINO FUNDAMENTAL NOVA ESCOLA,
JUNHO, 1998, grifo nosso).

Percebemos que essa atividade indica que a linguagem matematica ¢ “organizada” a
partir da deducdo do aluno quando este coloca em comparagiio um bloco com outro do qual

representa uma parte. Neste caso, para que o aluno aprenda as expressOes lingliisticas deve
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relaciond-las aos aspectos observaveis dos blocos e suas metades. Identificamos nesta atividade
uma preocupagdc com o estabelecimento de nexos semanticos e sintiticos que, segundo Kopnin

(1978), sdo considerados limitados na interpretagfio da linguagem.

Neste mesmo artigo, em uma atividade sugerida para a 4° série intitulada “Minka
altura ¢..7, os alunos devem comparar um pedago de barbante correspondente as suas alturas com
diversos objetos e registrar o resultado dessa medigdo numa tabela. Em seguida, solicita-se que
dividam o barbante ao meio, em trés partes, etc. A cada divisio realizada procura-se novamente
comparar com os objetos ao seu redor. Assim, a argumentagio de que a fracfio tem relacio com a
medicfo € enunciada, porém, observando as orientagdes para a atividade, nos parcce que essa
relagdo fica a cargo da percepcio do aluno: “Nu sala de aula, a classe analisa a tabela
comparando os diversos objetos anotados. Os alunos véo perceber que a metade, o lergo e o
quarto das alturas variam de acordo com o tamanho de cada aluno” (REVISTA DO ENSINO
FUNDAMENTAL NOVA ESCOLA, JUNHO, 1998).

De fato o entendimento de que a escolha da unidade de medida interfere nos
resultados obtidos € importante. No entanto, o carater desta tarefa indica que o aluno deve
subdividir o barbante e compara-lo, ignorando que 0 aluno pode atender a tarefa com tendéncia a
considerar como “um” inteiro qualquer subdivisio da unidade de medida sem estabelecer
criativamente os vinculos entre essa subdivistio e a representacio- fracionaria. Em Davydov
(1882) encontramos um exemplo dessa tendéncia, Alunos submetidos 2 tarefa de medir usando
diferentes unidades e subunidades usualmente comparavam ©0s objetos considerando cada
subunidade como “um”, ou seja, entendiam a subunidade como uma unidade separada, ao

contrario de identifica-la mediante correlagio com a unidade de medida.

Em nossa concepgio o aluno deve participar criativamente do estabelecimento da
subunidade de medida a partir da dificuldade, identificada por Caraga (1998), de comparar a
unidade de medida com a dimensfio a ser medida em situagdes em que aquela ndo cabe um
namero inteiro de vezes nesta. Entendemos que ¢ nesta dificuldade que se estabelece o nexo entre
medida e fracio™, ¢ na tentativa de resolver o problema de medir as sobras que ocorre a

necessidade de subdivistio da unidade de medida.

* Esta conexdio foi abordada por Aleksandrov, Kolmogorov & Laurentiev (1988) como uma inter-relacdo da
geometria e aritmética, citada no quarto capitulo.
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Este artigo segue, sugerindo atividades para a 5 série, tais como: a divisio do
chocolate € o jogo da corrida das fracdes, nas quais o objetivo ¢ retomar exercicios, optando por
recursos mais ao alcance do professor. Ao indicarem as atividades, destacadas a seguir, 0s autores
enfatizam que o contexto de uso da linguagem fracionaria ¢ importante para sua compreensdo.
Baseados em Kopnin (1978), denota-se uma interpretagiio pragmatica da linguagem matematica,
visto que a solugio dada para o enfoque mais amplo da atividade de aquisi¢do de conhecimentos
se restringe em corresponder diretamente as divisdes das barras de chocolate & complexa
linguagem matematica.

Sua primeira sugestio exige apenas folhas de papel e a imaginacdo das criangas. A idéia
¢ propor exercicios de distribuicfio de chocolates entre criancas, em gue ora se altera o
nimero de chocolates, ora o nimero de criancgas. Elas trabatham, assim, com fragdes
menores e maiores do gue um. Acompanhe abaixo (REVISTA DO ENSINO
FUNDAMENTAL NOVA ESCOLA, JUNHO,1998).

Figura 2.2 — JUSTICA NA DIVISAO DOS CHOCOLATES - Fracdes menores do que 1
(REVISTA DO ENSINO FUNDAMENTAL NOVA ESCOLA, JUNH(O/98)

Alterande o nimero de criancas. Alterando o niimero de chocolates.
Como dividir 3 chocolates entre 4 criangas?

Come dividir 3 chocolates entre 5 criangas?

Como dividir 3 chocolaies entre 2 criancas?

P
SRRy
i
=

J‘-m-lw

SRRy
ARy
SRy
i
4

Como dividir 4 chocolates entre 2 criancas?

Como dividir 3 chocolates entre 2 criangas?

*

Nzo obstante o artigo para a 4° série, mtitulado “Minha altura é..”, apresentado

anteriormente, nfo explicite como se realiza a ligaciio da medida com a fragio, ao menos a

9321

enuncia, enquanto que em outro artigo intitulado “Na medida certa™", nfio se estabelece nenhuma

relagio da medigfio com a fraclo que, em nossa interpretagio ¢ compreendida no problema da

1 Artigo da Revista do Ensino Fundamental Nova Escola, edigiio n°122 de maio de 1998.

45



msuficiéncia dos nimeros naturais em expressar o resulftado da medicio — a comparagio de uma
dimensio tomada como unidade de medida com outra de aspecto continuo semelhante. A
atividade apresentada™ parece preocupar-se apenas em estimular o desenvolvimento de nocdes
de comparacdo, com fim em si mesma,

Esta ¢ uma brincadeira para criangas a partir de cinco anos gque tem como objetivo
desenvolver a nogdo de estimativa, equivaléncia e medida por meio de comparagdes.
Basta usar o material dos proprios alunos para comegar a brincar. Segundo ivana
Arando, educadora e auiora do livio A Matemitica Através de Brincadeiras e Jogos, de
onde essa atividade foi retirada, a dinfmica desse exercicio estimula o raciocinio e a
percepglio das criangas em relagio as medidas-padrio (REVISTA DO ENSINO
FUNDAMENTAL NOVA ESCOLA, MAIQ, 1998).

Decididamente, concordamos com a conclusio de Prado (2000) de que as tentativas
de modificagdo do ensino de fragdo mostram dificuldades em dar um outro sentido para o
conhecimento de fragHo, restringindo as atividades a transposi¢do imediata das agdes dos alunos
de medir, de repartir ¢ de manipular objetos com os simbolos da linguagem matematica
formalizada - ¥, Y, etc.

Outro importante dado sobre o ensino de fracdo indicado nas andlises de Prado (2000}
refere-se ds recentes propostas curriculares estaduais ¢ o modo como destacam o aspecto

historico na elaboracdo do conceito.

De modo semelhante ao que apresenta Prado para as propostas curriculares estaduais,
analisamos a proposta da Prefeitura Municipal de S#o Paulo - Organizadores de Area do Ensino
Fundamental e também notamos que destacam a importdncia da histéria da matemética no
desenvolvimento do conhecimento matemético, conforme podemos observar em um trecho de

seus principios norteadores,

2 «“Parg comegar a brincadeira, divida a turma em quairo grupos. Escolha para cada um deles um objeto que deve
substituir a régua como unidade de medida. Esse objeto pode ser uma caneta, uma borracha, um livro, ou até o
proprio palmo das criancas. Em seguida, defina os objetos que cada grupo deve medir — por exemplo, a carteira, a
porta, a lousa ou a altura da parede onde comeca a janela. Antes que a turma comece a realizar as medicdes,
estimule as criancas a fuzer estimativas: quantas borrachas elas acham que seriam necessdrias para determinar o
comprimento da lousa? E a largura? Como seriam os resultados se, em vez desses objetos, a classe usasse um livio
€ um caderno para fazer as medidas? E assim por diante. Depois desse aquecimento, peca a eles para fazerem as
medi¢Bes, anotando num papel os resulitados encontrados por cada membro do grupo. Enquanto isso, desenhe na
lousa uma tabela parecida com a que se vé no quadro a seguir”.

[ Borracha lCaueta Livre |Palm0

Lousa Luaiz: 30 Renata: 40 {{Mauro: 15 |Miriam: 17

{comprimento) José: 51 Paulo; 42 Edson: 16 Sifvio: 18

Carteira (altra) Marcia: 10 |Carlos: 6 Mario: 2 Fernanda: 3
Lia: 9 Maria: 5 Beatriz: 2 Igor: 3
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Utilizagio da Histéria da Matematica como um recurso que pode mediar a construgio do
conhecimento matemdtico. Para isso € necessdrio que em sala de aula se utilize de
situagOes andlogas as que se deram no desenvolvimento do conhecimento matematico e
vendo esse desenvolvimento como reflexo da histéria da humanidade (SAQ PAULO.
ORGANIZADORES DE AREA DO ENSINO FUNDAMENTAL ~ PMSP, 1996, p. 45).

Embora figure com todas as letras a importincia da utilizacdo da Historia da
Matemdtica como recurso na mediag3o da construgiio do conhecimento, o documento néo traz, de
modo claro, como se realiza esta utilizagdo. Ele faz mencfo a “situacdes analogas”. Mas quais

seriam elas?

Igualmente, em outro item do documento — propostas de trabatho, sub-item a
linguagem das fragSes — encontramos indicacBio de que devemos dar énfase ao conhecimento
informal da relagdo parte-todo acumulado pelas criangas. Nas palavras dos organizadores do
documento,

[ .} para dotar de significados os simbolos que utilizamos na representacio do conceito,
¢ importante dar énfase ao conhecimento que, de modo informal, as criangas ja
acumularam em relagfio 4 nogdo parte-todo (SAG PAULO. ORGANIZADORES DE
AREA DO ENSINO FUNDAMENTAL - PMSP, 1996, p.45, grifo nosso).

Ocorre porém, que a significaciio que toma por base a representacdo simbolica atual
da fragdo ndio permite ao sujeito que aprende o conceito o estabelecimento de conexdes, proprias
dos complexos movimentos de sucessivas abstracbes que, de um lado, sintetizam as acGes
praticas em linguagem formalizada e, de outro, distanciam esta linguagem dos contextos de
origem.

Davydov (1982) sublinha, dos estudos de Vygotsky sobre os processos de formacéo
de conceitos e sua inter-relagdo com a linguagem, que nas situagdes de comunicagdo comuns no
meio social e cultural, as criangas pdo criam suas acep¢Ses verbais, ou seja, a linguagem. O
significado de uma linguagem catalogado pela crianga em interagio com o adulto ndo lhe garante

a elaboracdo de significados complexos, nfo se faz mais que perfilar o conceito na esfera dessa
catalogagio (DAVYDOV, 1982, p. 215-6).

Sendo assim, esta significagiio encontra-se limitada a caracteristica légico-dedutiva
de sua representacdo, em outras palavras, estd restrita aos procedimentos légico-formais
sintetizados na linguagem matemdtica atual, o que certamente significa uma énfase no aspecto

Ioégico-formal da linguagem fracionaria.
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Outros pontos também ndio sdo explicitados no documento, por exemplo: de que
manetra podemos dar énfase ao conhecimento informal do aluno? ou, 0 que € conhecimento
informal? e ainda, como articulé-lo com o conhecimento formalizado?

Ha ainda, outro ponto que nos parece obscuro. Apresenta-se um rol de atividades que
serviriam para ajudar a identificar o nivel de conhecimento sobre fragdes,

As atividades como repartir folhas entre elementos de um grupo, construir mosaicos,
estimar o tamanho de uma foto numa folha de revista em relagio & folha inteira. Jogos de
tangran, dobraduras de papel e desenhos, nos ajudam a identificar o nivel de
conhecimento sobre fraces que os educandos Ja possuem. Esse conhecimento informal,
junto com a linguagem que os educandos utilizam (metade, tercos, quartos, dividir,
repartir...) deve ser ponto de partida dessas reflexdes (SAO PAULO.
ORGANIZADORES DE AREA DO ENSINO FUNDAMENTAL — PMSP, 1996, p.43).

Destas atividades, parece esperar-se que aparecam diversas formas de representacio:
decimal, fraciondria e outras, para serem discutidas. O que aparecer serd considerado como um
conhecimento informal proveniente da vivéncia cultural do aluno. Contudo, nfo se questiona a
provavel assimilacdo mecénica destas representagdes, coloca-se como um conhecimento efetivo

de onde se deve partir para a aprendizagem do conceito cientifico.

Infelizmente, outras questdes também ndo sio abordadas no documento. Em primeiro
lugar ndo se esclarecem quais sio os “niveis de conhecimento” sobre fragdes que podem ser
observados no conhecimento “informal”, em segundo, ndo indicam como podemos usar estes
niveis para estabelecer uma reflexdo em relagéio 2 aprendizagem desse conceito e em terceiro, no

apontam quais atividades abrangem diferentes aspectos do conceito de fraco.

No mesmo sentido, o documento Parimetros Curriculares Nacionais apresenta a
importincia da histéria dos conceitos no trabalho pedagégico ao expressar que “a prdpria
histéria dos conceitos pode sugerir caminhos de abordagem dos proprios conceitos, bem como
os objetivos que se pretendem alcangar com eles” (BRASIL. PARAMETROS
CURRICULARES NACIONAIS, 1997, p-43). Todavia, a mesma proposta igualmente se firta de
esclarecer como essa histéria pode ser utilizada na sugestdo desses caminhos para o trabalho

pedagégico.

Percorrendo o documento em busca dessas orientagdes sobre os caminhos sugeridos
pela histérica dos conceitos encontramos, sob o item Orientac6es Didaticas no bloco de
conteidos “Medidas e grandezas™, a t{nica referéncia a importéncia da interdependéncia da

medida de uma grandeza e o nimero para a compreens&o e criagio da fragio, que de certa forma
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apéia, embora nfio esclareca como ocorre o vinculo de reflexdes sobre a grandeza, as atividades
de ensino sobre a fragfo. Contudo, nfio se oferecem elementos concretos para a proposiciio de
experiéncias de ensino,

Finalmente, o estabelecimento da relaco entre a medida de uma dada grandeza e um
nimero € um aspecto de fundamental importdncia, pois € também por meio dele que o
aluno ampliard seu dominio numérico e compreenderd a necessidade de criagdo de
nimeros fraciondrios, negativos, etc (BRASIL. PARAMETROS CURRICULARES
NACIONAIS, 1997, p.131)

Ainda que as propostas tenham o objetivo de auxiliar os professores das redes
publicas municipais e estaduais para uma nova reflexio sobre a pertinéncia, relevincia e
abrangéncia dos contetidos ensinados, nfio podemos deixar de destacar que esses documentos
trazem formulagdes muito genéricas e sendo assim, nfio influem profundamente nas praticas. De
fato, muitas vezes, nfio satisfazem as reais necessidades da sala de aula ¢ da atuaciio direta com o

aluno.

Portanto, retomando as conclusdes de Prado (2000), de que as tentativas de
modificacdo do ensino de fragho mostram nossas dificuldades em dar outro sentido para o
conhecimento de fragdo e, considerando que esta forte evidéncia pode ter como base a visdo
positivista e neopositivista do conhecimento, que se volta para o estudo da linguagem na analise
do conhecimento, buscamos desviar o foco de nossa pesquisa da énfase na compreensio e

significacio da linguagem formal.

Seguramente a matematica, de modo geral, vem sendo interpretada como um
conhecimento cientifico, cada vez mais formalizado e artificial. Vista por este lado a matematica,
na sua formulagdo de linguagem, se diferencia dos conhecimentos rotineiros que surgem como
resultados da generalizacdo da experiéneia da vida didria e se encontram mais préximos da

linguagem natural.

Retomamos, entdo, a analise de Prado (2000) das sucessivas propostas e guias
curriculares para formagio de professores da Rede Publica de Ensino do Estado de S#o Paulo
para o Ensmo de Matematica do 1° grau. Segundo a autora esses subsidios, adversamente ao que
indicam “uma reorientacdo (...}, procurando integrar outros elementos que ndo fechassem os
conceitos no formalismo matemdtico e na sua operacionalidade, comumente, observados nas

propostas anteriores a 1988 (PRADO, 2000, p. 43-4), ainda evidenciam uma maneira formal de
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tratar o conceito de fragdo justamente porque suas relagBes sdo definidas a partir da ldgica interna

da matematica, auto-estruturada, abstrata e sem a presenca de acSes humanas do mundo real.

Para interpretarmos a dificnldade nas tentativas de mudanca recorremos a observagio
de Kopnin (1978} sobre a dependéncia do pensamento com estes sistermas de linguagem. Este
autor elucida que a linguagem realmente fixa os resultados alcangados pelo conhecimento, e
podemos supor que € nesta dependéncia que encontra a justificativa para o modo como a filosofia
¢ a logica moderna, ao analisarem o conhecimento, voltaram-se para a linguagem. Entretanto o

autor alerta para o problema da anélise estreita dessa linguagem.

Para entendermos a natureza dessa dependéncia do pensamento com os sistemas de
linguagem, Kopnin (1978) nos convida a pensar sobre o conjunto de conhecimentos que
constituem uma ciéncia, em nosso caso a matemdtica. Para ele ¢ notdrio que este conjunto de
conhecimentos surgem por via histérico-natural e sfio gerados pelas necessidades praticas. As
necessidades de contagem e de medigfio entre outras exigéncias da vida real sio apontadas por
Caraca (1998), Hogben (1970) e Aleksandrov, Kolmogorov & Laurentiev (1988) como base para

o desenvolvimento do conhecimento e linguagem matematica.

Kopnin (1978) explica que o conhecimento originado na realidade ¢ sistematizado e
sua sistematizagio ¢ realizada na forma de sinteses. Em conseqiiéncia dessas sinteses, se produz
uma verdade-objetiva considerada mais plena, concreta e profiunda sobre a realidade estudada.
Tanto na matematica, como em outras ciéncias, estas sinteses constituem um sistema de
conhecimentos que atuam sob a forma de linguagem. Temos um exemplo no desenvolvimento
histérico da sintese numérica. Partiu-se da contagem que relaciona um-a-um, objetos usados no
controle quantitativo, representados por pedras, nés em cordas e marcas em madeira ou 0880, com
0s objetos que queremos controlar quantitativamente; para atingir um complexo sistema de
numeracio que envolve agrupamento, representacfo posicional e simbolos arbitrarios. Isto sem

citarmos os altos voos dados, por exemplo, com os niimeros Imaginérios.

Assim, Kopnin (1978) conclui que podemos admitir que a matemdtica contém
conhecimentos que desempenham funciio ¢ assumem a forma de linguagem. Nio obstante, ele
também assinala que, seguramente, estes conhecimentos matematicos nio deixam de expressar
seu conteudo constituido pelas praticas humanas que, de um lado, sfo origem e, de outro, sdo

objeto de estudo para o desenvolvimento desse conhecimento.
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Dai que o ensino da matematica que tem por base de estudo apenas sua forma de
linguagem imbuida de seu carater designadamente algoritmico que enfatiza unicamente o aspecto
mecénico ¢ automatico desta, se identifica com uma visdo positivista de ensino. Visdo esta que
focaliza toda a problemética do conhecimento na anélise estreita de sua linguagem, tanto fazendo
uma transposicdo direta quanto permanecendo apenas em seu significado relativo as regras do

formalismo.

Em sentido diverso, esse estudo aborda a aprendizagem do conceito de fracfo tendo’
por base o aspecto criativo de desenvolvimento conceitual, caracterizado por uma andlise
abrangente da linguagem que a concebe como construgéio humana no movimento de inter-relagéio
de seu contetido e forma. Isto porque entendemos que a andlise estreita da linguagem matemaética
de interpretagdo positivista, methor caracterizada no capitulo seguinte, se encarrega de solucionar
0s problemas de compreensio inerentes ao ensino de determinado aspecto do conhecimento e nfo

de sua totalidade.

Ao pensarmos sobre o ensino de fracdio em sua totalidade buscamos investigar nas
a¢cdes dos alunos o pensamento sobre o conceito no movimento de sua forma e contetido. Em
nosso entendimento, o conteiido do pensamento compreende as conexdes fundamentais do
pensamento diante das aches praticas de medir aspectos continuos e, a forma, as defini¢cdes e

formulagdes que sintetizam o pensamento na forma de juizos e conceitos.

De tal modo, as atividades propostas, ac se apoiarem nas principais conexdes do
conceito de fragdo, tém o objetivo de proporcionar momentos para o aluno pensar e agir sobre sua
realidade, recuperando ¢ movimento criativo do conceito e elaborando defini¢Ses consideradas
inconvenientes do ponto de vista do enfoque formalista ao expressar juizos, ou seja, relagdes
entre o singular e o universal ainda nfio deduzidas, mas sincréticas. Observamos estas elaboragdes
quando os alunos explicam pelos exemplos, como no caso da areia e da dgua no episddio 6.2,
apresentado no sexto capitulo, entendemos que estio emitindo juizos sobre a diferenca dos

aspectos discretos ¢ continuos na contagem,

No capitulo que segue, apresentamos aspectos que argumentam em oposi¢io ao

ensino que se apdia na abordagem estreita da linguagem.
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CAPITULO 3

O DESENVOLVIMENTO DA BASE TEORICA

3.1 A estreita abordagem da linguagem

A formulagdo de Kopnin (1978) sobre o problema da andlise que se centra
unicamente na linguagem coloca-nos diante da impossibilidade de vincular o ensino de fragdo &
aprendizagem que aborda a linguagem somente no seu aspecto logico-formal. O autor afirma a
necessidade de esclarecer que a posicio que focaliza, unicamente, os aspectos 16gico-formais de
andlise da linguagem no estudo dos conceitos matemdticos, nos apresenta o problema da

linguagem enquanto meio de representacio da realidade.

Neste caso, existem diferentes modos de abordar a linguagem na representacio da
realidade. Conforme aponta Kopnin (1978), “se abordarmos a linguagem estreitamente, ou seja,
tomando apenas os simbolos e outros meios que servem de sinal, entdo é evidente que ndo se
pode afirmar que ela reflete o objeto, mas tomado em conjunto, incluindo o significado dos sinais
e suas relagdes, a linguagem constitui, indiscutivelmente, um meio de representacdo da

realidade” (KOPNIN, 1978, p.306).

Desta maneira, reconhecendo que a realidade tem seu reflexo no conhecimento e na
linguagem que o expressa, o estudo da linguagem deve levar em conta o processo de seu
movimento, isto ¢, valorizar toda a complexidade da linguagem como forma de existéncia do

conhecimento e de sintese de seu conteudo, visto que a linguagem formal do conceito revela
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unicamente a forma de seu conteido, e nio as suas duas dimensdes, de profundidade sécio-

cultural (sociologica) e de multilateralidade operacional (i0gica).

Em sintese estas idéias também se aplicam para o conceito de fragdo. Aprender o
conceito apenas por este seu aspecto operacional consiste em se apropriar exclusivamente de sua
dimensdio tecnologica, tendo com ele a mesma relagdo de funcionalidade que se tem ao apertar
um botdo. Deste modo, a distincia do conceito ao sujeito € comparavel a que existe entre disparar
um controle remoto de uma arma e as conseqiiéneias extremas do alvo atingido. Esta distancia é

caracteristica da interpretago I6gico formal do conhecimento.

Segundo Kopnin (1978) a légica formal criou dispositivos para interpretar as regras
especificas de emprego de certos termos da linguagem. Esses dispositivos de interpretagdo
sintatico, semdntico, empirico e pragmatico da linguagem da ciéncia embora, mndubitavelmente,
contribuam para novos resultados, sdo avaliados como limitados. Em suas palavras

A interpretagio seméntica, por exemplo, resolve o problema da localizagdo dos objetos
(coisas e processos, etc.) que existem atris de certos simbolos de dadz teoria, embora se
saiba de antemo que nem de longe se podem interpretar de tal maneira todos os termos,
pois tanto a interpretago sintitica como a semdntica se referem & elucida¢do apenas do
momento formal no conhecimento (KOPNIN, 1978, p.307).

Sobre as interpretacdes empirica ¢ pragmatica o autor indica que também ndo sdo
suficientes. Nas palavras do autor,

Para as expressdes lingiiisticas da teoria podem-se encontrar os efeitos observéveis
correspondentes e interpretd-ios por essa via empirica. E evidente, porém, que a
interpretacdo empirica da linguagem da teoria ¢ limitada. Ela sera sempre incompleta,
parcial; os mesmos termos podem ser interpretados em diversos objetos acessiveis 3
observagdio, € o que ¢ mais importante, muitos sistemas tedricos permanecem fora dos
limites dessa interpretagdo (KOPNIN, 1978, p-307, grifo nosso).

Se a anélise logica do conhecimento se detém apenas nos meios propiciados pelo método
logico-formal e o préprio conhecimento vem a ser abordado como simples operagio com
sinais segundo regras rigorosamente fixadas, entfio, evidentemente, se justificam
também as concepgdes intuitivistas. Por isto ndo & por acaso que ultimamente os
pesquisadores tem dado grande atencdo A chamada interpretacfio pragmaética; procura-se
nela um enfoque mais amplo do conhecimento como forma de atividade do homem.
Acontece, porém, que ela também se limita a proporgdes bastante estreitas: a atitude do
sujeito face aos sinais da linguagem, suas reagOes diante destes (KOPNIN, 1978, p.308,
grifo nosso).

As idéias de Kopnin (1978) sobre a interpretac@io da linguagem cientifica aplicam-se
também & linguagem matemitica. Poderiamos exemplificar, como interpretacio empirica do
desenvolvimento do conceito de fraco no ensino, a sugestio de atividade apresentada na revista

“Nova Escola” citada no capitulo anterior. Neste artigo, para que o aluno aprenda as expressdes
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lingiiisticas % e 3/5 deve relaciona-las aos efeitos observaveis nas barras de chocolate divididas
gtiis

em partes.

O ensino de fraglo centrado nesta forma empirica limita a qualidade do pensamento
numerico ao nexo logico sintatico/seméntico — de 4 partes iguais assinalo 3 — ficando excluido de
sua forma¢fo o nexo da continuidade, da grandeza, da unidade, da racionalidade e da ampliagéio
do numero natural. Isto proporciona o distanciamento do sujeito da elaboragfio de juizos sobre o
conceito de fragio, podendo usar nesta elaborag8o a linguagem natural que lhe da a possibilidade

de entender-se, também, no movimento do conceito, enquanto os elabora.

Outra forma de ensino, aquela que entende a aprendizagem de fragdo pela intuicio de
seus nexos conceituais mediante as intimeras formas de representar a frago, sugerindo que o
aluno aprende ao ter a possibilidade de trabalhar com varios registros de representacdes’, sugere
um exemplo de interpretacdo intuitivista ou pragmdtica. Esta interpretagio € detalhadamente
analisada nos trabalhos de Davydov (1982). Com ela se pretende figurar a “imagem-
representacdo” ¢ 0 “conceito” enquanto elementos de uma unidade mental que reflete o nexo do
geral ao singular, avaliado por este autor como caracteristico de uma interpretagdo empirico-
sensualista tradicional da ciéncia (DAVYDOV, 1982, p.240).

De fato, a aprendizagem do conceito de fracfo, na perspectiva da I6gica dialética,
busca relevar a peculiaridade do pensamento teérico ao resgatar nfio sé as formas racionais
empiricas do pensamento humano, mas, e, principalmente, o pensar teérico préprio do nosso
tempo. Pensar que ndo se trata somente do estabelecimento de nexos unilaterais, ou seja, que se
concentram nos aspectos estruturais (operagdes) e discursivos do pensamento, observados nas
pesquisas de enfoque construtivista. Para estas pesquisas o desenvolvimento do pensamento é o
proprio desenvolvimento das estruturas de operagdo, em outras palavras, nfo é o conhecimento
dos objetos que leva ao desenvolvimento da Iégica, mas, ao contrério, é o desenvolvimento da

légica que leva ao desenvolvimento do conhecimento das coisas.

Ha ainda outro exemplo que decorre da forma limitada de interpretacdo da linguagem

formal da fracdo. Na visdo de alguns educadores’ ensinar nimeros decimais ¢ muito mais

' Cf. Woerle, 1999, p.7.

? Apresentamos como exemplo a transcrigdo de parte do programa TV ESCOLA - “Niumeros ¢ virgalas™, codigo
298.%... essas consideragdes sdo importantes para o ensino da matemdtica. Nos estamos vendo que os wmimeros
decimais sdo muito mais importantes que as fragOes nesse mundo em que estamos vivendo, na sociedade de hoje. E
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importante que ensinar fragfio, em conseqiiéncia das vantagens trazidas pelas maquinas de
calcular e pela ficil manipulagio desses mimeros na vida diaria. Um exemplo do que
apresentamos ¢ encontrado em uma investigacio sobre os usos das fragGes por parte de diferentes
atividades profissionais, na qual se sugere que seu ensino seja reduzido, enormemente,
considerando o aspecto do seu uso social’. Sob este ponto de vista, do mesmo modo que a
sociedade atual prescinde do dbaco e de outros instrumentos risticos usados para o célculo, pois
conta com mstrumentos avangados como calculadoras e computadores, ela também poderia

dispensar o ensino da fragfio, ja que esse instrumento estaria relegado ao passado.

Essas argumentacSes sobre o ensino do conceito de fragdo tomam por base
unicamente os aspectos de seu uso social, caracteristico da viséo pragmdtica de ensino que se
baseia no sew aspecto de técnica operatéria na formagio dos alunos e, sob esta 6tica, consideram
razoavel a substituicdo das fragdes pelo ensino de decimais, alegando, principalmente, o fato de

ser mais coerente ao largo uso das calculadoras ou, em outras palavras, das novas tecnologias.

Quanto & argumentagfio que defende a substituicio da fracfio pelos decimais no
ensino, concordamos com a critica de Lima & Moisés (1998} de que ela somente se torna
verdadeira diante da visdo técnica e mecnica do ensino deste conceito. De fato, a visdo que
focaliza o ensino de fragdo limitado 2 linguagem matemética e a seu aspecto, unicamente, de
aplicacdio técnica, visa somente a maestria e a proficiéncia do estudante na sua aquisicio
enquanto aplicagdo imediata. Nesse aspecto, é bem verdade que o desenvolvimento da ciéncia,
capaz de ter como resultado um novo instrumento util, o nimero decimal, elimina a utilidade de

mstrumentos mais rudimentares como a fracdo.

No entanto, cumpre observar que, por tras da énfase do ensino de fragfo no seu
aspecto simbdlico, o que restringe sua compreensdo ao entendimento da organizacdio dessa
linguagem apenas epquanto sua gramatica, segundo Lima & Moisés (1998), encontramos a
fragdo como a primeira conexdo bem sucedida, realizada pela humanidade, entre dois
movimentos quantitativos regulares, representando, como j4 dissemos anteriormente, a primeira

tentativa de registrar os movimentos quantitativos dos aspectos continuos das grandezas na forma

preciso que a matemdtica da escola esteja em sintonia com as necessidades da sociedade em que estamos vivendo.
No entanto, o que a gente constata é gue no ensino tradicional da matematica se dd muito mais énfase, muito mais
destaque para o trabalho com as fragées do que para o estudo dos mimeros com virgula, os rimeros decimais. Isto
€ uma contradicdo™.

* Fey apud Llinares & Sanchez (1988).
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de relagdes entre quantidades. Este movimento, indiscutivelmente, constitui base para o conceito

de nimero racional.

Portanto, embora consideremos o conceito de fragio parte da construcdio do conceito
de nimero racional, nosso estudo entende que a recuperacfio dessa primeira tentativa de registrar
0s movimentos quantitativos de aspectos continuos de grandezas na forma de relagdes entre
quantidades — a fragio, em situagbes de aprendizagem orientadas pela logica dialética do
desenvolvimento conceitual, constitui vinculo essencial para a elaboracio do conceito tedrico de

racionalidade, mais abrangente ainda.

Por isso, neste estudo, destacamos o conceito de fragdo do movimento mais amplo
representado pelo conceito de racionalidade e buscamos, na histdria, os movimentos de transicio
dos planos de agdo da humanidade envolvidos na constituigdo dos nexos fimdamentais do

conceito de fragdo — seu contetido.

Diante da critica apresentada ¢ preciso esclarecer que embora nfio possamos nos
limitar a esses modos de interpretagdo da linguagem empirico e pragmatico, visto que ndo
esclarecem suficientemente bem seu importante processo de movimento do conceito enquanto
forma de existéncia do conhecimento, nfio eliminamos a importdncia da interpretagio logico-
formal da linguagem.

Diante do exposto, concordamos com o caminho da légica dialética como ampliagiio
da logica formal, apontado por Kopnin (1978), nfo a excluindo enquanto método de andlise da
realidade na busca de conhecimento. Avaliada como fundamental para o processo de orientacio
do sujeito que aprende, essa contribui¢@io nfo pode ser ignorada quando pensamos no processo de

ensino e aprendizagem de um conceito.

Assim, pautados nas proposicdes de Kopnin (1978), Davydov (1982) ¢ Lima &
Moisés (1998), desenvolvemos esse estudo de modo a nfo restringi-lo a interpretacio logico-
formal da linguagem do conceito de fragfio, interpretando o desenvolvimento do conceito de
fracio como movimento dindmico de sua forma e conteido no sentido de incremento do
conhecimento. Consideramos este movimento elemento essencial que orienta as atividades de
ensino realizadas.
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3.2 A linguagem formalizada da matemitica: seu cariter prescritivo para o pensamento

Para justificar o ponto de vista adotado neste estudo partimos sobretudo da analise
critica do papel que a l6gica formal e, conseqiientemente, a linguagem matematica desempenham

no desenvolvimento das sociedades.

A sociedade atual tem presenciado a invas@io de seu cotidiano pelos automatismos dos
servigos bancarios e dos sistemas de comunicagio de informacfo. Esta ocorréncia, segundo Lima
(1998b), tem significado uma estruturagio da sociedade em torno da tecnologia. J4 ha algumas
décadas a transformacéo tecnolégica com a informatica, a robdtica e a automagéio, tem provocado

alteracbes nas relagSes humanas, trazendo um novo dado para o cendrio da educagfo.

Este novo dado consiste na possibilidade atual de tornar externo os processos mentais
repetitivos, ou seja, o aspecto operacional e técnico do conhecimento, transferindo-o para a
maquina.

Anteriormente, somente era possivel tormar externo, transpor em equipamento
extracorpdreo, os mecanismos do corpo humano. Foi Childe (1966) quem explicou esse Processo
de externalizacio e denominou de equipamento extracorporeo. Segundo este autor, os seres
humanos atuam e reagem ao mundo exterior ajustando-o as suas necessidades € sem dispor de
quase nenhum equipamento de defesa contra os perigos do meio, eles os substitufram, num
processo longo de experiéncias e aprendizagem, por instrumentos néo-corporais materiais que
fabricaram para seu uso. Inicialmente, esse equipamento extracorpéreo criado era constituido
entre outras coisas de: pas para cavar, machados para cortar, armas para ca¢ar, roupas para se

aquecer, casas para se abrigar.

Para Lima (1998b) a criagiio dos equipamentos extracorpéreos é possibilitada pelo
movimento que torna externo o aspecto repetitivo, mecanico, operacional da atividade organica
de nosso corpo. Exteriorizamos 0s mecanismos do andar, das atividades que realizamos com
bragos e méos e dos nossos sentidos, visio, audicfio, tato, etc. No entanto este autor explica ainda
que, com o desenvolvimento intenso da produgfo, nfo sé os processos mecanicos do nosso COTpo
sdo externalizados. Ocorreu, tambérm, de modo cada vez mais intenso, a crescente solicitacdo e

desenvolvimento de processos mecénicos do pensamento, passou-se a exigir elaboragdes técnicas
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estruturadas do cérebro humano que, conseqiientemente, requeriam que este funcionasse

enquanto maquina.

Esses processos operacionais e algoritmicos do pensamento, a principio, s6 podiam
ser desenvolvidos pelo cérebro humano, pois eram considerados mais complexos e dificeis de
serem externalizados. Por este motivo tornou-se necessario o desenvolvimento de formas de
pensamento cada vez mais ageis quanto aos processos operacionais e repetitivos que até entfio

nfo podiam ser externalizados para a maquina.

De acordo com Kopnin (1978) esta forma operacional de pensamento, que considera
apenas a formalizacio e a simbologia no desenvolvimento do conhecimento, impregnou a
matemdtica no séc. XIX e ao encontrar tamanha identidade com ela se fundiu numa l6gica tnica

— a logica formal — que serviria como modelo para todas as ciéncias de busca da verdade.

A caracteristica operacional da linguagem matematica a torna uma linguagem técnica
por exceléncia e a partir da fusfio entre a matemitica ¢ a 1dgica formal, observada por Kopnin
{1978), todos os conceitos, sejam da matematica ou de outras ciéneias que trabalham com a
linguagem matematica, sfo transformados em mecanismos algoritmicos devido ao seu carater

numerico e aspecto algoritmico, € assim, podem ser exteriorizados para a maguina.

Nesse processo, a matematica e sua formalizacfo constituida de simbologia e regras
préprias, influenciou todo o desenvolvimento da sociedade atual ao tornar-se a base da
tecnologia. Isto foi possivel porque o aspecto algoritmico do pensamento, tornado técnica, pode

ser externalizado e colocado na maquina.

Mas através do que apresenta os estudos de Kopnin (1978), sabemos que os conceitos
surgem como resultado da atividade humana criativa e que esta atividade nfio cabe nos limites da
analise logico-formal. Os dispositivos logicos de analise da linguagem representam indiscutivel
progresso do conhecimento, mas minam o pensamento, mantendo-o em certos limites e padrdes
vigentes, “por isso o pensamento humano sempre carece de novos conceitos que lhe ampliem as

possibilidades” (KOPNIN, 1978, p.31).

Assim, a analise légico-formal, baseada nas interpretagdes empirica e pragmatica da
linguagem, foi considerada limitada por nio interpretar o movimento complexo e multilateral do
conhecimento resultante da capacidade humana de aumentar suas potencialidades no dominio das
leis da natureza e do ser social. E isto significa que nos colocamos diante do problema de
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vincular o ensino 2 aprendizagem que aborda a linguagem somente no seu aspecto logico-formal,
privando o sujeito que aprende da liberdade de também pensar os conceitos sem os limites da

formalizacdo matematica.

Mas essa limitagdo envolve implicacdes ainda mais alarmantes. Para explicita-las
buscamos o que observa Skovsmose (1992) sobre o conhecimento mateméatico e sua relac8o com
a tecnologia. Este estudioso mostra que o conhecimento matematico circunscrito a sua linguagem
formalizada — l6gico-formal, pode contribuir para um condicionamento do pensamento humano,
trazendo como conseqiiéncias a intima ligacio entre a formalizagio da linguagem e a
formalizagdio das agdes. Enquanto tecnologia a linguagem formalizada da matematica intervém
nas relagbes humanas de modo a oferecer ndo apenas descrigdes dos fenémenos, mas também
modelos para a altera¢do de comportamentos.

Assistimos & transmutago de abstragbes de pensamento em abstragles da realidade,
como resultado da transformacio de uma linguagem formalizada na formalizagdo de
rotinas. Criamos a semantica para as nossas descrigdes formais, inventando algoritmos e
rotinas, isto ¢, formas de comportamento que tdm a ver com a linguagem formal. A
Matematica intervém na realidade ao criar uma “segunda natureza” em nosso redor,
oferecendo nfo apenas descrigdes dos fendmenos, mas também modelos para a alteracio
de comportamentos (SKOVSMOSE, 1992, p.153).

Notamos que ele encontra na matemética e nas ciéncias formais ndo s6 formas de
descrever e tratar os problemas, como também principal fonte de reconstrucio da realidade. Estas
ciéncias configuram a dindmica da sociedade e caracterizam-se como um principio para a
organizacfo dos processos de trabatho e de gestdio. Por essa razio Skovsmose (1992) alerta que,

E possivel formalizar uma linguagem ou uma parte de uma linguagem e a Matematica
pode ser interpretada como uma formalizagio desse tipo. Mas ndo ¢ apenas a linguagem
que pode ser formalizada. As acdes e rotinas, isto ¢, as formas de comportamento
também podem ser formalizadas. Neste caso, o resultado do processo de formalizacio
ndo ¢ uma nova linguagem, mas sim novas estruturas de funcionamento, porventura
sobre a forma de ‘manuais’, isto &, descrigdes de modos de comportamento de uma
forma prescritiva e algoritmica (SKOVSMOSE, 1992, p.152).

A anlise da realidade na busca de conhecimento pelo método da logica formal ignora
toda a elaboragio humana do conhecimento e transforma tudo em abstracGes gerais sem qualquer
ligagio com a realidade, reduzindo o conhecimento a um modelo ideal, numa linguagem

artificialmente criada que utiliza simbolos bésicos e precisos.

Este método ja foi considerado limitado por utilizar como modelo de investigacdo da
natureza apenas o interesse pela forma lingiiistica-discursiva de expressdo de uma idéia. Ao

estudar o pensamento que se reflete na linguagem, a Iogica formal procura apenas enumera-lo e
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coordena-lo segundo regras proprias que ndo refletem o movimento da realidade que, em titima

instincia representa.

Mas pensando sobre os limites que os dispositivos logicos matematicos impSem ao
progresso do conhecimento Kopnin (1978) pondera que, quando o pensamento ultrapassa os
limites dos conceitos vigentes torna a cair nos novos conceitos criados, ou seja, em novo
dispositivo. O autor continua, mostrando que o pensamento criativo, orientado pela logica
dialética, também é determinado por categorias, todavia “por categorias que permitem uma
grande escolha na solug¢@o e ndo dirigem o pensamento de maneira rigida, mas com certa
liberdade” (p.31).

Estabelecendo, ent3o, uma analogia com o que apresenta Kopnin (1978) para a
ciéncia, nosso objetivo, ao implementar atividades para a aprendizagem do conceito de fracio, é
permitir aos alunos aprender o conceito, elaborando pensamentos sobre a fraciio que de certa

forma sdo livres da rigidez dos dispositivos ldgicos mateméticos.

Para tanto, sem os limites da linguagem formalizada, recorremos ao desenvolvimento
do conceito de fragdo que considera o enfoque dialético do pensamento, a dialética da forma e
conteido na sua elaboragdio, num processo que tem o cardter de método de incremento do

conhecimento.

Analisamos os movimentos de sinteses dados ao conceito nesta dialética e os usamos
como ponto de conexdo para a proposi¢do da atividade. Estes pontos de conexfio do conceito
também serfio usados para analisar os movimentos de sintese dos alunos quando pensam sobre
suas proprias experiéncias de controle dos movimentos quantitativos de grandezas de aspecto

continuo.

Assim, nas atividades organizadas pelo movimento forma e contetido do conceito de
fragfo, a linguagem - forma légico-dedutiva de existéncia do conceito, ndo € ponto de partida
para aprendizagem, ela vai sendo estabelecida gradativamente em relagfio aos pensamentos e
a¢les implementados pelos alunos. Contribuimos para o ensino de fracio de modo diferente dos
estudos que consideraram unicamente o processo dedutivo no ensino desse conceito uma vez que

buscamos o enfoque dialético do pensamento do conceito de fragdo.

Sob este ponto de vista, o conceito de fragio deve ser compreendido em suas
dimensdes sociolégica e logica, pois, segundo o que Kopnin (1978) apresenta para o conceito
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cientifico, estes aspectos permitem mostrar as peculiaridades do conceito como formas de
atividade dos homens na sociedade, esclarecendo o lugar da sintese do conceito no
desenvolvimento do conhecimento e também o modo de sintetizar, no conceito, o conhecimento

enquanto forma de movimento do pensamento ~ 0 movimento forma e contetdo.

Dessa maneira, as formas de sistematizagio das particularidades especificas do
conhecimento sobre fragio no estudo dos seus aspectos Iégico e sociolégico, que possibilitam o
movimento dindmico da forma e contetido desse conceito, sio obtidas pela investigacio da inter-
relagio do logico e do histérico desse conceito (KOPNIN,1978).

Isto significa que, buscamos estabelecer as principais conexdes do conceito de fracdo
com base em autores que ja fizeram o percorrido 16gico-histérico desse conceito, de modo a
perceber como se movimentou e ampliou o pensamento humano sobre a quantificacfio de
grandezas discretas para os de natureza continua e como isso estd relacionado com as sinteses

numeéricas do mimero inteiro e fragio.

Nesse sentido, nosso objetivo ao estudarmos o surgimento do conhecimento sobre
fragfo, através do logico-historico, significa antes de tudo, interpretar seu movimento dinimico
no carater de incremento do conhecimento, pois, de acordo com o que Kopnin (1978) apresenta
para a ciéncia, “ndo importa apenas conhecer algo, mas saber usar esse conhecimento para

incrementd-lo” (p. 301).

Dai, esclarecemos que o estudo de aspectos do desenvolvimento do conhecimento
sobre fracdo e da forma como este foi sintetizado no conceito, tem lugar nas atividades com
alunos como método que movimenta o pensamento para novos conhecimentos. Ou seja, na
medida em que esse estudo identifica as conexdes, transicGes, contradigdes e mudangas no
pensamento € nas sinteses numeéricas e as atividades humanas nas quais se enraizam ¢ entendido
por movimento forma e conteido do conceito de fracGo e constituird momento de

problematizacio nas atividades com os alunos e andlise de suas elaboragdes.

A interpretagfio das agbes dos alunos frente as atividades sobre o conceito de fracéo,
organizadas sob esta concepcfio, nos permite entendé-las como sintese desse movimento
dinimico forma-contetido do pensamento. Seus planos de agdo, diante das necessidades préticas
colocadas pelas atividades, constituem contetido no estabelecimento de juizos e conceitos, isto &,

formas de pensamento ¢ linguagem.
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O estudo do conceito de fragio entendido nas dimensbes logica e sociologica que
exige a recuperacdo da dindmica do movimento conceitual — forma e contetido, constituida como
método indispensdvel para o conhecimento desse conceito na perspectiva do incremento do
mesmo, restabelece a atuagfo criativa do sujeito que aprende, pois nfo o restringe a interpretacdo

estreita ou A simples transposicio de linguagem.

3.3 A dindmica criativa na aprendizagem do conceito — a unidade forma e contetido

Ao tomarmos, para o ensino de fracio o que apresenta Kopnin (1978) 4 ciéncia,
podemos afirmar que a énfase no formalismo logico, tradicional, oculta os movimentos
constitutivos do pensamento do conceito, reduzindo-o & mecanizagio do pensamento matematico

por parte do aluno.

Porém, quando consideramos para ¢ conceiio de fragdo o que Fischer (1959) coloca
para o desenvolvimento em geral, temos que em sua forma desenvolvida e complexa, 0 conceito
encerra um duplo movimento, um com tendéncia conservadora de sintese e sistematizacio — a
forma e, outro com tendéncia de manifestacio e superagfo das dificuldades, portanto,
revolucionario — o contetdo. Deste modo podemos formular que o ensino do conceito que
fragmenta esse duplo movimento e que d4 & forma maior importincia, além de reduzir o
pensamento ac aspecto mecénico conforme o que foi enunciado por Kopnin (1978) e Lima
(1998b), contribui para a alienagfo do ser humano da totalidade do processo de producgio de

conhecimento, conforme o enunciado por Fischer (1959).

O sujeito que aprende sem a possibilidade de formar todos os nexos do conceito se
aliena, de um lado, dos processos de constitui¢iio do conhecimento e da dimensio ocultada pela
forma atual do conceito e, de outro, dos movimentos de identificacio e superagio de dificuldades,

proprio do desenvolvimento criative do conhecimento — sua dimensio criativa.

O processo que trata a forma destacada do contetido centra-se na apreensio da forma
vazia de sentido, determinada apenas pelo puro pensamento de regras e do seu correto emprego.
Recorrendo as formulagdes de Lima (1998b) e Skovsmose (1992) consideramos que o ensino que
se centra na forma do conceito fatalmente reproduziria a estrutura prescritiva e algoritmica

inerente a ela.
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Ensinar um conceito a partir de sua forma atual, representada em linguagem
formalizada constituida de simbolos organizados segundo regras especificas, dificilmente daria
oportunidade ao aluno de refletir sobre este conceito, criando formas de pensamento que nfo
necessariamente sfo as do sistema formalizado. Talvez por este motivo, Fischer (1959) nos
indique que a idéia de tratar a forma como priméaria e o conteiido como secundério reflete uma
reagdo tipica de carater ideoldgico e controlador, caracteristica do movimento da ciéncia em sua
tendéncia em adquirir urn cariter neutro, racional e extremamente légico, distanciado de toda a

historicidade do conhecimento.

Interpretamos que a influéncia dess¢ movimento positivista da ciéneia no ensino
tornou-o fragmentado e centrado na repetigio e na forma simbolica. No caso do ensino da fragfio,
ndo foi diferente, essa perspectiva tolheu do aluno a possibilidade de construir uma nova leitura

da realidade e de recriar o movimento critico e revoluciondrio do conteudo desse conceito.

Recuperar a inter-relagéo entre forma e contetido, um que vela e o outro que revela, é
inspiradora de um ensino que permite ao aluno uma elaboragio do conceito de maneira a
participar dos movimentos humanos que o constituiram e também permite o enfoque da légica

dialética das formas de pensamento.

Isto porque, segundo Kopnin (1978), enquanto a logica formal se interessa pela
propria forma lingliistica de expressdo de uma idéia a légica dialética estuda, sobretudo, o
contelido mental — do pensamento — expresso na forma lingilistica, dando atencfio especial &
relagdo desse contetido mental com a realidade objetiva. A 16gica dialética, diferente da légica
formal, “procura penetrar no prdprio processo de aquisicdo do conhecimento, no proprio
processo de pensamento, no modo em que nele se reflete a realidade objetiva™ (KOPNIN, 1978,
p.85).

Para recriar este movimento de relagdo do pensamento com a realidade objetiva,
adotamos o ponto de vista que resgata a dimensdo ocultada, pela forma atual do conceito de
fracdo, numa interacio dialética com esta — a dindmica criativa. Este ponto de vista, equivale a
uma vis#io a partir da qual se amplia a realidade, enguanto espago de interacio social, e se

vislumbram as conexdes essenciais entre esta realidade e o conceito.

Vale destacar que, de modo geral, é na forma — linguagem simbolica — que reside a

aplicabilidade do conceito, ou seja, em seu aspecto de sintese do movimento de criagdo do
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conceito e que representa seu retorno transformador sobre a realidade’. Este retorno elimina

modos de atuar sobre a realidade considerados trabalhosos por serem mais elementares.

Os movimentos educacionais que se¢ concentraram em eliminar ou amenizar a
alienacfio evidenciada por Fischer (1959) e recuperar a complexidade e multilateralidade da
linguagem do conceito de fragio, cometeram equivocos por continuarem considerando apenas a

dimensdo simbélica’ no estudo/ensino do conceito de fragdo.

Estando a forma organizada pelo formalismo logico inerente & logica formal, neste
caso, o conceito formalizado-algoritmizado, resultado da exploragfo até as dltimas consegiiéncias
de sucessivas generalizagdes, ela se tornma um instrumento tecnoldgico. Na visfio de alguns
educadores esta interpretagio do conceito de fragdo, unicamente, em seu aspecto de aplicagio
técnica — a _forma, ou seja, como mstrumento tecnologico tem como resultado outro equivoco, o
conceito de fragfio poderia ser substituido, trangiiilamente, pelo ensino de um instrumento mais

til, o nimero decimal.

Reafirmamos que nossa opgfo se volta para o movimento do pensamento criativo do
desenvolvimento conceitual da fragdo, ultrapassando o rigor dos dispositivos 1dgicos formais que

reprimem O pensamento € o mantém em certos limites.

Analisando como o movimento dindmico mais geral da atividade prética histérico-
social que gera o conceito de fragdo, dirigimos nosso olhar para essa dindmica, buscando
recuperar o aspecto criativo do conhecimento na inter-relagdo do contetido e da forma de
pensamento desse conceito. A descri¢dio desta dindmica em suas principais conexdes constitui o

quarto capitulo deste estudo.

Em relagfio ao ensino de fracfio, a “forma” se apresenta como sinteses registradas sob
a linguagem numerica fracionaria defimida por um comjunto de rela¢bes logicas. Esta forma
fracionaria se diferencia do niimero natural e, ao ampliar alguns de seus aspectos, contribui para a
constituicio de um novo conjunto numérico. O “contetdo”, velado por esta forma numeérica,
retrata a dindmica das relagles e contextos que geraram o conceito, isto €, seu movimento de

producdo, frente as necessidades de quantificagfio de aspectos continuos das grandezas.

“Estamos considerando a realidade como a realidade objetiva, externa ao ser que conhece.
*Nio estamos defendendo que existe uma dimensdo ndo simbdélica, mas estamos considerande dimensdo simbolica, a
énfase no formalismo matematico com seus simbolos e regras organizados rigidamente pela 16gica formal.
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Abordando a relaciio contetido/forma do conceito de fragdio, configurando-a no
movimento das formas de pensamento que partem da intuicdo ao juizo/conceito de fragfio, ndo
nos limitamos s caracteristicas universais da tecnologia do conceito, a qual se atribui, hoje, o

status de ciéncia.

Como ¢ sabido o conceito de fragdo hoje se apresenta sob a Jorma simbdélica %/, cuja
condigdo que determina a existéncia desse mimero exige que @, chamado de numerador e b,
chamado denominador, sejam nimeros naturais e, ainda b tem que ser diferente de zero. O
significado relacionado a esta forma numérica compreende em primeiro lugar, o de ndmero
natural se a for maltiplo de 5 com a divisio de a por b e, em segundo lugar, se ndo for satisfeita a
condi¢do de a ser multiplo de b, a de fragdo. Ai o significado fica depositado na idéia de “algo
dividido em partes iguais. Denire essas partes, consideramos uma ou algumas, conforme nosso
interesse. Ex.: Angenor comeu % de um chocolate. Isto significa que, se dividissemos o chocolate
em 4 partes iguais, Angenor teria comido 3 dessas partes (.. )% Justamente por esse seu alto
grau de generalizagdo, hoje, este conceito se ampliou para o conceito de racionalidade e adquiriu

alto poder de aplicabilidade tecnologica.

Este conceito, diferente daguele que tinham os egipcios em torno de quatro mil anos
a.C., s6 atualmente € considerado uma tecnologia que se diferencia por sua universalidade de
aplicabilidade. Considerando que cada civilizagio elabora a universalidade tecnologica que lhe
convém ¢ Ihe € possivel pelas condi¢des de conhecimento objetivo da sua €poca, 0 que vemos
hoje na fragho egipcia, € que caracterizamos como rudimento e ferramenta, para eles era a

perfeigo tecnolégica na mesma medida que a nossa forma fracionaria atual.

Vale lembrar que cada época considera a sua elaboracdio a Wltima generalizagdo
possivel do conceito. Portanto, considerar o conceito de fracio na fase que parte da intuicio/juizo
ndo para a época, mas para nos hoje, ndo significa destitui-la do stafus de conhecimento a que
chegou na época, mas encontrar, nela, aspectos de sua elaboragio que s3o comuns ao pensamento
humano de qualquer época. Pensamento humano enquanto processo individual de
desenvolvimento de conhecimento mediante uma visio do conceito em constituicdo permanente,
num processo de elaboracio do plano da conmsciéncia humana particular/universal e
individual/coletiva.

® Livro didatico da 5%série “Matematica e vida”, Ed.Atica, 1990,
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E neste sentido que se justifica nossa opgio por um enfoque de ensine que nio
prioriza a linguagem simbolica atual e, ao contrario, optamos por estudar o conceito de fracéo, na
perspectiva da recriagdo de seu conteddo em carater dialético com sua forma. Organizar as
atividades frente a esta perspectiva criativa do conceito de fragdo envolve refletir sobre o
desenvolvimento desse conceito na perspectiva identificada em Kopnin (1978) por légico-
historica.

3.4 A inter-relacio do légico ¢ histérico como base para a unidade forma e contetido

Com base nas reflexdes de Kopnin (1978) sobre o légico-histérico, consideramos que
a historia pode contribuir para orientar o trabalho pedagdgico visto que permite, ao professor,
mvestigar sobre o movimento de criagfio € as principais conexdes que a humanidade desenvolveu

sobre determinados conceitos.

Para abordar o conceito de fragSo, na perspectiva da recriagdo do movimento
dindmico de seu contetdo e sua forma de modo a organizar as atividades usando a dindmica
criativa do conceito de fragfio, recorremos & reflexfio sobre o desenvolvimento desse conceito

nesta perspectiva logico-historica (KOPNIN,1978).

Sob esta perspectiva, a historia ndo se reduz a fatos, nfo ¢ ilustrativa e cronol6gica.
Torna-se necessdrio esclarecer ainda que ndo estamos entendendo a histéria como uma sucess#o
linear em direcfio & forma mais verdadeira do conceito, assim como também nio se pretende
definir leis fixas de evoluglio do conceito, como se existisse uma regularidade evolutiva do
conceito a ser formalizada e com ela predizer sua forma futura. Em outras palavras, nfio se deseja

definir leis que pré-determinam a evolugio do conceito.

Tendo em vista essas preocupagdes, partilhamos das consideragSes que Duarte (1987)
explicita em seu trabatho. De acordo com este autor, nfo podemos desconsiderar a historia ao
desenvolver a aprendizagem do conceito na pratica pedagdgica de matematica. Devemos, porém,
ter o cuidado para ndo recair no historicismo. Nas palavras do autor,

A histéria freqlientemente se move através..., de avangos e recuos, desvios,.... passa por
etapas meramente acidentais. Para conhecer o provesso de desenvolvimento de um
conhecimento ou de um determinado aspecto da realidade é preciso conhecer a esséneia
da evoluglo histdrica. Isso significa selecionar o que € secunddrio do que €
principal.Essa distingfio € decisiva, pois ela mostra o erro do historicismo, que espera
conhecer a realidade apenas conhecendo a historia da realidade, nfio fazendo a distingio
entre a histdria e o processo (DUARTE, 1987, p.13, grifo do autor).
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Sabemos que existem varios argumentos em favor do uso pedagbgico da historia da
matematica no ensino € que apesar de sua complexidade, a histéria pode contribuir para orientar
o trabalho pedagdgico. Antonio Miguel (1997) em seu artigo tece argumentos reforcadores ¢
questionadores das potencialidades pedagdgicas da histéria da matematica. Buscando considera-
los identificamos, nesta pesquisa, que a perspectiva légico-historica assume duas fungdes: uma
para o professor e outra para o aluno. Para o professor, a de investiga¢dio sobre a criacfio,
evolugdo € compreensdo dos conceitos para constituir a problematizacdo na atividade
pedagdgica. Para o aluno, a de promogio do pensamento critico, de conscientizagdo
epistemolégica e de reconstrugdo da identidade historico-cultural, onde este percebe as transi¢Ges
e contradi¢des inerentes & inter-relagdo sujeito-objeto sem a “inculcacdo dos padrbes atuais de
rigor”.

Nossos argumentos evidenciam que o conhecimento da histéria do conceito torna-se
fundamental para identificar as conexdes importantes do conceito de fracdo. Por esta razfio
tragamos o processo de criagiio do conceito e este &, sem divida, um movimento do pensamento
sobre a histdria real, sobre o fato acontecido. E o logico da histéria do conceito que chamamos de
dindmica conceitual. Porém, considerando as preocupacles sobre o potencial pedagégico da
histéria, esclarecemos que recorremos 3 dindmica historica que representa, em nossa concepgio,
um entendimento do movimento evolutivo do conceito, na dire¢do de uma maior complexidade,

caracterizada pela inter-relagio do logico-histérico.

Essa dindmica histérica aproxima-se do que Prado (2000) denomina como logica
conceitual. Baseando-se em autores que discutem a abordagem da histéria no ensino, esta autora
identifica o movimento da logica conceitual como sendo a abordagem indireta da histéria do
conceito visto que este pode revelar o processo de criagio e desenvolvimento do conceito,

compreendendo a prética social e préatica tedrica num mesmo movimento.

Sendo assim, a reconstrugiio da dinimica do conceito de fragio que apresentamos no
capitulo a seguir constitui sintese dos principais aspectos do processo histérico do
desenvolvimento légico do conceito numérico da fragdo e estd fundamentada em estudiosos que
direta ou indiretamente trazem contribuicbes para identificarmos as principais conexdes que
compdem o conceito de fragio. Entre eles, Childe (1966), Boyer (1974), Aleksandrov,
Kolmogorov & Laurentiev, (1988), Hogben (1970) e Caraca (1998).
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Para todos eles o conbecimento surgiu como parte da vida cotidiana de homens e
mulheres e desta forma, as origens primitivas da matematica, relacionadas com os conceitos de

niimero, grandeza e medida, podem ser encontradas nos primérdios da raga humana.

Ao perscrutar o desenvolvimento do conceito de fragio com bases nos autores acima
citados, estaremos buscando, na perspectiva da légica dialética, as conexBes na formacio de
juizos e conceitos sobre a fracBio que, além de possibilitarern a organizac@o das atividades,
constituirio elementos para a andlise dos pensamentos dos alunos sobre este conceito,

manifestados em seu processo de formacéo.

Com aportes no trabalho de Kopnin (1978) entendemos a perspectiva 16gico-historica
como aquela que identifica a unidade entre o l6gico e o historico no estudo do objeto e, portanto,
constitui premissa para a compreensdo do processo de movimento do pensamento, da criagio da
teoria cientifica. Nessa identidade temos que o historico aborda o processo de mudanga do
objeto, suas etapas de surgimento e desenvolvimento, enquanto o /dgico, reflete os principais

periodos da historia, € o histérico liberado das casualidades que o perturbam.

Entendemos que a unidade do histérico e do légico permite ao estudioso de qualquer
campo da ciéncia, definir o comego do estudo do objeto, segundo Kopnin (1978). Usando como
fundamento a fase superior, madura de desenvolvimento do objeto — o 10gico — fazem-se as
definigdes primdrias de sua esséncia. Essas defini¢fes sfio insuficientemente profundas, mas
mdispensaveis como linba no estudo do processo historico de desenvolvimento do objeto. O

histdrico aprofunda as defini¢fes primdrias e as enriquece.

O historico é, segundo Kopnin (1978), todo o processo de mudanga do objeto —
fenébmenos ou processos — em estudo, € o processo histérico real € se constitui de toda a
objetividade, complexidade, casualidade, desvios e contrariedade manifestados nele.
Notadamente, o autor destaca que € através do logico que o historico adquire forma teorica e
reproduz a esséncia do objeto, ou seja, seus principais periodos. Nas palavras do autor “o Iégico
atua como meio de conhecimento do histdrico, fornece principio para e estudo multilateral

deste” (KOPNIN, 1978, p.185).

Assim, devemos estudar o historico do objeto em correlacio com o que aponta o
légico. Esse caminho reporta aos principais vinculos estabelecidos entre o movimento do

pensamento e o objeto estudado, desvelando as diversas formas de movimento do pensamento no
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processo de aproximagdo do pensamento ao objeto. Em outras palavras, nesse processo de
aproximacio ao objeto estabelecem-se certos lagos ~ conexdes enquanto formas de pensamento —
nos quais se refletem os resultados do conhecimento do objeto. Uma vez que toda forma de
pensamento constitui certo elo do movimento no sentido da realidade objetiva, nela se traduzem

os resultados do conhecimento.

Sendo o conceito de fragio nosso objeto de estudo, essa identidade do légico com o
histérico, tem como base de estudo a fase superior, madura e desenvolvida deste conceito a fim
de serem estabelecidas as primeiras definicdes de sua esséncia. De posse dessa esséncia
primdria, exploramos a histéria de seu desenvolﬁmento, criando ndo sé as premissas
indispenséveis para uma compreensio mais profunda de sua esséneia, como também percebendo

o movimento forma e contetido do pensamento sobre a fracdo, nesse processo.

No estudo do histérico pelo légico do conceito de fragdo, desvelamos as diversas
Jormas de movimento do pensamento humano no processo de aproximacdo deste pensamento ao
procurar quantificar o aspecto continuo da realidade. Neste processo de aproximacio
estabelecem-se o0s elos/conexdes nos quais se refletem os resultados do conhecimento do objeto,

isto €, os diversos nexos inerentes ao conceito de fracdio.

Portanto, ndo entendemos a histéria como sucessio de fatos, pois temos
conhecimento de que para cada cultura a forma verdadeira do conceito é aquela que satisfaz a sua

lida com os movimentos quantitativos que enfrentam na labuta da vida.

No entanto, sabemos que € perscrutando a histéria do conceito de fragio e extraindo
dela as principais transi¢des conceituais, que teremos acesso aos avangos e rupturas que foram
relevantes para o estabelecimento do conhecimento de fracio que temos atualmente. Nesse
processo de estudo da historia, destacamos a importincia de se penetrar profundamente na
riqueza do contetdo do conceito estudado para se apreender as conexdes de grau cada vez maior,

observando as fases em que o pensamento foi se transformando e se superando.

O contelido que observamos ao explorar na perspectiva do légico-histoérico do
conceito de fraglio compreende o pensamento envolvido na medigdo de aspectos continuos das
grandezas, destacados nos significados das agbes praticas de diferentes sociedades diante das

diversas necessidades de medicso.
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Povos antigos, diante de suas necessidades sociais passaram a utilizar o numero
natural de modo diferente quando precisaram quantificar mais rigorosamente elementos da

natureza que nfo identificavam como organizados naturalmente separados.

Conforme apresentamos no capitulo seguinte, Hogben (1970) marca que essa
diferenga do uso do mimero natural na divisio do dia em horas e das horas em segundos
compreendia grande avango nos processos de medir desses povos, visto que “uma hora nédo é
separada de outra por nenhum acontecimento natural” diferente de uma ovelha que € separada
de outra por uma camada varidvel de atmosfera. Horas, minutos, metros e centimetros, entre

outras grandezas, correspondem a medigdes que podemos fazer com maior ou menor precisio.

Dai temos que o processo de medi¢do envolve necessariamente, conforme aponta
Caraca (1998), a escolha de wma unidade padronizada (unidade de medida artificial) que, quando
comparada ao objeto a ser medido tem a funcfio de restabelecer a correspondéncia biunivoca
entre a quantidade de unidades de medida em que se divide o objeto e os ntiimeros naturais. Com
essa nova forma de utilizagBio dos nimeros naturais, esses povos observaram outro problema, que
foi essencial para a elaboragdo da fragfo: como representar numericamente o resultado dessa
comparagfo, quando a unidade padriio nfo cabe um ntmero inteiro de vezes no objeto a ser

medido.

Esse problema, resolvido pelos povos antigos com a criagdo da fragdo, ndo € tdo
antigo assim, quando se trata de restabelecer uma relagio de ensino, na qual o aluno pense
criativamente sobre o conceito de fragfio, estabelecendo quanto a este, um processo onde se parte

da formulac@o de juizos sobre as agdes de medir, ampliando-os.

A histéria vista assim, assume funcdo de investigagio sobre a criagdo,

desenvolvimento ¢ compreenséio dos conceitos e a de organizadora da atividade pedagogica.
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CAPITULO 4

AS CONEXOES DO CONCEITO DE FRACAO

Antes de perscrutarmos os nexos conceituais da fragfio, desejamos esclarecer que o
enfoque logico-dialético do desenvolvimento conceitual permite afirmar que a apreensio do

movimento conceitual da fragdo € base essencial para o conceito de racionalidade.

Por este motivo, nosso ponto de partida é o estabelecimento do desenvolvimento
criativo de sua base conceitual — o conceito de fracio, diferentemente da abordagem em trés das
pesquisas' apresentadas na se¢do 2.1 desta dissertacfio, nas quais o foco recai sobre o
estabelecimento de relagGes l6gico-formais, préprias do conceito de racionalidade, que envolvem,
entre outras, as idéias de quociente, razfio, operador multiplicativo e probabilidade, bem como

suas correspondentes representagdes nas formas decimal e porcentagem.

Nosso propésito ndo se aplica & aquisicho do conceito de racionalidade, ainda que
tenhamos assumido que a fragdo constitui sua base fundamental. Apoiados no enfoque dialético
do pensamento, destacamos que a aprendizagem de um conceito ocorre quando participamos dos
movimentos de cria¢do deste, numa atividade que incorpora, A pratica, o pensar conceitual, nas

suas dimensdes socioldgica e logica.

Em face ao exposto, consideramos que o estudo da histéria da fragfo, que tem como

base sua légica, enriquece o conhecimento sobre este conceito e é fundamental na atividade de

! Llinares & Sénchez (1988), Romanatto {1999) e Woerle (1999).
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ensino. KOPNIN (1978) evidencia ainda, que a inter-relacdo dialética do histérico e do Iogico
néo se limita 4 unidade da teoria do objeto — forma atual do conceito de fragiio ~ ¢ sua historia.
Para ele, o l6gico representa nfio apenas a histéria do proprio objeto, mas também toda a histéria

de seu conhecimento.

LEFEBVRE (1995) também destaca que ao dirigir-se para o estudo de algo,
precisamos apreender suas conexOes internas e captar suas transigbes, seus aspectos
contraditorios, representados por unidades de opostos. Entre elas aponta as unidades: “contetdo-
forma” e “logico-histérico”. Para este autor, tudo estd ligado a tudo e o processo de
aprofundamento do conhecimento ¢ infinito.

Este processo de aprofundamento € interpretado por Kopnin (1978) como o
movimento que representa a eterna aproximacfo do conceito ao objeto, fonte inesgotavel da

atividade material do sujeito que conhece.

Portanto, para identificar as conexdes da fragdo, tornou-se fundamental o
conhecimento de sua histéria para extrairmos dela as principais transi¢des conceituais, ou seja, os
avangos e rupturas que foram relevantes para o estabelecimento do conhecimento de fracdo que

temos atualmente,

Nosso proposito nfio € decompor o conceito de fragfio nas partes que o compdem,
revelando blocos que o constituem, mas sim mostrar de que elementos e de que modo surge e se
desenvolve esse conceito, que papel os elementos — unidade natural, grandeza e medida —
desempenham na sua formacfio e desenvolvimento, considerando-os enquanto formas de

pensamento fundamentais para o sujeito que aprende o conceito de fragdo.

Para captar o processo de desenvolvimento do conceito de fracdo, sem recair no
historicismo, teremos como foco de analise a unidade dialética 16gico-historica do conceito.
Nesta unidade dialética, o conceito atual de fragio funciona como direcionador do olhar para a
histéria uma vez que € resultado de intimeras sinteses conceituais, que revelam quais sdo os

aspectos importantes, as transigdes e as mudangas conceituais para o nosso estudo.

Deste modo, corroborados por autores que fizeram analise l6gico-histérica do
conceito de fragdo, compreendemos que, nas atividades desenvolvidas com os alunos, a
elaboragdo conceitual da fragdo envolve os movimentos de superacdo essenciais ao seu
desenvolvimento.
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Estudamos, entdo, as conexdes do conceito de fragiio com base nos autores que
analisaram os momentos contraditérios, os conflitos internos, captando as transi¢Bes logico-
histéricas do conceito de fragdo e que, de forma dialética, penetraram na riqueza do contetido

para apreender as conexdes e os movimentos de superagdo deste.

Comegando pelos estudos historicos e arqueoldgicos de Childe (1966) vemos que o
homem € a Gltima grande espécie a aparecer e sua sobrevivéncia ¢ multiplicagio na pré-histéria

se deve ao aperfeicoamento do que este autor chama de “equipamento artificial transferivel .

Durante milhares de anos, os seres humanos atuaram e reagiram ao mundo exterior
ajustando-se e ajustando-o as suas necessidades. Sem dispor de quase nenhum equipamento, tais
como: garras, dentes, presas agudas, couragas ou pélos para o aquecimento do corpo, tipicos de
alguns animais e tendo ainda perdido alguns recursos que lhes eram naturais na época pré-
historica, com o passar do tempo, o ser humano os substituiu por instrumentos niio-corporais que

fabrica, usa e despreza segundo sua serventia — “equipamento artificial fransferivel”.

Este equipamento “extracorpdreo material”, inicialmente constituido de pas para
cavar, machados para cortar, armas para cagar, roupas para se aguecer e casas para se abrigar,
criado pelo ser humano num processo longo de experiéncias e aprendizagem compostos de
tentativas, erros, impressdes recebidas, lembradas e comparadas, pdde ser adequado a um mimero

quase infinito de operagdes.

Para a aprendizagem de tais experiéncias Childe (1966) distingue uma nova espécie
de equipamento extracorpéreo, chamado de espiritual, que se constitui a4 base do
desenvolvimento de um sistema de comunicacdo dotado de significados convencionais — a
linguagem do grupo social. O equipamento espiritual inclui nfio somente a linguagem, que é
considerada como veiculo de transmissfio das idéias que se traduzem em instrumentos ¢ armas,
que podem, com éxito, controlar ¢ transformar a natureza exterior, como também a ideologia da

sociedade representada por suas crengas, supersticSes, fidelidades, e ideais artisticos.

O desenvolvimento desses equipamentos extracorporeos coincidem com a mudanca
da economia da sociedade humana. De uma comunidade de economia estritamente coletora,
cujos modos de vida ndo diferem de outro animal qualquer e onde se faz uso apenas dos

equipamentos corpdreos para a obtengdo de alimento e abrigo, para uma economia produtora
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onde se faz uso de utensilios, ferramentas e armas fabricados, que ajudam na adaptagio do meio

para a sobrevivéncia do grupo, incluindo o cultivo de plantas e a criagdio de animais domésticos.

A revolugfio neolitica exigiu a invencio de ferramentas e a descoberta de métodos de
cultivo e armazenamento da colheita e de criagdo e reproducio de animais. As bebidas se haviam
tornado necessérias na maioria das sociedades da Europa e da Asia menor, e todo um servigo de
vasos, cntaros, copos ¢ tagas passou a ser usado para seu consumo. Ha indicios de
conhecimentos da quimica da fabricagio de ceramica, da fisica da fiacdo, da mecénica do tear e
da boténica do linho e algodio.

E nesse periodo da histéria, hé cerca de cinco mil anos, que a matemdtica surge, ndo
como conhecimento isolado, mas como parte da criagio de instrumentos necessirios i vida
cotidiana das sociedades. Suas origens primitivas certamente estio relacionadas com as
necessidades de contagem e medida encontradas nos primérdios da sociedade de economia
produtora. Com cendrio demarcado pelos vales aluviais do Nilo, do Tigre-Eufrates, ¢ do Indo,
este periodo € caracterizado pela producio de excedentes as necessidades da aldeia, exigindo

inovacfo cientifica e modificacSes sociais e econdmicas.

Este milénio, que precedeu o ano 3000 a.C. foi talvez o mais fértil em invencGes
proveitosas do que qualquer outro periodo da histéria humana anterior ao séc XVI de nossa era.
As condigGes geoldgicas, fisiograficas e climaticas mostraram-se propicias, pois contribuiram
com matéria prima, ofereceram estimulos 4 intensa organizacdo social, proporcionaram
comunicacio e finalmente os céus apresentaram, a noite, 0 movimento dos corpos celestes. A
faixa arida foi propositor do aldeamento junto de um rio ou fonte de agua perene. A comunidade
passou a necessitar de irrigacio para sua horta, considerada uma tarefa coletiva. Nas regides de
desertos as aldeias se instalaram em volta ou entre eles, onde havia estepes e que ficou chamado

de Fertil Crescente.

O Egito fica no extremo ocidente do Crescente e é no vale do Nilo que se forma um
cinturdo verde através do indspito deserto. A cheia anual irriga as 4reas marginais e o grande
Delta a0 norte. Ao mesmo tempo, o rio proporciona um caminho mével pelo gual até cargas

pesadas podem ser transportadas.

Nesta nova fase de desenvolvimento das comunidades o cobre € mais comum na

aldeia mesmo que usado apenas como uma pedra trabalhada a frio, com golpes. As comunidades
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possuiam todos os conhecimentos técnicos € o aparato da civilizagio, como metalurgia e o
bronze, o emprego da for¢a de tracio animal, veiculos com rodas, a roda da ceramica, tijolos e o
selo — marca individual. Apenas a organizacfio econdmica ¢ a estrutura social ainda eram

deficientes.

Com a adog¢io de instrumentos de metal, resultando maijor durabilidade das
ferramentas onde havia escassez da pedra e como armas nas guerras, surge a nova classe de
artesfios. Qutras classes de artesfios aparecem neste periodo, 4000 a.C., especialistas em

carpintaria para a construgdo de canoas e barcos ¢ os ceramicistas, depois da invenco da roda.

Assim antes de finalizar o quarto milénio a.C. a for¢ca dos bois, cavalos e asnos,
conjugada a roda, tinha proporcionado as sociedades orientais uma for¢a motriz, equipamento
para transporte terrestre que nfio foram superados senfio no século XIX, segundo Childe (1966).
As mudangas nas culturas, decorrentes da revolugfo urbana, devem ser conseqiiéncia de guerras
de conquista que proporcionaram ao chefe a oportunidade de obter poder secular. Os vencidos
eram necessariamente exterminados, alguns eram deixados como escravos, o que fez surgir as

sociedades estratificadas, divididas em senhores e escravos.

Esse processo longo e gradual de desenvolvimento da sociedade também é cenario
para o desenvolvimento do conceito de nimero. A principio as nog¢les primitivas de nimero
devem ter surgido das massas de experi€ncias compostas de tentativas, erros, impressbes
recebidas, lembradas e comparadas. Dessas percepedes de semelhancas e diferencas surgem a
ciéncia e a matematica. Assim, “as prdprias diferengas parecem indicar semelhangas, pois o
contraste entre um lobo e muitos, entre um carneiro e um rebanho, entre uma drvore e uma
floresta, sugerem que um lobo, um carneiro e uma drvore tém algo em comum — sua unicidade”

(BOYER, 1974, p.01).

A percepcio dessa grande propriedade abstrata que nos chamamos de nimero foi um
primeiro passo dado pela sociedade para o conceito numérico que gradualmente se desenvolveu

recebendo a contribuicio de diferentes povos.

Boyer (1974) aponta que a idéia de nimero tornou-se suficientemente ampla. Ele nos
mostra que a principio baseou-se somente na linguagem de sinais, usando os dedos das méos ou
montes de pedras para representar a correspondéncia com os elementos de um outro conjunto,

desenvolvendo agrupamentos como forma de organizacio das quantidades. Posteriormente,
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quando os grupos de pedras tornaram-se insuficientes para conservar a informacdo numérica, o
homem pré-historico, por vezes a registrava, fazendo marcas num basto ou pedaco de osso. A
descoberta desses objetos forneceram provas de que a idéia de niimero ¢ muito mais antiga do

que 0s progressos no uso de metais ou de veiculos com rodas.

Porém, segundo este mesmo autor, a nogéio de fragfio racional teria se desenvolvido
muito mais tarde. Entre esses povos primitivos da Idade da Pedra parece ndo ter havido
praticamente nenhuma necessidade de seu desenvolvimento uma vez que, para suas necessidades
quantitativas, o homem prético poderia escother unidades suficientemente pequenas, eliminando
a necessidade de fragdes. Em suma, as fracdes decimais seriam um produto da idade moderna da

matematica e nfo do periodo primitivo.

Mas foi em autores matematicos que investigaram sobre a origem do conceito de
fracdo que pudemos verificar que este conceito tem sua origem na medicdo. Aleksandrov,
Kolmogorov & Laurentiev (1988) ao fundamentar seus estudos sobre a Matematica, seu
contetido, método e significado, consideraram que a fragdo tem origem na medicio de uma

grandeza e identificam seu primeiro nexo do movimento conceitual na medida.

Perpassando os registros historicos e arqueolégicos, embora estes sejam imprecisos,
torna-se evidente que a nova organizacio econdmica, delineada pelo surgimento de diversos
inventos e associada ao desenvolvimento da escrita, mostram que tanto a idéia de fragio como
sua notagdo surgem exatamente nos grandes vales aluviais do Nilo e no sistema Tigre-Eufrates

com o desenvolvimento de culturas mais avancadas durante a Idade do Bronze.

A fecundidade das invengdes e descobertas desses povos dos primérdios das
civilizagbes, diante das necessidades que sua nova economia produtora colocava, resultou em
agOes de medicdo que possivelmente eram exigidas em atividades tais como: a construcdo de sua
casa, do cercado dos animais e do armazenamento de alimentos, do fabrico de armas,
instrumentos para ¢ transporte, a agricultura, a metalurgia, as vestimentas e ceramicas, entre

outras.

Hogben (1970) faz uma incursio nas antigas civilizagbes para encontrar os
rudimentos do que ele denomina por linguagem das grandezas. Como o proprio autor enfatiza,
“classificar as coisas segundo seu tamanho e grandeza sempre foi tarefa bem mais dificil que

reconhecer as vdrias espécies existentes” (HOGBEN, 1970, p. 37).
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Esclarecendo como foi desenvolvida esta linguagem das grandezas, Hogben (1970)
aponta que a principio, noésos orgdos sensoriais eram capazes de perceber espécies distintas a
grandes distdncias, mas eram incapazes de realizar essa distingdo quando se tratava de tamanhos
diferentes. Assim, quando os olhos nfo foram mais suficientemente aptos para realizar tal tarefa
se fez necessario construir novos “Orgdos sensoriais” — exfracorpdreos — que os substituiriam.
Nesse caso, a capacidade humana de invengéo criou a unidade de medida que transposta para os

instrumentos de medic8o torna-se um extracorpdreo.

Saber que os egipcios desenvolveram a arte de medir os terrenos das margens do Nilo
em fungio das cheias periodicas®, desenvolvendo por necessidade desta atividade material,
ferramentas numéricas diferentes do ntmero natural, nfio deveria ser apenas uma informagio

documental para a educagéo.

O desenvolvimento da dimensdo pratica desta criagdio numérica pode possibilitar ao
aprendiz da fragfio experiéncias mais significativas do ponto de vista da formacfo de linguagem e
pensamento racional, de modo a fazer conexfes entre medida, fragfio e grandezas do que apenas

estudar a frac&o isolada de sua dimens&o criadora.

Justificando a necessidade de medir na impossibilidade sensorial de identificar
grandezas, podemos investigar o processo de medi¢do nas explicitagdes de Aleksandrov,
Kolmogorov & Laurentiev (1988). Estes autores reconhecem que o processo de medi¢do tem
origem na inter-relagio entre a geometria e a aritmética. De fato, para medir uma grandeza, seja
ela uni, bi ou tridimensional, precisamos aplicar-lhe uma certa unidade de medida, calculando
quantas vezes € possivel repetir a operacfio de sobrepor a unidade de medida & grandeza. Ou s¢ja,
a medicdo de qualquer grandeza combina o célculo da quantidade de vezes que se aplica uma
unidade de medida com uma operacio de identificagio da unidade de medida a ser aplicada, pois
que ela deve apresentar caracteristicas semelhantes & grandeza em questdo. Refere-se a

aritmética, o calculo da quantidade de vezes que se aplica a unidade de medida 4 grandeza. J4 a

? Caraga (1998) funda-se em Herodoto para mostrar que as relagdes do individuo com o Estado no séc. V antes de
Cristo, no que se refere 3 propriedade da terra, impuseram a necessidade da expressie numérica da medigio, em suas
palavras “Disseram-me que este rei (Sesostris) tinha repartido todo o Egipto entre o5 egipcios; e que tinha dado a
cada um uma porgdo igual ¢ rectangular de terra, com a obrigacdo de pagar por ano um certo tributo. Que se a
por¢lio de algum fosse diminuida pelo rio (Nilo), ele fosse procurar o rei e lhe expusesse o que tinha acontecido a
sua terra. Que ao mesmo tempo o rei enviava medidores ao local e fazia medir a terra, a fim de saber de quanto ela
estava diminuida e de s6 fazer pagar o tributo conforme o que livesse ficado de terra. Eu creio que foi dai que
nasceyu a Geometria e que depois ela passou aos Gregos” (CARACA, 1998, p.32).
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escolha/identificacio da unidade de medida de mesma espécie da grandeza, envolve

conhecimento da geometria.

Apdia-se nesta inter»réiagﬁo a necessidade de também possibilitar ao aprendiz da
fracdo o desenvolvimento do conceito de grandeza. Ao refletir sobre situagdes praticas, queremos
que identifiquem qualidades comuns aos objetos tais como: peso, altura, velocidade entre outras e
pensem sobre sua quantificagdo. Nestas atividades, conhecimentos de geometria e aritmética se

unificam para pensar/conhecer grandezas.

O desenvolvimento da linguagem das grandezas, destacado por Hogben (1970),
constitui para nds elemento importante na elaboragio do conceito de fracfo, pois permite pensar
sobre a capacidade de perceber diferentes dimensdes. Tal desenvolvimento envolve avaliar
situagSes em que os olhos nfio sfo suficientes para tal tarefa, colocando-se o problema da
necessidade de criagdo de uma unidade de medida que futuramente se tornaria instrumento —
extracorporeo — de medicdo. A expressdo do resultado da comparacio da unidade de medida no
processo de medicfio permitiu que se redimensionasse o contexto de utilizagfo dos ndmeros

naturais.

Quando consideramos o contexto de medigiio em que a unidade de medida cabe um
numero inteiro de vezes na grandeza a ser dimensionada, a forma numérica conhecida — niimero
natural — pode ser utilizada para quantificar esse aspecto continuo, uma vez que a experiéncia
humana, criativamente transforma o aspecto continuo 2 semelhanca do aspecto discreto. Deste
modo, para o estabelecimento da correspondéncia biunivoca exige-se a superagio do problema

referente a como traduzir nurnericamente a variagio quantitativa de qualidades comuns.

Com aportes em Caraga (1998) consideraremos qualidade o conjunto de relacdes
possiveis entre os seres/objetos/fendmenos e que sfio tomadas pelos sujeitos em observacdo do
conteudo desses seres/objetos/fendmenos. Enfatizamos aqui a adverténcia deste autor de que ndo
se pode considerar qualidades de um ser ou objeto como se elas existissem nele, as qualidades
sdo relagOes orientadas pela multiplicidade de interpretagdes que se possa fazer do mesmo
ser/objeto/fendmeno. Ao fazer esta adverténeia Caraca (1998) apresenta, para exemplificar como
as qualidades sdo relagGes orientadas, o seguinte: /... ] uma folha de amoreira tem, para a
darvore, a qualidade de ser um orgdo de respiracdo, para o bicho da seda, a de ser um meio de

nutricdo, para o homem, a de ser verde, de poder servir de meio econémico, etc..” (CARACA,
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1989, p.107). Por esta razio ¢ mmportante esclarecer que ao considerar qualidades devemos

pensar no contexto em que se situa o destaque dessa qualidade.

Agora, a medicio de determinada qualidade se estabelece no momento em que se
quer conhecer o tamanho, isto &, diferencid-la de outra quanto a diferentes graus de intensidade.
Neste sentido, o termo quantidade € empregado para representar a medida daquilo que queremos

conhecer no tamanho ou dimensio.

Por isso, ao pensarmos no desenvolvimento conceitual da medida como base para a
fragdio, ndo podemos ignorar no desenvolvimento das atividades com os alunos, a variacdo
quantitativa de qualidades como elemento que permite o estabelecimento de juizos de
intensidade. Saber se uma qualidade ¢ maior, menor, mais ou menos que outra e, acima de tudo,
sobre a possibilidade de medir ¢ traduzir em niimeros essa variagdo de quantidade constitui juizo
importante para proporcionar ¢ movimento do pensamento quanto ao que € necessirio para medir

uma variaco de quantidade.

Neste caso, CARACA (1998) novamente nos oferece apoio quando apresenta a
conveniente escolha da unidade como elemento que possibilita a obtengfo, por adigio, da medida
de determinada qualidade — estado: “a medicdo faz-se comparando cada estado com aquele que
se tomou como unidade [...]” (CARACA, 1998, p.109).

Acontece que nas situagdes de medicdo da vida cotidiana encontramos, na maioria
das vezes, grandezas de aspecto continuo que nfio contém wm nimero inteiro de vezes a unidade
de medida, fazendo surgir outra conexfio importante — a necessidade de fracionar a unidade de

medida. O movimento dindmico do pensamento humano destaca as subunidades de medida.

Esse destaque permitiu o desenvolvimento das fragbes como linguagem numeérica
usada para expressar o resultado dessa medigdo, visto que os mimeros inteiros nfo sio suficientes

para exprimir, com maior exatiddo, este resultado.

De fato, apresentam Aleksandrov, Kolmogorov & Laurentiev (1988) “foi assim que

surgiram realmente as fragdes, feito que se tem demonstrado pela analise de dados historicos e de
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outro tipo. Surgiram da divisio e comparagfio das magnitudes continuas: em outras palavras, das

533

medi¢bes.”™ (tradugio nossa)

Fazemos um paréntese para observar que embora nfio especifique uma opc¢do pela
concepgdo Iogico-histérica da criacBio de conceitos, os Pardmetros Curriculares Nacionais de
Matematica também mencionam em suas orientagdes didaticas para o bloco de contetidos
“medidas e grandezas™ um destaque para a relagio entre a medicio de uma grandeza e o
resultado numérico dessa medigiio na proposigio de experiéncias de ensino que ampliem a

compreensdo numérica de ntimeros fraciondrios.

Propdem seus elaboradores que,

Finalmente, o estabelecimento da relagdo entre a medida de uma dada grandeza e um
namero € um aspecto de fundamental importincia, pois é também por meio dele que o
aluno ampliard seu dominio numérico e compreendera a necessidade de criagio de
nameros fraciondrios, negativos, etc. (BRASIL. PARAMETROS CURRICULARES
NACIONAIS, 1997, p.131).

Neste destaque, mesmo nio esclarecendo muito bem a relacdo entre medida ¢
nimero, percebemos uma certa concordancia com a idéia da interdependéncia entre aritmética e
geometria apontada por Aleksandrov, Kolmogorov & Laurentiev (1988) citada anteriormente.
Néo obstante essa referéncia, o documento no parece explicitar qualquer orientagdo no sentido
de estabelecer uma relagio entre os processos de desenvolvimento histérico do conceito e sua

aprendizagem.

Em sintese, as idéias apresentadas até aqui nos permitem assegurar que o conceito de
fragdo origina-se na inter-relagio entre medir e representar numericamente o resultado desta
medida. Esta relagdo esta inscrita nas diversas necessidades e interesses de contagens postas em
diferentes contextos histéricos e na sociedade atual Necessidades reveladoras das
impossibilidades que o conhecimento numérico — niimero natural — oferece para a quantificagio

de aspectos continuos das grandezas.

Esse entendimento encontra coeréncia com a posicio de Caraga (1998), ao conceber
que novos problemas sociais envolvem a criacdo de novos conjuntos numéricos. Segundo esse

autor, esses movimentos se apdiam nas solucdes que as sociedades antigas adotaram para

*Fue asi com surgieron realmente las fracciones, hecho que se ha demonstrado por el andlisis de datos histéricos ¥
de outro tipo. Surgieron de la division y comparacion de las magnitudes continuas: en otras palabras, de las
mediciones” (Aleksandrov, Kolmogorov & Laurentiev, 1988, p.44).
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resolver seus problemas. Problemas que surgiam das necessidades de sobrevivéncia e que

provocaram o desenvolvimento do conhecimento das comunidades.

Deste modo, as idéias que deram origem a4 frac8o nfio nascem como fruto de um
pensamento puro e intelectualizado ou uma entidade separada, ao contrario, elas surgem da
experiéncia e da relagiio com objetos concretos, da realizac8o de operagdes de medir e contar

comuns a vida de todos os dias.

Como diz Caraga {1998) o problema da medicfio aflige desde a dona de casa nas
atividades culindrias até wm engenheiro num projeto de construgfo, de alguma forma e nas mais

variadas circunsténcias ou profissdes nos deparamos com a necessidade de medir.

Sobretudo, com relagiio ao problema da medicdo, este autor nos aponta que medir
consiste em “comparar duas grandezas da mesma espécie — dois comprimentos, dois pesos, dois
volumes, etfc...” (CARACA,1998, p.29). Esta comparagio nos remetera ao problema de
determinar quantas vezes cabe um comprimento no outro, vemos este pensamento afinar-se com
o estabelecimento da correlagio entre geometria e aritmética de Aleksandrov, Kolmogorov &

Laurentiev (1988) na medigfio de uma magnitude/grandeza.

Entretanto Caraga (1998) aponta gue isto ndo € tudo ainda, se nfo se estabelece um
termo de comparagdo comum para todas as grandezas da mesma espécie, haverd complicagdes

nas operagdes de troca. Ele denomina este termo comum como unidade de medida da grandeza.

Entendemos que o estabelecimento ou escolha da unidade de medida comum
favorece todas as formas de comunicagio do resultado da medigdo — quantas vezes cabe —

atribuindo um significado comum a este.

De acordo com Hogben (1970) foram os costumes sociais e, principalmente, o
coméreio que mmpuseram formas e dimensdes mais ou menos constantes as unidades de medida.
As dificuldades encontradas no intercdmbio entre diferentes grupos estabeleceram unidades de
medidas comuns. O autor ilustra, de forma evidente, que a necessidade de padronizacio da
medigio emana das relagSes sociais: “4 medida que o comércio se ia alastrando pelas rotas
comerciais sumerianas, a aceitagdo de um padrdo comum com que se pudessem comparar
vasilhas de varias capacidades, se foi tornando uma necessidade social” (HOGBEN, 1970,
p.69).
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As situagdes de intercambio até hoje sdo as responsaveis pelos acordos em se utilizar
unidades comuns de medida. Um fato ocorrido recentemente, a perda da sonda “Mars Climate
Orbiter™, que se espatifou ao entrar desastradamente na atmosfera marciana é testemunho de que
ainda sio importantes os acordos a respeito das unidades de medida. Enviada ao espaco para
estudar o clima de Marte, com custo de 125 milhdes de dolares, a unica explicagio dos cientistas
americanos para o desastre se encontra no fato dos computadores terem recebido informacdes
conflitantes dos controladores de vdo, quanto aos sisternas de medidas. Ou seja, 0 melhor time de
navegadores espaciais do mundo abasteceu os computadores da sonda com dados no Sistema

Meétrico Decimal (metro e quilograma) e também no Sistema Imperial Britanico (pé e libra).

Uma nave carissima foi destruida por um problema, muitas vezes considerado
superado, o uso de um sistema ~ forma — de medidas comum. Diversos paises, incluindo a maior
poténcia do planeta, relutam em abrir mio de seu sistema de medidas, pois segundo o professor

Giorgio Moscati’, para a maioria dos americanos e in leses, 0 metro nfio passa de uma abstrac3o.
24 p

Vemos aqui que o problema de comunicagfio ¢ socializacio das unidades de medida
desenvolvidas historicamente nfio € tdo antigo assim. Estas relagbes deveriam fazer parte do
desenvolvimento da dimens3o pratica da criagio da fragio e assim, poder possibilitar a quem

aprende a formagfo de conexdes entre pensamento e linguagem.

Também nas atividades desenvolvidas com os alunos surgiu a necessidade de
padronizagdo da unidade de medida. A principio, a0 medirem seus terrenos escolheram
aleatoriamente suas unidades de medida. Embora tenham recorrido aquelas historicamente
utilizadas, relacionadas ao préprio corpo, tais como: palmos, passos € dedos, os alunos as
escolheram como quiseram. No momento de socializar os resultados, percebiam que este nfio era
tdo evidente. Isto induziu & percepcio de que a utilizagio de diferentes unidades de medida

impedia a rdpida interpretacdo do resultado da medida.

A opgo foi escolher uma unica unidade “passos”, mas também esta apresentou o
problema inerente aos diversos tamanhos de “passos” usados nessa medigo. Tiveram, portanto,

de buscar uma unidade de medida que garantisse um padréo Gnico de medicio.

* Reportagem da Revista “Veja” edicio de 06/10/1999,
* Professor do Instituto de Fisica da Universidade de S30 Paulo e membro do Comité Internacional dos Pesos e
Medidas. (Revista Veja, edigio de 06/10/1999)
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Esta escolha, implicitamente, depende da natureza das medigSes que haviam de
realizar. Escolher uma unidade de medida para a comparacfio requer que esta unidade tenha a
mesma natureza da grandeza a ser medida; ou seja, para medir comprimento uso unidade de
comprimento, para medir volume uma unidade de volume, etc. As escolhas, conseqiientemente,
estdo vinculadas a um processo de reconhecimento de qualidades quantificiveis inerentes a

grandeza a ser medida.

Pode parecer tarefa simples, a primeira vista, mas a a¢8o de medir, como assegura
Caraca (1989), envolve outras dificuidades. Comparar grandezas e identificar grandezas da
mesma espécie exigem a observacdo de um atributo comum aos objetos. Embora apontada por
este autor de forma diferente, novamente observa-se necessario o trabalho que se propde a avaliar

qualidades comuns dos objetos, de forma a permitir sua quantificagio.

Nesta circunstincia, vale a pena ressaltar as observagbes que Moura (1995) faz em
seu trabalho com criangas da pré-escola. Apoiada em Rouche a autora explicita a dificuldade em
se observar estas qualidades comuns dos objetos que permitem sua quantificagfo, ressaltando que
elas ndo sdo tdo evidentes,

[---] pode-se comparar aquela qualidade que os objetos tém em comum, e que dividem
com exclusividade com todos aqueles que lhes sdo declarados iguais, do ponto de vista
desta qualidade. Mas como descobrir esta qualidade, que ndo € nem a cor, nem a forma,
nem o material de que € feito? Serd que existe um comprimento falante, que fala por si
s67 A nogdio de comprimento sé ¢ possivel a partir de um conjunto de objetos. No
pensamento de senso comum, afirma Rouche, existem primeiro os objetos, a grandeza é
considerada como propriedade deles (MOURA,1995, p.49).

Na pritica, a escolba da unidade de medigfio depende tanto da natureza do objeto a
ser medido — a grandeza ~ como também, do resultado numérico desta medi¢do. Ao medirmos as
unidades de medida sdio “proporcionalmente™ escolhidas, por isso n3o se torna coerente medir
grandes extensbes com unidades de medida muito pequenas (centimetros), do mesmo modo que

ao medirmos pequenas dimensdes ndo poderemos utilizar quildmetros.

Colocaremos nossa aten¢do, agora, no niimero que se obtém como resultado desta
medigio. E sabido que a expansdo das atividades sociais exigiu que se desenvolvessem, também
os processos de medicdo. As medi¢Ses tiveram que se tornar mais precisas € o conhecimento
numeérico, restrito aos nimeros naturais, tornou-se limitado para exprimir os resultados de certas

medicGes.
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Hogben (1970) associa 4 especificidade desse conhecimento numérico as dificuldades
encontradas em representar as medices, apresentando que:

[...] durante virias geragdes a humanidade se viu atrapalhada por ndo poder representar
as medicSes que fazia por intermédio desses nimeros, sexualmente completos,
destinados a designar a grandeza de grupos de coisas eminentemente distintas. As
inteligéncias de antanho ndo podiam conceber a existéncia de um nimero como 2 que
¢ como que um &vo gorado. Todos os nétmeros tinham de ser ou meninos ou meninas
(HOGBEN, 1970, p.49).

Podemos nos espantar com a relagio estabelecida por estes povos antigos entre
numero € sexo. Mas Hogben (1970) esclarece que a escrita numeral destes povos era produto
derivado de um calenddrio organizado diante das preocupages com sua fecundidade € a de seus
rebanhos. Deste modo, néo poderiam imaginar a existéncia de um nfimero irracional ou outro tipo
qualquer de nimero que ndo mantivessem essa estreita relaciio com o sexo - “ou meninos ou
meninas”. Esse conjunto numérico era utilizado largamente no estabelecimento da relagdo

biunivoca entre este e os aspectos discretos® dos objetos nas acOes de contar.

Mas, conforme citamos anteriormente, diante da necessidade de quantificar aspectos
continuos dos objetos a humanidade reelaborou o principio da relacdo biunivoca, criando a
unidade de medida & semelhanca das unidades naturalmente separadas. Sendo assim, a nova
unidade — artificialmente criada — permitiu o restabelecimento da relacdo biunivoca, agora para a
relagdo do conjunto dos mimeros naturais com as unidades de medida contidas na dimensdo a ser

quantificada.

Fagamos aqui um destaque retomando o confeddo revoluciondrio e a Jorma
conservadora de Fischer (1959). Com o desafio de traduzir numericamente a variagdo
quantitativa de qualidades comuns, problema considerado como o contetido revolucionario, a

Jorma numérica conservadora — ntimero natural, é reutilizada nos contextos de medicdo.

Este novo contexto de utilizacGo do niimero natural, resultante do redimensionamento
do contetido — aspecto continuo — em fungio da forma numérica, foi destacado por Hogben
(1970). Ele observa que dificilmente, se distingue esses dois contextos de utilizagdo dos nimeros
naturais. Apoiados nesta observacio percebemos a necessidade de também possibilitar ao
aprendiz da frac3o a distingdo desses dois contextos de utilizacdo dos nimeros naturais. No

primeiro, o nimero natural é usado para fins de contagem, considerando cada elemento da

® Caracteristica que se distin gue por apresentar uma organizagio em unidades separadas na agdo de contar objetos.
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contagem, equivalente a qualquer outro. Neste caso, na contagem de um rebanho de bois,
presumimos que cada boi constitui qualitativamente a mesma espécie de individuo que seu
vizinho e estd separado dele por uma camada de atmosfera. No segundo contexto, de modo
inteiramente diferente, o nimero natural ¢ usado quando expressa o resultado da comparagio de
uma unidade de medida com a grandeza a ser medida, observando que agora expressa o resuitado

da contagem de um objeto que ndo apresenta “separagfes” naturalmente.

Temos esse problema detalhado da seguinte forma por Hogben (1970)

A grande diferen¢a, quanto & utilizagdo dos niimeros aparece, porém, quando dizemos
que o ano tem trezentos e sessenta e cinco dias e este vinte e quatro horas. No dia em
que o homem passou a dividir os dias por meio da sombra solar, passou também a usar
os vethos piimeros de um modo inteiramente novo. Uma hora néo é separada de outra
por nenhum acontecimento natural, como o periodo dmido que separa duas estacdes
secas ou como a sucessdo de fases lunares que separam dois plenilinios. Horas e
minutos correspondem tdo-somente a medicdes feitas a régua, medigbes essas que
podemos fazer com maior ou menor precisio, conforme os cuidados tomados na
construciio da régua e na observacgio da posigiio do indicador, isto ¢, dngulo da sombra
(HOGBEN, 1970, p. 54}

Neste caso, os numeros naturais apenas serdo eficientes para a expressio do resultado
da compara¢do da unidade de medida com a grandeza, quando a primeira couber um ntmero

inteiro de vezes na segunda.

Acontece que, freqlientemente, na medi¢go do ponto de vista pratico, a unidade de
medida nfo se contém um niumero inteiro de vezes na grandeza a se medir, implicando na
impossibilidade de utilizacdo dos nimeros naturais na expressio do resultado dessa medigdo.
Entdo, conforme assinala Caraga (1998), podemos considerar que surge um novo dilema: a
expressdo numérica da medig¢do. O autor expde este dilema da seguinte forma:

Estamos em face de um dilema. Uma de duas: —_—

a}Ou renunciamos a exprimir numericamente a mediciic de AB com a unidade CD, o
que, além de incdmodo, levanta novamente questdes — se podemos exprimir a medida
em relagio 4 nova unidade e ndo em relagio & antiga, serd porque aquela teréd algum
privilégio especial? Qual? Porqué?

b)Ou desejamos poder exprimir sempre a medida por niimero — principio de extensdo—¢
entdo temos que reconhecer que o instrumento numérico até aqui conhecido — o conjunto
dos nlimeros inteiros — & insoficiente para tal e ha que completa-lo, aperfeicod-lo nesse
sentido. Como?

(...) Se queremos resolver a dificuldade, devemos criar um novo campo numérico, de
modo a reduzir essa impossibilidade (CARACA,1998, p.34).

Busca-se, diante da dificuldade em se utilizar o conhecimento numérico limitado 3

contagem de grandezas discretas, ampliar o campo numérico, criando um “novo” numero, que
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supera as limitagdes do anterior quanto ao registro do resultado da medicdo pratica de grandezas

que ndo contém um numero inteiro de vezes a unidade de medida, a fracgo.

Diante do desenvolvimento do conceito de fragio apresentado, a fracdo tem sua fonte
conceitual na medida. Esta, por sua vez, desenvolve-se apontando para a enumeragfo de aspectos
continuos, diferentemente da enumeracfio de aspectos discretos, dos objetos. O surgimento da
presente diferenciacdio € marcado pelas elaboracdes conceituais sobre a grandeza como base do
novo campo numérico que passa a existir como registro da correlacdo entre a grandeza e a
unidade de medida.

Entendemos que estes aspectos constituem as conexdes internas do conceito de fracdo
€ por esse motivo organizamos atividades que contemplam as conexdes conceituais envolvidas
no desenvolvimento do conceito de fragiio identificadas e apresentadas neste capitulo. Com base
nelas problematizamos o conceito de fragdo, restabelecendo o movimento dinimico entre sua
forma e seu contedo. Nos capitulos que seguem focalizamos o conjunto das conexdes internas
do conceito evidenciando seus principais aspectos, seu desenvolvimento e seu movimento forma-
conteudo nas atividades com os alunos do quarto ano do ciclo I, procurando analisar como sdo as

elaboragdes conceituais destes alunos em relaciio as atividades.

Nossas suposi¢des mostravam que o desenvolvimento de atividades preparadas com
base nestas conexdes possibilita, ao aluno aprendiz, elaborar juizos ou definibilidades do Ezonceito
de fracfo sem a preocupagio com o formalismo proprio da linguagem matematica. Na elaboragso
de juizos sobre a unidade natural, grandeza e medida o aprendiz do conceito pode distinguir e
fixar propriedades e indicios do objeto, do fendmeno material, permitindo a formagdo de

abstragdes mesmo que elementares.

Em nosso ponto de vista, amparados em Kopnin (1978), ¢ dessa forma que se
processa O pensamento, primeiro a expressio na forma de juizos que se manifesta até pela
simples exposi¢io dos resultados da contemplagio viva, sensorial na qual ha o ato de predicacdo
sem a explicagdo dedutiva. No processo de conhecimento da fragdo partimos da contemplaciio
viva, sensorial de situagbes que envolvem a quantificagio de aspectos continuos de grandezas
para propor entdo a formulagio de juizos mais gerais sobre unidade, grandeza e medida. Deste
modo permite-se refletir diferentes niveis de conhecimento das leis da conexfio dos fendmenos

inerentes & fragdo. Propiciamos a0s alunos uma reflexio sobre o fenémeno que parte do

88



conhecimento de singularidades deste para seguir com a construg@o de vinculos que propiciam o
desenvolvimento do conhecimento do geral, da lei do fenémeno. Abordaremos as caracteristicas
desse conhecimento geral — tedrico no item “A analise dos episddios e suas cenas”, que consta do

capitulo a seguir.
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CAPITULO 5

O DESENVOLVIMENTO DAS ATIVIDADES

Fruto de vertentes epistemologicas e psicologicas que identificam o fazer cientifico
com a resolucdo de problemas, mais recentemente, temos assistido a notavel relevincia dada a
resolucio de problemas, como estratégia que desafia, propde autonomia de reflexdo,
estabelecimento de conexdes e estruturacdo de pensamento dedutivo. Depois das propostas
pedagogicas, o documento Pardmetros Curriculares Nacionais confere, textualmente, grandes

proporgdes a este recurso, sobretudo no ensino de matemética.

No entanto, em face & nossa questdo e ao contexto dessa pesquisa, a0 sugerir as
atividades na proposta de desenvolvimento conceitual, buscamos a perspectiva de resolucfo de
problemas proposta por Moisés (1999), que se apdia no conceito de atividade orientadora
apresentado em Moura (1996) e Moura & Moura (1997).

Moura (1996) caracteriza este conceito como a atividade que sintetiza objetivos,
conteidos e concepgdes epistemoldgicas tanto na formacfio do professor quanto do aluno,
constituindo a esséncia da dinfimica ensino-aprendizagem. Sobre a atividade de ensino, Moura
(1996) esclarece ainda que, enquanto para o aluno a situa¢fio-problema € a aprendizagem, para o
professor, € o ensino. De modo que, embora o professor tenha clareza dos objetivos e estabeleca a
dindmica de ensino, ainda assim, podera nfio dommar todo o processo de solugio da situagfo-
problema colocada. Isto significa que surgem elementos novos fornecidos pelos varios

conhecimentos individuais em jogo na solugio dos problemas. A resolucio e elaboracéo
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conceitual nfo dependem s6 da dindmica orientadora da atividade, dependem sobretudo da
interagdo dos vérios conhecimentos que passam a fazer parte do processo, desde o momento da
colocago da situagdo-problema (MOURA & MOURA, 19973,

Moisés (1999) incorpora o conceito de atividade orientadora de ensino de Moura ao
desenvolver sua concepgiio de problema e de aprendizagem. Para ele, 0 problema é definido
como uma necessidade/concreta identificada no contexto légico-histérico de desenvolvimento do
conceito e a aprendizagem como aquela que compreende o pensar conceitual no movimento de

criacdo de conceitos.

Neste trabalho, além da atividade de ensino e aprendizagem agrega-se um novo
elemento a esse processo. A situagfio-problema para a professora além de ser o ensino era
também a pesquisa. Por isso, nosso propésito em observar as elaboragdes dos alunos e qual a
correlaglio dessas elaboragdes com a proposta da atividade, nos aproxima do planejamento de
atividades que busquem restabelecer, na aprendizagem, o movimento forma e contetdo do
conceito de fragdo. Entendemos que a participagfio neste movimento de criagdo conceitual

permite a apreensdo nfo fragmentada do conceito de fracdo.

Na direcio do movimento de criacio conceitual da fragdo, as principais conexdes
encontradas no desenvolvimento logico-histérico deste conceito possibilitaram a identificagsio
das necessidades concretas que constituiriam as situagdes-problema a serem resolvidas nas
atividades da pesquisa. Os principais nexos do conceito de fragdo, identificados no capitulo
anterior a este, constituem informacdes que devem fazer parte do conjunto de conhecimentos
indispenséveis 4 agio pedagogica, localizando as necessidades concretas, ou seja, os problemas
que permitem a reflexdo e o pensar conceitual sobre a fracdio, articulando dialeticamente

linguagem, acfo e pensamento.

Estas conexdes do conceito foram problematizadas de maneira que os alunos as
assurmissem como uma situacdo real para eles e destacamos, para exemplificar 0 modo como os
alunos assumem para si a situagio problematizada, a atividade apresentada no episédio 6.2 na
primeira unidade didatica, na qual podemos perceber como os alunos trazem toda sua vivéncia na
argumentacdo com os colegas. Dificilmente uma proposta de ensino de frac3es problematiza os
aspectos discretos e continuos dos objetos em relagio a quantificacdo destes, permitindo ao aluno

refletir ¢ desenvolver a capacidade de pensar e elaborar argumentos, como algo de que se
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apropriou.

Com base na reflexdio de MOURA (1996) sobre as caracteristicas exigidas para o
professor na solucdo do problema da atividade de ensino, esta investigacio constitui o caminho
percorrido pela professora/pesquisadora na resolugio do problema do ensino de fragdo. Nela
confluem os conhecimentos obtidos na fundamentac3o tedrica, na experiéncia € na andlise das
elaboracdes dos alunos com o propdsito de se constituirem argumentos em defesa de uma pratica
pedagdgica que prioriza o pensar dialético. Vejamos esta reflexfio nas palavras de Moura,

A atividade do ensino assumida comeo solugdo de problema passa a exigir do professor
determinadas caracteristicas de wum resolvedor de problema. Ele precisa
fundamentalmente aprender a lidar com informagdes do problema educativo. Quais sdo
os dados do problema do ensino? InformagBes sobre o homem e os processo como estes
criam e resolvem os seus problemas. A resposta. Para esta, encontramos contribuigdes
indispensdveis na psicologia, na sociologia, na filosofia, na antropeologia, na
epistemologia, na tecnologia etc, que devem fazer parte do conjunto de saberes
necessarios para empreender com sucesso uma aglo educacional (MOURA,1996.p.33).

Seguramente, as conexdes anteriormente identificadas no estudo do desenvolvimento
ldgico-histérico do conceito de fracdo, revelando o contetdo fundamental da forma numérica

atual, constituem saber indispensével para o problema do ensino.

Sob este enfoque dialético optamos pela pesquisa em sala de aula com um grupo de
alunos do quarto ano do Ciclo I' da Escola Municipal de Ensino Fundamental Raimundo Correia,
situada num bairro periférico da Zona Leste da cidade de Sdo Paulo. Esta opgdo deve-se, de um
lado, ao fato da pesquisa nfo se restringir A observagio de sala de aula e, de outro, ao
envolvimento colaborativo entre pesquisadora, professora da classe e pesquisados na

investigagéo.

O grupo foi escolhido, segundo critérios, dos quais o principal foi o curriculo de
matematica dessa escola, ou seja, o inicio dos estudos mais aprofundados da frag3o que, em geral,
ocorre no quarto ano do ciclo I. Um segundo critério diz respeito ao interesse e disponibilidade
em participar da pesquisa, manifestados tanto pela professora quanto pelos alunos. Um terceiro

critério foi 0 acesso que temos a esta escola, visto que integramos seu quadro de educadores.

5.1 A organizacio das atividades para a analise

Desde o primeiro capitulo deste estudo estamos apresentando argumentos que



apontam que o ensino do conceito de fragfio sob o enfoque da l6gica formal limita o estudo deste
conceito ao seu aspecto lingiiistico e empirico. Por outro lado, também apresentamos argumentos
que apontam a logica dialética como abordagem que supera a légica formal uma vez que se
preocupa com o pensar dialético, isto €, se preocupa em revelar as transigdes, o movimento e o

desenvolvimento do pensamento.

Assim, confluindo a andlise indicada por autores que se fundamentam no
materialismo dialético e os argumentos reforgadores de Moisés (1999), indicando o movimento
légico-histérico do conceito como base para orientar a problematizagdio nas atividades de ensino,
avaliamos que as situagdes-problema desta pesqﬁiSa incorporam o enfoque dialético do
pensamento na atividade de ensino uma vez que possibilitam aos alunos refletir sobre uma
necessidade/concreta, identificada conceitualmente no contexto l6gico-historico, considerando as
transicbes e modificagdes conceituais crescentes da fragio. Em outras palavras, a situacdo
problema permite que os alunos elaborem o conceito, participando do processo de seu

desenvolvimento — o pensar conceitual, no movimento de criagio do conceito de fracéio.

A atividade de ensino sob o enfoque dialético do pensamento, segundo Davydov
(1982), incorpora a atividade objetiva-transformadora, produtiva, na pratica do sujeito. Sob esta
perspectiva julgamos que a atividade pratica de medir aspectos continuos permite que os alunos
variem seus projetos — planos de agfio — & medida que incorporam a eles suas idéias ~ esquema
idealizado da atividade (DAVYDOV,1982, p-294). Esta pratica proporciona a andlise, a
determinagfio das condi¢Bes substanciais e a identificagio de relagbes essenciais na sohugio deste
problema. Este processo de construir e transformar o pensamento equivale a0 ato de compreendé-
lo e explica-lo, revelando sua esséncia (Cf. DAVYDOV,1982, p.301).

Tendo por base as reflexdes sobre os principais nexos conceituais da fracéo ¢
considerando o conceito de situagSes orientadas de ensino, adaptamos atividades do livro de
Lima & Moisés (1998), “4 fracdo: 4 reparticdo da terra” para esta pesquisa. Cada atividade
contou, de modo geral, com uma dindmica onde o aluno realizava a tarefa individualmente,
seguida por discussGes em pequenos grupos e posteriormente o debate geral da classe.
Realizamos a pesquisa dando cerca de duas a trés aulas por semana na classe da Professora Ana

Maria de Caria Silva. O periodo de realizagdo da pesquisa em campo durou aproximadamente

! Ciclo de ensino referente aos quatro primeiros anos do Ensino Fundamental da Lei de Diretrizes e Bases da
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oito meses. A fim de organizar os episédios para andlise, reunimos as atividades em torno das
trés unidades didaticas® que serdo detalhadamente apresentadas nos capitulos: sexto, sétimo e

oitavo, a saber,

% A primeira unidade didética — A unidade natural, retne atividades que colocam
em questfio os limites do mimero natural na enumeracio de aspectos continuos da

grandeza.

% A segunda unidade didatica — A unidade artificial, relne atividades que
problematizam o conceito de grandeza no movimento de criagio da unidade de

medida — a unidade artificial’.

% A terceira unidade diddtica — A fracio, propde o problema da medi¢io de
comprimentos no movimento de elaboraco da fracdo enquanto registro numérico da

comparagéo entre unidade de medida ¢ a grandeza a ser medida.

Uma vez que este estudo se insere no ambiente da sala de aula, dada a natureza das
relacdes existentes nela enquanto espago social de relagdes humanas e em funcdo da identidade
do papel de professora-pesquisadora na atividade desenvolvida com os alunos, caracterizamos

nosso estudo como uma pesquisa de intervengéo.

Nessa abordagem preocupamo-nos em observar as elaboraces’ que correspondem a
elementos mais profundos das relagdes dos sujeitos envolvidos no processo ensino-
aprendizagem, considerando o principio de que o aluno interage e percebe o mundo de forma

propria, mas que o processo ensino-aprendizagem deve ser orientado e intencional.

Entendemos que a pesquisa cientifica nfio reflete a totalidade e complexidade da

Educagdo — LDB n°® 9394/96, no qual o aluno se encontra na faixa etaria compreendida entre 10 e 11 anos de idade.
* Entendemos por unidade didatica o conjunto de atividades que possibilitam ao sujeito que aprende o
desenvolvimento de um conceito. Cada atividade da unidade didatica é proposta a fim de permitir: o momento de
localizagdo de uma dificuldade — o inesperado de CARACA (1998) — , o momento de superagdo de tal dificuldade
com a criagiio de um novo conhecimento, 0 momento da localizagio histdrica deste conhecimento como movimento
continuo, isto €, a constextualiza¢io do conhecimento re-criado e o0 momento de conscientizagdo de que a criagio
conceitual parte da reelaboracfio do conceito anterior. Desta maneira o conceito é recriado num patamar de qualidade
superior, ou seja, supera-se a dificuldade encontrada. (LIMA, TAKAZAKI & MOISES, 1994b, p.16)

* Unidade artificial é a unidade criada por nos no processo de medigdio por nio estarem organizadas naturalmente em
unidades separadas como as unidades naturais. Essa denominagdo que diferencia a wnidade natural da unidade
artificial ¢ encontrada na fonte de referéncia das atividades: LIMA & MOISES (1998), “4 fracdo: a reparti¢do da
terra”. Em matematica nfo existe essa denominacio ja que ambos os contelidos, referentes a aspectos discretos e
continuos, estio implicitos na denominag3o geral de unidade.

4 As elaboragbes sio momentos dos processos e constituem-se das expressdes orais ¢ dos textos escritos dos alunos.
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dindmica das relages dos sujeitos envolvidos no processo ensino-aprendizagem e, concordando
com Minayo et al (1999), pretendemos, com esse estudo, contribuir com uma aproximacdo da
dindmica das relagdes em sala de aula, restringindo-nos as elaboragdes relacionadas aos
fundamentos da atividade que permitem interpretacio da realidade estudada, em funcdo das
analises dessas elaboragdes.

A fim de efetivar essa aproximagio selecionamos, para a anilise, episddios extraidos
do registro em videotape das discussdes e dos registros escritos, individuais e coletivos — painel

de respostas, realizados durante o desenvolvimento das atividades com os alunos, nas aulas.

Em nossa acepcfio, o episédio se configura de modo semelhante & nogdo de isolado
de Caraca (1998), isto €, na medida que encontramos a impossibilidade de abranger a totalidade
das relagbes em sala de aula, o pesquisador destaca elaboragdes, do conjunto de todas as outras
com as quais estdo relacionadas, tomando um isolado. Em nosso caso, o episédio constitui um
isolado das atividades desenvolvidas; mas, como o préprio autor esclarece é preciso ter o bom-
senso de tomar para seu isolado de estudo as relagbes que de fato compreendem todos os fatores
que influem nele. Em suas proprias palavras: “mas é do bom-senso do observador recortar o seu
isolado de estudo, de modo a compreender nele todos os factores dominantes, isto é, todos
aqueles cuja ac¢do de interdependéncia influi sensivelmente no fendmeno a estudar” (CARACA,
1998, p.105). Neste estudo, este bom-senso caracteriza-se de modo semelhante & definicdo de
Moura (1992), e representa “o conmjunto de agdes que desencadeia o processo de busca da

resposta do problema em questdo” (MOURA, 1992, p.77).

Em face de se considerar as agdes que desencadeiam o processo de busca de respostas
para o problema apresentado, constituimos cenas do conjunto de elaboracGes dos alunos. Aquelas
que mostram a interdependéncia da relagio forma e contetido do pensamento, pois tendo em vista
a questdo que move esta pesquisa, esta inter-relagdo influi sensivelmente no fendmeno a estudar.
Conseqiientemente escolhemos momentos de elaboragio, que permitem analise do que acontece
em termos de mudangas e transicdes nesta inter-relagfio, em relagio a cada conexdio do conceito
questionada, na perspectiva de analise da inter-relacio forma e contesido do conceito de fracgio.
Neste sentido, identificamos de um lado, nosso ponto de vista sobre o ensino, caracterizado como
a situago-problema da professora de acordo com Moura & Moura (1997) e, de outro, nossa

questdo fundamental de pesquisa: compreender como sdo as elaboragées conceituais de Jracdo
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ao analisar os processos de alunos do quarto ano do ciclo I, quando refletem sobre situacies-

problema sob o enfoque dialético da forma e contetido deste conceito.

Considerando que os registros dos alunos freqlientemente apresentam diferentes
tentativas de solugdo para o problema estabelecido, relacionado & conexfo do conceito expressa
no episodio, para focalizar esses diferentes momentos da discussio e elaboragfio, destacamos
cenas dos episddios; ou seja, uma vez que o didlogo dos alunos, numa mesma aula, pode
apresentar-se em extensas transcricdes que dispersam as elaboragdes e, com o propdsito de
mostrar o processo de elaboragfo na aula, de maneira mais concisa, constituimos nos episddios

cenas que concentram as diferentes elaboragGes desses alunos.

Selecionamos, dos registros escritos e transcrigdes do videotape das aulas, os trechos,
que evidenciam elaboragdes em que podemos observar o movimento forma e contetido do pensar
sobre agdes de quantificagio de aspectos continuos das grandezas. Por exemplo, destacamos no
episodio 6.2, um trecho do debate dos alunos sobre a pergunta: onde ocorrem mudangas “no
conjunto que conta” ou “no conjunto contado” que indica uma elabora¢fo conceitual na qual

pudemos observar 0 movimento forma e contetido na reflexdo sobre o contar com pedras.

Este movimento é identificado na tentativa da aluna de imprimir um conteudo
discreto ao aspecto continuo da agua, “a forma de gotinhas™, para poder quantifica-la de maneira
analoga a das pedras. Sua tentativa mostra ser possivel intervir no aspecto continuo do objeto
para contd-lo sem alterar sua natureza — ser agua/liquido. As observagdes dos alunos nesta cena
evidenciam a existéncia de dois aspectos diferenciados no conjunto de objetos contados, o
aspecto discreto e o continuo e, por isso, estariam respondendo i questdo de mudanca de

contetudo do objeto a ser quantificado.

Como o episodio constitui um isolado, outros momentos da aula nio foram
selecionados para compor as cenas, visto que ou ndo apresentavam diferentes elaboracgdes
conceituais ou porque nfo mostravam formas de pensar sobre aspectos essenciais da grandeza e
da medi¢fio envolvidos nesta pesquisa, tais como: a escolha de uma unidade de medida de mesma

espécie e a comparagdo da unidade com a dimensfo total.

3.2 A andlise dos episédios e suas cenas

Buscamos nos dados todas as relagbes que evidenciam elaboragbes de juizos e
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conceitos dos alunos, observando o movimento de superagdo e transformacio da forma e
conteudo do pensamento numérico no desenvolvimento do conceito de fragfo. Isso implica em
superar as impressGes primeiras, as representagdes fenoménicas dos fatos empiricos e chegar a
sua compreensao, numa nova sintese no plano do conhecimento e da agdo, estabelecendo um

didlogo daquilo que as criangas manifestam nos episédios com o referencial tebrico.

Neste sentido pretendemos interpretar os processos e elaborages dos alunos,
identificando as criagbes e movimentos do pensamento. No desenvolvimento da pratica de medir
aspectos continuos o pensamento desses alunos encontra, permanentemente, algo novo que ainda
ndo ¢ conhecido. Dai que o pensamento langa idéias, cuja realizacfo prética permite criar uma
nova interpretagéio da realidade, correspondente ao objetivo, que mobilizou tal interacdo e desta
maneira evidenciar permanéncias e saltos, relacionados ao movimento da forma e contetido

envolvidos no processo de medicéo.

Para analisar este movimento de elaboragfo conceitual temos como base as idéias de
Kopnin (1978) sobre o desenvolvimento do conhecimento teérico concernente ao movimento do

Juizo e do conceito como tipo especial de juizo.

Diferentemente da teoria que reduz o processo de formac8o de conceitos ao
desmembramento dos indicios particulares dos objetos/fendmenos e que, segundo Kopnin (1978),
se detém na comparagéo do comum entre estes indicios, para a l6gica dialética constitui problema
central no entendimento da esséncia do conceito, “examinar o processo de sua formagdo e
desenvolvimento” (KOPNIN, 1978, p. 206).

Na logica formal se considerava o conceito como ponto de partida do conhecimento
antes dos juizos ¢ deducdes. Em diferente perspectiva, a dialética materialista entende o juizo
como o proprio conceito ainda em processo de formacgdo. Para Kopnin (1978) o juizo € a dedugio
desempenham papel fundamental na formagfio do conceito. Conforme enuncia o autor,

Na formagfio dos conceitos cabe enorme papel 4 analise enguanto movimento que patrte
do concreto, dado nas sensagBes, ao abstrato, cabendo também & sintese enquanto
movimento do abstrato a um novo concreto, que € o conjunto das definiges abstratas. O
processo analitico é inconcebivel sem indugdio e deducsio. Constituido, o conceito leva
implicitos, em forma original, todos os juizos ¢ dedugdes que se verificaram no processo
de sua formagfo. O conceito é a confluéneia, a sintese das mais diversas idéias, o
resultado de um longo processo de conhecimento (KOPNIN, 1978,p.191).

Para desempenhar seu papel fundamental de refletir sobre os fen6menos, o

pensamento pode manifestar-se como juizo, quando reflete todas as conexdes e propriedades do
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objeto ou fendmeno, ou como conceito, quando constitui juizo que revela o essencial, isto €, o
geral desse fendmeno. Mas distinguir apenas o geral ainda ndo esgota a esséncia do conceito
enquanto forma de representacio da realidade. Enquanto forma especial de juizo, o conceito nio
reflete apenas o universal, mas o universal em relacdo com o singular. O singular é ponto de

partida na formacio do conceito.

A separacio do singular e do universal institui uma das principais fontes do idealismo
e leva a que se separe do mundo objetivo o conteudo dos conceitos. Diversamente, a tese
dialética que determina o processo de formacfo e desenvolvimento dos conceitos estabelece,
sobretudo, que a fonte objetiva da formagio e desenvolvimento dos conceitos é o mundo real. E
justamente a pratica histérico-social de homens e mulheres que constitui base material objetiva

dos conceitos e € de onde estes extraem seu contetdo (Cf. KOPNIN, 1978, p.204-8).

Do ponto de vista deste enfoque, elucidamos como se configura o
desenvolvimento de juizos e conceitos nas manifestacbes de medir desses alunos, identificando
os vinculos em relagio as transicdes e permanéncias da forma/linguagem e contetdo/préticas
historico-sociais de medicdo, inerentes as conexdes do conceito de fragdo. Ao final de cada
episodio sintetizamos um quadro com nossas interpretagbes. O quadro é uma representacio
concisa das elabora¢es de juizos e conceitos dos alunos com o objetivo de conferir uma leitura

mais rapida a andlise descritiva.
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CAPITULO 6

PRIMEIRA UNIDADE DIDATICA

6.1 A unidade natural

A apreensdo do conceito de fracfo, segundo pressupostos do desenvolvimento
conceitual encontrados em Kopnin (1978), estd estreitamente ligada & acdo de desenvolver
formas de resolver problemas orientados pelo movimento forma-conteudo obtido por meio da

abordagem logico-histérica do conceito de fragéo.

Nosso propdsito, ao propor tais problemas, consiste em estabelecer conexdes entre as
acOes concretas e praticas de resoluciio e a aquisicdo de procedimentos de acfio mais gerais,
caracteristicos do conhecimento tedrico, na visdo de Davydov (1982). Por isso, fundamentados
nas conexdes abordadas no terceiro capitulo deste trabalho, observamos que o conceito de fracéo
tem origem no problema que surge a partir da necessidade de quantificar aspectos continuos dos

objetos, exigindo o desenvolvimento de processos de medigdo.

E comum utilizarmos o némero natural, indiferentemente, para contar duas horas ou
dois alunos. No entanto, nessa contagem desconsideramos a grande diferenca de conteudo
existente na utilizacio da forma numérica — nimero natural Dois alunos encontram-se
naturalmente separados por uma camada de atmosfera, ao contrario de uma hora e outra. O fato

de alunos encontrarem-se naturalmente destacados uns dos outros, caracteristica identificada
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como discreta — seu contetido, possibilitou o desenvolvimento de uma forma numeérica de
quantificacio o niimero natural — que inchui caracteristicas semelhantes ao contetido: aspecto
discreto. Diferentemente, as horas sdo separadas por um processo humano que identifica a
unidade de tempo — hora — que serd colocada em comparaciio com a totalidade que se quer
quantificar — medi¢iio. O novo contetido, aspecto continuo dos objetos e fendmenos, exige o
desenvolvimento de processos que, dialeticamente, vio modificar a forma — numgerica — € o
conteddo ~ continuo — articuladamente. Forma e conteudo, inerentes a quantificaco de aspectos
discretos, intervém neste processo. O novo contetido para a contagem encontra no velho contetido

sua esséncia e a partir dela produz modificagdes.

Desse modo, consideramos fundamental, para o desenvolvimento dos processos de
medigdo, a reflexfio sobre essa grande diferenga, na utilizagdo do mimero natural, apontada por
Hogben (1970), que se traduz em atividades de reflexdo sobre os aspectos continuos e discretos

dos objetos implicados na contagem.

Assim, esta unidade diddtica problematiza situagdes de contagem que oferecem ao
aluno a oportunidade de refletir sobre a forma numérica usada na enumeracdo dos objetos em
relagdo as caracteristicas referentes aos aspectos discretos dos objetos, que constituem o contetido
envolvido na contagem. Cada atividade configura um episédio, organizado em cenas para dar

melhor destaque as elaboragGes identificadas:
EPISODIO 6.1 ~ O mundo do Vandinho
EPISODIO 6.2 - Identificando o conjunto que conta e o conjunto contado

EPISODIO 6.3 — Observando mudangas no conjunto que conta ¢ no conjunto

contado

EPISODIO 6.4 - A unidade nataral
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EPISODIO 6.1 - O mundo do Vandinho

Objetivo

Permitir ao sujeito que elabora conhecimentos sobre o mimero, refletir sobre as
formas primitivas de contagem e perceber de modo mais evidente o contetido da forma numerica
atual — a idéia da correspondéneia ou relagio um-a-um. A estratégia de reconstruir, em sua
imaginacfio, 0 ambiente tecnoldgico do homem primitivo foi usada para possibilitar o desafio de
usar © instrumento numérico desse ambiente. O movimento conceitual do alupo seria
culturalmente diferente se lhe fizéssemos a pergunta direta: “imagine como o homem primitivo
contava”. Sem os elementos abstratos da forma numérica atual pretendemos restituir a inter-

relagdo - forma e contetido - envolvida na contagem de aspectos discretos dos objetos.
Deseri¢do

Esta primeira atividade da pesquisa se desenvolve com a narragio da Histéria do

3]

Vandinho do livro “Momento de criar matematica™ . A atividade se constitui de dois momentos
distintos. No primeiro, caracterizamos a tecnologia do mundo atual do Vandinho e sugerimos aos
alunos que imaginem e desenhem os lugares e objetos presentes na vida deste personagem.
Dividimos a classe em seis grupos e cada um desenhou um dos ambientes ou objetos destacados
da vida do Vandinho: a vestimenta, a escola, a casa, a rua onde brincava, o supermercado € o

escritorio, estes ultimos considerados locais de trabatho de seus pais.

No segundo momento da atividade sugerimos uma reflexfo sobre a destituicdo dos
recursos tecnologicos atuais da vida do Vandinho. Imaginou-se uma “viagem” regressiva no
tempo, na qual solicitou-se a retirada gradativa dos recursos tecnologicos desse mundo. A cada
recurso retirado, os alunos imaginavam e desenhavam o ambiente escolhido. Assim eles
desenharam a casa, num desenho, destituida de eletricidade, noutro, de motor, noutro, de
cimento, tjolos e demais vantagens oferecidas pelas construcdes atuais. Diante do ultimo

desenho foi feita a pergunta: como contavam? E o que era contado?

" LIMA, Luciano; TAKAZAKI, Mario & MOISES, Roberto P. Momento de Criar Matemdtica: contando coisas,
S&o Paulo, 8P, CEVEC-CIARTE, 1994a.
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Cena i1

Depois de caracterizarem toda a tecnologia do mundo atual do Vandinho citando ou
desenhando: elevador, televisdo, geladeira, lluminagdo, computador, videogame etc, salientei a
presenga da eletricidade neste mundo e perguntei para a classe se poderiamos viver sem
eletricidade. A grande maioria respondeu que nfo. A principio a retirada da eletricidade pareceu
ndo possibilitar condi¢Bes para a vida. Tali diz: “ndo da pra viver sem eletricidade. E a luz?”,
outros alunos concordaram com ela. Aos poucos os alunos vdo citando alternativas. Um aluno
fala do fogdo & lenha e Eds acrescenta: “d4 sim, 14 em Pernambuco a gente usa o candieiro
(candeeiro) pra iluminar”. Pedi a ele que explicasse o que € o candeeiro e, a partir de sua
explicagdo, comecaram a discutir vérias alternativas que substituem a tecnologia da eletricidade
que foi retirada. Observei nos desenhos do grupo de Argi, expressos na Figura 6.2, detalhes da
casa do Vandinho, destacando o ferro de passar roupa a carvao, o lampido, o fogio 4 lenha e o

candeeiro.
Cena 2

Na medida que retiram-se os elementos tecnologicos do mundo do Vandinho nota-se
que os desenhos passam a incluir animais, plantas, rios etc, conforme observamos nas seqiiéncias
de desenhos expressos nas Figuras 6.1, 6.2 e 6.3 do grupo de Argi e Figuras 6.4, 6.5 e 6.6 do
grupo de Cari. Apés o Gltimo desenho perguntei “o que ¢ como contavam as pessoas que viviam
neste mundo?” Os alunos responderam que eles contavam os animais e¢ as frutas. Refiz a
pergunta: “Como contavam?” Tali respondeu que eles contavam com tinta e Lean com pedrinhas
e folhas de drvore... outros alunos acrescentaram: pequenos pedagos de madeira, linhas coloridas,
riscos em pedagos de madeira. Pedi que descrevessem como faziam e Tali respondeu: “eles
faziam marquinhas assim [como se segurasse um pincel faz no ar um risco vertical] com tinta
colorida na parede”. Pedi a Tali que explicasse methor como era essa contagem e Lean
complementou dizendo: “pegava um peixe, marcava um risquinho amarelo, pegava outro e
marcava com vermelho e outro e outro e vai marcando...” perguntei porque tinha que usar outras

cores ¢ ela nfio soube explicar.
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FIGURA 6.1 — Primeiro desenho do grupo do Argi.
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FIGURA 6.2 — Segundo desenho do grupe do Argi.
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Andiise

Analisando a atividade percebemos que os alunos identificaram formas de contagens
usadas para controlar quantitativamente os objetos como: pedras, pequenos pedacos de madeira,

linhas coloridas, folhas de 4rvores, riscos em pedacos de madeira e outros lugares.

Na medida em que os alunos passaram a pensar em formas de contagem despojadas
de elementos tecnoldgicos da forma numérica atual, que a tornam um ente totalmente abstrato,
puderam restituir o principio da correspondéncia biunivoca dissimulado nas vérias abstracSes que
modificaram a forma numérica. Lean descreve o procedimento de contagem e evidencia a
correspondéncia um-a-um entre forma de contagem — numeral objeto: pedra, riscos, madeira — e
o objeto a ser contado - peixes. Deste modo, restabelece clementos da mter-relacio forma e
contetdo intrinsecos ao niimero como ferramenta tecnelogica resultante de sucessivas abstragfes
historico-culturais. O recurso numérico recriado, fazer corresponder um-a-um riscos com os

objetos que se quer contar, ¢ uma conexdo mais simples do conceito de niimero.

E mais simples, se comparada ao conceito atual de nimero e, também, complexa por
envolver a idéia de correspondéncia biunivoca, o fundamental para a formagio do conceito
matematico de equivaléncia, que por sua vez, constitui base do conceito numérico. Assim, a
forma numérica inclusa na forma tecnologica do mundo atual foi destituida da tecnologia para
tornar mais evidente seu contendo — a idéia da correspondéncia inclusa na relaglio um-a-um, que
segundo Caraca (1998), “ele [estudo da idéia de correspondéncial facilitar-nos-é enormemente
a compreensdo de certas questdes que aparecerdo adiante, como seja a questdo dos irracionais,

o0 conceito de funcdo, etc” (p.7).

Uma vez que as criancas manifestaram a dificuldade de conceber o mundo sem a
eletricidade, podemos assegurar que a conexfio conceitual, construida no wltimo estagio do
mundo de Vandinho, ou seja, sem a tecnologia da luz, do motor, do concreto e ago, seria
impossivel sem a imaginacfio. Proporcionar & crianga uma experiéncia de projecdo de suas
experiéncias numéricas no mundo mmagindrioc do Vandinho foi, sem duvida, fundamental na
atividade, pois como nos diz Moura ( 1995) “a imaginacdo tem um papel importante no
desenvolvimento da crianca, de forma a ampliar sua capacidade humana de projetar suas

experiéncias, de poder conceber o relato e experiéncias de outros” (p.23).
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A discussfo posterior sobre essa forma de contar dos alunos foi caracterizar o

conjunto gue conta e o conjunto contado.

QUADRO I - SINTESE DAS ELABORACOES DO EPISODIO 6.1

Episédio 6.1

O mundo do
Vandinho

Cenal

Imagina-se uma | f
“viagem”  regressiva ¢

no tempo, na qual

solicita-se a retirada |
gradativa de recursos|\

tecnolégicos desse
mundo.

| “ndo da pra viver sem

eletricidade. E a luz?”

Um aluno fala do fogdo a
lenha.

| “dd sim, ld em Pernambuco

a gente usa o candieiro
(candeeiro) pra iluminar”

Cena 2

Torna-se mais | J
evidente o contetdo [co
da forma numérica|un
atual — a 1déia dalcor

correspondéncia um- |objeto
a-um ao pensar em|mn

formas de contagem
sem o0s elementos
tecnologicos da forma
numerica atual.

“eles faziam marquinhas
assim (como se segurasse

- |algo faz no ar um risco
|vertical) com tinta colorida
| na parede”

“pegava um peixe, marcava

lum  risquinho  amarelo,

pegava outro e marcava com
vermelho e outro e outro e
vai marcando...”

EPISODIO 6.2 - Identificando o conjunto que conta e o conjunte contado

Objetivos

Identificar, na agfio de contar, os conjuntos envolvidos na correspondéncia biunivoca,

um denominado por “comjunto que conta”?, isto é, o conjunto de objetos que se coloca em

correspondéncia com 0s elementos do conmjunto cuja variagdo quantitativa se quer controlar, e

outro denominado por “conjunto contado”, ou seja, 0 conjunto cuja variacdo quantitativa se quer

controlar.

Descricio

Em continuidade a discussfio sobre os objetos que prescindiam de um controle




quantitativo por parte do ser humano, enfatizados na atividade “O mundo do Vandinho”,
propusermos aos alunos trés situagSes de contagem para que identificassem o “conjunto que
conta” e “o conjunto contado”. Os alunos refletiam individualmente sobre as situacdes e depois
s¢ organizaram em pequenos grupos para estabelecer uma resposta consensual do grupo.
Finalmente, realizamos um debate com a classe sobre o quadro de respostas dos grupos, colocado

na lousa,
As trés situagdes de contagem propostas eram;
Situagfio 1: A professora faz a chamada dos alunos do 4° ano C.

Situacfo 2:; Adelino guarda os sacos de mitho no paiol da fazenda; para cada saco que

guarda joga uma espiga no canto da entrada.

Situacdo 3. A professora Vitoria observa quantos alunos faltaram na aula pelas

carteiras vazias da classe.

A cena 1 foi selecionada do debate geral da classe.

Cena 1

Os alunos discutem sobre as diferentes respostas colocadas na lousa.

Cari: Posso falar? E a chamada, a chamada vai fazer assim, faltou Tiago ... na chamada eu nfo
posso falar € a professora que ta contando.

Ever: Mas, s6 falar o nimero € o nimero que conta, a professora usa o niimero para contar.

Prof pede para os alunos respeitarem a fala dos colegas.

Ever: Eu acho que a professora, ela t4 contando s6 que ai a chamada que ta ajudando ela, que
nem ta la o conjunto que conta, ela usou a chamada para contar.

Dama: E através da chamada que ela vai saber quantos.

Prisci: Ela vai saber quantos alunos que tem.

Prof: A Jaque estd falando que a professora conta sem os mimeros. A professora Vitdria usou as
carteiras.

Dama: Porque na sala tem o tanto de carteira certinha, cada carteira é um aluno.

Ever: [incompreensivel] ai ¢ a quantidade de carteiras, o tanto de alunos é o tanto de carteiras.
Cari: Mas ¢ através da chamada que a professora vai contar, porque sem a chamada a professora
ndo vai saber, vai que ela ainda t4 no comego do ano, a professora nfo pegou os mesmos alunos,
pegou outros alunos, nfo sabe o nome dos alunos. Como ¢ que ela vai saber qual faltou? So
através da chamada.

Ever: E se os alunos sabem o nome um do outro?

Cari: Af, se for pelos ntimeros.

* A terminologia “conjunto que conta” e “conjunto contado” € utilizada na fonte de referéncia das atividades, Lima &
Moisés (1998).
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Dama: Entfio, tem que ser chamada é... onde é conjunto que conta. E alunos, conjunto contado.
Tali [confirma a fala de Dama]: E alunos conjunto contado.

Prisei: Vai ser o contado [refere-se a chamada], porque os alunos € que vio ser contados e nfio a
chamada que vai ser contada.

Dama: E. A gente tinha colocado isso antes, mas ai a gente pensamos e mudou.

Anilise

Notam-se dois movimentos de elaboracdo neste debate. No primeiro, Dama, Cari e
Ever refletem sobre a contagem dos alunos, identificando que ¢é a professora que conta ¢ a
chamada ou o mimero a auxilia nessa contagem quando expressam “E através da chamada que
ela vai saber quantos”. A idéia de correspondéncia, implicita nesta expressio, é explicitada
quando Jaque apresenta que € possivel realizar a contagem sem a chamada, “com a observacio
das carteiras vazias”, idéia que se complementa com a manifestacdo de Dama “cada carteira é
um aluno”. A aglio de fazer corresponder baseia-se na idéia de correspondéncia que, segundo

CARACA (1998) constitui uma das idéias basilares da matematica.

Colocar em correspondéncia biunivoca o conjunto de carteiras com o conjunto de
alunos, conforme aponta este autor, exige que haja um antecedente, no nosso caso os alunos da
professora Vitéria e um conseqiiente, a chamada ou as carteiras. No segundo movimento de
elaboraciio Ever interpreta de forma mais geral ¢ abrangente a relagfo quantitativa envolvida na
idéia de correspondéneia, “af é a quantidade de carteiras, o tanto de alunos é o tanto de
carteiras”. Este aluno elabora argumento que amplia o usado inicialmente por ndo se restringir
as qualidades especificas do conjunto que conta, agora ele coloca em evidéncia a relacio entre
dois conjuntos e o foco, na quantidade de forma mais geral. De forma semethante o pensamento

matematico procura abranger todos os casos na defini¢do.

Cari, por sua vez, volta a se preocupar com “qual” aluno faltou, mostrando que s6
através da chamada € possivel obter essa resposta. Os demais alunos concordam com o papel
fundamental da chamada e a identificam como conjunto que conta e alunos, como conjunto

contado.

Em geral, a qualidade dos objetos interfere nos processos de quantificaciio destes,
entretanto, na atividade, a énfase ¢ dada a linguagem numérica, enguanto forma de expressfio
dessa quantidade, desviando-se o foco da reflexdc de seu conteudo fundamental — a

correspondéncia biunivoca entre conjuntos e os aspectos considerados nesta relagéo.
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Usualmente néio se questiona porque “nds em cordas”, “pedras”, “contas”, etc, podem
contar ammais, frutas, pessoas, etc. A qualidade — aspecto discreto — desses objetos ¢ seres
constitui de um lado, um empecilho para a criagio de nova forma numérica, oferecendo a rigidez
do nimero que conta objetos discretos. Porém, de outro lado, constituird elemento basico na
transposi¢do da idéia de unidade “de medida” para a criagio de nova forma numérica, a fragéio,
visto que o conteudo, por ser revolucionirio, modifica a forma mesmo que esta tenha
caracteristicas conservadoras, segundo Fischer (1959). Neste seniido, a forma numérica
conservadora — namero natural, é redimensionada diante do novo contetido — os contextos de

medigdo de aspectos continuos.

QUADRO 1I - SINTESE DAS ELABORACOES DO EPISODIO 6.2

1 “E através da chamada que ela
| vai saber quantos”

Episodio 6.2 Cena 1 T “cada carteira é um aluno™
Identificar, na agfo |qu
de contar, 0S|

Identificande | conjuntos
o conjunto envolvidos nai;
que conta e o |correspondéncia
conjuito um-g-um.

contado

“Ai ¢ a quantidade de carteiras,
s 1o tanto de alunos é o tanto de
‘i earteiras”.

EPISODIO 6.3 - Observando mudancas no conjunte que conta e no conjunte contado

Objetivo

HOGBEN (1970) destacou que dificilmente se distinguem os diferentes contextos de
utilizagdo dos mimeros naturais. Um, no qual o nimero natural ¢ usado para fins de contagem,
considerando cada elemento da contagem, equivalente a qualquer outro. Outro, no qual ele &
usado para expressar o resultado da comparagio de uma unidade de medida com a grandeza a ser
medida. Apoiados nesta observagfo, julgamos importante possibilitar ao aprendiz da fragdo a
distingdo desses dois contextos de utilizacdo dos nimeros naturais, refletindo sobre os aspectos
dos objetos envolvidos nestes contextos, observando que hora ele expressa o resultado da

contagem de um objelo que nfo se apresenta naturalmente “separado”.
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Com esta atividade, queremos que o alano pense sobre as mudangas ocorridas em
cada um dos conmjuntos “que conta” e “contado”, possibilitando a reflexfio sobre a forma
numerica, diante do processo de desenvolvimento tecnolégico e sobre o conteldo, aspectos dos
objetos — discretos/continuos — vinculados & correspondéncia biunivoca. Assim, pretende-se
propor a reflexdio sobre as mudancas, que podem ocorrer em cada um deles, quando se quer
contar objetos da realidade, aos quais ¢ atribuida a qualidade de serem continuos, uma vez que,
ao refletirmos sobre a forma numérica usada na contagem de aspectos discretos dos objetos,
tomando como referéncia a correlagio de seu confeido discreto e sua forma numérica,
representados no conjunto que conta e no conjunto contado, permite-se observar as
impossibilidades oferecidas por esta forma numérica, quanto a representacio de quantidades que

nfio estdo organizadas em unidades discretas, ou seja, de vizinhangas definidas.
Descricio

Nesta atividade propusemos que os alunos pensassem sobre a questdo: onde
ocorreram mudangas? , tendo por base um conjunto de seres representativos do “conjunto
contado” expresso na Figura 6.7 e sobre um conjunto de objetos representativos do “conjunto que
conta” expresso na Figura 6.8. Em seguida, estabelecemos um debate com a classe a fim de
responder a questiio. Durante o debate surgiu outra questiio: o que se pode contar com a pedra? A

cena 1 representa um momento deste debate.

Fig. 6.7 — Objetos contades Fig.6.8 ~ Objetos nsados para centar

Cena 1

A professora pergunta aos alunos onde ocorrem mudangas, ao referir-se aos quadros
apresentados acima, a cena refere-se ao momento da discussiio com a classe.

Dama: Antes era pedra.
Iv: Agora sfio ntiimeros.
Pref: Houve uma mudanca?
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Iv e Iva: Houve.

Prof: Houve uma mudanga em qual dos dois conjuntes?

Iva: No que conta.

Dama: No conjunto que conta, foi a mudanga, porque eles contavam com pedras e foi mudando ¢
fo1 é... surgindo 0 niimero romano e ai, depois, surgindo o ntiimero natural.

Tali: Antigamente era muito dificil, assim, pra contar, mas agora estd mais facil. Pegar pedrinha
por pedrinha, tinta por tinta,...

Lean: [incompreensivel]

Prof: E se fosse o qué?

Lean: E se fossem cem ovelhas... [faz gestos com a méo na carteira, mostrando a relacfio uma
pedra para cada ovetha]

Dama: Pra contar a 4gua, nfio dd nfio... s6 se for as gotinhas.

Alana: Nem areia.

Tali: O qué que pode contar e o que nio pode.

Damas: Areia nfio pode,...poder pode, mas sé que val demorar um ano.

Iv: Contar alguma coisa com pedrinha.

Bra: Dona Erica, da pra contar sim, é 56 peneirar € o que sobrar...

Prof: Conta s6 o que sobrar?

Dama: Contar até que d4 para contar, mas ndo vai contar a areia. Cimento também nfio d4 pra
contar, é po.

Andlise

Destacamos duas elaboragdes dos alunos de naturezas diferentes ao refletirem sobre
contar com pedras. A primeira elaboragio, de Lean, parece explicar que a dificuldade, enunciada
anteriormente por Tali, de que era mais dificil contar grandes quantidades com pedra, se
caracteriza pela operacionalidade da contagem, ou seja, por seu aspecto funcional. Evidencia-se
que ¢ dificil contar uma grande quantidade com pedrinhas, por exemplo, cem ovelhas, e assim
pode-se perceber que a mudanca é atribuida a Jorma do numeral, significando que o numeral
pedra € operacionalmente limitado na contagem de grandes quantidades, nfio se questiona a

caracteristica discreta do conjunto contado.

Em outra elaboragfio, quando a aluna Tali, diante do questionamento se houve
mudangas dos dois conjuntos “o que conta” e “o contado”, se faz uma outra pergunta “o gue pode
contar € o que nido pode contar [com as pedras]”, ocorre uma reflexdo sobre a mudanga do
conteido numérico ¢ percebe-se a diferenca na qualidade do aspecto contado, diferente da
elaboragéo de Lean, que justifica a dificuldade em contar uma grande quantidade com pedrinhas,

por exemplo, cem ovelhas, operacionalmente, cujo contetido numérico permanece ¢ mesmo.

Na elaborag8o da Dama, também ha uma percepgio de que ha na natureza objetos

cujos aspectos oferecem fator limitante para o estabelecimento da correspondéncia biunivoca —
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agua, arela, cimento — ¢ por isso nfo podem ser contados com pedras. Para solucionar este
problema a aluna mostra uma tendéncia em modificar o aspecto continuo desses objetos,
adaptando suas caracteristicas a fim de permitir a contagem com pedras. Na verdade este é o
movimento numérico feito ao longo da histdria, procura-se tornar discreto o aspecto continuo dos
objetos permitindo quantificd-los, criam-se unidades artificiais que precisam ser da mesma
espécie do objeto a ser contado. Isto pode ser confirmado por sua tentativa de imprimir um
conteudo discreto ao aspecto continuo da 4gua, “a forma de gotinhas”, para poder quantifica-la
de maneira andloga 4 das pedras. Esta tentativa parece ser possivel porque ndio muda a natureza
do objeto a ser contado: gota d’Agua é sempre agua. O que ndo vai acontecer quando se peneira a
areia, sugestdio dada por Bru, para poder quantifica-la. A sugestdo dada por Bru com o objetivo
de se obter areia de maneira analoga &s gotas e as pedras, do conjunto que conta, é questionado
por Dama porque parece apontar como resposta a mudanga da natureza da areia que deixa de ser

pé como o cimento € po, contrapondo-se a elaboragiio de Dama.

Observamos o movimento criativo e a interagdo completa dos alunos nas suas
elaboragdes conceituais, um aluno questiona a elaboragio do outro. Outra observagio
fundamental nas elaboragdes dos alunos € que percebe-se o pensar sobre o conceito, fazendo dele
um instrumento, como € o caso do Lean, diferente do pensar com o conceito, trazer o conceito

para sua subjetividade como nas elaboragdes da Tali, do Bru e da Dama.

Podemos considerar que as argumentacgdes desta cena residem numa visdo intuitiva
de que podemos observar dois aspectos diferenciados no conjunto de objetos contados: o aspecto
discreto e o continuo ¢, por isso, estariam respondendo & questio de mudanga de conterido do
objeto a ser quantificado. Consideramos que a atividade cumpriu o proposito de ir além da
operacionalidade referente a contagem com pedras, uma vez que a0 retomarmos o tempo em que
se contava com pedras, os alunos puderam refletir sobre o principio findamental da
correspondéncia biunfvoca entre objetos e os aspectos fundamentais, que permitem esta

correspondéncia.
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QUADRO III - SINTESE DAS ELABORACOES DO EPISODIO 6.3

__ Elaboracées analisadas
Cena 1 A dificuldade ¢ definida pela

“Antigamente era wmuifo

Refletir sobre | ope “da | dificil, assim, pra contar,

mudangas: | mas agora estd mais ficil.

¢ na forma | |\ Pegar  pedrinha  por

Episédio 6.3 Jnumérica (conjunto | pedrinha, tinta  por
que conta), ;- finta...”

enfocando seul. L “E se  fossem  cem
Observando {processo de| .| ovelhas”.

muadancas no} desenvolvimento
conjunto queltecnologico; il
conta e no ¢ no contetido | ec

14| ‘o que pode contar e o
Y | gue ndo pode contar [com
as pedras]”.

conjunto (conjunto  contado), | ok

contado enfocando 0S|
aspectos '
discretos/continuos “Pra contar a dgua, ndo
dos objetos dd ndo... sé se for as
envolvidos no gotinhas.”
processo de
quantificacfo.

EPISODIO 6.4 - A unidade natural

Objetivo

% Identificar o limite do nimero natural na enumeraciio de aspectos continuos de

objetos.

% Generalizar caracteristicas dos objetos que sdo proprias de sua enumeracio com o

pHimero natural,
Descricio

Propusemos aos alunos que desenhassem “unidades naturais” e respondessem a
questdo: O que ¢ unidade natural? Usamos trés momentos: individual, em PEqUENOS Erupos e
debate geral sobre as respostas dos grupos expressas na Figura 6.9. Dos momentos em grupos e
debate geral, extraimos as cenas I e 2 por revelarem os pontos de vista dos alunos no processo de

argumentacéo e definigdo da unidade natural.
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Na cena 1 destacamos, antes do debate com a classe, um momento de discussio que
nos permite identificar como um dos grupos define a unidade natural Na Figura 6.9
apresentamos o quadro de respostas dos grupos organizado para a discussdo final com a classe.
As cena 2, 3 e 4 representam momentos de debate entre os diferentes pensamentos e

definibilidade da unidade natural.

Cena 1

A discussio num pequeno grupo de alunos sobre: o que € unidade natural

Prof: O que vocés acham que € Unidade Natural?

Eve: Osol...alua...

Prof: Por que € que o Sol ¢ a Lua sio unidades naturais?

Eve: Porque € s6 vocé ver que ja sabe quanto é.

Bru: E, mas tém vérios planetas. [Tém vérios planetas que n#o se véem].

Cami: A arvore.

Prof: Por que, a arvore € [unidade natural] e o planeta ¢?

Bru: A arvore ¢ dificil de contar com as folhas [As folhas das arvores sfo dificeis de contar],
agora, 0s outros planetas, os paises, as pessoas...

Vini interfere (de outro grupe): Sabe o que ¢ que eu acho que ¢ unidades naturais? E o que vem
da natureza.

Cami: E que siio unidades naturais, sio muitas. S3o as frutas.

Eve: Vém da natureza s6 que é muitas.

Cami: As frutas, abacaxi.

Eve: Néo existe s6 uma fruta.

Prof: Vocé estd pensando, por exemplo, que unidade natural é aquela que s6 existe uma,

Eve: Nio, ¢€...., aquele que dd. Quando a gente vé, n6s ja sabe quanto tém, dez ovelhas se a gente
otha assim, da pra ver quanto tem.

Prof: Entdo, nfio é o que existe s6 um?

Cami: Entdo, as frutas também dd. Num d4? Na sua casa, sua mie comprou cinco laranjas e
cinco bananas, néo da pra vocé contar?

Eve:E...da

Cami: Entio?!

Anilise

Podemos perceber que as elaboracbes desta cena incluem duas tendéncias de
pensamento: uma Lgada & forma, ao limite visual; a outra ao conteudo, & qualidade ser objeto
que, por si sd0 naturais ¢ vém da natureza mesmo que em “muitas” quantidades, pois ¢ possivel

destacar wm subconjunto com o “limite visual” que permite enumeracio.

Os alunos Bru e Eve destacam elaboragdes dentro da primeira tendéncia, visto que a

dificuldade na contagem dos elementos da natureza estd no sentido do limite visual do conjunto
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de objetos, parecem admitir que muitos objetos nfio permitem sua contagem.

Vinf faz uma primeira generalizacio para a unidade natural ao expressar “Sabe o que
€ que eu acho que é unidades naturais? E o que vem da naturezq”, apresentando a condigfo “vir
da natureza” como generalizadora. O aluno Eve procura satisfazer esta condi¢dio em suas
argumentacGes posteriores, porém sua resposta parece evidenciar que a unidade natural ndo esta
colocada para um conjunto muito grande. Ele mostra que so se pode contar o que esta dentro do

limite representado pela forma do campo visual — é o limite visual para a contagem em unidades.

Cami parece querer se contrapor a essa idéia e eliminar esta varidvel para ficar
somente com O aspecto “vir dg natureza”. Para esta aluna, as duas tendéncias: uma ligada &
condicdo de que € o que se bate o olho e conta, isto &, restrito ao senso numérico, e outra que é 0
que vem da natureza, parecem estar em oposicdo para poder definir o que é unidade natural.
Cami sugere em sua argumentacio que se unidade natural for definida que € o que se bate o olho
¢ conta, nfo vai entrar nesta definiciio “frufas” uma vez que s3o muitas, mas que sempre da para
reduzir a um conjunto que torna possivel a contagem e, no entanto, vem da natureza. Entdo o
critério nfo pode ser a forma, essa € maleavel. Mas o contetdo esse ¢ definfvel. O aluno concorda

e parece convencido pela argumentagio da Cami.
Cena 2

Percorrendo as respostas dos grupos colocadas na lousa, apresentadas na Figura 6.9,
realizou-se o debate sobre a questio “o que é unidade natural”. Os alunos apresentam sugestdes
para a resposta do grupo 1.

Cari: Ela poderia dar exemplos na lousa.

Prisc: Como: copos, ou entfo,... Flores, arvores.

Tali: Animais.

Prof: Entfio, eu vou perguntar: ali [na resposta colocada na lousa], eles colocam: qualquer coisa
da natureza. O que € a “coisa da natureza™? [Varios falam ao mesmo tempo].

Dama: Qualquer coisa nfio, porque na natureza tem a terra, né?

Iva: O homem.

Ever: Nem tudo que vem da natureza d4 pra se contar, porque tem as estrelas .... ndo da pra
contar.... a terra...

Prof: Mas na resposta da lousa, esta escrito assim “Unidade Natural é qualquer coisa da natureza
que podemos contar”, vocés acham que precisa modificar alguma coisa?

Dama: Ela podia falar as coisas que dava pra contar.

Cari: Elas se expressaram mal, s6 que esté certa a resposta. Elas colocaram que qualquer coisa
da natureza, que podemos contar.

Prof: Elas colocaram: “que podemos contar”.
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Joy justifica: Néo ¢ todas as coisas.

Anilise

Nesta cena, o questionamento feito em relagfio & definiciio dada pelo grupo evidencia,
a principio, uma contradigio entre as duas qualidades apresentadas para a unidade natural: uma
consistindo em “ser gqualquer coisa que vem da natureza” e outra em ser “faquelas] que
podemos contar”. Posteriormente a contradicio ¢ manifestada como uma insatisfacio em relagdo
a resposta dada pelo grupo 1. Os alunos parecem revelar em suas argumentagdes que ndo aceitam
a condicdo “qualquer coisa que vem da natureza”, pois nfio a vinculam a condigfio “que podemos

contar”.

A msatisfacfio destes alunos frente a expressdo lingliistica que restringe a qualidade
de “qualquer coisa” como aquelas “que podemos contar” vai mais além. No encontrando uma
forma, neste caso a forma lingiifstica, para explicitar satisfatoriamente o conteido, entendido
como a propria definicio de unidade natural, véem a necessidade de explicitar este contetido
pelos individuos que o formam. Por isso Cari e Dama condicionam, 4 restricio dada, a citagio de
exemplos ao expressarem respectivamente “Ela poderia dar exemplos na lousa” e “Ela podia

Jalar as coisas que dava pra contar”.

Para a formagiic do pensamento € importante elaborar definigdes estabelecendo
relagdes entre objetos de uma mesma classe, no caso a classe definida por objetos discretos que
se diferencia daquela dos continuos. A relagfio entre singular e universal na formagéo do conceito
numérico, nesta cena se manifesta de forma sincrética, relacionando discretamente os exemplos
com uma idéia mais geral, intuida e nfo definida. Para algumas criangas, ha algo comum que
distingue os objetos para a contagem e os divide em ter vizinhanca visualmente definida, como
planetas, sol, lua, frutas, animais,... € nfo té-las, como agua, terra, areia...

Essa forma de pensamento denominada juizo por Kopnin (1978) é uma instancia
anterior e fundamental para a formulagfio de uma relagio entre o singular — o conjunto dos
objetos, € o universal — aspecto discreto e aspecto continuo — dado pela dedugfo e entdo

explicacdo formal que configura o conceito.
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Cena 3

Percorrendo a resposta do grupo 2.

Prof: D4 pra saber o que ¢ unidade natural pela resposta que eles deram?

Dama: Olha s6...E...AlL.

Prof: Se eu pegar uma coisa que niio esta colocada ali, por exemplo... Falem pra mim uma dessas
coisas.

Cari: As aguas, nfio d4, eles colocaram as dguas, mas as dguas ndo dd.

Dama: S¢ as gotinhas assim, s6 as gotinhas.

Cari: 86 se colocarem as dguas em garrafas de litros, ai ...d4 pra contar.

Iva: 1.2,3.4,...no dd pra contar. [referindo-se as dguas]

Dama: Alj, ele falou que da pra contar, mas nio da, porque a agua € tipo gelo, ela derrete.

Dama: A tnica coisa que nfo estd dando mesmo ¢ a 4gua e as pedras.

Prisc: As pedras, as pedras d4 um jeito.

Dama: E...as pedras dé-se um jeito.

Prof: Ai, foram [incompreensivel] Como eu fago para ter uma resposta que ndo dessem somente
exemplos, que apresentasse ¢ qué ¢ a unidade natural e nfio “mostrassem coisas” que sdo
unidades naturais? Como é que vocés escreveriam? Herb, Thia e Josem... Em vez de dar
exemplos do que € unidade natural, eu pergunto, por que vocés escolheram animais, plantas,
arvores... como unidades naturais?

Herb: Porque sio coisas da natureza.

Prof: Entdo, vocés, na verdade, pegaram coisas da natureza para ser unidades naturais. E isso?
Herb: E.

Prof: Entéo, o que ¢ unidade natural?

Herb: E a natureza.

Anilise

Nesta cena, se observa que nem todos os grupos enfatizam o aspecto discreto dos
objetos ao definirem a unidade natural. Cari ac expressar, “As dguas, ndo dd, eles colocaram as
dguas, mas as dguas ndo dd”, mostra que o grupo comsiderou suficiente para determinar a
unidade natural apenas a caracteristica: estar “na natureza’, isto €, considera-se unidade natural
todo objeto que se obtém da natureza, incluindo aqueles objetos cujo aspecto envolvido na
enumeracdo era o continuo, como a dgua. Dama também ndo concorda com a presenga de agua
como exemplo de unidade natural. Para esta aluna, a impossibilidade de contagem deste elemento

parece trazer evidéncias claras de que nfo se pode considera-lo uma unidade natural.

Notamos que o movimento do pensamento das alunas Dama e Cari indicam que a
dgua poderia ser contada mediante adaptaces “ra forma de gotinhas™ ou “em garrqfas de litros™.
Esta elaboragdo parece confirmar o movimento que inspira uma forma discreta ao conteudo

continuo — da dgua, indicando que pode ser possivel intervir no aspecto continuo desta a fim de
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atender os limites da forma numérica que enumera aspectos discretos, o nimero natural. Assim,
indica-se que forma numérica e o contetido podem passar por modificacdes motivadas pelas
diferentes situagGes de contagem. Nesse primeiro movimento, identificado nas elaboragbes de
Darpa e Cari nota-se que ¢ o contetido que se submete a mudangas para poder ser quantificado
com a forma numérica, o nimero natural. Segundo Fischer (1959) a forma tem tendéncia

conservadora enquanto o conteudo ¢ revolucionario.

Entretanto, esta adaptacio ndo parece convencer Dama e Iva, apesar de ser possivel
dar uma forma para a dgua analoga & das unidades, a propria Dama aponta que nfo se modifica a
sua natureza - ser continua. De forma similar, Iva parece ndo inter-relacionar forma e contetdo ao
discordar da possibilidade de usar nimeros naturais na contagem desse objeto continuo. A
elaboragfo desse aluno pode estar indicando que ao identificar um contetido diferente em relaco
4 contagem - aspecto continuo, se descarta totalmente o uso da forma numérica usada na
contagem de aspectos discretos, nfio admitindo o uso desta forma nem mesmo quando apontam

modifica¢es nesse conteddo.

Nesta cena também encontramos a preocupacio da professora com o movimento de
generalizagdo do pensamento em relagfio a resposta dada pelo grupo 2 uma vez que nela ndo se
aponta a percep¢io de um aspecto comum aos objetos considerados por eles como unidades
naturais. O grupo representa sua definigio de unidade natural por meio de uma relagdo de

objetos, sem destacar uma proposi¢io que represente, de forrna mais geral, suas caracteristicas.
Cena 4

O debate continua e a discussdo focaliza as respostas que consideram unidade natural
todas as coisas da natureza.

Prof pergunta ara o grupo do Iva e Iv: Vocés também colocaram: o que vém da natureza.

Fv: Vocé planta um pé de laranja no seu quintal ¢ ai, através da natureza, ele vai crescer, vai
pegar a laranja [incompreensivel] € natural o outro é feito...Assim, na fabrica.

Prof: E esses que séo da fabrica, vocé nfio considera natural?

Iv: Nio.

Quase toda a classe se manifesta quando o grupo 10 faz a leitura de sua resposta e nos
exemplos de unidades naturais aparece o lapis.

Cari: Elas colocaram lépis, s6 que o lapis, dona Erica, ndo é... Ndo nasce... Assim... Como... O
pé de laranja. O lapis foi feito da natureza, mas ele ndo é da natureza, ele foi feito.

Jaque: Mato, ndo dé pra contar...

Prof: Na definicdo se colocou que ¢ o que vem da natureza. Mas nos exemplos elas escreveram
coisas que “ddo para contar”. Entfio, vamos ter que definir isto.
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Prof: O que ¢ unidade natural? Como fica a resposta?

Cari: Unidade natural € o que ¢ da natureza, s6 o que nfo ¢ feito, nfio & o que ¢ feito com coisas
da natureza, € o que ¢ da natureza, ..Nasce...Cresce..., que dd pra se contar, porque gota
d’agua...Essas coisas.Assim...[faz gesto negativo com a cabeca].

Led compietando a resposta da Cari: Assim, por exemplo, a areia vem da natureza, mas s6 que
ndo da pra contar. S&o as coisas da natureza. Que sfo da natureza s6 que nfo d4 pra contar.

Cari: E da natureza, nfio o que € feito da natureza.

Analise

Nesta cena destacamos uma elaboragio que leva em consideragfio caracteristicas mais
gerais quanto & definicdo da unidade natural. Consideram-se as duas caracteristicas ja citadas
anteriormente: uma, que o objeto deve vir “diretamente da natureza” e outra, que existe o aspecto
de poder ser “contdvel”; no entanto, incrementa-se a estas expressies o sentido de ser um objeto
que ndo passou por manipulagdo humana. Este sentido, trazido a discussdo por Iv, encontra-se
expresso na resposta do grupo 9 expressa na Figura 6.9. E este grupo que da o primeiro passo
para o que delineamos um processo de dedugdo do que ¢ a unidade natural. Neste grupo se
buscou uma caracteristica que identifica o que ¢ a unidade e essa caracteristica foi deduzida do

conjunto de objetos identificados como unidades: s3o os seres vivos na sua individualidade.

Enquanto os demais grupos definem intuitivamente a unidade natural, e por vezes néo
conseguem explicitar a caracteristica principal da unidade, como é visto nas elaboracdes de
Outros grupos, o grupo 9 tem clareza da natureza dos objetos que fazem parte do grupo e usam
uma resposta que generaliza essa idéia. Cari, mesmo nfio fazendo parte deste grupo, se apropria
de sua generalizacdo quando busca definir, em dois momentos da cena, a unidade natural. No
primeiro, Cari enuncia que lipis nfio é unidade natural porque nfio nasce, conforme expressa
“Elas colocaram ldpis, s6 que o ldpis, dona Erica, néo é... Ndo nasce... Assim... Como... O pé de
laranja. O ldpis foi feito da natureza, mas ele nio é da natureza, ele Joi feito”, logo depois ela
esboga a tentativa de definiciio final: “Unidade natural é ¢ que ¢ da natureza, s6 o que ndo é
feito, ndo é o que é feito com coisas da naiureza, é o que € da natureza, ... Nasce...Cresce..., que

dd pra se contar, porque gota d’dgua... Essas coisas.Assim...[faz gesto negativo com a cabecal”

O grupo 9 apresenta uma forma de elaboragfio da definicio de unidade natural que
consideramos, relativamente as outras expressas na Figura 6.9, ser mais coerente internamente
porque mostra uma premissa geral que estabelece condicdes para que todos os elementos se

incluam nela. Ndo podemos garantir que essa elaboragio conceitual foi possivel a todos os
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alunos, mas podemos afirmar que a classe participou do movimento de elaboracio e também que
partiu dos alunos, em suas interagdes na atividade e com a professora, a enunciacdio dos

movimentos numeéricos entendendo, nesta enunciacfo, o que € a unidade natural.

O movimento contetido/forma ¢ assinalado, nesta cena, pela forma de pensamento
envolvida na reflexfio sobre o conmtendo que define a unidade natural. Este movimento é
interpretado como a agfio de buscar o aspecto mais geral que inclui todos os objetos da categoria:
unidade natural. Foi possivel perceber esse movimento, observando, sobretudo as argumentacdes
dos alunos sobre a insuficiéncia de expressdes que definem a unidade natural e que constituem
juizos mais sincréticos. A possibilidade de constru¢Bo de uma definicBo de unidade natural, que
relaciona dedutivamente o singular dos objetos ¢ o universal, grandeza discreta, manifesta, de

acordo com KOPNIN (1978), uma forma conceitual de definicio sobre unidades naturais.
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QUADRO IV — SINTESE DAS ELABORACOES PO EPISODIO 6.4
. Elaboragdes

o analisadas oo

a  forma,

a0

“Porque ¢ s6 vocé ver que ja sabe

Episédio 6.4

A unidade
nataral

Cena 1 lim quanto é.”
Discute-se o |en “Ndo, é...., aquele que dd. Quando a
que € unidade | gente vé, nds ja sabe quanto tém, dez
natural e ovelhas se a gente olha assim, dd pra
observam-se ver quanto tem.”
duas formas de “Sabe o que é que eu acho que é
pensamento unidades natrais? E o que vem da
em relagio a natureza. ”
sua definicdo. “E que sdo wunidades naturais, séo
| mutitas. Sdo as frutas.”
e| “Entdo, as frutas também da. Num da?
| Na sua casa, sua mde comprou cinco
o |faramjas e cinco bananas, ndo da pra
| vocé contar?”
Qualquer coisa ndo, porque na natureza tem
Cena 2 c0ns:ste em ser a terra, né?”

Evidencia-se
uma
insatisfacio
quanto a forma
lingiiistica que
exprime  duas |
qualidades —
(conteudos)
para a unidade
natural.

qua!quer cexsa

“Nem tudo que vem da natureza dd pra se
contar, porque tem as estrelas ...
contar....

ndo da pra
aterra..”

aquelas :
pﬁdemos _
contar” i

“Ela poderia dar exemplos na lousa.”

“Ela podia falar as coisas que dava pra
contar.”

“Elas se expressaram mal, s6 que estd ceria a
resposta. Elas colocaram que qualquer coisa
da natureza, que podemos contar.”

“Ndo ¢ todas as coisas.”

Cena 3
Notam-se duas
interpretacdes
diferentes  ao
inter—relacionar
forma

numerica e

contetido
aspecto
discreto e
continuo.

Ideut;ﬁca-se
dl‘ffzrente
centagem

um_ ¢

o

0nteud0
relag::;m A
aspecto
ccmtmuo, e se descarta 0 uso
da forms& numerlca usada na

“1,2,3,4,...ndo da pra contar.
[referindo-se as dguas]”

“Ali, ele falou que da pra
contar, mas ndo dd, porgue a
dgua € tipo gelo, ela derrete.”

hmrtes da

dlscretos,

ferma numerlca

G numem natural

“So as gotinhas assim, s6 as
gorz'nhas. "

“S06 se colocarem as dguas em
garrafas de litros, ai ...dd pra
contar.”
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QUADRO IV - SINTESE DAS ELABORACOES DO EPISODIO 6.4

it Eiéﬁéraeﬁes'aﬁﬁzisiadasf_

“Elas colocaram ldpis, 56 que o

Cena 4 r| ldpis, dona Erica, ndo é... Ndo
Manifesta-se as | nasce... Assim... Como... O pé
uma  forma | al de laranja. O ldpis foi feito da
Episodio 6.4 }conceitual de!an Vi natureza, mas ele ndo é da
definigiio por| natureza, ele foi feito.”
A unidade Japresentar a “E da natureza, nio o que é
natural definmiciio que feito da natureza.”

relaciona de

forma
dedutiva o
singular dos

objetos e of -

universal.

“Unidade natural é tudo que
nasce qatravés da natureza como
os animais as plantas, os peixes
e oulras coisas. Como um
animal racional importante qgue
é o homem nasce, cresce e

‘{morre, todo tipo de animais é
assim. ”

6.2 Conclusdes da primeira unidade didatica

Podemos dizer que este conjunto de atividades serviu como desencadeador da
reflexdio dos alunos sobre aspectos continuos e discretos dos objetos essenciais para a contagem,
solicitando, como ponto de partida para esta reflexdio, as experiéncias e vivéncias dos proprios

alunos.

Desse modo, a atividade permitiu que eles elaborassem, intuitivamente, juizos sobre
0s aspectos envolvidos na contagem com os numeros naturais, reunindo aspectos de suas
vivéneias culturais como a dgua, a areia, o cimento, a terra, as estrelas, os planetas, as frutas, etc.

para a “percep¢fio da organizaco natural em unidades” de alguns desses objetos.

Nas definicdes elaboradas por estes alunos observamos uma forma de definibilidade
que podemos caracterizar, segundo Kopnin (1978), como um juizo, por relacionar de forma
sincrética o singular dos objetos e o universal — contetido essencial que define a unidade natural.
Nos exemplos das criancas esses juizos apresentam-se como: “sdo as coisas que dem para

contar”, "¢ a unidade da natureza que dd para contar”, “drvores, peixes, pdssaros e ioda coisa

que € da natureza que dd para contar”, “sdo as coisas que dd para ser comtada como: Jlor,
animais, frutas, sol, peixes e pdssaros”; e destacam as caracteristicas dos objetos observados com

definicGes ainda muito ligadas & percepgdo e exemplificacéo.
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Qutra elaboragfio, apresentada pelo grupo 9, apresenta uma forma de definigiio de
unidade natural que, embora nfio se caracterize como uma defini¢8o formal por nfio incluir todos
os objetos e seres organizados em unidades, relaciona o singular dos objetos e o universal de
forma dedutiva, manifestando, na visdo de Kopnin (1978), uma forma conceitual de definicdo. A
partir da proposicio dos alunos: “Unidade natural € tudo que nasce através da natureza” podemos

deduzir grande parte dos objetos organizados em unidades naturais.

Um processo de desenvolvimento conceitual permite a elaboragiio de

definibihdades/juizos e conceitos sem que estes sejam as defini¢gdes formais.

E evidente que ndo podemos afirmar que todos os alunos elaboram formas mais
dedutivas como defini¢des, mas o debate permite a manifestacdo das formas de pensamento sem
a desvalorizacio de nenhuma delas. E interessante perceber que as formas de pensamento vio
sendo incorporadas por outros elementos da classe, a argumentagdio de um ¢ re-elaborada e

complementada por outro aluno em momentos diferentes.

A relago forma e conteido reside em entender o tipo de grandeza que € posta em
correlagdo entre “conjunto que conta” e “comjunto contado”. H4 elabora¢io forma e contetdo
quando percebem e argumentam que pedra nfo conta agua, terra e areia, ou seja, ndo podem ser
colocados em correspondéncia biunivoca, a ndo ser que se modifique seus aspectos continuos —
seu contetido — 2 semelhanca da pedra — forma numérica que quantifica o aspecto discreto. A
relacio forma e conteudo estd também em questio na definicio de unidade natural quando

. Y &E, z

excluem dessa definicdo “a terra™, “o cimento”, “a agua” e outros.
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CAPITULO 7

SEGUNDA UNIDADE DIDATICA

7.1 A unidade artificial

Segundo Caraga (1998), um dos autores nos quais nos baseamos para obter as
principais conexdes do conceito de fracdo constantes do capitulo 4 deste estudo, outro conjunto
de conexdes que devem ser constituidas pelo sujeito, que elabora este conceito, se refere ao
estabelecimento de um tunico elemento de comparag@io, para todas as grandezas de mesma
natureza. Este finico elemento denomina-se unidade de medida de dada grandeza e ¢ ela a

responsavel pela quantificacéo dos aspectos continuos dos objetos.

Queremos salientar, nesta unidade didatica, que nfo se pode observar um Unico
elemento de comparagio sem propor uma discussio sobre qualidades comuns aos objetos.
Segundo Caracga (1998), qualidades sdo relagSes orientadas pela situacfio em que as consideramos
¢ nfo sdo intrinsecas ao proprio objeto, assim, nfio se constitui tarefa simples para o aluno
destacar de situagdes cotidianas, relagdes de comprimento, superficie e volume a partir da

observagio de qualidades comuns.

Além disso, existem qualidades que admitem graus diferentes de intensidade, ou seja,
admitem variagio de quantidade. Sendo assim, a quantidade manifesta-se como atributo da
qualidade e somente podemos analisa-la em relagio a esta. E comum utilizarmos os mtimeros

naturais para enumerar quantitativamente aspectos dos objetos que se apresentam organizados em
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unidades discretas ou contornos definidos. Por outro lado, segundo Hogben (1970), para
quantificar aspectos continuos dos objetos, ou seja, comparar diferentes dimensdes, utilizamos

nossa capacidade de avaliagio visual.

Essa capacidade de avaliagio ou sensagfio visual, denominada por Lima & Moisés
(1998) como “senso de grandeza”, s6 atua eficientemente na avaliaggio comparativa de dimensdes
quando a diferenca entre elas for consideravel. Para distinguir se um objeto ¢ maior que outro,
quando os olhos ndo sfio capazes de tal tarefa, tornando o senso de grandeza insuficiente
necessitamos desenvolver um instrumento “extracorpdreo” — a unidade de medida — por
intermédio do qual comparamos as dimensSes com maior precisio. A escolha da unidade de
medida pode parecer uma tarefa simples, mas como assegura CARACA (1998) envolve
identificar grandezas de mesma espécie e exige, pela prética de contar, a observacdo de atributos

comuns aos objetos.

Por isso, para elaborar unidades de medidas, consideramos necessério refletir sobre a
variaco quantitativa de qualidades ¢ assim, julgamos fundamental ao sujeito que aprende fragéo,
explorar a impossibilidade do senso numérico na avaliagiio e comparacfio de dimensdes, a fim de
articular o movimento dinimico do conceito de unidade natural ao de unidade de medida —

denominada pelo grupo de alunos como sendo a “unidade artificial”.

Nessa unidade didatica, a inter-relagio forma e conteudo se encontra representada
pela possibilidade de transpor aspectos caracteristicos da unidade natural para o aspecto continuo
comum aqueles ndo organizados em unidades naturais, de maneira tal que permita o

estabelecimento de formas intuitivas de medicéio.
Destacamos trés episédios nesta unidade didatica:
EPISODIO 7.1 - Qualidade e quantidade
EPISODIO 7.2 - Definindo a grandeza

EPISODIO 7.3 — Percebendo o senso de grandeza



EPISODIO 7.1 - Qualidade e quantidade

Objetivo

Identificar a variacfo quantitativa de qualidades comuns na comparagéio de grandezas
ao observar objetos em diferentes situagdes, tais como altura, velocidade, peso, ferocidade e

volume, refletindo sobre o grau de mtensidade de tais qualidades.
Descricio

Apresentamos aos alunos as situagdes indicadas nas Figuras 7.1 ¢ 7.2 e sugerimos que
refletissemn sobre as questdes apresentadas individualmente e em pequenos grupos. Por fim
estabelecemos um debate com a classe tendo por base as respostas dos grupos. A primeira
questio recomenda a observagio de qualidades comuns ao grupo de objetos apresentados na
seqiiéncia de quadros, a segunda questdo, se refere & possibilidade de variagfio dessa qualidade e
a terceira, indica que se pense sobre como quantificar essa qualidade. Extraimos cenas que
representam destaque de momentos da discusso, no interior do grupo e no debate com a classe,

apresentados a seguir.
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Cena 1

Os alunos respondem as questdes referentes & colecdio de figuras de jogadores de

basquete, apresentada na Figura 7.1 e, depois de reunirem-se em grupo e discutirem sobre suas

respostas, apresentam-nas no painel.

QUADRO V - RESPOSTAS DOS ALUNOS REFERENTES A ALTURA DOS
JOGADORES DE BASQUETE

Grupo 1

Grupe 2

Grupo 3

Grupo 4

Grupe S

a) On° 1 eb
porque sfio bons

a) Euescolho I e
0 5 porque um €

a) Eu escolhi 1 e
2

a) Eu escotho o
1 e 2 porque sdo

a) Fu escolhi o
leo?2

e autos allo ¢ o 5 é!b)Varia alfos. b) A altura
b) Os uniformes | rdpido ¢) com os metros | b) Varia porque |c) Sim porque
¢) Sim passando | b)Varia sim | das pessoas. todos altos elos jogadores
de jogador para|pode ter alguns diferentes ndo sdo todos
jogador. methores ¢) Eu escolhodo mesmo
¢y Com os eles porque sdo |tamanho.
nameros altos e tem
naturais. habilidades com
a bola.
Grupo 6 Grupo 7 Grupo 8 Grupe 9 Grupo 10
a) A altura a)Oleo?2 a)Oleo?. a)Oleos a) A qualidade
b) Varia, porque | b) Altura b) O tamanho b) Rapido ¢queoleo?
cada um tem sua{c) Varia porque;c) Sim, porque|c) Sum. é alto.

altura. cada um tem a)para jogar | d) Por minuto. | b) Porque nem
¢) D4 para sc|sua altura wma|basquete tem que todos
contar com uma diferente do | ter tamanho. Jogadores €
fita de medir. outro d) Com os gordo e magro.
' d)Sim  porque | metros das c)

com um metro | pessoas. [incompreen-

d4 para medir a sivel]

altura de cada

um.

Anilise

No quadro apresentado nesta cena, podemos notar que embora todos os grupo
identifiguem um elemento Unico na comparacio dos jogadores de basquete, distinguimos duas
formas diferentes de interpretar a qualidade dos jogadores. Em uma, a qualidade que ¢ isolada
nfo admite variagfio quantitativa, ¢ o caso da qualidade comum destacada pelo grupo um, “os
uniformes”. Caraga (1998) aponta que a variagio de quantidade € observada tomando-se,

convenientemente, uma qualidade ou fermo de comparacdo unico como unidade e a medigo se
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faz comparando cada qualidade com aquela que se tomou como unidade. O uniforme &
perceptivelmente uma qualidade comum dos jogadores, entretanto nfio varia quantitativamente de

jogador para jogador, pois todos vestem um uniforme.

Noutra mterpretagfio os alunos isolam qualidades que permitem graus diferentes de
intensidade, ¢ o caso dos demais grupos que identificam a altura, com a expressdo “alto” ¢
“tamanho”, a velocidade, com a expressdo “répido” e o peso, com a expressdo “gordo” e
“magro”. Quando identificam as qualidades comuns que variam quantitativamente, destacam os
instrumentos ou unidades de medida de certa forma coerentes com a qualidade destacada, fitas de
medir e metros sio usados para medir altura ou tamanho e minutos, quando colocados em relagio
a distincia percorrida, realmente medem a velocidade. Podemos interpretar que o aspecto
discreto guia o processo de separacfio do aspecto continuo em unidades de medida, ou seja, as
elaboraces dos alunos podem significar que o contetido discreto que inspirou a forma numérica
— numero natural — usada para a quantificaciio de aspectos discretos, vai orientar modificag¢Bes no

conteddo continuo.

Nota-se porém que o grupo dois vai além da identificaciio da unidade de medida. Ao
destacar 0s nimeros naturais como resposta 4 questdo: como vocé quantifica (conta) esta
qualidade, este grupo estende o processo de mediciio e aponta como resposta o resultado
numerico da comparagio da unidade de medida com a qualidade a ser quantificada. Nesta
elaboragéo a inter-relagio forma e contelido sugerida pela elaboraco anterior parece manifestar-
se com projecfo uma vez que evidencia o processo de separagfio do aspecto continuo em
unidades de medida, que de maneira semelhante as unidades naturais, precisam ser traduzidas

numericamente por meio da {inica ferramenta numérica de seu dominio, o ntimero natural.
Cena 2

Depois de discutirem as respostas do painel dos jogadores de basquete, os alunos
Herb, Die, Led e Eds, discutems qual resposta representard o grupo no painel sobre a segunda
coleclio apresentada na Figura 7.1.

Prof: O que o Die falou?

Led: Ele falou que a velocidade desses aqui sio tudo veloz, mas a tartaruga nfio.
Prof: Mas o gue todos eles iém em comum?

Le6: Tirando a tartaruga, & a velocidade.

Herb: Velocidade, tirando a tartaruga.

Prof: A tartaruga nfio tem velocidade.
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Die ¢ Herb: Nio. .
Herb: Ela devia estar aqui [aponta para o exercicio sobre ferocidade].

Respondem afirmativamente e Prof pergunta: Ela nfio tem velocidade nenhuma?
Herb: Nao, mas ela anda muito devagar e ela ndo tem velocidade.

Prof: Qual ¢ a velocidade dela, entdo?

Herb: Ela anda bem devagarzinho.

Prof: Ela tem velocidade, ou ndo tem?

Herb: Eu acho que ela tem senfio ela ndo conseguiria andar.

Die: E.

Analise

Nesta cena, embora os alunos identifiquem a qualidade comum no micio desse
didlogo, nota-se a dificuldade em admitir graus diferentes de intensidade. Andar devagar ndo
parece constituir uma velocidade por apresentar um grau de intensidade quase nulo. A
quantidade como atributo da qualidade, segundo CARACA (1998) admite variacio que, por
vezes, pode ser traduzivel em niimeros, isto vai depender do grau de conhecimento que se tem
sobre a qualidade em questdo. Velocidade ¢ uma qualidade que, sem divida, pode ser traduzida
em numeros, no entanto, ao expressar a dificuldade em admitir a variacio quantitativa da
velocidade, em situa¢es de velocidades muito baixas, parece que a tradugfio numérica dessa
variacdo ndo € tdo evidente para eles. O aluno se fixa na variagio guantitativa em si, velocidade
estd ligada a um nimero, como este ¢ quase nulo para a tartaruga, ele exclui, num primeiro

momento, da categoria “ter velocidade™.

Quanto 3 inter-relagfio forma ¢ contetido estabelecida pelas criangas nesta cena
prevalece, no primeiro momento, a forma numérica, quase zero, sobre o contetido, indicado como
sendo o elemento perceptivo da velocidade, ou seja, a mudanca de posi¢io no espago — aspecto
continuo. No segundo momento, Herb parece estabelecer a inter-relagio forma numérica e
contetido, ao argumentar que a tartaruga, mesmo andando “bem devagarzinho” também
desenvolve uma velocidade. Herb discorda de Led e Die e convence o grupo de que a tartaruga

tem uma velocidade, caso contrario ndo conseguiria andar.

Apresentamos o quadre a seguir contendo a sintese do movimento de elaboracgfo

neste episddio.
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QUADRQ VI - SINTESE DAS ELABORACOES DO EPISODIO 7.1

& “os uniformes”
Cena 1
Identificam-se
qualidades comuns ao
comparar as figuras |
de jogadores e aidi
variagio quantitativa |
dessas qualidades

es. “Varia, porque cada um tem
\sua alivra {.) dé para se
¢ confar com wuma fita de
A\ medir”.

“Varia porque cada um tem a
sua altura uma diferente do
outro (...) com um mefro dd
para medir a altura de cada

2

dum”.
ir| “Ele folou que a velocidade
de| desses agui sdo tudo veloz,
r| mas a tartaruga néo.

Episédio 7.1

Qualidade e
guantidade

Cena 2 _ | “A  tartaruga  ndo  tem
Percepcio de graus| ia | velocidade”.
diferentes de i
intensidade de dada |3
qualidade.

cie| “Ndo, mas ela anda muito
-|devagar e ela ndo fem
o velocidade”.

v “Eu acho que ela tem sendo
cto | ela ndo conseguiria andar”.

EPISODIO 7.2 - Definindo a grandeza

Objetivo

Elaborar uma definicio geral para grandeza, partindo dos aspectos de variagio
quantitativa de qualidades comuns aos objetos discutidos em situacSes anteriores tals como

altura, peso, velocidades, entre outros.
Descricio

Os alunos responderam duas questdes apresentadas na Figura 7.4, elaborando suas

respostas individualmente e em pequenos grupos. Finalmente organizamos um painel com as
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respostas dos grupos que foram debatidas pela classe. Dos momentos de discussdo, em pequenos

grupos e com a classe, destacamos as cenas 1,2 e 3.

Nome:

A GRANDEZA

I. Escreva se concorda ou ndo com as afirmacgSes
abaixo & justifique sua resposta;
a) Toda  gualidade possui  uma
quantidade.

by Toda quantidade tem wma variacéo.

¢) Cada variacio é uma grandeza desta
guantidade.

2. Escreva o gue vooé entende por grandeza.

Fig. 7.4 — Definindo a grandeza

Cena 1

Os alunos Herb/Eds/Die/Regi/Samu/Argi estdo discutindo qual resposta representard
o grupo no painel. Cada um estd lendo sua resposta. Quatro delas coincidem em que toda
qualidade tem quantidade e a do Eds nfio. Para ele nem tudo tem quantidade:

Eds: Por exemplo, o mar, ninguém sabe a quantidade do mar todo.
Samu: [incompreensivel]

Eds: E também ninguém sabe quantas estrelas tem no céuw.

Die: Nem os gréos de areia.

Eds: E ninguém sabe...

Prof: Mas ¢ possivel saber quanto tem de areia se eu pegar um tanto de areia?
Eds: Depende...

Herb: Tem sim.

Prof: A qualidade areia tem uma quantidade?

Eds: Faz gesto afirmativo.

Herb: Em geral Professora?

Eds: Em geral ndo tem quantidade ndo.

Herb: E em geral ndo d4 pra contar, porque tem muita areia.
Prof: Mas se eu pegar um tanto de areia, eu nfo sei quanto tem?
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Herb: Nio.
Eds: Depende né, se pegar assim [incompreensivel] a pessoa, as vezes, compra mais um metro de

areia... Entdo...
Prof: Entdo tem quantidade de areia. Vocé nc compra um metro de areia?

Herb: Compra.
Prof: Se vocé precisar de mais areia, vocé vai e pode comprar quanto?
Herb: Dois metros.

Andilise

Nesta cena as criangas parecem manifestar que a expressio “quantidade” estd
gstritamente relacionada 4 possibilidade de atribuir, um ndmero, ac tode da qualidade
considerada pela contagem natural, acrescentando mais um de modo finito a quantidade ja
contada e, se este movimento ndo for possivel, a qualidade, embora considerada considerdvel

“tem muita areia”, ndo possui quantidade.

Depois de explicitada a posiciio de Eds, pela professora, este aluno explica aos
demais porque néo concorda que toda qualidade tem quantidade, revelando uma interpretacio de
que quantidade significa, antes de tudo, conhecer a quantidade do “todo” daquela qualidade —
Eds: “Por exemplo, o mar, ninguém sabe a quantidade do mar todo”, “E também ninguém sabe
quantas estrelas fem no céu”, Nesta fala nos parece que ha uma necessidade de poder recorrer a
um elemento perceptivo que chamamos de forma, onde comeca e acaba o todo da qualidade em

questdo, para poder considerar que essa qualidade tem quantidade.

A intervengdo da professora teve o propdsito de possibilitar aos alunos a percepgfio de
que a impossibilidade de contagem da totalidade exige do observador o destaque de um conjunto
de objetos perceptiveis que poderiam ser quantificados. Esta no¢ic é denominada por Caraga
(1998) de isolado. A noglio de isolado ¢ interpretada nesta cema como a necessidade de
estabelecer um destaque que possibilite a contagem/quantificagiio do conteudo — qualidade de
aspecto continuo. Tal quantificagiio se da por meio do estabelecimento de separacdes que

permitam que esta se realize de modo andlogo & contagem de aspecto discreto dos objetos.

Observa-se que a incerteza sobre a possibilidade de quantificagiic das qualidades que
a principio foi levantada por Eds, ao final do episddio passa a ser de Herb. Este aluno considera a
elaboragdo de Eds e hesita quanto 4 quantificagfio da totalidade de areia. A intervengfio para a
noglo de isolado ocorre com os dois alunos e ¢ Eds agora que nfio concorda com a resposta

negativa de Herb para a varia¢do de um isolado de areia, apresentando que “depende né, se pegar
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assim (incompreensivel) a pessoua, ds vezes, compra mais um metro de areia... Entdo...”. E
possivel perceber que para estes alunos a quantidade esta relacionada a um nimero imediato e

ndo a uma relagdo de variagfio de intensidade de uma mesma qualidade.

Cena 2

O grupo 4 discute sobre a afirmacfo “toda qualidade possui quantidade™. A
professora pergunta se concordam ou nfio com a afirmacfio. Cari afirma que néo € toda qualidade
que possui uma quantidade, porque ferocidade e vento nfio tém quantidade para ela, Led e Ever.

Prof: O vento nfio tem quantidade?

Ever: Néo.

Prof: Eu nfo posso dizer que um dia tem mais vento?

Cari: Ah! Ai pode.

Ever: Ai pode, mas contar ndo.

Led: Variar varia, mas contar, assim... Nio.

Ever: Variar varia, mas contar ndo.

Cari: Que nem ..., deixa eu dar um exemplo: a gente pega o vento e coloca num vidro, nfo vai
dar pra saber se um vidro tem mais que o outro nfo. Ndo da pra saber.

Ever: [incompreensivel] ndo vai v€ o vento!

Led: Por exemplo, um jomnal, vai 14 ta 21 graus e depois, no outro dia, vai ta 24 graus, mas so que
eles, tem uma variag@o, mas s6 que ndo da de contar.

Prof: Como € que eu posso saber que um dia tem mais vento que outro?

Led: Por exemplo, vocé viu na televisfio que ta com 21 graus o tempo, ai vocé viu, ai vai... Hoje
o tempo pode aumentar, vai passando para 24, pra 25, o tempo vai aumentando, vai aumentando,
ai a gente vé€ que... Ndo sei como falar que...

Cari: Que nem a temperatura, da pra gente medir com o termdmetro, mas temperatura nunca,
nunca casa né? Que nem passa no “jornal nacional”, um exemplo, que hoje ia ter 25 graus, mas a
gente faz de conta que € 20 e 10 graus, entdio, as vezes a meteorologia nfio alcanca.

Analise

Este grupo manifesta a impossibilidade de atribuir quantidade as qualidades para as
quais nfio admite grau de variagdo como a “ferocidade”, “vento™. A fala inicial de Cari para a
afirmagdo “toda qualidade possui uma quantidade™ explicita sua obje¢fio quando demonstra que
esta afirmacfo ndo esgota todos os casos “... o queijo tem quantidade, mas a ferocidade ndo, ndo
se modifica...”. Ever acrescenta o venfo como qualidade que nio possui quantidade e o grupo
reconhece que mesmo permitindo variacio de quantidade nfo € possivel conta-lo. Para poder
contar o vento recorrem a percepcdo visual, dando-the uma forma: Cari “... a gente pega o venio
e coloca num vidro, vdo vai dar pra saber se um vidro tem mais que o outro. Ndo dd pra saber” e

Ever “..ndo vai vé o venfo!”. Na expressio destes alunos interpretamos a tentativa de
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estabelecer a relagdo forma e contetido. Colocar o vento no recipiente de vidro permite imprimir-
lhe temporariamente um contetido - de aspecto discreto — que permite sua contagem, ou seja, a
correspondéncia biunivoca entre algo no recipiente e os niimeros, entretanto o fato de nfo ser

possivel “ver” o vento elimina o estabelecimento desta relagdo, impedindo a contagem.

Essa argumentagfio denota que a quantidade como atributo da qualidade deve estar
diretamente relacionada 2 possibilidade de sua percepgio visual, dada pelo estabelecimento de
um aspecto discreto, mas ndo somente a esta. A exatiddo dessa variacio também é elemento
importante. Isto ¢ observado principalmente nas argumentagdes de Cari e de Led “Por exemplo,
um jornal, vai ld td 21 graus e depois, no outro dia, vai té 24 graus, mas so que eles, tem uma
variagdo, mas s¢ que ndo dd de contar”. Estes alunos manifestamn em suas falas que embora se
possa traduzir em numeros — medir — a temperatura, a falta de precisio desta medi¢fio nos
boletins de meteorologia a caracteriza como uma qualidade que nfio tem quantidade mesmo tendo
variacdo.

Na verdade este ponto de vista ¢ compartithado por varios outros grupos em outros
momentos de discusses e mostra a dificuldade dos alunos em considerar a existéneia de
variagbes quantitativas, quando nfio se possuem meios precisos de traduzir esta variacio em
numeros, um deles consiste na consideragio da forma visual, isto €, a separacio do aspecto
continue da qualidade considerada. Esta precisfio pode ser interpretada como a inexisténcia de
uma separagdo da qualidade perceptivel para as criangas, ou seja, que lhes permita “estabelecer”

a correspondéncia biunivoca entre niimero e o elemento a ser contado.
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Cena 3

Quadro de respostas a seguir foi elaborado apos as discussGes em grupo.

QUADRO VII - RESPOSTAS A ATIVIDADE : DEFININDO GRANDEZA',

Grupol | Grupol Grupo 3 Grupo 4 Grupe 3 Grupo 6

3] 1) D 1) 1) 1)
% Sim, a) Sim a) Nio, porque |a) Nio, porque {a) Possui, porja) Nio, porque
porque porque tem qualidade  jo vento nfio tem |exemplo, a nem tudo da pra se
cada um cada um que possui quantidade. altura e da pra | contar.
tem sua tem sua quantidade, b) Sim, o vento |saber com b) Nem todas,
forma e seu { quantidade [como o peso, e |tem variagfio, as {uma fita porque se eu tenho
tamanho. |certa. outra qualidade |vezes venta mais { métrica. um monte de
% Sim, b) "Sim, como feroz que |e as vezesndo |b) Sim, tem |amigos na escolaeu
porque porque 0 |ndo tem venta. umas pessoas | ndo acho que eu
temos que [peso pode |quantidade. ¢) Sim, porque |que sdo altas e { gosto de um mais
saber a variar. b) Sim, como o |cada grandeza  {outras sdo que do outro, todos
variagdo ¢) Sim peso porque tem sua variacgfio } baixas. SED iguais.
das coisas. |porque tem |algumas pessoas {e quantidade ¢) {incompre- |c) Sim, porque se
% Sim, a variacdo |mais e outras ex.: ovelhas, ensivel] tem um jogador de
porque queéa Menos. umas sfo pretas 12) Paramim, |basquete ele £
qualquer grandeza. {c) [Nio e possuem em | grandeza é grande e isto varia €
coisatem |2)Eu responderam]| mais ld que as  jimportante a grandeza deste
que ter sua {entendi que |2) Grandeza outras. para ¢ homem |jogador.
grandeza. fcada vem da 2) Grandeza sfio |eparaa 2) Eu entendi que
2)Euma |quantidade |qualidade de coisas, grandes, |natureza. E grandeza ¢ uma
coisa ¢ qualidade |grande. boas e em importante €0isa que a pessoa
grande, ¢ variagio ¢ muitas unidades. | para todos faz melhor.
maior. uma coisa nos.

muito rica.
Herb, Die, Kel, Bru(a}, |Pame, Joy, Damz, |Cari,Ever, Led, Tali,Cami, Rafa, §[Iva, Iv, Thia, Char, Bru,
Eds, Argi, Patri, Prisci, ]Sola, Jague. Acarol, Hele, Luci ] Jana. Vini..
Regi, Samu. §Apau

Analise

A atividade proposta buscava o pensamento que generaliza uma definicic — mesmo

que aproximada — para a grandeza, propondo afirmagSes sobre a variagdo quantitativa de

qualidades comuns. Na andlise do quadro, a cada afirmag8o, percebe-se a preocupacdo dos alunos

em dar exemplos como justificativas. Isso mostra que embora os alunos evidenciem que a

grandeza esta relacionada a intensidade de dada qualidade ao expressarem “¥ wma coisa grande,

'Questio 1 - Hscreva se concorda ou nfio com as afirmacBes abaixo e justifique sua resposta: a) Toda qualidade
possui uma guantidade; b) Toda quantidade tem uma variacio e ¢) Cada variagSic é uma grandeza desta quantidade.
Questdo 2 - Escreva o que vocé entende por grandeza.
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maior”, “Grandeza vem da qualidade de grande”, “Grandeza sdo coisas, grandes, boas e em

muitas unidades. e (.. )grandeza é uma coisa que a pessca faz melhor”; o movimento do

pensamento ndo encontra uma relagdo de dedugfo entre as singularidades - qualidades dos
objetos destacadas por eles em atividades anteriores como: tamanho, altura e peso, e o universal

“toda qualidade possui quantidade™.

O exercicio trabalhou a idéia de que toda qualidade tem quantidade e que a
quantidade se refere a grandeza, contudo podemos interpretar que os alunos relacionam a nogio
intuitiva de grandeza ao significado da palavra grande, mostrando que a atividade realizada nfo
permitin que as Criangas se aproximassem, nem com suas palavras, de uma definiciio para
grandeza. De fato esta experiéncia mostra bem que a aquisigio de uma forma de acfio ou
definico mais geral constitui um aspecto importante da resolugfio de um problema de

aprendizagem.

Confrontando esta proposta de atividade com as analises de Davydov (1982) sobre a
formagdo de conceitos, € possivel elucidar que a proposta de definir grandeza perseguiu um
modelo de pensamento que satisfaz a generalizagio de conceitos segundo os pressupostos da
logica formal, caracteristicos da Psicologia e Didatica tradicionais. Nele se deve efetuar o notavel
procedimento logico, mediante o qual se efetua a transigio mental do singular para o geral (Cf
DAVYDOV, 1982, p. 47). Tal procedimento logico exige que se separe, nos objetos, os indicios
mais importantes, indispensaveis para distinguir o objeto dado dos demais, conduzindo a uma

forma singular de pensamento:o conceito.

Este enfoque do conceito traz em sua esséncia o seguinte esquema formativo
“percepglo — representagdo — conceito”, no qual se consubstanciam as situagSes de: primeiro,
distinguir uma classe de objetos dos demais — altura, peso etc; segundo, a expressio verbal do
significado — variaglio quantitativa; e terceiro, este significado nfio estd necessariamente
relacionado com a presenga de imagens diretas e pode ter um cardter estritamente abstrato —
defini¢io. De modo que na concepgfio da Psicologia e Didatica tradicionais, fundamentada em
pressupostos 16gico-formais, a transigdo da percepgfio ac conceito através da representaciio
equivale 2 transicfio do sensorial, concreto ¢ singular ao mental, abstrato e geral, procedimento
este que corresponde ao modelo empirico, entendido como aquele que se apéia nas evidéncias

seusoriais dos objetos, ndo revelando tais evidéncias como base/apoio do pensamento ¢ passando
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diretamente para uma Otica exterior aos objetos — o formalmente geral.

Assim, confluindo a andlise de Davydov (1982) com os estudos de Garnier (1996),
podemos interpretar que a atividade de definir grandeza passou diretamente para a otica exterior e
geral de definiciio e deste modo, propds um problema, cuja resolugdo ndo possibilitou aos alunos
transformar suas ages concretas, relativas a uma determinada classe de situagdes — identificar a
qualidade comum e a variagio quantitativa referente a altura, peso, etc — em uma referéncia/modo
de agdo bdsicos ou um novo modo de entendimento da situagio, que lhe possibilitasse orientacOes
que integram suas agfes no interior de um sistema de situagdes que o cerca. Sendo assim também
ndo foi possivel estabelecer uma certa relagio mais geral do que é grandeza, caracterizada por um
principio ao qual se corresponde a situagfo, deduzindo-se uma caracteristica ou estado concreto

dessa situagfo (KOPNIN, 1978).

Apresentamos o quadro a seguir contendo a sintese do movimento de elaboragdo

deste episadio.
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QUADRO VI ~ SINTESE DAS ELA?ORACGES DO EPISGDIO 7.2

: "E!aharagaes

Episddio 7.2

Definindo a
grandeza

Cena 1
Refletir sobre | er
aspectos de g
variagao

quantitativa de '

qualidades

comuns, discutidos 1
anteriormente ¢ | dest:
elaborar uma | comnl

definigio
para grandeza.

‘0| “E também ninguém sabe quantas
1| estrelas tem no céu”,

“Por exemplo, o mar, ninguém sabe

| a quantidade do mar todo”.

“E em geral ndo dd pra contar,

lor | porque tem muita areia”.

Cena 2

Refletir
sobre

“Ndo ¢ toda qualidade que possui
uma quantidade, porgue ferocidade
ndo tém quantidade ",

“o vento ndo [tem quantidade]. ”

aspectos de!
variagio
quantitativa
de
qualidades

de | “Variar varia, mas contar ndo”.

“(..) um exemplo: a gente pega o

&\ vento e coloca num vidro, ndo vai
| dar pra saber se um vidro tem mais

-~ que o ouiro ndo. Ndo dd pra saber”.

comuns,
discutidos

anteriormen-
te e elaborar ¥,
uma

“( ) fa 21 graus e depois, no ocuiro dia,
{vai ta 24 graus, mas s6 que eles, fem uma
variagdo, mas s¢ que ndo dd de contar”

i1 “Que nem a temperatura, da pra gente medir
0| com o fermomefro, mas leniperatira mmca,

defini¢do Hunca casa né? (...), um exemplo, que hoje ia
geral  para de|rer 25 graus, mas a gente faz de conta que é
grandeza. | 20 e 10 graus, entdo, ds vezes a meteorologia
ndo aicaﬁga ”
\| “E uma coisa grande, maior
“Grandeza vem da qualzdade de
Cena3 | grande”
Quadro com “Grandeza sdo coisas, grandes, boas
as e em muyitas unidades.
elaboragdes “(.J)grandeza ¢é wma coisa que a
em relagio aiqu .| pessoa faz melhor,”
definicio A
geral  para
grandeza.
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EPISODIO 7.3 - Percebendo o senso de grandeza

Objetives
Identificar a insuficiéncia da capacidade de avaliagio visual na comparagfo de
dimens&es.

Criar solugfo para esse problema, desenvolvendo a unidade de medida de mesma
espécie para compard-la as dimensGes apresentadas, a fim de estabelecer uma reflexo que inter-

relacione a geometria e a aritmética.
Deserigio

A atividade conta com dois momentos distintos. No primeiro, sugerimos aos alunos
as questSes apresentadas logo abaixo, nas quais pode-se utilizar, satisfatoriamente, o senso de

grandeza na comparago dos seres/objetos.

1) Qual dos dois é maior?
No que ele é maior que o outro?

2)  Qual dos dois ¢ maior?
No que ele é maior que o outro? a)

3} Qual dos dois é maior?
No que ele é maior que o outro? a)

b)

No segundo momento, sugerimos aos alunos refletirem sobre outras situagGes,
apresentadas a seguir. Nelas o senso de grandeza ¢ insuficiente para a diferenciagdo das
dimensdes dos objetos.

Utilizando o senso de grandeza indique:
1} Qual dos dois é maior?
No que ele é maior?

2} Dos recipientes diferentes trazidos para esta atividade, qual deles ¢ maior? Qual a
gualidade que consideramos quando vamos compard-los?

Em seguida, os alunos refletiram sobre estas situagdes individualmente, em pequenos

grupos ¢ finalmente, debatem sobre suas respostas. Destacamos cenas das discussfes em grupo e
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do debate final. A cena 1 representa destaque do primeiro momento da atividade no qual o senso
de grandeza era suficiente para comparar as dimensdes. As demais cenas sfo representativas do
segundo momento da atividade, no qual o senso de grandeza nfio era suficiente para avaliar as

dimensdes dos ebjetos quanto ao grau de intensidade.
Cena 1

Debate com a classe sobre uma situagiio em que os alunos comparam a figura do lefio
e do elefante.

Mare: Altural

Patri: [incompreensivel] um ¢ maior que o outro.

Bru(a): Porque o lefo mede maior que o gato né?

Mare: Da pra vé na altura.

Prof: Fala Jaque.

Jaque: Ela ja respondeu.

Iva: Dona Erica, 6 o elefante é maior de tamanho, de altura né? 86 que o ledo também & maior na

ferocidade.

Prof: Foi dificil escolher entre o lefio e o elefante na ferocidade?

Prisci, Jaque e Cari: Nio.

Prof: Mas, por que nio fot dificil?

Cari: Ah dona Erica, é s6 olhar a altura [incompreensivel].

Prof: O que foi preciso fazer para saber qual era o maior?

Cari: E s6 olhar, so precisa olhar, mas a ferocidade... Al ndo sei.

Prisei e outro aluno: O lefio.

Bru: Eu escolhi o elefante porque ele € o maior e tem presas maiores também.

Ever: Eu acho que cada um escolheu uma qualidade porque os dois tém. O elefante é maior de
tamanho ¢ o ledo, de ferocidade. Por causa que vocé vai perguntar pra pessoa, qual ¢ o maior? E
cla vai perguntar em qué?

Prof: Mas foi dificil identificar, mesmo que seja em uma ou em outra qualidade?

Ever: No.

Anilise

Notamos duas elaboragdes diferentes nesta cena. A primeira ¢ observada quando os
alunos manifestam a possibilidade de se valer do visualmente observavel na comparacio da
intensidade de qualidades. Eles estabelecem juizo de ser maior ou menor em relagfo a outro
objeto e justificam expressando “Dd pra vé na altura” e “Ah dona Erica, é 56 olhar a altura
[incompreensivel]”. De fato, em determinadas situag¢Ses, conforme aponta Hogben (1970), a
percepcio visual € suficiente para uma avaliagio comparativa de intensidades. Mas nfo sdo em
todas as situagdes que isto € possivel. A aluna Cari ao expressar “I s6 olhar, s6 precisa olhar,

mas a ferocidade... Al ndo sei” evidencia que a ferocidade € uma qualidade em que a percepcéo
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visual ndo é suficiente na avaliagio do grau de intensidade.

A segunda elaboragio é observada na manifestagio de duvida sobre a definigo do
animal maior, visto que numa ocasido, concordam que é o elefante e expressam: “Porgue o ledo
mede maior que o gato né? " ou “Eu escolhi o elefante porque ele é 0 maior e tem presas maiores

1

também”; e em outra ocasifio, concordam que € o lefio e expressam: “... O elefante é maior de
tamanho e o ledo, de ferocidade. Por causa que vocé vai perguntar pra pessoa, qual é o maior?
E ela vai perguntar em qué?” e “... S6 que o ledo também é maior na ferocidade”. Em nossa
interpretagio, a manifestagio desta duvida representa a observagio de uma das duas
caracteristicas fundamentais destacadas por Caraca (1998), a interdependéncia de todas as coisas
no Mundo. Para este autor a realidade, cujo principal esforgo humano encontra-se em entendé-la,
apresenta-se por duas caracteristicas essenciais: a interdependéncia e a fluéncia (CL. CARACA,
1998, p. 103). A interdependéncia é a caracteristica que se refere a correlagio de todas as coisas
wmas com as outras e a fluéncia refere-se a permanente evolugéo que o mundo se encontra, isto &,
tudo, a todo o momento, se transforma. Sendo assim,' fixar nossa atengdio numa unica qualidade

¢

do objeto é um empreendimento dificil, conforme assegura este autor: ... a interdependéncia e
fluéncia — nos colocam sérios embaragos ao pretendermos empreender o estudo de qualquer

facto natural” (CARACA, 1998, p.105).

Quando manifestam a divida sobre a definicdo do animal maior estes alunos
enfrentam o embarago da interdependéncia de todas as coisas. A qualidade ndo pode ser
identificada e comparada sem que se estabeleca o isolado. Quando tomam isoladamente a altura e
a ferocidade, recortando-as do conjunto de outras relagdes entre estes animais, pode-se manifestar
0 juizo ser maior, sendo que, no caso da altura, podem fazé-lo apenas usando a visada. Ainda que
nfio se estabeleca um instrumento de medida nestas elaboragdes, separar qual isolado se refere ao
juizo - ser muaior, exige um cuidadoso exame, por parte dos alunos, a fim de identificar o

contendo continuo do objeto em jogo na comparagéo.

Esclarecemos, com base em Caraga (1998), que uma vez tomado um isolado para
estudo, certamente um fator inesperado que estava ignorado passa a se revelar. Este fator conduz
para o estudo de outras relagdes mais abrangentes do objeto. Quer dizer que cada vez se destacam
niveis mais largos de isolado que constantemente se encadeiam e abrangem os isolados

anteriores. Caraca apresenta como exemplo o seguinte,
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Apos ter tomado como isolado cada um dos Orgdos duma srvore e estudado 2 sua
fisiologia particular, constitui-se um isolado superior — arvore terreno — no qual se
estudard a vida fisiologica da arvore. Por sua vez, a arvore pode ser tomada como uma
unidade dum novo isolado mais largo — uma floresta. — a flora duma certa regifio, etc.
Quer dizer, para a recomposi¢io dum certo compartimento da Realidade, é necessario
constantemente construir cadeias, ¢ a cada elo da cadeia corresponde um nivel de isolado
{CARACA, 1998, p.106).

Na apreensio da grandeza podemos supor que isso nfio ocorre de maneira diferente.
A percepedo sensitiva da intensidade de dada qualidade constitui, a principio, apenas um senso de
grandeza, conforme aponta Lima & Moisés (1998). Vale destacar que o senso de grandeza s
pode ser suficiente na tarefa, porque a situagdo de comparagio de graus de intensidade
apresentada nio exige elementos mais especificos de medicdo para a definicio do grau de
intensidade. Mas a atuagfo limitada do senso de grandeza na comparagiio do grau de intensidade
de dadas qualidades, ou seja, estabelecer comparagbes usando apenas os sentidos, solicita o
desenvolvimento de instrumentos extracorpdreos, neste caso a unidade de medida. A unidade de
medida, segundo Hogben (1970), exerce a mesma funcfio dos sentidos no senso de grandeza,

procura restabelecer a comparagdo das dimensées, permitindo a identificacio do maior.

Cena 2

Esta cena representa a discussdo do grupo formado pelos alunos Herb/Die/Eds/Argi,
na situacdo de comparar os recipientes de tamanhos diferentes. O grupo estd organizando os
recipientes por ordem de altura... A professora pergunta qual recipiente € o maior.

Herb: Esse € o primeiro [mostra o recipiente mais alto] ¢ esse é o segundo maior que o primeiro.

3

SR
1 2 3 1 FIGURA 7.5 - Representacio
e’ dos recipientes.

Prof: E o maior porque cabe mais?

Herb: Ah! Entéo € esse. [aponta para o recipiente 5]

Die e Eds: E esse. [mostram o recipiente 1]

Herb: E esse. [volta a mostrar o recipiente 1, mas demonstra dtivida ainda, olha para o recipiente
5]

Herb fala para Die: S6 que esse também cabe alguma coisa [mostra um recipiente 4]

Eds: E esse daqui 6, ¢ a margarina que é maior. [mostra também o recipiente 5]
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Die: [Incompreensivel] [enquanto fala com Herb, coloca em comparagio as alturas do quarto e
do primeiro recipiente}

Herb muda de idéia: Esse é o maior [mostra o 1]. Dona Erica esse daqui ¢ o maior, esse aqui € o
segundo. [volta-se para o Die e pergunta:] ou é esse? [mostra o recipiente que estd em terceiro
Jugar] '

Die: E esse [mostra o segundo recipiente].

Herb continua: terceiro, quarto, quinto, (incompreensivel). Esse aqui é maior [volta a mostrar o
recipiente 5].

Die: Nio &, 6. [muda a posicdo do recipiente de margarina -- conforme FIG. 7.6 — para poder
compara-lo com o recipiente que estd em quarto lugar, em seguida, concorda com Herb e troca os
recipientes de lugar]

———
1
FIGURA 7.6 - Comparacio dos recipientes.

Herb mostra a seqiiéncia finalmente organizada.
Die volta a comparar novamente os dois tltimos recipientes.

e
<
5
™

FIGURA 7.7 — Organizacio final dos recipientes.

s
e

Anilise

Analisando esta cena notamos que, em fungHo da insuficiéncia do senso de grandeza
na determinacdo de graus de intensidade muito préximos, os alunos enfrentam a dificil tarefa de
abarcar a totalidade de dimensdes envolvidas na comparagfio do grau de intensidade do volume

dos recipientes e, assim, isolam a altura.

Nesta elaboracdo a qualidade altura, primeiramente, permite a comparag@o dos
recipientes. Os alunos a utilizam na comparagio direta entre os recipientes, colocando-os lado a
lado; porém, quando tomam somente a altura como isolado para o estudo do tamanho dos
recipientes, estes alunos ndo compreendem, neste recorte, todos os fatores que influenciam no

fendmeno: medida de capacidade.
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No caso do estudo da fragdo, o isolado de uma qualidade comum, representara
futuramente a escolha da unidade de medida. Assim, isolando apenas a altura, recortada
arbitrariamente do conjunto de outras rela¢Bes essenciais 4 comparagio de volumes, neste caso:
largura e comprimento, percebe-se o surgimento de um fator relevante, anteriormente ignorado:
recipientes baixos parecem ser maiores, pois que sio também largos ¢ comprides. Por esta razio
os alunos Herb ¢ Die apresentam constantes davidas e hesitagdes no momento da organizagéo
dos recipientes. As situagbes em que ser maior em altura nfio significava ser o maior em volume

causou confusdo quanto ao estabelecimento de um juizo de ser maior na comparacio.

Ao observarmos as manifestacSes desses alunos percebemos que isolar um aspecto
comum dos objetos — recipientes — constitui apreender o contetido continuo que permite uma
forma de quantificagdo — o juizo ser maior. Identificar qual isolado constituird a unidade de
medida, de maneira que atenda a atributos comuns, ndo é tarefa tdo simples uma vez que os
alunos hesitam e trocam os recipientes de lugar algumas vezes diante do encontro do inesperado

nesta comparagio.

O encontro do inesperado ¢ explicado por Caraca (1998) como o fato comum de
revelarem-se fatores que inicialmente estavam ignorados no estabelecimento de isolados e,
segundo este autor, “no aparecimento do inesperado reside um dos motivos principais do
progresso no conhecimento da realidade, porque, obrigando a uma melhor determinacdo do

isolado, exige um mais cuidadoso exame das condigdes iniciais” (CARACA, 1998, p.106).

A intervengdo dos alunos no aspecto continuo — volume — dos recipientes ficou
prejudicada pelo destaque de um isolado inconveniente — a altura — para a determinagiio do maior
em volume. Intuitivamente suas agdes — provocar rotagdes no recipiente cinco para compara-lo
a0 quatro — permitiram formas de medir esse aspecto continuo a fim de poder estabelecer mais

adequadamente um juizo de intensidade.

Diversamente, quando trabalharam na primeira questfio desta atividade, aquela que se
refere 4 determinaciio da maior superficie, colocando em comparagio o quadrado e o retingulo,
para os alunos foi possivel intervir no aspecto continuo — conteido, subdividindo a superficie.
Encontraram intuitivamente formas — unidades de medida — que auxiliaram na comparagio das
superficies para determinagdo da maior. Os alunos Char e Eds apresentaram para a classe,

conforme exemplificamos a seguir, um procedimento que destaca um isolado de mesma espécie —
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superficie — da grandeza comparada, permitindo assim uma comparacio mais precisa. Quando a
visdo ndo é suficientemente capaz de avaliar a diferenca de intensidade de grandezas, criam-se
extracorpéreos — unidades de medida — para substituir o senso, msuficiente na tarefa de
diferenciar quantidades. A wunidade de medida foi isolada pelos alunos tomando-se,
concomitantemente, a medida do lado que representa o comprimento do quadrado, para
estabelecer comparagfo com o comprimento da tira retangular, ¢ a medida da altura da tira, para

estabelecer comparagdo com a altura do quadrado.

Unidade de medida

Mesmo ap6s o debate em torno desta primeira questdio, sobre superficies, os alunos
deste grupo ndo identificam uma unidade de medida que seja eficiente para comparar o volume
dos recipientes, talvez por ndo se tratar de grandeza de mesma espécie. Segundo Caraga (1998), o
processo de medigfio, requer que a unidade de medida seja de mesma natureza — da mesma
espécie — da grandeza que queremos medir e isto envolve determinar uma qualidade comum, isto
&, “um isolado que compreenda nele todos os fatores dominantes cuja a¢do de interdependéncia

influi sensivelmente no fenomeno a estudar” (CARACA,1998, p.105).

A determinacdo dessa qualidade comum exige, de acordo com Aleksandrov,

Kolmogorov & Laurentiev (1988), conhecimentos de geometria.

Cena 3

Debate-se com a classe a organizacdo dos recipientes reunidos dos grupos. Os grupos
destacam o recipiente maior e justificam suas escolhas. Um grupo destaca como justificativa a
qualidade altura. Trés grupos escolhem o recipiente maior pela qualidade largura. Um dos grupos
fica em dtvida ao expor sua resposta e um grupo faz sua escolha apoiando-se na altura e largura
dos recipientes.

Prof: E qual dos dois € o maior?
Cari mostra o pote de margarina e responde: Largura € esse [0 de margarina] ¢ altura € esse

[recipiente de vidro].
Prof: Mas pra saber qual é o recipiente maior nio d4 pra uma hora eu achar que um € maior em
largura € outro é maior em altura. Eu tenho que definir qual € o recipiente maior? O que fago para

saber isso?
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Jaque: Coloca agua.

Varios falam ao mesmo tempo.

Jague: ..., nds enche esse aqui de 4gua e coloca aqui [despeja a 4gua do recipiente de vidro no
recipiente de margarina]. Se encher tudo e cair dgua, esse [recipiente de vidro] € maior.

A alupa sai para buscar agua.

Prof: L altura que é importante para saber se o recipiente é maior?

Cami faz gesto negativo com cabega.

Cari: Nio dona Erica, depende. Pode ser a altura, a largura, depende da qualidade.

Ever: O refrigerante, eles vem no wvidro. A “coca-cola” vem num vidro mais alto
[incompreensivel]

Prof: Mais fino.

Cari repete: Dona Frica, um ¢ maior por causa da altura e outro por causa da largura, entfo,
depende da qualidade.

(...)

Iva: Professora, sabe qual € maior, por causa que tem pote que é grande, mas ¢ pequenininho
professora. £ grande, mas nfio é largo, porque da pra ver que o pote de manteiga ¢ mais grande na
largura, tem pote que ¢ grande, mas nfo é largo.

Ever: Essa garrafa de “coca-cola”, tem outra de “coca-cola”, a outra tem o0 mesmo tanto que essa,
por causa que ¢ fina, ¢ maior, mas nfo ¢ mais larga.

Prof: Entdo a largura pode ser um fator uma qualidade impor...

Dama imterrompe: A outra € pequenininha e tem a mesma quantidade, ¢ o mesmo
liquido.[sobre a garrafa de refrigerante]

Cari: Dona Lrica, também, 6 dona Erica, a Jaque ... A senhora falou, ndo sei se a senhora
percebeu, mas ali tem duas qualidades. D4 pra perceber por causa que a senhora ndo escolheu
qual a senhora ia determinar pra ver qual que ¢ maior. Depende também, que nem, depende da
largura e da quantidade que pode colocar dentro. Entdo, a senhora ndio determinou qual é maior.
A senhora ndo determinou a qualidade pra gente falar.

Pref: Entdo, o que é mais importante pra gente provar qual é o maior?

Joy: Ver qual que serve mais coisas, que nem a dgua. Ver qual que serve mais?

Cari: Qual que cabe mais?

Joy: E.

Dama concorda com a Joy.

Andlise

Nesta cena distinguimos trés eclaboragdes dos alunos. Primeiro Cari manifesta
hesitagdo entre isolar a largura ¢ altura na comparagfo dos recipientes e solicita A professora o
estabelecimento do isolado para esta comparagfo. Esta hesitacdo, j4 evidenciada na cena 1 deste
episédio por outro grupo, mostra o embarago enfrentado pela interdependéncia da largura, altura
¢ comprimento na comparagiio de volumes. Diante desse embarago a aluna, a principio, mostra
que € possivel comparar os recipientes, tomando separadamente a altura e a largura, o que leva a
uma andlise equivocada uma vez que o isolado nfio compreendeu nele todos os fatores que

interferem na comparagfio de volumes, ou seja, altura, largura e comprimento, por fim ela quer
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que a professora estabeleca o isolado para a comparagio.

Nesta elaboracfio, identifica-se o conteGdo continuo do objeto, em jogo na
comparagio, ao se determinar o isolado referente ao juizo de ser maior que, por sua vez, exige
um cuidadoso exame por parte dos alunos. No entanto, o isolado nfo contribuiu para que se
estabelecessem vinculos entre altura e largura, correspondentes a niveis mais abrangentes de

isolado, como o manifestado por Ever e Dama no terceiro tipo de elaboragéio desta cena.

Outra elaboracio desta cena encontra-se na escolha da 4gua como medida de
capacidade, expressa por Jaque “..., nds enche esse aqui de dgua e coloca aqui [despeja a 4gua do
recipiente de vidro no recipiente de margarina]. Se encher tudo e cair dgua, esse [recipiente de
vidro] é maior.”. Também adotada por outros grupos como estratégia de comparacio, ainda que
de forma nfio operacional, a 4gua assegura uma maneira de comparar que identifica a variagfio de
dimensdes dos recipientes. A segunda elaborac@o desta cena, manifesta-se por uma intervengdo
que possibilita a a¢do de medir o volume dos recipientes. Esta intervengdo se apdia na tentativa
de adaptar o aspecto continuo — contetido — de forma a poder estabelecer uma unidade de medida
de mesma espécie da extensdio a ser medida, permitindo a comparagio e determinagio
conveniente do grau de intensidade desta extensdo. Joy complementa esta elaboracio ndo so
reafirnando o papel da dgua como auxiliar na medigfo, como evidenciando seu papel na
determinagio da capacidade “qual que serve mais”, frase que foi interpretada e redimensiopada

por Cari como “o que cabe mais”.

Interpretamos que a medig¢do ocorre aqui de maneira rudimentar, visto que ainda nfo
observamos nas acdes dos alunos o estabelecimento de um termo dnico na medigfio, a
comparagio ¢ feita invariavelmente, comparando a capacidade de conter dgua entre dois
recipientes, garantindo a definicio do maior entre eles. Podemos considerar que o movimento do
pensamento desses alunos buscou organizar o aspecto continuo do objeto, o conjunto contado,
entretanto, ainda ndo foi possivel corresponder seu contetido a forma numérica, nimeros naturais,
conjunto que conta. No entanto, destacamos aqui a observagdo de Caraga (1998) de que “poder
traduzir em numeros uma variagdo de quantidade é uma questdo que depende, acima de tudo, do
grau de conhecimento momentdneo dos homens; ndo é, de modo nenhum, uma questdo que possa

por-se em absoluto” (CARACA, 1998, p.109).

A terceira elaboracdo que podemos destacar nesta cena, manifestada por Ever, traz
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evidéncias da determinagfo da capacidade como elemento de variagio de largura e altura de uma
garrafa de refrigerante. Ele complementa Iva e expressa “Essa garrafa de ‘coca-cola’, tem outra

de ‘coca-cola’, a outra tem o mesmo tanto que essa, por causa que ¢é fina, é maior, mas ndo é

mais larga. ”. Percebemos a tentativa de expressar que altura e largura podem variar entre si sem
alterar a capacidade. Dama complementa Ever, dizendo: “A outra [garrafa de refrigerante] ¢

pequenininha e tem g mesma quantidade, ¢ o mesmo liquide™. Nesta elaboragfio, o inesperado,

comparar recipientes de dimensdes variadas, parece possibilitar um progresso no estabelecimento
do isolado. O exame cuidadoso das condi¢es da situagdo problema de comparar recipientes
encaminha para uma andlise que toma um novo nivel de isolado, este que estabelece o elo entre
altura e largura como elemento relacionado & medida de capacidade. Dessa maneira, embora
estando conceitualmente incorreto associar apenas duas dimens®es 4 comparacio de volumes,
desenvolve-se a tentativa de restabelecer novo nivel de isolado — aspecto continuo que inter-
relaciona largura e altura. A esse novo contetido isolado ndio foi possivel corresponder unidades

de medida de modo a reutilizar a forma numérica conhecida, o nimero natural.

Apresentamos o quadro a seguir contendo a sintese do movimento de elaboragfio nos

episodios deste conjunto de atividades:

QUADRO IX ~ SiNTESE DAS ELABORACGES DO EPISODIO 7.3
Elaboraf;oes analtsadas '

“Dd pra vé na altura”

valia __‘_'_ | “4h dona Erica, é s6 olhar a
des. | altura [incompreensivel]”

| “Porque o ledo mede maior que

o gato né?”

“.. O elefante é maior de

' '- tamanho e o ledo, de

ferocidade. Por causa que vocé

vai perguniar pra pessoa, gqual

| € 0 maior? E ela vai perguntar

| em qué?”

Episodio 7.3 {Cena 1
O senso de | Nia
grandeza é
Percebendo | suficiente
0 senseo de para
grandeza comparar
0s objetos.
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QUADRO IX - SINTESE DAS ELABORACOES DO EPISODIO 7.3

Elaboracdes analisadas

Episodie 7.3

Percebendo
o senso de
erandeza

Cena 2

O senso de
grandeza €
msuficiente
para
comparar
0s
recipientes.

Tomam somente a altura
como isolado para o estudo
do tamanha dos recipientes.
Nio campreendem, neste
recorte, mdos os fatores que
influem ~ -na - medida . de
capaudade, ' causande
hesztaqees na orgamzm;ae

‘dos’ rec;plentes.

“F esse [o maior]. [volta a mostrar
o recipiente 1, mas demonstra
duvida ainda, olha para o
recipiente 5]

“So que esse também cabe alguma
coisa [mostra o recipiente 4]”

“E esse daqui 6, é a margarina que
é maior. [mostra também o
recipiente 5]”

Cena 3

O senso de
grandeza ¢
insuficiente
para
comparar
08
recipientes.

Toma-se separadamente ‘a altura
e a largura na comparaciio de

'Velumes, e realiza-se uma anahse

eqmvocada ja que _ndo - se

rcompreende o lsoiadu em todos os
fatores que :;;;ferem na medlda de

capacidade, - “seja,

altura,
largura e compr!mento. Ly

“Ndo dona Erica, depende.
Pode ser a altura, a largura,
depende da qualidade. ”
“Dona Erica, um é maior por
causa da altura e outro por
causa da largura, entdo,
depende da qualidade.”

Manifesta-se: a ac¢fio rudimentar
de medir L0 volume - dos
rectplentes, pms nao se. estabeieee
um termo  dnico- na: ‘medigo:
compam-se a capacndade de dgua

entre dois recipientes, garantindo
a deﬁmgao do mmor entre ‘eles.
Busca-se organizar o aspecto

continuo, - mas. alnda - niog ;€
posswel ' corresponder :
conteudo ‘A farma aumenca,
nimeros naturais. - '

, nos enche esse aqui de
dgua ¢ coloca aqui [despeja a
dgua do recipiente de vidro
no recipiente de margarina].
Se encher tudo e cair agua,
esse [recipiente de vidro] é
maior.”

“Ver qual que serve mais
coisas, que nem a dgua. Ver
qual que serve mais?”
“Qual que cabe mais?”

"estabelecnmenta de 1solad0. : As

Observa-se um  progresso no

condigﬂes 3 s:tuaqao e
eomparar B rempnentes o
encaminham: para . novo
nivel de- tsolade. Embom amda
mcorreto L ROVO - 1selado
estabelece e elo entre aitura €
largura come -_"elemento
relacmnade medida e
eapacidade, ' o

“ K grande, mas ndo ¢ largo,
porgque dd pra ver que o pote de
manteiga é mais grande na
largura, tem pote que é grande
mas ndo é largo.”

“Essa garrafa de ‘coca-cola’,
fem outra de ‘coca-cola’, a

outra tem 0 mesmo tanto que
essa, por causa que é fina, é
maior, mas ndo é mais larga.’

“A outra é pequenininha e tem
a mesma quantidade, é o
mesmo liguido. [sobre a garrafa
de refrigerante]”

3
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7.2 Conclusdes da segunda unidade didatica

Baseados nos estudos de Kopnin (1978), podemos perceber que o processo de
aprendizagem dos conceitos cientificos nfio consiste em uma simples transferéncia da linguagem
cotidiana para a cientifica, mas uma mudanga de contetido e forma do conhecimento. Por este
motivo o conjunto de atividades apresentado serviu para nos indicar a importéncia de se propor
aos alunos uma reflexdo sobre a variagfio quantitativa de qualidades comuns, principalmente
quando comparam objetos em diferentes situagdes e constroem articuladamente o movimento

dindmico do conceito de unidade natural ao de unidade de medida.

A defini¢io da unidade de medida pode parecer uma tarefa simples, mas envolve
atuar com variagdes de grandezas de mesma espécie e exige elaboragdes de generalizages pela
pratica da contagem. Na proposta de atividades deste conjunto foi possivel perceber que os
alunos elaboram, de forma propria, juizos sobre a variagio quantitativa de qualidades,
identificando diferengas entre as possibilidades de quantificagdio das qualidades; algumas variam
e podemos contar como altura, velocidade e peso, outras, mesmo variando o grau de intensidade,

ndo permitem a contagem: agua, ferocidade, amizade e vento.

Nas discussdes pudemos observar que os alunos mostram o que Caraca (1998)
identifica como a impossibilidade de contagem da totalidade de um conjunto, exigindo do
observador o destaque de um subconjunto de objetos — um isolado — que permite ser
quantificado. Essa nogéo de isolado € interpretada neste estudo como a necessidade de dar ao
contetdo a ser contado uma forma percepiivel, por¢iio menor que o destaca do todo continuo. Os
alunos revelam este ponto de vista ao apresentar, por exemplo, que ndo se pode saber a
quantidade de todo o mar ¢ de toda a areia ¢ quando ensaiam a colocagio do vento no recipiente

de vidro para imprimir-the temporariamente uma forma que permita a contagem.

Sendo assim, na possibilidade de modificar o aspecto continuo dos objetos no
movimento forma e contelddo do pensamento, os alunos buscam organizar o aspecto continuo do
objeto, seu conteudo reconstituindo-o em forma de unidades para fazer correspondé-las acs

nimeros naturais.

Conforme afirma Aleksandrov, Kolmogorov & Laurentiev (1988), pensar sobre a

organizacdo dos aspectos conilnuos dos objetos envolve conhecimento da geometria. Ao
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organizar os recipientes de vidro os alunos refletem sobre seus aspectos geométricos: altura,

largura, comprimento e capacidade, solucionando ¢ problema de diferenciar suas dimensées.

Suas percepgdes se fixam na observagdio de um aspecto qualitativo comum que
permita visivelmente a diferenciagfio da dimensSio. Mas o aspecto selecionado € insuficiente na
determinagdo do recipiente de dimensdo maior e os alunos desenvolvem formas de comparacio
que constituem medi¢gdes rudimentares por ainda nfio estabelecerem a relagfo biunivoca entre a

unidade de medida e um conjunto numérico, conjunto que conta.

As agOes para medir aspectos continuos de objetos, manifestadas pelos alunos, se
apdiam no movimento de adaptacio de um isolado que compreenda nele todos os elementos que
interferem essenctalmente na medida de volume. Isto significa que se da forma — estabelecimento
de uma unidade de medida ~ identificada na capacidade de conter dgua, “mesma gquantidade de
liguido”, que ao ser comparada aos recipientes permite o estabelecimento de juizos de

intensidade.

A unidade de medida escolhida pelo grupo tem a mesma natureza — € da mesma
espécie, do objeto a ser medido (volume do recipiente). Observamos que, embora esses alunos
tenham encontrado intuitivamente a agua como forma de medir a capacidade ou volume dos
recipientes, no controle de variagdes de dimensGes, perceber grandezas de mesma espécie ndo é
tdo evidente assim, como exemplifica a dificuldade que apresentaram em assumir a unidade de
medida de volume (ml) na quantificagdio da agua e as tentativas de medir os recipientes pela

altura e largura.

Podemos observar que os alunos pensam num processo criativo de modificacdo da
forma do objeto — de seu aspecto continuo. Neste conjunto de atividades, embora os alunos nfio
cheguem a estabelecer defini¢cdes que ampliem o pensamento sobre a medigdo de volumes,
estendem suas elaboracGes referentes a niveis mais abrangentes de isolados, quando estabelecem

o ¢elo entre largura e altura na constituigfo desta qualidade.

As ampliagdes que permitem atribuir um aspecto discreto as dimensdes continuas, ao
torna-las uma adi¢do de sucessivas unidades de medida, s6 sdo enunciadas intuitivamente para
medidas de superficie. Abordaremos mais diretamente a medi¢iio de aspectos unidimensionais e

bidimensionais no proximo conjunto de atividades, a medicdo das terras.

Também pudemos perceber que o exercicio desenvolvido para ampliar o pensamento
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que generaliza uma definicdo para grandeza nfio permitiu que as criangas se aproximassem de
uma definiciio para grandeza, se limitando na elaboracfio dessa definicio ao significado de senso
comum da palavra grande. Podemos atribuir esta limitacdo & auséncia de intervencdes que

focalizassem melhor a correlagio da variagio quantitativa de qualidades no exercicio.
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CAPITULO 8

TERCEIRA UNIDADE DIDATICA

8.1 A fraciio

Esta unidade didética tem o propdsito de abordar o conceito de fracfio de modo que o
aluno apreenda o seu desenvolvimento a partir de agles de medir aspectos continuos das
grandezas na inter-relacdo forma e contetido. Diferente de quantificar aspectos discretos de
objetos como pedra, estrelas, animais, frutas, em se falando da contagem, a dindmica de criagdo
humana da contagem modifica os aspectos continuos e institui — a semelhanga da unidade natural

- a “unidade artificial”, como forma usada para quantificar estes aspectos.

Para problematizar as agles de quantificar superficies sugerimos uma atividade de
dividir terrenos simulada a partir da histdria da divisio de terras &s margens do rio Nilo, no Egito
antigo. Organizar a distribuicdo, entre os alunos, de um terreno externo & escola admitiu a
definicdo de planos de agfo para a determinac@o do lote como unidade artificial de superficie. Ao
se propor virtualmente a distribuigio das terras as margens do rio Nilo, nosso propdsito ndo se
restringe ao processo “divisdo”, mas a possibilidade do estabelecimento de um plano de agfio que

cria unidades artificiais, conexdo conceitual fundamental para a frag8o.

Destacam-se, portanto, dois momentos distintos desta atividade, isto €, o
estabelecimento de duas conex8es conceituais. No primeiro, torna-se necessario criar,

intuitivamente, uma unidade-artificial de superficie, que denominamos terreno-lote.
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No segundo momento da atividade, permite-se ao aluno refletir sobre quais os
conhecimentos essenciais para a obtengio do terreno-lote em face ao problema da cheia do rio
Nilo, sugerido em continuidade 4 histéria da divisdo de terras as margens do rio. Com o objetivo
comum de recuperar as dimensdes ¢ a localizagio deste terreno-lote, cujas marcas sio apagadas
pela enchente, manifestamn-se solucbes que apontam para a necessidade de conhecer as medidas

das laterais deste terreno-lote.

A selecio do terreno-lote, como unidade de medida de superficie, também
identificada como unidade artificial', na divisdo das terras as margens do rio ¢ a selecio dos lados
do retdngulo, forma dada ao terreno-lote, como elementos essenciais na obtencdo das dimensdes

do mesmo, implicaram reflexdes de natureza geométrica.

Diante das agGes de medir as dimensdes das laterais do terreno-lote apresentamos aos
alunos um novo problema cuja resolugfio permite construir outra conexdio conceitual: como

expressar numericamente uma dimensdo menor que a unidade de medida — a “sobra”.

De modo abrangente, o conceito de fragdo envolve uma complexidade de elaboragdes
que ndo se resumer na associagdo de uma parte do objeto com o simbolo numérico, outrossim
implica em pensar sobre a escolha de uma unidade de medida, resultante de um movimento de
atuagio que imprime nova forma ao aspecto continuo do objeto e deste modo, articulam-se, de
maneira significativa, formas de pensamento sobre o conceito de unidade natural ¢ de unidade de

medida, relagdo esta constitutiva do contetido de fracdo.

Estes momentos e seus desdobramentos foram sintetizados nos cinco episédios que

formam esta unidade didatica:
EPISODIO 8.1 — A divis@o de terras no Egito antigo
EPISODIO 8.2 - Recuperando o terreno-lote depois da cheia do rio Nilo
EPISODIO 8.3 — A unidade artificial como instrumento de medicio
EPISODIO 8.4 — Medindo as sobras

EPISODIO 8.5 — Medir as sobras sem criar novas unidades

' 850 as unidades de medida, arbitrariamente, inventadas pela humanidade para quantificar aspectos continuos dos
objetos.
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EPISODIO 8.1 - A divisdo de terras no Egito antige

Objetivos

LA

% Perceber a necessidade da mediclio como forma de superar a dificuldade de

distribuir igualmente entre familias as terras as margens do rio Nilo
+% Delimitar terrenos em unidades-lote.

% Pensar sobre aspectos essenciais da medi¢io: escotha de uma unidade de medida

de superficie e comparacfio da unidade com a dimensdo a ser medida.
Descrigio

Para abordar a fracio de modo a envolver os alunos no movimento complexo de
reflexdo sobre uma situagdio problema, cuja resolugfio envolve a participacio de todos, integrando
pensamento, acdio ¢ linguagem, a atividade se desenvolve tendo como objetivo comum, dividir
igualmente uma porgdo amorfa de terra, as margens do Nilo, entre um nimero determinado de
pessoas. Uma por¢io de terra € um continuo indefinido que nfio gera imediatamente a percepgio
de uma porgdo/unidade como acontece num comjunto de ovelhas. Deste modo cria-se a

necessidade de quantificar uma superficie.

Simulamos a divisdo dos terrenos, usando a historia expressa na Figura 8.1. Com ela,
sugerimos a reflexdo sobre a criagiio de unidades de medida de superficie, com a proposta de
distribuicfio das terras 4s margens do rio Nilo, na qual permite-se criar livremente respostas sem a
preocupacio de expressa-las em linguagem formal matematica, visto que na atividade nfo é

disponibilizado o conceito formal de medida ou mesmo mostradas tecnologias para medir.

Trata-se de criar uma unidade de medida de superficie a partir do conhecimento de
medida que o aluno tem elaborado. Essa tarefa complexa envolveu pensar sobre a forma
geométrica, especificando elementos desta para constituicio da unidade artificial, a qual foi
atribuida a configuragfio de lotes retangulares.
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FIGURA 8.1 — A histéria sobre a divisdo de terras as margens do rio Nilo.

UM POUCO DE HISTORIA

Uma das primeiras e mais importantes civilizagbes que comecou a trabalhar
intensamente a terra foi a egipeia. Trata-se de um povo que se estabeleceu numa regifio
com caracteristicas geograficas muito particulares: um amplo deserto cortado por um
extenso rio — o rio Nilo — que periodicamente. em suas cheias. fertiliza as suas margens.

Estas terras as margens do Nilo eram propriedade coletiva. do estado egipcio
sendo. assim administradas pelo farad. Para desenvolver a produgio de alimentos o
farad Sesostris resolveu distribui-las para as familias do seu povo. Cada familia
receberia uma por¢iio de terra para trabalhar e produzir os alimentos necessarios para a
vida de toda a nagdo. Tomava-se. assim. proprietdria da terra. Aquela porcdo de terra
seria. dali para frente, a sua propriedade privada. Em troca pagaria impostos para o
farad. Foi desta forma. através desta primeira reforma agrdria que se tem noticia na
historia. que o homem inventou a propriedade privada dos meios de producfio na sua

forma mais simples e direta: @ propriedade privada da terra.

Apds conversarmos sobre a histéria da distribuicio de terras no Egito antigo,
sugerimos aos alunos que considerassem, virtualmente, um terreno externo escola, como sendo
as terras as margens do rio Nilo. Apresentamos duas questoes para que eles reflitam sobre a
divisao destas terras, a saber: As por¢Bes de terra que caberfio as familias serfio iguais ou

diferentes em tamanho? Qual formato dever ter estas porcdes de terra?

Inicialmente a aluna Dama sugere a divisdo proporcional ac namero de pessoas da
familia, mas os alunos apdiam a proposta de Cari que recomenda a divisio de terrenos iguais e o
formato quadrado, expressando: “Quadrado, porque o quadrado tem as quatro partes iguais”.
Posteriormente a esta demarcacdo os alunos deveriam identificar os lotes de cada familia.

Destacamos nas cenas 1 ¢ 2 momentos da divisio do terreno.
Cena 1

As alunas Cari e Dama explicam para os colegas, mostrando no chido, como deve ser
a divisdo.
Cari: Aqui sdo as margens [faz o desenho de um “quadrado” no chdo representando o rio]. Ai
uma pessoa val contar os passos. Um exemplo, a Marec... ai ela conta. Desse lado [aponta com um
graveto um lado do quadrado] faz de conta que tem 16 passos, como o quadrado ¢ igual, tem 16

em todos os lados. Aif a gente vé quantos alunos tem, professora Anal[a aluna chama a professora
da classe para saber o total de alunos]
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Dama responde: 38.

Cari: 38, tirando 1, tirando 2 [tira dois alunos que ndio sfo freglientes] sdo 36. Trinta ¢ seis
dividido por...

Professora; Ai como é que marcaria os terrenos? ]
Cari: Ai a gente faria 36 dividido por... 48, dividido por ...16 mais 16, mais 16 ... péra ai. Ah! E
s6 fazer 16 vezes 4. A gente faria as contas e quanto desse o resultado, seria os passos de cada
um. [faz uma conta de divisdo no chio]

Dama: os passos.

Cena 2

Dama: Cada um fica perto de uma arvore, e marca o seu pedaco.

FIGURA 8.2 - A divisio de terras as margens do rio Nilo sugerida por Dama.

arvores &
@ &
© ® @
@
@ Terreno as margens do rio v © ®
@ & e
© ©

Professora: E como é que faz para os pedagos serem todos iguais?

Dama: Ai tinha que medir.

Cari: Af a pessoa faz um quadrado [desenha no chfio com o graveto um quadrado representando
o terreno ao lado do Nilo] ¢ vai contando os passos [marca com riscos a subdivisio da lateral do
terreno com o uso de passos|.

Dama: A gente vai comecar dali até o rio, contar os passos até o rio. [mostra a distincia indicada
pela flecha no desenho abaixo] Ai a gente ia dividir esse espago por 38 alunos, af depois a gente
ia dividir assim, e ia contando e dividi por 36 alunos.



FIGURA 8.3 — Representaciio da visdo geral das terras as margens do rie Nilo.
Quadra de esportes A

Terreno as margens do rio.

Professora: Ai ndo vail sobrar nada. E se chegar uma familia?

Leo: Cada casa dividia.

Jaque: Assim, dona Erica, [faz gesto com a mio mostrando a distancia indicada pela flecha do
desenho acima] cada um fica com um pouco ¢ deixava pra l& [extremidade oposta a margem do
rio Nilo, indicada pela flecha do desenho acima] um espago.

Cari: O rio, faz de conta que € um quadrado [fala enquanto desenha com o graveto um quadrado
no chéo], o quadrado tem quatro lados, a gente usaria s6 duas [se refere as laterais]. Ai, essas
outras duas, Dona Erica, ficaria um espago para quem chega.

FIGURA 8.4 — A divisdo de terras s margens do rio Nilo sugerida por Cari.

HENEN

Analise

Estas cenas evidenciam duas solugBes para o problema da divisdo do terreno as
margens do rio Nilo. Na cena 1, Cari sugere o formato quadrado para o terreno-lote e propde a
divisdo de cada lateral deste quadrado entre os 36 alunos da classe. Ao expor sua proposta, Cari
deixa entender que estd pensando na divisdo do perimetro ¢ nfo da superficie do terreno. O
raciocinio da aluna parece centrar-se numa forma algoritmica de resolucfio, expressa quando
realiza uma operag8io de divisdio entre o niimero de alunos da classe e a quantidade de passos que

sobrepdem os lados do quadrado, de modo a obter um resultado numérico.
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Na cena 2, Dama contribui com outra forma de elabora¢fio ao expressar: “Cada um
fica perto de uma drvore, e marca o seu pedago”. Sua resolugio cria uma unidade visivel de
terreno-lote, mais ligada a uma no¢fio de medida que, embora primiria, acaba dividindo por
correspondéncia um-a-um, ou seja, cada arvore identifica um “pedago” de terreno que, por sua
vez, corresponde a uma crianga. Embora haja a criagio de uma unidade visivel do terreno,
expressa na definicio de uma unidade de superficie que corresponda com a forma numérica, sua
proposta nfio expressa preocupagdo em que a soma das porgdes individualizadas de superficies

seja a totalidade da margem do rio Nilo.

As elaboragdes das alunas, tanto na cena I como na 2, confirmam que as imagens sdo
importantes para comunicar o novo conteude envolvido na acfio de quantificar aspectos
continuos. Durante suas explicagbes as alunas apresentam tragados e figuras como forma de
linguagem e evidenciam a importante inter-relagfio da geometria no estabelecimento de nexos
nesta medi¢do. No entanto, na cena 1, os aspectos geométricos nfio parecem ser relevantes para
resolver o problema. Embora sua resposta seja mais adequada, do ponto de vista matematico, na
clareza de que é preciso fazer uma conta de dividir, a aluna se fixa no movimento aritmético e
despreza o contetdo geométrico de medir, envolvido na resolugfio do problema de dividir

superficies, submete assim o conteudo a forma.

Comparativamente 4 Cari, Dama, embora tenha uma visfo elementar de medida,
expressa uma tentativa de resolugfio que nfo ignora o contetdo de medida. Em sua solugio
encontramos 0 movimento de criagio da unidade artificial na busca de referéncias em objetos
como as arvores, a calgada da quadra, o tamanho do passo para propor sua solugdo. Neste
movimento reside a transicdo do aspecto discreto, inerente a contagem de unidades naturalmente
separadas umas das outras — e conteido nesta contagem — para o aspecto continuo, novo
conteddo, no momento da concepgdio da unidade artificial. Percebe-se a tentativa de imprimir
uma forma antiga a um contetdo novo, movimento que impele para a criacdc da unidade de

medida.

A proposta que resulta na divisdo do terreno ¢ construida por Dama e Jaque. Jaque
apresenta a solugiio apoiando-se na proposta de Dama de subdividir uma lateral do terreno-lote as

margens do rio. Para expressar sua proposta utiliza-se de desenhos que mostram a possibilidade

n
e



de marcar os terrenos-lote lado a lado. Dama compreende a idéia de Jaque e a complementa,

enunciando a divisdo conforme mostra a ilustracfo a seguir.

FIGURA 8.5 — A divisfio de terras as margens do rio Nilo realizada por Dama e Jaque.

Quadra de esportes

ol O il . caicada

lote
lote

Terreio as margens do rio Nilo
Unidade de medida - Passo(pé)

A unidade artificial, terreno-lote, concepgfio inicial de Dama, é abandonada para a
medida linear da lateral do terreno as margens do rio, a lateral que faz limite com a quadra. Dama
parece acreditar ndo ser necessario medir a lateral oposta quando expressa: “Conta daquela ponta
do cimento até aqui [ver Figura 8.5, ai depois daqui até ali, e depois jd sabia quanto que tinha

ali, porque ja 1d contando aqui. Af depois a gente ia dividir o espaco”.

O objetivo de distribuir igualmente as terras as margens do rio Nilo ¢ alcancado.
Embora esta distribuicdo nfio seja feita com o uso da unidade de superficie, e sim por sua lateral,
unidade de medida linear, nota-se que, na solugfio do problema, cumpriram-se as etapas
consideradas por Caraca (1998) como essenciais na medigdo. A primeira, com a escolha de uma
unidade de medida de mesma espécie que a grandeza a ser medida.

Em relagdo ao procedimento das alunas, usou-se “passo” para comparar a lateral do
terreno as margens do Nilo — ambas medidas lineares. A segunda, com a comparacio desta
unidade, isto €, verificagdo de quantas vezes cabe esta unidade, na grandeza a ser medida. E a

terceira, com a representagfo do resultado mediante a expressdo numérica, “dois passos” por
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aluno, que permitiu que chegassem ao resultado da distribui¢io dos ferrenos-lote entre os alunos
da classe. As duas primeiras etapas retratam a atuacfio relacionada ao conteddo — aspecto

continuo da lateral do terreno, a terceira, tem relago com a forma numérica que resulta da agdo,

medir. O quadro a seguir representa a sintese do movimento de elaboragéo neste episédio.

QUADRO X - SINTESE DAS ELABORACOES DO EPISCDIO 8.1

Eiaboragées analisadas
Cena 1 Cari  fundamenta - a| “Aqui sdo as margens [faz o
Delimitar :'dw:sao do terreno numa desenho de um ‘quadrado’ no chdo
terrenos  em/|forma: sOrit ‘de | representando o rio]. Ai uma
unidades- | pessoa vai contar os passos”.
lotes. —os lados | “A{ a gente faria 36 dividido por...
do- quadrado de mado a 48, dividido por ...16 mais 106, mais
Episodio 8.1 obter - um -'resultado 16 ... péra ai. Ah! E s6 fazer 16
ﬁnumenco. 1 ss-se | vezes 4. A gente faria as contas e
‘e | quanto desse o resultado, seria os
A divisdo de L i passos de cada um.”’
terras ne Cena 2 A salugao dada por “Cada um fica perto de uma
Egito Delimitar Dama esta mais llgada adrvore, e marca o seu pedaco”.
antigo. terrenos em | uma nm;ae de. medida
unidades- ; tar,
lotes. @
aluno. s

EPISODIO 8.2 - Recuperando o terreno-lote depois da cheia do rio Nilo

Objetivos

% Reconhecer que basta a dimensfio das laterais, altura e comprimento, para

recuperar a dimenséo da superficie do terreno.

% Perceber a necessidade de conhecer a dimensdo das laterais do terreno-lote, de

modo a recupera-las apés a cheia do rio Nilo.
Descrigio
Apbs medirem com passos € marcarem os terrenos, conversamos sobre o problema

das constantes cheias do rio Nilo e sobre suas conseqliéncias, o desaparecimento dessas marcas.
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Deste modo envolvemos os alunos no objetivo comum de resolver o problema de como recuperar
0 terreno depois da cheia. Primeiro os alunos analisaram os aspectos mais importantes da forma
escolhida para os lotes de terra em momentos individuais, em grupo e, em seguida, fizemos um
debate final, cujo quadro de respostas constitui a cena 1. Depois sugerimos que os alunos

refletissem sobre o problema da cheia, apresentando duas questdes. As respostas individuais a

estas questes, representativas da classe, constituem a cena 2.

Cena 1
QUADRO XI - RESPOSTAS REFERENTES AOQ DEBATE NOS GRUPOS.

Questoes:

Analisando a forma escolhida para os lotes de terra: quais os aspectos mais importantes desta forma, que sdo
fundamentais para fazer a marca¢do? Quais os nomes destes aspectos?

Grupe 1 Grupo 2 Grupoe 3 Grupo 4 Grupo § Grupe 6
A reparti¢io dos 1} a lateral Se ndo houvesse | Com as
terrenos foi dificil, | 3 essa divisdo, as | separagies
porque esta forma § — pessoas dos terrenos
& longa, e precisa g lateral 2) {ateral - 4 tomariam nossos | marcados
de uma marcagido 3:;'& terrenocs. por barbante
longa. E preciso de | 5 lateral g (...) separar
barbantes amarra- & o terreno
dos nos pauzinhos. marcando
2 lateral — —p com

5 {::g‘ barbante.

h ; (=2 Contorno

ateral

Die,Herb, Eds, Dama, Apau, | Pame, Joy, Cari, Ever, Hele, Cami, Tali, Rafa, | Iv, Tva,
Regi, Josem, Patri, Bru, Kel, | Prisci, Jaque, | Acarol, Leo. Jana. Char, Lean,
Samu, Argi Prisci(2) Sola. Vini.




Cena 2

QUADRO XII — Solucdes individuais as questdes sobre o problema da cheia do rio Nilo.

1) Como foi a divisiie do terreno? 2) Come recuperar ¢ terreno depois
da enchente do Nilo?
B ] Lean: |Cada um pegou uma parte da terra. As medidas fica atras da pirAmide.
Preocupam-se
em impedir a - _
cheia. Edso: | Figura 3.6-A — desenho do Edsoe. Figura 8.6-B — desenhe do Edso.
Iv: Figura 8.7-A — desenho do Iv. Figura 8.7-B — desenho do Iv.

2) Fva: laterais | Desenhando por exemplo os terrenos.
Ignoram 2 T ]’ nos catamos os terrenos na nossa frente
medicio feita ¢ desenhamos.
anterior- Téma: Marcando de dois em dois passos. Contando através de passos o seu
mente terreno.
3 Helen: |Foi contado os espago e dividiu o terreno | Remargue tudo de novo,
Recuperam o | Prisci: | Figura 8.8 — desenho da Prisci. Comecar desde 0 comego,
que ja havia | Apaul: | Dividimos com os pés Fazendo tudo de novo.
sido feito. Kell: A divisdo do terreno foi feito com Depois da enchente do rio Nilo é s6

barbante e palitos o terreno foi dividido | novamente dividi os terrenos em dois

em dois passos para cada um. (Figura 8.9 | passos para cada um.

— desenho da Kell)

Vini: Fazendo a medida que eles fizeram
antes.
Rio Nile

FIGURA 8.6-A — Desenho do Eds.

(primeira questio).

FIGURA 8.6-B ~ Desenho do Eds.

(segunda questiio)
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FIGURA 8.7-A — Desenbe do Iv.
(primeira questio).
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FiGURA 8.7-B — Desenho do Iv.
(segunda questiio)
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Analise

Destacamos como relevante na cena 1, o fato de haver desaparecido a forma quadrada
do ferreno-lote que aparece nas solucdes anteriores. N@o ha questionamento dos alunos em
relacio a este fato e percebemos que intuitivamente a forma retangular parece mais eficiente em
termos de garantir a divisdo das margens do rio Nilo sem que ocorram sobras. A forma fixa e
perceptivel da calgada, tragado que foi usado como base para a solugfio geral, impulsiona o
contetdo, o projeto de divisdo e a extensdo dos terrenos. O contetido — medida ~ ainda néo se
manifesta elaborado e, embora se encontre uma divisio satisfatéria do terreno, a atividade de
localizar e remarcar o terreno depois da cheia do Nilo evidenciou a insuficiéneia do processo de

marcacgio adotado neste primeiro procedimento.

Ainda neste episodio, algumas frases dos registros escritos individuais apontam que o
problema apresentado tornou-se real para o aluno uma vez que, em momentos do debate nfo
transcritos, indicaram preocupagdes com a invasdo de terras e a localizagdo do terreno para nio
prejudicar o plantio. No quadro, estas preocupagdes sdo observadas na linguagem usada para
denominar as laterais do desenho que representa o terreno, na qual encontramos correlagio com a
linguagem comum usada para terrenos. O desenho adquire significagdo real, correspondente a

atividade com terrenos, diferente de considerad-lo um retdngulo.

No grupo 4 a palavra “contorno” pode estar indicando que ainda prevalece a
percepedio de que se define a superficie do terreno pelo perimetro, ilustrada pelo uso das flechas.
Cari, integrante deste grupo, na cena 1 do episédio 8.1 j4 manifestava o predominio deste

pensamento.

Na cena 2, as respostas representativas da classe, manifestam trés tipos de solucfo
para o problema da cheia. O primeiro, propde impedir que as dguas do Nilo apaguem as marcas
dos terrenos com pirdmides, muros ou outras construces. Os alunos parecem ignorar as formas
de medi¢cio na obtencdo do terreno-lote. Podemos notar que embora o aluno Lean utilize a
palavra “medida” na resposta & segunda questio da atividade, sua resposta & primeira questo:
“Cada um pegou uma parte da terra” parece afastar a possibilidade de medir na obtencdo do
terreno apds a cheia, dando indicios de um ajustamento por ensaio ¢ erro de formas retangulares

da distribuic@o dos terrenos.
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Como forma de pensamento prevalece o destaque dos aspectos exteriores acessiveis
“impedir a cheia com pirdmides e muros”, nfio essenciais a atividade pratica de medir terrenos.
Ao se construir algo que impeca a cheia do Nilo, tomaram isoladamente o fendmeno — cheia — ¢
restringiram a solugfo ao conbecimento de impedir que se apaguem as marcas e nfio apreender

estas marcas como uma dimensdo de superficie.

O segundo e terceiro tipos de solugfo, identificados nesta cena, embora diferentes por
considerarem ou nfo medicdes anteriores, igualmente identificam um modo de apreender o
terreno através do conhecimento de suas medidas. Ao considerarem as unidades de medida,
“passos” e “pés” estabelecem o contetdo ﬁmdafﬁentai de medir: conhecimento sobre os
elementos essenciais para obtencdo de uma superficie, ou seja, comprimento e altura e suas
respectivas dimensdes. Estas respostas sdo qualitativamente diferentes do primeiro tipo de
solugdio uma vez que percebemos nelas a possibilidade de obter o terreno-lote ao repetirmos o

processo da medicdo.

Estas solugcSes podem ser consideradas, do ponto de vista da forma de pensamento,
mais amplas e multilaterais, visto que interpretam a cheia e a obtengo do terreno-lote, nfio como
pura contemplacéo isolada, mas como momento de justificagdo do aspecto abrangente da unidade
de medida na medicfio, compreendendo a unidade de medida como base principal no interior da
atividade de dividir terrenos. Assim, percebe-se o elo que liga as manifestacdes particulares de
medigdo dos alunos ¢ a formacfio de uma explicagio com base na relagio de comparacio da
unidade de medida ao quantificar o aspecto continuo. O quadro a seguir representa a sintese do

movimento de elaboragfo neste episodio.
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QUADRO XITI- SINTESE DAS ELABORACOES DO EPISODIO 8.2

Elaberacdes analisadas

Episédie 8.2

Recuperan-
do o terreno
depois da
cheia do rio
Nile.

Cena ]
Analisar a
forma
escolhida
para os lotes
de terra,
refletindo
sobre
aspectos
fundamentais
para a
marcagio

dos terrenos.

Desaparecimento - ~da . forma
quadrada, a forma retangular parece
mais eficiente em termos de sobras e

de  tracado. A - forma  fixa e
perceptwel da. calcada, usada como
base - ‘para ~solugdo ~ geral,

nnpuismna o conteudo, o pl‘O}é‘tO de
divisiio e a extensdo dos terrenos. -

S

% lateral g

i BA———

~ lateral §_
o™l

A atividade coloca um problema'real
para . os: aiuuos, pms “ja ha um
denatadﬁ envoivrmenta de todos na

_construcae da: solugao, mdzcade por

suas preocupagoes com a mvasao de
terras, com’ a Iocalzzm;ao para. nao
prejudlcar 0. plantlo Ce com - a
lmguagem usada para denommar as

laterais, -

lateral

by

I

<

frente

tateral

Cena 2
Envolver os

problema em
recuperar o
terreno
depois da
cheia do rio
Nilo.

Percebe-se: -a - auséncia - tntai da

_destacados para Ca
’aspectos exter:ares e acesswexs do
alunos na | fe ___“ ne : B
resolugdo doj.v

1dent1ficagao de formas de medu;aﬁ

obtem;ao do lote-terreno,
prevalece e jl!lZ(l, - pois: sdo
solucio. os

Impedir a cheia com
pirdmides e muros:
“Pirdmide com buraco
para a dgua entra’”.
“Escrever nas pedras da
pirdmide 7.
“Colocando as pirdmides

lem volta do rio Nilo”.

Identifica-se a acéio de medir como
forma ‘de explicar a 'obteugaa do
terreno. Esfabelece—se 0.nexo: entre

‘o conteddo e a forma, enquanto

precessn de quanm‘icar © aspecto
continuo semelham;a do aspecto

dlscreto, ‘a0 _se. transpm‘ elementos_

da: umdade natural mtrmseca A0
processo. de quantiﬁcacao “de
objetes dlscretﬂs, para o aspecto
continuo — ppidade de medida.

“Fazendo a medida que
eles fizeram antes”.
“Fazendo tudo de novo”.
“Contando através de
passos o seu ferreno .
“Depos da enchente do
rio Nilo é s6 novamente
dividi os terrenos em dois
passos para cada um’”.




EPISODIO 8.3 - A unidade artificial come instrumento de medicie

Objetive

A atividade da qual fazem parte as cenas 1, 2 e 3, descritas a seguir, teve por
objetivos encontrar unidades de medida unidimensionais padronizadas. para resolver o problema
decorrente do uso da unidade nfo padronizada e desenvolver formas de registrar o resultado da

comparagio envolvida no processo de medic#o.
Desericio

Lembramos aos alunos que os terrenos do Egito eram iguais porque os
funciondrios do fara¢ faziam as medigdes depois da cheia do rio Nilo. De comum acordo, os
alunos selecionaram uma medida padrdo, dois por cinco passos, para remarcar’ os terrenos.
Durante esta demarcagdo os alunos percebem que seus terrenos apresentam dimensdes diferentes

e evidenciam suas preocupacdes conforme expde a cena 1.

Cena 1

Prise: Dona Frica, o [terreno] da Bru ficou diferente com o dele, alguns terrenos vio ficar
diferentes, porque o pé dele ¢ maior do que o da Bru, entfio alguns véo ficar diferentes.

Apa: Mesmo que fosse da mesma pessoa, nunca vai ficar igual, sé se tivesse outra coisa para
ficar igual.

Jaque: Dona Erica, eu acho que uma pessoa marcar o terreno por todos os grupos, ai fica igual.
Prof: Mas olha o que Apa esté falando.

Apa: Pode ser a mesma pessoa, nunca fica igual, tem que ter alguma coisa para...

Prof: Pessoal, a Damaris esta falando.

Dama: A senhora pode falar assim: (...) mesmo vocé colocando s6 uma pessoa, ndo fica certo,
porque eu fiz a medida de todos os terrenos. Acho que a gente devia pegar um pau, e medir com a
fita métrica o tamanho daquele pau, e a gente ja sabia o tamanho que ele tem, af a gente media
com aquele pau todos os terrenos.

Continuando a discussio, Rica propde o uso de um pedago de barbante para medir os
terrenos-lote ¢ Dama sugere que o barbante tenha o tamanho da porta. Relatamos que no Egito
antigo os funciondrios também usavam uma medida padronizada para obter terrenos iguais e

conversamos sobre a unidade de medida usada pelos egipcios. Tendo decidido pela unidade

~ De forma analoga a historia da cheia do rio Nilo. a chuva apagou as marcas deixadas pelos alunos no terreno
externo ao prédio escolar.
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ctibito® para medir os terrenos, que por sua vez seria representada pelo ciibito da professora, os
alunos remarcaram os terrenos com um comprimento de barbante equivalente ao do ctibito. A

cena 2 constitui parte de um didlogo durante esta medi¢do dos terrenos-lote.

Cena 2

Os alunos saem novamente para fazer as marcagGes no terreno, s6 que agora com o
auxilio de um barbante com a medida do cibito do Farad. Jodi mede uma lateral e ignora a sobra
em uma das laterais.

Die: Dois e meio.

Prof: Dois e meio?

Die:E.

Dama: Dois assim € cinco assim?

Prof: Nio vocé vai medir o que vocé ja fez, vocés véo para o terreno de vocés € medem.

Tali esta comparando o cibite com a lateral de seu terreno.

Prof pergunta a Tali: E como ¢ que marca esse pouquinho?

Tali: Meio?!... Dois e meio mais ou menos.

Bru: O meu deu dois desse[cabito] e até aqui [mostra no cibito a dimensdo que corresponde a

sobral.

sobra
*®© + >
cubito

Tali: Esse pouquinho da isso daqui 6. [Mostra seu pouquinho reproduzindo-o no cubito como a
Bru]

Cari: Trés e um palmo.

Dama: Dona FErica deu cinco daqui da lateral direita, cinco da lateral esquerda e quatro da
lateral...

Prof: E ai quanto que deu?

Rica e Muri: Dois e dois palmos.

Analise

Na cena 1, a necessidade de uma unidade de medida padriio ¢ percebida em trés
momentos distintos. No primeiro, os alunos entendem que o uso do passo-pé ndo padronizado
resulta em terrenos de diferentes dimensdes apds a cheia do Nilo. A observagio de Prisc
possibilita ao grupo a percepcio de que “alguns terrenos vdo ficar diferentes”, justamente
porque existe uma diferenga na dimensdo usada como unidade de medida, ou seja, seu “passo” €

diferente de outro aluno.

* O mesmo que c6vado, antiga unidade de comprimento equivalente & distancia compreendida entre a ponta do dedo
meédic e o cotovelo.
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No segundo momento, Jaque manifesta a idéia de um tnico pardmetro de medida,
unidade de medida. A almna indica que os terrenos ficariam iguais se uma s6 pessoa marcasse de
todos os grupos. Embora sua solugfo aponte o uso de um tinico pardmetro, ainda néo estabelece
um procedimento que permita aos grupos usarem concomitantemente este parimetro, o que
significaria poder transportar a unidade de medida para um objeto, transformando-o em

instrumento de medicio.

No terceiro momento, Apa e Dama manifestam a necessidade de um instrumento de
medida quando enunciam que ¢ preciso “fer alguma coisa” ou que se “devia pegar um pau,(...) ai

a gente media com aquele pau todos os terrenos”,

De fato, para que haja uma forma mais precisa de medicfo, as unidades artificiais
devem ser padronizadas. A necessidade de padronizagio das unidades de medida ocorreu,

segundo Caraca (1998), especialmente pelo intercambio estimulado pelo comércio.

Na situagfio de aprendizagem desta pesquisa, os grupos percebem a necessidade e
criam meios de resolver o problema decorrente do uso de unidades de medida de comprimento
ndo padronizadas, dando indicagdes do uso do instrumento de medida, quando sugerem o
barbante ¢ a porta como referencial. Essa percepcdo pode assinalar 0 entendimento de que o
comprimento de dada parte do corpo ou objeto, escothido como unidade de medida tinica, pode
ser transposto para outro objeto — pedago de pau ou barbante — com o propésito de servir de
instrumento de medida. O instrumento de medida evoca, para a unidade artificial, a forma da

unidade natural, isto €, seu aspecto discreto.

Distinguimos quatro elaboragGes diferentes na analise das agdes de medir com o uso

do instrumento representativo da unidade de medida — o cibito, na cena 2.

Na primeira, Jodi reconhece somente os cubitos que podem ser inteiramente
sobrepostos a lateral do terreno ao compard-la com a unidade de medida, tornada um
instrumento, o cibito. Em nossa interpretagfio, este aluno resolve o impasse da obtencdo das
“sobras” na comparagdo, invocando, para o cubito, o contetido da forma numérica - unidade
natural. Ou seja, ele interpreta unicamente o aspecto discreto do cubito e desconsidera seu
conteudo continuo, de natureza unidimensional, ao ignorar as dimensdes menores que esta

unidade de medida.
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Uma segunda elaboracBio pode ser observada quando os alunos evidenciam que
qualquer comprimento menor que o chbito ¢, aleatoriamente, considerado como metade ou meio
ctibito. Embora Die ¢ Tali considerem a “sobra” envolvida na comparacfio do cdbito com a lateral
do terreno, quando expressam numericamente o resultado de tal comparacfio por “Dois ¢ meio” e
“Dois e meio, mais ou menos”, parecem utilizar a expressdo “meio” indiscriminadamente para
qualquer dimensfic que seja menor que o cubito. Deste modo revelam a instabilidade do
significado quantitativo de “meio”, visto que nfo elaboram nenhum procedimento para se
certificarem de que a dimens3o menor que o ciibito corresponde 4 metade deste. Assim, o aspecto
continuo, conteido da atividade de medir comprimentos, se sobrepde somente como uma

intuicio imprecisa, a forma numérica usada na quantificagio do aspecto.

O terceiro movimento de elaboracfio, observado na cena 2, corresponde & concepgio
de que o comprimento menor que o ciibito néo pode ser representado numericamente, no entanto,
sua dimensdo continua — seu contetido — também ndo € ignorada ou intuida. Para apropriar-se
desse conteiido Bru representa-o, reproduzindo sua dimensfio de modo contemplativo ao
expressar “O meu deu dois desse [cubifo] e até aqui [mostra nmo cubito a dimensdo que

corresponde a sobraj”.

Diante do novo desafio de registrar a medida de uma dimens3o menor que o ctbito,
outro movimento de elaboracfo se manifesta. Os alunos Cari, Rica e Muri transformam a unidade
de medida de maneira a permitir a quantificacfio da sobra. Cria-se uma nova unidade de medida
menor que o clbito para medir as “sobras” — o palmo, conforme enunciam as alunas: “Trés e um
palmo” e “Dois e dois palmos”. Esta nova unidade de medida, menor que o cuabito, volta a

permitir o uso da forma numérica, correlata a unidade natural.

As interpretacdes destes alunos néio ignoram o contedo continuo da “sobra”™ ao fazé-
la corresponder & forma numérica conhecida — o namero natural. Esta elaboracio parece
constituir um salto qualitativo que corresponde ao avango da idéia particular da criacdo de uma
unidade artificial que permite quantificar uma certa grandeza linear, para a possibilidade de situar
a criagdo de unidades de medida que representem mais plenamente o aspecto continuo do objeto,

inclusive das dimensdes menores que a unidade de medida.

Segundo Kopnin (1978), uma vez que esta elaboragio reflete a apreensfio da idéia

essencial da criagio da unidade artificial, que admite a utilizagio da forma numérica conhecida
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na quantificagfio de aspectos continuos de grandezas, constitui o desenvolvimento de um juizo

particular para um mais geral.

Cena 3

Nesta cena apresentamos os registros resultantes da marcacgdo e medicdo dos terrenos,

realizadas nas cenas | e 2 apresentadas anteriormente.

QUADRO XIV - PAINEL DAS MEDIDAS DOS TERRENOS EM CUBITGS

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 4 Grupo 5
Eli. Willl. Die. Tali. Iva. Samu. Bds. Cami. Cari. Ever, Pame. Tama, | Dani. Dama, Apa. Prisc.
Bron. Lean Acarol. Hele. Jaque
5
2 dois i 4+1 palmo e A
€ meio - meio
¢ 4 - 4
75 75 sete e meio
’ ’ 9+2 9+2 v
palmos palmos 5
€ meio g meio
Grupo 3 Grupo 6
Muri, Iv, Vini.Char. Jodi. Rica Bru, Jana, Kell, Patri. Prisci2
2.7
R 4+1 palmo e ?
2.5 tres meio
52 <« > 5,2
nove e meio
Y

Amnalise

Destacam-se, nesta cena, as formas de elaboracdio do registro numérico referente as
medigdes realizadas nas cenas anteriores. Observa-se que tanto o grupo 1 como o grupo 6
utilizam a forma de representacdo decimal: 2,5; 7,5; 5,2 e 2,7 para o registro da comparagfic da
lateral do terreno com o cubito. Entretanto, ao explicarem suas formas de registro, os alunos
evidenciam que a usam de modo totalmente diverso. No grupo 1, embora o nimero cinco,
colocado ap6s a virgula, seja usado com o significado convencional, ou seja, representando a
metade ou meio, este grupo o usou especificamente para representar uma sobra, cuja dimensfo

era visivelmente maior que a metade do ctibito. O grupo 2 também nfo utiliza o registro meio em
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seu sentido matemdtico, visto que justificam seu uso apenas por nio saber registrar
numericamente a sobra de “apenas um pedacinho”, conforme expressa Tali no momento da

explicacfio. Pode ser este o motivo de reforgarem, no desenho, o trago que corresponde a sobra.

De modo distinto ao grupo 1, o grupo & também utiliza em seu registro
representagdes decimais: 2,7 e 5,2. Entretanto, conforme explica a aluna Bru, os numeros sete ¢
dois, colocados apds a virgula, servem para representar a quantidade de “dedos” sobrepostos a
sobra resultante da comparagfo do cubito com a lateral. Esta foi a solugfio encontrada pelo grupo
para medir uma dimenso menor que o cabito: usar outra unidade de medida menor, o “dedo”™. A
virgula é empregada para diferenciar os numerais que representam diferentes unidades de
medida. Observa-se algo semelhante no grupo 4 que emprega o simbolo + para estabelecer a

diferenciagdo entre cubitos e palmos.

A tensfo criativa entre a forma numérica e o conteudo — dimensfo linear, observados
nos grupos 1 e 2, manifesta uma tendéncia em aproximar a dimensdo linear da sobra, 4 forma
simbdlica conhecida: o meio. Nos grupos 4 e 6 a inter-relagfio da forma e contelido, manifesta-se
na criacio de novas unidades de medida que constituem coadjuvantes na representagdo mais
precisa das sobras. Percebe-se que a atividade possibilita o dupio movimento de elaboragio que
correlaciona forma e contetido: um, que tende a adaptar a forma numérica convencional, o
numero decimal ou o sinal (+), de modo a poder representar numericamente os resultados obtidos
em cubitos e dedos e cubitos e palmos; e ouiro, que tende a organizar e transformar o contetdo —
dimensédo linear, de modo a permitir uma representacdo numérica. O quadro a seguir representa a

sintese do movimento de elaboracio neste episodio.

[
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QUADRO XV - SINTESE DAS ELABORACOES DG EPISODIO 8.3

- Elaboracdes analisadas

Episédio 8.3

A unnidade
artificial
COmo
instrumento
de medicio

Cena 1 Pérce'pcéo -de. diferentes “Alguns terrenos vdo ficar
Perceber a|dimensées em. fuﬂcaa do | diferentes, porque o pé dele é
necessidade de | uso- . de- passn«pe ‘niio | maior do que o da Bru”.
encontrar  unidades 'padmmzadﬂ. & >
de medida :Percepgag e odal “Euacho que uma pessoa
padronizadas  para neceSSldade de umdade marcar o terreno por todos os
resolver o problema’ de medida padrao | grupos, ai fica igual”.

d?‘ dffem@a 02| Criacdo do. mstrumenta “Pode ser a mesma pessoa,
dimenséo dos de medida — & unldaife nunca fica igual, tem que ter
terrenos. artificial assume a forma alguma coisa para...”.
da umdade namral “Acho que a gente devia pegar
' : B um pau, e medir (...} ai a gente
.. | media com aquele pau todos os
U terrenos T
1 mterpretat;ao' as|Jodi mede seu terreno e
Cena 2 - | desconsidera a pequena sobra

Desenvolver formas| -

registrar | 32
O .:
da | da pala

de
numericamente
resultado
medi¢io.

--sobras sdio. 1gnoradas

de uma das laterais.

s mterpretagao.
mtmtwa

“Dois e meio”.[para a parte
da lateral que ndo foi coberta
pela unidade de medida.]
“Dois e meio, mais ou
menos”.

“O meu deu dois desse e até

e aqui’”,

-3representar
‘numericamente ¢
;dlmensao menor'"que' o

‘cabito.

“Trés e um palmo.”
“Dois e dois palmos.”




QUADRO XV -~ SINTESE DAS ELABORACOES DO EPISODIO 8.3

--Flaberacdes -
- analisadas
G - .. conteido, Registro escrito Registro numérico
'_-conSiderade 2 aldois 2.5
dimensdo - ‘linear emeioz —— )
Cena3 |das "sebras, é * 75 7.3
Sobre o aberdade -~ de sete e meio
Episodio 8.3 |registro | maneira aproxuma—
da da. A forma numé-
compara- | rica se- sabrepoe ao
A unidade J¢do da conteido.
artificial unidade | A tensdio - enmtre|1°) Adaptagio da forma:|2°) Adaptagio da
como de 'forma e conteudg numero  decimal  para|forma numerica
instrumento 1 medida :provoca a’ criaciio | representar cubitos e convencional e o sinal
de medicio jcom as|de novas ..umdades dedos. ("i’-)‘ para representar
laterais: |de meédi da para cubitos e palmos.

. : 27 4+1 palmo e
compri- representar com } meio
mento € maior - prec:sao a -
altura, do _sabra. . Sdo dOlS < 5 59 943 o2
terreno. _mowmentos_ del 7T 4~ = F palmos palmos

':elaboragao_:_ (S que & mejo e meio
__permxtem . #4+1 palmo e
.represeﬁtar 3 7 meio
numermamente es -

resultados obtidos.-

EPISODIO 8.4 - Medindo as sobras

Objetivos
% Implementar formas para medir e registrar as sobras.

% Perceber que, na medi¢io experimental, as novas unidades de medida, tais como,
palmo e dedo, admitem a persisténcia de sucessivas dimensSes menores que a

unidade de medida criada.
Descricio

Os alunos medem os terrenos e apresentam um registro proprio para as dimensdes
menores que o cubito — as sobras. Em debate sugerem a criagfo de outra unidade de medida
padrio menor que o chbito do farad, o palmo do farad, com a qual realizam novas medicdes.

Nesta nova medi¢do, mesmo utilizando duas unidades padrio: o clbito & o palmo, ocorre a
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reincidéncia de sobras. Os alunos respondem individualmente e em grupos questdes sobre as
dificuldades encontradas. As cenas 1 e 2, a seguir, correspondem a dois momentos do debate da

classe sobre as questdes e as sclugdes encontradas.

Cena i

Die: Faz com os dedos fechados, ndo abertos.

Prof: Por qué?

Die: Porque ali deu nove e meio palmo, ¢ a gente para nfo marcar meio...

Prof: Para nio ter meio? Meio palmo € problema.

Die: Meio palmo dele ¢ diferente dela.

Kell: ...para medir um palmo do farad, mas quando é menos de um palmo?

Prof: [incompreensivel] Fala mais alto Kell a sua questfo.

Kell: O problema € o palmo do farad, e se sobrar meio palmo?

Prof: E se sobrar meio palmo?

Eli: O palmo fechado do farad.

Lean: O dedo do faras.

Prof: Pessoal a sugestfio aqui é se sobrar menos de um palmo, marcar com o dedo do Farad, o
que a turma acha? E se estiver medindo uma coisa que ¢ menor que o dedo do Farad? Deu uma
sobra que € menor que o dedo?

Die: E um problema.

Dama: Pode pegar o barbante ¢ a gente faz o ctbito do Farad. A gente pega o barbante, coloca o
papel na parede e coloca cibito, af a gente pega o palmo ¢ escreve pahmo.

Prof: Entdo a gente vai ficar criando vérias unidades artificiais, o cubito, o dedo, o palmo (...)
Pessoal, a Dama estd sugerindo que a gente faca um cartaz e coloque o palmo, um ciibito do
Faraé desenhado para...

Dama: E quando fosse medir o terreno, sobrasse o espago ele poderia procurar na tabelinba o
tamanho, poderia procurar na tabelinha o tamanho.

Cena 2

Referindo-se as sucessivas criagdes de unidades artificiais: cubito, palmo e dedo, a
professora pergunta se isso foi suficiente para resolver o “problema das sobras”.

Tali: Eu acho que nfo resolveu o problema, sempre vai estar surgindo coisa nova, antes era s6 o
cabito, agora o palmo, os dedos. E uma confusio cada um colocou uma coisa. Uns mediu com
palmo e meio palmo, outros com dedo...

Dama: Mesmo quando a gente estiver medindo 14 (...).

Prof: (...) sempre vio estar surgindo coisas novas? Que coisas, de que tipo, por exemplo?

Dama: Primeiro os passos mesmo, depois a gente viu que nfio dava certo, af a gente viu o cibito.
Depois do cibito a gente estd vendo que vai sobrar espago. :
Prof: Entdo quero saber o seguinte: a Tali comentou que existe um problema, que problema que
pode ter?

Tali: ...O problema € que as vezes a sobra € menor do que um dedo.

Cari: Poderia fazer assim: o palmo do Faraé, o ciibito ¢ um espago pequeno a mais. Quando o
funcionario do Farad fosse medir, ele ia ver se...
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Dama: Cada vez que sobra um espago pequeno, do tamanho do nosso dedo, eu acho que devia
fazer como... A gente pegar o metro, € medir o cibito do Farad, e colocava na parede. Af quando
uma pessoa estivesse confiisa e sobrasse um pequeno espago menor a gente fosse 1a e visse.

Anilise

A cena 1, parece apontar que os alunos usam as unidades de medida para evitar
resultados ndo inteiros na comparagio da unidade de medida com a dimensdo da lateral do
terreno. Isto ¢ manifesto por Die quando sugere que usemos os dedos fechados para obter, como
resultado da medida da dimensfio da lateral, uma quantidade inteira de palmos do farad e nfio
“nove e meio palmo”. Semelhante preocupagdo € expressa por Kell sobre o fato de obter como
resultado meio palmo de faraé. Como solugéo para este problema os alunos sugerem da criagéo
de uma tabela, apresentada por Dama, que incorpora a proposta de Lean em criar uma nova

unidade de medida — o dedo do farad.

Encontra-se nesta cena uma certa equivaléncia com a interpretacio da unidade de
medida fejta por Jodi, na cena 2 do Episédio 8.3. Embora nfio ignorem, como Jodi, o aspecto
continuo de dimensdes menores que a unidade de medida, esses alunos correlacionam as
unidades de medida as unidades naturais, de modo a fixar nelas o aspecto discreto desta forma
numérica. Percebemos que o propdsito de tornar possivel a generalizacdo da apreensdo da
quantidade de dada extensdo linear, decorre numa andlise nfo abrangente que ndo possibilita a

correlacdo quantitativa das unidades e subunidades de medida.

Estas unidades de medida menores adquirem o papel de resolver o “problema” do
manejo ou representacio de dimensdes ndo inteiras, justamente aquelas que serdo representadas
numericamente pelas fracdes. Reportar-se ao uso de unidades menores permite uma ampla
utilizacdo da representacdo feita pelo numeral natural, solicitando somente algumas adaptagGes

desta forma numérica, a exemplo das indicadas na cena 3, do episodio 8.3.

Ao aconselhar a tabelinha como forma de medir o terreno, Dama sugere que usemos
o ctbito, palmo e dedo de forma semelhante ao procurarmos o tamanho de algo, usando o metro e
centimetro, explicitado por ela na cena 2. Cabe aqui uma adverténcia, as situagdes de medida
solicitadas em atividades de ensino podem atribuir aos centimetros e metros a mesma
interpretaciio dada por estes alunos as diferentes unidades de medida, ou seja, uma interpretagéo
que fixa o aspecto discreto no continuo e nio correlaciona unidade e subunidade. Usar uma régua

para medir comprimentos pode significar o entendimento do centimetro e do milimetro, em
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relaco ao metro, de modo idéntico & interpretacio do cubito, palmo e dedo, identificada nesta
cena: servir de novas unidades menores, analisadas isoladamente, sem qualquer correlaggio

quantitativa entre estas e a unidade de medida tomada inicialmente.

No movimento de elaboracio da cena 2, embora Tali explicite que ha uma confuséio
no uso de diferentes unidades de medida e indique que o problema das sobras nfo é resolvido
com a utilizacdo de novas unidades de medida, como o dedo, ndo ocorre a sugestdo de que é
possivel estabelecer um vinculo quantitativo entre a dimens3o das unidades de medida menores ¢
o cibito, propondo, isto sim, subdivisSes deste em partes — subunidades de medida que, por se
apresentarem menores que o cubito, permitem cobrir as sobras. Confirma-se, na analise desta
cena, que a acfo de cna;r sucessivas unidades de medida para medir os aspectos unidimensionais
mostra que o modelo de agdo de criar unidades foi transformado em uma base - pensamento
tedrico.

Porém, esta agfio de criar unidades ainda nfio se constituiu enquanto uma forma de
acio essencial para a fragdo uma vez que nfio se elabora a ligagio quantitativa entre a unidade de
medida iicial — cdbito - e a umdade de medida menor como parte do cubito. Esta ligacdo
essencial consiste na dupla representacdio numérica: a) da relagio de comparagdo das subunidades
de medida com o cubito e, b) da comparagio desta subunidade com as sobras, consideradas
integrante da criagdio do sistema de representagdo fraciondrio, mais geral que ¢ natural por

mcorpora-lo e expandi-lo.

As acBes no interior desta atividade, embora nio resultem no estabelecimento da
linguagem fraciondria uma vez que nio manifesta o vinculo quantitativo entre as unidades de
medida criadas e o cubito, configuram uma orientacfio comum para a¢des concretas diante de
uma classe de problemas que envolve a necessidade de quantificacio de aspectos continuos

unidimensionais: o0 processo de criacdo de unidades de medida menores para medir as sobras.

Podemos considerar que o procedimento criado gerou uma mudanga do aluno em si
uma vez que se adquiriv um dado modelo-orientacdo para suas acdes no interior de um sistema
de situagdes que o cercam. Conforme aponta Rubtsov®, modificam-se os modos de funcionamento

e regulagem das suas proprias agdes, sobre criar unidade de medida para medir dimensdes

*In GARNIER, CATHERINE (org.). Apds Vygotsky e Piaget: perspectivas social e construtivista escolar russa.
1*Ed. Porto Alegre: Artes Médicas, 1996, p.129-195.
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menores que as existentes. O quadro a seguir representa a sintese do movimento de elaboragdo

neste episddio.

QUADRO XVI - SINTESE DAS ELABORACOES DO EPISODIO 8.4

_Elaborag:oes analisadas __ﬁ :

Episédio 8.4

Medindo as
sobras

Cena 1
Implementar
formas para
medir e
registrar  as
sobras.

existente.
._resultades numencos nao

-zaspecte
unidade de med;da. :

Criacio de  unidades ' de
medida’

menores - para-
med:r a _idlmeusae menor
que a unidade de medldai

mtelros_} ‘ por_ fixar—se RO

“O problema é o palmo do farao, e
se sobrar meio palmo?”

“O palmo fechado do farac”.

“O dedo do farad”

“Pode pegar o barbante e a gente faz
o cubito do Farao. A gente pega o
barbante, coloca o papel na parede e

| coloca cubito, ai a gente pega o

palmo e escreve palmo.”

Cenza 2
Perceber

que, as novas |
de| r _
base - pensamento:teouce;
‘Porém a inexisténcia do
vinculo: qli'ﬁnt'it;iti#e ‘entre
a dimensao ‘das:. umdades
'de “medida menores. e’ o
3cub:to,
-'criag:an do
_-representaq:aa fracmnarm,_
mais: geral qli_ o mtenm_”
per . ' -

'expandl-io. :

unidades
medida,
admitem
persisténcia
de sucessivas
dimensées
menores que
a unidade de
medida
criada.

a

A aclio de criar sucessivas
umdades de med:da"-apara

1mpossxblhta; A
sistema de

“Poderia fazer assim: o palmo do
Farad, o ciibito e um espago pequeno

| a@ mais. Quando o funciondrio do

Faraé fosse medir, ele ia ver se...”
“Cada vez que sobra um espago
pequeno, do tamanho do nosso dedo,
eu acho que devia fazer como... a
gente pegar o metro, e medir o cubifo
do Farao, e colocava na parede. Ai
quando uma pessoa estivesse confusa
e sobrasse um pequeno espago menor
a genle fosse ld e visse”.

EPISODIO 8.5 - Medir as sobras sem criar novas unidades.

Objetivo

Elaborar criativamente processos para medir e registrar numericamente as sobras, de

modo a estabelecer a relagfio entre as unidades de medida menores e o cibito, processo integrante

da criagdo do sistema de representacio fraciondrio.

Descricdo

Criar indefinidamente novas unidades artificiais: cubito, palmo e dedo; desconexas

entre si, nio oferece campo fértil para a criacdo da fragBio wma vez que permite que a fixagdo do
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aspecto discreto na unidade artificialmente criada e a permanéncia na forma numérica que the ¢
correspondente, o numero natural. De tal modo, para que os alunos refletissem sobre o limite
encontrado na medigdo experimental de uma extensfo linear e, estabelecessem a relacio entre as
unidades de medida menores e o cibito, embrifio do conceito de fragdo, sugeriu-se a questdo:
como medir as sobras sem criar novas unidades artificiais?. As respostas em grupo, dadas pelos

alunos a esta questdo constituem a cena 1.

Decidido o modo de medir sem as novas umidades artificiais, ofereceu-se a cada
grupo duas tiras de papel representativas da lateral de um terreno, para que os alunos medissem e
registrassem a medicdo. Estas tiras de papel tinham dimensdes diferentes e ambas ndo
comportavam um ntmero inteiro de vezes o clbito. O guadro contendo o resultado das medicdes

constitui a cena 2.
Cena 1

Apos a discusséio em grupo sobre as duas questdes, que sdo: 1) para medir as sobras
criou-se uma nova unidade artificial — o palmo. Isto foi suficiente? e 2) como medir as sobras

sem criar novas unidades artificiais?; os alunos elaboraram o painel que segue, para o debate.
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QUADRO XVII - Solugdes para medir as sobras sem criar novas unidades artificiais.

unidades menores que um

palmo ou maiores.
2) Dividindo o cubito em

quartos.
Ex.: cibito
Ny
- N
-———~G¢ L 4 &
Ya quarto

Grupo 1 Grapo 2 Grupe 3
Lean. Die Eli ¢ Bru(o) Cami. Iva, Tali e Samu Vini, Char, Rica, Iv e Muri
1) Nfo porque pode sobrar|1) Porque poderia dar|1) nfo, porque (incompreensivel)

menor que um palmo ou
maior que um palmo.

2) Contando com os dedos
do farad. Cada cubito tem
14 dedos e um terreno, que
¢ dois cubitos 2 7 dedos,
deu 34 dedos do farad.

sobrou um pouco mais.
2) Com o cubito pode marcar o
terreno € a sobra nos medi com o

cpbito

Ciriblt() ¢ marcamoes Ccom  uma
canetinha.
1 citbito 2 cubito

Sobron

este

N\

tanto
Marca este

tanio no cubito.

14 dedos

Grupo 4 - Car. Helle, Ever,
Jague. Acarol. Tama, Pame.

Grupo 5 - Dama,
Regi Regi(2). Apan ¢ Tali(2)

Grupo 6 - Prisci, Patri. Janai, Apau(2).
Kell e Bru(a)

1) Ndo, porgue um palmo de
uma pessoa ¢ maior do que
o paimo da outra.

2) E que nds usamos o
cubito e o palmo simples o
que sobrou medimos com ©

1) Nio, porque sempre da
novas formas de medida
para medir terrenos porque
sempre sobra espago.

2) Com o ciibito ou palmo,
pé, da para contar.

1) Nio da para usa essa nova
unidade artificial, e se colocar um
palmo € sobrar, mas, entfo, ndo da.
2) Com o pé ou o cibito assim vai
dar para contar sem unidades

novas.

palmo, assim:
Citbito ctibito
Palmo| —T— T
Sobra | _| pé
Analise

As respostas a primeira questfio confirmam o

apresentadas em episddios antertores e referem-se:

movimento de elabora¢io de cenas

% Primeiro, & possibilidade do uso indiscriminado da nova unidade de medida, ao

expressarem : “Ndo, porque um palmo de uma pessoa é maior do que o palmo da

outra’(grupo 3);

191



% Segundo, a existéncia de sobra, como & observado nos grupos 1,2 e 3 ¢;

% Terceiro, 4 preocupagdo com a persisténcia das sobras, compreendendo-as, de
modo mais geral, para qualquer unidade artificial criada, como podemos observar no
grupo 6 ao manifestarem: “Ndo, porque sempre dd novas formas de medida para

medir terrenos porque sempre sobra espago”.

Quanto as sugestdes para a resolucdo da segunda questdo, como medir as sobras sem
criar novas unidades artificiais, notamos quatro elabora¢tes diferentes. Na primeira elaboraco,
observada nos grupos 5 e 6, parece que a forma de solucio para o problema estd em usar apenas
os cubitos e os “pés” na tarefa de medir, conforme ilustrado no Quadro XVII. Estes alunos
observam que a criagiio de novas unidades artificiais no resolve o problema das sobras, no
entanto, ndo parecem ponderar o problema, avaliando a possibilidade do surgimento de sobras
como uma ocorréncia possivel com o uso de qualquer unidade artificial, ou seja, nio a
interpretam de modo mais geral e, assim, estabelecem que cibitos e pés podem dar conta da

tarefa de medir a lateral do terreno.

Na segunda elaboracfio, ocorre a transposiciio da dimensfio da sobra para o cubito
evidenciada quando utilizam as marcas para representa-la. Manifestam a existéncia da sobra de
modo essencialmente externo, caracterizando uma interpretagio perceptiva desta dimensio. Esta
elaboragdo € observada no grupo 3, quando manifestam: “e a sobra nds medi com o cubito e
marcamos com uma canetinha” ¢, igualmente, no grupo 4. Observa-se que o contetido — aspecto
continuo — se sobrepde a forma numérica conhecida, o niimero natural e sem estabelecerem uma

correlagfio forma e contefido, representam a dimensfo apenas de modo perceptivo.

A terceira elaboragfio € observada nos grupos 2 e 4. Estes grupos assinalam, para
resolver o problema das sobras, respectivamente o dedo e o palmo como unidade artificial
complementar ao cubito, na medi¢do, e estabelecem, diversamente, uma relacfio entre os cibitos

¢ essas unidades artificiais complementares, sendo que:

% O grupo 2 estabelece que o cibito corresponde a catorze dedos ¢ argumenta em
favor da utilizagio de dedos como unidade de medida geral na medicio de
dimensdes. Este grupo sugere que usemos o cubito para medirmos dimensdes muito
grandes, fazendo a equivaléncia do clbito aos 14 dedos, diminuindo a ocorréncia das

sobras, conforme evidencia Cami quando expde “... cada cuibito ¢ catorze dedos e
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quando a gente medi dois cibitos sdo vinte e dois..., ndo, vinte e oito dedos”. A
resolugio no interior deste grupo, embora ndo resulte no estabelecimento da
linguagem fracionaria, como conhecemos atualmente, manifesta o vinculo que

relaciona a dimensdo da unidade de medida criada como parte da existente e;

% O grupo 4, embora niio explicite a relagio do palmo com o cibito no Quadro
XVII, no debate também apontam a relagio entre a dimensio da unidade de medida
criada como parte da existente, ao evidenciar que cada cilibito equivale a dois palmos.
No entanto, considerando que palmos admitem a existéncia maior de sobras, este
grupo propde que as sobras, menores que o palmo, sejam identificadas de modo

perceptivel, marcando-as no proéprio palmo, conforme ilustram.

O grupo 1 manifesta a quarta elaborago, com a subdivisdo do cubito a partir da sobra
obtida. Conforme explicam para a classe, o quarto ¢ resultado da comparagio da sobra com o
clibito, ou seja, os alunos obtiveram uma sobra e observaram que ela cabe quatro vezes no cubito
e, deste modo, representa um quarto deste. Também se pode notar que este grupo utiliza uma

forma numeérica fraciondria para representar a medida da sobra.

As agdes dos alunos nesta atividade sobretudo nas duas ultimas elaboragbes, parecem
indicar modificagbes que apontam para o estabelecimento de uma relagiio quantitativa entre as
unidades de medida criadas — o dedo, o palmo ¢ a sobra — e o cibito, havendo a relagdo de

equivaléncia, respectivamente a catorze dedos, dois palmos e quatro quartos.

Em nossa interpretacdo, esta modificagido configura a existéncia de uma orientacdo
comum para a¢des concretas diante de um grupo de problemas que envolvem a necessidade de
quantificagio de aspectos continuos unidimensionais, cuja dimensdo pio comporta um nimero
inteiro de vezes a unidade de medida, essencial para a elaboragdo conceitual da fragéio. Podemos
considerar que a conexfio estabelecida por estes grupos entre a unidade de medida maior ¢ a
menor pressupde mudancas no modo de pensar do aluno uma vez que, ao se modificarem os
modos de funcionamento e regulagem de suas proprias acgdes, se adquire um modelo que as

orienta num conjunto de situagdes semelhantes, caracterizando um pensamento teorico.

Forma e contetido se inter-relacionam nesta cena quando se propde a articulagio da
forma numérica na representagiio das sobras. A solucdio que propde a medi¢do com a unidade

dedo parece ser sugerida para atender ao uso da unidade natural sem qualquer modifica¢3o.
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Entretanto o o 1 articula a forma numérica e usa a fracio % para estabelecer a correlagdo
grup p ¢

entre a sobra e a unidade de medida - cabito.

A frac@o resulta da comparagdo da sobra com o ciibito, observando que ¢la equivale &
parte que corresponde a subdivisdio deste em quatro unidades. As propostas dos grupos 2 ¢ 4,
embora estabelegam coerentemente a conexdo da unidade de medida cabito com palmos € dedos,
ndo sdo escolhidas pela classe como modo de resolver o problema das sobras sem criar novas

unidades artificiais, depois de um longo debate os alunos votam na proposta do grupo 1.
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Cena 2

Os alunos apresentam os registros da medicdo proposta — medir duas tiras

representativas de laterais de terrenos cujas dimensdes nfio comportam um nimero inteiro de

vezes o cubito.

QUADRO XVIII ~ Registro da medicdo das scbras.

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3
Tama. Cari, Pame. Talie Iva Herb ¢ Eds.
T-1 Nés dividimos o terreno deu um | Herb
L—v——ivj cesto [sexto]. Pegamos um|R:Um cibito e um quarto.
chbito e o fanto que restou do
1 eobito Y terreno, dividimos: Exemplo ° J—
clibito
T-2 I | Eds .y .
i ] R: Um cibito e um quinto.
L cubito Y4 $ cestofsexto] Lctbito
Pegamos o resto e dividimos o
meio clibito, fomos dividindo e deu ¥
quarto |um cesto [sexto] . 1 quinto

Grupo 5 —Die ¢ Vini )
T1 Deu um cibito e um tergo

Grupoe 4 — Jana e Acarol.

Terreno i
1 cabito 1 sexto ¢ *
/_A“\f\‘
! 1
- 12
> s
Terreno 2

- . Deu um ciibito e um quinto
I cubito | rt‘fr 0 & meio quarto E

I i
l 1

Andlise

Uma vez que os grupos receberam tiras iguais em dimensio, podemos notar nesta
cena que embora ocorra uma preocupacdo maior com a precisdo na medicio das sobras, esta
ainda se apresenta de maneira experimental resultando em registros diferentes. Ao utilizarem a
proposta escothida pela classe na aula anterior, isto €, a proposta do grupo 1 apresentada no

Quadro XVII, observamos que os grupos adotam dois modos diferentes de proceder a medicio.

[
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Um deles refere-se a medigio por adicdo de sucessivas subunidades de medida. Neste
procedimento podemos avaliar que hd a definicio a priori da subunidade para posterior
comparacdo com a dimensfo da sobra, podendo resultar, para uma Gnica sobra, em um agregado
de registros numéricos. Outro procedimento observado refere-se & comparagio direta da sobra 3
unidade de medida com o proposito de identificar a que parte da unidade de medida a sobra

corresponde.

Embora se diferenciem estes procedimentos, eles s@o utilizados conjuntamente pelos
grupos. Um exemplo disso € visto no grupo 1. Para medir a sobra, primeiro empreenderam a
divisdo do cibito em quartos, demonstrando utilizar o primeiro procedimento na sobreposicio de
grande parte da sobra. Em seguida, como nfio puderam sobrepor toda a sobra, para representar a
nova sobra obtida, utilizam o segundo procedimento e comparam a nova sobra com a unidade
maior — quarto — & fim de perceber que parte desta unidade a sobra representa. Assim, encontram
a medida meio quarto. Da mesma forma procedem os alunos do grupo 4 para a medida da lateral

do segundo terreno.

Estes dois procedimentos refletem dois modos de correlacionar forma e contetido. No
primeiro, a subunidade de medida, objeto de contetido continuo, toma a forma de unidade
discreta. A semelhanca da pedra na contagem por correspondéncia um-a~-um de aspectos discretos
dos objetos, esta subunidade ¢ colocada em correspondéncia com a sobra de modo que possa
sobrepd-la a0 maximo. Embora, neste procedimento, a forma se articule ao contetido, é ela que

direciona a aco de medir.

No segundo procedimento, busca-se uma relacfio direta da sobra com a unidade maior
~— unidade de medida. Agora, de modo inverso, & a sobra que assume papel de subunidade discreta
(0 novo um) e sua representagfio depende do estabelecimento de uma correlagio quantitativa
desta com a umidade. Neste procedimento, podemos interpretar que forma e contetdo se
articulam e, a relagio quantitativa permitida nesta conexfio, caracteriza um conhecimento tebrico,
pois elucida-se uma inter-relagdo pdo 6bvia, revela-se uma transformacio que expressa um
movimento mais geral do fendmeno medicdo. O juizo particular de medir as sobras com os
palmos e dedos transforma-se na possibilidade de estabelecer correlacio em qualquer

comparagdo de unidade com subunidade.



Embora a forma de subunidade permita a correspondéncia um-a-um com os nimeros

naturais, os registros dos alunos evidenciam o cardter diferenciado de utilizagdo deste nimero.

HustragSes e palavras auxiliam a representacfio da unidade ou subunidade de medida, que ainda

ocorre sem o total emprego da linguagem fraciondria.

O guadro a seguir representa a sintese do movimento de elaboragfo neste episddio.

QUADRO XIX ~ SINTESE DAS ELABORACOES DO EPISODIO 8.5

- Elaboracdes analisadas

Episodio 8.5

Medir as
sebras sem
Criar novas
unidades

Cenal
Criam-se
solugdes para
medir as
sobras sem
criar novas
unidades
artificiais

17)Nio se pondera que a~
possmdldade do surglmento
de sobras ¢ uma ocorréncia
pesswel com o uso de
qualquer umdade artifi clal.

Grupo 5 “Com o cubito ou

| paimo, pé, da para contar”.
Grupo 6 “Com o pé ou o cubito
assim vai dar para contar sem

2°) A dimensfio continua € -
representada apenas de modo
perceptivo ao se identificar a
sobra no cabito. O conteiido,
aspecto continuo, sobrepoe-se
a forma da hngﬂagem '
numérica conhecuia.,

nimero natural,

unidades novas”.

1 cubitg 2 cabit
Sobrou

este
tanio

Marca este
tanto no cubito.

3% Assinala-se respectwa~ o

mente o dedo ¢ 0 palmﬂ como _
-umdade artnﬁuai S
_eomplementar a0 Ctlb!t{} na
medi¢io ¢ se estabelece uma _
relacdo entre o cubxtos e essas
unidades artlficmis' e :

c_ompiementares_ :

14 dedos

Grupo 4

O cubito é o mesmo que dois
palmos. [fala de Cari em debate
ndo transcrifo para a cenal

4" Elabora-se a su'bdivisﬁé' do

Dividindo o ctibito em quartos.

chibito a partlr da sobra L Ex: cubito
.ebtida e PN
: - -
— 9
Y quarto
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QUADRO XIX - SINTESE DAS ELABORACOES DO EPISODIO 8.5

Elaboracdes analisadas ..

"conteuda, e d;recxona a agaa

medagao

1° . precedimento: T-1

por adigio 'dé ‘sucessivas w
subunidades - de m&d;da

Forma 5':J's_e ammla ae I cibito Y

“A4 gente dividiu quatro vezes,

de med:r S | ai a gente marcou deu
Cena 2 S | certinho.”. [Cari explica seu

Estabelecem- .| procedimento em didlogo ndo

se S . tramscrito].

procedimentos 2° procedlmento'- éa SGbra Nés dividimos o terreno deu um
Episédio 8.5 1de medicio e|que  assume ‘papel . de | cesto [sexto]. Pegamos um

registro  das snbumdade discreta (o nﬁw clbito e o tanto que restou do

) sobras. am) e’ sua representacdo | terreno, dividimos: Exemplo
Medir as .depende' do. estabelec;mento cubito
S"?"’ as sem de  uma: cerreiagao ! !
Criar novas :quant:tatwa desta com " a J {
unidades umdade de medida mamr " H
cestofsexto]

- | Pegamos o resto e dividimos o

cabito, fomos dividindo e deu

um cesto [sexto] .

8.2 Conclusdes da terceira unidade didatica

As andlises deste conjunto de atividades ap&ﬁtam que os alunos elaboram juizos

sobre os aspectos envolvidos na quantificagiio do aspecto continuo de grandezas lineares, ao

sugerirem solugBes para o problema da divisfio do terreno as margens do rio Nilo.

Nas elaboragdes podemos perceber diversas inter-relagdes da forma e conteudo

caracterizadas, de um lado, como juizos, por estarem mais ligados aos aspectos perceptiveis e, de
outro, como conceitos ou juizos mais amplos, por abrangerem ag¢o ¢ pensamento de forma mais

geral (KOPNIN, 1978).

Sendo assim, a primeira elaboragfo, deste conjunto, que expressa esta inter-relagio é
assmalada na definigdo de uma unidade de superficie que possa correspender um-a-um com a
forma numérica. Esta elaboracfio parece transpor a correspondéncia um-a-um dos objetos de

aspectos discretos, como arvores e alunos, para o pedaco do terreno-lote, ao fazer corresponder
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uma unidade de superficie para cada aluno, diferente da elaboragiio mais ligada 4 forma
algoritmica de divisdio das terras as margens do rio Nilo, decorrente da procura de um resultado

numérico centrado no conhecimento formalizado da aluna.

QOutra expressdo desta inter-relagiio forma e contetido é encontrada nas imagens
usadas para comunicar o novo confeudo envolvido na agdo de quantificar superficies,
especialmente, no sentido de assemelhar o aspecto continuo ao aspecto discreto, com a correlagio
deste aspecto a unidade artificial. As explicagdes dos alunos apresentam tracados e figuras como
Jorma de linguagem ¢ evidenciam a importante inter-relagio da geometria no estabelecimento de

nexos na medi¢fio do terreno-lote por sua lateral.

A criagio da unidade artificial por estes alunos mostra que o novo conteado — o
aspecto continuo — se modifica & base do aspecto discreto, inerente & contagem de unidades
naturalmente separadas umas das outras. Nas solugGes dadas isto pode ser observado quando
buscam referéncia em objetos como: o rio na forma de um quadrado, as arvores, a calcada da

quadra, o tamanho do pé na solugdo que divide satisfatoriamente o terreno.

Ao refletirem sobre os aspectos importantes na marcagdo dos terrenos, os alunos
evidenciam que o problema torna-se real para eles visto que, de um lado, assinalam preocupagdes
com a invasdo de terras, localizagdo do terreno e prejuizos no plantio e, de outro, usam para
denominar as laterais do terreno uma linguagem prépria, apontando que, diferente de ser
considerado um retingulo, este desenho adquire significagdo real, correspondente a atividade

com terrenos.

Em outros trabalhos, freqlientemente, ¢ apresentado ao aluno um objeto para ser
subdividido, com formato e unidades de medida antecipadamente apresentados ao aluno. Estas
atividades centram a aquisicdo do conceito de fragfio na aplicagio mecénica da unidade de
medida, alienando o aluno da reflex8o sobre o nexo da criacio da unidade artificial € sobre os
conteddos discreto e continuo Inerentes 4 contagem. Um exemplo deste tipo de atividade

encontra-se no segundo capitulo dessa dissertacgo.

Outro momento em que a atividade proporcionou elaboragdes conceituais manifesta-
se quando os alunos participam criativamente na resolugdo do problema do uso de unidades de
medida de comprimento ndo padronizadas, dando indica¢Bes do uso do instrumento de medida. O

entendimento de que o comprimento de dada parte do corpo ou objeto, escolhido como unidade
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de medida unica, pode ser transposto para outro objeto — pedaco de pau ou barbante — com o
proposito de servir de instrumento de medida, evoca, para a unidade artificial, a forma da unidade

natural, isto €, seu aspecto discreto.

A interpretagdio da unidade de medida considerando-a unicamente como uma unidade
discreta, sem a percepgio de qualquer correlagfo entre as unidades de medida criadas para
sobrepor as sobras e aquelas jd existentes, equivale a uma analise nfo abrangente do papel das
unidades de medida. Vale a adverténcia de que o centimetro e o milimetro, em relacfio ac metro,
podem ser iterpretados como unidades de medida desconexas, de modo semelhante ao
observado no episddio 8.5 para o cubito, o dedo € o palmo, se analisados iscladamente, sem uma

preocupagdo com o estabelecimento do nexo mais abrangente do papel das unidades de medida.

As atividades, com base no desenvolvimento 1dgico-histérico, permitiram envolver o
aluno no movimento de elaboracfio deste outro nexo fundamental para a fragfio, caracterizando a
percepcdo isolada das unidades de medida apenas como um momento de transicio das formas de
pensamento. Por meio da atividade, desencadeamos a elaboragdio da nova relagio numérica que
compreende a unidade de medida menor como parte da major, permitindo-se o estabelecimento

de nexos que caracterizam um pensamento te6rico.

Diante do novo desafio: registrar a medida de uma dimens3o menor que o cubito, 0s
alunos transformam criativamente a unidade de medida de maneira a quantificar as sobras. A
escolha de palmos e dedos como solugio que possibilita representar mais plenamente a dimensdio
do objeto parece constituir a apreensio da idéia essencial da criaciio da unidade artificial,
interligando a idéia particular, que permitiu a criagdo de uma unidade artificial, com modos de

criagdo de unidades de medida que concebem mais plenamente o aspecto continuo do objeto.

Ao apontar-se atividades fundamentadas na inter-relagfio forma numérica e conteiido
de desenvolvimento do conceito de fragdo, possibilitou-se que o registro fosse expresso de
maneira criativa, visto que nfo enfatizamos a linguagem formal da fragsio. Na criacfio de novas
unidades de medida, elementos coadjuvantes na representaclio mais precisa das sobras,
novamente se nota esta inter-relagdo, observada ora na tendéncia em adaptar a forma numérica
convencional, o numero decimal ou sinais mateméticos, para poder representar numericamente os

resultados obtidos em cubitos, palmos e dedos e, ora na tendéncia em organizar e transformar o
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contelido ~ dimensdo linear, & semelhanga do aspecto discreto inerente a contagem com ndimero

natural.

Apés diferentes sugestGes para a representacio de dimensdes néo inteiras, incluindo a
utiliza¢do do dedo como unidade menor que o cubito, os alunos propdem subdivisdes deste, em
partes — subunidades — de medida que, por se apresentarem menores que o cubito, permitem
cobrir as sobras a0 mesmo tempo em que possibilitam estabelecer uma relagfo quantitativa entre

subunidade de medida e a unidade cubito.

Em nossa interpretacdo os alunos articulam forma e contetido e a relagdo quantitativa
permitida nesta conexfo caracteriza o conhecimento tedrico uma vez que se revela uma

transformagio do pensamento e agfio articuladamente.

Expressa-se um movimento mais geral do fenémeno medi¢fio, o juizo particular de
medir as sobras com os palmos e dedos se transforma na possibilidade de correlacionar, de modo
geral, qualquer unidade com subunidade de medida, estabelecendo relagdes guantitativas entre
elas, conforme observamos quando os alunos correlacionam o quarto & metade do quarto. A
forma de subunidade aceita a correspondéncia um-a-um com os nimeros naturais, no entanto, 0s
registros dos alunos evidenciam o carater diferenciado de utilizagdo deste mimero, visto que
usam ilustra¢des e palavras coadjuvantes na representagio das subunidades de medida. Do ponto
de vista educacional, € nesta conexdo que reside a idéia essencial para o novo campo numérico

dos racionais.
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CAPITULO 9

CONSIDERACOES FINAIS

No presente trabalho, interpretamos a aprendizagem do conceito de fragdo como
movimento amplo ¢ dindmico. Este movimento estabelece-se, partindo da ampliacio da unidade
natural, usada na quantificacdo de aspectos discretos e possibilita a quantificacio do aspecto
continuo com a unidade artificial. Esse mesmo movimento tem como resultado a transicio e

mudanca da forma numérica diante do novo contetido continuo, envolvido na contagem.

Este movimento ocorre porque, para quantificar o aspecto continuo, selecionamos a
unidade artificial & semelhanca da unidade natural, imprimindo uma separag8o caracteristica dos

aspectos discretos para o aspecto continuo.

Assim, buscamos restabelecer para o sujeito que aprende o conceito de fragio uma
unidade dindmica entre forma e contetdo, propondo atividades que problematizam esse
conhecimento, focalizando dialeticamente a linguagem matemdtica sem recair somente numa

analise l6gico-formal desta.

Por reconhecermos que a abordagem estreita da linguagem focaliza somente os
aspectos logico-formais no estudo de conceitos matematicos, excliindo o aluno do movimento de
formagio dos nexos essenciais do conceito, desenvolvemos, como base fundamental para as
atividades de ensino, a possibilidade de pensar sobre a quantificagio de aspectos continuos dos

objetos/fenémenos. Portanto, muito diferente de apenas constituir situagdes de aplicacfio deste
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conceito, as atividades de ensino assumiram papel importante, pois permitiram que os educandos
refletissem sobre suas experiéncias diretas, usando seus proprios conhecimentos e linguagem na

elaboracgfo da fracdo.

Entendemos que a situa¢fio de aprendizagem deve proporcionar a abordagem ampla
da complexidade envolvida no desenvolvimento do conhecimento sobre a fragdo e, para tanto,
focalizamos os principais nexos identificados através do estudo ldégico-histérico do

desenvolvimento deste conceito.

O estudo logico-historico do conceito de fracdo inspirou as atividades de ensino,
apontando as conex8es indispensdveis para uma compreensdo mais profunda do movimento da
forma numérica ¢ do conteddo compreendido nas diversas a¢gdes de medir aspectos continuos de
grandezas, destacados nos significados das praticas socials diante das diversas necessidades de
medico,

Esse movimento forma-conteido permitiu-nos constatar que o conceito de fragdo é
sintese de um movimento de ampliagdo da sintese numérica envolvida na quantificagio dos
aspectos discretos - o nimero natural, tendo por base a reflex@io sobre a quantificagéo de aspectos
continuos dos objetos, mediante o estabelecimento de complexos nexos, como: da continuidade,
da grandeza e de unidade de medida que, enquanto pensamento e linguagem, abrangem a

apropriacio de diferentes significados.

Diante desta considerag@o a elaboragfio de conceitos ndo pode ocorrer apenas como a
aquisicio de uma escrita numérica. Por envolver pensamento, acfo e linguagem estes
significados pressupdem restaurar, para a escrita numérica - a forma, o conteudo relacionado a
contagem dos aspectos continuos, do qual ¢ sintese. Para o conceito de fragdo, consideramos
forma os momentos de sintese e sistematizacBo numérica que constituem modos mais formais e
estaveis de interpretar o objeto ou fendmeno e o confeiido, as agbes de medir que surgem das
necessidades préticas de quantificagiio de aspectos continuos dos objetos e fendmenos e que

imprimem mudangas na forma por seu aspecto revolucionério.

E refletindo sobre a dimensfio continua de objetos, conferindo-lhe uma caracteristica
semelhante ao aspecto discreto, que desencadeamos um processo de movimento do pensamento
na atividade de ensino. Neste processo a forma numérica — mimero natural — é modificada

dinamicamente para a fracéo, no propésito de traduzir numericamente a correlagio entre unidade
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de medida e a extensdo do objeto medido, quando esta unidade nfo lhe cabe um nGmero inteiro

de vezes.

Em face 4 exploragio do desenvolvimento lbgico-histérico do conceito de fracho
desenvolvemos atividades, nas quais os alunos podem refletir: sobre a diferenca do contexto de
uso do mimero natural na quantificagfio de aspectos discretos e continuos, sobre a quantificaciio
de qualidades comuns - grandeza, sobre o estabelecimento de unidades ¢ subunidades de medida
e sobre a comparagio da unidade de medida com a grandeza e a sintese numérica dessa

comparagio como embrifio da fragfio.

A avaliag@o que apresentamos a seguir reflete a sintese geral dos resultados descritos
detalhadamente nos capitulos seis, sete € oito, os quais abordam as unidades didaticas: a unidade

natural, a unidade artificial e a fracio.

Nas andlises constatamos que os alunos elaboram conceitualmente e desenvolvem
formas de pensar relacionadas ao movimento das ages de medir aspectos discretos e continuos —
contetdo e das sinteses numéricas — forma, visto que suas reflexBes estiveram pautadas em suas
proprias experiéncias. Possibilitamos a elaboragfio de juizos sobre os aspectos envolvidos na
contagem, buscando em seu cotidiano a percepcio da organizacfio natural em unidades de alguns

desses objetos como a dgua, a areia, o cimento, a terra, as estrelas, os planetas, as frutas, etc.

As formas de definibilidade das criangas apresentam-se de dois modos diferentes. No
primeiro, como proposi¢des ligadas a percepgéio e exemplificacdo, que consideram o aspecto
discretc dos objetos, sem o expressarem formalmente, uma vez que relacionam o singular e o
universal dos objetos de forma sincrética. E no segundo, como forma conceitual de defini¢do
onde, seguramente, relacionam o singular e o universal dos objetos de maneira dedutiva, como o
caso do grupo de alunos que define a unidade natural como: “Unidade natural € tudo que nasce
através da natureza”. Podemos deduzir, a partir dessa forma “aproximada™ de definigfo, grande

parte dos objetos organizados em unidades naturais,

Na reflexio sobre a variagio quantitativa de qualidades comuns, principalmente
quando comparam objetos em diferentes situagdes, observamos que identificam: grandezas que
variam o grau de intensidade e que permitem a quantificacio desta variagfo, como altura,
velocidade e peso e grandezas que, em suas interpretagdes, nfio possibilitam a quantificagdo do

grau de intensidade da variagio, como “4dgua”, ferocidade, amizade e “vento”.
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Uma vez que a percepcédo visual de um aspecto qualitativo comum, que proporciona a
diferenciacio da dimensdo continua do objeto, ¢ insuficiente na determinagiio do recipiente de
dimensfo maior, a atividade sobre o senso de grandeza permitiu a reflexdo sobre a possibilidade
de conhecer, quantitativamente, o aspecto continuo dos objetos. Por esse motivo, os alunos
puderam elaborar estratégias e articular forma e o contetido, ao organizarem os recipientes de

vidro, por exemplo.

Solucionar o problema da diferenciagio das dimensdes de aspectos continuos dos
objetos envolveu percepgdes e conhecimentos da geometria. Os alunos desenvolveram agdes para
medir aspectos continuos dos recipientes que se apdiam no movimento de adaptagdo do corntendo
continuc do objeto a uma forma numérica conhecida que possibilite a quantificacio,
estabelecendo modos proprios de comparar/medir, tais como a observacdo da capacidade de

conter dgua, ou mesma quantidade de liquido.

A forma usada por esses alunos para medir segue o critério ter a mesma natureza —
mesma espécie, do objeto a ser medido, uma vez que buscam, com a sugestdo de usar 4gua na
comparagio, observar o volume do recipiente. Embora as formas de medi¢fo desenvolvidas por
estes alunos, neste momento, ainda nfo atribuam um aspecto discreto as dimensdes continuas,
pois nfo as tornam uma adico de sucessivas unmidades de medida, percebemos que a atividade
desenvolvida possibilitou a reflexdo sobre a variacio quantitativa de qualidades comuns e a

resoluco criativa do problema de quantificar aspectos continuos dos objetos — seu conteiido.

Entendemos que o0 processo que permite aos alunos argumentarem e definirem nexos
do conceito de fragio, usando uma linguagem mais natural, constitui legitimamente um processo
de aprendizagem que restabelece o pensar criativo. Este processo de elaboraggio se perde, quando
o conceito € apresentado em atividades, nas quais o aluno somente relaciona a linguagem
numérica fraciondria a uma parte da “pizza” e do “chocolate”. Nesta abordagem a aprendizagem
¢ considerada unicamente como uma transposicio direta da linguagem rotineira para a linguagem

clentifica.

Também atividades que propdem a interpretagdo de atitudes do sujeito, face aos
sinais da linguagem matemética formalizada, como as descritas no segundo capitulo deste estudo:
“Minha altura é...” ¢ “A justica na divisdo de chocolates”, em nossa visfo, indicam a abordagem

do conhecimento apenas em seu significado relativo as regras da logica formal.
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O processo de aprendizagem de conceitos, implementado neste estudo, nfo consiste
em uma simples transferéncia da linguagem cotidiana para a cientifica, mas uma mudanca de

contendo ¢ forma do conhecimento.

Por este motivo as atividades apresentadas serviram para nos indicar a importéncia de
se propor aos alunos uma reflexdio sobre a variagdo quantitativa de qualidades comuns,
principalmente quando comparam objetos em diferentes situagdes e constroem articuladamente o
movimento dindmico do conceito de unidade natural ao de unidade de medida, como observamos
quando estabelecem as primeiras reflexdes sobre a organizago dos aspectos continuos da
identificacfio da unidade artificial. Ao organizar os recipientes de vidro os alunos pensam sobre
seus aspectos geométricos: altura, largura, comprimento e capacidade, solucionando
crigtivamente o problema de diferenciar suas dimensdes. Suas percepedes se fixam na observacdo
de um aspecto qualitativo comum que permita, visivelmente, a diferenciagdo da dimensio.
Primeiro, selecionam aspectos desconexos: somente a altura ou a largura do recipiente, para a
determinacdo daquele de maior dimensfZo. Depois observam a insuficiéneia desta selecfo e
desenvolvem formas de comparacdo que constituem medigdes rudimentares, por ainda nfo

estabelecerem a relag8o biunivoca entre a unidade de medida e um conjunto numerico.

Os alunos manifestam acdes para medir 0s aspectos continuos apoiadas na adaptacio
de um isolado cujos elementos interferem necessariamente na medida de volume. Isto quer dizer
que se da forma de unidade de medida ao conteudo continuo da Agua, ao se comparar a
capacidade de conter agua desses recipientes, admitindo o estabelecimento de juizos de

mtensidade.

Na quantificacio das “sobras”, os alunos apontam, criativamente, formas de
transformar a unidade de medida para possibilitar sua quantificacio. A escolha de palmos e dedos
admite representar mais plenamente a dimensfio linear do objeto, constituindo a apreensfio da
idéia fundamental da criagdio da unidade artificial. Esta idéia particular institui o elo que permite

a criacdo de unidades de medida que concebem, mais plenamente, o aspecto continuo do objeto.

Os alunos sugerem a utilizagdo de unidades de medida menores, para a representacio
de dimensGes ndo inteiras — as sobras. Estas unidades menores permitem medir as sobras e, ao
mesmo tempo, proporcionam a elaboracdio de uma relagfio quantitativa entre a unidade de medida

menor e a unidade artificial - cabito.
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Forma e contetdo se articulam na linguagem numérica que representa a quantidade
de subunidades sobrepostas 4 sobra. Ao explicarem suas representa¢des numéricas da medida em
cabito, os alunos mostravam compreender o conteiido racional representado, correlacionando

unidade e subunidade em dois procedimentos:

No primeiro, 0 conteido continuo da subunidade de medida adquire a forma de
unidade discreta, 4 semelhanga da contagem de aspectos discretos dos objetos com a pedra. Neste
procedimento os alunos sobrepSem a sobra com a subunidade de medida, resultando numa
representacio aditiva de subunidades. Esta possibilidade, de sobrepor as sobras com as

subunidades, corresponde ao primado da forma na a¢fio de medir.

No segundo procedimento, a correlagio quantitativa da sobra com a unidade delega &
sobra o papel de subunidade discreta, isto é, se a sobra cabe seis vezes no cibito, entiio ela

representa a sexta parte deste.

Do ponto de vista das formas de pensamento apontadas por Kopnin (1978),
observamos também a elaboragio de um conhecimento tedrico sobre as agdes praticas de
medigdo, uma vez que, ao expressarem um movimento mais geral do fenémeno medigio, esses
alunos revelam a transicdo do pensamento; isto €, o juizo particular de medir as sobras com os
palmos e dedos se transforma na possibilidade de correlacionar, de modo geral, qualquer unidade
com uma subunidade de medida, estabelecendo relagdes entre elas, como quando correlacionam a
sobra a metade de um quarto. A forma de subunidade aceita a correspondéncia um-a-um com os
nimeros naturais, no entanto, os registros dos alunos evidenciam o carater diferenciado de
utilizagdo deste numero, visto que usam ilustragdes e ressignificam sinais comuns da linguagem
formalizada na representagdo das subunidades de medida. Do ponto de vista educacional, é nesta

conex&o que reside 0 novo campo numérico racional,

Ao explorar como as elaboragbes desses alunos estio relacionadas ao
desenvolvimento conceitual da fracfo tratado sob a dialética forma e conteudo, apresentamos
argumentos que apontam a légica dialética como abordagem que supera a l6gica formal uma vez
que se preocupa com o pensar dialético, ou seja, se preocupa em revelar as transicbes, o

movimento e o desenvolvimento do pensamento, contrariamente a sua fragmentaco.

Nesta acepgiio, a apreensdio do conceito de fraggo, diferente do que ocorre no ensino

centrado nas interpretacdes empirica, pragmatica e discursiva da linguagem, envolve restituir a
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unidade das duas dimensdes da linguagem, a de profundidade socio-cultural, o contetido, e a de
mutltilateralidade operacional, a forma.

No enfoque l6gico-dialético abrangemos o conceito de fragio de modo a ndo abordar
as relagbes praticas de medir, enfocando isoladamente as invariantes logicas, intrinsecas ao

processo dedutivo envolvido na apreensio do conceiio.

A andlise detalhada das elaboracdes dos alunos frente a atividades orientadas pelo
desenvolvimento 16gico-histérico da fragio privilegiou a abordagem de aspectos do movimento:
forma e conteddo, pa elaboracdo de juizos e conceitos sobre as agdes de medir aspectos
continuos, que oferecem elementos paré discussdes sobre o ensino-aprendizagem da fragdo. O
elo, forma e contetdo, ficou garantido pela preparacdo da atividade com base no

desenvolvimento 16gico-historico do conceito.

No decorrer de nossas analises evidenciou-se que o trabalho possibilitou a atuag@o
criativa dos alunos na elaboragio de solugdes para as situagOes-problema apresentadas,
caracterizando a forma do pensamento matematico como constru¢do e ndo apenas como pura

deducdo a partir de indicios e repetigio do aspecto formal do conceito.

Entendemos que o processo explorado nesta pesquisa ¢ indicativo de que o
desenvolvimento da inter-relagio conteudo e forma na aprendizagem da fragfio pode ser um meio
que possibilita uma aprendizagem significativa desta como pensamento e linguagem frente a

enumeracio de aspectos continuos da realidade.
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