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RESUMO

Este trabalho teve como objetivo analisar o desempenho escolar em Matematica, os
nfveis de abstracio em prova de multiplos comuns, as operacées combinatorias, pela
perspectiva piagetiana, e a solugao de problemas aritméticos de estrutura multiplicativa. Foram
investigados 132 sujeitos de 3 série do Ensino Fundamental de escolas publicas de uma cidade
do interior do Estado de Sao Paulo. Do total de sujeitos, foram constituidos dois subgrupos
(n=32) da amostra em razao dos resultados obtidos quanto ao desempenho satisfatorio e
insatisfatério em Matematica. Os sujeitos dos dois subgrupos foram submetidos a avaliagoes
quanto a nog¢ao de multiplos comuns e a nog¢ao da idéia de acaso e probabilidade, assim como
foram solicitados a solucionar problemas aritméticos. Os dados indicaram que os alunos que
apresentam melhor desempenho em Matematica sio os que também apresentam niveis mais
claborados de abstragdo e apresentam uma tendéncia de progresso em operagdes
combinatorias. Os sujeitos que apresentaram melhor desempenho em Matematica valiam-se de
um principio compensatorio, revelando um nivel de abstragao mais elaborado, mas ainda
assim, pautados em suas a¢oes, sem demonstrarem tomada de consciéncia do problema em
questdo. A correspondéncia termo a termo mostrou-se um esquema de a¢do importante para a
analise das estratégias utilizadas pelas criangas, demonstrando em suas solugdes, graus
qualitativamente diferenciados quanto ao seu emprego para solucionar os problemas.
Constatou-se que, na solucao de problemas de produto cartesiano, mesmo sem se valer de uma
estratégia mais elaborada como aquela que visasse a descoberta do sistema combinatério, as
criangas conseguiam selecionar os dados pertinentes do problema e elaborar critérios que

auxiliavam na busca do sistema combinatdrio.
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ABSTRACT

This work has as its goal to analyze students’ school performances in Mathematics, the
abstraction level of common multiples, combinatory operations, through a Piagetian
perspective, and the solution of arithmetical problems with a multiplicative structure. We
investigated 132 subjects from the 3rd Grade of Basic Education in public schools in a city in
the countryside of the state of Sdo Paulo. Among the subjects, two subgroups were extracted
(n=32) from the sample, due to the results achieved in satisfactory or insatisfactory
performance in Mathematics. The subjects of the two subgroups were subject to assessments
of the notion of common multiples and the idea of chance and probability, and they were also
asked to solve arithmetical problems. The data indicates that the students who presented better
performances in Mathematics are also the ones that present more elaborate levels of
abstraction and a trend towards progress in combinatory operations. The subjects that had
better performances in mathematics used a compensatory principle, revealing a level of
abstraction that was more elaborate, but one that was still based on its actions, without
showing na acquired conciousness of the problem in question. The term-to-term
correspondence proved to be na important action scheme for the analysis of the strategies
used by the children, showing in their solutions qualitatively differentiated levels as to their
usage to solve the problems. It was made evident that, in the solution of problems with a
Cartesian product, even without using a more elaborate strategy as the one that sought to
discover the combinatory system, the children were able to select the pertinent data from the

problem and establish criteria that helped in the search for the combinatory system.
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RESUME

Ce travail a eu comme objectif d'analyser le résultat scolaire en Mathématique, le niveau
d'abstraction de communs multiples, les opérations combinatoires, par la perspective de Piaget,
et la solution de problemes arithmétiques de structure multiplicative. Des investigations ont été
faites pres de 132 éléves de la 3e. année primaire dans des écoles publiques d'une ville de
province de 1'Etat de Sao Paulo. Du total des sujets, deux sous-groupes ont été constitués
(n=32) de l'échantillon en raison des résultats obtenus quant au résultat satisfaisant en
Mathématique. Les sujets des deux sous-groupes ont été soumis a des évaluations de la notion
de communs multiples et de la notion de 1'idée de hasard et de probabilité, de méme qu'ils ont
été sollicités a solutionner des problémes arithmétiques. Les données ont indiqué que les éleves
qui montrent un meilleur résultat en Mathématique sont ceux qui montrent aussi des niveaux
plus élaborés d'abstraction et qui montrent une tendance de progres dans des opérations
combinatoires. Les sujets qui ont montré un meilleur résultat en Mathématique ont eu recours
a un principe compensatoire, révélant un niveau d'abstraction plus élaboré, mais méme ainsi,
réglés dans leurs actions, sans démontrer une prise de conscience du probleme en question. La
correspondance terme-a-terme s'est démontrée étre un schéma d'action important pour
l'analyse des stratégies utilisées pat les enfants, démontrant dans ses solutions, des degrés de
qualité différentielle quant a leur emploi pour solutionner les problemes. On a constaté que,
dans la solution de problémes de produit cartésien, méme sans avoir recours a une stratégie
plus élaborée comme celle qui vise la découverte du systeme combinatoire, les enfants ont
réussi a sélectionner les données pertinentes du probleme et a élaborer des critéres qui aidaient

dans la recherche du systeme combinatoire.



INTRODUCAO

A solugao de problemas aritméticos no Ensino Fundamental tem sido considerada uma
tarefa escolar importante na pratica pedagdgica dos professores. No campo da Matematica, da
Linguagem e demais disciplinas, considera-se de grande importancia a exploragdo de tal
atividade, seja em nivel verbal ou numérico, tendo em vista a criagdo de situagdes de desafio
para a inteligéncia dos alunos.

As criangas constroem o conhecimento matematico gradualmente, seja valendo-se das
atividades escolares que realiza, seja por meio da experiéncia cotidiana vivida fora do contexto
escolar. F possivel, no entanto, verificar que o desempenho em solucio de problemas
realizados por criangas nem sempre apresenta a qualidade que se espera da atividade escolar
em sala de aula. Independente do nivel de qualidade esperado, as criancas apresentam solugao
para os problemas matematicos, sendo possivel toma-las como objeto de estudo e de
investigacdo. As solugdes apresentadas por essas criangas diante de problemas nido devem
jamais ser desprezadas pelos educadores. Os professores deveriam estar atentos tanto para o
ponto de partida como para o de chegada dos alunos na analise de problemas, desde os mais
simples de adi¢do e subtracio, como os que passam a envolver um nivel de complexidade
maior, como ¢é o caso do raciocinio exigido pela multiplicacao. Aquilo que as criangas sao
capazes de fazer e compreender em sala de aula, assim como aquilo que ndo conseguem e nao

entendem em uma dada situacao-problema, deveriam ser elementos de analise dos educadores.



Na década de noventa, diversos programas de avaliagio, como o Sistema de Avaliacio
da Educac¢io Basica (SAEB, 1995); o Sistema de Avaliagio do Rendimento Escolar do Estado
de Sdo Paulo (SARESP, 1996) e o Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM, 1998), foram
implantados no Brasil visando detectar o nivel de desempenho escolar dos alunos do Ensino
Fundamental e Médio. Os resultados obtidos quanto ao desempenho em Matematica tem
evidenciado que grande parte dos alunos de escolas publicas brasileiras nao chegam a dominar
os conhecimentos matematicos basicos das séries iniciais do Ensino Fundamental. Os
resultados sobre solu¢do de problemas aritméticos, sobretudo evidenciaram um desempenho
insatisfatério, com percentuais, em sua maioria, abaixo de 50%, conforme os Parametros
Curriculares Nacionais (PCNs, 1997).

A pratica constante de sistemas de avaliagio indica pistas importantes sobre o
desempenho, em particular, em Matematica dos alunos em processo de formagdo de
conhecimento e revelam o grau de qualidade de educacio do pafs, servindo de parametros para
avaliacbes de maior porte, como é o caso do TIMS — Third International Maths and Science
Study, elaborado pela OCDE (Otrganiza¢ao para Cooperacao e Desenvolvimento Econdmico),
envolvendo alunos de 9, 13 e 17 anos de diversos paises a respeito de seus conhecimentos em
Matematica e Ciéncias (Revista Educacao, 1998 ).

As nogoes fisicas, matematicas e biologicas sio resultado efetivo de um complexo
processo cognitivo no qual intervém a experiéncia cotidiana da crianga, a maturagdo e as
aprendizagens escolares. Nesse sentido, a experiéncia escolar corresponde somente a uma
parte da elaboracao de conhecimento dos sujeitos, mas, a0 mesmo tempo, carrega em si um
campo propicio de relagdes e inter-conexdes com os estudos da aquisi¢ao de conhecimentos
(Vergnaud, 1994).

A aprendizagem da Matematica pelas criangas esta diretamente ligada a compreensio
do mundo que as rodeia. A ciéncia matematica é um aspecto importante na vida cotidiana do
sujeito: como no caso de situagdes de partilhar objetos, ou naquele de utilizacdo do sistema
monetario, por exemplo. Diante da necessidade de apropriar-se das relagées quantitativas que
se estabelecem em uma situagdo de compra e venda, ou mesmo em situagbes de

reconhecimento do espago fisico quando viajam ou atentam para questoes de deslocamentos,



velocidade e tempo, as criangas valem-se do pensamento l6gico-matematico para interpretar a
realidade.

Nunes e Bryant (1997) lembram que, na organizagao social de muitas comunidades, as
pessoas expressam grande preocupagao com as habilidades matematicas da populagao, e que
estas preocupacoes devem ser transportadas para a esfera da escola como o espago legitimo de
alunos e professores que lidam com essa forma de conhecimento. Os autores alertam para o
fato de que o ensino da Matematica devera estar fundamentado na idéia de tornar as criangas
“alfabetizadas” e “numeralizadas” para a atualidade, de modo que dominem o sistema escrito
lingtiistico e numérico e o das operagoes aritméticas, segundo os conceitos da sua propria
cultura. Apontam, sobretudo, para que tal aprendizagem reflita um tipo de sujeito dinamico,
pois quanto mais conseguirmos saber sobre como as criangas aprendem matematica e as
implicagbes desta aprendizagem no pensamento, maior serdo as possibilidades de os
professores auxiliarem na formagao de um sujeito ativo e transformador da realidade que o
rodeia.

O aprendizado da ciéncia matematica deveria estar relacionado com uma real
“alfabetiza¢do” nos aspectos quantitativos da realidade, possibilitando o desenvolvimento da
capacidade de projetar e arquitetar solugdes para os problemas que envolvem grandezas e
medidas(CENP, 1988).

A agdo e a reflexdo da crianga tém papel decisivo no processo educativo; sio fatores
recorrentes da sua atividade sobre a realidade. O conhecimento ¢é construido pela propria
crianga, como assinala Piaget, com base na relagdo direta com as agoes e operacoes que € capaz
de fazer sobre a realidade, com o que ¢é capaz de captar, compor e transformar
progressivamente.

O papel do professor no entanto, também é de grande importancia, uma vez que seu
esforco e capacidade podem desencadear e potencializar a atividade do aluno, ajustando
constantemente as modalidades de sua acdo pedagdgica. Nao se pode desconsiderar que o
professor deve organizar as atividades na sala de aula, selecionar material didatico apropriado e
coordenar todas as atividades.

O educador, porém, muitas vezes negligencia os processos mentais relacionados ao

aprendizado de solugao de problemas e, com base nisto, nao procura explora-los devidamente



como uma tarefa enriquecedora do desenvolvimento cognitivo do sujeito. Além disso, muitas
vezes, 0s professores tendem a ndo considerar que a Matematica esteja diretamente ligada ao
desenvolvimento cognitivo das criangas e dos jovens em perfodo de escolaridade, por meio das
relagdes 1dgico-matematicas que estabelecem, valorizando apenas indicios de aquisi¢Oes, no
sentido restrito, de um contetdo matematico especifico.

A atividade cognitiva das criangas e o processo ensino-aprendizagem constituem um
terreno de investigacao de especial importancia e requer nao s6 uma analise no campo dos
conteudos de ensino, como também o estudo dos processos gerais de aquisigio do
conhecimento, e em particular, o de solu¢ao de problemas.

Compreender que o desenvolvimento das estruturas logicas esta relacionado aos
conteudos da prépria Matematica, como mostra Piaget et al. (1965); Piaget (1987); Piaget e
Garcia (1997) é de importancia fundamental para a reflexdo sobre a aprendizagem de sentido
mais amplo e para a melhoria do ensino, vale dizer, de aprimoramento do raciocinio légico do
aluno e da modifica¢ao das estruturas do sujeito.

Seja nas formas de representacao mais simples, seja nas mais sofisticadas, como ¢é o
caso, por exemplo, do emprego e da utilizacio dos sinais matematicos, importa a todo
momento o processo de abstragdo, aspecto imprescindivel para a constru¢ao das operagoes
aritméticas, as quais passam por niveis diferenciados de construgao do sujeito no campo do
desenvolvimento cognitivo como no campo das solicitagdes e das tarefas escolares.

Segundo a teoria piagetiana, a abstracao supoe coordenacio de formas diferenciadas de
retirar informagdoes dos objetos. A aquisi¢do das operagdes aritméticas esta diretamente ligada a
construcao logica do sujeito, a qual necessita de uma qualidade de raciocinio cada vez
avangada, como ¢ o caso de procedimentos cada vez mais complexos. O avanc¢o e a melhoria
na qualidade das agbes e coordenagdes reversiveis na crianga deveriam ser considerados pelo
professor ao ensinar conteudos escolares.

A aplicacao de um conteudo especifico como o da Matematica em tarefas de solugao
de problemas tem sido debatida constantemente. Uma “psicopedagogia das matematicas”,
conforme assinalado por Brun (1979), deveria centrar seus esforgos no estudo das estratégias
utilizadas pelos alunos ao solucionar problemas aritméticos, como, por exemplo, o das

operagoes de adi¢ao, subtragdao, multiplicagao e divisao.



Vergnaud (1991) afirmou que nem todos os procedimentos usados pelas criangas
conduziriam a solu¢ao dos problemas propostos pelo professor. Tais procedimentos, porém,
sao importantes para se compreender o que ela faz, e devem ser analisados. Podem-se
identificar os erros na utilizagao de informagoes de dados do problema, saber o que as criangas
desconhecem e o que desconsideram no processo de solugao. O trabalho feito por Vergnaud
indicou como analisar rela¢Ges pertinentes bem como o processo de representagao.

Na escola fundamental, tem se percebido ser uma conduta bastante freqtiente o ensino
da operac¢ao da multiplicagdo por meio de tarefas que envolvam algoritmos, exigindo como
estratégia de solucio a memorizagao da tabuada. Com freqiiéncia, os professores tendem a
considerar que os problemas verbais aritméticos sio aprendidos com mais dificuldade pelas
criangas do que as operagbes aritméticas, como acentuam Puig e Cerdan (1988), Baroody
(1994). Parece haver um engano por parte dos professores ao esperar que as criangas dominem
as operagoes antes de comegarem a trabalhar os problemas aritméticos.

Em se tratando de problemas multiplicativos mais elementares, como os de somas
sucessivas, duas aquisicbes fundamentais para a compreensao da multiplicacio sio apontadas
por Granell (1983). Uma delas é compreender que é necessario considerar o operador
multiplicativo (o nimero de conjuntos equivalentes de operagoes a realizar) e a outra é o de
realizar a compensagdo exata entre o nimero de elementos de cada conjunto e o numero de
operagoes a efetuar.

Piaget e Inhelder (1975) indicaram que o pensamento proporcional, eixo importante
sobre o desenvolvimento do conceito que envolve multiplicagio ¢ dominado somente por
criangas a partir dos 10-11 anos, mas atentam para o fato de que as criangas mais novas ja dao
passos iniciais sobre idéias multiplicativas desde muito cedo.

O raciocinio multiplicativo nao surge facilmente para nas criangas em fases da
aprendizagem escolar. Na escola, os professores parecem nao compreender suficientemente os
caminhos que as criangas percorrem para entender multiplicagoes e divisoes.

Muitos estudos sobre solugao de problemas tém sido realizados, tais como aqueles
enfocados por Carpenter (19806) sobre o conhecimento aritmético informal das criangas como
formas anteriores a compreensdo de expressoes formais da Matematica. Citem-se outros

estudos como os de Carpenter e Moser (1983) que investigaram o papel e a importancia da



estrutura semantica do problema; ou ainda, os trabalhos de De Corte e Verschaffel (1987) que
investigaram o processo de constru¢do da representacio de problemas aritméticos de
enunciado verbal. A performance dos alunos em diferentes tipos de problemas multiplicativos,
por exemplo, também tém sido objeto de investigacao de diversos autores (Greer, 1992;
Vergnaud, 1994; Mulligan e Mitchelmore, 1997).

Na perspectiva da Psicologia Genética, diferentes estudos (Kamii e Livingston, 1995;
Carretero, 1994; Moro, 1993-1998), sobre solu¢ao de problemas vém procurando abordar as
relagoes entre o conhecimento conceitual e os procedimentos dos sujeitos e suas implicagoes
educacionais.

O desempenho na formulagio e na solugdo de problemas também tém sido
investigados entre criangas e jovens do Ensino Fundamental (Taxa, 1996; Busquets, 1995-
1997; Brito et al.,1998; Fini e Taxa; 1998-2000).

Os trabalhos citados anteriormente tém evidenciado que os problemas aritméticos
verbais estao longe de ser mera aplicacio de férmula matematica e supdem um processo de
construcio conceitual.

A elaboracdo de sucessivas reformas curriculares para o ensino da Matematica, o
excesso de concepgdes que enfatizam o formalismo, a falta ou interpretagao indevida de
programas e métodos que contemplem a atividade intelectual e material das criangas, bem
como sua experiéncia cotidiana ao apropriar-se de conteudos matematicos, teém legitimado
cada vez mais alguns dos problemas quanto ao baixo desempenho dos alunos nas escolas
brasileiras em Matematica.

Segundo Vergnaud (1991), seria necessario um vasto programa de investigagoes em
Psicologia, Metodologia do Ensino e Didatica para tentar analisar os problemas no ensino da
Matematica, e, sobretudo, investir na formagao de professores.

Na atualidade, pesquisas realizadas acerca de problemas de combinatéria tém
demonstrado que, mesmo criangas muito novas, ao serem submetidas a um processo de
aprendizagem, tém avancado em suas concep¢Oes mesmo que, pela oOtica do professor,
problemas de produto cartesiano sejam considerados conteidos matematicos mais elaborados.

Com base nesse contexto, acredita-se na importancia e na possibilidade de detectar

relagoes entre o desempenho na solugao de problemas multiplicativos, o processo de abstragao



de maltiplos comuns e opera¢oes combinatorias de criangas ingressantes da 3" série do Ensino
Fundamental. O estudo destas relacdes podem ser fundamentados na teoria de Piaget, tendo
em vista que a solugdo de problemas aritméticos desencadeia a confrontacao de diferentes
esquemas, em diferentes niveis de elaboragao, possibilitando a analise das antecipagoes e das
abstragcoes em jogo.

A estrutura combinatéria constitui um dos modelos logico-matematicos que
caracterizam as operagoes formais na teoria piagetiana e desenvolve-se gradativamente ao
longo do periodo operatério concreto.

Acredita-se que a compreensio da analise combinatéria ocorreria paralelamente a
experiéncia escolar. Poderia haver para tal uma contribui¢ao do ensino nas séries iniciais, antes
mesmo dos formalismos exigidos nas séries posteriores, mas desde que este conceito fosse
melhor entendido como parte integrante e necessaria a constru¢ao da estrutura multiplicativa
no pensamento infantil, incluindo toda a classe de nog¢des que envolvem o conceito de
proporcionalidade, acaso e probabilidade.

As criancas das séries iniciais do Ensino Fundamental jia realizam problemas
multiplicativos do tipo isomorfismo de medidas ou usualmente conhecidos como os de
“somas repetidas” em sala de aula, assim como exercitam a operagao da multiplicagio por
meio do algoritmo. No caso de problemas do tipo produto de medidas, porém, quais solugdes
em nivel de desempenho, estratégias e justificativas sdo elaboradas pelas criangas ? Resultados
dos acertos e erros, assim como das estratégias utilizadas pelas criancas em busca da solugao
dos problemas haveriam de nos fornecer pistas para analisar progressos qualitativamente
diferenciados de solu¢iao de problemas de estrutura multiplicativa de natureza combinatoria ?
E possivel identificar a existéncia de uma tendéncia quanto a categorias de estratégias utilizadas
na solucio dos problemas de produto cartesiano em criangas das séries iniciais do Ensino
Fundamental que iniciaram suas aprendizagens escolares com multiplicagao ?

Estudos nesta dire¢do necessitam de maior aprofundamento, tanto para verificar as
relagdes entre o desempenho na operacio da multiplicagdo e na solugao de problemas
envolvendo operagdes combinatérias, como, sobretudo, para identificar as estratégias utilizadas

pelas criangas ao solucionarem tarefas como as investigadas neste estudo.



Este trabalho objetivou investigar o desempenho matematico, em especial, em tarefas
de solucdao de problemas aritméticos de estrutura multiplicativa ligadas ao produto cartesiano,
as operagdes combinatérias e o nivel de abstragio em prova de multiplos comuns em criangas
ingressantes na 3 série do Ensino Fundamental.

Em um primeiro capitulo, apresenta-se a proposta metodolégica da pesquisa, assim
como os respectivos critérios de analise dos dados.

O segundo capitulo trata dos constructos tedricos da abordagem psicogenética de
Piaget sobre o processo de abstragdo. Aborda ainda a teoria dos campos conceituais de
Vergnaud e o conceito de esquema na perspectiva piagetiana.

O terceiro capitulo aborda a problematica acerca da solugao de problemas no campo
da Psicologia. Traz também a analise da literatura especializada quanto aos estudos e pesquisas
sobre a aquisi¢ao opera¢io da multiplica¢ao em criangas das séries iniciais.

No quarto capitulo, focaliza-se a discussido atual a respeito dos sistemas de avaliagio do
desempenho escolar no ambito educacional brasileiro na ultima década, assim como a analise
de propostas curriculares e didaticas na area da Matematica.

O quinto capitulo destina-se a apresentagao dos dados coletados, assim como a analise
e a discussao dos mesmos.

Por fim, apresentaremos as consideragbes finais, tendo em vista a implica¢oes
psicopedagogicas a respeito da elaborac¢ao do pensamento multiplicativo na Matematica para as

séries iniciais do Ensino Fundamental.



CAPITULO I

METODOLOGIA DA PESQUISA

Este trabalho tratou da solucao de problemas aritméticos de estrutura multiplicativa na
3* série do Ensino Fundamental.

A questao central do estudo foi a compreensio da operagao da multiplicacio por
criangas das séries iniciais do Ensino Fundamental na perspectiva piagetiana. O problema desta
pesquisa, foi o seguinte: “Hd relagies entre o desempenho escolar em Matemitica de alunos ingressantes da
3 série do Ensino Fundamental e o desempenho desses alunos em provas de abstracio de miiltiplos conuns, de

operagies combinatorias e de solugio de problemas de produto cartesiano ?

1.1 Hipotese

Criangas da 3" série do Ensino Fundamental que obtém escores mais altos no
desempenho escolar em Matematica também apresentam, quando comparadas com aquelas

que obtém escores menores, niveis mais elevados em a) prova de abstragio e operagoes



combinatodrias e b) na solu¢ao de problemas de produto cartesiano apresentado em uma prova

tipo lapis e papel.

1.2 Objetivos

Investigar o desempenho escolar em Matematica, a solu¢ao de problemas aritméticos
de produto cartesiano, niveis de abstracdo envolvendo multiplos comuns e as operagoes
combinatérias subjacentes a construc¢ao da estrutura multiplicativa em alunos do Ensino
Fundamental.

Decorrente do objetivo geral, objetivou-se, especificamente:

I Verificar o desempenho dos sujeitos na prova de Matematica elaborada pelo “Sistema
de Avaliacio de Rendimento Escolar do Estado de Sio Paulo” (SARESP/96) para

alunos no final do primeiro ciclo do Ensino Fundamental (ingressantes na 3* série) ;

11) Avaliar, por meio de provas piagetianas, o nivel dos sujeitos quanto ao processo de
abstracao (Piaget, 1977a) de multiplos comuns e o raciocinio combinatério (Piaget e

Inhelder, 1951);

III)  Analisar o desempenho e as estratégias dos alunos em tarefas tipo lapis e papel na

solucao de problemas de estrutura multiplicativa que envolvam o produto cartesiano;

IV)  Verificar a relagao entre o desempenho em Matematica e o desempenho nas provas de
abstragdo, processo das operacoes combinatérias e na solugao de problemas de lapis e

papel de produto cartesiano.

1 O Sistema de Avaliagio de Rendimento do Estado de Sio Paulo foi implantado em 1996 pela Secretaria de Estado da Educagio de Sio
Paulo — SEE/SP com o objetivo de avaliar o desempenho escolar dos alunos em Matematica, Lingua Portuguesa, Ciéncias , Historia e
Geografia no Ensino Fundamental.
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A constatagio da diferenga significativa entre o desempenho em Matematica, o
processo de abstragdo, as operagdes combinatérias e a solugdo de problemas de estrutura
multiplicativa usando lapis e papel pode apresentar elementos mais precisos para se
compreender a constru¢ao progressiva da estrutura multiplicativa no pensamento de criangas
ingressantes na 3 série do Ensino Fundamental ?

Vale ressaltar que a avaliacao de tarefas de solu¢ao de problemas de produto cartesiano,
utilizando lapis e papel, constitui-se em um dos objetivos centrais desta investigagdo, pois
permite uma analise qualitativa dos dados quanto a categorizagao das estratégias utilizadas
pelos alunos no curso das combinagdes. O nimero de variagdo das combinagdes e a

verbalizagao feita para cada problema proposto também foram objeto de analise neste estudo.

1.3 Sujeitos

Nesta pesquisa, foram, em uma primeira etapa, entrevistadas e avaliadas, pela prova
oficial do SARESP, 132 criangas que haviam concluido o 1° Ciclo do Ensino Fundamental, (1*
e 2% séries). Dentre os 132 sujeitos que participaram da primeira etapa deste estudo, foi
selecionado um subgrupo, que foi submetido a avaliagdo das provas piagetianas e a tarefas de
solu¢ao de problemas aritméticos de produto cartesiano. Os alunos investigados eram
ingressantes imediatos da 3* série, e davam inicio ao 2° Ciclo do Ensino Fundamental da Rede
Publica em uma cidade do interior do Estado de Sao Paulo. A coleta de dados foi realizada em

quatro escolas publicas da referida cidade.

1.4 Procedimentos para a selegao das escolas e composigao da amostra

Foi selecionada uma amostra aleatéria (n=132) de alunos ingressantes na 3" série do
Ensino Fundamental de escolas da rede publica de uma cidade do interior do Estado de Sao
Paulo. Optou-se pela amostragem estratificada proporcional, uma vez que este tipo de
amostragem tende a assegurar a representatividade relacionada as propriedades que foram
adotadas como critério para a estratificagdo: as variaveis — nimero de alunos por classe e

geénero dos sujeitos que constituiram a amostra (Kerlinger, 1979; Toledo e Ovalle, 1985).
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Obteve-se da Diretoria Regional de Ensino (D.E) a lista das 27 escolas estaduais de
primeiro e segundo graus da referida cidade do interior do Estado de Sao Paulo. Foram, entao,
identificadas 19 escolas que contavam com séries iniciais e classes de 5* a 8" séries do Ensino
Fundamental. Excluindo-se as que tinham 2° grau, obteve-se um total de 10 escolas. Das 19
escolas acima referidas, algumas foram municipalizadas, ficando excluidas.

Para a constituicao da amostra, inicialmente estabeleceu-se como critério de selecao a
verificacdo das escolas que concentravam maior numero de classes de 2* série. Os alunos
deveriam estar em final do 1° ciclo e serem ingressantes do 2° ciclo (3" série) do Ensino
Fundamental. Assim, restaram 6 dentre as 10 escolas, alvo da pesquisa. Selecionaram-se
aquelas cujos alunos eram menos favorecidos economicamente, segundo informagodes da
Diretoria Regional de Ensino (D.E). Os dados fornecidos pela D.E sugeriam que o perfil dos
alunos menos favorecidos economicamente (baixa renda) nao era dos matriculados nas escolas
centrais e nas da zona rural daquele municipio.

Com base nesses critérios estabelecidos em conjunto com a D.E, quatro escolas foram
selecionadas. Verificou-se o numero total de alunos de todas as segundas séries, comparando-
se a lista fornecida pela Diretoria de Ensino (D.E) com a lista de presenca fornecida pelas
escolas, uma vez que no inicio do periodo letivo ha transferéncias e evasao de alunos.

Com base no numero total dos alunos ingressantes das terceiras séries, calculou-se a taxa
de alunos por escola, e, posteriormente, o numero por classe de cada uma das terceiras séries
das quatro escolas que, somados, constituiriam os 132 sujeitos da primeira etapa desta
pesquisa.

O grupo das 132 criancas investigadas foi formado por sorteio aleatorio’,
considerando-se a variavel género no momento de constituicdo da amostra: variacio de um
por um para cada género: masculino e feminino.

Optou-se por selecionar sujeitos com idades entre oito anos e meio a dez anos e meio,
aproximadamente, e que ndo tivessem tido mais que uma reprovacido no decorrer das duas

primeiras séries do Ensino Fundamental. Com esse critério, procurou-se neutralizar a

Tabelas XXXIII' ¢ XXXIII* contendo permutacdes ao acaso de 10 a 20 numeros; comumente utilizados na construgio de arranjos
experimentais (FISHER, R.A.; YATES, F., 1971).
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possibilidade de incorporar uma amostra de sujeitos com possivel tendéncia e

comprometimento especial em relacido a dificuldades de aprendizagem.

1.4.1 Composigao de dois grupos

Ap6s a selecao das escolas e dos 132 sujeitos, aplicou-se a prova realizada pelo Sistema
de Avaliagio do Rendimento Escolar do Estado de Sao Paulo (SARESP/96).

Ap06s aplicagiao da avaliacio por meio da prova do SARESP/96 que visava aferir o
desempenho em Matematica, foram identificadas e selecionadas 32 criangas para serem sujeitos
da investigacao do processo de abstraciao, das operacdes combinatorias e solu¢ao de problemas
de estrutura multiplicativa.

Constituiu-se o Grupo A e Grupo B, com 16 criancas em cada um deles,
respectivamente. No Grupo A foram selecionados os alunos que apresentaram escores mais
elevados e no Grupo B, aqueles que tiveram os menores escores na prova do SARESP.

A sele¢ao do nimero de alunos em cada um dos subgrupos da amostra deveu-se, do
ponto de vista estatistico, selecionar, aproximadamente, 16% de sujeitos para os Grupos A e B,
respectivamente. Este percentual representa, assim, o numero de alunos dos dois subgrupos:

aqueles que estao acima e aqueles que estdo abaixo do desvio-padrao ao redor da média.

1.4.2 Procedimentos para coleta de dados e Materiais

A presente pesquisa fol organizada em quatro momentos distintos para a coleta de

dados, os quais consistiram no seguinte:

a) Entrevista individual;

b) Aplicagdo em grupo da prova de Matematica do SARESP para avaliagao do desempenho
escolar;

¢) Aplicagao individual de provas piagetianas (multiplos comuns e operagdoes combinatorias)
para avaliacio dos niveis de classificacio que avalia a abstracao reflexiva (Piaget, 1977a;

Piaget e Inhelder, 1951);
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d) Aplicagao individual de quatro problemas aritméticos de estrutura multiplicativa (trés deles
especificamente de analise combinatéria (produto de medidas) e um tnico problema de

isomorfismo de medidas (Vergnaud, 1991).

1.4.3 Procedimento geral de coleta de dados

Ap6s a constituigao da amostra (n=132), combinou-se com as professoras e a dire¢ao
das escolas que os alunos sorteados se afastariam da sala de aula durante o tempo necessario
para a aplicagio das atividades propostas: a) entrevista; b) prova do desempenho em
Matematica (SARESP); c¢) avaliagbes do desenvolvimento cognitivo (provas piagetianas-
processo de abstracio e andlise combinatdria); e d) problemas aritméticos de estrutura
multiplicativa.

As atividades de coleta de dados foram realizadas pela propria pesquisadora. Dentre as
atividades, algumas deram-se em momentos particulares com cada crianga e outras em
atividades realizadas em pequenos grupos.

A entrevista, as provas piagetianas e as sessOes para solucdo de problemas foram
aplicadas individualmente. A aplicagdao da prova do SARESP ocorreu em grupos que variavam
de 5 a 10 criangas, conforme o numero de sujeitos sorteados em cada uma das 4 escolas, pois o
numero de sujeitos variava de escola para escola, de periodo (manha ou tarde) e turmas, o que
nao possibilitou a pesquisadora reunir todos os sujeitos da pesquisa em um unico momento
para a aplicagao da prova do SARESP.

Vale ressaltar que houve preocupagdo e cuidado por parte desta investigacio em
verificar primeiramente se as criangas ja nao haviam realizado a prova de Matematica do
SARESP. Segundo informagao de todas as escolas da prépria D.E daquele municipio os alunos
nao tinham sido submetidos a nenhuma avaliacao da Secretaria de Educac¢iao do Estado de Sao

Paulo, como a prova aplicada pelo SARESP.

1.5 Entrevista Individual

Os sujeitos, primeiramente, participaram de uma entrevista com o apoio de um

questionario semi-estruturado sobre suas opinides e preferéncia em relacio a conteudos das
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matérias curriculares que vinham aprendendo. Em outro bloco do questionario, procurou-se
obter informag¢des quanto ao interesse ¢ processo de solucao de problemas aritméticos. Com
base nas respostas das criangas, procurou-se identificar preferéncias de cada um por areas
curriculares e opinides dos sujeitos sobre as tarefas que realizam na escola em relagdo a solugao
de problemas aritméticos.

Na entrevista também foi explicado a crianga que havia sido escolhida que poderia
optar por nao participar do trabalho, caso nio o desejasse. As entrevistas foram gravadas em
titas K7 e os dados obtidos, transcritos em protocolos para analise das respostas, assim como

os resultados foram relacionados com a avaliagio do desempenho escolar em Matematica.

1.6 Avaliagao do Desempenho Escolar - A avaliacio do SARESP

Em seguida a entrevista, foi aplicada a prova completa (Anexo 1) do “Sistema de
Avaliagio do Rendimento Escolar do Estado de Sao Paulo” (SARESP/1996) para a
identificac¢do e verificagdo do desempenho escolar em Matematica.

Uma das questdes discutidas na Psicologia em estudos sobre a inteligéncia humana é a
defini¢ao sobre o desempenho escolar. Neste estudo, a avaliagio do desempenho ¢é entendida
como uma medida do nivel de capacidade do sujeito em uma dada circunstancia, podendo ser
substancialmente diferente daquilo que se espera em termos de uma apreensao e compreensao
ideal em face de um conteudo (Bee e Mitchell, 19806).

A prova de Matematica foi aplicada para os 132 alunos da pesquisa em pequenos grupos,
mas realizada individualmente por cada crianga, seguindo as normas e orientagao do Sistema de
Avaliagao do Desempenho Escolar do Estado de Sao Paulo. Solicitou-se da crianga a utilizagao
de lapis e papel, conforme as orientacdes do SARESP.

A prova do SARESP foi aplicada integralmente. Nesta pesquisa, no entanto, somente os
algoritmos e os problemas aritméticos foram considerados como objeto de analise com as
demais tarefas realizadas.

Os exercicios com algoritmos, na prova do SARESP, referiam-se as quatro operagoes
aritméticas: adigdao, subtragao, multiplicacio e divisao, respectivamente, sendo, entao,

solicitado que as criangas armassem as operagoes e calculassem :
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Adigao Subtragio Multiplicagdo Divisdo
)13+ 17 = a)17-13 = a)32x2= a)21:3=
b) 307 + 62= b)286— 154= b) 42x 10 = b)35:1=
) 252 + 50= o 124-16 = 0 25x4= €)264:2 =

Complete a parcela que esta faltando nesta adigio

+ 105 =318

Os problemas aritméticos da prova do SARESP foram os seguintes:

Problema 4

Num viveiro de aves estdo 44 candrios, 20 periquitos e 8 araras.No viveiro estdo... aves.
Problema 10

Uma pista de Kart tem 3 quilémetros de extensio. Em uma corrida de 8 voltas quantos
quilémetros os karts devem percorrer para completar a prova ?
Problema 11

Maria saiu de sua casa para ir a padaria, passando pela banca de jornais. Calcule a distancia que
ela percorreu até chegar a padaria. Escreva a operagio e o resultado do problema no espago
abaixo.

Problema 12

Esta gaveta tem 6 divisGes. Em cada divisao tem uma duzia de parafusos. Quantos parafusos
estdo guardados na gaveta ?

Problema 18

Ana tem 20 palitos de sorvete. Colando 5 palitos numa folha de papel, ela fez uma casa como
esta. Quantas casas iguais a esta Ana pode fazer com os palitos da caixa ?
Problema 19

O time de futebol da escola tem 27 alunos. Faltaram ao treino de ontem 9 alunos. Quantos
alunos estiveram no treino de ontem ?
Problema 21

Marcelo chegou na casa da av dele as 9 horas e saiu as 11 horas. Quantas horas ele ficou na casa da avé ?

1.7 Provas Piagetianas

As criangas foram submetidas a duas provas piagetianas: a do processo de abstracio,
multiplos comuns (Piaget, 1977a) e a da idéia de acaso, operagdes combinatorias (Piaget e
Inhelder, 1951), em sessGes individuais e diferenciadas de aplicagao, segundo as orientagdes do
método clinico piagetiano. Ambas as provas permitem uma analise mais especifica voltada ao

processo de construgao da estrutura multiplicativa.

16



A aplicag¢ao das duas provas ocorreu logo apds a correciao e selecdo dos alunos que
compuseram os grupos A e B: maiores e menores escores quanto ao desempenho em
Matematica. Participaram de ambas as provas sobre desenvolvimento cognitivo somente as

criangas (n=32) que compuseram o Grupo A e B.

1.7.1 Abstragao Reflexionante: multiplos comuns

Selecionou-se uma tarefa da obra referente aos estudos de Piaget (1977) sobre
abstracdo reflexionante, no caso, ao processo de abstragcdo das relagdes logico-aritméticas.
Optou-se por aplicar a prova sobre a construgao de multiplos comuns.

A prova de multiplos comuns foi realizada em uma tnica sessao individual com cada
um dos alunos do grupo A e B. Foram utilizadas fichas quadradas de papelao (2cm x 2cm), de
duas cores diferentes, mas formando duas cole¢cdes de quantidades iguais de fichas para cada
uma. A tarefa da pesquisadora foi a de solicitar que a crianga fizesse duas cole¢es ou grupos
iguais de fichas. Para compor a cole¢iao das fichas amarelas, o sujeito deveria pegar as fichas
sempre de duas em duas fichas, e para as azuis sempre de trés em trés. A indicagao dada a
crianga foi a de que formasse uma colegdo para as amarelas e outra para as fichas azuis e que,
cada vez que pegasse as fichas amarelas, deveria subseqiientemente pegar as azuis.

Para a formacao das cole¢bes, trabalhou-se com trés quantidades diferentes.
Inicialmente, davam-se 24 fichas para formar cada cole¢ao (fichas amarelas e fichas azuis); em
seguida, apds a aplicagdao segundo o andamento da prova, aumentava-se a quantidade para 36
fichas e, finalmente, questionava-se sobre a formacao dos grupos com um total de 12 fichas
em cada um dos grupos.

O acréscimo e diminui¢do na quantidade de fichas objetivou analisar com maior
precisio o nivel em que se encontrava o sujeito, seguindo os parametros da analise de Piaget
(1980) e com isso diminuir a possibilidade de incorre¢ao quanto a classificacio dos niveis. A
variacio na quantidade de fichas (n=24; n= 36; n=12) também objetivou constatar se as

criangas apresentavam niveis de classificacao diferenciados mediante a mudanga na quantidade

de fichas.
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Critérios de classificacao —

Estagio I — Nivel 1A e IB

Nivel 14 - A crianga apresenta dificuldade para compreender as questoes propostas para o
inicio da prova. Nao ha diferenciacio entre a adigao e a multiplicagao na medida em que ela
nao distingue que as fichas nao estao somente reunidas umas com as outras (conjunto A e¢ B).
A situagao implica compreender o numero de vezes nas quais estas quantidades se reinem. No
entanto, a crianga procura estabelecer a igualdade de fichas em ambos os conjuntos.

Nive/ IB - A crianga ainda apresenta reacdes de incompreensao diante da situagao dos dois
grupos que se compensam com as quantidades postas em um grupo 2 a 2 e no outro, 3 a 3. No
entanto, ja demonstra perceber o numero de vezes que apanha de 2 em 2 fichas e de 3 em 3
fichas.

Nive/ 114 - Ha um avango com relacao ao nivel precedente, mas as criangas o conseguem por
meio de tateios sucessivos. Ha clara explicitacio de que precisam mais fichas em razao das
viagens realizadas em uma das cole¢des. Neste nivel, aparece o principio de compensacao,
como, por exemplo, anunciar que serdo necessarios tantos montes a mais (viagens) quanto
menores forem as quantidades de fichas de cada cole¢ao. Aqui, a abstragdo diz respeito aos
resultados sem consciéncia da operagao “n” vezes.

Nivel 1IB - A crianga consegue resolver o problema das compensag¢oes logo de inicio,
demonstrando que havera sempre igual quantidade entre ambos os conjuntos, mas que a ficha
a mais de 3 em relagao a 2 fara sempre compensar a auséncia de 2 a 2 fichas. Neste nivel, a
crianga esta tateando para chegar a perceber o sistema de compensa¢ao em jogo.

Estagio 111 - A crianga resolve o problema evitando compensagoes por tentativas e verbaliza, de

inicio, a relagdo entre as unidades de ambos os conjuntos.
1.7.2 Analise Combinatdria

Selecionou-se uma tarefa referente aos estudos de Piaget e Inhelder (1951) sobre
origem da idéia de acaso e da probabilidade. Para tanto, optou-se por realizar a prova sobre o
desenvolvimento das operagdes de combinagao.

A prova das operagdes combinatérias foi realizada logo apds a prova de multiplos

comuns (processo de abstracao) em sessoes individuais com os 32 sujeitos dos grupos A e B.
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Foram utilizadas figuras de criangas, recortadas em papelao e de quatro cores diferentes: azul,
vermelho, verde e amarelo.

Nessa prova, as criangas deviam mostrar a tarefa cumprida e justificar as operagoes
feitas, valendo-se do material, as varias maneiras pelas quais quatro criangas poderiam ir ao
parque juntas sempre de duas a duas. A mesma operagao foi solicitada, pedindo-se que elas

combinassem as idas das criangas ao parque sempre de trés em tres.

Critérios de classificacio —

Estagio I — A crianga niao encontra todas as combinagoes possiveis, apresentando dificuldades
em compreender que os mesmos elementos podem ser combinados de diferentes maneiras
entre si. O sujeito pode chegar, por descoberta empirica ou por ensaio e erro, a algumas das
combinagdes possiveis, mas sem previsao sistematica dos pares que devera formar.
Estagio 1I - A crianga encontra as combinagdes possiveis por ensaio e erro, sabendo que
esgotou todas as possibilidades. O sujeito demonstra buscar um sistema combinatério e faz
probabilidades acerca de um inicio de quantificagao sistematica.
Estdgio IIl — A crianga consegue fazer todas as combinacdes possiveis e de maneira sistematica,
desde o inicio, entre os elementos da situagao-problema. Neste estagio, ela demonstra durante
a solu¢ao do problema, combinatérias metddicas e completas do ponto de vista da
quantificacdo exata.

Ambas as provas: a de abstracio e a de andlise combinatoria foram realizadas
individualmente, gravadas em video e transcritas na sua integra em protocolos para analise

postetior.

1.8 Problemas aritméticos de Estrutura Multiplicativa

Ap6s a aplicacao das provas piagetianas, as criangas dos grupos A e B foram solicitadas

a solucionar problemas envolvendo a estrutura multiplicativa. Para tal, considerou-se a

classificagao de Vergnaud (1991) sobre problemas do tipo produto de medidas.
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Utilizaram-se quatro problemas de estrutura multiplicativa, dos quais trés (Problema 1,
2 e 3) eram problemas do tipo produto de medidas e um problema (4) do tipo isomorfismo de
medidas (Vergnaud, 1991). Os problemas foram apresentados aos sujeitos, por escrito.

Os problemas apresentados para as criangas foram os seguintes:

Problema 1

Maria brinca todas as tardes e gosta de se vestir de maneiras diferentes. Matia tem
4 camisas e 3 bermudas. De quantas maneiras diferentes ela pode se vestir?

Problema 2

Mamie foi ao supermercado e comprou colheres. O vendedor colocou em 4
saquinhos. Ele colocou 4 colheres em cada saquinho. Quantas colheres mamaie
comprou ao todo?

Problema 3

Uma sala de aula tem 2 portas de entrada ¢ 3 portas de vidro de saida para o
patio. De quantas maneiras diferentes vocé pode sair dessa sala utilizando as portas
de entrada e de saida?

Problema 4

Em uma festa da escola,3 meninos e¢ 3 meninas querem dangar. Quantos pates se
pode fazer para dangar entre os 3 meninos e as 3 meninas ?

Cada um dos problemas foi escrito numa folha de papel com letras de forma e espago
em branco para a solu¢ao. Foram deixadas outras folhas de papel em branco, caso a crianga
julgasse necessario utiliza-las para dar continuidade a solugao.

A pesquisadora entrevistou cada sujeito individualmente, investigando a soluciao dos
problemas, seguindo orientagdes iguais para todos os sujeitos:

a) a crianga sorteava a ordem dos problemas e lia cada um deles por vez para iniciar o
processo de solug¢ao. O problema era lido duas vezes pela prépria crianga; e, caso fosse
constatado que a crianga nao conseguia ler, a experimentadora fazia a leitura do problema;

b) apds a leitura feita pela crianga, a experimentadora lhe solicitava que descobrisse o
resultado, que respondesse a pergunta central do problema, indicando-lhe que podia utilizar
lapis e papel e a representacdo, por meio de nimeros ou desenhos para auxiliar na resolugao.

Caso a crianga quisesse dar uma resposta inicial, o pesquisador registrava a resposta dada.
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Durante o processo, apresentavam-se perguntas para o sujeito, procurando esclarecer as
respostas, sem apontar erros ou acertos.

A coleta de dados em relagdo aos problemas aritméticos de estrutura multiplicativa
ocorreu em duas sessoes. Na primeira, aplicaram-se dois problemas. O problema 4, de
isomorfismo de medidas, foi aplicado com o objetivo de neutralizar um possivel efeito de
aprendizagem em relagdo aos problemas de analise combinatéria trabalhados nesta pesquisa.
Na segunda sessao, aplicaram-se os dois outros problemas restantes, com o que encerra-se o

processo de coleta de dados da pesquisa.

Critérios de classificacio —

a) ldentificar o nmero total de combinagies possiveis para cada um dos problemas, indicando se
as criangas acertaram ou erraram os problemas;

b) Identificar o nsimero de combinacoes que cada crianga realizou. Neste caso, interessava-nos,
conforme descrito anteriormente, analisar o numero de combinagbes que a crianga
conseguiu realizar mediante cada problema de analise combinatéria com lapis e papel;

c) ldentificar categorias de estratégias durante a solugdo dos problemas segundo o esquema de
correspondéncia termo a termo. Tais estratégias de solugdo por meio do esquema de
correspondéncia termo a termo foi categorizado segundo os estudos de Piaget e Szeminska

(1975).

1.9 Anailise de dados

Primeiramente, foi realizada a corre¢do e pontuagao dos alunos na prova de
Matematica. Foram utilizados os mesmos critérios indicados pelo manual de correcao das
provas do Sistema de Avaliagio do Desempenho Escolar do Estado de Sio Paulo, ou seja,
foram computados acertos ou erros.

A prova do processo de abstracao e das operacdes combinatorias foram analisadas e
computadas segundo critérios classicos de Piaget e Inhelder (1951) e Piaget (1977a). Para a
prova de abstracao, cada nivel (IA,IB, IIA, IIB,III) recebeu um valor ordinal, tal como se

caracterizam os proprios niveis tendo em vista o progresso no que se refere a abstragdo da
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nog¢ao de multiplo comum. Da mesma forma, pontuaram-se valores um, dois e trés para os
nfveis de classifica¢ao (estagio I, ILII) da prova das operagdes combinatorias. Em seguida, as
pontuagoes atribuidas para a prova de abstracio e a das operagoes combinatérias foram
correlacionadas com os resultados obtidos nas variaveis: desempenho escolar em Matematica
e solucao de problemas de estrutura multiplicativa.

Os resultados obtidos nas tarefas de solugdo de problemas de estrutura multiplicativa
utilizando lapis e papel foram registrados detalhadamente em protocolos e analisados
primeiramente quanto a acertos e erros. Em seguida, foram categorizadas as respostas em
razao dos tipos de estratégias empregadas durante a elaboragao dos pares ordenados possiveis
para cada um dos problemas.

Os resultados obtidos para as variaveis: desempenho escolar em Matematica, processo
de abstragiao, operagoes combinatérias e solugdo de problemas de estrutura multiplicativa
foram analisados com apoio no quadro de referéncia da analise estatistica.

Foi utilizada a analise estatistica descritiva e correlacional. Realizou-se a analise da
proporcao de acertos de cada um dos itens em cada uma das provas citadas, assim como da
consisténcia interna dos itens.

Por fim, foram analisadas qualitativamente os resultados obtidos em relagio a
elaboragao das categorias das estratégias das criangas nas tarefas de solu¢do de problemas de

estrutura multiplicativa do tipo lapis e papel.
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CAPITULO II

O PROCESSO DE ABSTRACAO NA TEORIA DE J. PIAGET E OS
CAMPOS CONCEITUAIS NA TEORIA DE G. VERGNAUD

As pesquisas desenvolvidas por Jean Piaget e seus colaboradores tém, sem ddvida, uma
importancia especial, quando se trata de analisar o problema da aquisi¢do de conhecimentos
pelo ser humano. A obra do autor tem se mostrado uma inegavel contribuicio para a
compreensao das estruturas da inteligéncia e dos processos do desenvolvimento cognitivo,
tanto no que se refere a psicologia como a educagio.

As pesquisas piagetianas mostram o desenvolvimento da inteligéncia como um
processo construtivo de um sujeito ativo em suas interagdes com o meio-ambiente. A
inteligéncia nao ¢ algo dado ao nascermos, mas desenvolve-se gradualmente como resultado da
interacdo de fatores internos e externos ao individuo.

O ser humano ¢ continuamente desafiado pelo meio-ambiente, procurando
compreender, explicar e organizar os dados de realidade, segundo o leque de suas experiéncias
e possibilidades cognitivas em jogo.

Piaget (1976) assinala que a constru¢ao do conhecimento esta diretamente ligada ao
processo de abstracao do individuo e que ele constitui um dos aspectos mais gerais do
processo de equilibragao. O referido autor destaca o processo de equilibragao majorante como
o problema central do desenvolvimento como forma de reequilibracio que conduz a uma
melhor adaptacdo. O processo de equilibracio é entendido por Piaget como o processo central
para explicar o desenvolvimento e constitui fator necessario para conciliar harmonicamente os

demais fatores do desenvolvimento (maturagdo, interagdo social, experiéncia fisica e logico-



matematica). A equilibragdo, nesse quadro, é entendida como um sistema de auto-regulagdes,
sequencia de compensagoes ativas do sujeito aos desafios do meio ou perturbagdes exteriores.

Com base na interagao sujeito-objeto e no processo de equilibragdo majorante é que o
sujeito constréi o conhecimento. E a equilibracio que permite ao sujeito construir suas
estruturas cognitivas, constituindo sistemas pelos quais ele interpreta a realidade.

Os trabalhos mais recentes de Piaget, como diz Domingues de Castro (1998) tratam do
funcionamento mental, da explicacio das relacbes organismo e meio-ambiente, pautada por
regulagdes regidas pelo processo de equilibragao.

Idéias como a de equilibra¢ao e do préprio conceito de reversibilidade que tem uma
marca definitiva no pensamento das criancas de 7-8 anos sdo valorizadas dentro da teoria
piagetiana como mecanismos explicativos para o desenvolvimento cognitivo. Sabe-se, no
entanto, que os estudos de Piaget a respeito do processo de abstracao reflexionante mostrou-

se, talvez, a mais plausivel para explicar o desenvolvimento cognitivo.
2.1 O Processo de Abstragio

Para a teoria do desenvolvimento de Piaget, a acio é matéria-prima para a aquisi¢ao do
conhecimento: na interagdo com os objetos, o sujeito se transforma e constréi conhecimentos.
Resultados de pesquisas, na perspectiva da psicologia genética de Piaget, enfocam e esclarecem
a natureza do conhecimento légico-matematico, distinguindo-o do conhecimento fisico e do
conhecimento social. Piaget faz uma distin¢do quanto aos tipos de experiéncias do sujeito,
como a experiéncia fisica e a 16gico-matematica.

Com isso, a experiéncia cumpre estes dois papéis distintos e complementares: agir
sobre um objeto, distinguindo suas propriedades, o que denominamos de experiéncia fisica.
Distinguir as propriedades dos objetos, no entanto, nao corresponde a uma atividade da
mesma natureza do descobrimento de propriedades em razao da agao do sujeito no decorrer
de sua interagdio com o objeto. A experiéncia denominada légico-matematica caracteriza-se
pelas coordenacbes das agdes do sujeito, e abstragao de conhecimentos a partir delas. O
conhecimento nesse ultimo caso ¢ abstraido da acao do sujeito sobre os objetos e nao

diretamente dos objetos.
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As atividades realizadas pelo sujeito, seja no plano da a¢ao material, seja no plano da
atividade mental, implicam que se extraiam caracteristicas do objeto, vale dizer, daquilo que foi
tirado de um nivel inferior de atividade e transferido a um plano superior chegando a novas
composi¢oes ou generalizagoes.

Observa-se, no entanto, que, ao falarmos de agdo, o conceito de atividade na teoria
piagetiana tem sido interpretado, muitas vezes, de forma equivocada, o que tem constituido um
aspecto dificultador na interpretacdo da teoria para a pratica educativa. Destacamos, entdo, tal
como ja afirmado por Piaget (1980), que um sentido do conceito de atividade na teoria
psicogenética encontra-se em relagao ao processo de abstra¢ao reflexionante.

Conforme lembrado por Gallagher (1978), o fato de fazer as criancas agirem sobre os
objetos por meio de material de manipulacdo é uma maneira indevida de aproximar a teoria as
aprendizagens escolares, assim como ¢ indevida a forma de propaganda do marco tedrico
plagetiano.

A denominagao de termos como “agdao”, “atividade” ou mesmo “agir sobre” ¢é
freqiiente nos trabalhos de Piaget e a idéia subjacente a este respeito seria a de que para
conhecer, o sujeito tem que agir sobre os objetos, para, entao, transforma-los. E preciso que,
ao agir sobre os objetos, o sujeito valha-se de a¢oes ou atividades de deslocamento, conexao,
combina¢ao, montagem, desmanche, entre outras para abstrair as propriedades a serem
abstraidas.

Cabe compreender o carater essencial da teoria de Piaget que parte de uma analise
epistemolodgica. O referido autor apresenta um quadro teérico de aquisicio do conhecimento
enfatizando a constru¢iao do sujeito e nao a apropriagao do conhecimento como copia dos
objetos da realidade que o rodeia.

Nao se trata, entdo, de discutir a importancia de materiais de manipulagdo na sala de
aula para o favorecimento de aprendizagem de conteidos matematicos, mas, sim, de discutir o
quadro explicativo dos mecanismos de aprendizagem relacionados ao significado da atividade
do suyjeito.

Domingues de Castro (1996) lembra o alcance pedagégico de se compreender o
processo de abstracao, considerando-se em relacdo a aprendizagem. Essa aproximacdao com a

aprendizagem indica-nos que o processo de abstragdo esta presente tanto no caso de
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impulsionar o sujeito a incorpora¢ao de conteudos - aprendizagem strictu sensu- como atuar
estruturalmente no sentido de provocar a constru¢ao de esquemas - aprendizagem latu sensu -
(Domingues de Castro,1996, p.23).

O conceito de atividade implica necessariamente retornar aos fundamentos biolégicos
da propria teoria. Os trabalhos de Piaget (1973) nas relacbes entre regulagoes bioldgicas e
processos cognitivos sio um entrelacamento de suas idéias em relagao ao desenvolvimento das
estruturas cognitivas do sujeito e da propria necessidade de auto-regulagao bioldgica dos seres
Vivos.

A inveng¢ao ou a descoberta, para o autor, derivam da agdo do sujeito. A experiéncia
fisica, porém, nao ¢ a unica fonte do conhecimento, tampouco toda e qualquer agao nos
conduz ao conhecimento. Ela ¢é pois, condi¢io necessaria, mas nao suficiente do
conhecimento. Assim, nas agdes e operagdes do sujeito em interagio com o mundo estd
implicito diretamente o processo ou mecanismo funcional da abstra¢ao reflexionante.

Podemos dizer que o processo de abstragio esta ligado a um deslocamento realizado
pelo sujeito, a fim de que, por meio da abstracao, ele seja capaz de isolar e generalizar certos
aspectos de uma dada realidade.

O sujeito conhece na medida em que pode extrair conhecimento dos observaveis e
ndo-observaveis. Entende-se por observaveis os objetos ou agdes do sujeito em suas
caracterfsticas materiais, a0 passo que os nao-observaveis referem-se as coordenagées das
acoes. Podem-se observar algumas agoes realizadas pelas criangas ao se depararem com uma
situagdo ou mesmo ao tentarem fazer a “leitura” de um objeto. Mas nio se pode ver a
coordenagao realizada mentalmente que a crianga fez ao apropriar-se do objeto ou ao
generalizar uma situagdo para uma semelhante aquela em destaque.

Tomemos a nogao “talher”, conforme exemplificado por Kesselring (1990). A
caracteristica a ele atribuida ndo é uma qualidade que os objetos (colher de plastico, garfo de
prata, faca com cabo de madeira) possuem como tais, mas sim imposta aos proprios objetos
por meio da a¢ao humana.

Tomemos ainda, como o faz o referido autor, o exemplo da laranja: podemos toca-la,
olha-la, cheira-la. Podemos ainda percebé-la como um objeto que tem certa forma, tamanho,

peso, cheiro e cor, tal como denominamos: cor-de-laranja. Dessa forma, descola-se, por
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abstracdo, a forma, a cor e demais atributos deste objeto. Sabemos, no entanto, que a cor-de-
laranja é encontrada em muitos outros objetos.

Kesselring (1990) conclui que, ao deslocarmos ou abstrairmos a cor de uma laranja,
detemo-nos no carater individual, como ¢ o caso da cor apenas da laranja em questao. Mas
vamos além disso, pois ¢ possivel reconhecer esta mesma cor em outros objetos; e isto se da
gracas ao fato de podermos generalizar a cor individual da laranja. Conquistamos, assim, por
abstracao, propriedades dos objetos, como a forma, a cor, o peso entre outras.

Como destacado por Moreno (1988), quando diferenciamos a cor de um objeto,
estamos separando esta qualidade das demais. Assim, ao abstrair a cor implica,
simultaneamente, individualizar as qualidades que foram deixadas de lado, ou seja, aquelas que
deixamos para reter a propriedade: cor . E na contraposi¢ao de uma propriedade a outras que
nos possibilita abstrair uma propriedade como tal e de forma que caracterize o objeto
analisado.

Desde muito cedo as criangas sao capazes de realizar estas contraposi¢oes no sentido
de “separar” uma propriedade de um unico objeto, mas quando se trata de fazer o mesmo para
um conjunto de objetos, observamos que o processo se complica consideravelmente.

Uma forma elementar de abstrair os dados de uma determinada realidade ou objeto da-
se por meio da abstracdo empirica; e consiste em o sujeito retirar informagoes dos objetos
segundo suas propriedades ou seus caracteres materiais.

Conforme assinalado por Piaget (1980), a abstragdo empirica apdia-se nos objetos
fisicos ou nos aspectos materiais da propria agao. O autor, no entanto, salienta que, ainda sob
suas formas mais elementares, a abstracio empirica nao consiste em “leituras” diretas da
realidade. Destaca-se aqui que, a0 abstrairmos algo de um dado objeto, como o seu peso, a sua
cor, é preciso que o sujeito valha-se de instrumentos de assimilagio e esteja baseado nos
esquemas sensério-motores ou conceituais. Estes esquemas nao sio fornecidos a priori pelo
objeto, mas, sim, construidos dialeticamente no plano da agao material e mental pelo proprio
sujeito.

13

Piaget (1977c) assinala que “ ... por mais necessirios que sejam estes esquemas, a titulo

experimental, d abstracdo empirica, ela ndo se refere a eles, mas busca atingir o dado que lhe é exterior, isto ¢,
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visa a um contesido em que os esquemas se limitam a enquadrar formas que possibilitarao captar tal contesido.”
(Piaget, 1977¢, p. 5)

Becker (1993) exemplifica o processo de abstragao, deste modo:

“..onve-se a crianca chamando um cavalo de “an-an”, mas nao se vé a coordenacao que a levou a
generalizar para o cavalo o nome que atribuia usualmente ao cachorro... ou como acontece quando
uma crianca de 3 anos enfileira, sem plano prévio, alguns carrinhos e, ao terminar, chama a este
conjunto de “fomula um’” ... aquilo que a crianca retiron ndo esti no objeto, no observavel, mas nas
relagies entre os objetos (carrinbos) ... a crianga retiron dos objetos o que ela colocou neles e nao o que
lhes ¢ proprio... ou quando uma crianca operatoria concreta ... |apreende na agao concreta que 3 + 3

+3=3x3;0uque(9—3)—3=29:3]..7 Becker,1993, p. 43).

Estudando jogos como instrumentos pedagodgicos interessantes para desencadear
avangos nas estruturas de criangas com dificuldade de aprendizagem, Zaia (1996) lembra-nos
que o processo de abstracio ¢ responsavel pela passagem de um estado inicial de
conhecimento para outros mais evoluidos, os quais estio ligados aos aspectos da equilibragao.

A autora completa, a este respeito, dizendo o seguinte:

“... a abstracio empirica de determinadas propriedades assume grande importancia para participar de
determinados jogos. E 0 caso da altura do objeto para “queda dos dominds” ... Mas ela constitui
apenas uma pequena parte das abstragoes provocadas pelo jogo; as antecipacies, o levantamento de
hipdteses, o planejamento de estratégias, dependem essencialmente da abstracao reflexiva... esta projegao
de um nivel para o outro ndo basta para a construgao de uma nova totalidade, sendo necessdria a
reflexdo para reorganizar e reconstruir os elementos transpostos, coordenando-os e integrando-os aos

que ja pertenciam ao novo nivel” (Zaia,1996,p.25).

Na medida em que a crianga passa a enriquecer o objeto e o modifica em razao de
quadros mais amplos que aqueles obtidos em uma abstragdo empirica, pode-se dizer que esta
progressao resulta em uma abstracio pseudo-empirica. E muito comum observar em niveis

representativos como o pré-operatério ou mesmo no nfvel das operacdes concretas que a
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crianga consegue efetuar suas construgoes segundo resultados constataveis, o que leva o sujeito
a acrescentar novos dados ao objeto por meio de atividade mental, mas ainda apoiado nas
propriedades constatadas.

As criangas dos niveis pré-operatério e operatorio concreto valem-se da necessidade de
apoiar-se dos resultados constataveis da a¢ao, levando-as a realizacdo de abstragcdes pseudo-
empiricas. A leitura do objeto em dada situagdo permite que a crian¢a o enrique¢a com
determinadas propriedades; informagdes estas que nao existiam antes da agao da crianga sobre
aquele objeto. Os novos dados introduzidos sio produto da atividade da crianga e, desse
modo, a antecipagao de possibilidades, o planejamento e a elaboragao de estratégias sao
aspectos importantes como formas de enriquecimento de uma situa¢ao de jogo.

Um exemplo claro deste tipo de abstracdo (pseudo-empirica) é observado na
construcao da seriagdo, quando a crianga consegue montar uma série cuja atividade foi
realizada predominantemente pela mera manipula¢do das varas ou pelas tateios ocorridos em
funcgao do proprio material.

Apoiada sobre a abstracdo empirica e pseudo-empirica, a abstracao reflexionante se
constitui em todos os planos de atividades cognitivas do sujeito, seja no nivel de coordenagoes
de aces, de operagoes, de esquemas ou de estruturas. Com base na abstragao reflexionante
podem-se retirar diversos caracteres e utiliza-los para novas adaptagdes e, conseqiientemente,
para enfrentar novos problemas.

Piaget (1980) descreve dois sentidos complementares que permeiam a abstracdo
reflexionante. O primeiro deles refere-se ao fato de que se pode transpor a um plano superior
o que foi retirado no patamar que o precedeu, como ¢é o caso de conceituar uma agao. A este
evento especifico de uma abstracao reflexionante, Piaget denomina de “reflexionamento”. Um
segundo sentido para a abstra¢do reflexionante é a compreensio de que deve haver
reconstru¢ao sobre o novo plano daquilo que foi retirado no plano de partida; e designado
pelo termo “reflexdo” ou “abstracdo reflexiva” .

A analise de Becker (1993) sobre a abstracio reflexionante lembra que:

“... ndo hd um sujeito prévio ds agoes como também ndo hd um objeto prévio as agies. Sujeito e objeto

se determinam mutuamente, Ssem sacrificio de suas identidades proprias, ao contrdrio, com
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enriguecimento progressivo das mesmas, Se as condigoes objetivas nao impedirem o desenrolar do

processo.” (Becker, 1993,p.46)

Conforme assinalado por Brenelli (1993), reiterando os escritos de Piaget, a abstracao
reflexionante envolve dois processos solidarios: o “réfléchissement” entendido como a
“interioriza¢do de uma a¢do numa representa¢ao conceptualizada” e o “réfléchie” que ‘..
reorganiza os elementos retirados do plano anterior, compondo-os com os que jd se encontravam neste novo
Pplano, resultando em novas combinagies, que podem direcionar a construcio de operagies sobre as operagies”
(Brenelli, 1993,p.20).

A abstracio reflexiva é um mecanismo funcional relacionado com a conceitualizacio e
tomada de consciéncia em face da constru¢io de conhecimentos que se constitui pelo sujeito.
A soma ¢ um bom exemplo do processo de abstracdo reflexiva diretamente relacionada com o
pensamento matematico. Desde cedo, as criangas mais novas sabem reunir objetos, e, no plano
da agdo, executar a soma destes objetos. Somente, porém, no nivel da conceitualiza¢ao sio elas
capazes de abstrair a construcio de cole¢bes distinguindo as totalidades como tais dos seus
elementos. Mais adiante sio capazes de reunir cole¢des com distingio da totalidade de
conjunto e as subcole¢des. No caso do exemplo da soma, a progressio de cada uma destas
condutas ¢ abstraida das agoes precedentes e nao dos objetos como tais, manipulados pelas
acoes.

Nesse sentido, podemos falar de abstracdo, por exemplo, em outra situagado como o da
aquisi¢ao do conceito de conjunto por parte do sujeito como um conceito criado por abstracao
com base na agao de juntar coisas. A nog¢ao de conjunto ¢, entdo, conquistada nao
necessariamente e apenas mediante uma agao fisica, mas, sim, por meio da acao mental das
relagoes criadas pelo sujeito.

Num plano superior, o sujeito é capaz de realizar abstra¢oes reflexivas, em que estas
acoes sao reorganizadas e coordenadas, numa tarefa de reflexdo da crianga que a leva a tomada
de consciéncia daquelas agcdes. Em nivel de abstracao reflexiva, a reflexdo passa a ser obra do
pensamento do sujeito, sob a forma de construgao retroativa tornando-se uma reflexao sobre a

reflexao.
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Enfrentar novos desafios pode fazer surgir novas formas ou esquemas de agdes, as
quais nao sao necessariamente conhecidas pelo sujeito. Sabe-se, no entanto, que a abstracao
reflexiva podera tornar conscientes ao sujeito tais esquemas.

Piaget (1977) assinala entao, sobre a criagao de novos patamares de reflexionamentos e

completa:

“.. caracterizados por “reflexoes” sobre as reflexcoes precedentes e chegando finalmente, a varios graus
de “meta-reflexao” ou de pensamento reflexivo (réflexcive), permitindo ao sujeito encontrar as razoes da
conexcdo, até entao, simplesmente constatadas (...) por exemplo, refletir sobre a adigio, depois de,
simplesmente, dela se ter servido, transforma o processo aditivo em novo objeto de pensamento” (Piaget,

1977, p. 275).

A exemplo, da constru¢do de novos patamares de reflexionamentos, os sujeitos que
depois de terem acrescentado # (viagens) vezes x (fichas), passam a considerar o nimero de 7
operagdes e nao apenas o fato de adicionarem os x (fichas).

A origem de um conhecimento organizado por abstragiao reflexionante niao significa
que se tenha cessado, de uma vez, a abstracdo empirica. Piaget explica que o tipo de abstracao
reflexionante nao substitui abstra¢io empirica. Destacamos com isso que, a0 mesmo tempo
que ha uma evidente distingdo entre ambas abstragdes, ha também um estreitamento quanto a
uma defini¢ao rigida de suas fronteiras. Isto ocorre porque a abstracdo empirica necessita da
reflexionante como esta ultima necessita dos dados empiricos para a aquisicio de
conhecimentos por parte do sujeito cognoscente.

Domingues de Castro (1996), analisando o processo de abstracao reflexionante, afirma

que ele inclui:

.. uma progressiva conceptualizacio na passagem de uma atividade fisica a uma representacio
mental, distingue entre a forma e o conteiido de um conceito, caracteriza a reconstituicdo de Seqliéncias
de agoes, intervém no processo de comparagio e culmina com formas de reflexao “em segundo grau” e
processos mais avangados de reorganigagao de esquemas nas atividades de criagio e invengao”

( Domzingues de Castro, 1996, p.24).

31



Segundo Gallagher (1978), a abstracao reflexiva ¢é caracterizada por uma projeciao no
sentido fisico e uma reflexdo no sentido de reorganizagao mental, quer dizer, um processo
dindmico que reafirma novamente a necessidade de reconstruir o que se retirou de um nivel
inferior e foi ajustado por acomodagdo, para a estrutura de um nivel superior, conforme
descrito por Piaget (1980).

O processo de abstracao tem um papel fundamental na construcio de estruturas
operatorias que se estabelecem por meio das coordenagoes das agdes do sujeito sobre uma
dada situagao. Quando a crianga tem oportunidade de experimentar, no sentido de explorar
uma dada situagdo, estabelecendo o maior nimero de relagdes possiveis entre os dados, e
inventando e descobrindo solugdes, pode-se dizer que se instala um processo de
reflexionamento. Este processo, segundo Piaget, pode ser caracterizado em diferentes graus,
suscitando novos patamares.

Por abstragoes reflexivas, as reconstru¢es advindas das reequilibragdes sao possiveis
com base em uma reorganiza¢ao de novas combinac¢des de elementos que foram retirados de
um nivel anterior. As transformagdes de um estado inicial por intermédio de varias formas de
desequilibrios e reequlibrios resultam em um estado qualitativamente diferente. Neste processo
intervém mecanismos de regulagdo que conduzem as reequilibra¢oes e, consequentemente, ao
aprimoramento das estruturas anteriores (Taxa, 1996).

Piaget (1977) assinala que

“.. 0 desenvolvimento da abstragio reflexionante acarreta sempre mais, a construgao de formas em
relagao aos conteiidos, formas estas que podem dar lugar, seja a elaboracio de estruturas ligico-
matemadticas, seja a essas “atribuigoes”, aos objetos e a suas conexdes, nas quais consiste a explicagdo

causal em fisica” (Piaget, 1977, p. 277).
Sternberg e Powell (1983) lembram que os estudos realizados sobre raciocinio

analogico implicam a compreensdao do papel e valor das abstragdes envolvidas no processo de

aquisicao da inteligéncia. Lembram que o sistema de inter-relacbes dos processo cognitivos,

32



dentre eles, destacam as abstragoes, que contém varios mecanismos dinamicos pelos quais o
crescimento cognitivo acontece.

Para Cattell (apud Sternberg e Powell, 1983), os pensamentos abstratos sio
interpretados como componentes da "inteligéncia-fluida”, identificada como um dos fatores
das numerosas investigagoes sobre analise dos fatores da inteligéncia.

O foco destes autores parte da idéia de que o desenvolvimento da inteligéncia ¢é a
habilidade para perceber relagoes que levem o sujeito ao sucesso e a capacidade de estabelecer
relagoes de ordem cada vez mais complexas. No caso da solugio de problemas sobre
raciocinio analégico, o emprego de um raciocinio abstrato mais sofisticado é, em grande parte,
uma funcdo das relagdes de ordem que o sujeito precisa discriminar para chegar a solugao
adequada. Com isso, o sujeito precisa valer-se do estabelecimento de relagdes de ordem cada
vez malis altas para resolver problemas.

Vimos como a atividade de manipulagdo, ou mesmo, a a¢ao por si s6 nao conduz a
projecao e reorganizagao de novos conhecimentos, ou ainda, a um tipo de abstragdo mais
sofisticada. O enriquecimento de um objeto por abstracao, seja em nivel empirico ou pseudo-
empirico é um resultado parcial da atividade. Ha que se fazer descobertas e enriquecimentos
sobre os objetos, e a atividade é uma das formas imprescindiveis para que o processo de
abstragdo permita a construcao dos enriquecimentos trazidos pela crianca aos objetos.

O sentido da atividade para a teoria piagetiana ressalta o valor e papel da agdo sem
perder de vista a importancia dos mecanismos funcionais envolvidos nos processos de
construcao do conhecimento pelo sujeito. Os professores podem se valer do conhecimento de
tais mecanismos e processos e enfatiza-los no trabalho docente em face das aprendizagens
escolares. A compreensao do processo de abstragao, da tomada de consciéncia e o da propria
equilibragaio pode servir de bussola diante da elaboragdo de um curriculo que favoreca
atividades de aprendizagem que provoquem ou suscitem conflitos e contradi¢des nos alunos e
sob os quais se possam elaborar estratégias pedagogicas efetivas.

E importante lembrar que o sentido de abstragdo reflexionante ocorre em todos os
nfveis de desenvolvimento, das etapas mais elementares, como na passagem da ac¢do a

representagao até mesmo nos niveis em que a reflexao ¢ a propria matéria-prima na cognicao
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do sujeito. O que vale distinguir é o fato de que a atividade reflexiva evolui no curso do

desenvolvimento, sem perder de vista a natureza do processo.

2.2 A teoria dos Campos Conceituais descrita por G. Vergnaud

Vergnaud (1990) estudou a elaboragiao de conceitos em situagoes didaticas valendo-se
da solucdo de problemas. Com base na idéia de campo conceitual, analisa o papel da formagao de
conceito na solugio de problemas, buscando identificar a funcdo das palavras, defini¢oes,
explicagdes ou representagoes simbolicas na formagao conceitual e na propria solugao de
problemas.

Para este autor, os campos conceituais referem-se a um conjunto de situagdes que
remete O sujeito a muitos conceitos , por meio de znvariantes operatorios € representagies simbilicas, que
possibilitam ao sujeito diferentes representages para entender as relagdes em questao.

A teoria dos campos conceituais trata, ainda, da conceitualizagio do real, permitindo
situar a analise das filiacGes e rupturas entre os conhecimentos. Envolve, também, a analise da
relagdo entre os conceitos como conhecimentos explicitos e os invariantes operatorios
implicitos nos comportamentos dos sujeitos em uma dada situagao.

Para Vergnaud (1990), o funcionamento cognitivo repousa sobre os conhecimentos
anteriormente formados, e a0 mesmo tempo, repousa sobre novos aspectos de conhecimentos
incorporados pelos préprios sujeitos.

Um conceito envolve muitas situagdes e, reciprocamente, estas envolvem varios
conceitos. O desenvolvimento de conhecimentos na crianga se constitui por meio de um
conjunto relativamente vasto de situacOes entre as quais existem relacdes de parentesco
(analogias, contrastes, variagoes) e para analisa-las apela-se para muitos conceitos e varios tipos
de simbolismos.

Particularmente, no que se refere a formacao e desenvolvimento de conceitos, o
esquema de Lemeignan e Weill-Barais (apud Da Rocha Falcao, 1996) culminaria no constructo

teérico de campos conceituais, conforme exposto na figura 1:
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Campo Situacional Objetos - Agoes — Eventos - Questoes

. Invariantes Conceituais
Nivel Representacional-Mental L
Relacionais
Operatoérios
Nivel Representacional-Simbdlico Linguagem | | Representacdes Formalismo
natural graficas 1 matemitico

Figura 1- Quadro esquematico sobre o processo de desenvolvimento de conceitos apresentado
por Da Rocha Falcao (1996, p.163)

Segundo Vergnaud (1990), um conceito é necessariamente um tripé de trés conjuntos:
C= ($,LS), significando: § — o conjunto de situa¢des que dao sentido ao conceito; I — conjunto
de invariantes operatérios subjacentes ao tratamento dessas situagdes pelo sujeito; S —
conjunto de significantes que permitem representar os invariantes, as situagdes, Os
procedimentos tratados.

A atividade conceitual é indispensavel como aspecto ajustador do plano do significante
e implica igualmente, ¢ sem duvida alguma, aspectos que se situam no plano do significado e
que ndo sao diretamente observaveis. Esta atividade, no plano do significado, ¢ ela mesma um
produto da agdo do sujeito sobre o real: as agdes do sujeito permitem, entdo, distinguir outros
aspectos do significado.

Um campo conceitual ¢é, em especial, definido por seu conteido dinamico,
contemplando, por exemplo, estruturas aditivas e multiplicativas. A analise das situa¢Oes de
multiplicagao e divisdo, por exemplo, fazem apelo a uma grande variedade de conceitos:
proporcao simples e multipla, fungido linear e nao-linear, multiplicagio e divisao, multiplo,
divisor e quociente, entre outras. Estas situagcdes exigem uma grande variedade de formulagdes
possiveis e uma grande variedade de simbolismos, como tabelas, graficos, equagoes e esbogos.

No caso das estruturas aditivas, a teoria dos campos conceituais distingue seis tipos de
relagoes basicas: a) relagio parte-todo; b) relacdo estado inicial, transformacio e estado final; c)

relagdo de comparagio: “ter tanto, mais ou menos que”’; d) composicao de transformacdes; €)
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composicao de relagdes de comparagao ou de relagdes aditivas quaisquer (crédito e débito, por
exemplo); f) transformagao de uma relacao (Vergnaud, 1997, p.75).

Em cada uma dessas categorias observam-se tipos de problemas e dificuldades
distintas, dependendo das variaveis numéricas em jogo, podendo, assim, gerar um grande
conjunto de situagoes de soma e subtra¢ao que as criangas avangam de maneiras distintas.

Verifica-se em Vergnaud (1991) que a analise das relagdes multiplicativas mostram
varios tipos de multiplicacio e varias classes de problemas. Seria importante distinguir tais
classes e analisa-las cuidadosamente, ajudando a crianca a reconhecer as diferentes estruturas
de problemas e encontrar os procedimentos apropriados para sua solugao.

No que tange a multiplicagdo, o referido autor distingue duas grandes categorias de
relagoes multiplicativas: isomorfismo de medidas e produto de medidas, e, ao tratar de solugao
de problemas, indica que é preciso estarmos atentos, procurando analisar se o aluno identifica
qual o problema que esta trabalhando, qual o procedimento e qual é o apoio de representacao
conceitual que utiliza (Vergnaud,1991).

Segundo o autor, a categoria mais elementar em Zsomorfismo de medidas, é aquela que
apresenta os dados do problema numa relagio quaternaria, isto é, aquela em que duas
quantidades sao medidas de um certo tipo, e as restantes, medidas de outra natureza.

O autor assinala que, para a crianga resolver um problema elementar de zsomorfismo de
medidas, ela nao teria grandes dificuldades envolvidas, ja que as quatro quantidades postas em
relacao sio medidas de correspondéncia de dois tipos de quantidades, por exemplo: “Tenho 4
pacotes de yogurt. Ha 4 yogurt em cada um. Quantos yogurts tenho ?”. Temos: a) numero de
pacotes e b) numero de yogurtes.

No ensino da multiplicagdo como somas sucessivas, o exemplo de um problema de
soma repetida talvez seja para o professor a maneira mais clara de “explicar” a operagiao da
multiplicagdo. Em uma situagao de aprendizagem na qual o professor utilize a lousa e
exposicdo verbal para explicar o contetido, a escolha por problemas do tipo isomorfismo de
medidas com numeros inteiros é facilitadora, pois possibilita que a crianga “resolva” o problema
por meio de adi¢Oes sucessivas, utilizando os codigos convencionais, como: “ 3 potes com 5

balas sao: 5 balas mais 5 balas mais 5 balas”.
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Brenelli (1996) lembra que essa solug¢ao pode ser clara para o professor, mas nem
sempre para o aluno que deve compreender o operador multiplicativo.

Mesmo considerando essa estratégia metodologica de somas sucessivas, a crianga pode
apresentar dificuldades significativas na busca da incognita do problema, ou seja, ela precisa
construir uma representa¢ao interna dos dados para depois aplicar férmulas matematicas. Na
maioria das vezes, registros como os de somas sucessivas (5 + 5 + 5 = 15) ndo tém significado
nenhum para as criangas, e tampouco sao equivalentes ao algoritmo da multiplicagao (3 x 5 =
15), como ensinam os professores.

Os problemas do tipo produto de medidas sio problemas que lembram o produto
cartesiano e correspondem a uma funcdo bilinear. Sio comumente encontrados em alguns
livros didaticos e podem ser representados segundo a tabela de dupla entrada.

Por esta perspectiva, o campo conceitual das estruturas multiplicativas ¢, a0 mesmo
tempo, o conjunto das situagoes cujo tratamento implica uma ou varias multiplicagdes ou
divisdes e o conjunto de conceitos e teoremas que permitem analisar as situagdes em jogo que
envolvam o conceito de multiplicagao (Taxa, 1990).

Alguns resultados esclarecedores quanto ao processo de aquisi¢ao da aritmética e da
algebra, por exemplo, tém sido produzidos com base na teoria dos campos conceituais. Focar
o percurso entre a compreensao da solucao de problemas por parte do aluno como uma
propriedade invariante e o estabelecimento da férmula para o calculo podera nos fazer
compreender melhor a manifestacao de diferentes concepgdes do sujeito, a mobilizacio de
diferentes procedimentos (corretos e incorretos) de solugdo, assim como a utilizagio de
diferentes modos de representacio para que O sujeito possa comunicar tais concepgoes ¢
procedimentos.

Essas reflexdes poe em evidéncia que a teoria dos campos conceituais nao esta
reduzida a uma teoria didatica, mas, a0 mesmo tempo, essas questdes evidenciam a grande
importancia para a Didatica da Matematica e abre um leque de possibilidades de os professores
valerem-se dos elementos tedricos postulados por Vergnaud a fim de que fagam uma analise
refinada dos comportamentos das criangas em sala de aula.

A acao do sujeito em situacdo e a organizacao de seu comportamento devem ser

consideradas quando se pretende compreender o sentido das situagdes e dos simbolos, por
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exemplo. Por isso, ¢ atribuido ao conceito de esquema a importancia de nao prescindi-lo da
analise, uma vez que este organiza o comportamento do sujeito, abrangendo regras de agdo e
antecipagoes. Cabe lembrar que isto s6 é possivel em funcido das invariantes operatorias
(conceitos em ag¢do e teoremas em a¢ao) que servem para organizar a busca da informacio
pertinente em fun¢ao do problema a ser resolvido, além disso servem para balizar as
inferéncias.

Vergnaud (1990) assinala que tanto a linguagem como os simbolos matematicos tém
um papel fundamental na conceitualizagao e na agao e atenta para o fato de que estes aspectos
nao teriam sentido se nao fosse a existéncia dos esquemas e das situagdes em jogo.

Vergnaud (1979,1990,1997) retoma o conceito de esquema na perspectiva piagetiana
para analisar a atividade do aluno na solugdo de problemas. Os procedimentos dos sujeitos
para solucionar problemas utilizando representa¢des nao-canonicas ou mesmo procedimentos
formais e informais que se reunem simultaneamente esta relacionado com o processo de
abstracdo das criangas e esquemas de agdo, ao construirem, por exemplo, o conceito da
multiplicagao.

Vergnaud (1985), particularmente, aponta para o fato de que o conceito de esquema
tem papel fundamental no processo de construgao e representacio das operagdes mentais
realizadas pela crianca. Os esquemas sao aliados imprescindiveis para a estrutura cognitiva do
sujeito e servem para organizar ao plano do significado, a articulagdo necessaria entre as
situagoes de referéncias e os significantes simbolicos.

O processo de construcao do conhecimento pelo sujeito apodia-se fundamentalmente
nos esquemas que ele possui. Os esquemas constituem os elementos basicos por meio dos
quais o sujeito podera atuar sobre a realidade. Podem ser uma agao concreta ou mesmo um
conceito, enfrentando situagdes iguais ou parecidas a outras ja vividas.

Dessa forma, os esquemas organizam as condutas do sujeito, com base em um recorte
dos objetos, propriedades e relagdes de diferentes niveis. Por esta perspectiva, o conceito de
esquema assume papel fundamental na proposta sobre campos conceituais, pois refere-se a
acao do sujeito, que é fonte e critério para a construcao de conceitos, concomitantemente com

seus modelos representacionais (Vergnaud, 1985).
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Em sintese, o conceito de esquema pode ser definido como uma forma de organizagao
invariante do comportamento com base em uma classe de situagoes. Os esquemas explicitam
os conhecimentos em acdo dos sujeitos, e sdo o0s elementos cognitivos responsaveis para que a
acao do sujeito seja operatoria (Vergnaud, 1990a).

O conceito de esquema pode interessar a duas classes de situagdes: 1) aquelas em que os
sujeitos dispoem, no seu repertorio, segundo o seu desenvolvimento e das circunstancias, das
competéncias necessarias para dar tratamento relativamente imediato a situa¢ao; 2) aquelas em
que os sujeitos nao dispdem das competéncias necessarias, obrigando-as a um tempo de
reflexdo e exploragao, o que pode resultar eventualmente ao éxito ou ao fracasso da situagao.

Moro (1998) assinala que os esquemas sdo possiveis inconscientes que se compoem e
recompoem a cada nova situagao. Com base nisto, o sujeito retira, na interagdo com objetos,
por abstracdo, aquilo que seu esquema de assimilacio lhe possibilita retirar. Neste sentido, o
processo de abstracdo esta limitado ao esquema de assimilacdo disponivel naquele momento.

Da Rocha Falciao (1996) destaca o seguinte:

“.. Esquemas abrangem desde competéncias sensrio-motoras complexas, como a habilidade de nm
piloto de formula 1 gque é capaz de abordar uma curva em alta velocidade, até competéncias
matematicas, como a contagem e a resolucdo de equagoes algébricas, passando por competéncias sdcio-
culturais, como o desempenho de politicos profissionais diante de repdrteres de televisao on adversarios.
Se indubitavelmente as regras de agdo fazem parte dos esquemas, estes ndo se resumem a estas regras,
pois adicionalmente comportam invariantes operatdrios (no sentido piagetiano do termo), inferéncias e

antecipagies”(Da Rocha Falcao, 1996,p.150).

Reiterando a concepgdo piagetiana, Perrenoud (1999a) afirma que o conceito de

esquema ¢ contemplado como:

“.. estrutura invariante de uma operagdao ou de uma agao, nao condena a uma repetigao idéntica. Ao
contririo, permite, por meio de acomodagies menores, enfrentar uma variedade de situacies de
estrutura ignal. E, em certo sentido, uma trama da qual nos afastamos para levar em conta a

B

singularidade de cada sitnacao. Assin um esquema elementar, tal como “beber enr um copo”, ajusta-se
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a copos de formas, pesos, volumes e contesidos diferentes O esquema ¢ uma ferramenta flexivel ...”

(Perrenond, 1999, p.23).

Como afirmam Piaget e Inhelder (1993): “Uwm esquema é a estrutura ou a organizacao das
agoes, as quais se transferens ou generalizam no momento da repetico da agao, em circunstancias semelhantes on
andlogas” (Piaget e Inhelder, 1993, p.15).

Partindo-se da concep¢ao piagetiana de que o conhecimento ¢ construido com base na
interacao sujeito-objeto, a assimilacdo de novos objetos ou situagdes depende das estruturas do
sujeito. A intera¢ao do sujeito com o objeto depende das possibilidades desse sujeito em
relagao ao objeto, e, conseqlientemente, depende dos esquemas que possui.

Uma crianca em interagdo com o mundo assimila os objetos e age sobre eles
transformando-os em funcdo dos esquemas de que dispoe. Aquele objeto com que interage, no
entanto, nao sera assimilado na sua totalidade. Assimilam-se apenas as caracteristicas dos
objetos, das a¢des ou da coordenagao das ag¢oes por abstracio empirica ou reflexionante.

Ao ter que exercer uma agao acomodadora de um esquema baseando-se em objetos
exteriores, esta a¢do faz que o esquema se diferencie em fungao da propria perturbagao
originada pelo dado externo. O papel da acomodagio ¢, portanto, entendido como o de um
diferenciador que carrega dois sentidos distintos. Por um lado, diferenciam-se os esquemas
pelo trabalho de acomodagao e, por outro, diferenciam-se cada vez mais os objetos a serem
assimilados (Piaget, 1974).

Isto faz que o sujeito se transforme a si mesmo, o que Piaget denomina de
acomodagao. O mecanismo de acomodagao implicaria transformac¢ao do proprio sujeito.

Subseqiientemente, podemos dizer que, em conjunto, com a func¢ao diferenciadora

encontramos uma fungio integradora dos esquemas. Assim:

“.. esta fungao diferenciadora corresponde wma fungao coordenadora que ¢ processada pela
assimilagao... primeiramente, dos objetos e, posteriormente, dos prdprios esquemas entre si... O
esquema de sugar foi assimilado ao esquema de agarrar, os esquemas de agarrar e de sugar foram
assimilados ao esquema de olhar... Temos, assim, assimilagao dos esquemas entre si - on assimilagio

reciproca dos esquemas... Esta assimilagao reciproca abre caminbo a novas assimilagoes reciprocas, que
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abrem caminbo pra novas acomodacoes que, por sua vez, diferenciario os esquemas a serem
coordenados... O equilibrio entre a diferenciacio e a integragao ¢ sem divida, a caracteristica a mais

geral e a mais importante da abstragio reflexionante ...”" (Becker,1993,p.47).

Esta caracteristica evidencia o carater circular entre sistemas de troca do sujeito e
objeto, confirmando a idéia de Piaget de que sujeito e objeto transformam-se mutuamente. E
preciso que o organismo se acomode as caracteristicas especificas do objeto a ser assimilado,
assim como, na assimila¢ao o conhecimento é modificado pelo sujeito cognoscente.

O conhecimento pratico dos alunos, como as a¢des que exercem, no caso das criangas
mais novas, quanto ao fato de juntar, compor e quantificar objetos, constitui a matéria-prima
para a construcao do conhecimento. Como salienta Piaget, porém, ndo é o conhecimento
pratico ou ainda esta “agdo de primeiro nivel” a unica responsavel pelo processo de formagao
de conhecimento. E preciso entendé-la correlacionada com a uma acio de “segunda poténcia”,
conforme postulado por Piaget (1977a, 1977b).

Uma acdo de segunda poténcia implica “agdo sobre a a¢ao” feita em um patamar
anterior, no caso a a¢ao pratica, gerando daf uma ag¢do enddgena, ou, ainda, uma agao voltada a
progressiva interiorizagao.

Este fato exemplifica-se na explicagio dada pelos alunos, por solicitagdo dos
professores, de uma tarefa realizada no plano pratico. Ao terem que reconstituir a agao
realizada para resolver uma dada situagao, enfrentam novos problemas e desafios. Para que a
acdo de segunda poténcia ocorra ¢ necessario um jogo de abstracOes: empiricas e
reflexionantes. Pode-se com isto afirmar que as aprendizagens escolares estio estreitamente
relacionadas com este nivel de a¢des de segunda poténcia e nao no fato simples do nivel da
agao pratica, como pensam muitos professores.

Segundo Vergnaud (1997), sio quatro os tipos de elementos organizadores
constitutivos do esquema: a) objetivo e antecipagoes; b) regras de acao, cuja fungio é gerar a
conduta; ¢) invariantes operatorias (conceitos em ato e teoremas em ato), as quais permitem ao
sujeito selecionar a informacao pertinente e trata-las; d) inferéncias.

Os invariantes ocupam papel decisivo nos processos de aquisicio de conhecimentos.

Vergnaud (1990) comenta que nos primeiros anos de vida, a crianga adquire invariantes que lhe
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permitem organizar o mundo quanto a objetos, classes e relagdes e aponta a construgao da

nocao de objeto permanente, relagoes classificatorias, de equivaléncia, de ordem, entre outras.

As inferéncias possibilitam aos esquemas considerar as variaveis de uma dada situagdo
e adaptar-se a outras novas. Dessa forma, as regras de acdo envolvem cada vez mais a
seqiiencia de a¢oes do sujeito (Vergnaud,1990b).

Com base nisto, destacamos que o real é conceituado com base na formagio de
teoremas-em-agao e conceitos-em-a¢ao e que os conhecimentos matemadticos podem ser
identificados em nivel de conceitos e teoremas em ato.

Estes invariantes operatérios sao destacados por Vergnaud (1990b) como:

a) Invariantes do tipo proposicao — referem-se a proposi¢oes verdadeiras ou falsas da
realidade, nomeadas como “teoremas-em-a¢ao”. Quando, a partit de 5 anos,
aproximadamente, as crian¢as descobrem que nao precisam mais recontar o todo de duas
colecbes para encontrar o cardinal, entdo podemos encontrar nessa situagao, um tipo de
conhecimento que pode ser expressado por um teorema-em-agao;

b) Invariantes do tipo “fungdo proposicional” - constituem-se aspectos indispensaveis a
construcao das proposi¢des, mas nao sao suscetiveis de serem verdadeiras ou falsas.

Vergnaud (1997) ressalta que os conceitos de cardinal, de estado inicial, transformagao
e estado final sio fundamentais para o processo de conceitualizacdo das estruturas aditivas,
mas nao se configuram como proposigoes.

Os alunos raramente explicitam estes conceitos, ainda que os construam na agao. Isto é
denominado por Vergnaud (1997) “conceitos-em-a¢ao” ou ainda, como “‘categorias-em-agao”.

Os conceitos-em-a¢do sao um tipo loégico dos teoremas-em-agdo e, por isso,
denominados fun¢des proposicionais. O referido autor ressalta a existéncia de uma relagao
dialética entre fungdes proposicionais e proposi¢cdes, € ambas se constroem em estreita
interacio.

Por fim, as invariantes do tipo argumento referem-se a uma proposi¢ao resultante da
atribuicdo de valores particulares aos argumentos da fungdo proposicional. Ao falarmos de
funciao proposicional e proposi¢des, falamos entao em argumentos que podem ser, para a
Matematica, objetos materiais, numeros, relagdes ou mesmo proposicoes (Vergnaud, 1990b, p.

147-148).
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Em resumo, Vergnaud (1996) destaca que

“.. conceitos e teoremas explicitos sao apenas a ponta visivel do iceberg da conceitualizacao, sem a parte
octlta, formada pelas invariantes operatirias, essa parte visivel nada seria. Reciprocamente, so se pode
falar em invariantes operatorias integradas aos esquemas com o anxilio de categorias do conbecimento

explicito: proposigoes, fungaes proposicionais, objetos-argumentos” (V' ergnaud, 1996, p.§8).

O estudo sobre solugao de problemas aritméticos fornecem-nos elementos de analise
sobre conceitos teéricos como os de esquemas e os de invariantes implicitos nas tarefas que
envolvem problemas aritméticos com criangas das séries iniciais.

O conhecimento matematico esta sustentado por esquemas organizadores do
comportamento, como, por exemplo, o esquema de enumeragdao. As crian¢as mais novas ao
contar pequenas cole¢oes (contar balas ou pe¢as de brinquedos) nao deixam de abranger uma
organizagao invariante, necessaria para a manutengao do esquema.

O esquema de enumeracio abarca tipos de elementos organizadores. Abarca um
olyetivo (associa¢ao de uma cole¢aio a um nimero que sera sua medida); regras (uma unica
contagem para cada objeto e contar todos os objetos); constantes operatorias (conceitos em ato -
de carater biunivoco, cardinal, sucessor) e teoremas em ato (no sentido de que o cardinal ¢
independente da ordem em que se contam os objetos).

Quando uma crianga conta objetos desde pequena (4-5anos), observam-se evolugoes e
estabilizacdo. Tal esquema consiste num conjunto organizado de gestos, percepgoes e emissoes
vocais.

A estabilidade diz respeito a dois principios matematicos: a) bijeccao; b) cardinalidade.
Estes dois principios matematicos sio, no caso da enumeragdo, indispensaveis ao
funcionamento do esquema. Os erros das criangas nos mostram, por exemplo, que muitas

<

criangas fracassam ao “cardinalizar”, ou seja, fazer a identificagdo do ultimo nimero-palavra
pronunciado como aquele que representa a medida de todo o conjunto.

A bijeccao e a cardinalidade estao ligadas aos invariantes operatorios (conceitos em ato
e teoremas em ato) que permitem ao sujeito selecionar as informagdes pertinentes e dar

tratamento a elas

43



O principio de bijeccdo refere-se aos gestos da crianga, organizados de maneira
sincronizada, pois implica que os objetos sejam contados na sua totalidade (no sentido de sua
exaustividade) e uma tnica vez (no sentido de sua exclusividade). Dessa forma, os gestos das
maos ¢ olhos nao devem esquecer nenhum dos objetos, nio deixando de controlar, por
exemplo, a contagem repetida ou a falta da contagem de um dos objetos.

O principio da cardinalidade refere-se a série de palavras pronunciadas. Por exemplo, a
palavra cinco é pronunciada duas vezes: “um, dois, trés, quatro, cinco... cinco”. A palavra
“cinco” primeiramente remete ao quinto e ultimo elemento da cole¢ao e, em seguida, remete a
colecao completa, designando o cardinal da colegao.

O tom empregado pela crianga para pronunciar as duas palavras é diferente. Como o
léxico nao marca esta diferenca, o tom o faz. Algumas criangas voltam a contar a colegao toda
para responder “quantos objetos” e niao compreendem que responder “cinco” seria o
suficiente.

Em sua obra, Vergnaud (1997) destaca também a importancia da propriedade da soma
na aquisicio do numero. O autor lembra que o esquema de recontar o todo evidencia que a
crianga nao opera sobre os numeros. As criangas reinem as duas cole¢oes mentalmente, mas
nao chegam a fazer a soma dos cardinais. Sabe-se que duas condutas sio consideradas
necessarias para se reconhecer que a crianga opera sobre os nimeros. Uma delas é quando a
crianga evoca diretamente: “seis mais trés, novel” e a segunda conduta ¢ aquela em que a
crianga toma como base o cardinal da primeira cole¢dao e continua a contagem dos elementos
da segunda colegao: “seis ! sete, oito, nove... nove!” (Vergnaud, 1997).

Conforme destacado por Vergnaud (1985), a crianga aplica novas regras de agao sobre
as regras convencionais transmitidas para a solu¢ao da técnica operatéria (algoritmo) para
resolver uma opera¢ado matematica em fungao dos esquemas que possui.

Uma forma bastante usual do trabalho docente é o de priorizar o treinamento de ac¢oes
praticas, trabalhando, por exemplo, com o uso excessivo de algoritmos para solucao de

problemas. Observa-se ainda que hd uma tendéncia de os professores trabalharem com
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algoritmos de maneira bastante equivocada, nio contemplando sua conceitualiza¢ao do ponto
de vista psicolégico e matematico’.

Conforme assinalado por Vergnaud (1985), os algoritmos sdao aqui entendidos nao como
uma simples aplicacao de determinadas técnicas, mas como um processo de aplicagao de
determinados passos que exigem do sujeito a compreensao do conceito de nimero aliada ao
entendimento do sistema de numeragao decimal da nossa cultura, e que estes s6 sio passiveis
de construcao por meio de processo de abstracao reflexionante.

Vergnaud (1994) assinala que todos os algoritmos sio esquemas, ou melhor, que os
esquemas sao objetos do mesmo tipo légico que os algoritmos, mas atenta para o fato de que
os esquemas nao sao todos algoritmos.

O autor completa, informando que:

“a confiabilidade do esquema para o sujeito baseia-se, em siltima andlise, no conbecimento que ele possui,
explicito ou implicito, das relagoes entre o algoritmo e as caracteristicas do problema a resolver. A
antomatiagao, evidentemente, ¢ uma das manifestagoes mais visiveis do cardter invariante da
organizagao da agao (...) contudo uma série de decisoes conscientes também pode ser objeto de nma
organizagdao invariante. A antomatizacao, alids, ndo impede que o sujeito conserve o controle das
condigoes sob as quais tal operacdo ¢ ou ndo apropriada (...) As criangas sdo capages de gerar uma série
de agoes diferentes em fungao das caracteristicas da situagdo: reserva ou ndo, decimal on nao. Enfim,
todos os nossos comportamentos abrangem uma parte de antomatismo e outra de decisao consciente”

(Vergnand, 1996, p.3).

Vergnaud (1985) reafirma a importancia do conceito de esquema para a formacio de

conceitos a luz de situagdes didaticas, salientando que podemos definir um esquema como:

3 Segundo a definicdo de Krutetski (1976) “... Uma das caracteristicas da matematica é a qualidade algoritmica da solu¢io de muitos de seus
problemas. Um algoritmo, como ¢é bem sabido, ¢ uma indicagao precisa e¢ delimitada sobre quais operagdes realizar e em qual seqiiéncia
resolver qualquer problema de um determinado tipo. Um algoritmo é uma generalizagio, desde que seja aplicavel a todos os problemas de um
determinado tipo. Naturalmente, um grande nimero de problemas nio sio algoritmizados e sio resolvidos por métodos especiais. Por esse
motivo, a habilidade para encontrar o caminho para a solucio considerada nio apropriada, de acordo com uma determinada regra, ¢ uma das
caracteristicas essenciais do pensamento matematico, conforme mostrado por Kolmogorov. (Krutetski (1976, p. 87)
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“.. uma aplicagao (no sentido matematico) que absorve seus acessos (informagies) e suas saidas (agoes,
comandos motores...) entre os espacos multidimensionais ... A psicologia cognitiva deve identificar os
elementos macroscdpicos significativos, permitindo andlises fidveis, das diferenciagies, das filiagoes. E:
nesse sentido que me parece indispensavel analisar o conceito de esquema em quatro categorias de
elementos : a) invariantes operatorias, b) as inferéncias on calculos, c) as regras de acdo, d) as predigoes

ou previsies” (1 ergnand,1985,p.250).

Do ponto de vista educacional, tal caracteristica outorga a pratica do professor de
Matematica um papel peculiar no que se refere a ultrapassar a idéia empirista de que a
formacao do conhecimento esteja ligada a copia ou transposicao direta dos objetos,
recolocando a discussdo a respeito do papel e da importancia do processo de abstragdo das

criangas ao construirem conceitos matematicos na escola.

2.3 A correspondéncia termo a termo como esquema quantitativo basico para a
construgao do numero e operagdes aritméticas

A construgao do numero se da, segundo Piaget e Szeminska (1975) como sintese de
dois tipos de relagoes: as de ordem e as de classe e suas inter-relagdes. Os autores estudaram a
construcao do conceito de conservagao de quantidades, continuas e descontinuas, analisando a
conservagao do nimero no processo. Avaliaram a presenca da predominancia da percepgao e
da légica como elementos indissociaveis entre a conservagao € a nao-conservagao, como firma
Flavell (1988, p. 318).

Estudaram o estabelecimento de equivaléncia, considerando a correspondéncia termo a
termo entre elementos na compreensao da igualdade numérica.

As pesquisas piagetianas mostraram que no processo da constru¢do do nimero a
crian¢a deve compreender o principio de correspondéncia um a um, contando cada objeto de
um conjunto uma vez ¢ apenas uma vez. Também devem dar-se conta de que apesar de
alteragbes na aparéncia, quantidades continuas ou descontinuas, permanecem idénticas seja

qual for a disposicdo espacial.

46



Segundo Piaget e Szeminska (1975), a invariancia numérica, aquisicao fundamental das
operacOes concretas, ocorre somente quando a crianca ¢ capaz de conceber que uma
quantidade numérica permanece idéntica a si mesma, seja qual for a disposi¢ao espacial das
unidades que a compoem.

Os autores estudaram as relagoes da conservagao da quantidade e as correspondéncias
biunfvocas e reciprocas. Os autores destacam que o desenvolvimento da correspondéncia
biunfvoca constitui-se elemento imprescindivel para a constru¢ao do nimero. Lembram, no
entanto, que quando a correspondéncia termo a termo surge no decorrer da evolugiao da
estrutura numérica, e, embora necessaria, nao é suficiente para a consolida¢ao da mesma. Estao
em jogo os aspectos cardinais e ordinais do numero, podendo estes estar diferenciados e,
mesmo que a crianga estabeleca a correspondéncia termo a termo, isto nao assegura a
invariancia numérica.

Piaget (1993) assinala que pequenos numeros sio acessiveis as crian¢as mais novas em
razao de serem numeros intuitivos correspondentes a figuras perceptivas. Quando solicitamos
que criancas de 4-5 anos aproximadamente, construam uma fileira de fichas brancas com base
em uma fileira ja construida de, por exemplo, 8 fichas verdes, é comum que estas criangas
construam uma fileira de fichas brancas de mesmo tamanho que as das verdes. Estas criangas
nao demonstram preocupag¢dao com o numero de elementos, tampouco com a correspondéncia
termo a termo de cada ficha branca com cada ficha verde.

Os estudos de Piaget neste tipo de tarefa evidenciaram uma forma primitiva de
intui¢do, na qual a crianga avalia a quantidade somente pelo espago ocupado, ou seja, pelos
aspectos perceptuais das colegdes e nao pela analise das relagoes.

A partir de 5 anos, aproximadamente, as criancas tendem a equiparar uma ficha branca
em frente a cada ficha verde e concluem, com base na correspondéncia termo a termo, a
igualdade das colegbes. Ao serem alternadas, porém, as disposi¢oes das fichas, estas criangas
passam a avaliar quantidades desiguais entre as cole¢oes. As criancas mantém a equivaléncia na
medida em que exista a correspondéncia visual, ndo resultando no argumento de conservagao
por correspondéncia logica.

Os referidos autores verificaram a relacdo entre o esquema de correspondéncia ¢ a

conservagao do numero analisando a transi¢do entre a correspondéncia espacial, entendida
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como um tipo de correspondéncia perceptualmente constatavel e a correspondéncia temporal,
na qual a crianga nao tem acesso visual dos elementos a serem correspondidos.

A correspondéncia visual ou espacial evidencia apenas esquemas de a¢dao ligados a
percepgao e nao a esquemas interiorizados como representagao. Igualar quantidades de uma
colecio a outra por correspondéncia termo a termo nao significa que as criangas estejam
considerando aspectos cardinais e ordinais do nimero. Tais aspectos podem se manifestar de
maneira indiferenciada nas a¢des das criangas, conforme exposto na seqiiéncia, a respeito dos
tipos de correspondéncias empregadas pelas criangas.

A correspondéncia denominada temporal, insere-se no quadro da inferéncia
quantitativa e esta diretamente ligada a construg¢do necessaria da conservagiao da igualdade
numérica.

Piaget e Szeminska (1975), a respeito da construgao do nimero destacam tipos de
correspondéncias diferenciadas como esquemas quantitativos em situagoes nas quais as
criangas sao levadas a utilizar a correspondéncia termo a termo.

A primeira delas, “Correspondéncia estitica com objetos hetereogéneos” indica que ¢é a natureza
do material que provoca o estabelecimento da correspondéncia. Exemplifica que, em uma
colecio de pires e xicaras, as criangas farao a correspondéncia conforme o cariter ou
significado utilitario do material, e, baseando-se nesse critério, constituem colegoes
equivalentes. Neste primeiro tipo de correspondéncia, os dados sio fornecidos ao sujeito por
meio da percepgao, ou melhor, prevalecendo os dados perceptuais.

A “correspondéncia estitica com objetos homogéneos” ocorre, ou, ainda, ¢é estabelecida ndo mais
com base no que o material pode provocar. Estabelece-se uma correspondéncia (por exemplo,
entre fichas de cor azul e vermelha) apenas quando o sujeito sente internamente a necessidade
de coordenar relagbes percebidas no espago ocupado pelos objetos dados.

Por fim, a “correspondéncia dindmica” refere-se a troca de um contra um realizada pela
crian¢a. Um exemplo comum ¢ a troca de uma mercadoria por uma moeda que equivale ao seu
pagamento.

Um exemplo de uma situagao de correspondéncia com objetos homogéneos é quando
se d4 uma cole¢ao de fichas iguais para as criancas e se lhes pede que separem tantas das

vermelhas para cada azul separada. No primeiro nivel, as criangas ndo fazem a correspondéncia
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termo a termo para solucionar e, sim, utilizam-se de um esquema que pode ser denominado de
correspondéncia global. Nele, as criangas nao coordenam as duas relagdes fornecidas pelo dado de
percepgao: comprimento da fila e sua densidade, como a distancia de um elemento ao
proximo, e a crianga concebe apenas uma quantidade bruta unidimensional, ficando presa a
dimensao do comprimento. Este nivel também se caracteriza segundo Piaget e Szeminska
(1975), como aquele correspondente ao de imita¢ao da contagem.

No nfvel seguinte, o da correspondéncia intuitiva, igualam-se as duas cole¢oes pelo
emprego espontaneo da correspondéncia termo a termo. A crianga passa a coordenar as
relagoes espaciais de densidade e comprimento, o que lhe permite colocar um elemento da
colecio em face de outro para solucionar o problema proposto. Ela ¢é, entio, denominada
intuitiva, porque ¢ possivel quando o dado perceptivo se apresenta favoravel, ou seja, quando
os objetos das duas cole¢Oes guardam a mesma distancia entre eles ou ocupam o mesmo
comprimento. A crianga deixara de acreditar na igualdade, se transformarmos sua colegao,
deixando elementos de B mais afastados um do outro. Com isso, a coordenagao é rompida,
subordinando-se as ilusGes percebidas.

Para conceber a igualdade, é necessario que a crianga compense a diminui¢ao da
densidade de B (mais espago entre os elementos) com o aumento de seu comprimento. Esta
coordenacio exigira a presenca da reversibilidade operatéria que ainda nao foi construida neste
nivel. Dessa forma, conforme destacado por Rangel (1992), a multiplicagao “densidade x
comprimento” ainda guarda seu carater qualitativo e nao aritmetizado (Rangel, 1992, p. 125).

Ao relacionarmos esta situagdo com a aprendizagem da contagem, observa-se que
mesmo que a crianga ja tenha “aprendido a contar”, neste nivel, ela ndo conseguird empregar
esta aprendizagem como instrumento confiavel para solucionar o problema proposto, como o
de igualar as fichas das duas cole¢des. A crianca consegue resolver o problema pela
correspondéncia termo a termo, mas caso faga a transformacao em B, e se lhe sugere que conte
os elementos das séries, tal instrumento nao lhe vai assegurar necessariamente a compreensao
de que a quantidade de fichas permanece invariavel.

Somente quando a correspondéncia termo a termo, que, no inicio, era qualitativa,
torna-se, entdo, numérica, a numeragao falada atinge o seu real significado e passa a ser

utilizada como instrumento légico. Ao acrescentar um novo elemento a série que estd

49



quantificando, a crianga preocupa-se apenas com a relacido criada em sua mente de colocar
mais um.

Rangel (1992) poe em destaque que:

“...0 espago ocupado entre este elemento e o anterior ndo mais importa na avaliacio da quantidade ,
pois este dado perceptivo ¢ subordinado a esta relagao de colocar mais um , apoiando, deste modo, o sen
Julgamento na acdo transformadora e nao mais no estado aparente (comprimento das filas).” (Rangel,

1992, p.130).

Nesse sentido, a correspondéncia biunivoca e reciproca torna-se fundamental neste
processo. Este fato exemplifica-se na tentativa, por exemplo, de comparar elemento a
elemento de duas cole¢bes. Os estudos de Piaget e Szeminska (1975) evidenciaram como as
criangas conseguem superar correspondéncias espacials e como sio capazes, em um
determinado momento, de colocar, por exemplo, uma “bolinha” em um recipiente todas as
vezes que se coloca uma outra “bolinha” em um recipiente paralelo estabelecendo e
compreendendo a igualdade da quantidade. Este tipo de correspondéncia biunivoca e reciproca
supera, por exemplo, correspondéncias espaciais, mas ainda equivale a uma enumeragio pratica
e nao basta para garantir a conservagao.

A correspondéncia biunivoca deve ser entendida como instrumento de igualizacdo
entre conjuntos, fundamentando as nogdes cardinais. Piaget e Szeminska (1975) admitem a
correspondéncia com base na teoria dos conjuntos, sendo esta primeira um instrumento
bastante primitivo e precoce dentro do desenvolvimento do pensamento espontaneo. A
correspondéncia, neste sentido, estd, sem duvida, implicita no principio da enumeragao verbal,
podendo ser também explicitada dentro das condutas do sujeito com relagio a seus
julgamentos quantitativos.

Analisando situagoes que envolvem a aquisicao da invariancia numérica, Piaget (1993)

explica:

.. Um niimero inteiro é uma colecao de unidades iguais entre si, on seja, uma classe cujas subclasses

se tornam equivalentes pela supressao das qualidades. Mas ao mesmo tempo, ¢ uma série ordenada, on
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melhor, uma seriagao de relagoes de ordem. A dupla natureza de ordinal e cardinal resulta de nma
Jusao dos sistemas de encaixamento e de seriacoes logicas (...) Agora pode-se compreender porque as
corvespondéncias  termo a termo  permanecem intuitivas durante a primeira infancia...” (Piaget,

1993,5.55).

Piaget e Inhelder (1993) completam:
“.. 0 niimero resulta, em primeiro lugar, de uma abstracio das qualidades diferenciais, que tem como
resultado tornar cada elemento individual equivalente a cada wm dos outros: 1 =1 = 1 efe
Estabelecido isto, esses elementos se tornam classificaveis segundo as inclusoes (<): 1 < (1+1) < (1+
1+ 1) ete. Mas sao, ao mesmo tempo, seridveis (—) e o zinico meio de distingui-los e de nao contar
dnas vezes o mesmo elemento nessas inclusoes ¢ serid-los (no espago ou no tempo): 1 — 1 —1 ete. O

niimero aparece assim como se constituisse simplesmente uma sintese da seriacao e da inclusao { [ (1)

— 1] = 1} — ete..” (Piaget e Inbelder, 1993, p.90).

Os estudos de Piaget e Szeminska (1975) assinalam que a numeragao falada constitui-se
num instrumento util a consolidagao do numero. A este respeito, Gréco e Morf (1962)
examinam a posicio das nocdes numéricas em relacdo as nog¢oes quantitativas e a
correspondéncia biunfvoca, buscando analisar a aquisicio e conexidade na sequiéncia dos
primeiros nimeros inteiros em criangas.

Moro (1998) reiterando a analise destes autores destaca alguns resultados significativos.
Primeiramente destaca o aspecto ligado a natureza pré-operatéria (qualitativo/figurativa) dos
pré-numeros, a partir de cole¢des iguais compostas por correspondéncia biunfvoca, sob as
quais as criangas compreendem igualdades numéricas, antes da conservagiao de quantidades.
Essas igualdades, porém, conforme lembrado pela referida autora sdo entendidas como
aquisi¢ao das quotidades.

A autora expoe o que Gréco e Morf (1962) analisaram a respeito da aquisi¢ao da

referida nocao:
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“A nogao de quotidade tem um significado além do aspecto serial da numeracao (sua dimensao serial),
porque esses aspecto, inerente a agao de enumerar, determina classes de equivaléncia numérica, antes da
constituicdo operatoria de invariantes quantitativos. E uma nogdo que tem status cardinal, mas quasi-
numérico porque ainda nao tem o sistema de encaixes. 1.ogo, a quotidade possui ja certos aspectos
Sfundamentais ao niimero e é etapa operacional da construgdo ativa das estruturas numeéricas, dado que
se trata de uma conservacio de quotidade (...) dessa perspectiva, a idéia de quotidade ¢ vista como
passagem para a de quantidade numérica on para a idéia de niimero, a crianga admite a ignaldade de
colegies, atribuindo-lhes um numeral, mas este tem o cardter de denominador das colecoes, sem haver a

conservagao das quantidades numéricas, propriamente ditas” (Moro, 1998, p.4-5).

Moro (2001) assinala que a correspondéncia biunivoca é um esquema poderoso que, a0
lado da contagem, traz a conservacao de quotidades como fase da construgao numérica (Moro,
2001, p.7). Como fase da constru¢ao numérica, a quotidade implica na atribuicio do numeral
com carater de denominador das coleces e, ainda nao, de numerador.

Os estudos de Gréco e Morf (1962), a respeito das estruturas numéricas elementares,
apontam o desenvolvimento do esquema de correspondéncia termo a termo e a
correspondéncia um para muitos como esquemas invariantes basicos para lidar com situagdes
promotoras do raciocinio multiplicativo. Estudaram a correspondéncia termo a termo como
esquema importante e presente na consolida¢ao do nimero operatério.

Nunes e Bryant (1997) alertaram para a precocidade com que aparecem nas criangas os
pontos de partida para a compreensao de conceitos como a multiplicagio e a divisdo. As
primeiras idéias das criangas sobre multiplicagio vém, segundo os referidos autores, do
desenvolvimento do esquema de correspondéncia. Os autores assinalam que a compreensao da
correspondéncia termo a termo capacita as criangas no desenvolvimento de outros esquemas
quantitativos, como o das correspondéncia de um para muitos. Tais esquemas quantitativos
sao basicos para a apropriagio, por exemplo, das relacdes multiplicativas e mereceriam
compreensao conceitual por parte dos professores.

Segundo Nunes e Bryant (1997) as situagdes que envolvem raciocinio multiplicativo
nao referem-se apenas a agoes de unir e separar e destacam, por exemplo, a correspondéncia

um para muitos como situa¢ao multiplicativa.
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Analisando a composi¢ao das relagdes de equivaléncia, Piaget e Szeminska (1975)
mostram que as criangas podem efetuar a correspondéncia termo a termo entre duas colegoes,
apoiadas em caracteristicas perceptivas, € nao com base na equivaléncia duravel. Nesse caso,
constatam intuitivamente, sem chegar a compor operatoriamente.

Os autores apontam as fases de composigao de relagdes de equivaléncia, afirmando que
criangas capazes de compor equivaléncias compreendem, apoiadas na logica e ndo na intuigao,
relagdes de correspondéncia multiplicativa. Substituindo o intuitivo pelo modo operatorio,
constata-se a composi¢ao multiplicativa.

Se correspondéncia termo a termo constitui um esquema importante na aquisi¢ao das
estruturas aritméticas, como as que envolvem situagées multiplicativas, outro tipo de esquema,
como o da correspondéncia um para muitos entre dois conjuntos torna-se um tipo de
correspondéncia também necessiria para a progressio da multiplicagao. Este tipo de
correspondéncia torna-se basico para um novo conceito: o de propor¢ao.

O desafio imposto as criangas em situagdes que envolvem conceito de proporg¢ao é o
de manter constante a diferenca entre dois conjuntos.

Nunes e Bryant (1997) assinalam que o esquema de correspondéncia um para muitos é
o fator invariavel da situacao, diferenciando-se substancialmente do tipo de invariavel presente

no raciocinio aditivo e completam:

“.agdes efetnadas para manter uma proporedo invariavel nao sao unir/ separar, mas replicacao (...) e
sen inverso. Replicacdo ndo é como unir, em que qualquer quantidade pode ser acrescentada a um
conjunto. Replicagio envolve somar a cada conjunto a unidade correspondente para o conjunto de modo
que a correspondéncia invariavel um para muitos seja mantida. Por exemplo, na relagao “nm carro
tem quatro rodas”, a unidade a ser considerada no conjunto de carros ¢ uma, enquanto a unidade no
conjunto de rodas é uma unidade composta de quatro rodas. O inverso de replicar ¢ remover unidades
corvespondentes de cada conjunto. Se removemos um carro devemos remover quatro rodas, a fim de

manter a proporgdo 1: 4 entre carros e rodas” (Nunes ¢ Bryant, 1997, p. 143-144).

Em sintese, as situagdes de correspondéncia um para muitos envolvem o

desenvolvimento de dois novos sentidos de numero: o da propor¢ao, conforme explicado
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anteriormente e o do fator escalar, que se refere ao numero de replicagbes aplicadas a ambos
conjuntos mantendo a propor¢ao constante. Cabe destacar que nenhum destes sentidos se
relaciona ao tamanho do conjunto, ou seja, a propor¢io e o fator escalar permanecem
constantes mesmo quando o tamanho varia (Nunes e Bryant, 1997).

Problemas aritméticos, do tipo produto cartesiano, como os aplicados nesta pesquisa
implicam, por exemplo, a utilizagio e o dominio de correspondéncia termo a termo, assim
como o da correspondéncia um para muitos como esquemas de a¢io que auxiliam na solugao e
no calculo de problemas multiplicativos.

Vimos como os esquemas de correspondéncia (termo a termo € um para muitos)
desempenham papel fundamental para a constru¢io do numero, mas a consolidacdo de tal
construcao implica, sobretudo, sintese reciproca das duas estruturas logicas: a da classificacdo e
a da seriagao.

A sintese entre relacOes simétricas (estrutura de classificacao) e assimétricas (estrutura
de seriagao) é que legitima o desenvolvimento da estrutura numérica. Isto leva Piaget e
Szeminska (1975) a fundarem sua hipdtese, com relagdo a correspondéncia, nao como
elemento central, porém como instrumento implicito na construgao da prépria estrutura.

Considera-se importante que se investigue o processo de abstragdo em tarefas de
solucao de problemas no sentido de auxiliar o professor das séries iniciais a compreender a
riqueza e diversidade no desenvolvimento da conceitualizagao das operagoes aritméticas, em
especial, a da multiplicacio.

Na perspectiva piagetiana, a pratica docente dos professores deve estar comprometida
primeiramente com um estudo aprofundado de como o sujeito constréi conhecimento;
considerando o funcionamento cognitivo, a trajetoria de construgao das estruturas e o saber

inicial do aluno em relagdo a contetdos voltados a multiplicagdao organizados na escola.
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CAPITULO III

REVISAO DA LITERATURA - SOLUCAO DE PROBLEMAS E
MULTIPLICACAO NAS SERIES INICIAIS DO ENSINO
FUNDAMENTAL

A literatura especializada, tanto nacional quanto internacional, tem enfocado a
importancia da solu¢iao de problemas como principio de referéncia as aprendizagens escolares
no campo da Matematica. Autores como De Corte e Verschaffel (1987), Greer, (1992); Pozo et
al. (1994), Vergnaud (1991), entre outros, tém sido referéncia basica para as discussdes sobre
este tema.

A revisao bibliografica, referente as investigagoes produzidas nos ultimos anos e que
ora se apresenta neste capitulo, esta direcionada a dois aspectos distintos, porém
complementares: os trabalhos de pesquisa publicados acerca dos processos psicologicos que
envolvem a solu¢ao de problemas, seja na abordagem desenvolvimentalista, seja na abordagem
do processamento de informagao, e as publicagdes que procuraram delinear os conceitos que

giram em torno da operagdao da multiplicagdo.



3.1 Panorama geral sobre solugdo de problemas

A bibliografia especializada tem apontado, como no caso dos trabalhos de Pozo et al.
(1994), a solugao de problemas aritméticos como elemento norteador das atividades escolares.
Seria esperado que essa idéia pudesse estar refletida em praticas didaticas, a luz dos estudos e
pesquisas da Psicologia, especialmente sobre processos cognitivos como modelos explicativos
da formaciao de conhecimento do sujeito.

Pozo et al. (1994) chegam a afirmar que a solugdao de problemas pode constituir, além
de um conteudo escolar, uma maneira de conceber as atividades educacionais. Defendem a
idéia de que aprende-se a solucionar problemas e solucionam-se problemas para aprender, seja
na Matematica, nas Ciéncias Exatas e nas Ciéncias Humanas (Pozo et al.,1994, p.15).

A opgao por uma determinada concepg¢ao psicolégica como marco de referéncia para a
acao docente na educacgao de criangas e adolescentes ¢ fundamental para educadores e deveria
manter ligacdo direta entre aqueles que se dedicam ao trabalho de pesquisa e os que estao
engajados nas atividades de sala de aula. A atividade docente pode ser beneficiada se o
educador procurar estar atento para estudos e pesquisas realizadas na esfera nacional e
internacional e atualizado quanto a teorias sobre os processos de aprendizagem.

O panorama de pesquisa sobre solu¢ao de problemas ¢é bastante amplo e ndo ¢é possivel
no quadro de uma tese, um maior aprofundamento do que ora se apresenta, para contemplar
todos os elementos conceituais que envolvem esta tematica. Trataremos, porém, deste tema
recorrendo a estudos ja realizados nesta diregao, mas de forma abreviada.

Desde os estudos de Polya (1981) e suas respectivas publicagoes, destacando as fases
da solucao de problemas, o interesse pelo processo de solu¢ao de problemas tem chamado a
atencao de pesquisadores voltados a educagdo matematica. A definicio sobre soluciao de
problemas tem sido amplamente discutida e varios autores como Gagné (1974); Krutetskii
(1976); Klausmeier (1977) apresentam diferentes conceitos para esta atividade.

Para Lester (apud Pozo et al., 1994), a defini¢ao classica de problema refere-se a uma
situagao que o sujeito queira ou precise resolver e cujo o caminho nao esta disponivel de forma
rapida e direta de modo que o conduza a solugio.

Brito (2000) assinala que a solu¢ao de problemas refere-se a um
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“..processo cognitivo que visa transformar uma dada situagdo em uma situagdo dirigida a um objetivo,
quando um método dbvio de solucao nao estd disponivel para o sujeito que vai solucionar o problema.
A solugao de problemas apresenta quatro caracteristicas bdsicas: é cognitiva, ¢ um processo, é dirigida

a umt objetivo e € pessoal, pois depende do conbecimento prévio do individuo.” (Brito, 2000, p. 6)

Para Gagné (1974), solucionar problemas esta ligado a um tipo de atividade de alto
nfvel de aprendizagem do sujeito, o qual se vale dos principios aprendidos, possibilitando a
elaboragao de novos principios.

Gagné (apud Brito, 2000) destaca a existéncia de 3 fases no processo de solugao de
problemas. A primeira delas refere-se a tradugao da proposicao verbal a expressao numérica, a
segunda diz respeito a operar cognitivamente de modo a modificar a expressao e, por fim, a
fase de validacido da solucio.

Na visao de Krutetskii (19706), a solu¢ao de problemas refere-se ao processo cognitivo
pelo qual o sujeito recorre aos conceitos aprendidos a fim de elaborar uma estratégia que vise
encontrar uma resposta adequada. Para o autor, a solu¢do de problemas implica
aperfeicoamento de esquemas existentes na estrutura cognitiva do sujeito. Lembra ainda o
mesmo autor que os sujeitos apresentam aquilo que se pode chamar de “estado de prontidao”
para executar uma atividade que envolva solugiao de problemas matematicos. As habilidades e
as condigoes psicoldgicas sao fatores favoraveis para que se realize com éxito a atividade de
solu¢ao de problemas.

Brito (2000) destaca a descricio de estagios apontados por Krutetskii (1976) como
basicos para a atividade cognitiva dos sujeitos ao solucionarem problemas matematicos. Os
estagios indicam que o aluno precisa abstrair, reter a informag¢do matematica, em seguida,
processar matematicamente as informacdes obtidas e reter a informa¢do matematica que foi
processada anteriormente.

Klausmeier (1977) indica que o processo de solucio de problemas esta ligado a uma
ordem das operagoes executadas pelos sujeitos, do que resulta falarmos da existéncia de uma
sequéncia de operagoes. A seqiéncia pode se apresentar distintamente entre si, mas a ordem
das operagoes, segundo o autor, é executada de maneira semelhante na tarefa de solugao de

problemas.
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Mayer (apud Pozo et al., 1994) afirma que o processo de solu¢ao de problemas implica
compreensao e tradug¢do por parte do sujeito a uma série de expressdes e simbolos
matematicos. Apos a compreensio e tradugdo, o sujeito passa a programar estratégias que
estabelecam diferentes submetas, a fim de que, com base em algumas técnicas, chegue a
solugao. Segundo Mayer (apud Pozo et al., 1994), o processo de resolu¢io de um problema
matematico pode ser assim organizado: estagio (problema) » traducdo (baseando-se no
conhecimento lingiifstico/semantico/ esquematico) » solucio (baseado no conhecimento
operativo e estratégico) P> resposta.

A solugiao de problemas como lembram Pozo et al. (1994) deve ser entendida como
um “continuum educacional”. Exige tratamento dinamico, tanto por parte dos professores que
os propdem como dos alunos que os executam. B preciso compreender que a solucio de
problemas nao deve ser confundida como uma atividade de simples exercitagao repetitiva que
envolve relacdes quantitativas.

O contetdo matematico, por meio da solucao de problemas, deve ser entendido como
uma forma de linguagem que favore¢a o desenvolvimento de uma série de conceitos
fundamentais e de forma articulada, a fim de instrumentalizar o sujeito para a vida e o
desenvolvimento do raciocinio.

Um aspecto de grande importancia, destacado por Vergnaud (1997), ou seja, a solucido
de problemas, nido constitui apreensiao de algumas regras para elaboragido e éxito na solugdao do
problema e, sim, constitui-se como uma das situagdes mais genuinas para a formagao de
conceitos e desencadeamento de teoremas em ato, o qual vem a ser um invariante relacional
importante dentro dos principios tedricos do referido autor.

Uma das recomendac¢oes de autores norte-americanos, na década de 80, do National
Council of Teachers of Mathematics (NCTM) punha em destaque a importancia a ser dada a
solu¢do de problemas matematicos, sendo este o foco central do processo ensino-
aprendizagem da Matematica. As avaliagbes do desempenho escolar em Matematica,
entretanto, tém mostrado o baixo rendimento dos alunos obtido na solugao de problemas.

A este respeito, o documento dos Parametros Curriculares da Matematica do
Ministério da Educagio e do Desporto (MEC/1997) afirmava que as orientagdes dadas a
professores a respeito da abordagem de conceitos e métodos na perspectiva da solugdao de

problemas era pouco conhecida no ambito escolar.
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Por via de regra, a solucio de problemas ¢é entendida como uma tarefa escolar,
tipicamente matematica, ou seja, envolve relagdes quantitativas e serve para a aplicabilidade de
técnicas operatorias do tipo algoritmicas.

Para Pozo et al. (1994), o ensino baseado na solugao de problemas implica dominio de
procedimentos dos alunos, assim como a utilizagao dos conhecimentos disponiveis, a fim de
que eles déem resposta a situagoes variadas e diferentes.

Os estudos de De Corte e Verschaffel (1987) apontam o fato de que a estrutura
semantica do enunciado verbal de problemas aritméticos é fator determinante para o bom
desempenho dos sujeitos.

a1

Alves (1999) completa a informacio, dizendo que “..na solugao de problemas matemaiticos,
apds a compreensdo do enunciado verbal o sujeito elabora uma representagio da sitnagao analisada. Um dos
fatores responsdveis pela representacao correta de um problema é a leitura correta de sen enunciado.” (Alpes,
1999, p.9).

Observa-se que, muitas vezes, os alunos ja apresentam dificuldades na solugao de
problemas por motivo de falhas e incorre¢oes no momento da leitura dos enunciados. A
interven¢ao do professor para a solugido de problemas matematicos deveria contemplar este
aspecto com maior apuro durante a realizagao da atividade pelo aluno.

Brito (2000) ressalta o valor e o papel das habilidades verbais e matematicas para a
solucdo de problemas. As primeiras, referem-se a compreensio do enredo da situagio-
problema e a outra classe de habilidades contempla o arcabougo légico das relagdes a serem
estabelecidas pelo sujeito para a compreensao da estrutura do problema.

Sabe-se que nao ha uma defini¢do consensual sobre solugio de problemas, pois esta
depende da visao epistemoldgica e psicolégica que se tem sobre o objeto em questao.

Os problemas aritméticos comumente propostos na escola apresentam um enunciado a
ser resolvido. No enunciado, a informac¢ao dada tem carater quantitativo, expressa relagoes de
natureza quantitativa e uma pergunta que pede ao aluno determinar uma ou varias quantidades
ou relacbes entre quantidades.

Puig Espinosa e Cerdan Perez (1988) defendem a idéia de que um problema aritmético
val além desta concepgdo escolar e o definem como uma atividade que requer sempre
conceitos, conhecimentos ou recursos nao estritamente aritméticos dos contextos que

aparecem no enunciado, além de que estes nao sejam decisivos no momento de solugio.
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Com base nesta idéia, podemos dizer que a solugao de problemas passa a ser uma
atividade que da lugar a producao de conhecimento, integrando também a sua faceta como
atividade de aplicabilidade dos conhecimentos adquiridos pelos sujeitos a situagoes novas e até
mesmo nao familiares.

Um problema matematico de enunciado verbal é uma situacdo que demanda a
realizagdo de uma sequiéncia de agdes e simultaneamente o desencadeamento de operagoes
para obtenc¢ao de um resultado. Para o sujeito que resolve um problema matematico, a solugao
pode nio estar disponivel de inicio. F aceitavel, no entanto, que esta seja construida.

Tomando a perspectiva de Vergnaud, é preciso que a tarefa de solugdo de problemas
matematicos venha acompanhada da elaboragao de situacdes que provoquem mobilizag¢ao de
conhecimentos pelo aluno, levando-o a elabora¢io de esquemas de agio, propiciando novos
saberes.

Ao contrario de alguns modelos pedagdgicos, como aqueles que se baseiam em
modelos epistemologicos eminentemente empiristas, um problema matematico nao ¢ atividade
mecanica de aplicagdo de férmulas, mas uma situagdo que leve os alunos a interpretagao do
enunciado em busca de planificagao da resposta a ser dada.

A constru¢ao de um conceito nio se da somente pelo fato de o aluno buscar uma
resposta ao problema enunciado. E preciso que a crianca construa um campo de conceitos os
quais passam a ter sentido num campo de problemas. Cabe lembrar que um conceito
matematico se constréi articulado com outros conceitos, por meio de uma série de retificagdes
e generaliza¢Oes realizadas pelo sujeito.

Tal como anunciado pelos PCNs (1997), a solugao de problemas constitui o contexto
apropriado para a aprendizagem de conceitos, procedimentos e atitudes ligadas ao

conhecimento matematico das criancgas.

3.2 A estrutura multiplicativa como operacio e os tipos de problemas de enunciado

A operacao da multiplicagdo pode ser entendida como uma operagao aritmética entre
numeros naturais, cujo ponto de partida sio dois nimeros, e o de chegada, um nimero
distinto dos anteriores. Registra-se uma transformacao dos primeiros sobre o ultimo ndimero.

Dizemos, entao que se refere ao conjunto “N x N de pares ordenados de nimeros naturais e
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o proprio conjunto N (Maza ,1991a). Tal enunciado pode ser expressado por :

NxN— N ou (53) — 15

E ¢ nesta concepgao de multiplicagdo que a caracterizamos como uma operagao
binaria. Podemos, no entanto, interpreta-la como uma operagao unitaria quando os dois

numeros da operagao tém papéis distintos, como expressado por:

x3
N — N
5—15

Esta ambigtiidade do conceito de multiplicagao traz, do ponto de vista pedagdgico uma
série de equivocos de natureza conceitual no trabalho dos professores ao objetivarem o ensino
desta operagdo aos alunos na escola. De modo geral, como operagao unitaria, a multiplicagdo ¢é
entendida como uma operagao na qual se tem uma quantidade (multiplicando) transformada
por outra quantidade (multiplicador), a qual sinaliza o nimero de vezes que a primeira
quantidade deve repetir.

Esta analise da estrutura geral da multiplicacio permite-nos dizer que, do ponto de
vista matematico, deve essa operacao ser entendida como uma operagao binaria, mas do ponto
de vista pedagdgico, do comego de sua aprendizagem pelo sujeito, é pensada como operagao
unitaria.

Outro aspecto a ser lembrado ¢ o fato de considerar-se a operacao da multiplicacao na
qualidade de atividade que envolve problemas de enunciado. Trata-se de evidenciar que o tipo
ou melhor, a classificacio dos problemas multiplicativos, quando devidamente trabalhados
pelos professores, podem auxiliar na construcao desta operacdo. Sabe-se que os tipos de
problemas de multiplica¢ao implicam distintos niveis de dificuldade por parte do sujeito que os
resolve.

Os estudos de Vergnaud (1991), de Busquets (1997), bem como os de Maza (1991a,
1995) evidenciaram que, de acordo com o tipo e a posi¢ao da incégnita do problema, os alunos
tendem a apresentar maior ou pior €xito na busca da solugao. Isto evidencia que um tipo de

problema leva o sujeito a elaborar de forma distinta a analise, a representa¢do e a execugao dos
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dados do problema. Da mesma forma, esses estudos apontam o fato de que os conhecimentos
empregados em um ou outro tipo de problema sio diferentes e permitem desenvolver um
tratamento com relagao a multiplicagdo, como operagoes mais flexiveis e de maior amplitude
conceitual.

Sabe-se que os problemas de multiplicagao podem ser classificados como problemas de
isomorfismo de medidas ou de produto cartesiano. Os problemas de multiplicacdo, entretanto,
tem sido solucionados por meio da énfase na estratégia de somas repetidas. Este tipo de
estratégia pode ser aplicado em diferentes tipos de problemas multiplicativos em fungao de
serem problemas do tipo: a) razdo, b) combinagio, c) comparagao e d) conversio (Maza,
1991).

Os problemas de razio - sao aqueles que apresentam uma quantidade de elementos, por
exemplo, 4 balas, envolvendo uma razao entre duas quantidades, como R$ 1,00 por bala.
Nesse tipo de problema, as quantidades de uma magnitude podem se chamar de “quantidades
extensivas” (E) e de “quantidades intensivas” (I) quando estas se referem a razio de uma
quantidade em fungao da unidade de outra magnitude. Esta relacao pode ser melhor entendida
quando se dispoe de uma quantidade inicial que vai se modificando na medida em que se
repete um determinado nimero de vezes. Nos problemas de razao, a estratégia de solugdo esta
ligada ao fato de se repetir a quantidade intensiva segundo o numero da quantidade extensiva.
Os problemas do tipo razao referem-se a um modelo de operagao unitaria da multiplicagao e
também podem ser expressados por “E x1=E”.

Os problemas de combinagio - sio aqueles que levam a combinac¢ao dos elementos de cada
um dos conjuntos dos dados iniciais apresentados na situagao-problema. Os problemas do tipo
combinagdo nao sao, a primeira vista, tal como os de razio, tao facilmente resolvidos por
somas repetidas, pois requerem uma nova concep¢ao, ou seja, a noc¢ao da operagao
combinatéria. No caso dos problemas do tipo combinagido, a estrutura pode ser expressada
por “ E x E= E”, o que significa que, ao dispormos duas quantidades iniciais, ambas devem
ser consideradas simultaneamente para que se consiga resolver o problema. Neste caso, a
multiplicagao é concebida como uma operagao binaria.

Os problemas de comparacao - a estrutura dos problemas de comparacio refere-se a
repeticao da quantidade extensiva segundo o numero da quantidade intensiva, o que pode ser

expressado por “E x I = E”. Tal como descrito acima, tal estrutura mantém similaridades com
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a estrutura dos problemas do tipo razao. A seguinte situagido-problema expressa o tipo de
problema de compara¢iao: “Um brinquedo de pecas para fazer constru¢oes custa R$20,00 e
um outro brinquedo que contém mais pegas de montar custa 3 vezes mais. Quanto precisaria
pagar para comprar o segundo brinquedo?”

Nesta situagao, o nimero 3 representa quanto o brinquedo com mais pecas ¢ supetior
ao brinquedo com menos pegas. Diferentemente dos problemas de razio, os problemas de
comparagao apresentam em sua estrutura um termo comparativo denominado “quantificador”.
E ¢ exatamente ao lidar com a diferenca existente entre a razdo e o quantificador que pode-se
observar a dificuldade das criangas. Isto merece estudos aprofundados para se verificar o grau
de complexidade da solucio e a propria compreensiao do problema.

Os problemas de conversio - sio aqueles que apresentam questoes fisicas de conversio de
medidas e geralmente trabalhadas somente em nivel de séries mais avancadas do final do
Ensino Fundamental e Ensino Médio. Os problemas de conversao, porém, também podem ser
solucionados por somas repetidas, o que nos confirma ser essa a estratégia mais freqiiente e ao
alcance dos alunos para a solucionar problemas multiplicativos. A estrutura dos problemas de
conversao pode ser expressada por: “I x I=17.

Os problemas de razao sao mais simples de resolver que os de combinagdo, em func¢ao
da estrutura conceitual implicita nestes ultimos. Aqueles primeiros guardam, ainda,
similaridades estruturais com os problemas do tipo comparagdo. Para que os alunos consigam
uma unificagao conceitual da multiplicagao, é preciso que se estabeleca na pratica pedagogica
dos professores um entrelacamento didatico entre os tipos de problemas multiplicativos,
possibilitando aos alunos a descoberta de que as diferentes formas de solucionar um problema
desta natureza correspondem, ao final, a uma solug¢ao ligada a operagao da multiplicagao.

Greer (1992) realizou uma revisao da literatura a respeito dos modelos de situagoes que
envolvem a compreensio da multiplicagao e da divisao. Ressalta o autor que a existéncia das
diversas aplicacOes utilizadas pelo ensino para a aprendizagem da multiplicagdao e da divisao
resulta de estudos e pesquisas bastante complexas no campo da Psicologia a respeito da
formacdo de conceitos matematicos, em especial, sobre a solu¢ao de problemas. O autor
buscou evidenciar a complexidade psicolégica subjacente a uma suposta simplicidade
matematica que muitos professores tentam ensinar aos seus alunos quando submetidos a

tarefas que envolvem problemas verbais de enunciado. Em particular, esta complexidade é
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manifestada quando as operagdes nio sio s6 consideradas do ponto de vista computacional,
mas como modelos de situagoes para a compreensao e dominio da operagao de multiplicagao.

As classes mais importantes de problemas de multiplicacdao por diferentes perspectivas
tedricas, segundo o autor incluem: a) “grupos e medidas idénticas”; b) “razao e propor¢ao”; c)
“medidas de conversao”; d) “multiplicacio-comparacao”; e) “multiplicacio-conversao”; f)
“produto cartesiano” g) “area retangular’’; h) “ produto de medidas”.

As distingbes entre classes de situagdes que envolvem a multiplicagdo e a divisao
remetem-nos a discussio do tratamento pedagdgico dado nas escolas sobre estas operagoes.

Segundo Greer (1992) as diferentes classes de problemas de multiplicagdo e divisao
refletem algumas indicagdes pedagogicas que giram em torno da elabora¢do de uma variedade
de representagcdes externas a fim de tornar a solucao dos alunos efetiva em relagao a
diversidade de situagdes de multiplica¢do e divisao existentes.

As representagoes graficas mais usuais para situagdes que envolvem a multiplicagao por
meio do produto cartesiano pode ser expressado, por exemplo, na figura 2. Esta ilustracao
representa uma das varias maneiras de solucionar no plano da representacao grafica, as 12
possibilidades de combinagao dos elementos de um conjunto de 3 elementos e um conjunto de

4 elementos.

Figura 2 — Representacdo grafica indicando um dos varios caminhos
para representar as 12 possiveis combinag¢des de elementos entre um
grupo de 3 elementos e um grupo de 4 elementos Greer (1992, p.281)

Na figura 3 temos a representagdao ilustrada, ou melhor, desenhada do produto
cartesiano entre os elementos dos conjuntos dados da situagao-problema referente ao

conjuntos de 4 camisas e 3 bermudas.
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Figura 3 — Representacio ilustrada do Produto Cartesiano
(Greer,1992, p. 281)

Dois outros tipos de representagao também sao destacados por Maza (1991b). O
primeiro deles refere-se ao diagrama de Venn (figura 4) como uma boa maneira de representar

o conjunto de combinagdes entre todos os elementos do primeiro conjunto com todos do

segundo conjunto.

Figura 4 — Representagio grafica por meio do diagrama de
Venn para a solugdo de um problema multiplicativo
(Maza,1991b, p.59)

O diagrama de arvore (figura 5) também mostra a combinacdo possivel entre os
elementos de ambos os conjuntos e ¢ utilizado em livros didaticos como forma mais abstrata
de representacdo para a solugdo de problemas de analise combinatéria. Este tipo de

representagdo permitiria aos sujeitos aplicar tal diagrama a qualquer outro contexto em que

apare¢cam problemas multiplicativos de produto cartesiano.
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Figura 5 — Representacdo grafica por meio do diagrama de arvore para
a solucio de um problema multiplicativo (Maza, 1991b, p.60)

Outros tipos de representa¢ao grafica sobre multiplicacao e divisdo sao empregados na

aprendizagem destas operacdes. A figura 6, por exemplo, representa a ilustragao de um modelo

de nimeros em linha para a representagao de cada multiplicacdo ou, ainda, a divisao por cotas.

fl —e

XY

R B B LA (R

Figura 6 — Modelo de numeros em linha para representar cada multiplicagdo
ou divisao em cotas (Greer, 1992, p.281)

A figura 7 mostra por sua vez, a representacao da divisao partitiva de 12 objetos:

Figura 7 — Representacio grafica por meio da divisdo partitiva de 12 objetos
para 4 grupos (Greer, 1992, p.281)
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A figura 8 ilustra a representacdo tradicional para o produto de duas fra¢oes, como por

exemplo '/3 . '/4a=1/12.

| |
Figura 8 — Ilustragdo de uma represreritagio tradicional para o produto de
duas fragGes (Greer, 1992, p. 281)

Segundo Greer (1992), dois pontos podem ser destacados a respeito destas
representagoes: 1) elas representam facilmente os conjuntos de objetos; 2) a referéncia
conceitual e o calculo sdo aspectos dinamicos a serem contemplados nestas representacoes e
podem ser muito mais poderosos que qualquer representacao estatica sobre a multiplicacdo.

E importante perceber que o modo pelo qual uma situacio é interpretada pelo aluno
nao ¢ inerente a situagao, pois depende da propria estrutura conceitual do estudante sobre um
determinado conteddo matematico em questdo. As representagcbes graficas nao sao,
evidentemente, instrumentos estaticos de conhecimento utilizados pelos professores. A
construgao de representagoes graficas em solucdao de problemas é bastante complexa e implica
diversos processos, como a construcio de dados relevantes, o estabelecimento de relagoes
entre as quantidades e as ag¢oes a serem executadas, a compara¢ao dos resultados obtidos, entre
outros aspectos.

Ao longo dos ultimos anos encontramos um grande conjunto de estudos que tém
procurado evidenciar qual ¢ a origem dos erros dos alunos ao elegeram inadequadamente uma
operagao para solucionar um problema matematico, assim como investigaram os fatores que
interferem na escolha adequada da operagao a ser realizada.

A compreensao em leitura e o desenvolvimento conceitual sobre a operacio em

questdo sao alguns dos fatores descritos como intervenientes para a escolha adequada da
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operagdo na solugao de problemas. Os dados do enunciado ligados ao contexto, a
familiaridade dos alunos com os termos e o tamanho dos nimeros também foram apontados
pela literatura como fatores importantes.

Outro conjunto de fatores tem sido estudado, os quais parecem influenciar de maneira
dependente na decisao do sujeito em tarefas de solugao de problemas. Sao eles: a) os modelos
intuitivos que o sujeito possui de cada operagdo; b) os tipos de nimeros, especialmente as
diferengas entre realizar problemas com nimeros naturais ou numeros decimais; ¢) a estrutura
semantica do problema; d) as preferéncias numéricas com relacao ao tamanho dos numeros.

Desde a década de 80, pesquisadores como Fischbein et al. (1985); Greer (1992); Bell
(1989) tém centrado sua atencio em como estudantes do Ensino Médio solucionavam
problemas envolvendo numeros decimais. Os autores evidenciaram que um mesmo tipo de
problema de estrutura multiplicativa contendo numeros decimais e um outro contendo
numeros naturais apresentavam por parte dos alunos a eleicao e o calculo de operagoes
distintas. Para um problema de multiplicacdo, quando se apresentavam nimeros decimais, os
alunos escolhiam a operacao da divisao como forma de solugao para o problema, ao passo que,
para o mesmo tipo de problema com nimeros naturais, os alunos escolhiam, acertadamente, a
operag¢ao da multiplicagdo para resolver a situagao.

Os alunos demonstravam estar pautados nos numeros decimais contidos no problema
como numeros que deveriam resultar em um numero ainda menor e, por isso, utilizavam a
operagao da divisao para tornar os nimeros do problema ainda menores. Cabe, no entanto,
ressaltar, conforme lembrados por aqueles pesquisadores, que esta idéia é correta entre os
naturais, mas nao se aplica aos nimeros decimais quando se consideram decimais menores que
a unidade (Maza, 1991b).

Estes resultados permitiram a elaboragdo da hipétese de que os alunos tém crengas
prévias quando enfrentam situagdes que envolvem numeros decimais, como é o caso de
acreditar que a multiplicagao ¢ uma opera¢io que produz sempre um resultado maior que
qualquer um dos dois fatores da operagdao ou ainda, que a divisdo sempre produz um nimero
menor e s6 ¢ possivel quando o dividendo é maior que o divisor.

Estes conceitos prévios dos alunos foi detalhadamente estudada por Fischbein e outros

(1985) e denominada de “modelos intuitivos ou implicitos”. Segundo estes autores (apud
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Maza, 1991b) os modelos dos alunos em solugao de problemas estao ligados ao fato de que:

“Cada operacio fundamental de aritmética fica ligada a um implicito, inconsciente e primitivo modelo
intuitivo. A identificagio da operagao necessdria para resolver um problema com dois dados numericos
temr Iugar nao diretamente; e sim mediatizado pelo modelo. O modelo impée suas proprias restricoes no

processo de busca” (Maza, 19910, p. 43).

O modelo intuitivo da multiplicagao seria entdo o das somas repetidas e talvez por isso,
os alunos tendem a crer que a multiplicagdo sempre resulta no acréscimo da quantidade, pois
estao pautados na idéia de repeticao de um numero tantas vezes quantas se indica no outro
numero.

Os alunos apresentam menor dificuldade quando o multiplicando é um decimal; porém
quando o decimal ocupa o papel do multiplicador, as dificuldades sio enormemente
crescentes. Tal fato evidenciou, segundo os referidos autores, a idéia de que a soma repetida é
um modelo intuitivo bastante poderoso e viavel com forma de solu¢io para problemas
multiplicativos entre os alunos.

Segundo Bell e Greer, et al. (1989) o modelo intuitivo é aplicavel em situagdes simples
nas quais um nimero ou medida é reproduzida varias vezes. Em situa¢des mais complexas,
porém, (nimeros maiores ou nimeros decimais), a utilizacdo do modelo de adi¢bes repetidas,
implicita para a multiplicagao, impd&e constrangimento quanto a compreensao do sujeito e cria
dificuldade para solucionar o problema.

Assim, a teoria de modelos intuitivos estaria aberta para a critica de que estes dao conta
da solugao por meio das somas sucessivas entre as quantidade do problema, mas o mesmo
modelo nio pode ser estendido quando se trata de operar com nimeros decimais.

Com base nesta critica, outro fator a ser destacado refere-se as preferéncias numéricas
dos alunos. Bell et al. (1989) enfatizam que realizar um problema no qual se proponha a
divisao de “4 :12” apresenta menos ¢xito do que problemas cuja divisao fosse a de “12: 4. Os
autores acreditam que ha um pre-conceito de que o dividendo deva ser menor que o divisor; o
que corresponderia a um tipo de solu¢ao voltada a percepcao numérica em detrimento da

ercepcao estrutural do problema. Neste caso, impera a idéia de “tamanho relativo” entre
¢ 5
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divisor e dividendo, o que resultaria afirmar que a solucio de um problema estaria guiada
muito mais pela percep¢do numérica que os conceitos descritos nos modelos intuitivos de
Fischibein.

Acredita-se, no caso das aprendizagens escolares sobre solu¢ao de problemas de
multiplica¢ao que a construciao desta operagao nao se encerra somente segundo 0s conceitos
prévios dos alunos por meio dos modelos intuitivos, conforme defendido por Fischbien e
outros (1985) a respeito das somas repetidas. A énfase de tal modelo no processo de
aprendizagem implicaria restricdes na construcao da opera¢aio de multiplicacio dos alunos,
uma vez que estes iniciam a compreensao da multiplicagao pela 6tica do conjunto numérico
dos naturais, mas passa também pela 6tica dos nimeros decimais.

A identificacdo e a compreensao por parte dos alunos com relacao aos diferentes tipos
de problemas multiplicativos e suas representagoes graficas tém um papel importante no
processo de aprendizagem desta operagao.

Cabe lembrar que a multiplicagdo ensina-se também pela 6tica de outros modelos,
como o produto cartesiano e implica outros problemas conceituais que devem ser
contemplados como principios pedagdgicos na pratica docente dos professores de Matematica,
sobretudo com alunos das séries iniciais do Ensino Fundamental, tal como se vem enfocando

neste estudo.

3.3 Muiltiplos Comuns: uma faceta da estrutura multiplicativa — A construgio de
relagées simultineas entre adigées e multiplicagoes

Os estudos realizados por Piaget e colaboradores (1977a, 1977b) evidenciam alguns
dos problemas centrais a respeito da abstragdo reflexionante e suas complexas relacées com a
abstracdo empirica tal como exposto no capitulo anterior.

No que tange as construcoes aritméticas elementares, um dos focos das investigagoes
procura abarcar a analise quanto ao processo de abstracdo reflexionante e a construcio de
multiplos comuns.

A fim de clarificar a problematica da abstragdo reflexionante nas crian¢as em um

conteudo especifico como o da operag¢ao da multiplicagao, ¢ preciso compreender e distinguir
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que as operagdes multiplicativas de classes e relagdes constituem construgdes de classificagoes
ou seriagoes de dois a mais critérios simultaineos. Hstas estio relacionadas as operagdes
aditivas, apresentando dificuldades simples para o sujeito.

No entanto, a aquisicdio e compreensao da operagao multiplicativa apresenta-se de
forma menos natural que a aditiva. Freqiientemente, os alunos substituem composi¢des
aditivas por relagoes multiplicativas, seja em tarefas com algoritmos ou mesmo naquelas que
envolvem problemas de enunciado. Muitas vezes, observa-se que os alunos sabem apenas
recitar a expressao da multiplicagdo conforme a aquisi¢ao escolar da tabuada. Piaget e
colaboradores (1977a, 1977b) analisam as relagdes entre composi¢des aditivas e multiplicativas
e, valendo-se do ponto de vista da abstragao reflexionante como objeto de investigacao, tenta,
nas tarefas que propOe as criangas, neutralizar as questoes lingtistica e simbolicas entre adicao
e multiplicagao.

A analise realizada pelo referido autor, permite-nos compreender o processo de
abstracao de multiplos comuns com base na composicao de dois conjuntos por meio de fichas
amarelas apanhadas duas a duas, e azuis, tomadas trés a trés, tal como a tarefa replicada nesta
pesquisa e descrita no primeiro capitulo.

Nos dois primeiros niveis (IA e IB), a abstracdo esta ligada aos dados puramente
perceptuais, tal como a correspondéncia 6tica. Além disso, ha idéia implicita de terem sido
postos mais freqientemente fichas no grupo das amarelas, mas, em contrapartida, a crianca
traduz ilusoriamente este nimero de operagdes sobre o nimero dos objetos e sobre o préprio
resultado.

Conforme destaca Piaget (1977¢):

“... O dinico aspecto da sua acao de que tomam consciéncia ¢ o de haver acrescentado, sem parar,
duas fichas de um lado e trés fichas de outro... centram sobre o resultado aditivo destes transportes...
saber quantos transportes ocorreram, isto ¢, qual o nimero de veges que eles juntaram 2 on 3 , é

uma questao bem diferente...” (Piaget, 1977¢, p.34)
Por volta dos 7-8 anos, é possivel verificar que as criangas antecipam as igualdades, mas

sem prever corretamente a quantidade total da composi¢des. E possivel realizar a tarefa por

meio de tentativas sucessivas. Pode-se dizer que ha uma certa “tomada de consciéncia” quanto
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ao namero das operagoes correspondentes a % veges x”.

O problema esta no fato de a crianga compreender que, para atingir a igualdade entre
grupos de 3 azuis e grupos de 2 amarelas, o nimero “z” em “z vezes x” ¢ independente do
valor dos x, e que tal fato bastaria por si s6 para assegurar a equivaléncia entre os conjuntos.

Para Piaget (1977¢):

“Se se visa a ignaldade entre as duas colegoes, procedendo em relagao a nma delas com “n veges x”, e
, com relagao a outra, n’ veges X, entdo, se x > x’ deve-se compensar esta diferenca por n < n’, e,
reciprocamente, se x < X', on seja, procedendo ainda de maneira aditiva por adjuncoes, tentando
novos montes, comegam a compreender um principio essencial da multiplicacao: a relagao inversa

entre o multiplicador e o multiplicando, no caso de ignaldade de produtos” (Piaget, 1977¢,p 37).

As criangas de 9-10 anos demonstram compreensao do problema, logo de inicio e
conseguem resolvé-lo sem tateios. As criangas explicitam que pegaram 2 vezes 3 fichas azuis e
3 vezes as fichas amarelas. Admitem que apanharam ao mesmo tempo 2 (amarelas) ou 3
(azuis), e que isto podera ser feito infinitamente com as quantidades sem se alterar o valor total
no final da tarefa.

No nivel da abstracao reflexionante, as criangas prescindem de compensagdes por
tateios e resolvem pelo estabelecimento de relagao entre as unidades. Explicitam que a relacao
entre as quantidades seja sempre o dobro, explicando também a compensagdo entre essas
quantidades.

As tarefas propostas para analise do processo de abstragdo em relagao a construgao dos
multiplos comuns, como um dos principios para a compreensao da multiplicagdo, mostra-nos
diferentes dificuldades das crian¢as durante a aquisicao desta operagao.

As criangas de 4-5 anos procedem por adjungdes sucessivas e suas condutas reforcam a
total incompreensao da multiplicacio, que nao ¢ nem mesmo ainda uma adi¢ao de adi¢des.
Estas criangas mais novas ainda procedem por uma simples sucessao de adi¢bes, o que nio ¢ a
mesma coisa que uma adi¢ao de adi¢oes, o que se deve a falta simultanea de “um plano prévio
¢ de uma sintese imediata” (Piaget, 1977¢,p.41).

A etapa seguinte diz respeito a compreensio parcial da multiplicagdo, ou seja,

entendida esta como adi¢ao de adigdes. Subsequentemente, a operagao multiplicativa “n vezes
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x” ¢é compreendida, constituindo o produto de uma abstracio reflexionante com base nas
adicoes de adigoes.

Do ponto de vista da analise, quanto as abstragdes reflexivas, pode-se dizer que sua
constitui¢ao se da por meio de etapas progressivas: a crian¢a nao tem consciéncia de suas
proprias agoes de adjungdes - realiza abstracao dos “pacotes” de “x elementos transportados”
e nao transportados, ainda sobre a relagio “n vezes” - a abstragdo do numero “n” das
operagdes, tomando consciéncia e conceitualizando explicitamente a relagdo entre os
elementos estruturais em jogo (Piaget, 1980).

A solugdo de problemas envolvendo a nogao de multiplos comuns, entendida como
uma nog¢ao subjacente a estrutura multiplicativa implica tratamento e desmembramento das
operacbes e nio dos objetos. F preciso que os sujeitos, ao solucionar problemas desta natureza
centrem-se sobre as agdes e, 20 mesmo tempo, sobre seu proprio mecanismo como operagao
multiplicativa. Nao ¢ possivel que se pense somente sobre os resultados obtidos na solugao do
problema. Este processo do qual se vale o sujeito supde uma abstracio mais profunda, de

natureza “reflexiva” e nao somente empirica.

3.4 Operagées Combinatorias: outra faceta implicita na estrutura multiplicativa — A
formagado da nog¢io de acaso e probabilidade

Um modelo matemitico tratado nas escolas, mas também utilizado no dia-a-dia das
criangas, ¢ a combinatoria. Segundo Piaget e Inhelder (1951), a compreensio das operagdes
combinatdrias como combinagdes, permutagdes ou arranjos foram estudadas tendo em vista as
nogoes de acaso e das probabilidades. As operagdes combinatérias desenvolvem-se
progressivamente e, em torno dos 12-13 anos de idade, a crianga ¢ capaz de encontrar, pelo
método sistematico, todas as permutagdes existentes entre os elementos de um conjunto.

Sabe-se que as operag¢oes concretas determinam o acesso as operagdes formais. Um
exemplo desse acesso refere-se a colocagiao de estruturas operatorias de tipo formal, como a

“combinatéria”, o que leva a uma generalizacao das relagoes de classificacdo e seriagao.
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A idéia de azar, ou melhor, a elaboracao da nocao de acaso ¢ resultado de um trabalho
operatério prévio que emparelha com a estrutura multiplicativa e a nogao de
proporcionalidade.

Assim, Piaget (1973b) esclarece que a construg¢ao da nog¢ao de acaso se desenvolve
tomando-se por base a conservacio da quantidade e a relacio multiplicativa entre as partes € o
todo. Esta defini¢do implica compreensio de que a evolugdo da idéia de acaso esta
subordinada a construgao das estruturas operatérias do sujeito.

13

Do ponto de vista epistemoldgico, a nogio pode ser entendida como ‘.. interferéncia de
séries causais independentes e que corresponde assim ao que se pode designar em geral sob o termo “mistura”.
Entretanto, a mistura ¢ irreversivel e anmenta com uma probabilidade cada veg mais fraca de volta ao estado
inicial” (Piaget, 1973b, p. 25).

Piaget (1973b) lembra, com isso, que as criangas do nivel pré-operatorio, pelo fato de
nao terem consolidado as operagdes inversas, valem-se de uma “intuicao da irreversibilidade”
para conseguir compreender a idéia da mistura aleatéria. Isto significa distinguir, na tarefa
realizada pela crianga, o plano da agdao e o da nog¢ao propriamente dita. No plano da agio,
mesmo com auséncia da reversibilidade, as criangas mais novas sio capazes de perceber
flutuagoes furtuitas, tal como denominado por Piaget e Inhelder (1951). As criangas
conseguem, por exemplo, identificar algumas “probabilidades subjetivas” de uma dada
situagao, como a de prever que podera ter maior dificuldade em atravessar a rua, quando esta
esta cheia de carros, do que quando esta estiver com menos carfos.

Piaget (1973b), no entanto, destaca que somente depois de o sujeito construir
estruturas de operagoes reversiveis sera capaz de compreender e existéncia dos processos em
jogo, desvinculando-se do acaso e chegando a um calculo das probabilidades entre os
elementos de uma determinada situacio.

Dessa forma, aplicar operacGes sobre os objetos traz no pensamento formal, a
substituicao destes por hipoteses e proposicoes, aplicadas a novas operagoes engendradas pelo
estagio anterior. A logica das proposicoes refere-se a sistemas de classificacdo e seriacao
complexos, demarcando um “pensamento” denominado de “hipotético—dedutivo”, o que faz,
no caso das operagoes combinatdrias, que a crianga chegue a quantificagao das probabilidades

e as operacdes de combinagdo pertinentes em uma dada situagao.
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Dolle e Bellano (1998) completam que a informagao, dizendo que a aquisi¢ao das

operagdes combinatorias permitira ao sujeito a construcio e a utilizagao, segundo um método

sistematico, de todas as maneiras possiveis de agrupar os objetos de uma colegdao. Os autores

acrescentam que a elaboragdo de todas as diferentes maneiras de agrupar os objetos leva o

sujeito a superagao de combinagdes por tateamento empirico “... a uma organizagdo das agoes ¢ a

uma generalizagao dos processos cognitivos ao nivel operatorio formal (Dolle e Bellano, 1998, p. 119).

Uma distingao entre os trés mecanismos operatérios do ponto de vista psicologico e

como técnicas de contagem, do ponto de vista matematico, os quais envolvem a analise

combinatoria, pode ser sintetizada na figura 9:

Definigdo e Sitnagao-problema

Formalizaciao Matematica

Combinagdes

Defini¢do- Situagbes que remetem
escolher, de um total maior de
elementos, uma quantidade menor ou
igual, ndo importando a ordem. A
combinagdo simples é o tipo de
agrupamento em que um grupo ¢
diferente de outro apenas pela
natureza dos elementos componentes.
Para um grupo de 3 sujeitos: Joao, Pedro ¢ Jorge,
a combinagdo entre eles serd contada uma iinica
veg.

Em outro exemplo, podemos calcular:
“Quantas comissoes de 2 pessoas podem ser
Jormadas com 5 alunos (A, B, C, D, E) de uma
classe?” AB, AC, AD,AE, BC, BD, BE,
CD, CE, DE.

Na formacio das comissdes, AB e
BA, representam a mesma comissdo.
Os alunos A e B, nio importa a
ordem, formam apenas uma comissao
(Giovanni e Bonjorno, s/d).

Situagdo-problema- Tenbo 10 pessoas e
desejo  formar grupos com 3 pessoas para
trabalhar. Quantos grupos diferentes en poderia
Sformar ?

Para a situagdo-problema
enunciada da combinacio de 10,
tomados 3 a 3, temos:

Cnp= —nl
plx(M-p)!

Como resultado da situacio-
problema proposta, temos:

10 !

3lx (7)!

C10,3=
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Definicao e Sitnagao-problema

Formalizacao Matematica

Defini¢do- Situagdes que remetem
escolher, de um total maior de
elementos, uma quantidade menor ou
igual, importanto, sobretudo, a ordem
entre os elementos.

O arranjo simples é o tipo de
agrupamento em que um grupo ¢
diferente do outro pela ordem ou pela

Ao fazer combinacbes de 5 a 3,
poderfamos pegar o 315, mas nio
poderiamos inverter a ordem. Temos
entdo, arranjo de 5 tomados 3 a 3,
sendo expresso por:

Anp= —nl
M- p)!

Arranjos
natureza dos elementos componentes
(Giovanni e Bonjorno, s/d). Como resultado da situacio-
problema proposta, temos:
Situagdo-problema- Tenho os digitos
, As,3= 5!
1,2,3,4,5.  Quantos  niimeros  com 3
algarismos sem repetigao eu posso ter ¢ 2!
Outro exemplo de arranjos seria a
de calcular as combinacdes com 5|No caso da solugio para a situagao-
algarismos e  descobrir  quantas | problema dos algatismos, temos:
centenas de 3 digitos podemos
formar, sem repeticdo dos digitos na | A 5 3 = 51
mesma centena. |
2!
Definigao e Sitnagao-problema Formalizacdo Matematica
Defini¢do- A operagio  de Permutar 5 algarismos ¢é o
permutacdo é um caso particular dos | mesmo que permutacio de 5, o que
arra.nlos.;.rnphsa troca de ordem e de cotresponde a 5 |
posicio. 1(t1uag:ao que rzr?ete contardo Para a situagio-problema
fumero de - vezes 1erex(1ites1 €| enunciada sobre a permutacdo de 5
permutar, ou seja, que troca de lugar. algarismos, temos:
Troca um nimero de elementos de Pn= nl
um mesmo conjunto, trocando, N n
_ assim, um numero de elementos de|PN=n . M- 1).M-2). M- 3) ..
Permutagcoes Como resultado da situagio-

um mesmo conjunto. Dessa forma, o
arranjo de “n” elementos tomados “n

an”, é igual a permuta¢do de “n”.

Situagao-problema-Tenho 5 algarismos:
1,2,3,4,5. Quantos niimeros com 5 algarismos
distintos en posso formar ?

Ou ainda, dada a palavra ROMA,
quantos anagramas en posso formar ¢

problema proposta, temos:

51=5.4.3.2.1=120

No caso da palavta ROMA,
temos:
41=4.3.2.1=24

Figura 9 - Quadro explicativo da distin¢ao entre Combinag¢des, Arranjos e Permutacoes
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A analise combinatéria corresponde a um conceito a ser apreendido pelos alunos no
Ensino Médio por meio de conteudos determinados. Do ponto de vista conceitual, no campo
da Matematica , a analise combinatéria refere-se ao principio fundamental da contagem, o que
corresponde lidar com a “idéia de possibilidades”. A aquisi¢ao do principio de contagem se da
por meio de técnicas especificas, como a de combinagao, arranjos e permutagoes.

Cabe aqui, no entanto, ressaltar que inumeros estudos, como os de Vergnaud
(1988;1991), English (1991), Nunes e Bryant (1997) tém sido feitos a fim de evidenciar que o
surgimento desta operacao aparece como principio multiplicativo sob a forma da
combinatéria em criangas mais novas. Ainda que nio seja em nivel formal, atividades desta
natureza devem ser contempladas no pratica docente dos professores em tarefas de solucao de

problemas com criangas das séries iniciais do Ensino Fundamental.

3.5 Dados de pesquisa — Desempenho matematico, solugao de problemas aritméticos
e problemas de estrutura multiplicativa

Uma pesquisa realizada pela CENP (1988) sobre avaliagio do desempenho escolar com
0013 alunos em final de 2* série da rede publica revelou que a tnica operagao, no caso a da
adicao, ¢ totalmente dominada pelos alunos no sentido de técnica operatéria. Um ter¢o dos
alunos consegue realizar a subtracdo com recurso e multiplicagoes e divisdes elementares. Esse
resultado permitiu a discussao da contradicdo entre um ensino baseado no aspecto
quantitativo- ensino das quatro operagoes nas duas primeiras séries do 1° grau diante do ensino
baseado no aspecto qualitativo- aprendizagem com compreensao das operagoes de adicdo e
subtracao nos dois primeiros anos de escolaridade.

Estudar as competéncias matematicas dos alunos nas séries iniciais também foi objeto
de investigacao realizada por Brito et al. (1998). Os autores investigaram 410 alunos da 5* série
do Ensino Fundamental por meio de uma prova contendo 15 problemas que envolviam estes
conceitos matematicos: a) sistema de numeracdo decimal, b) principio multiplicativo, c)
operagoes aritméticas, d) formulacio de problemas, dentre outros conceitos. Os resultados
obtidos quanto ao desempenho dos alunos mostram que os conceitos que envolveram

geometria apresentaram um percentual baixo de acertos neste item. A analise quanto a

71



diferenca do desempenho considerando a variavel género indicou niao haver diferenca
significante entre os alunos.

As pesquisas disponiveis pela base dados do E.R.I.C/92-97 sobre as investigacGes
acerca da solugao de problemas tém evidenciado uma preocupagao e foco bastante grandes em
relacao a essa tematica por parte dos pesquisadores, envolvendo estudos com criangas, jovens
e até mesmo professores. Diferentes vertentes de pesquisa, como as norte-americanas, tém
focalizado a solugao de problemas como atividade fundamental dos processos cognitivos dos
alunos ao realizarem tarefas desta natureza.

Kamii e Lewis (1991) realizaram um estudo sobre o desempenho em Matematica na
escola primaria, apresentando um estudo com alunos de 2* série para demonstrar que o
desempenho em testes de Matematica ja realizados nas escolas primarias apresentam resultados
diferenciados dos alunos em relagao a respostas quando entrevistados segundo a instrucao de
abordagem construtivista ou de forma tradicional. Os resultados indicaram que na instru¢ao
construtivista os estudantes demonstraram pensamento de ordem superior em tarefas que
envolvem valor de lugar, adicdo com digitos duplos, problemas verbais e estimativa de
quantidades.

Carey (1991) estudou sentengas numéricas ligadas a problemas de palavra de adigao e
subtracao e seus respectivos simbolos. O estudo solicitou primeiramente de 24 criangas de 3
classes diferentes que escrevessem sentencas de numero e que também selecionassem
sentengas numéricas com alternativa, apropriadas para os problemas. Os resultados indicaram
que as criangas poderiam ser caracterizadas em cinco agrupamentos de acordo com sua
flexibilidade em aceitar o nimero de sentencas alternativas e que a flexibilidade foi relacionada
ao tamanho do numero.

Mulligan (1992) realizou um estudo longitudinal com 70 criangas sobre as solucdes de
problemas de multiplicagao e divisao. Foram analisadas estratégias de solucdo, identificando o
nfvel de desempenho e a propria estratégia utilizada. A autora encontrou estratégias de solugao
que foram classificadas em trés niveis: a) contagem; b) modelo nido direto de contagem, ou,
ainda, modelo visando o elemento aditivo ou estratégias de subtragdo e, por fim, c) utilizando
os fatos ja conhecidos e presentes nas operagoes aritméticas. Os resultados obtidos mostraram

ainda a inclusao de 17 estratégias de solugao.
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Levain (1992) analisou a solugao de problemas de multiplicagdao de criangas que haviam
terminado o primeiro ciclo da escola primaria francesa. Os resultados indicaram que criangas
de 10-11 anos solucionaram problemas de multiplicacio e divisao considerando fatores da
estrutura representacional do problema, como os valores numéricos e o contexto declarativo
do problema ligado ao enunciado.

Carey e Campbell (1992) relataram pesquisas que averiguaram como estudantes de
primeiro grau comunicam idéias matematicas por meio do uso de simbolos como forma de
estruturacdo para investigar a relacao parte-todo. Discutem as habilidades das criancas ao
resolver problemas quando se utilizam da unido entre palavras do problema e simbolos. O
estudo revelou a necessidade de se dar tratamento entre a ligacao de problemas de palavra e
simbolos, destacando, ainda, a importancia do contexto para a compreensao dos simbolos e do
desenvolvimento de seu significado.

Graeber (1993) realizou uma pesquisa sobre as concepgdes erroneas sobre
multiplicagao e divisao. A autora problematiza a generalizac¢ao que se faz sobre a multiplica¢ao
entendida como uma operagao que parece indicar o aumento das quantidades envolvidas ao
passo que a divisio ¢, muitas vezes, trabalhada como uma operacio que "diminui” as
quantidades em jogo.

Carpenter e outros (1993) estudaram modelos de processo de solu¢ao de problemas de
criangas de jardim da infancia. Apés um ano de instrugao, 70 criangas de jardim da infancia
foram individualmente entrevistadas sobre como elas solucionavam problemas basicos de
palavras, problemas que envolviam muitos passos e problemas nao rotineiros. Do total de
sujeitos investigados, 32 (45,7%) criangas usaram uma estratégia valida para todos os nove
problemas e 44 (62,8%) responderam corretamente sete ou mais problemas. O modelo
elaborado pelos autores forneceu a indicagao de estratégias similares empregadas pelas criangas
para solucionar os problemas.

As pesquisas sobre solucio de problemas tém mostrado que as criancas possuem
compreensao matematica consideravel e, muitas vezes, anteriores a instru¢ao formal.
Conforme defendido por Vergnaud (1991), essa compreensao esta diretamente ligada as
situagoes cotidianas com as quais as criangas estao expostas diariamente.

A analise do desempenho matematico e dos procedimentos utilizados na solugao de
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problemas aritméticos de enunciado verbal também foi realizada por Brito (2000) com 22
alunos de quarta série de uma escola particular e 62 estudantes de duas escolas publicas que
freqiientavam a quinta, sexta, sétima e oitavas séries do Ensino Fundamental. A autora destaca
que o estudo evidenciou a dificuldade dos sujeitos quanto a leitura do problema para obtenc¢ao
da informac¢ao matematica. A etapa de se chegar a elabora¢io do algoritmo, assim como o seu
respectivo calculo foi obstruida pela etapa anterior a respeito da compreensao dos elementos
semanticos e literais do enunciado dos problemas. O estudo evidencia também que os sujeitos
pareceram demonstrar envolvimento com a tarefa de solucionar os problemas, mas isto,
segundo a autora, parece dar-se em razao do efeito da aprendizagem com respeito a este tipo
de atividade, ou seja, a de o aluno fazer a “atividade pela atividade” sem demonstrar
preocupacao com os procedimentos a serem utilizados para chegar a solugao.

A descrigao e interpretacio dos procedimentos das criangas diante das atividades de
solu¢ao de problemas que realizam também se constituem um aspecto importante a ser
analisado com relagdao aos processos cognitivos.

Neste sentido, o raciocinio légico-matematico utilizado em tarefas de solucio de
problemas por criangas de 4* série foi investigado por Brino e Nale (2000) evidenciando que os
sujeitos conseguem fazer com maior precisdo a descricdo das contas a serem realizadas no
problema do que a descri¢ao do raciocinio empregado. A memorizagao dos passos ensinados
pelos professores e de uma leitura dos dados numéricos do enunciado mostraram ser
predominantes como formas de resolver problemas aritméticos.

Um ensino voltado a solugao de problemas parece ainda priorizar a memorizagao de
técnicas algoritmicas como atividade cognitiva fundamental dos alunos em face de tarefas desta
natureza.

Situagoes que envolviam jogos de estratégia sobre noc¢des de multiplicacao foram
investigadas por Brenelli (1996) evidenciando que os procedimentos dos sujeitos revelam o
processo de construcio conceptual e que nido se confundem, necessariamente, com a
habilidade de efetuar operagoes graficas.

Lopes (1997) analisou a diferenga entre o desempenho e a compreensio em situagoes
de adicao e subtracio em 12 criancas de 2% e 3" séries do Ensino Fundamental, assim como

verificou o nivel de abstragao ligado a inversao das operagées aritméticas. Os resultados
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evidenciaram que o desempenho matematico em adicdo e subtragio nao depende de os
sujeitos apresentarem niveis de abstracdo reflexiva, mas que o fator compreensao dos sujeitos,
também analisado no estudo, apresentou relagdo com niveis superiores de abstragao.

Guimaraes (1998) verificou os progressos apresentados por 17 criangas da 3* série do
Ensino Fundamental quanto a constru¢ao da no¢ao de multiplicagao por meio de interven¢ao
pedagdgica com jogos de regras. A autora buscou ainda, relagbes entre as nogoes
multiplicativas e a abstragao reflexiva. Os resultados evidenciaram que os sujeitos apresentaram
bom desempenho matematico nas tarefas escolares de multiplicagdo. Foram encontradas
relagoes entre melhores niveis de abstragdo e os sujeitos que apresentaram niveis mais
elaborados quanto a constru¢ao da multiplicagao. Os sujeitos apresentaram progressao nos
niveis de classificagdo do desenvolvimento cognitivo, revelando que o processo de interven¢ao
pode contribuir na constru¢ao das operagdes multiplicativas dos sujeitos.

Anghileri (1989) investigou em uma fase exploratéria da pesquisa, a interpretagao
verbal usualmente empregada para o simbolo da multiplicagio de 62 criangas por meio de
entrevistas individuais. Na fase especifica, buscou revelar algumas das dificuldades e
procedimentos utilizados por 234 criancas com relagdo as tarefas de multiplicagdo, como
tarefas que envolviam a adigdo repetida, distribuigdao, fator escalar e produto cartesiano. As
criangas foram subdivididas em trés grupos: alunos que estavam acima da média, na média e
subdivididos abaixo da média em relagio ao desempenho escolar em Matematica. Os
resultados mostraram uma discrepancia entre as recomendacOes encontradas nos livros das
escolas primarias e as expressOes comumente utilizadas pelas criangas como forma de
interpretagao da multiplicagiao. O estudo evidenciou que a grande maioria dos livros didaticos
utilizam a expressao correta para “2 x 2”7 como “2 multiplicado por 2” ao passo que grande
parte de professores e criangas utilizam com freqliencia a expressao: “2 vezes 2 “ ou “dois
dois”. Os resultados obtidos na fase especifica indicaram predominio do procedimento de
contagem para a multiplicacdo e o grupo dos alunos abaixo da média utilizaram mais a
contagem um a um. O estudo evidenciou que os fatos da multiplicacdo foram raramente
usados até mesmo entre as criangas com maior desempenho, mas que estas apresentam
também maior variedade de procedimentos para solucionar os problemas de produto

cartesiano.
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Para uma crianga que esta em processo de aprendizagem da operagao da multiplicagao,
tal discrepancia entre as formas diferentes de expressao (formal e cotidiana) pode apresentar-se
como uma dificuldade consideravel. Beilin (apud Anghileri, 1989) lembra que formas “ativas”
de expressoes sobre multiplicacdo, utilizando-se a palavra “vezes” sdo geralmente mais faceis
para adultos e criangas em comparagao a expressio de forma “passiva”’, utilizando-se:
multiplicado por.

A ambiguidade existente entre a interpretagao dada pelas criangas a multiplicagao e as
informacoes trazidas pelos livros didaticos possa apresentar-se, talvez, como um aspecto de
menor importancia quando a crianga ja tenha compreendido a lei comutativa da multiplicagao.
Na fase inicial da aquisi¢ao desta operagao, porém, valer-se da linguagem natural da crianga
sobre multiplicagao parece ser um fator imprescindivel para aprendizagens mais efetivas sobre
a referida operagao.

Os procedimentos de solugao de professores foi estudado por Guershon e Metlyn
(1995). Esses autores analisaram a solugdo de problemas multiplicativos de 32 professores que
atuavam em classes elementares da escola primaria. Os dados mostraram que os professores
resolveram os problemas por meio de um raciocinio que se aproxima de conceitos de razdo e
propor¢ao. As solugbes dos professores evidenciaram, no entanto, que estes chegavam a
solucgdes corretas dos conceitos somente usando o método de tentativa e erro.

Uma das repercussoes do processo ensino-aprendizagem esta diretamente ligada com a
interacdo professor-aluno. Esta interagdo tem sido objeto de estudo de alguns pesquisadores
Martinez (1998), Higino e Cruz et al. (2000), Hazin e Da Rocha Falcio (2000), indicando que o
professor tende a tornar-se um elemento facilitador no aprendizado dos alunos quando este se
propoe, entre outras atuagoes, a elaborar estratégias de atuagdo pedagdgica com base nas
explicagoes dadas pelos estudantes com base nas atividades que estdo realizando.

Higino e Cruz et al. (2000) investigaram criangas de 2* e 3" séries do Ensino
Fundamental de uma escola publica de Recife, procurando identificar os avangos obtidos pelos
sujeitos acerca do sistema de numeragao decimal apds situagoes experimentais de
aprendizagem utilizadas pelo professor. O estudo evidenciou que a forma diferenciada de
atuacdo pedagdgica do professor propiciou uma grande variacio de registros para
compreensao das tarefas que envolvem o sistema de numeracio decimal, assim como

modificagbes nas explicagoes verbais dos alunos.
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Em outro estudo, Higino e Cruz (2000) investigaram duas professoras da rede publica
e particular, respectivamente, sobre seus objetivos de ensino em relacio a Matematica com
alunos de educacao infantil, demonstrando que nao ha preocupacio por parte das docentes em
identificar e intervir em relacdo as estratégias e raciocinios desenvolvidos pelos alunos em
tarefas de solucdo de problemas. As professoras se mostraram centradas na importancia de
tarefas de solugao de problemas matematicos, com énfase, entretanto, nos momentos de
sistematiza¢ao da aprendizagem, levando-as a resolver situagdes-problema rotineiramente
solucionadas pelas criangas.

A relagao professor-aluno diante das aprendizagens escolares parece estar determinada,
entre outros fatores, pelo pensamento dos professores com relagao as crencas e concepgdes de
sua pratica educativa. As representagdes dos professores sobre sua pratica constitui referentes
teéricos, tanto para impulsionar novas condutas de atuagdo como docente, assim como para
capacita-lo na qualidade de professor reflexivo, ou ainda, legitima-lo ao paradigma do
professor como pesquisador, em especial no campo da Matematica (Martinez, 1998).

Carpenter e outros (1996) realizaram uma pesquisa sobre instru¢iao cognitiva utilizando
um guia que favorecesse uma base de conhecimento matematico para a reforma educativa na
area. O programa contido no referido guia apresentava sugestdes para criangas da escola
primaria, contemplando o fato de que os alunos nesta faixa etaria ingressam na escola com
conhecimento matematico intuitivo e informal. A idéia defendida pelos autores ¢ a de que ¢
possivel servir-se do conhecimento informal trazido pelas criancas como base para o
desenvolvimento da Matematica formal requerida no curriculo da escola primaria. Descreve
um modelo de pesquisa baseado na forma de raciocinar das criangas, podendo ser usado pelos
professores para interpretar, transformar e recompor o conhecimento informal ou espontaneo
dos estudantes sobre o pensamento matematico.

Pesquisas de Schliemann e Carraher (1995) investigaram as relagGes entre o
conhecimento matematico e a vida cotidiana de criangas. As autoras investigaram 16 criangas
de 3" série de duas escolas publicas, sendo algumas destas, criancas vendedores de rua na
cidade de Recife. O estudo evidenciou diferenca significativa entre o desempenho das criangas
que nao realizavam atividade remunerada com o grupo de criangas que eram vendedores

ambulantes. Quanto a analise do procedimento, houve diferenca significativa quanto ao
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procedimento escolhido pelos sujeitos: o procedimento oral era preferido para situagio da
vendinha e problemas verbais e o procedimento escrito paras as continhas. No caso da
operag¢ao de multiplicagdo em situacdo de venda simulada, o procedimento oral obteve 88% de
acertos e o escrito 12% de acertos pelos sujeitos que o utilizaram. No problema verbal, o
procedimento oral obteve 69% das escolhas ¢ o escrito 31%. Para situagao de computagao, o
oral obteve 12% das escolhas dos sujeitos ao passo que o procedimento escrito foi de 88%.

Acioly e Schliemann (1987) estudaram o conhecimento matematico entre cambistas do
jogo do bicho em Recife, analisando como a combinatéria fazia parte da experiéncia do dia-a-
dia no trabalho daquelas pessoas. Avaliaram como o uso de regras, férmulas ou algoritmos
contribufam para a compreensio do sistema combinatério entre um grupo de cambistas
(n=20) do jogo do bicho e um grupo de estudantes (n=20, sendo 50% aprovados
recentemente no vestibular nas areas de ciéncias exatas e tecnologia e 50% em humanas e
sociais). O estudo evidenciou que, em geral, os estudantes apresentaram melhor desempenho
que os cambistas. As autoras atentam para o fato de que os estudantes, apesar da permanéncia
de 12 anos na escola, nove deles foram classificados nos estagios IA e IB, segundo critérios de
Piaget (1951) sobre a analise combinatoria.

Os estudos de Fishbein, Pampu e Minzat de 1970, citados por Schliemann e Carraher
(1995), evidenciaram que o desempenho em tarefas de combinatéria poderia ser melhorado
por meio de instrucao especifica. A devida solicitacio do professor faz supor que a instrugao
escolar sobre analise combinatéria poderia contribuir para o melhor desempenho dos alunos
em tarefas nesta area.

Os estudos de Brun e Lemoyne, et al. (1994) tém procurado abordar a nogao de
esquema com base nos trabalhos desenvolvidos sobre a teoria dos campos conceituais,
objetivando especificamente a analise de calculos com algoritmos. Partem esses autores da
idéia de que os erros sio formas transitérias conduzidas para repensa-los como tragos da
constru¢ao progressiva de “esquemas-algoritmos” dos sujeitos.

Os referidos autores lembram que uma questao central sobre os estudos que envolvem
a idéia de “esquema-algoritmo” é a de saber se a caracteristica automatizada de um algoritmo
seria compativel com a caracteristica dinamica de esquema.

Tarefas que envolvem algoritmos, como é o caso da divisdo, levam os sujeitos a analise
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de classes de situagdes para as quais, nem sempre estes dispoem de todas as competéncias
necessarias para chegar a uma solucio adequada. Isto obriga o sujeito a um tempo de reflexao,
de exploracio, hesitagoes, tentativas e erros para solucionar a situagao, medida que nao conduz
necessariamente ao sucesso.

A investigagao realizada por Brun e Lemoyne, et al. (1994) parte da confrontacdo entre
esquemas e algoritmos em tarefas de calculo escrito em relagaio a operagiao da divisao. Os
autores avaliaram seis classes de alunos de 5% e 6 séries da escola primaria por meio de exames
individuais de calculos escritos sobre divisdao. Os resultados obtidos mostraram uma
classificagdo em trés categorias com relagdo ao emprego das regras dos alunos em vista da
divisao. Constataram os autores que os erros encontram-se relacionados com a execugao do
automatismo empregado pelos sujeitos, evidenciando que os erros nio correspondem a uma
falta de controle semantico ou conceitual; ao contrario, as vezes ele atua em excesso por parte
dos alunos. Para os autores, o esquema algoritmo da divisio comporta: invariantes operatorias,
antecipagoes com fins a atingir, regras de agao e inferéncias, tal como postulado por Vergnaud
(1985,1991).

A compreensiao dos erros demanda destinguir dimensdes, a0 mesmo tempo, cognitivas
e didaticas do quadro interpretativo do aluno. Uma questido essencial para compreender os
erros observados diz respeito ao funcionamento didatico desses erros. Essa questdo merece
aprofundamento, por exemplo, dentro do quadro dos trabalhos de pesquisa sobre a formacao
de professores.

Brown e Burton (apud Brun e Lemoyne et al.,, 1994) ressaltam o carater organizador
dos esquemas para detectar “erros sistematicos”; isto ¢, as regularidades entre diferentes
individuos e entre o proprio individuo nos diferentes momentos. Os erros caracterizam-se por
uma logica interna que possivelmente se reproduz, pois elas sio a “fonte sistémica” para a
aquisi¢ao de conceitos dos sujeitos. Ressaltam esses autores, ainda, que os erros com calculos
escritos leva-nos a focalizar tanto os aspectos “sintaticos” das regras dos algoritmos, como
também a considerar os aspectos conceituais e numéricos postos em agao sobre os calculos.

Quando o aluno realiza um algoritmo, como ¢ o caso, por exemplo da multiplica¢ao ou
da divisdo, mostra-nos um verdadeiro “conhecimento em agao”, conforme destacado por

Vergnaud (1991). Esta atividade ndo pode ser confundida como uma simples aplicagdo comum
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de regras convencionais. Numa situagao de calculo com algoritmo, o aluno deve antecipar,
tazer escolhas, planificar suas agdes, controlar, por si proprio tanto a experiéncia que o
instrumentaliza para desencadear no¢des do conceito em questio como o conhecimento que
possui sobre a forma automatizada de realizar um calculo.

Berjemero e Rodriguez (1997) também assinalam que o lugar da incognita constitui um
fator tao significativo quanto a estrutura semantica do problema Para os autores, a solu¢ao de
problemas aditivos requer a constru¢do, a0 menos proviséria de um esquema ou algoritmo
particular dependente da sua estrutura semantica. Eles investigaram as estratégias de solugao de
problemas aditivos do tipo “igualar” e “combinar” quantidades em 100 criangas de pré-escolas
e primeiras séries do ensino primario de Madrid. Os resultados mostraram que os problemas
do tipo “combinar” obtiveram maior percentual de acertos que os problemas do tipo “igualar”
quantidades. A presenca de objetos para solucionar os problemas e o lugar da incognita dos
problemas apresentados foram considerados fatores que facilitaram a representagao do
problema. A estratégia de contagem um a um foi observada como a mais utilizada pelos
sujeitos do estudo. Segundo os autores, a solugdo correta de um tipo de problema nao garante
uma boa resolu¢ao de outros problemas similares.

A existéncia de problemas aditivos com variagao no grau de complexidade deveria ser
contemplado na pratica educativa, sem priorizar tipos mais faceis em detrimento dos
problemas aditivos mais complexos. No entanto, os professores nio devem perder de vista a
compreensao de que os diferentes tipos de problemas exigem, cada um a sua vez, constru¢ao
de novos esquemas de agao para elabora¢ao da solugao correta.

Gonzalez-Pienda et al. (1998) replicaram o estudo de Hegarty et al. (1995), buscando
identificar se os alunos com éxito lembravam-se melhor da situacio expressada no problema e
pior quanto aos termos relacionais do problema, ou seja, se cometiam menos erros semanticos
e mais erros literais, quando comparados com os alunos sem éxito. Investigaram 36 alunos
(idade média de 11,6 anos) de duas classes do 6° curso de educagio primaria de dois colégios
publicos na Espanha. O estudo evidenciou que os grupos nao se diferenciaram no que diz
respeito as valoragoes (mal, regular e bom) atribuidas pelos proprios alunos. Quanto ao
interesse pela Matematica, os resultados mostraram diferenca significativa entre os dois grupos.

Os alunos sem éxito apresentaram erros semanticos e literais. Estes alunos cometeram erros
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semanticos, significativamente superiores, em relagdo aos alunos com éxito. O grupo sem
éxito, no entanto, nao cometeu, significativamente, menos erros literais que os grupo de alunos
com éxito. Segundo os autores, a hipétese de que alunos com éxito recordam-se melhor do
aspecto semantico e os sem éxito recordam-se dos aspectos literais foi confirmada
parcialmente. Como apontado por Hegarty et al. (1995), ainda que haja evidéncia de que
ambos os grupos de sujeitos tendam a usar processos de compreensiao qualitativamente
diferentes, seria incorreto afirmar que cada um destes grupos utiliza uma determinada
estratégia para todos os problemas (Gonzalez-Pienda et al., 1998).

A compreensao de principios basicos da propriedade comutativa da multiplicagao foi
estudada por Schliemannn e Araujo, et al. (1998), lembrando que esta ndo se deriva de uma
simples percep¢ao da formulagao matematica ou do sentido arbitrario dado ao conceito.
Lembram os autores referidos que as criangas nao percebem, tampouco relacionam, de forma
direta, que “duas casas com 14 pessoas” nao ¢ o mesmo que “14 casas com duas pessoas em
cada uma delas”, tal como ¢é explicitado o conceito da propriedade comutativa da
multiplicagao. Para as autoras, este conceito esta ligado ao fato de se poder criar novos modos
de pensamentos sobre os numeros de forma flexivel.

As autoras investigaram a solu¢do de problemas de multiplicagio de criangas
escolarizadas e criangas que eram vendedores ambulantes, buscando analisar a maneira pela
qual os sujeitos dos dois grupos diferiam no uso do principio comutativo da multiplicagio. No
primeiro estudo, as autoras investigaram 72 criangas de 6 a 9 anos, de classes de primeira a
terceira série e 44 criangas vendedores de rua de 9 a 14 anos. Os sujeitos foram entrevistados
individualmente e solicitados a solucionar em voz alta 4 problemas de enunciado versando
sobre o preco de chocolates. Ora um dos problemas apresentava no enunciado um numero
maior correspondente ao valor em dinheiro a ser calculado e a menor quantidade do problema
correspondente aos chocolates e vice-versa. Os resultados mostraram que o grupo de criangas
vendedores de rua que receberam alguma instrucao sobre a multiplicagao, raramente usaram
esta operagado para solucionar os problemas e poucos sujeitos identificaram a propriedade
comutativa na solu¢do dos problemas apresentados. O uso da propriedade comutativa da
multiplicagao foi identificada quando a analise das solu¢des e justificativas dos sujeitos vieram

acompanhados de declaragoes e da generalizagdo dos resultados nos dois problemas de tal
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forma que explicitassem que ambos os problema envolvem situagdes como: “trés vezes cinco
ser igual a cinco vezes trés”. Para os que usaram adigdo repetida foram consideradas as
declaragbes que denotavam consciéncia de comutatividade da multiplicagdo como equivalentes
a " somando 3, cinco vezes ¢ igual a somar 5, trés vezes " ou “para3 +3 + 3 + 3 + 3 éigual a
5+45+5"

Em outra investigacao sobre a propriedade comutativa da multiplica¢ao, Schliemannn e
Araujo, et al. (1998) aumentaram a diferen¢a entre os numeros a serem multiplicados no
problema, dificultando o procedimento de adigdo repetida. Investigaram 72 criancas de 6 a 9
anos, de classes de primeira a terceira série e 43 criangas vendedores de rua de 9 a 14 anos. Os
resultados mostraram que os problemas que tinham o ndmero maior como item de prego
foram mais faceis de serem resolvidos por ambos os grupos de sujeitos. Igualmente como no
estudo anterior, criangas dos dois grupos apresentaram melhor resultado quando tinham
experiéncia escolar mais elevada. O uso da comutatividade na multiplicagao foi evidenciada no
estudo pelas criangas escolarizadas em comparagdo aos vendedores.

Conforme lembrado por Vergnaud (1981), a propriedade comutativa da multiplica¢ao
nao ¢é tio Obvia para a crianga. Para o autor, quando é dado um problema onde se deva calcular
quanto se deve pagar em 5 balas que se deseja comprar, custando 3 ddlares cada bala, as
criangas mais novas nao aceitam solucionar com facilidade a situagao, apenas multiplicando “3
vezes 57 ou “5 vezes 3” indiferentemente.

Segundo Schliemannn e Araujo, et al. (1998), as criangas podem desenvolver
conhecimento matematico independentemente de instrucao escolar, segundo as atividades
cotidianas de que participam. Ressaltam, porém, que um dos papéis da instrucao escolar deve
ser o de promover atividades que permitirdo as criangas o descobrimento e a construgio de
relagcdes e propriedades matematicas que podem nio ser Obvias ou pertinentes quando os
problemas sao resolvidos fora de situagoes escolarizadas.

Ao ampliarmos a discussao a respeito de solugao de problemas no Ensino
Fundamental, pode-se constatar que nao s6 problemas aritméticos de tipo escolar, podem
contribuir para o desenvolvimento cognitivo dos alunos. Problemas matematicos que
envolvem situac¢Oes da vida cotidiana, podem ser objeto de andlise dos professores com relagao

as atividades quantitativas realizadas pelas criangas. A reflexdo sobre as relagGes interpessoais e

88



os conflitos que dela derivam implica nivel educativo na discussiao e aprofundamento de temas
em que se desenvolvem os intercambios intelectuais e afetivos entre as pessoas e que também
constituem a base do conhecimento e da ciéncia.

De Miguel Vallejo e Taxa (1998) analisaram as produgbes infantis que envolviam
solu¢ao de problemas aritméticos de adi¢ao e subtragao, assim como situa¢des de conflito
ligadas a relacGes interpessoais, em especial as brigas ocorridas entre as criangas na escola. As
autoras observaram que a solu¢ao de problemas, seja em nivel das relagoes interpessoais ou de
problemas matematicos, pode contribuir significativamente para uma formag¢do mais
globalizadora de criangas na escola.

A exploracio de diferentes tipos de representagdes das criangas, baseadas estas na
indicagao de Vergnaud (1991) sobre as relacbes de transformagido entre estado inicial,
transformacgao e estado final como elemento imprescindivel de analise para a solucdo de
problemas, mostrou-se um recurso valioso para auxiliar o processo de solu¢io de problemas
dos alunos investigados.

Ao solucionar problemas matematicos e de conflitos interpessoais dos alunos, as
criancas eram solicitadas e desafiadas a analisar simultaneamente as acoes ocorridas e a busca
da transformacdo necessiria a ser solucionada. Isto permitia um levantamento de hipoteses
diante dos dados numéricos e dos dados de enredo quando se tratava de conflitos interpessoais
propiciando estratégias de solucdo cada vez mais elaboradas. Da mesma forma, o resultado
final do problema significava também um produto obtido por meio de analise detalhada em
face da acao inicial e da transformacao ocorrida no problema.

O estado inicial, a transformagdo e o resultado final sao, a0 mesmo tempo, conteudo
dos problemas apresentados para as criangas, assim como objeto de analise dos procedimentos
empregados pelos alunos para obtencao da solucao.

O estudo de possiveis relagdes entre solugao de problemas aritméticos e de conflito
interpessoais permitem constatar que ac¢Oes qualitativamente hetereogéneas podem
corresponder a transformagoes matematicamente equivalentes e sua inversa, respectivamente,
ou seja, as transformagdes matematicamente opostas podem corresponder a agdes

qualitativamente homogéneas.
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Kornilaki e Nunes (1999) discutem a questaio da multiplicagio e divisio como
operagdes que se desenvolvem paralelamente e que ocorrem como operagdes coordenadas no
processo de construgao das criangas sobre a estrutura multiplicativa. O estudo investigou o
modo como 120 criangas de 5 a 8 anos coordenam diferentes esquemas de acido em situagoes
de multiplica¢ao. Os sujeitos foram solicitados a resolver problemas de divisao e multiplica¢ao
que poderiam ser solucionados com o uso de calculadoras. Foram focalizados problemas
diretos com correspondéncia, fragmentacao e formagao de parcelas e problemas nos quais os
mesmos esquemas poderiam ser usados, no sentido inverso. No caso de problemas diretos de
multiplicagdo era possivel a correspondéncia um para muitos. Um dos problemas utilizados,
como o que enunciava “Trés criancas vém para minha festa e cada uma me dard o mesmo
numero de chocolates. Vou receber 12 chocolates. Quantos chocolates terei recebido de cada
crianga ?” Os resultados obtidos mostraram que 88% das criangas mais velhas (acima de 6
anos) apresentavam esquemas de acao para resolver este tipo de problema. Em contraste,
somente 35% eram habeis para dar conta da inversio das transformagdes. As autoras
concluem que as criangas apresentam graus diferenciados de dificuldades nas operagoes de
multiplicagdo e divisio e que sdo necessarias outras pesquisas para verificar se ambas as
operagoes tém diferentes origens.

Lautert e Spinillo (2000) investigaram o desempenho e as concepgoes de 80 criancas
em relacdo ao conceito de divisdo, das quais um subgrupo ja havia sido instruido sobre este
conceito. Os resultados mostraram seis tipos de respostas das criangas com relagdo as
concepcOes a respeito da divisio. A idéia de divisdo nas criangas variava desde respostas
elementares como a de “separar”, “distribuir”, até respostas que garantiam aspectos essenciais
do conceito da divisao. O desempenho do subgrupo de criancas que ja haviam aprendido
divisao foi superior ao outro subgrupo. O estudo evidenciou que os tipos de respostas sobre as
concepgoes das criangas sobre divisao variou em fungao da instru¢ao. O bom desempenho em
solu¢ao de problemas de divisao, entretanto, nao garantiu respostas mais elaboradas com
relacdo a idéia que as criangas faziam da referida operacao. Nogdes como a de separar e
distribuir foram mais enfatizadas pelos alunos investigados.

O desempenho de criangas das séries iniciais em tarefas de solugao oral de problemas

de divisao também foi investigado por Correa e Bryant (2000). Os autores citam dois modelos
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fundamentais concernentes a compreensao inicial da referida operagao, denominados divisao
partitiva e divisdo por cotas. Os resultados mostraram que os alunos com maior escolaridade
obtiveram melhor desempenho na resolucao da tarefas propostas e que os problemas que
envolviam divisdo partitiva obtiveram maior numero de acertos. Foram evidenciados
procedimentos ligados a dupla contagem e ao uso de adi¢oes repetidas nos problemas de
divisao partitiva.

Os estudos sobre a solugio de problemas de divisio com alunos das séries iniciais
parecem indicar que, mesmo submetidas a instru¢do escolar, as criancas tendem a apresentar
nogoes elementares desta operagao. A exemplo, a divisao partitiva apresenta-se como uma das
nogoes elementares da operacao da divisao e, mesmo tendo aprendido a calcular por meio de
técnicas mais sofisticadas, as criangas retornam a este modelo para conseguir resolver com
éxito as tarefas propostas.

Ao mesmo tempo, os resultados destes estudos também nos permitem verificar que o
efeito da aprendizagem escolar tem influenciado na construgao da operagdo da divisio das
criangas. Acredita-se, no entanto, que a compreensao das relagdes entre as nog¢des construidas
pelos sujeitos em face de uma operagdo aritmética e a formaliza¢do desta em nivel da
linguagem e técnicas algoritmicas é um tema complexo e merece aprofundamento teérico e

empirico nos estudos da Psicologia do desenvolvimento.

3.5.1 Dados de pesquisa — Problemas de multiplicagdo ligados as operagdes
combinatoérias

Os estudos sobre solugio de problemas que envolvem o produto cartesiano no
pensamento infantil tém procurado, em Psicologia e Educacio Matematica, identificar o
desempenho e analisar os tipos de estratégias de que se valem as criangas ao realizar tarefas que
envolvem a estrutura combinatéria subjacente.

English (1991) investigou as estratégias de solugdo em problemas combinatérios

utilizadas por 50 criangas de 4 a 9 anos por meio de material concreto de manipulagao em
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tarefas de solu¢ao de problemas multiplicativos. As criangas foram submetidas a solucdo de
sete problemas em sessoes individuais, utilizando camisas e cal¢as de diferentes cores a serem
vestidas por bonecos (ursos de brinquedo). O estudo evidenciou seis tipos de estratégias de
solu¢io para os problemas de analise combinatéria. Nos dois primeiros tipos de estratégia, sao
destacas condutas de selecio ligadas ao acaso, como por exemplo, deter-se somente na agao de
vestir os bonecos, assim como a conduta por tentativa e erro ligadas a combinagdes pautadas
nas pecas de roupas. Na terceira e quarta estratégias, ha o aparecimento de um certo padrao de
selecao dos itens combinados, demonstrando oscilagcdes entre chegar a completar todas as
combinagdes possiveis, mas com predominio nas tateagdes de pares ordenados. As duas
ultimas estratégias sdo caracterizadas primeiro pelo aparecimento de um padrao de “medida”
empregado pela crianca ao selecionar os itens a serem combinados, ou seja, um padrao ligado a
ao critério de duplicacio das combinagoes. Posteriormente, o padrao de “medida” empregado
pelas criangas relaciona-se com a descoberta do sistema tornando a solug¢do correta, uma vez
que os instrumentaliza a realizagdio de todas as combinagdes possiveis e manifestagio de
justificativas ligadas ao fato de que nao poderao fazer mais combina¢Ges mediante a
constatagao de que ja haviam utilizado todas as camisas e calgas para vestir os bonecos. Os
resultados mostraram diferenca significativa entre idades dos sujeitos e estratégias de solugao,
e as estratégias mais sofisticadas foram usadas pelas criancas mais velhas. As estratégias por
meio de tentativa e erro, porém, foram utilizadas por todas as criangas em varios momentos
durante a execucdo das tarefas.

A solugao de problemas baseada na estratégia de correspondéncia termo a termo foi
estudada por Nunes e Bryant (1991) em 180 criangas de pré-escola e primeira série de escolas
particulares de Recife, considerando tipos de problemas com mudanga nas quantidades e de
comparagdo, com niveis de dificuldade diferentes. Dois grupos experimentais foram
submetidos a treinamento da correspondéncia temporal e um outro a correspondéncia
espacial. O grupo controle foi submetido a resolucao de problemas comparativos, sem, no
entanto, serem encorajados a fazer uso da correspondéncia como estratégia de solucdao. Os
resultados indicaram que o éxito em problemas de mudanc¢a de quantidade foram superiores

aos problemas de comparagao. Um melhor desempenho no pos-teste foi verificado em todos
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os grupos; houve também diferenca significativa entre pré e pos-teste para o grupo
experimental que utilizou a correspondéncia espacial. No pré-teste as criancas demonstraram
22% de acerto nos problemas comparativos e o grupo de correspondéncia espacial 67% no
pos-teste. Para solucionar os problemas comparativos, as criangas do grupo experimental
passaram a utilizar da correspondéncia um a um entre as quantidades dos conjuntos, obtendo a
diferenga por meio da contagem dos elementos que sobravam em um dos conjuntos. O estudo
evidenciou que ha possibilidade de se obter a coordenagdo entre o esquema de
correspondéncia e conceitos iniciais de adi¢do e subtracdo em criangas pré-escolares e de 1°
série, promovendo assim, melhor desempenho em tarefas de solugio de problemas
comparativos.

No referido estudo, os autores esclarecem que as criangas das séries iniciais do Ensino
Fundamental relutam na solu¢ao de problemas multiplicativos porque tém dificuldade em
compreender a idéia de estabelecer comparagdes quantitativas entre conjuntos e, com isso, nao
dispoem de estratégias suficientes para a obten¢do da quantificagdo da diferenga entre os
conjuntos.

A correspondéncia um a um e um para muitos como principio basico para solucao de
problemas que envolvem multiplos comuns foi estudada por Frydman e Bryant (1994), ao
investigarem 18 criangas de um jardim de infancia e 18 da primeira série da escola primaria,
subdivididas em 3 grupos segundo as idades dos sujeitos. Os autores avaliaram um grupo
controle e outro experimental a fim de testar a habilidade das criangas para solucionar
problemas referentes a repartir quantidades desiguais, quando uma das quantidades era
multipla de uma outra e quando elas tinham que construir um multiplo comum entre duas
quantidades. Os resultados obtidos mostraram que os sujeitos do grupo controle obtiveram
melhor éxito nas tarefas mais simples. Aproximadamente, todas as criangas tiveram €xito nas
tarefas cujo emprego da correspondéncia um a um podia ser melhor controlada. As criangas de
cinco anos demonstraram poder ajustar o principio de correspondéncia quando tinham que
repartir quantidades menores e desiguais. A estratégia usual das criangas foi a de igualar ou
emparelhar as quantidades de blocos dos conjuntos de pequenas quantidades. O estudo
evidenciou que a maioria das criangas apresenta impossibilidade de igualar grandes quantidades

em relagdo a compensagao necessaria de um a outro conjunto.
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Observa-se, com base no estudo destes autores, que as criangas mais novas tém
dificuldade na constru¢ao do multiplo comum. Estas criangas parecem saber diferenciar o
namero total de blocos distribuidos pelo nimero de agoes realizadas para obté-los. Nao ha
uma total auséncia das relagdes multiplicativas nas criangas mais novas, mas sua compreensao
ainda esta inserida no principio da compensa¢iao por meio das ag¢des de correspondéncia que
estabelecem entre a igualagdo dos conjuntos e ndo na conceituagio da no¢ao de multiplos
comuns.

Resultados de pesquisa sobre estratégias de solucao de problemas multiplicativos
(Taxa, 1996) em criangas de 1%, 2% e 3" séries do Ensino Fundamental por meio da utilizagao de
material concreto de apoio mostraram que, em problema do tipo produto de medidas, as
criangas de 1% e 2% séries ndo conseguem chegar a todos os pares ordenados possiveis para
solucionar corretamente a situagao. Tampouco houve desempenho superior do grupo de
alunos da 3° série. O estudo, contudo, evidenciou que a variagao do total de combinagdes,
proximas ao resultado correto foi melhor elaborada pelas criangas, com predominio dos alunos
da 2% e 3" séries, por meio de tateios, repeticoes das combinagdes e quantificagdes equivocadas
das possibilidades realizadas. Os alunos de 1* série valiam-se predominantemente do esquema
de correspondéncia termo a termo para realizar os pares ordenados e nio admitiam outras
possibilidades quando ja haviam feito a correspondéncia uma a um entre camisas ¢ bermudas.
As criangas de 2* e 3" séries demonstraram necessidade do registro grafico no momento de
manipulac¢do das pegas. A realizagdo de um maior numero de combinagdes, mas com muitas
repeti¢oes e variagoes entre os critérios de selecdo foi evidenciado como uma valiosa conduta
de elaboragdo das combinagdes entre os sujeitos investigados.

Bryant e Kornilaki (1999) buscaram investigar a representagao das criangas em
atividades de solugdo de problemas multiplicativos. O estudo revelou que a origem da
multiplicagdo e divisio é bastante diferente, tendo em vista que a base para a compreensao
inicial da multiplicagdo ¢ a correspondéncia um para muitos. Verificaram que as criangas
mostraram-se dependentes do esquema de correspondéncia um para muitos como
procedimento da multiplicacio. Comentam que, em dadas circunstancias, tal esquema pode
servir como um componente efetivo para o ensino da multiplicagao na escola.

Nunes e Katsoris (1999) analisaram problemas multiplicativos do tipo medidas e do
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tipo produto cartesiano. As autoras defendem que ambos os tipos de problemas podem ser
resolvidos, baseando-se na correspondéncia um para muitos. Analisaram o funcionalismo
destes modelos apresentados por criangas de oito anos por meio de problemas de produto
cartesiano seguindo instru¢oes apoiadas na constru¢ao da matriz ou da correspondéncia um
para muitos. A analise estatistica mostrou que o grupo das crian¢as que foram instruidas com
base na correspondéncia apresentaram desempenho significativamente melhor que aquelas que
receberam a instru¢ao com base na matriz. As autoras assinalam que o ensino de solu¢ao de
problemas de produto cartesiano para criangas por intermédio de raciocinio da
correspondéncia poderia favorecer na constru¢io de modelos de solugao para melhorar os
resultados escolares desta operagao.

Brito e Taxa (1999) analisaram o desempenho e os procedimentos utilizados por alunos
de 3" e 4" séries do Ensino Fundamental na solugao de um problema aritmético de estrutura
multiplicativa envolvendo o produto cartesiano. No grupo 1, alunos da 3" série utilizaram
material concreto como apoio para solucionar o problema e o grupo 2, alunos da 4* série
utilizaram lapis e papel. Os resultados mostraram que no grupo 1, 15% dos alunos realizaram
todas as combinagdes (n=12) possiveis entre as pecas de roupas contidas no enunciado do
problema. No Grupo 2, 63,6% realizaram todas as combinagdes de pares ordenados do
problema. Os alunos da 4° série apresentaram melhor desempenho que os alunos da 37 série na
solucao do problema de analise combinatodria. Segundo as autoras, este resultado parece indicar
que a representa¢ao grafica mostra-se um recurso mais interessante para as criangas quanto ao
controle dos dados e transformagoes do problema do que a representagao por meio de figuras
que nao possibilita igualmente, o controle das combinacées, fazendo predominar a solu¢iao no
plano da agao. A analise de procedimentos de ambos os grupos, no entanto, evidenciou a
tendéncia de os alunos utilizarem formas de representaciao variadas quando se tratou de
registros no papel e demonstracao de estratégias e justificativas quando os alunos valeram-se
do material concreto com apoio para a solugao do problema.

Os estudos sobre como as criangas e jovens aprendem aritmética tém gerado um
numero consideravel de pesquisas, enfocando a crianga como um produtor ativo de
significados para as tarefas que realiza, sobretudo aquelas que envolvem conceitos

matematicos.
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Os resultados dos estudos tém apontado que criangas das séries iniciais utilizam a
multiplicagao como operag¢ao unitaria. Os procedimentos de adi¢io como contar em grupos ou
recitar os nimeros somados um a um sao mais freqliientemente utilizados e compreendidos do
que a aplicacio de um unico fato que relaciona a uma compreensao de multiplicagio como
uma relacao binaria que gera um produto.

Conforme defendido por Vergnaud (1979), embora a multiplicagiao seja uma operagao
binaria, as criangas mais novas tendem a usa-la como uma operag¢ao unitaria, valendo-se de um
ou outro operador. Isto significa que as criancas nao so6 tém de identificar um procedimento
correto relativo a operagao, mas também tém de reconhecer os papéis dos dois numeros
envolvidos.

Os resultados das pesquisas citadas no presente estudo fornecem aos investigadores e
professores um aprofundamento dos aspectos tedricos basicos a respeito da progressio da
construcao da operagao da multiplicagao. A compreensao da multiplicagdo vem da integracao
de muitos esquemas de maneira que a crianga possa reconhecé-la como operacio matematica
binaria e cuja aplicagdo ¢é apropriada para resolver e representar em diversas tarefas que
envolvem conceitos desta natureza.

A pratica docente diante da solu¢ao de problemas multiplicativos tem favorecido a
estratégia de somas repetidas, seguidas de técnicas algoritmicas da operagao de multiplicagao
com acréscimo de nimeros cada vez maiores a serem calculados.

Estudos, porém, como o de Nunes e Bryant (1991), Frydman e Bryant (1994), Taxa
(19906), entre outros, revelam a importancia e a necessidade de se compreenderem os processos
e mecanismos cognitivos dos sujeitos na aquisicao de conceitos matematicos ensinados na
escola. As criancas demonstram, desde o ensino das séries iniciais do Ensino Fundamental, no
caso da correspondéncia um a um, que tém esquemas quantitativos disponiveis para realizar
tarefas que envolvam a solugdo de problemas de operagdes combinatorias. As pesquisas tém
demonstrado sobretudo que as criangas podem progredir substancialmente em nivel da
aquisicao da estrutura multiplicativa, se tiverem experiéncias diversificadas e planejadas de
forma adequadas, contemplando os aspectos de processos psicolégicos e matematicos da

operagao de multiplicacao em solugao de problemas.
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Acredita-se que o trabalho com problemas multiplicativos do tipo produto de medidas
exige da crianca um nivel de abstracao reflexionante. Podem ser trabalhados, no entanto, com
criangas menores, mas por meio de solugoes inventadas por elas proprias: desenhos, utilizacao
com material de apoio, onde apareca nao sé a exploragao do calculo mental, mas também o

registro matematico construido por elas mesmas.
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CAPITULO IV

AVALIACAO GOVERNAMENTAL DO DESEMPENHO ESCOLAR E
PROPOSTAS CURRICULARES NO CAMPO DA MATEMATICA

Nas duas ultimas décadas, uma vasta literatura tem enfocado tanto no ambito das
pesquisas como no ambito dos 6rgaos governamentais a importancia da defini¢ao do curriculo
e da avaliagio como fatores determinantes para o sucesso das aprendizagens escolares.
Destacamos neste capitulo as ambas tematicas: propostas curriculares e avaliagio como

principios de referéncia as aprendizagens escolares no campo da Matematica.

4.1 O processo de avaliagdo no ensino
4.1.1 Visao Geral

O tema avaliagdao tem inflamado significativamente as discussoes sobre a educagao, no
sistema educacional brasileiro nos anos noventa. E, como seria de se esperar, desafia todos os
envolvidos a qualquer tentativa de consenso sobre o modo de avaliar e os niveis de exigéncia
necessarios e pertinentes.

Diferentes interesses e formas de avaliar institui¢oes, alunos ou qualquer outro aspecto

da escola tém sido propostos e praticados por organismos governamentais. Tal movimento



pode ser explicado, segundo Dias Sobrinho (1997), pelo fato de a avaliacio institucional

«

adquirir “... muita forca a partir do momento em que se tornou em todo o mundo mais agnda a crise que tem

levado os Governos a investirem cada vey menos na drea social, especialmente em educagao ...” (Dias
Sobrinbo, 1997, p.20-21).

Qualquer concepgao de avaliacio que se estabeleca, seja em nivel dos 6rgaos externos
ou internos da escola, envolve uma visao de mundo, de homem e de educagao. Uma questao
bastante pertinente a se propor refere-se ao fato de que deveremos supor que os conteidos
avaliados e tidos como fundamentais para a vida académica dos alunos correspondem a uma
verdadeira aprendizagem por parte dos mesmos, e, sobretudo, avaliar se tais conteudos
contribuem para a formacao de um sujeito social tendo em vista a cidadania e nio somente
levando em conta a profissionalizagao.

Perrenoud (1999b) lembra que a avaliagao encontra-se no amago das contradi¢oes do
sistema educativo e apresenta-se complexa segundo a diversidade das “logicas” impostas sobre
a questao. Ao fazer uma analise sobre duas principais l6gicas do sistema de avaliagao segundo a

realidade escolar, o autor assinala:

“Avaliar ¢ — cedo on  tarde — criar hierarquias de exceléncia, em funcao das quais se decidirao a
progressdo no curso seguido, a selegdo no inicio do secunddrio, a orientacdo para diversos tipos de
estudos, a certificacdo antes da entrada no mercado de trabalho, freqiientemente, a contratacao.
Avaliar ¢ também privilegiar um modo de estar em aula e no mundo, valorizar formas e normas de
excceléncia, definir um aluno modelo, aplicado e dicil para uns, imaginativo e antonomo para outros

... (Perrenond, 1999b, p. 9).

Analisando o fenémeno avaliagiao, Brito (1984) poe em destaque a discussao desta
tematica, apresentando uma variedade de objetos de analise e enfatiza que encontrar uma unica
definicdo para abarcar todas as sua formas é uma tarefa bastante complexa. A autora lembra
que as diferentes defini¢oes de avaliagdo deveriam ser tomadas como complementares e nao
antagénicas, como se pode observar da parte de alguns estudiosos. Entretanto, é notério que
alguns aspectos sobre avalia¢do sdo priorizados em determinadas abordagens, pois isto é o que

lhes confere a diferenca entre essas abordagens.
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Uma avaliagdio entendida como transformadora e comprometida com agoes
integradoras indica uma possivel énfase nas metodologias qualitativas de investigacdo. Vale
ressaltar, todavia, que isso nao se opoe as abordagens de orientacdes quantitativas, ou seja, o
fato de estarmos tratando de um fenémeno social nao significa que possamos prescindir de
rigor da realidade avaliada, o que implica selecao de procedimentos e instrumentos adequados.
Conforme lembrado por Dias Sobrinho (1997), quando avaliamos uma realidade e
apresentamos dados imprecisos, estamos deturpando e enviesando as interpretagdes possiveis
para aquela mesma realidade e, consequentemente, um diagnéstico nao fidedigno nao podera
contribuir para um projeto educativo eficaz e tampouco uma avaliagio tendo em vista a

transformacao de tal realidade.

4.1.2 A avaliagdo, os testes padronizados e o desempenho matematico no Brasil e
outros paises - a visdo de alguns especialistas

Informacgoes obtidas com base em um sistema nacional de avaliagdo educacional
deveriam permitir verificar, ao longo do tempo, a eficiéncia e a eficacia do sistema de ensino e,
a0 mesmo tempo, abrir possibilidades para a obtencao de explicagdes sobre os fatores que
poderiam influenciar nos resultados obtidos.

Klein e Ribeiro (1991) e Klein e Fontanive (1995) mostraram que o acesso a primeira
série do primeiro grau esta praticamente garantido a todos os alunos e, pelo menos, 95% de
criancas em idade adequada para o ingresso tém acesso a referida série. Ja no que se refere a
conclusaio do primeiro grau, os resultados mostram que o acesso esta longe de ser
universalizado. Em 1990, somente 45% dos alunos estavam concluindo o primeiro grau, seja
por via do sistema regular, seja por via do supletivo de ensino. Ao mesmo tempo, os trabalhos
mostram que os alunos passam em média cerca de nove anos no primeiro grau e os que o
concluem fazem-no, em média, em 11 anos.

Por um lado, poder-se-ia afirmar que os altos indices de repeténcia estariam ligados a

um alto grau de exigéncia para aprovagdao, ¢ que os concluintes seriam alunos altamente
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qualificados. Por outro lado, sabe-se que os dados sobre o desempenho de alunos em exames
vestibulares e nas avalia¢Ges realizadas pelo Sistema de Avaliagao da Educacao Basica (SAEB),
em 1990 e 1993, indicam que as altas taxas de repeténcia sio acompanhadas por um ensino de
baixa qualidade.

Segundo Southard (1998), analisando um programa de avaliagao - o Blueprint 2000 -
nos Estados Unidos (Florida), os testes padronizados tém sido uma constante no sistema de
avaliacio norte-americano, servindo para a selecao e classificacio dos alunos. Sabe-se, no
entanto, que o uso abusivo destes testes tem ocasionado a discussdo no cenario educacional
americano, e tem sido atribuido o uso extensivo dos testes a “..distancia cada vez maior entre os
objetivos do teste e o curriculo... A preocupacao em avaliar conbecimento verbal em vez de avaliar a aplicacdo do
conhecimento a  sitnagoes reais. Nado hd utilizacao dos testes para a melhoria da  instrugao...”
(Southard,1998,p.29).

Com a reforma educacional norte-americana, pode-se assistir a énfase dada a novos
instrumentos de avaliagdo que procuram medir habilidades intelectuais mais complexas como
conceitos e solu¢oes de problemas e aplicagao a problemas reais.

Brito, Munhoz e Primi et al. (2000) verificaram as relagdes entre o raciocinio e o
desempenho em Matematica dos alunos que realizaram a prova aplicada pelo Exame Nacional
do Ensino Médio (ENEM/MEC-BR). Os autores destacam que “..a avaliacio das habilidades e
competéncias matemidticas ultrapassa mera avaliagdo de “certo on errado” em wuma questio, exigindo nma
andlise da maneira como o individno esta pensando ao desenvolver a tarefa.” (Brito, Munhoz e Prini et al.,
2000, p. 49).

A avaliagao por meio de questdes abertas mostra-se, segundo os autores anteriormente
citados, ser a melhor possibilidade de detectar os conceitos e os procedimentos que se deseja
conhecer, a fim de que se possam avaliar os componentes da habilidade matematica e as
competéncias decorrentes dos componentes da habilidade dos alunos. Os resultados obtidos
no estudo dos referidos autores evidenciaram que a prova do ENEM/1998 é um instrumento
viavel para a avaliagio dos alunos. Ressaltam os autores, todavia, que se faz necessario o
aprofundamento e a revisao de aspectos do instrumento.

Tal como anunciado por Macedo (1997), a problematizagdo de temas recorrentes em

avaliacdo escolar devem estar engajados a pressupostos epistemologicos. A elaboracio e
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adequagao de instrumentos de medidas que possam avaliar cada vez mais e com melhor
precisao o desempenho escolar dos alunos tem sido um desafio crucial em termos de avaliagao.

A idéia proposta por Macedo (1997), a respeito do tema avaliagio, é bastante
interessante bem como a sugestio do tratamento de seus resultados a luz de implicagoes

psicopedagogicas.

4.1.3 Avaliagdo dos organismos governamentais: o SAEB e o SARESP

No Brasil, os estudos sobre um sistema estadual e nacional de avaliagio tem sido
realizado desde 1994 aproximadamente. E esperado que a avaliacdo educacional, seja em
ambito estadual, como ¢ o caso do Sistema de Avaliacio do Rendimento Escolar do Estado de
Sao Paulo (SARESP, 1996;1998), ou nacional, como o Sistema de Avaliacio do Ensino Basico
(SAEB, 1995; 1999), ou mesmo do Ensino Nacional do Ensino Médio (ENEM, 1998), possam
fornecer diagnosticos e subsidios para a implementagio ou manuten¢io de politicas
educacionais. Tais avaliacdes, em larga escala, do sistema escolar, devem objetivar, ainda, a
informacgao do que alunos em diferentes séries sabem e sdo capazes de fazer em determinadas
areas curriculares, em um determinado momento, devendo-se também acompanhar a evolugao
destes alunos ao longo dos anos.

A utilizagao dos instrumentos destes sistemas de avaliacio, bem como dos resultados
obtidos tém trazido a tona como mostram contatos informais com escolas publicas e
particulares, discussoes sobre a qualidade do ensino e a constru¢ao de seus instrumentos.

Em 1988, foi implantado o Sistema Nacional de Avaliagao da Educagao Basica (SAEB)
sendo a primeira aplicagio em 1990 e o segundo ciclo em 1993. Os resultados obtidos nas
provas de Matematica aplicadas em 1993, indicaram que 67,7% dos alunos da primeira série do
Ensino Fundamental acertaram pelo menos metade dos testes. Para os alunos da terceira série,
no entanto, o indice cafa para 17,9%, conforme divulgado pelos Parametros Curriculares

Nacionais, referente a area de Matematica (MEC- PCNs, Vol.3, 1997).
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Os resultados obtidos pelo SAEB (1995)* quanto ao desempenho matematico dos
alunos mostraram que as criangas de 4” série investigadas dominam 29,5% dos conhecimentos
matematicos necessarios e aprendidos nas séries iniciais do ensino fundamental, divulgado pela
Revista Educacio (out./98).

A anilise do desempenho em Matematica obtido com base na avaliacio do SAEB/95
indicou, especificamente que, em “Numero e operagoes” — os alunos de 4" série, quanto a
“compreensao de conceitos”, demonstraram atingir 41% de acertos, tendo em vista o
“conhecimento de procedimentos”, 31% e em “aplicagdo ou resolugio de problemas”
envolvendo numeros e operagoes o percentual foi de 31%. Segundo assinalado pelos
Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) — volume introdutério, o desempenho em
Matematica dos alunos apresentou-se insatisfatorio.

A elaboracio das provas do SARESP sao feitas com base em matrizes, isto ¢, por via
da constitui¢ao de tabelas de especificacao de conteudos e objetivos, indicando temas e metas
do curriculo a serem desenvolvidos em cada série e disciplina. Tais parametros estao
fundamentados nas propostas curriculares elaboradas pela Coordenadoria de Estudos e
Normas pedagégicas (SEE/CENP, 1988).

A anilise preliminar de Esposito e Davis (1999) dos resultados do SARESP/96 com
relacdo a idade dos sujeitos indicou que 63% dos alunos que cursavam a 4" série tinham idade
(9-10 anos) correspondente ao esperado. A relacio defasagem idade-série, correspondente a
um ano de atraso, somou 18%, sendo 10% dos que apresentaram dois anos de atraso e 9% dos
que tinham idade igual ou superior a 14 anos.

A média geral do desempenho escolar em Matematica apresentado pelos alunos
indicou que em 1996 (3" série) foi de 49,5 (desvio padrao de 16,3). Em 1997 (4" série), a média
foi de 60,4 (desvio padrio de 106,2). Este resultado possibilitou identificar que houve um
acréscimo de 10,9 pontos na média apresentada na avaliacdo de 1997 pelos alunos da 4* série
em relagdo aos alunos investigados em 1996, quando cursavam a 3" série do ensino

fundamental.

4 Para uma discussio mais aprofundada e leitura completa da analise dos dados obtidos quanto ao desempenho escolar avaliado pelo SAEB,
consultar “Saeb 97: primeiros resultados”.
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Com base nos resultados do desempenho escolar em Matematica, a comparagao entre
os resultados observados e os desejados deve estar presente, de tal maneira, que se possa fazer
um levantamento de hipéteses a fim de se analisarem as causas dos efeitos encontrados. No
caso da avaliacdo feita pelo Sistema de Avaliagao do Rendimento Escolar do Estado de Sao
Paulo (SARESP), foram comparados os resultados obtidos pelos alunos ano a ano, buscando
entender o aumento ou a regressao das médias dos alunos nos contetidos avaliados, podendo
fazer-se, entao, melhor identificagao dos ganhos ocorridos quanto a aprendizagens escolares.

Vale ressaltar que a tematica sobre avaliagio, em especial a da avaliagio sobre
desempenho escolar, merece uma leitura critica e atenta dos resultados divulgados, a fim de
que se possa contribuir efetivamente para a pratica pedagogica do professor em relagao aos
conteudos curriculares tratados na escola, culminando em agdes de melhoria do processo de
ensino-aprendizagem em Matematica.

Cabe lembrar que, no caso dos resultados do SAEB (1997) e SARESP (1996-97), os
dados mostraram que, dentre outros aspectos, a solug¢do de problemas aritméticos merece
aten¢ao de pesquisadores e educadores. Paralelamente, no caso das operacOes aritméticas da
avaliagio do SARESP (1997), os resultados indicaram que apenas 15% dos sujeitos
investigados concluem as séries iniciais do Ensino Fundamental dominando, de forma
elementar, as operagoes de multiplicagdo e divisiao, conforme divulgado pela Revista Educagao

(Outubro/1998).

4.2 Propostas e parametros curriculares para o ensino da Matematica no Brasil e na
reforma educativa espanhola

O ensino da Matematica tem sido objeto de discussaio no ambito educacional,
especialmente na definicao por autoridades do Ministério da Educacao e do Desporto (MEC),
com relagao a novos parametros curriculares da Matematica para as séries iniciais do Ensino

Fundamental.
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4.2.1 CENP e PCNs

A Proposta Curricular da Coordenadoria de Estudos e Normas Pedagdgicas- Secretaria
da Educacao do Estado de Sao Paulo (CENP,1988) defende uma posi¢ao de rompimento com
um enfoque mais tradicional de ensino em que se valoriza apenas a memorizagao de sinais e
simbolos matematicos. Defende ainda, o rompimento com as classicas situa¢oes de “prova” —
as quais tém cobrado dos alunos apenas a memorizagao da tabuada, o resultado da “conta”, a
nomenclatura de figuras geométricas, e, por fim, alguns esquemas pré-estabelecidos para a
solugdo de problemas e considera e valoriza os processos légicos que envolvem a construgiao
de conceitos matematicos.

A referida proposta anuncia uma concepg¢ao epistemoldgica baseada na construcao de
conhecimentos dos conceitos matematicos. Mediante tal proposta, os professores deveriam
ficar atentos para, ao invés de optar por uma seqiiéncia linear dos contetidos, aderirem a uma
proposta mais integradora entre os conteudos, sem tratamento exaustivo de um conteudo em
detrimento dos outros.

Segundo a proposta curricular para o ensino de Matematica do 1° grau, elaborada pela
CENP na década de 80, referente ao denominado Ciclo Basico (1% e 27 séries) e 3" e 4 séries
iniciais, espera-se que os alunos possam classificar, seriar, ordenar, fazer correspondéncias com
conteudos que envolvam trés grandes temas, como os conceitos de numero, geometria e
medidas.

Segundo a fundamentacio daquelas propostas curriculares para a disciplina da
Matematica, o ensino da referida area na séries iniciais deve objetivar a compreensao dos
alunos em nivel de elementos quantitativos, valendo-se da realidade fisica e social e processos
légicos proprios do sujeito. Para tanto, as operacOes mentais que devem ser exploradas, tendo
em vista o ensino e a aprendizagem com criangas do Ciclo Basico, estao diretamente ligadas a
processos logicos de pensamento que também seriam necessarios nas demais disciplinas, como

Portugues, Ciéncias, Historia, Geografia, entre outras postas no curriculo oficial.
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Na segunda metade da década de 90, o Ministério da Educacao e do Desporto (MEC),
especificamente a Secretaria de Educacao Fundamental apresenta os Parametros Curriculares
Nacionais (PCNs) para as quatro primeiras séries do Ensino Fundamental. A elabora¢io dos
Parametros esteve apoiada pelas pesquisas, no ambito nacional e internacional, e pelos dados
estatisticos que delineavam o perfil de desempenho escolar dos alunos do Ensino
Fundamental.

O MEC enfatiza que os Parametros Curriculares Nacionais deverdo ser entendidos
como documentos norteadores de referéncias para a formula¢io do projeto educacional de
cada escola.

Os fundamentos dos Parametros Curriculares Nacionais pressupdoem que a pratica
pedagdgica de todo professor, ainda que de maneira inconsciente, como também afirma
Becker (1993b), implica concepgoes de ensino-aprendizagem. Estas determinariam, assim, a
concep¢ao de curriculo, a funcdo social da escola, as relagdes entre professor-aluno, os
conteudos, as metodologias e os procedimentos a serem adotados.

E possivel identificar a influéncia da psicologia genética nos Pardmetros como
referéncia de compreensiao acerca dos processos que envolvem a formacio de conhecimento

no sujeito. O documento em questao poe em destaque:

“(..) importincia da participacdo construtiva do aluno e, ao mesmo tempo, da intervencdo do professor
para a aprendizagem de conteidos especificos que favorecam o desenvolvimento das capacidades
necessdrias d formagao do individuo. Ao contrdrio, de uma concepeao de ensino e aprendizagem como um
processo que se desenvolve por etapas, em que a cada uma delas o conbecimento é “acabado”, o que se
propoe ¢ uma visao de complexidade e da provisoriedade do conbecimento. De um lado, porgue o objeto
de conhecimento ¢ “complexo” de fato e reduzi-lo seria falsifica-lo; de outro, porque o processo cognitivo
ndo acontece por justaposigao, sendo por reorganiacdo do conbecimento. E também “provisério”, uma
veg que ndo ¢ possivel chegar de imediato ao conbecimento correto, mas somente por aproximagies

sucessivas que permitem sua construgao” (MEC, 1997,v0l 1, p.44).

Em funcdo de uma abordagem construtivista e de uma escola voltada a constru¢ao do

conhecimento, faz-se necessario dar tratamento de questdes do cotidiano que interferem na
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vida do aluno de forma a serem essas questOes tratadas como contetdos escolares. Essa
concepgao vem validar a necessidade de um tratamento transversal no sentido de contemplar
tematicas sociais no curriculo escolar

A concep¢ao de transversalidade no curriculo pressupde a integracao das areas de

1

conhecimento e comprometimento “.. das relages interpessoais e sociais escolares com as questoes que
estao envolvidas nos temas, a fim de que haja uma coeréncia entre os valores experimentados na vivéncia que a
escola propicia aos alunos e o contato intelectual com tais valores” (MEC, 1997, voll, p. 64).

Com relagao especificamente ao ensino da Matematica, as considera¢oes preliminares
dos Parametros sugerem relacionar observagdes do mundo real que a crianca faz com
diferentes formas de representacao, como desenhos, figuras, esquemas, tabelas, entre outros.
Outro aspecto destacado para o ensino da Matematica ¢ propiciar a relagdo existente entre as
representagoes das criangas com os principios e conceitos matematicos.

Com base no destaque destes aspectos ¢ enfatizado que a sele¢do e organizagao de
conteudos no ensino da Matematica deveriam obedecer a relevancia social e a do
desenvolvimento intelectual das criangas, ao invés de adotar como unico critério a légica

interna da propria Matematica.

O conhecimento matematico ¢ entendido, conforme proposto nos Parametros como:

“(...) fruto de um processo de que fazem parte a imaginagao, os contra-exemplos, as conjecturas,
as criticas, os erros e acertos. Mas ele ¢ apresentado de forma descontextualizada, atemporal e
geral, porque ¢é preocupagdo do matemdtico comunicar resultados e ndo o processo pelo qual os
produzin. (...) A Matemitica desenvolve-se, desse modo, mediante um processo conflitivo entre
muitos elementos contrastantes: o concreto e o abstrato, o particular e o geral, o formal e o
informal, o finito e o infinito, o discreto e o continno. Curioso notar que tais conflitos

encontram-se também no ambito do ensino dessa disciplina” (MEC,1997, vol.3, p.28).

As relagbes entre a Matematica e temas transversais podem ser assim expressados na

figura 10, consoante a indicagdo dos Parametros Curriculares Nacionais:
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CONSTRUCAO DA CIDADANIA

Insercao do sujeito no mundo do trabalho, nas relagies
sociais ¢ de fundamental importancia;

Tomadas de  decisies diretamente  ligadas  a
compreensdo, por parte do sujeito, de classificar, ordenar,
quantificar e medir, assim como apropriar-se, de maneira
critica pela leitura, de dados estatisticos que revelam uma
dada realidade;

Matemitica ¢ Metodologia devem caminbar juntas, pois a
criagio de  estratéigias de ensino  que  possibilitem  a
capacidade de comprovagao, argumentagio e espirito critico
sdo imprescindiveis para a formacao da iniciativa pessoal
do trabalho coletivo;

estao

ETICA
Desenvolver atitudes no aluno em relagio ao sen
processo de aprender ¢ ao do prdprio grupo;
Possibilitar  construgio  significativa do
conbecimento  matenidtico sem preconceito de drea
do saber de individuos mais talentosos;
Trocar idéias, discuti-las e medid-las com o saber
cientifico;

-

1L

ORIENTACAO SEXUAL
Ignaldade de  oportunidades e condigoes entre
homens e mulberes na construgao do conhecimento
matematicoy

—~
MEIO AMBIENTE

Relacionar questoes ambientais ao trabalbo interdisciplinar

da Matemitica;

Fendmenos do Ambiente ligados a conceitos e procedimentos

do conbecimento matenmitico, como os de elaboragdo de

hiboteses, aroumentacdo ¢ inferpretacio de dados:

J\
_/

~
SAUDE

Relacionar conbecimento matemitico (quantitativo)

em fungao de questies voltadas ao desenvolvimento

Sisico e a problemas que envolvem a sailde das

pessoas;

] |

PLURALIDADE CULTURAL

Valorizagio da saber matematico, intuitivo e cultural implicitos no universo do aluno;

Histdria da Matematica ¢ a Etnomatematica como temidticas necessdrias a construgao do conbecimento;

Figura 10 - Quadro explicativo das relagdes entre os conteddos matemadticos e os temas transversais
indicadas pelos Parametros Curriculares Nacionais

A Matemiatica no Ensino Fundamental deve articular-se de maneira que o

conhecimento de estruturagao logico-dedutivo do sujeito.

delineamento dos conteudos com base nos temas transversais e a elaboracio de objetivos e

metodologias devam explorar tanto o carater de aplicabilidade do conhecimento como o
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4.2.2 Relagdes entre Parametros Curriculares Nacionais e a reforma educativa
espanhola

A defesa de uma concepgao de curriculo de caracteristica transversal pode ser
identificada nos trabalhos de autores como Sastre e Moreno et al. (1993), Galego(1998),
Perrenoud (1999). Nestes, pode-se constatar a critica feita sobre a relagdo entre ciéncia e
ensino, entendendo-se a primeira de natureza acumulativa, a qual produz explicagoes parciais
da realidade em que vivemos. Para estes autores, se entendida desta maneira, a ciéncia
implicaria, entdo, tendo em vista as questoes educacionais, também uma forma recortada de
elaborar conceitual e metodologicamente os programas curriculares.

Nessa linha, as discussdes e mudangas ocorridas na reforma do ensino da Espanha ha
uma década tiveram como pano de fundo reflexdes acerca da dicotomia entre a énfase de um
ensino voltado as disciplinas classicas do curriculo e a opg¢ao pela introdu¢ao de um curriculo
que contemplasse o conhecimento social e o afetivo impregnados pela vida cotidiana dos
sujeitos. Questdes sobre a origem e o porqué da estrutura curricular voltada as disciplinas que
contemplam o saber cientifico ocidental possibilitaram criticas no que se refere a concepgao de
ciéncia, tentado romper a idéia de que a producio e sistematizagio de conhecimento
corresponde a um conjunto de verdades absolutas e acumulativas (Kuhn, 1996).

Sastre ¢ Moreno (1993) lembram que uma concepcio de ciéncia de natureza
acumulativa obstrui nossa capacidade de levantar problemas, tecer solugdes e até mesmo de
ignorar questdes ligadas a problemas sociais como a fome no terceiro mundo, as agressoes ¢
demais formas de violéncia vigentes em nossa sociedade, os desequilibrios ambientais e a falta
de preparo para lidar com a formagao de relagdes interpessoais de maneira harmonica.

No campo educacional, temas considerados “transversais” implicam solugdes vidveis
para o conflito discutido entre a integracao dos saberes, como o cientifico e o cotidiano e as

implicagoes sociais advindas pela op¢ao de um ou outro curriculo e sua propaga¢ao na escola.

5> No caso da reforma educacional espanhola — trata-se da “Educagio Moral e Civica”, da “Educac¢io para a Paz”, da “Educacio para a
Saude”, da “Educacio para a Igualdade de Oportunidades entre os sexos”, da “Educacio do Consumidor” e da “Educagio para o Transito”.
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Um tratamento didatico-pedagogico que tenha por foco central os temas transversais
foi investigado® por Taxa e De Miguel Vallejo (1998). As autoras investigaram as intervencdes
realizadas na pratica pedagogica de professores das séries iniciais de escolas publicas da cidade
de Barcelona, verificando as possibilidades e dificuldades de um trabalho deste tipo, assim
como analisaram atividades produzidas pelos alunos.

Dirigidos ao primeiro e segundo ciclos de educagao primaria espanhola, o material
didatico de Moreno e Sastre et al (1989), intitulado “Conhecimento do meio — A
Transversalidade desde a Co-educacao”, objetivava que as criangas refletissem sobre
fenémenos e situagoes diversas, englobando o saber cotidiano e o saber cientifico. A Lingua e
Literatura, a Matematica, a Educacao Artistica e a Educac¢ao Fisica apresentavam, neste
contexto, um novo significado: o de instrumentos para organizar as experiéncias e
aprofundamento quanto ao conhecimento do mundo fisico, social e cultural.

Neste trabalho nio cabe apresentar a analise global da pesquisa, mas enfocar, em
especial, os aspectos ligados aos objetivos gerais da Matematica.

A pesquisa mostrou que como atividades matematicas desenvolvidas, as unidades
referiam-se a conteudos elementares da area para as duas primeiras séries primarias, como: a
quantificagao e representagao de objetos e situagdes variadas solicitadas pela professora ou
mesmo trazidas pelas criangas do proprio grupo-classe. No caso da unidade didatica sobre o
corpo humano, ao discutir, representar e classificar atributos de semelhanga e diferenca entre
as partes do corpo (feminino e masculino, tamanho, cor, entre outros), os alunos classificavam
subgrupos de alunos que apresentam caracteristicas fisicas semelhantes; ordenavam as pessoas
segundo a estatura; e, posteriormente, eram envolvidas em uma série de atividades de
quantificagdo e representacao numérica referente as classificacoes e ordenacdes realizadas.

Na unidade didatica sobre “sentimentos”, verificou-se que os alunos organizavam
informagoes obtidas sobre estados de animos, como os de alegria e tristeza. As atividades
matematicas, a este respeito, referiam-se a ordenagao quantitativa das informagoes sobre as

causas que levam as criangas a ficarem alegres e tristes.

¢ Programa de Doutorado Sandwich- CAPES-BEX2566/97-4 — Universidade de Barcelona e escolas publicas da cidade de Batcelona
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Atividades relacionadas a jogos eram uma constante, verificando-se que as criangas
mostravam compreender as regras estabelecidas para esses jogos, assim como discuti-las e
montar as formas de registro de cada um dos jogos propostos.

Destacam-se ainda atividades que se referem a trabalhos ligados a lojas e simulagao de
compra e venda de objetos. As criangas, no caso, conseguiam solucionar situagées-problema
que envolviam transformagoes aditivas, durante a simulagdo, seguido de um trabalho de cunho
mais escolar.

A figura 11 mostra, como exemplo, a sintese de uma das unidades didaticas analisadas.
As unidades didaticas “Os Animais” e “Nos comunicamos e viajamos” mostra as rela¢oes da

Matematica com os conteudos do conhecimento do meio fisico, social e cultural.

Unidade Didatica 5- Os Animais

Unidade Didatica 6- Nos comunicamos e viajamos

- Construgio de grupos de animais segundo diversos
critérios,abordando  relagGes parte-todo entre os
grupos elaborados e representando-os graficamente;

- Quantificagao dos elementos dos grupos;

- Exploragio em nivel manipulativo (com figuras ou
reproducdo de animais em miniatura) valendo-se de
situagbes em que se produzam transformacgoes
quantitativas;

- Invencao de relatos que outorguem significado em
pirico as operagdes de somar e subtrair;

- Simbolizagio grafica com cifras e signos aritméticos
das situacoes tealizadas;

- Abstracdo das relages aditivas apoiando-se em
relatos orais e escritos e realizagdo mentalmente o
calculo aue implicam tais relacoes.

- Ordenacao de meios de transporte e meios de

comunicagdo  por grupos segundo  critérios
elaborados, primeiramente pelos alunos;

- Aprofundar andlises das relagdes parte-todo entre
soma e subtra¢do dos grupos elaborados;

- Resolugido dos problemas formulados por escrito;

- Formula¢io de perguntas para serem respondidas
mediante um calculo aritmético;

- Estimativa de tesultados, em situacoes de vida
cotidiana, relacionados com os meios de transporte
em que apare¢a um conteudo aritmetizado;

- Elaboragdo de graficos simples que expressem os
indices de audiéncia de programas de televisao;

- Aprofundamento no conhecimento dos signos
aritméticos.

Figura 11 - Quadro explicativo das relagdes entre conhecimento matematico e temas do cotidiano do
material didatico espanhol

Tal como a reforma educativa ocorrida na Espanha, a tentativa de superagiao da
tendéncia e do estilo de intervencio pedagogica em solucao de problemas como uma tarefa
meramente de “aplicagdo de contas” ¢ redimensionada na atual proposta dos Parametros
Curriculares Nacionais, enfocando a solu¢ao de problemas como ponto de partida para a

construcao de conceitos matematicos.
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Em consonancia com a énfase dada as novas orientagoes didatico-pedagdgicas e
aquelas de um ensino pautado na exploragao da solucdo de problemas, ndo se pode deixar de
lado, com relagiao ao trabalho do professor, a devida importancia em se compreender que os
conceitos e conteudos matematicos sao construidos por meio de processos de abstragio, cujos
mecanismos envolvem sempre um processo continuo e muitas vezes parcial na construgao do
conhecimento.

A importancia da solu¢do de problemas e, em decorréncia, as dificuldades dos alunos
no processo de ensino-aprendizagem em Matematica, vém sendo exaustivamente discutidas ao
longo das duas ultimas décadas. Muitos aspectos ainda devem ser esclarecidos sem que o
assunto seja esgotado.

As provas do SARESP, apesar de quaisquer criticas de que seja objeto, podem ser um
instrumento interessante para novas avaliagoes, ja que se dispoe de resultados que mostram
tendéncias de um grande numero de alunos em relacio a matrizes e propostas curriculares da
Secretaria Estadual da Educaciao do Estado de Sao Paulo (CENP,1988).

E importante que se leve em conta o desenvolvimento cognitivo das criangas e as
caracteristicas de raciocinio relacionadas o processo de abstragdo, os quais apresentam uma
vertente importante para a analise da solugao de problemas, abrindo perspectivas a pesquisas

que podem contribuir na pratica docente.
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CAPITULO V

ANALISE E DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Os dados desta pesquisa foram coletados conforme descrito no capitulo da
metodologia proposta. Apds a aplicagao dos instrumentos e suas respectivas correcoes,
armazenaram-se em um banco de dados as pontuagdes que permitiram codificar
numericamente as informag¢oes quando se tratou de correlacionar as variaveis ordinais. Foi
utilizado o software estatistico “Statistics Package for Social Science”- SPSS (1993) .

Os resultados foram analisados e sdo apresentados em cinco partes. Consideraram-se
primeiramente dados gerais sobre a composi¢ao da amostra. Na parte 1 foi realizada a analise
descritiva da amostra em relacdo ao género, idade e relagdo entre género, idade e as escolas.
Em seguida, na parte 2 sao apresentados os resultados de quatro questoes da entrevista
realizada individualmente com os alunos. Estas questdes buscaram fazer uma sondagem
verificando as opinides dos sujeitos com relaciao as preferéncias das areas curriculares, assim
como sobre o nivel de dificuldade que eles atribufam em face dos conteidos matematicos
tratados na escola.

Na parte 3 da analise dos resultados desta pesquisa, apresentam-se os dados obtidos

com relagdo ao desempenho matematico com base na prova do SARESP, assim como a



analise de freqiiéncia do desempenho escolar em Matematica, o género e as quatro escolas
investigadas neste estudo

A parte 4 refere-se a analise dos niveis de classificagio das provas piagetianas: o
processo de abstragdo e o das operacSes combinatorias, assim como o desempenho das
criangas na solu¢io dos problemas de analise combinatéria utilizando lapis e papel. Em
seguida, apresenta-se a analise correlacional da pesquisa, na qual foram feitas as comparagoes
entre as variaveis quanto ao desempenho escolar em Matematica, os niveis de abstracio em
multiplos comuns, a nog¢ao de acaso e probabilidade e a solugio de problemas de analise
combinatoria.

Por fim, na quinta e dltima parte de analise dos resultados, foram feitas as
categorizagoes das estratégias utilizadas pelas criangas com relagdo aos problemas de analise

combinatoria.

Parte 1 -
5.1 Analise descritiva dos sujeitos em relagido ao género, idade e as escolas

Foram investigadas 132 criangas ingressantes da 3" série do Ensino Fundamental com
idades entre 8 a 11 anos e meio de quatro escolas publicas de uma cidade do interior do estado

de Sao Paulo.

5.1.1 Género

Considerando-se o numero total de sujeitos investigados (n=132), verificou-se que
48,5% eram alunos do género masculino e 51,5% do género feminino. Na constitui¢io da
amostra aleatéria (amostragem estratificada) neutralizou-se a questao de predominio de um ou
outro género para fins de investigacdo quanto ao desempenho escolar em Matematica, o
processo de abstragao e a solucao de problemas de analise combinatéria. Como era de esperar,
em razao da constituicio da amostra, observa-se que a diferenca de sujeitos do género

feminino nao mostrou-se expressiva em relagao a variavel género.
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5.1.2 Idade

Conforme mostra a tabela 1, do total de 132 sujeitos investigados, 20 (15,2%) alunos
tém oito anos e 92 (69,7%) tém nove anos. Os sujeitos com dez anos referem-se a 18 (13,6%)
alunos e foram encontrados apenas dois (1,5%) alunos com 11 anos de idade. Ao analisar as
faixas etarias dos sujeitos observou-se que os alunos com nove anos constituiram o grupo

predominante, cuja idade média foi a de 9,0152 anos (desvio-padrao de 0,6 anos).

Tabela 1 - Distribuicao da freqiiéncia dos sujeitos de acordo com a idade

Idade
(em anos) 8,0 9,0 10,0 11,0 Total
N° de sujeitos 20 92 18 2 132
(15,2%) (69,7%) (13,6%) (1,5%) (100%)

5.1.3 Analise do género e das idades em relagdo as escolas

Os resultados apresentados na tabela 2 revelam que a distribui¢ao dos sujeitos do
genero masculino e feminino em relacao as escolas mostrou-se semelhante, ou seja, o nimero
de meninos e meninas em cada escola nao variou acentuadamente. Uma distribui¢ao eqitativa
também foi observada entre as idades com relagao as escolas, ou seja, o nimero de alunos
encontrados nas idades de 8 a 11 anos em cada uma das escolas nao variou acentuadamente

na/para a amostra dos sujeitos investigados.
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Tabela 2 - Distribuicao da freqiiéncia dos sujeitos de acordo o género, as idades e

as escolas
ESCOLAS
1 2 3 4 Total
Masculino 14 11 18 21 64
Género (10,6%) (8,3%) (13,6%) (15,9%) (48,5%)
Feminino
17 12 14 25 68
(12,8%) %) (10,6%) (18,9%) (51,5%)
Idade  (anos)
8,0 2 7 1 10 20
(1,5%) (5,3%) (0,8%) (7,5%) (15,1%)
9,0 25 15 20 32 92
(19%) (11,3%) (15,1%) (24,2%) (69,6%)
10.0 4 1 10 3 18
> (3%) (0,8%) (7,6%) (2,2%) (13,6%)
0 0 1 1 2
11,0 (0%) 0%) (0,8%) (0,8%) (1,6%)
Total 31 23 32 46 132
(23,5%) (17,5%) (24,2%) (34,8%) (100%)

Estes resultados apontaram para o fato de que as idades dos sujeitos estdo bem
distribuidas entre as escolas, ndo havendo predominio de uma determinada idade em qualquer
uma das quatro escolas investigadas. Tais resultados indicam que a maioria da amostra de
sujeitos investigados nesta pesquisa encontram-se dentro da idade adequada para o ingresso da
3* série do Ensino Fundamental e que embora as escolas publicas investigadas sejam
constituidas por alunos de nivel sécio-economico desfavorecido, estes se encontram também

em tempo e série de escolarizagao.

Parte 2 -
5.2 Analise das Entrevistas Individuais

Para fins desta pesquisa, foram computadas as respostas de apenas quatro questoes da
entrevista. A respectiva entrevista foi realizada com base em um questionario semi-estruturado

e permitiu identificar a opinidao dos alunos quanto a: a) a preferéncia dos alunos nas areas
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curriculares, assim como a rejeicao por alguma delas; b) a preferéncia e grau de dificuldade dos
alunos sobre os conteudos que estavam aprendendo; c) a preferéncia e grau de dificuldade dos
alunos sobre soluc¢do de problemas.

Para cada uma das perguntas que ora apresentaremos, os sujeitos tenderam a dar

> <c

respostas do tipo: “eu gosto mais de...”; “eu também gosto de... ou gosto mais ou menos de...”,
“eu nao gosto de ...”, “acho que para mim ¢é mais facil fazer...”’; “acho que é mais dificil...”, etc.
Estas respostas foram organizadas em quatro tipos distintos: a) o que o aluno considera mais
facil; b) o que o aluno considera do que mais gosta; ¢) o que o aluno gosta de fazer ou acredita
ter um nivel mediano de dificuldade ou facilidade; d) manifestacao de neutralidade diante do

questionamento, ou seja, quando o aluno nao menciona qualquer resposta que declare alguma

informacao a respeito da area do conhecimento ou do conteudo em discussao.

Tabela 3 - Distribui¢ao da freqiiéncia dos sujeitos de acordo com a opinido quanto 2a
preferéncia por disciplina ou atividade que realiza

Disciplinas
Matematica Portugués Ciéncias Geogtrafia Educaciao Fisica  Desenho
Gosto menos 34 46 27 11 0 0
de (25,8%) (34,8%) (20,5%) (8,3%) (0%) (0%)
Neutro 0 48 88 116 129 126
(0%) (36,4%) (66,7%) (87,9%) (97,7%) (95,5%)
Gosto mais 20 3 1 1 1 1
ou menos de (15,2%) (2,3%) (0,8%) (0,8%) (0,8%) (0,8%)
Gosto mais 78 35 16 4 2 5
de (59,1%) (26,5%) (12,1%) (3,0%) (1,5%) (3,8%)
Total 132 132 132 132 132 132
(100%) (100%) (100%) (100%) (100%) (100%)

A tabela 3 mostra que dos 132 sujeitos investigados, a area de Matematica obteve 34
(25,8%) sujeitos que opinaram “gostar menos” desta disciplina. Ainda, com relagio a esta
opiniao, na area de Portugués, obtiveram-se 46 (34,8%) alunos, em Ciéncias 27 (20,5%),
Geografia 11 (8,3%) alunos. Nenhum dos alunos investigados indicou “gostar menos de”
Educagcao Fisica e atividades ligadas ao desenho.

Dentre as opinides entendidas como “neutras”, observou-se que nenhum aluno

manifestou neutralidade com relacao a area de Matematica. No entanto, 48 (36,4%) alunos
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mantiveram opiniao neutra com relagao a area de Portugués, 88 (66,7%) alunos para a area de
Ciencias, 116 (87,9%) alunos para a disciplina de Geografia, 129 (97,7%) alunos para Educag¢ao
Fisica e 126 (95,5%) alunos para as atividades ligadas ao desenho.

A Matematica foi apontada por 20 (15,2%) alunos como uma 4area de preferéncia
mediana das criangas, segundo as respostas do tipo “gosto mais ou menos de”. Para a area de
Portugués, 3 (2,3%) alunos opinaram ‘“gostar mais ou menos” desta disciplina. As areas de
Ciencias, Geografia, Educacgao Fisica e Desenho foram indicadas como a preferéncia mediana
por 1 (0,8%) aluno em cada uma das disciplinas, respectivamente.

A opinido manifestada sobre “gostar mais de” Matematica, indicou que 78 (59,1%) dos
alunos declaram que esta ¢ a disciplina curricular de sua preferéncia; e 35 (26,5%) sujeitos
indicaram gostar mais da area de Portugués. A disciplina de Ciéncias também foi indicada
como a area de preferéncia por 16 (12,1%) alunos e, em Geografia, 4 (3,0%) alunos. A opiniao
“gostar mais de” Educaciao Fisica, foi respondida por 2 (1,5%) alunos. Por fim, 5 (3,8%)
alunos responderam que a atividade de desenhar é a que mais gostavam de realizar,
independentemente da area curricular.

Quanto a opinido dada sobre a dificuldade encontrada perante um conteddo
matematico, verificou-se que dos 132 sujeitos investigados, 5 (3,8%) sujeitos opinaram que a
operacao da adigdao ¢ a atividade “mais dificil”. Ainda, com relagdao a este tipo de opinido, a
operagdo da subtragio foi assim respondida por 15 (11,4%) alunos, a operagio da
multiplica¢ao por 54 (40,9%) alunos e a operacao de divisao por 51 (38,6%) alunos. Apenas 7
(5,3%) alunos manifestaram opinido neutra diante da dificuldade sobre e um contetdo
matematico especifico.

A tabela 4 mostra a distribui¢do dos sujeitos de acordo com a opinido dada sobre a

preferéncia atribuida a tarefa de solugao de problemas aritméticos.

Tabela 4 - Distribuicdo da freqiiéncia dos sujeitos de acordo com a preferéncia
atribuida na entrevista para a solucdo de problema aritmético

Solucgio de Nao gosta Neutro Gosta mais | Mais gosta Total
Probelmas ou menos

20 17 95 0 132
N° de sujeitos (15,2%) (12,9%) (72%) 0%) (100%)
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Dos 132 sujeitos entrevistados, 20 (15,2%) alunos chegaram a responder que esta é a
atividade que nio gostam de realizar nas aulas de Matematica. Ainda em relacdao a analise das
respostas sobre a preferéncia ou nao para solucionar problemas matematicos, 17 (12,9%)
alunos apresentaram respostas de neutralidade em vista desta atividade e 95 (72%)
mencionaram no decorrer da resposta que tém preferéncia mediana em solucionar problemas.
Nenhum aluno manifestou maior preferéncia com relagiao a realizar atividades de solucao de
problemas.

As opinides manifestadas pelos sujeitos quanto a maior preferéncia diante de um tipo
de problema, indicou que 5 (3,8%) dos alunos declaram ser a adi¢do a situagao-problema que
menos gostam de fazer e 26 (19,7%) sujeitos indicaram gostar menos de problemas que
envolvem a operagao da subtragdo. Os problemas do tipo multiplicativo foram indicados
como os menos prediletos por 39 (29,5%) sujeitos e os de divisao por 49 (37,1%) sujeitos. Do
total de sujeitos investigados, 13 (9,8%) alunos manifestaram opinides de neutralidade diante
da preferéncia por solucionar um tipo especifico de problema aritmético.

A anilise da entrevista com relacio a preferéncia dos alunos em uma area curricular
mostra uma tendéncia de os alunos darem preferéncias para as areas de Matematica e
Portugués. A solucdo de problemas niao foi manifestada por nenhum dos sujeitos como uma
atividade de maior preferéncia dos alunos, embora grande parte das respostas tenha revelado
que dao preferéncia a Matematica.

Com relagao a Matematica, no entanto, embora os alunos manifestem preferéncia por
esta area, eles nao o fazem em todas as atividades matematicas que realizam, ou seja, quando se
trata de atividades mais simples como aquelas que envolvem algoritmo da adigao e subtracao
ha maior concentragao da preferéncia dos alunos. Quando se trata, porém, de realizar
atividades que envolvam algoritmos de multiplicagio e divisao, assim como solugiao de
problemas, os alunos manifestam preferéncia pela atividade de acordo com o grau de
complexidade do algoritmo ou do problema a ser realizado.

Destacam os alunos, em suas respostas, que as atividades que envolvam quantidades
maiores ou problemas com mais de uma operacao sio mais complexas e dificeis de realizar.

Na pesquisa de Gongalez (2000) sobre atitudes dos alunos em relacio a Matematica, os

sujeitos investigados nao apontam a referida disciplina como a preferida, mas tampouco ¢ tida
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como a menos preferida. No referido estudo, os alunos de 3" e 4* séries também tendem a
apontar mais que duas areas como preferéncia curricular, tal como ocorrido entre os sujeitos

desta pesquisa.

Parte 3 -
5.3 Avaliagao do Desempenho Escolar em Matematica

A avaliagdo do SARESP propoe 21 questdes, distribuidas em 30 itens, correspondentes
a conteddos matematicos adequados ao primeiro ciclo das séries iniciais do Ensino
Fundamental.

Na sequéncia sao apresentados os resultados gerais com relagio a distribuicdo na
pontuagao obtida nos itens da prova do SARESP e o total de alunos que apresentaram
respostas corretas. A analise de cada um dos itens da prova, como é o caso dos exercicios de
seqiéncia numérica, escrita de numerais por extenso e nog¢oes de figuras geométricas, entre
outros, nao ¢ apresentada detalhadamente, uma vez que nao corresponde ao foco central ora
investigado nesta pesquisa.

Em seguida, no entanto, sao apresentados os resultados, de forma mais detalhada, dos
itens quanto aos algoritmos e a solugdao dos problemas aritméticos da prova de Matematica. Os
itens que envolveram a solugao de problemas variavam quanto a estrutura do seu enunciado,
sendo alguns itens referentes a solucionar problemas que solicitavam a utilizacao de dinheiro
para representar situagoes de compra e venda; outros eram situagoes problemas referentes a
leitura de tabelas e organizagao dos dados pertinentes para resolucdo da tarefa.

Na prova do SARESP a maior pontuagao que o aluno podia obter eram 30 pontos. A
figura 12 mostra o grafico com as pontuagoes obtidas pelos 132 sujeitos investigados nesta

pesquisa.
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Pontuacio da prova de Matematica - SARESP

Figura 12 — Distribui¢do da pontuagio e do nimero de sujeitos que acertaram
os itens da Prova de Matematica (SARESP)

A analise do desempenho em Matematica com base na prova do SARESP mostrou que
a menor nota obtida foi zero pontos e a nota maxima foi 27 pontos. A média do desempenho
foi 12,2 com desvio-padrao de 7,33.

Na presente amostra, a precisio por consisténcia interna dos itens da prova de
Matematica do SARESP foi de 0,92. Este resultado vem confirmar, segundo a andlise da
Teoria da Resposta ao Item (TRI) em face dos itens da prova de Matematica elaborada pelo
SARESP, que o referido instrumento de avaliagdo tende a medir com alto nivel de precisio
que, quando um aluno apresenta um determinado desempenho matematico, tem maiores
chances de acertar um maior nimero de itens da prova, conforme se pressupos anteriormente
no primeiro capitulo desta pesquisa.

Na figura 12, os resultados mostraram que do total de 132 sujeitos investigados, 6

(13,6%) alunos obtiveram, respectivamente, as seguintes pontuagoes: 1, 13 e 23 na prova do
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SARESP. Foram encontrados 7 (6,3%) sujeitos que obtiveram pontuagao 15 e apenas 8 (6%)
dos sujeitos obtiveram 25 pontos na prova.

Perfazer um total de 21 pontos na prova foi o caso de 10 (7,5%) sujeitos. Foram
encontrados 11 (8,3%) sujeitos que conseguiram 19 pontos e 12 (36,3%) sujeitos que fizeram
3,7,9 e 11 pontos em cada um destes totais, respectivamente.

Os resultados mostraram que 13 (9,8%) sujeitos obtiveram 17 pontos e 14 (10,6%)
sujeitos perfizeram 5 pontos do total geral da prova de Matematica. Constatou-se que apenas 3
(2,2%) sujeitos conseguiram obter 27 pontos, pontuagdes estas, consideradas as mais altas
entre os sujeitos da amostra na prova de Matematica que totalizava 30 pontos.

A figura 12 revela uma distribuicdo bimodal, indicando a existéncia de dois grupos
distintos: alunos com desempenho satisfatério e alunos com desempenho insatisfatério em
Matematica. Observa-se que ha uma concentracio de pessoas ao redor da nota 5,
caracterizando-se como o subgrupo dos alunos com baixo desempenho e um outro subgrupo,

os alunos com melhor desempenho ao redor de 17 pontos obtidos na prova.

5.3.1 Analise do desempenho em relagdo as escolas

A analise de variancia mostrou alguns fatores que poderiam ser intervenientes com

relagao aos resultados obtidos no desempenho escolar em Matematica.

Tabela 5 — Distribuicio das médias de desempenho dos sujeitos em
relacdo as escolas

N de sujeitos Média Desvio-padrio
1 31 11,6452 79773
2 23 14,4348 6,7476
3 32 10,5000 6,8061
4 46 12,6304 7,4158
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O desempenho em Matematica dos alunos (Anexo 2) quando analisados tendo em
vista as escolas nio se mostrou discrepante. A analise de varidncia do desempenho em
Matematica em relacio as escolas nido mostrou diferenca significativa (Anexo 3), como
evidenciou o teste ANOVA (F [3,128]=1,41; p= 0,24). Este fato permite-nos afirmar que
parece haver uma aprendizagem da Matematica bastante semelhante quanto aos conteudos e
tarefas exigidas pelos professores com relagdo ao processo ensino-aprendizagem nas quatro

escolas investigadas com criangas da 3* série do Ensino Fundamental.

5.3.2 Analise do desempenho em relagao ao género

A analise do desempenho em Matematica em relagdo ao género mostrou (Anexo 4) que
para os 04 sujeitos do género masculino a média foi a de 11,5156 (desvio-padrao de 7,4087) e
para o género feminino, os 68 sujeitos obtiveram média de 12,8382 (desvio-padrio de 7,2598).

Aplicou-se a prova de T-teste (Anexo 5), o que nos possibilitou verificar que, para os
sujeitos desta pesquisa, o desempenho em Matematica em relagio ao género nao apresentou
diferenca estatisticamente significativa (7=- 1,03; g/=130; p=0,30).

Os resultados obtidos sobre o desempenho escolar em relagao ao género apresentaram
semelhanca com o estudo de Gongalez (2000), no qual a média de desempenho do género
masculino foi 6,82 e, para o feminino, 7,09. Quando a referida autora averiguou se havia
diferengas entre os géneros no que diz respeito ao desempenho, ficou evidenciado que as
meninas apresentaram melhor desempenho e os meninos apresentaram um desempenho
ligeiramente inferior.

Em ambos os estudos o grupo de sujeitos do género feminino nao apresentou
resultados significativamente inferiores ao grupo masculino.

Fennema, Tobias e Jacobs (1993), citadas por Gongalez (2000) desenvolveram varias
pesquisas sobre género e as atitudes em relacio a Matematica. Seus estudos trouxeram alguns

fatos que poderdo ajudar os pesquisadores da area a se aprofundarem em algumas questoes

123



como: a) as disciplinas de Matematica e Ciéncias por serem, como acreditam muitos, de
dominio masculino afetam o desempenho de ambos os géneros; b) a crenca de que um
individuo é bom em Matematica e em Ciéncias ele ndo podera ser em linguagem e em artes; c)
as alunas atribuiram seu sucesso, em Matematica, a fatores externos, como por exemplo, a
sorte e, 0s meninos atribufram o sucesso a habilidade.

Os estudos relacionados a questao do género tém fornecido um material relevante
sobre o desempenho matematico e sobre as atitudes em relagao a Matematica. Esses estudos
sao muito importantes para compreender os estereétipos culturais, e possivelmente ajudando a
esclarecer o quadro dos preconceitos na escola.

No que diz respeito a gostar ou nao da Matematica, a pesquisa de Gongalez (2000)
também nao encontrou diferencas significativas entre os géneros, porém quando se estudou se
a Matematica é um assunto do dominio masculino, esse atributo foi encontrado nos alunos da
3" série havendo diferencas significativas entre as 4* e as 8" séries que nao a consideram do
dominio masculino.

Os dados desta pesquisa indicam que haveria que se investigar mais detalhadamente as
variaveis: desempenho e género. O estereétipo de que o género masculino tem melhor
desempenho nas ciéncias exatas em relacdo ao género feminino talvez possa ser explicado nao
em virtude de fatores gerais da inteligéncia, e sim em virtude de habilidades especificas dos

estudantes, conforme destacado por Santos, Primi et al. (2000).

5.3.3 Anailise do desempenho em relagdo as idades

A diferenca entre desempenho em Matematica em relagdo as idades dos sujeitos foi
estatisticamente significativa (F[2,129]=5,51; »p=0,005) sendo que os alunos mais novos (8
anos) apresentaram desempenho superior aos demais, como mostra a tabela 6. Os dados
(Anexo 6) mostraram que Os sujeitos mais novos investigados nesta pesquisa foram aqueles

que obtiveram as melhores pontuagoes na prova do SARESP.
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Tabela 6 — Distribuigdo das médias de desempenho dos sujeitos em
relacdo as idades

N de sujeitos Média Desvio-padrio
8 20 15,900 8,1493
9 92 12,2065 7,3343
10 20 8,4500 4,1987
Total 132 12,1970 7,3344

Observou-se que a diferenca entre o desempenho em relagdo as escolas e ao género
nao se mostrou significativa. Ao analisarmos, no entanto, o desempenho matematico em
relacao a idade, pode-se constatar que a variavel idade é um fator interveniente nos resultados
obtidos quanto ao desempenho em Matematica destes alunos.

Este resultado indica a necessidade de estudar por que as criangas mais novas € ao
mesmo tempo com idades adequadas para as séries que estao cursando tendem a apresentar
melhor desempenho em Matematica. Podem talvez, apresentar menos defasagens quanto a
processos cognitivos e aprendizagem de conteudos escolares do que aquelas criangas que tém
idades mais avancadas e cursam a mesma série.

Os dados obtidos nao sio suficientes para que se entendam por exemplo, os fatores
emocionais, mas outras pesquisas poderiam analisar aspectos que envolvam esta tematica, tais
como a auto-estima e sua relacio com o desempenho e as idades dos sujeitos.

Vale ressaltar que os resultados obtidos com relagao aos alunos que apresentam baixo
desempenho em Matematica e idades mais avancadas em relagao a média de idade dos demais
sujeitos desta pesquisa, permitiriam afirmar que se configura em um subgrupo particular da
amostra ¢ talvez, corresponderia a um grupo de sujeitos que apresentem dificuldades de
aprendizagem no campo da Matematica. Acreditamos que para estes sujeitos seria necessaria a
elaboragao de projetos de intervengao psicopedagoégica quanto a aprendizagem dos conteidos
matematicos em nivel conceitual, assim como de procedimentos e de atitudes, tal como

orientado pelos PCNs (1997).
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5.3.4 Analise dos resultados quanto ao acerto dos algoritmos da prova de Matematica
(SARESP)

Para a pontuagao total de acertos, conforme indicado pelo manual de correcao do
SARESP/96, caso a crianga tivesse acertado os trés algoritmos postos em cada questao para a
operagao da adigao, da subtragdo, da multiplicagdo e da divisao, receberia pontuagio um.
Dessa forma, a analise sobre o desempenho matematico foi feita seguindo este critério, ou seja,
caso a crianga tivesse errado uma Unica operagao das trés apresentadas para cada uma das

quatro operagdes, seria considerado zero pontos para esse item.

Tabela 7 - Distribui¢ao da freqtiéncia dos sujeitos de acordo com o acerto total
dos trés algoritmos contidos na prova para cada uma das quatro operagoes

Algoritmos

Adicio 1 Adicio 2* Subtracio Multiplicacio Divisdo

N° de sujeitos 65 69 40 13 8
(49,6%) (54,3%) (30,8%) (10,5%) (7,8%)

* Refere-se ao item de algoritmo da adi¢éo faltando uma parcela

Conforme apresentado na tabela 7, dos 132 sujeitos avaliados, 65 (49,6%) criangas
acertaram os 3 algoritmos da adi¢iao e 69 (54,3%) completaram corretamente o item sobre
adi¢ao que solicitava o descobrimento da parcela que faltava na operagao.

Os resultados obtidos nas respostas dos sujeitos quanto ao algoritmo da operagao de
subtracgao mostraram que 40 (30,8%) criangas acertaram os trés algoritmos da referida
operagao. Para os algoritmos da multiplicacdo, 13 (10,5%) criangas multiplicaram corretamente

os 3 itens da questdo e 8 (7,8%) criancas fizeram acertaram os algoritmos da divisao.

3.3.5 Analise dos resultados quanto a solugdo de problemas da prova de Matematica
(SARESP)
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Os resultados obtidos no problema de adigao, mostraram que 79 (59,2%) criangas
acertaram o item. Para o problema da subtracio 1, os resultados obtidos mostraram que 46
(34,8%) criangas acertaram o item. No problema de subtra¢ao 2, observou-se que 41 (31%)
criangas solucionaram corretamente o problema. Para a situagao-problema que envolvia adi¢ao
e subtracao com base no calculo com dinheiro, 50 (37,8%) sujeitos fizeram corretamente este

item da prova, como mostra a tabela 8.

Tabela 8 - Distribuicao da freqiiéncia dos sujeitos de acordo com o acerto na solu¢do de problemas
aritméticos contidos na prova de Matematica do SARESP

Problemas

Adicdo Subtragdo 1  Subtracio 2 Adigdo e Multiplicagdo Multiplicagio Divisao

Subtracao 1 2
79 46 41 50 29 32 54
(59,2%) (34,8%) (31%) (37,8%) 21,9%) (24,2%) (40,9%)

Os resultados obtidos no problema de multiplicagao 1, sobre o calculo do numero total
de voltas a ser percorrida em “x” quilémetros de uma pista de corrida, indicaram que 29
(21,9%) criangas acertaram o item. No problema de multiplicagdao 2, referente ao calculo do
total de parafusos em uma gaveta e suas respectivas divisorias, os resultados obtidos
mostraram que 32 (24,2%) ctriangas solucionaram corretamente o item.

Quanto ao problema de divisao, 54 (40,9%) criangas o solucionaram corretamente.
Observou-se que o resultado no caso do problema de divisao foi superior ao obtido nos
problemas de multiplicagao, resultado este ndio comumente encontrado nas pesquisas sobre
solu¢ao de problemas. O estudo de Bell et al. (1989) e Brito (2000) evidenciaram maior
incidéncia de erros na solugao de problemas de divisio e a dificuldade dos alunos foi
constatada mesmo considerando-se quantidades pequenas.

Cabe lembrar que a divisao ¢ um dos componentes da estrutura multiplicativa e

também umas das operagdes mais complexas, 0 que nos permitiria prever que os resultados

talvez se mostrassem semelhantes ou até mesmo com predominancia de éxito para os
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problemas de multiplica¢ao, dado o nivel de complexidade da operagao da divisao que envolve
tanto a representacao mental do problema como o calculo por meio do algoritmo. Para nossa
surpresa, no entanto, o resultado dos problemas de divisao ultrapassou o percentual de acertos
dos problemas de multiplicagao. Por um lado, isto pode ser explicado pelo fato de ambas as
operacOes estarem inseridas na estrutura multiplicativa como classe operatéria, e a diferenca
dos acertos obtida no problema de divisao ter-se dado pelo fato de os dados numéricos terem
favorecido a operagao. Outra hipétese levantada foi o fato de os acertos terem ocorrido em
razao de ser, o problema de divisio um dos ultimos itens da prova e, com base nesse fato, os
sujeitos tenderam a um efeito de aprendizagem com relagdo a este item, acertando o problema.
Por outro lado, e parece-nos mais provavel, destacamos o fato de que, para este problema, a
prova apresentava a representagao grafica dos 20 palitos do enunciado do problema e um
exemplo de uma casa feita de cinco palitos. Este aspecto talvez tenha favorecido as criangas
solucionar e apresentar a resposta correta. Provavelmente lhes tenha ocorrido solucionar a
operagao nao por meio da técnica algoritmica da divisio, ou mesmo terem empregado a
transformagao operatdria pertinente, ou seja, 20 : 5 = 4 e, sim, ter desenhado quatro casas com
5 palitos cada uma, para obtenc¢ao da resposta correta (n=4), contando os palitos.

Os resultados divulgados da avaliacio em Matemitica do SARESP/96 também
indicaram para esta questao um desempenho superior ao encontrado na solu¢ao de problemas
de enunciado de multiplicagao.

Estes resultados, a nosso ver, evidenciaram que a representagao grafica dos palitos,
oportunizou aos alunos realizar de maneira exitosa a divisao, diferentemente das propostas que

solicitavam apenas o calculo pelo algoritmo das operagdes aritméticas contidas nos problemas.
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Parte 4 -
5.4 Resultados das classificagdes dos niveis nas provas piagetianas e do desempenho
na solugio de problemas de analise combinatdria

Dos 132 sujeitos avaliados quanto ao desempenho escolar em Matematica, obtiveram-
se as notas que indicavam os melhores os piores escores. Com base nestes resultados, foram
selecionados os dois subgrupos de alunos (n1=32) a fim de se analisarem as relagdes entre o
desempenho matematico, os niveis de abstragao voltado a constru¢ao de multiplos comuns, as
operagdes combinatorias e a solu¢ao de problemas multiplicativos de produto cartesiano com
lapis e papel.

Os 32 sujeitos que compuseram os subgrupos: Grupo A (alunos com escores mais
altos) e Grupo B (alunos com escores mais baixos) foram submetidos as provas de abstracao,
de analise combinatdria, assim como solicitados a solucionar problemas aritméticos de
estrutura multiplicativa (produto cartesiano) com lapis e papel. Os respectivos resultados e sua

analise sdo apresentados a seguir por ordem de aplicagao dos instrumentos.

5.4.1 Prova do processo de abstragdao — Nogao de multiplos comuns

Foi realizada primeiramente a atribuicao dos niveis de classificagao dos sujeitos obtidos
na prova de abstracdo. Em seguida, foi realizada a anilise de concordancia entre as
classificagoes dos niveis 1A, IB e IIA atribuidos as trés quantidades de fichas utilizadas na
aplicagao da prova de abstragao.

As tabelas 9, 10 e 11 mostram a classificagdo simultanea dos sujeitos entre as trés
diferentes quantidades de fichas com as quais se deveria realizar a prova para verificagao do

nfvel do processo de abstragao sobre multiplos comuns.
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Tabela 9 - Distribuicdo dos sujeitos de acordo com a concordancia nas
classificagdes dos niveis de abstracdo obtidos com a prova de multiplos comuns
com 12 e 24 fichas

Abstracio
N = 24 fichas
Total
IA 1B IIA 1IB 111
Abstracio
N = 12 fichas

IA 3 - - - - 3

1B 2 10 - - - 12

ITA - 7 10 - - 17

B+ - - ; ] ] 0

- - ] ] ] 0

Total 5 17 10 0 0 32

* Nesta pesquisa ndo foram encontrados sujeitos no nivel IIB eIl na prova de abstracio com 12
e 24 fichas

Do total de 32 sujeitos que constituiram um subgrupo da amostra dos alunos
investigados, 3 alunos encontram-se no nivel IA ao realizar a prova de abstragao, tanto para a
quantidade de 12 fichas como para a etapa seguinte com 24 fichas. Foram classificados 12
alunos no nivel 1B, sendo que 2 deles encontram-se em niveis diferenciados: nivel IB para 12
fichas e IA para 24 fichas. Ainda, com relagdao ao nivel IB, 10 alunos foram classificados neste
nfvel para n=12 e n=24 fichas, respectivamente. Para o nivel IIA obteve-se a classificaciao de
17 alunos, e 7 deles encontram-se no nivel IIA em n=12 fichas, mas encontram-se em IB para
n=24 fichas. Foram classificados 10 alunos em IIA em ambas as quantidades de fichas
(n=12; 24).

A analise dos niveis de classificacdo entre 12 e 36 fichas para avaliar o processo de

abstracdo em face dos multiplos comuns ¢ apresentada na tabela 10.
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Tabela 10 - Distribui¢do dos sujeitos de acordo com a concordéncia nas classificacoes
dos niveis de abstra¢io obtidos com a prova de multiplos comuns com 12 e 36 fichas

Abstracio
N = 36 fichas
Total
IA 1B IIA 1IB 111
Abstracio
N =12 fichas

IA 3 - - - - 3

1B 3 9 - - - 12

IIA - 6 11 - - 17

B* - ; - ; - 0

11+ - ; - ; - 0

Total 6 15 11 0 0 32

* Nesta pesquisa ndo foram encontrados sujeitos no nivel I1IB eIl na prova de abstra¢do com
12 ¢ 36 fichas

A analise dos niveis de abstragdo com a utilizagao de 12 e 36 fichas mostrou que 3
alunos encontram-se no nivel IA para ambas as quantidades de fichas dadas na tarefa sobre
multiplos comuns. Para o nivel IB, obteve-se um total de 12 alunos neste nivel, e 3 deles
encontram-se em IB para 12 fichas, mas em IA para 36 fichas e 9 alunos estaio em IB em

ambas as quantidades de fichas.

Tabela 11- Distribuicao dos sujeitos de acordo com a concordancia nas classificagdes dos
niveis de abstra¢do obtidas com a prova de multiplos comuns com 24 e 306 fichas

Abstracao
N = 36 fichas
Total
IA 1B ITA 1IB 111
Abstracio
N = 24 fichas

1A 5 - - - - 5

1B 1 14 2 - - 17

ITA - 1 9 - - 10

11B* - - - - - 0

IIT* - - - - - 0

Total 6 15 11 0 0 32

* Nesta pesquisa ndo foram encontrados sujeitos no nivel IIB e Il na prova de abstracdo com 24 e 36 fichas
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Dos 32 sujeitos investigados, 5 alunos encontram-se no nivel IA em 24 e 36 fichas na
prova de abstragdao. Foram classificados 17 alunos no nivel IB, e 1 deles encontra-se no nivel
IB para 24 fichas e IA para 36 fichas. Ainda, com relagio ao nivel IB, 14 alunos foram
classificados neste nivel para n=24 e n=30 fichas, respectivamente. A analise de concordancia
mostrou também que 2 alunos encontram-se em IB para 24 fichas e em IIA para 36 fichas. No
nivel ITA foram classificados 10 alunos, ¢ 1 deles encontra-se no nivel IIA em n=24 fichas ¢
em IB para n=306 fichas. Foram classificados 9 alunos em IIA em ambas as quantidades de
fichas.

A analise de concordancia para verificar a relagio entre os niveis de classificacdo
obtidos pelos sujeitos e as diferentes quantidades de fichas trabalhadas na prova do processo
de abstracio sobre multiplos comuns pode ser comprovada pelo teste de correlagio de
Spearman.

A andlise dos niveis de classificagdo obtidos dos sujeitos em 12 e 24 fichas indicou
correlagao de 0,747, significativa ao nivel de p<0,01. Da mesma forma, na analise de
concordancia nos niveis de classificacao obtidos em 12 e 36 fichas, houve correlaciao de 0,779,
significativa ao nivel de p<0,01. Os resultados também mostraram concordancia nos niveis de
classificagdo na prova de abstracio das quantidades 24 e 36 fichas, indicando correlagiao de
0,861, significativa no nivel de p<<0,01, entre estas variaveis (Anexo 7).

Estes resultados evidenciam que os niveis de classificagao obtidos pelos sujeitos com
relagao ao processo de abstragdo mantém concordancia entre si mesmo quando submetidos a
abstrair a noc¢ao de multiplos comuns entre diferentes quantidades. Os dados revelam a
tendéncia de os alunos serem classificados em um determinado nivel de abstracao ainda que se
considerem as diferentes quantidades apresentadas as criangas.

Os sujeitos que sao classificados em um nivel mais elementar na prova de abstracao
com 12 fichas, sao também assim classificados na prova utilizando 24 e 36 fichas. Os sujeitos
que apresentam nfveis de classificacio como IB e IIA encontrados nesta pesquisa,
permanecem em um destes niveis nas provas com 12, 24 e 36. Observou-se., no entanto, que,
em alguns casos, os sujeitos apresentavam transicao de um nfvel para o outro numa quantidade

e outra de fichas da prova de abstracao.
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De acordo com o que foi proposto no objetivo desta pesquisa, a tabela 13 a seguir,
apresenta a descricdo comparativa e a analise estatistica dos dois subgrupos (A e B — maiores e
menores escores) da amostra em relacao aos niveis de classificagdo obtidos em cada uma das
quantidades examinadas no processo de abstracdao. Foi realizada a andlise da distribuicao dos
sujeitos de cada subgrupo quanto ao nivel de abstracio em cada uma das trés etapas da prova,
ou seja, a classificacdo dos sujeitos com base na utilizagao de 12, 24 e 306 fichas.

Para analisar as relagoes entre o desempenho dos sujeitos dos dois subgrupos e o nivel
de abstragao, usou-se o teste Qui-quadrado de independéncia. Da mesma forma, utilizou-se
igual procedimento para analisar as relagoes entre o desempenho dos sujeitos pertencentes aos
dois subgrupos nas operagoes combinatorias e na solu¢ao de problemas de produto cartesiano
com lapis e papel, os quais sao apresentados na seqiiéncia.7

A tabela 12 mostra que dos 32 sujeitos que constituirtam os subgrupos da amostra,
nenhum aluno do Grupo A foi encontrado no nivel 1A, e no Grupo B, 3 (18,8%) alunos
classificaram-se neste nivel para a quantidade de 12 fichas. Em IB, para o Grupo A, 5 (31,3%)
alunos e 7 (43,8%) alunos do Grupo B. No nivel ITA foram encontrados 11 (68,8%) alunos do
Grupo A e 6 (37,5%) alunos do Grupo B.

7 Considerou-se um nivel de significincia de 5% para afirmar que existia uma porcentagem de caselas com o valor
de freqiiéncia menor que 5. Para evitar os problemas gerados quando a freqiiéncia esperada das caselas das tabelas
fossem menores que 5, adotou-se um procedimento do Statistical Package for Social Sciences (SPSS, 1993) que
calcula as probabilidades exatas pelo método de Monte Carlo o qual simula de 10000 amostras, supondo que a
hipétese nula seja verdadeira (independéncia entre as varidveis) com base nas freqliéncias marginais observadas e
verifica qual a probabilidade de ocorréncia da distribuicio especifica que ¢é testada. Este procedimento, portanto,
resulta em probabilidades nio viesadas.

Para informagdo mais detalhada, vide Statistical Package for Social Sciences (SPSS, 1993)
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Tabela 12 - Distribui¢do da freqiiéncia dos sujeitos por grupo de acordo com os

niveis de abstracio em n=12 fichas

Grupo
A B
Total

Abstracao IA - 3 3
n=12 (18,8%) (9,4%)

1B 5 7 12
(31,3%) (43,8%) (37,5%)

ITA 11 6 17
(68,8%) (37,5%) (53,1%)

Total 16 16 32
(100%) (100%) (100%)

A aplicagao do teste Qui-quadrado (Anexo 8) evidenciou que nao apresentaram
diferenca significativa entre os subgrupos A (maiores escores) e B (menores escores) e os
nfveis de abstracao utilizando 12 fichas ( y*=4,8; g/= 2; p=0,11). Este resultado evidenciou que
tanto os alunos que apresentam os escores mais altos, como aqueles que apresentam
pontua¢ao mais baixa na prova sobre desempenho em Matematica nao apresentam diferengas
estatisticamente significativas entre si com relagao aos niveis de classificagio do processo de

abstracdo da nog¢ao de multiplos comuns ao utilizarem 12 fichas.

Tabela 13 - Distribuicdo da freqiiéncia dos sujeitos por grupo de acordo com os
niveis de abstracio em n=24 fichas

Grupo
A B
Total

Abstracio 1A - 5 5
n =24 (31,3%) (15,6%)

1B 9 8 17
(56,3%) (50,0%) (53,1%)

ITA 7 3 10
43,8%) (18,8%) (31,3%)

Total 16 16 32
(100%) (100%) (100%)
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As classificacoes dos niveis de abstracio com 24 fichas mostrou, como em 12 fichas,
que nenhum sujeito do Grupo A foi encontrado em IA e no Grupo B, 5 (31,3%) alunos
estavam neste nivel. No Grupo A, 9 (56,3%) alunos e no Grupo B, 8 (50%) alunos encontram-
se em IB. No nifvel IIA, 7 (43,8%) alunos do Grupo A foram encontrados, a0 passo que no
Grupo B encontraram-se apenas 3 (18,8%) alunos, conforme mostra a tabela 13.

Contrariamente ao resultado da prova de abstragdo com 12 fichas, os resultados

obtidos entre os dois subgrupos e os niveis do processo de abstragao utilizando 24 fichas

(Anexo 9) apresentaram diferenga significativa, evidenciada pelo teste Qui-quadrado ( % = 6,06;
g= 2; p=0,03).

Este resultado permite-nos lembrar da importancia da progressio das nog¢oes
quantitativas, conforme estudado por Piaget e Gréco, et al. (1960). Os autores assinalam que a
sintese numérica ocorre Inicialmente para os numeros elementares, estendendo-se
progressivamente por meio de parcelas. A aquisicdo do conceito de nimero operatério e das
operagoes aritméticas exige das criangas um longo percurso e niveis diferenciados de
elaboragdo que ocorrem muito antes do ingresso na escola. Abstrair a no¢ao de multiplo
comum entre quantidades maiores parece estar ligada a um melhor dominio dos alunos que
apresentam melhor desempenho em Matematica. Os alunos do grupo B que apresentam
menores escores apresentam uma tendéncia do nivel de classificagio do processo de abstracao
semelhante ao dos alunos do grupo A quando submetidos a lidar com pequenas quantidades,
como ¢ o caso da prova de abstracio com 12 fichas. Conforme aumenta o desempenho dos
sujeitos, parece também aumentar a sua capacidade de abstrair os dados referentes ao multiplo
comum em quantidades maiores.

Logo, a atividade cognitiva em lidar com quantidades pequenas, tal como a de abstrair a
nog¢ao de multiplo comum entre 12 fichas, revela-se, tanto para os sujeitos do Grupo A, como
os do Grupo B desta pesquisa, como um problema que exige relagdes mais basicas diante da

abstracao de multiplos comuns utilizando-se 24 e 36 fichas.
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Tabela 14 - Distribui¢do da freqiiéncia dos sujeitos por grupo de acordo com os
niveis de abstracio em n=36 fichas

Grupo
A B
Total

Abstracao IA - 6 6
n =36 (37,5%) (18,8%)

1B 7 8 15
(43,8%) (50,0%) (46,9%)

ITA 9 2 11
(56,3%) (12,5%) (34,4%)

Total 16 16 32
(100%) (100%) (100%)

Para a quantidade de 36 fichas, nenhum aluno do Grupo A foi encontrado no nfvel IA
e no Grupo B, 6 (37,5%) alunos foram classificados. Em IB, para o Grupo A, 7 (43,8%) alunos
e 8 (50%) alunos do Grupo B. No nivel IIA foram encontrados 9 (56,3%) alunos do Grupo A
e 2 (12,5%) alunos do Grupo B.

A analise entre os subgrupos A e B e os niveis de classificagdo do processo de
abstracdo utilizando 36 fichas (Anexo 10) mostrou diferenca significativa no teste Qui-
quadrado (y* = 10,5; g/= 2; p = 0,005).

Os resultados obtidos na analise entre os subgrupos de alunos quanto ao desempenho
em Matematica e o nfvel do processo de abstragio mostraram que, tanto na prova com 24
fichas como naquela em que os sujeitos utilizavam 36 fichas, apresentaram diferenca
estatisticamente significativa. Neste caso, verificou-se que os sujeitos do Grupo A sdo aqueles
que apresentam melhor desempenho em Matematica e a0 mesmo tempo, tendem a apresentar
niveis de abstragdo mais elevados na prova de multiplos comuns quando utilizam 24 e 36

fichas em relagdo aos sujeitos do Grupo B.
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5.4.2 Prova da nogdo da idéia de acaso e probabilidade — Operagdes combinatoérias

Os resultados obtidos na prova sobre operagdes combinatérias foram analisados
primeiramente em termos de classificagao dos estagios (I, 1I e III) atribuidos nos estudos de
Piaget e Inhelder (1951) e em conformidade com a descrigao feita na metodologia da pesquisa.
Em seguida sio apresentadas as classificagdes dos sujeitos em termos do método de
combinagao utilizados. A classificagio quanto ao método utilizado foi realizado somente para
os sujeitos que se encontravam no Estagio II. Tal como previsto por Piaget e Inhelder (1951),
por ser um estagio intermediario entre a auséncia total de um sistema combinatério, como o
encontrado nas condutas dos sujeitos do Estagio I e da descoberta do sistema como o Estagio
111, este nivel intermediario suscita na conduta dos sujeitos uma variagao nos métodos de
combinagdo eleitos pelo sujeito na busca de solugao do problema enunciado na prova e
possibilitou-nos analisar etapas intermediarias que os alunos fazem quando ora se aproximam

ou niao de um sistema total de combinac¢oes entre 4 elementos tomados dois a dois.

5.4.3 Classificagdo dos estagios na prova das operagdes combinatorias

A analise da classificacio dos estagios em que se encontram os sujeitos quanto a
avaliacio do desenvolvimento cognitivo nas operagdes combinatorias de quatro elementos
tomados 2 a 2, mostrou que um (6,3%) aluno do Grupo A encontra-se no estagio I e 8 (50%)
alunos do Grupo B também encontram-se neste mesmo estagio. No estagio II foram
encontrados 15 (93,8%) alunos do Grupo A ¢ 9 (56,3%) alunos do Grupo B.

Na tarefa de combinatéria de quatro elementos tomados 3 a 3, os resultados obtidos

mostraram que no Grupo A apenas um (6,3%) aluno encontra-se no estagio I, ao passo que no
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Grupo B, foram encontrados 7 (43,8%) alunos. No estagio II foram encontrados 15 (93,8%)
alunos do Grupo A e 9 (53,3%) alunos do Grupo B, conforme mostra a tabela 15.
Tanto na prova das operacées combinatorias de quatro elementos tomados 2 a 2, assim

como tomados 3 a 3, nao foram encontrados sujeitos classificados no estagio I11.

Tabela 15 - Distribuicido da freqliéncia dos sujeitos por grupo de acordo com a
classificacdo dos estigios obtidos na prova das operacdes combinatérias

Grupo
A B
Total
Combinagio  Estigio 1 1 8 9
222 (6,3%) (50%) (28,1%)
Estagio 11 15 8 23
(93,8%) (50%) (71,9%)
Estagio 111 - - -
Total 16 16 32
(100%) (100%) (100%)
Combinacio
3a3 Estagio I 1 7 8
(6,3%) (43,8%) (25%)
Estagio 11 15 9 24
(93,7%) (56,3%) (75%)
Estagio 111 - - -
Total 16 16 32
(100%) (100%) (100%)

De acordo com o teste Qui-quadrado (Anexo 11), considerando-se as variaveis

subgrupos e estagios de classificagio das operagdes combinatérias de quatro elementos

tomados dois a dois, obtiveram-se diferencgas estatisticamente nao significativas ( x*=5,5; g/=1;

= 0,06).
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Para as variaveis subgrupos e estagios de classificagao das opera¢des combinatérias de
quatro elementos tomados trés a trés, o teste Qui-quadrado (Anexo 12) revelou diferenca
significativa ( x>= 6,0; g/=1; p=0,014).

No caso da tarefa de combinar quatro elementos tomados dois a dois, observa-se que
ainda que nao significativo, o resultado apresentou significancia marginal. Mesmo no caso da
tarefa de combinar quatro elementos tomados trés a trés, observa-se que o resultado esta
muito préximo, do ponto de vista estatistico, também de uma significancia marginal. Isto
evidencia que os sujeitos do Grupo A conseguem realizar o numero total de combinagoes de
quatro elementos tomados 2 a 2 ou tomados 3 a 3 de maneira muito préxima ao numero de
combinagdes que os sujeitos do Grupo B conseguem fazé-lo. De qualquer forma, no entanto,
observa-se que os sujeitos do Grupo A tendem a aproximar-se mais da busca e descoberta de
um sistema combinatorio, tal como as condutas observadas no estagio II. Isto nos permite
afirmar que os sujeitos do Grupo A, que apresentam melhor desempenho em Matematica,
conseguem obter um avango qualitativo no que se refere a classificagido do nivel das operagoes
combinatdrias em relagao ao Grupo B.

Estes resultados estio em conformidade com os estudos de Piaget e Inhelder (1951),
quando estes autores descrevem que a aquisicdo das opera¢ées combinatérias esta ligada a
construcao do raciocinio proporcional e probabilistico. Implicam descoberta de um sistema
com combinatdrias metddicas, nas quais nenhuma associacdo entre pares ou trios ¢
negligenciada, superando a conduta por meio de pesquisa empirica. Esta maneira de operar
mentalmente consiste, segundo descrito por Piaget e Inhelder (1951) sobre as operagoes
combinatdrias, em uma “seriagdo de correspondéncias sucessivas’ correspondentes a
operagoes de segunda poténcia, ou, ainda, de operagdes que se referem a outras operagdes,

implicitas no periodo formal.
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5.4.4 Classificagao dos métodos de combinagio utilizados pelos sujeitos na prova das
operagdes combinatdrias

O estagio II de classificagao das operagdes combinatérias referem-se as combinagoes
possiveis realizadas por ensaio e erro pelos sujeitos. Caracteriza-se também como um estigio
de busca, ou melhor, de procura por um sistema de combina¢des ao invés de os sujeitos
centrarem-se na realizagdo da tarefa com pares isolados.

Esta caracterizacdo especifica do estagio II também foi investigada por Piaget e
Inhelder (1951). Os autores identificaram cinco métodos distintos de combinagdes os quais as
criangas, especificamente do estagio II, apresentam ao realizarem tarefas combinatérias.

O primeiro método (método 1) é caracterizado pela descoberta de combinagdes por
meio de um procedimento de simples justaposicao dos pares, com predominio na descoberta
empirica. O segundo método (método 2) ja se caracteriza em razao do progresso do sujeito em
relacio a intersecio dos pares a serem combinados, oscilando entre justaposi¢cdes e
justaposi¢Oes entrecruzadas, mas, ainda, com predominio da idéia de justaposigao.

No terceiro método (método 3), o sujeito passa a marcar um ponto de referéncia,
como, por exemplo, a associagao dos pares extremos do conjunto de elementos a serem
combinados. No método 3, ainda que apareca a idéia de fazer combinag¢des com uma
referéncia entre uma associagao e outra, as criangas se valem do procedimento de justaposi¢ao
entrecruzada. No quarto método (método 4) a crianca ainda nao se libera da justaposicao
entrecruzada, mas ja procede por pares simétricos e também faz algumas combinagdes ao
acaso, por tateios empiricos. O quinto método (método 5) caracteriza-se pela descoberta
espontanea do sistema (Piaget e Inhelder, 1951).

A tabela 16 mostra a classificagdo dos niveis dos sujeitos dos dois subgrupos
investigados com relagao ao método utilizado no estagio II para realizar as combinagdes de

quatro elementos tomados dois a dois e tomados trés a trés.
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Tabela 16 - Distribui¢io da freqiiéncia dos sujeitos por grupo de acordo com a
classificacdo dos métodos de combinagio obtidos na prova das operagdes
combinatérias no Estagio 11

Grupo
A B
Total Geral
Estagio 11
Combinagﬁo Meétodo 1% - - -
2a2 4 7 11
Método 2 (26,7%) (87,5%) (47,8%)
Método 3 6 - 6
(40%) (26,1%)
Meétodo 4 5 1 6
(33,3%) (12,5%) (26,1%)
Método 5* - - -
Sub-Total 15 8 23
(100%) (100%) (100%)
Estagio 11
Combinacdo  Meétodo 1% - - -
3a3 6 8 14
Método 2 (40%) (88,9%) (58,3%)
Método 3 7 1 8
(46,7%) (A1,1%) (33,3%)
Método 4 2 - 2
(13,3%) (8,3%)
Método 5% - ~ _
Sub-Total 15 9 24
(100%) (100%) (100%)

* Nesta pesquisa ndo foram encontrados sujeitos no estagio II que utilizaram os métodos 1 e 5.

A tarefa de analise combinatéria de quatro elementos tomados 2 a 2 mostrou que 4
(26,7%) alunos do Grupo A e 7 (87,5%)do Grupo B foram classificados no método 2 ao
realizar as combinagoes dos pares. No método 3 foram encontrados apenas 6 (40%) sujeitos
do Grupo A. A utilizagdo do método 4 foi realizada por 5 (33,3%) alunos do Grupo A e por
um unico (12,5%) aluno do Grupo B.

Na tarefa de combinatéria de quatro elementos tomados 3 a 3, os resultados obtidos
mostraram que no Grupo A 6 (40%) alunos utilizaram o método 2 ao realizar as combinagdes,
ao passo que no Grupo B, foram encontrados 8 (88,9%) alunos. O método 3 foi utilizado por

7 (46,7%) alunos do Grupo A e apenas um unico (11,1%) aluno do Grupo B. A utilizacao do
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método 4 foi realizada por apenas 2 (13,3%) alunos do Grupo A e nenhum aluno do Grupo B
valeu-se deste método para realizar a combinacao de 3 em 3.

Os dados indicaram que houve diferenca significativa ( x>=8,1; g/=2; p=0,028) entre os
subgrupos (A e B) e os métodos utilizados na solugdo de operagées combinatérias de quatro
elementos tomados dois a dois (Anexo 13).

Observa-se, porém, que houve diferenga marginalmente significativa (x>=5,6; g/=2;
$=0,00) entre os subgrupos e os métodos utilizados na solugdo de opera¢des combinatorias de
quatro elementos tomados trés a trés (Anexo 14).

Os resultados indicaram que, por um lado, o nivel de classificagdio das operagdes
combinatérias de quatro elementos tomados dois a dois ndo apresentam diferengas
estatisticamente significativas em relacdo aos sujeitos dos subgrupos A e B. Por outro lado, os
resultados indicaram uma diferenca significativa em relagdo aos métodos empregados pelos
sujeitos do Grupo A na tarefa de combinar quatro elementos tomados dois a dois.

Estes resultados evidenciaram que ha uma maior concentragao dos sujeitos em ambos
os grupos no estagio II das operagdes combinatérias, segundo a classificagio de Piaget e
Inhelder (1951). Quando, porém, os sujeitos dos dois subgrupos sdo analisados tendo em vista
os métodos empregados na busca de um sistema combinatério, constata-se que as criancas do
Grupo A apresentam métodos mais elaborados que as criangas do Grupo B, na medida em que
se propoem, ainda que sem mostrar tomada de consciéncia, buscar um sistema que lhes
permita realizar todas as combinagdes possiveis para solucionar a tarefa.

No caso da tarefa de combinar quatro elementos tomados trés a trés, os resultados
indicaram que os sujeitos do Grupo A e B nido tendem a diferenciar seus métodos de
combinagdo para solucionar o problema. Este resultado parece-nos indicar, novamente, a
questdo da influéncia da quantificagio de combina¢des com as quais as criangas sao solicitadas
a lidar. Para solucionar a tarefa de combinar quatro elementos dois a dois, as criangas deveriam
chegar a um total de 6 pares ordenados e para quatro elementos tomados trés a trés, deveriam
fazer 4 trios. No caso das combinag¢bes de quatro elementos tomados trés a trés, quando as
criangas apresentavam o método de justaposi¢iao entrecruzada dos elementos (método 2), a
solug¢do tornava-se mais simplificada para o préprio sujeito, possibilitando-lhe, de melhor

forma, a quantificacio dos trios que faziam e o controle dos mesmos, a fim de que nao
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fizessem repetigoes. Coordenar quatro combinagdes possiveis realizadas por meio de um
método mais eficaz, como, por exemplo, o método 2, assim como quantifica-las foi um
dominio apresentado tanto pelos sujeitos do Grupo A, como pelos sujeitos do Grupo B
investigados nesta pesquisa, diferentemente dos resultados obtidos com relagao aos métodos

empregados para realizar seis combinagoes possiveis de quatro elementos tomados dois a dois.

5.4.5 Anailise dos Problemas Aritméticos de Estrutura Multiplicativa — Produto
cartesiano com lapis e papel

As corregoes dos trés problemas de analise combinatéria, segundo classificagao de
Vergnaud (1991), utilizados nesta pesquisa foram primeiramente computados segundo acertos
e erros dos alunos quanto ao resultado do problema, como no caso do problema 1 — camisas e
bermudas — com um total geral de 12 combinagdes possiveis. Para o Problema 2 — baile na
escola — o total geral de combinagoes possiveis era de 9 combinatérias; e o Problema 3 — sala

de aula — o total refere-se a 6 combinag¢Ses possiveis.

Tabela 17 - Distribuicdo da freqiiéncia dos sujeitos por grupo de acordo com o nimero
de acertos obtidos nos problemas de andlise combinatéria com lapis e papel

Grupo
A B
Total
Problemas de
Produto de
Medidas
Problema 1 3 2 5
Camisas ¢ (18,8%) (12,5%) (15,6%)
Bermudas
(n=12)
Problema 2 8 1 9
Buaile (50%) (6,3%) (28,1%)
(1=9)
Problema 3 8 1 9
Sala de anla (50%) (6,3%) (28,1%)
(1=0)
Problema de
Lsomorfismo de
Medidas
Problema 4 13 6 19
Colberes (81,3%) (37,5%) (59,4%)
(n=16)
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A tabela 17 apresenta os resultados dos sujeitos dos dois grupos com relagio aos
acertos obtidos nos problemas de produto cartesiano, os quais foram solicitados a resolver
utilizando lapis e papel e questionamentos do experimentador.

Nos problemas de produto de medidas, os resultados mostraram que no Problema 1
(camisas e bermudas), 3 (18,8%) alunos do Grupo A e 2 (12,5%) alunos do Grupo B fizeram
todas as combinagbes possiveis entre as pegas de roupas. Tanto para o Problema 2 (baile)
como para o Problema 3 (sala de aula), 8 (50%) alunos do Grupo A acertaram todas as
combinagdes e apenas um (6,3%) sujeito do Grupo B fez corretamente as 9 combinagdes
possiveis.

A analise do problema 4 (colheres), o unico do tipo isomorfismo de medidas, mostrou
que 13 (81,3%) alunos do Grupo A solucionaram e calcularam corretamente a resposta e 6
(37,5%) alunos do Grupo B fizeram o problema corretamente.

A anilise do desempenho nos problemas (1, 2 e 3) de produto cartesiano com lapis e
papel em relagdo aos sujeitos dos Grupos A e B apresentou diferenga estatisticamente
significativa em dois dos trés problemas investigados.

O resultado obtido na solugao do problema 1 (camisas e bermudas) nao apresentou
diferencas significativas (¥>=0,23; g/=1; p=0,62), quando os sujeitos foram agrupados de
acordo com o desempenho em Matematica — Grupos A e B (Anexo 15). Os resultados, no
entanto, mostraram diferenca estatisticamente significativa do desempenho em Matematica dos
sujeitos em relagdo a solucdo dos problemas 2 (baile) e 3 (sala de aula). Tanto para o problema
2, como para o problema 3, a diferenca (y*=7,5; g/=1; p=0,006) mostrou-se significativa
(Anexos 16 e 17).

O problema 4 — empacotamento de colheres — do tipo isomorfismo de medidas,
embora difira dos outros problemas do tipo produto de medidas corresponde a um aspecto da
estrutura multiplicativa, apresentou diferenga significativa (x>=6,34; g/=1; p=0,012) do
desempenho em relacio a solugdo do problema entre os dois grupos de sujeitos avaliados
(Anexo 18).

Estes resultados indicam que os alunos do Grupo A, que apresentam melhor

desempenho em Matematica apresentam também melhor desempenho nos problemas de

144



produto cartesiano, com exce¢ao do problema 1 — das camisas e bermudas que envolveu um
numero maior de combina¢des em relacdao aos outros dois problemas.

Em uma analise seguinte, computou-se a quantidade de combinag¢des das criangas que
variavam de zero até o total final do numero de combinagdes possiveis. Foi realizada a
comparag¢ao das médias obtidas pelos grupos A e B sobre o nimero de combinagdes realizadas
em cada um dos problemas de analise combinatéria com lapis e papel.

Os resultados obtidos no Grupo A (bom desempenho em Matematica) mostraram que
no Problema 1 (camisas e bermudas) a média (Anexo 19) das combinagdes possiveis foi 6,6
com desvio-padrao de 3,8. Para o problema 2 (baile) obteve-se média 6,9 (desvio-padrio=2,4)
e para o problema 3 (sala de aula), a média foi a de 3,8 (desvio-padrao=2,6).

No Grupo B (desempenho insatisfatorio em Matematica), os resultados obtidos
mostraram que no problema 1, a média foi a de 5,5 (desvio-padrao=3,5) e no problema 2, a
média foi de 5,6 (desvio-padrao=1,6). Por fim, no problema 3, os resultados (Anexo 19)
indicaram média de 2,8 (desvio-padrio=1,8).

Foi utilizada a prova nao-paramétrica Kruskal-Wallis (Anexo 20), para analisar a
diferenca da média do numero total de combinagées feitas nos problemas de produto
cartesiano entre os sujeitos dos subgrupos. O referido teste indicou que nao ha diferenca
estatisticamente significativa do numero de combinagdes realizadas em cada problema entre os
sujeitos dos grupos A e B.

Os resultados evidenciaram que os sujeitos do Grupo A fazem mais combinagdes em
cada um dos trés problemas examinados, mas estas combina¢des nao apresentam diferenca
estatisticamente significativa em relagdo ao numero de combinagdes realizadas pelos sujeitos
do grupo B.

Entretanto, mesmo nao apresentando diferengas estatisticamente significativas entre os
dois subgrupos e o desempenho quanto as médias de pares ordenados feitos em cada um dos
problemas, observou-se que as estratégias de solucao utilizadas pelos sujeitos de ambos os
grupos na busca da solugdo foram enriquecidas por uma série de condutas distintas, ora
melhor elaboradas, ora elaboradas de forma mais elementar. Estas condutas apresentam
formas qualitativamente distintas entre si e foram classificadas como categorias de estratégias

com base no esquema de correspondéncia termo a termo, cuja analise se segue mais adiante.
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5.4.6 Analise das relages entre o desempenho escolar em Matematica, o processo de
abstragio, as operagdoes combinatdrias e a solugdo de problemas de produto cartesiano
com lapis e papel

A analise a seguir refere-se ao teste de correlagao entre os resultados obtidos entre o
desempenho escolar em Matematica, o processo de abstragao, as operacdes combinatorias e a
solugao de problemas de produto cartesiano com lapis e papel.

A tabela 18 mostra os quatro fatores investigados, apresentando itens diferenciados de
dominio nestes fatores, os quais foram submetidos a analise que se segue.

O processo de abstra¢ao sobre as no¢oes de multiplos comuns constou de uma tarefa
que avaliou o nivel dos sujeitos mediante trés quantidades distintas, conforme foi apresentado
anteriormente. Para o fator abstracio com 12 fichas, obteve-se coeficiente de correlacio
significativo de 0,417 (p< 0,05) com o fator SARESP, o qual serviu de referéncia para avaliar o
desempenho matematico dos sujeitos. Nos itens de dominio abstragio com 24 fichas e 36
fichas também foi encontrado coeficiente de correlagao significativo com o fator SARESP de
0,493 (p<0,01) para o primeiro e 0,605 (»p<0,001) para o segundo.

As operacbes combinatérias analisadas correspondem as nogdes de acaso e
probabilidade e constou de uma tarefa que avaliou o nivel dos sujeitos com relagdo a combinar
4 elementos tomados dois a dois e em seguida, tomados trés a trés. Verificou-se, em ambos os

itens de dominio “combinacgido 2 a 2” e “combinacio 3 a 3”, um coeficiente de correlacio

>
significativa com o fator SARESP. Na tarefa de combinar quatro elementos dois a dois, a
correlagao significativo foi de 0,476 (p<0,05) e, na combinagao trés a trés, obteve-se 0,396
(»<0,05) como indice de correlacio significativa com relacio ao desempenho em Matematica.
Para o fator ligado aos problemas de produto cartesiano, os resultados obtidos
mostraram que no item de dominio Problema 1 (camisas e bermudas) nao houve coeficiente
de correlagao com o SARESP, cujo indice encontrado foi o de 0,140 (p>0,05). No entanto, nos
trés outros itens de dominio dos problemas de produto cartesiano foram encontrados

coeficiente de correlagao significativa com o SARESP. No problema 2 (baile) foi encontrada

correlagao significativa de 0,453 (p<0,01) e no problema 3 (sala de aula), a correlacao
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significativa foi de 0,559 (p<0,001). No problema 4 (colheres), a correlagio encontrada com o

fator SARESP foi significativa de 0,0574 (»p<0,001).

Tabela 18 — Coeficientes de correlacio entre desempenho em
Matematica, processo de abstracdo, operagdes combinatérias
e solucdo de problemas de produto cartesiano com lapis e papel

Fatores Itens de dominio dos fatores Coeficiente de
correlagao com o
SARESFP
Processo de Abstragio  Abstragao 12 fichas *0,417
Abstracio 24 fichas **+0,493
Abstracao 36 fichas *K(), 605
Operagées Combinatorias
Combinacio 2 a 2 *0,476
Combina¢do 32 3 *0,396
Problemas de Produto
Cartesiano
(4pis e papel)

Problema 1 0,140
(camisas e bermudas)

Problema 2 (Baile) **0,453

Problema 3 *#+0,559
(sala de aula)

Problema 4 (0,574
(colheres)

*¥p < 0,05; ** p < 0,01; ** p < 0,001

De maneira geral, os resultados indicaram que os fatores ligados aos niveis de abstracao
em multiplos comuns, operagoes combinatérias e problemas de produto cartesiano, com
exce¢ao do Problema 1, estio correlacionados com o desempenho matematico dos alunos

investigados neste estudo.
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Alguns dos fatores especificos da prova de desempenho matematico do SARESP,
como os itens de algoritmo e os de problemas aritméticos verbais de estrutura multiplicativa
(operagdes de multiplicagio e divisdo) foram submetidos a analise de correlacio entre os
fatores: prova dos niveis de abstragdao, operacdes combinatérias e solu¢ao de problemas de
produto cartesiano com lapis e papel, a fim de verificar, de maneira especifica, os itens de
dominio sobre desenvolvimento cognitivo e aqueles que dizem respeito ao desempenho em

Matematica, como mostra a tabela 19.

Tabela 19 — Coeficientes de correlacio dos itens especificos quanto ao desempenho nas
opera¢des multiplicativas da prova do SARESP, o processo de abstracio, as operacoes
combinatorias e a solucdo de problemas de produto cartesiano com lapis e papel

Fatores Algoritmos/SARESP Problemas Aritméticos/SARESP
Multiplicacao Divisao Multiplicagdo Multiplicacdo Divisao
1 2
Abstragio
12 fichas 0,183 0,314 0,326 -0,08 *0,476
24 fichas 0,152 0,148 0,575 -0,07 *0,451
36 fichas 0,142 0,308 *0,400 -0,01 0,407
Operagoes
Combinatorias
2a2 0,102 0,243 0,302 0,198 0,253
3a3 0,069 0,218 *0,433 0,198 *0,468

Problemas de Produto
Cartesiano (Idpis e

papel)
Problema 1-Camisas e 0,055 *0,507 0,101 0,078 0,073
bermudas
Problema 2 — Baile 0,084 0,364 0,158 0,052 0,273
Problema 3 - Sala de anla 0,226 *0,427 *%(),501 0,138 *(0,434

*p < 0,05, ** p < 0,01; #* p < 0,001

Conforme mostra a tabela 19, o fator prova de abstracio com 12, 24 e 36 fichas foi
correlacionado com os cinco itens de dominio especificos ligados ao desempenho matematico
na operagao de multiplicagao contidos na prova do SARESP. Observou-se que o item de
dominio de abstracio com 12 fichas obteve correlagao significativa de 0,476 (»<0,05) com o

problema aritmético de divisao.
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No fator abstracio com 24 fichas foi encontrado um coeficiente de correlacao
significativo de 0,575 (»p<0,01) com o fator problema aritmético de multiplicacao 1 da prova do
SARESP. Neste fator também foi encontrada correlagao significativa de 0,451 (p<0,05) com o
problema aritmético de divisao da prova do SARESP.

No fator abstracio com 36 fichas foi encontrada correlagao significativa de 0,400
(»<0,05) com o problema aritmético de multiplicacdo 1, da prova do SARESP.

Nos itens de dominio ligados as operagoes combinatorias (4 elementos tomados dois a
dois e tomados trés a trés) nao foi encontrado indice de correlagao dentre os cinco fatores
analisados nos itens especificos de tarefas multiplicativas contidas na prova do SARESP. Os
resultados mostraram, porém, que a combinacdao de quatro elementos tomados 3 a 3 obteve
indice de correlagao significativa de 0,433 (p<0,05) com o fator problema aritmético de
multiplica¢ao 1 da prova do SARESP. O fator opera¢des combinatérias de quatro elementos
tomados trés a trés também obteve indice de correlagao significativa de 0,468 (p<0,05) com o
problema aritmético de divisao da prova do SARESP.

No caso dos problemas — tarefas com lapis e papel - o problema 1 (camisas e
bermudas) obteve correlagao significativa de 0,507 (»p<0,05) com o fator algoritmo de divisao
contido na prova do SARESP, conforme indicado na tabela 19.

Para o problema 2 (baile), a correlagdo nao atinge significancia em nenhum dos cinco
itens de dominio especificos sobre operagdes multiplicativas contidas na prova de Matematica
do SARESP.

No problema 3 (sala de aula) obteve-se indice de correlagdo significativa de 0,501
(»<0,01) com o fator “problema aritmético de multiplicagaio 17 da prova do SARESP. O
problema 3 também apresentou correlagao significativa de 0,434 (p<<0,05) com o problema
aritmético de divisao. Os resultados indicaram ainda que, um outro item de dominio da prova
do SARESP, como o do algoritmo da divisdo, obteve correlagao significativa de 0,427 (p<0,05)
com o problema 3.

Os dados indicaram que a maioria dos itens analisados quanto a avaliagio do
desenvolvimento cognitivo investigados nesta pesquisa apresentam-se correlacionados com
itens especificos da prova do SARESP que avaliam o desempenho em operagoes

multiplicativas de alunos ingressantes da 3 série do Ensino Fundamental.

149



Ressalta-se ainda que, a analise dos resultados dos alunos na solu¢io dos problemas
contidos na prova do SARESP em relagdo ao desempenho global da prova, confirma que os
alunos que se safram melhor em solugao de problemas (o que correspondia a uma das tarefas
contidas na prova), também sio os que apresentam pontuagdo mais elevada na prova
completa. O mesmo pode ser observado quando se analisou os itens especificos dos
algoritmos e o desempenho escolar global do sujeito em Matematica. Os alunos que obtiveram
melhores escores na prova do SARESP, obtiveram também melhor pontuagao nos itens que
envolviam tarefas de solugao de problemas e tarefas com calculo por meio da técnica
algoritmica. Da mesma forma que, os alunos que obtiveram os menores escores na Prova do
SARESP, apresentaram menos acertos nos itens dos problemas aritméticos e os algoritmos
(Anexo 21)

Com relagao aos dados obtidos na entrevista sobre a preferéncia dos alunos nas areas
curriculares, observa-se que, embora 59,1% dos sujeitos tivessem indicado preferéncia pela
disciplina da Matematica dentre todas as outras areas curriculares, nao foi encontrada
correlagao significativa (Anexo 22) na prova estatistica, entre os resultados obtidos na
entrevista quanto a preferéncia dos estudantes das 3" série do Ensino Fundamental em relagao
ao desempenho obtido na prova de Matematica aplicada nesta pesquisa. Estes resultados
indicam que o depoimento dos alunos quanto a “gostar mais”, “gostar menos” ou mesmo de
manter uma opiniao de neutralidade, ou ainda, preferéncia mediana quanto a Matematica, nao
esta relacionado ao fato de o aluno ter apresentado desempenho satisfatorio ou niao na
avaliacao de Matematica aplicada nesta pesquisa.

Conforme ja descrito, pode-se constatar que os alunos que obtém maiores escores de
desempenho em Matematica também sao os que apresentam niveis superiores em provas de
abstracdo, operagbes combinatorias e solu¢io de problemas de produto cartesiano,

apresentando propensﬁo crescentes.
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Parte 5
5.5 Estratégias de solugdo de problemas de produto cartesiano com lapis e papel

A seguir, apresenta-se uma analise qualitativa dos trés problemas de produto cartesiano
com lapis e papel com base na categorizagao das estratégias de solugao utilizadas pelos sujeitos.

Os trés problemas de analise combinatéria investigados nesta pesquisa sao situagdes
que solicitavam dos sujeitos a constru¢io de um conjunto de pares ordenados e o
estabelecimento de uma correspondéncia entre cada elemento do primeiro conjunto com
todos os elementos do segundo conjunto.

Conforme descrito anteriormente, obteve-se um pequeno nimero de acertos nos trés
problemas de produto cartesiano com lapis e papel realizados por alunos dos dois subgrupos
investigados nesta pesquisa. No problema 1, apenas 15,6% dos sujeitos de ambos os grupos
realizaram a solugdo correta. Nos problemas 2 e 3, 28,1% dos sujeitos acertaram,
respectivamente, a solu¢ao de cada um dos problemas.

Resta-nos entao tentar compreender as solugdes dos sujeitos em relagdo ao que se pode
solucionar, ou seja, 0 que as criangas apresentaram tendo em vista as condutas e justificativas
no curso da realizagdo dos problemas. Isto levou-nos a analise do niumero de combinag¢des
realizadas, as quais evidenciaram estratégias de solugdao desencadeadas durante as tarefas. Dessa
forma, apresentamos a seguir, as categorias das estratégias utilizadas pelos sujeitos com base no
esquema de correspondéncia termo a termo.

Uma das problematizagdes iniciais levantadas nesta pesquisa refere-se a analise das
estratégias empregadas, tomando-as como ponto de partida para identificar os critérios de
selecao dos dados utilizados pelas criangas durante a solugao dos problemas e que implicam
aproximagao da descoberta do sistema combinatério.

As estratégias dos sujeitos permitem-nos verificar desde solugdes mais elementares, por
exemplo, aquelas ligadas a correspondéncia um a um entre os elementos do problema e as
acOes sucessivas de juntar pares ordenados pautadas em abstragcbes empiricas até uma leitura

dos dados mais sofisticada, como é o caso de passar a coordenar a realizagdo de pares
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ordenados dentro de um sistema que busque a regra combinatéria, na qual cada elemento de
um grupo sera associado a cada elemento do outro grupo, superando assim, as combinacdes

por tateios, ou mesmo por adi¢ao sem controle de pares ordenados.

5.5.1 Estratégias de solugdo com base no esquema de correspondéncia termo a termo

A analise qualitativa das estratégias de solucao utilizadas pelos sujeitos nos problemas
de produto cartesiano evidenciou o uso do esquema de correspondéncia termo a termo tal
como estudado e descrito por Piaget e Szeminska (1975).

As trés categorias de estratégias descritas por este estudo foram baseadas nos
resultados das pesquisas dos referidos autores a respeito das nogoes de equivaléncia que as
criangas apresentam ao serem submetidas a tarefas que analisam a correspondéncia termo a
termo na solucio de problemas que envolvam nog¢oes multiplicativas. O esquema de
correspondéncia termo a termo ¢ utilizado pelas crian¢as como um esquema quantitativo e estd
diretamente ligado ao processo de constru¢ao da conservagao da quantidade, assim como ela
mesma refere-se ao proprio progresso das construgdes das correspondéncias termo a termo
cardinal e ordinal.

As categorias a que nos referimos foram denominadas: A) Categoria 1 - “Estratégias por
corvespondéncia termo a termo rigida”; b) Categoria 2 - “Estratégias por correspondéncia dindmica sem
totalizacdo e sistematizacdo combinatiria”; c) Categoria 3 - “Estratégias por correspondéncia dindmica e
totalizada com um sistema combinatorio parcial”

Destacamos, a seguir, as caracteristicas principais de cada uma das estratégias
identificadas com base na analise dos protocolos das condutas do sujeitos investigados
(Gillieron,1980). Primeiramente, foram analisados os protocolos buscando-se delimitar
sequéncias de agdes e verbalizacGes dos sujeitos no decorrer da solugdo. Em seguida,
identificou-se a utilizacdo de tipos de estratégias semelhantes empregada pelas criangas; o que

nos possibilitou a descricdo de 3 grandes categorias de estratégias. Identificou-se ainda, na
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leitura e analise dos protocolos, os critérios utilizados pelas criangas, o que nos possibilitou
também classificar as estratégias em termos de condutas menos elaboradas ou condutas mais
elaboradas. No entanto, a analise dos protocolos nao nos permitiu estabelecer uma
hierarquiza¢ao propriamente dita dos tipos de estratégias, e, sim, diferenciar a variagao de
critérios ocorrida dentro de cada tipo de estratégia do que propriamente uma diferenca de
posicao hierarquica, em um quadro inspirado em Moro(1993, p.371).

As caracteristicas principais das categorias das estratégias de solugao com base no

esquema de correspondéncia termo a termo foram esquematizadas na figura 13.
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Categoria 1
Estratégias por correspondéncia
termo a termo rigida

Categoria 2
Estratégias por correspondéncia
dinamica sem totalizacdo e
sistematizacao combinatoria

Categoria 3
Estratégias por correspondéncia
dinamica e totalizada com um
sistema combinatério parcial

Os  sujeitos realizam a
representagio grafica
primeiramente e, em seguida,
fazem os pares ordenados por
correspondéncia termo a termo
entre os elementos dos dois
grupos contidos no problema.

Uma conduta comum entre 0s

sujeitos  desta  categoria  de
estratégia é ndo admitir trocas
entre 0s elementos dos

conjuntos. O elemento “a mais”

de um dos conjuntos &,
imediatamente “descartado”
pelas criangas como

possibilidade de participar das

combinacdes.

Os sujeitos ddo diferentes
alternativas  para eliminar o
“elemento a mais”. Hi uma
busca pela simetria entre a
quantidade dos elementos a
serem combinados.

A impossibilidade de realizar
combinagbes por tateios ou por
simples composicao de adi¢Oes
de pares ordenados é
completamente descartada pelos
sujeitos em funcdo de centrarem-
se na correspondéncia um a um.

As condutas dos sujeitos
estdo marcantemente ligadas a
variacao de critérios. Com base
na utilizacgdo do esquema de
correspondéncia um para muitos,
as criangas tentaram solucionar
os  problemas  empregando
estratégias diferenciadas.

A analise dos protocolos
evidenciou condutas
seqlenciadas neste tipo de

estratégia, tais como:

a) antecipar uma resposta como
ponto de partida na busca da
solugdo do problema;

b) tresponder por antecipa¢ido com
base na correspondéncia termo
a termo ou na utilizacio de
calculos com algoritmos das
operagoes aritméticas;

¢) realizar repeticbes dos pares
combinados;

d) dar-se conta de que faziam
repeti¢des;

¢) tentar controlar as combinag¢des
repetidas;

/) realizar combina¢Ges com base

na idéia de que poderiam
“trocar” as pecas e poderiam
fazé-la indefinidamente, sem

controle da quantificacio;

g) justificar com base em critérios

afetivos, estéticos, entre outros.

Nesta categoria, conseguir
coordenar as acoes realizadas
com as justificativas dadas de
forma coerente e organizada foi
um aspecto de dificil dominio
para as criangas.

Nesta categoria, uma
estratégia comum foi, tal como
na categoria do tipo 2, a tentativa
de antecipar o resultado e tentar
uma solu¢do imediata por meio
do algoritmo.

Os sujeitos ainda apresentam
oscilacdo nas condutas, porém
menos freqliente entre a agdo
realizada e a justificativa dada
durante a  elaboracio  das
combinacdes.

Entre um par ordenado e
ha combinacGes
sistematicas, cuja permanéncia de
critério é mantido pela
crianca. A crianca seleciona a
camisa de uma cor ¢ a utiliza
com a primeira bermuda, em
seguida, utiliza a mesma camisa
com a segunda bermuda. Na
proxima combinacio, no
entanto, descarta aquela camisa e
passa utilizar a ultima bermuda
utilizada como referéncia aos
proximos pares ordenados.

Os sujeitos admitem que nio
se pode fazer de qualquer jeito, e,
sim, que hda uma regra para
combinar as camisas com as
bermudas, os meninos com as
meninas e as portas de entrada
com as portas de saida da sala de
aula.

O controle das combinacées
¢ uma dificuldade marcante,
embora ja haja entre as criangas
desta categoria a tentativa
evidente de fazé-lo.

outro

um

Figura 13 — Quadro das categorias das estratégias de solu¢dao de problemas de produto cartesiano com

lapis e papel
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As tabelas 20,21 e 22 mostram a distribuicdo do nimero de alunos de cada um dos
subgrupos em cada uma das estratégias de solucao utilizadas na solu¢io dos problemas de

analise combinatéria com lapis e papel.

Tabela 20 - Distribuicdo da freqiiéncia dos sujeitos por grupo de acordo com as
categorias das estratégias de soluciao de problemas de produto cartesiano -Problema 1

Grupo
A B Total
Problema 1
Categoria 1 5 4 9
(31,2%) (25%) (28,1%)
Categoria 2 7 9 16
(43,7%) (56,2%) (50%)
Categoria 3 3 2 5
(18,7%) (12,5%) (14,2%)
Sub-total 15 15 30%
(93,7%) (93,7%) (93,7%)

*Foram encontrados 2 sujeitos que ndo fizeram nenhuma combinagio no problema 1, nio
apresentando estratégias que se pudessem categoriza-las em nenhum dos 3 tipos das
estratégias mencionadas.

Os resultados obtidos quanto as estratégias de solugdo do problema 1 de analise
combinatéria com lapis e papel mostraram que no Grupo A, 5 (31,2%) alunos solucionaram
por meio das estratégias contidas na categoria 1, 7 (43,7%) alunos resolveram valendo-se das
estratégias da categoria 2 e apenas 3 (18,7%) alunos utilizaram estratégias da categoria 3. No
Grupo B, foram encontrados 4 (25%) alunos que solucionaram o problema por meio das
estratégias contidas na categoria 1, 9 (56,2%) alunos utilizaram as estratégias contidas na
categoria 2 e 2 (12,5%) alunos valeram-se das estratégias da categoria 3.

A analise dos resultados mostrou a tendéncia de concentracao das estratégias ligadas a
categoria 2 como forma de solucdo para o problema 1, tanto entre os alunos do Grupo A

como os alunos do Grupo B.
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Tabela 21- Distribui¢do da freqiiéncia dos sujeitos por grupo de acordo com as
categorias das estratégias de solucio de problemas de produto cartesiano -Problema 2

Grupo
A B Total
Problema 2
Categoria 1 3 2 5
(18,7%) (12,5%) (14,2%)
Categoria 2 6 13 19
(37,5%) (81,2%) (59,3%)
Categoria 3 7 1 8
(43,7%) (6,2%) (25%)
Sub-total 16 16 32
(100%) (100%) (100%)

No problema 2, os resultados mostraram que no Grupo A, 3 (18,7%) alunos
solucionaram o problema por meio das estratégia da categoria 1; 6 (37,5%) alunos o fizeram
por meio das estratégias da categoria 2 e 7 (43,7%) solucionaram o problema por meio das
estratégias da categoria 3. No Grupo B, foram encontrados 2 (12,5%) que utilizaram a
estratégia 1, ao passo que 13 (81,2%) ja conseguiram valer-se da estratégia 2 para solucionar o
problema e apenas um (6,2%) aluno o solucionou por meio das estratégias contidas na
categoria 3.

Os resultados do problema 2 evidenciaram que os alunos do Grupo B, na sua grande
maioria, tendem a valer-se da estratégia do tipo 2 na busca da solu¢iao dos pares ordenados a
serem constituidos entre meninos e meninas, conforme proposto no enunciado. Em contra-
partida, os alunos do Grupo A apresentam uma distribui¢do quase equitativa entre a estratégia

de tipo 2 e 3 ao buscar a solugao dos 9 pares ordenados do problema.

Tabela 22 - Distribuicdo da freqiiéncia dos sujeitos por grupo de acordo com as
categorias das estratégias de solucdo de problemas de produto cartesiano -Problema 3

Grupo Total
A B
Problema 3 Categoria 1 2 4 6
(12,5%) (25%) (18,7%)
Categoria 2 2 8 10
(12,5%) (50%) (31,2%)
Categoria 3 8 1 9
(50%) (6,2%) (28,1%)
Total 12 13 25%
(75%) (81,2%) (78,1%)

* Dos 32 sujeitos investigados nos 2 subgrupos, 4 alunos do Grupo A e 3 alunos do Grupo B nao
realizaram nenhum par ordenado referente aos dados do problema
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No problema 3, 2 (12,5%) alunos do Grupo A solucionaram, por meio das estratégias
contidas nas categorias 1 e 2, respectivamente em cada uma destas categorias, e 8 (50%) alunos
solucionaram valendo-se das estratégias da categoria 3. No Grupo B, foram encontrados 4
(25%) alunos que utilizaram a estratégia do tipo 1; 8 (50%) alunos na estratégia 2 e apenas um
(6,2%) que solucionou o problema por meio da estratégia mais elaborada com a de tipo 3.

Novamente, os alunos do Grupo A demonstraram a tendéncia em solucionar um dos
problemas de analise combinatéria por meio da estratégia do tipo 3 em relaciao aos alunos do
Grupo B. Cabe ressaltar, no entanto, que 4 alunos do Grupo A e 3 alunos do Grupo B nao
conseguiram elaborar qualquer combinagao entre as portas da sala de aula. A falta de tentativa
para solucionar este problema, assim como um numero reduzido de criangas encontradas na
categoria 2 de estratégias para este problema, possam, talvez, ser atribuidas ao fato de que este
problema revela-se como uma situacio nao muito rotineira para as criangas ao terem que
pensar sobre operacdes combinatorias, diferentemente dos dois outros problemas que podem
apresentar-se mais significativos em termos de atividades e enredos ligados a experiéncia

cotidiana realizadas pelas criangas.

5.6 Categoria 1 - Estratégias por correspondéncia termo a termo rigida

A categoria de estratégias do tipo correspondéncia termo a termo rigida foi assim
denominada tomando como referéncia as caracteristicas citadas por Piaget e Szeminska (1975)
sobre a correspondéncia estatica entre objetos homogéneos, conforme descrito no segundo
capitulo deste estudo.

Para a organizagao das caracteristicas desta categoria de estratégias, observou-se que as
criangas foram capazes de solucionar os trés problemas apresentados mediante a utilizacio de
uma correspondéncia termo a termo em um sentido bastante limitado. Isso revela o que os
referidos autores nos indicam sobre a constitui¢ao de cole¢bes equivalentes com relagao a este
esquema de a¢ao utilizado pelos sujeitos para solucionar problemas desta natureza: o das

relagoes aditivas e multiplicativas.
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Ao alunos que se valeram do esquema de correspondéncia termo a termo, aplicaram-
no, de forma predominantemente reduzida. Corresponder os objetos um a um foi a unica
estratégia que as criangas utilizaram para lidar com os dados numéricos do problema
demonstrando que este constituiu-se na unica possibilidade de solu¢ao para o problema.

A estratégia de solu¢ao baseada unicamente na correspondéncia termo a termo
evidenciou resultados estritamente ligados a diminui¢do da dimensio combinatéria do
problema. Isto quer dizer que as criangas reduziram o aspecto combinatério entre os
elementos do problema, operando de forma mais simplificada, ou seja, centrando-se em um
dos dados numéricos do problema e com base nele, estabelecendo por correspondéncia um a
um a equipara¢ao do primeiro elemento do conjunto de camisas com o primeiro elemento do
conjunto de bermudas, em seguida, a segunda camisa com a segunda bermuda e, por fim, a
terceira camisa com a terceira bermuda.

Esse aspecto observado nas condutas dos sujeitos evidenciou, por exemplo, no
problema 1 (combinagdo de 4 camisas com 3 bermudas) que as criancas selecionavam
primeiramente o menor nimero dos dois conjuntos (neste caso o das 3 bermudas) e com base
deste, combinavam as pecas de roupas. As criangas manifestavam verbal e graficamente a
equivaléncia de 3 camisas selecionadas (das 4 existentes) com as trés outras pecas de roupas
(bermudas) a serem combinadas. Uma vez estabelecido este critério: “a ordem das pegas (1%, 2*
e 3" camisas com a 1%, 2* e 3" bermudas), ou ainda, a equivaléncia numérica de 3 camisas = 3
bermudas, as criangas passavam a demonstrar no papel, os pares ordenados. Tomavam como
referéncia a quantidade 3 camisas com 3 bermudas e faziam a combinacdo entre estas pegas,
nao admitindo, sequer a possibilidade de realizar outras combina¢bes que nao estas trés, pois

6«

justificavam irredutivelmente que “.. se femz 56 3 bermudas, entao pega as 3 camisas aqui e poe com elas
¢ dai 5 dd 3 maneiras” .

E interessante observar que nenhum dos 32 sujeitos investigados negam, no que se
refere a compreensio do enunciado, a existéncia de 4 camisas para o problema 1, e mesmo
assim, regulam seu raciocinio pela estratégia do esquema de correspondéncia termo a termo

rigida, de modo a nao considerar a 4* camisa como possibilidade, nao fazendo, assim, em

hipétese alguma, qualquer combinatéria com ela.
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Observou-se, ainda que, para os dois outros problemas de analise combinatéria, todas
as criancas verbalizaram durante o momento de solucio, a identificacao correta dos dados
numéricos do problema. Isto permite-nos considerar a importancia do esquema de
correspondéncia termo a termo como um esquema quantitativo utilizado como estratégia de
solu¢do para os problemas de produto cartesiano. Os alunos, porém, aqui investigados e que se
valeram deste tipo de correspondéncia empregaram-na somente no sentido de equivaléncia um
a um, sem ampliacio deste esquema de agao, como, por exemplo, o emprego da
correspondéncia de um para muitos. Estes dados evidenciam uma similaridade com os
resultados obtidos por Frydman e Bryant (1994) quando os autores ressaltam performance
diferenciadas das criangas ao aplicarem a correspondéncia termo a termo e a correspondéncia
um para muitos em tarefas de solucdo de problemas. As criangas pequenas apresentam melhor
performance quando se valem de um tipo de correspondéncia na qual ha predominio do
estabelecimento de relagdes perceptuais. No caso da correspondéncia um para muitos, as
criangas devem valer-se predominantemente da inferéncia da correspondéncia entre os
elementos dos dois conjuntos para obter ¢xito na tarefa.

Ao nio serem capazes de ampliar o esquema de correspondéncia um a um, as criangas
acabam por neutralizar qualquer outro dado do problema e, neste caso, o dado quantitativo
dos elementos de cada conjunto poderia ser uma espécie de pista conceitual para provocar
avangos no esquema de correspondéncia destas criangas. Ao contrario disso, como os sujeitos
estao centrados na equivaléncia quantitativa, negam qualquer outro dado pertinente a

elaborac¢io correta da solucio.

5.6.1 Estratégias por correspondéncia termo a termo rigida no problema 1 -
(camisas e bermudas)

Os exemplos que se seguem referem-se a trechos dos protocolos dos sujeitos durante a

solu¢ao de problemas explicitando a analise de suas condutas em relacdo as estratégias ligadas a

correspondéncia termo a termo rigida.
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ROB (9;10) faz:

A
Figura 14 - Organizacio dos dados do problema das Figura 15 - Transformagoes combinatérias do
pecas  de roupas realizado por ROB (9;10) problema das pecas de roupas com base nas
estratégias da categoria 1 realizadas por ROB
(9:10)
Entrevistadora Sujeito
Conte-me o que vocé leu. O que conta a “Que a Maria tem roupas e ela vai vestir ¢ usar todas
histéria deste problema ? elas.”
Quantas camisas ela tem ? “Ela tem 4 camisas.”
A Maria tem mais alguma outra roupa ? “Ella tem 3 bermudas.”
Como vocé faz para saber que fez todas as “Porgue é a primeira camisa e a primeira bermuda... I
maneiras de a Maria se vestir ? a segunda blusa com a segunda calga .
Tem outra maneira de ela se vestir ? “Nao, porque aqui (aponta para as 3 bermudas do

desenho inicial que havia feito) 50 tem 3 bermudas e
aqui (aponta para as camisas) tem 4 camisas .
Com essas 4 camisas e essas 3 bermudas, da “Tenbo, porque como en disse, ji usou as 3 bermudas
para formar 3 maneiras de se vestir ? Tem combinadas com as quantidades de camisetas que dd, e
certeza ? Ela nio pode fazer diferentes dessas ? fica sobrando uma camiseta, porque num tem camisa
Como sabe ? pra combinar .

- _______________________
Figura 16 — Quadro explicativo do trecho da solugio verbalizada pelo sujeito ROB (9;10) durante a
realizagdo do problema 1

Conforme explicitado no quadro acima, no final da solu¢io do problema, o menino
olha atentamente para o que havia feito, tentando verificar se aquela resposta encerrava mesmo
a sua solugao. Olhando fixamente mais uma vez para a folha de solu¢ao do problema, ele batia
com o dedo na 4" camisa desenhada e termina respondendo: “Num tem jeito, 56 se tivesse um ontro
shorts pra fazer par”.

Uma outra crianga, valendo-se desta estratégia, faz 3 combinagoes possiveis e difere na

representacao grafica em comparagiao a ROB porque, aproveitando do desenho realizado das 4
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camisas ¢ 3 bermudas, utiliza a representagdo por meio de flechas, indicando os pares
ordenados entre as pegas.

Como mostra a figura 17, REN (9;7) faz:

T T

Figura 17 — Transformac¢des combinatérias realizadas por REN (9;7) com
base nas estratégias da categoria 1 no problema 1

Os sujeitos que realizaram por meio da estratégia de correspondéncia termo a termo
rigida, afirmam, de maneira geral que ndo ¢ possivel fazer outras combina¢ées. Muitas das
justificativas podem ser assim sintetizadas por meio da explicagao de REN (9;7): “Ela sd pode
vestir de 3 maneiras, porque 56 tem 3 bermudas... se en fager 3 bermudas e 4 camisas, vai sobrar um... Ela
tem mais camisa que bermudas ... Se en ligar (refere-se, fazendo sinal de ligar com o dedo das
bermudas para as camisas) vai sobrar uma > (refere-se a 4* camisa).

Ao explicar desta forma, a crianga parece nao aceitar o fato de ao fazer as combinagoes,
ficar sem combinar uma das camisas, e ja que isto ndo poderia ocorrer, escolhe como critério a
eliminacao da 4* camisa como uma possibilidade a mais a ser combinada e prefere justificar a
nao combinagao pela auséncia de uma 4* bermuda.

Com relacao a explicagao dada sobre as combinagdes, o menino diz: “Porgue eu fiz a
primeira bermnda e ela vai com a 1° camisa da Maria... en fi3 a segunda bermuda que en desenbei e ponho com
a 2% camisa da Maria: vai ficando a primeira com a primeira e a segunda com a segunda, pra ficar em ordemt e
num bagungar o armdrio dela... e fiz a iltima bermuda que ela tinha com a 3° camisa dela, e dai ¢ o
problema que fica sobrando a outra camisa, mas também, fica tudo em ordem: a primeira com a primeira, a
segunda com a segunda e a terceira com a terceira, pena que num tem a quarta bermuda pra por com a gquarta

camiseta .
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Em principio, o menino parece demonstrar certa sistematizagao para fazer os pares e
explicar o critério das trés combinagdes. Explica que foi pegando pela ordem (primeira,
segunda e terceira pegas) do grupo das bermudas igual a ordem do grupo das camisas. No
entanto, conforme ja descrito, o fato da utilizacao de um esquema de correspondéncia mais
rigida nao lhe permite conseguir coordenar o critério da ordem e estendé-lo para todas as 12
combinagdes possiveis. Neste caso, ainda que tenha manifestado um aspecto importantissimo,
como o da ordem dos elementos das duas colegdes, 0 menino nao consegue valer-se do que
podemos chamar de indicio de sistematizacdo manifestado na propria estratégia de
correspondéncia termo a termo para ampliar a quantidade de pegas a serem combinadas,
como, por exemplo, admitir que poderia pegar a primeira bermuda e colocar com a segunda e
terceira camisa e assim, sucessivamente, para cada uma das pegas. A crian¢a nao mostra
identificar a relacio um para muitos.

REN (9;7) demonstra no decorrer da solugaio um certo incomodo com o fato de
atentar para a possibilidade de trocar as pecas entre si, mas demonstra a0 mesmo tempo estar
fixado na sobra de uma camisa. Ainda que questionado no curso da solugao do problema, nao
ousa, entdo, atrever-se a trocar as pecas entre si, terminando por justificar que, se o fizer,
sempre sobrard uma camisa, o que resultaria infinitamente em 3 combinagoes.

Para SIM (9;8), que também utiliza da estratégia de correspondéncia termo a termo
rigida, quando questionada sobre a possibilidade de trocar as pegas, afirma: “Nuw dd, porque dai
vai dar no mesmo, porque se ela mudar, se ela tira nma camisa e coloca outra, vai dar no mesmo!”. A menina
refere-se tal como manifestado por outras criangas que mesmo admitindo que poderia trocar
pecas entre si, nao ousaria fazé-lo, pois a idéia de que ha sempre 4 camisas para 3 bermudas
parece revelar que sempre a quarta camisa ficaria sobrando sem par. Essas criancas nao
conseguem pensar simultaneamente no fato de trocar as pegas entre si nas 3 combinagdes que
fizeram e, a0 mesmo tempo considerar que, mesmo sobrando a quarta camisa, esta poderia ser

revezada nas trocas com as 3 bermudas que utilizaram para as trés combinag¢oes realizadas.
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5.6.2 Estratégias por correspondéncia termo a termo rigida no problema 2 —
(baile entre as criangas)

Conforme ja descrito sobre a caracterfstica geral da correspondéncia termo a termo
rigida, observou-se a utilizacdo das mesmas estratégias utilizadas pelos sujeitos ao solucionar o
problema 2, sobre a combinagao entre pares de criangas para dangarem no baile na escola.

Por nao admitirem qualquer outra estratégia de solu¢ao senio aquela em que poderiam
corresponder trés meninos com trés meninas, as criangas justificam, de maneira geral, tal
como exposto na explicacao de CRIS (9;11): “Nao, porque se eles tao dancando todos juntos dai nao
temn mais nem menino e nem meninas”. JAN (10;8) também se vale da mesma justificativa que CRIS
a fim de ndo prosseguir com outras combinagdes e justifica que as fez desta maneira, baseada
na seguinte explicacio: “E por cansa que tid na mesma diregio de novo”. A menina, além de se valer
da correspondéncia termo a termo entre os elementos do problema, vale-se do critério da
posicao entre os elementos. Conforme exposi¢io anterior, houve uma tendéncia, ainda que
manifestada de maneira elementar, de as criancas mencionarem a ordem (1%, 2* ¢ 37) das
camisas com relacio a das bermudas para estabelecer as combinagdes ou, ainda, quanto a
posicao de cada camisa em relagao a cada bermuda representada graficamente no papel, no
momento inicial de organizacao dos dados do problema.

Com relagao as representagdes graficas analisadas para a solugao do problema 2, niao
foram identificadas formas muito distintas das que foram utilizadas no problema 1, ou seja,
algumas criancas desenhavam 3 meninos e 3 meninas e depois passavam a desenha-los
novamente e desta segunda vez o faziam, colocando-os um ao lado do outro ou, entdo, os
colocavam de maos dadas ou dancando. Outra representacao tipica da estratégia de
correspondéncia termo a termo rigida foi a de elaborar o desenho das 3 meninas e dos 3
meninos e, em seguida, fazer as combinagoes demonstrando-as por meio de setas, flechas,
tracejados, entre outras marcas criadas particularmente pelas proprias criangas. Como exemplo,

CAM (1050) faz:
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Figura 18 - Transformag¢des combinatérias realizadas por CAM
(10;0) com base nas estratégias da categoria 1 no problema 2

Em nivel de representacio grafica, as criancas que se valeram da utilizacao de flechas,
setas ou qualquer outra forma de registro para demonstrar os pares combinados, talvez, ainda
que ndo conscientemente, ja demonstravam uma forma menos elementar que aquela em que as
criancas desenhavam, um por um, os pares ordenados como forma possivel de solucionar o
problema.

Esta conduta, no entanto, com relagao a representacao (utilizagao de flechas e setas) foi
assim considerada quando analisadas dentro da estratégia de correspondéncia termo a termo
rigida, pois observou-se, contrariamente, como sera descrito na proxima categoria, que aquelas
criangas capazes de fazer mais combinagdes, faziam-nas por meio de tateios, e, com isso,

sentiam necessidade de controlar suas a¢oes desenhando cada um dos pares.

5.6.3 Estratégias por correspondéncia termo a termo rigida no problema 3 —
(sala de aula)

As mesmas condutas e justificativas utilizadas nos dois outros problemas na estratégia
de correspondéncia termo a termo rigida também foram encontradas durante a solu¢io do

problema 3, a respeito das portas de entrada e saida de uma sala de aula.
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JAN (10;8), quando soluciona este problema, dizendo e fazendo as duas maneiras de se
entrar e sair da sala de aula, justifica as diferentes possibilidades: “Ndo, porgue nao tem mais jeito.
E porgue nio tem mais porta aqui”. A menina aponta para o lugar vago existente na sua
representacao grafica, pois havia feito duas portas de entrada e abaixo desenha as 3 portas de
saida. Com isso, a0 empregar a correspondéncia termo a termo como Unica estratégia verifica,
por constatagao empirica, que acima da 3° porta de saida falta-lhe uma terceira porta de
entrada, o que a impede de admitir e combinar a 3" porta de saida. Ela utilizou as 2 portas de
entrada para combinar com as duas portas de saida e, ndo havendo uma terceira porta de
entrada, ndo seria possivel combina-la com a 3* porta de vidro que desenhou e servia como
uma das safdas da sala de aula.

JOA (9;4) também nao admite de maneira alguma que se possam fazer combinagoes de
maneiras diferentes e justifica: “De duas maneiras... ¢ por cansa que agui tem 3 aqui (refere-se as
portas da saida) e agui tem 2 (as de entrada) e deixa uma para fora (refere-se a 3* porta da saida) ox
entdo uma fica faltando (a 3* porta de entrada) ... Nao di mais, canso que dai tem que ter uma de entrada
para ficar ignal: trés ignal a trés”.

No que se refere as solugoes graficas empregadas neste problema, como a realizada por

REN (9;7) foi comum encontrar representa¢oes deste tipo:

e

Figura 19 — Transformagoes combinatorias realizadas por REN (9;7)
com base nas estratégias da categoria 1 no problema 3

O menino faz o desenho das portas e liga com um traco duas combinagbes possiveis,
baseando-se nas duas portas de entrada e ndo admitindo mais possibilidades, uma vez que nao

havia mais portas de entrada para utilizar.
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Mesmo com base na representagdo grafica e com o questionamento feito pela
experimentadora, as criangas nado avancaram com relagdo a um maior numero de combinagdes.
Observa-se que o aspecto do desenho em si mesmo, da solicitagio de uma analise mais
apurada da crianga sobre sua propria representacao grafica nao levou as criangas a realizarem

maior avanco com relacdo a elaboracao de outras combinagdes.

5.7 Categoria 2 — Estratégias por correspondéncia dindmica sem totalizacio e
sistematizagcio combinatoria

Os sujeitos identificados nesta categoria de estratégia para a solu¢do dos problemas de
analise combinatoria foram aqueles que ultrapassaram a realizagao dos pares ordenados por
meio da correspondéncia termo a termo rigida e a0 mesmo tempo nao chegaram a fazer todas
as combinagoes possiveis para cada uma das situagées-problema apresentadas.

Essa categoria foi assim denominada em razao de as criangas ja terem acrescentado
alguns ajustes com relagdao a correspondéncia termo a termo, ampliando-a para um outro tipo
de correspondéncia, como a de um para muitos como estratégia para desencadear solugdes
para os problemas multiplicativos. As situagdes que envolvem operagdes multiplicativas
implicam relagdo constante de correspondéncia um para muitos entre dois conjuntos,
tornando-se um esquema quantitativo basico na construgio de conceitos matematicos de
multiplicagao (Nunes e Bryant, 1997).

Neste sentido, uma conduta geral foi a de enriquecer a correspondéncia um a um de
maneira que as criangas ja, de imediato, passavam a admitir maior nimero de trocas entre
camisas ¢ bermudas, meninos e meninos para dangarem no baile e as portas de entrada e saida
da sala de aula.

A exemplo do problema 1, a possibilidade de realizar uma combinagao para a 4* camisa
ja nao ¢ inadmissivel, tal como afirmado pelas criancas na estratégia anterior. Aqui, elas passam
a admitir a 4* combina¢ido em fungido de incorporar a 4* camisa como elemento a ser
combinado, diferentemente da estratégia anterior, na qual as criancas pautavam-se Unica e
exclusivamente na correspondéncia termo a termo rigida entre os elementos a serem

combinados.
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O fato de a crianga ampliar o seu esquema de correspondéncia, ainda que, sem tomada
de consciéncia, pareceu-nos um avanco na estratégia de solugdo destes sujeitos, ou seja, eles
passam a admitir que é possivel fazer outras combinagdes, nao ficando restritos ao fato de
formar os pares apenas por equipara¢ao um a um dos elementos de cada conjunto. Mostram,
com isso, um principio importante para a compreensao do sistema combinatério: a replicagao
dos elementos em cada um dos conjuntos pertinentes em cada um dos problemas.

Observamos, no entanto, a0 mesmo tempo, que as criangas que se valeram desta
conduta, também o fizeram sem controle preciso com relagio a quantificacio exata das
combinagdes, e, por isso, ndo chegaram a completar todos os pares para cada um dos
problemas. Da mesma forma como ndo chegaram a uma quantificacdo exata de combinagdes,
também nio fizeram de forma sistematica, mas, sim, valeram-se da variacio de critérios, ao
acaso ou com base na a¢ao de combinar pares de criangas ou pares de roupas, chegando, ao
final, a aproximacdes de uma sistematizagao.

A variagao de critérios, conforme ja anunciado (vide figura 13) foi observada e
analisada como uma estratégia valiosa para fazer que os sujeitos conseguissem solucionar os
problemas, ainda que nao tenham apresentado uma resposta correta sobre o total de
combinagdes como solugao final dos problemas.

Apresentaremos, a seguir, algumas situagdes em que as criangas manifestam as
caracteristicas acima descritas com relagao a esta segunda categoria de estratégia de solugdo dos

problemas de tipo produto cartesiano.

5.7.1 Estratégias por correspondéncia dinimica sem totalizagdo e sistematizagao
combinatdria no problema 1 - (camisas e bermudas)

Conforme descrito, as criangas partiam da combinagiao termo a termo como solugao
antecipatéria, ou seja, logo de inicio respondiam, no caso do problema 1, que seria possivel
fazer 3 maneiras, pois havia 3 camisas e 3 bermudas. No problema 2, em seguida da leitura,
diziam que seria possivel formar 3 pares, pois havia 3 meninos e 3 meninas. Ja no problema 3,

as criangas que partiram da solugao por meio da resposta de antecipacdo diziam que seria
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possivel entrar e sair de duas maneiras diferentes, pois havia duas portas de entrada para serem
combinadas com duas, das trés portas de saida.

Um exemplo foi a antecipagio de LET (9;5) que admite, logo de inicio, que podera
fazer 3 combinacdes. Ela explica: “Deixa en pensar numa coisa: E de 3, porque aqui (aponta para o
enunciado do problema) tem 3 bermudas e camisa tem mais quantidade que bermuda, dai tem que  tirar nma
camisa para fager o combinado , e dai tirando esta que ta sobrando, dda 3 maneiras”. Como explicado por
LET, outras criancas também partem da idéia de que ja ha 3 maneiras de combinar e ao serem
questionadas sobre outras possiveis combinagdes, ja passam a utilizar a 4* camisa como
possibilidade de troca entre qualquer uma das trés camisas, no caso do problema 1. Com isso,
comegam, entdo, a abrir um vasto campo de critérios para realizar as trocas entre as pegas de
roupas, as criangas do baile da escola ou as portas da sala de aula.

Outro tipo de resposta de antecipagao foi aquela em que as criangas partem de um
algoritmo na tentativa de solucionar o problema. FEL (9;4), logo ap6s a leitura do problema,
diz que é uma maneira de fazer Maria se vestir e pega o lapis e escreve na folha: “4 : 3 = 17,
Ele coloca também a resposta do problema por extenso, como usualmente se solicita nas
tarefas de solucdo de problemas na escola. O menino escreve: “R: Pode ser vestir de 3 modos
diferentes”. No entanto, a0 comegar a escrever a frase, para e muda a conta para: “4 + 3 =7"¢
entdo volta-se para a escrita por extenso da resposta do problema. A figura 20 mostra a

representacao grafica da solugdo deste sujeito:

1 .
Rreds nefulin dagomedes Jilrwies

Figura 20 — Etapa inicial de solu¢io do problema 1 de FEL (9;4) por meio da
utilizacio dos algoritmos da adicio e da divisao
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Em seguida, questiona-se a solu¢do dada pelo menino, pedindo-lhe que justifique a
elaboragao dos dois algoritmos. Na seqiiéncia, o trecho do protocolo, mostra a compreensio e

a justificativa de FEL ao antecipar sua resposta por meio do emprego de algoritmos:

|
Entrevistadora Sujeito

O que vocé fez ai no papel ? Pode me explicar ?  “Eu coloquei 4 + 3”

Antes, vocé tinha feito, 4 : 3, ndo é ? “E que en pensei que era 4 : 3, mas néo ¢ , dai en fiz 4
+ 3, porque se fosse 4 : 3, ela daria para se vestir de
um modo diferente, né ¢ Ndo pode, ia ter que ser 7”.

E por que nido poderia ser 1, como vocé “Porque um modo ia ser muito pouco para 4 camisas e

colocou primeiro ? 3 bermudas”

Ela pode se vestir de 7 ou de 3 modos ? Vocé “E. Ah ! Agora en nio sei ! Eu num 10 certo se agora

esta falando de 7, mas escreveu de 3 modos. ¢7 “

Vocé pode me explicar melhor ?

Vocé acha que é mais ou menos que 7 ? “Eu acho que ¢ de dividir (refere-se a operagio da
divisio), acho que 7 também ¢é muito... sabe ? F. que dai
se eu fizer (conta de divisdo) vai ser uma camisa e uma
bermuda, outra camisa e outra bermuda, e uma camisa
¢ outra bermuda ¢ dai acabou, é muito pouco , perto de
7

Tem algum jeito de vocé me mostrar af no “E, en vou tentar fazer isso ",

papel o que estd me dizendo ?

]
Figura 21 - Quadro explicativo do protocolo do sujeito FEL (9;4) durante a realizacido do problema 1

O menino inicia a solugdo primeiramente fazendo o calculo mental da operagao da
divisao e dizendo que seria uma maneira de a Maria se vestir e, em seguida, registra o algoritmo
no papel. Imediatamente apds sua resposta, no entanto, parece se dar conta de que o total
encontrado nao corresponderia ao numero total de combinagdes, como o proprio menino
afirma: entre 4 camisas e 3 bermudas ¢é possivel fazer mais combinagdes do que uma unica
maneira, tal como encontrou no resultado do algoritmo. Ele modifica para o algoritmo da
adicdo e verifica que sdo 7 maneiras; resultado que lhe parece ser mais plausivel do que o
anterior. Mesmo assim, observa-se a falta de seguranca e precisao do sujeito com relagdo ao

resultado obtido, levando-o a verificar e comprovar o resultado encontrado por meio da
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adi¢ao. Com isso, o menino faz a representagao grafica das combinagdes, chegando ao total de

8 combinagdes entre as 4 camisas e as 3 bermudas, conforme mostra a figura 22.

Figura 22 - Transformacdes combinatorias realizadas por FEL (9;4) com base nas estratégia da
categoria 2 no problema 1

Ao terminar de fazer as 8 combina¢oes, FEL foi solicitado a explicar o resultado
encontrado no algoritmo da adi¢ao (n=7) e o resultado obtido segundo a representacio grafica
(n=8). O menino passa a mao pelas camisas e bermudas combinadas no papel e diz em tom
baixo de voz: “Essa, essa, essa, essa... B 7 mesmo | Deu tudo 7 mesmo, olba ! Porgue também é 7 ld na
minha conta. Entio a conta tava certa | E 7, por causa com os modos de vestir que eu fiz aqui, aqui, aqui,
aqui ¢ outro, e outro.” Ao falar, ele corria com o dedo sobre as combinagdes feitas, sem
demonstrar por contagem um a um, ou, COM maior rigor, 0s sete pares que mencionava.

O menino aponta para o algoritmo da adicdo que havia feito no inicio, tentando
associar e validar ambas as solugdes: com algoritmo e com a representagao grafica. Mesmo
quando questionado, porém, sobre o fato de que na representacido grafica havia feito 8
combinag¢des, o menino parece querer mascarar a quantidade de pares encontrados com base
nos desenhos das roupas. Ele parece querer impor que o resultado obtido no algoritmo da
adi¢ao deveria ser o mesmo das quantidades desenhadas, e, com isso, parece querer negar a
existéncia das 8 combinag¢des feitas, justificando, por fim, que, um dos oito pares desenhados
ele havia feito de forma errada. O menino diz que fez, por engano, uma combina¢ao a mais e
que esta deveria ser retirada dali e, com isso, obteria o resultado “7”, tal qual encontrado no

algoritmo da adigao.
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A questao de valer-se do algoritmo para solucionar o problema foi uma estratégia
constante para os sujeitos que foram identificados nesta categoria durante a solu¢io dos
problemas de natureza combinatoéria.

Conforme descrito nos trechos da analise do protocolo de FEL, outras criangas
também manifestaram duavidas entre fazer 4 ou 7 combinacbes no problema 1. Algumas
diziam, no inicio da solugao, ser possivel fazer quatro combina¢des quando se baseavam na
correspondéncia um a um, mas ja adicionando a 4* camisa a uma outra bermuda. As criancas
antecipavam e em seguida registravam, desenhando no papel, as quatro combina¢des. Em
seguida, diziam também que poderia ser um total de sete combinagdes, empregando a
utilizagao do algoritmo da adi¢ao. Para estes sujeitos, coordenar duas respostas para um tnico
problema trouxe-lhes maior dificuldade para chegar a uma udnica resposta, pois a0 mesmo
tempo que demonstravam saber que os desenhos que faziam representavam as maneiras de se
vestir da personagem do problema, demonstravam também convicgdo de que o algoritmo da
adi¢ao seria a melhor forma de resolver o problema. As criangas enfatizavam a solu¢do do
problema por meio do emprego de uma conta matematica.

Observa-se que estas criangas nao conseguiram avangar num tipo de solugdao a qual
significaria reconhecer que a operacao da adi¢iao tal como realizada por eles nao revelava a
mesma transformacio realizada quando combinavam os pares de camisas e bermudas, ou seja,
nao foram capazes de discriminar transformacgoes distintas: operar aditivamente as pecas de

roupas e operar, de forma multiplicativa, os elementos entre um conjunto e outro.

5.7.2 Estratégias por correspondéncia dinamica sem totalizagdo e sistematizagio
combinatdria no problema 2 - (baile entre as criangas)

As condutas dos sujeitos no problema 2 seguiram as mesmas caracteristicas das
estratégias empregadas no problema 1.

Ha antecipagdo de uma resposta com base na correspondéncia termo a termo ou em
algum tipo de algoritmo. Na solu¢ao de MAR (8;10), ela antecipa dizendo que sio 3 pares e

remete a operacao da adigao “3 + 3 = (7, mas, na seqiéncia de sua explicacdo, diz que seria
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melhor fazer “6 : 2 = 3”. A menina parece tentar encontrar um algoritmo em que ela possa
apoiar e confirmar sua idéia inicial sobre o resultado “3”. FELI (9;0) ¢ uma outra crian¢a que
também antecipa uma resposta e escreve algoritmos da adi¢do e da subtragao: “3 + 3 = 675 ¢
em seguida escreve “6 — 3 = 3”. Ele explica que fez assim porque: “Para dar o 6, para eu colocar
aqut, sendo fica sem sentido, porque o G nao tem aqui (enunciado) E sdo 6 criangas”. Para o algoritmo da
adicao diz que o fez porque este representava os trés meninos que iriam dangar com as trés
meninas, resultando em seis criangas. Ja para o algoritmo da subtracao, afirma ter feito esta
conta para tirar a “prova real” da conta da adi¢ao, um procedimento bastante usual nas tarefas
matematicas solicitadas pelos professores. Ao fazer a representagio grafica do problema,
chega a fazer 6 pares e acreditando ter esgotado as possibilidades de fazer outras combinagoes,
responde: “Aj, en ndo 13 muito certo, acho mesmo que ndio dd para fazer mais, acho que i3 com todos. En
te mostrei quem eu troguei com quenm e i, todos”.

Embora muitas das criangas que empregaram as estratégias da categoria 2, valendo-se
da variagdo de critérios, conseguissem fazer um maior ndmero de combinagdes
(aproximadamente de 4 a 8 combinacGes, para os problemas 1 ¢ 2), e demonstrassem tentar
controlar e quantificar a solu¢do correta para o problema, elas nio conseguiram chegar a
descoberta do sistema que lhes permitiria eliminar dividas como a que foi manifestada acima
pelo menino FELL

A menina DAN (8;7) também comega a solu¢ao com antecipagao da resposta por meio
do emprego do algoritmo. Diz que sao trés pares para dancar, porque: “3 + 3 ¢ 6, entao uma
mmenina com um Menino, Outra meninda com Outro menino e outra menina e outro menino dao 3 pares”. Na
seqiéncia de sua explicagdo, quando foi questionada sobre o total “6”, ela explica que este
refere-se a quantidade total de criangas. Em seguida, diz que nio se pode fazer mais pares
porque nio se tem mais meninos e nem meninas. Imediatamente, no entanto, ao término da
sua justificativa, ela afirma: “E ! Mas se eu trocar (as pecas de roupas) até que sim, até que dai tem ontros

Jeitos deles dangar”.

Ela admite que as criangas podem trocar os pares entre si, fazendo na representacio

grafica trés combinag¢Oes colocando um menino ao lado de uma menina, de forma que

pudessem estar de bracos dados. Em seguida, ela faz oralmente outros pares e vai passando o

172



dedo nos desenhos e ligando uma menina a outro menino, sem, com isso, voltar-se para o

lapis para fazer qualquer registro das combinagdes, como mostra a figura 23.

Figura 23 —TransformagSes combinatérias realizadas por DAN (8;7) com base
nas estratégias da categoria 2 no problema 2

Depois da representacido grafica, ela faz 4 combinagdes oralmente, sem qualquer
registro no papel. Ao final, faz 7 combinagoes e 2 repeti¢des e termina justificando que sao
trés pares possiveis. A seqiiéncia dos pares ordenados, na solugio de DAN, foi a seguinte: 1°)
combinacdo da 1* menina com o 1° menino; 2°) combina¢io da 2* menina como o 2° menino;
3°) combinacao da 3* menina com o 3° menino; 4°) combinacio oral da 3* menina com o 1°
menino; 5°) combina¢ao da 2* menina com o 3° menino; 6°) combinag¢ao da 1* menina com 3°
menino; 7°) combinagao da 1* menina com o 2° menino. Outras duas combinagdes repetidas
foram realizadas logo apds a sexta combinagaio.

Verificou-se que, os sujeitos perdiam-se na quantificagio, ou nao descontavam as
combinagoes repetidas e, por fim, erravam também porque tentavam relacionar o resultado do
algoritmo com o resultado obtido na representacdo grafica. A falta de controle da quantificacao
das combinagdes feitas ou mesmo, pode-se inferir, auséncia da tomada de consciéncia das
repeti¢oes realizadas, levaram os sujeitos desta categoria a erros com relagio a uma resposta

correta entre o que fizeram no papel e a justificativa para o que fizeram. As criangas tendiam a
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fazer maior numero de combinagdes na representagao grafica ou mesmo verbalmente, sem,
sequer dar-se conta da quantificagao correta.

Estas condutas evidenciaram a dificuldade das criangas tanto em relacdo a auséncia do
sistema combinatério quanto da tomada de consciéncia entre o fazer as combinag¢oes, no plano
da acgdo, (o que se verificou quando solucionavam o problema) e a dificuldade de justificar os
pares feitos, no plano da compreensio quando solicitados pelo pesquisador (Piaget, 1977b).

Na solugao de KAT (9;1), a menina demonstra que tenta superar a idéia da
correspondéncia um a um entre os meninos e as meninas. Mas inicia a representagiao grafica
valendo-se deste tipo de correspondéncia, ligando, por meio de tragos, a primeira menina com
o primeiro menino, depois a segunda menina com o segundo menino e a terceira menina com
o terceiro menino. Enquanto faz as combinagdes e seus respectivos tragados entre um par
ordenado e outro, ela também afirma ter feito aquele tipo de disposicao no papel para
favorecer a maneira de juntar as criangas para o baile. Este tipo de conduta foi encontrada nas
criangas que fizeram maior numero de combinagdes, sem , no entanto chegar ao total possivel
dos pares ordenados do problema.

De forma intuitiva, as criangas desta categoria de estratégias de solugdo passam a
considerar a ordem e a posi¢ao como aspectos que as auxiliam na elabora¢do das combinagdes.
Conforme mostra a figura abaixo, KAT (9;1), logo apds ter ligado as trés primeiras
combinagoes, tenta estabelecer uma ordem para continuar ligando meninos e meninas, mas
nao consegue fazé-lo. A menina nao consegue coordenar a ampliagio da ordem a qual havia
mencionado, ou seja, ligar o primeiro menino com a segunda menina e depois com a terceira
menina e assim sucessivamente até chegar as nove combinagdes possiveis. Mesmo assim,
embora nio consiga prolongar este critério como estratégia para continuar a formacao de pares
ordenados, a menina sabe que ha mais combinagbes e passa entdo a falar de critérios estéticos

e afetivos para fazer as 4%, 5* e 6" combinagdes.
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Figura 24 - Transformag¢oes combinatorias realizadas por KAT (9;1) com
base nas estratégias da categoria 2 no problema 2

A utilizacdo de estratégias que superassem apenas a aplicacdo da equivaléncia um a um
entre os elementos dos dois conjuntos dos problemas de analise combinatdria foi bastante
evidenciada nas condutas dos sujeitos que apresentaram critérios simultaneos como forma de
solugdo para chegar a uma resposta

A anidlise da variagao de critérios contidas na categoria 2 como estratégias de solugao
por parte das criangas mostrou que, ainda que ndo as tenha favorecido para se chegar a
respostas corretas para os problemas, estas se apresentam como formas importantes e

denotam passos decisivos auxiliando na busca e descoberta do sistema combinatorio.

5.7.3 Estratégias por correspondéncia dinimica sem totalizagcido e sistematizagao
combinatdria no problema 3 - (sala de aula)

As criangas que resolveram este problema com base nas estratégias da categoria 2,
fizeram rapidamente 4 combinagdes, mas observa-se que a falta de um sistema combinatério
impediu que elas dessem seqiiéncia a todas as possibilidades. Elas avancam com relagdo a

estratégia da categoria 1 porque admitem fazer “trocas” entre as portas, sem estar a estratégia
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somente pautada na correspondéncia termo a termo, mas sao trocas aleatérias ou, quando
muito, as criangas aproveitam um dos termos utilizados na combina¢ido anterior, ou seja, se
utilizam da 2* porta de entrada que estava combinada com a 2* porta de saida e colocam,
novamente a 2* da entrada com a 3" porta da saida.

Na solugao de LET (9;5), a menina admite antecipadamente que sao duas maneiras,
pois s6 ha duas portas de entrada para combinar com duas portas de saida, sendo que a 3
porta de saida ficaria sem par. Tal afirmacdo parece indicar uma similaridade bastante grande
com o argumento dado pelas criangas para o problema das camisas e bermudas; no qual os
sujeitos acreditam que, se ha 4 camisas e 3 bermudas, pode-se combinar um a um e um
elemento “sobrard”, nesse caso, a 4* camisa.

Na seqiiéncia da solugao, a menina parece querer admitir maior ndmero de
combinagdes, mas ainda desconsidera a 3% porta de vidro como possibilidade. Faz a 1* porta de
entrada com a 1* porta de saida, a 2* porta de entrada com a 2* porta de saida. Com a admissao
de que ha possibilidade de troca, inverte os pares anteriores, ou seja, coloca a 1* porta de
entrada com a 2* porta de saida e a 2* de entrada com a 1? de saida.

Por fim, chega a admitir a possibilidade de usar a 3" porta de saida, mas o faz uma
unica vez, nao aceitando que possa combinar outra vez mais. Justifica: “ Porgue eu te disse que era
dnas portas de entrada e dava pra usar as duas de saida e sobrava uma, dai en troquei a 1° com a 2° de vidro e
a 2 de entrada com a 1° ¢ a 3° porta de vidro num dava pra usar, mas dai en vi que se puder trocar elas en
coloco ela (3° porta de vidro ) com a 17 porta de entrada e dai ja acabou tudo mesmo, pelo menos en usei essa
porta trés”.

Uma conduta comum entre os sujeitos foi a solu¢ao de FABI (11;0), quando o menino
termina a 5% combina¢ao diz que nio se pode fazer mais, pois ja usou todas as portas. Ele
explica: “Pode ser 5 e pode ser 3 também”. No entanto, quando questionado sobre os dois
resultados, responde: “Que en acho ? Sao 5... Porque ta fdcil, se 2 ¢ 3 sdo 5 ¢ isso mesmo, pelo o que en
aprendi ¢ ... eu falei que era 3 maneiras diferentes de ele sair e 2 maneiras diferentes de entrar e da 5. Tal
como descrito nos problemas anteriores, ha uma tendéncia de as criangas tentarem unificar o
calculo algoritmo feito como antecipagao da resposta e a solugdo realizada por meio da

representagao grafica.
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Os critérios de combinagdes com base em justificativas estéticas, afetivas, entre outras

utilizados pelos sujeitos dentro da categoria 2, sao apresentados a seguit.

Critérios

Justificativa do sujeito

Estéticos

DEB (9;7) “Porgue esse conjunto ela pode passear na praca enquanto ¢ primavera... ¢la
pode passear no campo, cavalgar com essa camisa (aponta para a marrom) e pra continuar
com a camiseta, as sao marrom... (refere-se a bermuda marrom gue acabard de desenbar no
conjunto)... se ela for numa festa de aniversario, de uma amiga, essa camiseta ¢ alegre ¢ dai a
bermuda porgue ¢ assim: uma cor alegre também, suave! .

LUC (8;11) “Porgue ¢ escuro as cores e combina”

SAM (9;8) “Porgue essa camisa ¢ essa bermnda era o que ela mais gostava ”. “ Porque a
amiga dela falon assim para ela :” vocé tem que usar camisa preta com shorts azul, combina
mais com vocé, combina com o seu lacinho no cabelo que vocé tem cansa que ela achaava que
a bermuda verde clara dava com a camisa azul escura ™.

LET (9;5) “Porque essa camisa tem cor vermelha e o short também tem mm pouguinbo de

vermelho no cinto, dai combina”.

Afetivos

JOA (9;4) “ Esses dois vao junto (1° menina com 1° menino), porque se ndo, a ontra (3*
menina) vai ficar com cisime ¢ vai ficar xingando a ontra (1°) menina”
KAT 951) “Ela vai por essas 3 camisas com essas calgas, mas vai deixar essa (4 canisa)

pra dar pra uma amiguinha que ta sem blusinba de frio que ¢ pra ajuda, né I”

Ordem e posigao
dos objetos

MAR (8;10) “Por causa que en 15 comegando pela calga (aponta para a preta) com a
camisa rosa.” S: *“ Por causa que a azul (bermuda) é embaixo da laranja (camisa)
[referin-se ao desenho inicial que fez e na disposigio, a camisa laranja foi a 2 desenbada ¢ a
bermuda azul estava bem abaixo da camisal, eu ji aproveito pra fazer o conjunto”. “Por
cansa que tava em cima também” (aponta para a bermuda verde ¢ camisa vermelbo escuro
que havia feito no primeiro desenbo, o das pecas de roupas ).

ROD (10;11) “Porgue elas tavam pertinbo uma da outra...E porque é diferente porgue

nunca pode ser o mesmo par”.

R ——
Figura 25 - Quadro explicativo dos critérios utilizados pelos sujeitos para as combinag¢oes realizadas

com base em justificativas estéticas, afetivas e de posi¢ao entre os elementos dos conjuntos
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A manifestagao de critérios ligados a aspectos estéticos, afetivos, de ordem e posi¢ao
dos elementos do problema foram demonstrados pelas criangas classificadas nesta segunda
categoria de tipos de estratégias empregadas pelas criangas para a solugio dos problemas de
natureza combinatéria. No decorrer da solugao de cada problema, quando as criangas valiam-
se ora da correspondéncia termo a termo, ora da correspondéncia de um para muitos, elas
também anunciavam entre uma combina¢do e outra a possibilidade de fazer novas
combinagdes em funcao de querer agrupar meninos e meninas ou camisas e bermudas segundo
uma propriedade desses objetos que, em alguns momentos, se referia a cor, tamanho, entre
outras. Em outros momentos, as criangas diziam que poderiam fazer mais combinagdes por
estarem procurando, entre os elementos dos problemas aspectos ligados a um sentimento ou
estado de animo entre as personagens, como, por exemplo, foi evidenciado no problema 2.

Os dados evidenciaram que, dentre os trés tipos de critérios (estético, afetivo, de ordem
e posi¢ao) mais comentados pelas criangas, houve predominio da utilizacdao e verbalizaciao de
aspectos estéticos na elabora¢ao das combinagdes.

Outra conduta manifestada pelas criancas, conforme ja descrito anteriormente, foi a
oscilagdao entre nao dar-se conta, de inicio, das repeticdes e passar a dar importancia para os
pares repetidos que faziam durante a solugdo do problemas. Esse aspecto referente a repeti¢ao
levou, muitas vezes a inibicao de avancar e realizar novas combinagoes. As criangas que
passavam a dar muita importancia ao controle das repeticdes acabavam justificando que nio
teriam mais pares ordenados além daqueles que fizeram, em torno de 6 a 9 combinagdes para o
problema 1, e de 4 a 6 combinagdes para o problema 2. Uma vez admitido-se que as repeticoes
nao poderiam ser computadas como novas maneiras de combinar, as criangas nao conseguiam
prosseguir na elaboraciao de novas combinagdes, pois afirmavam que se fizessem um outro par
ordenado, poderiam fazé-lo repetido de alguma combinagao anterior e, com isso, encerravam a
solugdao para o problema. Outro aspecto com relagio as repeticdes foi observado na conduta
das criangas que nao se deram conta das repeticoes, levando-as a realizagdo de varios pares
ordenados com muitas combinagées repetidas.

O critério adotado com relacio a tentativa de controlar e quantificar os pares
ordenados, foi evidenciado pelas justificativas dadas pelas criangas. Elas afirmavam durante a

solu¢ao do problema, a cada nova combinagao, que estavam olhando com muita aten¢ao para
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a solucdo a fim de que nao fizessem pares de roupas iguais. Afirmavam, sem muita precisao de
que seria possivel ter mais combinac¢des além das que estavam fazendo, mas nio conseguiam
quantificar ao certo, quantos pares ordenados deveriam fazer para chegar a resposta final do
problema.

Uma outra conduta entre alguns dos sujeitos que solucionaram por meio desta
categoria de estratégias (tipo 2) foi o fato de as criangas admitirem trocas entre os pares, mas
oscilavam entre considerar cada par como uma combinac¢ao. As criangas faziam um primeiro
conjunto de trés combinagdes como se fosse uma maneira de combinar os elementos
propostos. Por exemplo, faziam a 1* camisa com a 1* bermuda, a 2* camisa com a 2* bermuda e
a 3" camisa com a 3" bermuda. Ao serem inquiridas a respeito de quantas maneiras haviam se
valido, respondiam que haviam usado uma unica maneira de proceder as combina¢des. Em
seguida, admitiam que poderiam fazer outros pares e o faziam, por exemplo, deste modo: a 1*
camisa com a 2* bermuda, a 2* camisa com a 3* bermuda ¢ a 3* camisa com a 1* bermuda e
voltavam a dizer que estes novos pares referlam-se a uma maneira. Alguns dos sujeitos
conseguiram fazer 9 combinagdes para o problema 1 e, com base nesse critério, mostravam-se
convictos de que a personagem do problema poderia se vestir apenas de trés maneiras.
Quando questionadas sobre as combinag¢Ges anteriores, afirmavam que aquelas eram outras
maneiras.

As criangas parecem considerar os conjuntos de pares de forma isolada. Parece-nos
que, para estas criangas, a pergunta do problema sobre “novas maneiras”, ou “outras
maneiras”, estd relacionada ao fato de acrescentarmos outra quantidade de camisas e bermudas
ou de criangas ao enunciado do problema.

Durante a solugao dos problemas, as criancas que apresentam esta justificativa sio
questionadas exaustivamente sobre este tipo de interpretagao e, mesmo assim, nao admitem
que as novas combinag¢des sejam incorporadas na quantidade total. Esta conduta demonstrou
que, a0 comegar um novo grupo de combinacdes, a crianga parece considerar a primeira delas

sem integra-las ao conjunto total.
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5.8 Categoria 3 — Estratégias por correspondéncia dinimica e totalizada com um
sistema combinatorio parcial

Esta categoria de estratégias de solug¢ao dos problemas de andlise combinatoria tem
como principio a caracterizagao da correspondéncia dinamica entre os elementos do problema
no sentido de superagdao em relagdo aos critérios das categorias antecedentes, resultando um
melhor desempenho nos problemas por parte dos sujeitos. As estratégias aqui empregadas
levaram, ainda que sem qualquer aproximagido com a formalizagio combinatéria, a realizar
todas as combinag¢des possiveis de pares ordenados nas situagdes-problema propostas.

Os sujeitos categorizados nas estratégias do tipo correspondéncia dinamica e totalizada
com um sistema combinatério parcial foram aqueles que conseguiram realizar todas as
combinagdes possiveis para os problemas apresentados. O avancgo desta ultima categoria esta
ligada ao fato de que os sujeitos conseguiram solucionar corretamente os problemas de analise
combinatéria demonstrando verbal e graficamente com melhor precisio as combinagdes que
realizaram.

As estratégias desta categoria apresentam como caracteristica principal o fato de que os
sujeitos utilizavam, predominantemente, a correspondéncia um para muitos como esquema de
acao para a busca da solucao. O emprego da correspondéncia entre os elementos do problema
foi enriquecido verbal e graficamente de maneira qualitativamente superior as encontradas
anteriormente.

As criangas faziam antecipagdoes mais proximas do total correto, controlavam com
malior precisdo as repeticdes ocorridas, computavam cada nova combinagido e quantificavam
corretamente o total de pares ordenados, mas ainda oscilavam nas opera¢oes combinatérias e
explicagao das agoes.

As criangas que se valeram desta estratégia, a0 mesmo tempo que chegaram a todas as
combinagdes possiveis e, por isso, denominada totalizada, fizeram-no por meio de um sistema
que nao pode ser ainda chamado de sistema combinatério.

Vale ressaltar, no entanto, que os sujeitos encontrados nesta categoria nao foram
capazes de enunciar, sendo apos a propria execuciao da tarefa, um modelo explicativo do

sistema combinatério, evidenciando abstragoes ligadas as reflexdes das agdes de combinar os
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pares ordenados. Isto também poe em evidéncia que a constru¢ao das operagoes
combinatdrias como abstragao reflexionante ainda percorrera um longo caminho até que se
solidifique como resultado de pura reflexdo do sujeito. A enunciagao de que cada elemento de
um conjunto deva combinar com cada um dos elementos do outro conjunto, sejam as camisas
com as bermudas, os meninos e as meninas, as portas de entrada com as portas de saida revela,
assim, a regra geral sobre o sistema combinatério. O nivel de abstragao das operagdes
combinatérias na qualidade de estrutura formal de pensamento leva a um outro avango
significativo quanto a processos cognitivos: o da capacidade de as criangas dizerem de forma
matematizada e reportando para a operagio de multiplicagio. No caso dos problemas
apresentados, as criangas poderiam anunciar que com 4 camisas e 3 bermudas poder-se-iam
fazer 12 combinagdes, uma vez que a mesma situa¢do pode ser resolvida em raziao do
conhecimento légico-matematico pela operagao da multiplicagao que poderia ser expressa por

3x4=120u4x3 =12

5.8.1 Estratégias por correspondéncia dinidmica e totalizada com um sistema
combinatdrio parcial no problema 1 - (camisas e bermudas)

Os exemplos abaixo destacam a analise dos protocolos de solu¢io de problemas
explicitando as condutas dos sujeitos em relagao a estratégia ligada a correspondéncia dinamica
e totalizada com um sistema combinatério parcial.

Um dos dominios apresentados pelas criangas que conseguiram realizar todas as
combinacdes foi a elaboracao de estimativas corretas do niamero total de combina¢oes. No
caso de ALI (8;11), quando questionada sobre a possibilidade de fazer uma estimativa, ela pega
a folha onde havia desenhado as pegas de roupas, como momento de organizacao dos dados e
vai apontando e falando: “rosa com rosa”, “ rosa com verde”, “rosa com abibora”, roxa com verde, roxa
com abobora, roxa com rosa, azul com verde, azul com abibora, azul com rosa, abdbora com verde, abibora
com abobora e abibora com rosa”. Uma, duas, trés, quatro, cinco, seis, sete, oito, nove, dez, onge, doze
maneiras”. Neste momento, enquanto fazia as combinagoes oralmente, ia também apontando os

pares combinados. A menina anunciou as 12 combinagoes de forma sistematizada, mas cabe
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ressaltar que, em seguida, ela solicita que precisaria desenhar no papel para confirmar sua
resposta. Com isso, ela passa a fazer as combinacbes no papel, mas, no decorrer da solucio,
ALI passa a oscilar entre critérios estéticos e de ordem entre a elabora¢ao de um par ordenado

e outro, conforme apresentado na figura abaixo.
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Figura 26 - Transformag¢des combinatérias com base nas estratégias da categoria 2 realizadas por ALI
(8;11) no problema 2

ALI compode as quatro primeiras combinag¢des no papel, anunciando que esta agindo
dessa maneira em virtude da ordem das camisas e das cores das bermudas. Ela faz a primeira
camisa (rosa) com a terceira bermuda (rosa), em seguida faz a segunda camisa (roxa) com a
segunda bermuda (amarela). O terceiro par é a terceira camisa (azul) com a primeira bermuda
(verde), depois faz a quarta camisa (sem manga com listas coloridas) com a segunda bermuda
(rosa). Ao terminar as quatro primeiras combinagoes, a menina diz que ja usou as 4 camisas
algumas vezes com as trés bermudas e que na seqiiéncia fara mais combinagoes.

No papel, ela utiliza-se da regra de pegar primeiramente pela ordem das camisas, mas ja
nao age igualmente quanto as bermudas. Na 5 e 6" combinagoes, ela utiliza a camisa rosa duas
vezes seguidas, alternando somente as bermudas, pois diz saber que devera usar a bermuda
amarela e depois a verde, uma vez que ja havia utilizado a bermuda rosa na primeira
combinagdo. Em seguida, para a 7* e 8" combina¢des, afirma que vai usar a camisa roxa, pois
faltam duas maneiras de a personagem se vestir com a referida camisa. A menina faz a camisa
roxa com as duas bermudas (rosa e verde) que faltavam combinar com esta pega de roupa.
Para a camisa azul (9% ¢ 10" combinagoes) ela explica o mesmo critério que havia utilizado

anteriormente: sabia que a azul ja havia combinado com uma bermuda e agora faltava somente
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coloca-la com as duas outras bermudas (rosa e amarela). Finalmente, ela utiliza o mesmo
procedimento para fazer a 11* e 12* combinagoes, utilizando, entdo, a camisa laranja com listas
coloridas.

Embora nao tenha utilizado de forma sistematica as combinag¢oes que realizou no papel
em comparagao aquelas que realizou oralmente no infcio, a menina consegue controlar os
pares ordenados realizados e justificar que ja havia utilizado as trés formas possiveis de
combinar cada uma das camisas com as bermudas.

Na continuagao, ALI explica estar convicta de que nao havia mais pegas a serem
combinadas. Ela demonstra saber que ha uma regra, mas oscila durante sua justificativa entre
respostas intuitivas de um sistema combinatério e o sistema em si como regra geral.

No final, ela também manifesta que poderia resolver o problema por meio de uma
conta matematica. Apresentamos, a seguir, um trecho do protocolo de ALI (8;11) sobre a
aproximagao que a menina tenta estabelecer com a conta matematica a ser efetuada para a

solu¢ao do problema.

Entrevistadora Sujeito
De quantas maneiras a Maria se vestiu até “De 12. Bem, deixa en ver, deixa eu contar (conton
agora ? todas as combinagies feitas)... E 12 mesmo”.

A Maria pode se vestitr de outra maneira, “Ndo, jd acabou todas as maneiras de combinar ... Sem

diferente dessas ? desenbar, dava pra fager uma conta, né 2.
E possivel resolver este problema fazendo uma “E. Bem, acho que nesse problema nao dava para fazer
conta da matematica? Que conta vocé fatia ? conta, ndo dava para colocar 4 + 3 on 3 x4, nao ! Ou

serd que dava ? Acho que 50 daria para colocar a
resposta desenhada ”’

Se vocé colocasse 4 + 3, o que ficaria ? “Ficaria 7, e ndo sdo 7 maneiras, mas se eu colocar 4 x
3, sdao 12! Serd que ¢ isso 2 Deixa en ver... 4 camisas
com 3 bermudas ... (pansa de 20°°) ... Porgue 4 vezes,
4 camisas com 3 bermudas sao 12, sao 12 maneiras de

se fazer, € isso ! Dad pra fazer conta de vezes | ”
]
Figura 27 - Quadro explicativo do protocolo do sujeito ALI (8;11) durante a realiza¢do do problema 1
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ALL (9;1), uma outra crianga, também chega a fazer as 12 combinagdes possiveis para
o problema das camisas e bermudas. Ele inicia a solugao do problema fazendo o calculo
mental da adigao entre os dados numéricos do enunciado. O menino leu o problema e
imediatamente olhou para cima e balbuciou “ 3 e 4 ”. Escreveu no papel “4 + 3 = 7.” Ele
contava nos dedos escondendo-os entre as pernas. E em seguida, escreveu a resposta por
extenso. Quando foi solicitado a explicar o que fez, responde: “Pergunta quantas maneiras ela pode
se vestir, dat eu fiz 4 + 3 que deu 7.

Na representacao grafica, ele numera cada camisa e bermuda e tenta controlar a
combina¢do pela numeracio atribuida. Ao fazer as trés primeiras combinagdes pela
correspondéncia termo a termo, ele para e diz: “Bu acho que en fiz a conta errado... E que, hum...
Mas também ¢ porque é gue aqui (aponta para as combinacgoes feitas) den 3 e ali deu 7 ¢ en acho que dd
3 maneiras ¢ nao 7... acho que eu escolbi errado a operagao, mas en sei gue sao 3 maneiras, en S6 num sei
escrever com que continha en vou fazer isso ... E de 3, porque 56 tem 3 bermudas e também pode ser 4. ...Olbe,
se tirar essa bermuda e colocar na blusa que ficou sem bermuda... quer ver, assim, tira a 1° bermuda e coloca
nessa (4" camisa) camisa que ta sem bermuda’.

Ao admitir que poderia fazer trocas além das trés combinagdes, o menino passa a fazer
outros pares. Quando foi questionado sobre o como estava fazendo as combinagdes, justifica
que estava trocando a camisa que nao tinha par, neste caso, a 4" camisa com todas as
bermudas, o que nos indicou um principio de sistematizacdo e critério adotado para continuar
dando conta de uma maior quantidade de combinag¢des possiveis.

O menino prossegue sua explicacio: “E porgue camisa com nimero 1 vai bem com bermuda
com niimero 1 também... Acho que en von aproveitar um ponquinko mais a camisa que tem o n° 1... Ah ! E
porgue en 10 lembrando de cabeca que en acabei de fazer e usar a bermuda que tem nimero 2, dai en aproveito
ela mesmo e ponho com a camisa que tem nimero 3, que eu acho que ainda nao fiz... Eu percebi que ainda ndo
tinha feito a camisa 3 com a bermuda 3, eu ji combinei uma hora a 2 com 2 li no comecinho, olha (aponta
para o seu desenho no papel, referente a 1 combinatiria) e também ja fiz a 1 com a 1, acho que 56 falta a 3
com a 3 mesnmo”.

No final da solu¢ao, ALL reconhece que a operacao da adigao mencionada no inicio de

sua proposta de solu¢do nao seria a mais adequada para solucionar o problema. Refere-se ao
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fato de ir combinando e trocando as pegas entre si, ou seja, uma transformagao propria da
operacao de multiplicar, de criar um produto com base em grandezas distintas.

Quando realiza a a¢do, no entanto, tem mais éxito do que quando necessita justifica-la.
Ele tenta, ainda que sem ¢xito, aproximar uma relagdo entre o algoritmo da adigdo e o
resultado das combinag¢oes. Ao final, afirmou que o algoritmo feito nao se relacionava com as

combinagdes, pois percebia que nao havia apenas adicionado as camisas as trés bermudas.

5.8.2 Estratégias por correspondéncia dindmica e totalizada com um sistema
combinatdrio parcial no problema 2 - (baile entre as criangas)

As estratégias de solugao das criangas para o problema 2 dentro da terceira categoria
apresenta as mesmas caracteristicas anteriormente descritas.

ALI (8;11) inicia a solugdo fazendo a antecipagao da resposta, dizendo que sao 3 pares
possiveis. Faz o algoritmo da divisio no papel, mas verifica pelo total dado (n=1) que nao
poderia ser feito apenas um par entre as criangas. Demonstra davida sobre que operagiao
realizar para solucionar o problema e detém-se em descobrir qual seria o algoritmo mais
adequado para a situagao-problema.

A figura 28 mostra o registro do algoritmo utilizado pela menina no inicio da solugao:

3-.

wﬂl.

Figura 28 - Etapa inicial de solu¢do do problema 2 de
ALI (8;11) por meio da utiliza¢ao do algoritmo da divisao
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Em seguida, ela comega a fazer as combinages por meio da representagao grafica,
desenhando primeiramente os trés meninos e as trés meninas e dizendo que ainda vai tentar
descobrir que conta devera fazer. Depois do desenho das 6 criangas, ela vai apontando com o
dedo e expondo oralmente as trés primeiras combinag¢oes. Em seguida, faz tracos para ligar os
pares que acabara de falar. Ela liga com o lapis o primeiro menino a terceira menina, depois o
segundo menino a primeira menina e, por ultimo, o terceiro menino a segunda menina,

conforme apresentado na figura 29.

Figura 29 - Transformag¢oes combinatorias representadas por tracos com base nas
estratégias da categoria 3 realizadas por ALI (8;11) no problema 2

A partir da 4* combinagao, a menina pega o lapis, volta-se para outra folha de papel e
faz as demais representagoes dos pares. A menina tenta manter uma ordem de combinagao
entre um par e outro, e, mesmo sem fazé-la por meio do emprego sistematico, ela chega a
todas as nove maneiras possiveis de os trés meninos dangarem com as trés meninas no baile
da escola. A sequéncia das combinagbes foram as seguintes: 4* combinagao — desenha o
primeiro menino com a primeira menina; 5* combina¢io — faz o segundo menino com a
segunda menina; 6" combinagdo — coloca o terceiro menino com a terceira menina. Depois faz
a 7" combinagdao — colocando o terceiro menino com a primeira menina. A 8* combinagao,
conforme mostrado na figura 30, apresenta a repeticio de um par ordenado (5* combinagao) ja

elaborado pela menina Imediatamente apds té-la feito, ela mesma afirma ter realizado uma
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combinagao repetida e pede para que nao seja computada no total. A menina faz entdo, as
duas dltimas combinagdes para chegar ao total de nove combinagdes possiveis como resposta

correta para este problema.

Figura 30 - TransformacGes combinatodrias representadas por pares ordenados entre as criancas com
base nas estratégias da categoria 3 realizadas por ALI (8;11) no problema 2

Ao terminar de fazer as nove combinacdes, ALI volta a mencionar a tentativa de
relacionar a situagao problema a uma conta matematica. A menina refere-se, entao, a operagao
da multiplicacio, afirmando poder resolver por meio do algoritmo “3 x 3 = 9.” Ela escreve a
conta no papel e registra a resposta do problema por extenso. Ao final da solu¢ao, demonstra
estar satisfeita por ter encontrado o algoritmo correspondente a situagdo que, no inicio, nao

conseguira fazer.

i
X3

Figura 31 - Etapa final de solucdo do problema 2 de ALI
(8;11) com base na utiliza¢ao do algoritmo da multiplicagao
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Cabe destacar que o avango significativo quanto as estratégias e justificativas
empregadas por estes sujeitos ndo nos permite afirmar que a estrutura das operagdes
combinatérias tenham se solidificado no sentido de operagdes combinatérias formais. Vale
ressaltar que chegar ao resultado final, como foi o caso das condutas de ALI (8;11) e ALL
(9;1), esta ligado ao fato de a crianga poder valer-se das acbes e representagoes graficas
(algoritmos e desenhos) empregadas no decorrer da solugao, para enfim, obter éxito.

O controle das combinagdes, ou ainda, a quantifica¢ao exata daquilo que iam fazendo
foi constatado como uma conduta freqiiente entre os sujeitos que resolveram corretamente o
problema. Além de controlar a quantidade de pares combinados, as criangas também
demonstraram identificar e em seguida tentar minimizar a elaborag¢ao das repeti¢oes dos pares.
Dar-se conta de que faziam pares repetidos pareceu-nos uma conduta importante para as
criangas que acertaram o problema, pois serviu como referéncia para que eles passassem a
fazer muitos pares, como foi o caso dos sujeitos da estratégia anterior, cuja falta de tomada de
consciéncia de que faziam repeti¢des levava-os a elaborar repeticGes sobre repetigdes sem, ao
menos perceber que o faziam. A resposta de SIM (9;8) sintetiza, de maneira geral, as respostas
das criangas quanto a questao das repeti¢oes. Ela afirma:  “Acho gue ndo, porgue a gente ji fez,
MIENINAs Comr Meninos e meninos com meninas, dai num da mais. S6 se mudar os meninos com as meninas de
novo... dai ei ia colocar, mas eu acho que ia ficar repetido ... Acho que nao, porque en jd troquei trés veges e se

eu trocasse de novo ia ficar repetido dai”.

5.8.3 Estratégias por correspondéncia dindmica e totalizada com um sistema
combinatdrio parcial no problema 3 - (sala de aula)

Uma das solugbes corretas e mais elaboradas no problema da sala de aula foi também
realizada por ALI (8;11). Ela antecipa uma resposta e identifica a situagao como semelhante ao

outro problema de produto cartesiano. A menina, comeca falando: “Bow, guantas manciras eles
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podent sair e entrar ... ¢ semelbante aqueles problemas de quantos pares, né ¢ Deixa eu ver ... como en posso
fazer isso ... bem, primeiro en tenho que saber quantas portas eu tenho... bem, é... "

Ela faz rapidamente a representagao grafica e liga a 2* porta de entrada a cada uma das
portas de saida. Faz repeti¢oes, no entanto, durante a solugao do problema. Ao ter de justificar
sua resposta final para a solu¢do do problema, explica: “Olba en acho que é de 6 maneiras, e sabe?
Agora que en entends, que ¢ uma primeira porta com todas que tem de saida e dai a segunda com todas as de as
saida que tem... entdo, que era o que eu tinha que fazer com os problemas dos pares de meninos, porque era so
eu trocar um menino com todas as meninas e dai o outro menino com todos as meninas’.

A identifica¢ao de que poderia ter utilizado a mesma regra para o problema do baile
evidenciou-nos que a menina havia tomado consciéncia e generalizado a estrutura de ambos os
problemas. Sua resposta, sobretudo, evidenciou que ela também havia se dado conta de que
poderia ter feito o mesmo para o problema do baile, o que resultaria numa maneira mais
organizada e rapida, tal como o critério que adotou para solucionar o problema da sala de aula.

Na representacao, conforme mostra a figura 32, a menina também procurou fazer tal

como verbalizou sua resposta:

Figura 32 - Transformag¢oes combinatorias representadas por tracos
entre as portas de entrada e as portas de saida da sala de aula com
base nas estratégias da categoria 3 realizadas por ALI (8;11)

LUC (8;11), outra crianga, ja anuncia que a solu¢ao nao acontece por meio da soma e

faz as combinages entre as portas de maneira sistematica e oralmente. Faz a operagao, ligando
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com os dedos e falando que pode fazer a 1* porta de entrada com 1° de saida, a 2 coma 2% e a
3* com a 3" de saida, respectivamente. Ao ser solicitada a justificar o que havia feito, volta-se
para a folha de papel e esboga uma representacao grafica. Faz marcas no papel para tentar
controlar a solucao e, ao fazé-la, ja nao apresenta uma forma tio sistematizada como havia
anunciado oralmente. A menina muda a ordem das combinacdes, e, embora tenha feito as 6
combinagdes para o problema, a ordem empregada de forma sistematizada no momento de
verbalizagao foi superior a empregada no momento de representagao do problema.

Outro andncio de um sistema combinatoério foi verbalizado oralmente por SIM (9;8).
Quando esta resolve fazer a solu¢do por meio da representacao grafica, no entanto, nao segue
as combinagdes sistematicas que havia feito de forma oral. A solu¢io por meio da

representacao grafica mostra a explicagao escrita pela menina:

Kl
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Figura 33 - Transformag¢oes combinatorias representadas pela escrita por extenso
entre cada uma das portas de entrada a cada uma das portas de salda da sala de aula
com base nas estratégias da categoria 3 realizadas por SIM (9;8) no problema 3

Uma solugao apresentada para o problema da sala de aula verbalizada por alguns
sujeitos foi a de que s6 se poderiam fazer diferentes combinagbes, além das 6 maneiras
possiveis, se eles pudessem usar as portas de saida como portas de entrada e vice-versa. Com
base nesta idéia, CRI (9;11) depois de realizar as 6 combinacOes, afirma: “Nao tem mais nenhum

Jeito, 50 se for ao contrdrio: entrar por essas (saida) e sair por essas (entradas).”
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A solugao realizada por CRI, assim como por outras criangas evidenciou condutas
semelhantes as encontradas nos estudos de Piaget (1985) a respeito da criatividade logica, na
qual o autor trata da questdio da producdo das novidades, centrando-se no problema da
formacido dos possiveis. Lembra-nos o referido autor que a abertura dos possiveis sao cada vez
mais numerosos, levando a crianga a ser capaz de pensar sobre muitas possibilidades para uma
dada situacdo, cujas interpretagoes sao cada vez mais ricas (Piaget, 1985, p.7).

Os dados obtidos na andlise das estratégias utilizadas pelos sujeitos mostraram que,
valendo-se dos esquemas de correspondéncias (uma a um e um para muitos), das antecipagoes,
dos calculos com algoritmos, entre outras condutas, as criangas puderam solucionar os
problemas de analise combinatéria proposta nesta pesquisa. A correspondéncia termo a termo,
como esquema quantitativo basico, conforme nos foi evidenciado pelos sujeitos, demonstrou
aprimoramentos distintos entre as categorias das estratégias de solu¢ao apresentadas.

Os sujeitos que se valeram da variagdo de critérios durante a solucdo evidenciaram que
a busca e a descoberta de um sistema combinatério implica abstragdes bastante elaboradas
com relagdo a operacio da multiplicacao. Implica, sobretudo, coordenagao em nivel logico-
matematico da conceitualizagao do raciocinio proposicional.

Os dados também evidenciaram a capacidade das criangas em abstrair e coordenar um
maior numero de dados a fim de que solucionassem corretamente o problema. A verificagao
de estratégias mais elaboradas por parte das criangas que solucionaram corretamente em
relacao as que chegaram perto da resposta do problema, no entanto, nao poderiam ser

denominadas como abstracoes refletidas no sentido da estrutura formal de pensamento.
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CONSIDERACOES FINAIS

A preocupagdo com a solug¢do de problemas aritméticos no Ensino Fundamental
incentivou-nos a este trabalho, uma vez que tais atividades se constituem, na escola, uma das
tarefas mais importantes para o trabalho do professor no ensino da Matematica.

O presente estudo buscou analisar as relagdes entre o desempenho escolar em
Matematica, os niveis de abstragao em prova de multiplos comuns, as opera¢des combinatorias
e a solugdo de problemas de multiplicativos (produto cartesiano) com lapis e papel tendo como
sujeitos, alunos ingressantes da 3" série do Ensino Fundamental, em escolas publicas de uma
cidade do interior do Estado de Sao Paulo.

Além disso, buscou analisar as estratégias de solug¢do de problemas de estrutura
combinatéria dos sujeitos, considerando as formas de representa¢do grafica e as verbalizagdes
ocorridas durante a realizaciao das tarefas.

Os sujeitos foram 132 alunos de 3” série do Ensino Fundamental com a idade média de
9 anos, submetidos a uma prova de desempenho escolar em Matematica do Sistema de
Avwvaliacao do Rendimento Escolar do Estado de Sao Paulo-SARESP. Foram constituidos dois
subgrupos da amostra: os de melhor desempenho e os de pior desempenho em raziao dos
resultados obtidos na prova de Matematica. Os dois subgrupos de sujeitos foram avaliados por
meio de provas piagetianas quanto a no¢ao de multiplos comuns e operagcdes combinatorias e

tarefas de solucao de problemas multiplicativos.



Inicialmente, cabe lembrar que os resultados analisados obtidos quanto a consisténcia
interna dos itens da prova de Matematica do SARESP/96, assim como os resultados obtidos
quanto a concordancia entre os niveis de classificagio das provas sobre desenvolvimento
cognitivo, comprovaram serem tais instrumentos de pesquisa adequados para a avaliagao
pretendida.

A hipétese norteadora deste estudo foi a de que criangas na 3" série do Ensino
Fundamental, que apresentam o melhor desempenho escolar em Matematica, apresentam
também melhores niveis de classificacio quando submetidas a avaliagio do desenvolvimento
cognitivo em provas que envolvam opera¢oes multiplicativas, assim como apresentam melhor
desempenho em solucdo de problemas de natureza combinatéria quando comparados com
alunos que apresentam desempenho insatisfatorio em Matematica.

Esta hipotese decorreu, de uma maneira geral, da necessidade de se compreenderem
aspectos ligados a construcdo progressiva da estrutura multiplicativa, particularmente sobre
analise combinatéria, em particular situagdes-problema do tipo “produto cartesiano”, por parte
de criancas das séries iniciais do Ensino Fundamental. De maneira especifica, também
decorreu da busca das relagoes existentes entre o desempenho escolar e aspectos cognitivos
com base nos diferentes desempenhos dos alunos quanto a estrutura multiplicativa.

Ao analisarmos as relages entre o desempenho escolar em Matematica, os niveis de
abstracdo em multiplos comuns, as operacées combinatorias e tarefas com solucio de
problemas multiplicativos (produto cartesiano), os dados evidenciaram relacGes entre estas
variaveis. A analise dessas relagdes mostraram-se relevantes e seria oportuno, a seguir, realizar
algumas consideragdes importantes.

Primeiramente, ressaltamos, como se previa no infcio da pesquisa, que ha diferencas
significativas entre os sujeitos que apresentaram desempenho satisfatério em Matematica
(alunos do Grupo A) e os alunos que apresentaram desempenho insatisfatério (Grupo B),
dentre todos os alunos avaliados em razio do desempenho matematico, dos niveis de
abstracdo e das operacées combinatorias.

Os resultados mostraram diferencas no desempenho entre os sujeitos dos dois
subgrupos, e os alunos que apresentaram melhor desempenho escolar em Matematica quando

avaliados pela prova do SARESP, no inicio da pesquisa, foram os que apresentaram melhores
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nfveis de classificagio no desenvolvimento cognitivo, em provas piagetianas e em provas do
tipo lapis e papel para solugao de problemas multiplicativos.

Os dados permitiram-nos confirmar a hipotese central desse estudo, evidenciando que
os alunos com maiores escores no desempenho matematico, de fato, obtiveram os melhores
niveis de classificacdo na prova de multiplos comuns e tendéncia de progressos em operagoes
combinatorias.

Os resultados dos alunos na prova sobre operagdes combinatorias mostraram que 0s
sujeitos, em sua grande maioria, encontram-se no estagio 1I, o qual se caracteriza pela busca de
um sistema combinatério, mas estd pautada predominantemente nas agdes dos sujeitos ao
realizarem a tarefa.

Os sujeitos com melhor desempenho (Grupo A) apresentaram diferengas significativas
também quanto ao desempenho em provas de problemas, do tipo lapis e papel, quando
comparados com o0s sujeitos que apresentaram desempenho insatisfatério (Grupo B) em
Matematica. Do total, 50% dos sujeitos do Grupo A conseguiram solucionar corretamente os
problemas 2, do tipo combinatéria, a respeito do baile entre as criangas e o problema 3, de
mesmo tipo, a respeito das portas de entrada e saida de uma sala de aula.

Estes resultados evidenciaram a existéncia de uma tendéncia de progresso de
desempenho em tipos de problemas aritméticos que envolvem a estrutura combinatéria
(produto cartesiano) para os sujeitos do Grupo A. Dentre esses sujeitos, alunos com éxito
tendem a apresentar melhor resultado na solugao de problemas que envolvem raciocinio
combinatdrio, 0s quais sao propostos em situagoes-problema, do que os alunos que
apresentam baixo desempenho em Matematica.

Os dados evidenciaram, no caso do problema de tipo combinatério, como o das pegas
de roupas, o baixo desempenho de todos os alunos quando se considerou o resultado global de
acerto de todas as combinagdes possiveis. Para discutir essa questio, haveremos de retomar
alguns dados analisados.

Nesse estudo ficou evidenciado que, na solugdio de problemas aritméticos de
multiplica¢ao de produto cartesiano, as tarefas que exigem das criangas um nimero maior de
combinagoes possiveis levam tanto os sujeitos que obtiveram na avaliagio de Matematica

inicial da pesquisa, melhores escores, como aqueles que obtiveram piores escores a
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apresentarem baixo indice de acertos no que se refere ao total de pares ordenados do
problema.

Observamos um tipo de interferéncia especifica sobre os resultados na solugao do
problema de combinagdes, analisando o que pedia a combina¢ao de camisas e bermudas. Nos
problemas 2 (baile) e 3 (sala de aula) nos quais se previa um menor numero de combinagdes,
os alunos dos dois grupos (A e B) apresentaram maior concentragao de acertos. Cabe ressaltar,
porém, que o éxito na solugao dos problemas 2 e 3 foi melhor evidenciado pelos sujeitos do
Grupo A com desempenho satisfatorio quando a quantidade dos problemas solicitava um total
geral de combinagbes menores que dez. Quando, no entanto, o problema solicitava a
realizagao de um total de combinag¢oes maior que dez, os sujeitos de ambos os grupos
obtiveram baixo desempenho de solu¢io quanto a quantificagdo exata. Embora os trés
problemas versassem sobre o mesmo conceito, o da analise combinatéria, houve diferenca
quanto ao desempenho dos alunos caso se considere o nimero maior e menor de pares
ordenados a serem realizados.

O numero total de combinagdes possiveis em cada problema revelou-se um aspecto
que influencia o processo de solugdo. Piaget e Szeminska (1975) descreveram a
correspondéncia termo a termo e ressaltaram a importancia deste tipo de correspondéncia
como um fator necessario para a aquisi¢ao das no¢des numéricas e fundamentais na aquisicao
das operagoes aritméticas. Assinalam, no entanto, que, embora as criangas se utilizem da
correspondéncia termo a termo para dar conta de situagdes que implicam equivaléncia entre
elementos de dois conjuntos, esta correspondéncia nao ¢ suficiente para dar conta de todas as
relagbes. O emprego da correspondéncia termo a termo, muitas vezes, refere-se a
compreensao apenas sobre as aparéncias perceptivas, comprovando que este tipo de esquema
ainda nao ¢ suficiente para engendrar, por exemplo, o que os autores denominaram de uma
equivaléncia duravel. A correspondéncia que conduz a equivaléncia duravel esta diretamente
ligada 2 mesma operagao que a correspondéncia termo a termo sem equivaléncia duravel, mas
¢ preciso que a esta tltima se prolongue numa coordenacio de relagoes ainda mais complexas.

Piaget e Inhelder (1993) destacam, a este respeito, que a superacio de
“correspondéncias qualificadas™ para “correspondéncias quaisquer” sao elos que conduzem a

compreensio do numero. Conseqiientemente, estdo implicadas na aquisicao das operagdes
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aritméticas, sendo estas caracteristicas fundamentais a construgao do pensamento operatorio-
concreto.

Essa consideragao dos autores parece explicar igualmente o resultado nesta pesquisa,
cujo emprego da correspondéncia foi bastante evidenciado como esquema de ag¢do no
processo de solugdao dos problemas de natureza combinatoria. A falta de esquemas relativos a
multiplicagao, além dos apresentados pelos sujeitos desta pesquisa evidenciam o processo de
solu¢ao mais limitado em termos do desempenho dos alunos.

O baixo desempenho na solugdo de problemas de produto cartesiano deveu-se, talvez,
a falta de coordenagiao entre o esquema de correspondéncia e as operagoes aritméticas de
natureza combinatéria e ndo por falta de compreensiao da situagao proposta. Este resultado
também foi evidenciado pelo estudo de Nunes e Bryant (1991) quando os autores analisaram
problemas multiplicativos de comparacio.

O problema que implica combinar camisas e bermudas envolve uma dificuldade

o de bermudas e o das

b

especial, pois exige que o sujeito considere o conjunto de camisas
combinagdes de camisas e¢ bermudas. Como lembram Nunes e Bryant (1997), analisando
pesquisas em situagoes multiplicativas, a relagio de um para muitos niao é explicita no
enunciado. Cabe ao sujeito descobrir que, para cada bermuda, hd varias transformagdes
possiveis para montagem do traje (combinado).

Os autores verificaram que, mesmo quando o sujeito dispoe do apoio do conjunto sob
forma de material concreto (camisas e bermudas), como no caso da pesquisa destes autores, as
criangas de 8 anos encontram dificuldade na solucao. Assinalam, ainda, que, quando a crianca
consegue identificar a relagdo um para muitos, no inicio da solu¢io, consegue, entao, resolver o
problema.

Ainda que criangas pequenas possam raciocinar sobre relagdes um para muitos, elas
ainda apresentam dificuldades, aos 8 anos, mesmo com problemas mais simples.
Aproximadamente aos 9 anos, apenas conseguem sucesso consideravel quando se trata de
problemas de produto cartesiano (Nunes e Bryant, 1997).

Cabe lembrar que considerar os pares 4 a 4, por exemplo, no problema 1, pode
significar manter o apoio do perceptivo que permite ao sujeito a constatagdao intuitiva sem

estabelecer a relagao légica propriamente. O sujeito pode até representar a quinta combinagao,
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mas isto vai implicar considerar, a0 mesmo tempo, as quatro combinagdes anteriores e a
possibilidade de, também mentalmente, considerar as seguintes. A bermuda um, sera ao
mesmo tempo par da camisa um e da quarta. Apoiar apenas nas relagdes e no raciocinio
mostrou-se ainda mais dificil.

No nivel do pensamento formal, a combinatoéria é de importancia fundamental, pois
estende a capacidade de pensamento do sujeito, levando-o a considerar a realidade ndo mais
com base em aspectos concretos, mas em razio de um ndmero qualquer ou de todas as
combinagoes possiveis de uma dada situagao, refor¢ando a capacidade dedutiva da inteligéncia.

Lembra-nos Piaget e Inhelder (1993) que a dificuldade das criangas no nivel do
pensamento concreto em situagdes que envolvam raciocinio combinatério esta ligada ao fato
de elas ndo conseguirem libertar-se da forma em rela¢ao ao contetudo, fato este que as impede
ainda de construir quaisquer relagdes e quaisquer classes, mediante quaisquer quantidades e
elementos. Esta espécie de desengate do pensamento sobre os objetos quanto a elos concretos
que as criangas ainda estabelecem sao estes rompidos quando elas sao capazes de generalizar,
como dizem os autores, as “operacdes de classificacio” ou de “relagdes de ordem”, resultando
nas operagdes de classificacio ou, também denominada como “classificagdes de todas as
classificacoes”.

Tais referéncias sustentam, do ponto de vista tedrico, os resultados obtidos em relagao
a solucdo dos problemas de estrutura combinatéria, uma vez que as criangas investigadas neste
estudo encontram-se na faixa de idade que, se pressupoe, seja a das operagdes concretas € se
valem de um método gradativo sem generaliza¢do para realizar as combinacdes, fazendo, em
sua grande maioria, combinag¢bes incompletas sem descoberta do formalismo matematico.

Os resultados mostraram que as criangas utilizaram o esquema de correspondéncia. No
entanto, quanto maior o nimero de pares ordenados a serem constituidos, maior foi a
dificuldade de coordenar o esquema de correspondéncia termo a termo com O esquema mais
totalizado que implica sistematizagdo entre o primeiro elemento com cada um dos elementos
do outro grupo, de forma que se preserve sempre a ordem entre a combinagao de um par

ordenado a outro.
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Os sujeitos mostraram que compreendiam as relagdes vinculadas no enunciado e as
transformagoes apontadas, iniciando estratégias de solucdo, sem emprega-las, no entanto, de tal
forma que as conduzissem a resposta correta do problema.

Sabe-se que a mudanga de um dado contexto pode provocar no aluno a elaboragao de
um novo esquema de agdo para se adaptar a nova situagdo e buscar a solugio do problema,
ainda mais se uma situagao for mais complexa que a outra. Quando se modifica a quantidade
de pares ordenados a serem realizados, impde-se um novo desafio as criangas. O raciocinio das
criangas deve assimilar e adaptar-se a novos dados e, se estes sao mais complexos que aqueles
pelos quais ela obteve solu¢do anterior, impdem-se novas dificuldades ao processo de
raciocinio para a nova situagao. Isto pode levar as criancas a retrocederem a niveis de
elaboragao mais elementares, como é o caso do baixo desempenho na solugio do problema
que apresentava um aumento na quantidade de combina¢des a serem realizadas.

Nio queremos dizer que a cada novo problema a crianca retroceda a niveis anteriores
de raciocinio quanto ao emprego, por exemplo da correspondéncia, tampouco das nogdes
combinatérias em jogo. Um ndmero maior de combinagdes, porém, significa coordenar
também maior numero de relagdes, como, por exemplo o controle e a ordem dos pares
ordenados. Além do desafio de solucionar problemas desta natureza, dada a auséncia peculiar a
estas criancas de um sistema combinatério, sio elas desafiadas a solucionar problemas cujas
quantidades de combinagoes tornam-se elementos dificultadores do processo. O aspecto das
quantidades envolvidas nos problemas fazem parte do processo de solucao e desafia
constantemente o mecanismo funcional do desenvolvimento intelectual infantil.

Parece que esse desafio foi fortemente evidenciado pelas criangas que se aproximaram
mais da elaboracio correta da quantidade de pares ordenados, pertencentes a segunda categoria
de tipos de estratégias. Mesmo com base na variagao de critérios, verificou-se que elas tendem
a descrever mais a tarefa que estao realizando, sem que, no entanto, se possa verificar a tomada
de consciéncia dos conceitos envolvidos.

A relagdo entre o desempenho e o valor das quantidades de um problema também foi
apontada pelo estudo de Correa e Bryant (2000). Os autores investigaram e verificaram que a
quantidade dos valores utilizados provocou niveis de dificuldades diferenciados na solugdo das

criangas para a realiza¢ao dos calculos do problema.
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O aspecto ligado a quantidade pertinente em cada uma das tarefas foi um fator que se
mostrou importante nos resultados da prova de multiplos comuns, das operagoes
combinatérias e dos problemas de produto cartesiano. Observou-se que o operar
mentalmente, seja na prova de multiplos comuns ou mesmo nas tarefas que envolveram analise
combinatdria com grandezas maiores implicavam também niveis mais elevados de abstracao
reflexionante. O aumento da quantidade numérica por mais complexo que possa parecer em
determinadas tarefas, também ¢ indicativo de um crescente dominio de relagSes logico-
matematicas por parte dos sujeitos.

Cabe ressaltar que é com base na analise das estratégias de solugdo que encontramos
um quadro explicativo mais delineado em relagio a reais possibilidades das criangas ao
tentarem solucionar problemas combinatorios. As estratégias utilizadas dao-nos maiores pistas,
quando comparadas a analise quantitativa do desempenho quanto aos critérios utilizados pelas
criangas, os quais possibilitaram uma aproxima¢do maior quanto a elaboragio de pares
ordenados.

As correspondéncias termo a termo e um para muitos podem ser entendidas como um
esquema de agdo que auxilia na progressao das conduta dos sujeitos e, até que se chegue a um
sistema combinatério, ha que se caminhar e fazer progressos com relagdo a construgao das
operagoes multiplicativas.

Nunes e Bryant (1997) assinalam que as criangas mais novas produzem conjuntos
equivalentes por meio de correspondéncia e apresentam dificuldades para realizar a contagem
dos elementos do problema quando devem chegar a um valor. Os autores destacaram que a
crianga pode entender a relagdlo um para muitos, mas tém dificuldades na contagem do
conjunto de elementos que nao é mais aditiva e, sim, multiplicativa. Na presente pesquisa,
muitas criangas, especialmente as que apresentaram baixo desempenho também valiam-se da
correspondéncia em detrimento da busca das transformagdes combinatéria entre os elementos
dos conjuntos do problema.

No caso das estratégias de solucdo da primeira categoria, os dados evidenciaram que as
criancas fazem a identificagdo dos elementos pertinentes em cada um dos conjuntos,
quantificando corretamente, por exemplo, 4 camisas e 3 bermudas. Elas fixam-se, porém,

apenas nisto e combinam o que é possivel ler como dado imediato, sem, no entanto, abrir
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possibilidades de ampliar a troca entre as pecas de roupas. Isto esta ligado as abstragoes
reflexivas: a leitura dos dados perceptuais ¢ fonte de referéncia forte e critério de selecio para
estratégias de solucio dos alunos. Na primeira categoria de estratégias, solugdes,
predominantemente por abstracdo empirica, evidenciaram que as criangas fixavam-se na
equivaléncia de 3 camisas com 3 bermudas, desconsiderando o fato de trocar as pegas e com
isso provocar combinagoes diferentes.

A grande maioria dos sujeitos da segunda categoria procuraram dar uma resposta
imediata a leitura do problema, o que denominamos condutas de antecipagao. Isto ocorreu
mais freqientemente com os sujeitos do Grupo A (alunos com melhor desempenho) em
relagao aos do Grupo B (alunos com pior desempenho). A antecipagao foi observada tanto
quando eles verbalizavam uma resposta para o problema logo apds a pergunta central do
enunciado, assim como quando eles escreviam um algoritmo. As respostas de antecipagao,
embora incorretas evidenciam niveis de abstracio mais elaborados em relagdo aos que nao
realizam nenhuma espécie de estimativa para o problema. As respostas incorretas de
antecipa¢ao, no entanto, parecem denotar abstracoes pseudo-empiricas no sentido de alguns
enriquecimentos dos sujeitos atribuidos aos problemas multiplicativos, mas com predominio
do emprego das operacGes aditivas.

Analisando-se a segunda categoria de estratégias, quando as criangas fazem o algoritmo
da adigdo para resolver o problema, o resultado refere-se a somatoéria de elementos dos dois
conjuntos ¢ nao da multiplicacio entre os elementos. Um grande nimero de sujeitos
mostraram que fizeram “3 + 3 = 6”7 para o problema do baile entre as criangas, mas o
resultado “6” foi justificado como o valor total de criangas e ndo como sendo o total de pares
possiveis de se realizar, o que resultaria em 9 pares ordenados.

Cabe ressaltar que a variagao de critérios, evidenciada pela categoria 2 como solugao
para os problemas de produto cartesiano parece ser uma caracteristica marcante nas criangas
da 3* série do Ensino Fundamental em relagio a constru¢io do principio multiplicativo,
especialmente no que diz respeito a construgao das operagdes combinatorias.

A atividade dos sujeitos, neste caso, em tarefas de solu¢ido de problemas de analise
combinatoria reflete, em suas estratégias de solugdo, a interpretagao das relagdes subjacentes a

estrutura multiplicativa. Lembra-nos Anghileri (1989) que a variagdo de critérios parece indicar
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o modelo conceitual para a multiplicagio que se desenvolve pela prépria variedade de
esquemas associados nas diferentes situagoes-problema.

Afirma-nos Hegarty et al. (1995) que, ainda que haja evidéncia de que ambos grupos de
sujeitos tendem a usar estratégias de solugao qualitativamente diferentes, seria incorreto
discriminar, neste estudo, que ha existéncia de hierarquias fixas de progressao e de emprego
das mesmas estratégias de solu¢do para todos os problemas. As estratégias, no entanto,
identificadas neste estudo, evidenciam processos mais elaborados e menos elaborados de
compreensao em face da solugao de problemas de natureza combinatoéria.

Quando a crianga consegue elaborar estratégias de solugdo, valendo-se da
correspondéncia termo a termo e calculo algoritmico dos dados numéricos do problema de
analise combinatéria, até diferentes tipos de representagdes graficas, aqui apresentadas,
podemos dizer que se puderam observar aspectos importantes da constru¢do da estrutura
multiplicativa. As estratégias analisadas nas trés categorias evidenciaram um plano provisorio
de solug¢ao mediante problemas de analise combinatéria. As criangas demonstraram realizar
passos importantes e necessarios na aquisicao das nogoes ligadas as estruturas multiplicativas.

Escarabajal (1984) lembra que um esquema é, portanto, uma rede relacional que,
dentro desse contexto, no caso, no da solugao de problemas, descreve em um momento dado,
um conhecimento légico-matematico da crianga. Solucionar um problema consiste em
selecionar um dos esquemas disponiveis e aprimora-los, em razao, por exemplo, dos dados do
enunciado. A andlise dos esquemas utilizados para representar os conhecimentos operados
dentro dos mecanismos de compreensao na solucio de problemas parecem constituir um
quadro tedrico interessante na direcdo do nivel onde esses esquemas tiveram um papel
funcional.

Afirma-nos Moro (1993), com base nos resultados obtidos quanto a analise de
estratégias de solugdo de problemas de adi¢ao e subtracdo, que as categorias de estratégias
descritas em sua pesquisa evidenciaram progressio entre os patamares encontrados. No caso
do estudo da referida autora, foi encontrada uma progressiva diminuicao de estratégias ligadas
a aspectos figurativos, favorecendo estratégias ligadas as agoes iterativas e as explicacOes dadas

pelas criangcas. Da mesma forma, as categorias de estratégias descritas neste estudo,
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evidenciaram aprimoramentos de solugdo dos sujeitos diante de problemas de natureza
combinatoria.

A solugdo dos problemas aritméticos de produto cartesiano aplicados nesta pesquisa
parecem oferecer experiéncia com o objeto de modo a provocar nos sujeitos a utilizagao de
esquemas de acdo. No entanto, um estudo posterior com relagdo a situagées de aprendizagem
poderia caracterizar melhor os avangos ocorridos na reestruturagao dos esquemas empregados
pelos sujeitos.

Assinala-nos Vergnaud (1997) que as criangas conseguem elaborar estratégias de
solucdo consistentes com as situacoes relatadas nos enunciados referentes aos verbos de acio,
e isto se deve aos sistemas de representacio que desempenham um papel estruturante nos
processos de raciocinio. Recorrer a objetos observaveis é um aspecto importante para as
criangas, pois ¢ forma de regular a representacio das quantidades e suas respectivas
transformagdes como forma de solu¢ao quando, ainda, elas nao sao capazes de fazé-lo apenas
utilizando a técnica algoritmica de solugao.

Uma atribuicdo as estratégias é o fato de elas guardarem, em geral, caracteristicas do
pensamento operatério concreto, evidenciando nog¢oes da estrutura multiplicativa e nog¢oes
intuitivas da construcao do raciocinio combinatoério. Tanto na realizagiao da tarefa, como no da
justificativa e representagao grafica, as solugoes dos sujeitos evidenciam um patamar ligado a
busca do sistema combinatério. Valendo-se da utilizagao de estratégias diferenciadas para
chegar a uma resposta, as criangas justificaram, algumas vezes de maneira mais correta, outras
vezes menos correta, os calculos que realizavam para a solu¢ao do problema.

De acordo com Piaget e Inhelder (1975), as estratégias de solu¢ao analisadas neste
estudo emergem: a) das “combinagdes empiricas (condutas de sele¢ao ligadas ao acaso,
tentativa e erro); b) das “combinagdes que buscam um sistema” (apresentando certo padrio de
selecao dos itens); ¢) “combina¢des por descoberta do sistema”.

Lembra-nos English (1991) que criangas mais novas nao progridem além do
comportamento de tentativa e erro para solucionar problemas combinatérios e um pequeno
numero de criangas apresentam algumas tentativas de seguir um padrio de selecao dos itens,

mas raramente elas conseguem prolongar este padrio e chegar a completar a tarefa.
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Os resultados sobre produto cartesiano permitem-nos afirmar que as criangas podem,
sob condi¢bes apropriadas de aprendizagem escolar, realizar pares ordenados para um
problema independentemente de adquirirem um método sistematico de combinatoéria.

Lembra-nos Anghileri (1989), no entanto, que ha um predominio evidente de as
criangas usarem a adi¢ao em detrimento do procedimento e utilizagao da multiplicacio e que
este procedimento pode ser explicado pela fase transitoria entre opera¢Oes unitarias e binarias
destacadas por Vergnaud (1983).

Compreender a multiplicacio e a divisio representa uma transformaciao qualitativa
importante no pensamento das criangas, rompendo com a idéia de que multiplicar ¢é
consequéncia de abreviadas adigdes sucessivas.

Um outro aspecto que mereceu destaque foram os resultados obtidos na prova de
abstracdo. A anilise dos niveis de abstracao em prova de multiplos comuns evidenciou que os
sujeitos do grupo com baixo desempenho em Matematica centram-se em dados de sua propria
acao e das propriedades do material para solucionar a tarefa proposta, evidenciando um
predominio de abstracSes empiricas sobre esta nogao.

A caracterfstica fundamental no estagio mais elementar (nivel IA) conforme descrita
por Piaget (1980) foi evidenciada nas conduta dos sujeitos desta pesquisa. As criangas nao
fazem sequer adi¢cbes sobre adi¢Oes, pois destacam apenas as ag¢Oes isoladas de colocar duas
fichas em uma colec¢io e trés fichas na outra cole¢io.

Embora fossem demonstrados argumentos de conservagao da quantidade, as criangas
pareciam, a0 mesmo tempo no decorrer da prova, valer-se da idéia de que havia mais fichas
nas azuis. Isso refor¢ou a idéia do predominio de abstragdes pseudo-empiricas, enfatizando a
acao de acrescentar fichas. Esta revelou-se como uma maneira de as criancas minimizarem o
problema de se pensar sobre a questao central a ser abstraida nesta tarefa: a da compensacgao
entre o nimero de viagens e fichas nas cole¢oes.

Além da correspondéncia Otica, as criangas que apresentam um nivel elementar de
abstracdo modificam a regra da composicio das coleg¢oes, ou seja, procuram fazer a
composi¢io sempre de um em um e nao de dois em dois ou trés em trés fichas conforme
solicitado. As criancas neste nivel ndo conseguem coordenar todas as informagdes entre o

numero de fichas de cada cole¢do, o nimero de grupos e o da igualdade numérica entre as
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cole¢oes ocorridas no decorrer da prova a qual eles deveriam lidar simultaneamente. Ha uma
clara evidéncia explicitada pelas criangas na dificuldade e oscilagio em pensar sobre fichas e
viagens simultaneamente. Elas chegam ao final da prova dizendo que niao sabem explicar tal
situagao e atribuem sempre a0 acaso.

No nivel seguinte (IB) falamos, entdo, de uma abstragdao pseudo-empirica no sentido de
que os sujeitos ja buscam distinguir e controlar as adigdes que fazem e com isso pensar, ainda
que intuitivamente, com base em suas proprias a¢oes, aspecto este que se mostrou de grande
dificuldade para as criangas do nivel anterior. Os sujeitos deste nivel deram indicio, ainda que
intuitivo, do principio de compensa¢ao, mas explicavam apenas pelas adjungoes sucessivas de
fichas postas nas cole¢oes. Com isso, reafirmavam que estavam fazendo as cole¢oes sempre de
dois em dois e trés em trés.

As expressdes ‘pegar em cada” e “cada wm dos” utilizadas por sujeitos deste nivel
mostraram fortes evidéncias de um indicio de elabora¢io do principio de compensacao e
forma transitoria para o nivel IIA, pois ao utilizar tais expressGes para explicar a tarefa, as
criangas tentavam demonstrar que ja nao estavam pensando somente em adigdes sucessivas
dos grupos que compunham, e sim no nimero de elementos contidos em cada um dos grupos,
o que denominamos adigoes de adigoes.

Um nivel de abstracio reflexionante mais elaborado esta no fato de as criancas do nivel
ITA conseguirem estabelecer um principio compensatério, mas com base nas agoes sucessivas
de ir adicionando as fichas de cada colecao e explicitacdo de que seria necessario pegar sempre
mais fichas do grupo das amarelas de viagens. Essas criancas davam argumento do principio de
compensac¢ao dizendo que havia uma regra e que esta referia-se ao fato de que, ao se colocar
de duas em duas as fichas amarelas, precisariam fazer mais viagens e, a0 mesmo tempo, fariam
menos viagens para compor a cole¢ao das fichas azuis.

O avanco dos sujeitos no nivel IIA mostrou-nos claramente que eles admitiam uma
regra, a qual estava ligada a mudan¢a dos “grupinhos”, sem, no entanto, estabelecerem a
relagio de que era preciso para cada “2 x 3" 9" o equivalente a 3 x 2™

No que as criangas deste nivel ndo conseguiram avangar ¢ do que nao tomaram
consciéncia disse respeito a quantificagao do nimero exato de viagens e fichas entre as duas

cole¢oes. Este indicio de argumento compensatério, o de atribuir mais viagens para um grupo,
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parece-nos ser um primeiro passo para comegar a pensar sobre a questao estrutural da nog¢ao
de multiplo comum pertinente, ou seja, o nimero de vezes em que a crian¢a apanhou duas
fichas das amarelas e trés fichas das azuis.

Conforme descrito na andlise dos resultados sobre a prova de abstragao, nao foram
encontrados sujeitos no nivel IIB. Neste nivel, as criancas seriam capazes de anunciar o
numero de “n” viagens que sao equivalentes ao numero de “n” fichas entre uma colegio e
outra.

Da mesma forma, nao foram encontrados, nesta pesquisa, sujeitos no Estagio I1I. As
condutas e justificativas das criangas nao foram, em nenhum momento, evidenciadas por
abstracoes reflexivas. Em nenhum momento, as condutas deixaram de ser realizadas sem o
suporte de suas agoes, tampouco valendo-se de antecipagdes que levavam a enunciar e tomar
consciéncia de que o estabelecimento de relacdo entre as fichas e as viagens estava ligado ao
fato de se ter sempre o dobro de fichas em uma das cole¢es.

Lembra-nos Fridman e Bryant (1994) a capacidade que tém as criangas de ajustarem o
principio de correspondéncia quando tém que repartir quantidades desiguais, em que uma
quantidade ¢ mdltipla da outra. Primeiramente, uma tendéncia marcante das criangas ¢ a de
equiparar as quantidades dos grupos. Posteriormente, outra dificuldade marcante é a
impossibilidade de solucionar a tarefa por meio da equiparagao de grandes quantidades.

Os dados obtidos quanto ao nivel de abstra¢do das criancas do Grupo B apdiam a
sustentacao de Piaget (1980) sobre a dificuldade das criangas quanto a construcao de multiplos
comuns. Essas mesmas criangas, no entanto, nao sao completamente inconscientes das
relagoes multiplicativas presentes na nogao de multiplos comuns.

Algumas consideragoes a respeito das relagoes entre as analises dos fatores de
desenvolvimento cognitivo, solu¢io de problemas e desempenho matematico sio apresentadas
na sequiéncia.

Os fatores ligados aos resultados dos alunos nas provas de multiplos comuns e das
operagdes combinatérias investigadas nesta pesquisa estio correlacionados com os itens
contidos na prova do SARESP quando analisada na sua totalidade. Na sua grande maioria, os
itens contidos na prova do SARESP sio questoes que solicitavam dos alunos conhecimentos a

respeito dos conteudos referentes a nimeros e as quatro operacoes aritméticas. Ao mesmo
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tempo, estes itens suscitam diferentes niveis de habilidades dos alunos a fim de que estes
consigam solucionar adequadamente as questoes.

Os dados permitem-nos afirmar que a relacio entre desempenho em provas de
Matematica, de multiplos comuns, de opera¢des combinatorias e solu¢ao de problemas de
produto cartesiano evidenciam que conhecimentos de natureza conceitual, de natureza
procedimental e conhecimentos declarativos referentes a estrutura multiplicativa estao
relacionados entre si e presentes nestes instrumentos, influenciando os resultados dos sujeitos.

De todos os fatores analisados, conforme descrito no capitulo 5, constatou-se que a
prova do desenvolvimento cognitivo das operagdes combinatorias de quatro elementos
tomados dois a dois foi o unico fator que nao apresentou correlagio com nenhum dos itens
especificos sobre a operacio da multiplicacio da prova do SARESP. Da mesma forma, o
problema 1 (camisas e bermudas) também foi o unico fator que nao apresentou correlagao
significativa quando analisado com todos os itens da prova do SARESP.

Estes dados indicam particularmente que, componentes especificos do conteudo sobre
analise combinatoria presentes nestes fatores nio mantém correspondéncia direta com os
contetudos avaliados em termos dos itens que compdem a prova do SARESP. No entanto, vale
ressaltar que os demais problemas de produto cartesiano apresentaram correlacao significativa
com o SARESP e sido, em termos de quadro conceitual, semelhantes ao problema 1 e as
operagdes combinatorias de quatro elementos tomados dois a dois. Este dado nos permite
assinalar, no caso desta pesquisa que, obter sucesso na prova do SARESP nio depende do
aluno apresentar niveis mais ou menos elevados nas provas de analise combinatoria.

Outro dado que cabe destacar é que foi encontrada na prova de abstragio com 36
fichas uma correlagao altamente significativa com os itens do SARESP. Nesta etapa da prova,
os sujeitos que apresentaram maior indicio de desenvolvimento apresentaram também melhor
desempenho em Matematica. Talvez aqui tenhamos encontrado um estreitamento maior com
relacio aos processos cognitivos dos sujeitos frente aos niveis de abstracio em multiplos
comuns e os itens de conteido matematico avaliados na prova do SARESP.

E evidente que esse estudo nio investigou profundamente as correlacdes entre os itens
das provas, mas evidenciou resultados interessantes sobre a existéncia das relagdes entre

desempenho escolar e abstracio reflexionante implicitos no processo de constru¢io do
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pensamento multiplicativo de criangas das séries iniciais do Ensino Fundamental, citados
anteriormente.

Estes resultados sugerem a realizagdo de outros estudos que possam aprofundar os
aspectos especificos de cada item de avaliagao do desenvolvimento cognitivo com cada item da
prova do desempenho em Matematica.

E importante relembrarmos que os dados obtidos sobre os niveis de classificacio do
processo de abstracdo evidenciou casos particulares de assimilagao generalizadora dos alunos
que obtiveram a classificagdio de niveis mais elevados. Nesta prova, ficou evidenciada a
tentativa das criangas quanto ao reconhecimento do velho em um novo conteido. Houve um
enriquecimento dos observaveis ja existentes por processos de abstracdo das criangas entre as
trés etapas da provas utilizando diferentes quantidades, sem que possamos atribui-la a uma
modifica¢io do sistema.

A abstracao reflexiva esta relacionada a generalizacao construtiva. De maneira geral, o
sentido do processo de generalizacdo em Psicologia ¢ a de uma extensio de um conceito ja
existente. A generalizagdo ¢ uma func¢ao geral indissociavel da abstracdo, pois nao se abstrai
mais que para generalizar e, para se generalizar, é preciso valer-se da abstragao.

Lembramos, ainda, que as criangas que apresentaram melhor desempenho matematico
chegaram a solucionar corretamente alguns dos problemas de produto cartesiano, também
com apoio da representagao grafica (outra vez, desenhos, tracos, flechas), registrando, na etapa
final das combina¢des o algoritmo de multiplicagao correspondente a situagao. Esses dados
levam-nos considerar que a possibilidade de solucionar um problema matematico de estrutura
mais complexa, como a que envolve a operagdo combinatéria, por meio da utilizagdo do
algoritmo da multiplicagao, implica nivel de abstra¢oes reflexionantes, o que as criangas,
mesmo as que apresentam os melhores desempenhos, ainda nio fazem senao com base nas
acoes de combinar. A transposi¢ao daquilo que as criangas fazem na agdo e na representagao
dos grafismos ou esbogos de pares ordenados para a escrita algoritmica deve ser uma
preocupagao central do trabalho de intervengdao de professores que pretendem contemplar
processos cognitivos em detrimento de uma atuagao enfatizada na obtenc¢ao de uma resposta.

Os problemas de multiplicacio e divisdo aplicados no trabalho de Brito (2000)

evidenciaram solugdes corretas predominantemente pelos sujeitos das séries finais do Ensino
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Fundamental, valendo-se de representacdo grafica diferenciadas com desenho de objetos,
tracos e bolinhas em relagio a aplicacao de algoritmos.

Embora o problema 3 (sala de aula) tenha obtido maior nimero de acertos em relagao
ao problema 1 (camisas e bermudas), os dados evidenciaram também um pequeno nimero de
sujeitos que nao realizaram qualquer tipo de solu¢ao. Cabe lembrar que se tratava de um
problema nio rotineiro, o que pode ter influenciado o desempenho de alguns sujeitos que
apresentaram maior dificuldade para encontrar a solugdo. Os estudos de Lindquist e outros
(apud Brito, 2000) constataram que os alunos apresentavam melhor desempenho quando os
problemas eram apresentados de forma semelhante a dos livros didaticos ou aos exercicios
passados pelos professores, sobretudo quando os algoritmos apareciam registrados de forma
usual na técnica operatoria.

Lembra-nos Almeida e Almeida (1998) que a familiaridade da situacdo descrita é um
fator facilitador, cuja representacio faz parte do repertério da estrutura das criangas,
resultando, assim, na solu¢ao adequada para o problema, em contraposi¢ao a problemas nao
familiares.

Outro fato a se mencionar, que mereceu destaque no momento de finalizagio deste
estudo, é a importancia da area da Matematica atribuida pelas criangas ao processo ensino-
aprendizagem escolar.

No nosso estudo, ndo tratamos das atitudes dos alunos em relacio a2 Matematica, mas
trabalhamos com algumas opinides por eles manifestadas diante dessa area de conhecimento.
Os resultados sobre as preferéncias dos alunos pela area de Matematica permitem-nos afirmar
que, embora esta area seja uma das disciplinas tida como uma das mais complexas, pois ela é,
a0 mesmo tempo, uma disciplina que seduz os alunos dos primeiros anos do Ensino
Fundamental, entrevistados, na sua relagio com a aprendizagem escolar. Parece-nos que a area
em si ndo provoca, a primeira vista, no caso de criangas das séries iniciais do Ensino
Fundamental investigadas neste estudo, sensacao de aversio. Ao contririo disto, mostrou-se
como uma area importante e necessaria na visdo das criangas. Talvez, o desconforto e o
constante baixo desempenho em Matematica passe a ocorrer mais tardiamente em razao do
processo de aprendizagem pelo qual os alunos sio submetidos no periodo de sua

escolarizagao.
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Implicagdes psicopedagogicas

As consideragoes com as quais pretendemos finalizar a interpretacio dos dados deste
estudo referem-se a algumas implicag¢oes psicopedagdgicas para o ensino de Matematica.

Diferentes orientagdes didaticas tém, ao longo dos anos, indicado diversas formas de
interpretacdo das influéncias nas escolas brasileiras, de teorias do desenvolvimento e
aprendizagem, como marcos psicologicos, no sentido de busca de solu¢bes para o ensino.

E interessante para o educador entender como a crianga chega a assimilar, ou,
conforme a perspetiva piagetiana, construir propriedades essenciais do sistema numérico.

O trabalho de Piaget sobre a inteligéncia do ser humano tem exercido uma influéncia
marcante nas propostas e parametros curriculares nacionais (PCNs), ainda que, possivelmente
em menor grau nas metodologias adotadas nas escolas brasileiras, em especial no que diz
respeito ao ensino da Matematica. Também tem influenciado pesquisas sobre a constru¢ao do
conceito de nimero e das operagoes aritméticas.

A revisao da literatura mostra estudos que tém destacado o carater mecanico e
destituido de significado com relagiao ao trabalho escolar da Matematica nas séries iniciais do
Ensino Fundamental. No nosso estudo, acreditamos que a contribui¢io destas pesquisas revele
a importancia de se compreenderem as relages entre desenvolvimento do pensamento logico-
matematico e a solicitagao do meio, como, por exemplo, o trabalho do professor.

A analise das estratégias de solugdo de problemas aritméticos de multiplicagio mostrou
que a construgao do raciocinio multiplicativo nao ¢ uma tarefa simples. Neste estudo verificou-
se que alguns sujeitos podiam compreender relagdes multiplicativas mesmo que nao chegassem
a solugdo quantitativa correta. Como afirmam Nunes e Bryant (1997), a crianca que passa da
adi¢ao-subtracao para a multiplicagio deve dar conta de um novo conjunto de situagoes, de
relagdes logicas novas e de sentidos novos do numero.

Situagbes nas quais os professores elaboram as etapas de solugdo, tal como a
apresentacao do algoritmo para um problema matematico indica um espa¢o muito restrito aos

alunos para a busca diferenciada e de natureza mais reflexiva diante da solugao de problemas.
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Lembra-nos Domingues de Castro (1996) que o pensamento reflexivo implica
atividades, as quais a escola nio deveria ignorar. O incentivo a crianca em realizar certos
percursos mentais, como o da agdao a sua representacdo, o de sequéncias de eventos a sua
reconstituicao, por exemplo, sao tarefas que os professores nio podem esquecer. A pratica
docente deve implicar um compromisso de criar e organizar situagoes que solicitem a reflexdo
e o processo de abstragao dos alunos.

O trabalho com material manipulativo, permitindo-se a crianca explorar as rela¢oes,
incentivando a analisar o proprio raciocinio e agdo, pode contribuir para progressos na
compreensao da multiplicagao.

Enfatiza-nos Vergnaud (1991) que, comumente, o trabalho das criangas na solugao de
problemas implica abstrair a operagao aritmética que represente a transformagao ocorrida entre
dados apresentados, com base no estado inicial e estado final. A importancia de um tratamento
didatico do professor diante da compreensao do enunciado do problema e da elaboragio de
esbogos dos alunos por meio de distintas formas de representagdes graficas, como a utilizagao
de esquemas, de desenhos e de numeros até que se possa matematiza-las no sentido da
operagdo aritmética mais formalizada, amplia-se significativamente na realizacio da
transformagao dos dados do problema e reflete o processo de solu¢io compreendido pelos
alunos.

Além disso, o encorajamento da comunicagao entre colegas, na sala de aula, por parte
dos professores nao significa ignorar o valor da reflexao pessoal e sim reconhecer que a troca e
a comunicacdao entre os alunos exigem esforcos de tomada de consciéncia e de clareza de
pensamento. A ocorréncia desses aspectos é necessaria a aprendizagem e se estabelecem com
base na reciprocidade e na cooperagao intelectual.

Ha que estabelecer-se um processo harmonico em relagdo a Matematica, ao aluno e ao
saber matematico a ser construido. Por um lado, a Matematica pode ser vista como uma
disciplina em que as criangas apresentam com maior énfase, uma inteligéncia pratica, ou ainda,
trata-se de uma area de carater utilitario no sentido de vida econoémica das pessoas, assim como
as transi¢cOes comerciais que realizam diariamente. Por outro lado, porém, é papel da escola e
do professor potencializar e auxiliar as criangas para a aquisicdo de uma Matematica expressa

como uma disciplina que se caracteriza pela possibilidade de estruturar o raciocinio. Dessa
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forma, a Matematica pode ser entendida como uma area do conhecimento que auxilia
significativamente a realizagdo de conexdes entre outras areas do saber e o préprio contetdo
do cotidiano. Assim essa ciéncia, favorece o estabelecimento de relagdes, construindo formas
dedutivas de raciocinio, como ¢ o caso de estabelecer relagdes entre o todo e as partes, além de
formas indutivas de raciocinio, tal como ir das partes para o todo.

Rotineiramente, na escola, os alunos sio solicitados a solucionar problemas que
envolvem situagdes quantitativas ligadas a tematica da vida cotidiana ou situa¢Ses hipotéticas.
Temas como o consumo, o trabalho das pessoas, ou mesmo situagdes rotineiras que desafiam
o raciocinio das criangas sao formas pelas quais elas podem valer-se para aprimoramento ou
avangos de relagOes quantitativas a serem construidas.

A pratica pedagdgica dos professores pode contemplar problemas matematicos, l6gicos
ou de linguagem, assim como, por exemplo, problemas de relagdo interpessoal, ocorridos no
cotidiano das criangas. Acredita-se que a linguagem oral e escrita, a expressao artistica entre
outros tipos de linguagem, como os diferentes tipos de representagao grafica, sio recursos
interessantes na aprendizagem de soluc¢do de problemas matematicos.

A compreensao dos processos de constru¢iao de conhecimentos matematicos presentes
no curriculo escolar deve ser considerada elemento indissociavel da pratica de ensino dos
professores. O ensino da Matematica nas séries iniciais do Ensino Fundamental objetiva,
alcangar, da parte dos alunos, o dominio de conhecimentos como a conceitualizagio do
numero, as operag¢oes aritméticas ¢ a geometria basica. Estes topicos devem estar ao alcance de
todos, com base nas analises consistentes, por parte dos professores, de aspectos sbcio-
politico-econémicos contemplados no curriculo, valendo-se de um processo ensino-
aprendizagem efetivo em sala de aula.

Algumas de nossas consideragoes quanto a orientagoes metodoldgicas estdo relacionadas
as idéias postuladas por Vergnaud (1981) quando o autor assinala que a aquisicio de
conhecimentos matematicos constituem um objeto de estudo bastante complexo e que nao
pode ser compreendida apenas pelo seu carater metodolégico (ou em uma abordagem
metodologica). Ressalta o autor, no entanto, algumas idéias como a necessidade de recorrer a
diversidade de métodos e ao desenvolvimento da experimentacio na sala de aula como

orientagdes metodolégicas fundamentais a pratica dos professores. Lembra as entrevistas
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clinicas individuais do tipo critico, desenvolvidas por Piaget, como um procedimento
inetressante para que os professores possam analisar as dificuldades conceituais e de
procedimentos nas quais os alunos se valem diante de uma dada situagao.

Do ponto de vista metodolégico, os professores podem estabelecer uma dinamica de
atividades em sala de aula, solicitando rotineiramente das criangas um acompanhamento
detalhado do que estio realizando. Alguns procedimentos metodolégicos podem ser
esquematizados da seguinte forma:

Troca de idéias iniciais - Este procedimento pode ocorrer como forma de abordagem inicial
da problematica que se pretende abordar com os alunos. A troca de idéias pode ser realizada
de forma verbal, escrita ou por meio de dramatizacio sobre uma determinada situacdo-
problema surgida, ou criada em sala de aula.

Utilizagao de material concreto de apoio — Neste tipo de procedimento metodolégico, o
professor pode valer-se da acao das criangas sobre objetos diferenciados ou mesmo de
representacdo grafica dos objetos, ou ainda de esbogos escritos ou esquemas utilizados que
revelam o conhecimento que os alunos tém de um determinado problema. Este procedimento
deve favorecer, ainda, o estabelecimento de novas relages das criangas com o problema em
questao.

Utilizagao de grafismos na lonsa — Valer-se da escrita matematica ou de quadros esquematicos
das criancas em face da solugdo de um problema deve ser ferramenta de trabalho dos
professores. Utilizar formas de representagao grafica diferenciadas dos alunos é uma forma de
conceitualizar e de concretizar as explicagdes verbais ou mesmo as relagbes e os calculos
mentais realizados sobre o material concreto de apoio sobre o problema analisado.

Debate no coletivo (assembléias) — O professor devera promover situagdes em que
respeitando o momento e o conteudo da participagao de cada membro do grupo, propicie que
surjam novas idéias sobre os dados até entio analisados sobre um problema. Este momento
revela-se fundamental aqueles que dio importancia ao processo de solucio, sendo, entao,
explicitadas estratégias e contra-argumentagdoes permanentes sobre aspectos importantes
trazidos pelos alunos. F uma solicitacio constante no decorrer da aula e indispensavel para

explicitar a contraposicao de idéias e elaboragao de novas hipoteses.
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Trabalho individual — Ainda que a tonica do trabalho, em sala de aula, possa ser
enfatizada por processos didaticos coletivos, faz-se necessario e fundamental realizar tarefas de
sintese pessoal dos alunos. As sinteses individuais, no entanto, podem ocorrer alternadamente
em relagio aos momentos coletivos e os professores nao devem perder de vista a importancia
de explicita-las e integra-las ao grupo, pois o trabalho do professor em tentar aproximar
respostas elementares a repostas mais sofisticadas pode surgir da oportunidade oferecida por
eles mesmos ao aproveitar o trabalho individual de cada um.

Retorno a comparagao coletiva — Ha possibilidade, no decorrer do trabalho individual, de o
aluno voltar a trocar idéias com um ou mais colegas, ou ainda pedir permissao para “usar’” uma
mesma idéia ja anunciada e discutida para a solu¢do de um problema. Essa estratégia permitida
e combinada entre os alunos ndo significa “cépia” da atividade entre as criangas e sim o
“empréstimo da idéia do outro” que implicaria reconstru¢ao da idéia do outro pela crianga
como ponto de partida para realizar a solugao do problema proposto.

A possibilidade de uma intervencdo psicopedagégica em sala de aula, segundo as
orientagdes didaticas aqui descritas, auxiliariam o exercicio constante de tarefas reguladas entre
a a¢ao individual e a coletiva. A autonomia e compromisso da crianga com o seu processo de
aprendizagem, em especial, com um melhor aproveitamento entre “o pensar”, “o fazer” e “o
compartilhat” no processo de constru¢io de conhecimento passa a ter outro significado,
diferentemente das praticas mais tradicionais de ensino que vém ocorrendo no espago da sala
de aula.

Esta perspectiva também nos leva a considerar que os erros cometidos pelas criangas
sao manifestacoes de elos de um processo de construcdo intelectual que deve ser objeto de
analise do professor. As manifestagdes dos alunos em conjunto com um olhar focado para os
processos mentais ocorridos informam a prépria natureza do processo e do percurso em que
se encontra o aluno.

Dar tratamento didatico-pedagogico aos erros dos alunos pode leva-los a superacio
dos mesmos, levando-os a outros niveis de elaboragio e compreensio do problema. Ao
mesmo tempo, a superacao dos erros diante de um problema pode dar lugar a novas condutas

equivocadas. Este processo pode constituir-se em um movimento interessante para o
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professor no que diz respeito a uma maior e melhor aproximac¢ao da construcao final que se
espera quanto a formalizagdo ou convengao sobre um determinado contetido matematico.

O professor podera investir em problemas aritméticos, especialmente os de estrutura
multiplicativa que envolvem nog¢des combinatérias, de proporc¢ao e probabilidade, mediante as
quais as criangas pequenas sintam necessidade de elaborar algum tipo de registro, valendo-se
da sua propria notagdo como uma forma significativa para a compreensao de problemas desta
natureza.

Quando o professor, em sala de aula, propoe problemas de estrutura diferenciadas das
usuais tratadas na escola, em especial nas séries iniciais do Ensino Fundamental, como os de
analise combinatoria, de probabilidade e estimativas, podera ele promover avancos no que se
refere ao processo de abstracio reflexionante de construcao das operagoes aritméticas, assim
como ao estabelecimento de relagdes mais ampliadas em tarefas escolares.

Podera possibilitar, ainda, trocas entre os alunos e alunas em nivel verbal e
manipulativo, acompanhado de argumentagoes, contra-argumentagoes e criagdo de esbogos,
rascunhos ou esquemas de solucdo inventados e cada vez mais aprimorados pelas proprias
criangas.

A solugao de problemas, como lembram Pozo et al. (1994) deve ser entendida como
um “continuum educacional”. Exige tratamento dinamico, tanto por parte dos professores que
os propoem como dos alunos que os executam. E preciso compreender que a solucdo de
problemas nao deve ser confundida como uma atividade de simples exercitagao repetitiva que
envolve relacGes quantitativas.

Observamos, entdo, que a escolha do trabalho didatico-pedagégico do professor em
relacao a solug¢ao de problemas matematicos de enunciado deve valorizar a organizacao de
atividades que favorecam a abstracdo reflexionante. O professor deve valorizar a atividade
intelectual deste tipo de tarefa e, com base nisto, constituir-se o verdadeiro eixo condutor da
pratica educativa.

Tomando a perspectiva de Vergnaud, é preciso que a tarefa de solugdo de problemas
matematicos venha acompanhada da elaboracao de situacdes que provoquem mobilizag¢ao de
conhecimentos pelo aluno, levando-o a elabora¢io de esquemas de agio, propiciando novos

saberes.
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Os conceitos matematicos, na verdade, terdo sentido, do ponto de vista do processo
ensino-aprendizagem, se forem abordados e explorados em nivel de tarefas que envolvam
solucio de problemas.

A escola, em especial, as aprendizagens escolares desempenham papel essencial no
desenvolvimento do conhecimento matematico. Existe uma variedade de situagdes que podem
ser dadas aos alunos de forma que proporcionem aprendizagem de novos e sofisticados
procedimentos em relagio a compreensao de conteddos matematicos que, por via de regra,
nao sao adquiridos formalmente fora da escola.

Pesquisas adicionais devem ser empreendidas a fim de investigar como criangas das
séries iniciais podem ser incentivadas a progredir além das estratégias de correspondéncia, de
contagem e aditivas no processo de solu¢do de problemas multiplicativos. Além disso,
promover pesquisas ¢ necessario para a compreensao dos componentes do pensamento
multiplicativo, do raciocinio proposicional de um sistema combinatoério, conforme investigado
por Piaget.

Acredita-se que as pesquisas desenvolvidas sido pontos de partida para os professores
compreenderem o quadro teérico dos processos de construg¢ao de conhecimentos dos alunos e
devem ser acessiveis e devidamente oportunizadas por meio de projetos especificos de
formacao dos professores. Transformar a sala de aula em um espago de investigacdo, assim
como de producio de conhecimentos dos alunos implica sempre alguma ousadia porque
pressupOe desafios constantes na pratica dos professores, aprimorando seus proprios
processos intelectuais regulados com acbes pedagogicas inseridas em projetos coletivos de

atuacao.
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ANEXOS

ANEXO 1 - Prova de Matemaitica do Sistema de avaliacio do Rendimento Escolar do Estado de Sio
Paulo / SARESP

SISTEMA DE AVALIAGAO DE RENDIMENTO ESCOLAR

MATEMATICA
DO ESTADO DE SAQ PAULO

1 Dé os vizinhos:

(1 T oy
MATEMATICA e

813 +17 = b) 307 + 62 = c)252 +50 =
a -
32 SERIE
Nome do Aluno: A ; 3 Gomplete a sequéncia:
ldade: .. Sexo: @ 85, 86, 87, L
4 Num viveiro de aves estio 44 candrios, 20 periquitos @ B araras.
Tmining
Secrwraria de Porndo da Piducagie G o Estada de Sha Pauie
Abril - 1996
Noviveiroestdo___________aves. .
5 No guadriculado que aparece abaixo o desenhista marcou os 8 - N
caminhos que Vera, Camila e Tiago seguiram para chegar até o v
tesouro. T X | [ %
x x x
x x x
L% x x
'B' Vora
MNum jogo de boliche cada jogador marcou com um X quantas
garrafas derrubou
Observe as marcas de cada |ogador @ responda:
Tiage | | Camila
Quem derrubou mais
Quem percorreu o caminho mais curto? . Quantas garrafas Raul derrubou?
Quem percorreu o caminho mais lengo? Quantas garrafas Paulo derrubou a mais que Mario?
8 Calcule: b) 286- 154 =
17-13 =
-} Com este cheque eu comprel um relégio por 84 reals. Complete Ml =i 124
o cheque escrevendo o prego por extenso. -
10

Uma pista de kart tem 3 quildmetros de extensdo. Em uma corri-

da do 8 voltas guantos quildmetros os karts devem percorrer para
complatar a prova?

_Dnal



= B arin
Marina saiu de sua casa para ir a padaria, passando pela banca
de jornais,
Calcule a distincia que ela percorreu até chegar a padaria.
E: a cdo e o itado do p no espago abaixo.

Ao voltar para casa, Marina passou pela casa de Andréa.
Responda: Qual o percurso mais longo: o da ida ou o da volta?
Explique sua resposta nas linhas abaixo:

12 Esta gaveta tem 6 divises. Em cada divisao tem uma dizia de
parafusos. Quantos p estao g na gaveta?
Marque com um X a melhor resposta:

} aproximadamente 20
) aproximadamente 50
| aproximadamente 70

(
(
1}
| ) aproximadamente 100

16  QObserve esia lista de pregos:

™

»  pequenc 20 reai 13 recis Troais 115 recis
» midic 27 recis 19 reais 10 reais 170 recis
® onie 33 recis 25 reqis 15 meis 184 reais

a) Qual o preco de uma camiseta grande?
b} Qual o preco de um boné médio?
¢) Escreva o nome e o tamanho do objeto que custa:

115 reais
17 Calcule: b) 35:1= ¢l
a) 21:3= ) 26412
18 Ana tem 20 palitos de sorvete. Colando 5 palitos numa folha de
papel ela fez uma casa como esta

Quantas casas iguais a esta Ana pode fazer com os
palitos da caixa?

LT
(I

13 Siga esta instrugfo:

- Mo espago abaixo desenhe um tridngulo.
- Agora, desenhe um circulo & esquerda do tridngulo.
- Mo imterior do circulo desenhe um quadrado.

14 Calcule:

b)42x10=
a)MM x2=

©) 25
x4

15 André tam esse dinheiro na canaira:

2,

André comprou um robd que custou 37 reals.
Desenhe as nolas que ele usou para pagar o robd.

Desenhe as notas que scbraram na carteira de André.

19 O time de futebol da escola tem 27 alunos. Faltaram ao treing
de ontem 9 alunos,

Quantos alunos estiveram no freino de ontem?

Resposta:

Juliana tem 100 reais. Ela quer comprar uma mochila e um viol3o.
Com o dinheiro que tem, Juliana pode comprar os dois presentes?

Explique sua resposta:

21 Marcelo chegou na casa da avo dele as 9 horas e saiu as 11 horas.
Quantas horas ele ficou na casa da avd?
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ANEXO 2 — Distribui¢ao dos sujeitos de acordo com o desempenho em Matematica na prova do

SARESP em relacio as escolas

Descriptives
SARESP
95% Confidence Interval for
Std. Mean

N Mean Deviation Std. Error  Lower Bound Upper Bound ~ Minimum Maximut
1,00 31 11,6452 7,9773 1,4328 8,7191 14,5712 ,00 26,C
2,00 23 14,4348 6,7476 1,4070 11,5169 17,3526 3,00 24.C
3,00 32 10,5000 6,8061 1,2032 8,0462 12,9538 1,00 24.C
4,00 46 12,6304 7,4158 1,0934 10,4282 14,8326 2,00 27.C
Total 132 12,1970 7,3344 ,6384 10,9341 13,4598 ,00 27,C

ANEXO 3 - Analise de variancia quanto ao desempenho escolar em Matematica em relacdo as escolas

ANOVA
SARESP
Sum of
Squares df Mean Square F Sig.
Between Groups 225,412 3 75,137 1,410 ,243
Within Groups 6821,466 128 53,293
Total 7046,879 131

ANEXO 4 — Distribui¢do dos sujeitos de acordo com o desempenho em Matematica em relagdo ao

género
Group Statistics
Std. Std. Error
GEN N Mean Deviation Mean
SARESP ,00 64 11,5156 7,4087 ,9261
1,00 68 12,8382 7,2598 ,8804
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ANEXO 5 — Prova T-Test quanto ao desempenho em Matematica em relagdo ao género

Independent Samples Test

svene's Test for Equali
of Variances t-test for Equality of Means

% Confidence Inte

Mean  Std. Error __ the Difference

F Sig. t df  3ig. (2-tailed Difference Difference Lower Uppe
SARES Equal variances assur ,103 ,748 -1,036 130 ,302 -1,3226 1,2770  -3,8490 1,20
Equal variances not a: -1,035 129,145 ,303 -1,3226 1,2778  -3,8507 1,20

ANEXO 6 - Distribui¢do da freqiiéncia das médias de desempenho dos sujeitos em relagio as idades

ANOVA
SARESP
Sum of
Squares df Mean Square F Sig.
Between Groups 555,053 2 277,526 5,515 ,005
Within Groups 6491,826 129 50,324
Total 7046,879 131
ANEXO 7 - Anilise das correlacGes entre os niveis de classificacdo e as diferentes quantidades
utilizadas na Prova de Abstracio
Correlations
ABI12 AB24 AB36
Spearman's rho ABI12 Correlation Coefficient 1,000 JT4TH* 779
Sig. (2-tailed) , ,000 ,000
N 32 32 32
AB24 Correlation Coefficient JT4T** 1,000 ,861
Sig. (2-tailed) ,000 , ,000
N 32 32 32
AB36 Correlation Coefficient ,779%* ,861%* 1,000
Sig. (2-tailed) ,000 ,000
N 32 32 32

**. Correlation is significant at the .01 level (2-tailed).
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ANEXO 8- — Teste Qui-quadrado referente as diferencas de desempenho matematico dos sujeitos e

niveis de classificagdo do processo de abstracio com 12 fichas

Chi-Square Tests

Monte Carlo Sig. (2-sided)

99% Confidence Interval

Asymp. Sig.
Value df (2-sided) Sig. Lower Bound Upper Bounc
Pearson Chi-Square 4,804% 2 ,091 L1 10° ,102 11
Likelihood Ratio 5,986 2 ,050 ,082° ,075 ,08
Fisher's Exact Test 4,378 L1 100 ,102 11
N of Valid Cases 32

a. 2 cells (33,3%) have expected count less than 5. The minimum expected count is 1,50.

b. Based on 10000 sampled tables with starting seed 2000000.

ANEXO 9 - Teste Qui-quadrado referente as diferencas de desempenho matematico dos sujeitos e

nfveis de classificacdo do processo de abstracao com 24 fichas

Chi-Square Tests

Monte Carlo Sig. (2-sided)

99% Confidence Interval

Asymp. Sig.
Value df (2-sided) Sig. Lower Bound Upper Bounc
Pearson Chi-Square 6,659% 2 ,036 ,035b ,030 ,04
Likelihood Ratio 8,636 2 ,013 027° ,022 ,03
Fisher's Exact Test 6,474 ,035b ,030 ,04
N of Valid Cases 32

a2 cells (33,3%) have expected count less than 5. The minimum expected count is 2,50.

b. Based on 10000 sampled tables with starting seed 2000000.

ANEXO 10 - Teste Qui-quadrado referente as diferencas de desempenho

niveis de classificagdo do processo de abstracio com 36 fichas

Chi-Square Tests

matematico dos sujeitos e

Monte Carlo Sig. (2-sided)

99% Confidence Interval

Asymp. Sig.
Value df (2-sided) Sig. Lower Bound Upper Bounc
Pearson Chi-Square 10,5212 2 ,005 ,005b ,003 ,00
Likelihood Ratio 13,203 2 ,001 ,003° ,001 ,00
Fisher's Exact Test 10,540 ,004b ,002 ,00
N of Valid Cases 32

a. 2 cells (33,3%) have expected count less than 5. The minimum expected count is 3,00.

b. Based on 10000 sampled tables with starting seed 2000000.
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ANEXO 11 - Teste Qui-quadrado referente as diferencas de desempenho matematico e estagios de
classificagao das operagdes combinatérias com 4 elementos tomados dois a dois

Chi-Square Tests ©

Asymp.
Sig. Exact Sig. Exact Sig.

Value df (2-sided) (2-sided) (1-sided)
Pearson Chi-Square 7,575° ,006 ,015 ,00¢
Continuity Correction 2 5,565 ,018
Likelihood Ratio 8,362 ,004 ,015 ,00¢
Fisher's Exact Test ,015 ,00¢
N of Valid Cases 32

a. Computed only for a 2x2 table

b. 2 cells (50,0%) have expected count less than 5. The minimum expected count is 4,50.

C. For 2x2 crosstabulation, exact results are provided instead of Monte Carlo results.

ANEXO 12 - Teste Qui-quadrado referente as diferencas de desempenho matematico e estagios de
classificagdo das operagbes combinatérias com 4 elementos tomados trés a trés

Chi-Square Tests °©

Asymp.
Sig. Exact Sig. Exact Sig.

Value df (2-sided) (2-sided) (1-sided)
Pearson Chi-Square 6,000° ,014 ,037 ,01¢
Continuity Correction 2 4,167 ,041
Likelihood Ratio 6,578 ,010 ,037 ,01¢
Fisher's Exact Test ,037 ,01¢
N of Valid Cases 32

a. Computed only for a 2x2 table

b. 2 cells (50,0%) have expected count less than 5. The minimum expected count is 4,00.

C. For 2x2 crosstabulation, exact results are provided instead of Monte Carlo results.

ANEXO 13 - Teste Qui-quadrado referente as diferencas de métodos empregados pelos sujeitos dos
subgrupos para solucionar as opera¢des combinatorias de quatro elementos tomados dois a dois

Chi-Square Tests

Monte Carlo Sig. (2-sided)

99% Confidence Interva

Asymp.
Sig. Lower Upper
Value df (2-sided) Sig. Bound Bound
Pearson Chi-Square 8,1052 017 ,028P ,024 ,03:
Likelihood Ratio 9,893 ,007 ,019P ,016 ,02.
Fisher's Exact Test 7,469 ,028P ,024 ,03:
N of Valid Cases 23

a. 5 cells (83,3%) have expected count less than 5. The minimum expected count is 2,09.

b. Based on 10000 sampled tables with starting seed 508741944,
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ANEXO 14 - Teste Qui-quadrado referente as diferencas de métodos empregados pelos sujeitos dos
subgrupos para solucionat as opera¢des combinatorias de quatro elementos tomados trés a trés

Chi-Square Tests

Monte Carlo Sig. (2-sided)

Asymp. 99% Confidence Interva

Sig. Lower Upper

Value df (2-sided) Sig. Bound Bound
Pearson Chi-Square 5,6382 2 ,060 ,060P ,054 ,06!
Likelihood Ratio 6,605 2 ,037 ,060P ,054 ,06!
Fisher's Exact Test 4,986 ,060P ,054 ,061

N of Valid Cases 24

a. 3 cells (50,0%) have expected count less than 5. The minimum expected count is ,75.
b. Based on 10000 sampled tables with starting seed 508741944.

ANEXO 15 — Teste Qui-quadrado referente as diferencas de desempenho dos subgrupos na solugao
do problema 1 (camisas e bermudas) de produto cartesiano

c

Chi-Square Tests

Asymp. Sig. Exact Sig. Exact Sig.
Value df (2-sided) (2-sided) (1-sided)
Pearson Chi-Square ,237b 1 ,626 1,000 ,50(
Continuity Correction a ,000 1 1,000
Likelihood Ratio ,238 1 ,625 1,000 ,50(
Fisher's Exact Test 1,000 ,50(
N of Valid Cases 32

4. Computed only for a 2x2 table
b. 2 cells (50,0%) have expected count less than 5. The minimum expected count is 2,50.

€. For 2x2 crosstabulation, exact results are provided instead of Monte Carlo results.

ANEXO 16— Teste Qui-quadrado referente as diferencas de desempenho dos subgrupos na solucio de
problema 2 (baile) de produto cartesiano

c

Chi-Square Tests

Asymp. Sig. Exact Sig. Exact Sig.
Value df (2-sided) (2-sided) (1-sided)
Pearson Chi-Square 7,575b 1 ,006 ,015 ,00¢
Continuity Correction a 5,565 1 018
Likelihood Ratio 8,362 1 ,004 ,015 ,00¢
Fisher's Exact Test ,015 ,00¢
N of Valid Cases 32

4. Computed only for a 2x2 table
b. 2 cells (50,0%) have expected count less than 5. The minimum expected count is 4,50.

€. For 2x2 crosstabulation, exact results are provided instead of Monte Carlo results.
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ANEXO 17 — Teste Qui-quadrado referente as diferencas de desempenho dos subgrupos na solugao
de problema 3 (sala de aula) de produto cartesiano

Chi-Square Tests ©

Asymp. Sig. Exact Sig. Exact Sig.
Value df (2-sided) (2-sided) (1-sided)
Pearson Chi-Square 7,575b 1 ,006 ,015 ,00¢
Continuity Correction a 5,565 1 018
Likelihood Ratio 8,362 1 ,004 015 ,00¢
Fisher's Exact Test ,015 ,00¢

N of Valid Cases 32

a. Computed only for a 2x2 table
b. 2 cells (50,0%) have expected count less than 5. The minimum expected count is 4,50.

€. For 2x2 crosstabulation, exact results are provided instead of Monte Carlo results.

ANEXO 18 — Teste Qui-quadrado referente as diferencas de desempenho dos subgrupos na solugido
de  problema 4  (empacotamento  das  colheres) de  isomorfismo de  medidas

Chi-Square Tests ¢

Asymp. Sig. Exact Sig. Exact Sig.
Value df (2-sided) (2-sided) (1-sided)
Pearson Chi-Square 6,348b 1 ,012 ,029 ,01:
Continuity Correction a 4,664 1 ,031
Likelihood Ratio 6,617 1 ,010 ,029 ,01:
Fisher's Exact Test ,029 01!

N of Valid Cases 32

4. Computed only for a 2x2 table
b. 0 cells (,0%) have expected count less than 5. The minimum expected count is 6,50.

€. For 2x2 crosstabulation, exact results are provided instead of Monte Carlo results.

ANEXO 19 — Analise das médias de combinagdes realizadas pelos sujeitos dos subgrupos A e B
Means

Report
m
A Mean 6,6875 6,9375 3,8125

Median 6,5000 8,0000 5,5000
Std. Deviation 3,8248 2,4350 2,6387
B Mean 5,5000 5,6250 2,8125
Median 4,0000 6,0000 3,0000
Std. Deviation 3,5590 1,6683 1,8697
Total Mean 6,0938 6,2813 3,3125
Median 6,0000 6,0000 3,0000
Std. Deviation 3,6840 2,1588 2,3062
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ANEXO 20 — Analise de variancia das médias de combina¢des realizadas nos problemas

combinatotios de acordo com os sujeitos dos subgrupos

NPar Tests/ Kruskal-Wallis Test

Test Statistics

PANCMB PBNCMB PCNCMB
Chi-Square ,552 3,381 2,031
df 1 1 1
Asymp. Sig. 458 066 154
Monte Sig. 4622 ,0652 159
Carlo Sig. 99% Lower Bound 449 059 149

Confidence Upper Bound A74 071 ,168

—_——
2. Based on 10000 sampled tables with starting seed 1535910591.

b. Kruskal Wallis Test
C. Grouping Variable: GRUPO2

ANEXO 21 - Analise de correlagao solucio de problemas, algoritmos e o desempenho no SARESP

Fatores

Problemas
Aritméticos

Algoritmos

Adigdo
Subtragdo 1
Subtragao 2
Adigdo/ Sub
Multiplicagdo 1
Multiplicagao 2
Divisao

Adigdo 1
Adigéo 2
Subtracdo
Multiplicagdo
Divisao

Cocficiente de
correlagdo com o
SARESP

*0,660
*0,516
*0,587
%0,536
*0,547
*0,462
%0,598

*0,650
*0,597
*0,520
*0,296
*0,351
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ANEXO 22 — Analise de correlagdo entre os itens da entrevista sobre opinides dos sujeitos quanto a
preferéncia por areas e conteudos curriculates e o desempenho da prova de Matematica do SARESP

Fatores Coeficiente de
correlagdo com o
SARESP
Preferéncias
pelas areas
curriculares
Matematica 0,024
Portugués 0,050
Ciéncias -0, 075
Geografia -0,069
Ed. Fisica 0,000
Desenho *.0,212
Dificuldades
nos conteuidos
Adicao 0,143
Subtragao 0,048
Multiplicagdo 0,154
Divisdo -0,129
Problemas 0,014
Operacdes -0,044
(2 algorimos)
Escrita de *-0,200
numerais
Leitura 0,047
Preferéncia por  Resolver 0,108
solugdo de problemas
problemas
Preferéncias Adicdo 0,027
por tipos de Subtragio *0,213
problemas Multiplicagdo 0,121
Divisdo -0,129
Varios 0,015
algoritmos
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