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RESUMO

A pesquisa que originou esta dissertagdo teve como foco os procedimentos
apresentados pelos alunos e pelo professor, perante uma proposta pedagogica alternativa de
Analise Combinatoria. A denominagio “alternativa” deve-se a caracteristicas como
abertura 4 participac@o dos alunos e predominéncia do pensamento combinatédrio ao invés
da énfase as formulas. Foi desenvolvida em uma sala de 2* série do Ensino Médio.

Uma razio que motivou este trabatho foi que boa parte dos professores consideram
Analise Combinatéria como algo complicado. Consideram-na um assunto de dificil
entendimento por parte dos alunos. Estes, por sua vez, acabam vendo-se frente a varias
formulas e nomenclaturas “sem sentido™.

Outra razdo ¢ a dificuldade de se encontrar textos relativos ao ensino de Analise
Combinatona.

A anélise se desenvolveu numa perspectiva qualitativa, na qual o pesquisador
analisou sua propria pratica pedagogica, como professor da turma. O principal instrumento
de registro foi o “Diario”, no qual foi anotado com o maximo de detalhes o que ocorren
durante as aulas.

Foram selecionados dois episdédios para analises. O primeiro refere-se a um
exercicio trabalhado durante as aulas, que retine a inclusio do exercicio na proposta, seu
desenvolvimento em aula e os momentos de debates apos o mesmo ter sido apresentado. O
outro episodio discute a relagdo entre Arranjo e Combinagdo, verificando como alguns
textos tratam este assunto e analisando as aulas dedicadas a esta parte da proposta.

Finalmente, foram feitas consideragOes acerca da pesquisa e mais especificamente,

da proposta, e abertos horizontes para ouiras pesquisas.






ABSTRACT

The research that originated this dissertation had as focus the procedures presented
by the students and the teacher, front an alternative pedagogical proposal of Combinatorial
Analysis.

The denomination alternative is due to characteristics as opening to students’
participation and privilege of combinatorial reasoning instead of emphasis on formulas.

The proposal was developed in a 2 grade classroom of high school.

One reason that motivated this work was that a considerable part of teachers
consider Combinatorial Analysis as something complicated. They consider it difficult to be
understood by the students. The students, from their point of view, face several formulas
and nomenclatures without any significance.

Another reason is the difficult to find texts relationed to the teaching of
Combinatorial Analysis.

The analysis was developed in a qualitative perspective, in which the researcher
analysed his proper pedagogical practice, being the teacher of the class.

The pricipal instrument applied to report the data was the “Diary”, in which the
researcher wrote the maximun of details of what occurred during the classes.

Two episodes was selected. The first one refers to an exercise developed during the
classes, with discussions about the inclusion of the exercise in the proposal, its
development in the classes and the discussions that ocurred after it was presented. The
other episode discusses the relation between arrangement and combination, verifying how
some texts treat this subject and analysing the classes dedicated to this part of the proposal.

Finally, considerations were made about the research and, more specificaly, of the

proposal. Besides this, another point that can be observed is perspectives to new researches.






APRESENTACAO

INTRODUCAO

Antes de me graduar em Matematica na UNICAMP, comecet a lecionar, em 1994,
em uma escola estadual publica, na eépoca de Pnimeiro Grau, na cidade de Paulinia, no
estado de S@o Paulo. Naquela escola tive minhas primeiras experiéncias como professor,
ministrando aulas em duas quintas séries.

A partir dai, minha hist6éria com o curso de Licenciatura em Matematica comegou a
mudar. Daquele momento até a conclusdo do curso, passei a me empenhar mais nas
disciplinas que cursava e soube selecionar as que seriam mais importantes para minha
carreira, j& que a pratica em sala de aula me permitia ter referéncias do que mais iria me
ajudar enquanto profissional.

Estas primeiras experiéncias foram bastante enriquecedoras também em outros
sentidos: pude constatar como era o dia-a-dia de um professor, seu envolvimento com a
escola, com os alunos, com os pais e passel a questionar os conteidos ensinados em
Matematica.

Pude perceber que no comego, quando ainda buscava minha identidade como
professor, a tendéncia era que desse aulas semelhantes as que tive quando aluno. Isto me
levava a conflitos ja que a maioria daquelas aulas nfio me proporcionara boas referéncias.
No ginasio, a professora, além de autoritaria, tinha um método de ensino calcado no ato de
decorar formulas e procedimentos, sem demonstrar abertura para questionamentos ou
davidas dos alunos. O Segundo Grau havia me proporcionado a visiic do que ndo deve
acontecer numa escola: greves intermindveis, troca constante de professores, longos
periodos de auséncia dos professores titulares sem a presenga de um substituto.

Pelas experiéncias enquanto aluno, meu modelo era o dos professores que havia tido
no Cursinho. Entretanto, podia perceber através da pratica ¢ nas conversas com OUtros
professores e colegas da licenciatura que aquele modelo podia até ser bom para o espirito
informativo dos Cursinhos, porém néo para a formaco adequada do aluno, ainda mais para

alunos de quinta série.



Sob este aspecto, as disciplinas do curso de Licenciatura relacionadas & Educagio
Matematica foram boas, pois fizeram com que eu percebesse a importancia para o professor
de refletir sobre sua atuag@io em aula. O fato de estar lecionando, enquanto cursava estas
disciplinas, possibilitou-me a reflexdo sobre minha atuagdo em aula, incluindo didatica,
relacionamento com os alunos, em resumo, minha pratica. Estas reflexdes me levaram a
mudar gradativamente as aulas, deixando de ensinar regras prontas ou receitas para resolver
exercicios, saindo do estilo “cursinho™ e possibilitando mais participagio dos alunos ao
propor atividades cuja maior importincia fosse o raciocinio e niio o dominio de formulas ou
procedimentos rotineiros.

Apesar das tentativas inovadoras para mim (e para os alunos), usava também de
aulas tradicionais, baseadas na minha experiéncia como aluno, e nfio me satisfazia. A
crenga de que uma aula pode ser sempre melhorada me acompanha e creio que esta idéia
dificiimente me deixara.

Permaneci naquela escola de Paulinia quase dois anos, onde trabalhei também com
uma sexta série. Pude constatar novamente a dificuldade em romper com a pratica vigente,
tanto para o professor quanto para os alunos. Quando tive de ensinar o conceito e as
operagdes com nimeros inteiros, os alunos, principalmente os repetentes, queriam que
fossem ensinadas simplesmente as “regrinhas” do ano anterior. N3o acreditava naquele tipo
de ensino ¢ o desconhecimento da matéria por parte dos proprios repetentes era um sintoma
de sua ineficacia. Porém, encontrando dificuldades para ensinar de modo diferente, ndo
conseguia que os alunos aceitassem minhas tentativas de mudanga e podia sentir um clima
de insatisfacio nas aulas.

No final de 1995, acertei meu ingresso para o ano seguinte em uma escola particular
em Itu, também no Estado de S3o Paulo. Em 1996 iria lecionar para o Ensino Médio.
Considerando que meu Segundo Grau nio havia me proporcionado um bom conhecimento
da Matematica referente a este nivel, dediquei o periodo de janeiro e fevereiro de 1996 para
estudar os contetidos que iria ensinar. Foi um periodo de aprendizagem e questionamento
dos contetidos quanto as suas aplicacBes e ainda como ensina-los.

Dentre os conteddos que deveria ensinar, estava Anilise Combinatéria, um tema
que havia sido complicado para mim e para meus colegas (enquanto estudante) e me

perguntava como fazer para que os alunos nfo tivessem de encara-la como um “terror”.



As disciplinas que havia concluido pa Licenciatura e minhas experiéncias me
faziam supor que nfo devia basear as aulas somente nas formulas; afinal era assim que
Analise Combinatoria me havia sido apresentada e desejava que meu trabalho fosse mais
eficaz.

Buscando ampliar os conhecimentos sobre o tema, tive a oportunidade de assistir ao
mini-curso “Como Resolver Problemas de Combinatoria”, ministrado pelo Prof. Doutor
Seiji Hariki, recentemente falecido, e pela Professora Janice Céssia Rigolino, durante o IV
EPEM - Encontro Paulista de Educagio Matematica, em janeiro de 1996,

As idéias daquele mini-curso vieram ao encontro do que estava pensando, o que, de
certa forma, me estimulou a preparar atividades que dessem conta do propodsito de ndo
calcar o ensino de Andlise Combinatoria exclusivamente em formulas e sim, tentar uma
abordagem mais construtiva. Algumas atividades das quais participei no mini-curso ¢ as
reflexdes sobre minha pratica em aula levaram-me a tentar basear o ensino de Analise
Combinatoria na compreensdo do principio multiplicativo e suas aplicacdes e na construgio
de formulas e/ou técnicas de contagem a partir de situagBes-problema, pois acredito que “é
plausivel esperar que, pelo menos em andlise combinatoria, o esquema tradicional
‘explanacdo de teoria matemdtica seguida de resolugdo de exercicios’ possa ser
substituido por um esquema mais construtivista”(Hariki, 1996, p. 5).

Passei a acreditar que o ensino de Andlise Combinatéria deve se dar através de
situagdes-problema. As formulas devem aparecer em decorréncia das experiéncias dos
alunos na resolugdo de problemas, devem ser construidas e ndo ser o elemento de partida
para o ensino de cada tema: Arranjo, Permutacio e Combinagio.

Enquanto preparava as aulas, pude perceber que o tema gerava dificuldades em mais
pessoas do que imaginava. Freqiientemente pedia a ajuda de colegas para resolver ou
discutir algum exercicio e muitos declaravam que nfio sabiam, ou entdo verificava,
acompanhando suas tentativas de resolugdio, que a maioria realmente ndo tinha
conhecimentos de Analise Combinatéria suficientes. Quando comento que meu trabalho de
mestrado relaciona-se com esta parte da Matematica, ougo exclamagdes de pessoas
manifestando seu desconhecimento acerca do tema.

Ao contrario de certas partes da Matematica, alguns problemas de Analise

Combinatéria podem permitir diversas interpretacbes e as solugdes, obtidas de muitas



maneiras. Esta diversidade de alternativas incomodou-me de tal modo, que me influenciou
a mudar minhas préprias concepedes acerca de Matematica. De certa forma escothi cursar e
ensinar Matematica por sua exatiddo; devido as minhas experiéncias enquanto aluno de
Licenciatura e professor, hoje vejo que ela no ¢ fechada como eu a enxergava. De certa
forma, passei de uma concepgdo de cunho absolutista para uma mais falibilista ja que
“segundo a visdio absolutista, “0 conhecimento é feito de verdades absolutas e representa o
dominio unico do conhecimento incontestavel (ERNEST, 1991, p-7). 4 visdo falibilista, por
outro lado, considera o conhecimento matemdtico Jalivel e corrigivel e em continua
expansdo, como qualquer outro tipo de conhecimento humano™(CURY, 1994, p. 39).

Ensinar Analise Combinatoria havia se tornado um desafio no sentido de realizar
um trabalho que negasse minha expectativa pessimista em relagdo ao tema, ¢ que ndo
proporcionasse aos meus alunos as dificuldades que eu e colegas tinhamos. Acabei
satisfeito ao colocar em pratica o que havia preparado. Pude perceber que meus alunos, ao
contrario da minha “geracio”, ndo apresentaram traumas ou desgostos em relacio a este
tema; quase todos se interessavam em resolver e discutir os problemas, participando das
aulas.

Os bons resultados observados em 1996 me indicavam que aquele era o caminho a
ser seguido, apesar de saber que o trabalho colocado em pratica deveria ser constantemente
melthorado.

Acreditando ter encontrado um caminho, surgiu o anseio de poder auxiliar meus
colegas, professores do Ensino Médio, que, como eu, desejam ensinar Anélise
Combinatoria de um modo eficaz, sem impingir 2 imagem que ninguém consegue entender
direito. Para que isso ocorresse, fazia-se necessiria uma reflexiio mais critica sobre a
proposta trabalhada no sentido de conhecer suas possibilidades e limitages.

Estas consideragdes me levaram a envolver a proposta num estudo de mestrado,
sendo que minhas aspiragBes iniciais objetivavam que a proposta fosse mais estudada e
compartilhada com outros professores, que também tém ou tiveram as mesmas dificuldades
e buscam experiéncias que possam ser reelaboradas e utilizadas, levando em conta suas

realidades profissionais.



O PERCURSO ATE A PESQUISA

Meu proposito trabalhar em aula, estad sujeito as caracteristicas do professor e do
ambiente escolar; fazem-se necessarias consideragdes acerca de possiveis particularidades,
que podem depender do professor e da situagio em que se estid desenvolvendo uma
proposta de ensino sob alguns aspectos, inovadora. Acredito que devem ser levadas em
conta algumas caracteristicas que sfo proprias da minha identidade como professor.

Minha experiéncia profissional pode ser considerada pequena visto que na ocasido
do meu ingresso no Mestrado tinha menos de trés anos de magistério. Entretanto, posso
considerar que minha formag8o me possibilitou diferentes experiéncias, uma vez que ter
cursado Licenciatura em Matematica na UNICAMP me proporcionou um contato direto
com pesquisas e pessoas nelas envolvidas.

Enquanto professor, vale ser dito que apesar de alguns “ossos” do oficio, tenho
muito gosto pelo trabalho que fago, o que sem dGvida € algo que me impulsiona a buscar
tentativas de melhora-lo, como foi o caso da elaboragio da proposta.

Quanto a Analise Combinatéria, apesar de ndo considerar que tenha um
extraordinario conhecimento nem que seja eximio em solucionar problemas do tema, estive
numa posi¢do privilegiada pelo fato de estudar e me dedicar ao tema, corrigindo falhas de
minha formacdo inicial, enquanto preparava as aulas relativas a proposta.

O contato com colegas tem me mostrado que os professores quase nfo tém tempo
para se dedicar ao estudo dos temas que ensinam, jA que sdo quase sempre obrigados a
assumir um grande nimero de aulas a fim de conseguir um salario relativamente digno.

Durante a realizagio desta pesquisa, procurei estar presente em encontros de
Educagdo Matematica para conhecer mais sobre a 4rea e, em particular, discutir idéias
sobre Analise Combinatéria.

Isso me fez perceber que muitos professores tém um despreparo até em relagdo a
elementos bésicos de Analise Combinatéria, o que provavelmente leva os idealizadores dos
mini-cursos a dedicar mais tempo as questdes relacionadas ao conteddo matematico do que
as de natureza didatico-pedagogicas, chegando inclusive a ensinar conceitos basicos como

Permutactes ou a diferenca entre Arranjos e Combinagdes.

L



Ainda assim, acho que discussdes sobre a melhor maneira de se ensinar o tema
deveriam estar mais presentes nos cursos, j4 que uma questdo parece ser de senso comum
para aqueles que os ministraram: € possivel ensinar Anéalise Combinatéria sem que os
elementos-chave sejam as formulas. E possivel, mas...como fazé-lo? Que alternativas
temos, quais as conseqiiéncias?.. Parece-me que faltam discussdes sobre estes aspectos.

Caracteristicas como abertura 2 participagdo dos alunos e relevancia do pensamento
combinatorio ao invés da énfase as formulas seriam elementos presentes no transcorrer da
proposta que estaria estudando. Estas caracteristicas eram diferentes das que encontrei
quando aluno e sendo assim, considerei a proposta como sendo alternativa. Pensei entio em
uma questdo norteadora do trabalho: investigar as possibilidades pedagédgicas de um
ensino de Anilise Combinatodria sob uma abordagem alternativa.

Os objetivos basicos deste estudo foram:

- analisar uma proposta de ensino de Anédlise Combinatéria e sua experimentacio
em sala de aula;

- identificar as possibilidades e limites com relacdo ao ensino/aprendizagem da

proposta, no sentido de colaborar em futuras investigagdes sobre Analise Combinatoria;

- contribuir para o trabalho de professores de Matematica do Ensino Médio que
busquem aprimorar sua formagdo em relagio ao ensino/aprendizagem de Analise

Combinatoria.

Os alunos com os quais trabalhei eram do periodo noturno. Este é um fator a ser
considerado, ja que no noturno normalmente o aluno chega para aula com certo cansaco, o
que pode ser um elemento que atrapalha seu desempenho.

No entanto, no presente caso, a situagdo mostrou-se diferente em relagio ao que
normalmente se encontra em termos de ensino noturno: a faixa etaria dos alunos é
correspondente & série trabalhada do Ensino Médio de cursos diurnos, além de os alunos
apresentarem um bom indice de freqiiéncia.

Esta situagio diferente pode ser creditada ao fato de a escola em questiio ser
particular. Quanto a escola, a op¢do foi aquela na qual ja vinha trabalhando, na cidade de
Itu. Vale ser dito que a Diregéo contribuiu dando a retaguarda adequada para que o trabalho

transcorresse sem atropelos.



As aulas foram referentes a Arranjo, Permutacio e Combinacéo, considerados sem
repeticdo de elementos.

A proposta foi desenvolvida em Margo e Abril de 1997, em uma sala com 33 alunos
de segunda série de Ensino Médio. Dispunha de 3 aulas por semana, de 40 minutos cada.

Acredito que o ensino, o conhecimento, ndo se da em uma Unica via: é sempre
preciso contar com a colaboragdo dos alunos para que o trabalho em sala de aula se
processe de modo adequado. Julgo que tenho um bom relacionamento com os alunos e
penso que soube aproveitar esta caracteristica, quando apliquei a proposta, podendo contar

com bom ambiente em de aula.

RESUMO DE CADA CAPITULO

Esta pesquisa seguiu a linha qualitativa ¢ como instrumento de registro das aulas foi
utilizado um diario onde se anotou o que foi considerado relevante, Outras fontes de
informagio que foram consideradas sdo as provas escritas que os alunos fizeram (ver
Anexo 1) e um questionario (ver anexo 2) onde puderam manifestar suas opinides. No
préximo capitulo, s&o encontradas descri¢des sobre o uso de cada instrumento, bem como
se deram suas analises.

Um elemento motivador deste trabalho € que foram encontrado poucos textos sobre
o ensino de Analise Combinatoria. No capitulo 3, sdo descritas € comentadas publicacdes
relacionadas ao tema, que podem constituir uma fonte de informacgSes para estudos
posteriores.

A descrigdo da proposta que foi tratada nesta pesquisa se encontra no capitulo 4.
Além de sua descri¢do, cada uma de suas quatro fases ¢ alvo de reflexdes, tendo por base o
desenvolvimento em aula.

A andlise dos instrumentos indicou dois episddios que mereceram analise
aprofundada. Um deles compde o capitulo 5 e refere-se a um exercicio presente na
proposta; sdo discutidos além da inclusio do exercicio na proposta, seu desenvolvimento

em aula e os momentos de discussdo apos a apresentagio do mesmo.



O capitulo 6 trata de discutir, no outro episodio, a relagio entre Arranjo e
Combinagdo, descrevendo como algumas publica¢des tratam este assunto e analisando as
aulas dedicadas a esta parte da proposta.

Finalmente, no capitulo 7 encontram-se consideragdes sobre a proposta e a pesquisa

em si, além de outras perspectivas de investigacio.



METODOLOGIA DA PESQUISA

INTRODUCAO

O foco de analise da pesquisa que originou esta dissertagio foi o desenvolvimento
de uma proposta aiternativa de ensino de Analise Combinatéria, descrita no capitulo 4,
considerando os procedimentos apresentados pelo professor e alunos em interagdo. A
preocupacdo era compreender a dindmica da experi€ncia em sala de aula. Sendo assim, a
preocupagdo com tal contexto esteve presente desde o principio da pesquisa. O andamento
da proposta poderia ser melhor entendido se fosse analisado no ambiente natural, tentando
levar em conta o lado ndo diretamente visivel que permeia a sala de aula. Uma vez que j&
estava trabalhando em escola no Ensino Médio, decidi desenvolver a proposta em minhas
aulas, estudando minha préatica.

Estas caracteristicas, de estar em sala de aula e ser ao mesmo tempo professor e
pesquisador, indicaram que a perspectiva a ser adotada para esta pesquisa seria a
qualitativa, uma vez que “na investigacdo qualitativa a fonte direta dos dados é o ambiente
natural, constituindo o investigador o instrumento principal "(Bogdan e Biklen, 1994, p.
47).

Zabalza (1994) indica que uma condigio basica’ para “uma boa investigagio
qualitativa” € descrever como foram os passos dados no que se refere & obtengédo e a analise
das informactes. Estas descricdes podem colaborar para o entendimento da investigacdo
bem como possibilitar que seja reaplicada em outros contextos. No presente capitulo, s3o
apresentadas consideragdes sobre ¢ analisar da propria pratica e discutidos os instrumentos
utilizados.

Mais que quantificar, na avaliagdo da proposta deveriam predominar dados que
pudessem descrever aspectos relacionados a complexidade de uma sala de aula. O principal

instrumento de registro utilizado foi o “Diério”, escrito apds cada aula, e que sera discutido

' O autor destaca trés condicles: “Ampliar ao mdximo o contexto de andlise; descrever o proprio processo
seguido na obtengdo ¢ andlise da informacdo; Configurar a investigacdo como um auténtico processo de
busca deliberativa” (zabalza, 1994, p. 21).



adiante. Os dados, portanto, foram recolhidos diretamente no campo, no cotidiano. Minha
interferéncia foi preponderantemente enquanto professor, ndo enquanto pesquisador.
Zabalza (1994) escreve que os diarios de professores sio o tema de uma linha de
investigagdo cuja metodologia deve ser de tipo qualitativo. Segundo este autor, tal linha de
mnvestigagdo aborda “o pensamento as propostas diddaticas que os professores
apresentam” (Zabalza, 1994, p. 9).

A opcio pelo trabalho na perspectiva qualitativa se deu por causa da natureza da
pesquisa, que determinou também o modo como o Diéario foi utilizado: retratar as aulas de
modo descritivo, visando a obter elementos para analisar o desenvolvimento da proposta e
minha propria pratica. Os trechos extraidos do Diario, presentes no texto, serio destacados
em italico.

Lampert (1990) e Ball (1993) sdo duas pesquisadoras que se dedicaram a investigar
a propria pratica. Além disso, seus artigos mereceram atengdo porque entre os instrumentos
utilizados pelas duas autoras encontrava-se, como nesta pesquisa, o didrio para registro das
atividades de campo.

Lampert (1990) escreve um projeto que examina as possibilidades de trazer a pratica
do conhecimento matematico escolar para perto do que significa conhecer e fazer
Matematica, numa situagio onde sdo alterados deliberadamente os papéis e as
responsabilidades do professor e dos alunos, no discurso de sala de aula. O projeto foi
desenvolvido em aulas regulares de quinto ano (fifth-grade) em uma escola publica nos
Estados Unidos. O caso de ensino/aprendizagem analisado no artigo refere-se ao conteado
matematico “expoentes”. As aulas sHo descritas e analisadas nas perspectivas matematica,
pedagogica e social.

Lampert aponta que analisar a propria pratica ndo é uma perspectiva usual de fazer
pesquisa em varios aspectos, como o teste da teoria e 0 desenvolvimento da pratica que
foram feitos simultaneamente e interativamente pela autora. Em tal processo o
conhecimento e as disposi¢des associadas 4 resolu¢do pratica de problemas no lecionar sio
integrados as agdes reflexivas e praticas da mesma pessoa ¢ s6 mais tarde desconectadas
para analise.

No desenho de sua perspectiva de pesquisa, duas tradicdes metodologicas deram sua

contribui¢do: a pesquisa-agdo ¢ ciéncia social interpretativa. Segundo a autora, na pesquisa-
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acBo, muitas vezes o investigador e o ator sio a mesma pessoa. Isto significa que os
raciocinios praticos e teoricos sdo dificeis de ser distinguidos, tanto na prética quanto na
analise da pratica. No caso da analise de Lampert, o professor € tanto inventor das a¢fes (na
situacdo do lecionar) quanto analista das agdes (depois do fato). Para a autora, sob tais
condi¢des, € possivel que o leitor confunda a justificativa post hoc e as interpretagdes das
aulas, que estdo sendo oferecidas, com aquelas que estavam na mente do professor, quando
as acles descritas estavam ocorrendo. Entretanto, o conhecimento que € usado para analisar
o ato de lecionar ndio ¢ inteiramente 0 mesmo usado para lecionar. Lecionar e a andlise do
lecionar sdo préaticas diferentes requerendo diferentes tipos de conhecimento.

No meu caso, uma das maiores dificuldades foi o distanciamento: algumas vezes
parecia que estava sendo critico demais, sO percebendo falhas ou incoeréncias; outras
vezes, temia estar sendo benevolente demais ao avaliar o trabalho realizado. Neste ¢ltimo
caso, para tudo parecia haver uma “desculpa” razoavel e ainda pude perceber que algumas
vezes quando tentava retomar uma linha “neutra” de avaliagdo, tive receio de relatar fatos
que julgava adequados. Uma outra dificuldade ocorreu no momento de escrever esta
dissertac8o: alguns trechos aparecem como que exclusivamente escritos pelo professor que
lecionou Analise Combinatoria, enquanto outros parecem indicar que foram escritos pelo
pesquisador como se este fosse outra pessoa. No capitulo 4, onde a proposta € avaliada, séo
encontradas impressdes proprias do professor: “os alunos pareceram compreender, de
maneira geral, a importincia da ordenacdo dos elementos nos agrupamentos e a
necessidade de saber se, nos exercicios que estamos tratando, hd ou ndo repeticdo de
elementos”, bem como comentarios tipicos do pesquisador: “nota-se que o professor ao
resolver na lousa os exercicios, mostrou/apresentou vdrias estratégias e o objetivo pode
ser considerado alcancado, devendo ser feita uma ressalva quanto ao diagrama de
arvore”.

Ball (1993), em seu artigo, discute como a matematica, enquanto um assunto
escolar, pode e deve ser conectada 4 matematica enquanto “disciplina” %. Ela lecionou
matemética diariamente para um grupo heterogéneo de terceiro ano (third grade) em uma

escola pablica nos Estados Unidos. Ball cita que além de desenvolver a pesquisa, € também

* A autora entende Matemitica enquanto disciplina como aquela cujas atividades permitem que os alunos
facam conjecturas, argumentagfes, como fazem 0s matematicos.
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seu objeto. Ela manteve encontros regulares com a outra professora da classe, que
lecionava as outras disciplinas.

Esta autora cita que escrevia diariamente no que chama “jornal”, seus pensamentos
e trabalhos. Além disso, todas as aulas foram gravadas (em audio) e muitas, filmadas. Os
cadernos dos alunos bem como suas ligdes de casa foram fotocopiadas. Os alunos foram
entrevistados regularmente, formal e informalmente, sozinhos ou em grupos pequenos.

Trechos transcritos indicam que a autora utilizou seu jornal principalmente para
relatar suas idéias, seus desejos e expectativas em relagdo ao que havia preparado para as
aulas e também para relatar suas reflexdes, questdes e dividas acerca de apresentar (e como
apresentar) certas idéias aos alunos.

Lampert (1990), durante sua pesquisa, foi também a professora da turma e utilizou,
além do diario, outros instrumentos de registro das informacdes: gravagdes em audio e
video, registros feitos por um observador, cadernos dos estudantes e suas liges de casa.

Lampert (1990) cita que ela registrou no diario, notas de campo detalhadas,
incluindo descrigdes de como as aulas e as unidades foram planejadas e implementadas;
analises iniciais do processo de planejamento em si mesmo; as aulas como foram
lecionadas e o trabalho dos alunos. Nestas notas de campo, comegou a desenvolver um
mapa do terreno matematico que estava sendo atravessado. Também refletiu sobre o
desenvolvimento da cultura de sala de aula, através das interagBes sociais particulares que
ocorreram. Houve um outro momento de analise, quando as aulas foram consideradas e
comparadas durante o ano inteiro. Neste estigio, padrdes matematicos e sociais foram
notados nas aulas e nas notas de campo.

Finalmente, o corpo todo e partes do corpo (componentes individuais) foram
analisados, usando enquadramentos (frameworks) tedricos da matematica e das ciéncias
sociais.

No caso da pesquisa que originou esta dissertagdo, era necessario o registro das
aulas, de modo a poder analisar-se a proposta, n3o somente como sugestio de trabalho
pedagoégico, mas seu desenvolvimento em sala de aula real, enfrentando a diversidade de
alunos, os “tropegos” do dia-a-dia do professor e da escola. Como instrumento para este
registro, foi utilizado o que chamamos Diario.

Além do Diario, outras fontes de informagéo foram utilizadas:
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- as duas provas escritas que os alunos fizeram (ver Anexo 1),

- 0 questiondrio onde os alunos puderam manifestar suas opinides (ver anexo 2).

Foi entendido como Diario, as anotagSes feitas por mim em um caderno sobre o que
ocorreu durante as aulas. Tais anotagbes foram feitas rigorosamente apos o término das
aulas pois, segundo Liidke (1986), quanto mais proxima do momento da observagio, maior
sera a fidelidade, a precisdo nas anotagdes. O que aconteceu em sala de aula, em termos de
interagdes verbais entre alunos e professor, os registros na lousa e ainda registros escritos
de procedimentos dos alunos, tudo o que de uma forma ou outra percebi, foi anotado. Além
disso, senti necessidade de registrar reflexdes acerca de aspectos como as proprias aulas, o
que estava percebendo sobre a proposta e sobre os alunos como pessoas, suas dividas e até
sobre ser professor.

A analise do Diario foi feita no sentido de elaborar categorias. Categoria “se refere
a um conceito que abrange elementos ou aspectos com caracteristicas comuns que se
relacionam entre si”(Gomes, 1994, p. 70). As categorias ndo foram levantadas a priori, foi
apos a coleta de dados, ou seja, apos o Diario ter sido totalmente escrito, que se deu o
trabalho de levantamento delas. Segundo Gomes (1994, p. 70), “as categorias podem ser
estabelecidas antes do trabalho de campo, na fase exploratoria da pesquisa, ou a partir da
coleta de dados”. Segundo este Gltimo autor, este procedimento pode ser, em geral, usado
em qualquer tipo de analise de pesquisa qualitativa,

As categorias, quando confrontadas com o Diario como um todo e com as provas
realizadas pelos alunos, propiciaram o aprofundamento em dois episodios que se mostraram
importantes como dilemas, sob o ponto de vista do professor e dificuldades proprias da

Analise Combinatoria.

O DIARIO E OUTROS INSTRUMENTOS DE PESQUISA

Lampert incluiu em seu diario as descri¢Ges de como as unidades foram planejadas.
Meus registros foram diferentes: o planejamento da proposta de Analise Combinatéria e
comentarios acerca de parte de seu desenvolvimento foram redigidos a parte e compdem o

capitulo 4 desta dissertagio. O Didrio nfo tinha uma estrutura previamente determinada.
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Isto, por um lado, permitiu que caracteristicas do professor e das aulas aparecessem
naturalmente; por outro, fez com que aflorassem diversos tipos de informagdes. Estas, no
decorrer da anélise, foram categorizadas.

A necessidade de anotar comentérios acerca de varios aspectos me fez questionar se
deveria impor algum limite aos tipos de informagdes que registrava. A opgdo foi deixar
registradas as emogdes que sentia, o que fez com que o Didrio se tornasse mais que uma
fonte de informacgbes acerca do desenvolvimento da proposta, mas tambeém contivesse
registros de reflexdes sobre como sentia as aulas e sobre dilemas préprios do ser professor.

Para que o Diario fosse elaborado, foi essencial a disciplina no sentido de escrever
rigorosamente apés as aulas. As anotacdes foram feitas de proprio punho e quando
transcritas, tentei retratar com a maior fidelidade possivel, as informacdes escritas no
primeiro momento. Na transcri¢8o, houve também o cuidado de se COITIgIr a versdo escrita
de préprio punho, do ponto de vista gramatical. Alguns termos, entretanto, mesmo que nio
fossem os mais utilizados na linguagem escrita, foram mantidos como forma de tentar
evidenciar as emogdes do professor, registradas na primeira versio.

Na tentativa de fazer com que a leitura da transcrigio fosse facilitada, foi adotada
uma fonte diferente para designar o que foi escrito na lousa pelo professor. Uma outra fonte
foi usada para anotagdes que constam apenas de uma segunda versio do Diario. Esta Gltima
fonte identifica comentarios ¢ reflexdes feitas ap6s o Diario ter sido escrito, o que constitui
uma primeira forma de analise para as seis primeiras aulas,

S6 o fato de os alunos terem sido avisados de que aquele trabalho faria parte de um
estudo de mestrado, pareceu fazer com que ficassem timidos nas primeiras aulas:
Provavelmente essa reagio seria aumentada, caso houvesse a presenca de alguém filmando
ou gravando as aulas. Sendo assim, optei por usar o Diario, consciente de que qualquer que
fosse o instrumento de registro das aulas, poderiam ser apontados prés e contras. Cabe
apontar uma limitagdo do trabalho com o Diario: em varios momentos o professor se utiliza
da observagdio de expressies, gestos e até siléncios para se guiar e ter idéia de estar sendo
compreendido, se deve mudar ou nfio seu procedimento na sala de aula. Algumas
expressGes orais ou gestuais acabam nfio sendo registradas num diario da natureza do que
foi utilizado. Em relag8o a esta atitude do professor, cabe o alerta de que quando confiamos

em expressdes ou gestos, podemos sim perceber muitos sinais, muitas coisas que ficam
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implicitas, que nd3o precisam ser ditas. Enquanto pesquisadores, devemos entretanto ter
consciéncia de que, do mesmo modo, coisas importantes podem ter passado despercebidas.
Na posicdo de professor e pesquisador, € importante que o proprio anote o que pode
perceber, para que estas restri¢des fiquem minimizadas.

Um outro aspecto restritivo a ser citado € que, no Diario, ¢ muito dificil identificar
grande parte da interrelacdo entre os alunos. SO foi possivel notar didlogos entre os alunos,
quando ocorreram perto do professor. Esta restricdo, entretanto, ndo prejudicou a pesquisa
pois seu foco era o desenvolvimento da proposta como um todo.

Durante a aplicacdo da proposta, duas outras fontes de informacio foram utilizadas
na andlise: 0 questionario e as provas dos alunos.

O questionario foi elaborado para conhecer como os alunos estavam percebendo
aquela forma de ensino. O objetivo era obter uma visdo geral do trabalho do ponto de vista
deles. Foi elaborado sem a utilizagio de uma bibliografia especifica. Sua aplicaciio se deu
no final dos dois meses de trabatho e algumas de suas perguntas foram pensadas tendo
como base certas manifesta¢Bes dos proprios alunos.

Cada prova foi realizada individualmente e constou de cinco exercicios. Quanto ao
conteido das provas, os exercicios foram escolhidos com o intuito de abordar o que havia
sido estudado/apresentado estritamente em sala, uma vez que, por estar trabalhando no
periodo noturno, ndo foram propostas tarefas a serem realizadas em outros momentos que
ndo durante as aulas. As provas nfo trouxeram, portanto, exercicios com maiores
“novidades”, com particularidades muito diferentes daquilo que os alunos ja haviam
enfrentado.

Qutro fator levado em conta na selecio dos exercicios foi o equilibrio entre
exercicios com ou sem restricdes em relagfio 4 presenga ou ndo de certos elementos nos
agrupamentos pedidos. Além disso, outra preocupagio foi tentar equilibrar exercicios cujos
contextos ja tivessem sido apresentados/explorados em aula, com outros que tratassem de
contextos diferentes.

A avaliagdo da aprendizagem pode ser considerada tradicional: a nota atribuida aos
alunos no final do bimestre em que a proposta foi aplicada foi baseada somente nas notas

de duas provas.
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ANALISE E ESTABELECIMENTO DE CATEGORIAS

DIARIO

O Diario foi analisado enfocando especialmente dois aspectos:

- 0 trabalho do professor: suas reflexdes, inclusive levando em conta o lado
emocional, como pessoa e profissional, ao aplicar uma proposta que se relacionou com ele
por motivos ja comentados; como o tema tinha sido dificil enquanto aluno, como o
professor passou a ser mais “construtivo” e “falibilista”, por estar no inicio de uma
trajetoria profissional e ter acreditado que aquela proposta era o caminho...

- a proposta em si: num primeiro momento, enquanto uma proposta que o professor
avalia como adequada a sua realidade (turma e turno em que trabalha) e as suas concepgdes
e, num segundo momento, quanto ao seu desenvolvimento em sala de aula e ao proprio
ensino/aprendizagem de Analise Combinatoria

Estes aspectos nortearam a classificacdo do contetido do Diario em categorias, que
serdo descritas.

Um trabalho de levantamento de categorias nunca estara totalmente pronto, pois
sempre sera possivel direcionar um novo olhar sobre o material, reavaliando cada categoria,
com a troca de certos elementos, aprimorando os critérios, criando novas categorias. Apds
algumas tentativas, confrontando as categorias, promovendo releituras e aprofundamentos
nas reflexbes, chegou-se a uma versdo que serviu para a continuidade do trabalho, no
sentido de explorar as categorias & procura de informagdes, principalmente no que diz
respeito ao trabalho do professor e ao desenvolvimento da proposta em sala de aula. Estes
dois aspectos, de alguma maneira, influiram na elaboragiio das categorias pois, como
assinalam Bogdan e Biklen (1994, p. 221), “determinadas questdes e preocupacdes de
investigacdo ddo origem a determinadas categorias”.

Considero que a andlise do Diario deu-se apds ele ter sido totalmente escrito e
transcrito, uma vez que, a cada dia em que fazia as anotagdes, nio analisava o que havia
escrito anteriormente,

Ap6s a transcricdo do Didrio, fez-se uma leitura das seis primeiras aulas e as

anilises foram escritas no proprio Diario. Para cada aula foram feitas anotaces
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principalmente quanto s manifestagdes dos alunos, em termos das resolugdes apresentadas
para 0s problemas, suas dividas e procedimentos. Além disso, foram anotadas também
reflexGes e perguntas acerca dos procedimentos utilizados pelo professor.

Praticamente se originou uma outra versio do Diario, esta comentada, cujas
anotagdes e reflexdes auxiliaram o desenvolvimento de um outro momento de analise: o
levantamento de categorias. A primeira analise foi, portanto, importante para a organizagio
do material que compunha o Diario em categorias porque indicou/delineou pontos que se
tornariam “alve” na elaboracgio das mesmas.

A opgdo pelo levantamento de categorias ocorreu, porque se desejava um tratamento
das informagdes contidas no Didrio que nfio fosse genérico. As informagdes eram de
contetdo diverso e esta foi uma das razdes de se fazerem “recortes” que foram organizados
em categorias.

Um risco que se corre, quando se trabalha com a decomposi¢ic de um material em
categorias, ¢ perder a perspectiva do todo. Assim sendo, a preocupacgio de voltar a se
remeter ao Diario como um todo, a todas as aulas, a todo o desenvolvimento da proposta,
foi algo constante

O fato de ndo haver categorias a priori permitiu uma mobilidade de recortes e a
criagdo ou eliminagio de categorias, & medida que novas composi¢cdes se mostrassem mais
apropriadas. Entretanto, este processo torna-se trabalhoso pois, como ocorre em pesquisas
como esta, havia grande quantidade de material; cada aula descrita no Diario apresentava
contetdos de vérias categorias e até pequenos trechos apresentavam recortes de diversas

categorias.

CATEGORIAS
As categorias elaboradas a partir da analise do Diério podem ser classificadas em

dois grupos. As quatro do primeiro grupo referem-se ao cotidiano em sala de aula, a

dindmica de trabalho no desenvolvimento das atividades relativas & pesquisa.
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O Diario pdde ser, ainda, fonte de outras categorias, de natureza diferente das
primeiras, desta vez englobando as reflexdes que o professor fez, enquanto escrevia seu
Diario e que compuseram o segundo grupo, com cinco delas.

As relativas ao cotidiano em sala de aula foram numeradas, enquanto as outras
foram indicadas por um codigo alfabético.

A medida que as categorias sejam descritas, os critérios de suas elaboragdes se

explicitargo.

GRUPO 1: CATEGORIAS RELACIONAS COM O COTIDIANO DA SALA DE AULA

Estas categorias podem ser distribuidas em dois sub-grupos: um, composto pelas
trés primeiras, relacionadas com as manifestagdes dos alunos, a maneira como abordaram
os exercicios, suas duvidas; e outro, contemplado pela categoria 4, relativo 4 atuacio do
professor no processo de interagéo com os alunos, dando explicagdes, procurando entender
e valorizar o que os alunos faziam. (ver Anexo 3)

Categoria 1: Procedimentos dos alunos.

Estdo incluidos nesta categoria os procedimentos dos alunos por ocasiio da
resolugdo dos problemas. Esses procedimentos foram verbalizados na classe ou percebidos
pelo professor, pelas anotagSes em seus cadernos, e refletiam o que uma parte da sala havia
feito.

Categornia 2: Reagdes dos alunos.

Esta categoria contempla as reacBes dos alunos em relacdo aos problemas, como
fazer comparagBes entre os exercicios, manifestar suas motivagdes ou suas duvidas acerca
de enunciados e dos procedimentos apresentados pelo professor ou por colegas. Esta dltima
reagdo, as duvidas, foi considerada em destaque, dada a freqiiéncia em que ocorre e pela
importincia que o professor de Mateméatica normalmente atribui ao tratamento delas.

Categoria 3: InteracOes.

Nesta categoria estio descritos casos de procedimentos e reacdes apresentados
individualmente, por algum aluno, para quem foi impossivel perceber se era Gnico ou se
refletia a maneira de proceder de outros colegas.

Categona 4. Procedimentos e atuagio do professor.
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Esta categoria teve o intuito de englobar as narrativas do Diario referentes a postura,

a atuagio do professor em termos da discussio e apresentago da resolugio dos exercicios.

Pode ser observado entdo como o professor tratou ou valorizou o que os alunos haviam

feito, além dos procedimentos de resolucio dos exercicios utilizados pelo préprio professor.

A maioria dos exercicios, trabathados na proposta, foi enquadrada nestas categorias,

como no caso do exercicio: “Se langarmos ao mesmo tempo 3 moedas iguais uma Unica

vez, quais e quantos s&o os resultados possiveis?”

Cat.1:
Procedimentos

alunos

dos

Cat 2: Reagbes dos alunos

Cat 3: InteragBes

Cat.4: Procedimentos ¢ atuagio do professor

No segundo exercicio, mal tinha
terminade  de  colocar o
emuaciade e ja2 houve quem
falasse: mas ¢ igual!!

()

No exercicio 2 houve muita
discussdo KCK e KCC sio dois
que podem acontecer?

2 maioria parecen compreender e
aceitou 2  respodta..mclusive
alguns jam dizendo...é, ndo vale
a2 ordem...£, as moedas sio
iguais..se as moedas fossem
numeradas seria diferente (rauito
bom este comentdrio, achei).

Zélia: eu nio concorda,
Ninguém  se  manifestou.
Achava que ia ter mais gente
marqguel bobeira pois ficon s6
a Zélia nic cooncordando
...cmbora disse que achava
Gtimo que ela nic havia
concordado.

Falei para algum colega tentar
explicar o exercicio e o que
ouvimos foram: ndo importa a
ordem, se elas fossem
numeradas. ..

Me pareces que ela ndo
entenden direfto mas deixou
os exercicios rolarem para
fremte.

e ey dizia: é.., mas como as moedas sio
iguais e vocé joga para cima e s6 vé como
elas caem ndo di para comtar isto... tem de
contar 1sto uma vez so.

)

mostret na fousa a resolugio

Eu procusei repatir estas consideragbes em
voz akta para quetodos ouvissem.

Disse que (para aquele exercicio) aguele
esquema de arvore ndoc dava para ser
utilizado, nem ¢ Principio Multiplicativo
{sem usar estes nomes).

Os exercicios que ndo foram incluidos, nio forneceram informacgdes importantes

para a analise que ocorreu. Isto se deu tanto pela natureza do exercicio (como no caso:
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“Determine o valor da expressio a seguir para n = 10 e p = 3. n!/p!(n-p)!”) quanto pelo seu
desenvolvimento em aula (como aconteceu com o exercicio: “Quantas sdo as maneiras
possiveis de se estabelecer o grupo dos 3 primeiros colocados de um certo pareo, com 10

competidores?”).

GRUPO 2: CATEGORIAS RELACIONAS COM AS REFLEXOES

Nas trés primeiras categorias deste tipo, A, B e C, foram incluidas as reflexdes feitas
enguanto o Diario era escrito. Quanto ao contetido das outras duas, a presenga mais forte é
de reflex0es feitas durante o correr das aulas.

Categoria A: A posi¢io de pesquisador.

Esta categoria diz respeito as consideragdes relacionadas a aspectos proprios da
situagdo em que a pesquisa se realizou e das situagdes enfrentadas pelo investigador em
relagdo ao seu andamento.

Categoria B: O contetido e a proposta.

Nesta categoria estdo enquadradas as reflexdes acerca das estratégias e abordagens
que foram utilizadas no trabalho com determinados exercicios, exemplos e assuntos
relacionados diretamente com o contetido em geral de Analise Combinatéria.

Categornia C: A posigio do professor.

Nesta categoria, estdo contidas reflexdes sobre a profissio, sobre o “ser professor
em sala de aula”, incluindo a relago entre professor ¢ alunos, a postura adotada, gestio da
sala de aula ¢ o lado emocional do profissional.

Categoria D: A relaciio dos alunos com o contefido e a proposta.

Neste item temos reflexdes ocorridas na propria sala de aula, sobre procedimentos e
davidas manifestados pelos alunos.

Categoria E: Alunos.

Esta categoria tem um carater de reflexdes intuitivas. Neste caso temos percepgdes
acerca das reagbes dos alunos em geral ou de certos alunos sob alguns aspectos como
manifestacdes, mesmo fisicas, de interesse ou ndo, do tipo de participagio e em relagio as
explicagfes dadas.

O trabalho inicial foi categorizar as aulas descritas no Diario no primeiro grupo de

categorias. Dada a percepgiio da emergéncia de categorias de outra natureza, o Diario foi
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novamente varrido, tendo em vista a elaboragio do segundo grupo. Assim sendo, houve
intersec¢do somente entre as categorias de grupos diferentes. Dentro de cada grupo, ndo
houve intersecgio.

A analise qué seguiu o levantamento de categorias procurou levar em conta o todo e
ndo fragmenta-lo, ou seja, a separagio em categorias serviu para esclarecer o conjunto total
das informacgdes contidas no Diario.

O “enquadramento” em categorias do conteudo do Diario possibilitou sua separacio
em episodios para que cada um pudesse revelar ou ndo os aspectos que foram objeto de
atengdo da pesquisa, como o trabatho do professor e o desenvolvimento da proposta em
sala de aula. Em geral, o desenvolvimento de cada exercicio tornou-se um episddio.

Este trabalho indicou um episédio que mereceu especial atencdo e uma analise mais
detalhada. As aulas relativas ao exercicio designado como 1.8, “A placa de moto € formada
por trés letras e quatro digitos. O nimero de placas que podem ser formadas com o prefixo
ABC ¢ a) 100 b) 10000 ¢) 30 d) 110 e) 999, quando tratadas dentro das categorias,
revelaram-se as mals ricas, em especial na categoria 4 “procedimentos e atuagio do
professor” na qual se destacamn algumas caracteristicas do trabalho como os dilemas do
professor, suas explicagdes, suas reflexdes. Além disso, este exercicio se destacou também
na categoria 3 “interagdes”, neste episddio, as interagBes com os alunos acabaram
revelando potencial para novas reflexdes, que de um modo geral podem retratar o trabalho
de qualquer professor envolvido com o ensino de Analise Combinatoria. Para a analise
deste episodio, o Didrio foi utilizado como um todo. Somente as categorias ndo bastaram
para esclarecer como o episédio permeou a proposta em si, de um modo geral. O exercicio
1.8 voltou a ser evocado em muitos momentos, além daquele em que foi apresentado e
resolvido. Sua analise somente dentro das categorias ndo permitiria mostrar como esteve
presente em reflexdes feitas pelo professor, provocando discussdes com os alunos e
influenciando de alguma maneira os exercicios presentes nas provas. De certa forma, o
mesmo foi feito por Lampert: os dados referidos pela autora foram tomados de uma ligio
sobre expoentes. Para colocar os eventos desta aula dentro de um contexto, ela também se
remeteu a transcritos de aulas que ocorreram em outros pontos, durante o ano.

O episodio, envolvendo o exercicio 18, permitiu a exploragio de aspectos

relacionados com o trabalho do professor e retrata também um problema préprio da
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proposta desenvolvida. As analises indicaram também um outro ponto que poderia ser
explorado/aprofundado, desta vez mais proprio da Analise Combinatéria em si e ndo
particularmente da proposta. As aulas descritas e os resultados das provas apontaram para
um aspecto que permeia praticamente todo trabalho de ensino de Analise Combinatéria e
que era objeto de aten¢#o, desde a preparagdo da proposta: a sistematizagio da relacio entre
Arranjo e Combinagio e a construgdo da formula de Combinagiio. No capitulo 6, além de
uma analise de episddios relacionados com as aulas desenvolvidas na proposta sobre esta
parte da Analise Combinatoria, sio descritos como alguns textos, que apresentam

preocupacdo com o ensino/aprendizagem de Analise Combinatoria, tratam esta questdo.

ANALISE DO QUESTIONARIO E DAS PROVAS

As duas outras fontes de informacéo utilizadas nesta pesquisa, as duas provas que os
alunos fizeram e um questionario, contribuiram principalmente no esclarecimento de
algumas questdes pontuais ¢ complementando a analise do Diario.

O questionario forneceu elementos de comparagio, do ponto de vista dos alunos,
entre a proposta desenvolvida e outros trabalhos visto que alguns alunos destacaram que o
trabalho desenvolvido proposto nfo era centrado em formulas. Outros alunos preferiram
destacar aspectos da relagdo professor-aluno, incluindo as explicagdes do professor. O
questionario ndo correspondeu totalmente &s expectativas pois da maneira como foi
preparado e aplicado, provocou respostas genéricas, evasivas e com chavdes como
“matematica ¢ importante”. Deve ser levado em conta também que os alunos tém poucas
oportunidades de responder a questionarios deste tipo, de avaliar uma proposta de ensino e
de avaliar a propria aprendizagem. Como era o trabalho de aula que estaria sendo avaliado,
a identificacdo foi optativa, fato que acabou por impossibilitar uma retomada com os alunos
cujas manifestagdes foram mais interessantes e mereciam detalhamento.

A analise das respostas propiciou informagSes sobre a forma de avaliagio praticada.
Duas perguntas do questionario foram baseadas em manifestages de alguns atunos. No
decorrer das aulas, foi possivel perceber que certos alunos consideraram que as duas provas

realizadas ndo refletiram seu aprendizado. Esta percepgio coloca a avaliacio em
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questionamento pois 10 dos 28 alunos que responderam ao questionario, citaram que a nota
das provas ndo havia refletido o que sabiam.

Em relagio &s provas, apesar dos cuidados com sua elaboracdo, um elemento de
reflexdo ¢ a limitagdo de uma avaliagio “tradicional”, enquanto avaliadora de um trabalho
com as caracteristicas do que foi desenvolvido nesta pesquisa. A participacio em aula, de
varios alunos, poderia substituir ou complementar a avaliagio? A resposta pode ser
afirmativa, mas o professor deveria ser capaz de dedicar a devida atengdio a cada aluno, o
que foi complicado devido ao pouco tempo em contato com os alunos e eram 33, o que
dificultou avaliar todos eles nestes outros moldes.

Vale ressaltar que uma discussdo sobre avalia¢io foge ao Ambito desta dissertacio.

Sua analise forneceu elementos de cunho quantitativo para as analises dos episédios
selecionados, apos a categorizagio do conteido do Didrio. O contexto trabalhado no
exercicio 1.8 voltou a aparecer em dois exercicios, um em cada prova e as analises deste
dois exercicios propiciaram informagdes sobre, por exemplo, a aplicagio do Principio
Multiplicativo nos momentos de resolugdo. Em relagdo a discussio da relagio entre Arranjo
¢ Combinagio, os exercicios das provas relativos a esses dois temas foram também objeto

de analise para complementar as reflexdes.
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BIBLIOGRAFIA COMENTADA

Um dos elementos motivadores da investigagio que originou esta pesquisa foi
ensinar Analise Combinatéria pela primeira vez. Naquela época, procurei uma bibliografia
que me auxiliasse a tentar uma abordagem diferenciada ou textos que enfocassem o
ensino/aprendizagem de Analise Combinatéria. Julgava que tal material auxiliaria a
elaboragdo das aulas e o desenvolvimento do curso que estava preparando. Encontrei
poucos textos relacionados ao tema.

Percebi também que poucos enfocavam temas relativos ao Ensino Médio. Lendo a
tese de doutorado (1994) e os artigos (1993, 1995) de Fiorentini pude constatar a ndo
existéncia no Brasil de nenhuma tese ou dissertagio, que tivesse como objeto de
investigacdo, o ensino de Analise Combinatoria naquele nivel escolar.

Durante o desenvolvimento da pesquisa, a dificuldade inicial foi sanada apenas em
parte: encontrei textos que tratam de Analise Combinatéria sob diferentes aspectos.

A bibliografia consultada mostra que existem trabalhos dedicados a Analise
Combinatoéria enquanto conteido matematico, sem, entretanto, consideragdes especificas
sobre o trabalho em sala de aula (Nogueira, 1972; Backx, Poppe e Tavares, 1975, Morgado
et al. 1991; Santos, Mello e Murari 1995; Vilenkin, s/d). Foram consultados também alguns
livros didaticos (lezzi et al. 1979; Trotta; Imenes e Jakubovic, 1979; Hariki e Onaga, 1980).
Outros trabalhos tratam da Analise Combinatéria em relagio com a Probabilidade
(Lecoutre, 1985; Fischbein, Nello e Marino, 1991, Parzysz, 1993; Henry, s/d; Jones et al,
1997) ou com outros aspectos da Matematica Discreta (Hart, Maltas e Rich, 1990; Litwiller
e Duncan, 1992; Kenney ¢ Bezuska, 1993). Existem estudos que tratam da relacdo entre a
formagdo do conceito de Arranjos, Permutagdes ¢ CombinacBes e o desenvolvimento
intelectual de criangas e jovens, utilizando o método clinico (Piaget e Imhelder, 1951;
Fischbein, Pampu e Minzat, 1970; Fischbein,1975; English, 1993; Fischbein e Grossman,
1997). Foram encontrados ainda textos que fazem uma referéncia direta ao
ensino/aprendizagem do tema (Glaymann e Varga, 1973; UNESCO, 1977, Hariki, 1996;
S&o Paulo, 1990, 1991; Batanero, Godino e Navarro-Pelayo, 1994, 1996; Roa, Batanero,
Godino e Cafiizares, 1996).
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Entre os textos que tratam do tema enquanto conteudo matematico. algumas

publica¢Ses nacionats foram encontradas, como é o caso do trabalho de Nogueira (1972). A
apresentagdo da Analise Combinatoria se da de um modo formal Para cada tema,
inicialmente é apresentada a definicdo e a formula, sem preocupagdes com o significado
dos termos e simbolos envolvidos. No momento seguinte, aparecem alguns exercicios, sob
o titulo “Aplica¢Bes”. Além de Arranjos, Permutagdes e Combinagdes, que sdo discutidos
nos casos com e sem repetigdo, este trabalho apresenta também a potenciagio de
polindmios. Os capitulos finais sdo destinados apenas a apresentagdo de exercicios, alguns
resolvidos.

No livro Prelidio & Analise Combinatéria (Backx, Poppe ¢ Tavares, 1975), sdo
apresentados exercicios, alguns resolvidos e outros nio, utilizando-se basicamente o
Principio Multiplicativo, que se constitui a base deste trabalho que almeja tornar a Analise
Combinatoria mais acessivel aos estudantes. Dedica mais atencdo as Permutacdes e
Combinagdes que aos Arranjos, tema que aparece como um apéndice. Provavelmente isto é
conseqiiéncia do fato de os autores dedicarem especial atengio ao Principio Multiplicativo.
Supdem que, se o leitor dominar este principio, compreenders a formula dos Arranjos como
decorrente. O mesmo ndo ocorre no caso das Permutagdes, pois este tema ¢ utilizado no
momento da dedugdo da formula das Combinagdes. Além de discutir estes temas também
nos casos com repeticdo, Os autores apresentam outros temas como potenciagio de
polindmios e cardinalidade de conjuntos. O Principio Multiplicativo € fregiientemente
retomado na apresentagdo e discussio das diversas formulas.

Este trabalho mostra a preocupagio dos autores com o fato de a Analise
Combinatéria ser um tema no qual normalmente os estudantes encontram dificuldades, e
para quem a Anélise Combinatdria se enquadra como um tabu.

Na mesma linha do trabalho de Backx, Poppe e Tavares (1975), encontramos os
livros de Morgado et alli. (1991) e Santos, Mello e Murari (1995). O trabalho de Morgado
et alli. contempla, além dos temas abordados por aqueles autores, a Historia da Analise
Combinatéria. Apresenta, ainda, uma parte dedicada 4 Probabilidade. Apresenta inclusive
outros temas: principio da indugdo matematica, principio da inclusio e exclusdo, funcdes

geradoras, principio da casa dos pombos e grafos.
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O livro de Santos, Mello e Murari (1995) demonstra preocupagio com o significado
formal dos temas abordados. Este trabatho se apresenta com o objetivo de ser uma fonte de
exemplos e exercicios para professores do Ensino Médio. Diferentemente dos livros de
Backx, Poppe e Tavares (1973) e Morgado et alli. (1991), aborda diretamente os Arranjos.
Seu segundo capitulo traz inicialmente, os principios aditivo e multiplicativo e algumas
aplicacdes dos mesmos, com a intengdio de tornar clara a apresentagio das definicdes de
Arranjo, Permutac@o e Combinagdo para o leitor.

Um outro trabalho que pode ser considerado desta linha € o livro de Vilenkin (s/d),
que faz em seu prefacio, mengdo a Historia da Analise Combinatoria. Apresenta problemas
resolvidos e um apéndice com mais de 400 problemas.

Apesar de conter grande quantidade de exercicios, estes textos ndo discutem suas
possiveis utilizagdes em sala de aula. A contribuigio desses trabalhos se dé principalmente
em relacdo ao conhecimento matematico. Coerentemente com seus propoOsitos, os textos
analisam todos os ramos da Analise Combinatoria,

Estes trabalhos, entretanto, nfio me auxiliaram na investigagio que originou esta
dissertagio, uma vez que eu procurava principalmente consideragdes acerca de Arranjos,
Permutacdes e Combinagbes no contexto de sala de aula. Assim mesmo, parece leitura
obrigaténa para aqueles que desejam se aprofundar no tema com uma visdo que vai além
da Analise Combinatoria do Ensino Médio. O professor pode, através destes textos,
aperfeigoar seu conhecimento matematico, conhecer melhor certas definicdes, além de ter
uma fonte de exercicios que poderio ser propostos em sala de aula.

Outra fonte de conhecimento e de exercicios/exemplos que podem ajudar o

professor sdo os livros didaticos. Este fato n8o é novidade, grande parte dos professores
envolvidos na tarefa de ensinar um tema, vai buscar informacdes em tais publica¢es.
Comigo ndo for diferente. Na época da elaboragio da minha proposta encontrei
dificuldades para achar textos que tratassem do assunto, os primeiros que me auxiliaram
foram os livros didaticos. Entretanto, pela sua propria natureza, esse tipo de publicagdo
geralmente ndo discute questSes diretamente relacionadas com ensino/aprendizagem. Por
esta razdo, esses livros serviram basicamente como fonte de exercicios. Nao foram

analisados criticamente quanto ao seu valor enquanto livro didatico, o que nfo me impediu
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de me ater a alguns deles, os mais importantes para o desenvolvimento da pesquisa que
originou esta dissertagio.

O livro “Curso de Matematica 2” de Hariki e Onaga (1980), recebeu especial
atengdo visto que um dos autores foi, de certa forma, motivador desta investigagdo. Este,
juntamente com o livro “Aulas de Matematica 2” de Tezzi et alli. (1979), foi uma fonte de
exercicios e idéias. Alguns exercicios utilizados na proposta foram baseados nos
apresentados nestes livros.

Um tratamento diferenciado dado & Anslise Combinatéria se apresenta no livro
“Matematica Aplicada 2”, de Trotta, Imenes e Jakubovic (1979). Um exemplo que
evidencia esta diferenciagio ¢ a apresentagfio de todas as 512 (! ) possibilidades que temos
como resposta de um exercicio, como forma de ilustrar e discutir modos de resolucdo dos
problemas. Este texto tem um caréter diferente dos livros didaticos de sua €poca uma vez
que, em algumas ocasides, contextualiza o assunto trabalhado na Historia da Matematica ou
em aplicaghes praticas.

Posso dizer que tive contato com grande parte das publicagBes atuais deste tipo.
Desta pesquisa bibliografica pude concluir que um professor que esteja também frente a
situagdo de lecionar Andlise Combinatoria, sem ter que se prender a algum material 14
pronto, pode certamente pensar em exercicios baseados em livros didaticos, uma vez que €
possivel encontrar exercicios desde os tradicionais até os que se destacam pela criatividade.

Como foi mencionado, no comego do trabatho houve a dificuldade em achar textos
relacionados diretamente 4 Analise Combinatoria. Muitos dos textos encontrados tratavam
basicamente de Probabilidade ou de Matematica Discreta em geral, relacionando-as com
Analise Combinatoria.

E assim o caso de Henry (s/d), que traca um breve paralelo entre as noc¢des de
probabilidade tradicional e experimental; faz uma retrospectiva historica mostrando a
evolucdo das concepgdes de probabilidade e atenta para os programas de Ensino Médio da
Franga, com relagdo ao ensino de probabilidades, citando que de 1982 a 1991 hi uma
simplificagio da combinatéria envolvida, portanto comenta Analise Combinatoria apenas
de passagem.

Outro trabalho € o de Lecoutre (1985). Na comparacdo dos resultados obtidos pelos

sujeitos de problemas do tipo: “faz-se um sorteio de dois entre trés objetos (um branco e
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dois vermelhos) € se comparam dois resultados: (1) um objeto € branco ¢ outro & vermetho
e (2) os dois sdo vermelhos”, observa-se um erro de equiprobabilidade, por parte de
estudantes. O autor trata em seu artigo, de estudar a resisténcia do erro apos a consideracio
de informagdes em combinatoria e informacdes em freqiéncias. Os efeitos dessas
informagdes mostra-se limitado: aproximadamente metade dos sujeitos continuam a dar
respostas erradas de equiprobabilidade.

Ja Parzysz (1993) deseja, em seu artigo, mostrar as potencialidades do diagrama de
arvore. Em um primeiro momento, escreve sobre a utilidade do diagrama no estudo de
Probabilidade. Em seguida, o autor propde usar-se o esquema de arvore para definir e
estudar as propriedades das Combinac3es de n elementos, tomadas k a k ¢ a lei binomial. O
autor ndo se refere a dados empiricos.

Jones et alii. (1997) apresentam um framework sobre ¢ pensamento probabilistico
em criangas. Foram quatro os principais construtos incorporados no framework: espago
amostral, probabilidade de um evento, comparagdes probabilisticas e probabilidade
condicional. No caso do espago amostral, um entendimento do mesmo ¢ exibido pela
habilidade em identificar 0 conjunto completo de resultados em dois tipos de experimentos,
de uma etapa e de duas etapas, envolvendo portanto, o pensamento combinatério, dada a
necessidade de formacgo de todos os resultados possiveis. Como os outros construtos nio
se relacionavam diretamente com Analise Combinatéria ¢ sim com Probabilidade, as
contribuigdes desta pesquisa foram as consideragBes feitas sobre o espago amostral.

Para cada construto, quatro niveis de pensamento foram estabelecidos e, entre as
conclusdes relacionadas com espago amostal, foi observado que as criancas consideradas
no nivel 1 nfo elaboraram uma lista completa dos resultados; as classificadas no nivel 2
foram capazes de identificar um conjunto completo de resultados para um experimento de
uma etapa e, as vezes, de listar os resultados para os experimentos de duas etapas, sem
apresentar uma estratégia que possibilite a generalizagdo. No caso deste udltimo
experimento, no nivel 3, foi identificada a tendéncia do aparecimento de tal estratégia;
finalmente, no nivel 4 as estratégias utilizadas para listar os resultados indicavam a
presenca de uma lei geral de formagio.

Fischbein, Nello e Marino (1991), desenvolveram um trabalho com sujeitos de 9 a

14 anos no qual selecionaram tépicos que poderiam estimular novas interpretagdes
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referentes as primeiras nogdes intuitivas do pensamento probabilistico, como tipos de
eventos (impossivel, possivel e certo) e eventos compostos. Em relagdo as conclusdes desta
pesquisa, fol notado que as varias ordens possiveis de um conjunto de resultados
elementares ndo sdio contadas em separado, ou seja, “(...) ndo ha um entendimento natural
do fato que, em um espago amostral, possiveis resultados deveriam ser distinguidos e
contados separadamente se a ordem de seus componentes elementares é diferente”
(Fischbein, Nello e Marino, 1991, p. 347).

Hart, Maltas e Rich (1990), examinam como a Matematica Discreta pode ser
ensinada em 7° e 8° graus da Middle School ¢ na High School. Os autores elaboram duas
estratégias para encaixar Matematica Discreta no curriculo destes niveis escolares. No caso
da High School, ¢ discutido um curso de teoria finita de grafos. No caso dos 7° e 8° graus,
trés topicos sdo considerados apropriados para os estudantes: diferencas finitas, recursio e
teoria de grafos. Entre os exemplos de casos onde a idéia de recursio pode ser usada,
aparece a notagio fatorial, que ¢ usualmente definida de uma maneira- n! = n. (n-1). (n-
2)...3.2.1- que nfio enfatiza sua natureza recursiva: n! = n. (n-1)!.

A recursdo ¢ a notaglo fatorial também foram discutidas no artigo de Kenney e
Bezuszka (93). Inicialmente, os autores escrevem sobre o que é e por que ensinar
Matematica Discreta. Dentre os muitos temas desta area, é focalizada a recursio. Segundo
os autores, uma boa ocasido para comegar a usar relagdes de recorréncia é, por exemplo,
com a defini¢do de fatorial uma vez que temos: n! = (n-1)!.n. Outra fonte indicada como
rica em modelos recursivos ¢ o tridngulo de Pascal sendo que quando as combinacdes sio
introduzidas, provam o modelo aditivo basico para o tridngulo.

O tridngulo de Pascal ¢ relacionado com campeonatos esportivos no trabalho de
Litwiller e Duncan (92), em que os autores investigam o nimero de maneiras que um time
pode ganhar uma série de jogos.

Estes textos foram consultados na esperanga de que as mencdes 3 Analise
Combinatéria, mesmo que indiretas, trouxessem algum auxilio relevante & investigagio em
curso. Infelizmente este fato ndo ocorreu. As pesquisas relatadas foram realizadas junto a
sujeitos de faixa etaria inferior & dos alunos do Ensino Médio no Brasil e, além disso,
nenhuma delas foi realizada em situacio natural de sala de aula. Este Gltimo aspecto limita

a utilizagdo das contribui¢des encontradas, como as do trabalho de Jones et alii (1997), que

29



oferecem dados acerca de utilizagSes de estratégias que possibilitem generalizagdes e as de
Parzysz (1993), sobre as possibilidades da utilizacdo do diagrama de arvore no
ensino/aprendizagem de Analise Combinatoria.

Outros estudos tratam da relacio entre a formagio de conceitos relativos 4 Anélise

Combinatoria e o_desenvolvimento intelectual de criancas e jovens. utilizando o método

clinico em suas pesquisas.

Na década de 50, Piaget e Inhelder realizaram estudos acerca da capacidade
combimatoria. Em seu livro “La génése de I’idée de hasard chez I"enfant™ (1951), os autores
apresentam resultados que relacionam a idade dos individuos com a capacidade de chegar a
um sistema de contagem para os temas Combinagdes, PermutagBes e Arranjos. Os autores
consideraram trés niveis distintos relacionados 4 idade dos individuos.

Para cada periodo e cada um dos temas analisados, os resultados foram semelhantes.
Basicamente, foi constatado que em relagdo ao nivel I - até os sete anos, ndo ha procura de
procedimento ou sistema de construgio por parte dos individuos. J& no nivel II - dos sete
aos onze, Os sujeitos iniciam a busca de um sistema e no nivel III - acima de onze anos, ha
indicios da descoberta de um sistema ou lei de formagio.

Em um artigo, Fischbein, Pampu ¢ Minzat (1970), questionam Piaget e Inhelder e
investigam os efeitos da instrugdo direta — ou seja, incluindo exemplos na formulagdo da
questdo — na habilidade de lidar com PermutacBes e Arranjos em 60 criangas, divididas em
trés grupos de 20, segundo suas idades: 10, 12 e 14 anos. Usando elementos como letras,
numeros, figuras, as criangas foram testadas individualmente e as sessSes experimentais
consistiram de duas fases:

Estimacdo subjetiva do nmimero de permutacdes. Os autores verificaram que para
estimar 0 nimero de permutagdes possiveis, com 3, 4 e 5 elementos, o fator idade foi
significante e o fator nimero de elementos envolvidos foi considerado muito significante,
no sentido que existiu uma tendéncia de subestimar o niimero de permutagdes possiveis.
Esta tendéncia foi mais significante quanto maior o niimero de objetos envolvidos.

Aquisicdo de estratégia sistemdtica no cdlculo do nimero de arramjos e
permutaces (efeitos da instrucdo). Estudando efeitos de instrugdo, os autores investigam,
através da combinacdo de aprendizagem por descoberta com instrugio programada, os

procedimentos dos alunos frente a arranjos de dois objetos em grupos de 3 e de 4 e
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permutagdes de 3, 4 e 5 elementos. Nestes experimentos foram utilizados os diagramas de
arvore. Entre os resultados, para os arranjos, foi notado que a resolugéio tipo 2. 2. 2 aparece
espontaneamente somente no caso de poucos sujeitos, apds de terem feito o primeiro
diagrama de arvore.

Fischbein (1975), em seu livro, que traz inclusive o artigo acima citado como
apéndice, dedica um capitulo & Analise Combinatéria, fazendo inicialmente uma revisio do
trabalho de Piaget, principalmente o envolvido no livro ja citado, para em seguida discorrer
sobre a apresentacdo de técnicas combinatdrias a individuos, como esquemas e modelos
generativos, como por exemplo, o diagrama de arvore.

Fischbein e Grossman (1997) apresentam uma pesquisa acerca da relagdo entre
esquemas € intuighes, sendo que sua principal hipétese € que intuicSes sdo sempre baseadas
em certos esquemas estruturais. Esta hipotese € verificada considerando-se problemas
combinatorios. Nesta pesquisa, foi aplicado um questionario contendo problemas de
Permutagdes, Arranjos com e sem repeticio e Combinagdo, solicitando aos sujeitos que
apenas estimassem as respostas. Alguns dias depois do questionario aplicado, foi feita uma
entrevista para que os sujeitos justificassem suas solugdes. Os sujeitos eram alunos dos
graus 7, 9 e 11, estudantes de “Teachers Colleges” e adultos com pouca educagio escolar
em termos matematicos.

No caso das Permutagdes de trés elementos, para o caso dos alunos dos graus 7 a
11, o valor das estimativas variou, aumentando de acordo com a idade. J4 entre os
estudantes de “Teachers Colleges™ e os adultos, o nimero foi proximo da resposta certa. No
caso das Permutacbes de 4 ¢ 5 elementos, foi notada uma grande subestimativa, sem
regularidades em termos de idades. E de se destacar que nenhum dos participantes chegou &
formula P(n) = n!. Suas justificativas faziam referéncias a operagdes binarias, como, por
exemplo, no caso de quatro elementos, 4. 4, 3. 4, 2* . Essas operacBes se mostraram
presentes também na resolugo dos outros problemas.

Os Arranjos e as Combinac¢des foram tomados dois a dois, nos casos de 3, 4 e 5
elementos. Em relagdo aos Arranjos, novamente as operacOes binarias foram muito
utilizadas pelos sujeitos. Porém, no caso dos Arranjos com repeticio, cuja formula é uma
operagio binaria (Aqx = 0%), 0 uso destas operagdes levou os resultados das estimativas a ser

proximos da resposta correta. Quanto ao aspecto idade, houve dificuldade em se encontrar



algum tipo de regularidade, & excegdo dos alunos dos graus 7 a 11, onde houve um
aumento, conforme a idade, do valor estimado. Ja no caso dos Arranjos sem repeticio, o
uso das operagdes binarias levou os resultados a ser superestimados.

Para os problemas de CombinagSes, novamente houve uma superestimativa dos
valores. Entretanto, os sujeitos nd3o reproduziram simplesmente os mesmos numeros do
caso dos Arranjos sem repetigio, demonstrando uma noc¢io que os resultados sdo menores.

Em seu estudo, English (1993) investiga as estratégias usadas por criangas de 7 a 12
anos na solugdo de problemas combinatorios. Foram aplicados problemas onde as criangas
deveriam vestir, de todas as maneiras possiveis, com dois e com trés itens, ursos de
brinquedo. Tanto no caso dos dois quanto no caso dos trés itens, as estratégias das criangas
foram semelhantes, sendo identificadas: tentativa e erro, “transicionais”, com o
aparecimento de algum padrio; e estratégias com padrdes consistentes e completos.

Em relagio a esses trabalhos, deve-se ressaltar que os autores enfocaram, entre
outros, os temas desta dissertagiio. No entanto, a grande maioria dos sujeitos envolvidos nas
pesquisas tem idade inferior & dos alunos envolvidos neste trabatho. O 1nico trabalho em
que os sujeitos ndo sdo somente criangas é o de Fischbein e Grossman (1997) mas a
situac¢do em que a pesquisa se desenvolve € diferente daquela da sala de aula.

O fato de as tarefas envolvidas nestas investigacbes serem desenvolvidas
individualmente pelos sujeitos € um outro ponto que também limita as contribui¢des destes
textos. A situa¢do de entrevista ou de resposta a um questionario é muito diferente daquela
de sala de aula onde existem interagGes e/ou relacionamentos proprios. Além disso, estas
situa¢des ndo levam em conta o trabalho do professor e seu objetivo de ensinar Arranjos,
Permutagdes ou Combinagdes para muitos alunos, ao mesmo tempo e em igual espaco.

A contribuicdo destes trabathos se da quando procuramos comparar seus resultados
com o que acontece em sala de aula, tentando tragar um paralelo entre as manifestagdes dos
sujeitos envolvidos naquelas pesquisas e os alunos, como no caso das informacdes sobre o
pensamento combinatorio, que foram as mais Uteis destas pesquisas. Essas informagdes
podem explicar, algumas reacdes dos alunos durante o processo ensino/aprendizagem dos
temas.

Entre os textos que apresentam preocupacio ao ensino/aprendizagem do tema, estdo
os trabalhos de Batanero, Godino e Navarro-Pelayo (1996). Os trés autores apresentam a



pesquisa sobre a capacidade combinatéria e sua relagdo com a instrucdo escolar dos
sujeitos, na faixa etaria dos 14 anos. Para 720 alunos com e sem instrugdo em Analise
Combinatéria, € aplicado um questionario com 13 problemas, classificados segundo trés
modelos:

Selecdo: de um conjunto de m elementos, se extraem n elementos, como por
exemplo “Se quer eleger um comité formado por trés membros: presidente, tesoureiro e
secretdrio: Para seleciond-lo, dispomos de quatro candidatos: Arturo, Basilio, Carlos e
David. Quantos comités diferentes se podem eleger com os quatro candidatos? Exemplo:
Arturo como presidente, Carlos como tesoureiro e David como secretdrio” (Batanero,
Godino e Navarro-Pelayo, 1996, p. 39);

Colocacdo: deve-se introduzir n elementos em m lugares, como é o caso do
exercicio “Dispomos de trés cartas iguais. Desejamos coloca-las em quatro envelopes das
cores amarelo, branco, creme e dourado. Se cada envelope s¢ pode conter, no mdximo,
uma carta, de quantas formas é possivel colocar as trés cartas nos quatro envelopes?
Exemplo: Podemos colocar uma carta no envelope amarelo, outra no branco e outra no
creme.” (Batanero, Godino e Navarro-Pelayo, 1996, p. 38);

Particdo: diz respeito a dividir um conjunto de n elementos em m subconjutos,
como € o caso do exercicio “Maria e Carmen tém quatro cromos mumerados de 1 a 4.
Decidem reparti-los entre as duas (dois cromos para cada uma). De quantos modos se
podem repartir os objetos? Exemplo: Maria pode ficar com os cromos 1 e 2, e Carmen com
os 3 e 4.” (Batanero, Godino e Navarro-Pelayo, 1996, p. 39).

Os alunos apresentaram grande dificuldade em resolver os problemas. Os autores
consideram a existéncia de 11 tipos de erros, tais como levar em conta a ordem dos
elementos, quando isto ndo € necessario e vice-versa; considerar a repeticio dos elementos
de modo errado ao desejado e vice-versa; tentar resolver um problema através da
enumeracio das possibilidades sem apresentar um procedimento que dé conta de formar
todos os casos. Os autores puderam perceber que hia uma certa “regularidade” no
aparecimento dos erros para ambos os grupos de alunos, com e sem instrugio.

A grande contribuicdo de Batanero, Godino e Navarro-Pelayo ao assunto,
entretanto, € seu trabalho intitulado Razonamiento Combinatorio {1994). Neste livio os

autores tratam da Anélise Combinatéria sob vérios enfoques. No primeiro capitulo, tratam
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de aspectos como perspectiva historica, conceitos e modelos combinatorios. No capitulo 2
apresentam investigagOes acerca do tema na perspectiva de ensino e aprendizagem. O
terceiro e ultimo capitulo contém um plano de unidades destinadas ao ensino de Analise
Combinatdria para alunos com idades entre 10 e 18 anos.

Roa, Batanero, Godino e Caflizares (1996}, apresentam um estudo dos processos de
resolugdo de problemas combinatérios tendo como sujeitos quatro estudantes de
Licenciatura em Matemadtica, selecionados entre 0s que obtiveram os melhores os piores
resultados dentre 29 estudantes que resolveram 13 problemas combinatorios. O que os
melhores alunos tiveram como caracteristica foi a identificacfio da operagio combinatéria
envolvida, a compreensio da importincia ou ndo da ordem e da repeticio de elemento, a
capacidade de enumeragio sistematica, a capacidade recursiva e de generalizagdo. O que
caracterizou os piores alunos foi a confusio sobre a relevincia da ordem e da repeticio,
sobre o tipo dos elementos envolvidos, falta de capacidade de enumeracio e erros
aritmeéticos.

Em seu livro, Glaymann e Varga (1974) propGem sugestdes para ensinar Analise
Combinatéria, sem se referir a dados de pesquisa. Apresentam um posicionamento
interessante em termos de didatica, sugerem problemas abertos, elaborados de modo que
possibilitem diferentes formas para respondé-los. Discutem a relagio entre Arranjo e
Combinac8o sem repeticdo comparando variantes de um problema e ilustrando as situacdes
através de diagramas de arvore. Em seus “comentdrios para o professor”, ha um
aprofundamento tedrico do assunto trabalhado.

Hanki (1996} trata das conexdes entre diferentes problemas combinatorios, citando
que o estabelecimento das conexdes constitui uma boa estratégia de resolugio de tais
problemas. O funcionamento da estratégia da conexdo € ilustrado através da busca de
problemas relacionados a um problema que se quer resolver. E ilustrada também a
estratégia da imersdo, na qual sfio produzidos problemas conexos variando os dados
numéricos de um dado problema.

A busca por exercicios e comentarios acerca de metodologias para o ensino do
assunto acabou me levando & consulta de propostas curriculares, como foi o caso da
Proposta Curricular para o Ensino de Matematica, 2° grau, do Estado de Sdo Paulo (S#o

Paulo, 1991): nesta proposta, conhecida como Proposta da CENP, o conteido de Analise
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Combinatéria ¢ dividido em trés etapas: Familiarizagio com problemas que envolvem
contagem, com a apresentacdo de problemas variados; Sistematizacio da contagem, em que
sdo introduzidas técnicas de formagdo e contagem dos agrupamentos, como o Principio
Multiplicativo e o diagrama de arvore; e Sistematizacio dos conceitos, na qual s3o
trabalhadas nomenclaturas e formulas de Arranjos com e sem repeticio, fatorial,
Permutacbes simples e Combinagdes simples. Esta proposta foi uma rica fonte de
exercicios e acredito que pode auxiliar bastante os professores como um parametro para seu
trabatho em sala de aula.

O mesmo pode ser dito sobre a proposta curricular de Matematica para o CEFAM e
Habilitagdo para o Magistério (S&o Paulo, 1990), onde praticamente o mesmo contetido da
primeira proposta ¢ apresentado, porém de modo resumido.

Outra Proposta Curricular consultada foi a da UNESCO, datada do ano de 1977, na
qual o objetivo do modulo destinado & Analise Combinatdria é introduzir as idéias
fundamentais, utilizando-se as nogdes e definicdes de fungdes (injetoras ou bijetoras, por
exemplo) enire conjuntos. Os temas trabalhados s3o: Arranjos, Permutacdes, Conjunto
Poténcia, Combinagdes, Propriedades dos mimeros combinatérios. No médulo destinado a
Probabilidade, ¢ sugerido que primeiramente se trate de temas da Analise Combinatéria,
que serdo aplicados no calculo de probabilidades. Os temas sugeridos sdo: Principio
Multiplicativo, Principio Aditivo, Permutagdes, Arranjos e Combinagdes.

As propostas citadas ndo fazem referéncia a utilizacdes em sala de aula. Em seu
livro, Batanero, Godino e Navarro-Pelayo (1994) propdem um plano de ensino no qual
sugerem posturas para o professor na geréncia das aulas. Entretanto, nfo se referem a
pesquisas em sala de aula sobre o tal plano. Podemos considerar tal plano de ensino como
uma proposta curricular, pois hd a sugestiio de uma metodologia de ensino a ser utilizada,
além de temas de Andlise Combinatéria a serem abordados em determinadas faixas etarias
e atividades a serem desenvolvidas para cada tema.

A presente dissertagdo d4 um passo diferente, no sentido de que se propde a analisar
o trabalho de um professor que, uma vez desiludido e incomodado com a pratica
pedagogica em Analise Combinatéria que conhecia, elabora e experimenta em sala de aula,
uma proposta de ensino que avalia “adequada™ & sua realidade (turma e turno em que

trabalha) e as suas concepcdes de ensino.
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A PROPOSTA

A Proposta pode ser dividida em 4 fases, de acordo com os objetivos de cada
momento: “Familiarizagio com problemas de contagem em geral”, “Estudo da notagdo
fatorial”, “Levantamento e observagdo das carateristicas dos problemas que deterrminam
seu modo de resolugdo” e “Relacgio das caracteristicas (modo de resolver) com os temas em
si e ‘formalizacdo’ dos conceitos/temas”. Na tltima fase, os temas referidos sio Arranjo,
Permutacdo e Combinacgio, todos sem repetigdo de elementos.

Os exercicios que propus visavam a propiciar ao aluno situagdes em que ele pudesse
discutir com colegas e com o professor suas duvidas ou concretizar suas certezas. Cada
exercicio deveria ainda despertar nos estudantes, necessidades de se organizar para elaborar
uma listagem adequada ou chegar a um procedimento geral de calculo, uma formula geral,
ou seja, os exercicios propiciariam momentos para que os alunos refletissem sobre o que
estavam conhecendo/aprendendo.

Almejava que cada exercicio trouxesse um aspecto estimulante para o
desenvolvimento do tema em estudo.

Na maior parte dos livros didaticos destinados ao Ensino Médio, o termo
“exercicio” ¢ utilizado para indicar tarefas repetitivas, destinadas a treinar o aluno em um
determinado procedimento e/ou algoritmo; ndo o utilizei neste sentido. O sentido aqui
utilizado ¢ semelhante ao de “problemas™ em Batanero, Godino, Navarro-Pelayo (1994),
que os selecionaram com o proposito de abarcar os aspectos da Analise Combinaténa que
ela desejou abordar, pois os exercicios foram escolhidos de modo que contemplassem os
objetivos de cada fase da proposta.

O matenal apostilado, utilizado pela escola na qual desenvolvemos o trabalho de
campo, foi analisado de tal forma, que serviu como fonte de exercicios. O contetdo
sugerido para ser ensinado no segundo ano esta dividido em quatro apostilas, que sdo
divididas nas chamadas li¢Ges. Analise Combinatoria estd presente na apostila destinada a
ser trabalhada no primeiro bimestre, sendo que o conteido que foi objeto deste estudo
consta de 7 ligGes.

Geralmente a estrutura das ligSes da apostila é composta de uma explicac@o sucinta

do tema, quando € o caso, da apresentacio de sua férmula e uma lista de exercicios. Como
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a proposta a ser trabalhada nfio seguiria esta estrutura, foram utilizados também outros
exercicios, que viessem ao encontro do intuito de cada fase. Os outros exercicios foram
elaborados pelo professor ou baseados em fontes como a Proposta da CENP (Sio Paulo,
1991) ou livros didaticos, principalmente os ja citados “Curso de Matematica” de Hariki e
Onaga (1979) e “Aulas de Matematica” de Iezzi et alii.(1979).

Neste capitulo, € apresentada uma descrigiio de cada uma das fases. Na descricio de
cada fase est3o incluidos os exercicios desenvolvidos e sera usado o cédigo (ap) para os
extraidos do material apostilado, (el) para os elaborados pelo professor, (pc) para os que
constam da proposta de CENP (S&o Paulo, 1991) e (cm) para os baseados no livro “Curso
de Matematica” (Hariki e Onaga, 1979) e (am) para os baseados no livro “Aulas de
Matematica™(lezzi et alii., 1979).

Para cada fase, apos sua descricdo, foram feitas reflexdes acerca de seu
desenvolvimento, tendo por base as anotagdes feitas no Diario sobre as aulas. Como ja
citado, tais anotagdes, como todas as mengBes ao Didrio nesta dissertacdo, serdio destacadas
em italico.

As fases foram:

Primeira fase: “Familiarizacio com problemas de contagem em geral”,

Os objetivos desta fase: que os alunos tivessem um primeiro contato com os
problemas de contagem; se acostumassem a ler e interpretar os problemas e, a0 mesmo
tempo, tivessem as primeiras nogdes de estratégias de contagem como a listagem, o
chamado Principio Multiplicativo, e os diagramas de &rvore.

Entre as estratégias de contagem inclui-se ainda uma que pode ser considerada
intermedidria entre a listagem de todos os casos possiveis € a aplicagio direta do Principio
Multiplicativo, que consiste em se tomar um elemento e como base e listar/formar todas as
possibilidades que incluem este elemento. Sendo n o total de possibilidades, tendo e como
base €, sendo m o total de possiveis elementos-base, uma vez contado n, a totalidade dos
casos sera n+n+...n = m.n, ndo havendo portanto, a necessidade de se listarem todos os m.n

€asos.
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Considerei como Principio Multiplicativo (P. M.) a estratégia que consiste no
seguinte: se um evento pode ocorrer nl modos diferentes, um segundo evento de n2 modos
diferentes, um terceiro evento de n3 modos diferentes,...., um k-ésimo evento de nk modos
diferentes, entdo o evento composto dos k eventos sucessivamente pode ocorrer de nl. n2.
n3. ... nk modos diferentes. Este principio ¢ chamado por alguns autores de Principio
Fundamental da Contagem.

Esta fase fo1 desenvolvida em quatro aulas.

Os exercicios trabalhados inicialmente foram:

1.1) “Se langarmos uma moeda trés vezes consecutivas, quais € quantos so os
resultados possiveis?”(pc)

12) “Se langarmos ao mesmo tempo 3 moedas iguais uma Gnica vez, quais e
quantos s30 os resultados possiveis?”(pc)

13) “Da cidade A até a cidade B pode se fazer a viagem de trem ou de navio.
Existem duas companhias ferroviarias e duas de navegagdo a disposicio e em todas ha 3
tipos de passagem: 1° classe, 2° e econdmica. De quantos modos uma pessoa pode fazer sua
viagem de A até B?’(am)

1.4) “Com os algarismos 8, 7 e 5, quantos nimeros de 3 algarismos podemos
formar:

a) Ndo podendo repetir algarismos?

b) Podendo haver algarismo repetido?”(el)

Para inicio, foram planejados dois exercicios que tivessem enunciados parecidos,
mas que propiciassem respostas (¢ procedimentos para obté-las) diferentes, para que os
alunos percebessem que deveriam dedicar especial atencdio a leitura dos problemas, aos
dados do enunciado, uma vez que toda informacgiio pode ser util e até decisiva em um
problema de Analise Combinatoria. Era esperado que o procedimento mais usado fosse a
listagem de todos os casos possiveis.

Os dois exercicios seguintes foram escolhidos com a expectativa de que
possibilitassem o surgimento de estratégias de resolugo diferentes da listagem, esperada
nos iniciais. No exercicio 1.3, era esperado que as respostas seguissem principalmente a
estrategia intermedidria entre a listagem de todos os casos possiveis e a aplicagio direta do

Principio Multiplicativo e no seguinte, o uso de diagrama de arvore e multiplicacio.
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Os exercicios que se seguiram eram da apostila e foram, nesta ordem:

L.5) Um time de futebol dispde de 2 jogos de calgdes, 2 jogos de meias e 3 jogos de
camisas. De quantas maneiras os jogadores podem vestir-se para um jogo? (ap)

1.6) A diretoria de uma firma concorrem 3 candidatos & presidéncia e 5 a vice-
presidéncia. Quantas chapas distintas podem ser formadas? (ap)

1.7) Um grupo € constituido de 3 mocas e 2 rapazes. Entio, o nimero de casais
possiveis€: a)6 b) 5 ¢)9 d)3 e) 15.(ap)

L.8) A placa de moto ¢ formada por trés letras e quatro digitos. O mimero de placas
que podem ser formadas com o prefixo ABC é: a) 100 b) 10000 ¢) 30 d) 110 e) 999 (ap)

Estes exercicios deveriam servir para que os alunos comegassem a perceber de
modo mais intenso, as possibilidades do uso do P. M., enquanto instrumento mais
manuseavel que os diagramas de arvore ou mais geral que a estratégia aditiva. Havia
também a expectativa de que nestes exercicios, a presenga do professor enquanto “auxiliar”
fosse menos necessaria.

Os exercicios ndo seguiram necessariamente uma ordem crescente de dificuldades
embora o ultimo (1.8) estivesse nesta posi¢io pois esperava-se que os anteriores Ihe dessem
um “suporte” no aspecto em que seria muito trabalhoso o uso de listagem/contagem de
todos os casos possiveis. Este dltimo foi escolhido, inclusive, com o intuito de mostrar e
discutir uma falha nas alternativas, uma vez que ndo existem placas em nosso pais com a
sequi€ncia 0000, portanto a resposta correta era 9999, que ndo era apresentada.

Alguns exercicios eram de multipla escolha, Embora nio ache muito interessante
este tipo de exercicio, ji que o aluno pode querer adaptar seu procedimento de modo a
chegar a uma resposta sugerida, foi importante que neste primeiro momento, tivéssemos
exercicios com esta caracteristica, uma vez que a fase foi de apresentagiio do tema e de
exercicios. Vale ser dito que, quando os alunos resolveram este tipo de exercicio, ndo foram
aceitas soluc¢des sem justificativas.

Reflexdes relativas a fase 1.

Em relago ao objetivo de fazer os alunos terem um primeiro contato com situacdes-

problema de Analise Combinatoria lendo/interpretando os problemas, enquanto primeira

experiéncia, a fase pode ser considerada frutifera, uma vez que os alunos participaram das

aulas discutindo e interpretando os enunciados, como no caso das moedas e das placas.
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As aulas descritas no Diario revelam que os objetivos especificos dos dois primeiros
exercicios em particular (perceber a necessidade de se ler atentamente os exercicios) podem
ser considerados alcancados na medida em que os alunos tenderam a considerar o 1.2 igual
ao 1.1: No segundo exercicio, mal tinha terminado de colocar o enunciado e jd houve quem
Jalasse: mas é igual!! (referindo-se ao primeiro) Era exatamente isso que eu querial! Apods
as discussdes, convenceram-se de suas diferengas.

Quanto aos enunciados, chegou a ser uma surpresa que alguns alunos ndo
soubessem direito o que era jogo de camisas ou de calgdes, na montagem de uniformes
(exercicio 1.5). Ndo imaginava que haveria duvidas... O questionamento a ser feito € até que
ponto o professor deve explicar o que o exercicio esta pedindo. Se o aluno ndo sabe o que é
jogo de camisas ou comissdo, por exemplo, pode resolver errado, mas se o professor
detalhar o exercicio, pode ser que na explica¢do, venha embutida a resposta do problema.
Se explicarmos demais, estaremos respondendo de antem@o ao problema. Se o aluno nio
dominar o contexto, ndo estaremos verificando se conhece um procedimento adequado para
resolvé-lo. Creio que entender o enunciado do exercicio faz parte da Analise Combinatoria,
embora mais importante seja o modo de se resolver os exercicios pois, em situagdo mais
pratica, as pessoas podem discutir com colegas e até perguntar aquele que propde o
problema, gue tipos de agrupamentos s3o esperados.

Um outro objetivo da fase era apresentar aos alunos técnicas de contagem. Notou-se
que ja no terceiro exercicio, alguns alunos ja tentaram adotar alguma estratégia mais
elaborada que as listagens: (...} comecei perguntando como Karina havia feito. Ela me
ditou e eu escrevi na lousa:

2F.3P=6 6+6=12

2N.3P=6

P: — Wania, como vocé fez?

()

Wania: — 4C.3P=12



P: - Evocé? (para Bruno)

Viagem

12F 12F e falei : — Bom, ja da para observarmos que vai dar
12.

Nota-se que o professor ao resolver na lousa os exercicios, mostrou/apresentou
varias estratégias e o objetivo pode ser considerado alcancado, devendo ser feita uma
ressalva quanto ao diagrama de arvore. Esta estratégia deveria ter sido mais explorada,
como em exercicios que ndo tratassem de Arranjos, que viessem a propiciar um diagrama
“irregular”. Na proposta, os diagramas apresentados foram regulares em todos os seus
“ramos™. ndo houve nenhum diferente. Também poderia ter sido mais discutida sua
impraticabilidade, quando o resultado é grande. Além disso, uma importante justificativa
para maior discussio do uso do diagrama € que ele d4 uma sustentacio visual as idéias
empregadas para a resolugio do problema, isto pode ser interessante especialmente no caso
doPM.

Em relac@o ao P. M., estratégia que foi apresentada com mais frequéncia, ¢ dificil
dizer se foi entendido ja nesta fase ou ndo. Parece-me que um entendimento definitivo s6
foi acontecer na fase 3.

Além de uma maior énfase no diagrama de arvore, questdes como a importancia do
ordenamento dos elementos, poderiam ter sido mais realgadas, visando ja a fase 4 onde os
alunos deveriam identificar os exercicios que tratavam de arranjos e os que tratavam de
combinages.

Ainda em relagdo as estratégias, o professor poderia ter pedido que os alunos
primeiramente “chutassem” um resultado e depois comparasse seus chutes com os reais
resultados. Diferencas entre “chutes” e resultados corretos seriam uma justificativa para
aprender técnicas eficazes de contagem.

Quanto ao professor, ele poderia ter falado mais sobre a importancia de uma leitura

criteriosa. Foi possivel notar que ficou “devendo” perguntar/pedir aos alunos para
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explicarem com suas palavras o que 0s exercicios solicitavam... € possivel notar que apenas

no principio ele faz isso, promovendo discussdes com os alunos.

Segunda fase: “Estudo da netagio fatorial”.

Para esta fase usou-se pouco mais de uma aula.

Tendo visto e trabalhado os exercicios da fase anterior, neste ponto era esperado que
os alunos ja tivessem as primeiras percep¢des de que a multiplicagio tem um papel
importante no estudo da Analise Combinatoria.

Como a notagdo fatorial poderia ser usada, foi dedicada uma fase para a resolugio
de exercicios envolvendo exclusivamente sua utilizagdo. O objetivo era possibilitar aos
alunos alguma familiaridade com exercicios cujos calculos poderiam ser representados com
o uso desta notacdo.

Os exercicios desta fase foram:

IL.1) “Quantos sfo os anagrama das palavra GRAU?”(el)

I1.2) “Quantos s@o os nimeros de 5 algarismos que podem ser escritos usando os
algarismos 1, 3, 5, 7, 9, sem repeticdo?”(el)

I1.3) “Simplifique: a) 71/6! b) 8Y/5! ¢) n¥/(n-1)!” (am)

11.4) “Indique com V as afirmacdes verdadeiras e com F as falsas: a) 51 =5.61 b) 5!
=5.4! 1) (sic) (n-1)/n! = 1/n }) n!/0! = n! (ap)

I1.5) “Determine o valor da expressfo a seguir paran =10 e p = 3. n!/p!(n-p)!”(ap)

Além do exercicio L4, da fase anterior, os dois primeiros desta fase foram
planejados de modo a ilustrar aplicagdes do fatorial, de tal forma que os alunos
percebessem que existem situacdes cujas resolugbes apresentam uma multiplicacdo e cujos
fatores formam uma seqiiéncia decrescente de ntimeros naturais, desde um nimero n até o
namero um.

Reflexdes relativas 4 fase 2.

Esta fase teve o objetivo de familiarizar os alunos com o trabalho com fatorial. Mais

do que em relacdo aos seus objetivos, esta fase pode ser questionada quanto 3 sua

permanéncia.
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Sua presenca € justificada pelo professor, pois o fatorial poderia ser ainda usado.
Pergunta: “Por que n@io ensinar fatorial quando for sentida a necessidade?” Ficou
impossivel saber se a fase deu resultado, pois nos exercicios que se seguiram, nfo era
preciso dominar a utiliza¢do de tal notagio.

O fatorial s6 apareceu com utilidade relativa na férmula das Permutagdes, na fase 4,
na qual constituiu, de certa forma, um formalismo, pois as Permutaces foram apresentadas
como um ¢aso particular de Arranjo, cuja formula nfo envolveu diretamente o fatorial. Em
relag@o & formula das CombinagGes, a presenga do simbolo p! no denominador (Cn,p =
An,p/ p!) € um elemento facilitador que simplifica a notaciio. Na verdade, foi somente neste
momento que o fatorial mostrou-se relevante. Voltando 4 pergunta feita acima: “Se é
importante que os alunos conhecam o fatorial, quando ensing-lo? No fim do curso ou como
fiz, no meio dele, mas quase sem reutiliza-lo?”

Uma 1déia € apresenti-lo no meio do curso, enquanto simbolo simplificador de uma
conta, mas propondo exercicios cuja utilizagio realmente evite calculos trabalhosos, e
retoma-lo com énfase quando for o momento de apresentar formulas que envolvam a
notagdo.

A foérmula Cn,p = n! / (n-p)! p! ndo foi apresentada nas aulas referentes & pesquisa.
Esta formula, que envolve mais diretamente calculos com o fatorial, foi trabalhada em aulas

seguintes s registradas, quando o assunto era o mimero binomial e o binémio de Newton.

Terceira fase: “Levantamento e observacio das carateristicas dos problemas

que determinam seu modo de resolucio”.

As carateristicas que determinam o modo de resolugio dos problemas foram:
ordenagdo dos elementos, aplicagdo direta do Principio Multiplicativo, aplicabilidade do
diagrama de arvore. Para a fase, trabalhada num total de trés aulas, foi elaborada uma lista
de exercicios, com o intuito de contemplar os diferentes temas, de modo que, a partir dela,
fosse possivel um levantamento das caracteristicas e na fase seguinte, a classificacio dos
problemas em Arranjos, Permutagdes, Combinacdes.

Os exercicios desta fase s30 os da lista que segue;



LISTA DE EXERCICIOS

I1.1) E preciso pintar uma bandeira de 4 faixas horizontais. As cores das faixas
devem ser diferentes. Se dispomos de 6 cores diferentes, de quantos modos a
bandeira pode ser pintada? (el)

IL.2) O professor deve escolher 3 entre 4 alunos para irem em uma excursio. De
quantos jeitos o professor pode fazer isto? (el)

I11.3) De quantas formas 4 pessoas podem ficar em fila indiana? (am)

L4} Duas equipes de vdlei vio decidir um campeonato no sistema “melhor de trés”
(fazem no maximo trés jogos, e uma equipe vence assim que conseguir duas
vitorias). De quantos modos podemos obter a equipe campei? (am)

HL35) De um grupo de 4 meninos, sua baba deve fazer uma lista de 3 deles onde o 1°
da lista ganhara um video-game, o 2° um autorama e o 3° ganhara um carrinho.
Quantas listas diferentes a baba pode fazer? (el)

[II.6) Dado o conjunto A={x, y, z}, quantos e quais subconjuntos de A, com 2
elementos, podemos formar? (cm)

IIL.7) Dos anagramas da palavra PERNAMBUCO, quantos comecam pela silaba
PER (nesta ordem)? (am)

II1.8) Jogamos dois dados iguais simultaneamente e¢ observamos os resultados.

Quais e quantas s#o as somas possiveis dos resultados? (pc)

O momento em que os alunos resolveram a lista, foi o Unico previsto para que
trabalbassem em duplas. Para evitar que algum aluno simplesmente se apropriasse dos
procedimentos do colega, sem buscar o proprio procedimento, foi solicitado que cada
membro da dupla deveria responder metade da lista; deste modo cada aluno deveria se
interessar pelo trabalho do outro. Os exercicios foram distribuidos para que em cada parte,
do 1 a0 4 e do 5 ao 8, figurasse um exercicio de cada um dos 3 temas: Arranjo, Permutagio
e Combinagdo e ainda um que ndo pudesse ser diretamente considerado como pertencente a
um dos temas. Durante a resolugfo, as duplas tiveram liberdade para interagir com as
outras.

Alguns exercicios merecem comentarios. No caso do exercicio 6 era esperado que

os alunos tivessern alguma dificuldade em saber o que ¢ subconjunto que se refere 4 ordem



dos elementos. O exercicio 4 foi escolhido com o intuito de propiciar mais de uma
interpretag@o, sendo que até mesmo o professor no tinha absoluta convicgio quanto ao
resultado que mais the parecia correto.

Os exercicios 2 € 5 tinham, propositadamente, dados numéricos iguais porque
serviriam futuramente de base para uma comparagfo entre Arranjo e Combinagio, no
caminho de uma formula para Combinagdes.

Somente ao final do trabalho das duplas é que foram explicados e discutidos mais
detalhadamente os exercicios na lousa. Foram abordados alternadamente um exercicio da
primeira metade com um da segunda, o que pareceu ser a forma mais adequada pelo modo
como os exercicios foram divididos para as duplas e também porque assim seriam
discutidos, a cada vez, dois exercicios com caracteristicas semelhantes — 1 e5,2¢ 6,3 ¢ 7,
4 e 8 — derxando mais claro os diferentes modos de resolver.

Reflexbes relativas a fase 3.

Quanto 4 lista elaborada contemplar diferentes temas, o fato de ela propiciar que
fossem discutidos exercicios que nfo eram necessariamente de Arranjo, Permutacio e

Combinacdo, como foi o caso dos exercicios I11.4 e 118, indica uma reflexdio: a fase 4,
como veremos, ¢ dedicada a sistematizacio de Arranjo, Permutagdo e Combinacio,
portanto as ultimas aulas serdo praticamente exclusivas para estes temas. Apesar disto, 0
objetivo geral da proposta ndio era que os alunos soubessem trabalhar apenas com estes
temas.

Exercicios que nfo tratam de Arranjo, Permutagio ou Combinagiio aparecem
portanto nas fases 1 e 3. Poderiam ser dadas mais aulas para este tipo de exercicio.
Entretanto, levando-se em conta o tempo de aula utilizado para o desenvolvimento da
proposta, ao menos este tipo de exercicio foi abordado. Considero que um curso de Analise

Combinat6ria nfo deve abordar somente tais temas.

Em relagdo a levantar caracteristicas de cada tema ndo surgiram dificuldades,
embora este levantamento pudesse ter recebido maior énfase, j4 com vistas 4 proxima fase.
Na verdade, a fase 3 estd muito relacionada com a fase seguinte, aparecendo como

preparatoria da fase 4.
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Assim mesmo, ela foi rica em davidas, (...) como no caso de Sérgio que no final da
aula me perguntou (quanto ao ex Iil 2) como vamos saber se é:

ABC

ABD =4 ou 4.321=24

ACD

BCD

(..)

Ulisses, Nuno, Fabiola e outros perguntaram e eu respondi (..) que uma vez
contado {x,y }ndio deviamos por {y,x}.

Gabriel e Daniela/ Elza perguniaram: — O e Il 7 é assim... Per e depois 7.6...7

Os alunos pareceram compreender, de maneira geral, a importancia da ordenagio
dos elementos nos agrupamentos e a necessidade de saber se, nos exercicios que estamos
tratando, hé ou ndo repeticio de elementos.

Nos momentos de interagdo com os alunos foi possivel notar uma lacuna na fase 1:
ndo foi trabalhado um caso do tipo 5. 4. 3. Somente na lista da fase 3 é que apareceram os
primeiros casos deste tipo. Os alunos se preccuparam com o fato do fatorial “nfio se
esgotar”, ou seja da seqiiéncia decrescente de fatores ndo pararno 1:

Bruna/Fabiola: — No ex IIl.5 vai ficar um de fora..ndo tem problema? Como

fazer...? E ABC?

()

Nelson tinha feito isto no ex5%:

4 4 4
Com ele tive discussbes parecidas com as que tive com Bruna e Felicia, com
exemplos e mostrando que para o I° prémio, temos 4 opgdes, para o 2, 3 opgbes e que
ndo tem problema um ficar de fora.

Alguns alunos perguntaram, referindo-se ao ex Ill 1:— Pode ser 6 5 4 3 sem chegar
no final?

(--)



Percebi um incémodo em por exemplo, Nelson, Bruna e Felicia, Ulisses, Nuno, e
Sergio com relagdo ao fato de néo esgotarmos o fatorial por inteiro na resolugéio e “ficar
gente de fora” nos exemplos de possiveis respostas.

O professor tenta aproveitar a0 maximo os momentos de interacio com os alunos
que esta fase propiciou, valorizando suas davidas.

No momento de resolver os exercicios em lousa, sua posi¢do é de certa forma
facilitada, pois tinha uma boa no¢3o dos procedimentos que os alunos haviam utilizado. Na
sua propria solucdo, o professor tenta levar em conta as solugdes que haviam sido
elaboradas por alunos:

P.: — Vou mostrar um modo que um colega fez (Ulisses ¢ Nelson)

(.

P.: — Fulvio, é assim?(ja tinha visto o dele, pareceu ser o tinico na sala)

Isto foi possivel porque, quando os alunos resolviam os exercicios, o professor
circulava pela sala, discutindo com eles. Além disso, pode recolher e observar suas folhas
de respostas.

O professor, que havia anteriormente se lamentado quanto ao fato de os alunos ndo
deixarem os erros em seus cadernos, desta vez nfio sente a necessidade de analisar os
procedimentos escritos dos alunos, tamanha a interagio, as discussdes de que participou.

Resolver exercicios em lousa fez com que o professor se centrasse em si mesmo e
na sua lousa. Devemos considerar que em nossa pratica, dificilmente escapamos de
situagbes que pedem comportamentos como este, mesmo que o intuito seja o de valorizar

os procedimentos dos alunos e néo os do professor.

Quarta fase: “Relacdo das caracteristicas (modo de resolver) com os temas em

si e ‘formalizacio’ dos conceitos/temas”.

Era esperado que até aqui, os alunos j4 estivessem familiarizados com os problemas
de contagem e soubessem diferencia-los.
Esta fase, que se desenvolveu em oito aulas, foi planejada com o intuito de

proporcionar que os alunos discutissem as relagdes entre Arranjo e Permutagio, uma vez
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que a Permutac@o pode ser vista como um Arranjo de n elementos, tomados n a n, € entre
Arranjo ¢ Combinag3o, considerando-se que estes conceitos diferem por considerar-se ou
ndo a ordenagdo dos elementos. Também permitiu que os alunos trabalhassem com a
formalizacio dos diversos conceitos e com a generalizagdo possibilitada pelas formulas.

As primeiras atividades de cada tema foram elaboradas de modo que favorecessem a
construcdo das férmulas. Mais que os alunos formalizarem ou sistematizarem aquilo que
vinham trabalhando, o objetivo era que, além de dominar as formulas, soubessem aplica-las
nos momentos mais adequados, ou seja, em que estratégias como listagem ou diagrama de
arvore s&o insuficientes, pois 0 mimero de possibilidades € “grande”.

O primeiro tema trabalhado nesta fase foi Arranjo. Foi colocada na lousa uma
seqiéncia de exercicios, na qual gradativamente, os elementos envolvidos se tormaram
gerais:

IV.1) “De quantos modos 12 pilotos podem ser classificados do 1° ao 3° lugar numa
comda?” (el)

Os 3 momentos seguintes trataram de generalizar 0 namero de pilotos:

1V.2) “Idem ao anterior, porém até o 5° colocado™.(el)

1V.3) “Idem a0 1°, até 0 3°, com n pilotos™.(el)

Depois foi dado o exercicio:

IV.4) “Idem a0 3°, até o 5° colocado” (el)

A seguir, tivemos uma generalizagio “total™

IV.5) “De quantos modos n pilotos podem ser classificados até o p° lugar numa
corrida?’(el)

E de se notar que o exercicio que d4 origem ao processo nio apresentava novidades,
pois era do mesmo tipo que os alunos estavam resolvendo, sem ter conhecimento da
férmula.

A este exercicio seguiu-se uma apresentagio do conceito de Arranjo e exercicios da
apostila:

IV.6) “Quantos numeros de 4 algarismos distintos podemos formar com os
algarismos de 1 a 9 7 (ap)

IV.7) “Quantas s@o as maneiras possiveis de se estabelecer o grupo dos 3 primeiros

colocados de um certo pareo, com 10 competidores?”(ap)
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IV.8) “Calcule o nimeros de arranjos de 10 elementos: a) tomados 2 a 2 b)

tomados 3 a 3” {ap)

A seguir trabalhamos com Permuta¢do. Primeiramente foram colocados na lousa
exemplos/exercicios do tipo:

IV.9) *“Quantos séo os arranjos de 5 elementos tomados 5 a 577(el)

IV.10) “Quantos sdo os arranjos de n elementos tomados n a n?(el)

Apds a discussio, houve a apresentacio do conceito de Permutagio e, a seguir,
foram trabalhados os exercicios:

IV.11) “Quantos sio os anagramas da palavra MEDICO‘?”(ap)

IV.12) “Calcule o namero de anagramas da palavra VESTIBULAR que comegam
com V e terminam com L."(ap)

IV.13) “Uma familia com 5 pessoas possui um automédvel de 5 lugares. Calcule o
numero de possibilidades em que essas pessoas podem se acomodar no automdvel, se entre

as pessoas: a) somente uma sabe dirigir; b) duas sabem dirigir; c) todas sabem dirigir.”(ap)

O ultimo tema foi Combinagdo. O objetivo era chegar a formula que relaciona
Combinagdo com os conceitos ja conhecidos: Arranjo e Permutagdo. Para isso foram
comparados os exercicios IIL.2 e IIL.5 que estavam na lista da fase 3, com o proposito de
comparar Arranjo e Combinagdo, uma vez que tinham dados numéricos iguais e diferiam
por considerar ou ndo a importancia da ordem dos elementos envolvidos.

Apods a comparagio entre os exercicios e a “construgio” da formula, os seguintes
exercicios foram apresentados:

IV.14) “Dado um conjunto com 6 elementos, quantas sio as combinacdes 3 a
37"(ap)

IV.15) “Dispondo-se de 5 pessoas, quantas comissdes de 3 membros podemos
formar?”(ap)

1V.16) “Calcule o nimero de combinagdes de 10 elementos: a) tomadas 2 a 2; b)
tomadas 3 a 3.”(ap)

ApoOs estes primeiros exercicios, foi 0 momento de trabalharmos outros exercicios

envolvendo Combinagdo, simultaneamente com exercicios de Arranjo.
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IV.17) “Numa classe de 10 alunos, de quantas maneiras diferentes podemos
distribuir um 1°, um 2° e um 3° prémios?”(ap)

IV.18) “A biblioteca do seu colégio empresta no maximo 3 livros por pessoa. Um
estudante deve escolher, entre 10 livros de seu interesse, 3 para serem retirados. De quantos
modos podera fazé-107"(ap)

IV.19) “Determine quantos nimeros de 3 algarismos distintos podem ser escritos no
sistema de numeragdo decimal, considerando: a) somente os algarismos impares b)
somente os algarismos pares”(ap)

1V .20} “Com os divisores naturais do namero 12, quantos produtos de 2 fatores
distintos podemos formar?’(ap)

Os alunos deveriam redobrar sua atengdio quanto ao aspecto de os elementos
deverem estar ordenados ou n3o. Neste caso, o objetivo foi verificar se eles estavam atentos
e sabiam diferenciar os exercicios que se referiam a cada um dos temas.

Os exercicios utilizados neste caso eram os que constavam de uma ligdo da apostila
j2a que, pela maneira como estavam apresentados, os alumos no podiam saber
antecipadamente a que tema se referiam.

Reflexdes relativas & fase 4.

Antes de tratar dos objetivos, uma pergunta basica € saber se os alunos estavam
familiarizados com os exercicios a ponto de poder diferencid-los. Creio que a resposta é
afirmativa j4 que aquela altura, quando os exercicios eram apresentados, os alunos
tomavam a iniciativa de resolvé-los, arriscando-se sem receio de errar, caracteristica das
atitudes perante exercicios de Matematica. Além disso, todo o trabalho realizado
anteriormente serviu para que os alunos compreendessem que, nos enunciados dos
exercicios, aparecem as caracteristicas determinantes para suas resolucdes.

No que diz respeito ao objetivo de discutir a relagio entre Arranjo e Permutacio,
isto foi feito no momento da definigdo de Permutagio e pareceu bem sucedida, uma vez que
os alunos compreenderam o fato desta ser um caso particular de Arranjo.

Sobre a relacdo entre Arranjo e Combinacio, além da comparagio entre os
exercicios II1.2 ¢ IIL5 da lista, houve a necessidade de apresentar um outro exemplo.
Poderia ter sido dedicado mais tempo a esta relagdo, que é importante para se construir a

formula das combinagdes. Outros exemplos poderiam ter sido preparados e apresentados,
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levando-se em conta que era previsto que houvesse algumas dificuldades. Tais
consideragBes chamam a atengio para a esta complexa relagio e, sendo assim, a discussdo é
retomada no capitulo 6.

Foi importante comparar cada formula apresentada a um exercicio resolvido em
lousa. Deste modo, as férmulas assumiram maior significado para os alunos.

Quando os alunos resolviam os exercicios relativos a Arranjos, pude notar que
Bruno teve dificuldades em saber que arranjo era (“quantos quanto a quanto”} e eu disse
para ele resolver como ele faria, independente de ser Arranjo ou ndo. Aproveitei e sugeri
isto para sala, aproveitando o que Ulisses havia dito, que fizessem como se nunca tivessem
ouvido falar de Arranjo. De um modo geral, estes exercicios nio representaram empecithos
uma vez que 0s alunos acabaram percebendo que ja haviam resolvido outros daquele tipo,
independente de té-los classificado como Arranjo.

Os exercicios escolhidos para contemplar o tema Permutagdes foram resolvidos sem
dificuldades, apesar de que somente um deles (IV.11) era resolvido somente com Pn = n!;
0s outros ndo eram de aplicacgio direta da formula.

Em relagdo aos exercicios acerca de Combinagdo, uma critica que pode ser feita a0
desenvolvimento da proposta: em todos os exercicios iniciais os elementos eram tomados 3
a 3. Isto causou certa confuso, como no caso de uma aluna que chegou a perguntar se era
“sempre 3” no denominador da formula Cpp = A, p/p!.

Quanto ao professor, as consideragdes a serem feitas estdo envolvidas na relaggo
entre Arranjo ¢ Combinagdo e uma discussio mais aprofundada ¢ encontrada no capitulo 6.

Finalmente, deve-se dizer que apenas uma aula foi dedicada para trabalhar os
exercicios de Arranjo e Combinagdo, aparecendo “mesclado™. Foi pouco tempo. Esta é uma
parte importante e n&o foi oferecido aos alunos o tempo adequado para refletir sobre as

diferencas entre os casos, bem como para os momentos de aplicar as formulas.



CONSIDERACOES ACERCA DO EXERCICIO L8

O desenvolvimento da proposta e seu desenrolar em sala de aula foram descritos no
Diario. A leitura do Diario revelou elementos para o levantamento de categorias,
evidenciou as reflexdes que ¢ professor fez no correr das aulas € pdde mostrar alguns
episodios relevantes/marcantes no processo todo.

Um dos episodios selecionados para analise € relativo ao dltimo exercicio da
primeira fase da proposta. Este episodio compreende o momente do curso no qual o
exercicio foi proposto, bem como outras vezes em que o mesmo foi “evocado™ por alunos
ou pelo professor. Antes das primeiras consideragdes, devemos lembrar seu enunciado
(L8). A placa de moto ¢ formada por trés letras e quatro digitos. O niimero de placas que
podem ser formadas com o prefixo ABC é: a) 100 b) 10000 ¢)30 d) 110 ¢) 999

As razdes para a seleciio deste episddio sdo.

- a escolha do momento da inclusio do exercicio na proposta pois a ordem de

grandeza do pardmetros era tal que indicaria a insuficiéncia de estratégias de contagem
como listagem ¢ diagrama de arvore. Além disso, o exercicio poderia proporcionar
discussbes acerca do enunciado, j4 que eptre suas alternativas de resposta nio havia a
“correta da pratica”. {embora a aplicagdo da formula leve a alternativa b)),

- o desenvolvimento do exercicio em aula, quando é considerado como os alunos ¢
abordaram,

- 0s momentos de discussfio apds o exercicio ter sido apresentado, uma vez que ele

voltou a ser comentado em aulas seguintes e sua tematica, incluida nas provas.
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Inclusio do exercicio na proposta

O primeiro aspecto a ser considerado neste episddio € a inclusio do exercicio 1.8 na
proposta, durante o planejamento. Este exercicio constava do material apostilado -usado
pelos alunos com quem trabathei. Ainda que, nem sempre, os exercicios fossem colocados -
em ordem crescente de dificuldade, esse exercicio foi escothido para ser o ultimo da
primeira fase, pots era esperado que os anteriores the dessem um “suporte”, porque seria
quase impossivel o uso de listagem de todos os casos ou a elabora¢do de um diagrama de
arvore, completo. Podemos questionar: “Se ele fosse um dos primeiros, seré que os alunos
ndo teriam a mesma capacidade de resolver?” E provéavel que sim, contando de 1 a 9999 e,
incluinde o “0600”, contabilizariam 10000, o que ¢-confirmado, quando ebservamos gue o
professor registrou que “Teve guem pensou ...de 0001 até 9999 sdo 9999, nio tem esta
resposta, entdo é 10000 porgue entra 06600 ou ainda quando levamos em conta o que ele
ouviu de Fabiola: “..ah eu tentei daquele jeito (000F e ir contando) mas eu parei no 4999
nem sei por qué. { embora ela demonstron que tinha aceitado e compreendido que era
10000)". Entretanto, uma vez que a fase 1 deveria ser aqueta de apresentacio das diferentes
estratégias de-contagem, a presenga desta atividade provavelmente se justificaria também
para mostrar a insuficiéncia da listagem ou do diagrama de arvore.

Neste aspecto, podemos fazer outro -questionamento: “As primeiros exercicios
deram realmente o suporte necessario? Em que os exercicios anteriores auxiliaram?
Aquetes alunos que resolveram o exercicio, fizeram uso do Principio Multiplicativo, o-que
provavelmente mdica um influéncia dos exercicios anteriores, pois fora no transcorrer
-daquela fase, que-o professor o havia apresentade. Esta tltima afirmacio vem a0 encontro
de um dos propositos do exercicio: por se tratar do “final da fase” e ja que sua resposta era
“grande”, esperava-se que © exercicio mostrasse a necessidade de um instrumento de
contagem “mais geral, como- o Principio Multiphcativo, portanto neste aspecto, seu
proposito foi-atingido.

Outro motivo de sua escolha foi em relac@io & alternativa que responde ao exercicio.
Apesar da aplicagdo correta da formula levar a uma resposta adequada (10000) para a
questdo do exercicio (o niimero de placas que podem ser formadas com o prefixo ABC),

poderia ser discutida uma possivel falha do exercicio, 4 que neste caso, a resposta
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considerada correta pela aplicacio de uma formula, nio estaria correspondendo a resposta
correta na pratica; na verdade, por algum motivo a placa 0000 nfo é comercializada e assim
na pratica temos 9999 placas diferentes. Isto deveria ser aproveitado pelo professor no
sentido de apresentar-se 40s alunos como um ser que também tem suas davidas, suas
incertezas eainda mostrar mais uma vez, a necessidade de os alunos lerem e entenderem os
problemas colocados,” mostrando que as dividas, poderiam fazer parte do -processo
ensino/aprendizagem.

E de se nofar também que o professor pdde fazer a critica & inexisténcia da
alternativa 9999, porque conhecia o contexto do enunciado do problema. Este ¢ um dilema
muitas vezes vivido pelo professor que leciona Analise Combinatoria: conhece ou nio o
contexto tratado no problema o suficiente, para ter certeza da resposta e do procedimento
para obté-la? Pode ser questionado, se isto se torna um critério para-o professor escolher o
que vai propor 2os afumos. Se o professor ndo estivesse a par da formacdo (na praticay de
placas, teria notado a falta da alternativa-9999? Provavelmente niio. So6 quem ja fez certas
observagbes ‘sobre as placas -de carro estaria atento 2 falta de uma alternativa mais-
adequada; basta ver que existemn alunos que nfio se convencem, como revela um didlogo na
aula seguinte a apresentacio do exercicio:

Classe: - E o 00007

P.:— Bom, 0 exercicio considera, embora a gente saiba que na realidade esta placa
ndo existe.

Nuno: — Existe sim.

P. e alunos: = Néo, esta placa ndo é comercializada.

Neste caso, se-eu ndo conhecesse o contexto, um aluno -poderia responder 9999, € se
nédo ouvisse sua justificativa,” eu consideraria errado... Sera entdio que ndo cometi tal
equivoco em algum outro exercicio? Espero nfio ter feito isto. Em relagdo a esta titima
questdo, cabe a observagdo de que o professor aponta‘discute a possivel fatha nas
alternativas, mas acaba nfo explorando/alertande com ¢s alunos a possibilidade de outros
exercicios poderem nfo ser claros quanto ac enunciado.

Esta dificuldade em relagdo aos contextos € maior até para os alunos que para os
professores; afinal € de se esperar que os alunos n#o tenham muita familiaridade com certos

termos.
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Exemplificando: ndo € claro para 08 alunos, 20 menos em um primeiro momento,
que em alguns tipos de grupos ou comissoes, a ordem dos elementos ndo € importante.
Podemos notar quantas discussoes acerca de emunciados aconteceram na mesma fase do
exercicio em questdo (fase 1) “Alguns alunos néo sabiam direito o que significava jogo de
camisas e calcdes e meias (meninas, em geral)”...” teve quem pergunton: Pode ser tipo
assim... camisas verde , amarelo ¢ azul” ou na fase 3, em relagdo ao modo de representar
conjuntos: “Creio que a maior parle que acerton tinha me perguniado e tiron d duvida
sobre se {x, y} deveria ser considerado como {y, x} ... "Durante a explicagdo, Flavio me
perguntou: Professor, isto ({x, x }Jtambém ndo vale em matematica?”

Além disso, nem sempre o emmciado do exercicio deixa claros certos aspectos
como a importancia da ordem oua possibilidade de haver repetices nos elementos a serem
constderados. Trés ordens de dificuldades podem ser destacadas.

Uma dificuldade ocorre a0 atuno quando ele tem uma duvida acerca de um termo
matematico (que em si n3c apresenta possibilidade de mais de uma interpretagio), como
mostra, por exemplo, a dirvida sobre conjuntos, relatada anteriormente. Neste caso, ha os
alunos que recordam O termo COI Um breve resumo ou uma dica e também 0s que amnda -
assim, nfo se lembram oununca depararam com O termo.

Uma segunda possibitidade de duvida ¢ acerca de um termo Nao matematico, ndo
familiar para certos alunos. Mesmo que © termo ndo seja dubio, nio gere mais de um
sentido, o aluno pode ndo ter a devida nogao do que aquele termo significa. Isto acontece
com termos que ndo pertencem a0 seu universo diario. Normalmente sao termos de que o
ahmo ja -ouviu falar, mas nio sabe exatamente o que querem dizer. Observando um
exemplo anteriormente mencionado, podemos notar que as maiores davidas sobre a
composi¢ic de “uniformes “gsportivos, Ocorreram entre "as meninas. Cabe aqui uma
observagdo: pode ocorrer que © Termo seja desconhecido de todos, como O termo
“ariagrama’, que normalmente € novidade. Este altimo caso é mais simples de ser resolvido
pelo professor, pois todos -os -alunos sentem praticamente a mesma necessidade de
explicagio.

Finalmente, um outro caso ¢ aquele em que o termo é relativamente familiar para

todos, mas 0 termo em si-€ dabio ou pode ser interpretado-de mais de uma maneira, como €



o caso de “comissdo”, termo muito usado em problemas de Analise Combinatoria.
Dependendo da situag@o, a ordent dos elementos de uma comisséio ¢ relevante ou ndo.

A posigdo do professor nestes casos é complicada, pois simplesmente informar ao
aluno que um determinado termo subentende uma condigio de importincia de ordem ou
repeti¢do, faz com que o problema praticamente deixe de existir € os alunes-devam somente
“manipular’” corretamente mimeros e formulas. Por outro lado, a auséncia de informaggo
pode fazer com que o exercicio nfo se preste & aprendizagem, se © alume, per
desconhecimento de um dado termo, nfio consegue nem dar inicio a alguma tentativa de
resolucio.

O exercicio 1.8 ainda for trazido & toma no que diz respeito aos contextos ou
enunciados dos problemas {devemos lembrar que desde o principio o-exercicio teve esta
finalidade, entre outrasy no momento da discusso acerca de uma davida quanto & resposta
de um exercicio da fase 3:

P: — Lembram o exercicio das placas? Na verdade ndo eram 10006 pois o 0000 nio
entra, ai por exemplo-eu-até critiquei a apostila.

Nuno: = Ndo tem mesmo o 00007 Acho que tem.

P eCesar: — Ndo tem ndo.

Nuno: - Por qué?

P. e Cesar: — Ndo sei , inclusive acho que podia fer.

Por conta do que foi discutido até aqui, nas provas (ver Anexo 1)-procurei tratar de
contextos que ndo gerassem duvidas para ndo prejudicar alguém que nio os conhecesse o
suficiente. Desejava que os erros ou dificuldades nfo se devessem tanto a falta de
compreensio do que era pedido/esperado. E claro que nfo da para desvincular uma coisa da
outra, mas a ideta principal era, uma vez que o almo tivesse compreendido o que era
pedidofesperado, analisasse de que forma trabalharia para responder as questdes.

Considerando que o exercicio 1.8 e seu desenrolar chamou a atengiio dos alunos e do
professor, o contexto de placas de automoéveis foi utitizado em cada prova que os alunos
realizaram.

A primeira prova, que foi feita por 31 alunos, realizou-se na aula 9, portanto seis -
aulas depois que o exercicto 1.8 havia sido-apresentado.-O-quinto exercicio desta prova era:

“5y Um pais usava o seguinte modo para fazer suas placas de vetculos: trés caracteres,-



sendo os dois primeiros, vogais; e o ultimo, um algarismo. Como a frota cresceu, foram
bolados novos tipos de placas: novamente trés posi¢des, sendo a primeira ocupada por
vogal, a segunda por uma letra qualquer (inclusive K, W,Y e vogais) e a Giltima posigio por
um algarismo. Pergunta: quantas placas a mais foi possivel conseguir usando o novo tipo de
placa?”. Doze alunos acertaram o exercicio 5) usando o P. M., ou seja, fizeram algo como:
5.5.10=250; 5.26.10=1300; 1300-250=1050 placas a mais. Outros 12 alunos erraram o
exercicio, apesar de usarem também o P. M, sendo que 5 deles ndo foram até o fim do
problema, apresentando como resposta 1300, ou seja, o numero de placas do segundo tipo;
08 outros erraram porque consideraram as vogais como sendo 4. A aplicacdo do P. M. foi,
em geral, correta e visto que 24 alunos optaram por utiliza-lo, parece que os alunos tiveram
a devida nogdo de que outras estratégias seriam impraticaveis pois a resposta era um
nimero muito elevado. Quanto aos outros sete estudantes que erraram, houve uma aluna
que esbogou uma listagem de dificil compreensdio e apresentou o nimero 40 como resposta
enquanto seis deixaram a questio em branco.

A segunda prova foirealizada na iltima das 18 aulas, eu seja, bastante tempo depots -
da maioria das discussdes acerca da tematica do exercicio I.8. Os alunos ja haviam tido um -
contato formal com Arranjos, Permutagbes e Combinagdes. O quarto exercicio era o
seguinte. “4) Houve um atropelamento e o motorista fugiu. Ouvidas as testemunhas,
chegou-se as seguintes conclusbes comuns. ‘

A parte numérica consta de 4 algarismos diferemtes e os dois @ltimos algarismos sio
ZeTo © seis

A placa tem duas letras e a primeira é uma vogal enquanto a segunda é uma
consoante.

Quantas s&o as chapas suspeitas?”’

O P. M. foi utilizado por 26 dos 30 alunos que realizaram a prova, sendo que os
restantes deixaram o exercicio em branco. Como no caso da prova anterior, o modo de
aplicar esta estratégia foi correto, o que indica uma boa compreensio. Entretanto, o nimero
de alunos que fizeram algo do tipo 5.21.8.7.1.1=5880 e portanto deram respostas certas, foi
relativamente baixo (9). Desta vez os erros ocorreram em sua maior parte €10 alunos) por
causa de interpretagdes erradas das restrigbes que eram impostas, como é 0 caso de alunos

que fizeranr 5.21.10.10:1.1 ou 5.21.9.8.1.1, ou seja, ndo consideraram o fato dos algarismos
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serem diferentes ou ndo levaram em conta que dois algarismos (nfo um!!) ja eram
conhecidos. |

Dada a natureza das provas, suas contribuigbes para a anglise deste episodio sdo
limitadas, pois os alunos ndo foram entrevistados para que fosse possivel maior
compreensdo de como ufilizaram as discussdes acerca do exercicio 1.8 para resolver os
problemas das provas, referentes ao contexto de placas de automéveis. Outro aspecto a ser
notado € que os exercicios das provas nio foram simplesmente repetigdes do exercicio
tratado neste episodio. Assim, as possibilidades de analise recairam sobre a aplicagio do
Principio Multiplicativo. Lembremos que o exercicio 1.8 era o tltimo de uma fase que

visava, entre outros objetivos, & apresentagio desta estratégia de contagem.
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Desenvolvimento em sala de aula

O desenvolvimento do exercicio possibilitou ac professor questionar os
procedimentos dos alunos, bem como o dele préprio ao propor o exercicio e ao apresentar o
Principio Multiplicativo.

Logo a seguir & proposi¢do do exercicio, o professor nota que uma certa parcela dos
alunos sequer da inicio a alguma tentativa de resolvé-lo: “O ex7’ (1.8) praticamente ndo
apresentou meio termo: ou o aluno fez ou ndo fez. ” Dentre os exercicios desta fase, este foi
aquele em que os alunos apresentaram maior dificuldade. Por qué? O “salto” foi grande
demais? Foi notado que dentre os quatro primeiros exercicios, os alunes manifestaram
maiores dificuldades ao resolverem o item b) do exercicio 1.4: “Com os algarismos 8, 7 ¢ 5,
quantos niimeros de 3 algarismos podemos formar: a) No podendo repetir algarismos? b)
Podendo haver algarismo repetido?”. A resposta, 27, era mais de duas vezes maior que 12,
0 maior numero que havia expressado uma resposta até aquele momento. A resposta 10000
era bem maior que qualquer outra com que os alunos tivessem tido contato. Este fato parece
ter uma certa influéncia, ainda mais se lembrarmos os sujeitos observados por Fischbein
(1970). em um primeiro momento, quanto maior o niimero de resultados possivets, maior a
tendéncia de que este numero fosse subestimado. Entretanto, em seu trabalho com
Grossman (1997), estimativas feitas para Arranjos com repeti¢do se mostraram proximas
dos resultados certos. Além do mais, se levarmos em conta a ja discutida e provavel
capacidade dos alunos de resolver o exercicio, mesmo que ele fosse um dos primeiros
apresentados, o fato de ele ser resolvido por menos alunos que o esperado, indica que o
problema nio foi o “salto”; na verdade parece que os alunos sentiram necessidade de
utilizar aquilo que haviam aprendido, ou seja, acharam que deviam de algum modo aplicar
oP. M.

Supor que o conteado apresentado deve ser aplicado imediatamente, apos seu
estudo, acontece freqiientemente em sala de aula. Quando ¢ apresentado algum tema novo,
os alunos supSem que o conhecimento recém adquirido deva ser de alguma maneira -
aplicado nas atividades que se seguirem. Nas aulas de Matematica, muitas vezes, esta

suposi¢do se confirma, pois muitos professores deixam subentendido que esperam que seus

* O exercicio 1.8 foi inicialmente designado por “exercicio?”.
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alunos utilizem apenas os temas que foram recém-abordados. Isto talvez explique o fato de
os alunos, ao tentarem adaptar suas resolugdes para incluir conceitos ou estratégias recém-
adquiridas, apresentem solugdes erradas, quando n3o absurdas. Em rela¢io as aulas
registradas, podemos perceber este fato também por ocasiio do andamento da fase 3. Os
exercicios desta fase foram propostos logo apos a apresentagio da notagio de fatorial e foi
possivel notar que alguns queriam aplicar o fatorial nos exercicios, sem se aterem a sua
conveniencia. Isto € retratado, por exemplo, no seguinte fragmento do Diario: “Percebi um
incomodo em por exemplo, Nelson, Bruna e Felicia, Ulisses, Nuno, e Sergio com relagdo
ao fato de ndo esgotarmos o fatorial por inteiro na resolucdio e “ficar gente de fora™ nos
exemplos de possiveis respostas. Creio que isto estd relacionado entre si e mais ainda &
aula anterior (ou... a idéia da necessidade de usar a aula anterior)™

No caso do exercicio do episodio selecionado, este fato parece que € acentuado pelo
professor ja que, ao apresentar e discutir o exercicio, enfatiza o P. M., e em nenhum
momento alerta sobre as vantagens deste procedimento; sequer cita qualquer um dos outros.
Esta postura do professor € contraditoria em relagiio a um dos critérios de escolha desta
atividade, que foi justamente o de mostrar a insuficiéncia de outras técnicas que ndo o P.
M., quando o mamero de resultados possiveis ¢ alto.

Provavelmente, por ter sido apresentado no final de aula, os alunos se sairam da sala
e ndo manifestaram maiores ddvidas, embora uma aluna tenha conversado com o professor
sobre como havia pensado:

“No intervalo, Fabiola disse: — Ah eu tentei daquele jeito (0001 e ir contando) mas
eu parei no 4999 nem sei por que. ( embora ela demonstrou que tinha aceito e
compreendido que era 10000)

Falei: — ¢ olha podemos ter 0001, 0002, ....4999 mas também podemos ter 8735
por exemplo.

Fabiola: - F, é sim.”



Discussdes apos a apresentaciio do exercicio

Se no final da aula em que o exercicio foi apresentado os alunos praticamente nfo se
manifestaram, logo no inicio da aula seguinte, houve um mal-estar. Alguns alunos pediram
uma nova explicac@o. Foi impossivel saber se de uma aula para outra, eles conversaram
entre si ou notaram individualmente que algumas duvidas haviam ficado, mas o fato € que
uma parte da turma queria maiores explicagdes.

“la comecar a aula quando Zélia me pediu que explicasse de novo o ex7 (1.8) da
aula anterior.

Dei uma perguntada geral e vi que uma parte da classe queria também a tal
explicacdo embora alguns dissessem ah, ndo!!

A maioria pediu uma “explicadinha rapida™!!”

O professor entretanto ndo repete simplesmente o exercicio, ele o transforma, o
reelabora, com o intuito de estimular aqueles que n3o tinham dividas, o que € uma atitude a
ser elogiada. Podemos questionar por que o professor nfio fez o mesmo exercicio, mas com
mais calma, e com alguma estratégia diferente. A verdade € que ele continua insistindo no
uso do P. ML

O professor havia colocado uma restricdo, ainda que de passagem, na aula anterior,
no momento de discussfio do exercicio, quando perguntou o que aconteceria se fossem
pedidas apenas placas pares:

“P.: — E se eu quisesse que a chapa tivesse final par? ABC

101010 ¢ 10 aqui?

Classe: ~ 5

P.: —Isso, pode ser 0, 2, 4, 6, 8, ou seja, 5 opgdes....,”

Neste outro momento, ele propde um exercicio alternativo, sem a sigla ABC estar
obrigatoriamente na placa. Nesta mudanga, o professor de novo atua no sentido de retirar a
restricio ¢ demonstra em momentos seguintes, uma preocupagdo com este aspecto. Uma
questdo que pode ser posta € que outros tipos de mudanga poderiam ser eficazes? Podemos
pensar que o professor poderia ter simplesmente contado: 1, 2, 3, ..., 9999. Qutra idéia

seria pedir que os alunos mesmos explicassem o exercicio.
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Apods esta nova explicagdo, um aluno (Nuno) faz uma “ponte™ com jogos como a
telesena. O professor valoriza em parte as colocagbes do aluno, proporcionando uma
discussio, que alerta sobre a importdncia de levar em conta ou nfio, a ordenagio dos
elementos, ja que na telesena ndo importa a ordem dos numeros, enquanto que nas placas, a
ordem dos algarismos € importante. Entretanto, o professor ndo pergunta o resuitado que
aquele aluno encontrou, inclusive pressupondo que estivesse errado. O professor agiu desta
forma, pois conhecia o aluno e sabia que ele costumava dar palpites nio fundamentados em
aula. Além disso, o aluno nfo se mostrou confiante e disposto a defender o resultado e o
comentario foi feito em um momento no qual ndo havia ligagio direta com o que estava
sendo discutido. Ainda assim, o professor poderia ter perguntado o procedimento do aluno
para obter o resultado e ai sim, falar da questdo da ordenagio; deste modo a discussdo, com
o alerta feito, seria meihor valorizada.

No meio desta discussdo, o professor faz uso do que estava escrito na lousa e volta-
se a atividade, propondo novas variantes quanto a montagem de placas. Apos a
apresentagfio das variantes, o professor se dirige novamente para Nuno e o alerta sobre a
importancia da ordem, retomando os dois primeiros exercicios da fase 1.

Vale notar que o professor reflete acerca do andamento da aula e das discussdes em
aula (achei boa esta discussdo) e no momento em que escreve sobre ela (4 coisa romou
outro rumo. Um bom rumo, acho...). E quando reflete de imediato, no momento em que a
aula se desenvolve, que o professor opta pela continuidade do processo que propde
variantes do exercicio.

As variantes apresentadas podem ser consideradas “complicadoras™ pois conduzem
a numeros maiores € a contextos praticos inexistentes. Num primeiro momento, o professor
reflete apenas sobre a mudanga, sobre o fato de ter feito variacdes do exercicio na
explicagdo, considerando-a como positiva. A seguir, questiona o tipo de mudanca: deveria
ter “complicado” ou “simplificado™?

Este altimo questionamento se d4 com base na discussio que o professor provoca
sobre um outro exercicio ({(IL.5) De um grupo de 4 meninos, sua baba deve fazer uma lista
de 3 deles onde o 1° da lista ganhard um video-game, o 2° um autorama e o 3° ganhari um
carrinho. Quantas listas diferentes a baba pode fazer?). Ele propds uma variante para o

exercicio, desta vez com niimeros menores e contexto mais préximo de uma situagio vivida




no “dia-a dia” dos alunos, uma situagiio de sala de aula, citando como exemplo seus
pertences™:

Karina e Tais: — Ta certo? 4m 3p = 12

F.: — Ndo, ndo é bem isso, entendo o que vocés acham mais ndio é bem isso. Olha,
vamos supor o seguinte: eu tenho dois presentes p/ dar a vocés duas minha mala e meu
Jjaleco’ (eu uso para dar aula) quantas sdo as chances...

Tais: — Jaieco para mim mala para ela e mala para mim, jaleco para ela

P.: — Entdo sdo duas.

Tais e Karina: — Sim, duas.

P.: — FE aidéia foi a mesma do exercicio, ndo?

{ais e Karina: — Sim

Os registros sobre esta aula e sua atitude frente a tal exercicio revelam reflexdes do
professor indagando se seus procedimentos para explicar tinham sido esclarecedores. Faz
questdes do tipo: “Complicar ou simplificar com a introdugfio da nova variante? Restringir
mais ou menos?”

Comentario: Aqui e agora que estou escrevendo penso que devia ter feito isto antes.
Estranho como ndo fiz isto antes: “simplificar” o problema, colocar a mesma idéia, o
mesmo problema com niimeros pequenos, de facil imaginacdo e listagem até.

Estranho por que acho isto uma boa idéia, boa artimanha para resolver problemas
e ndo tinha sugerido isto antes, para ninguém, que mancada!

Esta é uma boa tdtica, acho, para ajuda-los a entender certos problemas.

Ontem achei que foi uma boa idéia mudar o problema das placas, complicando-o!

Ainda acho que foi uma boa mas poderia ter... simplificado-o!

Naquele momento, o professor repensa a estratégia usada no exercicio, envolvendo
placas e acha que seria melhor ter simplificado ao invés de complicar.

Quando um problema ndo € logo entendido, cabe ao professor uma missio dificil.
Ele tem de auxiliar os alunos de forma que possa fazer com que resolvam o problema, o
que s0 é possivel havendo compreensdo. Este auxilio tem de ser de modo tal que o

professor ndo detalhe demais o problema, ou seja, que sua nova explicagio nio se

* Os pertences tomados como exemplo eram considerados pelos alunos como “marca registrada”™ do professor.
* O termo jaleco foi usado pois era assim que uma das zhows envolvidas naquela discussdo, a Tais, o
designava.
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transforme na apresentacdo da solugio. Uma alternaiiva é langar um probiema parecido, de
tal modo que sua resolucdo auxilie na compreensdo do primeiro, E preciso que 0 novo
problema se identifique com o original de modo que ajude a clarea-io.

Para se formular um novo problema, o professor pode:

Alterar as restrigbes do problema original. Isto deve visar a uma melhor
compreensdo do problema, independentemente de os parimetros se tonarem maiores ou
menores. Alterar as restrigdes ndo significa necessariamente redugio da ordem de grandeza
dos pardmetros, embora tal redugdo resuite muitas vezes num problema de resolugio mais
facil, através de uma estratégia simplificada que leve a uma estratégia geral, servindo ao
problema original, com parametros maiores.

Alterar o contexio do probiema original. Consiste em propor um problema analogo
cujos entes matematicos sejam Os mesmos, mas cujo contexto seja mais familiar, de modo a
ser melhor compreendido. Deste modo o aluno podera se dar conia de que uma mesma
atividade pode ser encontrada em outro contexto. Barth (1993) indica que um novo
contexto ndo implica uma meihor compreensfio por parte de todos os alunos; o contexto
sera mais familiar para cada um de acordo com a propria histdria de vida, isto é, quanto
maior for o nimero de encontros que o aiuno {eve com um determinado coniexto, meihor
sera seu entendimento. Isto significa que quando estamos trabalhade com um unico aluno
Ou com um grupo pequeno, ¢ mais facil enconirar um contexto conhecido e/ou estimulante
para todos, numa situagdo de sala de aula, o professor deve estar consciente de que é
praticamente impossivei encontrar-se um contexio que seja conhecido por todos; mudar o
contexto de um problema auxiliard a compreensdo, de modos variados, de certos atunos,
enquanto outros ndo terdo auxilio obrigatoriamente enquanto compreensdo, somente
enquanto generalizagio.

Este episddio revelou um dilema do professor: ao propor um problema analogo,
langou um problema cujos parimetros sdo maiores que do original, o que o torna
aparentemente mais complicado. Vale relembrar que o original tratava de placas com
determinado prefixe (... O nimero de placas que podem ser formadas com o prefixo ABC
é...) enquanto o analogo ndo fazia qualquer restricio ao prefixo, como confirma o trecho
extraido do Didrio: “Para ndo voltar a repetir o exercicio de novo, falei: “... vamos

imaginar algo diferente no exercicio. Fle so quer placas com ABC mas e se ndo dissesse



hada...”. Na verdade os problemas eram bem parecidos, o que mudava era a “restrigdo™; o
professor tratou de eliminar restri¢des ou “leis” do problema, deixando-o cada vez mais
“aberto™: Isto fez com que o nimero que exprimiria o resultado fosse maior, embora ndo
calculado, e 0 que ocorreu também, foi que outras novas situagdes que foram propostas se
afastaram da situacdo encontrada na realidade, em relacio ao contexto trabalhado:

" ...e quando a frota cresceu precisaram aumentar as placas. Deve ter havido
sugesties: por que ndo aumentar um nimero?

2626 1010 10 10 10

(e
P.: ~ Alguém pode ter sugerido: por que ndo s¢ letras?

26 26 26 26 26 26 26
()

P.: — E por que ndo valer niimeros e letras? Ai, seria uma beleza...

36 36 36 36 36 36 36~

No caso do problema dos brinquedos a atitude do professor foi outra: propds um
problema anilogo com pardmetros menores que os originais ¢ outro contexto, Duas alunas
faziam a conta2.2 e o professor d4 a sugestiio para elas pensarem: “ew tenho dois presentes
p/ dar a vocés duas minha mala e meu jaleco (eu uso para dar aula) quamtas sdo as -
chances...”

O professor tanto sugere nimeros menores para que o resultado fosse facilmente
verificavel sem o auxilio de maiores calculos, como se utiliza de seu proprio material de -
trabalho, conhecido dos alunos, portanto tratando de uma situacfo mais proxima - dos
alunos.

O dilema reside na sua davida quanto s estratégias que utilizou. Suas reflexdes
mostram que ele depara com a questdo de complicar cu simplificar o problema em relacio

a calculos e contextos, ao propor uma nova versio de exercicio.
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Discorrendo sobre um exemplo, Glaymann e Varga (1974) citam que € interessante
variar seus pardmetros. Estes autores apresentam uma discussiio envolvendo variantes de
um exercicio, a chamada situagio aberta: um exemplo deliberadamente ambiguo, que ¢
utilizado em suas variantes para se discutirem diversos temas como o Principio
Mutltiplicativo, Arranjos, Permutacdes e CombinagBes. Para esses autores, € importante
variar a grandeza dos parametros, ndo necessariamente partindo do menor para o maior.

Entretanto, uma idéia para se comecar a discutir um caso que gerou duvidas, €
trabalhar em um primeirc momento com 0 mesmo contexto, porém com pardmetros
menores. A partir dai, tirar conclusdes gerais, fazer observagdes, ressaltar que (e por qué)
tipos de calculos devem ser efetuados etc... uma vez que, com pardmetros menores, fica
mais facil imaginar a situagdio, contabilizar os casos pedidos, sem usar maiores recursos
algébricos, listando por escrito ou mentalmente. Com pardmetros menores, € mais simples
verificar o resultado e € possivel também recorrer a estratégias “mais visuais™, como
listagens ou diagramas de arvore completos.

Assim sendo, o procedimento do professor de simplificar, de reduzir os valores dos
pardmetros tem fundamento, mas podemos questionar: “E quanto ao fato de em um certo
momento, ter complicado um problema ao explica-lo? Foi um erro ter retirado restrigdes e
conseqiientemente aumentado os valores dos parimetros?”

Entre os meios para o estabelecimento de um plano de resolugiio, Polya (1978)
sugere que muitas vezes podemos comegar nosso trabalho perguntando-nos se conhecemos
algum problema semelhante aquele que nos deparamos. Entre 0s meios da variagio de um
problema, estio a generalizacfio, a particulariza¢io e o recurso & analogia. Em relacio a
analogia, o autor afirma que “podemos nos considerar felizes quando, ac tentarmos
resolver um problema, conseguimos descobrir um problema andlogo mais simples” (Polya,
1978, p. 29).

Este autor, nfio afirmando que o problema analogo deve ser necessariamente mais
simples, indica que n&o ha uma regra ou uma determinag@o sobre simplificar ou complicar.
No caso do exercicio, envolvendo a formagdo de placas, o professor poderia ter proposto
exercicios analogos cujos pardmetros fossem menores, 0 que, segundo sua Gtica, poderia
“simplificar” a situacdo. Esta atitude, entretanto, ndo garantiria que sua explicacio fosse

melhor compreendida. Deve-se questionar ainda que tipos de restrigdes poderiam ser



propostas. Pedir o total de placas com final 3, por exemplo? Isto nfo serviria para que uma
listagem ou um diagrama de arvore pudesse ser utilizado. Quanto aos calculos mentais que
0s alunos poderiam fazer, haveria muita diferenca? Se fossem capazes de calcular
mentalmente 10.10.10, provavelmente ji teriam sido capazes de incluir um 10 nesta
multiplicagio e ndo sairiamos do problema original. Devemos observar que no primeiro
momento em que a resolugdo do exercicio € discutida, o professor faz uma questio nesta
linha, & qual a classe responde sem maiores dificuldades:

“P.: ~ L se eu quisesse que a chapa tivesse final par? ABC

1010 10 é 10 aqui?

o

Classe: — 5

Devemos lembrar que estamos analisando algo que ocorreu em sala de aula, e que
neste ambiente as coisas ndo ocorrem de uma maneira “melhor” ou “pior”. O professor,
mudou (aumentou) os pardmetros e a idéia pareceu dar certo uma vez que os alunos
demonstraram, em tal momento, estar entendendo, acompanhando seu raciocinio... No
momento em que se teve de resolver um problema correlato, 0 caminho tomado pelo
professor lhe pareceu apropriado e espera-se entdo um prosseguimento no tal caminho e
que nas discussdes continuasse a aumentar os valores possiveis dos parimetros. Além
disso, aumentar os pardmetros significou no primeiro momento, tratar-se de um problema
que fosse mais proximo da situagdo que temos em nosso pais.

No caso do exercicio envolvendo a formacdo de placas, apesar da variagio dos
pardmetros, este contexto € sempre mantido. Com o outro exercicio, além da simplificagio
(diminuigio) dos parmetros, hd uma mudanga no contexto do caso imaginario de
distribuigdo de brinquedos para um caso mais familiar, envolvendo os pertences do
professor.

Esta dltima consideragio leva 4 pergunta: o que dizer acerca de uma mudanca no
contexto do problema?

Uma vez proposto um problema andlogo/auxiliar, devemos ter o cuidado de ndo
perder de vista o problema original. Resolvido o novo problema (o problema auxiliar),
devemos nos perguntar acerca da possibilidade de utilizarmos o resultado (e os meios para

se chegar at¢ ele) no problema original. Podemos entio tratar de mudar o contexto do
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problema original, se tomarmos o cuidado de criar um problema auxiliar mais familiar ao
aluno de tal modo, que ambos necessitem dos mesmos meios para se chegar aos resultados.
Como cita Polya, “um problema novo que seja mais intimamente relacionado com o
problema proposto tera melhor possibilidade de ser util”(Polya, 1978, p. 43).

Uma outra vantagem de tratarmos de um contexto mais proxime ao cotidiano do
aluno é que ele podera ter maior entendimento do que é pretendido, pois podera usar sua
experiéncia pessoal. A falta de dominio de um contexto pode atrapalhar também os
professores e acredito que a idéia de pensar em um problema auxiliar com um contexto
mais bem dominado é uma alternativa também para compreenderem e alargarem sua visdo

acerca de um dado problema.
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A RELACAO ENTRE ARRANJO E COMBINACAO

Esperava-se que a sistematizagiio da relagiio entre Armranjo e Combinagio e a
construgio da formula de Combinacgio nfo fossem uma atividade simples para os alunos.
Sendo assim, a preocupa¢do com este fato permeou todo o trabalho de campo, desde a
preparacdo das atividades que comporiam cada fase da proposta. Este cuidado, entretanto,
ndo garantiu a eficacia desejada. A inquietagdo causada pela percepedo deste fato levou &
descriggo da forma como algumas publica¢des (UNESCO, 1977, Hariki ¢ Onaga, 1979,
Trotta, Imenes e Jacubovic, 1979; SAO PAULO, 1990 €1991; Batanero, Godino ¢ Navarro-
Pelayo, 1994) tratam este assunto e a analise de episodios, descritos no Diario, acerca das

aulas dedicadas a esta parte da proposta.

Propostas de abordagem da relacdo entre Arranjo e Combinacio

Analisando os textos como a Proposta Curricular para o ensino de Matematica; 2°
GRAU (Sao Paulo, 1991), Proposta curricular de Matematica para o CEFAM e Habilitag¢io
Especifica para o Magistério (Sdo Paulo, 1990), Proposta da UNESCO (1977), e Batanero,
Godino e Navarro-Pelayo (1994), e os livros didaticos Hariki e Onaga (1979) e Trotta,
Imenes e Jacubovic (1979), foi possivel perceber que estas publicagBes apresentam o tema
Arranjo antes de Combinagéo.

No livro de Batanero, Godino ¢ Navarro-Pelayo (1994) é apresentado um plano de
ensino de Analise Combinatéria para alunos com idades entre 10 ¢ 18 anos. Este plano ¢
separado em 12 unidades didaticas: 1) Enumeracgio sistematica; 2) Regra do produto e
diagramas de arvore; 3) Grafos. Regra da soma; 4) Modelo de colocagdes. Caso de objetos
distinguiveis; 5) Modelo de colocagdes. Caso de objetos indistinguiveis; 6) Mostras
ordenadas. Arranjos; 7) Permutagbes. Numeros fatoriais; 8) Mostras ndo ordenadas.
Combinagdes; 9) Colocagdo e distribuicdo de objetos; 10) Subpolagdes e particBes.
Numeros combinatorios; 11) Principio de inclusio e exclusdo. Outros métodos logicos; 12)

Procedimentos analiticos. Fungdes geradoras. Os autores propdem que a unidade destinada
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as CombinacBes seja trabalhada na Ensefianza Secundaria (2° ciclo)®. Nesse nivel de
escolaridade, supde-se que os alunos ja tiveram contato, com uma gama de situagdes-
problema, que incluem casos em que a ordenagio dos elementos nio deve ser considerada.
A proposta dos autores espanhois prevé em seu desenvolvimento, varias sistematizacdes
com pardmetros pequenos, nas quais a divisdio aparece expressando a relagiio: “muitos sio
transformados em um”, sendo que este “muitos” pode se referir tanto aos elementos serem
ou ndo ordenados quanto a serem ou ndo distinguiveis.

E suposto, portanto, que, quando os alunos chegarem a unidade destinada as
Combinagdes, ja& tenham sistematizado em formulas, as relagdes entre Combinacdes e
Arranjos para valores de pardmetros pequenos. Segundo os autores, é esperado que as
situagdes-problema apresentadas, possibilitem que “os alunos generalizem a relagéo entre
Arranjos, Permutacbes e Combinagdes, para o caso geral: A , ,= C , .. P,." (Batanero,
Godino e Navarro-Pelayo, 1994, p. 191).

A proposta destes autores € praticamente completa em relagio aos temas abordados
e abrange varios anos de escolaridade, possibilitando que os principais temas sejam
trabalhados em diversos niveis de profundidade. A aplicagio da proposta dos autores
espanhdis demandaria uma mudanga curricular, 0 que ndo ¢ objeto de estudo desta
dissertacio.

Com exceglo do livro de Batanero, Godino e Navarro-Pelayo (1994), as publicacdes
analisadas procuram sempre utilizar de algum modo a férmula dos Arranjos para
apresentar/discutir a formula das Combinagdes. A maneira de ilustrar como as formulas
estdo relacionadas € diferente em cada uma das publicagbes. Alguns textos fazem apenas o
uso de argumentacgdes retoricas, outros fazem analogias (ou comparacdes) com elementos
de conjuntos e alguns fazem uso de certo tipo de desenho.

A Proposta Curricular para o ensino de Matematica; 2° GRAU (S&o Panlo, 1991)
apresenta, na parte dedicada a “sistematizar o conceito de combinacdo simples” (p. 111)
uma discussdo apoiada em apenas um exemplo. Nesse exemplo s3o consideradas as
permutagdes dos elementos dos quatro subconjuntos de 3 elementos, de um conjunto de 4
elementos, que ddo origem aos 24 arranjos simples, tomados 3 a 3, dai se obtendo a relacdo

A437P3.Cy3. A seguir € apresentada uma defini¢do de combinagio, “dado um conjunto E,

¢ Se fzermos uma correspondéncia com nossa escolarizacdo, seria o Fasino Médio.
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com n elementos, qualquer subconjunto com k elementos de E é uma combinacdo simples
dos eelementos de F, tomados k a k7 (Sio Paulo, 1991, p. 112), ¢ apresentada a férmula
Ani= P Gux

Ja a Proposta curricular de Matematica para o CEFAM e Habilitacdo Especifica
para o Magisterio (Sio Paulo, 1990), discute combinagfes simples interpretando apenas um
problema ja trabalhado, sem fazer generalizagGes. O problema ¢ considerado, como o
analisado na Proposta do 2° grau, sobre o niamero de subconjuntos de trés elementos de um
conjunto A de 4 elementos. A resolugio apresentada tenta justificar que o numero total (24)
de agrupamentos de 3 elementos deve ser dividido por 3!, ou seja, 3.2.1 = 6, que representa
0 “mimero de agrupamentos que descrevem o mesmo subconjunto de A”(S&0 Paulo, 1990,
p.244). Ndo aparece nem uma defini¢o nem uma formula para as Combinagdes.

Na Proposta da UNESCO (1977) a relagio entre Arranjo, Permutacio e
Combinagio ¢ apresentada em sua forma geral, ou seja através da formula Cox . P = Anx
apos a discussdo de um tunico problema, que envolve uma combinagio de 5 elementos
tomados 3 a 3. Uma diferenca entre esta proposta em relagio as Propostas curriculares do
Estado de S3Zo Paulo é o uso da linguagem de fungOes (injetoras ou bijetoras) entre
conjuntos.

O livro de Hariki e Onaga (1979) d& um exemplo de problema onde a ordem dos
elementos nfio € importante e cita que o total de casos possivels € uma combinacfo de 6
elementos, tomados 4 a 4 e propde, para determinar o nimero Cs4 sem precisar numera-los
(escrever) todos, que os arranjos de 6 elementos, tomados 4 a 4, podem ser obtidos,
fazendo-se:

1: escolha de agrupamentos ndo ordenados de 4 elementos, dentre o 6 disponiveis
(Ce.a);

2: ordenacio de cada um dos agrupamentos obtido no 1° evento {P4).

A conclusdo € que o nimero de arranjos de 6 elementos, tomados 4 a 4 € dado pela
relacio Aga= Csa . Ps, dai Cos = Aga / Ps. A seguir € citado que, através de um raciocinio
analogo ao desenvolvido no exemplo, é possivel deduzir que o nimero de combinagGes de
n elementos, tomados n a n € dado por; Cop = Anp / P

O livro de Trotta, Imenes e Jacubovic (1979), assim como as propostas curriculares,

também relaciona em um primeiro momento, as combinagdes de 4 elementos, 3 a 3, com os
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arranjos de 4 elementos, 3 a 3, para a seguir, comentar que a idéia utilizada no exemplo
vale em geral. Neste caso s3o mostradas todas as Combinagdes e todos os Arranjos, com

uma indicagdo de que os totais se relacionam através de uma Permutagdo (os elementos sdo

a b ced)

Combinacoes

dea b e d

tornados 3 a 3. Arranjos sem repeticdo de g, b, ¢, d tomados 3 2 3
fa; b; ¢} permutando (a; by ), (a; c; B), (b a; ), (b; c; a). (c: a: b), (¢ b; a)
{a: b d} permutandoy (a; b; ), (a: d: b), (b; a; o), (b; d: @), (d; a; b),{d: b; a)

fa; ¢; d} permutando (@ c:d){ar d; c). (c: a; d), (¢; d; a), (d: a; ), (d: ¢; a)
ib; e d} permutandoy, (b, c; d), (b d; ). (c; b d), (c; d; ), (d; b ¢), (d: ¢ b)

(Trotta, Imenes e Jacubovic (1979, pag. 27).

Seja porque os autores (UNESCO, 1977; Hariki e Onaga, 1979, Trotta, Imenes e
Jacubovic, 1979; SAO PAULOQ, 1990 e 1991) ndo fundamentam a escolha da abordagem
para a complexa relagdo entre Arranjo e Combinagfo, seja porque pautam sua discussdo
sobre um Unico caso, as indicagdes para o professor, sobre como ele deve abordar o tema
em sala de aula, s#o insuficientes. Sendo assim, ndo proporcionam elementos de reflexdo,
questOes, sugestdes, nem do ponto de vista didatico nem do ponto de vista do conceito
matematico. Parece haver a crenca de que com um Ginico exemplo, o conceito e formula ja
serdo compreendidos. Nio sdo discutidas outras alternativas para se iniciarem as
discussdes. O trabalho, desenvolvido anteriormente a apresentacio da formula das
combinagdes, € aproveitado no sentido de relacionar a formula com algo ja trabalhado: o
concetto de Arranjo € retomado, quando se cita a importancia da ordenagio; normalmente
um exercicio de Arranjo € usado para que a formula utilizada para resolvé-lo sirva como

ponto de apoio a construgdo da formula de Combinagdes.
A relagdo entre Arranjo e Combinagio na Proposta em estudo
A proposta desenvolvida propunha que a apresentacio das formulas fosse um dos

“altimos” momentos, € que acontecesse apos os alunos terem ja trabalhado com variados

tipos de problemas, utilizando variadas estratégias para resolucio.
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A discuss@io mais aprofundada sobre a relacfio entre Arranjo e Combinagdo deu-se
na chamada fase IV da proposta que foi objeto de estudo desta dissertagdo. O tema Arranjo
foi sistematizado antes de Combinagio, pois era esperado que o estudo do primeiro pudesse
auxiliar de algum modo a compreensdo do segundo, principalmente no que diz respeito &s
respectivas formulas. Na fase 3 da proposta, foram incluidos dois exercicios que tinham o
objetivo de incitar a comparacdo entre Arranjo e Combinacio favorecendo a construgio da
formula de Combinacgfo na fase seguinte.

Nas fases 1, 2 e 3, alguns exercicios foram escolhidos com ¢ intuito de fornecer um
suporte as discussdes da 4. Assim sendo, durante o desenvolvimento da proposta, foi dado
destaque & importancia do aspecto ordenagio e, na aula em que a formula de Combinagio
foi apresentada, os alunos ja haviam tido contato com variados problemas ¢ demonstravam
ter percebido que um aspecto que poderia diferenciar a resolugio de um exercicio em
relagdo a outro, era a necessidade de os elementos estarem ordenados ou ndo. Antes da
apresentacdo da formula de Combinacio, os alunos ja haviam entrado em contato também
com a formula de Arranjo e de Permutacdo. A construgio dessas duas formulas se deu de
forma tranquila ¢ os alunos demonstraram ter percebido que elas eram uma formalizagio
daquilo que ja vinham fazendo sem se preocuparem com a terminologia, como podemos
perceber na expressdo de Ulisses: “4 gente ja sabia resolver exercicios de arranjos so6 que
ndo dava nome para ele”.

A estratégia utilizada, para que a formula de Combinagdo fosse deduzida foi
semelhante & dos textos que haviam sido consultados, ou seja, comparar casos de Arranjo e
de Combinagdo com os mesmos valores para os pardmetros, de modo que o aluno
percebesse que os arranjos podem ser obtidos através da permutagio dos elementos de cada
agrupamento (de cada Combinagio). J4 visando a este momento, dois exercicios da fase 3,
um de Arranjo ¢ outro de Combinagéo, tinham pardmetros iguais e foram retomados por
ocasido da discusso da formula de Combinagio. Os exercicios eram:

“II1.2) O professor deve escolher 3 entre 4 alunos para irem em uma excursdo. De

quantos jeitos o professor pode fazer isto?”

“III.5) De um grupo de 4 meninos, sua baba deve fazer uma lista de 3 deles onde o

1° da lista ganhar4 um video-game, o 2° um autorama e o 3° ganhara um carrinho.

Quantas listas diferentes a baba pode fazer?”
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Os alunos relembraram os dois exercicios e foram alertados para a necessidade de
uma formula para os casos cuja ordem ndo era importante. Uma idéia que poderia ter sido
desenvolvida: ao final de um exercicio de Arranjo, ja resolvido com o auxilio da formula, o
professor poderia propor que os alunos que criassem um procedimento (uma formula)
semelhante, caso o enunciado fosse mudado de maneira que a ordem ndo fosse mais
importante, ou seja, caso o enunciado passasse a se referir a um exercicio de Combinagio.

O professor, entretanto, prosseguindo naquilo que havia planejado, COmMparou oOs
resultados dos dois exercicios em lousa, utilizando-se de uma estratégia parecida com a

utilizada por Trotta, Imenes e Jacubovic (1979):

_~ABC__permutar 0s elementos ABC, ABC/ACB/BAC/BCA/CAB/CBA
A\ABD -perm. 05 3 elementos P3 = 3), ABD/ADB/BAD/BDA/DBA/DAB

ACD s ACD/ADC/CAD... /4
BCD » BCD/BDG/CBD...
4.3 A4.3

Era esperado que os alunos tivessem mais facilidade para compreender a formula
das CombinagGes. Foi possivel notar que, apesar de os alunos perceberem que, permutando
os elementos de cada combinagdo, obtinha-se uma parte dos arranjos, houve certa
dificuldade em aceitar a relagio C43 .3!= A4; e a formula conseqiente: Cap = Anp/pl.

O professor percebe as ditvidas e propde um outro exemplo, Sua posigio lembra de
certa forma o dilema, j4 comentado no capitulo 5, sobre que estratégia utilizar. O professor
da um exemplo com valores menores para parametros gerais (uma Combinagio de 4
elementos, tomados 2 a 2) e sua estratégia parece adequada tanto em relagdo ao
entendimento da relagdo entre Combinagdo, Permutagiio e Arranjo como também quanto ao
entendimento do simbolo C, ;.

A passagem da discriminagdo de todos os elementos, feita em lousa, para a
simbologia C43 .31= A4z e Cyq3 = A43/3! causou dificuldades, a alguns alunos que
perguntaram: “eu jd sei que vai ser 3! embaixo quando olho Cy:?”.

Em relagdo & simbologia utilizada na formula, as questdes indicaram que os alunos
parecem mais preocupados em saber utilizar mecanicamente a formula do que em entendé-

la.
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Quanto ao entendimento das operacdes envolvidas na formula, a maior dificuldade
pareceu ser a compreensdo de que a divisdo diminui o nimero de arranjos na exata medida
de dar o numero de combinagdes, ou seja, de que a divisio “desmistura” os agrupamentos
onde a ordem importa, fazendo resultar um caso de cada bloco de agrupamento, mas nio
levando em conta a ordenag@io dos elementos. De um modo geral, os registros do Diario
revelaram a dificuldade de certos alunos para compreender por que a presenca da divisdo
pelo fatorial (Permutacfo) dividindo o total de Arranjos, tem o “efeito” de determinar o
numero de Combinacdes.

O trabalho com os exercicios que se seguiram & apresentag&o da formula parece ter
mostrado que o entendimento da simbologia ficou bem resolvide uma vez que os alunos
ndo manifestaram qualquer tipo de davida neste sentido, além de o professor ter podido
constatar que nfo houve nenhum tipo de erro no manuseio do simbolo Cpp.

Em contrapartida, nfio foi possivel averiguar se os alunos entenderam por que a
formula d4 certo, ou melhor, por que, quando os arranjos A,, sdo divididos pelas
permutagdes P 5, o resultado € o nimero de combinag&es Cyp.

A segunda prova {(ver anexo 1) que os alunos realizariam, estava ja4 marcada para a
segunda aula, apos aquela em que a formula de Combinacdo foi discutida. Mesmo assim,
apenas um aluno (Cesar) manifestou ao professor a preocupagio em identificar os casos de
Arranjo e Combinagio, como mostra o trecho do Diario:

“No final da aula Cesar disse: tudo bem na prova vai ter exercicios “misturados”
de arranjo e combinagdo ... como é que eu you saber...

Até parei no final a aula, pedi que ele repetisse a pergunta em voz alta para a sala
ouvir e disse: em primeiro lugar vai ter mesmo exercicios de arranjos, permutacdes e
combinacobes e fiquem “espertos” pois tem exercicio que ndo é so aplicar a formula direto

()

P.: — Entdo a I° coisa é ler ¢ entender com atencdo, outra idéia legal é comecar a
listar algumas possibilidades e pensar/comparar para ver se por exemplo importa a ordem
ou ndo, se dda para usar a formula ou nio...

E para a gente trabalhar alguns exercicios onde temos que interpretar se é arranjo
ou combinacdo vamos resolver exercicios da aula 7 da apostila, onde eles vém

misturados. ”
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No final da fase 4, o professor esperava conhecer se os alunos sabiam identificar ou
diferenciar exercicios que tratavam de Arranjos ¢ os que tratavam de Combinacfio e utilizar
as formulas coerentemente em cada situacio.

Apbs a apresentagio das formulas, foi prevista uma atividade na qual os exercicios
de Arranjos e Combinagdes viessem mesclados, de modo que os alunos nfo fossem
induzidos a usar esta ou aquela formula. Entretanto, a aula dedicada a esta atividade ndio
satu como o esperado; poucos alunos se manifestaram e ndo foi possivel verificar se sabiam
vincular conceitos e formulas aos respectivos exercicios. Apenas trés alunas chegaram a
perguntar como saberiam distinguir se estavam trabalhando com um ou outro tema,
enquanto os demais nfo se manifestaram, parecendo nfo ter dificuldades. O ideal seria
terem uma outra aula deste tipo, mas a aula seguinte ja havia sido agendada para a segunda
prova.

Dois exercicios da segunda prova, realizada por 30 alunos, foram ao encontro da
atencdo dada aos alunos para diferenciarem Arranjos de Combinagdes e aplicarem as
respectivas formulas. O exercicio 1 tratava de Combinacio: “O diretor de um clube deve
escolher 3 séctos que deverfo ser responsaveis pela pintura de uma sala do clube. Se o
clube tem 12 sécios, de quantos modos o diretor pode escolher os 3 socios?”

Em relagdo a este exercicio, 11 alunos o acertaram (212 = 220), apesar de dois

deles terem identificado a conta com o simbolo Ay, ;. Entre os 19 alunos que o erraram, 18
resolveram-no como se o mesmo tratasse de Arranjos (12.11.10.= 1320), sendo que 7 dos
18 inclusive, utilizaram a notagio Az ; enquanto um utilizou a notagio Cias,
correspondendo & formula errada.

O exercicio que envolvia Arranjo era o 3. “Juquinha deve colorir um mapa da
América do Norte (3 paises) sendo que cada pais deve ser colorido com uma cor diferente
da dos outros paises. Como Juquinha tem uma caixa com 11 lapis diferentes, de quantos
modos ele pode fazer sua tarefa?”.

Este exercicio foi resolvido corretamente (11.10.9 = 990) por 25 alunos, sendo que
2 deles identificaram a conta com o simbolo Cy;3 € 8 com o simbolo correto. Os outros 5

resolveram como se estivessem lidando com um caso de Combinagdes (11:22) Destes

cinco, trés identificaram a conta com o simbolo Ciy3. Este fato, e a observagio de que no
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caso do exercicio 1, cerca de 50% dos alunos que erraram, utilizaram o simbolo do Arranjo,
indica que o conhecimento da formula nio garante o acerto do exercicio.

Quanto a lidar com o simbolo para as Combinag¢des, que havia causado desconforto
para os alunos, isto parece ter sido superado, uma vez que o simbolo apareceu 14 vezes (9
nas resolugdes do exercicio 1 € 5 no caso do exercicio 3) e em 11 vezes, as contas que
apareceram, estiveram coerentes com o simbolo. Nas outras trés vezes em que o simbolo
apareceu, estava relacionado a Arranjo (uma vez no exercicio 1 e duas vezes no exercicio
3).

Foram notados ainda dois casos onde a conta relativa a uma Combinagio apareceu
“solta”, sem nenhum simbolo identificando-a (um caso no exercicio 1 € um no exercicio 3),
além dos dois casos j4 citados, em que foi identificada com o simbolo do Arranjo.

Vale notar, portanto, que os alunos que fizeram Combinagbes identificaram-na
corretamente.

Em relagdo & quantidade consideravelmente maior de erros no exercicio sobre
Combinagfio, isto se deve aparentemente a uma interpretacio errada dos alunos que
pensando tratar-se de um exercicio de Arranjo, podem ndo ter percebido que os
agrupamentos ndo deveriam levar em conta a ordem.

Na primeira prova (ver Anexo 1) nfo surgiram dificuldades deste tipo, pois os
alunos souberam identificar os casos onde a ordem era importante ou nfo, e souberam
também determinar corretamente o nimero de agrupamentos pedidos em cada caso.

Na primeira prova’, o Arranjo estava presente no exercicio 1 (uma Permutagio) e no
item a) do exercicio 2. Estes dois exercicios foram:

“1) Uma classe devera ter, certo dia, seis aulas de seis matérias diferentes (M, P, F,
Q, B € H). Se a primeira aula tem de ser da disciplina F, de quantos modos pode ser
montado o horane do dia?”

“2) Numa sacola existem 5 esferas de cinco cores diferentes. Faco 3 retiradas de
uma bola da sacola e para cada retirada anoto a cor da bola. Quantas seqiiéncias possiveis
vou anotar: a) sendo que a esfera retirada nfo é mais colocada de volta?

b) sendo que, a cada retirada, a esfera retirada é colocada de volta na sacola?”

"Para facilitar a leitura, os exercicios da primeira prova serdio indicados em negrito
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Dos 31 alunos que realizaram esta prova, 28 acertaram o exercicio 1 (5.4.3.2.1
=120) e 21 acertaram o item a) do exercicio 2 {5.4.3 =60)}.

Diferentemente da segunda prova, o exercicio que tratava de Combinagio teve
praticamente 0 mesmo numero de respostas certas que o de Arranjo. Vinte e dois alunos
acertaram o exercicio 3: “Quantos coquetéis distintos, de duas bebidas, podemos formar,
dispondo de quatro bebidas quaisquer?” (6 coquetéis, resposta obtida por listagem).

Acrescente-se que, na ocasido da primeira prova, os alunos ainda no haviam
discutido nenhuma formula para calcular o nimero de Arranjos ou de Combinagdes. Por
este motivo, os pardmetros envolvidos no exercicio tinham valores pequenos, de modo que
fosse viavel a listagem dos casos possiveis, que foi, alias, o procedimento utilizado por
aqueles que acertaram 0 exercicio.

Na ocasido em que foi realizada a segunda prova, os alunos ja haviam sistematizado
os conceitos de Arranjo, Permutagio e Combinagio e suas respectivas formulas. Houve
entdo uma diferenca relevante entre os dois exercicios sobre Combinagiio dados nas provas,
pois no caso da Segunda, era esperado que, por conta dos valores dos parimetros, os alunos
utilizassem, ao invés de uma listagem, a formula correspondente. Os alunos parecem ter
percebido que a saida para este ultimo exercicio era uma formula, mas a maioria utilizou
erradamente Arranjo.

Dos 18 erros observados no exercicio 1 da segunda prova (que se referia a Arranjo),
houve apenas um caso em que a resolugio foi identificada como sendo uma Combinagio.
Normalmente quem fez uma Combinagdo identificou-a de modo correto. E, portanto,
provavel que os alunos que erraram este exercicio, consideraram que se tratava de uma
situagdo envolvendo Arranjos.

Uma outra possibilidade pode ter acontecido. A énfase dada ao Principio
Multiplicativo, se por um lado trouxe boa compreensio, por outro pode ter acarretado sua
aplicagdo exagerada. Pelo fato de os alunos conhecerem a grande aplicabilidade doP. M., é
possivel que alguns deles tenham-no adotado como um “dispositivo de seguranga”, ou seja,
quando ndo se tem certeza de que se trata ou que formula utilizar, trabatha-se com o P. M..

A analise das provas, entretanto, ndo possibilitou informagdes mais “refinadas”
acerca do que os alunos pensaram, quando resolviam os problemas, por exemplo, porque

uma boa parte deles resolveram um exercicio de Combinagio como se fosse de Arranjo.
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Mesmo assim, as informagdes obtidas permitem algumas conclusdes tais como a de
reservar mais tempo para os alunos trabalharem com a formula das Combinagdes, tanto
“isoladamente” quanto em situacBes em que tivessem de resolver exercicios variados, mas
ndo so entre Arranjos ¢ CombinagBes simples, como foi feito na proposta; deveriam ser
incluidos casos com repeticio de elementos (mesmo que nos caso das Combinagdes com
repeticdo, os pardmetros fossem pequenos, uma vez que este tema especifico nio seria
sistematizado) e ainda casos que ndo pudessem receber nenhuma denominagiic em especial.

O simbolo que representa Combinacido foi apresentado aos alunos somente quando
eles depararam com sua formula. Como foi visto, o simbolo foi mais um elemento gerador
de davidas. Isto poderia ser minimizado se o simbolo fosse usado antes de a férmula ser
discutida. Ao retomar o exercicio da lista (II1.2, sobre uma excursdo), o professor poderia
ter indicado que seu resultado seria representado com o simbolo Cs3 e também ter
relembrado outros exercicios ja trabalhados que envolvessem Combinagdes, expressando
seus resultados vinculados ao simbolo ou ainda apresentado outros exemplos,
possibilitando que a formula fosse discutida com os alunos, ja conhecendo o simbolo.

Os exercicios referentes 8 Combinagio, que haviam aparecido até o momento da
formula ser apresentada, envolveram parimetros pequenos para que fosse vidvel a
contagem dos casos possiveis, sem férmula. Apesar de os alunos nfo terem questionado a
importancia de uma nova formula, uma idéia interessante seria apresentar um exercicio de
Combinagdo cujos pardmetros envolvidos fossem elevados para que os alunos percebessem
a sua necessidade.

Apesar de esta proposta ter sido desenvolvida em cerca de dois meses, enquanto o
plano de ensino de Analise Combinatoria sugerido por Batanero, Godino e Navarro-Pelayo
(1994) envolveu varios anos de estudo, uma idéia dos autores espanhéis que poderia ser
aproveitada € a de apresentar, durante o desenvolvimento da proposta, casos que
propiciassem o aparecimento de uma divisfo como transformac¢io de muitos casos em um.
Exercicios envolvendo casos deste tipo, com pardmetros pequenos, poderiam possibilitar
que os alunos percebessem tal “efeito” da divisfo, antes da formula de Combinagdo ser
apresentada, isto provavelmente diminuiria as dificuldades dos alunos e contribuiria para

um methor entendimento da tal formula.
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CONSIDERACOQES FINAIS

Algumas caracteristicas da proposta desenvolvida foram importantes no processo de
ensino de Analise Combinatéria, como o trabaltho inicial de familiarizagio dos alunos com
diferentes exercicios, fazendo-se uso de ouiras estratégias de contagem que nio as
férmulas, como foi o caso da enumeragio sistematica e do diagrama de arvore. Além disso,
a sistematizagdo como sintese dos trabalhos anteriores foi também proveitosa para os
alunos.

Acredito que qualquer que fosse a proposta analisada, ela poderia ser aprimorada, a
cada experimentacdo. As primeiras referéncias para a elaboracio da proposta, além das
experiéncias enquanto fui aluno e professor, foram livros didaticos e as Propostas
Curriculares do Estado de Sao Paulo. Durante o comrer desta pesquisa, tive contato com
varios outros textos. Através destas leituras pude pensar, refletir e aprender pois alguns
textos deram indicagdes para mudangas e aprimoramentos que podem ser feitos na
proposta.

O diagrama de arvore, por exemplo, poderia ter sido mais explorado, como indicam
Fischbein (1975), Glaymann e Varga (1974), Parzysz (1993), entre outros. Roa, Batanero,
Godino e Cafiizares (1996) acreditam que esta estratégia deve ser reforcada no ensino de
Analise Combinatoria. Em sua pesquisa, estes tltimos autores constataram que os alunos
tém dificuldades e usam pouco esta estratégia.

Os autores espanhéis (Roa, Batanero, Godino e Cafiizares, 1996) verificaram
também que o aluno que erra um problema de Analise Combinatéria, normalmente nio faz
uma enumeracdo sistematica. Este aspecto pareceu ser compreendido pelos alunos com os
quais trabalhei, mas durante o desenvolvimento da proposta ndo houve nenhum momento
especial para ressaltar e posteriormente avaliar tal aspecto, para saber o quanto eles
compreenderam e usaram a enumerag3o sistematica como estratégia de contagem.

Durante o desenvolvimento da proposta, procurei sempre destacar junto aos alunos
a importncia de aspectos como ordenagdo e repeticio dos elementos envolvidos nos
exercicios. Estes aspectos poderiam ter sido avaliados de modo especifico, especialmente

quando se leva em conta que no questiondrio aplicado por Batanero, Godino e Navarro-
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Pelayo (1996), no caso de alunos com instrucio em Analise Combinétéria, os dois
principais erros foram os de ordem e repetigiio.

Além disso, a proposta desenvolvida poderia ter proporcionado momentos em que
os alunos devessem criar um enunciado para determinado, tipo de problema para que eles
explicitassem sua compreensio; talvez com exercicios menos tradicionais, incentivaria os
alunos a outros desafios.

E verdade que os exercicios contidos na proposta podem ser considerados um tanto
tradicionais. No entanto, a proposta se diferencia da maioria da pratica vigente, no sentido
de se experimentar uma mudanga na relagdo do professor e dos alunos com a Analise
Combinatoria, mais precisamente no modo como aquele apresenta e discute cada tema
(Arranjo, Permutagdo e Combinagio), primeiramente apresentando exercicios para depois
chegar as sistematizagBes.

Quanto & proposta em si e suas possibilidades, um aspecto positivo ocorren em
relacio ao uso do P. M, uma vez que os alunos parecem ter compreendido a
“potencialidade” e as aplicagbes desta estratégia. Como ja discutido no capttulo 6, foi
impossivel saber se os alunos o utilizaram indiscriminadamente, como um “dispositivo de
seguranga” que poderia garantir uma probabilidade grande de se acertar os exercicios.
Entretanto, boa parte deles compreenderam seu “funcionamento” e souberam utiliza-lo
adequadamente.

A primeira fase permitiu a apresenta¢io de exercicios que familiarizaram os alunos
com a Analise Combinatéria em geral e com algumas estratégias de contagem. A presenca
do P. M. entre aquelas estratégias propiciou que as formulas de Arranjo e de Permutagio
fossem aprendidas de modo “natural®, sem maiores dificuldades, pois os alunos perceberam
que estas formulas decorrem de modo direto do P. M. e compreenderam a formula como
apenas mais um auxilio na resolugio dos exercicios. Assim sendo, exemplificagdes do P.
M. através dos exercicios das fases primeira e terceira, fizeram com que Arranjo com e sem
repeticdo e Permutagdo sem repeti¢do ji fossem praticamente ensinados, antes de sua
sistematizagdo. Estas exemplificacdes, além de importantes gquando facilitaram a
compreensdo das formulas, mostraram-se interessantes, porque de certa forma pouparam o

tempo demandado para a discussdo das formulas. Isto é ainda mais relevante, quando se
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leva em conta que a proposta relativa a esta pesquisa foi desenvolvida no periodo noturno,
que de certa forma cobra algumas prioridades, como o uso adequado do tempo.

De um modo geral, 2 maneira como os alunos foram avaliados foi insuficiente para
a constitui¢@o de informagdes de cunho qualitativo para a proposta em si. As provas (ver
Anexo 1) forneceram somente elementos quantitativos para as analises referentes aos
capitulos 5 e 6.

De certa forma, o namero de alunos em sala (33) foi algo que me impeliu a nfio
pensar em outras maneiras de avaliar, que ndo fosse aquela posta em pratica. Entretanto,
dada minha opgdo por investigar em ambiente natural, ou seja, em sala de aula, devemos ter
em mente que freqientemente ha mais de 33 alunos em classes do Ensino Médio. Assim
sendo, de que outro modo a avaliagdo poderia ter sido realizada?

Mesmo que a avaliagdo se resumisse no instrumento “prova”, pelo menos deveriam
ter sido aplicadas mais que duas, e algumas mais “localizadas”, preparadas para avaliar
somente um dentre os varios temas trabalhados. Deste modo, poderiam ser obtidas
informagdes mais pontuais, precisas e refinadas acerca dos aspectos envolvidos no processo
de ensino/aprendizagem de Analise Combinatoria.

Percebi a dificuldade de observar de modo preciso os 33 alunos, portanto as
impressdes do dia-a dia ndo poderiam constituir por si s6 uma avaliagio.

Uma maneira de proceder, para avaliar de outra forma que n3o com provas, seria ter
previsto entrevistas com os alunos, logo apds as provas; deste modo seria possivel saber,
por exemplo, por que certos alunos fizeram célculos cuja logica ndo consegui compreender;
permitiria ainda a andlise mais profunda de certos tipos de acertos e erros, como por
exemplo por que o Principio Multiplicativo foi utilizado inadequadamente por tantos alunos
no exercicio relativo 4 Combinagio, na segunda prova. O aluno teria acreditado que o
exercicio era de arranjo ou simplesmente preferiu aplicar uma estratégia que quase sempre
havia dado certo?

As entrevistas poderiam ocorrer, conforme as anotagdes do dirio indicassem no
sentido de se poder compreender melhor certas manifestagGes dos alunos ou seus
procedimentos. De um mode geral, poderiam ser um elemento que buscasse a visdo do

aluno, seu pensamento, sua avaliagdo da proposta.
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Esta avaliagio da proposta por parte dos alunos foi tentada de certa forma com o
questionario {ver anexo 2) que procurou saber a visio do aluno sobre o trabalho
desenvolvido; além disso, trouxe maiores informagSes relativas a algumas de suas
manifestagdes durante o desenvolvimento da proposta, como em relagio as provas
refletirem o quanto eles haviam aprendido. O questionario, de certa maneira, ndo
corresponden: suas respostas foram genéricas e evasivas e este fato fez com que as
“reflexdes™ dos alunos sobre a proposta ficassem em segundo plano.

E provavel que, mesmo que certas mudangas fossem implementadas na proposta, o
professor se debateria com duvidas, dificuldades, receios ou dilemas; afinal cada nova
experi€ncia se torna uma nova aprendizagem.

Esta dissertac8o deve contribuir como uma possivel base de reflexdes, para que cada
professor elabore sua proposta, seu modo de trabalhar com Analise Combinatoria. Além de
depender do tempo disponivel, dos pré-requisitos que os alunos possuem, do ambiente em
sala de aula e na escola, o trabalho realizade em aula depende muito de cada professor. Em
uma proposta de ensino (acerca de qualquer conteido matematico, nio necessariamente de
Analise Combinatéria) deve transparecer a “cara” do professor, sua histéria enquanto
profissional e talvez, até enquanto aluno, suas experiéncias, seu conhecimento pedagogico e
académico sobre o contelido e suas concepgdes (sobre o ensino/aprendizagem daquele
conteudo e sobre Matemética e Educa¢io em geral), ou seja, proposta de ensino é o
professor quem faz.

A presente dissertagio constatou que existem poucos textos que discutem o Ensino
Meédio, portanto novas investigagdes poderiam discutir praticas acerca de outros contetidos
do Ensino Médio, como Probabilidade °, Trigonometria, Matrizes ou Geometria Analitica.
Como no caso desta pesquisa, além de Propostas Curriculares e outros textos, a pratica de
cada pesquisador pode constituir uma referéncia para as discussdes.

Quando a proposta foi desenvolvida, em Margo e Abril de 1997, eu ja havia tido um
contato de praticamente um més com os alunos, identificando aqueles que participavam
mais. Além disso, no ano anterior havia sido o professor daquela turma, portanto conhecia a
maioria. No desenrolar desta pesquisa, a analise dos instrumentos foi uma maneira de

conhecer melhor meus alunos; uma questio que vem me causando inquietagio é por que

¥ Alguns textos apresentados no capitulo 3 podem ser aproveitados.
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alunos considerados bons em Matematica (com boas notas, que tém facilidade para resolver
exercicios, que participam/contribuem), as vezes ndo se ddo bem em Analise Combinatoria,
nio se sentem & vontade. Qutros ficam ainda mais incomodados, pois percebem, pela
primeira vez, alguma dificuldade para compreender algo em Matematica. Parece que
Analise Combinatoria é um caso a parte, dentro da Matematica, em relacio aos outros
conteudos.

Ulisses, que havia sido um aluno de destaque no ano anterior, nas primeiras aulas
ndo se mostrou do mesmo modo, como retrata este trecho do Diarto: “Ulisses ndo esta indo
tdo bem como eu pensava que ele iria, falta interpretar bem os problemas”. No decorrer
das aulas, ai sim, ele se destacou, seja participando com comentarios, seja mostrando
familiaridade com o conteido, quando resolveu certos exercicios, usando procedimentos
proprios.

Bruno foi outro caso. Chegou inclusive a conversar comigo, explicando que havia
algo de errado, pois apesar de se dedicar e sempre ter sido bom aluno em Matematica,
estava encontrando dificuldades em resolver os exercicios propostos e seu desempenho nas
provas nio era aquele ao qual estava acostumado.

Acredito que estas diferencas acontecem, em parte, porque nos outros conteudos em
geral, os exercicios trabalhados podem ser enxergados sob certo padrdo conhecido, ou
melhor, cada novo exercicio pode ser de alguma maneira relacionado diretamente com os
exercicios trabalbados anteriormente. J4 em Andlise Combinatéria, a-maioria das vezes
“cada exercicio é um novo exercicio”. Os exercicios anteriores podem ndo representar a
experiéncia necessaria para o bom entendimento € resolucBo do exercicio seguinte,
chegando a parecer que as experiéncias anteriores em Analise Combinatoria sdo zeradas a
cada exercicio. © carater “mecanicista” de solugdo de problemas em Matematica conta
pouco na resolucio de problemas em Analise Combinatoria.

Uma dificuldade que senti, foi analisar minha propria pratica. As
consideragbes/reflexdes acerca deste tipo de andhise feitas no capitulo destinado a
metodologia utilizada nesta pesquisa, podem ser uma referéncia para o pesquisador que
decidir atuar neste terreno. Este tera de estar preparado para dificuldades e questdes que
nfo serdo facilmente respondidas, dada a caréncia de uma bibliografia que discuta de modo

aprofundado este tema.



O pesquisador provavelmente enfrentara o dilema de saber até onde suas avaliagdes
estdo sendo justas, nfo sendo demasiadamente auto-critico nem condescendente em relacio
a si mesmo. E importante que o pesquisador tenha com quem dialogar, que seja capaz de
fazé-lo enxergar as coisas com distanciamento. Uma pessoa indicada € a do orientador que,
no caso desta pesquisa, foi fundamental para discutir as conclusdes do pesquisador e para
questiona-lo. As questdes levantadas podem fazer o pesquisador perceber o que esta
coerente ¢ bem fundamentado e aquilo que ainda demanda outras analises, leituras,
explicagdes, com vistas a reflexdes mais aprofundadas.

No caso desta pesquisa, além das contribui¢des do orientador, o grupo pesquisa
PRAPEM - Pritica Pedagdgica em Matematica, da UNICAMP, também deu sua
contribuicdo. Apds a coletas de dados, o trabalho foi submetido a apreciagio do grupo,
analisado como um todo e a contribuigdo veio com criticas e sugestdes, como para
categorias a serem levantadas no diario.

A discuss3o com o grupo de pesquisa foi ainda mais importante pois se deu antes do
exame de qualificagdo. O Exame de Qualificagio € outro momento que deve ser bem
aproveitado pelo pesquisador que analisa sua propria pratica, pois é neste momento que
outros olhares além do seu e de seu orientador, serfio langados sobre o trabalho. Cada olbar,
cada otica diferente poderad fornecer criticas, questionamentos, sugestdes € opgdes que
poderéo orientar o trabalho. O pesquisador podera contar com mais que seu proprio olhar,
ouvir experiéncias que e ter outras visdes do trabalho.

Este contato com o orientador ou com outros pesquisadores é um fator que auxilia
no que diz respeito a legitimago da pesquisa e aos seus resultados.

Em relagdo ao desenvolvimento da pesquisa, o fato de professor ¢ pesquisador
serem a mesma pessoa, pode ser considerado proveitoso no sentido de se evitar aquilo que
Bogdan e Biklen (1994) chamam de “efeito do observador™: as modifica¢des que podem
ocorrer por causa da presenca do pesquisador, como o comportamento das pessoas.
Segundo estes autores, “nunca é possivel ao investigador eliminar todos os efeitos que
produz nos sujeitos” (Bogdan e Biklen, 1994, p. 69). Os alunos se mostraram um pouco
intimidados, quando foram avisados de que estariam participando de uma pesquisa, mas

pareceu que, em nenhum momento, eles se sentiram em contato com alguém que nao fosse
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seu professor, o que foi um fator positivo para que a timidez inicial fosse superada mais
rapida e naturalmente.

Durante a elaborag@o da dissertacdo, so tive a oportumdade de conhecer a posi¢ao
de colegas professores através de relatos orais e acredito que seria de interesse geral que
suas posi¢des e pontos de vista fossemn de alguma maneira documentados.

A maioria da bibliografia relativa ao tema tem o seu foco no aluno. Mesmo os
textos destinados ao professor discutem a Analise Combinatéria em st ou propdem
sugestoes de ensino, sem colocar-se na posi¢io do professor. Os textos ndo trazem a tona o
pensamento do professor, sua relagio com o tema, suas concepgles, sua visdo sobre a
importancia da Anélise Combinatdria. A importancia de estudos deste tipo pode se revelar
na possibilidade de dialogar com os professores que vém buscando alternativas para seu
trabalho.

O contato com eles tem me permitido perceber suas expectativas negativas em
relacdo ao ensino de Analise Combinatoria, 0 que os faz sentir a necessidade de discutir o
tema e suas praticas. Este ¢ um caminho que deveria ser mais investigado: estudar os
anseios, as dificuldades para ensinar (e até compreender!!) o tema, os pontos de vista dos
professores em relagdo ao ensino-aprendizagem de Analise Combinatoria.

Pode ser discutido como os professores enxergam a Analise Combinatoria, como
ensina-la; também € possivel investigar o que eles conhecem do tema, seu preparo/condi¢do
(conhecimento) para ensina-lo e também suas proprias aulas. Isto pode se dar através da
observagio da pratica dos profissionais ou de entrevistas. Batanero, Godino e Navarro-
Pelayo (1994) descrevem os resultados de uma investigagio (Navarro-Pelayo, 1991) que se
baseou em entrevistas com professores. Sdo apontadas conclusdes acerca de metodologia
de ensino, interesse e utilidade da Analise Combinatoria para os alunos, dificuldades do
tema e mudangas a serem introduzidas na metodologia.

Vale ressaltar que a bibliografia comentada no capitulo 3 apresenta, em sua maioria,
discussdes sobre estudantes de varias idades e diferentes conhecimentos prévios de Analise
Combinatéria. Mesmo que o professor ndo esteja trabalhando com o Ensino Médio, a
presente dissertagio tem a expectativa de contribuir, estimulando os professores a

experimentar, a aprimorar suas praticas, a evoluir, a tentar sempre encontrar a forma mais



adequada, conforme sua realidade e as necessidades dos alunos, ao ensinar Analise

Combinatéria.
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ANEXOS






Anexo 1

Provas

Primeira prova

1) Uma classe devera ter, certo dia, seis aulas de seis matérias diferentes (M, P, F,
Q, B e H). Se a primeira aula tem de ser da disciplina F, de quantos modos pode ser
montado o horario do dia?

2) Numa sacola existem 5 esferas de cinco cores diferentes. Fago 3 retiradas de uma
bola da sacola e para cada retirada anoto a cor da bola. Quantas seqiiéncias possiveis vou
anotar: a) sendo que a esfera retirada nfo € mais colocada de volta?

b) sendo que, a cada retirada, a esfera retirada € colocada de volta na sacola?

3) Quantos coquetéis distintos, de duas bebidas, podemos formar, dispondo de
quatro bebidas quaisquer?

4) Com os algarismos do conjunto{5, 6, 7, 8}, quantos numeros de trés algarismos
podemos formar sendo que o algarismo 7 deve estar presente exatamente duas vezes nos
numeros formados?

5) Um pais usava o seguinte modo para fazer suas placas de veiculos: trés
caracteres, sendo os dois primeiros, vogais, € o ultimo, um algarismo. Como a frota
cresceu, foram bolados novos tipos de placas: novamente trés posi¢des, sendo a primeira
ocupada por vogal, a segunda por uma letra qualquer (inclusive K, WY e vogais) ¢ a
altima posi¢io por um algarismo. Pergunta: quantas placas a mais foi possivel conseguir

usando o novo tipo de placa?



Segunda prova

1) O diretor de um clube deve escother 3 sdcios que deverfio ser responsaveis pela
pintura de uma sala do clube. Se o clube tem 12 sécios, de quantos modos o diretor pode
escolher os 3 socios?

2) De quantos modos podemos organizar uma fila indiana composta de 7 pessoas - 4
rapazes e 3 mogas, mas de tal modo que ndo acontega de ficarem mogas atras de mogas (e o
mesmo para rapazes — ndo deve haver rapaz atras de rapaz)?

3) Juquinha deve colorir um mapa da América do Norte (3 paises) sendo que cada
pais deve ser colorido com uma cor diferente da dos outros paises. Como Juquinha tem uma
caixa com 11 lapis diferentes, de quantos modos ele pode fazer sua tarefa?

4) Houve um atropelamento e o motorista fugiu. Quvidas as testemunhas, chegou-se
as seguintes concluses comuns:

A parte numérica consta de 4 algarismos diferentes e os dois (ltimos algarismos s3o
ZETO € Sels

A placa tem duas letras e a primeira ¢ uma vogal enquanto a segunda é uma
consoante.

Quantas sdo as placas suspeitas?

5) Com os algarismos 1, 2, 3, 4 e 5, quantos numeros de 3 algarismos menores que
400 podem ser formados...a) sem repeticdo de algarismos?

b) podendo haver algarismos repetidos?



Anexo 2

Questiondrio

Sobre o trabatho do 1° bimestre com Anélise Combinatéria:

1) Fale um pouco sobre cada um dos temas que vocé estudou

2) Vocé se sente seguro para resolver questdes ou exercicios a respeito? Justifique

3) Compare o trabalho com sua outras experiéncias ou aulas de Matematica de
modo a poder avaliar o trabalho

4) Voceé acha que sua nota nas provas refletiu o que vocé realmente sabia? Justifique

5) Qual a importancia do tema (Analise Combinatéria)?

6) Utilize o verso da folha ou outro espaco para fazer mais comentarios, se vocé

achar necessario






Anexo 3

Os quadros a seguir s3o referentes aos exercicios da Primeira Fase da Proposta,
quando enquadrados nas categorias do GRUPO 1: CATEGORIAS RELACIONAS COM O

COTIDIANO DA SALA DE AULA
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