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RESUMO

Essa dissertagdo ¢ a fundamentacéo tedrica da pratica pe-
dagdgica, que tem por objetivo contribuir com o ensino de mate-
matica e com a formag&o do professor de matemética. O desen-
volvimento estrutural estd baseado na Filosofia da Matemadtica,
através de um conceito mais abstrato das matematicas que é o

conceito dos nimeros. E através dele que acreditamos contri-
buir com o ensino da matemadtica; buscando a INSPIragao 1nos
antigos gregos dos séculos VI - III a.C.. Contextualizado o

fendmeno investigado, procurei interpreté-lo sob varias concep-
¢Oes da filosofia matemaética; através de cinco filésofos e ma-
tematicos: Tales, Pitdgoras, Platdo, Aristételes e Euclides.

Assim, acredito que estou ‘propiciando aos nossos alunos e
Professores condigBes para que possam aprender e ensinar ma-
tematica sem torturas e, conseqiientemente estaremos contri-
})gindo para uma meodifica¢do na estrutura educacional Brasi-
eira.



ABSTRACT

This dissertation is a theoretical foundations of the pedagogi-
cal practice and its aim is to help with mathematical teaching
and with the teacher’s mathematical graduation. The structural
development is based on the Mathematics Philosophy through
the concept of number. It’s through it that I believe to contri-
bute for mathematics teaching, searching the bases from ancient
greeks in VI-III B.C.. Putting into context this studied pheno-

menon, [ sought to interpret if through five main philosophers
and mathematicians: Thales, Pytagoras, Plato, Aristotle and

Euclid. ‘ o .
So, I hope to give students and teachers, conditions a phi-

losophic focus, that I belive will make it possible to learn and
teach mathematics without suffering and, consequently, I will
be contribuiting for a change in the structure of Brazilian edu-
cation.
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Introducao

Comparando ¢ homem a uma ave, disse um cfnico, certa ocasifio, que o ser humano
n&o tem ponto de chegads; o seu véo, todavia, é soberbo. E surpreendente, pois nada
esta definido. A vida, no que tem de melhor, é um processo que flui, E na vida, para
a vida e pela vida que o ser humano aprende e se revela. L para a vida que a Escola
existe. A escola serd sempre uma instituigio. Resta-nos as perguntas: — o que se
pretende quando se educa? Um ser educado é um ser passivo que se deixa educar
ou educa-se (auto-educa-se)? Estas perguntas instigantes, nos levam a retroceder no
tempo para observar como ocorreu o processo de educagio em nds.

Trago comigo uma vivéncia dentro das chamadas Ciéncias Exatas: & Matemdtica,
que tantas vezes € criticada e raramente elogiada, tanto pela sociedade de uma manei-
ra geral, quanto pelos alunos. As crfticas sdo por vezes feitas a nivel de proposigdes,

tais como:

® A matemdtica é uma ciéncia EXATA, que trata das quantidades e de suas
~medidas,

® A matemitica é a ciéncia dos nimeros e das figuras.
s A matemdtica é ABSTRATA.

e A matemitica é a arte de calcular.

¢ A capacidade para & matemdtica é inata.

e A matemdtica desenvolve o raciocinio.

A primeira definicio afirma ser a matem4tica uma ciéncia exats. Esge nao cor-
responde & verdade como demonstraremocs ao longo do desenvolvimento do nosso
trabalho. Além disto a matemdtica no ¢ t&o0 somente cidncia que trata das quanti-
dades e de suas medidas, dos niimeros e das figuras e, tampouco, “a arte de calcular”,
Muitas pessoas, acreditam que a mateméatica se restringe a “medir quantidade”; ou se
€8QUECEIraIn OU nao conseguiram compreender que a matemética é muito mais comple-
x8, muito mais que iss0. Existem entes matem&ticos que néo séo ndmeros, figuras ou
quantidades. Por exemplo: vetores, transformagBes, operadores, conjuntos, “ espa-
cos”, relagles,etc,

As propoesicdes citadas acima sio 4penas umsa pequena amostra da imagem que
se faz da matemdtica. Pessoas que passam pela Escola com experéncias frustrantes
em matematica, carregam consigo o fracasso por toda a vida. Para que este fracasso
persista, eu destacaria principalmente o autoritarismo e o dogmatismo dos professc-
res. Outra razdio seria a forma de se encarar o ensino de matemética, distante das
realidades dos nossos aluncs. A metodologia, utilizada tanto em sala de aula quanto
a dos livros diddticos, apresenta uma ‘matematica-com um modelo de um Processo
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aistérico, totalmente desvinculada de um estimulo imediato, ou seja, que néo se utiliza
na pratica.

De maneira geral, a questdo da linguagem matemédtica é interessante por fazer
parte do rol dos rétulos negativos dentrc da sociedade, no que se refere & questdo
do concreto ¢ do abstrato. Hé quem insinue que a matemdtica, ndo passa de uma
Jlinguagem de pensamento. Na verdade, a linguagem matemstica ¢ universal, ou
seja, é um conjunto de simbolismos. E este surge por um processo de origem, cuja
invengdo é livre, é adotado de modo consciente para denotar idéias. Para isgo, é
preciso que as pessoas que queiram conhecer matemética se familiarizem com eles,
que aprendam o seu significado. Além disto, a sua linguagem almeja uma precisao
completa, tanto ao que se refere ao seu significado, como o rigor do raciocinio que
ela expressa. Portanto, ela nio 86 se utiliza de simbolos especfficos, mas também os
raciocinios que ela expressa sio 16gicamentes encadeados.

Esses aspectos da matemdtica apontam certas atividades para serem desenvolvidas
o seu ensino, pois ela exige que aquele que quer conhecé-la saiba o que estd exa~
-minando e justifique a cada momento o seu raciocinio, o qual, por sua vez, deve ser

fundamentado em provas rigorosas e precisas. Assim, por exemplo, nfo é suficlente
ensinar aos alunos de Matemdtica como calcular e demonstrar com habilidades de
modo automético. E preciso que esse alunc entenda e articule suas razées em cada
afirmativa que faz.

.Hé certas diferencas que gostaria de enfatizar. ¥ o.caso dos conceitos da Educa-
¢do e 0 Ensino de Matemdtica. A educagfio matemdtica & algo complexo; exige-se
que se reflita sobre as idéias bisicas subjacentes as diferentes linhas de pensamentos
-matematicos e que se pesquise como essas idéies aparecem nos diferentes modelos do
Ensino, O Ensinc de Matemdtica esté diretamente associado & ATOS — podendo
cada professor utilizé-los de forma 16gica, estratégica ou institucional — e eles estio
relacionados & Ciéncia e o fundamental é o conhecimento do contetdo matemdticc.

Como estudante de graduagio (UNESP ~ Campus de Rio Claro-SP), como profes-
sora de 1* e 2¢ Graus da Rede Estadual e Particular de Educagio, como professora
do ensino técnico (Colégio Técnico de Limeira ~ Unicamp) e como professora univer-
sitdria (Instituto Superior de Cidncias Aplicadas de Limeira - SP); estive em contato
freqiiente com pessoas que, de uma forma ou de outra, fazem parte de todo este
‘processo educacional que no momento nos envolve.

Este contato, adicionado a minha prética, contribuiu muito ‘para que eu me si-
tuassse no complexo chamado: “processo educacional” e muitas foram as observagdes
que fiz. Dentre elas destaco aquelas que estio mais ligadas & falta de embasamento
filoséfico do professor, que conseqiientemente, nio consegue analisar e refletir sobre
a5 questdes gerais do conhecimento. E nesta diregdo que.sigo com meus estudos. Na
andlise e reflexio do fazer matemndtico.

Espero que este trabalho esperte professores e curiosos no ensino de matemadtica e
que os leve & entender a contribuico da matemética - grega do século VI ao 11 - a.C.
em nossos dias, no sentido de reaproximar questdes filosdficos que sofreram distor-
¢Ses com o passar do tempo, principalmente no que se refere ac rétulo do conceito
de que a matemdtica se reduz a nidmeros (no sentido de grandeza), A dificuldade
Que se encontra para estudar os gregos antigos, é que hi rarfssimas fontes originais,
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embora muitas informacdes nos tenham sido transmitidas através da Histéria, pelos
discipulos dos filésofos e mateméticos. Uma dessas raridades é o papiro Moscou do
Museu de Belas Artes de Moscou, que data de 1850 8.C., conhecido também por
papiro Golenichev em homenagem a seu antigo proprietério

Para a superagio dos problemas relacionados com o ensino da matemética é ne-
cessdria a reaproximagfo entre o seu significado atual Aquele que tinha originalmente,
que estd intimamente relacionado ao desenvolvimento dos primeiros rudimentos da
razdo, & fundamentagéo do raciocinio em todas as ciéncias. A matemitica advém
historicamente da vida coletiva da humanidade, como reconhecimento de certos as-
pectos abstratos decorrentes da experiéncia comum e do desenvolvimento de DPICCESROB
de contar, medir e calcular.

As antigas civilizagSes pré-helénicas (Egito, Mesopotamia, China, India, Euro-
pa Neolitica) desenvolveram de acordo com as suas culturas as suas préprias ma-~
tematicas. De fato, o que encontramos na Histéria Universal séio férmulas e receitas
priticas que surgiram diretamente do empirico, formados por conhecimentos esparsos
e néo por.um corpo de conhecimento interligado, Por exemplo, o préprio desenvolvi-

mento da “Ceometria”, um ramo da matematica, que estd naturalmente relacionada
com a Agrimensura, sobretudo no antigo Egito.e na Mesopotimia, apareceu devido as
preocupagGes coletivas sobre comprimentos, dreas, volumes e &ngulos de determinadas
regides ou até mesmo de certos objetos. Das necessidades de contagem, aparece a “A-
ritmética” e se desenvolve através da Geometria e das medidas de comprimentos, dreas
e volumes. A QGrécia recebeu muitas influéncia vindas do Egito, da Mesopotimia, da
Pérsia, pafses freqilentados por seus comerciantes e navegadores — os gregos foram
muito espertos! Através de elementos esparsos, de exemplos tomados aqui e ali, sou-
beram os gregos construir grandes obras, que marcaram & histéria universal, como
© surgimento dos conceitos das grandezas comensuraveis e incomensurdveis. Exclui-
Temos o que diz respeito &s evolugBes das obras de arte e literatura grega, que, sem
divida, foram e continuam sendo fontes de temas grandiosos e regras estéticas. Li-
mitaremos nosso estude & evolugio da filosofia grega que, através de sua légica, sua
‘fisica, sua moral, sua politica, possibilitou a humanizacio do homem. As primeiras
obras gregas datam do século VI a.C.. As escolas de Atenas foram fechadas, por Jus-
$inianoem 529 d.C.. Entre essas duas datas, floresceu e frutificou a filosofia antiga.
O:nosso objetive niio é desenvolver um estudo. minucioso da filosofia, antiga, mas de
desenvolver um estudo sobre as contribuigfes da-matemdtica-filosofia-histéria deste
povo admirdvel: — os gregos. Deve-se ressaltar, porém, que sé nos foi possivel um
conhecimento das obras gregas através de fragmentos analisados por “daxégrafos” ou
através de citagdes em obras de autores que se debrugaram em estudos gregos. Além
do mais, é importante ressaltar sempre: — muitos dos filésofos da Antigiiidade nada
escreveram. Ficaram limitados & leitura e comentdrios e exercicios redigidos por seus
discipulos.

Estudaremos os pré-socréticos através de Tales e Pitégoras, e a seguir, o perfodo
fundamental da metafisica grega, periodo em que floresceram as doutrinas de Platéo,
discipulo dissidente de Sécrates, fundador da Academia, e Aristdteles, discipulo dis-
sidente de Platéo, fundador da escola peripatética. Finalmente, Euclides, o mais
eminente matemético dessa época, fundador da teoria axiomética, observands como
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a questédo dos nimeros como fol tratade por cada um deles. Assim, acreditamos ter
um ambiente propicio para acreditar que a matemética como ciéncia tenha surgido
na Grécia no século VI a.C., como atividade intelectual, como algo reconhecido como
sendo ciéncia, quer como contetido, quer em método. Consideravam a matemética co-
mo conhecimento puro. A matemdtica grega distingue-se da matematica da babilénia
¢ da egipcia pela sua estrutura, principalmente no que se refere aos problemas relaci-
onados com processos infinitos, movimentos e continuidade. Devido &s tentativas dos
gregos resolverem estes problemas, fizeram com que aparecesse o método axiomatico-
dedutivo. Este método consiste em admitir como verdadeiras certas proposicdes e, a
partir delas, por meic de um encadeamento légico, chegar a proposiges mais gerais.
Veremos com mais detalhes sobre esse método na segdo sobre a axiomaética no capftulo
de Euclides.

Consideram-se quatro etapas para o desenvolvimento da matemstica grega, A
primeira trata de um conjunto de contribuigées separadas e com sinais das tradigSes
vindas do Oriente,(principalmente do Egito e da Babilénia) muitas vezes baseado
na necessidade de resolver problemas priticos. A caracterfstica dessa etapa, que se

estende até o século V a.C., & a unifo entre os conhecimentos matemdticos e a flogofia
(subentendendo filosofia - a totalidade do saber), a ponto de poder falar na ocorréncia
de uma simbiose dos saberes, o que nio é inusitado. O personagem mais conhecido
desta época, é sem diivida nenhuma, Pitdgoras, que utiliza o termo matemdtica para
a aritmética e geometria.

Na segunda etapa destacam-se na histéria das idéias Platio e Aristételes (século
IV 2a.C.). Trata-se de uma stapa metodoldgica, pois Platéo questiona a tradigio
pitagdrica, procurando esclarecer a esséncia e o problema da matemética, cuja im-
porténcia estava relacionada & questio divina: Deus sempre geometriza. Com A-
ristGteles ¢ desenvolvido o método axiomdtico. A caracterfstica de Aristételes € a
quebra metodolégica entre filosofia e matemdtica, ao conceber aquela como filosofia
primeira e essa como uma das variadas filosofias segundas.

Atenas era o centro da cultura antiga na segunda etapa. Entretanto, na terceira
¢ a.cidade de Alexandria, as margens do Rio Nilo, que sobressai o conhecimento
matemdtico, enriquecendo-se de maneira sistem&tica. Trazendo da etapa anterior
uma. bagagem metodolégica de resultados descobertos, edifica-se de maneira mais
segura e acelerada, através da axiomatizagio. H4 na verdade trés ‘grandes nomes
desta etapa: Euclides, Arquimedes e Apolénio de Pérgamo (século III 2.C.). Destaco
em meu trabalho, o grande Euclides.

A_quarta etapa é marcada por uma notével perda de espirito inventivo. Aparecendo
uma tendéncia prética baseadsa numa tecnologia calculadora conhecida por logistica,
que j& aparecia na época de Pitégoras. Na mesma etapa aparece uma certa vocagho
erudita, colecionadora, codificadora através de Clatdic Ptolomeu,

Em concomitancia pode-se falar na evolugio das idéias filosdficas gregas em guatro
fases: & primeira cosmoldgica (cujo tema central envolvia a origem do mundo), pré-
socrética (do ano de 600 a0 450 2.C.); a segunda, antropoldgica (Sécrates e os sofistas),
do ano de 450 a0 400 a.C.; & terceira , sistemética (Demdcrito, Platio e Aristételes),
século III a.C.; e a quarte, helenistica (estdicos, epicureos, escépticos, Plotine ...),
desde o século II a.C. até oinfcio da Idade Média,
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A palavra matemdtica vem do grego mdthema, mathematos que significa aprender.
Daf deriva a palavre mathematiké usada por Pitdgoras no sentido de ensino. A cultu-
ra grega, considerada o bergo da nossa civilizaglio, jé previa o futuro da matematica
deixando, grandes problemas que atravessaram séculos para serem resolvidos e hd
alguns que até hoje continuam em aberto. Um exemplo recente do ano de 1992,
envolvendo o problema de Apolénic: -Encontrar circunferéncias tangentes as circun-
feréncias. A solugio genérica foi dada pelo jovem cientista francés Pierre Duchet,
de Université J. Fourier - Grenoble que, com a ajuda de um computador, conseguiu
resolver o problema através das Geometrias Eliptica e a Euclidiana.

A matemdtica ndo tem objetivos de desenvolvimento com fins nela mesma, porgue
ela surge de questionamentos humanos que se preocupam em dar respostas & essas
questdes. A matemdtica adapta-se a qualquer realidade. Uma das principais finali-
dades da matemética, quando bem enginada, é despertar no aluno a crenga na razao,
confianga na verdade do que se demonstra e no valor da demonstragio. Embora, na
prética educativa, o aluno se submeta ao que diz o professor.

A educacéo visa a transformaciio sob dois aspectos: social e politico. Socialmente

as finalidades essenciais do ato de ensinar sio determinados pela sociedade dominante,
que, de certa maneira, obriga os professores a transmitirem um saber para que as novas
geragdes mantenham e deém continuidade ao status social e palitico vigente.

Um educador tem tarefa objetiva a realizar : promover o desenvolvimento das
criangas que a sociedade lhe entregou -para educar, capacitando-as cada vez mais
a ultrapassar a si mesmas. Da cifncia, os educadores querem constatagOes para
transforma-las em atividades pedagdgicas, guiando-se pelo &xito e o bem estar dos
educandos,

O saber constitul um meic “pratico” e necessario de cada ser humano comprovar
as suas forgas, as suas aptiddes, e realizar o seu destino. Comeo j4 foi dito antes,
é para & vida que se aprende; € na vida e pela vida que a Escola existe. Assim,
penso na existéncia de uma escole comprometida com s vida, preocupada com o
conhecimento produtivo e trasnsformador, aberta, livre & vida, que inclua em seu
curriculo as perguntas e os problemas maie importantes dos nossos tempos. Uma
comunidade de professores e alunos investigando a verdade, valorizando o didlogo e
participando; com liberdade de criar e tentar-novos caminhos e com capacidade de
explorar, investigar e descobrir, :

Acredito numa modificagio na estrutura educacional brasileira, e visando a ela,
gostaria de contribuir através deste trabalho, onde me proponho fazer um estudo dos
principais matemdticos gregos . Temos que proporcionar condigSes para que o aluno
aprenda. Hd muito que passamos a viver nas paginas, torturando nossos alunos, e
conseqilentemente, deixamos de viver na vida. Ministramos aulas totalmente desliga-
das da nossa realidade ¢ a de nossos alunos; é necessario nao apenas sobreviver, mas
avangar ...

O ser humano ndoc fem programas; tem objetivos. Esté sempre 4 procura de
‘um sentido, aspira & compreensdo, & interpretagdo e & transformagdo de mundo —
& “HUMANIZACAO” — e, por sua capacidade reflexiva, almeja a compreensio, a
interpretacio e transformacio de sua prépria vida.
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E tempo de fazermos as nossas criangas sentirem o mundo em que vivem, para mais
tarde perscrutarem outros mundos existentes.

E-‘fhempo de alicercarmos o nosso ensino das matemadticas, nas estruturas mentais
‘natas em todo ser humano, partindo do concreto até chegarmos ao
abstrato.

E tempo de alicergarmos o nosso ensino das matematicas, partindo das invariantes
topoldégicas até chegarmos as invariantes métricas,

E tempo de traduzirmos o nosso mundo tridimensional, numa linguagem unidimen-
sional, através da geometria, intermedidria insubstituivel entre as
linguagens naturais e o formalismo matemdtice.

E"tempo de construirmos um mundo melhor, mais fraternc, propiciando a educagéo &s
Imassas, para que todos possam partilhar as conquistas cientificas

do nosso século e séculos passados.

E-tempo de construirmos a mente matemdtica, que ird em tempos futuros conquistar
“novos mundos, desvendando-nos os mistérios do Universo e da Vida.

JOAQUIM RANGEL
Rio CLARO, JUNHEO DE 1980,
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Epistemologia e Ciéncia



1.1 Epistemologia e Ciéncia

“O homem tem naturalmente a paizdo de conhecer.”
(Aristdieles, Metafisica, hvro Leap.])

Toda disciplina, seja filoséfica ou nfo, deveria ser precedida do estudo dos diferentes
problemas fundamentais do conhecer e do método de conhecimento. Entendemos por
conhecer o ato de tornar presente no entendimento o dado formado pelo complexo de
relagoes; por outro lado, o conhecimento é esse dado, sua agio como objeto conhecido,
sua natureza e suas leis. O conhecimento estd determinado pelo estudo da relagéo
entre o sujeito cognoscente (nossa mente, nossa consciéncia) e ¢ objeto conhecido (os
fatos, objetos e fendmenos); é o que se denomina conhecimento.

Sob diferentes posturas conceituais, preferimos assumir que conhecimento pode
significar tanto o processo de conhecer como o produto desse processo. Por exemplo,

os conhecimentos cient{ficos que consistern no conhecimento causal e metédico dos
fatos e dos fenémenos, colocando uns em relagio com os outros, de modo que é
possfvel descobrir-lhe & uniformidade ¢ de determinar as leis que o regem, que é o
caso da fisica, da biclogia...

A palavra ciéncia vem do latim scientia e significa saber, conhecimento, Ciéncia é
o conhecimento pelas causas reais e naturais comprovadas, E um sistema de conheci-

‘mentos metddicos sobre a natureza, a sociedade e o pensamento. Portanto, a ciéncia
¢ um-multiplicador do saber baseado em demonstragdes. Contudo, é importante
lembrar que esse conjunto de verdades demonstradas encontra-se vinculado entre si,
sistematicamente unido; por exemplo: as equagdes do primeiro grau formam a base
de estudo das equagdes do segundo grau em matemética. Assim, a ciéncia resulta ser
um conjunto de conhecimento sistematizado de maneira demonstrativa.

O trabalho tem como objetivo conceituar os niimeros, sua evolugio em consondncia
com & cultura grega do século VI - III a.C.. Procura-se esclarecer que a Matematica
n#o é apenas uma colegio de teoremas ou uma linguagem deriveda da légica; e
procura-se evidenciar a importéncia da contribuigdo so de estruturagdo que o an-
tigo povo grego deu ao mundo, a nivel de filosofia, ciéncia e matematica.

O -momento fundamental filoséfico-histérico se encontra a partir do ano 600 a.C,
com Tales de Mileto; até o ano 300 a.C.com Euclides, pois o8 conhecimentos que nos
foram legados por seus seguidores ou por livros, tém sido objeto de desenvolvimento
de pesquisa até nossos dias.

Com a unidade e as regras de medida, a aritmética elementar do antigo Egito e a
astronomia da Babilénia, apareceram os primeiros esbogos da ciéncia, rudimentos que
também se encontram na fisica dos Jonios. Com a teoria mecanicista dos atomistias
(Leucipo e Demdcrito), a teoria dos nimeros e a acistica de Pitdgoras, a geometria
de Euclides, os trabalhos de matemdtica de Alexandre de Perga, a zoologia de A-
ristételes, a anatomia de Heréfilo, a mecénica celeste de Aristarco de Samo e o génio

de Arquimedes, o saber cientifico j4 havia encontrads . na Antigiiidade orientagéo
positiva,
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A morte de Arquimedes fecha o ciclo, Toda a Idade Média marca uma época
de paralisagdo quanto aos trabalhos ditos cientificos. Os novos primeiros movimen-
tos apareceram somente com Roger Bacon, ac fim do perfodo; positivaram-se com
Copérnico e Galilen, mas é com este iiltimo que a fisica faz sua primeira grande
revolugdo moderna.

E muito comum, em termos de ciéncia moderna, afirmarmos que ela estd presente
em nosso cotidiano, devido ao desenvolvimento industrial e tecnolégico que af estd.
No entanto, a sua descoberta é recente. A ciéncia moderna tem por volta de trezen-
tos anos, ou seja, tem a idade da modernidade. Isto ndo significa que os Gregos nao
faziam ciéncia ou néc foram capazes de definir ciéncia. £ justamente na Grécia que
iremos encontrar o nascimento da Filoscfia e o infcio do pensamento cientifico, ou
simplesmente o pensamento racional. A Escola de Mileto contribuiu com o apareci-
mento do logos, entendido como sendo a libertagio do mito, ou seja, descoberta da
razéo (o pensar).

Encontramos assim, s origens do pensamento racional. Os filésofos jonios séo os
responséveis pela abertura do caminho que a ciéncia no fez sendo seguir: o reco-

checimento da razfo. Para Platio, “a ciéncla & superior a todas as leis e a todos o8
arranjos”, ou seja, o mais alto produto tedrico, & especulagio puramente desinteres-
sada, enquanto que para AristGteles, ela se refere ao necessdrio e ao eternc, ou seja,
constitui “o mais alto produto da civilizagio” , e classificou as diversas ciéncias em
teéricas (fisica, matemética, metafisica) e préticas (I6gica e moral).

Saber uma coisa de modo absoluto € ssber a causa que a produziu e

gue a causa ndo poderia ser outra.
(Aristételes)

Através da Filosofia, o conhecimento que antes pertencia a um determinado grupo,
é transmitido pelo filésofo, por intermédio da palavra e da escrita, dirigindo-se a todas
as cidades. O nascimento da pdlis, no sentido préprio, foi fundamental porque nada
que pertencesse ao dominio piblico poderia ser centralizado nas méos de uma dnica
pessoa, mesmo que fosse o Tei. Mas todas as coisas comuns deviam ser o objeto, entre
o8 que compdem 2 coletividade politica de-um debate livre,

Tornando piblico o “mistéric”, de maneira dialética, pois as discussSes eram fei-
tas em plena luz da 4gora, com argumentagdes dialéticas acabando por superar a
jluminagio sobrenatural, o Jogos, instrumento destes debates piiblicos, adquire senti-
do duplo: de um lado, significa a palavra, o discurso que pronunciariam os oradores
na assembléia; do outro, a razio, a capacidade de argumentar que define o homem
enquanto um ser racional,

Assim, o homem grego encarna o Jogos sobressai-s¢ com uma inteligéncia excepci-
onal: o espirito de observagio juntamente com o poder de raciocinio.

Na histéria da matemdiica, observamos que a matemadtica grega enguanto se en-
contrava em estado mitolégico e ainda n#o havia conquistado o seu espago como
ciéncia independente, sobressafa-se de forma expressiva, através das regras de propor-
¢80, equilibrio e simetria na arquitetura, que condicionaram o dimensionamento.dos
templos, paldcios e demais edificios.
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A ciéncia nasceu de atividades comuns a todos os seres humanos e como Tesposta
racional & visio mégica do mundo, tornando claros dois objetivos fundamentais: o
primeiro denomina~-se objetivo inicial, ou seja, o conhecimento comum; e o segundo
denomina-se objetivo final, a formagio de um quadro ordenado e explicativo dos
{fenémenos naturais, e do mundo humano (individual e social). Este quadro ordenado
e explicativo, estd baseado em duas exigéncias:

(i) de racionalidade: obediéncia ac principios pré-estabelecidos de acordo com a
.razéo;

(i) de acordo com a realidade: dar condigbes aos homens néo 86 de conhecerem,
.mas de terem a chance de prever fendmenos. Assim, quanto maior a possibili-
dade de previsdo, maior o dominio deles sobre a Natureza.

A ciéncia tem por objeto o geral. O individuo e o individual, como tal, ndo é e
nao pode ser objeto da ciéncia propriamente dita, mas unicamente do conhecimen-

to intuitivo, sensfvel ou intelectual, O necessdrio é o objeto da ciéncia: “conhecer
cientificamente o homem é aprender essencialmente a sua realidade”.

Concomitantemente, surge a reflexao sobre as condigdes 48 quais um conhecimen-
to-deve satisfazer para ser considerado “ciéncia verdadeira” (epistemé) de uma coi-
sa. .Esta reflexfo veremos que se tornou caracteristica de Platdo e atinge uma sis-
temética admiravel em Aristételes. Nas obras filoséficas de Aristdteles, por exemplo,
convenciona-se que toda afirmagéo, para ser considerada “cientffica”, deve ser garan-
tida por uma demonstragiio que mostre como ela pode ser derivada corretamente de
verdades mais gerais. Satisfeita essa exigéncia, pode-se afirmar que uma ciéncia par-
ticular caracteriza como sendo uma ciéncia dedutiva, pois explica a0 mesmo tempo a
cansa dos fatos e transmite conhecimentos mais seguros sobre seu objeto.

“A ciéncia € um produto do espirito humano, produto conforme ds leis
de nosso pensamento e adaptado ao mundo exterior. Ela oferece pois dois
aspecics, um subjetivo, o outro objetivo, ambos igualmente necessdrics,
visto que nos € tdo impossivel mudar o gue quer gue seja nas leis de nosso
espirfto como nas do Mundo.”  (Bouty, La Vérité Scientifigu . pag.7,
1908.)

Na preocupagio de compreendermos a ciéncia, ndo podemos esquecer de esclarecer
um ponto fundamental que “Bouty” aborda. Eo que se entende por objetivo e
subjetivo em ciéncia. Portanto:

(i) objetivamente, entendemos que a ciéncia é um conjunto de verdades certas e
légicamente unidas entre si, de tal forma que possamos construir um sistema

coerente. Assim, podemos dizer que sBo ciéncias: a filosofia, a matematica, a
Afisica,...

(i) subjetivamente, a ciéncia é o conhecimento correto das coisas devido as suas
causas ou por suas leis. O “porqué” das coisas, digamos que pertence ac campo
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da filosofia, enquanto que para as ciéncias da natureza se limitaria a pesquisa
do “como”, isto ¢, trataria de estudar as leis que regem a coexisténcia ou a
sucessao dos fenémenos.

Ans grandes diversidades e complexidades des fenémence que ocorrem no mundo
e no homem deram lugar & constituigdo de vérias Ciéncias. A primeira tentativa
de classifici-las se deve a Aristételes. Segundo ele, a escala do saber enciclopédico
dispde-se em trés grupos: o primeiro engloba as ciéncias destinadas ac conhecer (Ma-
temética, Fisica e Metaffsica); o segundo, aquelas consagradas ao agir (Etica, Eco-
nomia e Politica); o terceiro ac criar (Poesia, Retérica e Dialética), Durante todo o
perfodo helénico e também durante a Idade Média, a ciéncia, permaneceu no estado
em que Aristfeles havia deixado.

No ensino escoldstico da Idade Média, dividia-se a Ciéncia em dois grupos:

(1)_o trivium: Gramdtica, Retérica e Dialética;

(i) o quadrivium: Aritmética, Misica, Geometria e Astronomia.

QOutras classificacdes da ciéncia surgiram depois, tais como as de Francis Bacon,
Reneé Descartes, Auguste Comte e Henri Poincaré,

Francis Bacon dividiu as ciéncias em: ciéncias de memdria (histéria), de imagina-
gio (poesia), e de razio (filosofia). Preocupou-se com o conceito de verdade através
do método para elaboragio da ciéncia, de acordo com o qual 8é é cientffico aguilo que
jé foi:testado e aprovado, ou'seja, o método experimental.

Reneé Descartes classificou a Ciéncia segundo a catena scientiarum, compardvel &
série de nimeros inteiros, em que cada né de ligagio representa uma ciéncia ligada &
‘precedente.

Ag ciéncias estdo unidas de tal maneira gue € masts fdeil estudd-los em
conjunio que tsoladamenie.
{Descartes, Regulae; pag 37)

Auguste Comte é quem, sem divida, classificou-as segundo o critério da comple-
 xidade crescente ¢ da generalidade decrescente,” pelo qual cada uma das ciéncias, s
partir da segunda, supunha a-precedente como sua condicéo necesséria, acrescentando
novas determinagdes que a especificam, ou seja, o estudo do mundo ou Cosmologia, a-
brangendo s Matemadtica, a Astronomia, a Fisica e & Quimica; o estudo do homem, ou
Antropologia, compreendendo a Biologia e a Sociologia. Esta ordem de dependéncia
légica seria confirmada pela ordem cronolégia do desenvolvimento dessas ciéncias e
ditaria o plano de uma educagéo racional, tanto relativamente & instrugio geral como
& dos cientistas. Apesar de com os Pitagdricos, a matemética dos niimeros ter sido
em parte metafisica e mistica, desde a Antigiiidade j4 estava constituida como ciéncia
positiva. No século XIX, a hierarquia de A, Comte é encontrada em diversos autores
como Whewell, Cournot e Emile Boutrou.

Para todo tipo de conhecimento supde-se a existéncia de um sujeito que aprende
um objeto. Dependendo do papel atribuido aquele sujeito e aquele objeto, bem como
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da forma pela qual é explicada aquela apreenséo, resultam diferentes doutrinas que
integram a discipline filoséfica conhecida por teoria do conhecimento ou epistemologia
(quando se pensa em termos de Filosofia, ligada ao “problema da verdade”). Para
elguns autores, existe diferenca entre os dois termos, como poderemos observar a
Beguir,

A palavra Epistemologia apareceu nos diciondrios franceses por volta de 1906, e seu
significado literal é Teoria da Ciéncia (do grego epistemsd que significa ciéncia, e logia,
teoria e estudo). O seu significado foi alvo de grandes guestionamentos e gofrendo
criticas por uma lado e recebendo elogios por outros. Lalande (1867 - 1963), em seu
Vocabulaire Technique et Critique de la Philosophie, insiste na distingio entre teoria
do conhecimento (estudo das relagdes entre o sujeito e o objeto no ato de conhecer),
e epistemologia (que seria o estudo critico dos-principios, hipdteses e resultados das
diversas ciéncies, destinado a determinar sua origern 1égica, seu valor e seu alcance
objetivo). Per sua ves, & anélise reflexiva do ato de conhecer estaria reservada A
gnosiologia (do grego gnosis que equivale a conhecimento e logos que significa ciéncia),
por ser a ciéncia que estuda os problemas fundamentais do conhecimento.

A partir do século XVIIL, foi dado & palavra cléncia um sentido mais restrito e mais
preciso como quando hoje falamos de Academia das Ciéncias, de cultura cientifica, das
aplicagdes da ciéncia, etc. Apés a segunda metade do referido géculo € que surgiram,
quase simultdneament, e as duas obras fundamentais sobre o que chamamos hoje de
epistemologia, embora o termo .ainda nao existisse: uma que se referia as ciéncias
formais, légica e matemdtica, a Wissenschaftslehre (1837) de Bernardo Bolzano; e a
outra, as ciéncias da natureza, a Philosophy of inductive sciences (1840) de Willian
Whewell.

Observamos gque o titulo que Bolzano atribui & sua obra Wissenschafislehre cor-
responde literalmente em aleméo & palavra epistemologia. Todavia, a palavra-wis-
senschaftslebre é usada com grande preocupagho de rigor, aplicando-se a questdes
fundamentais da légica como as de analiticidade e de derivabilidade, :que também
sio caracterfsticas das matemdticas.

A epistemologia, no perfodo que compreende de Platfio até B. Russell, era estu-
dada apenas por cientistas (inclusive mateméticos) em suas horas de écio ou quando
proferiam palestras de divuigag8o, e por filésofos sem preparo cientffico.

A epistemologia é encarada atuslmente como.algo que extrapola o campo da Fi-
Josofia para o campo da Ciéncia, ou-seja, atualmente é encarada como uma Ciéncia.
Iremos encontrar o fundamento dessa postura nas crises recentes que abalaram as
diversas ciéncias. As revolucdes pelas quais passaram fizeram com que aqueles que a
praticavam se questionassem sobre seus principios e refletissem. O pensador francés
L. Brunschvicg define este processo com um jogo de palavras, dizendo:

Que os processos da ciéneia ndo sdo sempre progressivos, mas podem
ser também reflexivos.
(Blanche, - pdg. 23.)

Por mais que reflitamos sobre ciéncia, néo podemos de modo algum ignorar a
TFilosofia, porque ela volta aos principios e aos métodos de uma ciéncia e a ciéncia
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nem sempre conduz a uma Filosofia. E mais, nem toda metaciéncia é necessaziamente
filoséfica. Por exemplo, o desenvolvimento dos trabalhos de Hilbert ou de Godel, que
trata de um discurso schre & linguagem matematica, ocorre segundo métodos formais
que sfo os mesmos da légica matemdtica. Também sfo exemplos significativos os
trabalhos de Brouwer, Poincaré e Gonseth.

Para que possamos entender e compreender a questdo citada no pardgrafo acima,
temos que atentar para outro aspecto do problema fundamental da filosofia: o da
possibilidade do conhecimento,

‘Tomemos come exemplo o convencionalismo, que estd dentro do chamado ceticismo
relativo, que Kant denominou de agnosticismo: nega a possibilidade de conhecimento
da.esséncia das coisas, mas admitia um conhecimento existencial ou fenoménico. A
Teoria de Henri Peinca.z‘zf 'segundo a qual os principios cientfficos, pelo menos os da
geometria e de mecénica, tém cardter puramente convencional, é um exemplo dessa
teoria. O convencionaliemo substitui a nogio de verdade pela de comodidade. E erro,
perguntar se a geometria euclidiana é mais verdadeira que outra. Ela é apenas mais
cémoda. A ciéncia para Henri Poincaré resume-se em uma linguagem convencional,

uma maneire de formular o que percebemos dos fendmenos, mas de nenhum modo,
uma explicagio decisiva do real, colocando em divida até mesmo a grande descoberta
da translagio da Terra em tornc do Sol. Econcebe o sistema Copérnico apenas como
uma linguagem. E, segundo ele, a afirmagéo que diz que a Terra gira néo tem
sentido, pois nenhuma experiéncia & verificard. Simplesmente ¢ mais comodo supor
que a Terra gira.

“Entendemos por epistemologia-essencialmente o estudo critico dos principios, das
hipéteses e dos resultados das diversas ciéncias.Mais especificamente, o estudo da
investigagio cientifica e seu produto, o conhecimento cientffico. No caso da ma-~
temética, iremos observar a questio do método, enquanto que ne Filosofia da Ma~
tematica estazdo inseridos epistemologicamente problemas, come:

(i) ‘em que consiste a existéncia de um objeto mateméatico? Por exemplo: o nimero
existe? Estd convencionalmente provada a sua existéncia?

(i) que relagio guardam entre si a matemdtica e a realidade?

TUmaresposta sisterndtica paraesses tipos de questionamentos, baseada na Filosofia
da Matemética, seria afirmar que a matemdtica é o mais perfeito exemplo de esforge
de homens racionais.

A Filosofia da Matemdtica é considerada um dos ramos da Filosofia mais contro-
vertidos e dificeis, por contrastar conceitos novos com os resultados antigos.

Os problemas da filosofia da matemética estariam baseados, inicialmente, sobre
algumas questdes:

- o que é conhecimento matematico?
— qual o significado de verdade em matemética?

~ qual o conceito de existéncia em matemética?
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Muitos matemdticos, que $ém a preocupagdo do desenvolvimento de suas espe-
cializagdes, ndo dariam atengdo a nenhum desses questionamentos e possivelments |
dariam a seguinte resposta 48 questdes acima: —~Sim, estd bem~. Assumindo, assim,
a postura de que sio irrelevantes as questGes do conhecimento.

QObservamos que no desenvolvimento do nosso trabalho ao que se refere a questdo
de filosofia e matemética, ele se encontra fundamentado sob a forma de Fildsofos-
MatemAticos (Tales, Pitdgoras, Platdo e Aristételes) e Matemédticos-Filésofos (Euch-
des).

Antes de abordar os problemas especiais da Filosofia da Matematica, é importante
ressaltar algumas distingSes que geralmente os Filésofos costumam fazer.
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1.2 O Conhecimento Racional ou Abstrato

O conhecimento racicnal ou abstrato ou légico nos permite o conhecimento das
qualidades néo-sensiveis, essenciais, gerais dos objetos. A ajuda da razio faz com
que o homem seja capaz de procurar os fundamentos abstratos das coises, B por
intermédio da razio que concebemos, julgamos e raciocinamos, isto ¢ e refletimos e
pensamos,

Destacaremos o conhecimento racional, sob as seguintes formas: Conceito, Julzo e
Raciocfnio,

.1.2.1 Conceito

O conceito é uma forma de conhecimento que permite expressar ca caracteres gerais
e essenciais das coisas ¢ dos fendmenos da realidade objetiva. E uma representacio
‘mental abstrata e geral. Vejamos, um exemplo: aidéia de homem é abstrata, Quando

nos referimos a0 homem, néo queremos dizer alguém chamado Antonio, Benedito..,
Mas.sim, uma nogo geral para nos referirmos ac Antonio, 2o Benedito... O que
estamos tentando dizer é que a idéia de homem é universal. A idéia de homem
‘contém implicitamente um conjunto de observagdes qus ¢ caracterizam, por exemplo:
ser um :animal racional. Essa.coisa chamada homem estd totalmente determinada
e definitivamente fechada, sem dar condicdes de se adicionar ou subtrair qualquer
coisa, matematicamente dirfamos que as condigdes que o determinam sfo necessarias
e suficientes, ou seja, — 0 homem real é real e, verdadeiramente,. animal racional; ou
.ainda: a velocidad, e o que a define como cientifica, é o conceito de ela ser a primeira
derivada do espago em relagio ao tempo. Esses exemplos foram para mostrar que hé
uma.estrutura bem definida, inflexivel. ‘Portanto, dizemos gue o conceite é definido
ou estéd definido.

. Enfim, o conceito ndoc pode incluir varidveis aleatérias. Todas tém que estar bem
determinadas dentro de um conjunto e, determinadas as suas fungdes, ndo hé como
possuir;mais que um valor: é univoca, Por exemplo: - ao dizermos; curva, plana, fe-
chada;centrada trata-se do conceito de-circunferéncia; as observagdes nos conduziram
para.algo que é a circunferéncia, sem necessidade de adicionar ou subtrair alguma das
observagdes para que se definisse e definitivamente acreditasse que se trata de uma
eircunferéncia.

Os conceitos de causalidade, quantidade, qualidade, considerados como tais, na
realidade objetiva nfo existem. Todavia, os conceitos gerais surgem dos objetos e
fendémenos da realidade objetiva através dos processos mentais de andlise,. sintese,
abstragio e generalizagio de umrol de fatos singulares, Observam-se elementos, faz-
se abstragio das propriedades nio-essenciais, para formar conceitos que refletem es
relagSes e os caracteres essenciais, fundamentais, de um grupo de fatos e fendmenos
da realidade objetiva.

Observe o geguinte: - o fato de serem extraidas da realidade objetiva, todas as
‘nogoes cient{ficas sido representagdes mentais dessa realidade. Portanto, os conceitos
86 existem no espirito do sujeito cognoscente, mas seu conteddo é objetivo, isto ¢,
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eles 56 refletem os fendmenos objetivos.
Os filésofos da Idade Média designavam as idéias abstratas sob o nome de univer-

8ais,

Os légicos caracterizavem um conceito ou um termo segundo o ponto
de vista da compreensdo e do ertensdoc. A compreensdc de um conceifo
é a sua definigdo, isto £, o conjunio de caracteres gue ele compreende.
Os antigos diziam, por exemplo, gque ¢ homem € um animal racional (a-
nimal € o género prérimo; racional, a diferenga especifica, o cardler ¢
que distingue o homem das demais espécies). A ertensdc do conceito €
o conjunto dos individuos aos quats se aplica o conceifo. A ertensdo e a
compreensbo dos conceitos variam em sentido inverso; o conceito do ho-
mem tem uma compreensdo mais rica que o conceifo de animal, pois gque
ele junta o cardier racional a todos os oulros caracteres do género animal,
e por esta razdo tem uma eztensdo menor; ¢ conceito homem se estende
8 menos individuos gue o conceito antmal. A idéia de ser tem o extensgdo

mdzima (aplica-s¢ 4 tudo o que existe), ¢ a compreensdo mais reduzida
(um s6 cardier: a existéncia). Um individuc, muite ao conirdrio, € in-
definfvel: ele possui caracteres que o singularizam, que lhe sdc préprios.
Neste caso ndo hd a minima exiensdo: apenas Sdécrates € Sderates! Em
compensagdo, a compensagdo do individuo seria antes descrevé-lo do que
o definir, uma vez que a definigdo se refere precisamente aos caracteres
gerais comuns a vdrics individuos. O individuo € o singular, ¢ concreto.

(Huismane Vergez; pdg. .84.)

1.2.2 Os processos para a Formacio de Conceitos

Para podermos conceituar algo, usamos varios processos mentais: andlise, sintese,
abstragdo, generalizagéo, etc.

i)

(i)

_Anélise: consiste em decompor um todo (objeto ou fenémeno) em seus elemen-

tos constituintes, a fim de compreender o lugar que eles ocupam e o papel que

.desempenham no todo;

Sintese: é o inverso da andlise; consiste em recompor um todo (objeto ou
fendémeno) & partir de seus elementos constituintes, a de compreendé-lo em

sua totalidade, em seu conjunto;

“Abstracdo (do latim=ab trabere = tirar de): consiste em isclar ou separar,

para consideré-lo & parte, um elementoc de um todo que ndo é separdvel na
realidade, a fim de distinguir o particular do geral, ou seja, numa Linguagem
mais filosdfica dirfamos: o acidental do essencial (aquilo que é sempre o mesmo
em objetos diversos, independentemente de suas particularidades individuais);

Ueneralizacdo: consiste em estender a toda nma classe de objetos essenciais, ge-

rais, universais, o que foi constatado num certo nimero de objetos ou fendmenos
da mesma classe. Quanto mais um conceito é abstrato, mais geral ele é.
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Tanto a analise, como a sintese, a abstracio e a generalizagho sfo processos mentais
insepardveis um do outro, isto ¢ -nio existem separadamente, E com os conceitos
formam-se o8 jufzos e raciocfnios.
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1.3 Juizo

E uma relagio entre dois ou mais conceitos; o “homem ndo é.imortal”, sio juizos,

negando do homem a imortalidade. O juizo expressa-se numa proposigio, isto é, uma

_afirmagéo ou negaglo entre dois ou mais conceitos. A proposigao & a expressio verbal
do juizo. Por exemplo: o homem ¢ um ser social e racional.

Homem - conceito — sujeito.

E - verbo que une — afirmando ou negando.

Ser social e racional - conceito ou predicado.

N&o devemos pensar que o jufzo esteja submetido s categorias gramaticais (sujeito,
‘verbo e predicado) e necessariamente aprisionado a uma forma de linguagem. O
conceito explica-se partindo do jufzo (todo conceito resume e cristaliza os diversos
jufzos que determinam sua compreensio e sua.extensio).
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1.4 Raciocinio

O raciocinio, em geral, é a operago pela qual o espirito, de duas ou mais rela-
¢oes conhecidas, conclui uma outra relagdo que desta decorre logicamente. Em outras
palavras, é uma combinagio de jufzos, da qual se tira uma concluséo, que é outro juizo,
ou seja, ¢ um processo para justificar logicamente uma proposigio (uma proposigéo
é um jufzo representado por sus expressdo verbal).

O raciocinio matematico é capaz de nos fazer desprender da realidade atingindo
os -limites do pensamento. Como o raciocinio légico consiste em se servir do que
se-conhece para encontrar o que se ignora, apresenta-se fundamentalmente sob .as
formas:

(i) raciocinio dedutivo, o que se conhece inicialmente uma verdade universal;

(i) raciocinio indutive, ou um ou vérios casos singulares;

além do que acreditamos ser importante comentar, ¢ que chamaremos de raciocinio
andlogo.

1.4.1 Dedugao

A Dedugio segundo a Légica Aristotélica, éuma relagiio que vai do geral para o
particular, isto é; parte.dos principios gerais para os jufzos particulares, Entretanto,
na Légica Matematica existem dedugdes que partem do geral para o geral (por exem-
plo: - Todos os subgrupos sio normais). O ponto de partida da dedugéo é sempre
um principio admitido como verdadeiro a priori, O ponto de chegada é a tese ou a
concluséo, que é aquilo .que se guer provar.

H4 duas formes de dedugio:

(i) Deduglo Analitica, Formal ou Silogfstica

"E um raciocinio puramente formal, onde a conclusio nic representa um co-
nhecimento novo, pois ela-estd implicita-nos principios. E-muito utilizada na
légica formal, tendo a sua-forma mais importante o silogismo: raciocinio -com-
posto de trés jufzos ou proposigdes: duas-premissas (maior e menor) e:uma
conclusio, Como exemplo de um silogismo ou dedugo formal temos a seguinte
.afirmagio: Todos os homens séio mortais (premissa maior).

Ora, Sécrates é homem (premissa menor). Logo, Sécrates é mortal (con-
cluséo).

‘QObserve que nas duas premissas, tomadas em conjuntos, j4 estd implicita a
concluséo — Sécrates € mortal.

A deducgdo formal é totalmente tautolégica, mas completamente “infrutuo-

sa”,
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(i) Dedugfo Sintética, Construtiva ou Demonstrativa

E o raciocinic mais empregado nas ciéncias mateméticas, A conclusio é
“uma proposigio nova que se constrdi com a ajuda dos principios. Por exem-
-plo; num teorema de geometria a concluséo néo estd contida mecanicamente
.nos principios (hipétese), mas a demonstragio consiste em construi-la com a
hipbtese, Para compreendermos melhor, tomemos como exemplo:

Constréi-se a soma dos dngulos de um poligono com as dos tridn-
gulos nos quals pode-se decompor o poligono e cujo ndmero § o de
.seus lados, menos dois.

E':importa,nte ressaltar que esse teorema é-mais geral do que o que estabelecia a
soma dos &ngulos do tridngulo, pois nos fornece a soma dos angulos de um polfgono
qualquer que seja o nimero de lados do mesmo,

O matemdtico as vezes espera o resultado do cdlculo em que mergulhou
“com a mesma stensidade com que o fisico aguarda a experiéncia crucial,
(TANNERY, De la méthode dans les sciences; pdg.81).

1.4.2 Indugao

A.indugéo é o raciocinio que vai dos fatos & lei {ou seja, que vai do particular para
o-geral), isto € que sobe da observagio dos fendmenos as leis que o-regem, que sfo
relagCes constantes e necessdrias que hd entre eles, através das observagio dos fatos e
dosfendmenos da realidade objetiva, que caracterizam o ponto de partida dainduggo,
sendo que seu objetivo, cu seja, seu ponto de chegada é o estabelecimento de leis-ou
regularidades que regem determinados fatos ou fendmencs. £ o método mais usado
pelas ciéncias naturais e sociais,

16gicos e outros intuitivos, que iremos desenvolver mais adiante.
:Distinguem-se trés formas de indugio:

(i)..Induclo Formal

Exprime realmente a totalidade dos fenémenos observados. Por exemplo: A
" Terra, Marte, Vénus, etc. sio desprovidos de luz prépria. Ora, a Terra, Marte,
Vénus, etc, séo todos os planetas. Logo, todos os planetas séo desprovidos de
Juz prépria.
Essa lei se refere a todos o8 planetas do nosso sistema solar. Observe que
a indugdo formal se caracteriza por nfo aumentar o-conhecimento, mas ape-
-nes substitui por um termo geral uma série de termos singulares. Observacéo:
Prinefpio da Indugdo Finita

Um método importante e bastante usado em Matemdtica, através do qual
podemos provar certas afirmagdes que se referem a nimeros inteiros positivos.
O enunciado deste principio é o seguinte:
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Se uma propriedade referente ao inteiro positivo n é tal que

(a) é vélida quando n = 1;

(b) da validade da propriedade para n = k é possfvel garantir a
validade da mesma propriedade paran = k + 1.

Entéo, a propriedade é verdadeira para todo n inteiro positivo.

- Exemplo: Provemos que a soma dos n primeiros nimeros naturais é dada por

114 1)
2
(b) Suponhamos, agora, que a propriedade seja verdadeira paran = k (hipStese

de indugéo), isto ¢ e

(2) Paran = 1, temos- = 1, logo a afirmagio é vilida paran = 1.

1+2+---+ku-w.

Temos que

Betn) o DD+

L+ 2+ bt (k4 1) =—— >

Logo, a propriedade é também verdadeira paran = k + 1. Como conse-
quéncia, segue que & propriedade é verdadeira sempre,

(i) Indugédo Cientffica

A Iei n&o exprime a totalidade, mas, sim, uma parte dos fenémenocs. Conclui-

se a partir de um ou mais fatos particulares para todos os fatos semelhantes,

presentes e futuros, Por exemplo: Sécrates morreu, Platdo morreu, Aristételes

wmorreu, etc. Ora, Sécrates, Platio, Aristételes e 0s demals eram homens. Logo,
“todos os:homens séo mortais.

.Observe que nio foram observados todos os casos ou fatos, mas um certo
ndmero deles, considerados suficientes para estabelecer a relagdo constante e
‘necesséria representada pela lei. Na prética nem sempre é possfvel observar
todos os fatos ou fendmenos, portanto este € o raciocinio mais usado nas cidncias.

claro, que a indugio cientffica é imperfeita e passfvel de erro.

Observe que a indugéo difere essencialmente da dedugio. A diferenca se encontra
o raciocinio dedutivo. A conclusio estd contida nas premissas como parte do todo,
enquanto que no raciocinio indutivo, & conclusio estd para as premissas como o todo
estd para as partes. Como caso particular da indugio, desenvolveremos a analogis.
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1.4.3 Analogia

Consiste no raciocinio da passagem de uma semelhanga constatada a outra seme-
lhanga néo constatada. Porexemplo: constata-se que o planeta Marte tem atmosfera
semelhante & da Terra e disso se conclui que pode haver seres vivos em Marte.

O raciocinio por analogia é muito freqiiente, e s vezes, traz resultados positives.
Mas temos de convir que se trata de um raciocnio incompleto, arriscado e de valor
discutivel.

Apesar de certos nutores acreditarem que indugio e dedugdo, tal como andlise e
sintes, e abstracio e generalizagiio, n8o siio modos isclados de raciocinio e de pesquisa,
-acreditamos que eles se entrelacam e até mais: sdo insepardveis, Por exemplo: a
concluséo estabelecida pela indugo pode servir de principio (premissa maior) para
a dedugéo, mas a concluséo da deduglo pode também servir de principic da indugdo
seguinte, e assim por diante. Exemplos: o ferrc condus eletricidade, o cobre também,
o zinco também, etc. Ora, o ferro, o cobre, o zinco, etc. sio metais. Logo, todos os
‘metais conduzem eletricidade.

A conclusdo deste raciocinio indutivo serve de premissa maior para o raciocinio
dedutivo: todos os metais conduzem eletricidade.

.Ora, o ouro é:metal. Logo, o ouro conduz eletricidade.

- As conclusSes da analogia nio sdo tomadas nem come “necessirias” nem como
“provaveis”, mas como apenas “verossfmeis”. Devido a certos impasses, o sen emprego
pela ciéncia é grandemente evitado, pois pode conduzir a erros graves. Contudo,
é:importante ressaltar que se trata de um tipo.de raciocinio pouco conhecido que
talvez venha a adquirir grande importincia dentro das ciéncias humanas e mesmo-em
ciéncies-exatas, que recentemente se vém desenvolvendo, como a cibernética.
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2. O Conhecimento Matematico



2.1 O Conhecimento Matemdtico

O Matemdtica severa, ndo te esgueci, desde que as tuas sdbias ligdes,
mais doces do gue o mel, penetraram no meu coragdo como uma onda
de frescurz ... Havia no meu espirito uma coisa vaga, um ndo sei qué,
espesso como fumo; mas fui capar de subir religiosamente os degraus que
eonduzem ao teu altar, e dissipaste esse véy de escuriddo como o vento
dissipa o nevoeiro, Substituite-lhe umc frieza ezcessive, uma prudéncia
consumada e uma [dgica implacdvel.

(LAUTREAMONT, Les chants de Maldoror)

A palavra matemédtica vem do grego e significa: o que se pode aprender (médthéma
significa aprendizagem e Mathemata é conhecimento).

Houve tempo em que a Matemética pertenceu ac campo da Filosofia ¢ as pessoas
.n&o-podiam estudar Filosofia sem, também, estudar Matemdtica, como se esta fosse
efetivamente um dos seus ramos. Assim, a Matemética no passado integrou o campo
dos estudos abrangidos pelo.termo da Filosofia. O fundamento dessa questdo estd
‘bageado.no conceito antigo da palavra fildsofo que na Antiga Grécia significava “amigo
da ciéncia e da sabedoria”, e é atribuida a Pitdgoras. Para os gregos, a filosofia era a
ciéncia universal, isto é, nela se encontravam todos os conjuntos de conhecimentos que
se agrupavam sob o nome de ciéncia, dearte e de filosofia. Como jé vimos no capftulo
anterior, esta concepgdo perdurou sensivelmente até os fins da Idade Média, guando
as artes e as ciéncias se destacaram e conquistaram sua autonomia. Esta separagdo é
hoje reconhecida e existe um interessse cada vez maior de distinguir os conhecimentos
cientfficos dos filosdficos. Assim, dificilmente encontrarfamos algum filésofo em nossos
dias que classificaria a ciéncia matematica como um ramo da Filosofia.

A palavra Filosofia significa: -amor ao saber. Ora, o objeto da Ciéncia Matemdtica
constitui um dos ramos do saber. Portanto, -amar o saber era também amar aquilo
que constitui hoje a Matematica.

.Através dos séculos, observamos que ocorreu uma divisio no trabalho intelectual,
e o resultado dessa divisdo foi o reconhecimento de que a Matemdtica é uma ciéncia
particular, com seu campo préprio, e que néo se confunde com a prépria Filosofia.
‘H4, no entanto, um lago profundo de relacionamento entre a Filosofia e a Matemdtica.

Na histéria do pensamento, uma das primeiras ciéncins a constituir-se foi a Ma-
temadtica. E foi exatamente por este motivo que ela chamou, primeiramente, para si
a atengho: por ter sido & disciplina que se desvinculou de um saber ndo “cientffico”,
como seria o saber teolégico e filoséfico, mas manteve relacSes com essas ordens do
saber. Tanto que sinda hoje testermunhamos as preocupacdes de ordem matemdtica
entre os estudiosos das Escrituras, da Religido, dos Astros, ..., que relacionam tal
estudo & religido, e entre os cultores da prépria Filosofia.

Acafirmarmos que: “o Matematico é o homem do raciocinio por exceléncia”, o que
nos incomoda € que o raciocinio é também instrumento do Filésofo, No entanto, as
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outras ciéncias utilizam o raciocinio, ¢ mais do que isto, utibizam também a observa-
¢Bo. E é a observagio que faz com que essas ciéncias se diferenciem, como é o caso da
Biologia, da Fisica, da Astronomia, das Ciéncias Socias, etc. Nestas ciéncias se inicia
o conhecimento através da observacio que, de certa forma, também leva a conclusdes.
Porgque o conhecimento cientifico 86 serd considerado védlido quando a verificagio que
nada mais ¢ do que uma nova observagéo, confirmar cu pelo menos néo refutar as
hipéteses levantadas, para explicar os fatos selecionados para a investigagio.

A Matemaética por exceléncia é uma ciéncia dedutiva, é uma ciéncia do raciocinio.
Esté sempre presente na histéria das culturas dos homens, através das suas linguagens,
das escritas, de seus questionamentos, praticos cu tedricos. Portanto, cada civilizagio
produz sua matemdtica, e assim, ndo hd como compararmos que uma determinada
metemdtica seja superior & outra, mas apenas que sdo diferentes.

Existem vérias teorias epistemolégicas que se dedicaram ao problema da origem
do conhecimento matemético. Todavia, para o desenvolvimento de nosso trabalho,

ha necessidade de analisar as relagdes da matemdtica e a realidade, sob as seguintes
correntes de pensamento: o empirismo, o racionalismo e o intelectualismo(o realismo
¢ 0 idealismo).

2.1.1 Empirismo

Acreditam que a dnica fonte de conhecimentc humano é a experiéncia sensfvel.
E através da experiéncia sensfvel que se consegue exclusivamente formar todos os
conceitos (gerais e abstratos). Os fundamentos desta doutrina se encontram na nogéo
de-reminiscéncia em Platio (427 ~ 347 a.C.). A matemadtica aqui seria uma ciéncia de
observagéo, onde os pontos, as linkas e os circulos, que cada um tem no espirito, séo
simples copias dos pontos, linhas e circulos que conheceu na experiéncia, por exemplo:
o ponto sugere a representagio de uma estrela no caderno; a linha, a representago
do fio de prumo; o plano, a representagio da mesa; o cfrculo, para representar o
Sol ou 8 Lua, stc. A nogio de nimeros viria quando o pastor percebe que seu
rebanho néo estd completo, ou ainda quando alguém que, ndo sabendo contar, pudesse
pagar & sua hospedagem empilhando moedas até que se dissesse: — Pare! Desta
forma, o conhecimento humano se torne limitado ro mundo empirico, ou seja, ndo hé
cOImo BUperar a experiéncia, tornando o conhecimento supra sensivel, impossivel. Um
outro exemplo encontrado na histéria da matemitica, é no Egito. Devido s inunda-
¢des periddicas do Rio Nilo, obrigavam os harpedonatas ou agrimensores a retomar
cada ano o tragado dos limites das propriedades. A Geometria dos Egipcios tinha
um cardter experimental, as férmulas eram empfricas. Para avaliar a 4rea de um
quadrilétero de lados 4, b, ¢ e d, serviam-se da férmula:
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a-+c b+d

A 4 D 2 X T2
que dé um valor tanto mais aproximado quanio mais os dngulos do quadrildtero se
aproximarem de angulos retos,

Assim, observamos que a necessidade de saber gera de inicio os conhecimentos
empfricos, que sfo resultados do ato espontaneo do espirito, mas permanecem conthe-
cimentos imperfeitos, pois lhes falta por vezes a objetividade e se formam ao 2CRE0,
por generalizagdo prematura, sem ordem nem método (o8 provérbios do povo, as re-
ceitas metereoldgica dos camponeses,...) Esses conhecimentos empiricos ndo devem
ser desprezados, Eles constituem o primeiro degrau do que chamamos de ciéncia, que
86 tendem a aperfeigoar os processos que o empirismo emprega para adquirir seus
conhecimentos,

Em contra-partida ac mundo da matemética empirica, encontramos no famoso
filésofo Husserl, a seguinte postura:

Em geometria, ¢ ezperiéncia néo estd presente enguanto ezperiéncia,
Quando o gedmetra desenha no quadro as suas figuras, constrdi tragos
que existem de fato no gquadre gue, por suq vez, exziste de fato. Todavia,
ndo mais gue gesto fisico de iragar, o ezperiéncia da figura desenhada,
enquanto experiéncia, ndo fundaments, de modo algum, a intuigdo e o
pensamento que conduzem d esséncia geoméirica ... Para o gedmetra ... o
sntuigdo das esséncins (Wesenschau) ... fornece s fundamentos dltimos.

(Husserl, Idées diretrices pour une phénoménologie, pdgs. $1 - 22,)

Os racionelistas modernos afirmam a superioridade da razio sobre os sentidos,
procurando mostrar que o que hé de fundamental no intelecto independe dos dados
sensfveis,

“Nada existe no intelecto que antes nio estivesse nos sentidos” (afirma
o addgio empirista, ao qual Leibniz (1846 — 1716) acrescenta: “Exceto o
préprio intelecto”.)

Nos estudos mais recentes da filosofia, & convergénecia de vérias posicdes levou
& constituigiio do conhecido empirismo cientffico, representado principalmente pelo
empirismo ldgice, _

2.1.2 Racionalismo

Durante o século VI 28.C., nas cidades gregas da Asia Mencr, predominou uma
forma de reflexdo, inteiramente positiva, sobre & natureza: racionalismo (de ratio,
razéo)., Somente recebe essa denominagio de conhecimento tacionalista, o conheci-
mento que & necessério e universalmente valido; por exemplo: “o todo é major que as
partes” é um pensamento claro e conciso, ndo hd como a razio contradizer. Desta for-
ma, os racionalistas se fundamentam no pensamento que os jufzos da razio possuem
necessidade de Iégica e validade unjversal,
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Os adeptos do racionalismo, afirmam como principal fonte de conhecimento &
razéo. Despreza-se o conhecimento dado como sobrenatural e cultua-se o conheci-
mento racionsal. A Matematica torna-se paramétro do conhecimento cientifico. Supu-
nham, ainda, que seria possivel atingir as verdades absolutas ou pelas nogbes a priori
do-espiritc ou pelas idéias inatas. A forma mais antiga do racionsalismo se encontra
em Platao.

Descartes e Leibniz sfio caracterizados por este tipo de conhecimento.

René Descartes (1596 ~ 1650) caracterizou seu pensamento por:

(i) adotar o raciocinio matematico como modelo para chegar a novas verdades;
(i) ver o mundo de forma matematizada.

‘Associando fatos algébricos e geométrico, Descartes cricu a Geometria Analftica
que apareceu como desafic 408 acontecimentos cientificos que, nos séculos XVIe XVII,
eclodiram na Europa ocidental e colocaram em evidéncia problemas procedentes de
propriedades das curvas e das superficies do planc e as equagdes algébricas com duas

varidveis,

Gottiried Wilhelm Leibniz (1646 ~ 1716) descobriu, juntamente com Isaac Newton
(1643 —1727) o principio filoséfico do Célculo Diferencial e Integral, julgando ser
possfvel & criagfio de uma linguagem cientffica universal que, complementada por
um:sistema dedutivo e simbdlico, poderia substituir a argumentagio descritiva pelo
céleulo funcional (uma nova forma de calcular, ou seja de prever).

-Quanto ao problema das “verdades mateméticas”, os racionalista nio conseguem
harmonizé-las com a experiéncia senéo através da hipdtese de um intermedidrio divi-
no:

Deus criou o mundo em conformidade com as verdades eternas gque
ocupam o seu entendimento, o que explica que elas venham a ser encon-
‘tradas na experiéncia’.

(Blanché, pag. 38,)

JAcreditamos que as verdades matemaéticas néc sdo eternas, imutéveis, porque estio
em-cont{nuo processo de aprofundamento. Daremos um exemplo para ilustrar este
fato. Vejamos: o primitivo conceito de adigio, que se baseia no processc de contar
coisas, objetos, tratava-se de um processo finitc. No entanto, a teoria das progressdes
geométricas cria ume situagdo de ousadia, pois vai pensar no infinito e ac mesmo
tempo limitado!

Faz parte do curriculo do 2¢ Grau, o ensino de soma infinita:

14 1/2+1/4+1/8+1/16+1/32+ .-

Mesmo que continuemos indefinidamente, esta soma nio ultrapassars o niimero 2.
Se o leitor observar, compreenderd que a soma dessas infinitas parcelas se aproximarg
indefinidamente de 2. Isto significa que a diferenga, em valor absoluto, entre este

nimero e aquela soma tornar-se-4 cada vez mais préxima de zero, porém jamais
coincidird com zero,
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Os racionalistas tiveram éxito ac colocar o fator racional no conhecimento hurmano.
Todavia é exclusivista fazer do pensamento a 1inica fonte de conhecimento, segundo os
empiristas. £ claro que assim se harmoniza com o ideal de conhecimento, baseando-se
que todo conhecimento possui necessidade 1dgica e validade universal. Porém, se torna
exclusivista, pois trate uma forma determinada de conhecimento, do conhecimento
mateméitico.

2.1.83 Intelectualismo

O intelectualismo surge como mediador entre as correntes racionalistas e em-
piristas. A base entre essas correntes é epistemoldgica. Enquanto os racionalistas
consideram que a unica fonte e base para o conhecimento humano é a razéo, os em-
piristas acreditam que é a experiéncia. Os intelectualistas come mediadores acreditam
que é através dessas duas correntes gue ocorre & produgéo do conhecimento, Tanto
os intelectualistas quanto os racionalistas, baseiam-se na tese que hé juizos logica-
mente necessarios e universalmente vélidos, néo apenas ac que se refere ac objetos

ideals ~ os empiristas também admitem este fato —, mas também ao que se refere ao
objetos reais. O fundamental é que os intelectualistas consideram cs elementos destes
juizos, os conceitos, derivados da experiéncia. Deste modo, a consciéncia cognoscente
lé na experiéncia, tira os seus conceitos da experiéncia, portanto, o intelectualismo
afirma que existe no intelecto, no pensamento, dados novos da experiéncia. Assim, a
experiéncia e o pensamento edificam a base do pensamento humano.

O intectualismo aparece com os gregos, quando Sécrates e Platio ensinaram que
a definigdo de uma coisa nos revela o que realmente essq coisa €. Aristételes é o
principal representante desta corrente, Ele foi discipulo de Platéio, ou seja, ele sofreu
influéncias do racionalismo, mas também sofreu influéncias do naturalismo. E como
naturalista se sentiu impelido a tentar fazer uma sintese do racionalismo e do empiris-
mo. Sob a postura-empirica ele colocava o mundo das idéias dentro de uma realidade
empirica. As idéias eram colocadas sob a forma mais concretas e se encontravam
dentro das coisas concretas.

2.1.4 Realismeo

Segundo os realistas, a matemédtica é comparada auma viagem de descobrimentos,
onde cs mateméticos nio podem criar ou inventar os objetos acerca dos quais fala:
porque todos esses objetos estdo af para serem descobertos e descritos. Em um dos
escritos de Bertrand Ruseell, ele afirma:

"Todo conhecimento deve ser reconhecimento; sob pena de ndo pas-
sar de ilusdo, a Aritmética precisa ser descoberta exatamente no mesmo
sentido em que Colombo descobriu as Indias Ocidentais; ¢ ndo criamos
nimeros, assim como ele ndo crisos Indios. ...Tudo o que puder ger
imaginado, existe; € o ser € anterior ¢ ndo um resultado do fato de ter
sido pensado”. (Meu desenvalvimento filosdfico, pdg. 45)

A concepgio realista confunde-se em matematica com o préprio desenvolvimento
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da nogio de nimeros, porque a sua origem estd relacionada a uma realidade concreta,
ou seja, quando o homem sentiu necessidade de “contar” suas ovelhas e se utilizou de
pedrinhas para representar a sua colegfo. Mais tarde o homem utilizou seus dedos
ao invés das pedrinhas. Tudo isso é produtc da razac humana. Portanto, para os
realistas admitemn & existéncia dos nimeros, como entidades abstratas, independentes
do nosso pensamento.

2.1.5 Idealismo

O idealismo surge como tese racionalista que tem o objeto das matemdticas como
puramente ideal. As mateméticas seriam independentes dos fatos, e para serem ver-
dadeiras ndo necessitam que seus objetos sejam reais. E nada mais nada menos do
que a Teoria de Plato (a teoria das idéias). A idéia inicial se encontra em Sécrates,
com a procura légica dos conceitos, mas & com Platio que toma corpo. Discutiremos
com mais detalhes sobre o idealismo no capitulo destinado a Platdo. De modo geral,
o idealismo matemético significa todo o conjunto de teorias que tendem a renovar e

aprofundar o saber platénico, que segundo os préprios gregos, tinha matematizado a
natureza.

O idesl se op&e ao real; o real nioimporta na consciéncia da existéncia das coisas,
e o real é precisamente a certeza imediata dessa existéncia. Para os platdnicos, o
idesl constitui uma espécie de mundo perfeito e eterno, anterior e superior a0 mundo
visivel. Para diversas concepgdes idealistas, o ideal é representacéc do pensamento
sem nenhuma realizagio material. Os ndmeros representam idéias, ou seja, possus a
afirmacio de que as pessoas possuem uma infinidade de idéias-de-nimeros,
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2.2 O Critério e o Conceito de Verdade

“...As verdades da Geometria governam todas as coisas que for pos-
sivel intuir parcialmente, sejam reats cu produtos da nossa imaginagdoc.
As fantdsticas visées do delirio, as magnificas invencgdes da lenda e da
poesia, onde og animais falam ¢ as estrelas se imobilizam, onde og ho-
mens se transmutam em pedras € as drvores se tornam hkomens, onde as
pessoas se salvam do afogamento puzando-se a si préprias pelos cabelos -
tudo fica, na medida em que for objeto de intuigdo, submisso aos aziomas
da Geomeiria”, (Frege, Gottlob. The Foundations of Arithmetic, pag.21)

Fui conduzida a ler Bertrand Russell ¢ me apaixonar por ele principalmente por
diger: - “Eu queria certeza assim como se quer fé religiosa”. Ao ler isto, me senti
como tendo descoberto que até mesmo os grandes homens tinham ddvidas nio sé na
ciéncia mas também em relago & vida, E claro que isto é uma coisa ébvia, mas é
do prdpric dbvio que as pessoas mais se banalizam. A reflexio que ocorreu em mim
foi sobre a questio da verdade. O que nos dé certeza de algo? Qual é o conceito de
verdade emn Matemitica?

Historicamente, acreditamos que foi Aristételes que introduziu a questdo da ver-
dade, sob um ponto de vista de.ndo somente analisar o termo “verdadeirc”, mas de
trazer & tona que o “ser é norma da verdade”.

Falso € dizer que o que é, ndo €, ou o que ndo £, é; verdadetro ¢ dizer
o que €, € e ¢ que ndo € ndo é€...
(Aristételes, Metafisica III, 10116 ~ 27.)

Quando falamos sobre o conhecimento, afirmamos que a verdade do conhecimento
se encontra na concordancia do conteddo do pensamento com o chjeto. Denominamos
de conceito transcendente da verdade este tipo de concepgiio. Hé uma outra concep-
gao, sob a qual & esséncia da verdade se encontra perante o nosso pensamento, ou
seja, & verdade é a concordéncia do pensamento consigo mesmo, o qual denominamos
de conceito imanente. Através do conceitc imanente é que iremos fundamentar as
questdes vindas da matematica.

Sabemos que ndo basta apenas dizer que um conhecimento seja verdadeiro. Hé
necessidade de provar a certeza de que se trata de um conhecimento verdadeiro.
Esta questdo estd baseada no critéric da verdade. A pelavra critério vem do grego:
-kriterion que significa jufzo, krinein significa julgar. Ficando a critério do juiz, do
principio e da norma, distinguir o verdadeiro do falsa.

A questdo do critério de verdade estd em estreita relagio com a questio do conceito
de verdade. A demonstragio disto ocerre sob o ponto de vista do idealismo légico
(onde a verdade est4 na concordancia do-pensamento consigo mesmo). No entanto, a
concordéncia do pensamento somente ocorre quando este se encontra livre de contradi-
gBes, ou seja, reforgando a nogiio do conceito imanente ou idealista. I necessirio
conejderar a auséncia de contradiges, como critério de verdade.
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Sem ddvida, & auséncia de contradigdes é um critéric de verdade, mas nio o faz
um critério valido para todo tipo de conhecimento. A sua validade abrange apenas
uma classe determinada de conhecimento: as ciéncias formais ou ideais,

Ao pensar na Ldgica ou na Matemadtica, observamos que o pensamento nio se en-
contra com objetos reais, mas sim com objetos mentais, ideais, permanecendo dentro
da sua prépria classe., Assim, é vilido tanto o conceito imanente de verdade como
também o seu critério.

Retomando os gregos, sabemos que o papel da geometria é extremamente dual. Em
principio ela assume o papel de descrever precisamente a realidade em que vivemos,
e também sssume o papel de uma disciplina intelectual, uma estrutura dedutiva.
Claro que, atualmente, esses dois aspectos séo tratados separadamente. A geometria
euclidiana estd baseada em alguns axiomes e postulados que citaremos:

1. Uma reta pode ser tragada ligando dois pontos quaisquer.

2. Qualguer segmento de reta pode ser prolongado indefinidamente.

3. Um circulo pode ser tragado com qualyuer centro e com gualquer raio.
4. Todos os dngulos retos sdo iguais.

5. Se duas retas, em um mesmo planc, sio cortadas por uma ouira reia €, s¢ a
soma dos dngulos internocs de um lado € menor que do que dofs dngulos retos,
entdo as retas s¢ encontrardo, se prolongadas suficientemente do lade em que a
soma dos dngulos € menor do que dois dngulos retfos,

Dentro deste contexto de verdade, nio podemos deixar de mencionar sobre o uso
das palavras axioma ou postulado segundo a geometria como descrigio do mundo.
Emuma primeira verso, os axiomas ou postulados significam uma verdade evidente
per &l prépria ou universalmente reconhecida, uma verdade aceita sem necessidades
de demonstragio. A outra versio assume que os alicerces da geometria dedutiva
sdo os axiomas, sobre os quais as concluses posteriores se baseario, Essa dltima
é a.que sobrevive em nossos dias. Os postulados 1, 2, 3, 4, parecem de enunciados
fceis ¢, em verdade, evidentes por eles mesmos. O postulado 5 jé nio apresenta
um:enunciado tdo evidente quanto acs demais, parecendo-nos um tanto complicado,
dificil de ser interpretado por se apresentar distante das nossas experiéncias do dia-
a~dia. Contudo, esse postulado vem de Euclides e é conhecido pelo postulado das
paralelas, ou ainde como o quinto postulade. H4 uma coisa realmente curiosa neste
postulado das paralelas: a palavra “paralela”ndo aparece; embora Euclides se expresse
na Definicio 23 de seu livro “Elementos”: “Retas paralelas sdo retas que, estando no
mesmo plano ¢ sendo prolongadas indefinidamente em ambos os sentidos, néo se
encontram, em qualquer dos sentidos”. Foi a partir dos estudos deste axioma que se
tem a origem do desenvolvimento das geometrias nio euclidianas, por exemplo: — a
geometria rimaniana. A explicagio que se fem para denominar o quinto-axioma de
Euclides, o axioma das paralelas, é que ele ¢ equivalente a qualquer uma das seguintes
afirmagGes, envolvendo a palavra paralela:

1. Se uma reta intersecta uma das paralelas, intersectard a outra.
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2. Retas que sdc paralelas o uma reta ado paralelas entre si,
3. Duas retas que se intersectam ndo podem ser paralelas ¢ uma mesma reta.

4, Sejom dados, em um planoc, uma reta " ¢ um ponto “P” fora da reta “r”.
Entdo existe uma e 46 uma paralela a “r" passando por “P”,

- Obgervacghes:

(i) A palavra equivalente neste contexto significa gue gualguer uma destas afirma-

¢fes, juntamente com o3 outros postulados, implica o quinto postulade de Eu-
clides, € vice-versa.

(i} A guarts afirmagdo tornou-se a forma padrdo de definigdo sobre paralelismo em
nossos dias.
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2.3 Critica ontolégica da verdade

Nas matemadticas o conceito transcendente da verdade se revela inécuo. SupSem
um falso conceito de realidade. As leis matemdticas nio sdo pro priedade das coisas,
mas de uma certa forma est&o ligadas. Trata-se de relagGes ideais, nogdes construidas
operatoriamente, por exemplo: - o niimero dois, como todo ntiimero, néo terd sentido
fora do contexto matemdtico, ou seja, fora das operagfies matemadticas que o gera.
Assim, fundamenta-se a sua coeréncia e a sua legitimidade como elemento de um
juizo verdadseiro, A4 verdade matemdtica £ o unidade de condigies operatdrics que
supde toda proposigdo matemdtica.

A histéria nos mostra que o conceito de verdade comocorrespondéncia entre o ideal
¢ o real é obsoleto, Fundamentando-se, em dltima instancia, em umaimagem limitada
da realidade, como nos mostra a prépria histéria — o descobrimento das geometzias
nio—euclidianas (conceitos e operacionalidades) — tornaram-se a base da Teoria da
Relatividade formulada por Albert Einstein {(1879-1955). Essas geometrias baseiam-

se em espacos diferentes do concebido por Euclides. Surge entio a pergunta: - Qual
das geometrias é verdadeira? Embors, cada uma das geometrias tenha principios que
entrem em contradigdo com alguns principios de outras, cada uma delas € logicamente
congistente, cada uma delas € verdadeira. A geometria euclidiana é suficiente para
o estudo de varics problemas importantes e do cotidiano, desde o século III a.C,,
refletindo partes do mundo real. As geometrias ndo-euclidianas refletem também
partes do mundo real, mas com refinamento maior que a geometria euclidiana, ¢ ¢é
de grande importéncia epistemoldgica, pois, desde Platdo, foi atribufdo aos axiomas
de Euclides um cardter absoluto, negando a eles qualquer procedéncia experimental.
Assim, a seguir apresentamos uma amostia de exemplos de trés espacos diferentes e
Importantes na matemética, que enfatiza a questio do ideal e real.
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A geometria de Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), se fundamenta
“que a soma dos dngulos internog de um tridngulo € maior que a scma de dois dngulos
retos”.

o+ B+ 4 > 180°
Geometria de Riemann

A geometria de Nikolas Ivanovich Lobacheviski (1793-1856), se fundamenta “gue
¢ soma de dngulos internos de tridngulo € menor que a soma de dois dngulos retos”,

o+ G4+ 4y < 180°

Geometria de Lobatcheviski
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Enquanto que a Geometria Euclidiana se fundamenta “ a soma dos dngulos inter-
nos de um tridngulo € igual a soma de dots dngulos retos”.

o+ 8+ v=180°
Geometria de Euclides

Ao estudar essas geometrias, concluimos que a geometria euclidiana possui cur-
vatura zero, a geometria rimaniana possui curvaturas positivas, ¢ a geometria loba-
chevslkiana possui curvaturas negativas.

¢ Geometria Euclidiana = C = 0
o Geometria Rimaniana =+ C > 0
¢ Geometria Lobachevekiana = C < 0

Através destes exemplos, podemos concluir que uma proposicdo vdlida em um sistema,
pode -ndo ser vdlide em outra, sem gue 1830 ndo indigue nenhuma contradicdo. Uma
outra conclusdo importante, trata-se da importéncia de homens como Riemann e
Lobachevski que contribuiram para a concepgiio de uma nova Fisica. Nesta, o conceito
de matéria se misturaria ao conceito de energia, € que se tornou mais fantdtisco: ~ o
tempo fisico passou a ser relacionado intimamente com o espaco.
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2.4 O Conceito de Existéncia

Umea das questdes fundamentais na Filosofia da Matemaética, consiste na conceitua-
cio de existéncia em Matematica. A palavra “existiz” (do grege, exsistere: de ser;
‘existir é ser), nas mateméaticas, segundo Poincaré: — “sé pode ter um sentido: significa
estar isento de contradigio”. A palavra “existéncia” também tem as suas raizes no
grego e .o seu significado filosdfico é o que designa a vida em suas funges e variagGes
“organopsiquicas”. De uma forma mais geral, a vida é um ato; a existéncia denuncia-

ge por uma possibilidade que a pessoa existe, Para Aristételes, a existéncia é uma
matéria vestida de forma,

...Enguanto os matemdticos estudam seres imutdveis, mas na gual
estdo inseridos, & o fisica eatuda o0g seres geparados uns dos ouiros mas
mdveis, a Filosofia Primeira ou Metafisica, como é chamada, conforme
designagdo dos comentadores de Aristéieles, € a “Ciéncia que estuda o Ser

na sua qualidade de ser e 03 atributos gue lhe pertencem essencialmente”.
(Aristdteles, Meiafisica T'11008 a 20.)

Mateméticos notdveis como David Hilbert (1862 — 1843) e L. Brouwer (1881 —
1966), principais representantes das correntes do Formalismo e do Intucionismo, res-
pectivamente, se preccuparam com o assunto.

A teoria de Hilbert, dirfamos que estéd baseada na questo filoséfica (ou légica), on-
de a existéncia, em Matematica, resume-se na auséncia de contradigio. De um modo

geral ele defende que uma teoria é licita, do ponto de vista matematico puro, quando
for consistente, isto &, uma proposigiio e & sua negagio ndo podem ser verdadeiras
a0 mesmo tempo. Supor o contrério, constituiria, aparentemente, um erro filoséfico.
Aprofundando um pouco, podemos, com certeza, entender o papel fundamental da
metamatemitica no sistema hilbertiano, cujo objetivo era de provar a consisténcia
das diversas teorias matemdticas. Os formalista entendem que existéncia significa
compatibilidade.

£ importante observar que numa teoria, quando se encontra a contradigio, ela
se torna trivial. Pelos principios da légica simbélica, prova-se que, se em uma teoria
forem demonstraveis P ¢ P, qualquer proposigio da teoria é demonstrada. A conee-
quéncia é que nio teremos como distinguir o que é demonstrivel e ndo-demonstrével.
Logo, a teoria nio terd apresentado nenhum interesse.

Brouwer defende a tese, partindo de pressupostos de que a matemitica é a cria-
¢io do matemético e que existir significa t&o somente aquilo que é construido pela
‘inteligéncia humana. Ele néo aceita como critério de existéncia a quest&o da compa-
tibilidade, argumentando que uma teoria mesmo ndo tendo apresentado contradigio,
nem por 880 pode ser considerada vilida, porque um criminoso, pelo fato de numca
ter sido condenado por um tribunal, nio quer dizer que ele nio seja culpado.

HA também anilises baseadas nas questGes de sintdtica e seméantica, as quais nao
fagern parte de nosso estudo,

Acreditamos que existir em Matematica é o que nfo for trivial.
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3. A Grécia e os Gregos



3.1 A Grécia e os Gregos

Com o declinio do Império Egipcio e Babilénico, novas culturas sobressairam, espe-
cialmente os Hebreus, Assirios, Fenicios e Gregos. A Idade do Ferro foi caracterizada
por grandes transformagdes, além de conguistas, guerras e invengdes. O alfabeto e a
introdugdo de moedas foi um dos fatos principais desta época. O comércio foi esti-
mulado e grandes descobertas geogrificas ocorreram. O mundo estava pronto para
um novo tipo de desenvolvimento cultural através do povo Grego. E importante res-
saltar que o que denominamos de Cultura Grega é resultado de uma fusio de grande
nimero de povos provenientes da Asia, da Africa e de intmeras regites do Mediter-
raneo, principalmente Creta. A origem, evolugfo e declinio dessa cultura restringiu-se
inicialmente a algumas ilhas do Mar Egeu e & costa da Asia Menor, passando em se-
guida para a regiio hoje denominade de Grécia e depois comegou a se expandir pelo
sul da Itdlia, norte da Africa, constituindo a Magna Grécia que, finalmente sob &
dominagao romana, estendeu-se por uma area muitc mais ampla.,

Os nomes Grécia e gregos surgiram da adaptacdo feita pelos romanos de uma
antiga e obscura tribo que praticamente desaparecera muito antes de Cristo e que
se denominava Graii, Anteriormente a eles, no periodo denominado Mycenianc, teve
lugar um grande movimento migratério das ilhas do Mar Egeu, em particular das
Cyclades, de ragas provenientes da Asia Menor e de Creta e que mais tarde foram
denominadas de Pelasgos. Esses povos tiveram séculos de contatos com os Hititas,
que -desempenharam um papel important{ssimo entre as culturas da Asia Oriental e
& futura cultura grega. Isso se sobressai devide a uma série de deuses e heréis da
mitologia grega cuja procedéncia é oriental. E para nds, isso é importante para que
possamos perceber a influéncia da matemdtica das culturas orientais na formagio da
matematica grega.

No entanto, o coragio do mundo grego, no qual gostarfamos de fundamentar o nos-
so trabalho, achava-se nas comunidades da Penfsula Balcanica, em que se localizava
& maioria das grandes cidades da Grécie Cldssica: Esparta, Corinto, Tebas e Atenas.
Essa peninsula ndo era, como o Vale do Nilo e o Fértil Crescente, uma terra rica e
hospitaleira, Apresentava grandes dificuldades agricolas; onde a colheita de graos,
-azeitonas, uvas e legumes, era escassas, pois poucos terrencs ardveis apresentavam
relevo montanhoso, com terra pobre e rochosa. Carneiros e cabras, porém, podiam
ser crindos nas encostas, e esses rebanhos aumentavam a renda dos gregos. Tanto &
geografia como o clima favoreceram a formagéo da civilizagic grega ¢ o mar lhes dava
acesso bs terras longinquas. Os gregos eram abertos & influencia cultural de outros
povos. Como as montanhas separavam suas cidades umas das outras, dificiimente
seriam capazes de realizar uma unificagio polftica em ampla escala.

As novas civilizagdes criaram Cidades-Comércio a0 longe da costa da Asia Menor e
mais tarde no continente da Grécia, na Sicflia ¢ na costa da Jtdlia. O individualismo,
t&o-importante na vida polftica e social dos gregos, n&o foi menos vital em outras
fases de sua cultura. No Oriente Antigo, a arte havia sido criada por ordem do rei,
a0 passo que & vida intelectual representava dominio dos sarcedotes.

A vida dos gregos era totalmente dedicada ac servigo do Estado e o preparo para
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-essa exigente tarefa estd baseado na consciéncia civica dos gregos, em seu amor a
cidade & em seu profundo sentimento religioso. Um cidaddo grego de distingdo sempre
pensava em algo acima dele, digno de tudo quanto pudesse fazer, e esse algo era o
Estado, a sociedade que ¢ criara, protegera e o educara. Outra caracteristica da
vida grega era seu ansioso desejo de procurar a verdade. Os gregos, muito mais do
que gualquer outro povo da Antigilidade, possufam o amor, ao conhecimento pelo
conhecimento. Diferiam dos egipcios, cujo medo superesticioso os impedia de passar
além da aplicacio préitica do conhecimento, para a especulagio cientifica.

Os gregos possufam uma ousada originalidade, que lhes permitia o rompimento com
8 tradicio, além de uma mentalidade arejada e o amor & liberdade, Tais qualidades,
porém, mesclavam-se num todo que servia ao grande ideal grego de harmonia do
corpo, da mente e do espirito, O despertar do pensamento grego no século VI a.C. |
foi a mais nothvel obra pioneira no campo da investigagio e da pesquisa intelectual.
Sob um clime de racionelismo, os gregos desenvolveram um rigoroso e légico corpo
de ciéncia, deduzide da ciéncia mais empfrica e fragmentéria.

Em A Ciéncia Grega (pég. 12), Benjamin Farrington cite com muita convicg8o:

A ciéncia, sejam gquais forem os seus dltimos desenvolvimentos, tem
sua crigem na técnica, nas artes e nos oficios, e nas vdrias atividades, os
guatis o homem se entrega. Sua fonte € a ezperiencia, seus fins, prdticos,
e 6 sua prova ¢ o éxito real. A ciéncig nasce em contacto com as .coisas,
6 sua prova depende dos sentidos, e por mais que parega deles se afastar,
é-the necessdrio voltar ao seu campo.

Para compreender plenamente o desenvolvimento cient{fico de uma sociedade qual-
.quer, devemos ter presente o grau de seu progresso material ¢ de sua estrutura politica.
Ciéncia “ab vacuum” néo existe, a Ciéncia emana uma sociedade determinada, em
‘regifio e época determinadas. A Histéria da Ciencia deve ser encarada em fungio da
vida social em seu conjunto.

A ciéncia grega, como toda a civilizagio ocidental, gerada na bacia do mediter-
‘rAneo, é algo tdo fantdstico, que podemos dizer com toda certeza: a cultura grega nos
-deslumbra!l Pela primeira vez na histéria da humanidade, surge a idéia de pesquisar
as relagdes de compatibilidade e racionalidade acaso existentes entre conhecimentos
até entdo dados como desconexos, de tal forma que a interpretago fosse puramente
naturalista.

A matemdética grega teve um papel fundamental no desenvolvimento dessa ciéncia
no Ocidente. As préprias palavras matemética, mateméticos ou seus equivalentes, na
‘meaioria das linguas européias modernas, sdo de origem grega, derivadas dos verbos
conhecer e aprender.

Na época cldssica a matematica era conhecida como mathema — o que é ensinado
- significava todas as formas de conhecimento.

Sabemos pouco sobre o ensino da matemética na antiga Grécia, apenas que era
estudada por amor ao préprio saber, que a Geometria era utilizada para medicdes dos
campos, enquanto que a Aritmética e o sistema de pesos e medidas, para o uso de
cobranga de impostos. Paralelamente & matemética, surgiu uma reflexio ao mesmo
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tempo metodolégica e idecldgica sobre as cigncias, O desenvolvimento da materdtica
pura foi contemporineo ao desenvolvimento da filosofia.

Num primeiro instante, dentro da matematica, encontramos homens que se preoc-
cupam com algumas quest@es fundamentais, como:

(i) Por que os dngulos da base de um tridngulo isésceles séo iguais?

(ii} Por que um circulo é bissectado por um didmetro?

No antigo Oriente, o processoc empirico predominante baseave-se em questdes do
tipo “como”; contudo estavam respondendo a questdes mais cientfficas do tipo “por
que”, Desta forma, percebemos o infcio de algumas tentativas de apresentagio do
método dedutivo. Assim, a matemadtice, quanto ao seu significado moderno da pa-
lavra, nasceu de uma atmosfera racional em uma das Cidades-Comércio localizadas
na costa-ceste da Asia-Menor no século VI a.C. Quanto ao que se refere is ativida-
des matemdticas, sabemos que se centravam em duas regites, quase em extremidades
opostas do mundo grego, florescendo ao redor do Mediterrdneo, A principal difi-

culdade que se encontra em estudar a matemdtica-grega é que temos de nos ater &
informacdes dadas hé varios séculos, dificultando, assim, a fundamentagfio de nossas
pesquisas dessa época histdrica. Contudo, procuraremos enfatizar duas razdes de se
estudar a matemadtica desse periodo:

(i) .interesse sobre quantidades infinitamente pequenas ou indivisfveis,

(i} familiarizacio com a forma e a estrutura de demonstragéo.

‘Sobre a origem da matemética~grega existem relatos de que se concentravam nas
escolas Jonica e Pitagérica e tendo como representantes de cada uma delas Tales
(585 a.C.) e Pitégoras (550 a.C.). E sabido que os escritos desses grandes filésofos
desapareceram com o tempo e que seus trabalhos geralmente eram escritos em prosa.
Na'verdade, ndc encontramos documentos mateméticos ou cientfficos até os diaa de
Platdo no século IV a.C.. No entanto, durante a segunda metade do século V a.C.
circularam relatos persistentes e consistentes sobre varios mateméticos que eviden-
temente estavam intensamente preocupados com problemas que tomaram a base da
maior parte dos desenvolvimentos posteriores na geometria, como poderemos obser-
var. Denominaremos esse periodo de: Idade Herdica da Matemdtica, onde destacamos
homens com A0 poucos recursos e trabalhando em problemas de alto significado ma-
temadtico. Até mesmo o termo grego mathema, significava todas as formas de conhe-
cimentos, e a matemédtica no sentido modernoc da palavra, nasceram dessa atmosfera
de.racionalismo.

Essa fage chamade pré-socrdtica (séculos VI e V a.C.) foi um perfodo em que
o pensamento abstrato predominou e os filéscfos nfo foram meros espectadores da
natureza, mas sim observadores apoiados nas técnicas & nas observagdes, como afirma
Benjamin Farrington em A Ciéncia Grega (pig. 32):

Estes fildsofos sdo, segundo a ezata qualificagdo dos antiges, phyasio-
logoi, isto &, observadores da natureza... Observam o0s fendmenos gue
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se oferecem a geus olhos, deizando de lado toda tniervencdo sobrenatural
e mistica, esforgando-se por dap-lhes uma ezplicagdo estritamente natu-
ral. Neste sentide ¢ por sua repugndncic em aceitar foda intervengdo
midgica, ddo o passo decisivo para a ciéncie e marcam ¢ comego, pelo me-
nos o comego sistemdiico e consciente de um método poaitivo aplicado 4

interpretagdo dos fendmenos da natureza.

Na tentativa de caracterizar as principais concepgdes filoséficas que se desenvol-
veram neste periodo, serfio destacados os pensamentos de Tales, Anaximandro e A-
naximenes, que compunham a Escola de Mileto ou Escola Jdnica e Pitigoras que
liderava a Escola Pitagérica ou a Escola Itdlica.

8.1.1 Tales de Mileto (624 — 548 a.C.)

Para Tales, o questdo primordial ndo era
o que sabemos, mas como sabemos,
(Aristételes)

Fundador da Escola Jénica, a mais antiga escola filosdfica que se conhece. De sua
vida sabemos que era natural de Mileto, Asia Menor, uma cidade comercial préspera,
possuindo um grande nimero de colénias no Mar Negro, umea grande populagio es-
crava, bem como uma luta de classes ferrenha entre os ricos e os pobres pertencentes
& populaglo hivre, Teve oportunidades de conhecer outras culturas até mesmo de
morar por uns tempos no Egito, onde despertou a admiragdo por cdlculos das alturas
das pirimides através de suas sombras,

Retornando a Mileto, tornou-se conhecido como consultor, engenheiro, negociante,
filéscfo, matematico e astrénomo. Foi o primeiro homem no campo da Filosofia e
da Matemdtice; na Filosofia afirmou que tudo era feito de 4dgua, e na Matemdtica
descobriu resultados importantes, ficando conhecido como criador da organizagio
dedutiva da geometria.

Conhecido como um dos sete sdbios da Grécia, devendo-se isso & sua atuagio
polftica; teria tentado unir as Cidades-Estados na AsiarMencr, numa confederagéo,
com o objetivo de fortalecer o mundo helénico diante das ameagas de invasdes de
povos orientals.

Os filésofos da Escola de Mileto consideravam que havia um principic como origem
das coisas, o que, para Tales, era dgua.

Agua é o origem das coisas e Deus € aquela inteligéneia que faz tudo
da dgua.

(Aristételes, Metaphysica, pdg. 25.)

Destacaremos a seguir alguns resultados atribuidos a Tales:
(1) Um cfrculo é bissectado por um didmetro.

(i) Os dngulos da base de um tridngulo isésceles sio iguais.
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(i) Os ]geues de dngulos opostos formados por duas retas que se cortam séo iguais.
atribuido a Tales a descoberta deste teorema, porém pode ter sido Euclides
o primeiro a demonstré-lo.

(iv) Se dois tridngulos sdo tais que dois dngulos e um lado de um sio iguais respecti-
‘vamente a dois Angulos e um lado de outro, entdo os tridngulos sdo congruentes.
Tales, talvez, tenha usado este resultado de semelhanca para determinar a
distdncia de um navio & praia, ou seja, na resolugio de problemas de geodésia
elementar.

(v) Um dngulo inscritc em um semi-circulo é um dngulo reto,
Este resultado-era conhecido pelos Babilénicos e provavelmente Tales o a-
preendeu em uma de suas viagens para a Babilénia. Contudo, esta proposicdo
& considerada a mais notdvel de toda a sua obra geométrica. Esta proposicio
também é conhecida como Teorema de Tales, a qual acredita-se que ele tenha
demonstrado.

Acreditamos que estes resultados ndo foram estabelecidos como teoremas, mas,
certamente, Tales os sustentou por algumas razdes légicas e néo por experimentc ou
mesmo por intuigdo. Baseamos nossa afirmagio no fato de que, quando Tales esteve
no Egito levou dai para a Grécia & ciéncia da Geometria. O que os egipcios sabiam de
geometria eram coisas rudimentares, néo havendo razdo para se acreditar gue Tales
haja chegado a provas dedutivas, como as que foram posteriormente descobertas
pelos gregos. Tanto sua ciéncia como sua filosofia eram primitivas, mas bastavam
para estimular o pensamento e a observagio,

A titulo de ilustragéo, tomemos como exemplo o problema da igualdade dos pares
de &ngulos opostos formados por duas retas que se cortam e sdo iguais. Na figura
‘abaixo, iremos mostrar que o &ngulo a é igual ao angulo b,

Figura 1

Temos que, o &ngulo & somedo ao &ngulo ¢ coincide com o angulo raso. Assim
também o € a soma do &ngulo b com o dngulo ¢. Decorre, entdo, que ¢ = b.

H4 evidéncias sobre estérias que Tales previu um eclipse solar no anc de 585 a.C.,
predigdo resultante, sem diividas, do uso de uma das T4buas compostas pelos Egipcios
ou pelos Caldeus, ndo obstante acreditamos que o seu verdadeiro mérito consistiu no
cardter dedutivo dado & ciéncia, e ainda em que, com ele e com a sua Escola filoséfica,
comegaram os (Jregos néo s6 a estruturar a ciéncia matemdtica adquirida dos Egipcios
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e dos Caldeus, mas também de fundamentar os seus conhecimentos na ciéncia de uma
forma geral.

8.1.2 Anaximandro de Mileto (611 —~ 547 a.C.)

Sucessor e discipulo de Tales, teve uma concepgio mais perfeita, mais fundamen-
tada devido ac nuimero maior de observagdes e em mediches mais profundas, onde
ele disse que o apeiron (ilimitade) era o principic e o elemento das coisas existentes.
Foi o primeiro a introduzir o termo princfpio. Tudo estd em tudo — dizia ele. Do
indefinido, através de uma teoria dos opostos, calor e fric seriam os responséveis pelo
mundo e pelos quatros elementos: dgua, terra, fogo e ar,

Pode-se dizer que esta teoria foi precursora da teoria da evolugdo das espécies, pois
afirma que as coisas vivas passavam a existir quando os elementos se misturavam,
produzindo o calor e a umidade, indo desde as formas mais simples até as mais

complexas, e ao terminar sua existéncia, retornariam as mesmas condices das quais
haviam saido,

No entantc o que nos chama a atengio, & que Anaximandro esbogou a primeira
imagem do Universo traduzida em nimeros, onde ele afirmava que a Terra pairava
no centro do cosmo sob a forma de wm bloco de coluna (cilindros de pedra cuja a
superposigdo formava as colunas dos templos gregos), onde a altura e didmetro
estdo na razio de 1:3. Assim, a Terra estaria fixa e seria representada por um sistema
radial simétrico. Ao redor da Terra, encontrariamos grandes circulos ou anéis que
se-afastariam & razio de 9, 18, 27, .., etc. A distribuigfo ficaria da seguinte forma:
o cfrculo interno contém ou as estrelas fixas ou os planetas, o que se torna visfvel
devido & abertura lateral, tornando possfvel enxergar as estrélas. O Sol & 28 vezes
maior do que a Terra, enquanto que a Lua seria 19 vezes maior que a Terra. A idéia
fundamental da origem do Universo, através de Anaximandro, é que nada se pode
originar daquilo que é limitado.

-Hé possibilidades de Anaximandro ter contribuido com os Pitagéricos — o ndmero
é a-origem de todas as coisas ~ quando se.analisa a questdo do ilimitado (apeiron),
identificande nimero com unidade, ou o ilimitado que tudo inclui.

E atribuida a ele a introdugdc do gnomon (instrumento com que nos solsticios
se observavam as alturas méxima e minima do Sol acima do horizonte) na Grécia
e o primeiro cartégrafo conhecido, que inaugurou a literatura filoséfica dos Gregos,
publicado em 547 a.C., uma obra cuja base é a concepgio do infinito no espago e no
tempo.

Anaximandro era realmente um curioso cientffico, sendo sempre original em suas
afirmagBes, sempre racionalista.

Observagiio: Um gnomon tinha originalmente a forma retangular sombreada ao
Jlongo da superficie de um relégio solar. Depois atribui-se a esta palavra o significado
de perpendicular, e foi usada para descrever um instrumento utilizado para o tragado
de 8ngulos retos, assim como um esquadro de carpinteiro.
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Figura 2

Para os Pitagéricos, o gnomon teve muita importancia, pois investigaram diferentes
séries numéricas como veremos mais adiante,

3.1.3 Anaximenes de Mileto (640 — 480 a.C.)

Companheiro de Anaximandro, possivelmente sintetizando as concepeies de Tales
e Anaximandro, acreditava que o ar ¢ a subatdncia inicial de tudo, QO ar, ac passar
por um processc de compressio ou dilatagdo, era o responsdvel pelas vérias formas de
matéria. Nesse sistema, o calor e o frio atuam da seguinte maneira: o ar é rarefeito

pelo calor, em fogo; e o ar é condensado pelo frio, em 4gua ¢ em matéria sélida.
Percebemos nos trés pensamentos que o materialismo € um ponto comum, pois tentam
procurar um caminho para a existéncia, sempre voltado para a matéria como primeiro
caminho, ou seja, eles mostram uma nova maneira de exergarem o munde, no primeiro
momento de ruptura com o mito. Observamos que, mesmo eles, mantendo em suas
explicagGes, elementos de estrutura mitica, como, por exemple, a busca da origem
do universo em uma unidade, introduziram aspectos que possibilitaram a elaboragio
do pensamento racional: os fendmenos da natureza foram reconhecidos como tais e a
pré}gri& natureza, sua estrutura, foi assumida como o tema central a ser investigado.
‘interessante ressaltar que para os filésofos desta Escola, os astros, que eles su-

punham ligados cada um a uma esfera de cristal, mével e transparente, giravam em
torno da Terra colocada no centro do Universo. Deve-se a Anaximandro a concepgiio
da possibilidade de a Terra existir no espago, sem nenhum suporte. Para este filésofo
a Terra seria, néo de forma esférica, mas cilindrica, de altura igual & terca parte do
didmetro da base, e os astros do nosso sistema planetério, que primitivamente se mo-
viam a0 longo de circulos paralelos ac circulo base do cilindro terrestre, teriam sido
levados &s posigSes entdo ocupadas, pela agéo do calor, o qual, fazendo aumentar &
tensio do ar ambiente, determinaria turbilhdes que fariam desviar os.corpos celestes.
Hipétese notdvel, que formulada mais tarde por Buffon e por Kant, fol completamente
desenvolvida por Laplace na sua Exposicéo do sistema do mundo (1796).

Anaximenes, ainda que seguindo as teorias de Anaximandro, supos que o cilindro
com que este fildsofo figurava a Terra, tinha altura nula, isto §, supunha que a Terra
e o8 demais corpos celestes chatos como discos, opiniso que também foi seguida pelos
notéveis filésofos Eleatas, Atomistas e Sofistas, e por Anaxégoras de Clazémenes,
mestre de Péricles, de Euripedes e talvez de Sicrates.

Com a invasio de Mileto pelos persas em 494 a.C., o centro da cultura passam a
ser Itdlia e Sicllia, onde j4 havia cidades-Estados gregas fundadas, principalmente, a
partir do séeulo VIII a.C.,

Na histéria universal, o povo grego é caracterizado pela tendéncia de transformar
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seus herois em idolos, Néo duvidamos que o interesse grego pela matemdtica tenha
comegado na época de Tales, mesmo tendo consciéncia das grandes dificuldades de
registros desta época, para citarmos as suas realizagdes. Contudo, com o que conhece-
mos hoje da matemdtica egipcia e babilénica, parece provavel que a inspiragdo tenha
vindo da Mesopotémia e nao do Egito,

A fase subsequente da filosofia grega, associada s cidades gregas do sul da Itélia,
¢ mais religiosa, mistica, politica.
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3.2 Os Pitagodricos

E, de jato, tudo o que se conhece tem
nimero, Pois € imposafvel pensar ou co-
nhecer algumas coisas sem agquele,

{Filolau)
3.2.1 Pitdgoras (582 — 507 a.C.)

Pitagoras, nascido em Samos, uma das ilhas do Dodecaneso, néo longe de Mileto,
olugar de nascimento de Tales. A cidade de Samos nessa época, era considerada rival
comercial de Mileto e pele que se sabe, Pitdgeras viven em Samos, até, aproximada-
‘mente, na segunda metade do século VI a.C.. Devido & conquista persa da Jénia por
volta de 530 a.C., mudou-se para Crotona, no sul da Itélia, onde desenvolveu grande

parte de seu trabalho. Ele ndo foi apenas um filésofo, ou um matematico, mas uma
figura legenddria: profeta, sibio, mistico e politico. Baseando-se na matemaética e
na musica, deu uma explicagio metaffsica ¢ harménica do Universo, isto é, foi além
do mundo fisico, nio o entendendo apenas da forma materialista, como fizeram os
jomicos,

Ele fundou uma comunidade, em parte cientffica, mas especialmente polftico-
religiosa, chamada depois de Escola Itdlica, que se baseava na doutrina da metemp-
_sicose ou transmigracioc das almas, num esforgo inteiramente subjetivo e puramente
‘humano, o qual acreditavam que o corpo era uma tumba onde a alma habitava tem-
porariamente. Consideravam os nimeros como caminho para explicar o Universo ¢
utilizavam para isso, um simbolismo fantasioso. Todos os fenémenos que compunham
omunde poderiam ser reduzidos ac niimero, isto é, o niimero néo era encarado apenas
como um sfmbolo, mas representava o papel da matéria e da forma do Universo.

Poderd parecer para nés, que Pitdgoras ao afirmar que: Todas as coisas sdo ni-
‘meros, seja um absurdo. Contudo, acreditamos que Pitdgoras tenha se baseado, para
_ter, esta concepgio na observagio no campo musical: o som produzido varia de acordo
-com & extensdo da corda sonora, ou seja, hé uma dependéncia do som em relagic &
-extensdo da miisica em relagio & aritmética, que até nossos dias predomina nos termos
‘mateméiticos como média harmdnica e série harmonica, Encontramos em Bertrand
Russell, em Histéria da Filosofia Oriental (pag. 41), a seguinte postura em relagéo a
Pitdgoras:

- Ele considerava o mundo, provavelmente, como atdmico, ¢ o8 corpos
feitos de moléeulas compostas de diomos disposios de vdrias formas. Es-
perava, assim, fazer da aritmética o estudo fundamental para o fisica e a
estética.

Os Pitagéricos formavam uma ordem estritamente mondstica, onde homens e mu-
.lheres eram admitidos em igualdade de condigbes. A propriedade e a maneira de
‘8e viver era comum a todos. Mesmo as descobertas cientificas e mateméticas eram
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consideradas coletivas e num sentido mistico, preservaram esta postura mesmeo depois
da morte de Pitagoras.

A base para o ensino filoséfico e moral da Escola Pitagérica era o ensino da ma-
teméatica; havia duas classes:

(i) os Auditores ou Pitagoristas, que aprendiam miisica e nogtes de céleulos,

(i) os Matemdticos ou Pitagéricos, que conheciam as principais descobertas da
Escola e os segredos dos deuses, que através de um juramento solene impedia
aos seus membros de divulgar,

A caracterfstica fundamental do século V a.C., sob o ponto de vista matemdtico,
foi de fundamentar as verdades matematicas, sucessivamente descobertas, cujos re-
sultados demonstrados foram utilizados pouco a pouco, como ponto de partida de
novas e importantes extensdes.

Devido ac problema que jé explicitamos no inicio dos estudos sobre a matemédtica
grega, de que os documentos da época perderam-se, é realmente muito diffcil, se néo
impossivel, distinguir as ideias préprias de Pitdgoras, das de seus discipulos. No que
diz respeito & Teoria dos Niimeros, todos os.antigos autores atribuem a Pitdgoras, o
louvor de ter estabelecido claramente a Aritmética (ciéncia abstrata) e a Légicaou a
‘arte do célcule. Foi ele quem elevou o conceito da (Geometria dentro da Ciéncia.

Dentro da Geometria deve-se a ele o conceito geométrico do espago, como ente
continuo e flimitado, o estudo da construgio dos poliedros regulares e o dos poligonos
e pelos desenvolvimentos dos estudos das figuras, traduzindo-se por meio de relagbes
entre nimeros, ¢ das propriedades dos niimeros em relagio com a geometria, chegou
& nogio de nimeros irracionais ¢ das grandezas incomensurdveis.

3.2.2 Pitéagoras e os Pitagdricos

A Filosofia Pitagérica se fundamenta e se distingue das outras filosofias, devido a
questfo do némero ser o tema central, dando énfase as suas qualidades e problemas
para o homem. Esta exaltagio e estudes das propriedades dos nimercs, através
da-aritmétice (considerada como a Teoria :dos Nimeros), da geometria, misica ¢
astronomia, .constitufram o modo de organizagio.das ciéncias matemdticas adotada
pela cultura geral da época helenfstica,

O sistema educacional da Idade Média ficou conhecida como quadrivium pitagé-
rico, juntamente com & gramdética trivium, légica e retérica, formando assim as sete
artes liberais fundamentais, que se ensinava de acordo com as necessidades de cada
aprendiz, o que caracterizava o programa de estudes pitagdrico.

O ensino de Pitdgoras era inteiramente oral, e os estudos da estronomia represen-
tavam tanto os conhecimentos elementares sobre o nascimento e o acaso dos astros, o
calenddrio e as estagSes, como as nogdes de maior complexidade matemética relativas
o8 movimentos reais e aparentes do Sol, da Lua e dos planetas. £ comum encontrar
o nome de esférica, referindo-se estritamente & matemética de astronomia, porque

havia as hipGteses da esfericidade da Terra e do Cosmo formuladas a partir do séeulo
ValC.
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Além de outzos simbolos e ceriménias misticas, os Pitagdricos usavam o pentagra-
ma ou o pentdgono estrelado, como sinal de alianga entre eles,

Figura 3

Ao ver tal pentdgono estrelado, néo devemos olhé~lo apenas como. um sfmbolo,
‘mes questionando-nos o que realmente os pitagéricos pensaram ao construi-lo, As
diagonais do pentdgono regular ABCDE determinam pontos 4', B/, C', D' e £’
(conforme figura) de tal forma que o poligono A'B'C'D'E' é, ainda, um pentdgono
regular, Além disso, tais diagonais a vérios tridngulos congruentes, Por exemplo, os
tridngulos ABCC' e AEDC' sdo congruentes, Outro fato, bastante notével, é que
ABAE' e AAA'E' sio isésceles e semelhantes e isto garante que os pontos 4/, B,
C', D' e E' dividem as diagonais em segmentos desiguais de tal forma que:

A razéo entre a diagonal e o segmento maior € igual & razdo deste para
0 menor.

Um:caso particular de tal situagéo, pode ser observadc na diagonal BE:

BE _BE
BE = BA'

Com efeito, j4 que os triangulos ABAE' ¢ AAA'E' so isdaceles e semelhantes, temos
que
AB A4
AE' T A'E"
Mas, AB=BE'e AE' = AA' = F'E = BA'. Logo,
BE' _ BA" _BE'+BA' _ BE
BA T AFE T FE+AE ~ BE
Na histéria da Matemaética, essa subdiviso das diagonais é a conhecida secgio
durea de um segmento, nome dado por Kepler {1571 — 1630).
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Os gregos utilizavam muito a secglo durea, porém ndo acharam que haveria ne-
cessidade de-lhe dar um nome especial, eles apenas designavam por divisdc de um
segmento em média e extrema razéo.

Uma das caracteristicas da secgBo durea é que ela se auto propaga.

L -

Figura 4

Se um ponto P, divide AB em média e extrema razéo, sendo AP, o segmento
maior, e marcamos sobre ele P, tal que AP, = P B, entdo AF, ficard subdividido
em média e extrema razdo pelo ponto ;. De fato, como

AB _ 4P
AP,  RB’
vem que
AB AP, _ AB—AP, _ AP,

AP, T BB AP -PB PP’

~como afirmamos.

Agora, se marcarmos em AP, um ponto P , tal que APy = P, P, o segmento AP,
ficard subdividido em média e extrema razéo por F. Continuando este processo,
n-vezes, obteremos segmentos AF,, cada vez menores, divididos em média e extrema
razdo por Fo.i.

Apesar desta construgio equivaler A resolugio de uma equagio quadritica, nio

podemos afirmar que os pitagéricos, por volta de 500 a.C., dominassem esse conheci-
‘mento.

Casoeles tivessem esse conhecimento, certamente, teriam construido o segmento
dureo da seguinte forma:

Sejam AB um segmento de reta & P; o ponto que divide AB em média e extrema
rTazdo, Assim,

(AR)? = (AB)(BP).

(Note que AP, é a média geométrica entre AB e BP,.)
Pondo AB = a, temos que BP, = a — 2. Posto que (AP,)? = AB . BF,, vem que
z* = a(a — ¢), e portanto, z° = a® — az. Liogo,

2% 4 az — a =0,
Resolvendo esta tltima equagio, teremos:

—a = vVa? 4+ 4a? _-—aﬁa\/'g
2 R

Segue, entéo, que z, o segmento &ureo procurado, é dado por

My—a+a\/5_
mmmmmz .
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Pitédgoras, talvez tenha aprendido a resolucio desta equagio simples atraves dos
Babilénicos; mas terie ele percebido o problema do a como nimero irracional?

Acreditamos que ndo. Resta-nos entender como teriam os gregos solucionado este
tipo de problema.

Com o auxilio da Escola Pitagérica, tentaremos desenvolver a geometria, a dlgebra
e a aritmética dessa época.
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3.2.8 Aritmética Pitagérica

Na Grécia Antiga, ocorreu a distinglio entre o estudo de relagSes numéricas e arte
pritica de trabalhar com os mimeros, ficando conhecidas como aritmética e mais
tarde logfstica. £ interessante observar como essa idéia persistiu até a Idade Média.
Nos textos antigos encontramos tratamento ambiguo dado & questio teorética e ao
trabalho com aspecto pratico de nimeros, com o nome de aritmética.

‘Atualmente a aritmética possui o significado original no continente Europeu, en-
quanto que na Inglaterra e na América do Norte o significado é ainda o mesmo que
os entigos logisticos definiram. Porém, nesses dois paises, o termo teoria dos nimeros
€ usado no sentido de estudos abstratos dos nimeros.

Pitdgoras e seus discipulos optaram pelo desenvolvimento da teoria dos nimeros,
e de-uma forma geral, dos nimeros mfsticos. Assim, encontramos que Iamblichus
(Aproximadamente 325 d.C.), sob = influéncia de filésofos necplaténicos por volta de
320.d.C., escreveu que & descoberta de nimeros amigos se deve a Pitdgoras. Dizem
-até, que ele usou a seguinte sentenca para definir-esses nimeros; “f?lgus’m que €

um outro eu, como 880 ¢ 88/". Entretanto, o tratamento dado por Pitdgoras para
defini-lo, seria da seguinte forma:

- Dois nimeros sdo-amigos, se o soma dos divisores préprios de um dos
“nimeros, for igual ao outro nimero.

Oservagéo: Os divisores préprios de um nimero positivo N.sio todos os divisores
.inteiros positivos de N, exceto ele mesmo. O ndmero 1 éum divisor prépric de
N. As vezes podemos -encontrar, como sinénimo um tanto.antiquado para divisor
préprio, a expressio parte alfquota. Por exemplo, consideremos os niimeros 220 e 284
e definamos por D(220) o conjunto dos mimeros inteiros divisores de 220 e D(284) o
conjunto dos niimeros divisores de 284. Logo,

D(220) = {1, 2,4, 5,10, 11, 20, 22, 44, 55, 110,220},
Agora, somando os divisores préprios de 220, temos
1424445410+ 11422422444+554+110 = 284,

Temos, também, que
D(284) = {1,2, 4, 71,142, 284}.

Logo, & soma dos divisores préprios de 284 coincide com 220, Decorre, entdo, que
220 e 284 sio amigos,

-Esse par de niimeros, 220 e 284, é coroado por uma aura mistica e mais tarde
mantém-se a superstigio de que dois talismés sustentaram a marca da relagio per-
feita e o desgaate. Por seu encanto, misticismo e magia, nessa época og niimeros
desempenharam um papel importante na feitigaria na astrologia e, principalmente,
no hordscopo.

Passaram-se muitos anos sem que fossem descobertos novos niimercs amigos. Por
volta de 1936, o matemético francés Pierre De Fermat apresentou os niimeros 17.296
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¢ 18,416 como outro par,.apesar de existirem controvérsias, sobre issc, Atualmente,
as pesquisas atribuem a Arab al-Banna (1256 — 1321) a descoberta, talvez usando a
‘regra de Tébit ibn Qorra, geSmetra drabe do século IX que formulou a seguinte regra
para & determinagio dos nimeros amigos:

Sendop=12""13-1,g=2"3-1er=2"19~1(n>2) primos
entre si, entdo 2"pg e 2"r séo nimeros amigos.

~Doia anos mais tarde, apés Fermat ter descoberto outros niimeros amigos, o ma-
temético ¢ filésofo Renée Descartes descobriu um terceiro par,

.Leonhard Euler, matemdtico suigo, descobriu um sistema de pesquisar nimeros
-amigos, & em 1747, conseguiu uma lista de 30 niimeros, e mais tarde chegou a ter 60
nidmeros.

Curiosamente, sobre estes niimeros, apds sessenta anos o matemdtico italiano Ni-
cola Paganini, em 1866, encontrou dois pares de nimeros de valores relativamente
baixos; 1184 e 1210,

-Atuaimente sdo conhecidos por valta de um bilh&o de niimeros amigos.

Sob o clima de-misticismo, os Pitagéricos nos deixaram outros conceitos de ndimeros
:como: perfeitos, deficientes e abundantes. Definiremos cada qual a seguir.

Nimeros Perfeitos siio aqueles cuja soma dos divisores préprios é igual aopréprio
-plimero. Por exemplo, o nimero 6 é perfeito, Defato, temosque 6= 14+2+3¢ 1,2
e.3.880 08 divisores préprios de 8.

Euclides, em seus Elementos, toma como referéncia a idéia de Pitdgoras e define
‘nimeros perfeitos imediatos, baseandc-se na seguinte definigio,

Formando uma progressio geométrica, cujo primeiro termo seja & uni-
dade e a razéio 2, e fazendo a soma dos termos desta progresséo; todas as
vezes que esta soma for um nimero primo, ter-se-4 um ndmere perfeito,
fagendo o produto dessa soma pelo termo somado.

~Entdo, dada a progresséio geométrica
(1, 2, 4, 8, 16, 32, 64,-.),

tem-seque 14+2.= 3, 1+2+4 = 7, 14+2+4+4+8+16 = 31, 1+4+2+4+8+16-+32+64 =127,
¢ 08 nimeros destacados em negrito, sio primos (um nimero p é dito primo quando
86 tem 1 como divisor préprio; caso contrério ele é ditc composto). Logo, de acordo
-com o resultado citado, sio perfeitos 6 = 2.3, 28 = 4.7, 496 = 16.31 ¢ 8128 = 64:127.

De uma forma geral, nimeros perfeitos, N, podem ser obtidos do seguinte modo.

N=(142+44+ - 427h20 = (271 )2,

-desde que se tenha 2" - 1 primo.

-Leonhard Euler mostrou mais tarde que todo nimero perfeito é escrito pela férmula
de Euclides. Quanto & existéncia cu nfio de mais nimeros perfeitos é um dos célebres
problemas que se encontra em aberto na Teoria dos Ntimeros.
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Com o inicio da “Era da Informadtica”, por volta de 1952, através de um SWAC, de-
cobriram mais nimeros perfeitos, para n = 521, 607, 1279, 2203 e 2281 pela férmula
de Euclides.

Ainde hoje, o conceito de nimeros perfeitos tem sido motivo de inspiragio para
matematicos modernos.

Seja ¢(n) & soma de todos os divisores de n (incluindo n), entdo n é perfeito se e
somente se o(n) = 2n,

De uma forma geral, quando tivermos o{n) = kn, £ € N, entdo n é chamado de
k-upla perfeita. Um exemplo disso séio os niimeros 120 e 672 que séo 3-uplas (triplas)
perfeitas, isto é, 0(120) = 3+ (120) e 0(672) = 3+ (672).

A Escola Pitagdrica também se preocupou em definir ndmeros abundantes, que sao
aqueles cuje soma dos divisores préprios é maior que o préprio nimero, por exemplo:
jdquel, 2, 3, 4, 6, 8, 12 sdo os divisores préprios de 24 e a soma destes é 36, vem
que 24 é um ndmero abundante.

Foi por volta de 1944 que surgiu o conceito de nimeros superabundante, definindo
assim: um nimero natural n é dito superabundante se, e somente se,

_..AE_S?. >£—¥c—) para todo & < n,

E-finaimente, a definigdo de nimero deficiente: nimero deficiente é aguele cuja so-
‘ma-dos divisores menores que o nimero é menor que o proprio nimerc. Por exemplo,
22 éxum nimero deficiente,

Ountros conceitos apareceram sobre niimeros, além daqueles que descrevemos neste
capitulo. Trabalhos antigos sobre niimeros tém sido base de peaquisas modernas, como
por.exemplo, nimeros quase-perfeitos, nimeros semi-perfeitos e niimeros fantdsticos,

3.2.4 Identidades Algébricas

Por um bom tempo, sentiram-se impregnados com a representagio de um nimero,
e completamente faliando qualquer notagio algébrica adequada.

-Os primeiros gregos inventaram um engenhoso processo geomsétrico para executar
operagOes algébricas, Grande parte dessa dlgebra tem sido atribuida a Pitdgoras e
também se encontra na grande obra Os Elementos de Euclides. Epecificamente no
livro 1I, encontramos um nimero de proposigées que na realidade sio identidades
algébricas dissimuladas em termos de uma terminologia geomsétrica.

Acreditamos que estas proposicdes foram desenvolvidas através de um método de
dissecgio, pelos primeiros Pitagdricos. Parapodermos ilustrar o método consideramos
.algumas proposigSes do Livro I1.

A Proposigdo 4 estabelece, geometricamente, a identidade

(a+b)? = a® + 2ab + b°.

Dissecar o quadrado, de lado a + b, em.dois quadrados e em dois retdngulos de
dreas a? , b% ab e ab, como podemos observar na figura abaixo.
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a b

Figura 6

O enunciado da proposi¢io de Euclides é:

Se uma linha reta é dividida em duas partes quaisquer o quadrado
dela toda é igual & soma dos quadrados das duas partes com duas vezes o
retdngulo contido pelas duss partes.

A Proposigio 5 do livro II, é:

Se uma linha reta é dividida igualmente e também desigualmente, o
retangulo contido pelas partes desiguais, juntadas com o quadrado na
linha entre os pontos de divisde, & igual ac quadrado de meia linha.

Seja AB o segmento da linha reta dada, e o dividamos igualmente em P (por P)
e desigualmente em Q. Entdo a Proposicio diz que:

AQ . PQ* = PR,
A F a B
G - r ]
< B )
Figura 7

Pondo AB = 2a ¢ QB = 2b, isto nos conduz a identidade algébrica
4ab+ (a = b)? = (a + b)?,
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ou, se indicarmos AB =2ae PQ = _para obter a identidade ,
(a+b}a=b) = g® = b

A disseccio dada nos Elementos para o aparecimento deste teorema aparece na
Figura 7. £ mais complicada que a Proposicio 4. Na figura, PCDB e QF LB sio os
quadrados descritos nos lades PB e QB. Entio,

AQ - QB + PQ* = AGFQ + HCEF
= AGHP + PHFG + HCEF
= PHLB+ PHFG+ HCEF
= PHLB+ FEDL + ACEF
= PB?,

O enunciado da Proposicéo 6 do livro II é;

Se uma linha reta & dividida em duas partes iguais e produzida por
qualquer ponto, o retdngulo contido por toda a linha, nestes termos gerado
e a parte de sua geragdo, com o quadrado na metade da linha dividida ao
meio, € igual ao quadrado da linha reta construida na metade e & parte
gerada.

Figura 8

O segmento de reta dado AB com o ponto médio P é produzido até @, entfo
mostraremos que;

AQ-BQ+ PB* = PQ*
Se colocarmos AQ = 2a e BQ = 2b nés voltaremos novamente & identidade
4ab+ (a — b)? = (a + b)?,

ou seja, a dissecglio usada na Proposi¢do 5 pode ser ilustrada como mostra a Figura
8 que segue.
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Figura 9

3.2.5 Solugdo Geométrica para Equagdes Quadraticas

Os gregos utilizaram dois métodos para resolver equagdes simples: o método das
proporgGes ¢ o método das aplicagdes de dreas, Acreditamos que ambos os métodos
tenham realmente vindos dos Pitagdricos.

O método das proporgBes permite uma construgdo (exatamente como fazemos
hoje nos nossos cursos de 22 Grau), de um segmento de reta x que satisfaca & equacio
aib=c:zoudeuquagioa:z =z:b, onde a, b e ¢, sio segmentos de retas dados.
De forma geral, o método das proporgdes fornece solugbes geométricas das equagdes:

oz =bc ¢ z°=ab,

cujas solugles sio determinadas através das seguintes figuras.

Figura 10

Quanto a0 método da aplicacio de Areas, considere um segmento de reta A5 e um
paralelogramo AQ RS tendo o lado AQ estendendo-se ac longo do raic AB. Se ¢ ndo
coincide com B, tome C de maneira que QBCR seja um paralelogramo. Quando )
estd entre A e B, o paralelogramo ¢ dito aplicado ao segmento AB; quando Q estd
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contido em AB com origem através de B, o paralelogramo AQRS é dito aplicado ao
segmento AB, excedido pelo paralelogramo QBCR,

F A

Figura 11

Observagio: Estas construgdes encontram-se no Livro I, como a Proposicdo 44.

Para aplicar a um segmento dado AB um paralelogramo de 4rea e ingulos da
base conhecidos, considere o caso especial onde os Angulos da base séo angulos retos,

entdo o paralelogramo aplicado & um retdngulo. Denctando o comprimentc 48 por
g, a altura do retangulo por = e as dimensdes de um retingulo de 4rea igual daquele
splicado por b e ¢. Entéo, ar = bc ou 7z = be/a.

A Proposigao 28 do Livro VI dos Elementos, apresenta a seguinte construcio.

Para aplicar a um segmento de reta AR um paralelogramo AQRS de area igual
a uma figura retangular F, alinhado com um paralelogramo QBCR semelhante a
um paralelogramo dado, a drea de F néo excedendo a do paralelogramo descrito na
metade de AH e semelhante ao incompleto QBCR. Considere o caso especial onde
o paralelogramo é um quadrade. Denote o comprimento 45 por a, a base AQ do
paralelogramo aplicado (o quel é agui um retdngulo) Qpor z, e ¢ lado a um quadrado
F igual em drea ao retdngulo aplicado por b, Entio,

gla-z)=®=0 ou 2’—azr—b =0 (1)

Encontramos na Proposi¢do 29 do Livie VI a construgéio: para aplicar a um seg-
mento de reta A8 um paralelogramo AQRS igual em drea a uma figura retangular F,
¢ excedido por um retingulo QBCO R semelhante & um paralelogramo dado, considere
© caso especial onde o paralelogramo dado ¢ um quadrade. Denote o comprimento
de AB por a, a base AQ do paralelogramo aplicado (o qual agora é um retangulo)
por 2, e o lado de um quadrado F igual em drea ao retangulo aplicado por &. Entio,

g(z—a)—t=0 ou z*—ar—b =0, (2)

O que estamos tentando mostrar com isto, é que a Proposicdo 44, do livro I, dé
uma solugiio geométrica para a equacdo linear az = bc e as Proposicées 28 e 29 dio
solugdes geométricas para as equagdes do 2% grau (ou quadrdtica) dos tipos

e —az+bt*=0 & g?-az—bP=0,

respectivamente,
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E claro que podemos criar outras construgdes para cs casos especiais das Proposi-
gGes 28 e 29 do livro VI que sfo consideravelmente as mais simples que as construgdes
mais gerais dadas noa Elementos.

Consideremos, por exemplo, o caso especial da Propasicdo VII - 28, Queremos
aplicar a um segmento de reta dado um retingulo. Na equagio (1), observamos que
© problema pode ser visto da seguinte maneira:

Dividir um segmento de reta dado de modo que as partes do retdngulo
contido por ele igualar-se-do & um quadrado dado, o quadrado nio exce-
dendo o quadrado da metade do segmento dado.

Para melhor compreendermos o problema, faca AB e b serem dois segmentos de
reta, tal que 6 néo seja maior que AB/2,

Divida AB num ponto Q sendo AQ QB =tbe PE = b. Perpendicular a A8 no
ponto médio P, e com centro em £ e raio PH, desenhe um arco cruzando AR em
seu ponto @, como na figura abaixo.

b
—

-

Figura 12

A prova, fornecida pela Proposicio I1-5, & qual foi, provavelmente, elaborada pelos
Pitagdricos, ¢ a seguinte.

AQ-QB = (AP + PQ)(AP - PQ) = AP* - PQ* = EQ - PQi = .

Fazendo AB = a ¢ AQ = z e levando em conta, que @8 = a —~ z, temos que a Wltima
equagto obtida é equivalente a

zla—2)=b" ou 2°=—qz-b* =0,
cujas raizes sio AQ e Q8.

A algebra geométrica dos pitagdricos, de pensamento astuto, intensificou a aprecia-
¢do da simplicidade e a convivéncia da, notagéo algébrica do nosso tempo.

3.2.6 Transformacg@o de Areas
Os Pitagdricos estavam interessados em transformar a drea de uma superficie re-
tilinea em outra superficie retilinea. A solugio deste problema é construir um quadra-

do igual em 4rea 4 um poligono dado, (Proposigéo 42, 44 e 45 do Livro I Proposigio
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14 do Livro II dos Elementos). A solugio mais simples, também conhecida dos Pi-
tagdricos, € a seguinte: considere qualquer poligono ABCD - - - Construa BR paralelo
a AC cortando DC em R. Entéo, os tridngulos AABC e AARC tendo em comum &
base AC e alturas iguais em relacio & base comum, estes tridngulos tém dreas iguais,
Os poligonos ABCD - ¢ ARD - tém 4reas iguais. Todavia, 0 poligono derivado
tem um lado a menos que o dado, A F igura 13 que segue ilustra esta construgio para
um quadrilétero ABCD sendo transformado no tridngulo AARD,

D [ P4 & R
Figura 13

Através de repetigio deste procesgo, nds finalmente obtemos um triangulo com &
mesma area do poligono dado. Se b é qualquer lado deste tridngulo e A a altura em
b, 0 lado de um quadrado equivalente ¢ dado 1/bh/2, isto ¢, pela média geométrica
entre b e 2/2. A partir desta média que ¢é facilmente construfda através de régua e
compasso, o problema todo pode ser resolvido.

Até hoje em dia resolvemos muitos problemas interessantes podem ser resolvidos
com este processo de construcio de retas paralelas.

3.2.7 Os Sélidos Regulares

Um poliedro é definido como sendo regular quando suas faces sio poligonos regula-
res e se seus angulos poliédricos sio todos congruentes. Enquanto existem poligonos
regulazes de todos os tipos, 86 existem cinco poliedros regulares. Os poliédros regula-
res s80 classificados de acordo com seu nimero de faces. Deste modo, hé o tetraedro
com quatro faces triangulares; o hexaedro ou cubo, com seis faces quadradas; o octae-
dro com oito faces triangulares; o dodecaedro com doze faces pentagonais e o icosaedro
com vinte faces triangulares. Em nossas aulas usamos muito a palavra thodi, como
auxilio para resumir os nomes de todos os poliedros.

A primeira histéria destes poliedros regulares est4 perdida na escuridio do pas-
sado. Um tratamento matemitico sobre eles se encontra iniciado no Livro XIII dos
Elementos. Um dos primeiros estudiosos deste livro, observou que se trata dos enifo
conhecidos sélidos de Platdo, incorretamente chamados, porque trés deles: o tetrae-
dro, hexaedro e dodecaedro sio devidos aos Pitagéricos, enquante o octaedro e ico-
saedro sio devidos a Theaetetus.
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A descrigBio de todos os cinco poliedros regulares foi dada por Platdo, que em sey
Timaeus, mostra como construir modelos dos sélidos colocando tridngulos, quadrados
€ pentigonos juntos para formar suas faces, Timaeus de Platdo é o Timaeus de
Pitdgoras de Soiri, a quem Platéo presumivelmente encontrou quando visitou a It4lia,

Y

TETRAEDRO HEXAEDRO OCTAEDRO
ou
cuBo
DOBECAEDRO 1COSAEDRO
Figura 14

No trabalho de Platio, misticamente Timaeus associa 08 gquatrc mais facilmente
construtiveis sélidos (tetraedro, octaedro, fcosaedros e cubo) com os quatro Empedo-
dean elementos primérios de todos os materiais sem forma: fogo, ar, dgua e terra. O
diffcil é para o quinto sélido, o dodecaedro é associddo ac universo em evolugio.

Johann Kepler (1571 - 1630}, astrénomo e matemético, deu uma talentosa explica-
$8o das associagOes Timaeus, Dos sélidos regulares, ele intujy que o tetraedro tem o
menor volume por sua superficie, enquanto que o icosaedro tem o maior. O tetraedro
deve representar o fogo e o icosaedro a agua. O hexaedro estaria associado & terra.
O octaedro, quando seguro levemente por dois vértices Opostos entre o polegar e
o indicador, facilmente gira e tem estabilidade do ar. Finalmente o dodecaedro ¢
associado com o universo, porque ele tem doze faces e o zodfaco tem doze signos,
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O tetraedro, o hexaedro e o octaedro, podem ser encontrados na natureza como nos
cristais de sodium sulphantimoniate, sais comuns e alume cromado, respectivamente.
Os outros dois néc ocorrem em formas cristalinas, mas tém sido observados como
esqueletos de animais marinhos microscdpicos chamados radiolaria. Em 1885, um
dodecaedro regular de brinquedo, de origem Etrusca, que acredita-se datado por
volte de 500 a.C., fol descoberto em Monte Loffa, préximo de Pédua, na It4lia.

3.2.8 Representagiic Geométrica dos Ntimeros

O aparecimento dos niimeros figurados, est4 registrado na histéria da matemdtica
e é atribuido o feito a conhecida Escola Pitagérica, cujo conceito teve muita influéncia
até o século XVII, A associagfio entre a geometria e a aritmética, nesses nimeros é
muito intrigante; mostra um nimero de pontos distribufdos segundo uma configurago
geométrica. A seguir, apresentaremos algumas destas configurages:

(i) Ndmeros Triangulares: sfo os nimeros naturais N que formam tridngulos que
representam geomeétricamente as somes dos nimeros da série dos nimeros ne-
turais, assim:

A AN

1 1+ 2 I+ 2+3 1+2+3+4

N=1+2+3+-..+(n-—1)-§-n=n(L;—1-l,

onden=123 -
(i) Nimeros Quadrados: séo os niimercs naturais N que formam quadrados que re-

presentam geometricamente as somas dos ndmeros fmpares da série dos nimeros
naturais, assim:
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J F+3 {1+3)+5

(1+3+5):7
I 4 9

16

ou
N‘-‘-“1+3+5+...+(2n-1)+(2n+1)=(n+1)2

(i) Ndmeros Pentagonais:

s&o numeros naturais N que formam pentdgonos que
representam geometrica,

mente a8 somas da série dos niimeros naturais, assim;

! 5 12 22

N=14+54+12+22+435+... (3n* —n)

]
) e

oun

N= %n(.‘?m -1)

(iv) Niimeros Hexagonais: sfio os nfimeros
em geral obtido por processo anslogo

naturais N que formam hexégonos que,
a08 anteriores, ou seja:
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N=143+5+T+9+114

Os nimeros triangulazes, foram estudados pelos Gregos ¢ mais tarde no perfodo
da Renascenga, mas ainda hoje aparecem em “papers” na Teoria dos Ndmeros.

Muitas relagdes simples podem ser deduzidas através da Analise Geométrica, por
exemplo: a descoberta da soma de niimeros {impares resulta sempre em um ntimero
quadrado, assim:

143=4, 1+3+5=9, 14+3+54+7=18, etc.

Comentdrios:Ao iniciarmos os nossos estudos sm Teoria dos Nimeros é comum
encontrarmos come exemplo de nimeros quadrados:

2? =4,
3% = g,
72 = 49,

e, analogamente, como exemplo de nimeros cdbicos:
2 = 8,
3° =27,
5% = 125
Na verdade, o que gostarfamos de ressaltar ¢ a expressdo de forma geométrica que
herdamos dos matemdticos Gregos. Observamos que os Gregos preferiram pensar na
compreensdo de nimeros inteiros, como quantidades geométricas, Conseqlientemente,
um produto ¢ = .5 era interpretado como drea ¢ de um retingulo de ladosne b. Uma
outra interpretag&o seria pensar a.b como nimeros de pontos formando um retangulo

com g-pontos sobre um lado e b-pontos sobre ¢ outro lado. Por exemplo, 20 = 5 x

4; onde 20 representa o nimero de pontos que formam um retangulo. Ilustraremos o
fato a seguir:

e & O & 8
® 0 ¢ o @
» & 9 & @
* o & & @

De qualquer ndmero inteiro é produto de dois nimeros inteiros de tal forma que
geometricamente poderd ser representado por um retangulo que é denominado de
nimeros retangulares,

No caso em que os dois lados de um reténgulo forem iguais, o denominam-se de
nimeros quadrados. Entretanto, nem todos o8 nitmeros podem ser representados co-
mo nimeros retangulares, exceto pelo caminho trivial, seria agrupando-os em linhas.
Por exemplo, o nimero 5 pode ser repregentado como nimero retangular sob uma
lnica condi¢io: se tomarmos um dos lados do retdngulo sendo 1 e o outro lado sendo

5. Vejamos:
[ -3 [ ® ©
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Acreditamos que através destes tipos de situagdes que levaram os Gregos a enten-
derem os “ndmeros primos”. Na forma geométrica um dnico ponto néc poderia ser
considerado um ndmero primo o qual a unidade 1 foi inicio da confusée, pois foi
através dela que comecou a ser construfdo, Assim, o niimero 1 néo foi ou ndo é um
nimero primo.

Deixando a questio do plano, poderemos usar o mesmo raciocfnio para trés di-
mensdes; obtendo-se pirdmides triangulares através de somas de nuimeros triangulares;
pirdmides quadrangulares através de somas de niimeros quadrados e cubos:

Sejam
T = pirimide triangular
Q = pirdmide quadrangular
C = cubo
Agsim,
Ii=1 T,=143=4
To=143+8=10 T*=1+3+6+10m20
Qi=1 Qa=144=35
Qi=1+4+9=14 Qi=1+4+9+16=230
Qi=1-+4+9=14 Qi=1+449+16=230
0131 Og=23=8
03?-33"-:27 04243'—"-64

Poderemos desta forma apresentar alguns teoremas fundamentais, para esclarecer
alguns pontos:
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TEOREMA 1 “ Todo ndmero quadrado ¢ ¢ soma de dois nimeros tri-
angulares sucessivcs,”

Observamos que o nimero quadrado na forma geomeétrica, pode ser dividido da se-
guinte forma

TEOREMA IL: “O n-ésime ndmero pentagonal € igual o n mats trés
vezes o (n- 1)-ésimo nimero triangular.”

I
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TEOREMA III: “A soma de qualquer némero de inteiros impares con-
secutivos comegando com I € um guadrado perfeito.”

Essas representacies gerais dos nimeros triangulares, quadrados e pentagonais;
contribuiu para demonstrar certos resultados algébricamente. Observe que o n-ésimo
nimero triangular, 7n é dado por uma soma aritmética, ou seja, “a soma de uma

série aritmética é igual ao produto do nimero de termos com a metade da. soma dos
dois termos extremos.”

n{n + 1)
2

¢, 0 n-ésimo nimero quadrado, Sn é n?, Assim, o nosso teorema I pode ser expresso
algébricamente, da seguinte forma:

Tn=1+2+3+  4n=

Tn+T(n-1)
2

O ésimo nimero pentagonal P, pode também ser obtido pela soma da série a-
ritmética:

Sn=n'=n(n+1)+(n-1)=

Po=144+T+  +(3n~2)

_n{3n—-1) 3n(n —1)
By = 7 =t 5

Esta soma pode ser considerada a prova do teorema III, pois ele é obtido algébri-
camente pela soma da série aritmética:

n(2n) 9
=n
2
Além desses resultados sobre nimeros, & Escola Pitagérica menciona-se a de-
pendéncia dos intervalos musicais através de raio numérico. Pitdgoras foi o primeiro
a estudar a relagio do comprimento de uma corda e o som que ela emite. Desco-
brira que, se considerarmos uma corda distendida entre dois suportes ela emitird um
som quando afastada de sua posigio inicial, ou seja, tomemos um segmento A8 de
comprimento qualquer e observe as seguintes situagdes:

14345+ +(@2n-1)=
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(i) onde AB = AC

4 Bm

temos entio:

AC

=1,

AB

que denomina-se: som fundamental.

(ii) se dividirmos o segmento ac meio:

obtemos:
° A

AB

que denomina-se, citava sobre o fundamental,

=1
=2

(iif) se dividirmos a corda em 2/3

obtemos;

?b«I:h
] Re
i
w8

que dencmina-se, quinta fundamental.

Asgim, se tocarmos de quinta em quinta, e portanto de 2/8 em 2/3 nunca chega-
Temos ac mesmo ponto que se tocarmos de 1/2 em 1/2. Numa linguagem comum,
dirfamos que a8 poténcias de 2 nunca encontra rio as poténcias de 3, ou seja, nio
haverd elementos comuns. Em linguagem matematica diridmos que hé o problema
da incomensurabilidade das duas escalas.

Entretanto, os gregos elaboraram uma teoria musical compieta, conseguindo regu-
lar a execugiio dos instrumentos e do canto. E, novamente, a arquitetura se faz
presente no cuidado com a acistica dos teatros. Evidenciamos que a rmusica e a
matemaética possuem uma estreita relagiio, baseada na teoria das proporgoes.

Acreditamos que este resultado foi o primeiro fato fisico-matemdtico, deixado pe-
los Pitagdricos para o inicio dos estudos cient{ficos das escalas musicais. Além disso,
Pitdgoras acreditava que os corpos celestes em seus movimentos produziam sons har-
moniosos, nascendo desta concepgio a conhecida “harmonia das esferas”, da antiga
Astronomia e que o famoso filésofo Eudoxo de Cnido, ressaltou:

“Pode-se considerar o intervalo da Terra 4 Lua como um tom, o da

Lua ao Sol como uma guarta, o da Terra a0 Sol como uma quarta.”
(Tannery, P., & XIII,1889 )
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4. Platao e a Academia



4.1 PLATAO (427 — 347 a. C.)

“Que ninguém que ignore o geometria en-
tre aqui”,

(Platdo)

Os primeiros trés séculos da matemdtica grega, principiando com os esforcos iniciais
da geometria demonstrativa por Tales, por volta de 600 a.C. e cuiminande com o
excepcional “Elementos” de Euclides, por volta de 300 a.C., constituem-ge um periodo
de extraordindria conquista. Consideramos anteriormente algumas contribuicses de
Pitdgoras e de sua Escola Itdlica além da Escola Jénica fundada por Tales de Mileto.
Através da primeira escola Pitdgorica em Crotona, ergueram-ge e prosperaram vérios
centros de matematica em diversos lugares da Grécia.

Foi por volta de 1200 a.C. que as primitivas tribos Déricas se deslocaram em dire-

¢do ao sul, penetrando na peninsula grega, deixando suas fortalezas montanhosas do
norte por terras meis favoréveis. Devido ao nome do chefe da tribo, o - O Espartano,
deu-se & cidade-estado o nome de Esparta, a qual se desenvolveu e se tornou um das
cidades mais fortes da Antiga Grécia. Muitos dos habitantes precedentes da regido
invadida anteriormente desapareceram ne Asia Menor e nas Ilhas Jonias do Mar Egeu
onde, com o tempo, estabeleceram col6nias. Vimos que foi no sexto século a.C. que
a Escola Jénica foi fundada, e a fllosofia grega floresceu, e a geometria demonstrativa
nasceu,

A Pérsia se tornou um grande império militar, seguindo o inevitdvel programa
expansionista induzido por uma economia baseada na escravidio, conquistando &
Jénia e as colénias gregas da Asia Menor em 546 a.C.. Como resultado, fildsofos
como Pitdgoras abandonaram sua terra natal e mudaram-se para as prosperas colénias
gregas no sul da [tdlia.

O dominio da opressdo gerou inquietagio nas cidades Jénias conquistadas, e em
499 a.C. uma revolta foi fomentada. Atenas, que estava se tornando um centro de
civilizagio a oeste com progresso polftico e promissora democracia, juntou-se & revolu-
¢io mandando armas. Embora a revolta tenha sido subjugada, o insensato rei Dério
da Pérsia decidiu punir Atenas. Em 492 a.C. ele organizou um enorme exército e
marinha para atacar o continente grego, mas seus navios foram destruidos por uma
tempestade, e suas forgas terrestres sofreram dificuldades expediciondrias, Dois anos
mais tarde as forgas persas penetraram em Atica, onde eles foram decisivamente
derrotados pelos atenienses em Maratona. Atenas assumiu o manto de lideranca
grega.

Em 480 a.C., Xeres, filhc de Dério, tentou outra invasic da Grécia por terra e
mar. Os atenienses encontraram o exército persa na grande batalha naval de Salamis
e venceram e, embora as forgas terrestres gregas sob o comando espartano tenham
sido derrotadas em Thermopylae, os gregos subjugaram os persas no ano seguinte
em Plataea e forgaram os invasores a deixar a Grécia. A hegemonia de Atenas foi
consolidada, e o melo século seguinte foi de pez, e os atenienses tiveram um brilhante
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periodo em sua histéria. Ista cidade de Péricles e Sdcrates tornou-se o centro do
desenvolvimento demnocrdtico e intelectual, provocando o surgimento de novos estudos
denominado “humanidades”, Matemaéticos eram atraldos de todas as partes do mundo
grego.

Anaxdgoras de Clazomene (morreu em 428 a.C.), o dltimo membro ilustre da
Escocla Jonica, estabeleceu-se 14, e & sua contribuigdo matemdtica deu origem a um
dos problemas que ocupou os matemadticos por mais de 2000 anos: - “a quadratura
do circulo”. N#o se sabem detalhes quanto & natureza do problemsa ou regras que
o condicionaram, O que sabemos desse problema é que deveria ser construido com
ajuda da régua e do compasso um quadrade de area exatamente igual & do circulo.
Observe gue temos uma outra forma de matemadtica, diferente daquela apresentada
pelos egipcios e babilénicos.

Muitos dos Pitagoricos foram para Atenas para ensinar, Supoé-se que nesta época
Hipécrates, da liha J6nia de Chios, tenha visitado Atenas e publicado a primeira obra
de geometria, conhecida como: - Elementos de Geometria. Contudo, esta obra, que
antecipou os “Elementos” de Euclides por mais de um século, perdeu-se.

A paz chegou ac fim em 431 a.C. com o comego da Guerra do Peloponéso entre
Atenas e Esparta, provando ser um longo e prolongado conflito, Atenas, no comego
bem sucedida, mais tarde sofreu uma calamidade devastadora (peste) que matou um
quarto de sua populagio. Conta-se, que devido a essa situagdo tenha originado um
problema matemético famoso.

“Diz-ge que uma delegagdo fora enviada ac ordeulo de Apolo em Delos
parg perguniar como o peste poderia ser combatida e gue o ordculo respon-
deu que o altar de Apolo, cubico, deveria ser duplicadc. Os Atenienses,
ao que se diz, obedientemente dobraram as dimensées do altar, mas is-
to ndo adiantou para afastar a peste. E claro, o altar tivera seu volume
multiplicado por oito e ndo por dois. Essa, diz o lendas, era a origem do
probiema da “duplicagdo do cubo” , que a partir daf foi geralmente de-
signado como “problema deliano” - dada o aresta de um cube, construir
sé com régua e compassc a aresta de um segundo cubo tendo o dobro do
volume do primeire.”

(Boyer, Carl, pdg.48)

Nesta época tornava-se conhecido o terceiro problema cldssico da matema&tica:
- “dado um &ngulo qualquer, construir por meio de régue e compasso apenas um
fngulo igual a um tergo do Angulo dado”. Os trés problemas famosos ou clédssicos
da Antigiiidade, ficaram conhecidos como: a duplicagio do cube, a trisecgio de um
dngulo e a quadratura de um cfrculo.

A importancia desses problemas é que por mais de 2200 anocs seria provado que
todos eles sio impossfveis de serem resolvidos com ajuda da régua e compasso. De
fato, esses problemas poderiam ser resclvidos por aproximagfo, mas com certeza esses
trés problemas enriqueceram ainda mais a geometria grega.
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Em 440 &.C., Atenas teve de aceitar & humilhante derrota ¢ Esparta assumiu a
lideranga polftica para perdé-la apenas em 371 a.C., derrotada pela liga das cidades-
estado rebeldes. Durante essas Iutas, pouco progresso foi feito na geometria em
Atenas, e mais uma vez o desenvolvimento veic da regifo mais pacffica da Magna
(Irécia. Aos Pitagdricos do sul da Itélia foi permitido regressar, desde que afastados
de toda guestdo polftica, e uma nova escola Pitagérica em Tarento ergue-se, sob
influéncia do talentosc e muito admirado Arquitas.

Arquitas, como discipulo pitagérico, acreditava na eficdcia do nimerc, e assim,
colocou o estudo da aritmética acima da geometria. Escreveu sobre as aplicagGes
das médias aritméticas e geométricas. Ele acreditava que a misica tinha um papel
fundemental na educagfo das criangas. A musica pars ele significava: - “nimeros em
movimentos”. De maneira geral, Arquitas estabeleceu o ensino através do quadri-
vium matemético - aritmética {ou nimeros em repouso), geometria (ou grandezas em
repouso), misica (ou nimeros em movimentos) e astroneomia (ou grandezas em movi-
mento), contribuinde para o aprendizado em matemédtica numa educagio liberal. Foi
tac importante a questdo do quadrivium que ainda hoje hé resquicios no pensamento

pedagégico. Conta-se que a mais importante contribuigio para a matemdtica foi ele
ter selvado a vida de Platdo do tirano Dionisio. E por sua vez Platio permaneceu
o resto de sua vida profundamente penetrado na veneragio pitagérica pelo nimero e
pela geometria e a supremacia de Atenas na matemética durante o século IV a.C.. Hi
necessidade de observar que Arquitas é um matematico de transigio na matemdtica
durante o tempo de Platdo.

Com o fim da Guerra do Peloponeso, Atenas, embora reduzida & um menor poder
polftico, recobrou a sua lideranca cultural. Nasce Platéo, em, ou perto, de Atenas em
427 a.C., o ano da grande calamidade. Tornou-se o criador do idealismo filosdfico ¢
a0 mesmo tempo um propulsor da teoria matemaética.

Plat&o passou a sua juventude no perfodo de democracia de Péricles e foi educado
em uma famflia aristocrética, tendo a melhor educagdo de sua classe: ginésticas,
palestras e poesias. Aos vinte anos, conheceu Sécrates por quem fora influenciado e
tornou-se mais tarde seu discipulo no estudo da filosofia em Atenas. Apés a morte
de Sécrates, Platio partiu em viagens para conhecer a cultura egipcia e da Magna
Grécia, fregilentando cfrculos intelectuais com os pitagéricos. Estudou matemaética
com Teodoro de Cirene (principal matemético de seu tempo) na costa africana, e
tornou-se amigo do eminente Arquitas de Tarento, com quem provavelmente aprendeu
sobre os cincos sélidos regulares, que estavam associados aos quatro elementos de
Emplédocles come podemos observar no esquema seguinte:
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FOGO N
tetraedro \

N

SECO QUENTE
AR TERRA
octaedro cubo
FRIO UMIDO
AGUA
" fcosaedro

Aqui convém ressaltar que estes quatro elementos se dispéem segundo uma propor-
¢Bo geométrica, cujos membros sfio o8 nimeros sdlidos, isto &, sio produtos de trés
nimeros primos. A terra e o fogo séo os dois principais elementos dos extremos; a dgua
e o ar serdo os dois elementos médios. Assim, estd satisfeita a condicdo de conexdo
que é exigéncia da ciéncia platénica, pois a proporgio geométrica é a mais bela dos
belos, aquela que dela mesma e das coisas ligadas tira a unidade mais completa.

Admirador dos Pitagéricos, admitia que os niimercs eram a causa e expressio dos
tradicioneis elementos: a dgua, a terra, o fogo e o ar, Afirmava que os principios
numeéricos proporcionam & quem os conhece, ume refinada e fundamental cultura.
Sua doutrina tratava os conceitos matematicos como entes ideais e que ocupavam um
lugar intermedidrio entre a abstragdo e as coisas concretas, Para melhor compreensio
Platéo se utilizava de um exemplo que o caracterizou:

- Somos como os habitanies de uma caverna, gue percebem as sombras
do mundo exterior, e se enganam, tomando a sombra como ela fosse ¢
mundo verdadeiro. (Repiblica VII.514-517)
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Platfo com esse exemplo tinha o objetivo de colocar que os objetos matemadticos
sac todos abstratos e o mundo platénico é o mundo do circule verdadeiro, do quadrado
verdadeiro. Para ele a matemaética é o local onde residem todas as formas verdadeiras,
as perfeigdes verdadeiras, e supde-se que a linguagem matematica é capaz de descrever
verdadeiramente o mundo das idéias,

Exemplificando; - dado tecricamente um centro e um determinado raio, podemos
tragar um cfrculo, com essa construgio o que se tem é a idéia de um circulo, Segundo
Plat8o, a partir dessas idéias dos objetos & que eles existiam em um mundo especial.
Abaixo mostrarmos sistematicamente como € que ocorre o processo de abstragio e a
idealizagao matematica, segunde Platio,

Fisico MATEMATICO
REAL TDEAL

_ Idealizagdo
OBJETO\ oNSTRUCAO DO
REAL MODELO

CONSEQUENCIAS SOBRE
O MUNDO REAL

fonte:(~ A Experiéncia Matemdtica -pdg.160)

No didlogo intitulado “Timaeus”, Platdo escreve suas idéias sobre os sdlidos regu-
lares. Quanto ac personagem “Timaeus”, ndo se tém noticias de que ele realmente
existiu, Comentamos no capftulo sobre Pitdgoras a questfo dos poliedros regulares
conhecidos como: “sélidos platénicos” ou “corpos césmicos’,

Logo apés seu retorno & Atenas por volta de 387 a.C., ele fundou sua famosa aca-
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demia, uma instituicio com o objetive da busca sistemética das pesquisas filoséfica
e cientifica a fim de contribuir na formagéo de futuros dirigentes politiccs. O nome
academia deriva de um herdi local Academus ou Hecademus. Ele presidiu sus acade-
mia pelo resto de sua vida, morrendo em Atenas em 347 8.C., na veneravel idade dos
80 anos.

Quase todos os trabalhos matemadticos do séeulo IV a.C. foram desenvolvidos por
amigos ou pupios de Platfo, fazendo de sua academia fronteira entre a matematica
dos primeiros Pitagéricos e os da Escola de Alexandria. Platdo néo influenciou em
nenhuma descoberta matemdtica, mas sim a sua entusidstica convicgdo de que o
estudo da matemética fornece ¢ melhor treinamento da mente, e portanto era essencial
para o cultivo de filésolos e daqueles que deveriam governar seu Estado ideal. Isto
explica a célebre frase: - {Jue ninguém que ignore a geometria entre agui, Assim, por
causa de seu elemento légico e de sua atitude mental pura, ele sentin a criagho da sua

filosofia,

Platao preocupou-se em fazer a distingio entre aritmética (no sentido de teoria dos
nimeros) e logfstica (a técnica de cdleulo digital). Ele achava que a logfstica deveria
ser utilizada pelos negociantes e guerreiros, porque havia necessidade de aprender a
“arte dos nimeros, ou néo saberio dispor suas tropas”. Quanto a aritmética deveria
ser conhecida pelos filésofos, pois “deve subir acima do mar das mudangas”. Obser-
vamos que ele fazia uma nitida separagio entre os aspectos tedricos e computacionais.
Na “Repiblica”, Platéo sublima a aritmética dizendo: * a aritmética tem um efeito
muito grande de elevar a mente, compelindo-a a raciocinar sobre o nimero abstrato”.
Ainda na “Repiiblica”, Platéo se refere ao nimero como: - “o senhor de melhores e
piores nascimentos”,

No livio Menon, de Platde, hd um didlogo onde Sdcrates interroga um escra-
vo o qual, sem nada lhe ensinar diretamente, é capaz de encontrar propriedades
geométricas: - “que a drea do quadrado grande é duas vezes a do quadrado ABCD,
cuja diagonal € o lado maior”. (Este problema visa provar a tese da Reminiscéncia),
As primeiras respostas do escravo sdo empregadas nos quadros da aritmética pura:
- o quadrado de Area dupla parece ter um lado de comprimento duplo, mas o com-
primento duplo é 4, a drea dupla é 18. O lado do quadrado serd entdo maior que 2
¢ menor que 4, quer dizer 3. Essa resposta esgota de qualquer maneira as fontes da
imaginagio propriamente numérica, e é ainda inexata; o quadrado de lado trés teria
uma &rea de nove. - SGcrates sugere entfo um tratamento exclusivamente geométrico.
Dado um quadrade ABCD (como a figura abaixo), Aos podemos fazer a justaposigio
de trés quadrados iguais de maneira de obter a drea quidrupla AEGF. Unindo-se as
diagonais: BC, CI, IH, HB, nés colocamos em dois cada um das quatro dreas iguais
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ao quadrado primitivo.

A B E
c

S H
F i G

Observe que o quadrado BCIH é entéo o dobro do primeiro quadrado; sendo que o
lado de comprimento igual a V'8, é & reta que os sofistas denominavam de diAmetro,
sendo que ¢ a partir dele que se forma ent8o a drea dupla.

Surge entdo a pergunta: - Como é que o escravo sabe tal coisa? Socrates argu-
menta que tal fato o escravo ndo aprendeu nesta vida mortal, de maneira que o seu
conhecimento se deve & vida anterior ac seu nascimento. Observe que, para Platéo, ha

& necessidade de mostrar a existéncia de um conhecimento verdadeiro, conhecimento
eterno. Dai os seus argumentos sio:

(i) Conhecemos as verdades da geometria que ainda nio aprendemos pela educagio
ou experéncia.

(ii) Este conhecimento é um exemplo das verdades universais, imutéveis que, com
efeito, podemos perceber e reconhecer,

(iii) Assim, deve existir um reino de verdade absoluta, imutdvel, a fonte e a base de
nosso conhecimento do Bem,

Platéo tinha claro que o papel da filosofia era conduzir & descoberta de um conhe-
cimento verdadeiro que se encontrava atréds da aparéncia, das mudangas e ilusdes do
mundo temporal. Matemdtica tinha extrema importincia para ele, significando um
conhecimento independente da experiéncia dos sentidos, conhecimento de verdades
eternas e necessdrias. Por esta razio ocupava um lugar valoroso nc curriculum da
academia, ¢ onde o ensino era andlogo ac quadrivium, classificando a matemédtica
sob quatro ramos: a aritmética, a geometria (plana), a estereometria (geometria dos
sélidos) e a astronomia. Era uma classificagio meramente diddtica, porque todas

as demonstragdes deveriam ser “more geométrica”. Quanto & sua opinido sobre a
aritmética, ele nos diz:
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A Aritmética tem um efeito grande e elevador, forgando a alma a
raciocinar sobre og ndmeros abstratos, e se rebelando contra a introdugdc
de objetos visfueis ou tangiveis no raciocinio.

(Repiblica VIL.525)

Alguns vém em certos didlogos de Platdo que podem ser considerados os primeiros
sérios ensaios ern filosofia da matemdtica. N&o podemos nos esquecer gque para os
gregos em geral a matemética significave geometria, e a filosofia da matemaética de
Platao e Aristételes (que veremos como préximo assunto), é a filosofia da geometria.
Reproduzimos abaixo o sublime didlogo entre Sécrates ¢ Glaucon : “Repiblica”, livro

VI e VII, para que possamos compartilhar com Platéo sobre a ciéncia do nimero e
do célculo.

Séer.

Gldu.

G.-
S.-

G.-

-Observa, pois, que existem dois poderes reinantes, um sobre o mundo inteligfvel
e o outro sobre o mundo visivel; e ndo acrescento no céu para que ndo imagines

que me esteja entretendo com trocadilhos. Tens agora bem nitida no espirito
essa distingiio entre o visivel e o inteligivel?

- Tenho.

Os campos do visivel e do inteligivel representados por uma linka reta
dividida em dois segmentos desiguais.(pdg. 263)

Toma, pois, uma reta que esteja dividida em dois segmentos desiguais e torna
dividir cada um dos segmentos, ocbedecendo 4 mesma proporgéo. Ficard assim
classificado cada um deles com respeito & sua maior clareza ou obscuridade, e
verds que a primeira subdivisic do campo do visivel corresponde as imagens.
Chamo imagens em primeiro lugar as sombras, e em segundo &s figuras que se

formam na igua e em todos os corpos sdlidos, polides e brithantes, Entendestes-
me?

Entendo, sim,

Na segunda subdivisio coloca aquilo de que essas figuras sio imagens: os ani-
mais que nos rodeiam e todas as coisas que crescem ou sdo fabricadas.

Muito bem.

N&o admitiras que ambas as subdivisdes deste segmento possuem diferentes
graus de verdades e que & imagem esté para o original assim como o objeto de
opinido estd para o objeto de conhecimento?

Admito, pois néo.
Consideremos agora o modo pelo qual se divide o campo do inteligivel,

De que modo?
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Paralelo entre as imagens e as hipdteses.(pdg.263)

Asgim: H& duas subdivisbes, na primeira das quais a alma usa como imagens
aguelas coisas que antes eram imitadas, partindo de hipdteses e encaminhado-
se assim, ndo para o principio mas para a conclusdo, e na segunda, partindo
também de uma hipdtese, mas para chegar a um principio néo hipotético, leva a
cabo sua invetigagdo unicamente com a ajuda das idéias tormadas em si mesmas
¢ eI TECOITEr &5 lmagens, como no caso anterior.

Nao compreendo muito bem o que queres diger.

Vou fazer entdo uma nova tentativa. Depois de certas considerages preliminares
hés de compreender melhor. Nio ignoras que os estudantes de Geometria,
de Aritmética e outras ciéncias afins dio por supostos os niimeros pares e os
Impares, as figuras, as trés espécies de angulos e outras coisas desse género,
diferentes para cada ciéncia; adotam-nas como hipdteses, procedendo como se
as conhecessem, e néo se julgam no dever de dar qualquer explicagéo, nem a si
mesmos nem aos outros, a respeitc do que consideram evidente para todos; e
partindo daf, prosseguem de maneira coerente, até levar a termo a investigagéo
gue se propunham.

Sel muito bem disso,

E nio sabes também que se servem de figuras visiveis como objeto de seus
raciocinios, mas sem pensar nelas mesmas e sim naquilo a que se parecem,
discorrendo, por exemplo, acerca do quadrado em si e da diagonal, porém néo
das figuras que desenham, e da mesma forma nos demais casos; e assim as coisas
que tragam ou modelam, e que tém suas préprias sombras refletidas na dgua,
sio por sua ver empregadas por eles como imagens no afd de chegar aquelas
coisas em si, que 56 podem ser contempladas com o olho do pensamento?

Tens razdo.

E dessa classe de objetos dizia eu que era inteligivel, se bem que em sua
investigagdo a alma se veja obrigada a servir-se de hipbteses; e como néo po-
de elevar-se acima destas, nio se encaminha para o principio, mas usa como
imagens aqueles mesmos objetos que séo imitados pelas sombras e reflexos da
regifio inferior e que, em relagio a estes, apresentam mais nitidez, e portanto,
possuem maior valia.

Compreendi, falas ainda do que se faz em Geometria e nas ciéncias afins,

A dialética serve-se das hipdteses para elevar-se acima destes.(pdg.
265)

Pois bem, aprende agera que coloco na segunda subdivisdo do segmento inte-
ligivel aquilo que a razio alcanga por si mesma, valendo-se do poder dialético e
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considerando as hipdteses néo como principios mas como verdadeiras hipdteses,
isto é, pedestais & trampolins que lhes permitem elevar-se ao néo-hipotético, ao
principic de tudo; e apegando-se a este e ao que dele depende, passard de uma
dedugio a outra e descerd novamente as conclusdes, sem recorrer ao auxilic de
qualquer objeto sensivel mas partindo inicamente de idéias para passar a idéias
e terminar em idéias.

Agora consegui entender, embora nio perfeitamente, pois me parece tremenda a
empresa que descreves; em todo caso, percebo que tens em mira deixar assentado
que & visiio do ser e do inteligivel proporcionada pela ciéncia dialética € rmais
clara do que a que nos oferecem as chamadsas artes, as quais se baselam apenas
em hipéteses; pois, se bem que os que estudam se vejam obrigados a contemplar
os objetos por meio do pensamento e n&o dos sentidos, como partem de hipéteses
e ndo se elevam até um principio, te parece que néo adquirem conhecimento
desses objetos - os quais, no entanto, sio inteligiveis quando estdo em relagio
com um principio. E creio também que & operagiio dos gedmetras e estudiosos

das ciéncias cognatas chamas pensamento e ndo conhecimento, pois o primeiro
é algo que se acha entre a simples crenga e o conhecimento.

Compreendeste-me muito bem. E agora demos aos dois segmentos daguela linha
reta, com suas quatro subdivisdes, os nomes que lhes competem: a inteligéncia
a0 mais elevado; o pensamentc ao segundo; ac terceiro chamamos crenga e ao
tltimo, percepgio de sombras. E ponhamos-lo em ordem, considerandc que cada
um deles participa tanto mais da clareza quanto mais participem da verdade 0s

objetos a que se aplica.

J4 entendi. Estou de acordo contigo e aceito a ordem que propGes. Que vem a
ser isso?

Essa coisa t&o vulgar que é conhecer o um, o dois e o trés. Numa palavra, o
nimero e o célculo. Ou nédoc é verdade que toda arte e conhecimento se veém
obrigados a participar deles?

Parg a segunda educagdo, resta a Aritmética (pdg. £78)

E bem verdade.
Inclusive a ciéncia militar?
Por certo.

Entdo Pelamades, sempre que aparece nas tragédias, prova que Agamenon era
de ume incompeténcia ridicula como general. N&o observaste que afirma ter
inventado o ndmero, o que lhe permitiu contar as naves e distribuir pelos diver-
808 postos o exercitos acompanhado diante de Tréia? Daf se infere que antes
dele ndo se havia contado coisa alguma ¢, portanto, que Agamenon nio sabia
literalmente dizer quanios pés tinha. Come poderia sabé-lo, se desconhecia os
nimeros? Mas, nesse casc, que espécie de general seria ele?
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Um esquisito general, ndo hé ddvida, se isso fosse verdade.

E possivel negar que o conhecimento da Aritmética seja indispensdvel a um
homem de guerra?

Mais que qualquer outro - para quem queira entender alguma ceisa, por pouco
que seja, de tdtica, ou melhor, para quem queira ser um homem.

A inteligéncia é provocada pela coniradigdo do uno e do maltiple.
(pdg. 251)

E a qual dessas classes pertencem o niimero e a unidade?
Nao fago idéia.

Pois reflete um pouco e verds que a resposta estd implcita no que precede. Se
a unidade ¢ percebida sificientemente e em si mesma pela vista cu por qualquer
dos outros sentidos, nio se inclui entre as colsas que nio atraem para a esséneia,
como diziamos do dedo; mas, se sempre hé algo contrdrio que seja visto ao
mesmo tempo que ela, de modo que ndo perega ser antes a unidade que o
seu oposto, entdo jé serd preciso alcangar uma decisio e a alma em divida
recorrerd i inteligéncia para investigar o que seja a unidade em s, e portanto
a apreensio da unidade serd das que conduzem e fazem com que nos voltemos
para a contemplagio do ser.

E o que acontece notadamente no caso da unidade, pois vemos a mesma coisa
como uma e como infinita multidde.

Sim, e se isso & verdadeiro da unidade ndo deve ser menos verdadeiro dos demais
ntimeros.

Clare.

E todo o cleulo e a Aritmética tem por objetive o nimero,
Com efeito.

E destarte se revelam aptos para conduzir & verdade,

Sim, extraordindriamente aptos.

Entéo parecem ser dois os ensinamentos que buscamos. Com efeito, ¢ conhe-

cimento dessas coisas é indispensével ao guerreiro por causa da tatica, e ao
filésofo pela necessidade.

(A Aritmética tem ao mesmo tempo uma utilidade prdtica ¢ um em-

prego filoséfico) de elevar-se a até a esséncia emergindo do mar da
geragdo; por isso deve-ser ele um calculador.
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Assim &,
Ora, sucede que o nossc guardific néo € menoe filésofo do que guerreiro.

De fato.

Entdo, é esta espécie de conhecimento que conviria implantar por lei, tentando
persuardir os que vio exercer as mais altas fungdes na cidade a que acerquem da

Aritmética e a cultivem ndo como amadores, mas até gue cheguem a contemplar

a naturez dos nimeros com a ajuda exclusiva da inteligéncia; néo como fazem
os comerciantes e revenddes, com mira nas compras e vendas, mas pela sua
utilidade na guerra e pela maicr facilidade com que a prépria alma se pode
votar da geragdc para a verdade € a esséncia.

Dizes muito bem,

E eis ai como, ao falar da ciéncia dos nimeros, observo quao sutil € ela e quio

benéfica para nds sob muitos aspectos, em relagio ao que procuramos; isso,
sempre que a cultivemos com vistas no conhecimento, e néo na mercancia.

Por qué?

(A Aritmética superior ndo se ocupa com objetos vis{veis ou tangiveis,
mas com numeros gbstratos.)

Pelo que acabamos de dizer; porque eleva a alma a grandes alturas e a obriga
a discorrer sobre os nimeros em si, rebelando-se contra qualquer tentativa de
introduzir objetos visiveis ou tangiveis na discussic. J4 sabes, creio eu, que os
que entendem dessas coisas se riem dagueles que, ao discutir, procura dividir
a unidade em si, e ndo o admitem; pelo contrédrio se tu a divides, eles a multi-
plicam, porque temem que & unidade venha a aparecer néo como unidade, mas
como reunido de varias partes.

Dizes uma grande verdade.

Supbe agora que alguém lhes dissesse: *O homens admir4veis! Que nimeros sio
esses sobre que discorreis, e nos quais as unidades séo tais como vos as supondes,
isto &, todas elas absolutamente iguais entre si, invaridveis e indivisiveis? Que
pensa que responderiam?

Responderiam, segundo creio, que falam de coisas que 83 se podem realizar no
pensamento, sem que seja possivel manused-las de qualquer outre modo,

Vés, entfo meu caro amigo, como esse conhecimento parece ser-nos realmente
necessario, j4 que obriga a alms a usar da inteligéncia para alcangar a verdade
em 8i7

Sim, n&o hé divida que o faz.
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E nao notaste que os que tém um talento natural para o cdlculo também mos-
tram grande vivacidade para compreender todas ou quase todas as ciéncias,
e que mesmo o8 espiritos tardos, quando foram educados e exercitados nessa
disciplina, tiram dela, sendo outro proveito, pelo menos o de fazerem-se todos

mais atilados do que antes eram?

Realmente, assim é,

E creio, na verdade, que ndo te seria fcil encontrar muitas ciéncias que déem
mais trabalho do que esta a quem as aprende e nelas se exercita.

Nao com efeito.

E, por todas essas razdes, a Aritética é um ramo de conhecimento que néo deve
ser abandonado e em que cumpre educar os mais bem dotados.

De acordo.

Fica, pois assentado que est4 serd nossa primeira matéria de educagéo. Mas hd
uma segunda gue se segue a ela e que devernos considerar se acaso nos interessa.

Qual €7 Serd a Geometria?
Exatamente.

Pois est4 claro, que nos interessa aquela sua parte que se relaciona com as coisas
da guerra. Porque, ao acampar, ao tomar posigiio, ao cerrar ou estender as
fileiras de um exércitos e em qualquer outra manobra militar, quer em combate,
quer em marcha, grande serd a diferenga entre a maneira de proceder do general
que é gedbmetra e a do que néo o é.

(As posigdes prdticas da Geometria pouca importdncia tém em face
de sua significagdo pare o fildsafo.)

Sim, mas para tais coisas seria suficente uma pequena patte da Geometria e do
cdlculo. Ora, é justamente a sua porgio maior e mais avangada que devemos
examinar para ver se tende a facilitar a contemplagio da idéia do bem. E
dissemos que tendem para esse fim todas as coisas que obrigam a alma a volta:-
se para aquele Iugar onde reside a abscluta perfeigio do ser, aquilo que ela deve
contemplar a todo transe.

Dizes bem.

Portanto, se a Geometria nos cbriga a contemplar a esséncia, interessa-ncs; se
apenas a geragiao, nao Nos serve,

Sim, isso é o que afirmamos.
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E no entanto, ninguém que tenha algum conhecimento de Geometria, por me-
nor que seja, negaréd que tal maneira de concebe essa ciéncia esteja em franca
contradicio com a linguagem habitual dos gedmetras.

Come assim?

Porque 86 tém em mira a pritica e fala sempre de maneira forgada e ridicula,
empregando termos como “quadrar”, “aplicar” e “adicionar”. Confundem as
necessidades da Geometria com as da vida didria; no entanto, o verdadeiro
objeto de toda essa ciéncia é, segundo creic, o conhecimento,

Evidentemente.
E néo é preciso reconhecer também o seguinte?
Qué?

Que ela é cultivada com vistas no conhecimento do que sempre existe, e néo do
que nasce e perece.

Entfo, meu nobre amigo, ela atrafrd a alma para a verdade e formard mentes
filoséficas que dirijam para cima aquilo que agora dirigimos indevidamente para
baixo.

Sim, nada mais talhado para produzir esse efeito.

Pois entéio, mais que em qualquer outra coisa deve-se insistir em que oe habitan-
tes de tua Calipolis (a cidade ideal), aprendam Geometria. Porque tampouco
880 de desprezar as suas vantagens subsidiarias,

Quais?

Néo s6 as de natureza militar, que tu mesmo apontaste, mas também que em
todos os ramos de estudos, como demonstra a experéncia, quem aprendeu Geo-
metria tem uma compreensdo infinatamente mais viva,

Sim, por Zeus, a diferenga é infinita,

Para finalizar o estudo de Platéo e estas discussbes metafisicas, cabe aqui ressaltar
as contribuictes dele ao conhecimento matemdtico. Deve-se a ele 0 emprego correto
das definicBes e axiomas, a ponto de se aludir & construcio de um sistema formal e
l6gico das matemédticas. Estimulou o ensino da geometria, em particular a andlise
dos problemas matem&ticos através do conhecido método redutivo, que consiste em
supor o preblema e o resultado, e por regressiio, tratar de chegar a uma construgéo
ou a um teorema conhecidos. Esta andlise ajudou consideravelmente as demonstra-
cdes de proposicdes e a realizagio de algumas construgdes geométricas, No entanto,
é com o aparecimento da geometria analftica que esse método tem o seu valor reco-
nhecido. Platéio influenciou vérios matematicos como: Theaetetus, Eudoxo de Cnido
e o préprio Aristételes, o qual serd o nosso préximo assunto. Sobre cs escritos de
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Platdo, sabe-se que seus sucessores preservaram mas nada fizeram para desenvolver
o seu pensamento. '

4.2 A Regressao Analitica

Reconhecer que o que estd além do nimero néo estd além da inteligibidade, subs-
tituir a solugio exata da geometria onde essa solugdo ndo pode se reduzir & forma
simples de uma relagio aritmética, é alargar a base da ciéncia, e é transformar sua
nogdo. Tornou-se impossivel manter em todo seu rigor, em toda a sua ingenuidade,
a identificagio que o pitagorismo havia afirmado entre os nimeros e as coisas; mas é
igualmente impossivel aceitar em toda a sua simplicidade e em toda a sua crueza a
oposigho estabelecida por Parménides entre o mundo do ser cu da verdade e o mun-
do da aparéncia ou da opinido. Sem nada perder da severidade da dialética com a

qual os Eleatas haviam manipulado o principio de contradigéio,  filosofia platonica

se proporé a recomstituir o sistema orgénico onde todas as ciéncias encontrario de
agora em diante sua harmonia e a sua unidade. Ela comegard entéo, por BEgUIr a-
través da hierarquia das diferentes disciplinas o progresso de analise, gragas o qual a
multiplicidade confusa e mutével sensivel resulta num sistema de relagSes inteligfveis.

Nesse sentido, a doutrina platénica da ciéncia pode parecer calcada sobre a di-
alética socrdtica. Sécrates obrigou os homens a considerar suas proprias agdes, a
confronté-las com as agBes ou discursos de outros homens, a refletir sobre as incer-
tezas de suas maximas e a contrariedade de seus desejos até eles chegarem, através
de processos metédicos e convergentes de purificagio, a destacar a nogdo que, por
sua prépria generalidade, era capaz de imprimir & conduta uma diregio racional em
conformidade com a natureza verdadeira do homem. Ele tinha por preocupagio cons-
tante chegar pelo pensamento de seus interlocutores & hipdteses,

A passagem operar-se-4 da aritmética do vulgar & aritmética do filésofc. O vulgar
nfo hesita em fazer entrar em um mesmo cdlculo duas unidades quantitativamentes
diferentes, por exemplo; duas armas, dois bois, duas coisas que seriam ou as mai-
ores de todas ou as menores; mas os fildsofos recusaram proceder assim; eles néo
comegariam por afirmar a homogénidade perfeita de cada uma das unidades de uma
mirfade. O calculo serve aos interesses da vida privada ou da vida piblica, para as
vendas ou para as compras, para as necessidades da guerra; mas o8 calculos supSem
as relagdes intrisecas dos nimeros. A prética da “Logistica” convida o espirito a
uma verdedeira conversio, que o eleva acima da esfera do tornar-se, em busca da
contemplacio da natureza prépria dos ntimeros, que lhe oferecem o caminho da ver-
dade e do ser. A “Logfjica” ou a “Aritmética” atinge hiplteses fundamentais, por
exemplo: a divisio dos niimeros em pares e em impares; e tomando essas hipoteses
por ponto de partida, ela aicanca racionalmente as proposigdes que tem por objetivo
demonstrar., Os geomeétras se servem das figuras visfveis e fazem delas o assunto de
seus raciocfnios, mas o objeto verdadeiro de pensamento néo sio essas figuras mas
outras realidades &s quais essas figuras se assemelha. Suas demonstragbes tém por
razdo o quadrado e a diagonal em si, ndo as diagonais ou qualquer outra figura & qual
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eles ddo a representagio grafica ou pléstica, e que suscetiveis de projetar uma sombra
ou uma imagem na dgua; todas essas figuras sdo apenas imgens &s quais os geometras
recorreram em seus ssforgos para atingir essas realidades que néo é possivel perceber
de outro modo se nio pelo pensamento. As hipfeses da geometria, por exemple: a di-
viséo dos Angulos em trés espécies,estardo além das representagdes figuradas, estando
mais perto das relagdes dos nimeros inteiros.

A geometria é suscet{vel do mesmo progresso; suas aplicagbes praticas — por exem-
plo, na arte da guerra, para o estabelecimento do campo de batalha, para a ordem
de uma marcha ou de um combate — testemunham as propriedades que possuem &s
figuras.

Platio se caracteriza fundamentalmente na constituigio da andlise como proce-
dimento de demostragéio reconstituindo da proposigiio enunciada os principios ele-
mentares que permitem estabelecer a exatidfo. Eis aqui enfim, uma consideraggo da
qual os historiadores da matemética grega resseltaram = importéncia: essa andlise,
4 diferenca da andlise dos modernos, néo é suficiente por ela mesma; os antigos se
colocaram,néo sobre ¢ terrenc da dlgebra, onde as proposiges se exprimem em ge-

ral por equagdes que sio reciproca, mas sobre o terreno da geometria onde elas sio
ordindrias e hierarquicamente ordenada. Estabelecer que, B sendo verdadeiro, A ¢
verdadeiro, nio é demonstrar senio que a verdade de A implica a verdade de B. Por
exemplo, pode-se demonstrar através da regressio analitica que os vértices de um
trifngulo que tém uma base comum e um angulo de valor constante estéo situados
num circulo; mas, néo se pode inverter a ordem das proposigdes e colocar que para
todos os tridngulos de base comum, tendo o8 seus vértices sobre um circulo, o valor do

Angulo no vértice é constante, pois omitirfamos as condigdes que so necessArias para
a validade dessas proposigBes: — primeiro, o ciculo deve passar pelas extremnidades das
bases; segundo, néo se deve considerar senéo a parte do circulo situade num dnico
lado da base, De fato, dentro dessa concpgio das maneiras de andlise usadas pelos
antigos, que Pappus evidenciou em sua coletdnea de solugdes analiticas, a anslise é
olhada como condunzindo a uma demonstragéo sintética.

4.3 A Dialética Sintética

Para seguir em seu desenvolvimento a Filosofia de Platéo, é preciso ir mais além:
- a andlise dos matematicos néoc é somente relativa & deduglo progressiva que ela
prepara; ela é além disto relativa a novo esforgo de anélise, que remonta das hipdteses
aos principios absolutos que as fundamentam. A distingdo das ciéncia e da filosofia
se enconira no livro: “ A Repiblica”, tdo rigorosa quanto poderd sé-lo mais tarde no
positivismo; mas as conseqiiéncias que Platdo tira é inversa daquela do positivismo:
é a filosofia que é autondma e n&o a ciéncia. Os técnicos tomam por ponto de partida
de seus raciocinios hipéteses que eles nio créem que sejam ttil de justificar nem por
elas mesmas nem por outras, como se elas fossem suficientemente claras para todo
mundo. Ou, na medida em que nao vi além destas suposicdes, a2 matemdtica néo
merecerd o nome de ciéncia; suas nogdes iniciais serfo simples possibilidades. Ela
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ficar4 como uma espécie de sonho sem tomada direta sobre a realidade verdadeira.

Separando-se ao mesmo tempo dos Pitagéricos, que colocariam sobre o mesmo
plano ciéncia e filoscfia, ¢ de Sécrates, cuja investigagio prudente parecia ter parado
na determinagio da hipdtese, Platdo engaja a filosofia da matemdtica em um novo
caminho.

A dialética tem por fungio retomar as hipéteses das técnicas particulares e de as
elevar até os seus princicipios; elas tomam posse do incondicional; e de 14, por um
caminho inverso da anélise, forja uma cadela ininterrupta de idéias, que suspensas a
partir do principio absoluto, constituirio um mundo completamente independente do
sensfvel. A filosofia matemaética de Platdo no seu grau mais alto e sob sua forma defi-
nitiva serd entdo a dialética, ou, por analogia com & metafisica que deveria suplantar,
a metamasemaética.

Infelizmente,nés nio possuimos as informagdes diretas e auténticas que nos permi-
tiriam dar da metamatcmética propriamente platénice uma cxpesiclo sistemética e
completa. Sabemos que ela tinha como objetivo os niimeros ideais e, depois deles, as

figuras ideais; mas nem Platéo nos diz, nem as alusbes dos antigos a esta teoria nos

fazem compreender, como determinar de uma maneira precisa & natureza de cada um
de seus nimeros e de cada uma de suas grandezas,

Para Platdo os nfimeros sdo idéias. Nas péginas de Phédon, onde nds temos
destacado & teoria da pariicipacio, a idéia da ménade é alegada para explicar a
verdadeira caracteristica dos nimeros: hesita-se em dizer que & adigio de um-a-um é
suficiente para produzir o nimero dois, é preciso invocar a participagdo na esséncia
da ménada. O testemunho de Aristételes confirma e precisa o texto de Phédon; a
idéia de nimero, ou o nimero—idéia, estd n8o somente além do nimero sensivel,
mas também do nimero aritmético. Pode haver uma multiplicidade de nimeros
semnelhantes entre si, tendo apenas uma unidade especifica; mas a idéia ¢ o privilégio
da unidade verdadeira, que € a unidade numérica da mesma. Para cada nimero
natural até o nimero dez corresponde uma idéia, cada uma dessas idéias pessul ume
estrutura interna que lhe & prépria, sem que haja de uma para a outra transporte e
combinagdo de unidades homogéneas.

Cabe agui uma pergunta: que lugar ocupam os nimeros idesis na teoria das
idéins? Segundo Teofrasto, os niimeros estdo entre as idéias e o8 principics. E Platéo
ensinava que o bem € o nimero um: “os auditores se apressavam na esperanga de
ouvir falar do que é o bem para os homens, fortuna, saiide, forga, em uma palavra
a felicidade perfeita; mas foram discursos sobre as matemdticas, sobre cs ntimeros,
sobre a gecmetria e astronomia com a conclusdo de que o bem é um; paradoxos
que deixaram os ouvintes desconcertados, e provocande o abandono de alguns em
continuar ouvi-lo.”

4.4 Numeros Ideais

Definindo os principios dos nimeros ideais, definimos os principios que comandam
os sistemas da filosofla platdnica. Platio professa que o ntimero "um” é o bem, que o
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infinito é o mal, como faziam oe Pitagéricos. £ na combinagio do “um” com o infinito
que vai consistir todo o desenvolvimento desta filosofia, Enquanto seus predecessores
imediatos percorriam de um salto o intervalo que separa o “um” do infinitc, Platéo
proclama no Philébe a necessidade de marcar na combinagio do um e do infinito
as etapas intermedidrias, de submeter o diversc € o que se move a um principio de
limitagio que faga cessar as contrariedades, que introduz a medida e a harmonia
pela definico de um nimero determinado. As nogGes de proporgée e de ndmero
ndo tem mais uma caracterftica puramente matematica, elas néo possuem somente
esta beleza interna, que é insepardvel da ordem intelectual. Platéo lhes atribui um
valor afetivo, um valor moral., A “Palitica”, distingue expressadamente duas ciéncia
da “medida”, uma constituida por processos puramente mecénicos, que ressalia a
técnica propriamente matemdtica, a outra orientade para um ideal de finalidade.

4.5 As Grandezas Ideais

A mesma névoa que envolve a teoria dos niimercs ideais paira sobre a teoria das
grandezas ideais, com a qual o platonismo volta &s consideragdes geométricas que
contribuiram para a formagéo da teoria do conhecimento. Segundo Aristételes, se
renunciando & identificagio pitagérica do nimero e do ponto, Platéo néo tinha mais
conservado o ponto propriamente dito senfio a tftulo de “convengio” geométrica.
Ele o chamava de principio da linha e até chegou a designar como linha indivisfvel.
Neste sentido, o ponto seria simétrico da unidade que é o principio do nimero mais
que o nimero. De fato, com os platonicos, mais especificamente com Xénocrate, a
correspondéncia se estabelece entre a “dfade” e o comprimento, entre a “tridde” e
a superficie, entre “tétrade” e o sdlido (mais exatamente aqui, tétrade e tetrdedro
regular).

N&o se desconheceria que essa concepgio dos niimeros ideais era capital nos ensina-
mentos de Platio. Aristdteles tirou dos “Discursos sobre a Filosofia” uma passagem
realmente marcante: “o animal em si resulta da idéia do “um”, e do comprimento
e da largura e da profundidade primeiras, ¢ os outros animais sdo constituidos de
uma maneira semelhantes...De outra maneira, o intelecto € 0 um, e a ciéncia é o
diade (ela vai seguindo uma tnica diregdo para um tnico resultado); o nimerc da
superficie é g opinido, o ndmerc do volume, a sensagdo).” Contudo, em razéo de sua
importéncia esse teoria precisa ser esclarecida. Qual é a relagho das figuras ideais
com o8 nimercs ideais? H4 identidade, ou simplesmente um paralelismo, transposi-
¢io da ordem puramente abstrata na ordem espacial? Os platdnicos colocaram essas
questdes, mas parece que se dividiram quanto & solugdo. Seguindo alguns, a linha em
gi é somente a “dfade”; seguindo outros, existe somente entre a dfade e a linha em s
uma comunidade de forma: na diade, a idéia se confunde aquilo de que ela é idéia,
enquanto que para a linha em si convém separar a idéia da linha, que seria a dfade,
e a linha propriamente dita. £ possfvel que esta divisio exprima uma dualidade de
tendéncia que & inerente ac platonismo.
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4.6 O Platonismo a partir de Platao

A perfeicio técnica da matemdtica, deixou tanto os pitagéricos quanto os pla-
ténicos desarmados. A reflexio sobre as nogdes matemdticas é incapaz de fornecer
outra coisa se nio as combinagdes particulares a cada idéia; o ntimero ideal é definido
pela conexdo das nogdes geradoras e da noglo engendrada: essa é posterior, aquela
¢ anterior. Mas entdo, o equilfbrio que Platéo, num perfodo de sua cdtedra, tinha
tentado estabelecer entre a tradicio de Sdcrates e a tradigio de Pitdgoras, contra o
conceptualismo e o matematismo, vai se romper. Os sucessores de Platéo perceberam
2 impossibilidade de seguir a0 mesmo tempo a pista das matemdticas e & pisia dos
conceitos.

A escola platdnica parecia que ndc poderia escapar & alternativa: ou a dialética
matemaética val se unir ao simbolismo mistico do pitagorismo para se perder no ocultis-
mo, na teosofia; ou ela deve se restringir aos principios rigorosamente determinados

de uma ciéncia positive, e néo teria mais razio para os transformar em realidades

separadas. Mas entdo a matematica cessa de responder as esperancas que haviam
colocado nela, ela ndo é mais o organum universal que neste momento reclamava a
especulagho grega.

O platonismo sob a forma que nés consideramos é uma filosofia matemética no
duplo sentido da palavra. De um lado a aritmética e a geometria fornecem a Platéo
o modelo de descoberta fecunda e de exata demonstragéo ao qual o pensador deve-se
referir para estabelecer uma doutrina do conhecimento verdadeiro. Na diregéo da
conduta individual e na organizagio da vida coletiva o moralista e o politico seguirdo
de perto os processos que permitirdo a proporcionalidade numérica e a dosagem quan-
titativa. Por outro lado, a universalidade que pertence aos raciocinios matemaéticos
“implica a universalidade dos princfpios aos quais, este raciocinio estd preso. E preciso
justificar esses principios, enquanto principics, por uma via direta dos genéros su-
premos do ser. Platéo tira da matemética uma filosofia ¢ fundamenta a matemética
sobre uma filosofia.

A dupla caracteristica da filosofia matemética explica o duplo julgamento que
a histéria pronunciou sobre ela, o paradoxo da sua decadéncia imediata e da sue
grandeza durdvel, Que a fungéo do pensamento seja uma fungdo de resoluggo, que
ela se exerca com & ajuda da ciéncia dos nimeros e das figuras, e que de grau em
grau ela venha a descobrir na estrutura embaralhada dos fenoméncs a ordem das
relagdes mateméticas, estas sio concepgdes que refletem idéiss platdnicas e j& que
estd determinado a reaparecer num futuro préximo da Renascéncia para tornar-se
com Galileu, Descartes e Newton a substancia da civilizagio moderna, é permitido
crer gue o platonismo é a verdede da filosofia.

Mas essa verdade necessitou de aproximadamente vinte séculos de reflexdio para
emergir na pureza de sua luz; foi precisc que a psicologia substituisse a teologia e
a critica a dogmatismo, para que o método de andlise regressiva que Platdo havia
introduzide no domfnio da reflexdo especulativa se tornasse a medida direta do pro-
gresso clentffico, e que se constitufsse como um método independente, suficiente para
e apropriagio da natureza aoc espirito.
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Num determinado momento do processo dialético, Plat8o se encontra longe de
definir a forma sob a qual a sua doutrina estd constituida e se oferece & discussdo com
seus primeiros auditores. A andlise idealista apenas marce & preparagéo para pesquisa
do conhecimento superior que atinge os principios do ser e do saber, e deduz desses
principios as hipdteses necessérias &s combinagdes do cdleulo ¢ s relagbes métricas,
O platonismo prende a parte técnica da matemaética, o dominio positivo da ciéncia,
a uma dialética que os ultrapassa e que lhes é estranha. Por isso, ndo somente o sen
fracasso seria inevitdvel; mas seria inevitdvel que este fracasso fosse nédc outra coisa
senfio a rufna de um sistema particular, que continha um eclipse secular da filosofia
de base matemdtica. O intelectualismo cientifico de Platéo deverd ser apagado diante
do intucionismo gramatical; o sujeito da proposigdo, tornado o ser enquanto ser, serd
o objeto por exceléncia do saber, com prejufzo da idéia enquanto nimero. Aristételes
e o Liceu
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5. Aristételes



5.1 ARISTOTELES (384 — 322 a.C)

“E pois manifesto que a ciéncia a adguirir é das causas primeiras, pois
dizemosg que conhecemos cada coisa somente guando julgamos conhecer a
sua primeira cousa.” (Aristételes)

Aristételes, nascido em Estagira, na Macedénia, filho de Nicdmaco, médico do rei
Amintas, pai de I'elipe II, aos 18 anos foi para Atenas a fim de estudar na Acade-
mia de Platdc. Ingressou na Academia, primeiro como discipulo, a seguir como um
colaborador e mais tarde tornou-se professor, trazendo como heranga de seus antepas-
sados, acentuado interesse pelas pesquisas bioldgicas. Platfo chamava-o de “Nous”
da Academia, isto é, a inteligéncia personificada. Lamentou a tendéncia da Academia
(Platéoc) pare transformar a filosofia em matemadtica e abondonou-a. Apds a morte

de Platao, tornou-se conhecido por toda a Grécia.

Por volta de 335 a.C., juntamente com Teofrasto fundaram o “Liceu”, que se
situava nos arredores da cidade, e havia um pequeno santuério consagrado & Apolo e
as musas. No Liceu havia um jardim por onde os seus mestres e seus alunos, criaram o
hébito de ensinar, caminhande. Dai o nome de Escola Peripatética (peri = arredores
e pateo = passear). Ao contririo da Academia, voltada fundamentalmente para as
investigagOes mateméticas, o Liceu transformou-se num centro de estudos dedicados
principalmente s ciéncias naturais. Preocupava-se em ministrar dois tipos de aulas:
- uma gue colocava questdes com certas dificuldades para alunos mais habilidosos e a
outra eram questdes mais especificas para aqueles que se iniciavam no Liceu. Sabe-se
que Arist6teles realizou dois tipos de composigGes: as enderegadas ao grande piblico,
redigidas em forma mais dialética do que demonstrativa e, os escritos filoséficos eram
destinadas aos alunos do Liceu (foram as finicas que se conservaram).

Aristdteles promoveu a separagio da filosofia das outras ciéncias particulares, clas-
sificando as ciéncias em geral de: -primeira fillosofia (o estudo do ser em geral) e
filosofias segundas (as diversas ciéncias particulares: matemdtica, fisica, zoologia, as-
tronomia, etc.), Sendo considerado ¢ mais antigo homem de ciéncia grega no sentido
de existirem trabalhos que podem ser estudados na sua forma original.

A cbra de Aristteles é vastissima e constitue verdadeira enciclopédia que com-
preende todos os ramos do conhecimento humano; e ao fildésofo, que, com um método
perfeitamente sistematizadc, conseguiu unir o idealismo socrético-platénico com um
realismo natural e cientffico, devem-se as teorias sobre o silogismo, a légica cientifica,
a ética, a politica, & arte poética, a retdrica, a filosofia da arte, o estabelecimento,
enfim, em bases cientificas, dos estudos relativos as ciéncias naturais,

Para Aristdteles, a obtengBo do conhecimento cientffico (estabelecimento de con-
ceitos, de universais} se dava em dois niveis: a indugio e a dedugio {o silogismo).

A dndugdo (...) "6 a possagem dos individuais aos universais; por
exemplo, o argumento seguinte: supondo-se gque o piloto adesirado seja o
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mais eficiente, e da mesma forma o auriga adesirado, segue-se gue, de
um modo geral, o homem adestrado ¢ o melhor na sua profissds. A indu-
¢éo €, das duas “indugdo e deducdo, a mais convincente ¢ g mais clara;
apreende-3¢ a mais facilmente pelo uso dosg sentidos e € aplicdvel 4 grande
massa dos homens”(...).

(Tépicos I, 18.)

Segundo ele, a indug8o era o primeiro momento para o conhecimento cientifico,
sob o qual se pudesse estabelecer uma ordem a partir de regras gerais, que fossem

validas,

5.2 A obra matemdtica de Aristdteles

Os escritos de Aristételes sobre a légica estéo reunidos num conjunto de tratados

que épocas posteriores vieram a denominar “Organun”. Reidnen-se, nele, seis obras:
as Categoriae, De Interpretatione, Analytica Priora, Analytica Posteriora, Tépicos e
Refutagbes aos Sofistas, O resumo do contelide de cada obra estd asmm distribuida:

— as “Categoriae”, apresenta os elementos do discursec, os termos da linguagem;
— “De Interpretatione”, trata do juizo e da proposigio;

~ “Analytica Priora”se encontram as provas e os conhecimentos cientificos e, na
“Analytica Posteriora”, se encontram o desenvolvimento do estudo da“Siogis-
tica” (ou teoria do silogismo) e a demonstragio cientifica. A demonstragio é um
silogismo que favorece o conhecimento, & o conhecimento (epistiéme) é o saber
dos principios, pelas causas, derivando das premissas.

~ “T'épicos”, que expdem um método de argumentagio geral, aplicAvel em todos
os setores, tanto nas discussdes praticas quanto no campo cientffico.

- “Refutagdes aos Sofistas”, que complementam os Tdpicos e investigam os tipos
principais de argumentos,

As obras de Aristételes pdem & mostra as divergéncias com as filosofias de Pitdgoras
e principalmente a de Platédo, tanto no que diz respeito ao conteddo, como quanto no
método. Para podermos compreender isso meais claramente, é importante destacar-
mos trechos do seu livro Metafisica - Livro I, onde ele expde criticas as concepgdes
pitagdricas e platdnicas, principalmente ao que diz respeito & nogao de nimeros.

(...), “as chamados pitegdricos consagraram-se pela primeira vez ds
matemdiicas, fazendo-as progredir, e, penetrados por estas disciplinas, jul-
garam gue os principios delas fossem os principios de todes os seres. Co-
mo porém, entre estes, 03 nimeros sdo, por natureza, 08 primeiros, & como
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nos némeros julgaram [os pitagdricos/ aperceber muitissimas semelhangas
corn o gue ewiste e o que gera, de preferéncia ao fogo, d terra e a dgua
(sendo tal determinagdo dos nidmeros a justica, tal outra a alma ¢ a in-
teligéncia, tal outra ¢ tempe, e assim da mesma maneira para cada uma
das cutras); além disto, como vigsem nos numeros as modificagfes ¢ ag
propergdoes da harmonia e, enfim, como todas as outras coisas lhes pare-
cessem, na natureza inteira, formadas 4 semelhange dos nidmeros, e os
nidmeros as realidades primordiais do Universs, pensaram eles gue o3 e-
lementos dos nidmeros fossem também os elementos de todos os seres, ¢
gue o céu inteiro fosse harmonia e ndmero.” (...} (pdg.21)

...} “Assim, como a década parece nimeros perfeitos e parece abarcar
] ]
toda a natureza dos nimeros,” (...) (pdg. 28)

{...) ¥Os pitagdricos igualmente falaram em dois principios, mas com
este acrescento que lhe € peculiar: o finito, o infinifc e o uno seriam
naturezas diferentes, tais como o fogo, « terra ou oulra coisa parecida,
mas o préprio infinito € o préprio unc sdo o substdncia das eoisas de
gque predicam, sendo portanto o nimerc a substdncia de todas as coisas,”

(pdg. 23)

Para Aristételes, os pitagéricos receberam duas criticas: trabalharam com defini-
¢Oes muito simples e basearam-se em analogias superficiais. Estabeleceram as defini-
goes e as aplicaram indiscriminadamente., Como exemplo desta segunda critica a
identificagdc da dualidade, qualquer que fosse a definigio,conclufam logo que a sua
esséncia é a diada (2), o que conduz 2o absurdo de todos os duplos: 4, 6,8, -, serem o
mesmo que dois, isto é, a diada. Isto nos indica que o principio dos nimeros é a diada.
Assim, Aristételes faz vir & tona trés conceitos importantes para a matemadtica: os
axiomas, as definicbes ¢ as hipdieses.

Ainda sobre o livio “Metafisica”- Livro I, onde para Aristteles, Plat&o, néo chegou
até os principios qus pudessem ser considerados de ume maneira universal como
principios do ser, nem saber um caminho que pudesse ser efetivamente percorrido
pelo espirito, que fosse composto somente de um ndmero limitado de intervalos,

(...}, “Platdo, no esteira de Sécrates, foi também levado o supor gque
¢ funiversal] ezistisse noutras realidades e nalguns sensfveis. Ndo seriq,
pois, possivel, julgava, uma definigdo comum de algum dos sensfveis, que
sempre mudam, A tais realidades deu ¢ nome de "{déias”, eristindo os
sensiveis fora delas, e todos denominados segundo elas. E, com efeito,
por participagde que existe a pluralidade dos sindnimos, em relagdo as
iddias. Quanto o esta “participagdo”, ndo mudou sendo o nome: os pi-
tagdricas, com efeito, dizem que o seres existem d imitagdo dos nimeros,
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Platéo, por “participagdo” mudando o nome; mas o gue esta participagdo
ou tmitagdo das idéias afinal serd, esgueceram todos de o dizer. Demais,
além dos sensiveis e das idéins diz que eristem, entre agueles e estas,
entidades matemdticas intermedidrias, ag quais diferem dos sensiveis por
serern eternas € imdveis, e das idéias por serem miltiplas ¢ semelhantes,
enquanto cada idéia é, por si singular. (...} (pdg.24)

(...} Se Platio separou assim o uno e 0s nimeros do mundo sensivel,
contrariamente aos pitagdricos, e introduziv as idéias, foi por considerg-
¢do das nogdes IGgicas (0s seus predecessores nada gabiam de dialética);

(-«.) (vdg. 25)

(...) E evidente, pelo que precede, que ele somente se serviu de duas

causas: da do “que €” e do que £ segundo o matéria, sendo as idéias a
causa do gue € para 08 sensfveis, € o uno para as idéias."(pdg.25)

Platéo ndo determinou de que existe e em que consiste a idéia, como o ser em
gi, ou como ¢ belo em gl se aproximam ou se distinguem do nimero em si. Para
explicar a relaglo entre os niimeros ideais e o8 nimeros sens{veis, Platdo insere um
intermedidrio, que é o niimero aritmético, Finalmente, para explicar a relagio entre
os nimeros ideais e os nimeros aritméticos, ou entre os aritméticos e os sensiveis, é
preciso inserir novos intermedidrios ¢ assim por diante até o infinito,

A obra de Aristdteles serd a de constituir um sistema de pensamento que seja ao
mesmo tempo universal e definido. Por isso ele rejeita tudo que seja mistico ou me-
taférico, 16gico ou dialético, na obra de Platdo. Os nimeros séo reconduzidos ao seu
uso propriamente aritmético; o dominio da matematica é restringido a uma categoria
que é um modo particular dentre as afirmacSes sobre o ser, & categoria da quanti-
dade; concepgio que estd ligada is nogdes fundamentais da doutrina: independéncia
assegurada & categoria da qualidade, fisica separada da matemdtica, superioridade
reconhecida 3 intuigio da substdncia, da qual Aristdteles faz a base da filosofia pri-
meira, enfim constituigdo de uma técmica metodoldgica adequada as exigéncias da
fisica quantitativa e da metafisica intuitiva.

As bases da teoria matemética,segundo Aristételes, constro#se dedutivamente, isto
é, pela derivagio (apodeizis), que significa sair do geral e chegar ao particular, Assim,
Aristételes desenvolve na “Analytica Priora” sistemdéticamente a dedugio enquanto
que na “Analytica Posteriora”, trata da prova do conhecimento, As andlises das
fungdes cognoscitivas revelam a estrutura fundamental do processo légico: reside em
derivar um jufzo dos outros, isto é, a dedugdo (siloglsmo).

A silogistica (teoria da deduglo) se converteu no ponto essencial da légica aris-
totélica; nela converge tudo o que Aristételes havia ensinado sobre as estruturas gerais
do pensamento dedutivo, a saber, a 1égica formal. Esta fol a sua maior contribuigéo
intelectual, porém o préprio tempo se encarregou de mostrar a sua limitagio teorética.
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5.3 Origem Biolégica da Loégica

O objeto desta técnica é a classificagio das espécies e dos géneros que ¢ método
platénico da divisido se propunha instituir, quer dizer, ela toma por base a nogio
de classe com exclusdo da nogio de relagio. Do platonismo, Aristételes conserva
sobretudo a tradicfo socritica; ele retorna aos procedimentos do sentido comum que
Sécrates havia empregado e que Plat8o havia transformado e transfigurado ao contato
com & realidade matemdtica; ele ndo negligencia nenhuma das maneiras de aproxima-
¢io que permitem, pela observagio dos cascs particulares pressentir a generalidade
da regra: evemplos, sinais, objegdo, redugdo ac absurdo. Sécrates havia parado no
discurso indutivo; néo se preocupava, sendo com questdes morais; o conceito, uma vez
constituido no espirito do interlocutor, é pela agdo que ele alcanga novamente o real:
a dialética sccrética é ac mesmo tempo tebrica e prética. Ors, transportados pars o
terreno da ciéncia especulativa, os procedimentos regressivos de Sécrates reclamavam
o complemento de uma sintese progressiva. Neste aspecto, Platdo havia colocado

bem o problema: mas se perdeu nas especulagbes metamatematicas que ndo poderiam
conduzir a nenhuma solugio efetiva, Aristételes retoma essa guestio por outro plano;
ele espera que a indugdo atinja os principios tais que eles permitam modificar o
andamento dos raciocinios e de retornar por uma série finita de articuiagbes aocs
detalhes das coisas, A realidade dos individuos.

A forma precisa desta induglo seria, por outro lado, baseada na observagio dos
procedimentos, que nos tempos de Aristételes, e na escola de seu mestrs, permitiam
constituir a primeira classificacio bioldgica. O silogismo, que durante séculos apareceu
como o tipo do raciocinio abstrato e universal, surgiu de uma aplicagio do espirito a
problemas de ordem concreta e particular.

5.4 O Silogismo e Alguns Tipos Elementares

Aristételes concorda com Platic ac considerar que sé pode haver ciéncia do uni-
versal, assim ele procura apresentar um encadeamentc de raciocinio para chegar a
uma conclusio, Esse raciocinio seria denominado de silogismo, no qual, determina-
das coisas sendo afirmadas, segue-se inevitavelmente uma outra afirmativa. Podemos
dizer numa ligunagem mais do cotidiano que o silogismo é um argumento em gue, de
um antecedente que une dots termos a um terceiro, obtém-s¢ conclusdo que une estes
dois termos entre si. Desta forma,

Todos o0s paulistanos sdo paulistas
¢ todos os paulistas sdo brasileiros;

logo, todos os paulistanos sdo brasileiros.

Trate~se de um silogismo em que dois termos, paulistanos e paulistas sio unidos
na conclusio, devido o vinculo que entre eles estabelece o termo “brasileircs”. De
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maneira geral, todo silogismo € composto de trés proposigdes, nas quais irés termos
s&o comparados dois-a-dois. Estes termos so:

~ o termo mator (T), assim denominado porque € o que possui maior extenséo.
- o termo menor (t), assim denominado porque é o que possui menor extenséo.

- ¢ termo médio (M), assim denominado porque é o intermedidrio entre o termo
maior e 0 menor.

E natural encontrar as seguintes denominagbes: as duas primeiras proposigdes sao
denominadas premissas {maior e a menor), e a terceira, conclusdo. Dado um silogismo
néo € dificil reconhecer seus termos:

premissa maior: “Todos os paulistanos (t) sfo paulistas {(M)”
premissa menor: “e todos os paulistas (M) s#o brasileiros (T)”
conclugdo.logo, os paulistanos (t) séo brasileiros (T)"

O termo médio pode aparecer, nas duas premissas, como sujeito ou

como predicado. Desta forma, isso gera as chamadas figuras do silogismo, mais
precisamente quatro figuras. Por exemplo:

1. Primeira figura. — O termo médio ¢ sujeito na maior e predicado na menor:

Todo homem (M) é mortal (T).
Ora, Ricardo (t) é homem (M).
Logo, Ricardo (t) é mortal (T).
Podemos também visualizé-lo através de diagramas, por exemplo:
figura 1
MT

tM
t T

2. Segunda figura., ~ O médio é predicado nas duas premissas:
Todo circulo (T) é redondo (M).
Ora, nenhum tridngulo (t) é redondo (M),
Logo, nenhum tridngulo (t) é circulo (T).

Podemos também visualizé-lo através de diagramas, por exemplo:
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figura 2
TM
t M
tT
8. Terceira flgura, - O médio é sujeito nas duas premissas:
A caridede (M) é amdvel (T).
Ora, a caridade (M) é uma virtude (t).
Logo, alguma virtude (t) é amavel (T).
Podemos também visualizé-lo através de diagramas, por exemplo:
figura 3
MT
Mt
t 7T
4. Quarta flgura. ~ O médio é predicado na maior e sujeito na menor:
Ricardo (T) é homem (M).
Ora, todo homem (M) é mortal (t).
Logo, algum mortal (t) é Ricardo (T).
Podemos também visualizéd-lo através de diagramas, por exemplo:
figura 4
TM
Mt

t T
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H4 necessidade de ressaltar que esta quarta figura {denominada figura galénica)
n&o é uma figura distinta. Trata-se apenas de uma forma indireta da primeira figura.

O modo do silogismo resulta da disposigio das premissas segundo a gualidade
¢ a quantidade, assim, se fixarmos uma figura, os enunciados que nela aparecem
podem ser do tipo A, E, I ou O. Cada uma das duas premissas pode ser universal
afirmativa (A), universal negativa (E), particular afirmativa (I}, particular negativa
(O). Representaremos um termo universal por uma das letras x, y, z e um termo
particular por: x', y' ez, As proposigdes A, E, I e O, poderdo, portanto, apresentar
as seguintes relagdes:

A x=y
E x#y
I x'=y
O x#y

Exemplificando, se as premissas forem A, I e se trata da primeira figura, bastard
escrever:

A x=y
I ¢ =2
4 f
z =y

De acordo com as relagdes acima e lembrandoe que na primeira figura o termo médio
é sujeito da maior e predicado da menor, tendo sido a concluséo obtida simplesmente
comparando o termo menor com o termo maior. Na conclusio aparece claramente
uma proposigio I e esse modo legitimo do silogismo é aquele conhecido por “DARII”.
Claro que existem tantos outros tipos de silogismo, que no momento nio nos ajudaria
no desenvolvimento de nosso trabalho.

Escolhido o tipo da premissa maior, sdo quatro possiblidades de escolher o tipo
da premissa menor, o que nos dd 4 x 4 = 16 maneiras de escolher as premissas.
Relativamente a cada escolha dos tipos das premissas hé, outra vez, 4 maneiras de
fixar o tipc de concluséo (fixando-a como A, E, I ou Q). Portanto, hd 16 x 4 = 64
maneiras de escolher os tipos dos enunciados de um silogismo, Sendo quatro as figuras,
tem-se, enfim, 64 x 4 = 256 maneiras de escolher os enunciados dos silogismos, ou
seja, 256 modos do silogismo. Aristételes nio sustenta gue a ciéncia deve ser formada
por um conjunto de coeréncias internas, mes de ser constru{da pelo encadeamento
légico de verdades, ser ciéncia da realidade. A légica aristotélica ndo oferece somente
& filosofia a inaprecidvel vantagen de tirar as molduras da linguagem de um sistema
de conceito distintos e rigorosamente ligados, de fundar pelos séculos, até chegada da
critica cartesiana, a alianga do senso comum e da ontologia. Ela reflete com exatidao
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os meios preparatdrios da ciéncia da natureza, os procedimentos de classificagio que,
na zoologia e na botdnica, conservario com tal importancia. Toda dedugio préatica
que se subordina a uma lei que passe do universal a um caso particular, estd dentro
dos moldes do silogismo e é sabido que seu sucesso é incontestdvel, sendo considerado
uma demonstragfo cientifica.

Do perfodo que se estende desde Aristételes até Leibniz no século XVII, os ldgicos
da Antigiiidade, os Medievais ¢ os Pés-Medievais, descobriram muito da importéncia
e significagéo sobre a légica.
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6. Euclides



6.1 Alexandria

“Pois ele ndo parecia o filho de um mortal, mas alguém que viesse da

gemente dos deuses”(...) (Homero - Iliada, XXIV)

Com o surgimento da Academia em Atenas por volta do ano 387 a.C., o milagre
grego estava comegando. Na verdade, muitos acontecimentos marcaram a Grécia ao
longo de varics séculos. - < apresentago dos poemas épicos de Homero apds
quatro séculos ¢ dois séculos apds Tales ter introduzide a dedugdo come significa-
do de verdade, O incentivo dado por Pericles “as artes e a literatura. Em seguida
temos o século das idéias pitagdricos, que,como vimos, contribuiu para ¢ desenvol-
vimento da matematica, astronomia, geografia e ..., Observamos que no “Theate-
tus”encontramos vestigio sobre a preocupacgio pelos nimeros irracionais e que mais

tarde aparece no Livio X dos Elementos de Euclides. A “Academia” tida como a
primeira instituigdo da mais alta categoria para o ensino de matemética. Para isso,
basta lembrar & citagdo de Platéo: ~ “Que ninguém que ignore & geometria entre a-
qui”, Como ja sabemos, Platdo néo produziu nada significativo em matemadtica, mas
contribuiu com a formagdo significativa de alguns mateméaticos. Um deles foi Eudoxo,
que contribui com a questdo dos ntimeros irracionais e também ficou conhecido pelo
desenvolvimento do “método da exaustio”.

Apds as conquistas de Alexandre Magno, o centro principal da ciéncia grega
transferiu-se de Atenas para Alexandria. Localizada entre a Asia, Africa e a Eu-
Topa, tornou-se uma das cidades mais importante do mundo, Todas as construgdes
eram de pedras, sobressaindo os Templos de Diana e Ephesus, ¢ havia duas avenidas
principais que durante a noite era iluminada por lampedes de dleo. Fundou nos moldes
do Liceu, um instituto de pesquisa e ensino: o Museu, dotado de aproximadamente
cem professores todos pagos pelo Estado contendo jardim zooldgico & boténico, de um
observatdrio astronémico, de aulas de dissecagiio ¢ de uma biblioteca extracrdinéria.
A Biblicteca de Alexandria possuia grande volumes de livros ocupando uma area de
aproximadamente 27 m?,

O Museu e a Biblioteca de Alexandria foram construfdos durante o governo de
Ptolomeu I. Assim, segundo alguns historiadores, Alexandria tornou-se conhecida
mundialmente por sua beleza, por suas maravilhas arquitetonicas e pelo desenvolvi-
mento intelectuel no século III-a.C. até a Idade Média.

Toa época de Tales até Aristételes, a matemética foi estudada ocasionalmente. E em
Alexandria,“os matemdticos formavam uma comunidade “internacional” cujos mem-
bros se dispersavam ao redor do Mediterranec. Eles mantinham correspondéncias,
visitando-se uns aos outros ou divulgando suas obras. Apresentavam problemas a
seus colegas, resolver og que eram apresentados e criticar as solugdes imperfeitas
encontradas por outros. Desta forma, alguns matemficos adquiriram fama e auto-
ridade; em consequemm, as publicagGes erafsubmetidas a sua apreciagio, e eles se
encarregavam’divulgé-las junto aqueles que julgavam dignos. O desenvolvimento em
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Alexandria fol t80 notdvel que cativou muitos sabios da época, Euclides (360 — 275
2.C.) foi um deles.

Se ignora o lugar de nascimento de Euclides e que muito provavelmente foi e-
ducado na Academia de Platdo. A escola matemdtica fundada por Euclides, ficou
conhecida como “Primeira Escola de Alezandria, testemunho das mais vasta orienta-
gOes culturais da época helenfstica. A excepcional popularidade de Euclides deve-se
dos “Elementos”, mas ele escreveu outros como:

- “Datas”, que contém 94 propoesigtes de geometria plana (é uma espécie de
preparagio para o método axiomaitico);

“A divisdo das figuras”, (que se encontra conservada em uma tradugio drabe;

“Aforismo”, que contém informagdes sobre as projegdes métricas;

- “Optica”, que contém problemas de agrimensura;

“Fenbmenos”, que é uma discricio das esferas celestes,
14

H4 informagdes que a obra de Euclides - “Elementos”; perde em niimeros de edi-
¢Oes apenas para a “Biblia”. Os “Elementos” constituem o primeiro sisterma das ma-
tematicas que se encontra na histéria das ciéncias, O nome “Elementos”, deve-se a
unio das escolas filosdficas de Platio e Aristételes (talvez Euclides tenha freqiientado
a escola de Platfio). O que entende-se por elementos (idéias), é tudo o que se per-
mite compreender e explicar analiticamente dos problemas. Segundo Euclides, para
compreender as matematicas, s6 é possivel desde que inicie abordando nocSes comuns
(descobertas por andlise) e tornando as dedugdes cada vez mais complexas (devido a
sftese dedutiva).

6.2 A Geometria Euclidiana

No estudo histdrico das obras que marcaram a humanidade scbre as concepgdes
filoséficas da ciéncia, encontram-se: os “Analyticas Priora e Posteriora” de Aristételes
e os “Elementos” de Euclides. As duas obras tiveram o mesmo destino; atravessaram
os séculos, desligadas do que poderia precedé-las e do que poderia segui-las, oferecendo
o quadro de um rigor que parecia perfeito, marcandc um ponto de perfeicio que se
desistirin de ultrapassar. Por elas, a razdo antiga modelou, em alguma maneira, o
pensamento moderno.

Euclides, para as numerosas geracdes que se alimentaram de sua substincia, talvez
tenha sido muito mais um professor de lgica do que um professor de geometria. Para
isto, basta obeervar a forma dedutiva que se encontra nos “Elementos”, onde torna-se
evidente e consagrada a universalidade de aplicagdes da qual a légica de Aristételes
€ra Capaz.

Profundo gedmetra e profundo légico, Leibniz & o testemunho que convém citar
para o apoio desta interpretagao tradicional. Ele escreve nos “Nouveaux Essais”:
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"ndo sdo as figuras gque ddo a prova para os geémetras ... A forga
da demonstragdo ¢ independente da figura tragada, que € 56 para facilitar
a inteligéncia do que se gquer dizer e firar a atengdo; sdo as propogicdes
universais, guer dizer, as defini¢Ges, 08 aziomas e o8 teoremas jd de-
monstrados, que fazem o raciocinio e o conteriam guando a figura ndo
existisse. Eis por que, acrescenta Lethniz, um sdbic gedmetra, como 5-
cheubeluis, deu as figuras de Euclides sem suas leiras que as pudessem
ligar com a demonstracdo que ele une; e um outro come Herlinus, re-
duziu 05 mesmos demonstrativos a silogismos e prosiologismos” - e malis
longe: “Erxistem exemplos muito considerdveis de demonstragdo fora da
matemdtica, € pode-se dizer gue Aristdteles jé os deu em suas Analyticas
Priora. A ldgica € tdo suscepifvel de demonstragbes quanto o geometria,
e pode-se dizer que a ldgica dos gedmetras ou as maneiras de argumentar
gue Euclides explicou ¢ estabeleceu falando das proposigdes, sdo uma ex-
tensdo ou promogdo particular da légica geral”. (Les Etapes de la
Philosophie Matheématique, pag. 85.)

Contudo, esta perspectiva tradicional onde a légica euclidiana aparece como um
caso particular da légica aristotélica, é retificada pelo conhecimento do desenvolvi-
mento do pensamento grego. Longo tempo apés dos “Analyticas” de Aristdteles, os
“Elementos” de Euclides aproveita a obra das geragtes que precederam Aristételes,
néo somente a obra técnica de descoberta, mas a obra metodolégica de encadeamento
e de demontragao que, empreendida na escola de Pitdgoras, finaliza nas escolas de
Eudoxo e de Platdo. Quandoc se extraem dos escritos de Aristételes as passagens
contendo empréstimos ou alusdes & terminologia dos matemdticos, reproduzindo su-
as concepgOes sistemdticas dos axiomas e definigBes, convence-se de que & teoria da
ciéncia, & qual se prende a forma euclidiana tinha desde essa época, chegado & matu-
ridade, que ela era capaz de sugerir a idéia de uma combinatdria 16gica, e de fornecer
o8 meios para realizd-la imediatamente em toda perfeicdo. A ldgica de Aristdteles e
a geometria de Euclides se esclarecerfo entdo mutuamente, sem que a segunda em
data proceda necessariamente da primeira. As duas surgiram de uma mesma raga e
de um mesmo espirito; nas duas o génio grego inscreveu com tal sucesso seu ideal de
harmonia interna que lhes aconteceu de parecer através dos séculos como desrraigados
de suas origens histéricas, sob o aspecto da verdade eterna.

6.3 As definigoes de Euclides

Os “Elementos” de Euclides comegam por uma série de definigSes; mas se as defini-
¢Bes séo os principios da geometria, ndo é no sentido forte da palavra “principio”,
elas n&o exprimem as esséncias das coisas, elas nfo correspondem as sfnteses dos
elementos inteligiveis. N&o se encontra em Euclides a “definigio real” que, segundo a
expressio cléssica de Leibniz, “faz ver a possibilidade do definido”.Les Etapes de la
Philosophie Mathématique, pag. 88. Na verdade, as defini¢des euclidianas sio “defini-
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¢Oes nominais”, formadas com a dnica preocupagéo de levar o mdximo de clareza na
linguagem, aproximando-se dos dados elementares da experiéncia.

Asgim, é um fato natural que existe um limite a partir do qual a divisdo ndo cor-
responderia mais a nenhum progresso aprecidvel; é que o “fisiélge” chama o “dtomo”,
o que o gedmetra chama o “ponto”, O ponto é o que néo tem parte. Como se concebe
o ponto, quer dizer um elemento que ndo tem comprimento, concebe-se um compri-
mento que ndo tem largura, (def. II) ou uma superficie que néo tem comprimento
nem largura (def. V). Os pontos sdo considerados como as extremidades das linhas
(def. III), e as linhas como as extremidades das superficies (def. VI).

As definicdes da linha reta e da superficie plana passaram, a titulo igual, pelos
enigmas insoliveis da profundidade, A linha reta é aquela que estd “ex aequo” em
todos os seus pontos (def. IV) — o plano ¢ a superficie que esta es “ex aequc” para
todas as retas que ai estio situadas (def. VII). De fato, segundo Paul Tannery,
“egsas definigdes parecem vir da técnica da arte de construir, e 26 t8m assim um valor
empirico.”

Nas outras definicdes do livre I a tendéncia se manifesta a dispor as noges se-

guindo uma hierarquia de géneros e espécies, que lembra exatamente a classificacéo
aristotélica. Do género angulos planos (def. VIII); Euclides passa 4 espécie dos
Angulos retilineos (def. IX); os dngulos retilineos serdo os angulos retos, obtusos ou
agudos (def. X, XI e XII). Para as figuras uma hierarquia da mesma ordem se estabe-
lece; o elemento légico tirado por abstragéo da consideragao das linhas ou dos espagos
chama-se aqui termo, O termo ¢ o que ¢ o limite de qualquer coisa (def. XIII). Tudo
o que estd confinado em um ou vérios termos é uma figure {(def. XIV). H4 uma figura
plana que estd compreendida sob uma tinica linha, todas as retas que séo levadas so-
bre essa linha de um ponto interior da figura séo iguais entre elas, a figura é o circulo
e o ponto interior € o centro do circulo (def. XV - XVI). As figuras retilineas tém
trés lados, quatro lados, etc (def. XIX). Os trildteros so ou equilaterais ou isdsceles
ou escalenos (def. XX}, Outro principic de diviséo para os trildteros retos, trildteros
obtuséngulos e trildteros acutingulos (def. XXX).

A finalidade da “defini¢Ses”, é requerer fundamentos para a introdugéo de termos
mateméticos que aparecerdo. As definigOes sdo, no inicio, de 23, e a0 todo, no texto,
atingem 120. Assim, seguem-se cinco postulados e cinco axiomas; conjuntamente,
formam as hipGteses que formam a base de sua Teoria.

Axiomas

I, Grandezas iguais o uma mesma grandeza sdo iguais entre si.
II. Se a grandezas iguais forem adicionadas grandeza iguals, as somas serdo iguais,

III. Se grandezas iguais forem subtraidas de grandezas iguais, os resultados serdo
iguais.

IV, Grandezas que coincidem entre si 880 iguais.

V. O todo € maior que suas paries.
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Postulados
Postulemos o seguinte:
I, E posstvel tragar uma linha reta de um ponto qualquer ¢ um ponto qualguer.
II. E posstvel prolongar arbitrariamente um segments de rete.
HI. E possivel tragar um efculo com qualquer centro e raio.
IV. Dois dngulos retos quassguer 8do iguais entre 31,

V. Se uma reta, interceptands duas outras retas forma dngulos interiores do mes-
mo lado mencres do gue dngulos retos, entdo as duas retas, caso proiongadas
indefinidamente, se encontram do mesme lado em que 08 dngulos sdo menores
do que dois dngulos retos.

68.8.1 Os Axiomas

Virias definicSes do livro I de Euclides so exatamente do tipo que Aristdteles pre-
conisa, elas se fazem pelo género e pela diferenga. O silogismo de Aristételes poderia
se aplicar tal qual; atingir-se-ia assim uma eérie de proposigdes onde se transportaria
a espécie dos &ngulos obtusos as propriedades genéricas dos &ngulos, onde se trans-
portaria para a espécie dos Angulos obtusos, as propriedades genéricas doe angulos,
onde se transformaria em conhecimentos explicitos as verdades implicitamente conti-
das numa afirmagio geral. H4 dados empiricos tais com as definigSes euclidianas, s6
pode-se aplicar a légica das classes, e esta s6 pode seguir em sentido inverso o caminho
que a abstragiio tinha percorrido no infeio. A comparagéo de Aristételes e de Euclides
serve para precisar os termos do problema que se coloca a partir das definigdes. Para
passar da légica de classes & geometria, serd preciso proceder a uma dupla elaboragio,
uma sobre a maneira de dedugio, a outra sobre os objetos da ciéncia; e é para isso
que servirdo as duas ordens de principios que nés iremos ver. O primeiro axioma de
Euclides poderia ser chamado o principio do silogismo matemético, As coisas (uti-
lizaremos esta expressio para preservar a férmule grega) iguais a uma mesma coisa
s&c iguais entre si. O axioma pode-se explicitar sob a férmula de um silogismo:

A=EB

B=C

C=4
Mas a este silogiamo nio seria possfvel dar uma forma cuja verdade fosse evidente
¢ nés pudéssemos fazer depender o axioma euclidiano de igualdade? Aplonius penscu
desta forma, e eis como ele raciociniou: j& que A € igual a B ocupa o mesmo lugar

que ele, e ja que B é igual a C ccupa o mesmo lugar que ele, A ocupa o mesmo lugar
que C, e por consequéncia A e C sfo iguais. No que Proclus, que nos conservou este
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raciocinio, fazia observar jé que, sem perceber, Apoldnius joga em sua demonstragio
com duas hipdteses: a saber que as figuras que ocupa o mesmo lugar sio iguais entre
si ¢ que as figuras que ocupa ¢ mesmo lugar que uma outra sio iguais entre elas.
Em outros termos, Apoldénius deslocou o campo de evidéncia: ele liga a igualdade &
identidade de medida espacial quando precisamente é uma questdo saber se a identi-
dade de medida espacial pode ser assimilada & identidade légica. Por consequéncia,
quando se decide esta questdo pela afirmativa, invoca-se um axioma que eatard em
uma terminologia diferente o equivalente do axioma de Euclides. Percebe-se com
certa facilidade que Apoldnius ndo sentiu a necessidade de explicitar esse axioma, é
que ele confiava em sua intuigio de gedmetra para substituir diretamente umas as
outras as linhas ou as superficies de medidas idéntica, e firar desta substituicio uma
definigio geral de igualdade. Apreciamos mais o procedimento contrario de Euclides,
que consiste seguindo a distingdo de Félix Klein em transformar por uma elaboragéo
sdbia a intuigfo ingérua em intuigio refinada. Euclides utilisa a principio a noglo
abstrata de igualdade a fim de constituir o quadro légico no qual deverd {azer entrar
os raciocinios da geometria. Depois ele determina a condigdo que permitird adaptar

a este quadro as grandezas que sio o objeto préprio da ciéncia geométrica. Axioma
V: “duas grandezas que podem se aplicar uma sobre a outra, que sdo congruentes, sdo
iguais entre si”,

Da mesma maneira que A forma perfeita e cientifica do silogismo, imediatamente
fundado sobre a evidéncia do elo entre termos de proposigfes universais afirmativas,
a analftica aristotélica une uma série de formas indiretas, da mesma maneira, ac
principio da igualdade direta, os axiomas II e III unem os casos de igualdade que
resultam da adigio ou da subtragio de elementos jé iguais acs elementos iguais entre
8l

Por outro lado, o axioma V:o todo é maior do que a parte, introduz a considera-
Bo da inegualdade; sobre essa desigualdade funde-se uma série de axiomas, onde
suspeitou-se das adigBes posteriores & redagéo primitiva dos Elementos pelos suces-
sores de Euclides, e que constituem um corpo de doutrina,

Importante: um conjunto de axiomas deveria apresentar trés propriedades:

1. Completude;tudo que serd utilizado na teoria estd apropriamnete contide nos
aziomas, de tal forma que ndo haverd hipdteses tdciias.

I1. Consisténciajque serd impossivel deduzir dois teoremas contraditdrios.

III. Independénciajgue nenhum dos aziomas é uma consegiiencia dog outros.
6.3.2 Os Postulados

Se tal deve ser a légica da geometria, serd preciso que os objetos geométricos, prévi-
amente definidos, sustentem pela maicr parte um tratamento que os torne manejéveis
por esta 1égica, e é isso que 8o destinadas os trés primeiros pedidos, cuja simplicidade
corre o risco de disgimular a importéncia.,

I. que seja pedide levar de um ponto qualquer & um ponto qualquer uma linha
reta.
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II, que seja pedido preolongar em linha reta e em continuidade uma reta limitada.

III. que seja pedido descrever um cfrculo de centro qualquer e de distincia {que
dizer, de raic) qualquer.

Pelo primeiro postulado, em verdade Euclides nao explicitou a unicidade da reta
que junta dois pontos dados, a reta torna-se a distncia entre dois pontos de tal
maenira gue a congruéncia das duas extremidades permitird colocar a igualdade das
duas retas.

Pelo segundo postulado, tornou-se possivel a adicédo de dois elementos geométricos,

O terceiro postulado tem um duplo peso: ele estabelece a existéncia da figura cir-
cular cuja definicio indicava somente esta propriedade de ter todos os pontos de sua
periferia a igual distdncia do centro; ¢ desta propriedade ele tira o instrumento por
exceléncia da atividade cientifica. Tragando de um ponto dado uma circunferéncia,
obtém-se em todas as diregdes que se queira, umalinha igual; pode-se assim substituir
& igualdade estdtica de superposigio a igualdade mdvel do raio, Ora, que esses postu-
lados sejm o principal agente da ciéncia euclidiana, é o que jé manifesta a primeira

proposigho dos Elementos. Esta proposicio é um problema: sobre uma reta dada,
construir um tridngulo equildtero. A soluglo do problema € imediata se cada uma das
extremidades da reta descreve-se um circulo tendo por raio o comprimento mesmo
dessa reta, Entdo vé-se sobre a figura, a0 menos Euclides admite sem outra explica-
¢io, que os dois circulos se encontram; se, em virtude do primeiro postulado, junta-se
um dos pontos de encontro s extremidades da reta dada, obtém-se um tridngulo que
satisfaz as condigdes do problema. A possibilidade do triangulo equildtero é demons-
trado. Em termos moderncs diremos que & descrigio 1égica enunciando o género e a
espécie, nds acrescentamos um teorema de existéncia.

O procedimento é absclutamente geral, 4 fundamentado sobre a metodologia pré-
pria & matemética seguindo os “antigos gregos”. Aristételes dizia: “o gedmetra supoe
a significagdo do tridngulo, mas faz ver a existéncia dele. Assim, sem recorrer hipdtese
ontolégica que era a virtude oculta, ou o vicio escondido, da légica aristotélica, a
geometria é capaz de conferir a estas defini¢des nominais uma definigio real; é por
isso que ela é outra coisa que o instrumento de um raciocinic formal, ela torna-se uma
ciéncia verdadeira.

Ainda ndc é tudo: no desenvolvimento da geometria métrica, Euclides encontra
duas nocdes que 530 necessarias para edificar o sistema da geometria plana e que néo
podem ser consideradas, ac menos com suas caracteristicas tteis para o gedmetra
como consequéncias de verdades j4 adquiridas; essas nogBes 8o as de perpendiculares
e de paralelas. Mais exatamente, s duas nogdes de perpendiculares e de paralelas se
juntam dois fatos geométricos que néo sio susceptiveis de demonstragéo, que devem
ser introduzidos & tftulo de dados naturals, e que fornecerdo dois novos postulados.

O primeiro concerne as perpendiculares: “Todos os dnguloe retos sdo iguais.” Na
verdade, parece muito estranho que Euclides formule tal uma proposicio, depois de ter
definido o angulo reto com a ajuda da construgio que, fazendo cair uma reta sobre uma
outra, detrmina dois dngulos adjacentes iguais; é pela igualdade desses dois dngulos
que ele chega a conceber a caracterstica espectfica do &ngulo reto. Mas se, como
pergunta Zeuthen, fixa-se a atengao sobre a aplicagio que é feita deste postulado,
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Uma possivel tradugdo seria

10

11,
12.

13.
14,

18,

18,

17.

Definicéo:

Uma unidade € o que em virtude de cada coisa que eziste € chamado de um.
Um niimero € uma colegdo de vdrias unidades,

Um nimero € uma parte de um nidmero, o0 menor do mator, quando mede o
maior;

mas partes guendo ele ndc o mede
O nimero maior é um muiltiplo do menor qunado € medide pele menor.

Um ntimero par ¢ aguele que é divisivel em duas partes iguais.
) F g

Um nimero fmpar ¢ aquele que ndo ¢ divisivel em duas partes iguais, ou €
aguele que difere de uma unidade, de um nimero par.

Um nimero par-vezes par ¢ aguele gue é medido por um niumero par de
acardo com um nimero par.

Um nimero impar-vezes par ¢ aguele gue € medido por um numerc par de
acorde com um nimero {mpar.

Um niimero impar-vezes impar ¢ gquele gue é medido por um nidmero fmpar
de acordo com um nimero {mpar.

Um mimero primo ¢ aquele medids por uma unidade apenas.

Ntimeros primos entre si, sdo agueles que sdo medidos por uma unidade
gpenas como uma medide comum.

Nimeros compostos ¢ aguele que € medido por algum numero,

Niimeros compostos entre-si, sdc agqueles que sdo medidos por algum ni-
mero, como medida comum.

Diz-se que um ntimero multiplica um nimero, quandc aquele que € multi-
g r ¥ q

plicado € somado o ele mesmo tantas vezes quantas unidades houver no outro e
consequentemente resulta em outro nimero,

E, guando dois nimeras tendo se multiplicado um ao outro, resultam em algum
nimero, o nimero resultante é chamado de plano, e seus lados sdo os nimeros
gue se multiplicaram,

E, quando trés nimeros tendo se multiplicado uns ao outros resultam em algum
nimers, ¢ nimerc resultante é um sélido, e seus lados sdo os nimeros que se
multiplicaram.
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18, Um ndimero quadrado ¢ igual multiplicado por igual ou, um nidmero que ¢
eontido por deis nimercs iguais,

18, E um cubo € igual multiplicado por {gual e de novo por igual; ou um nimero
gue € contido por trés numeros iguais.

20. Niimeros séo proporcionais quando o primeiro € mesmo miltiplo, ou a mes-
ma parte, cu as mesmas partes, do segundo, que o terceiro € do guarto,

21. Nimeros planos ¢ niimeros sélidos semelhantes sdc aqueles que tém seus
lados preporcionais,

22. Um ndmero perfeito ¢ aguele que € {gual ¢ suas préprias paries.

Comentéarics:

De acordo com os pitagéricos, “a unidade é o limite entre o nlimero e as par-
tes”, Contudo, a defini¢dc universalmente conhecida sobre o conceito de niimeros,
é enunciada assim: “o ndmere € uma guantidade de unidades”, ou, um conjunto de
progressao.

Aristételes, apresenta uma definigio de nimeros: “conjunto limitade” ou conjunto
(ou combinagio) de unidades ou “vérios um”. A idéia dele era a partir da medida
sendo a “unidade”, gerar um conjunto mensurdvel por um. Desde que Euclides a
empregou a palavra “unidade” pels primeira vez, e ela é sempre retomada. O genial
Euclides, escreve em sua definigio sobre “uma parte”, o que significa para ele ¢ “um
submultiplo”, exceto para a substituigio de “mimeros” por “grandeza”. Em verdade,
quando ele sugere “partes”, observe que poderfamos simplesmente na linguagem atual
substituir pelo termo “fragio prépria”, tal que o submultiplo torne a fragdo menor
que a unidade. Por exemplo; o 2/3.

A definicio dada por Euclides sobre miiltiplos € idéntica ao que se encontra em
nossos dias. Os niimeros pares e impares; ele define que um nimero par é aquele que
é capaz de ser dividido em duas partes iguais sem que sobre uma unidade ao meio;
enquanto que os nimeros ipares néo podem ser divididos em duas partes iguais, pois
h4 problema sempre em uma unidade. Observe que essa defini¢io estd baseada em
conceitos populares. Em contraste com essa idéia observamos que os Pitagdricos
possuiam uma definigio mais usual e mais interessante; “um nimero par é aquele
que admite ser dividido, por uma e algumas operagGes, em grandes ou em pequenas
(partes), ou seja, grande em formas mas pequenos em quantidades; enquanto que os
niimeros fmpares sio aqueles que nio podem tao bem tratados mas sio divididos em
duas partes ndoc iguais”.

Observagiio: Ha também possibilidade de substituir a palavra guantidade por plu-
ralidade, conjunto, .., Numerosos autores fizeram objeces a esta definigdo que quan-
tidade é sindénimo de niimercs, Existe uma relagio muito {ntima entre os dois concei-
tos.
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6.5 A Importédncia Filosdfica dos “Elementos”

Apresentamos em segdes anteriores, algumas informagdes sobre a constituigdo dos
“Elementos”, O estudo que nos propomos fazer aqui é mais especifico no sentido
literalmente filosdfico, ou seja, como é que interpretamos todas as informagdes que
conseguimos de Euclides e sua grandiosa obra.

Os postulados sdo fatos naturais; e, ao menos nos quatro primeiros livros dos
“Elementos”, a gecmetria tem a caracteristica de uma ciéncia natural, segundo a es-
pressdo empregada por Auguste Comte. Os dois primeiros Livros tém por instrumento
a construgdo das figuras e sua transformacfo por tragos auxiliares, como objetivo a
demonstracido da igualdade de superficies diferentes: retdngulos, paralelogramos ou
triangulos, o terceiro e o quarto estudam o circulo, e a inscrigdo dos poligonos regu-
lares no circulo.

Com o quinto livro parece que uma ciéncia nova comega, que tem por objeto a
comparagdo das grandezes tomadas em geral. O elemento € entdo a relagdo das

grandezas, e os julgamentos constitutivos da ciéncia séo os que colocam a “similitude”
(atualmente é conhecida pelo termo: igualdade) das relagdes entre duas grandezas,
quer dizer que definem proporgdes. A teoria das proporgbes tem suas origens na
similitude geométrica. O manual de Ahmés mostra como, sem enunciar doutrinas
gerais, os egipcios inspiravam-se na pritica do sentimento da similitude. Mas nds
sabemos que desde o século IV, Eudoxo de Cnido no propésito sem divida de escapar
aos embaragos que a descoberta dos incomensuravels tinha acarretado, deu-se a tarefa
de extrair do conjunto das verdades entdo conhecidas da geometria os elementos
das teorias das proporgdes, e de reuni-las em um corpe de dourina auténoma. A
obra de Eudoxo explica a ordem dos “Elementos”. Euclides separa com cuidado,
a0 menos na exposigdo da geometria plana, o que chamaremos geometria métrica
direta, e a teoria das proporgdes. Por um lade nos quatre primeiros livros proibiu-
se todo modo de demonstragio que implicaria um chamado & similitude geométrica;
ele refez, neste ponto de vista, a demonstragdo tradicional do teorema de Pitagoras.
Por outro lado, reservando a similitude dos tridngulos, dos paralelogramos, etc, para
o livro VI, que segue imediatamente o livro sobre as proporgdes, parece fazer deste
estudo puramente geomsétrico a aplicagio de uma ciéncia da proporcioalidade em
geral. N&o é tudo: nolivro V, os termos das proporgdes figuravam por linhas, sem que
se reparasse na diferenga entre grandezas comensuraveis e grandezas incomensuréveis,
No hvro VII, o estudo das proproges é retomado, mas no terreno propriamente
numeérico: “as proprogées sobre as proporgdes tomam um nove sentido porque ndo se
trata agui somente de igualdade das relagbes, mas também da possilidade de reduzi-las
608 menores termos”.

Com o livio X, Euclides aborda os incomensuréveis, ele expoe a classificagdo dos
irracionais fornecidos “pelas construgdes geométricas...com suas propriedades nio so-
mente pela equaciio do segundo grau e pela equagdio biguadrada com coeficientes
racionais, mas mesmo em parte pela equagac tri-quadrada”, Este estudo é como uma
introdugio para a geometria no espago, & qual estfio consagrados os livros seguin-
tes. A determinagéo dos elementos dos poliedros regulares no livro XIII fornecera
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a aplicagdo da teoria dos irracionais, que fol colocada no livro X, Sob a desordem
aparente da exposi¢do, a ciéncia euclidiana implica uma teoria geral das grandezas,
uma aritmética universal. Se prolongamos pelo pensamento a histéria no sentido em
que, seguindo nossas idéias modernas, parece-nos naturalmente orientada, nés encon-
traremos que o desenvolvimento da ciéncia euclidiana teve por consequéncia a reagéo
da forma racional e dedutiva sobre o conteiddo ainda inorganico. N&o somente as
teorias andlogas da geometria plana e da geometria no espago deveriam naturalmente
ser aproximadas. Mas sobretudo, desses livros que tratam sucessivamente das simi-
litudes geométricas, das relagdes numéricas, das grandezas incomensurdveis, deveria
se destacar explicitamente a unidade de que o autor dos “Elementos” néo podia ter
consciéncia no momento que ele os dispunha na sequéncia uns dos outros. Em outros
termos, a matéria de uma légica das relagdes encontra-se reunida nos “Elementos”
de Euclides; e ji que nds destacames, na escolha dos principios ¢ dos métodos, sua
semelhanga com cs “Analyticas” de Aristételes, parece que perante a obra em que
a légica das classes se encontra constituida sobre suas bases definitivas, caberia aos
continuadores de Euclides estabelecer sob sua forma prépria a légica das relagdes.

De fato a desordem que nos choca atualmente na obra de Euclides passou desper-
cebido durante séculos. Os “Elementos”, onde nds deslindamos como nas catedrais
da Idade Média, a contribuigio sucessiva das geragbes e a diversidade dos estilos,
deram a impressdo de obra homogénia por exceléncia. E preciso it até o século XVII
para encontrar uma tentativa de reorganizar os “Elementos”, seguindo o verdadei-
1o sentido da Ldgica. Nos “Novos Elementos de Geometria” que foram publicados
em 1667, e que s&o a obra de Arnauld, o primeiro livio é consagrado as “grandesas
gerais” e as quatro operagSes. Somente no livro cinco Arnauld comega a falar da
extensio, da linha reta e circular, etc. Ora, como mostra o livro IV da Légica onde
extratos do “Discurso do Método”(e & partir da segunda edigio, Regulae) servem
de introdugéo ¢ de base & critica da ordem seguida por Euclides nos “Elementos”,
a refundigio da geometria elementar é, no espirito de Arnauld, a consegiiéncia da
revolugdo cartesiana.

Assim, apesar dos “Elementos” (e isso se tornard mais manifesto ainda pela “Es-
tética Transcendental” de Kant, que se acha inteiramente nos limites da ciéncia eu-
clidiana) serem grandes como filosofia da matemdtica, a antiguidade ndo resgatou
efetivamente esta filososfia. A matemdtica ficou no estado de transigéo e de heterc-
geneidade que Euclides havia deixado. Descobertas admirdveis que deveriam fazer de
Euclides, de Arquimendes, de Apolonius, de Diofante os iniciadores da renascenga ci-
entffica e os educadores do pensamento moderno, a antigiiidade néo se preocupou em
pesquisar aplicando-as & ciéncia uinversal da natureza ou & analise do pensamento hu-
manc. Respeitando os quadros tragados por Aristételes, sua curiosidade especulativa
limitava-se a definir a categoria & qual pertencia o objeto dessas pesquisas.

Tal criatalizacio, tal esterilizagio do pensamento geométrico nos parece hoje singu-
lar. Na realidade nés somos em relagio aos gregos, mais ambiciosos do que eles foram.
A idéia de uma légica que faria sair do espiritc humano o conhecimento das coisas,
gue engendraria a verdade per raciocinio puro, pdde desde o fim da Idade Média, ser
sugerida pelo “Organun” Aristotélico; mas vimos que ela é estranha ao pensamen-
to do prérpio Aristételes. L sobre os dados das classificagdes naturais, erigidos sem
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divida em entidades metafisicas, que a légica de Aristdteles se constituiu; ela terd
a pretengio de colocar oredem nesses dados, de realgar em virtude do mecanismo
dedutivo tudo o gue se encontrava implicitamente contido; mas juntar a esses dadcs,
nao é de forma alguma dispensa-los.

A geometria grega, que péde ser tomada por modelo na constituigdo dos “Analy-
ticas”, conserva frente & realidade exterior a mesma atitude que a silogfstica. Ela néo
pretende operar sobre os dados imediatos da experiéncia uma espécie de transmute-
cfo que os tornara sememlhantes & natureza da atividade intectual; tal operagho
estaria em contradicio com o realismo da ciéncia antiga, que subordina sempre as
caracteriticas da ciéncia & natureza do objeto, que ndo conhece nada que seja a forma
pura do pensamento. A elaboragio dos principios da geometria consiste somente em
encontrar um ponto de equilibrio onde a simplicidade da representagéo espacial e a
clareza do encadeamento légico se encontram, onde a harmonia se estabelece entre a
fungdo da imaginagic e 2 fungiio da inteligéncia, onde o esplrito esteja neste estado
de graca estético do qual Kant analisou tdc finamente as condigles na Critica do
Julgamento do Belo.

A geomstria dos antigos fica no que chamarfamos um estudo qualitativo da quan-
tidade; é natural que ela nio conduza ao estudo quantitativo das qualidades, que é
o principio da ciéncia moderna. A analogia da légica formal e da dedugdo euclidi-
dana, a introdugéo nos “Elementos” de teoremas sobre as proprogdes, sobre a teoria
dos numercs, sobre as grandezas irracionais, enfim a correspondéncia das relagdes
geométricas com as relagdes de ordem mecénica ou astrondmica, nos {azem pressen-
tir, & nés que a conhecemos, a concepgio cartesiana da ciéncia dnica e universal; no
entanto elas nio foram suficientes para que apds o fracasso do platonismo esta concep-
¢Bo surgisse de novo & luz da reflexdo, e se impusesse & consciéncia intelectual dos
gregos. Daf & pouca influéncia que & geometria é capaz de exercer sobre a fisica. As
categorias do fisico sio hierarquicamente superiores as do matematico. O matemdtico
contenta-se em desenhar a configuragio dos movimentos, seguindo as aparéncias e sem
ter que decidir quais dessas aparéncias estio em conformidade com a realidade; tal
decisio compete ao fisico. A tarefa de um nio poderia invadir ¢ dominio do outro: o
matemético movimente-se nas hipéteses, os principios pertencem aos fisico.

Esta restrigio do horizonte matemdtico é um dos tragos que marcam melhor a
caracterfstica da ciéncia antiga em oposigdo & ciéncia moderna. Mas a oposigio
aparecerd numa luz ainda mais viva, quando determinarmos, diante da matemdtica
euclidiana, a fisionomia da matemadtica, como ela se apresentou no século XVII na
escola cartesiana: uma légica universal chamada para substituir a légica aristotélica
das classes e para restaurar o platonismo sobre uma base positiva. A comparagio seréd
tanto mais fécil porque a matematice cartesiana se apresenta, ao menos no principio,
como sendo essencialmente uma geometria.
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Conclusao



9.1 Conclusao

“Numerus sat multitudo unttatum”.

(Euclides)

Apds » tentativa de estruturar as Escolas Filosdficas da Grécia Antiga, juntamente
com a Histéria da Matemdtica, através de Tales, Pitdgoras, Platdo, Aristételes e
Euclides; faremos a seguir alguns comentarios.

As questdes sobre o significado e existéncia dentro da Matematica pura, conside-
ramos totamente irrelevante, De certa maneira ¢ justificivel. E claro que podemos
estudar a matemdtica dos nimeros sem necessidade de questionamentos sobre a sua
natureza ou existéncia dos ndmeros bésicos. Uma teoria axiomatizada dos nimeros
naturais pode ser encarada como um sistema néo-interpretado e pode ser investigada

de modo 18gico e abstrato. O ponto em questdo é quanto ao comportamento do de-

senvolvimento da teoria quando essa é questionada pelas reflexdes acerca da natureza
e da existéncia dos numeros.

As verdades nas mateméticas, consideradas pelos gregos como uma geometria clas-
sificada e organizada, uma artimética fortemente constitufda por processos de cdlculo
que preparam nossas habilidades algébricas, técnicas que permitem construgdes gran-
diosas e dificeis, Distingdo do fenémeno e da realidade, do que é e do que parece ser,
cuja melhor ilustragio foi a célebre alegoria da caverna, de Platéo : - Toda filosofia
néo nasce senfo de dois motivos - termos maus olhos e espirito curicso? Aristételes
também constitui outra dessas verdades de que se beneficiou a filosofia geral. De um
modo geral, os Gregos souberam compreender que existiam precaugdes necessarias, na
busca da verdade. E se limitaram seus esforgos & teorie da dedugéo e da. demonstragio
a-priori.

A teoria dos nimeros como conjunto de conhecimento néo se encontra baseado
no fato de possuir a forma de um sistema interessante e logicamente consistente.
Depende, também, da existéncia de algum interessante sentido em que cs axiomas
da teoria dos ntmeros possam ser verdadeiros. Por exemplo; as geometrias néo-
euclidianas ¢ de interesse e merece & nossa atengdo, mesmo se encontrando no plano
de estudo de sisterna nio-interpretado, isto é, mesmo que numca se encontre qualquer
interpretacdo cientfficamente importante de seus termos primitivos capaz de tornar
verdadeiros todos os seus axiomas. Em contraposicio, a teoria dos nimercs é ampla e
continuamente empregada, tanto na ciéncia como na vida. Mostrar esse fato, implica
em dizer que a teoria admite alguma interpretagdo que transforma as suas leis em
verdades de grande valor quando utilizeda como premissas de raciocinios cientfficos
ou de raciocinios comuns, Exemplos para ilustrar esse fato; os nimeros transfinitos
de Cantor. Vérios filésofos, como Aristételes, acreditaram que ndo pode haver, no
Universo, um nimero realmente infinito de coisas. Na defesa dessa idéia Aristételes
empregava a palavra nimero no sentido comum.

Algumas de nossa perguntas era; o nimero existe? Responder 4 essa pergunta no
sentido literal, é responder; - Sim! Porque o termo “niimero” aparece nos teoremas
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deduzidos dos axiomas”, ou, porque os nimeros se revela frutifero para as ciéncias,
Perceba que sfo apenas respostas vagas sobre a existéncia de numero, mas essas
respostas levam a acreditar gue ndmero niéo é algo ficticio. Equivalentemente dizer
que tais coisas existern, € é o mesmo que assumir a existéncia de seja o que for que se
admita como verdadeiramente real (objetos fisicos, dados sensérios ou o Absoluto),

Os gregos foram capazes de compreender os nimeros como entidade empfrica,
através de problemas socias: medidas de distdncias, dreas, pesos de mercadorias, ...
A obra fundamental nesse perfodo, deixada para nés foi a distingio que eles fizeram
entre a logftica (a técnica de operar com os niimeros) e a aritmética (o estude dos
niimeros entre si).

Na cultura grega o conceito de niimreos se expressa sob a forma geomeétrica, dife-
rente do conceito abstrato que nos colocam hoje, disassociado da figura geométrica ¢
da sua esséncia.

Talvez dessa visic deformadera que recebemos na nosss educagio, decorre a grande
dificuldade de concebermos o sentido de grandeza comensurdvel e incomensuravel, o
sentido de &rea de uma figura, do sentido de magnitude ou de um segmento, ... que

se perderam na histéria e néo sdo transmitidas aos nossos alunos.

Tales e seus discipulos, deixaram-nos um geometria com resultados consistentes,
embora sem haver uma dependéncia entre esses resultados; leva-nos a acreditar que de
certa maneira conheciam alguns principios bésicos para demonstrar teoremas. Para
ele, a definigio de nimero é uma coleglo de unidedes, {unidade aqui, corresponde &
um ponto sem posigdo), ou seja, nimero é coleglo de coisas e a unidade £ a entidade
geométrica. A palavra “unidade”, em grego estd associada a palavra ménada, que é
a origem e a esséncia das coisas.

Os Pitagdricos, avangaram no sentido de sistematizagio, contudo, se depararam
com a questio dos incomensurdveis, que de certa forma abalou as estruturas da ma-
tematica pitagérica, sendo sanada mais tarde com Eudoxo.

Os nimeros deveriam estar sempre associado a ume figura geométrica, come vi-
mos em Pitdgoras através dos niimeros figurados. Pela prépria afirmagio da Escola
Pitagérica: “todas as coisas sdo numerss”, entdo a qualquer segmento deve estar
associado um nimero, que o gera, que é a sua alma, ou sua ménada.

Tales e Pitdgoras por conhecerem a teoria das proporgdes e o problema da aplica-
¢io de dreas, contribuem através de conteido basico da maior parte dos “Elementos”
de Euclides, lembrandoe que esses resultados néo eram em geral obtidos por “constru-
¢Bes rigorosas” em particular ao que se refere & teoria das proporgdes. De qualquer
forma, percebemos claramente que ¢ conceito de demonstragido e a importancia do
conceito da figura geométrica estBo encaminhados.

A teoria dos niimeros termn uma vantagem sobre a maioria dos outros ramos da ma-
temdtica: muito dos seus resultados (normalmente ndc as demenstragbes) podem ser
entendidos apenas com pouco conhecimento de matematica. A seguir enfatizaremos
o exemplo sobre ce ternas pitagéricas e o grande teorema de Fermat (1608-1665),
gue “parece” que apds trés séculos foi demonstrade recentemente por um metematico
inglés Andrew Wiles que atualmente trabalha na Universidade de Princenton (USA),
e defendeu a sua tese na Universidade britdnica de Cambridge, os seus fundamentos
se encontram nos numeros pitagéricos. Lembrando:
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Os nimeros pitagdricos sao numeros naturals X, ¥, Z tals que:

$2+y2&22

. Exemplos: 3, 4, 5¢ 5, 12, 13, A parte a ordem entre x ¢ y obtemos todos
os nimeros pitagdricos deixando que os nimeros p, q, I nas {ormulas

z=(p"+ ¢ r
z= (0 =g,
y = 2pgr
percorram todos os nimeros naturais, conservando p maior gue q.

Esse fato se encontra provado nos Elementos mas provavelmente era conhecido
pelos babilénic ¢ dos aseirics, alguns séculos antes. Passar dos niimeros pitagdricos 3
procura de nimeros naturais X, y, z tais que

mﬂ+yﬂ . z!‘i,

onde n > 2, nio é diffcil. O que foi que Fermat féz com esse resultado do teorema
de Pitdgoras? Ele enunciou sem demonstragio que tais nimeros nio exisiem e a
essa afirmagio dé-se o nome de Teorema de Fermat. Fol demonstrado para alguns
valores de n, por exemplo para n = 3. E um problema interessante ~ se realmente
foi demonstrado por “Wiles”— que conseguiu desvendar o enfgma matem4tico de 356
anos (7).

Euclides: g infinidade dos ndmercs primos

Na demonstragio de Euclides de que existe um niimero infinito de primos, admite-
se que basta trabalhar com trés primos porque o raciocinic é o mesmo no caso geral.
A palavra “mede” significa “divide” e fol pensada geometricamente como a figura
indica.

"Os nimercs primos sdo mais numerosos do que gualquer quantidade
pré-estabelecida de primos

A G ,
B
C.
£ D =4

Sejam A, B, C os niimeros primos pré-estabelecidos; afirmo que h4 mais nimeros
primos do que A, B, C. Tomemos ¢ menor nimero medido por A, B, C e chamemos-
lhes DE; somemos a unidade DF a DE. Entdo, EF ou é primo ou nao.
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(i) Suponha gue EF seja primo; entéo o enconiramos os nimercs primos 4, B, C.
(ii) Suponha que EF ndo seja primo; portanto ele € medido pelo nimers primo G,

G ndo € nenhum dos nimeros A, B, C. Pois se posstvel seja um deles, Ura, A, B, C
medem DE; portanto G também medird DE. Mas ele também mede EF. Portanto G,
sendo um nimero, medird o restante, o unidade DF, o que € um absurdo. Portanto
G, ndo € nenhum dos nimeros A, B, C, E, por hipdiese, ele € primo. Portanto
encontramos os ntimeros primos A, B, C, G que sdo mais do que a guantidade pré-
estabelecide A, B, C.7

Na filosofia platénica, a consideragio da técnica intervém na elaboragfo. A identifi-
caglo exata que os pitagdricos o mencs em sua forma primitiva (em seu estado puro),
haviam estabelecido entre o nimero e a grandeza, entre o pensamento aritmético e
a realidade concreta, se acha rompida na época em que Teodoro de Cirene ensinava
matemadtica a Platdo. Os pitdgoricos assumiram a postura de que tudo se resume
a ntmeros, colocando sobre um mesmo plano a realidade numérica e a realidade

natural, Assim, eles evidenciam uma semelhanca entre os conjuntos de nimeros ¢
os conjuntos das coisas. Em contraposigio, segunde Platio, a ciéncia dos nimeros
influencia nfo as coisas em si mesmas, mas as caracteristicas das coisas

quendo se compreendem as suas determinagdes. Em um mesmo objeto, seguindo
o padrio de medida ou de numeragéo, se aplicardo diferentes tipos de determinagéo.
Contudo, estes tipos ideais irfio em si mesmos se constituindo realidades autonomas,
constituindo o plano superior da verdade ou da existéncia, do qual procede a participa-
cfio, seja pela presenga através da comunicagio, seja através de qualquer cutra forma
ou gualguer outro meio. E através da grandeza que sabemos comparar as coisas para
concluirmes que istc é maicr que aquilo, ou o contrario,

Para podermos entender o que realmente é a matemaética platénica é necessdrio
que antes determinemos de maneira precisa o progresso compreendido pela reflexdo de
Platdo. - Come a reflexao sobre a matemadtica, tirou uma doutrine do conhecimento
que extrapcla o domfnio matemdtico, que se estende através da Antigiiidade, pois
alguns representantes do platonismo observaram af um germe de uma metodologia
universal capaz de ser ligada ac idealismo criticos dos modernos. Por outro lade,
com o advento dessa filosofia de inicic o brilhante, parecendo ter a matemética
absorvido a filosofia, seguiu-se, por um breve espago de tempo, o desaparecimento
da filosofia matemsdtica. Como a ciéncia das conexdes entre as ideias, da cidncia real
- pode parecer por volta de vinte séculos subordinada & ciéncia aparente - a ciéncia
de classificagbes verbais? Esta segunda pergunta ndo deve ser separada da primeira,
pois nés nio estarfamos longe de separar os sentidos da matematica platnica se nds
nio fossemos capazes de satisfazer a essas duas curiosidades.

Através dos “Didlogos” de Platdo observamos que a descoberta dos Irracionais néo
era desconhecida pela doutrina platdnica e da ciéncia. Naintrodugdo de “Theatetus”,
didlogo destinado & marcar os primeiros graus da andlise que remonta da aparéncia
& verdade, Platfio recorre aos escritos de seu mestre Theodoro, que estabelece os

irracionais de v/5, de v/7 e segue até a /17 a pesquisa das raizes quadradas dos
irracionais.
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Ao avaliar o Brasil pelo seu aparelho de Estado ¢ de seu sistemna politico, o resulta-
do € muito negative. Na andlise sobre a Educagdc Brasileira € realmente uma farefa
afdua. Trata-se de um pais que apresents muitas disparidades sociais, onde poucos
tem muitos e muiios néo tem nada devido as corrupgdes, desempregos,... A Fecola ¢
08 livros diddticos tem passados pare as criangas & imagem de  wm Grande Pais,
com ofimismo. Imagem nada compativel com a realidade dure ¢ cruel que nos € apre-
sentado pelo cotidianc., Ainda somos vflimas de um meio de comunicagdo como um
meic de interease degtee muitos “Brasis”. Chegamos ao cimulo de nos depararmos
com q situagdo das escolas das redes piblicas ndo terem vagas para todos que gostari-
am de frequentd-la. De um governador gue envia 4 Assembléia Legislativa do Estado,
3ug iropa de chogue, para retirar “Professores em greve” devido o falta de condigdes
de ensino ¢ salarial. Reflezo de um quadro alarmante sobre a década de oitenta, onde
a avaliagdo expulsou do sistema educacional cerca de 55% dos aluncs na primeira
série ¢ 80 & nem chegam atd a oitaue eérie. Neste ritmo, matemdticamente, sdmente
daqui a mil ancs € gue terfamos 90 % dos estudantes matriculedos completando o
segundo grau, Sabendo-se que os "Tigres Asidticos” jd alcangaram. E ainds mais

tenebroso € quando nos chegam a “estat{sticas” dizendo que um aluno universitdrio
custa 14 vezes mais do que um alunc do ensinc fundamental ¢ médic. Se compa-
rarmos este dado com os padrdes internacionais, observaremos gque chegamos a tal
absurdos perante as proporgdes que nos apresentam. Elas oscilam numa proporgdo
bem menor, em média de trés a quatro vezes.

Gasta-se muito mal em educagdo, segundo o Banco Mundial estima gque, a cada
cem délares destinados o educagdo apenas vinte ddlares é que chegam ds salas de
aula. E no Estade de Sdo Paulo, um dos estados que apresenta um indice econdmico
melhor em relagdo aos outros estades, encontramos que o saldrio-base de um professor
de primeiro grau, € cerca de cem ddlares, ou seja, significa gue ele custe ao cofre do
estado trés vezes menos que um presididrio. Daf temos um quadro de baizos saldrios,
pouca procura, € sua formagdo um tanto deficiente,

Diante deste quadro, de uma pegquena andlise da “educagdo brasileira” pensei em
contribuir significamente através dos estudos dos “Gregos”, a firn de resgatar dentro
de nds agquela poesia que hd tempos deizamos de levar para as nossas saias de aulas:
- g crenga num Brasil melhor! Resgatar g imagem do Professor gque consegue passar
para seus alunocs, esperanga num amanhd mats digno, mais honesto ... e o respeiic @
cidadania.
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Coracéo Civil

(Milton Nascimento & Fernando Brant)

Quero a utopia, querc tude ¢ mais
quero o felicidade dos olhos de um pai
guero a alegria, muita gente feliz
querc gue o justiga reine em meu pafs

Quero o liberdade, querc o vinho e o pdo
quero ser o amizade, quero amor, prazer

quero nossa cidade sempre ensolarada
08 meninos e ¢ povo no poder, eu gquerc ver

Sdo José da Costa Rica, coragbo civil

me ingpire no meu sonho de amor Brasil
se o poeta € o que sonha o que vai ser real
bom sonhar coizas boas que o homem faz
e esperar pelos frutos no guintal

Sem policia, nem milicia, nem feitico, cadé poder?
Viva a preguiga, vive ¢ malicia que 36 o gente sabe ter
Assim dizendo o minha utopia

eu vou levande o vida, eu vou viver bem melhor

doido pra ver o meu sonho teimose um dia se realizar.
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Apéndice I

Origens Primitivas



0.1 Origens Primitivas

A matemética, por muito tempo esteve definida pelos conceitos de niimeros, gran-
dezas e formas, embora atualmente sabemos que se tornaram ultrapassados, mas
que por outro lado deram origens a diversos ramos da matemdtica. Encontramos na
histéria da matemdtica, que os animais superiores, os homens primitivos ou selvagens,
as criangas, nio sfio completamente estranhos aos conceitos de niimercs, grandezas e
formas; rudimentos de um sentido matematico e que ndo sdo propriedades exclusivas
da humanidade. Sabemos que, estudos sobre os nossos antepassados, através de gru-
pos humanos que, ainda hoje, apresentam um modo de vida semelhantes aos homens
de milhares de anos, os antropdlogos conclufram: — “que todos os seres humanos
possuem um sentido numeérico”, isto é, possui a capacidade de distinguir pequenas
quantidades. Poderemos observar, por exemplo as aves: — ensine & um papagaio &
escolher entre dois montinhos desiguais de semente de girassois, constata-se entéo que
ele com o tempo, distingui: - trés e um, trés e dois, quatro e dois, seis e trés; mas con-

fundir4 sempre: cinco e quatro, sete e cinco, oito e seis. Outro exemplo interessante
é quando uma crianga de aproximadamente de quatorze meses, que esteja brincando
com cinco bolinhas de plético de tamanho médio, se escondermos uma delas, a sua
reagio é de procurar e asgim que encontré-la ird colocd-la juntamente com as outras
bolinhas.

Existern uma série de experiencias sobre a capacidade de distingunir pequenas quan-
tidades. Por exemplo, a que se encontra no conhecido livio de Tobias Dantzig -
“Nimeros - a linguagem da ciéncia”, pdg. 17

“Um fazendeiro estava disposto o matar um corvo gque fez seu ninho
na torre de observagdo de sua mansdo. Por diversass vezes, tentou sur-
preender o pdssaro, mas em vdo: d aprozimagdo do homem, o corvo sals
do ninhe. De uma drvore distante, ele esperava atentamente até que o
homem safsse da torre e 3d entdo voltava ao ninke, Um dia, o fazendes-
ro tentou um ardil: dois homens entraram na torre, um ficou dentro, ¢
o outro seiu ¢ s¢ afastou, Mas ¢ pdssaro ndo foi enganado: manteve-se
afastado até o outro homem safsse da torre. A experiéncia foi repetida
nos dias subsegientes com dois, trés e guatro homens, ainda sem suces-
sc. Fina;mente cinco homens foram utilizados como anteriormente, todos
entraram na torre ¢ um permaneceu ld dentro enguanto os ouiros gua-
tro safam e se afastavam. Desta vez o corvo perdeu a conta. Incapaz de
distinguir entre guatro e cinco, voltou imediatamente ao ninho”,

Assim, com esse exemplo podemos concluir que tanto os homens como os animais,
a percepgéo de pequenas quantidades é limitada, talvez devido a isso, tem-se o inicio
do processo de contagem, e que essa percepglo de diferencas de padrées em seus
ambientes, apresentada nesses exemplos, conduz nos a acreditar, que de certa forma
é semelhante com a preocupagido de um matemdtico com a forma e a relagdo, e
totalmente voltada para os problemas do cotidiano do homem.

128



Histéricamente, observamos que & matemadtica e a escrita possuem uma relagdo
muito estreita e até simbidtica. Ha recentes descobertas arqueoldgicas que revelaram
que os primeiros surgiram para atender & necessidade de calcular, dividir e repartir
& riqueza material das sociedades. Assim, hé necessidade de que se compreenda o
desenvolvimento da escrita quanto da matematica ocorreu simultaneamente, pois as
limitagdes da memdria humana seriam muito limitada, nfo iria conseguir ultrapassar
determinados graus de complexidade numérica.

£ claro que se observarmos & evolugdo de dois sisternas de escrita, um ao sul
da Mesopotimia, em meados do quartc milénio a.C., e o outro pouco mais tarde,
nas proximidades de Susa, no Ird, vé-se pelos descobrimentos arqueolégicos desses
tltimos decénios que: para que ume sociedade possa criar uma escrita, é preciso
que haja necessidades materiais, principalmente em matéria de contabilidade. O
material usados para as escritas nestas sociedades eram: tabuinhas de argila, um
material praticamente indestrutivel, sends que seus primeircs documentos sdo atos
contdbeis. Durante trés mil anos a escrita cuneiforme de grafia angulosa, nascida na
Mesopotamia, foi adotada pelos povos sumérios e acddios, hititas, elamitas e huritas,
sendo empregada para & transcrigio de muitas outras linguas usadas ne Antigiiidade
no Oriente Préximo, onde scbreviveu até o inicio de nossa era.

Sabemos que histéricamente outra civilizagio surgiu no Egito por volta do final
do quario milénic. Devido o material utilizado ser o papiro (planta que cresce nas
margens do Rio Nilo), um material perecivel, infelizmente o Egito deixou poucos
documentos que a Mesopotamia.

Apds as geleiras retrafrem hé aproximedamente 10.000 anos, provocando mudan-
cas 1o clima da Terra, os cagadores ndmades da Idade da Pedra se fixaram ao redor
nos vales do Rio Nilo, Tigre e Eufrates, dedicando-se & agricultura. Foi entdo que os
agricultores se depararam com problemas de conhecimentos do tempo, das estagoes
do ano, das fases da lua; para que fosse possfvel controlar melhor as suas planta-
¢Oes, a fim de que pudessem saber quando plantar, quanto de alimento e sementes
deveriam armazenar, para saber quando e quanto deveriam pagar de tributos sociais
denominados taxas baseado no tamanho da 4rea do terrenoc e ainda como dividir a
heranga de terras de modo justo para seus filhos. Os Babilonicos ee preocuparam
com grandes construgbes, grandes estruturas de engenharia pelo qual elas ficaram
famosas. Foi preciso contar a sucessio de dias e de noites para que surgissem os
primeiros calendadrios (para organizé-lo foi necessdrio desenvolver o conhecimento de
Astronomia e Matemética), Todas essas necessidades da civilizagio exigiam a nogio
de ntimero e de uma elaboragiio do processc de contagem além da nogho de “um”
e “muitos”. A noglo de nimero deve ter surgido proporcionalmente ac conceito de
singular & plural, porque é muito comum encontrarmos na Histéria Universal que
os nossos antepassados s6 dispunham de trés nomes de nimeros, correspondendo
respectivamente a: um, dois e muitos, Observe que a maior parte das liguas européia
conservaram tragos destas limitacBes, por exemplo:ter(em latim) e thrice(em inglés)
significam tanto “frés vezes” como “muitos”. E possivel constatar mais algumas
semelhangas entre as palavras latinas tres (t28s) e frans(além de), entre as palavras
francesas trés {muito) e trois (trés).

- Cada cultura desenvolveu sua matematica, utilizando uma linguagem e simbologis
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préprias, capaz de expressar uma mesma idéia matemdtica: — a idéia de nimero,
O ramo da matemética que se dedica a esse estudo é conhecida por Aritmética,
que tem suas raizes no grego Arithmettke (Aritmos e Techne= nidmero e ciéncia,
respectivamente). Subjacente & idéia de nimero estd a correspondéncia. Imagine
um pastor com necessidade de certificar que néo perdeu nenhuma ovelha. O pastor
tinha que contd-les, ou seja, de comparar conjuntos. A cada ovelha, ele guardou uma
pedrinha, e no final da sua jornada ele recolher o seu rebanho, se a cada pedrinha
correspondesse a uma ovelha, néo teria se extraviado nenhuma.

Ac analisarmos mais profundamente a agdo do pastor, percebemos que estd ba-
seada na noglo de conjunto: “Dados duas colegdes ndo vazias de objetos, A e B;
se cada elemento de A corresponder um sé elemento de B, ¢ a cada elemento de B
corresponder um sé elemento de A, diremos que foi estabelecida uma correspondéncia
entre os elementos das duas colegdes., Observe que héd duas correspondéncias, uma é
a de A para B e a cutra de B para A, denominamos de correspondéncia biunfvoca.
A quantidade de objetos de “A” é a mesma de “B”; ou seja, as duas colegbes so
equivalentes.

Foram muitos séculos para que se descobrisse que o dia e a noite e um casal de
passarinhos sio exemplos do nimero dois.
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Apeéndice II

Historia da escrita e Historia da notagdo numérica



Historia da escrita

Histéria da notagao numérica

30000,/20000 a.C.

As primeiras pinturas ru-
pestres.

Os primeiros ossos enta-
lhados da pré-histéria. As
primeiras pinturas rupes-
tres. Surgimento dos al-
garismos sumérios, “ pro-
toelamitas ” e hieroglifos
egipcios,

3100/2900 a.C.

Surgimento das mais an-

tigas escritas conhecidas (ain-

da préximas da pictogra-
fia) em Sumer, Elam e no
Egito.

2700 a.C.

Surgimento dos signos “cu-
neiformes” (caracteres em
forma de “cunhas”) nas ta-
buletas sumérias.

Surgimento dos algarismos

cuneiformes sumérnos.

2600/2500 &.C.

Surgimento da escrita hie-

Aparecimenﬁo dos algaris-

rética egipicia (cursiva abre- mos hierdticos egfpcios.

viada da escrita hieroglifi-
ca, empregada ao mesmo
tempo que esta dltima).

Segunda metade do III mi-
lénio

Os semitas mesopotimicos
tomam de empréstimo os
caracteres cuneiformes pa-

ra anotar sua proprialingua.

Os semitas mesopotimi-
cos tomam de emprésti-
mo os algarismos cuneifor-
mes surnérics, adaptando-
08 POUCO & POUCOC & base
dez,

2400/2300 a.C.

Surgimento da escrita em
Ebla.

2400/2300 a.C.

Surgimento da escrita de-

nominda “proto-hindu” no
vale do hindus em Mohen-

jo Daro, Paquistdo.
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Primeira metade do II mi-
lénio.

difusic da escrita cunei-
forme assiric-babilonica a-
través do Oriente Proxi-
mo, tornando-se a escri-
ta diplomdtica das chan-
celarias orientais. Surgi-
mento da escrita em Cre-
ta (civilizagio dencmina-
da “mi noana”},

A numeragéo decimal cu-
neiforme assirio-babilénica
(sistema comumente usa-
do} suplanta pouco a pou-
co o sistema sexagesimal
sumsério e se expande no
Oriente Préximo.

1900/1800 a.C.

Surge a mais antiga nu-
meracio escrita posicional
conhecida dentre os sdbios
babilénios (sistema de ba-
se sessenta e de grafia cu-
neiforme).

Século XVII a.C.

Primeira tentativa conhe-

cida de escrita alfabética,

Um grupo de semitas a servi-

go dos egipcios no Sinai
emprega alguns signos fo-
néticos derivados dos hie-
1oglifos egipcios (inscrigdes
denomindas “protossinai-
cas” de Sérabit el Khadim).

Segunda metade do Il milénio

A numerag&o hierdtica egip-
cia chega ao termo de sua
evolucdo.

Sée. XIV a.C,

Surgimento da escrita hi-
eroglifica hitita.

Séc, XIV a.C.

Surgimentc da mais anti-
ga escrita conhecida, in-
teiramente alfabética, nas
tdbuas de Ougarit (alfa-
beto de trinta signos de
grafia cuneiforme}.

132



Final do séc. XIV a.C.

Os mais antigos espécimes
conhecidos da escrita chi-
nesa surgem em Xiao Dun

Surgimento dos mais an-
tigos algarismos chineses
conhecidos.

(sfo incrigBes divinatérias
em 0880 e escamas de tar-
taruga).

Final do séc. X1l a.C.

Primeiros espécimes conhe-
cidos do alfabeto linear fe-
nicio (prefiguragio dos al-
fabetos modernos).

Infcio do I milénio

Difusio da escrita alfabética Os hebreus tomam de em-
através do Oriente Préximo  préstimo os algarismos hi-
e do Mediterrdneo orien-  erdticos egipcios.

tal (fenicios, arameus, he-

breus, gregos etc.).

Final do séc. IX, infcio do
séc, VII a.C.

Os gregos concluem o principio
moderno da escrita alfabética,
acrescentando vogais &s con-
soantes de origem fenicias,

Séc, VIII a.C.

Surgimento da escrita “de-
mética” egipcia (cursiva de-
rivada de um ramo local
da hierdtica, mais abrevi-
ada que ela, suplantando-
a a partir de entdo no uso
corrente).

Final do séc. VIII a.C,

As antigas comprovagdes
conhecidas da numeragio
AIAINAICE

Sec, VII a.C.

Surgimento da escrita e
trusca. Surgimento da es-
crita latina arcaica,

Final do séc. VI a.C.

As mais antigas comprova-
¢Oes conhecidas da numera-
cio fenicia,

Segunds metade do I-milénio

a.C.

Difuséio dos algansmos a-
ramaicos pelo Oriente Pré-
ximo (Mesopotimia, Siria,
Palestina, Egito e norte da
Arébia).
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Séc. V a.C.

A escrita aramaica torna-

Surgimento da numeragio

se o sistema de correspondéncigrega acrofdnica em Atica,
internacional do Oriente Préxifmigimento da numeragio

suplantando doravante a
escrita cuneiforme de ori
gem ass{rio-babilénica.
Surgimento da escrita za-
poteca na América Cen-
tral pré-colombiana.

acrofonica da Arédbia do
gul nas inscricdes sabeftas,

Sée. IV a.C.

Difusio da numeragio gre-
ga acrofénica pelos Esta-

des do mundg helénico,

Final do séc. IV, inicio do

séc, 111 a.C,

Os primeiros testemunhos
conhecidos da numeragio
grega alfabética surgem no

Eqito,

Meados do séc. III a.C.

Surgimento da escrita kha-
roshti nos éditos do impe-

riador Asoka (cursiva de-

rivada da escrita aramai-

ca e empregada no noro-

este da India, Paquistdo e

Afeganistio).

Surgimento da escrita brah-

mi nos éditos do imperia-
dor Ascka (e a primeira
escrita estritamente hindu
conhecida; serd origem de
todas as outras escritas da

{ndia),

difusio da numeragédo a-
ramaica no noroeste da fndia,
no Paquistdo e no Afena-
ganistdo.

Difuséic da numeragio gre-
ga alfabética pelo Orien-
te Préximo ¢ pelo Medi-
terréneo oriental., Surgi-
mento dentre os sabios da
Babildnia do primeiro ze-
ro conhecido da histéria.

Séc. 11 a.C.

Primerios testemunhos co-
nhecidos do hebraico qua-
drado (escrita hebraica na
sua forma moderna, cu-
jas letras, rechonchudas e
macigas, derivam das le-
tras cursivas aramaicas).

Surgimento mais comple-
to dos algarismos brahmi
nas inscri¢des budistas de
Nana Ghat (estes algaris-
Imos, que constituem a ver-
dadeira prefiguragio dos
nove nimeros significati-

Inscrigbes das grutas de Na-
na Ghat (escrita diretamen-
te derivada do sistema brah-
mi).

vos atuais, hindus, drabes
e europeus, ainda n&o séo
regidos pelo principio de
posigio).
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Final do séc. II a.C,

As mais antigas comprova-
gBes conhecidas do empre-
go das letras hebraicas co-

mo nimercs.

Séc. I a.C. / séc. 11d.C.

Reforma da escrita chine-
sa e surgimento da grafla
lishu (que evoluird pouco
a pouco para a reforma a-
tual).

Surgimento da numergéo

decimal posicional dos con-
tadores chineses (sistema

denominado suan zi ou sis-
tema das “barras nume-

rais”), Mas ela ndo tem

ZEIO,

Séc. I oull a.C.

Inscricoes budistas das gru-
tas de Nasik ( cujas carac-
terfticas sdo mais ou me-
nos parecidas com as de

Nana Ghat).

Primeiros séculos da era
cristé

Um rame cursivo da an-
tiga escrita aramaica val
Pouco & pouco evoluir pa~
radar origem & escrita Arabe
propriamente dita (cujos
primeiros testemunhos for-
mais conhecidos datam do
séc. V).

Os algarismos hindus de
1 a 9 ainda néo parecem
depender da regra nume-
ral de posigdo.

Final doséc. II, inicio do
sée. IV

Comprovagdes mais anti-
gas da escrita maia.
Surgimento da grafia chi-
nesa denominada Kai-shu
(forma atual).

Primeiros exemplos conhe-
cidos do emprego do sis-
tema maia de expressio das
datas e das duragdes tem-
porais em “conta longa”
(sistema denominado séries
iniciais).

Séc. IV - VI

Surgimento da escrita hin-
du denominada gupta (de
qual derivam todas as es-
critas da India setentrio-
nal e algumas do centro
da Asia),

Inscrigdes Pallava, Calukya
e Vallabhi {cujo sistema
estd na origem das escri-
tas hindus meridionais).
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Epoca provével do surgi-
mento do zero e da numera-
¢io posicional dos sarcedotes-
astrénomos maias.



28 de agosto de 458

Data do Lokavibhaga, um
texto jal em sénscrito que
trata de cosmologia. Esta
obra constitui a mais an-
tiga comprovacdo conhe-
cida do emprego de sfmbolos
numéricos em sanscrito, u-
80 qUe comprova a mais a-
cabada concepgéo do zero
e a regra numeral de posi-
¢d0 segundo a base dez.

Aproximadamente anc 510

Dois exemplos do uso dos

gimbolos numéricos do sdnacritc

atestados junto ac astrénomo
hindu Aryabhata. Este au-

tor alude, ao principio de
posicdo e ao pero.

aproximadamente ano 575

Os simbolos numeéricos em
sanscrito sdo abundante-
mente empregados (com um
zero) pelo astrénomo hin-
du Varahamihira.
A partir desta época, o sis-
tema assim concebido torna-
se, alids, instrumento qua-
se exclusivo dos astrénomos
oy .
em

Ano 583
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Data do mais antigo do-
cumento epigrafico hindu
conhecido (trata-se de u-
ma carta de doagBes de co-
bre), que atesta o uso dos
nove algarismos significa-
tivos segundo o principio
de posigdc. Este novo sis-
tema - cujos signos deri-
vam da antiga notagio brah-
mi ¢ prefiguram os nove
algarismos modernos - cons-
fitul a primeira numera-
¢ao decimal escrita de es-
trutura idéntica & nossa.



Ano de 598

Data da mais antiga inscri-
glo em sénscrito do Cam-
boja (a casa 520 saka esté

a{ expressa por meic do
zero e dos sfmbolos numéricos
do sanscrito segundo o prin-
cipio de posigio).

Ano 628/629

O uso da numeragio de-
cimal escrita de posigéc e
do signo-zero ji perfeita-
mente estabelecido na ndia:
o astrénomo Bhaskhara I
emprega n&o apenas o sis-
tema posicional dos simbolos
numéricos em sanscrito, mas
ainda o signo-2ero & o8 no-

ve algarismos significati-
YOS,

Séc. VII

Aparecimento da numer-
cio sirfaca alfabética.

Ano 662

Testemunho do bispo sirio
Severo Sebokt a respeito

dos métodos hindus de célculos
pot meio dos nove algaris-
mnos,

Ano 683

A mais antiga inscrigio kha-
mer datada por meio do
zero e dos nove algarismos
de origem hindu segundo
o principio de posicdo.

Ano 683/686

As mais antigas inscrigbes
redigidas em malzio arcai-
co e datadas por meio do
zero e dos nove algarismos
de origem hindu.

Ano 687
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A mais antiga inscrigo em
sanscrito do Champa com

uma data expressa em simbolos
numéricos segundo o principio
de posigao,



Ano 718/728 Um astrénomo budista de
origem hindu fixado na Chi-
ne testemunha o zero e o
célculo por meio dos nove
algarismos hindus,

Ano 732 A mais antiga inscrigdo em
sdnscrito de Java com u-
ma data expressa em sibolos
numéricos com valor de posi-
gao.

Anoc 760 A mais antiga inscrigdo ver-
nacular de Java (sistema
Kawi) com uma data ex-
pressa por meio do zero e

dos nove algarismos de o-
rigem hindu.

Séc. VIII Surgimento da numeragéo
| drabe alfabética (sistema
denominado abjad).

Final do séc. VIII Surgimento do zero de o-
: rigem hindu na numera-

¢io decimal posicional chi-

nesa (“barras numerais” ),

Introdugdo da numeragio

decimal posicional hindu

e do zero em terras do Isld,

Anc 813 A mals antiga inscrigéo ver-
' nacular do Champa data-
da por meio do zerc e dos

nove algazismos de origem
hindu,

Ano 875/876 As mais antigas inscrigio
lapidares conhecidas da /n-
dia, oferecendo menges numéricas
expressas por meio do ze-
to e doe nove algarismos
significativos nagari.
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Séc. IX

Surgimento dos algarismos
denominados ghobar en-

tre os arabes do Magred

e da Espanha (signos cuja

grafi prefigura a dos alga-

rismos europens da Idade

Média e a dos algarismos

modernos),

Ano 976/992

Dois manuscritos proveni-
entes da Espanha nio mul-
cumana oferecem a grafi-
a dos nove algarismos sob
nma forma préxima do ti-

po ghobar: trata-se das
mais antigas provas euro-
peias do uso dos chama-
dos “algarismos arabicos”.

Sec. X-XI1

Os calculadores europeus

efetuam suas operagoes a-

ritméticas em dbaco de co-
lunas de Gerbert e de seus

discipulos:utilizam para is-
to fichas de chifre marca-

das por um dos nove al-

garismos de origem indo-

arabe (apices).

Séc. XII

Introducdo do signo zero

no Ocidente: os calcula-

dores europeus efetuam su-
as operagoes sem colunas,

escrevendo os nove alga-

IISIOS € O Zero na arei-

a: ¢ o aparecimento do

algorismo. Epoca a par-

tir da qual os “algarismos

ardbicos” comegam a se es-
tabiizar graficamente.

Seéc. XIHI-XIV

Apareamento do “calculo
escrito” a pena em papel
por melo dos algarismos
na Europa ocidental.
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Sée. XV Invengao da imprensa na  Generahzagio do uso e nor-
Europa. malizagao progressiva dos
algarismos “arabicos” na
Europa.

Fonte: Os numeros: histdria de uma grande tnvengdo

Observacao:

- o termo “surgimento” empregado durante todo o desenvolvimento
das referéncias cronolégica deve ser entendida como “ a época dos primei-
ros documentos ou iestemunhos alualmente conhecidos que comprovam a
existéncia e o uso do conceito ao qual ele se refere”.
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Apéndice III

Lvolucao do conceito de nimero
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Apeéendice V

Significado das palavras numeéricas



Palavras numéricas de algumas linguas

indo~europeias

mostrando a extraordinaria estabilidade das palavras numéricas

PO
Sanscrito iiiggo Iatim |Alemdo | Inglés Eg:n— gig; Rasso
1| eka en WS eins one un um odymn
2 | dva duo duo zwel two deux dois dva
3 | tri tri tres drei three trois | tres tri
4 ¢ catur tetra |quatuor | vier four quatre | quatro| chetyre
5 | panca pente |quirngue | funf five cing cinco | piat
6 | sas hex sex sechs six six seis shest
7 | sapta hepta |septem | sieben | seven sept sete sem
8 | asta octo octo acht eight huit oito vosen
9 | nava ennea | noven neun nine neuf nove devial
10 | daca deca |decem |zehn ten dix dez desiat
100 | cata ecaton |centum | hundert | hundred | cent cem sto
1000 | sehastre | xilia |mille tausend | thousand| mille | mil tysiaca

Um sistema guinadrio tipico:

a lingua api das Novas Hebridas

Palavra | Significado
1 tai
2 lua
3 tolu
4 vari
5 luna mao
6 otai mais um
7 olua mais dois
8 otolu mais trés
9 ovair mais quatro
10 lua lunal duas maos
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Um sistema vigesimal tipico:

a lingua maia da América Central

1 hun 1

20 xal 20
202 bak 400
203 pic 8000
204 calab 160.000
20° kinchel 3.200.000
206 alce 64.000.000

Um sistema binario tipico: uma tribo ocidental dos Es

treitos Torres

1 urapun 3 okosa-urapun 5 okosa-okosa=-urapun

2 okosa 4 ockosa-ckosa & okosa-okosa-ckosa
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Apéndice VI |

Atitudes importantes do Professor de Matematica.



ATITUDES IMPORTANTES DO PROFESSOR

1.

10.

11,

DE MATEMATICA

Orientar o aprendizagem, de modo a permitir que o estudante tenha nogdo
dos métodos e processos matemdticos adguirindo dessa forma condigdes pare
abordadr com sucesso quaisquer situagdes problemdticas, até mesmo aquelas
ndo relacionadas com o conteddo da programagdo proposia.

Orientar e guiar os alunos na aprendizagem e ndo ser mero formulador de
receitas prontas a serem usadas.

FPermitir ¢ incentivar o espirito de iniciativa do aluno, estimulando a reflexdo
e desenvolvendo a capecidade e investigugdo e conclusdo.

Valorizar o “porque”, antes do ‘“como”.
Néo subestimar a capacidade dos alunos.

Desenvolver as aulas em um nivel adequado d classe mas promovendo o aperfei-
coamento do aluno ndo 56 quanto ds suas, potencialidades, mas também quanto
aos seus conhecimentos.

Empregar uma linguagem simples, porém clara e precisa.

Evitar que os termos matemdticos adgquiram a conotacdo que eles possuem na
linguagem comum.

Aperfeicoar seus conhecimentos no gque se refere ao contleddo e as técnicas.
Ndo usar os stmbolos ldgicos e matemdticos como abreviagdes taguigrdficas.

Deizar que as criancas manipulem os materiais diddiicos e ndo utilizd-los como
simples material demonstrativo.
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