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RESUMO

Os “"Irés Estudos sobre Histéria e Educagao

Matematica® tomam como objeto de investigagdo o problema da

relacio entre a histdéria, e mals particularmente a histdria da

matemdtica, e a Educagdo Matematica. FEles tém o propésito de

explicitar e fundamentar trés pontos de vista pessoais a respeito
de trés possivels formas dessa relagio se manifestar.

Uma primeira forma diz respeito as possibilidades

de se recorrer & histéria como um recurso pedagdégico adicional,

igto &, como um meio potencialmente rico para se promover O

ensino-aprendizagen da matematica. O objetivo do primeiro Estudo
& o de resgatar a propria histéria dessa forma de relagao através
do levantamento, detalhamento e andlise dos diferentes papéis
pedagdgicos atripuidos & histéria por matematicos, historiadores
da matemdtica e educadores matematicos gue, de modo direto ou
indireto, acabaram expressando suas posigées em relagcdaoc a essa
questio.

Mas e o primeiro Estudo preocupa-se cor a
importancia da histéria na Educagfo Matematica, o segundo aponta
para a necessidade de um resgate da Educagao Matematica na
histéria. E essa uma segunda forma em gue se pode manifestar o
problema da relagdo entre histdéria e Educag¢io Matemética. Trata-
se agora de recorrer a histéria e a filosofia da Matematica e da
Educacdo na tentativa de reconstituir os paradigmas de Educa¢ao

Matematica na histéria. A analise a gque foram submetidos os
textos basicos desse estudo revelou a existéncia dos olito

sequintes paradigmas de Educagao Matematica: o Paradigma do

Formalismo Pedagbgico Classico, o Paradigma do Formalismo
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Pedagdygico Enciclopeédico, o raradigma do Ativismo Pedagdgico, ©
paradigma do Formalismo Pedagégico Estrutural, o Paradigma do
Falibilismo Pedagdgico, © Paradigma Cultural e © Paradigma
Histérico. Tendo em vista, porém, a anmplitude e complexidade
desse empreendimento, o segundo Estudo toma como obijeto de
investigagdo apenas © modo COmMo se constituiu o Paradigma do
Formalismo Pedagdgico Cléssico, & luz das guatro seguintes
categorias de andalise: a concepgdo de matemadtica subjacente ao
paradigma, a concepgao dos fins da Educacdo Matematica e dos
valores a serem por ela promovidos, a concepgdoe do modo como O

aprendiz tem acessoc ao conhecimento matematico e a concepgao do

nétodo de ensino de matematica.

Finalmente, o terceiro Estudo - que constitui-se
numa proposta fundamentada referente a um terceiro modo da
histéria relacionar-se com a Educagao Matematica - tem O
propésito de apresentar e discutir um estudo histérico-pedagd-
gico-temadtico sobre 0s nameros irracionais. Trata-se agora de
mostrar como a histdria pode operar em um nivel temdtico bastante
especifico da matematica e revelar todo o seu potencial cultural,

humano e educativo mais amplo.



ABSTRACT

The object of investigation of "Three studies
about History and Mathematical Education" is the relation between
History - and particularly the History of Mathematics - and
Mathematical Education. The aim is to clearly express and
establish three personal points of view concerning three possible
forms in which that relationship may appear.

The first form deals with the possibilities of
using History as an aditional pedagogic resource, that is, a
potentially rich means of promoting the teaching and learning of
Mathematics. The objective of the first study is to recover the
very story of this form of relation by raising, detailing and
analysing the different pedagogic roles attributed to History by
Mathematicians, math historians and mathematical educators who,
directly or indirectly, have expressed their pesitions regarding
this matter.

While the first study concerns the importance of
History in Mathematical Education, the second points out to the
necessity of recovering Mathematical Education in History. That
is another way of manifesting the problem of the relation between
History and Mathematical Education. The question now is to evoke
History and both Mathematics and Educational Philosophy in an
attempt to remake the Mathematical Education paradigms in
History. The analysis into which the basic texts of this study
nave been submitted has revealed the existence of the following
eight paradigms of Mathematical Education: the paradigm of
classical Pedagogic Formalism; the paradigm of Enciclopaedic

Pedagogic Formalism; the paradigm of Pedagogic Activism; the



paradigm of Structural Pedagogic Formalism; the paradigm of
Pedagogic Falibilism; the Cultural paradigm and the Historical
paradigm. In regard to the wideness and complexity of this
enterprise, the second study will only deal with the investiga-
tion of the way the Classical Pedagogic Formalism Paradigm has
been constituted in the light of four analytic categories as
follows: the conception of mathematics underlying the paradignm;
the conception of the aims of Mathematical Education and of the
values it is supposed to promote; the conception of the way the
learner can acquire mathematical knowledge and the conception

of the teaching method in Mathematics.

Finally, the third Study - which constitutes a
proposal based upon & third way of History relating itself to
Mathematical Education - has the purpose of presenting and
discussing a thematic-pedagogic-historical study on irrational
numbers. The goal is to show how History can operate in a rather
specific thematic level of Mathematics and reveal all its widest

cultural, human and educational potential.



“A essénoia da Razbo, em suas formas mais
primitivas, & a sua avaliagio de relances
de novidade, de novidade imediatamente
realizavel, e de novidade que & conside-
rada ao nivel do deseijo, mas ndo ainda ac
nivel da agdo. Na vida estabilizada ndo
hid lugar para a Razdo ... A Raz@o & a
fungdo que enfatiza a novidade... Podemos
entender a ordem, porgue nog reconditos
de nossa prépria experiéncia existe um
elemento contrastante, gue & andrguico.”
{Whitehead, 1988, p. 1l e p. 17}



CONSIDERACOES PRELIMINARES

Trés estudos sobre histéria e educagdo matematica.
£ este o titulo deste trabalho de pesquisa. Gostaria de, nestas
consideragdes preliminares, tecer alguns comentarios a respeito
das circunstancias gue me levaram a ele. Isto &, de buscar no
tempo as articulagdes necessadrias & composigado de um conjunto de
fatos que pudessem justificar a motivagdc e os esforgos empreen-

didos para sua elaboragdo.

Tnicialmente, o curso do professor Casemiro.
Evolucdo da Educagdo Brasileira. Faculdade de Educagdo — UNICAMP.
Primeiro semestre de 1979. Encontrei neles - no curso e no
professor - a motivag@o necessadria a minha primeira incursao
nhistérica. Houve um produto. A evolugdo do ensino secundario
piiblico de matemdtica no Brasil. Uma monografia. Ja na intro-
ducdo, era o futurc a direcionar os passos incertos pelos
labirintos do passado. O ensino da matemdtica continuava nao
andando bem em nosso pais. Quais as razbes desse fracasso
reiterado? Que rumo deveremos tomar daqui para a frente?
Deveremos buscar respostas e alternativas unicamente dentro dos
estreitos 1limites da pedagogia da matemética, atravées da
renovacdo de contetdos e métodos? Eram as minhas perguntas. A
histéria colocava-se, entdo, como o horizonte ilimitado e azul.
Um receptéaculo de regpostas.

Enguanto receptdculo, aparecia-me como algo capaz
de conter. Um continente, portanto. Um continente a ser explora-

do. Um territério novo onde poder-se—ia demarcar as novas fron-
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teiras da pedagogia da matematica. Sentimos a necessidade de
desenvolver nossa analise a luz das transformagdes historicas da
sociedade brasileira e do nosso sistema educacional em particu-
lar, evidenciando em cada etapa o significado social e politico
de nossas atitudes, de nossos métodos e do contelQdo daguilo gque
ensinamos. Isso também aparecia na introdugdo. O horizonte
ilimitado e azul da histéria, o nosso continente, era o Brasil.
E o Brasil era uma ilha. E de fato, era. A matematica era univer-
sal. A Educacdo Matematica também. Mas isso ndo importava. Era

preciso romper com © que estava feito. Mal feito. Com o tudo

igual. Com agquilo que havia se imposto e se instalado menos pela
razdo gque pelo habito. Romper com aguilc gue o habito havia
tornado natural. Pensando nisso, hoje, lembro-me de Pascal.
"Dizem que o© habito & uma segunda natureza. Quem sabe se a
natureza ndo & apenas um primeiro habito?". E também de Proust do
"Em busca do tempo perdido'. "Cessando, assim, a influéncia
anestésica do habito, punha-me entdo a pensar e a sentir: coisas
tao tristes". Mas um professor de matem&tica, no Brasil, no
inicio da década de 80, nfdo tinha tempo de correr em busca do
tempo perdido. O clima impelia-nos para o futuro. O futuro exigia
mudancas. Ruptura com o passado. Um passado-fantasma de gquase 20
anos de idade gue era preciso exorcizar. B monografia do profes-
sor Casemiro ficou de lado. Ndo esquecida. Aguardando motivagdo
para ser retomada.

Em vez dela surgiu o YEra uma vez... aguela
matemdtica. Dissertaclo de mestrado. 1984, Mas, no "Era uma
vez..." mal se falava de "aguela matematica". Ou melhor, falava-

se mal e pouco daguela matematica. Daguela educagéo matematica
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gque, para ser superada, Ou mesmno desafiada, precisava, antes, ser
compreendida. Mas preferl exorciza~la a compreendé-la. Compreen-
dé-la significava constitui-la no tempo. Isto &, contar a "nossa"
histdéria: a "dela”, mas gque &, ao mesmo tempo, @ "minha" leitura
dela.

As epigrafes introdutérias aos capltulos do "Era
uma vez..." ja anunciavam o tom do trabalho. De um tado, o Lenin
materialista do "a dialética das colsas gerandoe a dialética das
idéias! num momento em gue parecia-me, nao impossivel, mas incon-

veniente, gue a dialética das idélas gerasse também a dialética

das coisas. O Lenin dinadmico que apontava para "a necessidade de
expressar o movimento na 16gica dos conceitos, num momento em gue
os nossos conceitos estavam involuntariamente enclausurados. De
outro lado, um Lakatos "quasi-empirico" e liberal bombardeando ©
weau formalista® da matemdtica com os projétels impuros das
wincertezas terrestres'. Era a indignagao politico-epistemélogica
diante das "teorias matematicas-serafins", voluntariamente
alheias &s necessidades e apelos humanos. O Lefebvre do "Logica

formal/Logica dialética” completava o tripé sobre o qual uma nova

didatica da matemdtica poderia construir-se. "A légica serve a
todas as classes (assim como o faz a lingua). Todavia, ela sé é

'meutra’ enguanto & vazia; e na medida em que, implicando a
possibilidade de pensar, nao seja um pensamento.? Do mesmo modo,
"as matematicas ndc sdo neutras guando entram na pratica social,

gquando se prestam a determinadas pessoas e nao a outras". O "Era
uma vez..." foi isso. Uma reflexdo voluntaria sobre a possibili-
dade de uma didatica da matemdtica do "por-se a servigo de'. Que

revelava uma matemédtica "do serve para'". De uma matemdtica que
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opunha-se, conscientemente, dguela do Euclides-professor-em-
Alexandria gue mandou seu escravo dar trés moedas a um estudante
gue, inocentenmente, perguntou—-lhe: para que serve o estudo da
geonetria? Esse era o lado pragmatico do "Era uma vez..." Hoje,
vejo-0 mMenos como um voltar as costas ao passado gue como um
desvio gue gerou desdobramentos no sentido de possibilitar a
redacdo de varios textos didaticos cde matematica para o ensino de
12 grau, ao longo de toda a década de 80. Um desvio que me chamou
novamente a atencdo para a importdncia da higtdria.

Dois outros fatores, na década de 80, contribuiram

para isso.

Um deles foi a participagéo no "grupo de histdria®
organizado pelo professor Eduardo Sebastiani Ferreira. Os parti-
cipantes? A Ema L.B. Prado, a Marineuza Gazetta, a Beatriz
D‘ambrosio, a Maria Queiroga, o Nelson, a Maria Angela Miorim, o
Mario, o Marcelo. Ndo sel se esqueci alguém. Traduziamos. Liamos,
pDiscutiamos. Por ali passaram o Struik, o Victor Byers, o Grat-
tan-Guiness, o Philiph Jones, etc. Nova literatura. Novos proble~
mas. Novas reflexdes dialogando com as velhas. Por que estudar
histéria da matematica? Em gue se fundamenta o principio genéti-
co? Por gque a histéria da matematica deveria constituir-se numa
uferramenta’ para o ensino? O Ccurso ministrado pelo prefessor
Fduardo na Faculdade de Educagdo foli também um momento importan-
te. Possibilitou-me dar um passo além na reflexdao que 44 vinha

desenvolvendo sobre o ensino dos nGmeros irracionais com base na
histéria. Um processo de ensino-aprendizagem no qual as dissondn-

cias cognitivas seriam provocadas pelas dissonancias histéricas.

As "dissonancias" me levaram a Léon Festinger e também a toda uma
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1iteratura sobre os conflitos cognitivos. Busca de fundamentacgao
psicolégica ora na psicologia social, ora na psicologia genética.

A epistemologia de G. Bachelard mostrou ser tambén
um ponto de referéncia. Bachelard e o seu "axioma do Primado
redrico do erro". ¢ significado de uma idéia 8 nos & acessivel
na medida em gue aparece sobre um fundo de errcs mals profundos.

Isto &, na medida em gue essa idéia & recolocada no interior do

campo das 1lusdes imediatas. "A verdade & o término de uma
polémica®™. "A experiéncia é precisamente a lembranga dos errcs
retificados". "0 ser puro € um ser desiludido"., Essas lidéias

estimulavam-me. Alnda que o axioma do Primado Tedrico do erro nao
fizesse referéncia explicita a historicidade. Ainda que funcio-
nasse mais como um guia metodoldgico gque como um reforgo a crenga
de que a histéria poderia constituir-se em fundamento ao ensino-
aprendizagem. Mas como entender gue "a verdade sd adguire pleno
sentido no término de uma polémica", se nao se recupera a polémi~
ca em seu processo historico? Como entender gue "a experiéncia é
a lembranca dos erros retificados™ sendo como apelo a retomada do
processo histérico e dos verros! da humanidade na busca de
verdades cada vez mals objetivas? Como entender o "ser desiludi-
do" senao como agquele gue, contrariamente exposto & verdades Jja
aparadas e infaliveis, aparou por sl préprio as arestas através
de um processo construtivoe? Nao foi por acaso gue Bachelard
afirmou que as intuigdes sao nmuito dteis: elas servem para ser
destruidas®. Essa afirmagdo, guando transposta para o plano da
metodologia do ensino da matemidtica, revestia-se de um enorme
significado. Revelava o papel dialético que as intulgdes poderiam

e deveriam desempenhar no processo de ensino-aprendizagem. Elas
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seriam, ao mesmo tempo, Uteis e indteils. Necessé&rias e desneces-
sarias. B através dessa dialética do evidenciar para destruir que
se pode passar a um estagio cognitivo superior de apreensio de
uma idéia. As intuicdes ndo sdo nem desnecessarlas por aparecerem
como ameacas aos padrdes atuals de rigor e nem necessarias por
serem inevitaveis. FElas sdo necessarias para poderem ser
superadas. Pols 50 se pode tomar consciéncia do carater nao rigo-
roso dos raciocinios intuitivos na medida em gue se toma
consciéncia das contradicdes gue eles engendran.

Paralelamente a isso, um outro fato, na década de

80, contribuiu para o surgimento dos "Trés Estudos sobre Historia
e Educacdo Matematica". A heranga do professor Lafayette. NOs,
professores da area de educagio matemdtica da Faculdade de
Educacido da UNICAMP, herdamos, apds a aposentadoria do professor
Lafavette, dois cursos da Licenciatura em Matematica. Histdéria da
ciéneia I e Histéria da Ciéncia II. Hoje, Fundamentos da Metodo-
logia do Ensino da Matematica I e II. As inGmeras discussdes
travadas entre Angela e eu. Tentativas de reorganizacgao dessas
disciplinas. Os planos de cursos sucediam—se uns aos outros e
revisavam-se mutuamente. Nunca nos sentiamos satisfeitos. Ainda
ndo estamos. Essa heranga obrigou-me, particularmente, a mergu-
lhar de cabeca na histdria. A histdria nao era mais um continen-
te. Era um oceano. E os fatos eram os peixes. Ndo os peixes
mortos expostos na banca do comerciante. Fol o que aprendi com
E.H. Carr. "Os fatos assemelham~se aos pelXes gue nadam nc oceano
imenso e muitas vezes inacessiveis; o que o historiador apanhara
depende em parte do acaso, mas sobretudo da regiao do oceano gue

tiver escolhido para a sua pesca e da isca de que se serve. Estes
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trés fatores sao, evidentemente, determinados pelo tipo de peixes
que se propde apanhar. Em geral, o historiador obtera o tipo de
fatos gque deseja encontrar". As leituras se sucediam. E Barra-
clough confirmava. "A histoéria que nds lemos, embora baseada em
fatos, ndo @, para dizer a verdade, absolutamente factual,mas uma
série de julgamentos aceitos™. Era a negagdo da histoéria guebra-
cabeca, cuja transparéncia e objetividade estariam asseguradas a
medida que fossenos completando as lacunas com novos fatos-pecas.
Fra a recusa da concepcdo positivista da histéria - a histéria-
compilagdo - que acreditava na possibllidade de se chegar aquilo
que realmente aconteceu através do aclimulc maximo de fatos
irrefutiaveis e objetivos extraidos de documentos cuja autentici~
dade era inatacdvel. Essa era a histéria do século XIX. bu estava
no final do século XX. Ao mesmo tempo em que sentia a necessidade
de conhecer a histéria, isto &, as diferentes reconstituigoes dos
diferentes historiadores, sentia que também era necegsario
conhecer as filosofias da histéria. Mas eu era apenas um profes-
sor-pescador de posse de algumas histérias da matemAtica e da
educacdo do tipo "fatos-peixes mortos" tentando fazer com gue
futuros protfessores de matematica, que desconheciam esses "fatos-
peixes mortos'" se banhassem no oceano vivo e em movimento da
histéria.

A década de 80 foi também, portanto, um pouco
dessa luta contra o ilgnorar para poder compartilhar. Luta gue
teve, que tem e que terd de ser travada por todo Prometeu gue
decida roubar aos deuses o segredo do fogo. I o gue constitui a
condicdo humana. Mas esse & s0 © primeirc momento dessa luta.

Momento ao gual resolvi dar o nome de pesguisa. Mas os Prometeus
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nic param por ai. A continuidade & a dimensdo pedagbdgica da luta:
o revelar aos homens os nmistérios acumulados do fogo. Dessa
imensa fogueira gue constitul a aventura humana. Fol a compre-
ensio da natureza dessa luta que me levou a acreditar que toda
pedagogia & necessariamente histérica e que toda historia &
necessariamente pedagdégica. Compreendi também gue a Matematica
nao é parte dessa aventura humana do mesmo modo como uma caixa
menor esta contida numa maior. E se o fosse ndo seria a mals
importante. Ela ndo & também a fonte que alimenta a chama. Ela &

o espelho que teria a estranha propriedade de refletir a chama

sob infinitos adngulos e de, portanto, inverté-la. De restituir a
chama a capacidade e o poder de vé-la 3z avessas. De conhecer-se.
£ a autoconsciéncia da chama. Mathema, em Jgrego, significa
aprendizagem. Whitehead teve a genial percep¢ao desse fato guando
recorrew ao Hamlet de Shakespeare para situar a verdadelra
posigdc da matematica na histdria do pensamento humano. Ela nao
seria o Hamlet do Hamlet. Mas a essencial, fascinante & louca
o0félia. "Tenho ouvido falar também,e muito, de como vos pintais.
Deus vos deu uma face, e fabricails outra para vég; vos saracote-
ais, vds andais lentamente, VvOs falais imitando as criancas, vés
apelidais as criaturas de Deus,e fazels vossa malicia passar por
ignorancia". E a forma como Hamlet via Ofélia. Para Whitehead "o
propdésito da Matemdtica é a sublime loucura do espirito humano.
para Cantor, a esséncia da matemdtica & a sua liberdade. Dai, o
esforco humano para libertar-se da realidade ter de, para sempre,
pagar o alto prego do aniquilamento da raz&o. A morte da louca e
sublime Of&lia & também a faléncia da razdo. Dai, o carater

realmente fantdstico e fantasticamente real do discurso nmatemdati-
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co. Isso tudo trouxe-me repentinamente & memdria o gquadro de
Millais, "a morte de Ofélia", no qual o corpo sem vida e transpa-
rente de Ofélia, rodeado de flores ninfaceas, parece dissolver-se
na agua. Essa imagem me fez lembrar do poena "Ligbes sobre a
dgua" de Antonio Gededo:

"pste liguido & agua.

Quando pura,

& inodora, insipida e incolor.
rReduzida a vapor,

sob tensdo e a alta temperatura,

mnove os émbolos das maguinas gue, por isso,

se denominam maguinas de vapor.

£ um bom dissolvente.

Embora com excegdes, mas de um modo geral
dissolve tudo benm, acido, bases e sals.
Congela a zero graus centesimais

e ferve a 100, guando & presséo normal.

Foi neste liquido gue numa neite calida de Verao,
sob um luar gomoso e branco de camélia,
apareceu a boiar o cadaver de Ofélia

corm um nenafar na mao.

A agua que trouxe & tona o cadaver de Ofélia é a
mesma adgua daguele imenso oceano de peixes gue & a histéria,e por
onde navegaram ousados e etéreos Prometeus, ficticios ou reails,

expulsos do paralso e condenados a viverem eternamente na cons-
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ciéncia da humanidade. As "ligdes" da histdria sfo as ligdbes do
exilio. Lembrei-me de Victor Hugo. "Dois exilados - pai e filho -
estio numa ilha deserta cumprindoe longa pena. Numa manha, senta-
dos em frente A& casa, o filho pergunta: ‘Que pensas deste exi-
1ic?’ ’Sera longo...’' responde o pai. ‘E como ocupéd-lo?’ continua
o jovem. O velho, sereno, diz apenas: 'Glharel © oceano e tu?’
Faz-se um longo siléncio antes da resposta do jovem: 'Eu traduzi-

rei Shakespeare’. Shakespeare: o oceano.”



Estes Estudos sao dedicados a todos oS
pescadores de todos 08 OCRANOS.

"Houve quem dissesse um dia gue as
geragBes dos homens slo como a das fo-
lhas, passam umas & vém as outras.

Estd na nossa mao desmentir o signifi-
cado pessimista dessa frase.

56 figuram de folhas caidas, para uma
geracio, aguelas geragdes anteriores cujo
ideal de vida se concentrou egoisticamen-—
te em 5L e gue ndo culdaram de construir
para o futuro pela resclugidc, em bases
largas, dos problemas gue lhes estavam
postos, numa elevada compreensiao do seu
significado humano.

Essa concentragio egoista tem um nome -
traigdo, e, se hoje trairmos, serd esse
o nosso destino — ser arredados com o pé,
como se arreda um montdoc de folhas mor-
tas.

E ndo queliramos gue amanhd tenham de
praticar para conosco esse gesto, im-
piedoso nas justiceliro, exatamente o
mesmo que hoje nos vemos ocbrigados a
fazer para com aguilo que, do passado, é
obsticulo no nosso caminho.”

(Caraga, 1978b, pp. XI-ZV)
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1, INTRODUCAO

1.1. ALGUMAS CONSIDERACOES SOBRE O PRIMEIRO ESTUDO

Certamente, o problema da relagdao entre a
histéria, e mais particularmente a histéria da matematica, e a
educacio matematica ndoc & novo. Ja se pode afirmar que ele tem a
sua proépria histéria, tal a insisténcia com gue & posto e recolo-
cado desde o momento em gue se teve uma clara consciéncia de sua
importancia. 0s Estudos que ora apresentamos tém, na verdade, ©
propésito de explicitar e fundamentar trés pontos de vista
pessoais a respeito de trés possiveis formas dessa relagao se
manifestar.

Uma primeira forma diz respeito as possibilidades
de se recorrer A histéria como um recurso pedagdgico adicional,
isto &, como meio auxiliar, potencialmente rico, para se promover
e repensar o ensino-aprendizagem da matematica.

Uma preocupac¢ao nesse sentido 14 se fazia presente
na obra "Eléments de Geometrie" do matemdtico francés do século
18 -~ Alexis Claude Clairaut - publicada em 1741, com o objetivo
de facilitar a tarefa dagqueles que deveriam iniciar-se no estudo
da geometria. O préprio Clairaut tinha consciéncia de que essa
obra constituia-se em um curso preparatério acs Elementos de
Fuclides. Ao constatar, na introducdo de sua obra, gue a causa da
dificuldade enfrentada pelos principiantes no inicic de um curso
de geometria era a forma como esta ciéncia era ensinada, em fiel

conformidade com a metodologia euclidiana, para a qual os alunos
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ndo tinham maturidade suficiente para poderem acompanhar, Clai-
raut propde um outro caminho para o ensino da ge@metria baseado
na histdéria. Nesse sentido, acreditava gue sua obra seguisse, em
grandes tragos, um caminho semelhante &guele percorrido pela
humanidade na aquisi¢@o dos conceitos e leis matematicas, isto é,
semelhante a forma come o proprio Clairaut reconstituia esse
caminho.

Por volta da segunda metade do século XX, a
conhecida professora italiana Emma Castelnuovo, na introdugéo de

sua obra "Geometria Intuitiva", declarava ter-se inspirado nos

Fléments de Clairaut a fim de propor um novo caminho para o
desenvolvimento do ensino da geometria na escola elenentar,
baseado também no desenvolvimento histérico dessa ciéncia. Faz,
entretanto, um reparo as reflexdes de Clairaut a fim de justifi-
car a defesa daguilo que chama "uma visdo mais ampla da histo-
ria". Este "mais anplo" ndo deve, porém, ser entendido no sentido
de adocdo de uma concepc¢do diferenciada da histéria em relagao
dguela defendida por Clairaut, mas no de uma ampliagdo cronolégil-
ca da histdéria da geometria para que pudesse abarcar também a
pré-histéria humana, periodo em que a professora acredita terem-—
se originado as primeiras formas e nogdes geométricas. O caminho
seguido por Castelnuovo, como ela préopria o define, & "construti-
vo, ndo-descritivo ... com uma orientacdo ndo-euclidiana", isto
&, no sentido de uma metodologlia ndo-euclidiana, mas gque "tambén
mostra uma légica verdadeiramente construtiva porgue, ao segui-
la, refazemos o trabalho levado a cabo pela humanidade'" (Castel-
nuovo, 1966, p. VII).

A forma como procura operacionalizar essa crenga
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no plano pedagégico, mais particularmente no plano do ensino da
geometria, & linear e mecanicista uma vez gque faz corresponder,
segundo uma ordem exclusivamente cronolégica, determinados
tépicos geométricos a determinados periodos de tempo e, desse
modo, a hierarquia de €dpicos assim estabelecida passa a ser
vista como a segliéncia pedagdgica ideal.

Entre Claliraut e Castelnuove e apds Castelnuovo
até os nossos dias & significativo o numero de matematicos e
educadores matemdticos que recclocam esse problema da histéria

como recurso pedagogico.

A utilizacdo do chamado "principio genético" para
justificar o recorrer a histéria com tal objetivo talvez tenha
sido a fundamentacdo ac mesmo tempo mais antiga e mais fregliente
por parte desses matemdticos e educadores.

A obra de Clairaut atesta-nos, surpreendentemente,
gue esse "principio genético™ foi utilizado no campo da educagao
matematica antes mesmo da sua formulagdo explicita no fim do
século XIX por parte de Ernst Heinrich Haeckel, como complemento
bioldgico da teoria da evolugdo, sob o nome de "hipdtese da
recapitulagéo" ou "paralelismo ontofilogenético®.

No campo da psicologia esse principio revestiu-se
de uma acepqgao particular: aplica-se & comparagdo do desenvolvi-
mento do individuo com a evolugdo de sua prépria espécie, das
guais essa espécie poderia ser considerada uma linhagem.

Mas o mais surpreendente, entretantc, nido & a
antecipagfo, ainda gue nado-consciente, de Clairaut em relacdo &
formulagio explicita do principio genético, mas o fato de uma

fundamentacao da '"necessidade® de se recorrer & histéria com base
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nesse principio continuar a ser utilizada até os dias de hoje,
mesmo apds as contundentes criticas gque recebeu por parte de
antropélogos, sociblogos, psicdlogos e historiadores.

Negsse sentido, afirma Merani, (1972, p. 120},
"para manter a tese da recapitulag¢do no planc psicolbgice, &
necessario aceitar o pressuposto nmetafisico de uma memdria social
hereditaria como faz Jung, para sustentar a doutrina do incons-
ciente coletive". Além disso, continua, "para ver repetidas nos
estagios do desenvolvimento psicolégico da crianga as etapas

psigquicas ancestrals da espécle, seria necessario supor uma

evolugdo uniforme e continua do género humano. Sabemos, por outro
lado, que cada tipo social oferece uma origem irredutivel e que
os diversos tipos sociais (no plano psicolégico equivale a dizer
mentais) correspondem a linhas histéricas que necessariamente nen
sempre se encontran® (Merani, 1972, p. 120).

Ainda que o principio genético, apesar de critica-
vel, exerca o seu fascinio e se no canpo da psicologia e psico-
pedagogia experimentais inexistam guaisquer tipos de apoio sobre
os guals o principio genético e suas wndltiplas formas de
interpretacdo possam se sustentar, las0 ndo traz, necessariamen-
te, como conseqliéncia a declaragaoc da impoténcia da histéria para
a educacdo matematica. Isso equivale a perguntar, por um lado, se
mesmo com base em uma fundamentagdo precaria, surgiram ou estdo
surgindo alternativas viavels e interessantes de articulacéo

entre histéria e educagdo matematica. Por outro lado, seria

possivel perguntar se existem outras formas de "justificar™ o
recorrer & histéria.

Essa primeira forma de relagdo entre histéria e
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Fducagdo Matematica - que acredito ser aoc mesmo tempo a mails
antiga e a mais difundida entre nds - constitui-se em objeto de
investigac¢do do primeiro Estudo gue compde este trabalho. O nosso
esforgo nesse primeiro Estudo dirige~se no sentido de resgatar a
prépria histéria dessa forna de relacgdo, através do levantamento,
detalhamento e analise dos diferentes papéis pedagdgicos
atribuidos & histéria por matemdticos, historiadores da matemati-
ca e educadores matematicos gue, de modo direto ou indireto,
acabaram expressando suas posigdes em relagdo a essa questao.

As questdes basicas gque deverdo orlentar essa

recuperacdo podem ser formuladas do seguinte wodo: quais as
razdes pedagbglicas apontadas pelas propostas desses diferentes
autores para justificar o recorrer & histéria no plano do ensino-
aprendizagem da matemdtica? Que conjunto de 1idélias essas
propostas oferecem para o enfrentamento da questdo referente ao
como recorrer & histérla para se ensinar matematica?

As propostas que serdo objeto de andlise neste
primeiro Estudo ndo sdc homogéneas. Algumas delas sao textos
(artigos extraidos de revistas internacionais ou nacionais,
simulas contidas em anais de encontros e congressos nacionais ou
internacionais de Educacio Matematica) escritos com o propésito
explicito de estabelecer relagdes entre a histdéria e o ensino-
apredizagem da matemdtica. Outras (artigos, capitulos de livros,
referéncias esparsas contidas nas obras de matematicos, educado-
res, historiadores da matemédtica e educadores matematicos) néo
tém o propdsito explicito de estudar uma tal relagdo, mas &

possivel extrair delas conseguéncias para o estudo dessa relagdo,

ainda que essas consequéncias ndo sejam univocas e nem necessa-



17
riamente aquelas que o préprio autor extrairia, caso tivesse tido
a intengdo de fazé-lo.

fsse & um dos sentidos em qgue falamos de naoc-
homogeneidade das propostas. 0O outro, que talvez decorra do
primeiro, relacicna-se ao fato de que essas propostas nao tém,
todas, a mesma estrutura organizacicnal. Nesse sentido, algumas
apresentam sugestdes e justificativas bastante genéricas, mas nao
as operacionalizam; outras fazem exatamente o inverso. Em outras
ainda, nas quais o discurso apresenta-se mais afastado da proble-

matica ligada & préatica pedagdgica escolarizada, essas sugestoes

e justificativas podem, no médximo, ser inferidas. Em todo caso,
a avaliacgdo positiva ou negativa das propostas nao estd mecanica-
mente associada ao fato delas estarem mais ou menos operacionali-
zadas, mas ao fato de aproximarem-se ou afastarem-se daguilo que
chamamos de referencial critico de relacicnamento entre historia
e ensino-aprendizagem da matematica, ao qual faremos referéncia
no terceiro Estudo gue compde este trabalho.

Finalmente, partindo de um pressuposto ao nivel da
metodologia da pesqguisa histdrica, de gque o estudo de um empreen-
dimento na histéria é mais completc (e talvez mals objetivo)
guando se leva em considera¢do nac apenas O0s argumentos das
pessoas que acreditaram e/ou acreditam na sua validade e necessi-
dade, mas também daguelas que apresentaram ou apresentam restri-
cdes e criticas no sentido de desacreditd-lo, procuramos tambeém

levantar e analisar aguelas "propostas" (no sentido negativo) que

apresentam obstaculos e resisténcias para se levar adiante um

empreendimente dessa natureza.
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1.2. ALGUMAS CONSIDERACOES SOBRE O SEGUNDO ESTUDO

Mas ndo se pode compreender suficientemente bem ou
pelo menos ndo se pode avaliar de forma conseqlente a importancia
da histéria na educacio matemética sem gue se resgate, de algum
modo, a educacdo matemdtica na historia. Essa & uma outra forma
em que se pode manifestar o problema da relagdo entre histdéria e
educacdo matemética, scbre a qual focalizaremos a nossa atengdo
no segunde dos trés Estudos gue constituem o nosso trabalho.

Trata-se agora de recorrer & histdéria e a filoso-

fia da matemética e a histéria e a filosofia da educagaoc na
tentativa de reconstituir alguns aspectos da histdéria e da
filosofia da educag¢do matemdtica.

Ndo compartilhamos, entretanto, da ilus@o positi-
vista de reconstituilr esta histéria tal como ela realmente
aconteceu, o que significa afirmar que essa reconstituigdo nao se
faz sem pressupostos de naturezas diversas, listo &, gue toda
reconstituicdo &, na verdade, uma nova constituigdo, uma nova
leitura.

Nesse aspecto, fillamo-nos ao ponto de vista de G.
Duby para guem "o historiador, na medida em gue sO pode chegar a
uma parte da realidade, preenche forgosamente com aquilo cue
imagina og vazios gue se lhe apresenta. A necessidade de preen-
cher proviscriamente os vazios leva-nos, sem davida, a sublinhar

a relatividade de qualquer construgdo histérica. De fato, a
exigéncia de coeréncia interna do discurso e a preocupagdo de
administracdo da prova provocam o constante deslocamento da

fronteira gue separa a ciéncia da ficgao" (apud Leon, 1983, p.
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35) .

Mas & preciso delimitar o nosso empreendimento
através da consideracio de gue aguilo que pretendemos fazer no
sequndo Estudo & apenas uma pequena parte de um programa mais
amplo de pesquisa que, devido a sua amplitude, apresenta-se CoOmo
uma perspectiva futura de trabalho gue se coloca em continuidade
com esse segundo Estudo, e cujas caracteristicas basicas serao
delineadas a seguir.

Uma primeira caracteristica desse programa mais

amplo de pesguisa & dque ele nao tem a pretensdo de reconstituir

a educacdo matemdtica na histéria num grau de amplitude e
detalhamento eruditos gue estaria além de nossos esforgos e
interesses, mas, fundamentalmente, agqueles distintos {(mas nem
sempre radicalmente distintos) conjuntos de idéias coerentemente
articuladas gque, irresistivelmente (e irreversivelmente?) acaba-
ram por condicionar a nossa forma de pensar a pratica educativa
em matemética e de organizé-la no sentido de operacionalizar os
ideais a ela subjacentes. Nesse programa, designaremos esses
conjuntes de idéias coerentemente articuladas de Pparadigmas",
palavra que, a partir do "Estrutura das Revolucdes Cientificas"
de Thomas 8. Kuhn passou a compor, nhdo sem alguns debates, o
dicionario de termos técnicos utilizados por filésofos, socidlo-
gos e historiadores da ciéncia.

Margaret Masterman, por exemplo, apontou 21

sentidos diferentes gue Kuhn atribui a palavra "paradigna" em seu

"The Structure of Scientific Revolutions", ainda que nem todos
esses sentidos sejam incompativeis entre si. Masterman classifica

esses 21 sentidos em trés grupos: os "paradigmas metafisicos" ou
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“metaparadigmas” onde o sentido de "paradigma® aproxima-se mais
de uma entidade metafisica do que cientifica; os "paradigmas
sociolégicos® onde '"paradigma" adquire o sentido de "conjunto de
hibitos cientificos tanto intelectuais, verbais, comportamentais,
guanto mecdnicos e tecnologicos” e os "paradigmas de artefato® ou
nparadigmas de construgao" onde "paradigma" adquire os sentidos
de "verdadeiro manual ou obra classica", %algo fornecedor de
instrumentos" (Masterman, 1973, pp. 72-108).
No posfacio acrescido em 1969 por Kuhn a sua obra,

ele afirma, em resposta a Masterman, gue as diferengas encontra-

das por ela em relacdo aos sentidos do termo "paradigma" devem-se
a "incogruéncias estilisticas" que poderiam ser eliminadas com
relativa facilidade (cf. Kuhn, 1982, p. 226). Segundo Kuhn, uma
ver eliminadas essas incogruéncias, restariam dols sentidos
distintos da palavra "paradigma": um sentido amplo e propriamente
sociolégico, pelo qual "paradigma" designaria o conjunto de
crencas, valores, técnicas, etc. partilhados pelos memnbros de uma
comunidade determinada, e um sentido restrito, porém mais profun-
do, pelo gual "“paradigma" designaria "realizactes passadas
dotadas de natureza exemplar" (Kuhn, 1982, p. 218).

Em nosso programa de pesquisa, a palavra "paradig-
ma" reveste-se desses dois sentidos assinalados por Kuhn, referi~-
dos, & claro, @ educagdoc matematica.

Uma segunda caracteristica desse programa & que,
nele, falaremos dos paradigmas de educagdo matematica numa certa
ordem, e uma primeira adverténcia deve ser feita no sentido de
gque ndo se retire, como conseqléncia dessa forma de exposigao

adotada, a conclusio de gue um paradigma que sucede a outro na
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exposicdo tenha definitivamente deposto o anterior no sentido de
fazer cessar as suas influénclias sobre a forma de pensar e se
praticar a educacgdo matemdtica. Ao contrario, acreditamos gue um
paradigma nunca depde totalmente o anterior, embora possa deter
uma certa hegemonia em relagdo ao anterior (ainda gue seja
bastante dificil localizar em que ambitos e com gue intensidade
essa hegemonia se exerce); por outro lado, o surgimento do novo
paradigma faz com gue o anterior passe por reformulagdes, por
trangformacdes internas a fim de ajustar-se ou firmar-se, quer

para diferenciar-se do novo, guer para identificar-se com ele, ©

que faz com que tenha sentido falar-se em fusdo de paradigmas. Em
decorréncia dessa primeira adverténcia, seria mais adeguado se
falar em convivénclia gquase sempre ndo pacifica e diferenciada de
paradignas diverscs! nagueles setores que tém tempo, acesse e
recursos materiails e intelectuals para pensarem e produzirem
educacdo matematica em sua totalidade provisdoria, e falar em
convivéncia guase senpre difusa de paradigmas entre aqueles
setores mais amplos envolvidos quer com a difusdo, guer com a
captacido dessa produgdo. Uma segunda adverténcia que devemos
fazer em virtude dessa forma de exposicdo, é gue um paradigma que
sucede a outro nido deve ser encarado como superior ao anterior.
Nesse sentido, ndo & adequado, no nosso modo de ver, encarar a
"gucessio” de paradigmas sendo presidida pela nogdo de progresso.

Tendo em vista que o objeto de nossa investigacédo

nesse programa amplo de pesguisa & o modo como se constituiram os

' Falamos de convivéncia nio-pacifica e diferenciada de paradigmas

diversos. Na terminologia de Kuhn, porém, isso significa afirmar a existéncia
de pontos de vista incomensuravels relativos a uma mesma situag@o. Esta € a
razdo pela qual, segundo ele, "escolas guladas por paradigmas diferentes estao
sempre em ligeiro desacordo® (Kuhn, 1982, p. 146}.
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paradigmas de educagdo matematica na histéria, a gquestdo que
naturalmente se coloca é a seqguinte: o gue viria a constituir um
paradigma em educagao matematica ou, em outras palavras, en
funcdo de que critérios poderiamos afirmar que estariamos en
presenga de paradigmas distintos?

£ claro gue essa guestdao ndo admite uma Gnica res-
posta uma vez que essas respostas seriam, inevitavelmente,
relativizadas em func@o das diferentes perspectivas tedricas e/ou
praticas gue estariam na base de um tal estudo, en funcio dos

pontos de vista dos diferentes investigadores, das diferentes

formas de se penetrar no problema, etc, Mas essa variedade de
respostas nio se constitul em obstaculo para o estudo do proble-
ma. Ao contrario, aponta para a nhecessidade de explicitacaoc dos
critérios de constituicioc dos paradigmas e de justificagdo dessa
escolha.

Nesse sentido, no nosso node de entender, os
critérios constitutivos de paradigmas de educagdo matematica
situan-se em guatro dimensdes gue, necessariamente, estdo subja-
centes a toda pratica pedagogica em matematica:

1) A dimensdo epistemoldgica: concepgdo de matematica.

2) A dimensdo teleoldgico-axioldgica: concepgdo dos fins da
educacao matemadtica e dos valores a serem por ela promovidos.

3} A dimensdo psicolégica: concepgdo da forma como se da o
acesso ao conhecimento matemdtico por parte de guem aprende,
isto &, concep¢do da relagao sujeito-objeto de conhecimento,
apreendida em seu aspecto psicoldgico.

4) A dimensao didatico-metodolégica: concepgao do método de

ensino da matemdtica.
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Serd com o olhar orientado por essas guatro catego-
rias que haveremos de interrogar o passado e o presente na
tentativa de constitulcdo dos paradigmas.

A possibilidade de percepgio de respostas histdricas
diferenciadas associadas a essas categorias obriga-nos a efetuar
um detalhamento ne interior de cada uma delas a fim de melhor
caracteriza-las.

No nosso mode de entender, a caracterizagao da con-
cepcido de matemdtica subjacente a um paradigma deveria consti-

ruir-se através de respostas a questdes como as seguintes:

1) Qual & o status do cenhecimento matendtico?’

2) Qual & o objeto da matemdtica?’

3) Em que sentido pode-se falar da existéncia de seres matema-
ticos?

4) O conhecimento matematico & um reflexo fiel ou mesmo aproxi-

mado das leis do mundo fisico, ainda que esse reflexo nao

2 Algumas respostas possivels a essa questao seriam:

1) © conhecimento matemdtico sempre esteve pronto e acabado e vai sendo
gradativamente descoberto, isto &, & um conhecimento ahistdérico (no sentido
de ndo haver influéncia da histdria humana na sua constitugdo e no julgamento
do seu valor cognitivo), atemporal (no sentido da wvariavel "tempo™” nae
interferiyr no valor cognitivo desse conhecimento, tornande-o obsoleto e/ou
retificdvel) e pré-existente (no sentido de sua existéncia estar assegurada
de uma vez por todas, independentemente de condiclicnamentos de qualguer
natureza).

2) O conhecimento matemético & uma invengio humana condicicnada apenas pela
forma da propria mente humana operar ({postulando-se, evidentemente, a
exiavréncia de uma tal forma e talvez, a de um determinismo de carater
biolagico).

3) © conhecimento matematico € uma construgdo humana condicionada unicamente
por fatores sociais, isto é, externcs a toda atividade matematica propriamente
dita (postulando-se, & ¢laro, uma dicotomia internalista-externalista na
constituigio do conhecimento matemadtico).

3 Algumas respostas possivels a essa guestdo seriam:
1) S&o os objetos singulares do mundo fisico.
2} S&o entidades imaginarias, ficticias, criadas pela mente.
3} Sio entidades produzidas para responder acs problemas colocados pelos
diversos serores da atividade humana no sentido de produzir & assegurar a
exigténcia humana.
4) sac entidades ideals geradas por operagdes mentais come abstragao e
generalizagdo.
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seja total ou imediato?’

811
S

¢ conhecimento matemd&tico & falivel (no sentido de que

produz verdades retificaveis) ou infalivel?’

6) Existem varias matematicas ou uma Gnica? 0 que garantiria a
unidade da matematica? I aceitavel a postulagdoc da unidade
da matematica com base no ideal de sistematizagio dedutiva?

7) O gue garante a aceitagdo dos resultados obtidos pela
matematica?®

8) 0 conhecimento matematico & universal ("objetivo" num pri-
melro sentido) isto é, valido para gualguer pessoa, de
qualquer contexto social?

9) O conhecimento matem&tice & Yneutro”™ (objetivo num segundo

sentido), isto é, o seu valor cognitivo independe do ponto

* BEosa questdo nos remeteria & necessidade de um posicionamento pela

existéncia ou ndo de uma especificidade da matemdtica em relagio s ciéncias
naturalis que passaria, & claro, pela especificacio dos diferentes tipos
possiveis de relagd@o. Uma resposta afirmativa a ela significaria gue a
matemdtica compartilharia com as ciéncilas naturails o fato de ter uma parte ou
aspectos do mundo fisico a explicar. Uma guestdo andloga a essa poderia ser
também levantada em relagfo &s ciéncias humanas e soclais.

" A opgao pela infalibilidade do conhecimento matemdtico nos remeteria
ainda & necegsidade de decidirmos por uma Infalibpilidade abgoluta ou relativa.
Mo primeiro caso, estariamos afirmande gue a matemadtica produz verdades
apsclutas ej/ou eternas e/ou necessirias, o gue nos levaria & necessidade de
explicar o gue imporia ao conhecimento matemitico esse cariter de necessidade
e de eternidade. A evidénoia? Que tipo de evidéncia (experimental, formal,
mistica, etc.)? No segundo caso, estariamos afirmando que a matemdtica produz
verdades relativas, mas necessirias no interior de um certo sistema.

b opgao pela falibllidade do conhecimento matemdtico nos obrigaria a apontar
o fatores gue estariam na base da revisio do conhecimento j& estabelecido e
a decidir pela existéncia ou ndo de um limite para essa revisdo.

é Algumas respostas possivels a essa gquestido seriam:

1) O indutivismo metodoldgico (isto &, pelo fato desses resultados poderem ser
provados com base em uma ldgica indutiva, ainda que a induglo ndc seja a
"légica" dos processos de descoberta matemltica.

2) O dedutivisno metodoldgico {isto &, pelo fato desses resultados poderem ser
provados dedutivamente, ainda gue a dedugido ndo seja a "légica” dos processos
de descoberta matemdtica).

3) O convencionalismo (isto &, pelo fato desses resultados estarem baseades
em uma sintaxe comum a todas as linguas).

4) A tradigfo e o hébito.

5} © consenso advindo da comunidade matemfdtica gue transforma ¢ processo
subjetivo de criagdo individual no processo objetivo de aceitagaoc comparti-
lhada (matemdtica institucionalizada).



de vista pessoal ou de classe?

10} © conhecimento matematico € "neutro" (num segundo sentido),
isto &, uma vez produzido pode ser utilizado para mistificar a
realidade, ocultar a verdade ou para atender os interesses de
uma minoria, ou ainda, para o atingimento de objetivos e exe-
cucédo de programas eticamente reprovaveis (como por exemplo:
promover a desigualdade, a injustica, a exploragdo, a produgao
de meios de destruicdo da natureza, da vida, etc)? Poderiam
esses mesmos fatores estar na base da propria produgdo do
conhecimento matematico?

para a caracterizacdo da dimensdo teleolégico-
axiolégica da educagdo matemdtica subjacente a um determinado
paradigma pode~se recorrer a guestoes do tipo:

1} Quais os fins gue a educagao matematica deveria procurar
atingir? Que valores promover e guais reprimir?

2) Esses fins e valores sao eternos e imuataveis ou variam de
época para época e de contexto para contexto? Se variam, en
funcio de gue variam?

3) Esses fins e valores sdo universais, no sentido de seren
igualmente "bons" para todos os seres hunanos? Para todas as
pessoas de um mesmo contexto? Para todas as classes socials? Ou
serio sempre cohtestavels por alguns? No caso de nao serem
universais, seria legitimo buscar o "acordo social atraveées
deles?

4) A gquem compete o estabelecimento dos fins e valores a seren
alcancados através da educagdo matematica? Ao Estado? Aos admi-
nistradores escolares? Aos professores? Aos alunos? A comunida-

de escolar? A comunidade dos matematicos?
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As questdes caracterizadoras da dimensdo psicoldgica

dos paradigmas de educagdo matemadtica sdo do tipo: como o apren-
diz adquire ¢ conhecimento matemdtico? Esse conhecimento & inato?
£ construide? Se construido, gue fatores condiclonam essa cons-
trugdo? Essa construcgdo & solitaria ou interativa? Se interativa,
& a interacdo com o mundo fisico, social ou ambos gue propicia
essa construcdc? Que fatores intervém nesse processo construtivo
e como ele se dA? Essa construcdo & meramente cumulativa ou passa
por nudangas qualitativas? Essa construcdo & necessariamente

progressiva? £ estrutural? Que relagdo existe (se & gue existe)

entre o processo de aquisi¢do do conhecimento matemdtico e o
processo de aguisigdo da linguagen? Entre esse processo e a
histdria? Entre esse processo e o contexto social?...

Finalmente, algumas guestdes que poderiam, a nosso
ver, caracterizar a dimensfo didatico-metodolégica subjacente aos
paradigmas de educagdo matemdtica seriam:

1} Como se processa a rela¢do aluno-conhecimento matematico-
professor na aguisigio de tal conhecimento? Qual & o papel do
aluno? E do professor?

2) Como se aprende matemdtica? Pode-se ensinar natematica?
Ensinar e aprender matemdtica & diferente de ensinar e aprender
outro conhecimento gqualguer?

3) Qual o papel dos conteddos no ensino-aprendizagem da matema-
tica? Em fungdo de que critérios eles devem ser selecionados?
puem deveria seleciond-los?

4) Quails métodos sdo mals adequados para o desenvolvimento
desses contetdos?

5) Que relagao existe (se € que deve existir) entre fins,
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valores, conteGdos e métodos?

6) Os métodos de ensino-aprendizagem sdo "neutros" (no sentido
de nao veicularem valores, determinadas formas de comportamen-
tos, determinados héabitos mentais, determinadas crengas,
determinadas atitudes em relagdo a producdo e ao desenvolvi-
mento do conhecimento matematico, etc.)?

7) H& relacédo entre o processo histdrico de produgdo do conhe
cimento matematico e o processo de ensino-aprendizagem?

I claro que, para gue um paradigma se constitua, ndo

é possivel e nem necessario gue responda a todas as questdes

levantadas en cada uma das dimensdes, isto &, ndo & preciso gue
expligque todos os fatos e problemas com os guals pode ser con-
frontado.

E preciso porém, gue pelo menos inicialmente, exista,
no interior do paradigma, um esforc¢e "sincero® no sentido de
apontar para um esbogo de respostas ou de pelo menos mostrar-se
como “"promessa de sucesso" como afirmaria Kuhn. E esse aspecto
"gsincero® do paradigma gue lhe garante integridade e aparéncia de
racionalidade. Mas esse aspecto, por si s06, ndo garantiria a
constituicdo de um paradignma. £ necessario ainda que, por um
lado, ele revele o seu poder de fascinagdo, isto &€, ¢ seu carater
persuasivo e, por outro, o seu carater aberto e plastico. Sem
persuasdo, isto &, na auséncia de uma capacidade interna para a
atracdo de um grupo duradouro de adeptos, um paradigma, fechar-
se~lia em i mesmo e ndo teria chances de difundir-se. Sem plasti-
cidade e elasticidade, isto €, na auséncia de uma capacidade de
mostrar~se suficientemente aberto, tornando possivel o levanta-

mento de novos problemas ou de novas respostas aos problemas "ja
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resolvidos" - o gue possibilitaria gue novos partidarios pudessen
dar continuidade ao desenvolvimento de sua problemdtica interna -

um paradigma poderia, no maximo, ter vivide mas ndo sobrevivido.
Ndo tendo scbrevivide ndo teria tido histéria. Obedecidas tals
condicdes, sao, portanto, as respostas diferenciadas a pelo menos
algumas das gquestdes referentes a cada uma das guatro dimensdes
a gue nos referimos gue constituem os paradigmas. Entretanto,
para estarmos em presenga de paradigmas distintos, ndo &
necessaric gue haja respoestas diferenciadas em todas as quatro

dimensbes. Partimos do pressuposto de gue é suficiente a

existéncia de respostas diferencladas a pelo menos algumas
gquestdes de pelo menos uma das dimensdes, com a condigdo de que
tal alteracdo tenha tido ressondncias na comunidade de educadores
e, mais particularmente, na comunidade de educadores matematicos,
isto &, entre as pesscas gue pesguisam e/ou realizam a educacao
matematica em gualguer nivel.

Com base nesse referencial tedrico e na leitura
particular qgue fizewmos do "material de base", isto &, livros,
teses e artigos de histdéria e filosofia da matematica e de
histéria e filosofia da educacao e de manuals didaticos utiliza-
dos noe ensino da matemdtica, identificamos 8 paradigmas, sendo os
guatro Gltimos agueles gue despertam maior interesse na atuali-
dade:

- Paradigma do Formalismo Pedagdgico Classico

- Paradigma do Formalismo Pedagdgice Enciclopédico
- Paradigma do Ativismo Pedagdgico

- Paradigma do Formalismo Pedagdglco Estrutural

- Paradigma do Falibilismo Pedagdgico
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~ Paradigma do Construtivismo Pedagdgico
- Paradigma Cultural
- Paradigma Historico.

Embora em nosso programa amplo de pesquisa tenhamos
0 propésito de estudar todos esses paradlgmas, ho sagundo Estudo
gue compde este trabalho nossa atengdo estara voltada apenas para
a constituicdo e caracterizagdo do paradigma do Formalismo

Pedagdgico Classico.

1.3. ALGUMAS CONSIDERACOES SOBRE O TERCEIRO ESTUDO

Finalmente, no terceiro e uUltimo Estudo tenmos o©
propésito de apresentar e discutir um estudo histérico-pedagogi-
co-temdtico sobre os nmeros irracionais. Trata-se, agora, de
mostrar como a histéria pode operar em um nivel tem&tico bastante
especifico da matemdtica e revelar todo o seu potencial cultural,
humano e educativo mais amplo. £ o gue estamos caracterizando
como um terceiro modo da histdria relacionar-se com a Educagao
Matemdtica.

Acreditamos ser importante a inciusdo desse Gltimo
Estudo uma vez gque a auséncla de estudos histérico-pedagbyico-
tematices no campo da educagdo matemdtica, gue se apresenten de

forma relativamente operacionalizados, tem reforgado apenas a
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realizagdo e perpetuagio de debates relativos aos modos de se
recorrer & histédria com fins pedagdgicos, que permanecem ao nivel
de generalidades abstratas e, conseglentemente, ndo trazem &
pratica pedagdgica uma real contribuigdo.

Nesse sentido, um estudo histérico-pedagdygico~temati~
co deve ser, antes de mais nada, uma reconstituicdo histérica do
tema tendo em vista o seu ensino-aprendizagem em um contexto
definido. Deve ser também uma reconstituicdo histdrica de temas
historicamente afins, isto &, gue mostrem estar em intina conexao

com o desenvolvimento do tema central. No caso do tema ceniral

"nfimeros irracionais®, alguns temas historicamente afins sfo, por
exemplo, o teorema de Pitdgoras, o problema da incomensurabilida-
de, o método indireto de prova, etc. Mas um estudo histdrico-
pedagdgico~tendtico ndoc se esgota nisso. Deve apresentar também
pressupostos e justificativas de caréter histodorico, psicolégico,
epistemolégico e soclo-politico que possam fundamentar um projeto
pedagdgico dessa natureza, isto &, de um projeto gue vise &
articulacado da histdéria e do ensino-aprendizagem da matemitica.

Poderia parecer guestiondvel gue um empreendimento
dessa natureza pudesse ou devesse ser tarefa de educadores
matemdticos e nédo de historiadores, matematicos ou de historiado-
res da matemética.

Embora o desenvolvimento de estudos relativos a esse
empreendimento de natureza interdisciplinar ndo esteja fechado a
guaisquer desses profissionais, acreditamos ¢ue o educador
matemdtico, pelo fato de ter o seu olhar crientado, em Gltima
insténcia, ac fato pedagdgico, relina melhores condicdes iniciails

necessarias, ainda que ndo suficientes, para o desempenho efetivo



de atividades de pesquisa que visem a tal propésito.

Além disso, como assinala Zufilga (1987, p. 14), "o
desenvolvimento de uma malor intervencdo da histéria da matem&ti-
ca no seuw ensino revela a existéncia de modificagbes na percep¢ao
gue se tem da natureza da matematica ... E também previsivel que
seja precisamente no ensino da matemdtica onde se busque lazer
essas modificacdes. A educagdo coloca de uma naneira préatica a
maioria dos problemas epistemoldgicos centrais e exige solugdes
concretas [(gue serdo sempre sujeitas a critica, ac erro e a
corregdo) . A Educagdo converte~se em um especial fator dindmico
no desenvolvimento das reflexdes epistemolégicas e filosoficas em
geral. NAo seria estranho, entdo, pensar nas conunidades de
educadores matematicos como o melo social wmals adequado para
construly importantes modificagdes na percepcado da natureza da
matemdtica e o© melhor instrumento humano para avangar a Ccom-

prensdo e desenvolvimento renovador da matematica".

1.4, RELEVANCIA DA PESQUISA E CONTRIBUICOES ESPERADAS

Atualmente ndo sdo poucas as dividas e as hesitacdes
que se apresentam aos professores com relagdo a tomada de de-
cisdes nos diferentes momentos da educacgdo matemédtica escolariza-
da. Qual o significado e a importdncia da educagdo matemética na

formagdo do cidaddo? Quals fins pretendem-se alcangar? Que



32
valores promover? Que contelidos selecionar? As hesitagdes nao
param por ai. Elas situam-se também nos dominios dos métodos e da
avaliacdo, na busca do significado e do sentido, isto &, da
relevancia social e do significado politico de todo o processo
educativo.

Nesse sentido, acreditamcs que a pesguisa gue estamos
empreendendo com 08 seus desdobramentos el NOsso programa mais
anple, possa langar alguma luz e trazer alguma contribuigdo no
sentido de compreender a situagdo atual da educacdo matenatica

através da interrogacdc e do exame de seu passado. E ndo s0 isso,

mas que também possa mostrar como esse passado estd presente mais
do gue nunca na situacgdo atual e que ndo sera por mera negagac
mecanica dele gue haveremos de encontrar respostas viavels e
significativas, mas através da sua compreensio e dominio.

Mas a importdncia da histdéria ndo se restringe a
isso. 8Se ela &, por um lado, instrumento de compreens@oc e ava-
liacdo acreditamos também que ela possa ser instrumento de
superacdo e re-orientac¢do das formas de agdo, isto &, de trans-
formacdo. E para essa provavel e modesta contribuicido que o

primeiro e terceiro Estudos apontam.
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"pai, diga-me 14, para gue serve a
histdoria?”

Era assim que um rapazinho meu parente
proxime interrogava, ha pouccs anos, um
pai historiader... O problema que le-
vanta, com a perturbante retitude dessa
idade implacével, € nada mais nada menos
do que o da legitimidade da histdria.
{MARC BLOCH, Apologie pour 1-histoire
ou Métier d'historien)

"Higtdéria & bestelra, disse Henry Ford,
cuwijo propric modelo T Jj& é histéria™.
(D.J. STRUIK, Por que estudar histdria
da Matematica?)}



1. CONSIDERACOES PRELIMINARES

Ao longo das paginas gue compdem este Estudo
tentaremos levantar, detalhar e analisar os diferentes papéils
pedagbgicos atribuidos & histéria por matematicos, historiadores
da matematica e educadores matemdticos que, de modo diretoc ou
indireto, acabaram expressando suas posigdes em relagac a essa

questdo. Esse levantamento ndc tem a pretensao de ser exaustivo.

0 seu alcance acha-se delimitado pela quantidade e natureza dos

textos que conseguimos recclher ac longo dos anos em ¢ue nossa
pesguisa transcorreu.

f itil esclarecer também que acabamos desistindo
de nossa intencfo inlcial de categorizar essas posigles, tal a
diversidade com que elas se manifestaram apds a leitura analitica
do material de base, constituido por artigos presentes em revis-
tas nacionais ou internacionals, stmulas contidas em anais de
encontros e congressos nacionais ou internacionais de Educagdo
Matemdtica, capitulos de livros e referéncias esparsas contidas
nas obras de matematicos, educadores, historiadores da matematica
e educadores matematicos. Devido a isso, acabamos optando por uma
exposigdo personalizada dessas posigdes, gue procurasse refletir
o mais fielmente possivel essa diversidade. E claro que, devido
a essa opcio, e tendo em vista a nossa intengdo de zelar pela

quebra de monotonia do ensalo, alguns autores - mesmo dentre

aqueles que constituiam o nosso material de base - foram volunta-
riamente excluidos. Tomamos o cuidado, entretanto, para que, por

um lado, essa exclusdo pessoal nd3o implicasse a eliminagio de um
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ponto de vista diferenciado ou original em relagdo a guestao
estudada e, por outro, gue essa exclusio ndo tivesse por base
critérios gue viessem a privilegiar apenas os "apologistas" da
histéria. £ claro gue esse cuidado ndo elimina totalmente a
subjetividade da selec¢do, gue deverd tornar-se mais aguda por
ocasido das inferéncias que acabamos efetuando e do tratamento

analitico a gque submetemos o material de base.

2. FELT¥ KLEIN E A HISTORIA COMO GUIA METODOLOGICO

O posiclonamento de Felix Klein (1849-1925) en
relagdo A importdncia da histéria da matemdtica para o ensino
dessa disciplina, encontra-se no volume 1 de sua obra "Elementary
Mathematics from an Advanced Standpoint', na pagina 268 da
traducdo inglesa de 194%. A primelira edigdo (em alemdo) desta
obra apareceu em 1908,

No prefécio & primeira edigdo alemd desta obra,
Klein assim se expressava em relagdo ao seu objetivo: "O novo
volumne gue ofereco ao plblico matematico, e especialmente aos
professores de matemdtica de nossas escolas secundarias, deve ser
encarado como uma primeira continuagdo das leituras ‘Uber den
mathematischen Unterricht an den hoheren Schulen’ (/Sobre o
Ensino de Matemiatica nas Escolas Secundarias’), em particular de

‘Die Organisation des mathematischen Unterrichts’ (A Organizacgic
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da Instrucdo Matematica’) de Schimmack e minha, gue foram publi-
cadas no ano passado por Teubner. Nesta época nossa preocupagao
centrava~se nos diferentes modos pelos guais o problema da
instrucdo podia ser apresentado aos matematicos. Nesta obra,
minha preocupagac & com os desenvolvimentos dos contetdos da
matéria de instrugdo.

Mas por gue razdo Klein haveria de falar sobre
histéria, ainda gue de forma marginal, numa obra dessa natureza,
gue buscava trabalhar especificamente o conteddo matematico? Ele
préprio esclarece isso nesse mesmo prefacio: "Finalmente, emn
relacio ao método de apresentagdo que se segue, serd suficiente
dizer que eu procurel agui, como sempre, combinar a intuigaoc
geométrica com a precisfo das formulas aritméticas, e que deu-me
um prazer especial seguir o desenvolvimento histéricoc de varias
teorias a fim de compreender as marcantes diferengas nos métodos
de apresentacdo guando confrontados com os demais métodos presen-
tes na instrugdo atual" (Klein, 194%, prefécio).

Essa tGltima passagem do prefacio da obra citada &
particularmente esclarecedora uma vez que, através dela, percebe-~
se gue, para Klein, a histéria sé intervem nc exato momento em
que ele se preopde a dirigir ac leitor algumas palavras sobre o
método de apresentagdo dos conteGdos. E nesse momento que declara
ter~se deixado guiar por um indefinido ‘Yprazer especial" em
confrontar ¢ método de produgao das teorias matemdticas, tal qual
pode ser inferide pela andlise do desenvolvimento histérico das
mesmas, com os métodos por meio dos quais essas mesmas teorias
s80 pedagogicamente apresentadas.

A percepgdo e confirmagdo da existéncia dessa
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dissonancia entre método de produgdc e métodos de transposigéo
didatica dos contefidos matematicos, leva Klein & seguinte tenta-
tiva de superacgdo: "Ao concluir esta discussao sobre a teoria dos
conjuntos, devemos novamente colocar a questao que acompanha as
nossas palestras: Quanto disso se podera usar nas escolas? Do
ponto de vista da pedagogilia matematica, temos naturalmente gue
protestar contra a apresentacdac de tais coisas abstratas e
dificeis muito cedo acs alunos. Com o fim de dar una expressao
precisa & minha prdpria opinido sobre esse ponto, gostaria de

apresentar a leil biogenética fundamental, segundo a qual o

individuo, em seu desenvolvimento, atravessa, de forma abreviada,
todas as fases do desenvolvimento da espécie. Essas idéilas
tornaram-se hoje em dia parte e parcela da cultura de todos.
Levando em conta a capacidade natural da juventude, © ensino
deveria guid-la para idélas mais elevadas e, finalmente, para
formulacdes mais abstratas, e, ao fazé-lo, deveria Seguir © mesmo
saminho ao longo do gqual a raga humana tem buscado desenvolver o
conhecimento, desde seu estado original e simples ate as formas
malis elevadas. B necessario formular esse principio frequentemen-
te, polis sempre existem pessoas que, a4 maneira dos eruditos
medievais, comegam sua instrugdo com as idéias mais gerais,
defendendo este método como o ‘anico método cientifico’. E, ainda
assim, esta Jjustificativa se basela em tudo, menos na verdade.
Instruir cientificamente s6 pode significar induzir a pessoca a
pensar cientificamente; mas de forma alguma confronta-la, desde
o comego, com uma sistemdtica fria e cientificamente aprimorada.

Um obstéaculo natural na disseminacgdo desse método

natural e verdadeiramente cientifico de instrugdo, & a falta de
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conhecimento histérico que quase sempre se faz sentir. A fim de
combater isto, insisti em introduzir observagdes histéricas em
minha apresentagdo. Ao fazé-lo, acredito gque deixeil claro o modo
como todas as idéias matematicas surgiram lentamente e o modo
como elas, quase sempre, apareceram primeiro em forma um tanto
preliminar e, somente depols de longo desenvolvimento, se crista~-
lizaram e adguiriram a forma definitiva t&o familiar na apresen-
tacdo sistematica.

f o meu mais sincero desejo que esse conhecimento

possa exercer uma influéncia duradoura sobre o carater de seu

préprio ensino® (Klein, 1945, prefacio).

As observacdes de Klein nos levam a conclulr due
a dimensdo pedagdégica da histdria aparece-lhe vinculada a gquestao
da selecdo de métodos adeguados de ensino-aprendizagem dos
contetdos matemdticos. Além dissc, o modo como tenta superar a
dissonancia entre método histdrico de producdo do cenhecimento e
métodos de ensino-aprendizagem, consiste em atribuir ac primeiro
a gualidade de "método natural e verdadeiramente cientifico de
instrugao®. Isso porgue, o "método medieval" subjacente a todo
tipo de formalismo pedagégico em educagdoc matematica & incapaz
de traduzir-se em instrumento gue possa verdadelramente promover
e estimular o pensamento cientifico. Apenas o método histérico
seria potencialmente adeguado para se atingir o ideal pedagdgico
de levar a juventude a 'pensar cientificamente", o que se traduz
no objeto e no objetivo de toda educagdo verdadeiramente cienti-
fica.

0 ponto de vista de Klein choca-se, pertanto, ao

dos Ypedabobos” =~ termo criado por Jorge Dias de Deus para
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referir-se aqueles gue "tentam criar uma oposicdo entre ensinoe e
investigaghio, como se o melhor ensino nao fosse a pratica da
investigagdo cientifica™ (Deus, 1986, pp. 172~73) . Que método
pedagbgico, sendo o historico, teria o poder de melhor revelar
essa pratica da investigaclo matematica?

Entretantc, como se ndo lhe bastasse ter tido a
percepgdo de caracterizar a cientificidade do método de ensino em
fungdo da legitimidade dos ideals subjacentes ao ato pedagbgico,
Klein, néo conseguindo escapar a avassaladora influéncia positi-

vista de finais do século XIX, sente a necessidade de ir além e

wfundamentar” o seu ponto de vista recorrendo ao principio

genético.

3. HENRI POINCARE E A HISTORIA COMO INSTRUMENTO DE

CONMHENHCACAOEWﬁTEMOLOGKﬂ

Na obra do eminente matemdtico e fildsofo Henri
Poincaré (1854-1912) pode-se também encontrar uma rapida referén—
cia ao papel da histéria no ensino da matematica. Ela aparece no
1ivro "Science et Méthode", publicado em 1908, gue reune diversos
estudos gue se relacionam mais ou menos diretamente com guesties
de metodologia cientifica. Mais particularmente, essa referéncia
aparece no Capitule II do livro citado, cujo titulo & "Les

pDéfinitions Mathématiques et Lenseignement". A duestdo central



41
sobre a gqual Poincaré busca refletir nesse capltulo é: por gue as
criancas freguentemente ndo conseguen compreender aguelas defi-
nigdes que satisfazem oS matematicos?

para que tal questdo possa ser tratada satisfato-~
riamente, Poincaré & obrigado a considerar outras gue lhe séo
vizinhas, tais como o papel dos padrdes atualizados de rigor e da
intuicdo no ensino da matemdtica e o significado da conpreensao
da demonstracdc de um teorema. E & exatamente nesse momento que
a histéria intervem. O recorrer a histéria &, para ele, mais una

concessio necessaria gue o professor deve fazer ao aluno devido

3 sua imaturidade psicolégica e, nesse sentido, & quase inevita-
vel que se sacrifiguem os padroes atualizados de rigor, nao para
abandona-los, mas para gue, ho momento adequado, possam ser
recuperados de forma consciente por parte do aprendiz. De fato,
a seguinte passagen parece apoiar esse nosso ponto de vista: "Sem
dtivida, €& durc para um professor ensinar aguilo gue nao lhe
satisfaz inteiramente; mas a satisfagfo do professor ndo & a
Gnica coisa que deve ser levada en consideragdo no ensino; deve-
se também preocupar com o espirito do aluno e conm aguilo gue se
guer que ele se torne... Mais tarde, quando ¢ espirito do aluno,
familiarizade com o raciocinio matematico, estiver amadurecido,
as ddvidas nascerdo por si sé e entdoc a demonstragdo sera bem
vinda. Ela sera um estimulo as novidades, e as (uestdes se
colocario sucessivamente A criancga assim como elas se colocaram
sucessivamente acs nossos antepassados, até que somente o rigor
perfeito possa satisfazé-la. Ndo & suficiente duvidar de tudo, &
preciso saber porque se duvida" (Poincaré, 1947, pp. 134-136} .

A Gltima frase dessa passagem parece atestar a
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importancia dada por Poincaré, ndo a inculcagdo na mente do aluno
dos padrdes atualizados de rigor a qualguer preco, mas ao fato
de, no ensinc da matematica, recorrermos a procedimentos gue
estimulen a formacdo da consciéncia da necessidade de se submeter
a esses padrdes. Cabe & histéria desempenhar esse papel pedagégil-
co conscientizador. De forma abreviada, poderiamos dizer,
portanto, gque, com Poincaré, a fungac didatica da histdéria assune
uma dimensdo psicoldgica gue consiste na possibilidade de se
trazer para o plano da consciéncia do aprendiz a necessidade de

submissdo aos padrdes atualizados de rigor, tanto no modo de se

erunciar ag definicées, as propriedades e teoremas, quanto no
nodo de se encaminhar o raciocinio dedutivo presente nas
demonstracbdes. A fungdo didatica da histoéria é psicologica, mas
o objetivo gue se busca & estritamente epistemologico. Caracteri-
zamos essa funcdo didatica como psicolégica e ndo psicanalitica,
pois estamos utilizando a palavra consciéncia, do medo como o faz
Vygotsky, "para indicar a percepglio da atividade da mente - a
consciéncia de estar consciente - e, sendo assim, "njo-conscién-
cia" nao & sinénimo de “inconsciéncia®, termo este que, no
sentido freudiano, aparece cono resultado da repressdo (Vygotsky,
1987, p. 78).

Mas por que razdo os padrdes atualizados de rigor
presentes nos julgamentos epistemoldgicos do matematico de oficio
nao estido ja& presentes nos julgamentos coqnitivos do aprendiz? E
por que razdo atribuir & histdéria a fungdo de persuadir o
aprendiz a desconfiar de seus padrdes de rigor e substitui-los
por outros mais sutis e atualizados? Eis o argumento de Poincaré:

"os zoblogos afirmam gue o desenvolvimento embrionaric de um
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animal resume em um tempo bastante curto toda a histéria de seus
anscestrais de tempos geclégicos. Parece gue o mesmo pode ser
dito a respeitec do desenvolvimento da mente. O educador deve
fazer com que a crianga passe novamente por onde passaram oS sSeus
ascendentes; wmais rapidamente mas sem omitir etapas. Por essa
razdc, a histéria da ciéncia deve ser o NOSSO primeiro guia®
(Poincaré, 1947, p. 135).

A possibilidade da histéria exercer uma fungao
conscientizadora, assenta-se, portanto, na aceitagdo consciente,

mas nde questionada, do principio genético, uma vez que o feta-

tus" postulacional desse principio é elevado a4 condigdoc de
teorema.

Entretanto, seria legitimo perguntar se desvenci-
lhando-ze do principio genético como forma de “fundamentar' uma
suposta funcdo conscientizadora da histdria no plano pedagdgico -

e mais tarde veremos gue isso & necessario -~ teriamos ainda
alguma razic para a manutengdo dessa proposta.

A consideracdo dessa questdo exige que penetremos
no dominio da psicologia do desenvolvimento cognitivo, a fim de
tentarmos localizar al alguns elementos para uma eventual respos-
ta.

Encontramos na obra de Vygotsky, particularmente
na parte que ele dedica ao estudo do desenvolvimento dos concel-
tos cientificos na infdncia, e na obra de Pilaget, referéncias
explicitas & quest@o do modo como a crianga atinge a consciéncia
e o dominio dos seus préprios pensamentos. Partindo das evidén-
cias oferecidas pelas primelras obras pilagetianas para a

aceitacdo da auséncia de percepgdo consciente das relagdes no
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pensamento infantil, ainda gue a criang¢a manipule essas relagdes
de forma irrefletida e espontdnea, Vygotsky procura explicitar o
modo como Piaget explica a ocorréncia desse fato. Plaget invoca
para isso duas lelis psicoidgicas: a lel da percepgado formulada
por Claparéde e a lei da transferéncia ou do deslocamento.
Segundo a lei de Claparéde, a conguista gradativa da consciéncia
& diretamente proporcional aos obstaculos que enfrentamos para
nos adaptar a uma situacdo. Plaget recorre a essa lel para
justificar o seu ponto de vista de que, devido &s deficiéncias da

légica infantil e aos fracassos decorrentes dos reiterados

+

conflitos que em funcdo dessas deficiénclas se estabelecem no
relacionamento entre a crianca e o adulto, coloca-se a crianga a
necessidade de tomar consciéncia de seus conceitos. Mas, teria
essa necessidade por si s o poder de provocar nudangas no
desenvolvimento? Piaget, percebendo a ndo-suficiéncia da lei de
Claparéde para responder essa questdo, complementa-a com a lei da
transferéncia, segundo a qual "“tornar-se consciente de uma
operacdo mental significa transferi-la do plano da ag¢ao para o
planc da linguagem, isto €, recrid-la na imaginagdo de nodo gue
possa ser expressa em palavras" (Vygotsky, 1987, p. 76). O fato
dessa transferéncia reproduzir as memas dificuldades gue ocorrem
no plano da agdo explicaria, entdo, o lento progresso da criancga
ne sentide da conguista do pensamento consciente.

Vygotsky, entretanto, tenta aprofundar ainda mais
a questdo assinalandc que, embora as duas leis invocadas por
Piaget consigam "responder por gque a crianga em idade escolar nao

& consciente dos seus conceitos", elas nao conseguem "explicar

como se atinge essa consciéncia' (Vygotsky, 1987, p. 77).
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A solucdc proposta por Vygotsky consiste em buscar
no mecanismo de generalizagdo o fator fundamental do tornar-se
consciente. De fato, diz ele: "Ao perceber alguns dos nossos
préprios atos de uma forma generalizante, nés os isoclamos da
nossa atividade mental total, e assim nos tornamos capazes de
centrar a nossa atencdo nesse processo como tal, estabelecendo
uma nova relacido com ele... Parece-nos Obvio due um conceito
possa submneter-se a conasciéncia e ao controle deliberado somente
guando comeca a fazer parte de um sistema. Se consciéncia signi-
fica generalizagdo, a generalizagdo, por sua vez, significa a
formacdo de um concelto supra-ordenado que inclul o conceito dado
como um caso especifico®.

E por essa razdo, argumenta ele, "gue 08 estudos
de Piaget mostraram gue a introspecgao comecga a Se desenvolver
durante o periodo escolar... O aprendizado escolar induz o tipo
de percepcio generalizante, desempenhando assim um papel decisivo
na conscientizacdo da crianga dos seus proprios processos men-—
tais. Os conceitos cientificos, com o seu sistema hierarquico de
inter-relacdes, parecem constituir o meio no gual a conscléncia
e o dominio se desenvolvem, sendo mais tarde transferidos a
outros conceitos e a outras areas do pensamento. A consciéncia
reflexiva chega & crianga através dos portails dos conhecimentos
cientificos" (Vygotsky, 1987, pp. 79-80).

Poderia parecer que a explicagdo fornecida por
Vygotsky a respeito do problema da tomada de consciéncia por
parte da crianga de seus processos mentais tivesse sido ignorada
por Piaget.

Entretanto, no apéndice da edigio italiana de 1966
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da obra "Pensamento e Linguagem" de Vygotsky ~- no qual Piaget
tece alguns comentdrios sobre as observagoes criticas feitas por
Vygotsky as obras "A linguagem e o0 pensamento da crianga" e o
nRaciocinio da crianca" - podemos encontrar algumas consideragfes
de Piaget gue permitem dar continuidade a polémica:

"pareceria, segundo Vygotsky (embora eu nao
conheca o restce de sua obra), qgue © fator principal deva ser
procurado na ’generalizacgado das percepcdes’, sendo o processo de
generalizagdo suficiente, por si mesmo, para levar as operagotes
mentais A consciéncia. N6s, por outro lado, estudando o desenvol-
Viﬁento espontaneo das nogodes cientificas, fomos levados a
considerar como fator central o processo mesmo da construgao das
operagdes, due consiste em ag¢des interiorizadas que se tornam
reversiveis e se coordenan em modelos de estruturas sujeitos a
leis bem definidas. O processo de generalizagdo €& apenas o
resultado desta elaboracdo de estruturas, e estas estruturas
derivam ndo das percepcdes, mnas das agdes totais. O proprio
vygotsky se avizinhava de tais solugles guando pensava Jue o0
sincretismo, a justaposigdo, a insensibilidade & contradigao e
outras caracteristicas do nivel de desenvolvimento que hoje
chamamos pré-operatério (preferindo-o & pré-ldégico) eram todas
devidas & falta de um sistema, porque a organizagdo de sistenas
& de fato a conguista essencial gue assinala a passagem da
crianca ao nivel do raciocinio légico. Mas estes sistemas ndo &0
simplesmente produto das generalizagbes; eles sdo estruturas
operatdrias diferenciadas e wmiltiplas, cuja elaboragao gradual
por parte da crianga apreendemos seguindo-a passo a passo.™

("Pensiero e Linguaggic", L.S. Vygotsky. Firenze, Giunti, 1966,
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Apéndice. Tradugdo de Agnela da Silva Giusta).

Podenmos agora retomar a guestdo geradora dessge
desvio. Se as explicagdes fornecidas por Piaget e Vygotsky (que
na verdade ndoc se contrapdem mas se complementam) merecerem
credibilidade, entao, elas parecem sugerir-nos uma conclusao
inevitavel que inverteria o ponto de vista de Poincaré a respeito
da potencialidade pedagdgica da histéria. De fato, se devemnos ver
nos processos de elaboragdo de estruturas e de organizacdo de
sistemas, dos quais o mecanismo da generalizagdo € apenas um

produto final, os fatores de engendramento do pensamento cons-

ciente, e se os conceitos cientificos, notadamente os matemati-
cos, comportam, talvez, mais do que gualsquer outros, o poder de
ativar esses processos e esse mecanismo no ato de cognicio, gque
sentido teria a proposta de Poincaré de buscar apoio a produgac
do pensamento consciente num dominio do conhecimento no qual essa

producdo nido se processa em primeira instancia?

4. MORRIS KLINE E OS PAPEIS ETICO-AXIOLOGICO E UNIFICADOR DA HISTORIA

Morris Kline, eminente professor de matemdtica do
Instituto Courant de Ciéncias Matematicas da Universidade de Nova
York, e um dos grandes historiadores desssa ciéncia, tambeém
percebeu a importdncia pedagégica da historia para o ensino-
aprendizagem da matematica. O seu ponto de vista a esse respeito

aparece em passagens do artigo "A Proposal for the High School

Mathematics Curriculum" de 1966, no livro "0 Fracasso da Matema-
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tica Moderna" de 1973 e no prefacio de sua obra cientifica
"Mathematical Thought from Ancient to Modern Times", publicada em
1872.

Nessas trés referéncias, © papel pedagdgico da
histdria nac se constitui em objeto central de reflexdo, mas
inginua-se, sempre, como um argumento para a defesa de una
abordagem intuitiva da matemdtica na escola em contraposicéo a
uma abordagem dedutiva. De fato, com a intengdo de contrapor-se

i3 abordagem dedutiva gue o movimento da matemdtica mnoderna
estendeu da geometria aos demais canpos da matematica elementar,
isto &, & Aritmética, a Algebra e & Trigonometria, Kline, apbs
uma breve incursao pela histéria da matemdtica, manifesta-se do
seguinte modo: "Que podemos inferir dessa histéria? Parece claro
gue os conceitos gue tém o sentido mais intuitivo, os nGmeros
inteiros, fracgdes e conceitos geométricos, foram aceitos e
utilizados primeiro. Os menos intuitivos - nimeros irracionais,
nimeros negativos, nimeros complexos, o uso de letras para
coeficientes gerais e conceitos do cadlculo - exigiram multos
séculos, quer para serem criados, quer para serem acelitos. Além
disso, gquandc foram aceitos, ndo foi a légica que induziu os
matematicos a adota-los, mas os argumentos por analogias, o
sentido fisico de alguns conceitos e a obtencdo dos resultados
cientificos exatos. Em outras palavras, foi a evidéncia intuitiva
que induziu os matematicos a aceita-les. A légica sempre viera
muito depois das criagdes..." (Kline, 1976, p. 58).

Alén da constatac8o de que oz conceitos e teorias
matemdticas passam por um processo transformacional ao longo do

qual um tratamento intuitivo e ingénuo dos mesmos sempre antecede
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uma abordagen formalizada, Kline cbserva também gue esse processo
nidc ocorre de forma harmoniosa e linear, embora a transposigao
diddtica desse processo, do modo como ela acontece nEes cursos
regulares de matematica, demonstrem o contraric: "0s cursos
regulares de matemdtica sdo mistificadores num aspecto fundamen-
tal. Eles apresentam uma exposigdo do contetdo matematico logica-
mente organizada, dando a lmpressdo de due 08 matematicos passan
de teorema a teorema quase naturalmente, de que eles poden
superar qualguer dificuldade e de que 08 conteindos estdo comple-

tamente prontos e estabelecidos... As exposigdes polidas dos

cursos nio conseguen mostrar og obstaculos do processo criativo,
as frustacgdes e o longo e &rduo caminho gue 08 matenaticos
tiveram que trilhar para atinglr uma estrutura consideravel
(Kline, 1972, IX}).

A percepgédo dessa contraposicgdo entre a sua
leitura da histoéria da matemdtica e o modo como ela & exposta nos
cursos regulares, leva Kline a estabelecer una esperada e convic-
ta analogia entre o histérico e o pedagbgico: "Nao ha muita
davida de que as dificuldades que os grandes matematicos encon-
tram séo precisamente os tropegos que os estudantes experimentam
e de gue nenhum esforgo para elimind-los com verbosidade 1d6gica
pode ser bem sucedido. Se os matemdticos levaram um milénio desde

o tempo em gue a matemdtica de primeira classe pareceu chegar ao

conceito de nameros negativos - e levaram - e se levaram outro
milénio para aceitarem os ndmeros negativos - como realmente
levaram - podemos ter certeza de que os estudantes terao difi-

culdades com nimeros negativos. Mais ainda, os estudantes terao

gue dominar essas dificuldades da mesma maneira como os matemati-
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cos o fizeram, acostumando-se gradativamente aocs novos conceitos,
trabalhando com eles e aproveitando-se de todo apoio intuitive
gque o professor possa reuanir® (Kline, 1976, p. 60}.

Mas que razdes Kline nos oferece para o estabele-
cimento dessa analogia? Por gue os obstaculos enfrentados pelos
matematicos no passado deveraoc ser também os obstaculos a serem
enfrentados pelo aprendiz no presente?

Novamente, invoca-se o principic genético como
forma de sustentacdo dessa analogia e como modo de.egtabelecimenm

o de uma identidade entre obstaculos histdéricos e obstaculos

cognitivos.

Mas para os fins que temos em vista neste ensalo,
importa-nos nao apenas a busca das razdes profundas da necessida-
de de se recorrer a histéria, mas tambem a identificagao das
funcdes pedagégicas gue estdo na base desse recorrer.

Pelo gue ja fol exposto, fica claro que, para
Kline, uma dessas fungdes & a desmistificacdo metodoldgica da
didatica da matemdtica, na medida que a forma logica e emplumada
através da cqual o conteddo é normalmente exposto nido reflete o
modo como esse conhecimento foi historicamente produzido. Cabe a
histéria, portanto, estabelecer essa consonancia cuja legitimida-
de pedagfégica assenta-se no fato de que a percepcdo por parte do
aprendiz dos erros, das lacunas e das hesitag¢des dos dJgrandes
matematicos pode gerar nele o desenvolvinento de atitudes
positivas, desejdveis tanto na formagao do futuro pesquisador
guanto na formagdo do cldadéao, quals sejam, a coragem necesséria
para o enfrentamento dos problemas gque lhe estiverem postos e a

persisténcia e tenacidade na busca de solucbes satisfatdrias para
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os mesmos (cf. Kline, 1972, p. IX). Com Kline, portanto, a

desmistificacido metodoldgica da didadtica da matematica, via

método histérico, reveste-se de uma dimensao ético—~axioldgica,

uma vez que ela tem como propdsito estimular o desenvolvimento de

valores ainda gue estritamente vinculados & forma de apreensao

dos conhecimentos ja produzidos e & forma de produgdo de novos
conhecimentos.

Mas, poderia parecer gue uma consequéncia inevita-

vel do papel desmistificador a ser cumprido pelo nétedo histodrico

fosse a quebra da unidade da matemdtica, na medida gue a defesa

dessa unidade, tradicionalmente, sempre veio assoclada a crenca
no ideal de sistematizacdo dedutiva da matematica. Ndo & assa,
porém, a visdo de Kline. Ao contrario, ele retira esse privilégio
sempre concedido as apresentacbes didédticas de estilo dedutivo-
formal para atribui-lo aquelas baseadas no método historico: "Os
cursos usuais apresentam segmnentos da matenmatica gque parecem ter
pouca relagdo entre si. A histéria pode fornecer uma perspectiva
para a matéria como um todo e relacionar os contetdos dos Cursos
ndo apenas uns com ©0s outros como também com © Ccorpoe, Com O
nicleo principal do pensamento matematico! (Kline, 1972, p. IX).

Nessa perspectiva, chega até mesmo a condiclonar
a relevancia da existéncia das especialidades & eventual contri-
buicdo gque elas possam trazer para a manutengido da unildade
interna do conhecimento matemético: "Além disso, a matemdtica, a

despeito de sua compartimentalizagdc em centenas de campos, & uma

unidade gue possui seus problemas e objetivos principais. Hgsas
varias especialidades seriam estérelis a menos gue possam contri-

buir com tal tarefa. Talvez, o modo mais adeguado para se comba-
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ter os perigos que envolvem o nosso objeto fragmentado, seja
adguirir algum conhecimento das conguistas passadas, das tra-
digdes e dos objetives da matematica, de modo gue se possa
direcionar a pesguisa nessa area para caminhos promissores. Assim
disse Hilbert: ‘A matematica & um organismo para culja forga vital
a indissoldvel unido das partes & uma condigdo necessaria’"
(Kline, 1972, pp. VII-IX).

Desse modo, a percepgdo e a manutencgéo da unidade
da matematica, tanto no plance pedagdgico guanto ac nivel da
pesqguisa académica, sdc vistas por Kline como algo deseiavel, e
essa seria uma outra funcdo didatica do método histdrico.

A citacdo de Hilbert & sintomatica. Nela, =astédo
presentes a concepgdo da matematica como "organismo", a nogao de
"forga vital” e a idéla de "harmonia® entre o todo e suas partes.
540 nogdes e expressdes tomadas de empréstime & biclogila, area de
conhecimento gue, no século XIX, foi elevada a categoria de
ciéncia-modelo e fonte de inspiracdo as denais.

A idéia de "transformacac", extraida do contexto
da teoria da evolugdo de Darwin, torna-se uma idéia-chave para a
abordagem e para a explicacgdo de todos os tipos de "fenénmenos",
fossem eles pertencentes ao dominio das ciéncias naturais ou das
ciéncias sociais e humanas.

Mas ceomo conciliar a concepgdo axiomatica da
matematica, gque &, por sua propria natureza, fechada, acabada,
nao dotada de "forga vital", com uma concepgdo organicista, em
cuja base estd a nogdo de transformagdo no tempo e, portanto, a

déia de historicidade?

|._I..

A possibilidade dessa conciliacio assenta-se na
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postulacdo de uma "harmonia" interna ao organismo-sistema, isto
&, na crencga de gque o sentido da transformagdo do organismo-
sistema ndo devera trazer-nos surpresas a ponto de gerar contra-
dig¢des incontrolavels que venham a destruir a unidade do sistema.
E a concepgdo de histdria interna com rume pré-estabelecido. B a
histdéria evolutiva sem surpresas do século XIX. No limite
superior da teoria da evolugdo, o homem. No limite superior da
evolucio das teorias matemdtica ingénuas, a axiomatizacdo neceg-
saria e a manutencdo da unidade interna do edificio como um todo.

56 no ano de 1980, Morris Kline publicaria o seu

"Mathematics -~ the loss of certanty". Mas, nessa obra, ndo se

fala mais em pedagogia. Nem em principio genético.

5. O PRINCIPIO GENETICO E A JILUSAO ARCAICA

Tendo em vista a frequente recorréncia por parte
dos matemdticos dos séculos XIX e XX ao principio genético cono
unm modo aparentemente sensato de justificar a importancia pedago-
gica da histéria, parece-nos necessidrio neste momento proceder a
uma breve discussdo a respeito da legitimidade desse argumento.

E clara a origem positivista desse principio, uma
vez gque ele nada mais é gue uma extensido da lel dos trés estados
= segundo a qual o modo de investigagcido e de explicacgdo dos
fendmenos a gque recorrem tanto o individuo quanto a espécie
humana, passam sucessivamente por trés estiaglos sequenciados: o

teolégico, o metafisico e o positivo - que Auguste Comte, sem
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gualquer originalidade, toma de empréstimo a Condorcet e St.
Simon (cf. Habermas, 1982, p. 93). Ndo fol preciso esperar,
portanto, o surgimento em 1858 do livro onde Charles R. Darwin
(1809-1882) desenvolveu a sua teoria da evolugao pela selecgao
natural para explicar a mudanga das espécies, e nem o polémico
tipo de desdobramento gue os morfologistas de final do seculo XIX
pretenderam assoclar a essa teoria', para gue Comte efetuasse uma
extensio metaférica para o terrenc da Filosofla da Histéria e da
Educacdo®?, do conceito de evolugac, subjacente ao principio da
mutabilidade das espécies, defendido por bidélogos e fildsofos de
finais do século XVIII, dentre eles Buffon, Kant, Erasmus Darwin

e Lamarck.

De fato, em seu "Curso de Filosofia Positiva' de

t

Segundc Ronan, "da década de 1860 a 1880, foram envidados grandes
esforgos na area da morfologia -~ o estudo das formas dos seres vivos - para

tentar encontrar relagdes evolutivas entre as espécies e entre o8 membros de

uma determinada espécie. Os morfologistas gqueriam encontrar uma unidade basica
por tréas das formas comuns, descobrir antepassados comuns para dois ou mails.
grupos de organismos e construlr Aarvores genegaldglcas gque indicassem a
histdéria do desenvolvimento de um animal em particular. Seu lider fol o grande
defensor do darwinismo, Erast Haeckel (1834-191%9)..., gue interesscu-se
profundamente pela anatomia comparada de homens e animais. Issc o levou a

construir uma Arvere ou linhagem para o homem e a sugerir gue, durante seu

desenvolvimento, o embriico atravessa os mais importantes estigios adultos de

seug ancestrais dessa linhagem evolutiva ~ 0 que se tornou conhecido como ‘lel

biogenética’ de Haeckel. Mas, devido a um impasse, a0 encerrar o século XIX,

os bidlogos mais jovens se revoltaram contra essa concepgldo e comegaram a

tentar obter regpostas para um nove conjunto de questdes™ (Ronan, 1987, Vol.

v, p. 79).

2 Segundc Rosemberg, durante o século XIX, a c¢iénela criocu muitas
palavras e conceitos por intermédio dos guals passaram—se a ser "explicados®
alguns dos problemas humanos universais, tals como a existéncia de pessoas
pobres e ricas, sids e enfermas etc, e dentre os quais o darwinismo social é
apenas © mais conhecido. Ao mesmo tempo, por exemplo, usaram-se metidforas
derivadas da Fisica e da Eletrofisiologia para explicar a variedade das
capacidades humanas. Dese modo, tendo por base o reconhecimento da natureza
elétrica do impulso nerveso por parte dos cientistas de meados do século XIX -

dentre eles, Helmholtz -, parecia quase necessdria a conclusdo de que a forga
nervosa poderia sr identificada com a forga vital, e que esta Gltima deveria
ter natureza elétrica. A extensio metafdrica desse reconhecimento néo sd
mostrou-se adequada para “explicar" a origem das enfermidades em geral,
através da concentragdc dessa forga nervosa em determinada diregdo ou Grgio,
como também para "explicar", particularmente, a loucura, & neurose e a psicose
através da diferenga hereditdria das quantidades de forga nervosa entre ag
pesscasg e, devido a isso, da maior ou menor capacidade delas resistirem iy
pressdes sociais externas (cf. Rosenberg, 1966, pp. 284-286).
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1830, para "justificar” a legitimidade de uma metodologia cienti-
fica que, como diz Habermas, "pGe, em lugar do sujeito da teoria
do conhecimento, o processo técnico-cientifico como sujeito de
uma filosofia cientificista da histéria" (Habermas, 1982, p. 94},
comte antecipa e estende metaforicamente para o plano educacio-
nal, a lel biogenética de Haeckel do seguinte modo: "Esgsa revo-
lucdo geral do espirito humano pode ser facilmente constatada
hoje, duma maneira sensivel embora indireta, considerando o
desenvolvimento da inteligéncia individual. O pontc de partida

sendo necessariamente o mesmo para a educagdo do individuo e para

a da espécie, as diversas fases principals da primeira deven
representar as epocas fundamentais da segunda. Ora, cada um de
nés, contemplando sua prépria histdéria, ndo se lembra de ¢ue fol
sucessivamente, no gue concerne as nogdes mais importantes, ted-
logo em sua infancia, metafisico em sua juventude, e fisico em
sua virilidade? Hoje & facil esta verificagdo para todos 08
homens que estdo ao nivel de seu século" (Comte, 1978, p. 5,
grifos do autor).

além disso, percebe com clareza os dols modos
pelos guais uma ciéncia pode ser apresentada aqueles que deverao
domind~la, ndo escondendo a sua preferéncia por aquele que
denomina Ycaminho histérico" - expressé&o operaclonalizada da
extensdo metafédrica da lel biogenética de Haeckel para o plano
didadtico, isto &, o principio genético: "Toda ciéncia pode ser
exposta mediante dois caminhos essencialmente distintos: o
caminho histdérico e o caminho dogmatico. Qualguer outro modo de
exposicdo ndc sera mais do que sua combinagdo. Pelo primeiro

procedimento, expomos sucessivamente os conhecimentos na mesna
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ordem efetiva seqgundo a gqual ¢ espirito humano os obteve realmen-
te, adotando, tanto guanto possivel, as mesmas vias. Pelo segun-
do, apresentamos o sistema de idéias tal como poderia ser conce-
bido hoje por um UGnice espirito gue, colocado numa perspectiva
conveniente e provido de conhecimentos suficientes, ocupar-se-ia
de refazer a ciéncia em seu conjunto. O primeiro modo & evidente-
mente aquele pelo gual comega, com toda necessidade, o estudo de
cada ciéncia nascente, pols apresenta a propriedade de nao
exigir, para a exposig¢ic dos conhecimentos, nenhum novo trabalho

distinto daguele de sua formagdo. Toda a didatica se resune,

entio, em estudar sucessivamente, na ordem cronolégica, as
diversas obras originals gue contribuiram para o progresso da
ciéncia (Comte, 1978, p. 27, grifos do autor).

E por essa razdo que Comte nado esconde a sua
simpatia pela Geometria da Clairaut, escrita, segundo ele, com
base na ordem cronoldégica de desenvolvimento dessa ciéncia, o que
constitul para o positivismo a preocupag¢do fundamental de toda
didatica. De fato, no posfacio escrito por José Feliciano,
contido na traducgdo brasileira de 1892 dos Elementos de Geonetria
de Clairaut, esse ponto de vista de Comte aparece explicitamente:
"Thaugurando com este monumento de clareza a série de tentativas
para trasladar a vernaculo as obras mathematicas da Bibliotheca
Positivista, tive sobretudo em mira aprender e facilitar a meus
naturaes o estudo da base l6gica, imprescindivel a iniciagdo
encyclopedica. No dizer de Augusto Comte, & o melhor tratado
didactico sobre a geometria preliminar, e pode ser comprehendido
sem outro auxilic ... Mas para melhor, para decisivamente carac-

terizar o valor de Clairaut, @ bastante citar as phrases que lhe
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dedica o Mestre dos mestres: ‘Estre preambulo (& geometria
preliminar) deve naturalmente comegar por uma homenagem especial
ao grande gedmetra ja citado como sendo o Gnico gue aperfeigou o
ensino mathematico antes do advento do positivismo. O principal
constructor da mecanica celeste nao desdenhou abrir sua nobre
carreira elaborando o melhor tratado didactivo sobre a geometria
preliminar’" (Clairaut, 1892, p. 197 e p. 205).

Mas, se como mostramos, o principio genético
constituiv-se nuna extensao metafdérica da lel dos trés estados,

a primeira questdo que devemos colocar-nos refere-se a legiti-

midade dessa prépria lei. A andlise dessa guestdo requer que nosg
gsituemos no terreno comum da teoria do conhecimento e da
filosofia da histéria pols, como assinalam Bourdé e Martin,
enguanto que Hegel entrevia a marcha do Espirito segundo os trés
momentos da dialética, Comte imagina a progressac do espirito
humano por etapas, segundo um ritmo igualmente ternario nas
essencialmente diferente em cada uma delas" (Bourdé e Martin,
1983, p. 71). Através da lei dos trés estados, "o positivismo
exibe-se, portanto, come uma nova filosofia da historia®
(Habermas, 1982, p. 92). Mas, como assinala Habermas, "esta lei
do desenvolvimento possui manifestamente uma forma 1légica nédo
correspondente ao status das hipbteses nomolégicas das ciéncias
experimentais: o saber que Comte reivindica para interpretar o
significado do saber positivo ndo estd, ele mesmo, subsumido sob
as condigbes do espirito positivo" (Habermas, 1982, p. 92). Essa
contradicdo é também percebida por Kopnin, para guem essa lel ndo
passa "da mals tipica construgao da filosofia naturalista, na

gqual tode o desenvolvimento intelectual da humanidade foi
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encarado por um principio especulativamente criado. E guando se
compara o sistema hegeliano de desenvolvimento das categorias
légicas, gque incluem a rigueza da realidade objetiva, com esse
fragil esquema, as simpatias ficam evidentemente do lado do
grande alemdo" (Kopnin, 1972, p. 127).

Mas, o questionamente da lei bilogenética de
Haeckel e do principio genético como expressdo de sua extensido
metafdédrica ndo perderia a sua validade, ainda gue procurassenos
desvincula-los da lei dos trés estados e do ponto de vista

histérico-filoséfico do positivismo comtiano. Nesse caso, devemos

recorrer a uma linha de argumentacdc distinta da anterior, uma
vez gque essa desvinculagdo exigiria a critica a uma crenca que se
insere no dominio comum da psicologia e da antropologia. De fato,
essa desvinculagdo, gque implica a consideragdo do problema das
relacdes entre o pensamento primitivo e o pensamento infantil,
ndo sé & possivel como também fol realmente estabelecida por
psicanalistas e psicélogos como Freud, Blondel e Plaget, sendo
que, todos eles, em malor ou menor grau e prudéncia, deixaram-se
seduzir pelo esquema de se guerer "ver nas sccledades primitivas
uma imagem aproximada de uma mails ou menos metafdérica inféancia da
humanidade, cujos estdgios principais seriam reproduzidos também,
peor sua parte no plano individual, pelo desenvolvimentoe inte-

lectual da crianga™ (Lévi-Strauss, 1976, pp. 126-127). Seducao

Freud, por exemplo, acreditava que as teorlas sexuals das criangas

representam uma heranga £ilogenética. Blondel estabeleceu um paralelismo entre
a econsclénecia primitiva, a consciéncia infantil e a congciénela mdrbida,
acreditando serem essas realldades intercambiaveis. Plaget, por sua vez,
principalmente em suas primeiras obras, admite um certo paralelismo entre a
ontogénese e a filogénese ainda que, ao mesmc tempo, procure restringir e
amenizar essa crenga afirmande que o copteldo do pensamento da crianga jamails
poderis ser considerado um produto hereditério da mentalidade primitiva,
porque, segundo ele, a ontogénese explica a filegénese tanto guanto o inverso.
(cf. Lévi-Strauss, 1976, pp. 126-127).
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essa a que Lévi-~Strauss atribul o sugestivo nome "ilusdo arcai-
ca’.

Precavermo-~nos contra esse tipo de sedugdo exigi-
ria apenas, diz-nos Lévi-Strauss, admitir o fato "muito simples
de ndo existirem somente criancgas, primitivas e alienadas, mas
também - e simultaneamente - c¢riangas primitivas e alienados
primitivos. E ha igualmente criangas psicopatas, primitivas e
civilizadas". Além disso, no que se refere ds sociedades primiti-
vas, acrescenta que "é supérfluo assinalar gue elas contém, tal

como a nossa, criancgas e adultos, e que o problema das relagdes

entre as duas idades nio se apresenta ai de maneira diferente. As
criancas primitivas diferem dos adultos primitivos do mesmo modo
gque estas diferengas existem entre os civilizados ... Sem davida,
a crianca ndo é um adulto. Néo & tal nem em nossa sociedade nem
em nenhuma outra, e em todas estd igualmente afastada do nivel de
pensamento do adulto, de tal modo que a distincdo entre pensamen-
to adulto e pensamento infantil recorta, se & possivel dizer, na
mesma linha, todas as culturas e todas as formas de organizacgao
social. Ndo & possivel estabelecer nunca coincidéncia entre os
dois planos, mesmo gquando se escolhem exemplos téo afastados
gquanto quisermos no tempo e no espago. A cultura mais primitiva
é sempre uma cultura adulta, e por isso mesmo incompativel com as
manifestacdes infantis gue se podem observar na mals evoluida
civilizacdo" (Lévi-Strauss, 1976, pp. 127-131).

Além de apresentar um argumento contrario ao

equivalente psicolégico da lel biogenética de Haeckel, Lévi-
Strauss tenta ainda - e a meu ver de forma conclusiva - apontar

as razdes pelas quais nos tornamos, com facilidade, vitimas dessa
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wilusio arcaica": "Quando comparamos o pensamento primitivo com
o pensamento infantil e vemos aparecerenm tantas semelhangas entre
ambos, somos portante vitimas de uma llusédo subjetiva, gque se
reproduziria sem divida para os adultos de qualgquer cultura gque
comparasse suas préprias criangas com adultos pertencentes a uma
cultura diferente. © pensamento da crianga, sendc menos espe-
cializado que o do adulto, oferece, com efeito, sempre a este nao
somente a imagem de sua propria sintese, mas também a de todas as
que se podem realizar em outros lugares e sob outras condigbes. ..

As analogias entre o pensamento primitivo e o pensamento infantil

ndo se fundam portanto sobre um pretenso carater arcaico do
primeiro, mas somente na diferenga de extensdoc que faz do segundo
uma espécie de ponto de encontro, ou centro de dispersdo, para
todas as sinteses culturais possivels. Compreendemos melhor as
estruturas fundamentais das sociedades primitivas comparando-as
com as atitudes sociais de nossas proprias criangas. Mas o0s
primitivos ndo deixam de empregar o mesmo procedimento e de nos
comparar com as criangas deles. E que, de fato, as atitudes
infantis oferecem, também para eles, a melhor introdugdo ao
conhecimento de instituigdes estrangeiras, cujas ralzes se
misturam, somente nesse nivel, com as suas proprilas... Para o
primitivo as atitudes do civilizado correspondem pois ao que
chamariamos atitudes infantis, exatamente pela mesma razao gue
nos leva a achar em nossas préprias criancgas esbogos de atitudes
que encontram na sociedade primitiva uma imagem completa e desen-
volvida" (Lévi-Strauss, 1976, pp. 133-134).

Finalmente, gostariamos de retomar agui o legitino

argumento de Merani, a que fizemos referéncia na introducgao deste



6L
trabalho, segundo o gual a defesa da tese da recapitulagado no
planc psicolégico traria como consequéncia necessaria a susten-
tacdo do questionavel pressuposto metafisico da existéncia de uma
memdria social hereditaria, como o fez Jung ao estabelecer a
doutrina do insconsciente coletivo. De fato, ac fazermos nossa a
critica de Lévi-Strauss a aceitagdo desse pressuposto, situamo-
nos ao lado dos gue acreditam em sua superfluidade: "Em suma,
onde ha convergéncia entre o pensamento da crianga e as repre-
sentagdes histéricas & muito mals facil explicar estas Gltimas

pelas leis gerais da mentalidade infantil do que invocar uma

hereditariedade misteriosa. Por mals que se remonte na histéria
ou na pré-histéria, a crianga sempre precedeu 0 adulto, e &
possivel além disso supor gue guanto mais primitiva & uma socie-
dade, mais duradoura €& a influéncia do pensanento da crianga
cobre o desenvolvimento do individuo, porque a sociedade nao esta
entdo em condigdes de transmitir ou de constituir uma cultura
cientifica" (Lévi-Strauss, 1976, p. 129).

Diante de tudo o que foi dito a respeito da lei
biogenética e de suas extensodes netaféricas, julgamos nao apenas
desnecessario como extremamente problematico recorrer a elas como

meio de fundamentar gualguer empreendimento que vise a relacionar

histéria e ensino-aprendizagem no campo da Educagao Matematica.
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6. A HISTORIA COMO FONTE DE MOTIVACAO

Na literatura especifica referente & questdo que
estamos considerando neste ensaio hd um nGmero expressivo de
matematicos gue recorrem & categoria psicoldgica da motivagdo
para Justificar a necessidade de se recorrer a histéria no
processo de ensino-aprendizagem da matematica.

Hassler, num texto escrito no final da década de
20, ja expressava essa convicgdo afirmando que "o conhecimento da

histéria dos processos matemdticos que estédo sendo aprendidos

pelo aluno despertard o interesse deles pelo contelGdo do ensino"
(Hassler, 1929, p. 166). Antes dele, Simons j& utilizava o mesmo
argumento: "a histdria da matematica e as recreaqgdes despertan e
mantém o interesse pela matéria" (Simons, 1923, p. 95). Tambén
Wiltshire insiste nesse mesmo ponto de vista: "para que possa
haver interesse por um certo processo €& necessario ter algum
conhecimento de sua histdoria e do beneficio gue se pode obter
desse conhecimento! (Wiltshire, 1930, p. 504).

Nesgses textos americanos gue aparecem na revista
"The Mathematics Teacher", nas décadas de 20 e 30, pode-se
perceber um certo otimismo ingénuo em relacgdo as potencialidades
pedagdgicas da histéria. O poder guase magico que teria a histé-
ria de modificar a atitude de um jovem estudante em relacdo a
matematica revela-se no seguinte relato de um episddio presencia-
do por um pregador, e due no texto de Simons adquire a forc¢a de
um argumente a favor da histéria: "Um garoto ndo conseguia
compreender a aritmética, nado podia entender como 1/2 poderia

estar contido em 1/4 se 1/2 & maior do que 1/4. Um novo professor
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chega & cidade, um dagueles professores dque se interessam povr
seus alunos enguanto individuos. Ele percebeu que O garoto
gostava de histéria e entdo emprestou-lhe um livro de histéria da
Matematica. O garoto leu esse livro com avido interesse e sua
atitude em relacdc a mwmatematica mudou-se completamente. Ele
passou a gostar dela e a aché-la simples e facil" (Simons, pp.
94-95) .

Nesses textos, o poder motivador da historia é
atestado e exaltadeo em funcdo da adogdo de uma concepgado ludica

ou recreativa da mesma. E a histéria-anedotario vista como

contraponto momentaneo necessario aos momentos formais do ensino,
que exigem grande dose de concentracio e esforgo por parte do
aprendiz: "Em todo trabalho devem existir momentos de recreagdo.
Em periodo de esforgo mental concentrade & repousante ter um
recesso atravése da mudanca na natureza do pensamento. O orador
piblico bem sucedido faz isso e sua fala & pontuada com brinca-
deiras ou histérias. Ele nio deixa que sua conferéncia se torne
consativa ou magante através da exigéncia de muita concentracgac
sobre um tema pesado. Uma parte consideravel das aulas de matemé-
tica geralmente & dedicada & resolugdo de problemas, mas isso,
dia apbds dia, acaba tornando-se mondtono. Alguns professores
enriquecem o seu ensino através de ilustragbes dos varics usos da
matematica. Em acréscimo a isso, todo professor pode e deve
armazenar em sua mente, prontas para serem usadas, as histdérias
dos grandes matemdaticos" (Hassler, 1929, p. 169).

A histéria-anedota de carater estritamente factual
adquire também, na visdo de Simons, uma fungao didatica de

"relax? ~ a recompensa repousante merecida e necessaria pelo
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esforgo estafante requerido pela aprendizagem da natematica; a
matematica exige © pensamento e a seriedade, enquanto que a
histéria alivia a tensdo e conforta: "Do mesmo modo gue em uma
conferéncia a tensdo deve ser abrandada... a fim de que o confe-
rencista possa continuar e produzir a impressdo gue ele deseja
causar, © relaxamento que quebra uma certa monotonia inevente &
Algebra formal e a geometria pode ser alcangado através de uma
anedota ou incidente histéricos... Parece inteiramente legitimo,
simplesmente para distrair uma classe, e CoOmno recompensa por
alguma realizagdo especial, a leitura, em Algebra, de uma histé-~
ria como o ‘A, B, C’ de Stephen Leacock ou partes de um livro
como ‘fFlatland’ de Abbott, em geometria" (Simons, 1923, p. 97).
A busca de esquemas motivadores as aulas de

matematica via utilizacio da histéria desloca~se, mais recente-
mente, de um plano no qual eles sdo entendidos de forma meramente
episédica e externa ao conteldo do ensino - como ilustram os
textos a que nos referimos acima - para outro em gque essa mot i~
vagio aparece vinculada e produzida no ato cognitiveo da solugao
de um problema. Nesse sentido, através de uma das propostas
surgida nas véarias sesstes do 5% Congresso Internacional de
Educacao Matemdtica (ICME~5, Adelaide, 1984), passou-se a velcu-
lar a idéia de gue a matematica pode ser desenvolvida pelo
estudante mediante a resolugdo de problemas histéricos e através
da apreciacdo e andlise das solugdes apresentadas a esses tails
problemas no passado. Subjacente a essa proposta esta o pressu-
posto de que se a resolugdc de un problema constitui~se, por si
86, numa atividade altamente educativa e motivadora, o fato desse

problema poder vincular-se a histdria elevaria, quase que automa-
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ticamente, o seu potencial motivador. Deste modo, de acordc com
Booker, "a énfase recairia mais sobre o processo do pensamento
matematico do gque meramente sobre o produto final dos pensamentos
natematicos de matemdticos mals antigos® (Booker, 1988, p. 229).

J& no 4¢ ICME (Berkeley, Califérnia, 1980) essa
tendéncia, que poria énfase na natureza intrinsecamente motivado-
ra do problema histdrico, comegava a manifestar-se. Nessa oca-
si&0, Humphreys, profesor do Minneapolis Community College en
Minnesota, ao depositar uma grande expectativa no poder notivador

dos problemas histdricos, deixa também transparecer em seu

pronunciamento o mesmo otimismo ingénuo presente nos textos das
décadas de 20 e 30: "E comum, por exemplo, os estudantes que se
iniciam no estudo da algebra, sentirem aversdo pelos ’'word
problems’. A inclusfo dos seguintes problemas (o autor refere-se
a trés problemas extraidos da ‘Antologia Grega’, datados por
volta de 500 d.C., encontrados na obra cléssica de Howard Eves -
'An Introduction to the History of Mathematics’) em uma tarefa de
casa fara com que os estudantes automaticamente passem a gostar
dos f‘word problems’" (Humphreys, 1980, p. 397).

Também Meserve, professor da Universidade de
Vermont, durante o 42 ICME, manifestava o carater pedagogicamente
pertinente da associaglo das duas tendéncias em Educagdc Matema-
tica - a que punha em destague a necessidade da histéria e aquela
gue via na resolugdoc de problemas o enfogue didaticamente efi~-
ciente para a aprendizagem da matemdtica: "Para mim, a histéria
da matematica & Qtil, antes de mais nada, como um auxllio para a
compreensdo de tépicos gue ja fazem parte do curricule. Matemati-

ca desenvolvida a partir de técnicas de resolugdo de problemas
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praticos" (Meserve, 1980, p. 398). E cita como exemplos: a possi-
bilidade de exploragdo pedagdgica do modo como os egipciocs
construiam um quadrado cuja area € igual ao dobro da area ocupada
por um quadrado qualguer dado; a possibilidade de visualizacéo
geométrica de modelos aritméticos e identidades algébricas por
parte do estudante, tendo por base o estudo pitagdrico dos
nameros figurados e a resolugao de una eguagdo guadratica por
meio do completamento de guadrados geométricos, do modo como o
faziam hindus e arabes.

Dentre os defensores da utilizacgdo da histdria no

ensino via resolugdo de problemas histéricos, Swetz parece ter
ido além dos demais, guer no sentido de preocupar-se em fornecer
razdes para fundamentar a posicao gue defende, guer no sentido de
ndoc encarar a notivacido como algo gque se processa inevitavelmente
em funcdo do simples fato do problema ser gqualificado de "histo-
rico®.

A sua opgdo por essa forma de se incorporar a
histéria ac ensino-aprendizagem decorre do fato de néo acreditar
gque a mera inclusdo de comentérios histdricos a respelto da vida
ou do trabalho de um matematico particular favorega de fato a
aprendizagem dos conceitos gque estejam sendo ensinados. Se isso,
para alguns professores, significa enrigquecimento, para Swetz,
representa apenas a "inclusdo de mails conhecimento factual em unm
curriculo j& abarrotado" (Swetz, 1989, p. 370).

Para Swetz, os problemas histdéricos motivam
porgue:

1} possibilitam o esclarecimento e o reforgo de multos concei-

tos que estdo sendo ensinados;
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2) constituem-se em veiculos de informacdo cultural e sociold
gica;

3) refletem as preocupacgdes praticas ou tedricas das diferentes
culturas em diferentes momentos histéricos;

4} constituem-se em meio de aferimento da habilidade matematica
de nossos antepassados;

5) permitem mostrar a existéncia de uma analogla ou continuida
de entre os conceitos e processos matematicos do passado e do
presente.

Para 1lustrar o primeiro desses itens, Swetz

considera a discussdoc em torno de problemas babilénicos cujas
solucdes sfo dadas através da técnica do completamente de um
guadrado geométrice. O segundo item & ilustrado com problemas
antigos cujas solugdes nos permitem, por exemplo, inferir a
altura do mastro de um navio egipcio do periodo de 250 a.C., ©
comprimento de un fildo de pdo no século XV etc. Os exemplos que
Swetz nos fornece relacionados com o terceliro item vdo desde
agqueles gue refletem as necessidades praticas das sociedades da
Antiguidade - como o cadlculo de taxas, a construgdo de paredes e
digques, os pregos de mercadorlas, o armazenamento de graos, a
construgdo de muralhas quadradas ou circulares em torno de uma
vila —, até agueles que nos indicam as preocupagdes basicas na
época do Renascimento italiano - como os problemas de consti-
tuicdo de sociedades, cujas solugdes regueriam o emprego de
proporgdes e equagdes. O guarto item & ilustrado com problemas

como, por exemplo, aguele gue aparece no tablete babildnico de
Susa (2000 a.C.) gue nos solicita determinar o raio de um circulo

no gqual estd inscrito um tridngule is6sceles de lados 50, 50 e
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60. Finalmente, Swetz exemplifica a analogla a que se refere no

guinto item através da comparagdo entre o processo babilénico de

extracdo de raizes quadradas e 0s processos ilterativos de calculo
gue estdo na base das atuals operagdes computacionais.

Uma vez levantadas e analisadas as posigdes

dagueles que optaram por buscar na categoria da motivacdo o

motive fundamental para a utilizacdo pedagdgica da histéria da

matematica em seu ensinc~aprendizagem, cumpre-nos perguntar: qual

a legitimidade dessa busca? A histoéria de fato motiva? Em caso

afirmativo, o que estaria na base da explicagdo desse seu miste-

rioso potencial motivador?

Parece-nos que © argumento ao mesmo tempo mais
simples e mais trivial gque se contrapde a existéncia desse
suposto potencial motivador da histéria manifesta-se na conside-
racdo de gue, se fosse esse o caso, o ensino da prépria histéria
seria automotivador. Ndo & isso porém o que atestaria qualquer
professor de histdria que se defronta em seu cotidiano - e talvez
de forma mals incisiva e com menor indice de retorno em relacgao
aos seus colegas de outras matérias - néo apenas com o desinte-
resse de seus alunos por essa disciplina, como também com a
enorme dificuldade de fazer-lhes compreender a sua importdancia,
a sua natureza, os seus objetivos e os seus métodos.

Podemos, porém, levantar um argumento mais técnico
contra esse suposto potencial motivador recorrendo ao terreno da

Psicologia, particularmente a uma de suas dreas especificas que
tem por objeto de estudo e pesguisa a motivagdo. O que nos tem

revelado, em linhas gerais, o desenvolvimento desses estudos,

segundo Evans, & a existéncia de uma mudanga qualitativa dentro
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desse campo, que se traduz na passagem de um enfoque mecanicista
para um enfoque cognitivo da motivag8o. Da "imagem de um organis-
mo impelido e pressionado por forgas e habitos" no interior do
enfoque mecanicista, passa-se & "imagem alternativa de um orga-
nismo capaz, dentro das limitacées de sua espécie, de absorver
informacdes provenientes de sua fisiologia interna, de seu neio
fisico e, scbretudo no homem, de seu ambiente social® (Evans,
1976, p. 100). Ou entdo, como assinala Herriot, cada vez mais nos
afastamos de uma "concepgdo dos organismos como sendo impelidos

por impulsos ou atraldos por incentivos. As idéias de impulsos

aprendidos, baseados em necessidades biolégicas, deram lugar a
teorias gue enfatizam ser o nosso comportamento determinado pelo
modo como nos percebemos a nods mesmos e percebemos o nosso melio-
ambliente” (Evans, 1976, p. 7).

£ facil perceber, porém, gque ¢é dentro de um
enfoque mecanicista da motivacdo que se situam os autores cujos
pontos de vistas analisamos. E um mecanicismo, acrescentariamos,
centrado no objeto do conhecimento e ndo no sujeito. E a histéria
gue teria o estranho poder de atrair. E a histéria a fonte de
onde emanariam os limpulsos qgue se constituiriam em reforcos
automaticamente e invariavelmente positivos para o sujeito.

A vinculagdo estabelecida, por alguns autores qgue
consideramos, entre histéria e problema ndo os coloca em melhor
situagdo, pois o aspecto motivador de um problema ndo reside no
fato de ser ele histdrico ou até mesmo de ser problema, mas no
maior ou menor grau de desafio que esse problema oferece, no modo
como esse desafio & percebido pelo aprendiz, no tipo de relacgées

gque se estabelecem entre esse desafio e os valores, interesses e
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aptiddes socialmente construildos por ele etc.

Portanto, se a histéria, podendo motivar, nao
necessariamente motiva, e nac motiva a todos igualmente e da
mesma forma, parece-nos que a categoria motivagdo constitui-se
numa instancia problemdtica de justificagdo para a incorporagdo

da histéria no ensino.

7. 7ONIGA E AS TRES FUNCOES DA HISTORIA

A caracteristica mails marcante da posicao de
zGfilga em relacdc ao problema gue estamos estudando neste ensaio
& que, para ele, o debate referente a fungdo didatica da histdéria
ndo pode ser desvinculado daguele gue diz respeito a natureza
mais profunda da matemdtica, isto &, a&s consideragdes de carater
filos6fico-metodolédgicas desse campo do conhecimento (cf. Zuhiga,
1987a, p. 18). Poderiamos ir mais longe e afirmar dque a sua
percepcdo da importancia da histdéria para o ensino da matematica
& uma decorréncia guase que necessdria do seu interesse pela
filosofia da matematica e do modo particular dele posicionar-se
nesse terreno.

Em sua opinido, trata-se de efetuar um ajuste
entre agquilo gue chama de a "natureza Ultima" da matemdtica e o
modo como se deve encaminhar © ensino dessa area de conhecimento.
£ a epistemologia gue se constitui em instédncia normativa para a

metodologia do ensino da matemdtica. Mas qual epistemologia da
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matemidtica o seu ensino deveria tomar como referéncia? Teriam
todas essas epistemologias, igualmente, o poder de revelar a
importéncia da histéria para o ensino? A essa segunda questao
Zdfiiga responde negativamente e a referéncia (Zuhiga, 1987a, pp.
7-19) constitui-se no esforgo mais significativo empreendido por
ele para demonstrar-nos as razdes pelas quais as varias con-
cepcdes de matemadtica que se manifestarawm ac longo da historia,
em maior ou mencr ¢grau, nde poderiam ter gerado desdobramentos
pedagdgicos que justificassem uma maior intervengdo da historia
da matemdtica em seu ensino.’

Segundo Zufiga, todas essas concepgbes poden e
devem, atualwmente, ser guestionadas e, embora nao exista ainda
uma nova visdo da matemdtica gque as substitua, as velhas catego-
rias dicotomicas tomadas de empréstimo &s classicas teorias do
conhecimento, tais como aguelas do "a priori/a posteriori®, do
tanalitico/sintético™ etc., devenm ser abandonadas e substituidas
por novas idéias e métodos e por novas atitudes filosoficas (cf.
ZGhiga, 1987a, p. 14 e p. 18).

Mas, que idélas estariam na base de uma nova
atitude no planc da filesofia da matemitica e por gue razdes
deveriameos dar crédito a elas?

Segundo 20niga, sdo trés essas lidélas fundamen-
tais:

1) a diversidade tedrica das matematicas, isto &, ruptura com o

postulado da existéncia de uma unidade entre os campos distin-

tos da matemética;

4 o PR = P . .
As concepgdes que Zuniga levanta sao as c¢inco seguintes: a convenclo-
nalista ou gintdtica, elaborada pelo Circulc de Viena, a axiomética, a
platénica, a construtivista e a empirista cléssica {cf. Zifiiga, 1987a).



72

2) a defesa do carater enpirico das matemédticas;

1) a defesa de gue o conhecimento resulta de uma sintese
dialética de trés fatores funcionalmente importantes: o sujel-
to, a sociedade e o objeto material.

No que se refere a primeira dessas idélas, a
dificuldade de se manter a visfdo gue postula a unidade da matema-
tica &, segundo ele, uma consequéncia dos trabalhos de Kurt
Gédel, realizados na década de 30 de nosso século. "poderiamnos
dividir a moderna histéria das matematicas em duas etapas: antes

de Gddel e depois de Gbdel" (Zuhiga, 1988, p. 30). Desde entao,

segundo ele, "a matemdtica ndo pode mais ser considerada um coyrpo
tebrico sélido, seguro, (nico, absoluto e verdadeiro" (zaniga,
1987a, p. 15). Além disso, como decorréncia do trabalho de Paul
Cohen - gue estabelece a existéncia de axiomdticas diferentes e
nic isomdérficas, seqgundo se admita ou ndo a hipdtese do continuo
-, a pratica matemdtica aparece multi-fragmentada. Ela nos
aparece menos como unidade e inter-relagfo e muito mais como um
complexo constituido de regides autdénomas no interior das quais
as nogdes, o0s métodos e as regras revestem-se de um sentido
especial e local.

No que se refere & segunda das idéias acima
expostas, gque afirma o carater empirico das matemdticas, ZGfiiga
a defende identificando a matematica como uma ciéncia natural
cujo objeto, porém, ndo & do mesmo tipo dagueles gue as ciéncias
ordinariamente chamadas naturais possuem. Isso porgue o ohjeto
das matematicas néo existe por si s6 e nem faz parte de uma
instancia fisica do real. Ele =6 se manifesta no seio da relagao

epistemoldgica mutuanente condicionada gue se estabelece entre o
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sujeito epistémico e o objeto. Além disso, ndo sao os aspectos
particulares dessa wanifestacdo os visados pelas matematicas, mas
apenas agueles gue provocam no sujeito a abstracgdo do geral. Dai,
o ¥"compartimento! do real a que as matematicas se referem é
aguele ao gual se aplica, de algum modo, a categoria do geral.

Finalmente, no gue diz respeito & terceira das
idéias fundamentais que estariam na base de uma nova atitude em
filosofia da matematica, a novidade introduzida por Zafilga é a
referéncia ao social enguanto fator epistemélogico condicionante

da relacio sujeito-objeto no ato do conhecimento. Ainda gue tanto

o sujeito epistémico quanto o objeto sejam por ele considerados
dinamicos e ativos (embora ndo da mesma forma) no seico dessa
relacdo, o contexto soclial tem o poder ndo s6 de influir substan-
cialmente no mode do sujeito agir, como também de modificar a
realidade do objeto. Além dissc, & o socilal enguanto fator
epistemolégice gue I1mprime ao processo do conhecimentce uma
dimensdo historica.

SHo essas trés idélas gque acabamos de expor e
detalhar que, segundo ZGfilga, justificariam a importancia da
histéria para o ensino da matemadtica. De fato, assinala ele: "Aoc
assumir o carater empirico das matemdticas manifesta-se a neces-
sidade de introduzir a histéria concreta em seu ensino. A opiniéo
que afirma a diversidade das matematicas coloca-nos a necessidade
de estabelecermos uma aproximagdo mais concreta e respeito desses
corpos tedéricos. Ao mesmo tempo, ao assinalar o papel ativo do
sujeito, em uma relagdo dialética que nao elimina nem o objeto e
nem © social, torna~se importante recorrer aos mnomentos his-

téricos de construcido individual para se desenvolver adequadamen-
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te o ensino-aprendizagem" (Zuniga, 1987a, p. 18).

Mas além de realcgar esse poder, gue s0 a historia
teria, de fazer emergir uma nova atitude pedagdgica em Educagao
Matemdtica, gque ao mesmo tempo revelasse e se ajustasse a uma
nova e revoluciondria filosofia desse campo do conhecimento, cuja
adequabilidade e legitimidade apenas essa mesma histéria poderia
sustentar, 2dfilga atribuli a ela pelo menos mais duas outras
funcdes didaticas: "A participagao da histéria dos conteudos
natemidticos como recurse didatico é imprescindivel. O desenvolvi-

mento histérico ndo s6 serve cowmo elemento de motivagdo nas

também como fator de melhor esclarecimento do sentido dos concei-
tos e das teorias estudadas. Ndo se trata de fazer uma referéncia
histérica de duas linhas ao iniciar um capitulo, mas de realmente
usar a ordem histérica da construcdo matematica para facilitar
uma melhor assimilacdo durante a reconstrucdo tedrica. 1Isso é
central. Os conceitos e nocdes da matematica tiveram uma ordem de
construgdo histérica. Esse decurso concreto pde enm evidéncia os
obstaculos gue surgiram em sua edificagao e compreensac. A0
recriar teoricamente esse processo (obviamente adaptado ao estado
atual do conhecimento) & possivel revelar seu sentido e seus
limites. A histéria deveria servir, entdo, como o instrumento
mais adequado para a estruturacgdoc do delineamento mesmo da expo-
sicdo dos conceitos. E provavel também gue com uma aproximagao
dessa natureza seja possivel satisfazer as exigéncias de um

sentido vetorial do concreto ao abstrato. Com 1sso ndo se gquer

dizer gue se deve reproduzixr mecanicamente a ordem de aparicao
histérica dos conceitos matematicos; sem davida, todas as ciéen-

cias possuem certa légica interna que se da a partir de sinteses
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tedricas importantes e gue se deve assimilar no ensino-aprendiza-
gem. S6 se coloca a necessidade de buscar um equilibrio verdadei-
ramente dialético entre esse ldgica interna e a histdria de sua
evolucgdo conceptual, enfatizando a importéncia do segundo" (ZOhi-
ga, 1988, p. 34, grifos nossos).

Portante, além da histéria como fator de moti-
vagdo, também a histdria como instrumento de uma dupla revelagdo:
do sentido dos conceitos e da natureza Ultima da matemdtica. Sao
essas, segundeo Zaniga, as trés fungdes que a histdria pode e deve

cumprir.
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JONES E A HISTORIA COMO INSTRUMENTO DE EXPLICACAQ

DOS .PORQU@S B COMO FONTE DE OBIETIVOS PARA O ENSINO

sd0 miltiplas as funcées pedagbgicas da histdria

assinaladas por P.8. Jones, notadamente em seu artigo A histéria

da matemdtica como ferramenta de ensino", capitulc I do livro

"Historical Topics for the Mathematics Classroon™ (1869).

segundo ele, uma utilizacgdo adequada da histéria,

desde que associada a um conhecimento atualizado da matenatica e

de suas aplicagdes, poderia levar o estudante a perceber:

1)

5}

6)

gque a matemdtica & uma criagao humanhaj

as razdes pelas guals as pessoas fazem matematica;

as conexdes existentes entre matemdtica e filosofla, matema
tica e religido, matemdtica e o mundo fisico e matematica e
Légica;

gue necessidades praticas, socials, econdmicas e fisicas
frequentenente servem de estimulo ao desenvolvimento de idéias
matematicas;

que a curiosidade estritamente intelectual, isto &, dque
aquele tipo de conhecimento que se produz tendo como base a
questao 'O que aconteceria se...?", pode levar & generalizagao
e extensdc de idélas e teorias;

gue as percepgdes gue os matematicos tém do proprio objeto
da matematica mudam e se desenvolvem ao longo do tenpo;

a natureza e o papel desempenhado pela abstragdo e generali-
zacdo na histéria do pensamento matendtico;

a natureza de uma estrutura, de uma axiomatizagdo e de uma

prova.
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Embora Jones, no artigo citado, ndo apenas levante

esse conjunto de objetivos - gue, sequndo ele, seria desejavel

gue estivessem presentes na formagdo do homem contemporaneo -,

como também indique, em correspondéncia com eles, um conijunto de

temas especificos da matemdtica cujo tratamento histérico adequa-

do poderia levar & sua concretizagio, & na possibilidade de

desenvolvimento de um ensino da matematica baseado na compreensao

e na significagio que ele acredita realizar-se a fungéo pedagdgi-
ca fundamental da historia.

E claro gue, subjacente a todo processo de ensino-

aprendizagem que visa & compreensdo e a significacdo, estd o
levantamento e a discussdo dos porqu&s, isto &, das razdes para
a aceltagao de certos fatos, raciocinios, procedimentos etc. por
parte do estudante.

Jones acredita que existem trés categorias de
porqués que deverlam ser levadas em consideragio por todos os gue
se propdem a ensinar matemidtica: os "porqués cronolégicos’, os
"porques 18gicos" e os "porgués pedagégicost.

Os "porqués cronolégicos” sdo agquelas explicacgtes
cuja legitimidade ndo se caracteriza como uma necessidade légica.
Ao contréario, sfio razdes de natureza histérica, cultura, casual,
convencional ou de outro tipo qualguer que estdo na base de sua
aceltagdo. Exemplos dissc seriam as respostas que poderiamos dar
a guestdes do tipo: por que h&d 60 segundos em um minuto? Por gue
© zero se chama zero ou o seno se chama senc? Por gue uma
circunferéncia possul 360 graus?

Os "porgués logicos" sdo aguelas explicacdes cuia

aceitagao basela-se na decorréncia légica de proposicbes previa-
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mente aceitas ou no desejo de compatibilizarmos entre si duas ou
mais afirmacBes nao necessariamente compativeis. Exemplos disso
seriam as respostas gue poderianos dar a questdes do tipo: porgue
o produte de dois nimeros negativos & um namero positivo? Por gue
a raiz gquadrada de dois é igual a deois elevade ao expoente um
neio? B claro também que, nessa categoria, incluem-se todas as
gquestdes relativas a comnpreensao da natureza de um sistema
axiomatico.

Finalmente, o8 ”pcrqués pedagégicos! sdo agueles
gue nido se incluem em quaisquer das categorias anterijores, isto
&, sdo aqueles procedimentos operacionais que geralmente vtiliza-
mos em aula e gue se justificam mais por razdes de ordem pedagd-
gica do gue histéricas ou ldgicas. Exemplo disso seria a resposta
que um profesgor poderia dar & guestdo: por gue vocé ensina a
extrair o maior divisor comum entre dois nlmeros pelo método das
subtracdes sucessivas e ndo pelo da decomposigdo simultéanea ou
outro qualguer? As razdes invocadas pelo professor poderiam ser,
por exemplo: porgue & um processo de facil justificagaoc, porgue
é um processo cuja compreensido exige poucos pré-reguisitos etc.

Essa categorizagao poderia sugerir-nos gue a
histéria =6 interviria como instrumento auxiliar na explicagdo da
primeira categoria de porques, isto &, dos porques cronoldgicos.
Ndo & isso, porém, o gue pensa Jones. Para ele, a histéria nao sd
pode como deve ser o fio condutor que amarraria as explicagdes
gque poderiam ser dadas aos porqués pertencentes a gualguer uma
das trés categorias. E na defesa dessa possibilidade gue se
revela o poder da histéria para um ensino-aprendizagem da matena-

tica baseado na compreensdo e na significacao.
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9. A HISTORIA COMO INSTRUMENTO NA FORMALIZACAG DE

CONCEITOS

Da literatura especifica gue conseguimos resumir
para constituir o nicleo documental basico para a composigao
deste Estudo podemos destacar tambeém, além daguelas dgue Ja
assinalamos, uma outra fungdo pedagdgica da historia da matemati-
ca: a de instrumento na formalizacdo de conceitos.

Essa posicdo & defendida pelos professores gue
compdem o Seminadrio de Histéria e Educagdo Matematica do Institu-
to de Matematica, Estatistica e Ciéncia da Computagdo da Univer-
sidade Estadual de Campinas’.

Mas como o grupo chegou a essa concluséo, isto e,
por que razdo a histéria pode e deve desempenhar um papel forma-
lizador em Educacdo Matematica? Antes de mals nada & preciso
explicitar o gue o grupo entende por formalizagac, uma vez que,
no meu modo de entender, o grupo afasta-se do significado que
usualmente @ atribuido a esse termo em matemdtica e filosofia da
matematica e adota uma concepgdo personalizada, de carater
pragmatico, da formalizagdo. De fato, esclarece-nos o grupo de
professores, "o significado de formalizar gue assunimos neste
trabalho ndc estd relacionado a este conceito de formalizagdo
como produtce final, mas tomamos por formalizar o processo de
tracar caminhos para se chegar a um determinado fim, ou seja,

quande o individuo é capaz de determinar esses caminhos, essa foi

> 0s professores gque atualmente integram esse Seminario que existe desde
1988, sdo: Eduardo Sebastiani, Bma L. Beraldo Prado, Maria Q. A. Anastacio,
Rosell de A. Carcia, Ademir D. Caldeira, Jackeline R. Mendes e Mauroc D. da
Silva.
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realizada" (Sebastiani et al., 1992, pp. 31-32, grifos meus).
Esse modo de conceber o termo permite ao grupo
afirmar a existéncia de diferentes niveis de formalizacgao de un
conceito gue ocorrem nas diferentes etapas do processo de cons-
trugdo do conhecimento pelo sujeito.
Mas, se a formalizagdc nao constitui apenas uma
parte (geralmente a final} do processo cognitivo de elaboracao e
reelaboracac dos conceitos, mas dele participa em sua integrali-
dade, e se o grupo parte do pressuposto de que a aprendizagem da

matemidtica deve ocorrer com compreensdo e significacéo, entdo, &

natural considerar os momentos de formalizagdo como condicionado-
res da obtencgdo de uma aprendizagem significativa. Por outro
lado, o grupo constata gue, no desenveolvimento histérico da
matematica, os fatores "forma e rigor levaram os matematicos a
dar roupagens diferentes a conceitos..." (Sebastiani et al.,
1992, p. 38), isto &, conduziram a diferentes formalizagdes de um
mesmo concelitoe. Sdo, portanto, essas diferentes formalizacgdes de
um mesmo concelto gue devem constituir-se em objeto de ensino-
aprendizagem. Logo, apresenta-se como legitimo para o grupo ©
estabelecimentso de um paralelismo entre as formalizacdes nessas
duas instancias -~ a histérica e a cognitiva -~ sendo as formali~
zagbes histdricas o instrumento que promove e da sentido a

realizagdc das formallzacdes cognitivas.
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10. GERDES T A HISTORIA COMO INSTRUMENTO DE RESGATE DA

IDENTIDADE CULTURAL

Gerdes jamais referiu-se explicitanente a necessi-
dade de "uso'" da histdria no ensino. Entretanto, no meu modo de
entender, foi guem mais contribuiu para gue essa guestao pudesse
ser enfocada sob um novo ponto de vista, ao mesmo tempo original
¢ nao-linear. Isso porgue, a histéria da matemdtica ndoc lhe
aparece nem como um ponto de partida e nem como algo pronto e

acabado que pudesse se constitulr em objeto de uso e abuso por

parte dos educadores.

A sua preocupacio fundamental incide sobre o papel
a ser desempenhado pela matematlica no processo de reconstrucao,
em bases novas, do sistema educacional mogambicano, apds a
extingdo do regime colonial imposto a este pals por Portugal. A
imagem da matematica criada e difundida pelo colonizador, apre-
sentava-a comoc "uma criacdo e capacidade exclusiva dos homens
brancos; as capacidades matemdticas dos povos colonizados eram
negadas ou reduzidas & memorizacdo mecdnica; as tradigdes africa-
nas e indio-americanas ficaram ignoradas ou desprezadas" (Gerdes,
1991, p. 62). Dai, o baixo desempenho em matematica por parte das
criangas, o bloguelo psicoldgico, a aversdo e a impopularidade
desse saber especialmente para os filhos de camponeses e opera-—
rios; dai, tankém, a atribuicdo & Educagdo Matemdtica do perverso
e dicriminador papel de filtro educacional mais eficlente de
selecdo da elite social. Para CGerdes, a reversio desse quadro
passa pela necessidade de eliminagdo ndo s6 desse blogueilo

psicelégico como também de um blogueic cultural. Ou melhor, a
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eliminacao do blogueio cultural constitui-se em condigdo necessa-

ria para a superagdo do blogueio psicolégico: "é necessario

encorajar a compreensac de gue 08 povos africanos foram capazes

de desenvolver matemdtica no passado, e portanto - reganhando

confianga cultural - serdc capazes de assimilar e desenvolver a
matemdtica de que necessitan" (Gerdes, 1991, p. 62).

Trata-se pois de proceder a 1incorporagdc no

curriculo das tradicdes matematicas e, para isso, se faz necessa-

rie, antes de mais nada, reconhecer o carater matematico dessas

tradicdes através da ampliagdo do gue normalmente se entende por

matematica. Mas essa ampliacdo nfo & suficiente. O problema
crucial consiste no empreendimento de reconstrugao dessas tra-
dicdes, visto gque "muitas delas foram - como consequéncia da
escravatura, do ccolonialismo... - destruldas. Poucas ou guase
nenhumas fontes escritas (no caso de Mogambigue) podem ser
consultadas" (Gerdes, 1991, p. 63). A necessildade dessa recons-
trucio impde~ihe o dever de fazer-se historiador a fim de desve-
lar o gue chama de "matemdtica oprimida" - isto &, aqueles
elementos matematicos presentes na vida diaria das massas popula-
res e gue nio sfo reconhecidos como matemdticos pela ideologia
dominante - ou entdo, "descongelar? o pensamento matematico que
se encontra oculto ou "congelado" em técnicas antigas (Gerdes,
1991, p. 29).

Mas se guase tudo estd perdido, ou melhor, fol
destruido, gual metodelogia deverad gular-nos nesse processo de
reconstrucdoe? Gerdes caracteriza-a do seguinte modo: Y... olhamos
para as formas e padrdes geométricos de objetos tradicionais como

cestos, esteiras, potes, casas, armadilhas de pesca, etc, e
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colocamos a guestao: Por que estes produtos nateriais possuem a
forma que tém? Para responder a esta questdo, aprendemos as
técnicas de preoducdo usuals e tentamos variar as formas. Resultou
gque a forma destes objetos ndo & guase nunca arbitraria, mas
geralmente representa muitas vantagens praticas e &, muitas das
vezes, a Unica solucgdo possivel ou a solugdo 6tima de um problema
de produgdo. A forma tradicional reflete experiéncia e sabedoria
acumuladas. Constitul ndc sd conhecimento bioldgico e fisico
acerca dos materiails gue sfo usados, mas também conhecimento
matemdtico, conhecimento acerca das propriedades e relacgdes dos
circulos, retdngulos, quadrados, pentdgonos e hexdgonos regula-
res, cones, peramides, cilindros, etc" (Gerdes, 1991, p. 63).

Embora Gerdes nunca o tenha feito, & possivel

estabelecer uma analogia entre a tarefa que ele se impde enguanto
historiador da matematica frente aos desmandos do colonialismo e
agquela atribuida por Benjamim ao historiador critico ou dialético
no guadro de sua filosofia da histéria. De fato, a tarefa do
historlador ndo &, para Benjamim, a de "resgatar, sob o peso das
camadas de sentido sedimentadas pela tradic8o, as outras histé-
rias, as outras promessas e alternativas truncadas ao longo do
processo historico? ... O historiador dialético ndo é para ele o
messias que vem libertar os oprimidos histdéricos de todes os
tempos, através do resgate da tradigfo dos vencidos?" (Filho,
1989, p. 43 e p. 67}. Do mesmo modo gue "o principal objetivo de
Benjamin € a salvacdo alegérica da memdria involuntaria, soterra-
da pelo processo de transmissdo (a historiografia das classes
dominantes) da obra histérica" (Filho, 1989, p. 67), o projeto de

Gerdes tenciona salvar a memdria dos processos originais de
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producio do saber matematico desaparecidos ou soterrados (volun-
tariamente?) pelo irreversivel e crescente movimento de abstragao
e generalizagido de 1délas, métodos e teorias.

rode-se inferir da obra de Gerdes que & apenas a
histéria produzida com tais objetivos e metodologia que possul um
valor pedagégico. De fato, afirma ele: "O artesao que imita una
técnica conhecida, ndo esta, geralmente a fazer {(muita) matemati-
ca. Mas o(s) artesfdo(s) que descobriu (descobriram) a técnica,
fez (fizeram) matemdtica, estava(m}; a pensar matenaticamente.

Quandc os alunos sdo estimulados a reiventar uma tal técnica de

producio, estio a fazer e a aprender natematica. Eles s6 poden
ser estimnulados neste assunto se 08 préprios professores estdo
conscientes da existéncia da matematica escondida, estao conven-
cidos do valor cultural, educacional e clentifico da redescoberta
e exploragio da matemdtica escondida, estao conscientes do
potencial de descongelamento desta matemdtica congelada" (Gerdes,
1991, p. 63, grifo do autor).

Para Cerdes, portanto, apenas uma histdria cultu-
ral da matematica - isto &, uma etnohistéria - terd a capacidade
de contribuir para a recuperagdo da identidade cultural africana,
uma vez gue confia que & a explorac¢do pedagdgica dessa etnohisto-
ria da matematica, isto &, que é a sua reivengao por parte do
aluno, o fator gerador da auto-confianga soclial e cultural,
condicdo indispensavel para o despertar da imaginagéo.

Mas em gue e basela o seu confiar nessa auto-
confianca? Em gue se fundamenta a sua crenga de gue a reivencaoc
pedagdgica da histéria cultural da matematica teria o poder de

produzir auto-confianga, isto &, de extinguir um blogqueio que se
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processa a nivel psicoloégico? Embora Gerdes nao coloque a si
proprio essa guesiao, penso sex problematico toma-la como um
postulado psico-pedagdégico na medida que parece Obvio o seu
carater ndoc-6bvio, © gue o obrigaria a empenhar-se na busca de

evidéncilas para sua eventual aceitacgao.

11. OBSTACULOS A UTILIZACAO PEDAGOGICA DA HISTORIA

Mas nem todos os matematicos e educadores matema-
tices gque, em algum momento, procuraran refletir e expressar as
suas opinides em relagdc & questdo que estamos estudando, POSi-
cionaram-se de forma otimista a respeito das potencialidades
pedagbgicas da histéria. Dentre eles destacam-se Andre Lichnero-
wicz, Edwin E. Moise, I. Grattan-Guinness e Victor Byers. Procu-
raremos agora explicitar os seus argumentos e as eventuals
alternativas por eles propostas.

Lichnerowicz parte de uma constatacio gque, segundo
ele, constitui-se na dificuldade essencial do ensino da matemati-
ca. Trata-se da necessidade de conciliar duas exigéncias aparen-—
temente opostas: por um lado, & necessdrio gue esse ensino
esteja, em todos os niveis, em consonancia com as possibilidades
intelectuais de nossos alunos, mas, por outro lado, existe também
a necessidade de inicia~los no espirito cientifico contenporéaneo.
Lichnerowicz propde-se a pensar exclusivamente sobre a segunda

dessas exigéncias, e a urgéncia dessa iniclacdo ao espirito
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cientifico contemporaneo deve-se a profunda defasagem existente
entre a matemadtica gue & enginada na escola elementar e secunda-
ria e aguela gue é ensinada na Unlversidade. Mas en que consiste
essa defasagem? Trata~se, no fundo, segundo ele, de um chogue de
concepcdes uma vez gue o ensino pré-universitario da matematica
& tributarioc da concepcdo de matematica procedente dos gregos,
enquanto gue, na Universidade, a matematica & ensinada por
intermédio de uma concepcio ndo-classica desenvolvida nes Gltimos
100 anos através de trabalhos revolucionarios. A eliminagéo dessa

defasagenm, vista por ele como desejavel, so pode ocorrer através

de uma ruptura com esse ensino tradicional demasiadamente atrela-
do & histéria: "Nic me inspira confianga um ensino de tipo histo-
rico. Thclino-me a crer gue nosso ensino &, atualmente, demasiado
histérico e gue a concepgdo de matematica gue ele transmite &
precisamente aguela gue foi contemporédnea dos conhecimentos que
pretende ensinar® (Piaget et al., 1968, p. 597 .

Se para Z0Alga, como Vvimos anteriormente, a
condicdo para o ajuste entre a educagao matemadtica e uma con-
cepcdo epistemoldgica adeguada a natureza da matemética contempo-
rdnea era exatamente a introducdo do elemento histérico no
ensino, para o Lichnerowicz dos anos 50, era esse elemento mesmo
gue constitula-se no obstaculo fundanmental para esse ajuste.

Essa diversidade de pontos de vistas ndo se
explica unicamente através da adogao de concepgoes diferenciadas
de matematica por eles mas, sobretudo, pelo modo como Lichnero-
wicz concebe a relacdo histéria-matematica. 0 "histérico" e
entendido como "nac-contemporaneo™. Além disso, de acordo com a

leitura que ele faz do desenvolvimento da matematica no tempo, ©
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contenporaneo, ainda gue seja produzidoe por intermédio de uma
reinterpretacdo vadical do histérico, & superdimensionado em
relacio a ele; mals que isso, parece justificar a sua superflui-
dade. Entdo, se o histdrico & visto como epistemologicamente
supérfluc, porgque obscleto, um ensino de tipo histérico jamais
teria a possibilidade de iniciar os pré-universitérios no espiri-
to da matemdtica contemporanea. De fato, segundo Lichnerowicz, "a
dificuldade essencial, o obstaculo fundamental para um ensino de
tipo histérice reside no fato de que & uma caracteristica da

matemdtica repensar integralmente seus proprios contetdos, e

nisso reside inclusive uma condigdo essencial de seu progresso.
Ndo pode dar-se, segundo crelc, de uma vez para sempre, uma
concepgdo suficiente da aritmética elementar ou da geometria
elementar, uma concepgdo gue bastaria afinar-se com as experién=—
cias da psicologia humana. Ao contrario, devido a unidade da
matematica, o esclarecimento das nogdes primeiras e dos teoremas
experimenta notaveis modificagdes. O gue antes era guase o ponto
de partida de um caminho de investigagdo, converte-se agora, a
luz de uma Optica nova, em um simples exerciclio, e vice-versa®
(Piaget et al., 1968, p. 60, grifos nossos).

Se para Zdfilga a analise histérica do desenvolvi-
mento da matemdtica conduz a defesa da fragmentagao desse campo
de investigacdo, caracteristica essa gue, para ser pedagoglicamen-—
te explorada, exige a intredugdo do elemento histérico no ensino,

para Lichnerowicz, a crenga na unidade da matempdtica, associada

aquela da superioridade epistemolégica do ponto de vista contem-
poraneo em relagio aos gue lhes antecederam no tempo, destrol

gqualguer pretensdo pedagdgica a um recorrer a histdria.
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0 argumento da opgdo pelas abordagens atualizadas

da matematica, em razado da defesa da superioridade l1loglca e
epistemolégica das concepgdes contemporédneas em relagdo aquelas
que croncologicamente lhes antecederam, fol também utilizado, na
década de 60, por Edwin E. Moise, watemdtico da Universidade de
Harvard. Para apold-lo, Moise recorre & discutivel distincéo
radical entre as tradicbes literdrias e artisticas e as tradigoes
matemdticas: "A matematica ndo tem tradig¢des comparavels aquelas
da literatura e da arte: algumas das suas melhores partes desen-

volvidas no passado estdoc mortas, pelo menos em um sentido

eatilistico. Sendo assim, a tarefa de um aluno de célculo &
entender o calculo e, para isso, ndo & necessario e nem suficien-
te gque ele entenda Newton" (Moise, 1965, p. 4115 .

Tanto a referéncia de Moise & morte estilistica
guanto a de Lichnerowicz a reinterpretacac radical do historico
no desenvolvimento da matematica sugerem-nos gue o ponto de vista
de ambos baseia-se naguele expresso em 18632 pelo matematico e
historiador da natemdtica alemdo, Hermann Hankel: "Na maior parte
das ciéncias uma geracdo destrél o gue a outra construiu, e o gue
uma estabeleceu a outra desfaz. Somente na matematica e que cada
gera¢ao constrdél um novo discurso para a antiga estrutura®
(Byers, 1982, p. 63}.

0 ponto de vista de Hankel €0 parece ser contesta-
vel caso admitamos uma distingdo radical entre conteido e forma
no ambito da matematica. Seria possivel desse modo, como o faz
Crowe (1975}, ilustrar e Jjustificar a ocorréncia de mudancas
qualitativas em setores como o da linguagem simbbdlica, o dos

padrdes de rigor e o da metamatemdtica, ou como o faz Grabiner
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(1972}, que admite a ocorréncla de revolugdes no plano da nature-
za da verdade matematica, das proposicdes passivels ou nao de
serem demonstradas e da natureza da propria matemdtica. Pode-se,
em contrapartida, argumentar a favor do ponto de vista de Hankel,
através da acumulacdo de exemplos gue mostram, gue a maioria dos
ntcleos temdticos da matematica passaram, de fato, por sucessivas
reinterpretacdes tornando-se mais genéricos, mals abstratos e
mais rigorosos. E o caso, por exemplo, da reinterpretagio feita
por Hilbert, no século 19, da geometria euclidlana classica, emn

fungdo da descoberta de falhas l6gicas na obra de Fuclides.

poderiamos citar ainda o caso das sucessivas reinterpretacdes da
trigonometria motivadas ndo mais por razdes de ordem estritamente
légicas, mas pela percepgdo de gue o antigo corpo de conhecimen-
tos trigonométricos, quando adeqguadamente estendido e anpliado,
constituia-se num instrumento Util para o enfrentamento de
problemas colocados a matematica por outros campos do conhecinen-
to cientifico.

Assim, enguanto a trigonometria fol vista apenas
como um instrumento para o agrimensor, e suas lei identificadas
apenas como lels da agrimensura, a palavra "seno” s6 podia ser
entendida e definida como a razdo entre o lado oposto a um angulo
agudo e a hipotenusa de un tridngulo retadngulo. Mais tarde,
gquando a astronomia grega, gue conceblia og planetas movendo-se en
drbitas circulares, mostrou ser necessaria a determinacao dos
comprimentos das cordas dos c¢irculos em funcao dos comprimentos
dos arcos correspondentes, percebeu-se ¢ue a trigonometria
poderia ser levada da terra ao céu e ser vista também comc um

instrumento para o astroncme e, em decorréncia disso, a palavra
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seno passou a ser entendida e definida como a razao entre a
ordenada e o raio vetor determinado por um dngulo central. Porém,
quando a Fisica, a partir do século XVII, resolveu incorporar ao
dominio da ciéncia ¢ problema do movimento, abrindo novos campos
de investigacdo tais como o estudo das cordas vibrantes, dos
impulsos elétricos, das ondas de radio, das ondas sonoras e
luminosas e, em decorréncia disso, revelou & matematica a neces-
sidade de se fornecer subsidios conceituais & pesquisa guantita-
tiva relacionada com as fungdes periddicas, percebeu-se que a

trigonometria poderia prestar-se igualmente bem a essa tarefa, e

a palavra seno passa a ser definida, de modo funcional e dindmi-
co, come a ordenada de um ponto Jue se movimenta sobre uma
circunferéncia de raio unitaric. Esse trajeto percorrido pela
palavra seno em particular, e pelas fungdes trigonométricas em
geral, passando sucessivamente de instrumento do agrimensor a
instrumentoc do astrénomo e do fisice apresentou, porém, um
limite, atingide a partir do momento em gue ela se converte em um
instrumento do matematico. A caracteristica fundamental da Gltima
etapa desse processo de generalizagdo e abstragao ascendentes
consiste no desligamento das fungdes trigonométricas das idéias
de triangulo, circule e razdes e de sua redugado a conjuntos de
pares ordenados de nimeros, através de artificios tais como o de
resumir séries infinitas. Na Gltima etapa de seu itinerario
histérico a palavra senc & definida, portanto, como o limite de
uma série infinita correspondente a um nuamero complexo substituli-
do nessa série (cf. Jones, 1969 e Watanabe, 1980, pp. 69-77).

Mas & preciso ressaltar que a aceitag¢do do ponto

de vista epistemélogico de Hankel poderia conduzir-nos a duas
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atitudes pedagdgicas opostas em relagdo ao papel da histbéria no
ensino da matemdtica, ambas baseando-se na inferéncia de um
sentido definido para o curso do desenvolvimento histérico da
natematica. Se esse sentido & o da abstracio e generalizagao
crescentes, o cronologlcamente posterior contem, com malor dose
de rigor e com maior potencialidade de aplicagdo, as elaboragdes
antecedentes. Dai, as abordagens atualizadas s&o tidas como
pedagogicamente mais adeguadas por serem, ao mesmo tempo, mais
rigorosas, mais praticas e didaticamente mails eficazes, pols

conduzem-nos aos objetivos visados mais rapidamente e com menos

esforgo. E essa a conclusdo gue tanto Lichnerowicz quanto Molse
preferem extrair do ponto de vista de Hankel. A segunda passagen
do texto de Moise atesta-nos a sua preferéncia: "Também ouvimos
a regra de que o particular deveria preceder o geral. Geralmente,
isso conduz a rvesultados racionais mas agui, novamente, ha
excecdes. 0 modo mais facil gue conhego para ver gue o namero 5
tem uma raiz cubica €& observar {(de algum modo) gue a fungao
clibica & continua e gue, entdo, deve tomar todos os valores entre
0 ¢ 8. Ndo vejo vantagem em especificar o teorema do valor médio
para o gual esse argumento recorre; seu hablitat natural, tanto
logica como psicologicamente, € o conjunto das fungdes continuas
nos intervalos" (Moise, 1965, p. 411).

Uma atitude pedagbgica oposta a essa, também
assentada no ponto de vista de Hankel, consiste em colocar em

davida a possibilidade de se penetrar de forma compreensiva e

significativa nas abordagens contempordneas partindo-se delas
mesmas. Nesse sentido, se para Lichnerowicz as abordagens contem-

poraneas sao re-interpretagbes radicals do historico, seria
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legitimo remeter-lhe a pergunta: como pode o aprendiz re-inter-
pretar algo que ainda nao interpretou em primeira instancia? Por
gque conceder essa oportunidade apenas aos construtores histéricos
dos conceitos e teorias e sonega-la aos seus aprendizes da
atualidade?

Se para Molse o passado matemdtico esta morto em
sentido estilistico, pode-se remeter-ihe as perguntas: que razdes
estariam na base das decisdes dos matemdticos das novas geragdes
gque os obrigam a mudar de estilo? E se esses diferentes estiloes

aplicam-se, aparentemente, a algo gue permanece, como podem os

aprendizes da atualidade legitimar significativamente o estilo
contenporaneo se nido o confrontaram com os diferentes estilos gue
o precederam e nem apreenderam o nicleo fundamental daquilo gque
permanece e ac gual esses diferentes estilos se aplicam em Gltima
instéancia?

Mas a difusdo desse estilo pedagbgico que cons-
cientemente ou nao desobrigou~se da historicidade recebeu una
motivagdo decisiva num nmomento especifico da histéria. Essa
motivacao deveu-se, Ccomo acusou Grattan-Guinness, a influéncia
exercida pelos cursoes ministrados e impressos na Ecole Normale e
na Ecole Polytechnique de Paris®, no final do século XVIII, fato
esse que acabou contribuindo para a reorganizacgaoc da Educacéo

Matematica em todo o mundo ocidental. Diz ele: "A criagdo da

6

"Na Bceole Normale, o regulamento prescrevia a tomada em estenografia

de todos os cursos e debates e um protocole wminucioso envolvia o ritual a
sequir para a leltura das provas e para a composicdo impressa do texto. Assim,
o texto devia estar disponivel antes de toda sessio de debates. Previa-se a
distribuicgdo desses cursos, nadc somente aos alunos, mas a todos os departamen-
tos e até aos ‘consules da Replblica francesa no estrangeiro’. Na Ecole
Polytechnigue ndo imprimia-se essa estenografia, mas c¢onstitula-se uma
obrigagdo contratual gue o professor redigisse um curso. No espago de alguns
anos, estava—-se em presenga, na franga, de um nGmero bastante grande de cursos

estruturados” (Dhombres, 1980, pp. 346-47).
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Ecole Polytechnique em 1794 e a fundacgdo da Lcole Normale em 1795
foram modelos especialmente importantes para a pratica educativa
da ciéncia em toda a Europa, e o escrever livros-textos baseados
em cursos ministrados em tais instituicdes converteu-se em um
procedimento standard... Com o objetivo de apresentar aos estu-
dantes, de uma maneira inteligivel, os compenentes basicos do
mundo em expansao, os professores e autores de livros~textos, que
nem sempre se destacavam na investigagdo, tinham a intencido de
apresentar, da melhor forma possivel, o essencial do ramo parti-

cular da matemdtica em questio, de uma maneira ao mesmo tempo

rigorosa e bhreve. Fsse estilo de apresentagdo tinha a vantagem de
acumular a maxima quantidade de conhecimentos matemiaticos E
consolidados em um espago determinado, evitando gue livros, por
sl s6s j& volumosos, se tornassem impossiveis de ser lidos devido
ao seu tamanho. Contudo, também tinha comc consequéncia gue a
matemdtica parecia caber, completa e perfeita, nas paginas im-
pressas, e asslim, embora resultasse, talvez, clara na forma,
permanecia, em grande medida, nao-motivada &, portanto, tornava-
se dificil para o estudante compreendé-la sob esse ponto de
vista. Dito de outra wmaneira, nessa tradigdo de ensino da matena-
tica, a maior énfase era posta na acumulacdo de conhecimentos
matematicos, no amontocado de “fatog" que uma teoria matematica
contém, sem deter-se demasiadamente na consideragdo do crescimen-—
to do conhecimento matematico mesmo, nem na compreensao do porgue
uma teoria matemdatica tomou a forma que tomou, mas simplesmente
no fato de gque tem o conteldo que de fato tem" {(Grattan-Guinness,

1984, pp. 12-13).

Mas, ao mesmo tempo em gue Grattan-Guinness busca
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e localiza na histdéria as razodes da supremacia das abordagens

légicas em rela¢fo as histéricas em Fducacdo Matematica, e

defende, em outro texto, gue o conteldo & menos importante gue o

espirito metodolégico no gqual esse contetdo & apresentado, nao

deixa de apontar os obstaculos gue se colocam & utilizacio
pedagdgica da histdria.

O primeiro deles diz respeito & auséncia de

literatura disponivel e adequada sobre a histéria da matematica

anterior aos dols Gltimos séculos, tendo em vista gue a maior

parte daquilo que usualmente @ ensinado de matematica em nossas

escolas pertence a esse periodo (cf. Grattan-Guinness, 1973, p.
4455 .

Byers tambén concorda com Grattan-Guinness a esse
respeito guando afirma gue “escrever uma boa histéria da matemd-~
tica escolar &, provavelmente, mais dificil que escrever a
histéria da matemdtica babildénica"™ (Byers, 1982, p. 62). Acres-
centa, porém, uma outra observagio referente & natureza da
literatura histérica disponivel que a torna particularmente
imprépria a utilizagdo didatica. Trata-se de uma caracteristica
especifica dos manuscritos e das publicagdes matematicas de
destacarem unicamente os resultados matematicos e ocultarem a
forma de sua produgac e, devido a isso, exatamente aquilo dque
poderia ter alguma importdncia pedagdgica - isto &, os aspectos
ndao-légicos subjacentes aos processos de descoberta - estao
irremediavelmente perdidos e cuja reconstituicdo constitui-se num
enpreendimento extremamente complexo, mesmo para um historiador
profissional (cf. Byers, 1982, p. 62).

Acreditamos, porém, que esse argumento, enbora
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legitimo, deveria ser encarado menos como uma barreira instrans-
ponivel as iniciativas pedagbgicas que busquem uma vinculacgao
entre a histéria e a educacio matemadtica, e mals como um estimulo
a continuidade das investigacdes nesse sentido. Isso porgue, as
Macunas’ ou os "siléncios" apontados por Byers nao se colocam
come problema exclusivo aos historiadores da matematica, mas
constituem parte integrante do trabalho de qualquer historiador
de oficic e, talvez, nédo sejam os mals impermedveis as reconsti-
tuicdes. De fato, assinala Carr, "a histdria tem sido vista como

um enorme (uebra-cabegas com nuitas partes faltando. Mas o

principal problema ndo consiste em lacunas. Nossa imagem da
Crécia do século V a.C. & incompleta, ndo porgue tantas partes se
perderam por acaso, mas porgue &, em grande parte, o retrato
feito por um pequeno grupo de pessoas de Atenas. NOs bem sabemos
como a Gréclia era vista por um cidadiao ateniense; mas nao sabemos
praticamente nada de como era vista por um espartano, um corin-
tiano ou um tebano -~ para nac mencionar um escravo ou outro ndo-
cidaddoc residente em Atenas. Nossa imagem fol pré-selecionada e
predeterminada para nds, ndo tanto por acaso wmas porgue pessoas
estavan imbuidas de uma visdoc particular, consciente ou inscons-
cientemente..." (Carr, 1987, p. 16).

Um segundo obhstaculo & utilizagdo pedagdgica da
histéria é apontado por Grattan-Guinness. Embora admita a falsi-
dade da distincdo comumente feita entre natemdtica e histdria da
matematica - pols, para ele "ha somente problemas matematicos e
eles tém uma histéria"™ (Grattan-Guinness, 1973, p. 446} -,
discorda, com razao, do ponto de vista de que a introdugdo do

elemento histérico no ensino seja capaz de tornd-lo mais facil.
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Ao contrario, o caminho histérice &, tantc para ele guanto para
Byers, muito mals arduo uma vez gque o estudante, se confrontado
com os problemas originals e com as solucdes que historicamente
lhes foram propostas, dispenderia um tempo e um esforco sem
precedentes tentando reconstituir um contexto que nao lhe & fami~
liar. Em vista disso, conclui gue "se um livro-texto sobre algum
ramo da matematica fosse escrito em uma linha histérica, ele
seria o livro mais dificil do mercado” (Grattan-Guinness, 1973,
p. 446). Em contrapartida, acrescenta gue o que se perde em tenpo
e energla ganha-se em significado, sentide e criatividade. Isso
porgue, no caminho histérico "estd o mundo real de idéias, visto
en génese, desenvolvendo-se e deteriorando-se, mais do que uma
imitagao artificial na gual o problema central é removido. Este
€ o sentido em que a aprendizagem & ‘mais facil’: um sentido
pessoal no qual o estudante pde em relevo o trabalho criativo e
imita a descoberta individual dos resultados" (Grattan-Guinness,
1973, p. 446).

Mas se a hist6ria &, para Grattan-Guinness, um
elemento que dificulta mas ao mesmo tempo esclarece e da sentido,
um elemento gue torna o processo de aprendizagem arduc e moroso
nas ao mesmo tempo criative e natural, a guestdo que se coloca no
plano pedagdgico é&: como fazer a opcdo? A resposta de Grattan-
Guinness é que, em nivel universitario, a histéria nio sé pode
como deve estar presente na abordagem dos conteldos do ensino.
Nao se trata, acrescenta ele, de fazer da "historia da matemati-
ca" uma disciplina & parte como se ela fosse um ramo separado da
matematica, mas encara-la como parte essencial de todos o ramos

(cf. Grattan-Guinness, 1973, p. 446 e p. 449). Porém, nos demnais
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niveis de ensino, sobretudo na educacgdc primaria, a histéria e,
para ele, indtil se encararmos a sua utilizagdo do wmodo como fol
proposta para o nivel universitario. Nesses demais niveis, a
alternativa gue propde & aguilo que chama de "histdéria satirica®.
Em gue consiste a proposta pedagdgica da "histo-

ria~-satirica"? Trata-se, para ele, de imitar o desenvolvimento de
um determinadoe tema ou teoria omitindo os contextos histéricos
nos quais ela se desenvolve. A proposta da historia-satirica &,
portanto, a da histéria cronoldgica descontextualizada de um

tema.

Embora Grattan-Guinness néo nos tenha fornecido um
exemplo operacionalizado da sua proposta de histéria-satirica €
possivel estabelecer uma analogia entre ela ¢ aguilo a gue
Lakatos denomina "histéria destilada". E essa "histéria destila-
da"™ gue Lakatos coloca deliberadamente na base de sua proposta de
um enfogue heuristico para o ensino-aprendizagem da matemdtica,
por acreditar ser ele, contrariamente aoc enfoque euclidiano ou
dedutivista, © UGnico capaz de promover a constitulicdo de um
pensamento independente e critico: "Alguns manuals declaram ndoc
esperar gue o leitor tenha gualguer conhecimento anterior, apenas
certa maturidade matematica. Isso ndo raro guer dizer gque esperam
seja o leitor dotado pela natureza com a ‘capacidade’ de tomar um
argumento euclidiano sem qualguer interesse fora do comum no
estofo problematico, na heuristica por tras do argumento. Ainda
ndo se compreendeu suficientemente que a atual educagdo cientifi-~
ca e matematica & um foco de autoritarismo e gque & a pior inimiga
do pensamento independente e critico. Embora em matemédtica esse

autoritarismo siga o padrao dedutivista ... em ciéncia ele age
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através do padréao indutivista” {(Lakatos, 1978, pp. 185-186).
hpds apontar os perigos subjacentes a uma Bducacgao
Matemdtica gque se processe segundo o enfoque dedutivista, Lakatos
tenta demarcar as fronteiras de seu projete heuristico: "Os
formalistas, guando falam da descoberta, discriminam o contexto
da descoberta e o contexto da Justificagdo. ‘0 contexto da
descoberta é deixado d andlise psicolégica, ao passo que a légica
se ccupa da justificacgéo’ (Reichenbach). Opiniao semelhante pode
ser encontrada em R. B. Braithwaite e¢ mesmo em K. R. Popper.
Popper, quando dividindo os aspectos da descoberta entre psicolo-
gia e lbégica de tal modo a ndo deixar lugar para a heuristica
como campo independente de investigag¢do, obviamente ndo tinha
entdo compreendido gue sua ’‘légica da descoberta’ era mals gue o
esquema estritamente 1égico do progresso da ciéncia. Essa a
origem do titulo paradoxal de seu livro, a tese que parece ter
duas faces: (a) nido existe légica do descobrimento cientifico -
tanto Bacon como Descartes estavam ervados; (b)) a légica do
descobrimento cientifico & a logica de conjecturas e refutagdes.A
solucao desse paradoxo esta 4 mdo: (a) ndo existe logica infalibi-
lista do descobrimentce cilentifico, gque leve infalivelmente a
resultados; (k) existe uma 1dgica falibista do descobrimento gue
& a légica do progresso cientifico. Mas Popper, que langou a base
dessa ldgica do descobrimento, ndo estava interessado na meta-
questio do gue era a natureza de sua investigacdo e nio compreen-
deu dgue isso nem era psicologia nem 1dgica, mas disciplina
independente: a ldgica do descobrimento, heuristica® (Lakatos,
1978, p. 187).

A genial ilustracao do enfoque heuristico em acédo
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& fornecida por Lakatos em sua tese a respeito da histéria da
férmula de Fuler-Descartes: V - A + F = 2. Embora o niGcleco desse

estudo de caso, como afirma o préprio Lakatos na introdugdo de

sey "Provas e Refutacdes", fosse o de desafiar o formalismo
matemadtico - o que situa esse trabalho no canmpo da histéria e
filosofia da matemdtica -, as suas implicagdes pedagdgicas sao

6bvias. A forma de apresentacio desse estudo de casco, além disso,
deixa transparecer ainda malis as inten¢des pedagdglcas tacitas de
Lakatos: o cenario & uma sala de aula imaginéria; professor e

alunos imagindrios interessados pelo problema real do estabeleci-

mento de uma relagéo entre o nimerc de vértices (V), o nimero de
arestas (A) e o nimero de faces (F) dos poliedros. "Em vez de
matemdtica esqueletizada e fossilizada", nos dizem Davis e Hersh,

"apresenta a matemdtica crescendo a partir de um problema e uma

conjectura, com uma teoria adquirindo forma sob nossos olhos, no
calor de debate e da discordancia, a davida cedendo lugar a
certeza e em seguida a novas dividas" (Davis e Hersh, 1985, p.
388) .

Mas gue papel desempenha a histéria nesse enfoque
heuristico baseado no método de provas e refutagdes?

A resposta a essa questdo, due Lakatos nao se
coloca, pode ser inferida através de uma passagem contida no
apéndice 2 da tradugdo brasileira do "Proofs and Refutations", na
qual Lakatos faz referéncia ao estilo hegelianc no gual se

expressa seu enfoque heuristico: "A linguagem hegeliana que

emprego agui seria capaz, segundo penso, de descrever de modo
geral os varios desenvolvimentos em matematica. (Ela tem, contu-

do, seus perigos como seus atrativos). A concepgdo hegeliana de
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heuristica subjacente & linguagem & aproximadamente essa. A
atividade matematica é atividade humana. Certos aspectos dessa
atividade - como de gualguer atividade humana - podem ser estuda-
dos pela psicolegia, outros pela histdria. A heuristica ndo esta
interessada primordialmente nesses aspectos. Mas a atividade
matemndtica produz matemdtica. A matemdtica, esse produto da
atividade humana, ‘aliena-se’ da atividade humana que a esteve
produzindo. Ela se converte num organismo vivo, em crescimento,
que adquire certa autonomia da atividade que a produziu; ela
revela suas proprias leis auténomas de crescimento, sua prdpria
dialdtica. O auténtico matemitico criativo & precisamente uma
personificacido, uma encarnacio dessas lels que s06 se podem
compreender na ag¢do humana. Sua encarnacgdo, porém, raramente é
perfeita. A atividade dos matemdticos humanos, tal como aparece
na histéria, & apenas, uma tosca concretizacdo da dialética
maravilhosa de idélas matema&ticas" (Lakatoes, 1978, pp. 189-190,
grifos do autor).
Como se percebe, a fungdo da heuristica é a de por
a nu "a dialética maravilhosa de idéias matematicas", coisa gue
a historia sé consegue concretizar de modo imperfeito. No enfogue
heuristico, portanto, cabe & histdria apenas o papel secundario
de fornecer o substrato real e bruto a ser destilado a fim de se
obter como produto aguilo que & estritamente indispensavel para
o afloramento do jogo dialético, puro e sutil, das idéias. A esse
produto Lakatos denomina “reconstrucido racional da histéria" ou
"histdria destilada®™.
Essa dicotomia que Lakatos estabelece entre

histéria real e histoéria destilada e o papel de destague dado a
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segunda em relagaoc & primeira aparecem explicitamente no Gltimo
paragrafo da Introducac de seu "Provas o Refutacdes": "A forma
dialogada (do estudo de caso) deve refletir a dialética do CAaAs0o;
significa conter uma espécie de racicnalidade reconstruida ou
histdria *destilada®. A verdadeira histéria apareceréd nas notas
de pé de pagina, a maioria das quais, portanto, deve ser tomada
como parte organica deste ensaio" (Lakatos, 1978, p. 18, grifos
do autor),

Uma outra passagem & significativa para ilustrar
nac apenas essa dicotomia como também a sua crenga positivista de
estar realmente reconstruindo, nas notas de pé de péagina, a
histéria verdadeira. Trata-se da nota de rodapé 141 referente a
uma manifestacio feita pelo aluno Pi a respeito de poliedros nao-
simples ou poliedros com faces circundantes: "Assim, a declaracido
de Pi, embora correta heuristicamente (isto &, verdadeira numa
histéria racional da matematica), € historicamente falsa. {(Isto
ndo nos deve preocupar: a histéria real & frequentemente uma
caricatura de suas reconstrugdes racionais)" (LAKATOS, 1978, p.
115) .

Pondo de lado a natureza hegeliana do método de
provas e refutagdes subjacente ao enfoque heuristico, tanto a
histdéria destilada de Lakatos quanto a histdria satirica de
Grattan-Guinness, tém por propésito comum - ainda gue por razdes
diversas em ambos os autores - a énfase pedagdgica nas idélas,
nos processos e nos métodos matematicos, desligados voluntaria-
mente do contexto de sua produgao, ainda que tal contexto desem-
penhe um papel de fundamental importéancia para a constituigd&o da

sdtira e da destilacio.
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Embora Grattan-Guinness ndoc nos apresente um

argumento sequer para justificar as razdes pelas guais uma
histdéria cronoldgica descontextualizada de um tema devesse ser
encarada como a seguéncia pedagdgica ideal, tenta convencer-nos
da inutilidade e ineficdcia de uma histéria contextualizada nos
niveis elementares. O seu argumento psicolégico apresenta-se como
um terceire e séric obstaculo & utilizagdo pedagdgica da histé—
ria: "mesmo pondo de lado os inevitadveis assuntos técnicos envol-
vidos, as criangas tém pouco ou nenhum sentido do progresso

histérico, pelo menos ndo o possul para os temas cientificos que

elas asgocilam com as coisas lmediatas" (Grattan-Guinness, 1973,
p. 449).

Em certo sentido o argumento de Grattan-Guinness
é irrefutavel e a sua justa aprecia¢do exige gue nos desloguemos
do campo da educacdo matemdatica para o da educac¢io histérica, uma
vez que, subjacente a ele, estd a polémica questdo referente ao
momento adequado para o inicio escolar do aprendizado da histé-
ria.

Antes de mais nada devemos observar que o aparente
contra-argumento de que o momento do inicio da aprendizagenm
escolar da histdria ndo & um proplema de natureza estritamente
psicolégica, mas fundamentalmente social, por estar ele primor-
dialmente vinculado & necessidade que tem o pais de que seus
cidaddos adguiram conhecimentos relativos & histéria nacional,
ndo se aplica a quest@o levantada por CGrattan-Guinness. Isso
porgue, o que esta em jogo em seu argumento ndc é se a crianca
pode recitar mecanicamente um conhecimento esterecotipado de fatos

histoéricos isolados, mas se ela & capaz de deslocar~se de seu
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contexto atual e adgquirir uma real compreensdc do passado histé-
rico pois, caso contrario, em gue se basearia a crencga de que as
criancas e adolescentes poderiam aprender significativamente a
matematica via histéria, se a compreensio da propria histdria
acha-se, de partida, comprometida?

Podemos, € claro, tecer algumas conslderacées a
favor do argumento de Grattan~Guinness e gue pden em destaque as
dificuldades que a crianca tem de superar para a construcgido do
universo histérice. Afirma-nos Malrieu que "sé os fatos de que

tenhamncs sido contempordneos nos aparecen, depois do seu escoa~-
i

mento, como verdadeiramente histdricos, dado que eles fazem parte
de nossas lembrangas e porque se vincula & sua evocagiao a nos-
talgia do irremediavelmente desaparecido" (in Legrand, 1974, p.
151). Ent&o, se & por intermédic de um mecanismo baseado na
transferéncia afetiva gue se abre ac proprioc adulto a possibili-
dade de exame e apreciacgdo do passado histdérico, isto é, se &
através de seu passado pessoal que ¢ adulto adguire a real
dimenséo desse passado € bastante razoavel esperar gue a crianca
nac poderd ter a ele acesso sendo tardiamente pois, de certo
mode, a crianga ndo tem passado, isto &, terd de constitui-lo
através da co-participacido social e do enraizamento nas estrutu-
ras sociais (cf. Legrand, 1974, pp. 151-52).

Além disso, um outro obstaculo se interpde &
conguista infantil do passado enguanto dimensio universal. Trata-
se da incapacidade de dominar a duragdo, isto &, de ordenar os
eventos sucessivos ou simultdneos. Isso decorre do fato da
crianca sentir-se impotente para desvencilhar-se do evento vivido

e compara-lo com outros ou com algum outro tomado como referéncia
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ou, em outras palavras, deve-se ao fato dela viver no instante
presente e no futuro. Esse obstaculo sé pode ser superado por ela
quando "o préprio presente for concebido como engendrando conti-
nuamente o passado', isto &, guando "for capaz de religar numa
mesma intuicdo eventos simultédneos e ordenar linearmente eventos
sucessivos" (cf. Legrand, 1974, p. 153).

Acreditamos, porém, que esses obstaculos nao devan
constituir-se em fatores impeditivos a iniciagdo da construcdo do
pensamento histérico ainda na escola elementar. Mais que isso,

pensamos  que somente essa iniclagdo escolar pedagogicarente

adequada constitui-se na condigdo necessaria, ainda que nédo
suficiente, & superagdo gradativa desses cbstaculos. Pols, se
assim nao fosse, isto &, se essa superagiao pudesse ocorrer de
modo esponténeo, seria de se esperar gue esse universo histérico
estivesse franqueado ao adulto. Poreém, afirma-nos Legrand, "essas
observagtes que delimitam as dificuldades que a crianga tera de
vencer na construgdo de seu universo histérico nos induzem
igualmente a certa humildade, pols que o préprio adultoc esta
longe de havé-la suplantado® {Legrand, 1974, p. 152). Do mesmo
modo como as experiéncias acumuladas pelo adulto num espago
vivido n&o o conduzen, necessariamente, as leis geométricas
subjacentes a um espago concebido; do mesmo modo como as frequen-
tes percepg¢des de regularidades por parte do adulto, induzindo-o
a generalizacdes, nao o conduzem, necessariamente, as leis de
transformagdo subjacentes & &lgebra simbb6lica, assim também a
simples presenga da possibilidade de transferéncia afetiva e
dominio da durac¢do pelo adulto nic o conduz, infalivelvemente, ao

pensamnento histérico.
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Entdo, se a intervengdo pedagdgica é necessaria

tanto & construgdo do pensanento matematico guanto do histdrico,
e se ambos 0s tipos de pensamento se defrontam com obstacules de
natureza distinta & sua constituicdo isolada, julgamos ndo haver
razbes adicionais, como as levantadas por Grattan-Guinness, a
construcdo solidaria desses campos do¢ conhecimento humanc por
parte do aprendiz. Em outras palavras, vemos na construcio
soliddria ndo uma superposicio catalizadora das dificuldades
especificas a cada campo distinto, mas a possibilidade de instau-

ragao de uma reciprocidade esclarecedora e superadora.

Mas, se para Grattan-Guinness a histéria satirica
impde~se como idnica alternativa diante dos obstaculos gque se
colocam & utilizacgdo da histdéria nas aulas de matematica, Byers
prefere tirar a conclusioc de que um tal enpreendinento Yesta fora
do alcance da maioria dos professores® (Byers, 1982, p. 62).
Entretanto, nde infere dessa impossibilidade gque a histéria seja
indtil na formacdo dos professores de matematica. Ao contrario,
existiriam para ele algumas atitudes desejaveis do professor
diante da matematica, s6 atingiveis mediante um estudo sistemati-
co da historia dessa disciplina. Duas dessas atitudes sio desta-
cadas por Byers: a percepgdo por parte do professor da unidade da
matemética e da interacdo eﬂialética existente entre forma e
contetdo ao longo do desenvolvimento dessa area de conhecimento.
O fato de Zuhiga, como vimos, ver, por intermédio da histéria, a
desagreqagdo e a fragmentacdo da matematica, ndo impede Byers de
extrair dela a ligdo oposta: "nado ha davida de que a matemética
possul uma unidade inerente, nio obstante, & iguaimente evidente

que, em Qltima instdncia, a unidade da matemdtica estd na sua
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histdéria" (Byers, 1982, p. 63).

12. CONSIDERACOES FINAIS

Além de levantar e analisar alguns argumentos gue
tornam discutivel e problematica a utilizagdo pedagdgica da
histéria nas aulas de Matemdtica, tentamos, ao longo das paginas
deste Estudo, caracterizar também a diversidade de opinides que
procuram estimular o recorrer a esse procedimento, através da
consideracio ndo exaustiva das fungdes pedaygdgicas atribuidas a
histdéria. As principais fungdes gue os textos revelaram véem na
histéria:

1) uma fonte de motivagio para o ensino-aprendizagem (Histéria-
Motivacdo) ;

2) uma fonte de selegio de objetivos para o ensino-aprendizagem
(Histéria-0Objetivo);

3) uma fonte de métodos adequados de ensino-aprendizagem
(Histéria-Método) ;

4) uma fonte para a selegdo de problemas praticos, curioesos ou
recreativos a serem incorporados de maneira episédica nas

aulas de matematica (Histdria-Recreacao);

(&4

um instrumento que possibilita a desmistificacio da matema
tica e a desalienacao de seu ensino (Histéria-Pesmistifi-
cagao) ;

6) um instrumento na formalizagdo de conceitos matemadticos
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(Histéria~Formalizagao);
7) um instrumento para a constituicdo de um pensamento indepen
dente e critico (Histdria-bDialética);
8) um instrumento unificador dos varios campos da matemdtica
{Higtdria~-Unificagdo);
9) um instrumento promotor de atitudes e valores (Historia-
Axiologia) ;
10} um instrumento de conscilentizacdo epistemoldgica (Historia-
Conscientizacio);
11) um instrumento de promogido da aprendizagem significativa e
compreensiva {Histdéria-Significacdo);
12} um instrumento de resgate da ildentidade cultural (Histdria-
Cultural;
13) um instrumento revelador da natureza da matemdtica (Histd
ria~Epistemologia).
Apbs a anadlise desses diferentes pontos de vista
e a critica gue fizemos ao modo como geralmente se tenta justifi-
car alguns deles isoladamente, e tendo em vista ainda a auséncia
de proietos histérico-pedagdgicos gue, tentando operacionaliza-
los, acompanhem através de estudos gualitativos analiticos o modo
come 05 estudantes respondem a tais iniciativas, parece-nos gue
devemos encarar com prudéncia a suposta importéncia pedagdgica da
histéria. Entre as opinides extremadas gue tentam nos convencer
que a histdéria tudo pode ou gque a histdria nada pode, parece-nos
mais adequado assunlr uma posigfo intermediaria que acredita que
a histdria - apenas guando devidamente reconstituida com fins
pedagdgicos e organicamente articulada com as demals variaveis

gue intervém no processo de planejamento didatico - pode e deve



108
desempenhar um papel subsidirio em EBEducagdo Matematica. Isso
porgue, - apesar da constatacio reiterada de gue a matematica gque
se apresenta nos curriculos oficiais e nos manuals didaticos &,
lamentavelmente, concebida come algo que produziu resultados mas
gue naoc tem histdria, enguanto que, como assinala Rogers, "o
curriculo de histéria continua a ignorar uma parte significativa
de nossa cultura cientifica e matemdtica" (Rogers, 1983, p. 401)
~, nem a histdria da matemdtica escrita sob o ponto de vista do
matemdtico, nem as breves e episddicas referéncias a matematica

que aparecem nas obras dos historiadores conseguem realcar

agqueles elementos e aspectos que poderiam, eventualmente, trazer
una real contribuigdo aos professores que tén a intengic de
planeijar as suas aulas lancando mao de tal recurso.

Uma provavel explicacdo para essa defasagen
existente entre as historias da matemdtica escritas na perspecti-
va do historiador de oficio e do matematico de oficio baseia-se
nas expectativas e modos diferenciados com gue o matematico e o
historiador encaram a relag¢io passado-presente. De fato, assinala
Grabiner, "a visdoc que o historiador tem tanto do passado como do
presente & bastante diferente da do matemdtico. 0O historiador
esta interessado pelo passado em sua total rigueza e vé gqualgquer
fato atual como condicionado por uma cadela complexa de causas em
um passado quase gque ilimitado. O matemdtico, em vez disso, esta
orientado na direg¢do do presente, e na direcdo da matematica
passada principalmente porque ela conduz a importante matematica
atual... A histdéria da matemdtica, guando escrita pelos matemati-
cos, tende a ser técnica, a focalizar o contetdo de trabalhos

especificos... 0 mais surpreendente € gue, mesno em se tratando
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de questdes estritamente técnicas, o historiador pode ver as
coisas de maneira diferente da do matematico" ({Grabiner, 1975,
pp. 439-440).

Em fungao de tal observacdo & preciso admitir gue
ndo existe uma Gnica histdéria da matematica - isto &, que a
matematica pode ser historizada através de varias reconsti-
tuigdes, sendo gque, pedagogicamente, dependendo dos fins que se
tém em vista, algumas s&oc mais pertinentes e esclarecedoras que
outras - gue estaria al disponivel, pronta e acabada, e de cujos
"ensinamentos™, - constantes, imparciais e imperiosos -~ se
pudesse "usar" e abusar.

E por isso gue acreditamos que, para poderen ser
pedagogicamente Otels, & necessério que histérias da matemética
sejam escritas sob o ponto de vista do educador matemdtico. Tais
histérias, no meu modo de entender, tentariam e tenderiam a
privilegiar certos temas e ndo outros, determinados problemas e
métodos e ndo outros, a enfatizar a recenstituicio, nfo tanto dos
resultados matematicos, nas dos contextos epistemolégico, psico-
légico, sbcio-politico e cultural de sua producgdo, contribuindo,
desse modo, com a explicitacdo das relagdes que a matemdtica
estabelece com a sociedade em geral e com as diversas atividades
tedricas especificas e praticas produtivas setorizadas. Algumas
questoes levantadas por Swetz para ilustrar a relacao dindmica
entre mpatematica e sociedade, e que essas histérias poderiam

tomar como base de suas investigagdes, seriam: "Por que fol

justamente na Grécia classica gue teve origem a matemdtica
dedutiva? Por que a emergéncia do capitalismo mercantil na Italia

do século XIV produziu um repnascimento matematico? Como a
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invencdo da imprensa afetou o crescimentc e a difusio de idéias
matematicas? A competéncia matematica de una nagac depende de sua
rigueza? A guerra muda a natureza da atividade matemitica de um
pais?" (Swetz, 1984, p. 61).

InGmercs oufros aspectos deveriam também ser
visados por essas histérias da matematica pedagogicamente orien-
tadas, tais come agueles assinalados por Winchester em relacéo a
c¢iéncia em geral: Yos problemas conceptuais envolvidos na for-
magao de um novo campo de pesquisa ou no avango de um dominio

antigo, as inimeras dificuldades de interpretacdo, construcio de

teorias, abandono de teorias ou os problemas morais e estéticos
gue se¢ apresentam no processof (Winchester, 1989).

No que se refere particularmente aos problenas
morais e éticos, é desastroso que a educacdo cientifica e matema-
tica tenha se isentado em relagdo a sua problematizacdo, restrin-
gindo-se & abordagem técnica aparentemente neutra dos "fatos"
cientificos ou matemdticos. Uma histéria da matematica pedagogi-
camente orientada poderia prestar grande auxilio para os profes-
sores intencionados em contrapor-se a uma tal tendéncia tecnicis—
ta do ensino, pois poderia explorar e revelar gque "armas nuclea-
res, desde o Fat Man e Little Boy, Jue arrasaram Hiroxima e
Nagasaki, até o MX e o Cruise de nossos dias, sdo objetos matemi~-
ticos. Estdo saturados de matematica de ponta a ponta. E triste
dizer isso, mas poderiam ser vistos como o0 apogeu de uma grande
parte da matematica de nossos tempos e de tempos passados”, como
nos atestam Davis e Hersh, uns dos rarissimos matematicos que
ousaram incluir em sua obra um capitulo intitulado "A Matematica

e a Btica" (Davis e Hersh, 1988, p. 275).
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0 resgate dos aspectos estéticos inerentes a

algumas demonstragdes, solugdes de problemas, métodos e processos
também poderia subsidiar uma Educacdo Matematica de tendéncia
ndo~-tecnicista, possibilitando o desenvolvimento de atividades
vinculadas ao dominlo afetivo e gue estimulem a imaginagio e a
criatividade. Nesse sentido, é Gtil considerar aguil a comparacgio
estabelecida por Swetz entre o trabalho educativo que poderia ser
realizado através da exploracdoc dos objetos de arte de um museu
e a apreclacfo por parte dos estudantes das solucées apresentadas

por nossos antepassados para ¢ enfrentamento de determinados

problemas matemdticos: "Através desse exane dirigido e minucioso,
uma pintura ou escultura torna-se um testemunho de seus génios
criadores e oferece alguma compreensdo do periodo em gue o
artista viveu e trabalhou. Aprendizagem ocorre. Essa aprendizagem
& tanto cognitiva guanto afetiva. Assim também ocorre com 08
problemas matematicos da histdéria. Em um certo sentido, eles sao
trabalhos de arte intelectuals e pedagdgicos que testemunham uma
forma do gé&nio humano se expressar" (Swetz, 1989, p. 376).

Somente uma histdéria pedagogicamente orientada,
isto &, uma histéria viva, esclarecedora e dindmica, vindo
substituir as enfadonhas histérias evolutivas das idéias mateméa-
ticas, guase sempre desligadas das necessidades externas e/ou
internas que estiveram na base de sua origem e transformacio,
poderia subsidiar uma pratica pedagégica em matematica que
cumprisse, efetivamente, as fungdes didaticas atribuidas &
histéria pelos autores c¢itados neste Estudo.

Dentre essas fungdes, gostaria de deixar registra-

da a minha preferéncia pelo ponto 11 que destacamos anteriormen-—
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te, isto &, por uma Histdria-Significagdo.
Entretanto, &€ preciso esclarecer gue por Historia-
Significaciao estamos entendendo algo que vai além das propostas
de "historia-satirica™ e de "histdria-destilada" a gue se referen
Grattan-Guinness e Lakatos. Isso porgue, se a historia-satirica
é capaz de mostrar o surgimento e as transformagdes a gue foram
submetidas as lidélas matemdticas, e a "histdria-destilada®
consegue, além disso, revelar - através do desvelamento das idas
e vindas, dos avangos e recuos e do confronto racional, engenhoso

e sutil de idéias - a dinamicidade e a dialética inerente a essa

histéria transformacional de carater intelectual, a histéria-
significacdo exige ainda a insergdo dessa dialética nuna dimenséo
propriamente social, gue ndoc se traduz na busca dos fundamentos
sociais desse jogo puramente intelectual de idéias construlido a
priori, mas em mostrar como ele pode constituir-se e produzir-se
a partir de determinadas condi¢des sociais, que nao se reduzam

necessariamente & insténcia econémica ou a outra qualquer do real’.

" Esse modo de conceber a histéria intelectual como histéria sccial das
idéias nac € novo e nem original. Ele j& se colocava, como assinala Chartier,
pelos historiadores que fundaram a “esceola" dos Annales, notadamente Bloch e
Febvre: "Desembaracando-se das etiquetas gue, pretendendo identificar os
pensamentos antigos, o0 mascaram na realidade, a tarefa dos 'historiadores do
movimento intelectual’ (como escreve Febvre) é acima de tudo reencontrar a
originalidade, irredutivel a gualquer definigido ‘a priori’, de cada sistema
de pensamento, na sua complexidade e nas suas nmudangas... O esforgo para
pensar a relagic das idéias (ou das ideclogias) e da realidade sccial através
de categorias que ndo as da influéneia ou do determinismo & a segunda
preccupagdo expressa por Febvre 33 antes de 1914... Delas €& testemunho este
texto de 1909 acerca do proudhonismo: ‘Nac existem, no sentido préprio do
termo, teorias criadoras, porque desde o momento em gue uma idéia, por muito
fragmentiria que seja, se realizou no dominio dos fatos, da maneira mais
imperfeita gue se gueira, ndc é a idéla gue se conta a partir de entdc, € a
instituiglo colocada no seu lugar, noc seu tempo, incorporando uma rede
complicada e mdvel de fatos socials, que produzem e sofrem regularmente mil
agCes diversas e mil reagdes’'. Ainda gue os processos de ‘encarnagfio’ dasg
idéias sejam indubltavelmente wais complexos do gque Febvre deixa aqui suporn,
o fato & que ele afirma claramente a sua vontade de romper com toda uma
tradigdo histdrica intelectual (figura invertida de um marxismo simplificado)
que deduzia de alguns pensamentos voluntaristas o conjunto dos processos de
transformagée wsocial. Para Febvre, © social nao poderia, de modo nenhum,
dissolver~se nas ideologila gue tém por objetivo moldé~lo... Contra a histéria
intelectual da época, a critica &, portanto, dupla: porgue iscla as idéias ou
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De fato, para gue a histéria da matematica possa

efetivamente desempenhar o papel auxiliar na promogdo de uma

aprendizagem significativa, ndo podemos jamais nos esquecer de

que a rede de significagdes gue envolve as idéias matematicas &,

ela prépria, uma construgdo social, uma vez gue nio sé a ativida-

de watematica, como toda atividade humana, & uma experiéncia
social construtora de significados.

Dentro desse enfoque, o argumento levantado por

Grabiner em apcio & importéncia pedagégica da histéria, parece-

nos convincente e esclarecedor: "ver a matemidtica passada em seu

contexto histérico ajuda a ver a matematica atual em seu contexto
filosdfico, cilentifico e social e também, a ter uma melhor
compreensdao do lugar da matematica no mundo' (Grabiner, 1975, p.
443) .

Muitos poderiam ainda perguntar: mas por que é
necessdrioc que a matemdtica seja vista dessa forna pelo estudan-
te? Nao seria suficlente gue ele simplesmente aprendesse a
utilizar as descobertas feitas pelos matematicos através dos
tempos?

E claro que, em dltima instancia, o desejo que se
expressa no argumento de Grabilner, e do qual compartilho, repre-
senta uma opgdo politico-pedagdgica, bem como o desejo que a ele
se opde. E, nesse sentido, gualquer tentativa de justifica-lo

deve, ela prépria, revestir-se de uma dimensdo politico-telecolé-

0% sistemas de pensamento das condlgdes que permitiram a sua produgdo, porgue
os separa radicalmente das formas de vida social, essa histéria desencarnada
institui um universo de abstragdes onde o pensamento surge como nio tendo
limites, 3& gue sem gualsquer dependéncias... A uma histdria intelectual das
inteligéncias sem rédeas e das idélas sem suporte opde-se uma histdria das
representagdes coletivas, das utensilagens e das categorias intelectuais
dispeniveis e partilhadas em determinada época" (Chartier, 198G, p. 33-34 e
pp. 403.
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gica. Cidaddos matematicamente educados com base numa metodologia
histérica gue promova o pensamnento independente e critico e a
autecnomia intelectual & gque estardo melhores preparados para
propor, analisar, discutir e votar por medidas emancipadoras
referentes ao papel a ser desempenhado no contexto das socledades
atuais pelas ciéncias em geral e pela matemdtica em particular.
E por essa razdo gue a matematica, pedagogicamente humanizada -
porgque tecida através dos fieos que a ligam a todos os tempos e a
todas as culturas - pode e deve constitulr a formacdo do cidadéac

educado do século XXXXX... 0 nosso desejo, como também o expresso

em 1958 por George Sarton em relacdo a educacdo cientifica em
geral, € gue, pelo menos, o limite de XXXXX... exista e seja
finito: "... Uma parte consideravel de nossos cientistas (mesmo
agueles gue mals se distingem) sao técniceos e nada mais. Nosso
apele @ pela humanizacdo da ciéncia, ¢ a melhor maneira de fazer
isso & contando a sua histéria. Se formos bem sucedidos, os
homens de ciéncia deixarao de ser meros técnicos e tornar-se-aoc

homens educados" {(In: Swetz, 1984, p. 62).
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1. FORMALISMO FILOSOFICO E FORMALISMO PEDAGOGICO

De certo modo, ¢ sonho de Bourbaki fol o sonho de
bescartes, que foi o sonho de Euclides, gue fol o sonho de
Platdo, que fol o sonho de Pitdgoras e de todos o0s gue sonharam,
continuam sonhando ou sonharao os sonhos deles.

Iggo porgque, exXiste entre eles ndo uma identidade,
mas uma linha de continuidade epistemolégica cuja resisténcia
milenar acabou por difundir universalmente um determinado modo de
se conceber a Matemdtica - o modo do "formalismo filosédfico™ -
gue, com algumas varilagdes, estd na base de alguns estilos de se
ensinar matemidtica - os estilos dos formalismos pedagdgicos.

Comecemos caracterizando o gque chamamos de "forma-
lismo filosdéfico". No nosso mode de entender, sio formalistas
filosb6ficos todos os gque, em filosofia da matemdtica, sustentam
o ideal de sistematizacdc dedutiva da nmatematica e uma certa
atitude em relagdoc & natureza do conhecimento matematico.

0 ideal de sistematizacao dedutiva traduz-se na
crenga de que ©s conhecimentos matemdticos, em sua totalidade,
podem (e devem) ser organizados em um sistema dedutive contendo
termos primitivos, definigdes, regras de inferéncia, axiomas e
teoremas, de modo que os axiomas e teoremas estejam relacionados
dedutivamente (cf. Losee, 1985, pp. 33-36).

No gue se refere & natureza do conhecimento
natematico, consideramos formalistas filoséficos tanto aqueles
gue conferem aos axiomas de um sistema dedutivo o cardter de
verdades evidentes e/ou necessarias (necessarias porque evidentes

ou evidentes porgue necessarias) como 0s que os consideram afir-
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macdes eletivas, a cuja escolha impde-se, apenas, a obediéncia
aos critérios de manutencidc da consisténcia do sistema e de
completude, isto &, gque nic deixe de ser demonstravel como
teorema aguilo gue deveria ser um tecorema do sistema (cf. Barker,
1976, pp. 125-126). Duas sdo as atitudes que os formalistas
poderiam assunir perante os teoremas do sistema: ou sdc verdades
absolutas decorrentes do cariter "evidente'" ou "'necessario" dos
axiomas, ou sado verdades relativas, que variam em fungdo do
conjunto de axiomas selecionados. Em ambos os casos garante-se a

infalibilidade do conhecimento matemdtico porque obtido e assen-

tado na metodologia igualmente infalivel do dedutivismo.

Por sua vez, entendemos o "formalismo pedagdgico?,
num sentido bastante amplo, como agquele estilo de pratica educa-
tiva em matematica que extermina, consciente ou inconscientemen-~
te, o significado e o sentido do conhecimento gue busca transmi-
tir, gerando nos estudantes a sensagao de gue "o Gnico sentido de
um ato estd no proprio ato" (Davis e Hersh, 1988, p. 311). Nesse
gsentido, pode-se buscar, como o fazem Davis e Hersh (1988, p.
298), as primeiras manifestacgdes do formalismo no comentario de
Isalas (século VIII a.C.) de gque "o ato de jejuar havia se
afastado do significado ético do ato®'.

Entretanto, gquando dizemos que o formalismo

pedagdgico extermina o significado e o sentide do conhecimento

! gase comentdrio, que aparece nos versiculos 6 e 7 do capitulo 58 do

Livro de Isalas, € 0 seguinte:

"Seria este 0o jejum que eu escolheria: gue o homem um dia aflija a sua alma,
que incline a sua cabega como um junco, e estenda debalxo de i saco € cinza?
Chamarias tu a isto de jejum e dia aprazivel ao Senhor?

Porventura nde & este o Jejum que escolhi? que sgoltes as ligaduras da
impledade, gue desfacas as ataduras do Jugo? e que deixes livres o gque-
brantados, e despedaces todo o jugo?” {Biblia Sagrada, Rditora Vvida, 1981, p.
B19).
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que busca transmitir, gueremos com isso enfatizar duas colsas
diferentes: gque, por um lade, ndo dd a devida importancia ao
sistema de relacdes ligadas &quele conhecimento, gue se consti-
tuiu objetivamente no decorrer do processo histdrico-social e
gue, por outro, marginaliza aqueles aspectos subjetivos - porgue
ligados & situacdo dada e com as vivéncias afetivas do sujeito =
gque aguele conhecimento addquire no decorrer do processo de
interacdo do individuo com o seu contexto social atual.

A linglistica cléssica ndo fazia distingdo entre
significado e sentido. Somente a partir do final da década de 60
de nosso século & que o conceito de significado desdobra-se en
“significado referencial" da palavra, isto é, ligado a determina-
das categorias l6gicas, e "significado social-comunicativo®, isto
&, ligado ao processo de comunicagdo. Entretanto, no campo da
psicologia, essa distingdo € mals antiga. Ela ja aparece no livro
classico do soviético L.S. Vygotsky, YPensamento e Linguagem®,
publicade pela primeira vez em 1934 {cf. Luria, 1986, pp. 44-46).
Tomamos essa distingdo no mesmo sentido em gue a toma Vygotsky e
gue Luria (1986, p. 45) ilustra da seguinte maneira, ainda gue
aplicando-a a uma palavra e néoc ac contexto mais amplo da agdo:

A palavra ‘carvdo’ possul um significado objetivo
determinado. B um objeto preto, a maioria das vezes de origem
vegetal, resultado da calcinagdo de arvores, com uma determinada
composigdo guimica em cuja base estd o elemento carbono. No
entanto, o sentido da palavra ‘carvao’ designa algo completamente
diferente de pessoa para pessoa e em circunstancias diversas.
Para a dona de casa, a palavra ‘carvio’ designa algoe com a gual

acende o samovar e do qual precisa para acender a estufa. Para o
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cientista, o carvdc & um objetc de estudo, ele separa a parte do
significade desta palavra que lhe interessa - a estrutura do
carvdo, suas propriedades. Para o pintor, & instrumento com ©
qual pode fazer um esbogo provisdrio do quadro. E, para a menina
gue sujou seu vestido branco com carvao, esta palavra tem um
sentido desagradavel, & algo por causa do gual sofre.”

A expressic "objeto plano possui um significado
objetivo determinado em geometria euclidiana que faz com gue
possamos classificar os objetos em planos ou nao-plancs de acordo

com a existéncia ou ndo de um plano que contenha todos os pontos

do objeto considerado. Entretanto, o sentido que as criangas
atribuem a essa expressfo, guase sempre, nao coincide com esse
significado. Para elas um objeto pode, ora ser considerado plano,
ora nao-plano dependendo da posigdc que esse objeto ocupa no
espaco. Ou entfo, decidem pela planicidade ou ndo-planicidade de
um objeto em fungdo de seu contorno, identificande “contorno nao
retilineo™ com '"ndo-planicidade'. Seria até mesmo possivel
identificar nas concepcdes "espontaneas" das criangas, varios
niveis de planicidade entre os objetes do espago {(cf. Miguel,
1984, pp. 113-120).

Embora as diferentes versdes do formalismo filosd-
fico, da forma como o estamos caracterizando, tenham se constitu-
ido historicamente mals por razdes de ordem estritamente metodo-
légica ou mesmo politico-epistemolégica e, portanto, independen-
temente de guaisquer motivagdes pedagdgicas, a analogia gue
estabelecemos entre o formalismo filoséfico e o formalismo
pedagdgico ndo é arbitréria. Isso porque se, pedagogicamente, o

formalismo dissocia a aclo do seu significado e do seu sentido,
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o mesmo nio faz o formalismo filoséfico ao '"fechar-se na sua
‘torre de marfim’ do formulario matemdtico, excluindo como nac
pertinentes os problemas do ‘significado’, do ‘valor’/, da
natureza das leis matematicas, e excluindo também, como problema
especifico, a relagdaoc da matematica com o mundo fisico"? (Manno,
s/d, p.275)

0s estilos de pratica educativa dos formalismos
pedagdgicos em matematica, em todos os graus de ensino, tém-se
caracterizado - e com mais vigor a partir de finais do século
XVIII, qguando o ideal educacional de universalizagdo do ensino
difunde~se por quase todo mundo ocidental -~ pela énfase na
quantidade de conhecimento a ser transmitido, pela presenga
nassiva de processos, técnicas, regras, formulas e algoritmos no
que se refere ac ensino de Aritmética e da Algebra, pela
preocupagadao ochsessiva com o rigor da exposigao desligada da
tentativa de busca da consciéncia da necessidade do rigor no dque
se refere ao ensino de Geometria, pelo esfacelamento do conteldo
em compartimentos incomunicaveis, pela dominancia do detalhisno,
pela guase auséncia de aplicagdes do conhecimento matematico a
outrag areas cientificas e tecnoldgicas e pela neutralidade do
conhecimento matemdtico e, conseqgiientemente, pela recusa de
apresentd-lo em sua dindmica histérico-social.

Além do mais, esses estilos de pratica educativa
tornaram=-se hegemdnicos ndo porgue refletissem fielmente o nodo
pelo gqual a matemdtica constituiu-se e constitui-se na vida real,
isto &, como um fazer humano baseado em significacdes partilha-
das, manifestas ou tacitas, mas, fundamentalmente, por terem-se

filiado, teimosamente, ao modo como o formalismo filos6fico e
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suas variacgdes concebem a matematica, o gqual, conscientemente ou
ndo, transcendentalizou e desfigurou essa pratica social, reme-~
tendo~a para além dos limites do mundo humano. Dai, as nogdes de
ordem, uniformidade de racioccinio, a légica bivalente do tudo ou
nada e a "logica" do descompromisso que tém sido introjetadas na
mente de professcres e estudantes.

Conseqlientemente, o ensino dessa "disciplina" (e
este termo é sintomdtico) passou a Jjustificar-se pela crenca
reacionaria e militaresca - mas nem por isso, ou justamente por

isso, menos "eficaz'" - em seu poder disciplinador da mente

humana, sendo um tal objetivo atingivel - apds um desligamento
compulsério do produto do conhecimento do seu processo de pro-
dugao, e, consegiientemente, da destruicgdo de sua rede de signifi-
cagbes - através do treino, do exercicio e da repeticio obedien—
te.

O propésito deste segundo Estudo & mostrar o modo
como se constituliu o paradigma do formalismo pedagdégico classico
gque, cronclogicamente, antecedeu os demais paradigmas no curso do
desenvolvimento histdrico.

Essa constituigdo, como j& assinalamos anterior-
mente, devera assentar-se nas quatro categorias que orientardo o
nosso estudo: a concepgao de matemdtica, a concepcgio dos fins da
Educagdc Matemdtica e dos valores a serem por ela promovidos, a
concepgac do modo como o aprendiz tem acesso ao conhecimento

matematico e a concepgdo do método de ensino de matematica.
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2. A CONCEPCAO DE MATEMATICA SUBJACENTE AQ PARADIGMA

DO FORMALISMO PEDAGOGICO CLASSICO

E legitimo buscar, como o faz 2afiga (1987, p.
11), as raizes da concepgédo de matemadtica inerente ao paradigma
do formalisme pedagdégico classiceo’ na Antiguidade Classica, onde
dois fatores contribuiram significativamente para a sua consti-
tuigdo.

O primeiro desses fatores foi a leitura que alguns

filésofos gregos, sobretudo Platdo, fizeram do desenvolvimento da

matematica, praticamente omitindo, ou pelo menos subestimando
consideravelmente, a etapa pré-euclidiana da matematica que né&o
tinha um carater dedutivo-axiomatico.

0 segundo fator apontado por Zafiiga diz respeito
ao impressionante empreendimento euclidiano de sistematizagao
axiomatica dos conhecimentos matematicos até entao produzidos.

Entretanto, acredito gque, mais do que dois fatores
isolados, seria preciso estabelecer um lago de continuidade
politico-epistemolégica, por um lado entre a leitura platdnica e
a cosmologia pitagdrica e por outro, entre a leitura platonica e
o empreendimento euclidiano.

O primeiro elo dessa cadeia é consubstanciado pela

Ziifilga nado utiliza a expressdo "formalismo filogdfico” e sim as ex-—
pressdes “"paradigma racionalista® e "paradigma axiomdtico-formalizante", nao
assimilando, porém, um a0 outro. Ele esclarece que o paradigma axiomdtico-
formalizante pode ser estudado independentemente do racionalismo. Isto porque,
nem todo pensador racionalista afirmou esse paradigma {(cf. 2Z0fiiga, 1987, p.
1l}. :
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"Teoria das Formas" de Platdo’ quando interpretada como uma res-
posta de cunho politico-epistemoldgico no sentido de restaurar,
sutilmente, a cosmologia pitagdrica que havia caido num total
descrédito apds a critica de Zendo de Elea & teoria pitagdrica
das ménadas’ e apds o escandalo provocado pela descoberta das

grandezas lncomensuraveis por Hipasus de Metapontum.

Caraga {1978a, p. 185) caracteriza da seguinte maneira a "Teoria das
Formas" de Platdo: "... a realidade ndo estd nas coisas sensiveis, estd nas
Idéias ou Formas: bom, belo, justo, grandeza, forga, etc.: as coisas sensiveis
ndo s80 mals que imagens ou cbplas das Formas; a verdade nido pode, portanto,
adguirir-se pelo exame, por meio dos sentidos, do universo exterior sensivel,
mas apenas pelo pensamento puro, pela atividade da alma isolada do corpo; este
ndo faz mais do gue pertubd-la, impedi-la de pensar™. :
A seguinte passagem do Fédon - um dos grandes didlogos da maturidade de

Platdo, onde se pode encontrar os tragos fundamentais de sua Teoria das Formas

- & sugestiva no sentido de ceondicionar ¢ caminho de acesso 3 verdade ao

apartamento da realidade material e a abstracgac do corpo e dos sentidos:

S6crates: guando & que, pertanto, a alma atinge a verdade? Nao
ha divida gque quando ela procura encarar gualquer guestdo com a
ajuda do corpo, ele a engana radicalmente.

Simmias: Dizes a verdade.

36crates: Ndo &, por conseqgiiéncia, vardade que & noe ato de
raciocinar que a alma, se alguma vez 0 consegue, vé manifestar-se
plenamente a realidade dum ser?

Simmias: Sim.

Sérrates: E sem davida, ela raclocina nas condigdes Otimas preci-
gamente quandce nenhuma pertubacic lhe advém de lado nenhum, nem
do ouvido, nem da vista, nem duma dor, nem dum prazer, mas gquando,
pelo contréric, ela estd o mals possivel isolada em si prépria,
mandando passear o corpo,e gquando, guebrando tAc radicalmente
guanto puder, toda a relag¢dc, todo o contato com ele, ela aspira
ao real.

Simmias: E exatamente assim!

S6crates: N&o & verdade gque & nesse estado gque a alma do filésofo
faz ao méximo abstragdes do corpe e lhe foge, enguanto procura
isolar-se em si préprio?

Simmias: Manifestamentel™

Extraidc de (Caraga, 1978a, pp. 183-184)

4 C = -
Restou-nos dessa critica apenas alguns argumentos de Zendo de Elea,

conservados por Aristételes. Come se sabe, Zendo de Eléa fol discipulo de
Parménides que esteve inicialmente ligado & escola pitagérica mas que,
pusteriormente, dela desiigou-se procedendo a um exame critico de todas as
nogbes e concepgbes filosdficas dessa escola. Conservando as principais
carateristicas do pensamento idealista de Parménides - unidade,. homogenei-
dade, continuidade, imobilidade e eternidade - Zenio atacou a teoria pitagéri-
ca das mdnadas da seguinte maneira: "Como querem que a reta seja formada por
corpiisculos materiais de extensdo ndc nula? Isso val contra a vossa a afir-

magao fundamental de que todas as coisas tém um nimero. Com efeito, entre dois
corpisculos I e 2, deve haver um espago - se estivessem unidos, em que se
distlinguiriam um do outro? -~ e esse espago deve ser malor gue as dimensdes de
um corpisculo, visto que estas sdo as menores dimensdes concebiveis; logo,
entre esses dols corpisculos posso intercalar um corplsculo 3, e fico com dois
espagos: um entre 1 e 3, e outro entre 3 e 2, nas mesmas condicdes. Posso
repetir o raciocinio indefinidamente e fico, portanteo, com a possibilidade de
colocar entre 1 e 2 guantos corplsculos guiser. Qual & entdo o nimero gue
pertence ao segmento que val de 1 a 2?" (Caracga, 1%78a, pp. 77-78)
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A possibilidade de estabelecimento desse primeiro elo
também & vista como legitima por Whitehead (1964, p. 33) para
quem: "As especulagodoes filoséficas de Pitagoras chegaram até nods
através do pensamento de Platdo" sendo "o mundo platdénico das
Idéias a forma refinada e aperfeicoada da doutrina pitagérica de
gue o ndmero constitui a base do mundo real”. Aritdteles ja via
com clareza essa ligacdo quando, em sua Metafisica (987 b 9-13 e
1078 b 9-12) dizia gque "Platao atribuia &s Idéias o mesmo tipo de
fungdo que os pitagdricos atribuliam acs nimeros e gue, posterior-
mente, identificou as Idéias com os nameros".

Entretanto, como afirma Ross (1989, pp. 191-92),
"Aristételes ndo declara que a teoria das Idéias tenha brotado
dos conceitos pitagéricos; diz que ela os seguiu ou gque esteve de
acordo com eles, ndo gue estes tenham procedido daquela. Nao
apresenta Platdo com o pensamento ocupado com numero na primeira
forma de sua teoria ideal. Assinala sim a afinidade que havia
entre o papel desempenhado pelos nimeros na teoria pitagérica e
o desempenhado pelas Idéias na teoria platénica, mas ndo insinua
gue uma derivava da outra. Quando fala gue a doutrina platdnica,
na maioria dos aspectos, segue a pitagdrica, provavelmente esteja
pensando, sobretudo, na teoria posterior das Idéias-~nameros".
Sequndo Ross,, "sb no Timeu e no Filebo poderemos ver dque a
teoria pitagorica de que '"todas as coisas sao ntmeros" havia
comecado a influir na teoria das Idéias. Influéncia cujo maximo
alcance serd a ja tardia teoria das Idéias-nGmeros... Naoc resta
divida a grande influéncia que teve o pitagorismo sobre Platdo
neste Gltimo periodo. Nio s6 encontramos o "limite™ e o "ilimita-

do" do Filebo entre os primeiros principios que admitiram alguns
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pitagéricos, como também encontramos nessa lista a unidade e a
pluralidade (o Uno e a "diada indefinida" de Platdo), assim cono
a bondade associada ac limite e & unidade, e a maldade ao i1limi-
tado e & pluralidade, tal como aparecem em Platdo" (Ross, 1989,
pp. 192-93).

Mas, para que fosse possivel manter a cosmologia
pitagdrica - ainda que de forma travestida sob o tema de gue "as
Idéias governam o mundo" - baseada fundamentalmente na crenga de
que "os nGmeros governam o mundo" e, simultaneamente, retira-la

do atoleiro de contradigdes que ela parecia levantar, Platéo,

inspirando~se na filosofia eledtica, recorreu a um recurso
duplamente eficaz: o de desmaterializagdo das ménadas pitagdricas
e, conseqgientemente, o de desmaterializacdo de toda a matematica
e de desmaterializa¢do do mundo material, encarado apenas como
uma sombra imperfeita deo mundo real e perfeito das Idéias.

Mas o recursc platdnico fol duplamente eficaz pois a
sua inten¢ao ndo era apenas a de salvar a teoria pitagérica, de
restituir-lhe a qualgquer prego o seu carater %cientifico™. Mas
assim procedendo, ele visava também recuperar a confianga popular
gue deu, por algum tempo, sustentacdo & dominacdo politica de
carater conservador exercida pela escola pitagdrica. O que estava
em jogo ndo era mails a ciéncia, mas o poder. E com razdo, portan-
to, que Upinsky (1989, pp. 78=-79) afirma que Platdo "serviu-se
dos irracionais como um trampolim para fundamentar o coroamento

supremo de sua doutrina -~ a dialética..., deu um impulsc e uma
fundamentacdo decisiva a esse método (a maiéutica socratica),
langando as bases da dialética como ciéncia sistematica de

analogia geométrica. Ele deu & arte de discutir um rigor implaca-
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vel e permitiu, sem perder ¢ equilibrio e sem vertigem, passar
das quantidades (numeros) as idéias, passando de uma idéia a
outra '"geometricamente®... Para Pitagoras, "os Nameros governam
o mundo" e para Platdo, "as Idéias governam o nundo", geometrica-
mente™.

E por essa razao gque o mundo das Idéias de Platdo ndo
estd ligado a nenhum sonho ou fantasia inconseqgliente. Ao contra-
rio - como o demonstram a sua durabilidade e a sua capacidade de
recuperagdo ao longo do tenpo - a "genial" idéia da desmateriali-~
zagdo assegura-lhe a estabilidade e a invulnerabilidade para
sair-se vitorioso em qualquer discussdoc, uma vez gue pode-se por
entre parénteses qualguer realidade.

Talvez, uma das evidéncias mais esclarecedoras das
intengdes politico~ideoldgicas de Platdo e da pouca contribuicédo
que deu ao desenvolvimento da propria matemadtica esteja registra-
da ironicamente nos periodos histdricos subseglientes: se por um
lado, um dos melhores matematicos que lhe foi contemporineo -
Eudoxo - tenha sido seu discipulo, mas gque para se sobressair
teve gue romper em muitos aspectos com a rigidez da metodologia
platénica, por outro lado, "Plutarco nos transmitiu um imenso
catdlogo de homens de Estado que Platdo espalhou através do mundo
helénico" (Upinsky, 1989, p. 253).

Mas, para o propésito que agqui temos em vista, isto
&, o da caracterizacdo e constituigdo da concepcdo de matemdtica
inerente ac paradigma do formalismo pedagdgico classico, importa-
nos ndo apenas as motivagdes politicas e ideolégicas da leitura
platénica do conhecimento matematico mas, sobretudo, indagar

sobre a possibilidade epistemoldgica mesma dessa leitura. Como
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foi possivel essa leitura platénica do conhecimento matematico?
0 gue equivale a perguntar: qual a legitimidade desse processo de
desmaterializacdo da matematica e do mundo material? Ou, em
outras palavras, como fol possivel o surgimento da concepcio da
matemdtica como ciéncia tedrica e dedutiva, baseada em "princi-
pios" (termo usado pelos gregos tanto para as definigdes quanto
para os axlomas) fundamentais e n&do mais numa colecdo de pres-
crigdes de natureza pratico-empirica?

Talvez, o ponto de partida dessa mudanca de atitude
en relagdo ao conhecimento matemdtico tenha sido a tentativa de
unificagdo, por parte dos primeiros pitagdéricos, das ciéncias da
forma e do numero, isto &, da geometria e da aritmética.

Provavelmente, os pitagéricos vislumbraram essa
possibilidade de unificacédo olhando o céu com olhos diferentes
dagueles com que caldeus, egipcios e mesmo os jénicos o olharam,
Desde tempos remotos, a observacio do céu e do movimento dos
astros teve propésitos exclusivamente praticos, tais como a
possibilidade de orienta¢d@o maritima costeira, de construcdo de
calendarios, de previs&o das enchentes dos rios e de determinacao
das épocas de plantio e colheita.

0 olhar pitagérico do céu - uma dentre outras formas
possiveis de olhares do novo tipo de homem gue surgiu nas colé-
nias gregas da Asia Menor e da Italia, na passagem do século VII

para o século VI a.C.’ - desviando-se aparentemente dos prcblemas

" D.J. Struik {1983, p. 72) explica do seguinte mode o surgimento desse
novo tipo de homem: "As cidades que surgiam ao longo da costa da Asia Menor
€ no continente grego j& néo eram centros administrativos de um despotismo
oriental. Eram cidades comerciais, onde os antigos senhores feudais, proprie-
tarios de terras, tinham de lutar contra uma classe de mercadores indepen-
dentes e politicamente conscientes. Durante os séculos VII e VI a.C., esta
classe mercantil ganhou influéncia e teve de lutar com os péquenos comercian-—
tes e artesdcs, o demos. Como resultado, deu-se a ascensdo da polis grega, ou
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terrestres e da totalidade da esfera celeste em movimento,
imobilizou-se contemplativa e abstratamente sobre o fragmento, ou
melhor, sobre a estrutura do fragmento, buscando al novos elemen-—
tos explicativos da totalidade.

Desse modo, uma constelagdo, por exemplo, passa a ser
vista ndo mais como um mero conjunto de estrelas conm tais e tais
propdsitos, mas como uma estrutura definida por uma forma (a
disposigdo das estrelas na abdbada celeste) e pela quantidade de
pontos-estrelas necessaria a constituicao daquela forma. E claro

que o artificio técnico subjacente a essa concepgao de unificacéao

& a nogdo de "ponto", ou melhor, a percepgdo da possibilidade de
se conceber uma forma geométrica como conjunto de pontos mate-
riais, isto &, pontos de extensdo ndo-nula, e de, subseglientemen=-
te, estabelecer uma correspondéncia entre essa forma geométrica
e um ndmero natural gue traduzisse a quantidade de pontos
necessdria & composicdo dessa forma.

Mas esse modelo de unificagdoc da aritmética e da
geometria ndo teria, por si sd, levado ao surgimento da matemati-
ca tedrica se ndo tivesse suscitado questionamentos e criticas.

Essas criticas, como vimos, partiram dos filésofos eleaticos,

seja, a cldade-estado autdnoma, fato gue constitui uma experiéncia sccial nova
completamente diferente da das antigas cidades—estados da Suméria e de ocutros
paises orientais".

A explicagdo de B.J. Caraga (1%7Ba, p. 65) é a seguinte: "Ndo & em gqualgquer
local e sob quaisquer condigfes que pode esperar-se o aparecimento de tais
esbogos cientificos... A ciéncia s6 desponta em estado relativamente adiantado
da civilizagao, estado que, como diz 8. Taylor, permita ‘a todos viver e a
alguns pensar’. Essas condigOes parecem ter sido realizadas pela primeira vez,
no que diz respeito ao mundo ocidental, nas colénias gregas da Asia Menor, no
dobrar do século VII para o século VI antes de Cristo. O comércic, principal-
mente de vinho, azeite e téxtels, produzira al um florescimente econémico
sensivel. Por outro lado, ligado & civilizagdo comercial, encontra—-gse um
conjunto de condig¢des de vida - facilidade e necessidade de viajar, contato
com povos diferentes, etc. = que a tornam mais prépria para o desenvoivimento
cientifico do que a civilizagdo agrdria, a qual &, de sua natureza, pesada,
opressiva, fechada".
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principalmente de Zen&o de Elea. Mas seria um erro concluir, como
o fazia grande parte dos historiadores da matematica até meados
deste séculce, notadamente P, Tannery, gue em decorréncia desse
ponto de atrito localizado, existissem divergéncias de base
profundas entre pitagdricos e eleaticos. Quem nos faz essa adver-
téncia & o historiador hingaro A. Szabd em seu penetrante artigo
"The Transformation of Mathematics intc Deductive Science and the
Beginnings of its Foundation on Definitions and Axioms". A tese
principal que defende nesse artigo & que fol a influéncia

decisiva do racionalismo eleatico sobre as idéias pitagdricas que

originou a matemdtica tedrica. Descreveremos com algum detalhe a
sua linha de raciocinio pois ela nos permite esclarecer ndo
apenas a ligagdo existente entre a cosmologia pitagdrica e a
teoria platénica como também a ligagdo entre esta Ultima e o
empreendimento euclidiano.

Szabd (1960) parte da anadlise das conjecturas até
entdo existentes sobre o nascimento da matematica téorica: as
conjecturas de Kolmogorov, de Van der Waerden e de Kurt von
Fritz. O ponto de vista de Kolmogorov & o de que a mudancga
qualitativa no desenvolvimento da matematica deve ser atribuida
ao avangado desenvolvimento sdcio-politico do estado grego e a
sua vida cultural. Isso, por sua vez, fez com gue o desenvolvi-
mento da dialética, isto &, da arte da disputa e do embate de
idéias, atingisse um grau mais elevado, dando origem ao nascimen-
to do pensamento filosdéfico independente da religido, o qual, por
sua vez, coclocou a matemdtica novas tarefas.

0 ponto de vista de Van der Waerden & o de gue os

gregos teriam chegado & idéia de dedugdo e a necessidade de
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demonstrag¢ao no momento em gue se viram obrigados a avaliar as
diferentes prescrig¢des que constituiam o conhecimento matematico
herdado dos egipcios e babillénios, prescricdes essas que nenm
sempre podlam ser conciliadas, como era o caso, por exemplo, das
diferentes regras para o calculo da Area do circulo.

A conjectura de Kurt von Fritz & gue a matematica
tedrica surgiu como decorréncia do impacto que teve sobre essa
area do conhecimento o desenvolvimento da ldégica aristotélica.
Esse ponto de vista parece bastante convincente uma vez que,

segundo Fritz, a estrutura de uma demonstracidoc matematica &

andloga aquela subjacente & arte do confronto de idéias entre

dois oponentes (cujo refinamento conduziu ao surgimento da légica

aristotélica).
0 exame dessas trés conjecturas leva Szabd a fazer as
seguintes consideracdes:

1) Essas conjecturas ndo se excluem mutuamente embora nenhuma
delas fundamente necessariamente as outras.

2) Essas explicacdes permanecem na esfera de generalidades
abstratas, isto &, carecem de concretude.

3) Nenhuma delas pode ser confirmada por dados histéricos, isto
€, nenhuma delas pode ser elevada do nivel de pura possibili-
dade ao nivel mais alto de persuasiva probabilidade histérica.

Em vista disso, Szabd prosseqgue sua busca definindo
qual deve ser o programa natural a ser seguido quando se investi-

ga as origens da matemdtica tedrica. Para ele, esse programa
constitui-zse de duas etapas:

1) Como se deu o desenvolvimento histérico da demonstracéio

matemdtica e do concelto de evidéncia.
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2) Qual foi a origem dos "principios" na matenatica grega.
Em relacao a primeira dessas etapas, o raciocinio de
Szabd & o seguinte: "Euclides usa légica estrita na construgao de
suas demonstracdes porgue em sua época a validade de um teorema
era mostrada por meio da légica. Aquilo gue ele gueria dizer por
rdemonstratio’ (’desenvolvimento’) era expresso em grego pelo
verbo |5€{K\ﬁU}lL (deiknymi). Conseqglientemente, esse verbo em
Euclides & o termo técnico para ‘desenvolvimento 1lbégico’. Mas
como 03 ¢gregos interpretavam a rdemostratio’ antes dessa época?

Através de vAarios argumentos Szab6é conclui gque a técnica de

demonstracdo na matemdtica grega antiga era a simples visuali-
zacdo. Diz gue os antigos pitagodricos consideravam a geometria
como i.ﬁTﬂf{n°, isto é, como uma ciéncia inseparavel da visao e
gue, por velta da época de FPlatdo, os gregos ainda tinham
consciéncia do antigo significado do verbo 8£CK\VURL, isto &,
reoncretamente visivel’. Disso decorre imediatamente gue a
passagem da concepgao primitiva para a concepgdo euclidiana da
'demonstratio’ deve ter sido provocada por uma tendéncia anti-
ilustrativa e anti-empirica da ciéncia grega. Onde buscar as
razbes para o surgimento dessa tendéncia e da sua ligacdo com ©
desenvolvimento da ciéncia dedutiva grega? Através da verificagéao
da surpreendente fregiiéncia da demonstragado indireta nas provas

dos teoremas do LIVRO VII dos Elementos de Euclides (dos 36

6 &5 P s
E interessante cbservar que o termo utilizado pelos gregos antlgospara
designar 'histéria’ é o mesmo que o utilizado pelos antigos pitagdricos para

s P : 3 q P . =
designar ‘geometria‘’, qual seja, §FTePv" ou ’‘historie’. A razdo dessa
coincidéncia deve-se ao fato de gue a palavra grega ‘histor’ significa
'testemunha’ no sentido de 'aquele gque v&’. 0 historiador seria, portanto,

agquele que testemunhou o acontecimento com seus préprios olhos e, nesse
sentido, tanto a geometria guanto a histéria compartilhariam a concepgio da
vigho como fonte essencial de conhecimento (cf. Le Goff in Encicloplédia
Einaudi, verbete "Histdéria", p. 159).
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teoremas gue ai aparecem, o nétodo da demonstragéo indireta &
aplicado a 15 deles) e no conjunto dos 17 teoremas (6 deles
demonstrados indiretamente} gue constituem a teoria dos nimeros
pares e inpares {que se sabe terem pertencido & aritmética
pitagdérica), Szabd levanta a conjectura de que foil devido ao uso
da demonstracdo indireta gue a matematica se transformou em uma
ciéncia dedutiva e sistemdtica. Mas ele né&o se contenta com isso
e continua a interrogar: qual foi a origem da demonstracgio
matemética indireta? Para responder essa questac apresenta nova

conjectura: ‘A questdo da origem da forma indireta de demons-

tracdo em matemdtica seria para sempre insolivel se quiséssemos
deduzi-la de formas de pensamento matematico historicamente mais
primitivas que ignoravam esse processo de demonstragao. A forma
indireta de demonstragdo ndc foi criada por matemédticos, nem
foram eles os primeiros a usd-la; os pitagdricos do sul da Italia
tomaram~na, 7ja pronta, dos filésofos eleadticos que também ali
viveram por volta do inicio do século V a.C. ... Nao ha davida

que, de acordo com © nosso conhecimento atual, o método de

demonstracao indireta fol primeiramente usado entre os gregos por
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teoremas gue al aparecem, o método da demonstrag@o indireta &
aplicade a 15 deles) e no conjunto dﬁé 17 teoremas (6 deles
demonstrados indiretamente) gue constituem a teoria dos nimeros
pares e Inpares (gue se sabe terem pertencido & aritmética
pitagdrica), Szabd levanta a conijectura de que foi devido ao uso
da demonstracdoc indireta que a matemdtica se transformou em uma
ciéncia dedutiva e sistemdtica. Mas ele niao se contenta com isso
e continua a interrogar: gual foi a origem da demonstracio
matematica indireta? Para responder essa guestdo apresenta nova
conjectura: ‘A guestio da origem da forma indireta de demons-
tracao em matematica seria para sempre insolivel se guiséssemos
deduzi~la de formas de pensamento matematico historicamente mais
primitivas que ignoravam esse processo de demonstragdo. A forma
indireta de demonstracgdo ndc fol criada por matemdticos, nem
foram eles os primeiros a usd-la; os pitagdricos do sul da Itdlia
tomaram-na, 3& pronta, dos filésofos eleadticos gque também ali
viveram por volta do inicio do século V a.C. ... Ndo ha davida
que, de acorde com © nosso conhecimento atual, o método de
demonstracdo indireta fol primeiramente usado entre os gregos por
Parménides. Eram o0s5 eleaticos que provavam suas afirmacdes
através da prova da impossibilidade da tese contraria. Foram
Parménides e os eledticos gue, claramente, fizeram da auséncia de
contradicgdo o critério de verdade de uma afirmacio™ (Szabd, 1960,
pp. 45-46).

Essa Ultima conjectura permite a Szabé explicar a
conexdo orgdnica existente entre forma indireta de demonstracdo

e tendéncia anti-empirica e anti-ilustrativa em matematica. Isso

porgue, na filosofia eledtica esses dois fendmenos eram insepara-
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veis, uma vez que os fildsofos eledticos usavam o método de
demonstracac indireta para provar apenas agueles teoremas que
flagrantemente feriam a experiéncia do senso comum. Ndo fol Zenao
guem provou indiretamente a impossibilidade do movimentc que a
experiéncia e a llustrag¢do mostravam ser real?

Finalmente, Szabd acrescenta gue os matematicos da
antiguidade acabaram apropriando-se do método indireto de demons-
tracac e incorporando a atitude anti-empirica e anti-ilustrativa,
naoc por razdes metafisicas ou estéticas, mas pelo fato deles

abrirem novos horizontes e possibilitarem-lhes reconhecer o

fenoémeno da incomensurabilidade que, de outra forma, poderia ter
permanecido desconhecido por eles.

Em relacao & segunda etapa de seu programa de inves-
tigagao, isto &, & explicagdo da origem dos principios (defi-
nigdes, postulados e nogdes comuns) na matematica grega, a
pergunta central gque orienta a investigag¢ao de Szabd &: "como se
descobriu, no cursc do desenvolvimento histérico, que a matemati-
ca como um todo devia basear-se sobre tais afirma¢des nado prova-
das?" A opgdo feita por ele & a de tracgar, em primeiro lugar a
origem dos principios da Aritmética e depois os da Geometria.
Isso porque, antes da geometrizacdo da matematica grega devido a
descoberta das guantidades irracionais, a Aritmética, com nmuita
probabilidade, era considerada mais importante que a Geometria e
0 reconhecimento desta Gltima como disciplina matematica nao
aconteceu sem alguns debates. Isso porque, a palavra com a qual
os antigos pitagdricos designavam a geometria (16“{0?{“ )y devia
referir-se a uma espécie de conhecimento empirico de origem

visual.
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Uma vez justificada a opgdo, Szabd inicia o exame dos

principios da Aritmética euclidiana investigando a série de
teoremas referentes aos nameros pares e Iimpares presentes no
Livro VII dos Elementos. Como dificilmente se pode aceltar que a
distincdo entre nimeros pares e Impares nao tenha sido precedida
pela colocag¢do da guestdo "o que & nlnero?", Szabd conclui que a
definigdo de namero & parte integrante e essencial dessa série de
teoremas. Mas gqual €& a definigdo euclidiana de namero? "Um
conjunto composto de unidades". Logo, a definicdao de "unidade"

nao pode também ser omitida da teoria dos nameros pares e Impa-

res.

Mas o gue & o "um" para Euclides? "Um & a unidade em
relacdo & qual cada ceisa é dita ser una". Como essa definigao
concisa é aparentemente ininteligivel, Szabd tenta esclarecé-la
recorrendo & seguinte passagem do Livro VII de "A ReplUblica" de
Platdo: Y... sem divida, sabes como s@oc agqueles entendidos neste
estudo (os matematicos), se intentamos, num raciocinio, dividir
a ‘unidade’, riem de nossa atitude e ndo a admitem; pelo
contrario, se tu a divides,eles a multiplicam porque temem due a
unidade venha a aparecer nao como unidade, mas como uma multipli-
cidade de partes ... Supde agora ... gue alguém lhes perguntasse,
'H sabios admirdveis, que ndmeros sdo esses sobre o0s quals vos
falais? Onde estdo estas unidades cuija existéncia vbs postulais,
considerando~as perfeitamente iguais e indivisiveis?’ Que pensas

gue responderiam? Na wminha opinido, responderiam que falam de

nGmeros que podem ser concebidos, mas que ndo podem ser manusea-
dos de nenhum outro modo". (Tradugdc de P. Shorey, London-

Cambridge, Mass., 1959, vol. II, pp. 165-167}
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De acordo com essa passagem, a unidade é indivisivel

embora, na pratica, toda unidade pudesse ser dividida como O
atestavam os mercadores, argquitetos e engenheiros gregos. Mas,
para Szabd, essa passagem & instrutiva num outro sentido. Ela
fornece uma explicag¢do ineguivoca da razdo pela qual os matemati-
cos consideravam o "um" como indivisivel: o temor de gue a
unidade apareca nao como unidade, mas como multiplicidade de
partes. Pois se o "un" fosse divisivel, entdo, ele nao seria
apenas “um", mas também o seu contrario, isto &, "naoc-um", ou
seja, muitos. Portanto, foi a contradigdo gerada no pensamento

' -

pela idéia do "um" ser divisivel que levou & conclusao de que ela
nio poderia ser verdadeira. O contrario & que deyeria ser verda-
deiro. Essa & a razdoc pela qual os antigos aritméticos dgregos
proibiam o uso de fracdes na teoria dos numeros.

Conclui-se, portanto, que a aparentemente insignifi-
cante definicdo euclidiana de "um" &, na realidade, o teorema
final de uma seqgliéncia de idéias. Ela &, na realidade, a con-
clusdo de uma demonstracao indireta.

Alén disso, a forma como Platdo enfatiza as seguintes
idéias: "o um é indivisivel”, "ele exliste apenas em pensamento,
"cada um & em si mesmo completamente uniforme e nao possul
partes", continua Szabdé, nos leva imediatamente a associa-las com
as idéias de Parménides. Isso porque, Parménides caracterizou o
nger" como tendo exatamente as mesmas caracteristicas. Nao é

acidental que na filosofia eleatica o "ser"™ e o "um" sejam, de

fato, conceitos idénticos.

A conclusdao a gue chega Szabd €& qgue o problema

decisivo que exigiu a elaboracgédo de todas as definigbdes aritméti-
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cas importantes presentes na introdugdo do Livro VII dos Elemen-

tos de Euclides -~ isto &, as definigdes de "um", de "nimero”, de
"nimerc par', de "nlimero impar", de Yparte", de "nimero primo",
de "numeroc composto" - fol o debate filosdfico em torno do dogma

eledtico da indivisibilidade do ser. Isso porgque, os pitagodricos
da primeira metade do século V a.C., desejando manter o principio
da ndo-contradicio presente no espirito da doutrina eleatica,
acabaram criando o conceito abstratoe de "muitos" através da
defini¢dc de "numero". Além disso, a fim de resolverem senm

qualquer contradigé@o o novo problema da divisibilidade, introdu-

ziram definicdes dicotémicas como as acima citadas.

Mas a influéncia da doutrina eledtica nao se restrin-
giu & constitui¢do dos principios aritméticos. Ela se fez sentir,
posteriormente, também no campo da geometria. Entretanto, se no
terreno da Aritmética os principios elefticos puderam amoldar-se
com relativa facilidade, devido ao fato dos nimeros poderem ser
tratados como conceitos mentals e também por ser facil evitar a
visualizagdo concreta nas demonstragdes aritméticas, bastando
para isso substituir as pedras por segmentos de reta para repre-
sentarem os numercs, ¢ mesmo ndo acontecia no terreno da geome-
tria. Isso porque, afirma Szabd, as figuras geométricas eram
muito menos abstratas gue os nimeros (o tridngulo, por exemplo,
&, necessariamente, mais concreto gue o nimerc impar;. Além
disso, era mais dificil eliminar o método ilustrativo da demons-

tracao geométrica gue da aritmética. No dominio dos numeros,

eastava claro que sendo o "um" indivisivel e sendo o nimeroc
definido como "um conjunto composto de unidades", qualguer

guantidade definida podia ter apenas um nimero finito de diviso-
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res. Ao eliminar o tipo de divisiao que podia ser realizada "ad
infinitum", os pitagéricos eliminaram simultaneamente da Aritmé-
tica aguilo que era considerado inexprimivel, irracional ou, em
outras palavras, contraditério. Contudo, no campo da geometria,
a dificuldade residia no fato de gue tanto a matéria guanto o
espaco pareciam ser infinitamente divisiveis. Dai, a conclusio
necessaria de gue nido ha nada, nem na matéria, nem no espago, que
pudesse ser chamado "o menor". A definigdo euclidiana de "ponto"
ilustra as dificuldades encontradas em aplicar os principios

eledticos & geometria. "Ponto & agquilo que ndo tem partes'. Esta

& a primeira definigio dos Elementos de Euclides. Do mesmo modo
que no livro sobre Aritmética a primeira definigdo determina o
menor componente, isto &, o "um", os livros sobre Geometria
introduzem, por definigao, aquilo que & "o menor" em geometria,
isto &, o ponto. Essas duas defini¢des podem ser comparadas.
Assim como, fiel ao espirito da filosofia eledtica, um "nao-
nimero” ndo pode ser dispensado para se conceber os nlimeros,
também em geometria, o ponto, embora nac sendo unma guantidade
geométrica, ndo pode ser dispensado para se conceber as gquantida-
de geométricas.

A afirmagd&o de que o "ponto ndo tem partes" é prove-
niente de Zendo de Eléa que falava de "extensdo sem partes", 2
"extensdo sem partes", na terminologia de Zendo, guando referida
a0 espago, denotava o mesmo gue a palavra "agora" que ele usava
em relagac ao tempo. Zendo dividia o curso do tempo em momentos
("agoras") sem duragdc. Era esse o modo como ele provava a
contraditoriedade dos conceitos de movimento, tempo e eSPago.

Para os eledticos esses conceitos podiam ser percebidos por
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nossos sentidos mas ndc podlam ser aceitos pelo pensamento sem
incorrer em contradigdo. Mas, se insistirmos na exigéncia de nao-
contraditoriedade, devemes gqualificar nossa experiéncia sensorial
de errdénea. Fol essa a opcao feita pelos eledticos. No caso
particular do espago, ou reconhecemos a sua existéncia da forma
como & experienciado por nossos sentidos e, nesse caso, devemnos
negar a existéncia do ponto, ou aderimos estritamente ao princi-
pio de consisténcia e negamos a existéncia do espaco. Mas, se
negamos a existéncia do espago, ndo pode haver nenhuma ciéncia a

respeito do espago, isto &, ndo pode haver geometria. Dai, o

esforco dos primeiros pitagdricos em construir uma geometfria sem
contradigdes come havia sido construida a Aritmética, ter levado
a um beco sem saida. "Linha € um comprimento sem largura”. Essa
& a sequnda definicgéo presente no Livro I dog Elementos de Eucli-
des. Quando comparada com a definigido de "nimero" ndo se pode
deixar de perguntar: porque a linha ndo & definida como o nimero
em Aritmética? Se um nimero € um "conjunto composto de unidades"
porque a linha ndo & uma "soma de pontos"? Para Szabd, os antigos
evitaram uma tal definicgdo porgque ela acabaria realgando ainda
mais o cardter contraditdério dos fundamentos da geometria. Pelo
fato de reconhecerem muito cedo a influéncia das definicdes para
a fundamentacdo tedrica de uma ciéncia dedutiva é gue os matema-
ticos da antiguidade foram induzidos a enunciar postulados e
axiomas.

Apds a andlise de Szabd percebe-se claramente a
dimensdo do projeto platénico. Ele ndo inventou a desmateriali-
zagdo. Tomou—~a de empréstimo aos eledticos. Mas, se na perspecti-

va racionalista radical dos eleaticos a afirmacao da raciocnalida-
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de do real traz como consegiéncia a exclusido de tudo quanto se
possa revelar inacessivel ao pensamento, na perspectiva raciona-
lista moderada de Platdo, o primado do inteligivel sobre o sensi-
vel nao traz como conseqliéncia a negacio do sensivel. Elimina-se
a contradig¢do, desdobrando-se o0 real: o real sensivel e o real
inteligivel. £ neste Ultimo, isto &, & no mundo das Idéias, onde
habita o conhecimento matematico. E por habitar esse mundo é gue
o conhecimento matematico é caracterizado por Platd@o como atempo-
ral e nao-espacial e, portanto, ndc passivel de desenvolver-se ou

retificar-se. Nao que Platdo negasse a existéncia do tempo e do

espaco como o fizeram os eleaticos. Mas, ao fazer do tempo um
produto da inteligéncia divina, isto &, algoc gerado pela ativida-~
de do demiurgo, concebeu~o como uma entidade que, contrariamente
as Idéilas, pertencia ao mundo sensivel, este também, obra do
demiurgo. A seguinte passagem do Timeo é ilustrativa dessa
concepgdo platdénica do tempo: "Quando o pal que havia produzido
o mundo o viu por-se em movimento e viver, santudrio trazido a
existéncia para os deuses eternos (as estrelas e os planetas)
alegrou-se e, sentindo-se muito contente, pensou, todavia, em
fazé~lo mais parecido com seu modelo. E comoe o modelo & o ser
vivente, gque €& eterno, procurou gue o0 universo se parecesse o
mais possivel com ele também nesse aspecto. Ora, a hatureza do
ser vivente & eterna, carater impossivel de se conferir por
completo a uma coisa produzida. Entao, pensou como fazer uma
imitagao movel da eternidade. Assim, ao mesmo tempo gque organiza-
va o céu, da eternidade gque permanece na unidade fez uma imitacao
perpétua e moével segundo o numero, & gual damos o nome de tempo".

(Timeo 37 c6-47)



140

N&o estando o© conhecimento matematico situado na

esfera do nundo sensivel, ndc estava, portanto, submetido a
influéncia do tempo. No gue se refere ao espago, Platdo nao o
concebla como obra do demlurgo, mas como algo gue o demiurgo
devia necessariamente considerar como um dado. Porém, esse espaco
era entendido como recepticulo das cépias das idéias e nao das
proprias idéias. Consedqlentemente, o conhecimento matemdtico nao
era o reflexo das propriedades ou das relagdes entre os objetos

espacialmente configurados, isto &, os objetos sensiveis. E por

essa razdo que o resultado do confronto da muito citada opinido

de Marc Bloch de gue "a histéria & a ciéncia dos homens no tempo
- me & gue e#la ainda tem algum poder de atrair adeptos - com a
concepcdo platénica da matemdtica seria: ndo héd interseccdo entre
a ciéncia matemdtica e a histdria, uma vez que esta ciéncia nio
é nem um produto humano (pois ndc chega nem mesmo a ser algo
produzido) e nem estd subnetida & influéncia do tempo.

Entretanto, fol com esse olhar platénico transcenden-
tal, para cuja constituig¢do foram fundamentais as contribuigdes
do pitagorismo e do eleatismo, que Euclides olhou a produgéo
matemdtica de seus antecessores e, ocultando tanto os seus
produtores quanto as condigdes sob as guais se processou essa
produgao, escreveu os seus 13 famosos livros intitulados "Os
Elementos" gue viriam a exercer uma poderosa influéncia nos mais
diversos setores da atividade humana: na administracio, nas
financgas, na economia, nas atividades bélicas, no Direito, nas
ciéncias e nas ideologias, na evolugdo da prépria matematica e,
particularmente, na educagdo matematica.

Com Euclides chegamos aoc Gltimo elo da cadeia que
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constituiu a concepgdo de matemdtica do paradigma do formalismo
pedagdgico classico.

Embora seja possivel olhar para essa produgio eucli-
diana com diversos olhares, citemos dois deles - o de Upinsky e
o de Struik - gue evidenciam a ldeologia subjacente a essa con-
cepcédo.

"Depois de Pitagoras - fildsofo, mago, profeta e
mistico, Platdo, politico, idedlogo e dialético -~ aparece Eucli-
des, fundador da metodologia técnica do Poder. O encadeamento

logico tanto & necessario entre Pitagoras, Platdo e FEuclides,

como entre os principios, constituindo um programa politico e uma
retodologla técnica de execugdo." (Upinsky, 1989, p. 87)

Mas o carater descompromissado e neutro do empreendi-
mento euclidiano & apenas aparente, genialmente aparente,

De acordo com Upinsky (1989, pp. 88-89), "Sua obra
apareceu como um simples método técnico, sem conotacgio filosédéfi-
ca, politica ou espiritual; suas formulagdes sdo isentas de
gqualquer afetividade, qualquer emogdo e qualguer coisa gue se
parega com um julgamento moral, estético ou qualificativo; nao é
possivel encontrar assercgdes mais ’'ascéticas’ do que as de Eucli-
des... Nada menos do gque uma grande ilusao! Euciides codificou
seus ritos, porém, ndo nos impondo, ele nos leva imperceptivel-
mente a celebrar o culto de Pitdgoras e o de Platdo... Seus
Eleﬁentos deven ser entendidos como uma liturgia com seus seres
ideais, suas formulas e suas regras. Os seres ideais, objetos de
culto, sdo os pontos, os segmentos, as retas e os tridngulos, os
guadrados, os cubos..., figuras rigidas, angulosas, frias e

intemporais que chamamos ‘figuras geométricas’. Eles representan
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as estruturas do mundo nove. Para obté-lo se torna necessario
partir das formas e dos seres, ndo levando em conta sendo o
limite espacial externo, depois de simplificar ao maximo, esva-
ziando de sua substdncia, tornd-los rigidos e achatados, a fim de
transformd~-los em ’'figuras’ planas, pois s6 tém direito & cidada-
nia, neste olimpo, o0s seres achatados. O proprio espa¢o & visto
como um plano; redugac do espago ao plano, do plano & reta e da
reta ao ponto... Porém, para gue estas estruturas ideals, figuras
perfeitas e divinas, pudessem ter vida e existir, necessaria se

tornava uma técnica de construgdo. Euclides nos deu métodos e

definicdes gque parecem provir da arte de construir e gque assin
nos permitem atingir este objetivo. FEle codificou a arte de
demonstrar dos pitagdricos... Enfim, para fazer deste conjunto um
todo coerente, para ligar entre si os elementos, para hierarqui-
zd-1los e para fazer com gue sSe possa passar de um para outro,
Euclides os amarrou a um Gnico centro permitinde o acesso ac ‘unf
ideal. Esse centro, esse ndo do poder de gue dependem todas as
figuras geométricas & constituido por cinco axiomas e, cinco
postulados... Constatamos também gue os Elementos constituem un
modelo de centralizagdo. Fazendo reviver, pela pratica, parte do
espirito pitagorico, Euclides formalizou o sistema do poder
plano. Codificando o governo dos pontos, Euclides (teria cons-
ciéncia?) criou um modelo de poder em que os homens avidos de
poder serdc tentados a se inspirar",

De forma menos acalorada, Struik (1985, p. 202)
também constatou essa Intima conexdo entre a filosofia politica
platénica e o empreendimento técnico euclidiano: "Na escola de

Alexandria encontramos um enfoque mais técnico, nadoc metafisico,
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para a matematica, porém ndo devemos nos esquecer de gue Proclus,
setecentos anos depols de Fuclides, ainda considerava 0s Elemen-—
tos, gue pareciam ndo ter gualquer conotacido filosdfica, uma
introdugdo a filosofia de Platdo, especialmente para o entendi-
mento do Timaeus, a cosmogonia de Platdo, baseada nos poliedros
regulares, uma idéia que ainda chegou a impressionar Kepler... ou
o Timaeus & um chapéu velho, um fantastico sem sentido, ou ele é
uma contribuicdo sérlia para a compreensdo da filosofia de Platio
e do papel gque a matemdtica nela desempenha.

E entre ambos e a cosmologia pitagdrica: "Um arith-

mos, diz Fuclides, & uma multitude de unidades chamadas mdnadas
... Razbes sao relacgtes entre granderzas e nao Séq elas proprias
arithmos. Esse tipo de matematica, na qual circulos e esferas,
bem como sélidos regulares, tém um papel excepcional como figuras
de perfeigdo, fol intimamente tecida na filosofia pitagdrico-
platénica ... A matemética ndc somente entra na epistemologia e
ontologia dessa filosofla, mas também tem valores éticos e
religiosos. As harmonilias da corda vibrante conduziram as harmo-
nias das esferas e sdo dominadas pelas harmonias dos arithmos"
(Struik, 1985, p.201).

Mas é preciso estar atento e evitar reducionismos. Se
por um lado & possivel constatar e por em evidéncia o fio ideold-
gico de coloracao nitidamente eleatico-pitagdrico-platénica con
que se tece a obra euclidiana, seria, por outré lado, uma falha
irreparavel ignorar o seu nuclec objetivo. Nesse sentido, nao
podemos nos esquecer que "0Os Elementos de Euclides s8o, antes de
mais nada, uma teoria das grandezas geométricas definidas a

partir de dados empiricos, e a leitura dos Elementos apresentaria
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aspectos incompreensivels se ndo se admite esse ponto de vista.
A problematica euclidiana ndo & a de construir a geometria ’a
priori’ mas, a partir de dados iniclais, colocar em funcionamento
a maquina dedutiva gue lhe permita descobrir as verdades geomé-
tricas ... e diferentemente ao que se encontra nos textos matema-
ticos contempordneos, as coisas (gue sao expressas pelas defi-
nigdes) sado anteriores ao nome; trata-se de nomear aquilo gue
existe e nao de fazer existir pelo fato de se nomear" (Bkouche,
1982, pp. 14-15).

Esse ponto de vista de Bkouche interessa-nos particu-

larmente porque, ao ressaltar um dos elementos diferenciadores
das abordagens axiomaticas antiga e contemporédnea, permite-nos ir
além na caracterizacao da concepgdo de matemdtica do paradigma do
formalismo pedagdgico cléssico.

Um primeiro ponto a se dar destaque & que, diferente-
mente das abordagens axiomdticas contempordneas, nas quais o0s
entes primitivos s6 adgquirem significagbes por meio dos axiomas
que os ligam, na abordagem axiomdtica euclidiana, os principios
(definicbes, postulados e axiomas) gue fundamentam a matematica,
além de terem uma base experimental, aplicam—se a objetos real-
mente existentes, definidos explicitamente com palavras claras e
distintas. Nesse sentido, "sendo Euclides, como bom grego, visual
nato, ndo pede’, isto &, ndo postula nada daquilo que esteja dado

imediatamente & intuicdo geométrica ... a constru¢do nao & para

’ pacca (1944, pp. XXIII-XXIV) assinala que a palavra "postulado”
significava, para o heleno clidssico, “petigaoc”. Assim, quando Euclides notou
gque “"certas proposigdes ndo podiam ser suficientemente aclaradas por meic de
outras perfeitamente evidentes e manifestas, "pediu" ( } gque se lhe
concedessem como se fossem claras e manifestas, afim de poder tratd-las e
encaded~-las ac sistema total de proposigdes geométricas evidentes, dignas de
gerem vistas e formuladas proposicionalmente por um raciceinio encadeado pela
evidéncia e luminosidade intriseca das proposigdes verdadeliras”.



i45%
ele um meio de fazer existir os objetos geométricos para depois
investigar as propriedades que se possam ‘deduzir’ da construgao,
sem ter gue construi-las. A construgdoc ndo & uma ‘prova de
existéncia’ pois, para ele, o critério de existéncia & o da
rexisténcia visivel’, imediata ou ndo; e se a coisa ndo estiver
imediatamente visivel, o procedimento gue emprega ndo & pura e
simplesmente uma construgdo, mas uma construgdo gue torne possi-
vel uma visao" (Bacca, 1944, pp. LYXXIV-LXXV).
Um segundo ponto a destacar, decorrente da distingao

anterior, & a concepgdo de evidéncia subjacente ao paradigma do

formalismo pedagdgico classico. Segundo ela os principios nao
necessitam de demonstracac por serem evidentes. Mas por gue $ao
evidentes? Diferentemente da axiomatica contemporanea, para a
qual o concelito de evidéncla (se & gue ele existe) refere-se &
caracterizacido daquelas afirmagdes em relagdo as quais se pode
mostrar gue sua negacgaoc implica uma contradigado (Scholz, 1980, p.
13}, para a axiomdtica antiga os principiocs sao evidentes ou por
estarem baseados na experiéncia ou por se constituirem nas Gnicas
opcdes perceptiveis resultantes da conciliagdo entre experiéncia
e razao.

Um terceiro ponto a ser realcado diz respeito ao modo
como se concebem as proposigdes no paradigma do formalismo
pedagdgico cléssico. Se para a axiomatica contemporénea nao ha,
a rigor, proposigdes uma vez gue nao had objetos definidos

explicitamente dos quals se possam formular predicados que

resultem numa proposicdo verdadeira ou falsa, na axiomdtica
antiga as proposiges ndo s6 enunciam um conteGdo como também

deciden pela veracidade ou falsidade desse conteldo, tendendo a
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eliminar da ciéncia toda afirmac¢idc da gual ndo conste seu valor-
verdade (Bacca, 1944, pp. XXXVII-LXXXVIII). Isso porgque, fiel aos
principios eleaticos, toda a filosofia grega é& guiada pelo
pressuposto de gue a razdo deve afirmar a verdade e negar o falso
dando, conseqlientemente, forma de proposicgdes afirmativas aquelas
gque expressam © gue as colsas sd3c e a forma de proposicdes
negativas aquelas gue ndo expressam © gue as coisas sao (Bacca,
1944, p. XVIII).

Um guarto ponto gue devemos salientar & gque a axioma-

tica subjacente ao paradigma do formalismo pedagdgico classico

pode ser interpretada, em sua quase totalidade, como uma "fisica
tedrica", isto &, uma "fisica do espago" (Bkouche, 1982, p. 18).
Ela &, na realidade, o reflexo do mundo fisico, ainda que Fucli-
des se esforce o maximo possivel para ocultar esse fato e tente
permanecer fiel aoc dogma platdénico de ser o mundo fisico o
reflexo imperfeito do mundo das Idéias. E por essa razdo gue nos
Elementos, embora "tudo que se afirme seja empiricamente verda-
deiro, a experiéncia nunca & invocada como uma justificacdo
{Blanché, 1987, p. 9).

E nesse sentido gue seria legitimo falar de um
empirismo euclidiano sobreposto a um racionalismo euclidiano, o
que revela o carater epistemoldgico dual do empreendimento
euclidiano: empirico no que se refere ao seu conteldo e racional
no que diz respeito ao método de justificacao do valor cognitivo
das proposigdes. Ou, como afirma Blanché (1987, p.15), "unm
teorema da geometria (euclidiana) & simultaneamente uma infor-
magdo sobre as ceisas e uma construcgédo da inteligéncia, uma lei

da fisica e o elemento de um sistema 1dgico, uma verdade da
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experiéncia e uma verdade racional".

Talvez tenha sido essa possibilidade de dupla leitura
do conhecimento matematico, isto &, uma concepgdo fisicista
sobreposta a uma concep¢dc estritamente teoérica que tenha origi-
nado na Grécia Classica, a cisdo desse campo do conhecimento em
dois compartimentos radicalmente distintos: uma matemdtica pura
e uma matemdtica aplicada.

Entretanto, essa sobreposigao de concepgbes, por
razbes mencs de ordem técnica que ldeoldgicas, tomou entre os

gregos, a forma de oposigdc, de dicotomia: de um lado a Aritméti-

ca {(entendida como ciéncia tedérica dos nimeros) e a Geometria (em
sua concepgdo tedrica racional) consideradas ciéncias nobres, e
de outro a Logistica (ou calculo numérico) e a Geodésia (ou
geometria pratica} consideradas conhecimentos vulgares.

Essa dicotomia gue perpassa o terreno da matemdtica
era o reflexo de uma outra, de malor amplitude: aguela existente
entre teoria e atividade préatica procdutiva.

A concepgdo filoséfica moderna de gue o homem $06 se
humaniza através do trabalho, isto &, através da transformagdo do
mundo material, era estranha ao pensamento grego, embora nao lhe
fosse desconhecida a atitude nao-depreciativa em relagdo ao
trabalho produtivo e &8s artes mecanicas como atestavam o Hesiocdo
de "0s trabalhos e os dias"e alguns sofistas como Prodico (Vaz-
quez, 1968, p. 17 e p. 24). Entretanto, era hegembnica a con-
cepcgdo negativa da relagdo teoria-pratica - defendida preponde-
rantemente por Platdo e Aristételes - segundo a gual o homem s6
se aperfeigoa "através da isencgdo de qualquer atividade pratica

material e, portanto, separando a teoria e a contemplacgao, da
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pratica" (Vazquez, 1968, p. 17).
Essa exaltacdo (e redugdo)} do homem como ser tedrico
é propria de uma socledade cuja produgdo esta orientada exclusi-
vamente ao atendimento das necessidades dos cidaddos da polis.
Dai a oposicdo entre trabalho intelectual e trabalho fisico. Dai
a superioridade do espiritual sobre o material. Dal o desdém
pelas aplicagdes praticas da aritmética e da geometria.
Ressaltemos, finalmente, um guinto e Gltimo aspecto
caracterizador da concepgédo de matematica inerente ao paradigma

do formalismo pedagdgico cldssico: a convicgdo de que o sistema

- ]

de verdades geométricas & Gnico. Sdc pelo menos_dois 08 pressu-
postos relativos a teoria do conhecimento em que se assenta essa
convicgdo. O primeiro refere-se & adogdo da concepgdo classica da
verdade, isto &, da concepcdo de verdade comoe correspondéncia ou
adequac¢ac. De acordo com essa concepgdo a verdade & propriedade
do ser e sendo uno o ser de cada coisa, o conhecer passa a Ser o
ato de identificar-se com esse unitario ser das coisas. E a
classica fdérmula aristotélica: "N&o és branco pergue te conside-
ramos corretamente branco; ao contrario, & por seres brancc gue
temos razdo no gque afirmamos".

Essa concepgdo de verdade relativa ao conhecimento em
geral, gquando aplicada ao conhecimento geométrico em particular,
resulta nas seguintes crencgas:
~ 085 seres deométricos sé podem ser o gue sdo de uma Unica

maneira;
- o modo como os seres Jgeométricos manifestam o que sao e
também as suas propriedades & também unitario num duplo senti-

do: primeiro porque devem manifestar o que sao e segundo porgue
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ndo podem mudar o tipo de manifestacido como acontece com certos
corpos, come a éagua, que podenm passar por diversos estados
{Bacca, 19%44, pp. X-XIII).

Conseqlientemente, o ser uno dos objetos geométricos,
néo podendo estar em diversos estados, sd pode ser verdadeiro de
uma Unica maneira. Dail ser uno o sistema de verdades geométricas.

0 segundo pressuposto em que se assenta essa con-
vicgdo refere-se & forma classica de se conceber a relacdo
sujeito-objeto no ato do conhecimente, que se caracteriza por uma

"falta de espontaneidade criadora deo sujeito" ou de '"passividade

receptora pura" do sujeito frente ac objeto.

No caso particular do conhecimento ¢eométrico, essa
"falta de espontaneidade criadora" do sujeito & revelada pelo
cardater limitado do procedimento de construcgdo na obra euclidia-
na. De fato, as construgdes euclidianas "1imitam~se a reproduzir
as mesmas coisas dadas 8 intuigdo contemplativa dos objetos -
construir retas iguals a outras dadas, construir figuras, &ngulos
iguais a outros dados, etc. - e assim, a reta e o circulo, a
régua e o compasso, foram seus instrumentos naturais para cons-
trugdes geométricas, ou melhor, para a servil cbpia do real dado
imediatamente" (Bacca, 1944, pp. XIV=XV). Logo, "se o entendimen-
to de cada sujeito se sente passivo frente ac ser e & verdade das
coisas e se essas colsas ndo lhe apresentam sendo um sé tipo de
verdade ontica, isto &, se sd se lhe manifestam de uma s& manei-
ra, o entendimentoc n&c poderd ver sendc uma sékverdade e, ao
formuld-la, s® nos dara um Gnico sistema de proposicbes basicas

ou axiomas" (Bacca, 1944, p. XIV).
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3. A DIMENSAO TELEOLOGICO-AXIOLOGICA SUBJACENTE AO

PARADIGMA DO FORMALISMO PEDAGOGICO CLASSICO

Uma vez caracterizada a concepgdo de matemdtica
subjacente ao paradigma do formalismo pedagdgico classico,
passemos ao exame de nossa segunda categoria de anadlise.

No terreno educaciocnal as castas egipcias dominantes
ja& haviam percebido que a perpetuagdo dessa dominacgaoc passava
necessariamente pela promogdc da separagdo entre instrugido e
trabalho, pela exclusdo da maioria da populacdo & participacao
educativa e pela submissdo dos ideals educativos a formagido de
quadros destinados ao desempenho eficaz das tarefas politico-
administrativas (Manacorda, 1989, pp. 9-40). Fiel a essa forma de
se conceber os fins educativos, a educagdo matemadtica cumpria
significativo papel na formacao do escriba em suas miltiplas
especializagdes. O conteldo matemdtico presente nos papiros de
Rhind, de Moscou e Anastasi I, atesta-nos o carater exclusivamen-
te pragmatico da instrug¢do matemdtica presente nessa formacdo e
a natureza invariavelmente algoritmica e repetitiva do método de
ensino. S8o problemas relativos ao calculeo das superficies dos
canpos, dos volumes dos edificios e recipientes de armazenagem de
grdos de cereais, das dosagens para a cervela, dos impostos a
serem pagos pelos stditos, etc., quase todos acompanhados pelo

conselho didatico do "Faze assim em todos os casos semelhantes,
como te fol sugerido por este exemplo" (Manacorda, 1989, p. 34;
Gillings, 1982}.

De certo modo, 0s gregos mantiveram alguns dos aspec—

tos da educacdo egipcia, mas no que se refere particularmente &
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educacidoc matematica, deram origem a uma nova concepgao, de
cardter ndo-pragmatico, dos fins a serem atingidos por intermédio
dela. Do mesmo modo cemo foram os primeiros na histdéria a
perceberem a possibilidade de uma nova forma de se conceber o
conhecimento matematico (uma matematica teérica fundada em
principios) também foram os pioneiros no sentido de vislumbraremn
uma nova finalidade para o seu ensino, além da orientagao pragma-
tica ja& cristalizada.

Que a percepgdo da peossibilidade de estabelecimento

de novos fins educativeos a essa cléncia estava subordinada a

possibilidade de se concebé-la de forma diferente, atesta-nos uma
passagem do "Catalogo dos Gedmetras" (59 século d.C.) de Proclo
no gual se preservou um pequeno extrato da mais antiga histoéria
da matemdtica grega (obra perdida) escrita por Eudemo, discipulo
de Aristételes, no 49 século a.C.. Lé&-se al gue Pitdgoras havia
mudado o objetivo da geometria ao dar-lhe uma forma gue permitiu
a ela tornar-se parvte da educagao das pessoas livres. Se atentar-
mo-nos para o fato de gue na concepcao da sociedade escravagista
antiga a pratica, isto &, a praxis, ndo é& digna de um homen
livre, devendo este engajar-se apenas na contemplacido, isto &, na
teoria (Szabd, 1960, p. 31), seremos for@ados.a admitir que
somente o surgimento desta nova forma de se conceber a geometria,
gue rompia com a tendéncia empirica e ilustrativa até entiao
hegeménica, foi capaz de elevd-la & categoria de algo digno de
ser ensinado. Entretanto, & a pedagogia platénica gue mnelhor
ilustra e sistematiza essa alteragdo de rumo relat;va acs fins da
educacdo matematica e aos valores a seren promovidos por intermé-

dio dela. E a teleologia e a axiologia subjacentes & concepcgéao
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platénica de educagao matematica dque devera integrar-se ao
paradigma do formalismo pedagdgico classico. Sem davida, essa
concepcdo tem como fonte inspiradora os ensinamentos dos pitagd-
ricos, notadamente os do matematico e estadista Arquitas de
Tarento, "o modelo vivo para a educag¢do matemdtica dos governan-—
tes de Platao" (Jaeger, s/d, p. 848}.

Contudo, do mesmo modo como interrogamo-nos scbre a
possibilidade de surgimento da matemdtica tebrica, podemos também
interrogarmo-nos sobre a possibilidade de surgimento da ideologia

politica conservadora de Platdao, & qual estdo vinculados as suas

idéias pedagdgicas, © seu ideal educativo e, mais.particularmen—
te, o papel atribuido & educacgdo matematica.

Em certo sentido, o contexto histérico caracterizado
pela decadéncia de Atenas apds ter saldo derrotada das guerras do
Peloponeso, ira favorecer o aparecimento e a difusaoc da ideologia
politica platdnica e do ideal educativo a ela subjacente. A
avaliagdo feita por Platdo deste momento histdrico e a sua in-
tengdo de conter este estado de deterioragio, fazem com gue ele
acabe estabelecendo uma suposta correlacdo positiva entre vida
democratica e decadéncia.

Sendo a democracia o reino da opinido e sendo a
politica, para Platdo, uma guestdo de saber e ndo de opinido,
argumentava que a democracia era um caminho aberto ou a demagogia
ou & tirania.

"Para Platdo, a linguagem €& eivada de armadilhas,
sortilégios e perigos. A multiddo, maravilhada pela palavra de um
orador, pode, em consegiiénclia, votar cegamente contra o interesse

piblico. E por isso gue os sofistas, que ensinam a arte de
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seduzir e de persuadir por meio de palavras, constituem um alvo
permanente para Platdo" (Piettre, 1989, p. 23}.

De fato, assinala Daros (1987, pp. 544-545), "Platao
advertia que a sociedade de seu tempo tinha preferéncias pela
vida democratica, pela discussdo critica e livre, estabelecida
pelos sofistas. Em seu modo de ver, isto representava uma degene-
ragéo social e propugnou, como reagdo, um governo aristocratico
com pensadores aristocraticos e idealistas como ele, os Unicos
gue possuiam a verdade acerca da natureza do homem e da coisa
pablica®,

Vé-se, portanto, que do mesmo modo como o surgimento
da matematica tedérica ndo poderia ser explicado sem se levantar
a hipétese da existéncia de uma tendéncia anti-empirica e anti-
ilustrativa, tanbém o surgimento da doutrina pedagbgica platénica
néq seria explicavel sendc como uma reacldo a uma tendéncia
pedagdgica de natureza pragmidtica gue tivesse tido ou estivesse
tendo ampla difusdo e aceitacdo entre os gregos. No caso, essa
tendéncia era representada pela antiga educacgao sofistico~retdri-
ca que, surgida no século V a.C., "havia criado sélidas raizes na
vida espiritual dos gregos. Reforgando esse ponto de vista,
Jaeger (s/d, p. 316} assinala gue Y"do ponto de yista histérico,
a sofistica & um fendmeno tdo importante como Sécrates e Platdo.
Mais: nédo & possivel concebé~los sem ela.

0 aspecto dessa contraposigdo gue agul nos interessa

diz respeito aos fins e valores da educagdo. A esse respeito,

existia entre os sofistas a conviccdo comum de que a educacdo néo
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86 devia, como podia, realizar no homem a ‘“arete" pelitica‘.
Enbora o conceito de "arete' estivesse desde o inicio dos tempos
homéricos vinculado & questdo educativa, ele foi sofrendo alte-
racdes com o desenvolvimento histérico gque vao desde a mais
antiga concepcdo e a destreza dos guerreiros ou lutadores, isto
&, a uma forma de heroismo entendido como agao moral indissociada
da forca, até & concepgdo politica de “arete! gque entende o homem
vinculado a um Estado juridico (Jaeger, s/d, p. 24 e p. 311).
Fol o movimento educacional da sofistica gue reivin-

dicou, pela primeira vez, o ideal educativo de uma arete politica

baseada no saber. A possibilidade mesma de se colocar tal revin-
dicacdo relaciona-se com a mudanga que se opera no Estado na
época do imperialismo de Péricles, em que "a racionalizagao da
educacgio politica nao passa de um caso particular da racionali-
zacdo da vida inteira que, mais do gue nunca, se basela na agéao
e no éxito" (Jaeger, s/d, p. 326). |

A educac¢ao pragmatica dos sofistas veio preencher sob
medida essa exigéncia, e uma vez gue os dotes oratdérios eranm
indispensiaveis para assegurar o éxito nas assembléias e nos
tribunais, toda a educagdo politica, isto &, agquela gue visava a
formagao do cidadido, deveria basear-se fundamentalmente na arte
da retérica - falar, discorrer ou demonstrar a veracidade de uma
tese td0 bem quanto a verdade da tese contraria.

Esse tipo de pragmatismo traz implica¢des no plano da

¥ vranto em Homero como nos séculos posteriores, © ceoncelto de ‘arete’
é fregilentemente usado no seu sentido mals amplo, isto €, ndo sb para designar
a exceléncia humana, como também a superioridade de seres nido humanos; a forga
dos deuses ou a coragem e raplidez dos cavalos de racga. Ao contrérioco, o homem
vulgar ndo tem 'arete’ e, se o escravo descende por acaso de uma familia de
alte estirpe, Zeus tira~lhe a metade da ‘arete’ e ele deixa de ser quem era
dantes. A 'arete’ & o atributo préprio da nobreza™ (cf. Jaeger, s/d, pp. 23-
249 .
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teoria do conhecimento, mais particularmente na questdo referente
4 concepcdo da verdade. Ele pode levar-nos a defesa do relativis—
mo - como de fato, o fez Protagoras - para guem nao havia verdade
que se impusesse ao homem em gualguer dominio do conhecimento, ai
incluidas a moral e a politica, uma vez que & o homem a medida da
verdade e do valor. Ou entdo, pode obrigar-nos a aceitar a tese
do ceticismo radical, como de fato o fez Goérgias, para guem O
verdadeiro era tudo aquilo que se conseguia convencer como sendo
verdadelro, uma vez que nao existia gqualguer verdade absoluta

(Piettre, 1989, p. 14}.

£ contra essa concepcdo pragmatica de educacdo
defendida pelos sofistas e suas implicagdes no plano da teoria do
conhecimento gue deverd insurgir-se Platdo. A questdo central que
surge dessa contraposigdo, que Platdo coloca a si proprio e tenta
superar através do Soécrates platénico de seus dialogos, €& a de
como empregar as palavras, ndo para seduzir ou convencer, nas
para descobrir a verdade. E s aqueles gue possuem a totalidade
da verdade devem, segundo ele, pessuir também a totalidade do
poder. Estabelece-se assim, por um lado, uma conexao entre
verdade e poder, uma vez gue s o homem moralmente perfeito pode
ser um perfeito cidadao. Mas o territério da verdade nado se
atinge pelo caminho das certezas faceis derivadas do testemunho
dos sentidos ou do senso comum das opinides. Ao contraric, ele
localiza~se no limite superior de uma longa e penosa trajetéria
a éer percorrida pela inteligéncia, isto &, pela razdo. Somente
situando-se no interior desse terreno bem delimitado é dque se
pode "contemplar o bem". Essa "contemplagao", entretanto, nao se

confunde com misticismo ou uma espécie gualquer de intuigao
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misteriosa, nmas deve ser entendida como sinénimo de saber, isto
&, de ciéncia.

Consegiilentenente, €& a contemplagao do bem - gue
coincide ao mesmo tempo com © grau maximo de conhecimento,
critério de verdade desse conhecimento e fonte de toda moralidade
e perfeicdo - que constitul o objetivo da ciéncia das idéias,
isto &, da dialética e a finalidade suprema da educagdo. Desse
modo, além do vinculo estabelecido entre verdade e poder, isto é,

entre as dimensdes cilentifica e politica da educacgdo, a teleolo-

gia e axiologia platénicas aglutinam num todo indissociavel os

aspectos ético e estético do ato educativo, uma vez que o ato
individual de elevar-se culturalmente no sentido da contemplacgao
do bem & tido, simultaneamente, como bom e belo, 1isto €, &
eticamente elogisvel e esteticamente agradavel.

Em decorréncia desta concepgdo dos fins educativos
podemos afirmar como o faz Marrou (1973, p. 111) gue, em Platédo,
"o ideal em func¢do do qual se informa o discipulo & um ideal de
sabedoria mais do gue de eficiéncia pratica ... a norma nac &
mais o sucesso, mas a verdade: dai o valor conferido ao saber
verdadeiro, fundado em rigor demonstrative, cujo simbolo & a
verdade geométrica gue o Ménon oferece como exemplo" {grifos
nossosj.

De forma coerente com esse ideal educative, as
matérias de estudo ndc tém para Platdo um valor prético; elas se
constituem exclusivamente em meios de disciplina mental; néo séo
sendo veiculos para se desenvolver a capacidade de pensamento
através do uso do método dialético.

A matemdtica néo escapa a essa regra. Entretanto, no
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Livro VII de "A Repiiblica", na segdo gue tem por objetivo refle-
tir sobre a natureza das ciéncilas mais indicadas & formagdao do
fildosofo, o Sécrates platdnico, apds referir-se a matematica como
aquela ciéncia capaz de fazer com que "a alma saia de um dia
escuro como a hoite e entre em um dia verdadeiro" e "a ciéncia
que arrasta a alma do vir-a-ser para o ser", induz Glauco a
aceita-la como um conhecimento indispensavel para aquela for-
magdo, pelo fato dela possuir uma qualidade adicional: "a de nao
ser inuatil para os guerreiros" (Platdoc, 1989, p. 57).

Percebe-se, portanto, que Platdoc, no seu intento de

demonstrar a importdncia pedagbgica da matemdtica serve-se, com
perspicécia, do duplo estatuto epistemolégico dessa ciéncia
apelando para seu aspecto "puro" guando se trata de tornar
visivel o seu poder de "conversdo das almas" e para o seu aspecto
"aplicado” gquando se trata de por em evidéncia a fungdo desse
conhecimento para a agdo politica eficaz.

0 fato de Plat@o referir-se, nesse momento, ao
aspecto bélico e ndo a qualguer outro tipo de aplicagdo da
matematica, para tornar mais persuasiva a relagdo gue busca
estabelecer entre essa ciéncia e a agdo politica, mostra-nos uma
vez mais a sua habilidade dialética. Isso porgue, como tencicnava
formar o filésofo, isto &, os dirigentes da peolis, e sendo estes
recrutados entre os guardides ou guerreiros’, o aspecto bélico
era o que possula um maior potencial de sensibilizacdo.

Além disso, Platdo sabia que "o desenvolvimento da

9 Cx o o P .
"Guardido @, geralmente empregado como sindnimo de guerreiro e de

soldado. Mas possul também um sentido mais amplo: o fildsofo, recrutado entre
os guerreiros, € também um guardido da Cidade,pois vela pela sua ordem e pelo
seu pbem" (Piettre, 1989, p. 63}.
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ciéncia da guerra no século IV a.C. requeria um conhecimento cada
vez malor das matematicas" (Jaeger, s/d, p. 840), tornando essa
ciéncia, particularmente a ciéncia dos nameros', um instrumento
indispensavel para estrategistas e governantes,

Mas o fato de Platdo referir-se & natemédtica aplicada
e, malis particularmente, & aplicagdo da matemdtica a ciéncia da
guerra é, como diz Jaeger (s/d, p. 841) "uma mera concessdo feita
& cultura dos governantes por ele visada". Isso porgue, para

Platdo, o verdadeiro valor pedagdgico da matematica ndoc estd em

seu conteldo, mas em seu método, uma vez que somente essa forma

rigorosa e perfeita de se raciocinar pode constituir-se em
prelidio & dialética, & ciéncia das idéias.

A matematica & a intermedidria natural entre o mundo
sensivel e o mundo das idélas pois o método que legitima as suas
verdades "nos revela um mundo cordenado, medido, hierarquizado e
harmonioso, gue nos impele a conceber um mundo distinto da reali-
dade sensivel, superior em retiddo e beleza ... revela-nos a
existénclia de realidades verdadeiras e néo~sensiveis e que sb sdo
verdadeiras por ndo serem sensiveis" (Piettre, 1989, pp. 28-29).

Plat@o ndo somente exalta e sobrevaloriza a dimensao
légica do conhecimente matematico, como também tem clareza da
originalidade de seu ponto de vista pedagdgico uma vez que afirma
que, antes dele, jamals essa ciéncia havia sido ensinada com tal
finalidade. Desse modo, "transcendendo as preocupa¢des utilita-

rias, Platdo confia ds matematicas um papel antes de tudo prope-

m Segundo a lenda, a ciéncla dos nimeros foli criada por Palamedes, herdi
que combateu na guerra de Trdia. Fol Palamedes quem ensinou Agamémnon a usé-la
para fins estratégicos e taticos. Platdo, ironizando esse ponto de vista,
dizia que Agamémnon ndo sabia nem mesmo contar os seus dedos. Como esperar
dele gue contasse os contingentes de seu exército? (Jaeger, s/d, p. 840).
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déutico: elas devem, ndo mobiliar a mendria com conhecimentos
Gteis, mas formar uma ‘teste bien faicte’, ou seja, um espirito
capaz de receber a verdade inteligivel, no sentido em que a
geometria fala de um arco ‘capaz’ de um &dngulo dado" (Marrou,
1973, p.124).

Portante, de acordo com a doutrina platdénica, ensina-
vam~se e estudavam-se as disciplinas matematicas ndo por seus
valores intrinsecos ou utilitarios, mas como meios de elevacéao
espiritual no sentido de conhecimento da natureza da verdade

absoluta, a fim de se atingir a disciplina suprema (Manacorda,

1989, p. 57).

Nesse sentido, com o passar do tempo, a conguista da
digciplina mental = inveng¢do da pedagogia platédnica - passa a
constituir a finalidade atribuida & educagdo matematica no
interior do paradigma do formalismo pedagbgico classico. E com
razdo, portanto, gue Blanché (1987, p. 10) afirma gue, entre os
gregos, "quando se ensina geonetria as criangas ndo & tanto para
ensinar‘vefdades, mas antes para lhes disciplinar o espirito,
pois a préatica da geometria criaria e desenvolveria o habito do
raciocinio rigeoroso" (grifos nossos). Antes dele, porém, L.
Brunschvicyg (1972, p. 84) 7Jj& havia percebido isso com clareza
gquando afirmava gue "FEuclides, para as numerosas geragdes que se
alimentaram de sua substancia, foil talvez ndo tanto um professor
de geometria, mas antes um professor de ldgica®.

Foi, portanto, com a concepgac platdnica da finalida-
de atribuida a educa¢do matematica que aparece, pela primeira vez
na histdria dessa &rea de conhecimento, um primeiro modo de

ruptura entre forma e conteido matematico, sendo a énfase posta
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sobre o primeiro elemento desse par tensional. A énfase na fornma,
no sentido de énfase no método aristotélico-euclidiano de se re-
produzir o contetdo matemdtico j& produzido de outra forma, foi
a razao do aparecimento histérico do primeiro tipo de formalismo

em educacio matematica.

4. AS DIMENSOES PSICOLOGICA E  DIDATICO-METODOLOGICA

SUBJACENTE AO PARADIGMA DO FORMALISMO PEDAGOGICO CLASSICO

Mas se para Platdo a finalidade pedagdgica da matema-
tica era a de constituir-se em meio de elevagao espiritual, qual
o método de ensino a seguir? Como fazer o aprendiz alcangar a
disciplina suprema e ter acesso ao terreno das verdades absolutas
gque habitam o mundo das Idéias?

0 método em gue se baseia a agao pedagbgica que se
pode inferir dos didlogos platdnicos & o da dialética socratica.
Esse método, basela-se antes de mals nada e fundamentalmente na
palavra, isto &, no dominio da arte de argumentar oralmente.

Na seguinte passagem do '"Ménon" de Platao, € o
préprio Soécrates que atesta essa primeira caracteristica de seu
método.

Ménon: - "Segunde tua definigdo, figura & o gue sempre tem uma
cor. Seja! Mas se alguém dissesse gue nado sabe o (ue &
cor e permanecesse desse modo na mesma lgnordncia a

respeito da figura, gue poderias dizer?"
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Sécrates: - "Que ela & verdadelra e, se tivesse que tratar conm
um desses homens hébeis e disputadores gue vivem a

procurar brigas e disputas (Socrates refere-se aos
sofistas), eu lhe diria apenas: ’‘Del a explicagac que

melhor me pareceu. Se te parece gue ndo falo certo,

deves tomar a palavra e convencer-me do contrario’.

Todavia, quando dois bons amigos, como eu e tu con-

versam, a resposta deve ser dada com maior dogura e

mais de acordo com o espirito da conversdo. O que

caracteriza esse espirito, segundo penso, consiste, nao

em s6 dizer a verdade, mas fundamentar as respostas
unicamente nagquilo gque o proprio interlocutor reconhece
saber. Segundo este espirito €& que vou procurar,
contigo, resolver a guestdo." (Platao, s/d, "Ménon",
pp. 48-49).

Essa primeira caracteristica do métode pedagégico
socratico era comum ao método empregado pela maioria dos sofis-
tag. Entretanto, a dialética socrédtica possula ainda uma caracte-—
ristica adicional que a tornava extremamente original: o estabe-
lecimento de uma relacido dialdgica entre o mestre e o aprendiz.
Esse didlogo constituia-se de doils momentos articulados: o da
ironia, no qual buscava-se trazer ao plano da consciéncla o erro
do interlocutor, e o da maiéutica, no qual tentava-se fazer com
gue o interlocutor acreditasse que a verdade procurada estava

adormecida no interior de si préprio.
A etapa da ironia tem notdria semelhanga com o método
da demonstracdo indireta utilizado pelos matematicos e, provavel-

mente, Sécrates deve ter percebido o valor pedagdégico desse
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método.

Qualgquer gue seja a guestdo a ser investigada, o
mestre, num primeiro momento, simula uma situagdo de ignorancia
e contenta-se em levantar perguntas aparentemente ingénuas sobre
o tema. De inicio, o aprendiz responde com seguranga, nas a
medida que a conversagdo prosseque ele acaba chegando & uma
situacdo desconcertante e até mesmo absurda em fungdo do habil
encaminhamento dado pelo mestre ao didlogo. Em seguida, o mestre
traz ao nivel da consciéncia o postulado gque gerou as conclusodes

contraditdérias e gue, justamente por isso, deve ser prontamente

rejeitado e substituido por outro.

Como se nota, a preocupacdo pedagdgica subjacente a
esse método & menos a de transmissiao de um conhecimento j& pronto
ao aprendiz do gue a de estimular a capacidade de pensar.

Mas se a etapa da ironia da dialética socratica se
inspirou do dominio da prépria matemdtica e dai extraiu o seu
fundamento, o© mesmo nio se pode dizer em relagdo & etapa da
maiéutica.

A etapa da maiéutica do método socratico assenta-se
na famosa teoria da reminiscéncia de Platdo - o dque mostra gue o
pitagorismo exerceu também influéncia sobre a sua doutrina
pedagdgica. Segundo essa teoria, da forma como Platdo a expde no
Ménon, o vir a conhecer identifica-se comn recordar, uma vez Jgue
a alma, antes de habitar este mundo de aparéncias em ¢ue vivemos
e que por estar aprisionada por um corpo, estd submetida a
enganar-se freglientemente devido as agdes desorientadoras dos
sentidos, teria pré-existide num ambiente puro, imaterial e

imutdvel, no qual esteve emn contato direto com a eterna e
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auténtica realidade das verdades geométricas. Dai, para se por
novamente em contato com elas, era suficlente um simples esforgo
para se recordar o que se havia caido em esguecimento.

A palavra "verdade" em grego - aletheia - pde a nu e
confirma-nos essa caracterizacio platénica do conhecimento come
agquilo gue sobrevive a meméria, uma vez que o seu significado &
o oposto de "esquecimento" (léthé em grego) (Marizot, 1982, p.
157)

Percebe~se, portanto, que o pressuposto de natureza

psicolégica em gue se baseila essa primeira versfdo da teoria

platénica da reminiscéncia & gue "o conhecimento é adguirido por
reintegracdo progressiva de lembrancas de uma existéncia ante-
rior" (Mugler, apud Michel, 1959, p. 50),

Essa existéncia anterior, entretanto, esta ainda
submetida ao dominio do tempo.

Porém, wmais tarde, no Timeu, Platdo fornece uma
segunda versdaoc da teoria da reminiscéncia que assenta-se agora
num novo pressuposto psicelégico: o de que "o conhecimento é
adgquirido por antecipac¢dc intuitiva de uma realidade gque se
subtrai ao dominio do tewmpo" (Mugler, apud Michel, 1959, p. 50).

Entretanto, ndo fol o método dialético platdénico-
socratico o métodc pedagdbgico dominante na Antiguidade. Ao
contrario, devido & sua originalidade e ao seu carater revolucio-
nario, numa época em que aprender ainda era sindnimo de "saber de
cor", acabou exercendo pouca influéncia na educacgaoc antiga,
particularmente na educacdo wmatematica (Assa, 1977, p. 76).

De fato, com © passar do tempo, a énfase em educacdo

matemdtica, como em toda educagdo, €& posta mais no rigor da
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proposta operacionalizada que ilustre um terceiro modo da
histéria relacionar—se com a Educacdo Matematica. Além disso, no
meu modo de entender, quando, pedagogicamente, nos situamos
voluntariamente no interior do paradigma histérico - que de modo
algum influenciou a formagdo dos professores e dos estudantes de
matematica que ai estdo - a guestdo que se coloca & menos de
viabilidade que de necessidade; é menos de viabilidade que de
abertura de novos horizontes e perspectivas.

Uma vez que a guestio para a gual nos voltaremos sera

a de constituigido de uma proposta, a parte restante do asforco

que faremos neste Estudo devera direcionar-se no sentido da
fundamentacio histérico-epistemolégica, psico-pedagégica e sécio-
politica dessa proposta operacionalizada.

Antes, porém, de apresentarmos o estudo historico-
pedagégico-operacionalizado, exporemos e comentaremos, de forma
breve, alguns pressupostos de carater geral due © fundamentam e,
apds isso, tentaremos mostrar como esses pressupostos operanm de
modo especifico na fundamentacdo do estudo sobre os nineros

irracionais.

2. PRESSUPOSTOS GERAIS SUBJACENTES AO ESTUDO HISTORICO-PEDAGOGICO-

TEMATICO

Um primeiro pressuposto de natureza histérico-
metodolégica que orientou a reconstituigdo do tema diz respeito

a op¢do que fizemos por uma "histéria-problema" em oposigdo a uma



171
histéria de carater estritamente factual, isto &, em oposigao
dquilo que os historiadores chamam de "histéria-narrativa™ ou
"higtoéria—-crénica".

E claro gque denunciar os limites da histéria factual,
como tdo bem o fizeram L. Febvre e M. Bloch, ndo significa negar
abusivamente que "os acontecimentos fagam parte de maneira
determinante do trabalho do historiador", como ressalva Lardreau
(Lardreau, 1989, p. 56). Porém, reduzir a intencionalidade
especifica da ciéncia histérica ao desejo de saber o gue se

passou &, como afirma Aron, "assimilar o historiador ao cronista®

e encarar o conhecimento histérico como "uma simples acumulacdo
de fatos" (Aron, 1983, pp. 60-61). Mas, continua Lardreau,
"Febvre e Bloch renovaram bem mais os estudos histédéricos lutando
pela histéria-problema. Ndo apenas descrever, mas resolver; ou,
pelo menos, por problemas™ {Lardreau, 1989, p. 51}. Subjacente a
essa opgdo pela histédria-problema esta, € claro, nao a concepgao
de histdéria como a ciéncia do passado, mas aquela gue a encara
como '"um diélogo do presente com o passado, no gual o presente
toma e conserva a iniciativa" (Aron, 1983, p. 17). Isso porgue,
como sugere o© argumento epistemoldgico de Le Goff, "ndo ha
realidade histérica acabada, que se entregaria por si propria ao
historiador". (Le Goff, 1990, p. 31-32}), ou entdo, como reforga
o argumento psicoldgico de Bloch, "porgue a natureza do nosso
entendimento inclina-o muito menos a guerer saber do gue a querer
compreender, donde resulta que s6 sdo auténticas, em seu enten-
der, aguelas ciéncias gue logram estabelecer entre os fendmenos
ligacgdes explicativas" (Bloch, s/d, p. 16).

fisses argumentos reforgam nossa convicgdo da necessi-
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dade de se proceder a uma reconstituicdce racional do passado,
isto &, a conviccgao de gque "o espirito deve intervir e elaborar
um mundo inteligivel a partir do dado bruto" (Aron, 1983, p. 18).
Isso equivale a afirmar a mGtua subordinagdo entre histdéria e
epistemologia, uma vez gue é& esta Gltima gue fornece, ainda que
de modo implicito, os elementos orientadores por meio dos gquais
o historiador ceonstréi o seu discurso racional.

Bachelard percebeu com profundidade essa interacéao
necessaria entre histoéria e epistemclogia quande afirmou gue "a
epistemologia ensina-nos uma histéria cientifica tal como deveria
ter side ... e situa-nos, entdo, num tempo loégico, nag razdes e
nas consequéncias bem colocadas, num tempo légico gue ndo mais
tem as delongas da real cronologia"™ (Bachelard, 1977, p. 114.
grifos do autor).

Esse mesmo componente subjetivo no modo de se conce-
ber a histéria evidencia~se, com finissima sensibilidade, no "sou

quem falhei ser" e no "somos guem nos supusenos" de Fernando

)y
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dade de se proceder a uma reconstituicdo racional do passado,
isto &, a convicgado de gue "o espirito deve intervir e elaborar
um mundo inteligivel a partir do dado bruto" (Aron, 1983, p. 18).
Isso equivale a afirmar a midtua subordinagdo entre histdria e
epistemologia, uma vez gue & esta Ultima que fornece, ainda que
de modo implicito, o0s elementos orientadores por meio dos quais
o historiador constréi o seu discurso racional.

Bachelard percebeu com profundidade essa interacéo
necessdria entre histéria e epistemologia quando afirmou gue "a

epistemologia ensina-nos uma histéria cientifica tal como deveria

ter sido ... e situa-nos, entdo, num tempo légico, nas razdes e
nas conseguéncias bem colocadas, num tempo légico gque ndo mais
tem as delongas da real cronologia" (Bachelard, 1977, p. 114.
grifos do autor).

Esse mesmo componente subjetivo no modo de se conce-
ber a histéria evidencia-se, com finissima sensibilidade, no "sou
guem falhei ser" e no "somos guem nos supusemos" de Fernando
Pessoa, que ndo apenas incorpora ao plano da historicidade o
elemento imaginario, isto &, os sonhos, as representacdes, os
projetos ndo realizados, como também eleva essa outra face oculta
da histdéria & dimensdo de "verdadeira histéria".

Mas essa subjetividade ndo & irrestrita uma vez que,
como assinala Lardreau, "se ha um nimero indefinido de discursos
possiveis & também verdade gue hd um namero indefinido de discur-~
S0S que 0§ Vestigios tornam impossiveis" (Lardreau, 1989, p. 39).

Afirmar a subjetividade do discurso histérico & nao
negar a possibilidade de se dar asas & imaginacdo e de se legimi-

tar os nossos sonhos, mas € também a exigéncia de estabelecimento
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de um limite cuja superacdo nos faria penetrar no terreno da
ficclo e da fantasia. Esse limite nado diz respeito a um eventual
ponto de demarcacgdo entre o discurso verdadeiro e os discursos
falsos. Esse limite @ a necessidade de fundamentacgdo de qualgquer
discurso que os vestigios tornam possivel. Como diz Lardreau, "o
historiador sonha, mas trata-se de um sonho rigoroso, controlado,
regulado, em suma, de um sonho condicionado" (Lardreau, 1989, p.
46)° .

No nosso modo de entender, portanto, o pressuposto da
histéria-problema implica necessariamente numa reconstituigdo
racional do processo histérico de elaboracio de um conceito o
que, por sua vez, exige uma andlise epistemolégica desse proces-—
g6. Mas uma analise eplstemolégica desse processo ndo se confunde
com uma mera reconstituicdo autdnoma e descontextualizada do
processo evolutivo de um cenceito. Qual &, entdo, o propdsito
Gltimo dessa andlise? 0O desvelamento da trama complexa de in-
tengdes, de expectativas, de resisténcias e revezes, de opgdes e

atos dos atores espacio-temporalmente situados gue intervieram no

* Isso significa que a inteligibilidade do discurso deve construir-se
em fungdo dos vestigios. Isso porgue, como esclarece-nos Chartier, "é demasia-
do simples a oposicdo gque pretende pdr em contraste as explicagbes gem yelato
e 05 relatos sem explicagdes: a compreensic histdrica & construida no e pelo
préprio relato, pelos seus ordenamentos e pelas suas composigdes. H&, porém,
duas maneiras de entender uma tal assergio. Ela peode significar, antes dg
mais, gqgue a encenagdo em forma de intriga € em sl mesma compreensiac - e,
portanto, gue existem tantas compreensdes come intrigas construldas e que a
inteligibilidade histdérica sd se avalia em fungio da plausibilidade cferecida
pele relato. ‘Aquilo a gque se chama explicagdo € apenas a maneira do relato
se organizar em intriga compreensivel’, escrevia Veyne, considerando ao mesmo
tempo gue contar é sempre dar a compreender, e, consequentemente, explicar em
histéria nio é mais do que desvendar uma intriga. Todavia, a proposta que liga
narracdo e explicagfo pode ter um cutro sentido, se elaborar os dados coloca-
dos na intriga como vestigios ou indicios gue permitem a reconstrugao sempre
submetida a controle, das realidades gue os produziram. O conhecimente
histérico @ assim inscrito num paradigma do saber que nadc € o das leis
matematicas nem tdo pouco o dos relatos verossimeis. A encenagac em forma de
intriga deve ser entendida como uma operagidc de conhecimento gue nac & da
ordem da retdrica mas que considera fulcral a possivel inteligibllidade do
fendmeno hsitdrico, na sua realidade esbatida, a partir do cruzamento de seus
vestigios acessivels" (Chartier, 1990, pp. 82~83).



174
processo. Encontramo-nos, portanto, perante a histéria do imagi-
nario uma vez que trata-se de por em destaque o papel desempenha-
do pela imaginagdo dos homens no campo histérico. O que implica
a aceitac¢do téacita do pressuposto de dgque a llistéria cria o
imagindrio assim como esse imaginario pode criar o fato histo-
rico. Trata-se, pois, de conceder um papel histérico aos sonhos
e a&s ilusdes, como afirmava Hiuzinga, um dos precursores da

histéria do imaginario: "Ilusdes! Mas ndo véem que essas ilusdes

sdo a matefia da histéria?". E isso que entendemos ser a tarefa
da andlise epistemoldgica - gue em termos fenomenolégicos se

traduz no desvelamento "dos contetdos intencionais das experién-
cias vividas pelos atores™ (Aron, 1983, p. 25) - e gue, por essa
razdo, eleva-se & dimenséo de analise s6cio-psico-epistemolégica
do processo histérico de elaboragdo de um conceito. £ esse o
sentido do processo. E essa a sua racionalidade possivel. Pois
ndo ha reconstituigdo racional, isto &, que faga sentido, ndo ha
histéria guando se exclui o tempo e o homem. "Ciéncia dos homens
no tempo": assim Bloch define a histéria (Bloch, s/d, p. 29). "O
bom historiador", continua ele, "assemelha-se ao monstro da
lenda. Onde farejar carne humana & que estéd a sua cacga" (Bloch,
s/d, p. 28).

Um segundo pressuposto, de natureza psico-pedagdgica,
que orienta o nosso estudo histérico-pedagdégico operacionalizado
diz respeito a nossa opgdo por uma concepgao construtivista nao-
radical de ensino-aprendizagem gue acredita Que 0 pProgresso
cognitivo, isto &, que a compreensdo das novidades no terreno do
saber matematico, se da através de superagdes dialéticas de

"dissondncias cognitivas” induzidas.
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A expressao “dissonancia cognitiva" apareceu pela

primeira vez na literatura psicoldgica na obra de Leon Festinger
intitulada "Teoria da bissondncia Cognitiva", publicada em 1957.°
Segundo Festinger, ocorre uma dissonancia cognitiva

para um individuo sempre gue ele se veja submetido a duas ou mais
cognigdes ou conhecimentos gue lhe aparegam como incompativeis
entre si. 0O conflito cognitivo e emocional gerado por essa
incompatibilidade motiva o individuo a buscar meios que lhe
permitam escapar desse estado psicoldgico tensional. E esse, ao

mesmo tempo, o ndcleo e o axioma basico da teoria de Festinger:

o estado de dissondncia, por ser psicologicamente incoémodo, &
também motivador. O motivo? A busca de coeréncia.

A teoria de Festinger, do mesmc modo que motivou a
realizacdo de inGmeras pesquisas em psicologia social, fol tambénm
alvo de inameras criticas. Segundo Mugny e Caxugati "o que
subsiste dessa abordagem & ndo sd a idéia de gque o conflito possa
ser fonte de uma atividade criadora (posto gue o individuo &
levado a elaborar uma forma ou outra de regulacdo) mas, sobretu-
do, que a dissondncia cognitiva resulta de uma incompatibilidade

de conhecimentos que s&o de natureza fundamentalmente social

* A teoria de Festinger foi, seguramente, inspirada na de Fritz Heider

a quem se atribul a origem das teorias de consisténcia. Heider foi guem
formulou o "principio do eqguilibrio segundo o qual "as nossas atitudes em
relagdo as pessoas € aos cbjetos a elas ligados se Influenciam mutuamente no
sentido de obter-se um estado de harmonia entre os componentes da relagdo
interpesscal”. Na mesma época, no livro denominado "Self-Ceonsistency” (1945),
Prescott Lecky refere—se também a mesma temidtica defendendo gue a busca de
consisténcia & a principal fonte de motivagdo para a pessca atender a necessi-
dade de manter a unidade e a integridade do organismo. Embora a teoria de

Festinger tenha surgide no campo da psicologia social, as idéias nela contidas
foram aplicadas em outras areas da psicologia. Geiwitz, por exemplo, a inclui
dentro das teorias ndo-freudianas da perscnalidade e Madsen:.dentre as teoriag
da motivagdo pelo fato de Festinger trabalhar com uma varidvel (a dissonéncia
cognitiva) gque, sob o ponto de vista psicoldgico, diz respeitc tanto a
problemas de perscnalidade quanto aos de motivagdo. Embora Festinger, ao
elaborar sua teoria, ndo tivesse nenhum propositco educativo, sdc claras as
implicagdes de natureza pedagégica de seu trabalho (cf. Franga, 1987, pp. 1-
3).
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(Carugati, F. e Mugny, G. in Mugny, 1991, p. 58).

Esse papel positivo desempenhado pelo conflito
cognitive estd também na base da nova teoria piagetiana da
equilibracgdo’, proposta como modelo descritivo e explicativo do
desenvolvimento cognitivo.

De fato, Rolando Garcia, no posfacio do "Les Formes
élémentaires de la dialectique" (Plaget, 1980, p. 233) - obra
pertecente a fase em gque a teoria piagetiana desloca-se do
paradigma estrutural para o sistémico - reconhece explicitamente

o papel fundamental que a dialética desempenha no processo

cognitivo: "0Os fildsofos classicos ndo haviam suspeitado que de

andlises ao mesmo tempo sociogenéticas e psicogenéticas poderiam

* Foi em 1957 que Plaget propds sua primeira teoria bastante elaborada

da equilibragdc. Uma espécie de necessidade l0gica probabllista estava, entéo,
subjacente & explicagdo do processo gue conduzia 3 integragdo de esguemas
digjuntos no desenvolvimento cognitivo. Segundo LERBET (1990, p. 6}, é
preciso lembrar que essa “l6gica probabilista estrita é coerente com 0
estruturalismo construtivista: as estruturas se integram para produzir novas
estruturas mais abstratas segundo relagdes harmonicsas como as gue Plaget
estabeleceu entre percepcao e inteligéncia™., Mas essa primeira teoria da
equilibragédo, continua Lerbet (1950, p. 7), "parece nédo ter ‘'funcionado’ sendo
para fornecer a coeréncia fundamental & parte genética e estritamente estrutu-
ralista de sua obra até o final dosg anos 50". Mas € no inicieo da década de 70,
ao dar~se conta do papel desempenhado pelas contradigdes no desenvolvimento
da tomada de consci&éncla, gque os trabalhos de Piaget sofrem uma grande
transformagdo dando origem a uma nova versao da teoria da equilibragao.

& necessidade e a natureza dessa transformagido n&o apenas insinuam-se nos
titulos das obras dedicadas A4 primeira e segunda versbes da tecria -
respectivamente "Loégica e Equilibrio” e "A Equilibragac das Estruturas
Cognitivas" -, comc também sdo percebidas & explicadas pelo préprio Piaget no
prefacio da segunda obra citada:

"Esta obra constitui uma completa reformulagdio do volume II dos Etudes
d’Epistémologie Génétique, gue se intitulava Logigue et Egquilibre. Realmente,
ogs modeles entic utilizados mostraram-se, c¢laramente, insuficientes a
convinha, pois, retomar o problema em seu conjunto, tanto mais que ele domina
todas as guestdes do desenvolvimento do conhecimento. A idéia central é que
este ndo procede nem da experiéncia Gnica dos objetos, nem de uma programagao
inata pré-formada no sujeito, mas de construgdes sucessivas com elaboragdes
constantes de estruturas novas. Neste caso, os mecanismos a invocar sd podem

gser aqueles das regulacdes que conduzem, entdo, ndo a formas estéticas de
egquilibrio, mas a reequilibragdes melhorando as estruturas anteriores. E por
isso gue falaremos de equilibragdo enguanto processo e ndc somente de
equilibriocs, e sobretudo de equilibragdes ‘'majorantes" que corrigem e
completam as formas precedentes de equilibrio"(Piaget, 1876, p. 7).

Nessa nova vers@o, "a equilibragdc procede de regulagdes que podem ser
positivas, negativas ou ambas guando a situagdo @ muito complexa, porque, se
toda regulagio é uma reaglo a uma perturbagio, a recliproga nio se verifica
sendo parcialmente" (LERBET, 1990, p. 8). '
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resultar uma teoria do conhecimento estdvel e coerente. Nac era
mais possivel n&o reconhecer & dialética um papel intrinseco na
teoria deo conhecimento, na medida que o processo cognitive nao
pode ser concebido sendo como uma série de etapas, e a passagen
de uma & seguinte nada mais sendo que a superacdo de uma situagio
conflitual”.

Portanto, o modelo de desenvolvimento cognitivo
adotado pela nova teoria piagetiana da equilibragao pode ser
considerado dialético - uma vez que o progresso cognitivo resulta

de superag¢des de conflitos ou contradigdes - desde que, porém, se

entenda a palavra "contradigdo" como ”contradigao dialética" e
desde gue ndo se entenda "contradigéo dialétiga" no sentido
hegeliano mas sim, como nos adverte Piaget, como fusao, em uma
totalidade nova, de dois sistemas até entdo distintos e separa-
dos, mas de modo algum opostos um ao outro. Isso porqgue, afirma
Piaget, “ndc se ‘supera’ uma contradigdc légica ou formal, mas
suprimimo—-la ou descartamo-la por corregdo local ou mudando de
teoria. N&o existe, com efeito, ldgica de superagdo, e se se pode
e se deve falar de ‘superagdes dialeticas’ em miltiplos dominios,
é porgue a contradigdo dialética esta mais proxima daquelas do
pensamento natural do que aguelas da légica formal" (Piaget,
1974, p. 154).

Desse modo, "a ‘contradicaoc’ dialética aparece como
uma noc¢io cujo significado permanece psicogenético, sociogenético
ou histdrico, e ndo inerente as estruturas operatodrias que tendemn
a um estado de fechamento" (Piaget, 1976, p. 20).

Em conformidade com essa adverténcia, utilizaremos no

estudo histérico-pedagégico-temdtico a expressido "dissonancia
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apresentagao gue no conteldo, mais na memorizacdo e na recitacgéao
gque no pensamento e na imaginacgdo, mailis na imitacido dos grandes
mestres que no exercicio da autonomia intelectual.

Assim, EBuclides passa a ser o grande mestre para a
educacdo matematica, o modelo a ser imitado. Mas essa hegemonia
do método pedagdgico baseado na imitacdo, repeticdo e memorizacgédo
conpreende~se pelo modo como na Antiguidade concebeu-se a relagao
sujeito-objeto no ambito da teoria do conhecimento. 0Os povos
antigos nao conseguiram conceber essa relagdo a nao ser de forma

mecanicista. Adotaram, portanto, o ponto de vista daquilo que K.

Popper chamou de a "teoria da consciléncia-recipiente", segundo a
qual, na relacdo cognitiva, o sujeito comporta-se de forma
passiva, receptiva, contemplativa e cujo papel restringe-se a
registrar, através de seu aparelho perceptiveo, os estimulos
vindos do exterior. Nesse sentido, o conhecimento nada mais & do
gue o reflexo ou cdpia do objeto (Schaff, 1983, p. 73). Aristd-
teles tornou classica essa concepgao emplrico-mecanicista da
relagdo cognitiva quando afirmou que a mente assemelhava-se a uma
placa de cera intacta ({"tabula rasa"') na gqual a experiéncia
escreve,

Quando se olha sob esge prisma o préprioco método
pedagdgico de Sdcrates, percebe-se uma contradicgdoc entre a sua
convicgdo de que cabia ao sujeito trazer ao nivel da consciéncia
o conhecimento que ele préprio ja possuia e a forma surpreenden-
temente passiva como esse sujeito se comporta gquando Socrates
coloca © seu método em agadao. De fato, o0s interlocutores de
Sécrates nos di&dlogos de Platao, limitam-se, quase sempre, a

responder afirmativa ou negativamente as habeis questdes
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levantadas pelo mestre. "Sim, € natural'; "ndo & de se surpreen-
der, absolutamente"; "Falas com propriedade"; "Sin"; "Tens
razao"; "E verdade"; "Nao, por Zeus"; etc. Sio com frases desse

tipo que Glauco "dialoga"™ com Sécrates no Livro VII de "aA
ReplGblica". No fundo, o "didlogo" & um mondlogo pois & o nestre
guem tenta imprimir na mente-tabula~rasa do aprendiz-interlocutor
um conhecimento que foi construido pelo mestre e que o aprendiz
acredita estar sendo construido por si préprio.

E legitimo, portanto, concluir que o método de
ensinar matematica ¢ue constitui o paradigma do formalismo
pedagégico cléssico enfatiza a exposicdo, a imitacio, a repeticao
e a memorizacgao. Isso porgue, nesse paradigma, o desenvolvimento
cognitivo & concebido como actmulo progressivo de Aatomos de
informacgdo imprimidos de fora sobre uma mente inicialmente vazia.
Por sua vez, essa forma de se entender o desenvolvimento cogniti-
vo sustenta-se numa concepgdo epistemolégica empirico-mecanicista

da relagao sujeito-objeto no ato de conhecimento.
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30 ESTUDO

NUMEROS IRRACIONAIS: UM ESTUDO

HISTORICO-PEDAGOGICO-TEMATICO



Ah, guem escreveri a histdéria do
gque poderia ter sido?

Sera essa, se alguém a escrever

a verdadeira histéria da

O que ha & s6 o mundo verdadeiro,
nao é noés, s6 o mundo.
0 gue nao ha somos nds, e a verdade

esta ali.

Sou guem falhel ser.
Somos todos guem nos supusemos
a nossa realidade & o que niao

conseguimos nunca.

167

Humanidade,

Fernando Pessoa
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1. CONSIDERACOES PRELIMINARES

Neste terceiro e Gltimo Estudo temos por propdsito
apresentar um estudo histérico-pedagdgico que tenha por objeto os
nimero irracionais.

A razdo de nossa escolha ter recaido sobre esse tema
deve-se ao fatc de, tradicionalmente, as passagens dos textos
didaticos de matematica para a escola secundaria referentes a ele

reduzirem—-se, invariavelmente, a um amontoado de regras de operar
com radicais para as quais, na maioria das vezes, ndo se apresen-

tam justificativas convincentes e que acabam por constituir-se,
aos olhos dos estudantes, em conhecimentos pouco Gteis, pouco
desafiadores e desligados dos demais temas presentes nos
programas de matematica.

Esse modo ja classico, estéril e nunca gquestionado de
se "transpor didaticamente"' essas paginas do saber matematico
contrasta, porém, com a elevada dosagem de imaginagdo, sutileza
e ousadia ¢ue impregnaram sua producdo histérica.

Uma didatica construtiva da matemdtica -~ da qual este
Estudo pretende ser uma ilustracdo - gue tenha por convicgéo
fundamental gue a construgao do conhecimento, no plano pedagdgi-
co, deva estar assentada numa anadlise sbcio-psico-epistemolégica
de seu processo produtivo e, portanto, histérico; jamais poderia

aceitar pacificamente esse contraste.

Assim sendo, parte do esforgo que faremos neste

'a expressao “"transposigao didatica® foil criada por Y. Chevallard para

caracterizar ¢ processo de transformagio pelo gual deve passar o conhecimento
matematico para gque possa ser objeto de ensinc. Para majores detalhes,
consultar a obra "La transposition didactique” de Y. Chevallard, 1985, Ed. La
Pensée Sauvage, Grenoble.
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Estudo direciona-se no sentido de supera¢do desse contraste. O
resultado desse trabalho parcial & apresentadc sob a forma
daquilo que resolvemos chamar de "estudo histérico-pedagbgico-
operacionalizado" (EHPO). Para escrevé-lo imaginamos como pibli-
co-alvo alunos de oltavas séries de nossas escolas de 12 grau,
gue tiveram a oportunidade de estudar matemdtica do modo como ela
se apresenta no conjunto de fasciculos intitulados "“Toépicos de
Ensino de Matemdtica"’.
Embora esse estudo histdrico-pedagdgico-operacionali-

zado tenha passado por trés reelaboracdes sucessivas desde o

surgimento de sua primeira versdo em 1988, em funcdo dos comen-
tarios e ‘suqestées feitos por alguns professores das redes
piblica e particular de Campinas que utilizavam algumas dessas
versfes em sala de aula, e também em funcgido de novas pesguisas
histéricas socbre o tema feitas por mim, ndo temos por propdsito,
neste Estudo, fazer referéncia a forma como oé professores e
alunos interagiram com as diferentes versées. dessa proposta
operacionalizada. Embora essa dimensdoc pratico-metodolégica tenha
desempenhado implicitamente um papel fundamental na elaboragao da
versido do estudo histdérico-pedagdgico-~operacionalizado gue ora
apresentamés, uma analise dessa natureza exigiria um outro tipo
de investigacdo gue, embora relevante, ndo nos dispusemos a fazer

neste trabalho.

Nossa intengdc, portanto, & a de constituir uma

! Esse conjunto de fascicules, dos guais sou um dos co-autores, € um

trabalho que vem sendo desenvolvideo desde 1982 junto a alguns professores da
rede piblica e particular da cidade de Campinas, gque 08 utilizam come material
de apoio em suas aulas. 0s fasciculos, escritos num estilo construtivo, cobrem
a maior parte do contelddo matematico que & geralmente desenvolvido de 52 a 83
série do ensino de 12 grau e sao re-escoritos sempre que se acumule um conjunto
significativo de sugestbes pertinentes, vindas dos professores cu dos proprios
autores. Ver referéncia (MIGUEL et al., 1993}.
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cognitiva" em vez de "contradicdo", uma vez gue ela & suficiente-
mente ampla para abarcar n&o apenas os casos em gque o conflito
cognitive decorre de uma inconsisténcia légica, como tambén
outros casos em que ele decorre, por exemplo, da incompatibi-
lidade de habitos culturais, do confronto de valores ou da
incompatibilidade entre um fato singular e aguilo gue a expe-
riéncia passada parece confirmar, etc. (cf. Festinger, 1975, p.
22) .

Dissonancias decorrentes de inconsisténcias loégicas

seriam, por exenplo, acreditar simultaneamente que o sol

encontra-se mais proéoximo da Terra do gue a lua e due possa haver
eclipse do sol, ou acreditar que a diagonal de um quadrado de
lado unitario existe e pode ser medida e que nao existe um nimero
que satisfaca a equagdo & = 2. Exemplo de dissondncia decorrente
de incompatibilidade de hadbitos culturais seria uma pessoa
peréeberwse comportando~se de modo atipico em um Jjantar de
ceriménia (c¢f. Festinger, 1975, p. 22). Uma dissondncia gerada
por confronto de valores seria, por exemplo, uma pessoa utilizar,
sem permisséo, o dinheiro - cuja guarda lhe foi confiada - a ser
empregado em uma causa soclial que acredita ser justa, para
satisfazer vaidades e caprichos de seu amante, como o fez a
condessa do filme "Sedugdc da Carne" de Visconti. Dissonédncia
decorrente da incompatibilidade entre um fato singular e aquilo
que a experiéncia passada parece confirmar seria, por exemplo,
acreditar que o sol gira em torno da Terra e deparar-se com fatos
que atestem o contraric. Ou entdo, acreditar que entre dois
segmentos de reta quaisquer sempre existe um segmento que o8

divide, simultaneamente, em partes liguais e deparar—se com uma
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prova da existéncia de segmentos incomensuraveis.

Uma outra adverténcia a ser feita diz respeito ao
fato de que esse carater dialético do desenvolvimento cognitivo
presente na nova versdo da teoria piagetiana da equilibragdo -~ e
gque tentaremos imprimir também ao desenvolvimento do tema traba-
lhado no estudo histérico-pedagdgico operacionalizado - nao &
exclusivo a ponto de envolver todos os momentos desse desenvolvi-
mento. O préprio Piaget reconhecia esse fato quando dizia que
"ha, portanto, em todo desenvolvimento cognitivo, uma alternéncia

entre as fases dialéticas e as fases discursivas, de forma due

nem tudo se reduz as primeiras" (Pilaget, 1980, p. 214). Garcia
(in Piaget( 1980, p. 238) também reconhece isso quando procura
interpretar a afirmagdo de Piaget de que "a dialética constitui
o aspecto inferencial de toda equilibragdo": "Isso significa que
a dialétiqa ndo intervem em todas as etapas do desenvolvimento
cognitivo, mas somente no curso do processo de equilibragao.
Assim, devemos distinguir cuidadosamente entre o estado de
equilibrio correspondente a um momento ndo dialético da evolugdo
e os processos dialéticos gue permitem a construgao de quadros
conceituais novos",

Precisamos agora esclarecer o que entendemos por uma
concepcdo construtivista ndo-radical de ensino appendizagem. Esse
esclarecimento comporta dois aspectos que, embora interdependen-
tes, estd3o em conformidade com os dois modos pelos guais o
qualificativo "ndo-radical" pode associar-se & expressao "con-
cepgdo construtivista": um aspecto psico-pedagdgico e outro
epistemolbgico.

No plano psico-pedagdgico, "ndo-radicalidade" &



180
sindnimo de "nio-espontaneismo'. Nesse sentido, um construtivismo
pedagégico se diz ndo-radical quando acredita gue a informagao
(venha ela através dos livros, dos textos, do professor, de
outros alunos, ou de outra fonte qualquer} e que a interferéncia
das pessoas {enguanto agentes produtores de idéias, conjecturas,
planos, conflitos, etc.) envalvidas direta ou indiretamente no
ato pedagdgico, desempenham um papel positivo na construgao do
conhecimento por parte dos estudantes. Mails que isso, que a
construcdo do conhecimento n&c & nem uma construgao estritamente

individual e nem uma construc¢do social que se reduziria apenas ao

ambito das relagdes interpessoals que ocorrem na sala de aula.
Ela & um didlogo cujos interlocutores sdo também os produtores
histéricos daquele conhecimento.

Além disso, o acesso do aprendiz a esse conhecimento,
isto &, a essa rede de significacgdes sdcio~historicamente cons-
truidas, nio esta franqueado exclusivamente pelas possibilidades
abertas pelo processo de maturagdoc, O gue nos leva a admitir que
todo processo de construgdo & necessariamente solidério, isto &,
ndo-solitéario.

Fssa solidariedade, por sua vez, traz como necessida-
de a transmissdo do conhecimento, a menos que acreditassemos gue
o aprendiz, de posse exclusivamente de seus proprios construtos,
pudesse misteriosamente chegar as mesmas conclusdes, isto §&,
fazer as mesmas opgdes que nossos antepassados fizeram no enfren-
tamento dos problemas que se evidenciaram no processo de cons-
trucdo do conhecimento gue respondesse satisfatoriamente as
exigéncias gue os colocaram. Essa coincidéncia seria pelo menos

surpreendente. E para que fosse, além de surpreendente, aceita-
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vel, restaria aos construtivistas radicais a obrigatoriedade de
explicar-nos, de modo convincente, as razdes de ocorréncia dessa
coincidéncia, isto &, por gue razdo a construgdo individual ou
inter-individual do conhecimento tenderia, necessariamente, a
atingir os mesmos resultados de sua construgao histérico~social.

Resulta disso que, para o construtivismo ndo-radical,
construcdo e transmisgsdo ndo sdo palavras que se excluem mutua-
mente e gque construtivismo pedagdégico ndo & sindnimo de ndo-
transmissionismo ou de ndc-diretividade.

Resulta disso também que, para o construtivismo nao-

radical em educacdo matemadtica, a verdade ndo & algo que possa
ser objeto de negociagdo na sala de aula. Isso porgue, uma vez
gue a produgdo-construgdo do conhecimento mateméﬁico tende para
um significado estavel - porque objetivamente compartilhado, em
seu limite, por uma comunidade cientifica reciclavel cujos lagos
de solidariedade desconhecem as frontelras de espago e tempo -,
gue &, simultaneamente, o objeto e o objetivo-limite de toda
construcdo pedagbgica, a nocdo de verdade construtiva, diferente-
mente do modo como a entendem as pedagogias ndo-diretivas, basea-
das ou ndo na concepcdo falibilista radical da matematica, néo
estd necessariamente associada com o subjetivismo e o relativis~-
mo. Nesse sentido, o construtivismo pedagdgico ndo-radical em
educacdo matematica, embora admita o cardter provisério e provi-
soriamentefretificével do conhecimento matemdtico ao nivel da sua
re~elaboracao escolar, nao associa, no plano epistemolégico,
provisoriedade e retificabilidade com impossibilidade de objeti-
vidade, isto &, ndo compartilha com a concepgao falibilista a

tese da inexisténcia, em matematica, da Qltima instancia de
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justificacgdo.

Esse Ultimc paragrafo requer um esclarecimento que
passa por um certo grau de detalhamento daquilo que estamos
chamando de concepgio falibilista radical da matemdtica e das
criticas que a ela podem ser remetidas.

A concepcdo falibilista da matemdtica fol proposta
por Imre Lakatos (1922-1973) numa série de guatro artigos publi-
cados pelo:British Journal for Philosophy of Science, em 1963. Em
1976 esses artigos tornaram-se o livro "Proofs and Refutations",

publicado trés anos apds a morte de Lakatos.

Segundo a concepgdo falibilista radical da matemati-
ca, nao existe verdade absoluta e infalivel na matemdtica infor-
mal, isto &, no conhecimento matemdtico ndo-sistematizado ou
significativo; nem nos axiomas, nem nos teoremas e nem nas
provas. Essas "verdades", transitérias e retificaveis (ainda que
hd longo prazo), est@c sujeitas ao método de provas e refutagdes
e, consequentemente, a prova matematica estd aberta & critica
gquanto gualguer outra teoria cientifica. Nesse sentido, o conhe-
cimento matematico assemelha-se ds ciéncias naturais. Alguns dos
principais argumentos dessa concepgao sao:

1) A prova matemdatica nunca se separa do contexto significativo
a, consequentemente, contém suposicdes implicitas. Como n&ao
podemos livrar-nos completamente dessas suposig¢des implicitas,
entdo, a prova € sempre refutavel e retificavel mediante a
aprensentagao de contra-exemplos. Qualquer tentativa de justi-
fica-la completamente conduz & regressdo ao infinito;

2) Através do aumento do rigor da andlise da prova sempre pomos

em questdo aquilo que foil previamente aceito como induvitavel,
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isto &, a analise lbgica e rigorosa da prova pde em questdo a
validade do gue se Juer provar;

3) Os critérios de rigor sdoc historicamente mutaveis. Se eles
evoluem, entdo, ndo faz sentido afirmar o rigor definitivo de
uma prova (cf. Perminov, 1988).

Esses argumentos da concepgdo falibilista da matema-
tica podem, porém, ser prontamente refutados. E o gue faz Permi-
nov num artigo entitulado "On the Reliability of Mathematical
Proofs" (Perminov, 1988). Em relagdo ao primeiro argumento

falibilista, Perminov concorda com Lakatos no que se refere a

afirmacdo de que a prova ndo estd livre de pressupostos inplici-
tos e de refutacdo por um contra-exemplo. Mas o principal proble-
ma, segundo Perminov, & se nods podemos ou nao liyrar—nos comple-
tamente de tais pressupostos implicitos levantando contra-exem-
plos sem total formalizacdo da teoria. Perminov acredita que
Lakatos responde negativamente essa questdo pelo fato de identi-
ficar todos os tipos de intuicdo presentes em uma prova cCom
intuicdo empirica, o que o leva a considerar qualquer signifi-
cagao comorperigosa e enfraquecedora da validade do raciocinio.
Pelo fato da significagido em matemdtica diferir da significagédo
em ciéncias naturais, até um certe grau de evolugdo a prova
matemdtica & purificada mediante a eliminagdo de todas as supo-
si¢gdes implicitas, exceto daquelas apoditicamente confiaveis. Mas
estas, por serem autoritarias em relagdo a Loégica, isto €, por
serem apenas explicivels mas ndo refutdveis mediante analise
légica, nao podem dar origem a contra-exemplos.

Em relagdo ao segundo argumento falibilista, Perminov

concorda com Lakatos no que se refere ao fato de qualquer contel-
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do intuitivo em matemdtica poder ser conceptualizado e explicado
e da evolucgdo da matemdtica conduzir, cada vez mais, a profunda
conceptualizacdo daquilo gue & intuitivo e aceito como imediata-
mente valido. Porém, a possibilidade de conceptualizar o intuiti-
vo ndo significa que possamos corrigir ou rejeitar seu conteldo.
E por essa razdo que, ao efetuarmos a analise légica da Aritméti-
ca ndés nao rejeitamos as verdades elementares praxeologicamnente
aceitas. A formalizacdo 1légica da teoria s6 & considerada adegua-
da se nio distorcer o conteilido presente nessa teoria. Embora a

andlise ldégica seja relevante e adquira perfeigao, ela nao tem o

direito de rejeitar aquilo gue fol aceito como provado com base
em considerac¢des significativas (intuitivas). Em matemdatica
existe aquilo que se pode chamar "instdncia Gltima de Justifi-
cacdo", instancia essa gue nao pode ser mudada por meio da
critica légica ou epistemoldgica. O erro de Lakatos em querer
relativizar essa instancia, em querer submeté-la & dependéncia da
an&lise profunda da prova provem, mais uma vez, da consideragdo
do intuiti&o como inevitavelmente nio-valido.

Em relacdo ao terceiro argumento falibilista, Permi-
nov discorda de Lakatos no gue se refere ao fato de que um novo
critério de rigor seja capaz de eliminar resultados matemdticos
obtidos antes de sua aceitagdo. Isso porque os critérios légicos
sdo secundérios guando comparados com os conteidos da matematica
e sdo introduzidos apenas sob a condigdo de preservar os contel-
dos conquistados. Dificilmente, acrescenta Perminov, pode-se
assumir que a definicdo de novos critérios de rigor classificaria
como incompletos ou incorretos os teoremas da Aritmética, o

teorema fundamental de Algebra ou a prova de gue o axioma das
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paralelas nao se deriva dos outros axiomas da geometria. Apesar
de ninguém defender a possibilidade de uma tal revisdo, geral-
mente, em especulagdes filosdéficas a respeito da matematica,
acabamos por concordar com o fato de que "nada & absoluto" e,
consequentemente, assumimos implicitamente a possibilidade dessa
revisido. Essa divergéncia entre a atitude pratica e a perspectiva
filoséfica geral na matematica contemporénea provem, afirma
Perminov, da transferéncia ndo-critica de proposic¢des metodologi-
cas provenientes das ciéncias naturais para a esfera da matemati-

ca.

Ne plano pedagdgico, porém, a perspectiva filoséfica
apresentada pela concepgao falibilista da matematica rapidamente
associou~se a um tipo de construtivismo espontaneista, justamente
pelo fato de compartilhar com as pedagogias nao-diretivas o
postulado da relatividade do conhecimento.

Mas ha um segundo modo pelo gqual o qualificative ndo-
radical pode assocliar-se a4 expressfo "concepgéo construtivista®.
Segqundo Kilpatrick (apud Lerman, 1989), sdo duas as hipodteses
sobre as quais se assenta a concepgdo construtivista da aprendi-
zagem. A primeira hipdtese afirma gue o conhecimento ndo é algo
que o sujelto cognoscente recebe passivamente do ambiente, mas
algo que & construido ativamente por ele. A segunda hipdtese
afirma que o conhecimento & um processo adaptativo que organiza
o mundo experiencial do sujeito sendo que, através desse
processo, 0 sujelto cognoscente ndo descobre um mundo pré-
existente e independente da mente de quem conhece. De acordo com

Lernman (1989, p. 211), aqueles gue admitem ambas as hipbteses s&o

chamados "construtivistas radicais", enquanto que os que admitem



186
apenag a primeira delas denominam-se Yconstrutivistas néo-
radicais" ou ‘'"moderados", sendo gue tanto o construtivismo
moderado quanto o radical tém suas raizes na epistemnologia
genética de Plaget.

A primeira hipétese & compartilhada tanto por cons-
trutivistas (sejam eles radicais ou moderados) guanto pelos
materialistas dialétices. De fato, segundo Wartofsky, "tanto
Piaget guanto Marx rejeitam o projeto de estabelecer uma teoria
essencialista do conhecimento gue chega a formas de cognigdo

fixas, universais e necessarias sobre a base de uma analise

filosdfica da natureza do conhecimento. Por razdes intelectuais
e histdricas diferentes, tanto Piaget guanto Marx criticam a
chamada construgido filosdfica "especulativa” ... e optam por
congiderar a atividade cognitiva humana em termos de sua génese
pratica e de suas condig¢des materiais... Além disso, Plaget
compartilha com Marx a énfase scobre a "atividade do sujeito™ na
aquisicdo do conhecimento que tem a sua mals rica fonte no
pensamento de Hegel. O que tanto Plaget quanto Marx rejeitam é
agquela forma de enpirismo gue concebe a consciéneia como um
recipiente passivo sobre o gqual o mundo externo imprime un
contelddo... Além disso, ambos rejeitam a noglo idealista de
consciéncia como uma atividade de mera reflexadao sobre seu préprio
conteido ou como limitada por estruturas a priori, fixas e
inatas. Se-as estruturas cognitivas ou modos de cognicdo nido sio
nem inatos ou a priori e nem simplesmente a posteriori como os
resultados indutivos da experiéncia, elas devem ser construldas:
isto &, elas devem ter a sua génese na atividades do sujeito en

interacdo com um ambiente. E este o teorema fundamental das
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epistemologias piagetiana e marxista" (Wartofsky, 1982, pp. 473~
474) .

Se a aceitacdo da primeira hipdtese & algo relativa-
mente tranguile, o mesmo ndo ocorre em relagdo @& segunda. Essa
segunda hipdétese, porém, contém, na realidade, duas afirmagdes
nio necessariamente interdependentes, uma vez gue acreditar gue
o conhecimento seja um processo adaptativo gue organiza o mundo
experiencial do sujeito ndo implica a crenga na tese anti-realis-
ta de gque o mundo ndoc existe sem o sujeito, isto &, de que o

mundo objetivo seja, na realidade, uma mera construgdo subjetiva.

A nosso ver, a segunda parte da segunda hipdtese deve ser pronta-
mente rejeitada uma vez que ela nos conduz ao solipsismo. E seria
desnecessario, porque ccioso, recuperar agul os inlmeros argumen-
tos levantados peleos materialistas, a comegar por Lenine em seu
"Materialismo e Empiriocriticismo", contra essa forma extremada
de idealismo.

No inicio da década de 80, porém, a leitura persona-
lizada da obra de Piaget feita por Ernst von Glasersfeld, possi-
bilitou uma nova maneira de fundamentar o construtivismo que
recorre, simultaneamente, as criticadas teses do idealismo
subjetivo e do instrumentalismo.

A Jeitura de Glasersfeld tenta estabelecer uma
conexao entre construtivismo, a tese anti-realista caracteristica
do idealismo subjetivo, a rejeicdo da concepgdo classica de
verdade e a defesa da possibilidade da existéncia do conhecimento
objetivo tendo por base a concepgdo de verdade como viabilidade,
caracteristica do instrumentalismo epistemoclégico.

A fim de entendermos o modo como Glasersfeld estabe-
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lece essa conexao, vamos descrever, com base nas referéncias
(Glasersfeld, 1982} e (Glasersfeld, 1989), e utilizando suas
préprias palavras, a sua linha de raciocinio.

O seu ponto de partida é a critica que remete ac modo
come os psicélogos tradicionals procedem & leitura da obra
plagetiana. Ao enfatizar o aspecto interacionista do desenvolvi-
mento cognitivo e ao entender de modo eqguivocado os conceitos
basicos da teoria pilagetiana do conhecimento (os conceitos de
"esquema de ac¢do', "assimilacgdo", "acomodagdo® e "adaptacao"), a

leitura feita por esses psicdlogos acaba, inevitavelmente, por

confirmar que a interacao prové o organismo inteligente com
"oonhecimentob e gue esse Yconhecimento®, aﬁravés de outras
interacgdes, torna-se mais elaborado na medida em gue refletiria
o ambiente de forma mais acurada. Esse tipo de leitura, conse-
quentemente, nao rompe com a tradicional concepcido de conheci-
mento como uma representacdo mais ou menos adequada do ambiente.

Esse tipo de interpretacado, segundo Glasersfeld,
estaria em desacordo com o modo comoc o proprio Plaget concebia o
conhecimento. De fato, ndo era o préprio Piaget gque insistia em
afirmar gue o conhecimento ndo deve ser entendido como um gquadro
ou uma cépia da realidade? N&o & dele a seguinte passagem extrai-
da de "A Epistemologia Genética"?

"Para se fazer uma ¢dHpia, temos antes que conhecer o
modelo que estamos coplando, mas de acordo com essa teoria do

conhecimento o Unico modo de conhecer o modelo & copida-lo, de

medo que caimos em um circulo vicioso que nos impossibilita saber
se nossa cbpia do modeloc & ou nido parecida com ele®.

Entretanto, continua Glasersfeld, qualquer realista
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mistificaria essa passagem por meio de uma adverténcia convencio-
nal de que o guadro do mundo de um organismo cognitivo seria
necessariamente inconmpleto ou distorcido em vez de considera-la
como a defesa de gue o conhecimento, por sua proéprila natureza,
nido pode ter qualquer correspondéncia icbénica com a realidade
ontolégica.

Quando Piaget reitera gque a inteligéncia é essencial-
mente uma fungdo adaptativa, Glasersfeld ndo so concorda com isso
mas acrescenta gue essa adaptabilidade do conhecimento nio pode

ser determinada através de sua comparacio com a realidade e de

quio préximo o conhecimento estd dela. A partir disso, infere que
esse critério piagetiano da adaptabilidade, tanto bioldgica
gquanto cognitiva, & o sucesso, seja esse sucesso considerado em
termos de scbrevivéncia ou em termos de compreensdo. Propde, en
seguida, a substitulgdo do termo "adaptagdo" por '"viabllidade" e
explicita o medo como o ambiente se revela para o organismo,
tanto ao nivel bioldégico guanto cognitivo, isto &, como a sonma
dos obstdculos com os guals o organismo pode operar. As ativida=-
des e operacdes do organismo sdo ditas "viaveis", isto &, "bem
sucedidas", guando elas nio sdo impedidas por obstaculos. Disso
decorre ¢ue © organismo s estabelece "contato™ com o ambiente
guando suas ag¢des e operages falham, isto é, guando s&o mal
sucedidas.

Essa inferéncia, isto &, esse modo de interpretar o
desenvolvimento cognitivo como fungdc adaptativa, leva Glasers-
feld a concluir gue a concepgdo eplstemolégica mals compativel
com o trabalho de Piaget & aguela defendida pelo instrumentalismo

uma vez gque, de acordo com a sua interpretag¢do, as estruturas
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cognitivasg, isto &, os esquemas de acdo, os conceitos, regras,
teorias e leis sdo avaliados primariamente pelo critério do
sucesso e o sucesso deve ser, em Gltima instédncia, entendido em
termos dos esforcos do organismo para obter, manter e estender o
seu equilibrio interno em face das perturbagdes. E preciso
acrescentar, porém, gue, segundo Glasersfeld, a teoria da cog-
nicdo de Piaget envolve um duplc instrumentalismo: um ao nivel
sensério mwotor e outro ac nivel da abstragdo reflexiva. No
primeiro nivel, os esquemas de agdo seriam instrumentals pelo

fato de auxiliarem o organismo a atingir metas na interacgao que

estabelece com seu nundo experiencial. No segunde nivel, os
esquemas operatdrios seriam instrumentais pelo fato de auxiliarem
o organismo a atingir uma rede conceptual coerente que refletiria

a linha de conduta de agdo e do pensamento que, no nivel da

experiéncia atual do organismo, aparece como viavel. Glasersfeld
chama o primeiro instrumentalismo de "utilitario" e o segundo de
"epistémico" e acrescenta que o instrumentalismo epistémico exige
uma mudanga radical na concepgdo de conhecimento, que elimina a
concepgao paradoxal de verdade gue necessita um teste ontolégico
para sempre inatingivel. No gue se refere particularmente ao co-
nhecimento cientifico, o fato dele possibilitar-nos agir no mundo
ndo justificaria a crencga de gque ele fornece um quadro do mundo
gue corresponda a uma realidade abscluta. Esse ponto de vista,
porém, ndo reforgaria a afirmacgdo dos céticos de gue néo pedemos

atingir um conhecimento seguro sobre o mundo. Para Glasersfeld,

o tipo de interpretagdo pragmdtica do construtivismo gue ele
oferece visaria a superar o pessinismo dos céticos ndoc através da

negagdo de que o conhecimento objetivo seja impossivel, mas
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mudando o préprio concelto de conhecimento. Em vez de pressupor
que o conhecimento seja uma "representacdo" daguilo que existe,
o construtivismo pragmdtico ou radical encara=-0o como um mapa
dagquilo gue, & luz da experiéncia humana, se torna factivel.

E facil perceber um aspecto paradoxal nesse constru-
tivismo pragmatico ou radical defendido por Glasersfeld. Esse
paradoxo revela-se a partir do momento em que ele tenta contornar
as consequéncias desagradaveis geradas pela intrgduqéo do idea-
lismo subjetivo como forma de fundamentar o construtivismo.

Gruender (1989, p. 175) percebeu 1isso com clareZa e por essa

razdc fazemos nossa a sua coritica ao construtivismo radical:

"... precisamos perguntar se esse plano para escapar da morte
solipsistica dos ’‘sujeitos cognoscentes’ possuidores 'meramente’
de seus préprios construtos, gue tém valor de ‘conhecimento’ em
virtude do fato de os sujeitos os terem construido e os achado
fviaveis’, & um plano bem sucedido. Este plano, acredito eu, € unm
movimento na direcgdo correta embora, para alcang¢ar o seu objetivo
tenha gque cortar pela raiz o subjetivismo radical, por falar em
sobrevivéncia em um ambiente. Do ponto de vista de um idealista
subjetivo consistente, as concepgdes de 'ambiente’ e de 'sobrevi-
véncia’ nesse ambilente soam suspeitosamente de modo parecido com
alguma forma de realismo. Mals resumidamente, as duas abordagens
sdo incompativeis. Se as criancgas estivessem presas apenas em
seus préprios construtos, que elas consideram viavels, estariam
radicalmente desligadas de seu ambiente e néao existiriam bases
para a consideracgdo de chances de sobrevivéncia delas nesse
ambiente. Por outro lado, se elas estivessem de algum nodo,

interagindo com seu ambiente, ainda que inadequadamente, elas nao
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estariam fechadas enm seus proprios construtos de cuja viabilidade
elas fossem os Unicos Jjuizes, No primeiro caso, a educagao de
gualgquer tipo seria impossivel,... No segundo caso, ela seria
provavel. Eu ndo posso acreditar qgue os construtivistas preferi-
riam o primeiro caso ao segundo, e que estivessem dispostos,
portanto, a colocar o idealismo subjetivo como base de suas
recomendacgdes educacionais”.

Portanto, no nosso modo de entender, néo julgamos gue
a opgdo pelo construtivismo metodolégico em educagdo matematica

necessite, para ser fundamentada, descartar a tese do realismo

epistemolégico. Contudo, ndo devemos pensar que a mera adogao da
tese do realismo epistemolégico e do ponto de vista interacionis-
ta nos colqcaria numa situagdo de tranquilidade e conforto. Isso
porque a tese realista mais simples e tradicional que sustenta
que a verdade objetiva é o limite da correspondéncia entre nossas
teorias e o mundo real, gue existe independeniémente de nosso
conhecimento dele, depara-se com um duplo problema: em due
sentido essa correspondéncia se estabelece? e como essa corres-
pondéncia se desenvolve historicamente?

Segundo Wartofsky (1982, p. 487) "a solugdo oferecida
por Piaget ao problema da existéncia de uma norma de verdade
objetiva e da veridicidade da ciéncia & a de remeter a questdo de
volta & natureza do prdéprio conhecimento enquanto construgdo gue
cria suas.préprias normas em seu desenvolvimento... A verdade é

uma norma imanente que emerge na evolugado da pratica cognitiva.
Ela & nao apenas uma abstracio reflexiva (reflective abstrac-

tion), mas também uma abstracdo refletida (reflected abstrac-

tion), enguanto uma estrutura normativa de pensamento".
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A solugdo soa-nos insatisfatdéria uma vez gue poderia-

mos continuar perguntando com base em gue o conhecimento criaria

suas proéprias normas ou, em outras palavras, de onde se origina
a necessidade de criacido de normas?

De acordo com Wartofsky (1982, p. 487), "para Pliaget,

a génese da norma rvremonta, em UGltima insté@ncia, ao carater

adaptativo da prépria vida biolégica. E a sequéncia de ’transce-

déncias’ a partir da adaptacgdo ao nivel da evolugdo bioldégica até

ao nivel da auto-regulacdo cognitiva (que & possibilitada pela

transcedéncia dos mecanismos bilolégicos de adaptagdo), gue

fornece o Unico ponto de referéncia para uma teoria da verdade
objetiva... O recurso utilizado por Plaget &, portanto, situar o
empreendimento epistemolégico como um todo no interior da estru-
tura de uma teoria da wvida organica, enguanto um sistema de
sucessivas equilibragdes adaptativas em termos de estruturas gue
se transformam como consequéncia da atividade dos organismos, uma
atividade que constantemente ultrapassa (ou € levada a ultrapas-
sar) os limites de qualquer equilibrio dado. Ao nivel da ativida-
de cognitiva, o ‘real’ pode ser objeto de conhecinento somente se
egsa ‘realidade’ & ela mesma uma construcgao, ndo um dado. Mas é
apenas ao nivel das estruturas loégico-matemdticas que uma tal
construgdo é possivel, uma vez gue apenas com elas a construgdo
atinge o nivel das estruturas transformacionais que podem servir
de ‘modelos isomérficos possiveis’ que excedem os limites da
experiéncia contingente, e gue tém a caracteristica de necessida-
de que Piaget identifica com o conceito de verdade e com ©
cenhecimento cientifice".

Finalmente, Wartofsky (1982, pp. 489~490) caracteriza
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do seguinte modo o "realismo" piagetiamo: ele ndo se basela nem
no apelo a alguma base transcendental do conhecimento, nem nos
critérios definidos pelo programa do convencionalismo radical,
uma vez que a escolha dos modelos isomdérficos possivels gque
poderiam caracterizar a necessidade de criacdao de normas de
verdade objetiva nido estd baseada sobre critérios de gosto ou
conveniéncia, como por exemplo, sobre o critério estético de
simplicidade ou elegancia ou sobre o critério da economia,
eficiéncia ou familiariedade. Esse "realismo" também nao apela,

como o queria Glasersfeld, aos critérios presentes no programa do

pragmatismo, uma vez que se a escolha dos modelos lsomérficos
estivesse baseada exclusivamente na eficiéncia préatica de tais
modelos para produzir os resultados desejados ou antecipados,
isto ndo seria ainda, para Plaget, uma medida do "real® mas
apenas uma medida de nosso sucesso para atingir certos proposi-
tos., Consequentemente, se ainda se puder falar em "realismo"
piagetiano, "ele se ancoraria em dois contextos polares muito
diferentes: a ‘realidade’ do dominio da natureza, enquanto vida
organica, em uma das extremidades e a ‘realidade’ do dominio das
construgdes logico-matematicas dagquelas possibilidades ideais que
seriam modelos ‘verdadeiros’ (no sentido de dedutivamente neces-
sdrios de universalmente aplicaveis) de qualquer realidade
{(construida)" (Wartofsky, 1982, p. 490)}.

A solugdo piagetiana peca, a meu ver, por enfatizar

o bioldgico em detrimente do social, isto &, por ver nas
predisposicdes biolégicas da atividade do sujeito o motor e o
motivo dos processos de auto-regulagdo, de progressiva equili-

bracido e de génese das normas da verdade objetiva. Contrariamente
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a isso, deveriamos entender o sujeito epistémico da relagdo
cognitiva de modo como Marx o caracterizou, isto &, "como ©
conjunto das relacgdes sociais", uma vez que o sujeito & simulta-
neamente um ser bioldgico e social (e ndo bioldogico e depois
social), produto da evolugdo da natureza bem como da sociedade.
Por outro ladoe, o objeto, isto €, o mundo obijetivo com o qual o
sujeito interage ja &, desde o iniclo, um muando social, cultural
e historicamente determinade, e nao um mundo meramente fisico.
Nesse sentido, este mundo social, como afirma Wartofsky (1982, p.

505), "ndo & simplesmente uma continuac¢do da adaptag¢do biolédgica,

nem é& o desenvolvimento cognitivo uma extensdo de processos
epigenéticos", E fazemos nossa a sua coenclusdo: " essas caracte-
risticas propriamente humanas do desenvolvimento cognitivo
apresenta uma ruptura distinta com os modos prévios de adap-
tacgdo... Mas ent&o, deve-se concluir, penso eu, que a unica
caracteristica gue fornece as condig¢des para essa ruptura é a
sociabilidade daqueles modos de praxis gque geram és estruturas da
evolugdo cultural e social, isto &, a transformacido do mundo
através de uma praxis social gque envolve o uso de ferramentas e
da linguagem, e que requer, portanto, aguela interagdo social que
& a condigdo possibilitadora dos processos de auto-regulacdo. E
esta forma de pratica gue historicamente introduz as possibilida-
des de representagdo, primelro na objetifica¢do da praxis que os
artefatos fornecem, como as representagdoes externas desses modos

de agdo, e depols na interiorizagdo desses modos de praxis na
forma reflexiva de representagdes internas, e, portanto, na
génese do proprio pensamento® (Wartofsky, 1982, pp. 505-506).

Mas uma diddtica construtiva da matematica, de cunho
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histérico-social, ndc estaria cumprindo integralmente a sua
fungdo educativa se se restringisse a explicitar uma fundamen-
tagdo psico-pedagdgica e histdrico-epistenclégica relativa ao
como se trabalhar determinados contetdos especificos. Isso
porque, se ela se detivesse al, estaria marginalizando uma
dimensio de fundamental importéncia do processo educativo: a
dimensfo axioldgico-teleoldgica.

Segura (1988, pp. 354-355) percebeu com clareza as
implicac¢des de uma tal marginallzacgio guando qssinalou gue o
siléncio a respeito dos fins educativos imposto pela ampla
influéncia do positivismo pedagbgico durante o século XX, néo
apenas polarizou a investigagido educacional em torno da gquestdo
do como ocorre o processo educativo, mas também acabou por gerar
o fendmenc da tecnizacgdo da educagdc, gue defendeu a equivocada
crenca de gue o éxito técnico, isto &, gue a eficacia de um
método ou técnica educativa para atingir o objetivo parcial a que
se propde, oferece a prova absoluta da verdade dos principios que
a sustentam.

Mas é preciso fazer de imediato a adverténcia de que
esseas fins e valores subjacentes ao processo educativo devem
sempre ser fins e valores soclals. Isso significa que a definigao
desses fins e valores ndo se processa nem em fungdo da psicolo-
gia, nem da epistemologia e nem em funcdo de uma ética normativa
abstrata; mas em fungdo do preparo necessario do cidaddo para a

vida social e politica baseada na convivéncia plural democréatica.

Colocar a questdo desse modo significa, por um lado,
contestar aquela forma de construtivismo gque vé a promogdo do

desenvolvimento operatério como objetivo altimo da aprendizagem
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escolar. Filiando-se a esse mesmo ponto de vista, Coll (1987, pp.
177-178), retomando a critica de J. Brun, afirma gue "essa
maneira de proceder equivale a ndo considerar a natureza essen-
cialmente social do fendmenc educacional; a fungdo da escola e de
todo sistema educacional em seu conjunto é transmitir as futuras
geragdes os conhecimentos e valores que a socledade considera
inportantes para sua sobrevivéncia; os conhecimentos cientificos
e, certamente, os sistemas de valores sao resultados de um
empreendimento social e a vontade de transmiti-los tem também uma

fungdo soclial; pode-se e deve-se discutir criticamente a selecéo

que a sociedade realiza do conjunto de conhecimentos elaborados
pela humanidade ao longo de sua historia; podemse e deve-se
discutir criticamente o sistema de valores gue se transmite as
novas geracgdes; mas conceber os objetivos da educag¢do como uma
réplica do desenvolvimento supbe uma certa maneira de colocar as
relacbes entre a psicologia e a pedagogia "que reduz a realidade
desta Gltima a um sistema tedrico autdénomo e a desvincula deste
modo da realidade social de que emanam em Gltima andlise as
finalidades da educacdo".

Por outro lade, a perspectiva aberta pela abordagem
histérica e construtiva dos conteldos matemdticos no sentido de
restituir-lhes a sua dimensdo axiolégico~-teleoldgica, acena com
a possibilidade de retirar a matemdtica de seu isolamento
escolar, imposto por uma Jj& habitual abordagem estritamente

técnica, tornando-a uma colaboradora a mais no atingimento das

metas colocadas por um projeto educativo mais amplo gue vise &

formacldo do cidadao.
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3. ANALISE E FUNDAMENTACAO DO ESTUDO HISTORICO-PEDAGOGICO-

OPERACIONALIZADO SOBRE OS NUMEROS IRRACIONAIS

Uma vez explicitados os pressupostos de carater geral
subjacentes ao estudo histérico-pedagdgico tematico vamos passar
a descrever e a analisar o modo especifico como eles se interagem
na elaboragdo do estudo operacionalizado scobre nUmeros irracio-
nais. Essa descricio e andlise pressupde, portanto, uma leitura
detalhada do estudo historico-pedagbgico operacionalizado gue se
inicia na pagina 246.

0 estudo histérico-pedagégico operacionalizado
inicia-se propositalmente com uma dissonancia. Psicologicamente,
essa dissondncia se expressa dicotomicamente através da negacgao
de um resultadc gue surge no visor da calculadora a gqual, prova-
velmente, aparece aos olhos dos alunos como um instrumento
eletrénico de calculo acima de gualguer suspeita. Por outro lado,
a contestagdo do resultado vem por parte dos matemdticos que ja
classificaram "42 " como um novo tipo de numero. 0 texto sugere
que a explicacdo dessa dissondncia ndo pode ser dada prontamente
através da rapidez dos instrumentos eletrdnicos. HA que se fazer
um esforgo e conhecer um segmento da histdria da humanidade que
deverd conferir significacdo a essa e outras dissonincias.

Logo em seguida a essa provocacdo inicial, o aluno é
remetido ao ano 500 a.C., através da leitura da histéria contada
por Jamblico, historia essa que, "se ndo for verdadeira pelo
menos € bem criada" como nos afirma Karlson (1961, p. 89).

A historia de Jamblico constitui-se no meio através

do gual fazemos entrar em cena as personagens centrails de nossa



199
histdéria: os pitagbricos.

Essa histéria pareceu-nos também interessante pelo
fato de, nela, um elemento iconograficc desempenhar um papel
fundamental. Percebemos gque esse elemento iconografico poderia
dar unidade aos diferentes tdpicos escolhidos para compor o
material referente ao estudo histdrico-pedagdgico operacionaliza-
do. A razédo dissc &, ac mesmo tempo, histdrica e psico-pedagdgi-
ca. Histérica pois, como assinala PRICE, Yopera ndo apenas COmo
critério estético, mas como guia para alcangarmos a verdade

filoséfica das teorias cientificas", uma vez que podemos supor

que "na histéria do pensamento cientifico, houve muitas fases em
gue uma obscura, mas poderosa tradi¢do escrita correspondeu, emn
verdade, a esse modo figurativo; a obscuridade se insinua através
do dificil processo de buscar traduzir o figurativo para o
escrito" (Price, 1976, p. 77).

Além disso, "em setores de pesguisa como a histéria
antiga, devido & relativa raridade das fontes escritas, ja tem
longa tradigdo o recurso a iconografia como documento" (Cardoso,
1990, p. 11).

Psico-pedagdgica pois parece desejavel gue um procesoc
de ensino-aprendizagem de carater construtivo deva ter como ponto
de partida um elemento motivador que funcione como guia na
construgdo do conhecimento, como um ponto de referéncia emblema-
tico que confira um sentido, ainda que inicialmente difuso e
misterioso, a trajetdria obscura a ser percorrida pelo aprendiz
em seu processo de busca. Em outras palavras, um elemento motiva-
dor que funcione, como diz Price, como uma "Gestalt que parece

forgar o surgimento de uma sensacgdo de necessidade e que, en
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muitos casos, s6 pode traduzir-se de modo figurativo® (Price,
1976, p. 77).

Felizmente, o emblema que se mostrou adequado para
nos guiar nessa busca tem luz propria suficiente para iluminar os
momentos de obscuridade. E uma estrela. A estrela de cinco
pontas. O pentagrama ou pentaculc das bruxas.

Adeguado, pois ha grande probabilidade histdrica da
descoberta de segmentos incomensurévels ter ocorrido através da
comparacdo entre o lado e a diagonal de um pentagonoc e nao

através da comparagdo entre o lado e a diagonal do guadrado como

o supunha a antiga tradigdo. Esse ponto de vista passou a receber
credibilidade a partir de meados da década de 1940, guandc fol
defendido convincentemente pelo alemdo Kurt von Fritz (1945, pp.
242-264) .

Parece, entretanto, gque antes de Fritz, G. J. Allman
ja teria afirmado a prioridade do pentagrama, no. livro "History
of Greek Geometry from Thales to Euclid" (Dublin, 1879).

0 fato dessa descoberta tdo avessa as caracteristicas
pratico~empiricas tanto da matemdica grega da época quanto da de
outros povos matematicamente mails desenvolvidos, como o eram
egipcios e babildnios, ter ocorrido no periodo da inféancia da
matemdtica grega poderia ser um indicador de gue algo "concreto®,
isto &, "visual", estivesse em sua base, fato egte que se consti-
tuiria em reforco & hipdtese do pentagono levantada mais recente-

mente. Isso porque, os sucessivos pentdgonos regulares gue s&o
gerados pelo tragado das diagonais do pentagono regqular inicial

e dos demais que se formam a partir dele, ilustram visualmente a

possibilidade de continuidade ilimitada do processo, levando a
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conclusdo quase que inevitdvel de que a razio entre o lado e a

diagonal do pentagono inicial ndc poderia ser expressa por um
nimero racional.

Entretanto, em uma obra aparecida na década de 70,

Knorr tenta contestar o ponto de vista defendido por von Fritz e,

de certa maneira, coloca-se em continuidade com a antiga tra-

digdo, ao sustentar gue "o problema da incomensurabilidade

poderia ter surgido como uma consequéncia imprevista do estudo

métrico do guadrado" (Xnorr, 1975, p. 28). Tentemo& detalhar a

conjectura de Knorr.

0 seu ponto de partida é a conhecida passagem do
didlogo "Menon" de Platdo, na gual Sécrates solicita ao escravo
de Menon para construir um quadrado cuja &rea seja igual ao dobro
da area de um gquadrado dado. Apds a tentativa frustada de solu-
cionar o problema dobrando o lado do duadrado dade, o escravo,

conduzido habilmente por Sdcrates, reconhece que a sclucgdo

correta & fornecida por um guadrado E ' F
cujo lado & a diagonal do guadrado
dado, como mostra a figura ao

D c H
lado, onde a area ocupada pelo
quadrado BDIH & o dobro da area
ocupada pelo quadrado ABCD. A B G

Em seguida, Knorr mostra como a descoberta de segmen-—

tos incomensufavels poderia ter sido feita através da aplicagao
a essa nmesma figura, de alguns teoremas relativos aos nimeros
pares e impares descobertos pelos pitagéricos..o processc & o
seguinte: "suponhamos gue se deseje saber gquantas vezes o lado

BD do guadrado BDIH cabe em sua diagonal DH. Se esses segmentos
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fossem comensuravelis, entdo, cada um deles representaria um
niimerco, isto &, o numero de vezes que uma medida comum caberia em
cada um deles, Devemos exigir gue esses nimeros ndo sejam, amnbos,
pares. Entdo, os quadrados BDIH e AGFE, sobre os lados BD e AG
regpectivamente, representam nimeros gquadrados.

Observande a figura & o6bvio que AGFE & o dobro de
BDIH. Entdo, AGFE representa um ndmero quadrado par. Seu lado AG
(que & igual a DH) deve ser, portanto, par. Entéo, AGFE é divisi-
vel por 4. Uma vez Jue ABCD &€ um gquarto de AGFE, entac, ABCD

representa um numero. O dobro desse numero & o numero guadrado

BDIH. Consequentemente, BDIH e o seu lado BD sdo nameros pares.
Mas esse fato contraria a hipdtese que afirmava nao serem oOS
nameros BD e DH ambos pares. Portanto, esses dois segmentos sao
incomensuraveis" (cf, Knorr, 1975, pp. 26-27).

Como se percebe, a prova fornecida por Knorr @&
praticamente andloga aquela gque, antigamente, aparacia no Livro
X de Euclides como Proposigdo 117, mas gue &, indubitavelmente,
uma interpolagdo segundo Heath (1956, vol. 3, p. 2) e, por essa
razao, Heath nao a inclul em sua obra citada.

Segundoe Boyer, "nessa prova o grau de abstragdo & tdo
alto que a possibilidade de ter sido a base da descoberta origi-~
nal da incomensurabilidade tem sido questionada" (Boyer, 1974, p.
54). Se deixarmos de lado a estrutura da prova e atentarmo-nos
para os seus aspectos linguisticos, perceberemos, diz von Fritz,
gue ela "utiliza uma forma de apresentar o argumento em sentencas
pequenas e concisas que ndo tém paralelo na literatura grega do
5¢ século a.C.™ (von Fritz, 1945, p. 255). Para fundamentar essa

Gltima afirmagdo, von Fritz compara linguisticamente o texto da
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prova com os fragmentos de Zendo de Elea e conclui gue a lingua-
gem destes Qltimos, embora apresente também um grau bastante
elevado de pensamento abstrato e de raciocinio légico compacto é,
porém, muito mals elaborada, contendo sentengas longas e enfado-
nhas, aoc passo gue os escritores de séculos posteriores que
fizeram uma avaliagdo da teoria de Zendo, reproduzem 0S MESNOS
argumentos num estilo parecido com aquele utilizado pela prova do
apéndice de Euclides (c¢f. von Fritz, 1945, p. 255).

Além desses argumentos linguisticos contra o fato da

prova que aparece no apéndice do Livro X de Euclides e outras

analogas (como aguela proposta por Knorr) poderem ter sido a
primeira forma de manifestacdo do fendmeno da incomensurabilida-
de, von Fritz levanta outros deols que me parecem incontestéveis.

0 primeiro deles & que provas dessa natureza, do
mesmo mods come o faz Thecodoro de Cyrene no Teeteto de Platdo,
que pertenceu & geracdo posterior a de Hipasu$, utilizam os
termos "comensuravel" e "incomensuravel" como algo j& conhecido,
o gue nos forga a concluir que, na época em que esse tipo de
demonstracgéao foi elaborado, o fendtmeno da incomensurabilidade ja
era conheéido (cf. von Fritz, 1945, p. 256).

0 segundo argumento de von Fritz basgiawse no fato de
que seria bastante estranho e, portanto, impravével gque os
matemdticos gregos antigos se dedicassen, repentinamente, & busca
de um nimero que pudesse expressar a razao entre a diagonal de um
guadrado e o seu lado, através de um processo tao elaborado,
trabalhoso e abstrato, se eles ndo tivessem antes uma suspeita
prévia c&? gue um tal fendmeno como o da incomensurabilidade

poderia ocorrer, por j& ter ocorrido {c¢f. von Fritz, 1945, p.
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256) .

Ninguém se dedica & solugdo de um problema sem ter
conjecturas prévias ou pelo menos suspeita prévia. E claro que,
para von Fritz, essa "suspeita prévia" foi a descoberta de
Hipasus e, apb6s isso, diz ele, "seria natural gque o tridngulo
retdngulo isodsceles fosse o primeiro tema das novas investigacées
dos pitagdéricos" (von Fritz, 1945, p. 256).

Entretanto, Knorr acredita que a sua conjectura é
mais plausivel gue a de von Fritz pelo fato dos_conhecimentos

geométricos elementares subjacentes a ela estarem todos presentes

na matematica pitagdrica e, mais particularmente, na aritmética
pitagérica do século V a.C. Voltaremos, no momento oportuno, a
considerar as criticas que Knorr remete ao ponto de vista de von
Fritz e as nossas ponderagdes relativas aos contra-argunmentos de
Knorr. Por ora, basta assinalar que ambas as conjecturas sdo
historicamente plausiveis e qgue os argumentos de Knorr contra a
conjectura de Fritz ndo s&c, no meu ponto de vista, conclusivos,
o gue faz com gue a reconstrucgao do contexto em que se deu a
descoberta da incomensurabillidade permanega um problema em
aberto.

Pedagogicamente, decidimos optar pelo caminho aponta-
do por von Fritz sem, contudo, marginaligzar a conjectura do
gquadrado. Entretanto, a percepcdo do fendmeno da incomensurabili-
dade no gquadrado aparece no estudo historico-pedagdgico operacio-
nalizado como uma percepcgac "a posteriori", isto é, desencadeada
pelo emblema que coliga indefinidamente pentédgonos e pentagramas.

Ao longo dos dois primeiros textos do éstudo histdri-

co-pedagdbgico operacionalizado, tenta-se explorar a polissemia
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desse emblema. De elemento identificador ou senha ele passa a
significar, sucessivamente, o simbolo da boa salde, o simbolo da
alianca entre os homens, o simbolo da vida humana, um protetor
fisico e um protetor espiritual.® E através dessa rede de
significagdes o emblema acaba revelando as suas propriedades
politicas, misticas, tecnolégicas e... geométricas.

Mas a exploragdo das propriedades geométricas do
pentagrama & bruscamente interrompida pela entrada em cena do
anti~heréi de nossa histdria: o apdstata Hipasus de Metapontum.
A figura de Hipasus, desde o inicio, aparece envolvida en
mistério e obscuridade, uma vez gue tudo gue _sabemos a seu
respeito nos & fornecido pelas poucas consideragdes "confusas e
contraditérias” segundo Knorr, de comentadores gue viveram hé
aproximadamente 700 anos apds a época em que se estima ter vivido
o proprio Hipasus, e por alguns historiadores da matemdtica de
nosso séculc gue, com base nessas e outras consideragds, tentam
reconstituir as circunsténcias em gue ocorreu © surgimento da
incomensurabilidade e o modo como, eventualmente, o nome de
Hipasus estaria a ela associado.

Mas onde Knorr vé "confusio e contradigdo", von Fritz
vé consenso e unanimidade no que se refere a questdo da pessoa a
gquem se deve atribuir a descoberta da incomensurabilidade.

Dentre os comentadores antigos, Pappus, por exemplo,

3 - . . . . o . -
Em relagdo aos dois primeircs significados atribuidos ao pentagrama,

isto €, como identificador ou senha e como simbolo de boa salde, baseamo-nos

numa passagem de Lucilanc e no comentador do "As Nuvens" de Aristdfanes, onde
se afirma que "o triplo tridngulo entrelacade, o pentagrama", isto &, o
pentédgono estrelado, era usado peles pitagdéricos como simbolo de identificagao
entre os membrog da escola e era chamado por eles SaGde (cf. Heath, 1981, vol.
I, p. 161). O terceiro significado que atribuimos ao pentagrama, isto &,
gimbolo da alianga entre os homens, encontra-se em Caraga (1978a). O pentagono
como simbolo da vida humana encontra-se em Lawlor (1982, p. 58). O pentidgono
e pentagrama enquanto protetcres fisices e espirituals encontram-se em Gerdes
{1887, pp. 68-69).
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em seu "Comentario ao Livro X dos Elementos de Fuclides", afirma
gue a teoria da incomensurabllidade teve origem na escola pitags-
rica, sem atribuir uma auvtoria especifica a ela. Mas acrescenta
que o menmbro dessa escola que primeiro divulgou o segredo da
incomensurabilidade morreu por afogamento {¢f. Knorr, 1975, p. 21
e p. 50).

Esse comentario estd de acorde com aquilo gue nos
conta Jamblico, de gue "Y"a pessoca dque descobriu o irracional
afogou-se no mar, e que isso fol uma punigido divina pelo fato
dela ter tornado pablicas as doutrinas matemdticas secretas dos
pitagdricos" (cf. von Fritz, 1945, p. 244).

0 argumento que Pappus nos fornece em apoio ao
estabelecinento de uma relagdo entre a descoberta da incomensura-
bilidade e a punigdo impingida ao seu divulgador (seria também o
seu descobridor?) & de natureza linguistico-etimolégica, uma vez
que, segundo ele, os dgregos utilizavam dois termos referentes a
palavra "incomensurabilidade": " §Aoy0§ " (alogos) ou "«PPyTOs”
" (aretos) que significavam, respectivamente, Yirracional" e
"indizivel", isto é, aguilo sobre o gual nada pode ser dito (cf.
Knorr, 1975, p. 21). Esse argumento, & claro, apenas explica o
gque nos diz Jamblico, jamais o contraria.

Proclus, por sua vez, atribuli ao préprio Pitagoras a
descoberta da teoria dos irracionais, mas hesita em aceitar gque
Pitdgoras tenha fornecido uma prova do "teorema ae Pitagoras".
Knorr (1975, p. 21) vé nisso uma contradigdo né medida em que,
segundo ele, o teorema de Pita&goras & um fundanento necessario a
qualguer teoria da incomunsurabilidade. Por sua vez, von Fritz vé

nesse comentaric de Proclus um "desvio da tradigdo unédnime,
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obviamente devido a uma traducgdo incorreta ( &A‘”X‘”“ -
alogon por 8(130( Agyrwv -analogon ou por é{uqaoxt.% W -
analogion) presente em alguns manuscritos" (cf. von Fritz, 1945,
p. 245).

Nas consideracdes de Jamblico, Hipasus aparece como
o lider de uma seita pitagérica chamada A ROVEFMALTL Ko L
(aconsmaticel), que ndo era considerada como verdadeiramente
pitagdrica por uma outra seita pitagdrica chamada}ux#qunLkoi
(matematicoi). £ a primeira vez que se faz referéncia a uma
dissidéncia interna & escola pitagérica (cf. Knorr, 1975, p. 51).
Além disso, Jamblico estabelece uma relagdc entre a figura de
Hipasus, a descoberta do irracional, a construgdo do dodecaedro
e a morte no mar de um pitagdrico impio {(¢f. Xnorr, 1975, pp. 21-
25). Knorr acredita, porém, que essa relagdo estabelecida por
Jémblico ndoc merece crédito por ser "inconsistente", "confusa' e
"deturpada", acrescentando gue Jamblico ndo & uma fonte fidedigna
na qual se pode buscar fundamentos para a reconstituigdo da
histéria da antiga teoria da incomensurabilidade (cf. Knorr,
1975, pp. 21-22). Entretanto, naoc nos apresenta, em contraparti-
da, uma contra-argumentag¢ac convincente.

Jamblico, em sua obra "De Communi Mathematica Scien=-
tia" afirma gue os trabalhos realizados por Theodoro de Cyrene e
Hopécrates de Chios deram continuidade aos de Hipasus. Devido ao
fato de Hipbcrates e Theodoro também serem considerados contempo-

rdneos em um fragmento da mais antiga histoéria da matemdtica de

gue se tem noticia - a histdéria da matemdtica de Eudemus de
Rhodes -, von Fritz vé nisso uma confirmagdo do comentdrio de

Jéamblico de que Hipasus pertenceu & deragao precedente a de
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Theodoro, periodo em gue, acredita ele, ter sido descoberto o
fendmeno da lincomensurabilidade (cf. von Fritz, 1945, p. 245).

Mais recentemente, Boyer refere-se a Hipasus do

seguinte modo: "diz-se ter sido inicialmente um pitagdérico, que

foi depois expulso da confraria. Uma histéria diz que os pitagd-

ricos lhe erigiram um timulo, como se estivesse morto, outra que

sua apostasia fol punida pela morte num naufragio. A causa exata

da ruptura nac é conhecida, em parte por causa da regra de

segredo, mas trés possibilidades foram sugeridas. Segundo uma,

Hipasus foi expulso por insubordinagdo politica, tendo chefiado

um movimento democratico centra a conservadora regra pitagbrica.
Uma segunda atribul a expuls&o a indiscrigbes relativas a geome-
tria do pentagono ou do dodecaedro, talvez uma construgdc de unma
dessas figuras. Uma terceira explicagdo mantém gue a expulsdo foi
relacionada com a revelacdo de uma descoberta matemdtica de
significag¢ao devastadora para a filosofia pitagbrica -~ a da
existéncia de grandezas incomensuraveis." (Boyer, 1974, p. 53).

Apds esse levantamento e avaliacao dos diversos
comentarios, optamos por alinharmo-nos com o ponto de vista
defendido por von Fritz. Por essa razdo, no texto 3 do estudo
histérico-pedagdgico operacionalizado atribuimos explicitamente
a Hipasus a descoberta da incomensurabilidade.

Mas, se historicamente a atribuigdo da autoria de unma
desﬁoberta pode ser relevante, pedagogicamente o mesmo héo
ocorre. Principalmente gquandc - e este € o NoSso caso - 0 propod-
sito educativo & menos o de estabelecer uma série de conside-
racdes factuais desconexas, que ¢© de buscar aé significacdes

conceituais e politico-filosdficas que estdo na base do desenvol-
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vimento organico desses fatos. Dai as questdes pedagogicamente
cruciais levantadas no final do texto 3, due estdo na base de un
proieto histérico-pedagdgico gue se pretende problematizador e
ndo meramente factual.

Mas a discussdo dessas questdes ndo é feita imediata-~
mente. Ela é adiada tewporariamente e coloca-se em pauta uma
outra questdo, aparentamente desligada do contexto em que, até
entdo, o pensamento do aluno vinha movimentando-se. Trata-se de
desafida-lo a responder se, dados deis quadrados gualsquer, é
sempre possivel construir um Gnico guadrado cuja area seja igual
a soma das &reas dos dois guadrados dados. Isto &, trata-se de
desafiar o aluno a verificar a validade do teorema de Pitagoras,
enunciado de um modo geométrico ndo habitual. O processo constru-
tivo gque da suporte a essa verificacg&o desenrola-se ao longo das
oito primeiras atividades do estudo histérico-pedagdgico opera-
cionalizado.

Historicamente, esse processo construtivo baseia-se
em uma das conjecturas levantadas por Gerdes sobre a pré~historia

do teorema de Pitagoras. Essa conjectura, gue primeiramente

apareceu em sua tese doutoral, "Sobre o despertar do pensamento
geométrico" (Gerdes, 1987, pp. 147-174), reaparece, de forma
resumida, em seu "PitAgoras africano - um estudo em cultura e

educagdo matemdtica' (Gerdes, 1992, pp. 59-68). Vamos descrever
com certo detalhe essa conjectura arqueolégico;etnogréfica de
Gerdes. O seu ponto de partida basela-se na existéncia de uma
relacdo entre os trios pitagdricos e o teorema de Pitdgoras.
Porém, a partir de certo momento histérico, essa relacgdo desapa-

receu pois esses trios tornaram-se supérfluos aos gedmetras, uma
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vez gque o teorema de Pitagoras havia sido generalizado de tal
forma que qualquer referéncia aos trios seria considerada um
"retrocesso" no sentido de restringir novamente o campo de
aplicacgdo desse teorema a tridngulos retdngulos cujas medidas dos
lados sdc expressas por numeros inteiros.

Essa hipdtese inicial fornece a Gerdes uma pista para
a investigacdo da questdo de como o teorema de Pitdgoras poderia
ter tido a sua origem histérica, o mesmo ocorrendo com © tema
"gémeo" a esse teorema, isto &, com os trios pitagdricos.

Essa pista consiste na busca de situa¢des onde

aparecan, ao mesmo tempo, ¢uadrados, somas de guadrados, angulos
retos e nimeros inteiros.

Uma outra hipétese de partida de Gerdes &€ gue ¢ mais
provavel & gue guadrados geométricos sejam mais antigos gue
quadrados aritméticos.

Egssa sequnda hipdtese e a pista decorrente da primei-
ra hipdtese levam Gerdes a levantar a seguinte guestdo gue dara

origem & sua bhusca: "em gue contextos aparecem gquadrados geomé-

tricos cujas dareas sdo contaveils?". Uma resposta possivel dada
por Gerdes é&: ""ao entrelagar e ao tecer, ao bordar e ao azule-
jar®,

Entrelacando-se, por exemplo, de maneira gimples e
paralela, tiras de plantas de mesma largura, aparecem guadrados
decompostos em pequenos quadrados unitarios, cujas areas séo
faceis de serem obtidas mediante contagem direta. Porém, através
desse padrdoc paralelo e simples de entralagamento, obtemos
gquadrados mas nao ainda quadrados que sejam a soma de dois

quadrados. Mantendo-se, porém, o mesmo padrdo de entrelacamento
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mas entrelacando-se agora com tiras de duas cores diferentes,
obtém~se o padr&o de um tabuleiro de xadrez que, embora permita
considerar guadrados como sonas, nao possibilita ainda considera-
los como somas de guadrados.

A f£im de guiar sua investigagdo, Gerdes introduz uma
observagdo importante: a de gue, nas figuras abaixo, gue expres-
sam o teorema de Pitdgoras, os lados do guadrado maior e os dos

guadrados menores nac sao, em geral, paralelos.

Essa constatag8o da motivo para o levantamento de uma
nova pergunta: "que padrio de entrelagamento poderia ter sido
modelo para esta posicdo ndo-paralela dos trés quadrados?" A
resposta de Gerdes &: o padrdo de entrelacamento dentado, ampla-
mente difundido através de ornamentos de recipientes de barro, de
madeira ou metdlicos. Quadrados entrelacados é dentados sao
amplamente conhecidos, tanto atualmente quanto‘ém épocas remo-~
tas.’

Ja eram conhecidos no Egito antigo uma vez dque

aparecem numa pintura de um cesto no timulo de Rekhmme-Thebes

! Alguns dos exemplos dados por Gerdes encontram-se nas paginas 10, 11

e 12 do estudo histdrico-pedagégico operacionalizado. Outros exemplos podenm
ser encontrados em (Gerdes, 1987, pp. 153-155} e em (Gerdes, 1992, pp. 59-60}.
Entre os Tchokwe (Angela), afirma Gerdes, o padrdo & chamado "manda a mbac",
isto &, "escudo de tartaruga". Os Ovimbunda (Angola} chamam-lhe "olombungulu",
isto &, "estrela’, ou "onenguinguinini”, ou seja "formigas" ou também “alen—
de", isto &, "nuvens" (Gerdes, 1992, p. 59).
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(188 dinastia, 1475-1420 a.C.).
Uma vez encontrados documentos iconograficos de
carater arqueoldgico-etnografico gque fundamentam a existéncia e
a difusdo do padrao de entrelacgamento dentado, Gerdes mostra, em
seguida, de dolis modos diferentes, como quadrados entrelacgados e
dentados, ou pintados de acordo com o padrdc de um tabuleiro de
xadrez, representam a soma de dois quadrados lisos. Um desses
modos baseia-se na percep¢dao de que, em todo guadrado dentado
pintado como um tabuleiro de xadrez, os quadradinhos de cores

distintas gque o compdem podem ser mentalmente reagrupados em dois

guadrados liseos de areas diferentes mas que ocupan, juntos, a
mesma area gue a do guadrado dentado xadrez.

FEm seguida, Gerdes mostra como © quadrado dentado
xadrez particular contendo 7 quadradinhos na diagonal pode
transformar~se num Gnico guadrado liso, aquivalente ao dentado,
gquer por via aritmético-geométrica, quer por via estritamente
geométrica.

A transformacado mediante a via estriﬁamente geométri~
ca, por exemplo, basela-se na percepcdo de que, ao.serem desloca-
dos no sentido horario os quatro quadradinhos das extremidades
das duas diagonais desse quadrado dentado xadrez particular, a
fim de completar os "buracos" no tabuleiro, obtem—sa o guadrado
lise de area 25 e lado 5 e gue & equivalente éq dentado. Essa
experiéncia particular com © quadrado dentado cuja diagonal tem
comprimento 7 e o guadrade liso cujo lado tem.comprimento 5,
provavelmente egtimulou, afirma Gerdes, a continuacéao da busca de
um dnico gquadrado liso que fosse equivalente a um dentado, para

outros casos diferentes do anterior. No processo dessa busca
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percebeu-se que sempre se poderia obter o guadrado liso eguiva-
lente a um dentado gualquer, através de um modo de ligar as
guatro extremidades das duas diagonais do quadrado dentado dado.
Esse modo aparece no item ¢ da 3% atividade (p. 16 do EHPO), e a
sua legitimidade fundamenta-se na compensagéoc das Aareas dos
tridngulos congruentes pontilhados e ndo-pontilhados gerados por
esse modo de ligar as extremidades das diagonais.

Uma vez exposta, ainda que brevemente, a conjectura
arqueoldgico-etnografica de Gerdes a respeito da origem histdrica

do teorema de Pitagoras & preciso tecer alguns comentarios que

destaquen as razdes pelas guals a nossa opgdo pedagdgica incidiu
sobre essa conjectura e ndo sobre as muitas outras existentes.

Antes disso, porém, ndo se pode deixar de registrar
aqui gue o proprio Gerdes, guando afirma que "quadrados dentados
assumem um valor heuristico para a descoberta desse teorema
importante" (Gerdes, 1992, p. 62), Jja percebe o potencial pedagd-
gico de sua conjectura histédrica, embora nado tenha desenvolvido
mais detalhadamente esse percepcdo.

No meu modo de entender, considero essa conjectura
pedagogicamente interessante, em primeiro lugar, pelo fato dela
ressaltar o aspecto da atividade na fundamentag@o da origem
histoérica do teorema de Pitadgoras, fornecendo, desse modo, una
contribuig¢do valiosa a toda diddtica da matematica que se preten-
da.construtiva e gue acredite no papel positivo da acdo (néo

necessariamente fisica) no processo de ensino-aprendizagem. O

préprio Gerdes viu com clareza a importdncia e a necessidade de
estudos que busquem compreender a natureza da relacao entre a

acdo definida no plano histérico e a agdo definida no nivel
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psicolégico~pedagdgico, guando levanta e deixa sem resposta a
seguinte guestdo: "Até agora, o aspecto da atividade tem sido
demasiado pouco considerado na fundamentacdo da origem de concel-
tos matematicos basicos. Que rela¢éo existe entre este salientar
histérico desse aspecto da atividade e as posig¢des psicolégico-
pedagdgicas de Vygotsky, Plaget, Freudenthal, Mellin-Olsen e
outros, respelitantes ao papel da atividade no ensino (da mateméa-
tica)?" (Gerdes, 1987, p. 178).
| Em segundo lugar, devido ao fato da conjectura de

Gerdes assentar-se numa linha de pesqguisa histérica de nature:za

arqueolégico-etnografica e psico-epistemoldgica uma vez due
pretende, claramente, tecer o fio que explicita o significado
psico-sdclo-1d6gico gue estd na base de uma possivel reconsti-
tuigdo racional do teorema de Pitdgoras. Ndo € e nem pretende ser
a histéria "positiva" e verdadeira do teorema de Pitagoras... mas
a histéria como ela poderia ter sido. Trata-se, na linguagem de
Fernand Braudel, de pesar o possivel e o impossivel, e ndo de
designar o por gue e nem o como. Trata-se de valorizar a ativida-
de social e as condigdes materiais enquanto meios de produgdo do
conhecinmento sem atribuir-lhes, entretanto, um valor de causali-
dade. De féto, para Gerdes, "a formacdo de conceitos geométricos
mais antigos a partir da atividade social ndo deve ser considera-
da absoluta. E importante prosseguir com a investigagdo - também
nas primeiras sociedades humanas - da dialética entre a praxis

social e a continuagdo intramatemdtica dessa formacdo... Ndo se

deve esqgquecer, no entanto, que a atividade social assume esse
papel de maneiras diversas e bem diferentes" (Gerdes, 1987, pp-

176~177) . A concepg¢do de histdria setorial gue permeia a conjec-



215
tura de Gerdes assume conscientemente como ponto de partida, e
idependentemente de gualguer fundamento transcendental - pois
sabe nao ser ele necessario - o significado gque o trabalho humano
teve para o nascimento da geometria. £ essa a hipdtese e a tese
fundamentais que estdo na base da plataforma gnosiolégico-metodo-
iégica de sua pesguisa histdérica. Unma hipdtese gue Jjamais sera
tese, embora se esforce assintoticamente para atingir esse
obijetivo.

Esse programa de investigagdo histérica insere-se,
portanto, numa linha de pesguisa que os historiadores denominan
"histéria da cultura material®. Jean-Marie Pesez caracteriza do
seguinte modo essa linha de pesquisa histérica que supde a mate-
rialidade associada & cultura: "a& cultura material tem uma
relagdo evidente com as injungdes materiais Jgue pesam sobre a
vida do homem e &s quais o homem op&e uma resposta que & precisa-
mente a cultura. No entanto, nidc & todo o contefido da resposta
que se acha envolvido pela cultura material. A materialidade
supde gue, no momento em que a cultura se exprime de maneira
abstrata, a cultura material ndc estd mais en guestdo... A
cultura material faz parte das infra-estruturas, mas n&c as
recobre; ela 86 se exprime no ¢oncreto, nos e pelos objetos. Em
suma, trata-se da relacdo entre o homem e os objetos (sendo alias
o proéprio homem, em seu corpo fisico, um objeto material), pois
o homem ndc pode estar ausente quando se trata de cultura"®

(Pesez, in Le Goff, 1990, pp. 180~-181) .

Por outro lado, afirma Pesez, "se a cultura material
se exprime em e por objetos, a arqueologia tem a ver com ela. A

argqueoclogia também pode ser definida come a ciéncia dos obijetos.



216
Contanto, é claro, gque o termo chbieto seja entendido de maneilra
bastante ampla para englobar as construcgdes e a terra revolvida;
contanto, também, que se afaste o objeto isolado ou as colegdes
arbitrarias. A arqueologia desvenda vestigios relacionados a
outros elementos, assocliacdes de fatos, o3 mesnos gue a cultura
material estrutura. Além disso, através dos objetos, & do homemn
gue ela trata. ‘As coisas e os homens’ também poderia ser o
programa da arqueclogia® (Pesez, in Le Goff, 1990, p. 204).

L, portanto, devido ao fato da conijectura de Gerdes
relativa ao tecorema de Pitdgoras inserir-se numa linha de inves-
tigac&o que, como assinala o prépric autor, "se basela nas raizes
comuns da etnografia, arqueoclogia, psicologia, matemdtica e
historiografia, e que toca em questdes fundamentais da filosofia
como a da relagdo entre pensar e ser', gue a denoninamos de
conjectura arqueolégico-etnografica (Gerdes, 1987, p. 175).

E & por ser, simultaneamente, argueocldgico-etnografi-
ca e psico-eplistemoldgica - pols, segunde Gerdes (1987, p. 174)
"nido houve nem saltos, que apenas com a ajuda de estimulos
extramatemdticos podiam ser explicados, nen cairam do céu o
angulo reto nem a soma de gquadrados gue aparecem no teorema de
Pitadgoras" - que essa reconstitulgdo racional viabiliza, no plano
didatico, a organizagidc de sequéncias construtivas ({gue ndo
coincidem com a seguéncia cronolégica) que poderdo motivar e

orientar o aprendiz na construcdoc do conhecinento.
Una sequéncia construtiva pos§ivel € a que aparece ao
longo das oito primelras atividades do estudo histérico-pedagdgi-

co operacionalizado.

Com base em duas dissonancias cognitivas tentamos
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direcionar o pensamento do aluno nos aspectos essenciais da
conjectura de Gerdes.

A primeira dissonédncia ocorre logo nos itens 4 e 5 da
12 atividade (pp. 9-10 do EHPO). Se nos itens 1, 2 e 3 a cons-
trugdo dos respectivos guadrados cujas &reas sejam iguais & sona
das areas dos gquadrados dados & trivial, o mesmo ndoc ocorre nos
itens 4 e 5. Psicologicamente, essa dissondncia se expressa na
percepgac por parte do aluno de que a possibilidade de construcio
do "quadrado-soma" estd condiclonada a obtencdc, via contagem

direta dos gquadradinhos contidos no interior de cada par de

guadrados dados, de um nimero que seja um guadrado perfeito, isto
€, de um nimero inteiro gue possa expressar a area de um guadra-
do. Tendo em vista a impossibilidade de obtencio de um tal nimero
nos itens 4 e 5, o mais provavel é gue o aluno, ainda gue insegu~
ranente, responda neqativamente a pergunta genérica do item b da
12 atividade. Esse estado de vacilacio tende a se intensificar
quando no texto 4 do estudo operacionalizado (p. 10) ze afirma
que os povos antigos responderam afirmativamente a questao gue
foi objeto de andlise na 12 atividade.

E essa tensdo causada pela primeira dissonancia - gue
se expressa na necessidade de opgdo pela existéncia ou ndo-
existéncia do "quadrado-soma" - que devera motivar a continuidade
da busca. Para que essa continuidade ccorra propide-se abandonarx
provisoriamente a guestdo fundamental e passar pela consideracio
da seguinte questdo intermedidria: dado um guadraco dentado, é
sempre possivel construir dois quadrados lisos gque, juntos,
ccupem a mesma area que a do dentado? [ essa questdo intermedii-

ria gue deverd passar a ser objeto de investigacdo na segunda
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atividade (pp. 13-16 do EHPO). | facil concluir que essa primeira
gquestdo intermedidria admite uma resposta afirmativa.

Una sequnda guestido intermedidria & levantada e
trabalhada nas atividades 3 e 4 (pp. 16-17 do EHPO). Trata-se
agora de verificar se, dado um guadrado dentado qualguer & sempre
possivel obter um Onico guadrado liso equivalente a ele. B facil
concluir que, dentre as alternativas de ligar os pontos perten-
centes as extremidades das diagonais de um guadrado dentado,
aguela que € visualizada no item € da 32 atividade (p. 16 do

EHPO} responde corretamente a segunda questido intermedidria

colocada. Uma vez gue através das respostas dadas as duas
questdes intermedidrias chega-se & conclus@o de gue, dado um
guadrado dentado qualguer, & sempre possivel construir dois
guadrados lisos a ele eguivalente e também um Gnico liso a ele
equivalente, & facil inferir gue este Ultimo guadrado liso é
equivalente aos dois lisos obtidos a partir do mesmo quadrado
dentado. Este Ultime resultado abre novas perspectivas para se
voltar a buscar uma possivel solugdo para a guestido fundamental
posta pela primeira atividade, e qgue havia sido provisoriamente
abandonada. £ esse o objetive da 528 atividade (p. 18 do EHPO) . E
claro gue o €xito dessa busca estd condicionado & garantia de
existéncia de um guadrade dentado gue ocupe a mesma Area gue as
de dols lisos quaisquer dados. A existéncia desse guadrado
dentadc para os gquatro primeiros itens da 12 atividade faz
crescer a expectativa de infalibilidade do novo método, uma vez
que ao resolver com @xito também o item 4 gue havia ficado sen
solugdo, mostrou-se mals eficaz que o método da contagem direta

empregado anteriormente. Essa expectativa, porém, & logo



219
frustrada pois, ao se tentar construir o guadrado dentado
equivalente acs guadrados lisos do item 5 da 12 atividade (p. 10
do EHPO}, uma nova dissondncila ocorre: esse guadrado dentado nao
existe! Essa nova dissondncia expressa-se em termos da seguinte
opgdo: dar por encerrada a busca e contentar-se em responder
negativamente a guestdo fundamental (gue & o teorema de Pitdgo-
ras) ou buscar um novo método de ataque & guestio fundamental,
gque se aplique a todos os casos possivels. Optar pela primera
alternativa seria arrviscado uma vez gue, sendo o "métode do

guadrade dentado"” mais geral que o "método da contagem direta",

sobra senpre a possiblilidade de existéncia de um método ainda
mais geral gue o do guadrado dentado. Por gue, entéo,.interromper
a busca? Seria mails prudente tentar buscar um novo nétodo tendo
por base as limitac¢des do anterior. A andlise das limitacdes do
método do guadrado dentado deve necessariamente passar pela
consideracdo das seguintes guestdes: em que casce o método falhou?
Por gué falhou exatamente nesse caso & ndo nog outros? BSe
considerarmos outros casos andlogos dguele em gue ele falhou e
aplicarmos o método a esses novos casos, ele continua falhando?
Uma andlise dessa natureza conduziria o estudante a perceber a
razdo pela qual o méﬁodo do gquadrado dentado nao se aplica ao
item 5 da 12 atividade. E gue um quadrado dentado, da maneira
como até entdo havia sido considerado, s6 pode ser decomposto em
dois guadrados lisos que, juntos, ocupam a mesma area gue ele,
guando a diferenga das medidas dos lados dos dois quadrados lisos
for i unidade de medida. Portanto, nunca conseguiremos obter um

quadrado dentado homogéneo, isto &, composto de guadradinhos

iguais, gque seja equivalente a dois quadrados lisos, qguando a
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diferenca entre os lados desses guadrados lisos for diferente de
uma unidade de medida. Essa € a razdo pela gqual o "método do
guadrado dentado homogéneo'" falhou para o item % da 18 atividade.

Introduzines propositalmente a palavra "homogéneo®
para sugerir gue a superacdc da dissondncila gerada pela percepgdao
da falibilidade do método do guadrado dentado passa pela possibi-
lidade de ocorrer ac estudante a 1déla de considerar guadrados
dentados heterogéneos, isto &, compostos por guadradinhos de dois
tamanhos diferentes, como mostra a figura sequinte, extraida de

Gerdes (1992, p. 64).

Essa dissondncla € superada, portanto, quando se
passa do "método do quadrado dentado homogéneo' ao "método do
quadrado dentado heterogéneo™. Dados deois quadrados lisos A e B
quaisguer, para obtermos um Gnico liso gue seja eguivalente a
ambos mediante o emprego deste dltimo método, devemos dividir os

lados dos guadrados A e B em n e n + 1 partes iguals (ou vice-



versa) obtendo, em cada caso, n' e (n+1)’ guadradinhos de tamanhos
diferentes que, dispostos como num tabuleiro de xadrez, produzem
o guadrado dentado heterogéneo procuradoe. Ligando as extrenidades
das diagonais desse guadrado dentado heterogéneo do nmesmo nodo
como ¢ fizemos para os homogéneos, obtemos o quadrado liso
orocurado. Eig ai o tecorema de Pitdgoras em um primeiro gran
possivel de generalizacgdo.

Ag atividades 6 e 7 {(pp. 19-20 do EHPO) tém respecti-
vamente por propésito construlr e aplicar um novo método geomé-

trico, gue dispensa a construgdo de guadrados dentados, para se

obter um guadrade equivalente a dois quadrados guaisquer dados.
Apenas na atividade 8 (p. 21 do EHPO) @ gue o teorema de Pitago-
ras devera aparecer conectado ao triangulo retangulc. A atividade
9 (pp. 22-23 do EHPO) propbe uma série de aplicagdes desse
tecrema sob a forma de problemas simples.

O texto 6 (pp. 23-28 do EHPO) tem por objetivo dar
continuldade & caracterizagdo da escola pitagdérica e levantar,
particularmente, algumas razdes que a levaram a afirmar abusiva-
mente a crenga de gue "o nlmero governa o universo®.

O propédsito da atividade 10 & o de provocar uﬁa nova
dissondncia cognitiva. O problema da localizacdo exata das placas
de siﬁalizaqéo equivale, & claro, a determinacioc por parte do
aluno do maior segmento de reta que caiba simultaneamente nos
segnentos KL e PJ. Entretanto, o conhecimento gue eventualmente
o aluno Jj& possua a respeito de processos algoritmicos de
extracdo do malor divisor comum revela-se, nesse caso, insufi-
clente uma vez gue esses processos, gquando aprendidos, limitaram-

se ao dominio dos nlmeros naturais, isto &, a um dominio
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discreto. Entretanto, as grandezas a serem comparadas agora sao
continuas e o unico instrumento gue lhe é permitido usar & o
compasso. Ainda gue o aluno tente "subornar" o enunciado e
utilizar uma régua graduada a fim de transformar o problena
geométrico em aritmético através da medicdo dos sgegmentos, a
dissondncia persistiria uma vez gque, propogitalmente, as medidas
dos segmentos KL, e PJ sdo expressas por nimercs racionais nao-
naturais.

O desafio proposto pela atividade 10 tentara motivar

a realizagdo, por parte do aluno, da sequéncia de atividades

construtivas sequintes (atividades 11, 12 e 13) que, devidamente
discutidas com os colegas e com © professor, lhe fornecerd o
conhecimento necessario para retomar a atividade 10 e resoclvé-la
com éxito.

E claro que essa Gltima dissonéncia cognitiva e a
forma como procuramos supera-la (veja texto 7, p. 30 do EHPO) tén
também um fundamento histérico. Embora ndc se saiba qual o
momento exato e guals circunsténcias levaram guais homens a se
colocaren pela primeira vez o problema da determinacido da maior
medida comum entre duas ou mais grandezas continuaS; é indubiﬁé«
vel gue os artesdos gregos (e antes deles também outros povos?)
muito antes do surgimento dos filésofos pré-socraticos e, portan-
to, antes do advento da ciéncia e da filosofia, ndo 86 se depara-
ram com esse problema como também forneceram~lhe uma solucéo
simples gue estava ao alcance de suas mdos: criaram o gue chama-
vam de “regra do polegar" e gue, posteriormente, recebeu outros
nomes tals c¢omo "método da subtragdo mitua", "método da dimi-

nuigdo reciproca® (antanairesis), "método das subtracdes sucessi-
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vas', "método das divisbes sucessivas", "algoritmo euclidiano da
divisdo" ou, usando o nome gue os gregos lhe davam, "antyphaire-
gig" (cf. wvon Fritz, 1945, p. 257; Eves, 1976, p. 126; Becker,
1965, p. 91; Knoryr, 1275, p. 29).

0 algoritmo euclidiano, gque ndc & euclidiano, é
descrito na pagina 30 do EHPO. Euclides desenvolve esse algoritmo
na proposicdo 2 do Livro VII, na proposigdo 2 do Livro X e na
proposicado 3 do Livro X {(cf. Heath, 1956, vol. 2, p. 298 e vol.
3, pp. 17-22).

Na proposicao 2 do Livro VII, o algoritwmo & utilizado
para a determinagdo do malor divisor comum entre dois nlneros
naturais ndo-primes entre si; na proposigido 2 do Livro X, o
algoritmo & utilizado para se demonstrar a inexisténcia de uma
medida comum guando as magnitudes envolvidas sdo incomensuraveils,
e na proposicio 3 do Livro X, vo}tamsé a utilizd-lo na determi-
nacgado da maior nedida comum entre duas magnitudes comensurivels.

0 estudante, porém, até o momento, desconhece a
existéncia de magnitudes incomensuréveis, e o propdsito da
atividade 14 & o de ndo apenas fazer con gue ele tenha a possibi-~
lidade de aplicar o nétodo das subtracdes sucessivas geométrica
e aritmeticamente a segmentos que sdo comensuravels, como tambén
¢ de sondar comc o0 alunc se conporta diante da aplicacdo desse
método & magnitudes incomensuréveis (veja itens f e g da ativida=-
de n® 14, p. 31 do EHPO). A reac@o prevista do aliuno nesta
atividade de aplicagéo e de sondagem & gue o fénémeno_da incomen-
surébilidade, apesar da provocagado, lhe passe despercebido, fgso
éorque, a forma como ordenamos os itens da atividade 14, sugerin-

do ac estudante gue o método das subtracdes sucessivas "funcio-
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na", nessa sequéncia, para a determinacgao do n.d.c. entre nameros
naturais, nameros racionals néo-naturails e néo-periédiceos e
nimeros raclonails periédicos, poderia levd-lo & facil mas incor-
reta inferéncia de que o método poderia ser estendido irrestrita-
mente a guaisquer pares de segmentos de reta. Além disso, nos
itens f e g da atividade n¢ 14, o teste da comensurabilidade
poderia ser felito via compasso ou via régua graduada. A percepgdo
por parte do aluno do desconforto provocado pela utilizagdo do
compasso, gerandoe diferengas sucessivas cada vez nenores e

impossibilitando, dessa forma, uma tomada de decisdo, poderia

fazer ocorrer-lhe a idéla de substitulr o compasso por uma régua
graduada e aritmetizar o problema qgue, inicialmente, tinha um
carater geométrico. Ao proceder desse modo, o aluno, inevitavel-
mente, chegaria & conclusdo errénea de que lado e diagonal do
guadrado e lado e diagonal do pentdgono seriam pares de segmentos
comensuravelis. Mas esze "erro' previsto & um "erro® construtivo.
E & nossa vista gue o torna uma resposta possivel. E nfo somente
possivel, mas adeguada. E uma ilusdo provocada pela crenga no
poder da vis&o na tomada de decisbes sobre gquestdes pertencentes
ao dominio racional. Mas a percepcdo da existéncia de segmentos
incomensuravels jamals poderia surglr no plano histdrico como
também no plano cognitive se algo nac viesse desafiar essa
ilusdo. £ essa a "utilidade" pedagégica da ilusfdo. REla presta-se
para ser destruida, pois é através dessa destruicdo gque 0 novo
conceito, até entdo inexistente, aparece. E aqui aparece tambémn
um exemplo vivo da aplicagao pedagdgica do "axioma do primado
tedrico do erro" de G. Bachelard. O significado de uma idéia sé

nos & acessivel na nedida em que aparece schre um fundo de erros
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mais profundos. Isto &, na medida em que essa idéia é recolocada
no interior do campo das 1lusSes imediatas. A "lembranga dos
erros retificados® & gue faz com gue um novo elemento seja
incorporado ao canmpo semdntico que envolve o conceito a ser
aprendido. No caso especifico de nosso estudo, o conceito a ser
aprendido & o de nimero irracional e o novo elemento que faz
parte do campo semdntico gue envolve este conceito € a percepgdo
da existéncia de segmentos incomensuréveis. Mas a incorporacio
degsse novo elemento ao campo semdntico implica que ele seja
subtralido de um dominio inacessivel a visao. A sua retirada desse
campo de invisibilidade & a condigdo pedagbgica necessaria que
assegura a sua existéncia, isto &, a concessao de sua cidadania
no campo semantico.

O objetive do texto 8 da pdgina 31 do EHPO & o d

provocar uma nova dissondncia necessdria para "transportar" o
"ghost" (o “monstro" de Lakatos) do campo de invisibilidade ao
campo semdntico, isto &, ao plano da consciéncia. Histérica e
pedagogicamente, atribuimos essa tarefa & figura lendéria de
Hipasus. No texto n? 8 ele ressurge da obscuridade para trazer a
Iuz, ao canpo de visibilidade, a descoberta de segmentos incomen-
surdveis. Mas ndo basta contrariar o senso comum. £ preciso
também "mostrar®, gue a negacdo faz sentido. Mas esse "mostrar®
gue implica umnm "convencer" ndo poderia recorrer a procedimentos
dedutivos ~abstratos muito sofisticados gue nem estavam dis-
ﬁeniveis no conjunto de conhecimentos matendticos da época e nem
teriam o poder de persuasio necessario para dQSafiar o senso
copnum. Esse mostrar deveria impor-se mencs pelo rigor que pela

sutileza. E nesse sentido, para que o poder da visdo pudesse ser
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desafiado e para gue esse desafio pudesse receber alguma credibi-
lidade por parte de um grego antigo - um tipo visual nato segundo
Bacca - esse 'mostrar® nido poderia romper radicalmente com ©
elemento visual. O poder da vista deveria ser destruido com algo
visivel. Al reside a forcga da "prova' de Hipasus. Além de ter gue
ser matematicamente aceitdvel ela teria também de ser uma “prova®
pedagdgica. A punicdo de Hipasus & a prova do éxito pedagdgico
de sua prova. Dal a possibilidade do seu aproveitamento didatico
na atualidade. A atividade 16 do estudo histérico-pedagégico

operacionalizado tem por objetivo fazer com gue o estudante,

através da aplicagdo do método das subtragdes sugesgivas a rede
de pentagonos e pentagramas chegue a4 conclusic, de uma forma
provavelnente andloga aquela empregada por Hipasug, da possipiii-
dade de existéncia de segmentos incomensuraveis. A atividade 15
que a antecede procura simplesmente preparar o terrence para i1isso,
uma vez gue tenta fazer com gue o aluno perceba essa rede de
pentégonos e pentagramas como una composicdo de infinitos trian-
gulos isésceles cada vez menores, fato indispensavel para que se
possa compreender por gue razdc o método das subtracgdes sucessi-
vas propaga-se indefinidamente nessa rede, jamais ocorrendo uma
diferenga nula entre os segmentos comparados.

Entretanto, como j& asinalamos anteriormente, o fato
da primeira percepgdo histérica do fendmeno da incomensurabilida-
de ter ocorrido através da rede de pentagonos e pentagramas foi

posta em duvida, recentemente, por Knorr.
Vamos considerar agora 0§ seus argumentos,
Em primeiro lugar, Knorr afirma que von Fritz e

Heller defendem a tese de que os pitagdricos descobriram o
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fendmeno da incomensurabilidade guando perceberam que a "anthyph-
airesis" entre dols segmentos em média e extrema razao® necessa-
riamente continuava ao infinito (Xnorr, 1975, p. 29).

Em seguida, Knorr considera os argumentos gue von
Fritz levanta em defesa dessa tese: a importancia que o pentagra-
ma tinha para a escola pitagdrica e a importdncia que a seccédo
aurea tem para a construglo do dodecaedro regular, gue Jamblico
havia associado em suas consideragées com a primeira divulgacio
do irracional {(cf. Knorr, 1975, p. 30).

Finalmente, Knorr contra-argumenta do seqguinte modo:

1) "que a divisdo de um segmento em média e extrema razio, da
forma como & dada na proposicidco 11 do Livro I dos Elementos
de Euclides, requer o uso do teorema de PitAgoras em sua forma
geral, enguanto que a reconstrugdo feita por ele, isto &, por
Knorr (ver pp. 201-202 deste trabalho), necessita apenas de um
caso particular intuitivamente obvio desse teorema” (cf.
Knorr, 1975, p. 31).

2) Ygue a construgdo do pentagono através de meios Fformalmente
aceitdvels =~ isto &, pelos procedimentos contidos na propo-

sigdo 11 do Livro II e nas proposicdes 10 e 11 do Livro IV -

¥ Dizemos gue dois segmentos de reta A e B estio em média e extrema

razido quando o malior deles (digamos A) & igual & média proporcional entre o
menor e a scma de ambos, isto &, guando Az:tB.(A+8). A proposigdo 5 do Livro
XITII dos Elementos de Buclides afirma que se A e B estdo em média e extrema
razdo, sendo A o malior dos segmentos, entac, o0s segmentos A+B e A também
estario em média e extrema razdo. Uma prova atual dessa propriedade da secgdo
durea & a seguinte:

se A e B (A>B) estio em média e extrema razdo, entlo, A’ = B, (A+B).
Adicionemos A.(A+B) a ambos os membros dessa igualdade. Ent&o, A.(A+A+B) =
(A+B)?. Loge, A+B e A estfc em média e extrema razio.

Analogamente, subtraindo AB de ambog 08 membros da igualdade, chegaria-
mos & conclusio de gue B e A-B estdo, também, em média e extrema razioc. Fose
Ultimo fato nos permite concluir gque a "antyphairesis” sempre produz duas
magnitudes que estdo na mesma média e extrema razfo. Logo, esse processo, para
magnitudes que estejam nessa razdo, continua indefinidamente {cf. XKnorx, 1975,
p- 29 e p. 54).
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exige uma pericia impressionante, o que nao se pode facilmente
afirmar gque existisse nog primeiros estégios da pesquisa
geométrica. Seria estranho, embora admitidamente possivel, gue
a existéncia de magnitudes incomensuravelis fosse descoberta
inicialmente no contexto dessas elaboradas construgdes, quando
0 mesme poderia ter sido obtido através da simples construgdo
do guadrado”™ (Knoryr, 197%, p. 31).

3) "gue ndo hé& nenhuma wmanifestacdo na literatura grega de
gualguer uso da fanthyphairesis’ para provar (grifos dele) a

incomensurabilidade de segmentos em média e extrema razdol

(Knory, 1975, p. 31).

Inicialmente, vamos considerar conjuntamente o
primeiro e terceiro contra-argumentos de Knorr, uma vez gue ambos
insistem em associar & tese de von Fritz a pressuposicdo do
conhecimento por parte dos primeiros piltagdricos ndo apenas do
processo geondtrico de divisdo de um segmento de reta em média e
extrema raz8o, da forma como aparece na proposicgdo 11 do Livro IT

dos Elementos’, como também do processo interativo de producao

¥ Fuclides enuncia do seguinte modo a proposicao 11 do Livro II:

"Dividir uma reta de modo gue o retanguleo compreendido pela reta toda e por
uma de suas parte seja igual ao guadrado da parte restante”. E claro gue esse

snunciado equivale & determinagio de um ponto H pertencente ao segmento de
reta AR, de medida a, de modo que

% H x~a
x{x+x-a) = (x-a)’, onde AH = x e A B
HB = x -~ a. Esza equagdo & eguivalente a esga outra: x° - ax -~ a’ = 0, cuja
ratz positiva & x = a.(45 - 1}/2 . B claro também que o ponto H divide o

segmento AR em média e extrema razdo pois, por definiglo, H divide AB em média
e extrema razdo se AB/RH = AH/HB = afx = x/x-a =% x’ - ax ~ a’ = 0, eqguagio
essa idéntica & anterior. Utilizando terminologia e notagdo atuais, o processo
euclidiane para a determinag¢do do ponte H &, fundamentalmente, o seguinte:

12 Pagso: Construir sobre AB, o quadrado ABCD. D B
2¢ Pasao: Determinar o ponto médic E de AC.
¢ Passo: Tragar EB e prolongar Ch até F, H G

tal gue EF = EB.
492 Paggo: Completar o guadrado AFGH.
Conclusdo: O ponto H divide AB em nédia e
extrema razio. C E

A F

Una Jjustificativa atual do processo & mostrar que os passos dessa construgéo
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infinita de segmentos em média e extrema razdo, da forma como ele
aparece na proposicdo 5 do Livro XIII de Euclides.

E claro que se essa pressuposicdo fosse necessaria,
a conjectura de Knorr tornar-se-ia mais plausivel gue a de von
Fritz, uma vez gue, como ele proprio esclarece, a conjectura do
quadrado reguer apenas o uso de um caso particular do teorema de
Pitdgoras, ac passo gue a proposicido 11 do Livro II, como vimos,
exigiria ndo apenas o emprego desse teorema emn sua forma geral
como também um processo geonmétrico de resolugdo de eguacdes

gquadrdaticas da forma x° + ax = a’. A utilizacdo por parte dos

primeiros pitagbéricos de unm método algébrico, ainda gque puranente
verbal, de resolucdo desse tipo de equacgao, tal como se encontra-
va na matematica babilénica &, segundo Boyer, improvavel. Isso
porque, guando a € um nidmero racional, n&c had um nimero racional
x qgue satisfacga essa equagao (cf. Boyer, 1974, p. 38). Alén
disso, continua Boyer, "se pudéssemos saber gue tipo de solucdo,
se & gue tinham alguma, os pitagdricos adotavam para o problema
da segdo durea, avancariamos bastante no esclarecimento do nivel
e das caracteristicas da matemdtica pré-socréatica" (Boyer,
1974,p. 38).

Entretanto, ¢ que Knorr ndo considera é o fato de que
a conjectura do pentdgonoc de von Fritz, embora recorra & apli-

cacgdo da "anthyphairesis" a segmentos gque sempre estic em média

equivalem & determinagdo geométrica da raiz positiva da equagdo quadratica
% + ax ~ a> = 0. De fato, como ABCD é um quadrado {passo 1}, e BB = a,
entdo, AC = a. Entdo AE = a&/2, pois E & ponto médio de AC (passo 2). Logo,
¢ trifngulo ARE, retingulo em A, tem os catetos AB e AE medindo a e a/2,
respectivamente. Entio, pelo teorema de Pitdgoras, temes: EB' = a® + (a/2)°.
Dai, EB = ay5/2. Como, por construgio (passo 3), EF = EB, entdo, EF ={a/2)45.
Como A estd entre E e F, AF = IF -~ AR. Dai, AF = EB - AE. Logo, AF =a/2(¥5-1).
Come, por construgldo (passo 4), AFGH é um guadrade, entdo, AH = AF. Logo,
AH = a/2.(¥% ~ 1), como queriamos demonstrar.
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e extrema razdo, nao precisa, para se manter, assumir necessaria-
mente como pré-requisito um processo geométrico de divisido de
segmentos em média e extrema razdo. Os Unicos pré-requisitos
necessarios, como acentuam o proprio von Fritz (19245, p. 259) e
P.5. Jones (1956a, pp. 125-126), eram o tecrema atribuldeo a Tales
de que os dngulos da base de um triféngulce isdsceles sio iguais,
o fato de que a soma dos dngulos internos de um tridngulo
gualguer & 180", o fato de gue angulos inscritos em arcos iguais
sdo lguais, além, & claro, do método das subtracdes sucessivas.

Uma vez gue todos esses fatos Ja estavam incorporados ao

conhecimento matemdtico antes mesmo que os primeiros pitagéricos
comecgassen a dar as suas contribuicdes, "ndo ha qualquer motivo
para ndo se acreditar", assinala von Fritz, "gue Hipasus fosse
capaz de demonstrar a incomensurabilidade de lado com a diagonal
de um pentagonc regular® (von Fritz, 1945, p. 259). Além disso,
continua von Fritz, "gue as provas desses teoremas, do nodo como
alas eram dadas na netade do sécule V a.C., ndo estivessem de
acordo com a concepgdo euclidiana de uma prova satisfatéria néo
& relevante. Pols a guestdo ndo & se Hipasus poderia dar una
demonstracdo cujos passos teriam satisfeito Euclides ou Hilbert,
mas se ele fol capaz de encontrar uma prova gue poderia ser
considerada abscolutamente convincente ao nivel da teoria matema-
tica alcangado em seu tempo e, guanto a isso, ndo pode haver
divida que ele o tivesse conseguido" (cf. von Fritz, 1945, p.
259) . Nesse sentido, como percebeu com clareza Jones, a prova de
Hipasus, alén dos conhecimentos de natureza propriamente matemé-
tica gue ela exige, assenta-se sobre um fato psicolégice, pois a

incomensurabilidade entre o lado e a diagonal do pentdgono &
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quase visualmente evidente (cf. Jones, 1956a, p. 125). E por essa
razdo gque, historicamente, "seria impossivel descobrir a incomen-
surabilidade aplicando o método das subtracdes sucessivas da
forma como os artesdos o faziam: medindo com paus ou com cordas®
(von Fritgz, 1945, p. 257).

f por essa razdo também que, pedagogicamente, o aluno
nido poderia perceber a existéncia de segmentos incomensuraveils
meramente olhando para um guadrado e para uma de suas diagonais,
ou observando um pentdgonc e uma de suas diagonals, ou até mesmo

aplicando diretamente o wmétodo das subtragdes sucessivas, de

forma empirica, como o fazlam os antigos artesdos, ainda que se
substituam os paus e as cordas por segmentos de reta, compasso ou
régua. A incomensurabllidade £6 se deixa revelar quando explora-
mos com ferrvamentas abstratas um dominio geométrico (a rede de
pentéagonos e pentagramas que insinua visualmente a infinidade do
processo). E dentre essas ferramentas abstratas, a divis&o de um
segmento em média e extrema razdo ndo & necessaria como acredita
Knorr.

O segundo contra-argumento de Knorr merece unma
avaliagdoc mals detalhada uma vez que coloca em divida a possibi-
lidade de os antigoe pitagdricos terem tido conhecimento de um
processo "formalmente aceitavel”™ de construgdc do pentigono
regular. E por "formalmente aceitidvel", Knorr entende a forma
como Euclides constrél o pentégono regular na proposigdo 11 de

seu Livro Iv."

A processo utilizado por Buclides na proposigdo 11 de seu Livrio IV &

fundamentalmente o seguinte:

12 Pasgo: Inscrever na circunferéncia ao
lado um tridngulo isdsceles ACD cujos
Angulos da base ACD e CDA sejam iguais
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Embora © processo euclidiano de construgdo do penta-

gono regular ndo seja em si mesmo complicado quando se conhece de
antemdo um processo para a construgdo do tridngulo isdsceles com

o

angulos 36°, 72° e 727, se levarmeos em consideragdo o conjunto de
proposigdes gue o fundamentam, serd dificil ndo concordar com
Knorr gque ele reguer uma "inpressionante pericia¥. Essa fundamen-
tacdo exige o useo de 12 proposigdes gue aparecem nos Elementos de
Fuclides: as proposigdes 35, 37, 41, 43 e 47 do Livro I; as
proposicdes 6 e 11 do Livro I1; as proposigdes 32, 36 e 37 do

Livro III e as proposicgdes 2 e 10 do Livro IV (cf. Aaboe, 1984,

p. 67=87). Por outro lado, um argumento levantado por Heath em
apoio ao fato de que o método utilizado por Euclides na propo-
sigic 11 do Livro IV estava muito préximo dagquele utilizado pelos
pitagdricos, & o de gue Euclides utilizou-o com ¢ propdsito de
tornar explicita, isto &, wvisivel, a conexfo entre pentégono e
pentagrama, uma vez gque, com excecdoc do segmento BE, o pentagrana
aparece por inteiro no diagrama referente a essa proposigdo (cf.
Heath, 1956, vol. 2, p. 191). Que essa explicitagio da conexdo
pentigono-pentagrama ndo era necessaria basta atentar para o fato
de gue Euclides poderia ter construido o pentdgono de forma mais
natural se tivesse feito uso direto do dngulo de 108", obtendo-o
através dos dngulos do tridngulo isésceles de 367, 72" e 72°, ja

construido na proposigdo 10 do Livro IV. Ou entd@o, se tivesse

an dobro 4o &ngulo CADR (Proposigdo 2 e
10 do Livro IV).

2¢ Passo: Bissectar os dngulos ACD e CDA,
respectivamente, pelos segmentos de reta
CE & DB (Proposigdo 9 do Livro I} e tra-
¢car os segmentos AB, BC, DE e EA.

{cf. Heath, 1956, vol. 2, pp. 100-101)
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feito uso direto do &dngulo de 36° desse mesmo tridngulo, e
construide unm decdgono regular inscrito no circulc dado e, em
seguida, ligado alternadamente cinco dos dez pontos do circulo
dividido em 10 partes iguais pelo dngulo de 36° (cf. Heath, 1956,
vol. 2, p. 101).

Talvez, esse ¢ outros argumentos levantados por Heath
ndc sejam suficientemente fortes para abalar ¢ segundo contra-
argumento de Knorr. Vamos, portanto, consilderar uma linha de
argumentagdo distinta da anterior. Ela se baseia no fato central

de que a construgdo do pentadgono, ou pelo menos o conhecimento de

uma construgio por parte dos primeiros pitagéricos, nic precisa-
va, necessariamente, ter sido aguela dada “formalmente" por
Euclides. Um outro caminho, menos restrito gque aquele platénico-
euclidianc gue exige © usc exclusivo da Fégua sem escala e do
compasso no tragado das figuras geométricas, poderia ter sido
anteriormente trilhado. Talvez, esse caminho tenha sido aguele
sugerido por Gerdes e gue aparece descrito no estudo histdérico-
pedagdgico operaciocnalizado (veja p. 6). "O protetor de dedo
obtido desta maneira & pentagonal e regular, ndo porgue um Deus
ou alguém o desejou antes, ndoc porgue um pitagdrico o tenha
podido imaginar, mas porqgue isso resultou da atividade humana: na
interacdo entre o problema - como evitar os arranhdes? - a
primeira sugestio para a sua solugdo - produzir um dedal - e as
possibilidades materiais. Para debulhar os grdos de cereal na
ilha indonésia de Rotl, serve-se de um protetor de dedo, feito
com folhas da planta Lontar. No indicador e no polegar pde-se, en
cada um deles, um dedal deste tipo pentagOﬁal—regu}ar" {Gerdes,

1987, p. 69). A conjectura de Gerdes, assentado-se no fato de gue
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a tomada de conscléncia da forma pentagonal fol um produto
necessaric da atividade humana produtiva, opde-se, portanto,
tanto as conjecturas de tipo empirista gue defendem o surgimento
das formas pentagonal e pentagonal estrelada através da obser-
vacdo direta das faces de cristals de forma dodecaédrica e de
estrelas do nar respectivamente, como também &s conjecturas de
tipo platdnico segundo as guals essas e outras formas teriam pré-
existido, desde sempre, idependentemente do mundo obijetivo.
Gerdes val além e tenta, ainda gue a grosso modo,

situar cronoldgica e geograficamente essa percepgido da forma

pentagonal dentre o conjunto de formas cadticas presentes no
mundo objetivo: "O problema aguil resclvido apareceu ja muito ceda
na histéria humana: uma economia de recocleccdo nasceu, durante o
paleolitico posterior e mesolitico, em algumas regides geografi-
cas limitadas, onde se verificava uma presenca nmassiva de plantas
silvestres. Assim, & inteivamente possivel que a solucdo através
do dedal pentagonal-regular derive desse periodo. Se fosse esse
o caso, suscitaria menos surpresa, que o pentdgono regular apare-
cesse ja nas tébuas de escrita cuneiforme babilénicas" (Gerdes,
1287, pp. 63-70).

Os tabletes babilénicos a gue Cuerdes se refere foran
encontrados em 1936 na cidade de Susa, a uns 300 km de Babildnia,
e demonstram, como afirma Jones, gque osg babilénicoes, em matéria
de geometria tedrica, foram além do que anteriormente se conhecia
(cf. Jones, 1957, p. 165}). Em un desses tabletes aparece a
conmparagio entre as areas e o0s gquadrados dos lados do trié@ngulo
equilatero, do guadrado, do pentagono regular, do hexagono

regular e do heptdgono, ainda que este tltimo poligonc, como hoje
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o sabemos, ndo seja construivel com o uso exclusivo de régua e
compasso. No caso particular do pentdgono, a razdo dada entre sua
drea e o guadrado de seu lado &, em notagido decimal, 5/3 ou
1,66..., 0 que estd correto a dois algarismos significativos, Com
base nisso, seria dificil aceitar que uma cultura gque chegou a
estabelecer relacgdes guantitativas entre as partes de poligonos
regulares, dentre eles o pentidgono, nido tivesse chegado também a
especular sobre processos para construi-ios.

Ainda gque n&oc tenham chegado até nés gualisguer
evidéncias escritas sobre esses processos, podemos inferi-los
recorrendo a fontes iconograficas. A foto abaixo nos mostra
exemplares de Jjoalheria de um timulo em Tepe CGawra, um local
situado a 22,5 km a leste do Tigre, ndo longe de Ninive, poste-

riores ao ano 3.000 a.C.

Essas rosetas, em ouro, eram provavelmente utilizadas
cgomo ornamento para cabeg¢a ou roupagens (cf. Mallowan, 1971, pp.
81-82) .

G fato gque nos chama imediatamente a atencic nessas
rosetas é a simetria e precisdo no tracado de suas pétalas.
Quando buscamog inscrever essas rosetas em circulos, da forma

como o fizemos abaixo, & dificil ndo nos convencermos de que oS
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babilénios dispunham de um processo de divisdo da circunferéncia
em partes lguais, uma vez ¢gue salta aos olhos a congruéncia dos
arcos determinados pelos ponteos em que as pétalas tocam a circun-

feréncia.

Da direita para a esquerda as rosetas possuem 16, 20
e 15 pétalas respectivamente. Ainda gue uma roseta de 16 pétalas
pudesse ter sidc construida trivialmente através de sucessivas
bissecgdes do circulo, ¢ gue teria também possibilitado a cons-
trugdo do guadrade, do octdégono regular e do poligono de 16
lados, © mesmo ndo acontece com as outras duas rosetas. Qualgquer
gue tenha sido o processo utilizado para a divisdo da circunfe-
réncia em 20 e 15 partes iguais, isso traria necessariamente como
consequéncia o conhecimento de um processo de divisido da mesna en
5 partes iguais, © gue implica no conhecimento de um processo
para a construc¢lo do pentdgono regular.

No primeiro caso, guem divide uma circunferéncia em

20 partes iguais, 7ja dividiu-~a automaticamente em 10 e 5 partes
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iguais. No segundo caso, a construgido do quindecagono regular
(poligono de 15 lados) exige a construcdo de um arco medindo 24°
(360:15). O triédngulo equildtero inscrito em uma circunferéncia,
divide~a em 3 arcos de 120°. Um pentdgono regular inscrito nessa-
mesma circunferéncia, divide-a em 5 arcos de 72°. A diferenga
entre esses dois arcos fornece um arco de 48°, gue bissectado,
produziria o arco de 24° desejado. Alids, & exatamente isso o que
sugere o¢ diagrama abaixo, gque aparece na uGltima proposicdo
(proposicdo 16) do Livro IV dos Elementos de Euclides, gue se

refere ao processo de inscrever em um circulo dado, uma figura de

15 dngulos, que seja ao mesmo tempo equildtera e equiangular (cf.

Heath, 1956, vol. 2, p. 110).

Se a forma pentagonal, como wmostramos, J& havia
adquirido o status de "beoa forma", passando a compor © dominio
das formas geowmnétricas autdnomas h& milénios antes do surgimento
dos primeiros pltagdricos, o mesmo pode ser dito em relagido ao
pentagrama ou poligono estrelado de 5 pontas. Quer esta Qltima
forma tenha adguirido a sua autonomia através da sinples per-
cepgdo de seu surginento por meio do tracado das 5 diagonals de

um pentdgono regular, guer através de um processo de producao de
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artefatos'’ andlogo & conjectura levantada por Gerdes para o
surgimento da forma pentagonal, guer através de outro processo
gualguer, o fato incontestdvel @ que essa autonomia fol conguis-
tada também em tempos bastante remotos. E o gue nos atesta, por
exemplo, o trabalho cerdmico & esguerda e ao alto da foto abaixo,
noe gual aparece vivamente estampado o desenho de um pentagrama.
Nessa foto (Mallowan, 1971, p. 80) aparecem guatro ceranicas
suméricas, pintadas e trabalhadas na roda, da fase Jemdet Nasr,
isto &, do final do periodo de Uruk ( de 3.500 a.C. a 2.900

a.C.)"”. 0s desenhos geométricos e policromos, a negro e verme-

" po mesmo mode como a forma pentagonal poderia ter surgido da atividade
humana produtiva, a forma pentagonal estrelada poderia também ter surgido
nesse contexto. & o que sugere Gerdes em (1987, pp. 99-101 e pp. 198-199}).
Gerdes busca apolo para essa conjectura através do modo como as etnias Tsonga
do sul de Mogambigue confecclonam as carteiras de uso a tiracolo, chamadas
"huama™ ou "funeco", para o que partem de dols pares de tiras de palmeira que
gdo atadas pentagonalmente uma & outra como se vé na figura abaixo.

"0 pentagono do nd", explica Gerdes, "é&, guando achatade, semi-regular, com
angulos, de 1087, §0°, 907, 1267 e 126°. Porém, encontra-se escondido nele o
pentdgono regular € © pentagrama. Se se entrelagar, ao jogar, um tal nd de
duas tiras da planta, relativamente largas e finas e se colocar em frente a
luz, entdo, aparecem, ao mesmo tempo, um pentdgono regular e um pentagrama
quase completo. Encontra-se aqul um nascimento alternativo do pentagrama?"”

{Gerdes, 1987, pp. 198-199}.

2 A cidade de Uruk {a Erech do Antigo Testamento e a atual Warka)
encontra~se num brago do Eufrates meridional, na Suméria, territério gque,
depois de 2.000 a.C., se chamava Babildnia. Aqui, em meados do 4¢ milénio
a.C., a arte, a arquitetura, muitas espécies diferentes de tecnoclogia e,
eventualmente, a wetalurgia comegaram a manifestar um desenvolvimento sem
precedentes (c¢f. Mallowan, 1971, p. 13).
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lho, sdo caracteristicos desse periodo.

Além disso, antes do surgimento dos pitagdéricos, "um
belo e completo pentagrama pode ser visto em um vaso de Aristo-
nophus, que supbe-se pertencer ao século sétimo antes de Cristo,
que foli encontrado em Caere na Itdlia e que encontra-se atualmen-
te no museu de Roma'" (cf. von Fritz, 1945, p. 259 e Heath, 1981,
vol. I, p. 162). Outros achados em Micenas, incluem ornamentos de
forma pentagonal (Heath, 1981, vol. I, p. 162).

De tudo o que foi dito a respeito das formas pentago-
nal convexa e estrelada e das evidéncias que foram levantadas
atestando o conhecimento gue tinham delas os povo; quehviveram na

regido da mesopotdmia héd milhares de anos antes de Cristo, e

levando ainda em consideracdo o fato de Pitagoras ter viajado
pela Babilénia, de onde evidentemente absorveu ndo apenas conhe-

cimentos matematicos como idéias misticas e religiosas, & razoa-
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vel supor que o8 primeiros pitagdricos ndo apenas conheclam essas
formas come também dispunham de um processo, ainda gue ndo formal
ou euclidiano, de construgdo dessas figuras, o gue enfraguece
consideravelmente o segundo contra-argumento de Knorr & conjectu=-
ra de von Fritsz.

0 esforgo gue enprendemos para, de algun wmodo,
imaginar a "pré-histdéria® da nogao de incomensurablilidade e para
tornar plausivel a conjectura de von Fritz deve-se ao fato de
gue, como assina Bachelard, "essa pré-histéria poderia servir

vantajosanente de indugio pedagbdgica" (Bachelard, 1977, p. 102).

Bsse esforco, portanto, nada tem a ver com a tentativa de se
"provar" a anterioridade cronoldgica da conjectura do pentagono
em relacio & do guadrado para inferir desse fato a necessidade de
uma organizacédo sequencial dos conteldos, no plano didéatico, que
obedecesse rigidamente esgsa suposta sequéncia cronolégica. Nio
existe, a nosso ver, uma relacdo de subordinagic entre seguéncia
cronnldgica e sequéncia pedagdgica. Isso porgue, a andlise psico-
epistemcldgica do desenvolvimento histérico e niao esse desenvol-
vimento em si, que & ¢ gue nos interessa pedagogicamente, nos
revela uma histdéria ndo como ela realmente fol, mas como deveria
ter sido.

A rigueza pedagbgica gerada pela argumentacic de
Hipasus, guer guando aplicada ao pentdgono, quer guando aplicada
ao guadrado, ndo reside na discussdo da anterioridade cronolégica
de ¢gualguer um desses cases em relacdo ao outro, mas na possibi-
lidade de explorag¢do didatica do conjunto de cognicdes aparente-
mente contraditérias produzidas pela aceitacgdo de sua legitimida~

dea.




241
Modernamente, essa dissonéncia histérica exprime-se,
para o caso do guadrado, através do fato de por um lado podermos
visualizar a solugdo geométrica da equagdo x'=2 e, por outro
lado, nao dispormos de método algum gue nos possibilite chegar a
uma solugdo aritmética raclonal dessa equacdo.
Muitas possibilidades de se contornar essa disso-
ndncia poderiam ser apresentadas tails como:
i} renunciar & possibilidade de sempre podermos expressar a
medida de um segmento através de um nimero;

2} admitir a possibilidade da existéncia de equagdes gue sé

possam ser resolvidas por via geométrica e ndo aritmética;

3} buscar novos nmétodos na esperanca de se achar um valor
racional exato ou aproximado para a equacdo X'=2;

4) admitir a possibilidade de se aceitar contradigdes na
matematicas;

5) manter a harmonia do edificio matemdtico e ampliar o concei
to de nlmerco, isto &, aceitar a existéncia de novos nimeros
gue nao sejam racionais.

Discutir com os alunocs os desdobramentos de cada
uma dessas possibilidades de se contornar a dissonincia é& uma
tarefa didatica altamente relevante. Entretanto, a opgéio pela
melhor possibilidade ou o conhecimento do modo como essas opcdes
se modificaram até culminar naguela atualmente aceita pela
comunidade matematica, € algo que, a rigor da palavra, nido pode

ser construldo pelo estudante. Trata-se, na realidade, de una

"informagdo®™ a ser-lhe fornecida. Mas de uma "informacdoc' com
aspas, uma vez gue ela tem como suporte toda uma construcdo

prévia capaz de tornéd-la significativa, isto &, compreensiva. Uma
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“informagdo construtiva" - ainda gue isso soe paradoxal - porque
transmitida num momento do processo construtivo gue posibkbilita,
para usar um termo de Ausubel, a sua "ancoragem".

De fato, € claro que os alunos nao poderianm
advinhar gue os gregos optaran pelas duas primeiras possibilida-
des de se contornar a dissondncia, isto &, que preferiram supor
que a Geometria era mals poderosa que a Aritmética, e gue acaba-
ram desenvolvendo, por intermédic do caminho aberto pela teoria
das proporgdes de Eudoxo, a complexa teoria das grandezas inco-

nensuravels, da qual o Livro ¥ dos Elementes de Euclides costi-

tui~se no mais belo e aperfeigoado exemplo.

E clare gue ndc poderiam advinhar também que,
ainda que os gregos tivessem optado pelas duas primeiras possibi-
lidades, ndo faltaram aqueles gue, quer por razdes de carater
pratico ou de caradter politico~ideolégico, preferiram optar pela
terceira possibilidade, isto &, pela busca de valores aritméticos
aproximados ou exatos para as ralzes quadradas.

No primeiro casc, o cardter legitimo dessa busca
assentava-se na necessidade imposta pelos cdlculos astronémicos,
o gque torna vidvel a afirmagéo da existéncia de um uso incons-—
cliente do nimero irracional por parte dos astrénomos babilénicos,
gue dispunham até mesmo de um método notavel para extracéo des
raizes guadradas (ver Apéndice 1), antes mesmo do levantamento do
problema da natureza desses nlmeros por parte dos gregos. A

continuidade dessa tradigdo, mesmo apds a descoberta das grande-
zas incomensurdvels e mesmo apds o Livro X de Euclides, & atesta-
da pelos inGmeros nétodos desenvolvidos pela Logistica grega,

tais como o método de Heron de Alexandria e o de Theon Alexandri-
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no (ver Apéndices 3 e 4) para a busca de valores aproximados para
as raizes guadradas, e também pela matemdtica renascentista, como
ilustra o método de Bombelll (1572} para extracdo de raizes
quadradas (ver Apéndice 5}, baseado no uso sistendtico de fragtes
continuas.

No segundo caso, o carater ilegitimo da busca -
porgue assentado na ilusdo de gue se poderia atingivr um valor
racional exato para as raizes guadradas - e seu aspecto claramen-—
te ideolégico -~ porgue baseado na insisténcia, para usar a

expressio ilrdénica de Dantzlg, de alguns “"pitagdricos conservado-

res’ em manter a creng¢a de gue para tudo havia um nimero, mesmo
apds os desdobramentos da descoberta de Hipasus - ndo impediram
o surgimento de um método interessante para a obtencao de valores
aproximados para as raizes guadradas, como o atesta o método de
Theon de Smirna (ver Apéndice 2).

Finalmente, & claro gue os alunos ndo poderiam
também advinhar o modo como, ne sécule 19, o matemdtico alemdo
Richard Dedekind propds uma real superacédo da dissonancia produ-
zida pela descoberta de Hipasus, com base na opgdo pela quinta
possibilidade anteriormente exposta e através da postulacio
daguilo que gualifica como o "banal e trivial critério do corte
de uma reta".

Mas por gue razdo essa trivialidade banal escapou
ao sutil espirito dos gregos? Por gue razdc, em pleno século XX,
o sutll espirito de Bertrand Russell fazia o sequinte comentério
irénico a respeito do mode como Dedekind procedeu a essa supe-
ragdo?: "o métedo de ’‘postular’ o gue gqueremos oferece multas

vantagens; sac as mesmas do roubo sobre o trabalho honesto.
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Deixemo~las aos outros e prossigamos em nossa faina honesta®
(Russell, 1974, p. 74).
0 estudo histérico~pedagdyico operacionalizado que
apresentamos para onde Dedekind parou, enmbora a polémica a
respeito da legitimidade légica da solugdo fornecida por ele
pudesse, & claro, ser continuada como atestam as palavras acima
de Russell. 86 gue essa continuagdo implicaria em elevar a
discussdo a um nivel de sutileza ldgica que estaria fora do
alcance dos estudantes para os guais o estude se dirige.!
Outras dissondncias de menor relevo aparecem ao

- 5

longo do estudo histérico-pedagdgice operacionalizado, como é
aguaela presente no item £ da 258 atividade (p. 48 do EHPO),
necessaria a introducdo do conceito de raiz cubica e & discussao
de sua natureza irracional, ou entdo, aguela presente no item 8
da 292 atividade {(p. 53 do EHPO), necessiria & discussio das
diferentes formas de representagio de um nimero irracional.

Ndo podemos deixar de registrar também, a divida
gue o nosso estudo histoérico-pedagdgico operacionalizado tem para
com © modo como Caraga desenvolve a problematica relacicnada aos
nimeros irracionais nos "Conceites Fundamentais da Matemdtica®,
Recorremos a ela devido a sua afinidade com o medo como entende-
mos deva constituir-se uma didatica construtiva da matematica.

£ preciso assinalar finalmente gue, aco longo do
desenvolvimento do estudo histérico-pedagdgico cperacionalizado,
sdo vdrias as oportunidades abertas ao professor para o trabalho

de problematizagdo de valores junto acs estudantes. Questdes como

B o leitor poderd encontrar a continuidade dessa polémica consultande

ag referéncias: {Russell, 1974, pp. 66-78) e (Rosenfeld, 1927).
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as seguintes poderiam ser levantadas e discutidas, comparando-as
com situagdes da atualidade:

- Como aﬁaliar a figura de Hipasus? Seria ele um traidor por
ter revelado um segredo?

- A segregacdo de conhecimentos é uma atitude legitima?

- 0O conhecimento é um instrumento de poder? Por que razdes?

~ A atitude dos pitagdricosg diante da descoberta de Hipasus é
uma atitude condizente com o espirito cientifico?

~ Existia algum niclec de bom sensc nas crengas dos pitagbri

cos?

= O ¢lima social, politico e cultural de um pais exerce algum
papel no tipe de conhecimento que & produzido? Que fatores
poderiam acelerar ou retardar a producdo de novos conhecinen-
tos?

-  Existem conhecimentos inlGteis?

- O desenvolvimento da ciéncia sempre traz beneficios Aas
pesscas e melhoria de suas condigdes materiais e espirituais
de existéncia? Etc.

E claro gue estaria fora de cogitacdo um tratamen=-
to manigqueista dessas e de outras questdes. Problematiza-las
junto aos estudantes significa mostrar que a escola, e em parti-
cular a matemdtica, podem contribuir ndo apenas para a formacdo
de técnicos e ocupantes de postos no mercado de trabalho, mas
também para a formacgao de pessoas que poderdao contribuir para o
aperfelgeoamento da democracia, para a preservacdo da vida, para
a melhoria de sua gualidade e para a restituigio da dignidade de

todos 08 seres humanos.
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4. BSTUDO HISTORICO-PEDAGOGICO-OPERACIONALIZADOSOBRE OS NUMEROS
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INTRODUCAO

Pegue vma calenladora, Acione a tecla "2".

Acione emseguida, a tecla “V 7. O ndmero que aparecen no visor foi 1,1442136.

Foi fAcil catoutar a safz guadrada de 2 nfo ¢ mesmo? Mas esse nlmero ndo € a iz
gquadrada de dois. Estranho? Mistério?

Os matemiticos, hoje, chawam os nimeros desse tipo de ndmeros irracionais.

Vool ndo nnaging a incrivel aventura humana que ostd por trds desses nlimeros ¢
que as mdguinas ndo podem contar. Vamos conhecd-fa?



1. O caminho day estrelass

Certa nofte, por volta de 500 anos antes do nascimesto de Cristo, um viajante
chegava a uma estalagem grega, para ali passar a uoite.

Purante a nofte, o viajante sentiv-se niuito mal,

O dono da estalagem fez o méximo possivel para ajudi-lo a restabelecer-se. Mas
aada do doente melhorar.

O vigjante, pereebendo que irla morrer sem ter possibilidade de pagar o dono da
estalagem pelos seus esforgos, pedin vama Jousa. Com a mio trfmala, desenhoun nela & figura
abaixor uma estrela de cipco poutas ou pentagrama. Em seguoida, pediv ao dono da
estalagem que deixasse a2 lousa fixada i porta de scu estabelecimento.

S

D U

Logo depois o viajante morria.

Un cesto dia, um outro viajante que passava identificon o sinal na estalagem.
Entrou, pergunton ao dono sobre a origemn do desenho e ouvindo a resposta, recompensou
o estalajadeiro por sua caridade.

Conbecemos hoje esta histéria através de um historiador e matemdtico romana, que
acrescenta que os dois visjantes perienciam i escola do grande sibio grego chamado
Pitigoras, nascido o ano 581 a.C. Os pitagéricos, eram geralmente pessoas ricas da
sociedade de suz dpoca. Envolviam-se nas atividades politicas, religiosas, filosoficas e
matemdticas ¢ o emblema dessa escola cra o pentagrama ou pentigono cstrelado,

Mas por que uma estrela? Nio se sabe ao certo, mas durante o séeulo VI a.C., em
certas regides do mundo grego, intensificou-se a vida religiosa. Dentre as religies, una
delas, que acreditava na imontalidade da alma e pa transmigragio da alma através de virios
corpos, acabou se difundindo bastante. Issa religifo em o orfismo e, segundo ela, a alma
das pessoas, por sua propria nahureza, aspiraria a retornar 3 sua pétria celeste, isso €, is
estrelas, Isso através da ajuda de wm Dews libertador chamado Dionfsio.

Pitdgoras medificou essa religido, colocando no lugar de Dionfsio nada mais nada
menos que a propria matemdtica. 1sso mesmo. O pitagorismo fez da matemitica a via de
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salvagio da almza; 0 Onico meio de conduzi-la das trevas terrenas s estrelas. Talvez seja
essa a razav da adocio da estrefa como sfimbolo da escola.

Mas nio se deve entender a0 pé da letra a expressio "Salvagio da Alma” ¢ o termo
“Estrela”. Isso porque, era da escola pitagdrica de onde saiam os principais conselheiros
politicos daquela épuca. Us pitagdricos - politicos por exceléncia - foram os primeiros a
perceberem com clareza, que a matemdtica constitufa a chave de acesso aos segredos do
universo. E atifizaram-na nao apenas para compreender os nlmeres ¢ as figuras, mas
também para governar os proprios homens, de acordo com uma politica conservadora ¢
reaciondria,

Sabe-se que na antigndade, ¢ra bastante difundida e aceita a crenga de que apenas
os membros das classes dirigentes possufam alma. Assim, apenas a algumas almas estaria
destinado o caminho das estrelag,

Z. Pentagrmmas, pentigonos e 08 maus espiritos

(O pentagrama era também considerado pelos pitagoricos o simbolo da boa saade
¢ da alianga entre os homens. Os cinco Angolos das pontas da estrela cram provavelmente
designados por cinco letras do alfubeto grego que formavam a palavia SAUDE. Além
disgo, para muitos povos da antiguidade, o pentagrama tinha um significado mistico. Ma
Idade Média era utilizado para proteger os homens dos maus espiriios.

A primeira vista, um emblema como esse, uma simples estrela, parcce um tanto
quanto banal ¢ sem inferesse.

Mas se vocd ligar com
uma régua os vértices dessa es-
trefa, indicados pelas letras 8,
A, U, D, E, vocd notard que
acabou tragando um PENTA-
GONG, isto é, um poligono de
5 lados. Mais que isso. Mega
todos os lados desse pentégo-
n0. U que vocé observa? Mega
também todos os Angulos inter-
nos desse pentigono. O que
vocé observa?

Ui pentgono que pos-
sut todos os lados e todos os
angulos congruentes € chama-
do de PENTAGONO REGU-
LAR.

HLustracde s Lawior, R. - 1982, p. 58



O penidgono regular {oi também umy forma geométrica bastante cxplorada pelos
povos da antiguidade. Esta lorma significava o simbolo da vida, mais particularmente, o
simbole da vida bumana, como mostra a Ogura asterdor, gue relaciona o corpo humano
com 0 peatdgono ¢ o pentagrama (formade pelas diagonais do pentagona),

A tasisténcia sobre o pentdgono ¢ o pentagrama estd associada 4 crenga de cortos
povos antigos, principalmente os egipcios, que representavam a estrela como teado cinco
pontas, de que o rel, apds a morte, tornava-se wma estrela.

Atualmente, levaniou-se uma hipdlese para explicar a relagio que os povos antigoes
faziam eotre 2 forma pentagonal ¢ o seu poder de protecio, Em tempos muito remotos,
nes irabathos de colheita de coreais como o milho, o trigo, ete. ¢ de debuthamento das
esplgas, os camponeses ventaran uma forma bem pratica de proteger seus dedos contra
os cories ¢ arranhoes, Entrelagoavam wma tra de planta para formar um dedal, como
mostram as (guras seguinies.

Utitizando wma tira de papel, construa também wm dedal.

lLustrecE;éio: Gerdes, P, .. 1987, pp. 68 -69

Percebeu? O pentagono, de PROTETOR FISICO passou, com o tempo, & ser
considerado também um PROTETOR BSPIRITUAL.



Volie & figura da pigina 4 ¢ prolongue todos os fados do pentdgono que vocd tragoy,
em ambos 05 seatidos, até que esses prolonganientos se cruzem dois a dois. Que figura se
formou?

Ligue, novamente, os véitices dessa nova figura, Que figura se formou? £, parcee
que 8 estrelinba banal comegs a se tormmar uma figura inferessante. Para além de seus
poderes misticos, parece que vale lambém a pena explomar suas FROPRIEDADES
GEOMETRICAS. Foi o que fizeram os pitagdricos. Por ora, teremos que abandonar a
estrelinha. Mas {uiuramente, efa voltard a brilhar,

3. A descoberta de Hipasus ¢ 2 ira dos deuses

s

s piagdncos comprometiam-se i severa obediéncia e faziam um sagrado juramen-
to de jamais revelar um segredo. Ag Jendas nos contam, porém, que Hipasus de Metapon-
wn, um pitagdrico guc viveu por volta de 500 a .C., foi o primeiro a descobrir a existéncia
dos nlmeros iracionais ¢ que, wais tarde, ele perdeu-se ¢ MoTrCy 1o war como punigio
dos deuses, pelo fato de ter revelado a sua descoberfa para outras pessoas.

As fendas acrescenfany ainda, que as pessoas que divalgaram os nimeros irmacionais
mogrerant, todas, num neufrdgio porque o inexprimivel {aguilo que nio se pode exprimir},
o informe (aquilo gue ado em fora), deve ser mantido em absoluto segredo © 0s corpos
das pessoas gue os divelgaram devem peruanecer elernamente bolando nas ondas do mar.

Conla-sc ainda, gue os pitagdiicos expulsaram Hipasus de sua escola ¢ erpuerim
am timulo g ele, como se estivesse morio,

Existern muitas hisiGrias parecidas com essa na liferatura mitolbgica. A primein
forms de explicagde dos fendmenos que aconlecem na natureza, surgida nas sociedades
muito antigas, ¢ o wito. O mito émuitas i historia com personagens sobicnalurais, os
deuses. Conda-se por exemplo, que Prometeu (personagem da antiga mitologia grega)
roubou dos deuses ¢ segredo do fogo ¢ o vevelou aos homens. Zeus castigou-o, mandando
Hefaistos acomrentd-lo a uma montanba, onde uma Aguia devorava contingamente scu
figado.

Como castign aos homens, os deuses criaram a mulher: Pandora, com uma caixa
4 v ! . P
que, aberta, cspathon entre 0s homens odos of sofrimentos, Prometeu depols foi Libertado
por Hércules. A histdria de Adfo ¢ Eva também € parccida.

Pelo fato de terem comido o fruto da Arvore da Sabedoria foram expulsos do
Parajso por Deus,

Coma vocé esifl potando, & divulgacio dos conbecimentos pars todos os homens
sempre provocou a ira dos “deuses”. Tanto antigamente quanto hoje em dia. Isso porque
a posse do conhecimento significa poder sobre os homens que ndo o possuem.

Mas como diz o professor Landes, “Addio ¢ Eva perderam o paraiso por terem
comido o [tuto da Arvore da Sabedoria: mas nio perderam a sabedoria. Prometen foi
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pusido, o fambdém toda a hwmamdade, pots Zeus enviou Pandora, com a caixa dos males,
para anular as vantagens do fogo; mas Zeus nunca obleve o fogo de volta”.

Da mesma forma, Hipasus tol punido por ter revelade ao mundo a descoberta dos
wracionats. Mas exalamente por Bsso, devido 3 sua ousadia, outros homens puderam
conhecer sua descobarta ¢ aperfeicnd-la ao longe do tempo. Mas por que razdo a ousadia
de Hipasus provocou o Gdio dos pitagbricos?

Gual o significade da descoberta de Flipasus? Como ez essa deseoberta? Porque
as lendas se relerem aos irracionais como "nexprimivels”, "informes™?

i‘ A . JF ) . . +

E o que voce saberd ao estudar esta umdade.

Estudando-a, vocd também poderd provar o sabor do frute proibido. Voot quer?

G objetive das alividades seguintes ¢ fazer com que vool verifique se, dados dois
quadrados quaisguen, ¢ serpre possivel construir win nico quadrado cuja drea seja ipual &
soma das dreas dos dots gradrados dados.

1* ATIVIDADE

a} Para cada par de quadrados seguintes, construa & direita um Gnico quadrado cuja
drea sejagual & somadas dreas dos quadrados dades.

" e ;
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b) Vocd acha que & possivel construir um inico quadrado cuja drea sejaigual & soma
das areas de dois gquadrados quatsquer? Justifique sua resposia.

4, Poves antigos e quadrados dentados

Nio se sabe exatamenie quando, onde ¢ nem como {ol feita essa descoberta.. mas
o$ povos antigos deram uma resposta afirmativa & questao anterior; sto €, afirmaram gue
¢ sempre possivel construir um Gnico guadrado gque ocupe a mesma drca que a de dois
quadrades dados, juntos.

Mas seri que essa alirmagio ¢ realmente verdadeira? Serd que os povos antigos
realmente tinham razao?

A sequdncia de atvidades seguintes tem o objetive de fazer com que vocé possa
verificar se ¢ssa afirmagio ¢ ou nido verdadeira.

) carninho que wemos segir baseia-se wos trabalbos do professor mogambicano
Paulus Gordes ¢ este, por sua ves, parte da observagao dos trabalhos de cestarias,
corfimicas, bordados ¢ padrbes ornamentas de povos muilo antigos ¢ atuals, Alguns desses
padrdes estdo desenhados s seguir.

?ig,i fzig_’z

Padneo de Bordado Inca

%Lushﬂgéo:(ﬂydes,P - 1987, pp. 153 .55
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Uma coisa comum que se observa em todos esses padroes € a presenga de guadra-
dos na composigio de cada um. Uma outra coisa que se nota, em guase todos eles, € que
o conforno desses padrdes tem sempre a forma de uma escadinha com muitos ou poucos
degraus. Vamos, eotio, partir dessas observagdes. Vamos chamar de quadrado dentado,
gualquer quadrado cujos lados tenham a forma de uma escadinha, composta de varios
degraus ou dentes. Por exemplo, o quadrado dentado da figura 4 deste texto possui 6
dentes. Observe que o interior desse quadrado dentado é composto de quadradinhos
dispostos em linkas e colunas.

A linha ou coluna de wm guadrado dentado que possui 0 maior némero de
quadradinhos € a diagonal do quadrado dentado. Logo, a figura 4 € vm quadrado dentado
de 6 dentes, cuja diagonal possut 11 quadradinhos.

iR



Desenhe na rede quadriculada seguinte:
1) Um quadrado dentado de 3 dentes .

2} Um quadrados dentado de 2 dentes. g

Quantos guadradinhos existem nas diagonais de cada um desses quadrados denta-

dos?

2% ATIVIDADE

Observe o gquadrado dentado de quatro dentes desenhado a seguir. Utilzando duas
cores diferentes (vermelho ¢ preto), pinte todos os quadradinhos que compbem esse
quadrado dentado como se ele fosse um tabuleiro de xadrez.

Chame o quadrado dentado assim obtido de “quadrado dentado xadrez de guatro
dentes”,

T,

]

a) Quantos guadradinhos vocé pintor de vermetho?
b) Quantos quadradinhos vocé pintou de preto?

¢) Tomando o quadradinho como unidade de area, qual € a drea ocupada pelo
guadrado dentado xadrez?



d) E possivel construir dois quadrados lisos, um deles contendo s6 quadradinhos
vermelhos ¢ 0 outre s6 quadradinhos pretos que ocupem, juntos, a mesma 4rea ocupada
pelo quadrado dentado xadrev? Em caso aliemativo, construa-os na rede guadricuiada
seguinte,

¢} Transforme, se possivel, cada um dos quadrados dentados xadrez seguinles cm
dois guadrados lisos que ocupem, junlos, a mesma drea que a do quadrado dentado
correspondente,

1) e

Ty oty
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3}

£ dado um quadrado dentado qualquer, ¢ sempre possivel transformi-fo ein dols
quadrados lisos gue ocupem juntos a mesma area guc a do quadrado dentado?

3 ATIVIDADE D - C

a) Observe o quadrado dentado de dois dentes, inscrilo ne qua-

drado liso ABCD ao lado, cujo lado possul a mesma medida que a

diagonal do quadrado deatado. Quiem ocupa maior drea: 0 guadrado|

dentado ou ¢ quadrado lise? Exphque por que.

b) Observe o quadrado deatado de dois dentes, ¢ o quadrado liso|

EEGH onde B, F, G e H sio portos médios dos lados dos quadradinhos

das extremidades das duas diagonals do quadrado dentado. GQuem ocupa
maior drea o quadrado dentado ou o gquadrado fiso? Por qué?

¢) Observe o quadrado dentado de dois dentes ¢ o quadrado l1s0

PORS onde P, Q, R ¢ § sao vértices dos quadradinhos das extremidades
das duas diagonais do quadrado dentado, ligados conforme a figura 20
lado. Quem ocupa maior drea: o quadrado dentado ou o quadrado liso?

Por qué?




4* ATIVIDADE

a) Considere os quadrados deatados de 3,3, 4 ¢ 6 denies abaixo. Para cada um deles
trace um quadrado Bso que ocupe a mesma drea que eles. Explique porgue essas dreas sdo
1guas,

3y 4)

b} Dado um quadrade dentado com um nimero qualquer de dentes,§ sempre
possivel coastruir um quadrado hso que ocupe a mesma area que ele? Como?



50 ATIVIDADE

() objetiver desta atividade ¢ fazer com que vocd continie venficando se, dados dois
quadrados lisos, é sempre possivel construir um unico quadrado liso que ocipe a mesma drea
que ambos. Parg (850, tente construdr um quadrade dentado que ocupe d mesma dred que ¢
dos dois lsos Juntos. £t seguida, transforme esse quadrado dentado emoum dnico quadrado
liso de rmesma drea que o dentader.

Uitilizando esse método, resolva novamente os 5 wens da 1? atividade. Ele funciona
para todos 05 Casos?




(G objetiva das alividades seguintes é fazer com que vocé aprenda | tendo por base o
método anterior, um nove método qite permita transformar dols quadrados Hsoes quaisquer
misn lnico quadrado liso equivalente a amibos.

& ATIVIDADE

Considere os quadrados lisos ABCD ¢ BFGH scguintes.

H G
5 = —

a) Constraz na rede quadneulada acima o quadrado dentado cuja dres equivale i
dreas dos quadrados ABCD ¢ BFGH juntos.

b} Sobre esse quadrado dentado construa o quadrado liso cuja drea equivale as
dreas dos quadrados ABCD ¢ BFGH juntos.

¢} Nafiguraseguinte, o quadrado PGRD costruido no item anterior, estd sobreposto
aos quadrados ABCI ¢ BFGH, de modo que o malor nimero possivel de vértices do
quadrado PGRID pertence aos lados dos quadrados ABCD ¢ BFGH. Além disso, o
segmento BH, que ndo aparcce na figurg, foi prolongado de modo a obler o segmento HR.
Analisando a figura responda:

: . R
1} Apds a sobreposigio, quantos vértices do \
quadrado PGRD pertencem aos lados dos quadrado v v
ABCD ¢ BFGH? Quais sdo cles? W \.\
2} Apos a sobreposigio, gual € a relagio que B c
existe entre os segmentos AP ¢ BF? . H >G
3) Os tridngulos APD ¢ HGR ocupam a mes- N, ve
ma drea? Justifique sua resposta. N &

4) Os trifingulos FGP ¢ CRD ocupam a mes-
ma drea? Justiligue sua resposta. A R P 8 F
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51 O poligono AFGHCD ocupa a mesma drea que o quadrado PGRD? Justifigque
sba resposta.

6) Descreva um método de se decompor o poligono AFGHCD (obtido pela
justaposi¢io dos quadrados ABCD ¢ BFGH) de modo que as partes assim obtidas cubram
exatamente o quadrado PGRIX

T ATIVIDADE

Ultilizando apenas régua ¢ compasso ¢ o método descrito na atividade anterion,
costrua dirctamente o quadrado cuja drea ¢ a soma das dreas de cada par de quadiados

seguinies;

N
o D c b} v
Ho G w Z
A B F
K R 8
c) G F
d)
E D) 1 g
v U
A B C P Q R

d) Construa dois quadrados quaisquer ¢ o quadrado cuja drea seja igual & soma das
dreas dos dois quadrados construidos.

O objetivo da atividade seguinte é fazer com que vocé verifique, utilizando o método
anteriormente aprendido, se as dreas dos quadrados construidos sobre o0s catetos de wn
tridngulo retdngulo ¢ igual a Grea do quadrado construido sobre g hipotenusa desse mesmo

tridngulo.
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% ATIVIDADE

Como voet 14 sabe, a figura ao lado representa o método de disseegio de dois
quadrados para s¢ obter um finico quadrado equivalente a ambos,

a) Expligue porque o tridngulo
APS & um trifngalo retangulo.

R
b) Quantoes quadrados existem na
fugura?
¢) Qual € o quadrado da igura cujp
fado possul @ mesma medida que a do
§ G cateto AP do tridngulo APS?

y dy Qual ¢ o guadrado cupo lado
s passul a mesma medida que a do cateto
e AR do tdnguio APS?
/'/ ¢) Qual ¢ o quadrado cujo lado
possui 4 mesma medida que a da hipote-
/ nusa P do tridngulo APS?
A I [ f

f) Observando a fHigura, exphque
por que ¢ verdadeira a alirmagao de que,
num Lrifinguio retangulo, 4 arca do quadrado construfde sobre a hipotenusa ignal & soma
das dreas dos quadrados constriidos sebre os seus catetos,

&, () Teorema de Pildgeras que nio ¢ de Pitdgoras

A afirmagio anterior, que vocd cOMProvou ser sempre verdadeira, de que num
tridngulo retingulo qualquer, a drea do quadrado construido sobre a hipotenusa € igual &
soma das dreas dos quadrades construidos sobre os catetos, € conhecida atualmente pelo
nome de Teorema de Pitdgoras.

Mas sabe-se, hoje, que é bastante improvivel que Pitgoras ou outro pitagorico &
tenha descoberto.

Essa relagao, pelo menos para alguns tridngulos retdngulos, ja era conhecida pelos
babilénicos e provavelmente, pelos cgipeios e outros povos hi milhares de anos antes de
Pitagoras,

Mas ¢ provavel que os pitagoricos tenham dado a primeira prova de que cssa
afirmagao era valida para qualquer trifingulo reténgulo.

E os povos antigos realmente (inham razdo, pois o "Teorema de Pitdgoras” €
equivalente & afirmagao de que € sempre possivel construir um inico guadrade que ocupe
a drea que a de dois quadrados dados, juntos.



9% ATIVIDADE

a) A drea do quadrado construido sobre wm dos catetos de um tridngulo retingulo
& 9em’ ¢ a drea do quadrado construido sobre o outro cateto ¢ 16 cm’. Determine a dren
do guadrade construido sobre a hipotenusa desse tridngulo retdngulo e a medida de cada
um do seus lados.
b) A drea do quadrado construido sobre a hipotenusa de um (r umyuin rethngolo ¢
100 e e 2 drea do quadrado construida sobre um de scus cuteios é 36 em?, Determine &
drea do quadrado construido sobre 6 oniro cateto desse trifingulo retdngulo ¢ a medida de
cada um de seus lados.

¢} Determing, para cada tridngulo retingulo abaixo, s medida do lado desconheci
do,

Bem 24cm

5¢m

d) Dois cichistas partem de um mesmo Tocal, sendo que um deles segue por uia
cstrada retilinea para o norte ¢ 0 outro por uma estrada retilines a leste, Determine a
disténcia que os separa depols de duas horas, sabendo que pedalam a uma velocidade
constante de Hhm/h e 12km/h respectivamente.

¢) Uma escada de 3,75 m de comprimento esti apoiada em uma parede e seu pé
dista 2,25 m da parede, A gue altura do chao a escada chega?

f) Na época de colheita de forragens, alguns povos que vivem em montanhas
amarram € sottam os feixes de feno numa
roda-polia, que desliza até o vale por um
cabo de ferro, come na figura abaixo.
Sabendo que o desnivel entre o ponto do
qual a poliz € solta 0 o ponto mais baixe
que cla atinge € de 1600 m ¢ que a distan-
cia horizontal € de 3000 m, qual deve ser
o comprimento do cabo?

Castelnvovo, E. L1966, p. 204



g} Numa cidade Tocalizada a 2100 o de altitade (ponto C da figura), partem dois
teleféricos: unt em diregdo wo pico F e uma montanha ¢ o outro em diregio go pico P de
uma outra montanha. Os pontos F e F (ém, respectivamente, altitudes 2900m ¢ 2275m ¢ os
trajetos CF ¢ CP (ém, respectivainente, comprimentos iguaisa 1000m ¢ 625m. {Que com-
primento teria o trajeto PE de um teleféneo que unisse diretamente os pontos P e F?

Castelnvove B, ~1966 — p. 204

hy Veriligue se o teorema de Pitdgoras ¢ vilido para tridngulos que nao scjum
retingubos. Puara issa, construa numa folha de papel pelo menes um tridnguto obtusdngulo
e um acatingulo ¢ compare as dreas dos quadrados construidos sobre seus fados.

6. O piimere poverna o universe

Pela atividade anterior vocé deve ter sentido a forga do Teorema de Pitdgoras. Os
Povos antigos lembém a sentiram. Isso porque ele aplicava-se na construgio de habitagocs,
na arguiletura, na agrimensura, na construgio de canats, na abertura de tanels, na
astrononia, cie.

Devido, justamente, as infmeras aplicagdes materiais, os homens antigos também
levaram o Teorema de Pitdgoras para o dominto das artes.

e

Retrataram-no através de seus desenhos, pinturas ¢ tapegarias,

Explique porque os trabathos a seguir podem representar casos particofares do
Teorema de Pitdgoras.

Fadrao de

ceramica Halaf BOMLIND FASSO
60 milente AL




ZIMBABWE MADAGASCAR
lLustruﬂ:c}o: Gerdes . P, - 1987 —pp.148 — 49

E como ndo poderia deisar de acontecer, kevarmm-no também ao plano religioso,
atributndo-The um significado mistico. Nas religioes antigas era bastante comum combinar
varios deuses a (i de se obter um dnico deus, Assim comeo, para {ins misticos, era familiar
enfre eles atribuir valores numéricos a cada letra do alfabeto o determinar o valor de g
palavia através da soma dos valores das letras que a compdem, € bastanie provivel que
identificassem o5 deuses com quadrados ¢ a determinagio do “valor” de um deus através
da soma das dreas dos quadrados que represemtassem os deuses geradores dagquele deus.

Em um dos livios sagrados dos hindds, por exemplo, acha-se escrito que “no comego
Rishis criou 7 pessoas separadas que eram identificadas com guadrados” 2 depois acres-
ceptar “Tagamos destas 7 pessoas uma Unica pessoal”.

Sabe-se também que 0§ cpipcios sabiam que o tridingulo de lados 3, 4 ¢ § upidades
era um iridngulo reténgulo ¢ associavam os catefos desse triingulo com seus deuses Osiris
(o deus morto que gerou um filho no mundo dos mortos) e Isis (mulber de Osiris) ¢ a
hipotenusa, com o deus em forma de felcdo chamado Horus (filho de Osizis ¢ fsis), cuja
encarmagio e o faral que governava o povo egipcio

Enlre os gregos, o Teorema de Pitdgoras foi relacionado com o casamento,

Mas se as palavras podiam ser reduzidas a ndmeros e, através destes, fazer
progndsticos & respeito das vidas das pessoas, se o8 proprios deuses podiam ser reduzidos
a numeros, airavés da comparagio que o Teorema de Pitdgoms estabelecia entre eles, nio
foi dificil a partiz dessas crengas, levandar e defender uma Gutia crenca bem mais audaciosa:
“Tudo na natureza s¢ reduz a nlmeros”.

“A tudo corresponde um nimero ¢ tudo pode ser explicado através do nimers”,

Foi essa a bandeira erguida por Pitigoras ¢ defendida pelos pitagdricos, que
CnCAraram essa creaga como pma verdade absoluta, Vool deve estar achando bastanie
estranha essa afirmagio de que tudo € nlimero. Mas as pessoas que viveram na época de

24
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Pitdgoras twnhdém o acharvam. Conta-se gue, certo dia, alguém pediu a um pitagdrico
chamado Eurytos, para the provar gque o homem € um atimero, (0 gue lez Eorvtos? Pegou
uns pedacinbos de pedra e com eles formou o contorno de um homem. Em seguida, colocoy
um & um os pedacinhos de pedra sobre o contorno, contou-os: 1, 2, 3. chegando a um
namero. Por exemplo, 666. Disse entdo, esse homem ¢ 6601

WVoed deve estar pensanda... Mas serta Eurytos assim tao imbecil para nflo perceber
que 0 homem ¢ "muito mais' do que um ndmero por maior que este possa ser? E claro que
tanto Eurvios quanto os prtagdricos ndo cram assim 3o ingénuos. Como entender entio
os seus proposios? B claro que ele nio queria dizer que o homem € apenas um nitmero,
Mas, na guerra, na ceonomia, na politica & possivel que ele considerasse 0s homens como
quantidades lmitadas, asstm como sdo as {iguras ¢ os ndmeros. N&o € esse o segredo do
poder? Segundo vin matematico de nossa €poca, € NECessArio ver nesses pltagdricos os
ancestrais de nossos weenocratas frios, distantes, impesseais, desumanos. (O homem, para
csses leenocratas, rdo passa de uma matciculas de um atmero, de uma imlormagior nome,
sabrenome, data e local de nascimento, endereco, Os teenocratas, com seus cileulos, nao
fazem o mesmo gue Burylos com suas pedrinhas?

A creaga de que "tudo € nmers”, portanto, nao havia caido do céu. Ela tinha
objetivas politicos clares; um dekes seade o de conduzr o homem ¢ a politica por simples
manipulagio bascada no ndmers ¢ na higura,

Para wso, Pitdgoras acaba wdentificando o ponte da geometria com o ndmero da
aritmética, Dai por diante, vé& unr ponto quando se fala do admero 1, ¢ imediatamente
imagina o agmero 3 guando vé 3 pontos. Estranha associagio ndo ¢ mesmo? Como
Pitagoras chegon a ela?

For observando as estrelas do ofu gue ele teve a wdéia de dentificar pontos ¢
nitmeres. Ele verificon que uma constelagao come a Ursa Maitor, por exemplo, € repre-
sentada, por simples pontos de estrelas. Veio-lhe, entio, naturalmente, a ambicio de
representar toda forma por uma figura. B reduzinde toda ligura a uma constelagio de
pontos, € claro que toda forma geométrica se reduziria a um conjunto de pontos. Em
seguida, Pitdgoras observa que aforma da constelagio podia ser definida por dois aspectos:
um deles dizia respeito ao nlimero de estrelas (concelto de ndmeros-pontos) ¢ o outro dizia
respeito 4 estrutura da constelagio (conceito de figuras-pontos). Dessa forma chegou i
nogio de nimeros figurados. Assim, o 3 serd o tridngulo, o quatro o quadrado, o cinco o
pentdgono ¢ assim por diante,

Mas além do teorema que leva seu nome, Fitdgoras, trabalhando com esses nitmeros
figurados (as estrelas-pontos), acabou descobrindo relagbes matemdéticas que reforcaram
ainda mais a crenga de qgue "tudo € numero”. Uma dessas descobertas afirmava que os
tridngulos cquilétercs cada vez maiores, construidos com pontos-estrelas, podem ser
obtidos a partir dos menores, ¢ que essa construgdo podia ser expressa através de uma
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soma de niimeros. Para compreender essa descoberta, observe as formagnes triangulares

seguinles:
N ¥
* ok
* * K * ok %
* * ok k % * K A %k * ok d A %
Aok ok ko ok kK Ak ok K kA K T
! 3 6 10 15 o1

Se voed comparar essa seqiiéacia de "nimeros triangulares”, isto ¢, a seqiiéneia 1,
306,010, 15 21 cle. com a seghdénaa dos ndmeros naturais 1, 2,3, 4,5, . voed observard
quer a soma dos dois primeiros nimeros naturais ¢ igual ao segundo ndmero triangular,
isto ¢, 1 + 2 = 3 asoma dos trés primeiros nilmeros naturais é igual ao terceire nimero
triangular, isto ¢, T + 2 + 3 = 6, ¢ assim por diante.

Dai, para obter o segundo tridngulo da série, basta acrescentar 2 pontos ao primeiro;
para sc obter o fereeiro, basta acrescentar 3 pontos o segundo ¢ assim por diante.

De forma semelhante, os pitagdricos falavam em "niimeros quadrados”. Observe os
quadrados abaixo, construidos com pontos isolados:

o i e

o oW A rofof K K

& o R % - R

g * o % ofo% A ok ok A Kk

% f f * f A Yoo % f o K % A
1 o 4 » 16 +25

+3 +5 +7 + 3
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Os pitagdricos descobriram que v quadrado qualquer da série poderia ser obtido,
somando-se um oimere impar de pontos o quadrado anterior,

Como se nag bastasse 1556, 0s pitagdricos descobriram a existéneia de uma relagio
entre os nlmeros riangulares e os nimeros quadradeos. Descobrivam que a soma de dois
nimeros triangulares conseculivos € sempre igual @ wm nimero quadrado, isto ¢, a um
quadrado perfeito.

Exemplo:
t % od Kk
s w{_ ¥ o ot ok W oo Kk
L ¢ I S S G I
3 -+ I P 9 e 9

Seguindo um raciocinio semelhante para os demais poligonos regulares (pentigo-
nos, hexagonos, ete.) os pitagdricos concluiram que o dominio das formas geométricas, isto
€, a geometria, também era governado pelos nlmeros ¢ que todos os objetos do mundo
fisico, eram constituidos de pontos e diferiam apenas na aparéncia, na forma, isto €, no
arranjo espacial desses pontos, mas tudo, no fundo, era nimero.

Todas as descobertas dos pitagdricos pareciam reforgar essa crenca. Mas uma delas
acabou dando o arremate final. Ela se deu no dominio da miisica.

Se vocé pressionar com o dedo exatamente o ponte médio de uma corda de um
violdo, a nota ewnitida pela corda assim pressionada estd a uma oitava acima da nota que
essa mesma corda emiliria se nao fosse pressionada em ponto algum, Em outras palavras,
dividindo um pelo outre os comprimentos dos segmentos formados na corda, depois ¢
antes de ser pressionada, a fim de que cla emita sons em intervalos de oltava, obtemos a
frach 1

ragio .

Para que a corda emita sons em intervalos de quinta (de dé a sol, de sol a ré, de ré
a 14, etc.), basta dividi-la em trés partes iguais e pressiond-la a uma distincia cquivalente
a2 dessas partes, isto £, dividindo um pelo outro os comprimentos dos segmentos lormados
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na corda, depois ¢ antes de ser pressionada, a fim de que ela emita sons em intervalos de

. A A .
quinta, oblemes a fragio 3 B assim por diante,

Proate! (s ndmeros governavam alé mesmo os sous, A harmoniz musical € ndimero,
Tudo no uaiverso ¢ harmonia ¢ atmero. Haveria algo que pudesse destruir essa harmonia?
De por abaixo essa crenga?

16" ATIVIDADE

Suponba que os scgmentos de retas KL e PJ abaixo representem dois trechos de
uma wesma estrada.

tsses segmentos devem receber placas de sinalizagio, em toda 2 sua extensdo, de
modo que:

1) as distdncias entre as placas, em ambos 03 trechos, scjam 1pEais;

2) as placas, em ambos os trechos, sejam colocadas & maior distincia possivel uma da outra,

Utilivando apenas v compasso tente determinar, e ambos os segmentos, 08
pontos onde essas placas devem ser colocadas.

i’ L

= J
O objetivo das atividades seguintes é fazer com que vocé aprenda wm mélodo pura

acharim segmento de reta que caiba um mimero inteiro de vezes ent dois segmenios quaisquer
duados.

11* ATIVIDADE

Considere os segmentos MN ¢ PQ abaixo, Utilizando um compasso para transportar
segmenios exeoule os ilens sepguintes.

M N

P Q

ay Extraia o semmento PQ do segmento MN o maior ndmero possivel de vezes.
by Apods a subtragdo anterior existiv alguma sobra?

¢y O segmento PQ € divisor do segmento MN? Por qué?

d) O segmento PQ € divisor de si proprio? Por qué?

e} O segmento PQ € divisor comum de MN ¢ PQ? Por qué?

f} Poderia existir um segmento maior do que PO que também fosse divisor comum de MN
e PQ7 Por gqué?

2} Qual € o segmento que ¢ o maior divisor comum de MN ¢ PQ?



122 ATIVIDADE Ny

Considere os segmentos EF e GH abaixo. Utilizando um compasso para transportar
segmenlos execuie os itens seguintes.

E. F
G_. B o

a) Extraia o segmento GH do segmento EF o maior nmero possivel de vezes.

b} Apés a subtragio anterior, existiu alguma sobra?

¢} O segmento GH € divisor do segmento EF? Por qué?

d) Tome no compasso o segmento IF correspondente 4 sobra encontrada no item a.

¢} Extraia o segmento IF do segmento GH o maior nlimero possivel de vezes.

) Apds a sublraciio anterior, existiu alguma sobra?

g) O segmento IF ¢ divisor do segmento GH? Por qué?

) O segmento IF ¢ divisor do segmento EF? Por qué?

i) O segmento IF ¢ divisor conn de EF e GI? Por qué?

j) Existe um segmento maior do que 1 que também seja divisor comum de EF ¢ GH? Por
qué?

k) (ual € 0 segmento que ¢ o m.d.c. (maior divisor comum) de EF ¢ GH?

132 ATIVIDADE

Constdere os segmientos AB e CD abaixo. Utilizando un compasso para transportar
segmentos execule 0s ilens seguintes,

A : B
G D

2} Extraia o segmento CD do segmento AB o maior niimero pussive! de vezes.

b} Apds a subtragio anterior existin alguma sobra? '

¢) O segmento CD € divisor do scgmento AB? Por qué?

d) Tome no compasso o segmento EB correcspondente A diferenca encontrada no tem a.
¢) Extraia o scgmento EB do scgmento CD o maior nfimero possivel de vezes.

f) Apds a subtracio anterior existiv alguma sobra?

g) O segmento EB € divisor do segmento CD? Por qué?

h) Tome no compassy o scgmento FD correspondenie & sobra cncontrada so item ¢,
1) Extraia o segmento FD do segmento EB o maior ndmero possivel de vezes.

i} A subiracio amterior deixou alguma sobra?

k) O segmento FD ¢ divisor do segmento EB? Por qué?

1) O segmento FI € divisor do segmento CD? Por qué?

m) O segmento FD € divisor do segmento AB? Por qué?

n) O segmento FD ¢ divisor comum dos segmentos AB ¢ CD? Por qué?

0) Existe um segmento maior que CD que soja também divisor comum de AB.e CD? Por
qué?

p) Qual € o segmento que € o mud.c. cntre AB ¢ CD?

q) Volte & atividade 29 ¢ resolva o problema da colocagio das placas de sinalizagio nas
estradas KL ¢ PI.
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7+ O Método das Subtracies Sucessivas

Nas atividades de 11 2 I3 voeé verificou que para encontrar o segmento que sejd o
maior divisor comum caire dois segmentos dados fazemos o seguinte:

1) Subtraimos 0 segmento menor do segmento maior o maior ndmero possivel do vezes,
Caso essa diferenca seja zero, isto €, caso o segrento menor caiba um ndmero exato de
VerZes o maior, caldo, o mud.e. cntre cles serd o SEEINCNIG RICNOT,

2) Caso a diferenca anierior nio seja zero, isto €, caso haja sobra, subtraimos o segmenio
correspondente a essa sobra do segmento mepor, o maior nimero possivel de vezes.
Caso o sepmiento correspondente a essa sobra caiba um nimero exato de VEeZes no
segmenio menor, eatdo, o md.c. catre 0s segmentos dados serd essa primeira sobra
encontrada.

3) Case Bso ndo se verifique repete-se o processo até encontrar uma diferenga zero,

Esse método de determinagio do sepmento maior divisor comum entre dois seg-
mentos dados, chamado métode das subtragdes sucessivas, j& era conhecido e utilizado ha
weito tewpo antes de Cristo.

Esse método também sc aplica para a determinagio do maior divisor comum entre
dois ou mais ndmero malurais.

Sempre gue for possivel encontrar o mator divisor
comum catre dois segmentos, eles serdo chamados de SEGMENTOS COMENSURA-
VEIS, pois ¢ possive! cxpressar a medida de um deles utihizande o outro como unidade de
medida.

14°ATIVIDADE

a) Utihzando o método das subtragoes sucessivas ¢ as barrinhas amarela ¢ marrom,
mostre geometricamente ¢ aritmeticamente gue dois segmentos de reta cujas meddas sio
4u e 6u, sio comensuriveis. Diga também qual ¢ a medida do maior segmento gue cabe
exatamente en ambos a0 mesmo tempo.

b} Utilizando as barrinhas dourada e amarela, faga 0 mesmo para mostrar que dois
segmentos cujas medidas 30 100 ¢ 4u 36 comensuriveis. Qual € o m.d.c. entre ambos?
Qual ¢ a medida do mator quando s¢ usa o menor como unidade?

¢ Utilizando compasso ¢ calculadora, mostre geometricamente ¢ anitmeticamente
que dois segmentos de medidas 2,20 ¢ 1,30 sdo comensurdveis. Qual é.0 m.d.c. entre
ambos? Qual é a medida do maor quando se usa o menor como unidade? Expresse cssa
medida em fragho ¢ nlmero decimal.

} . . . _ 3
d} Fuga o mesmo para mostrar gue dos segmentos de reta cujas medidas sdo Jue
(,666...u s30 comensuravers. Diga gual € o m.d.c. entre ambos. Expresse em fragio ¢ em
afimero decimal, a medida do maior desses segmentos, quando se utiliza o menor como
unidade.

e) Trabalhando com as barninhas coloridas, dé varios exemplos que mostrem que ¢
verdadeira a seguinte afivmagao:
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Se a ¢ bsio dois sepmenios comeusurdveis © d um segmento que cabte wm nlmero
inteito de vezes em amibos, entdo, 4 cabe tambény um nldmere inteiro de vezes em todos 08
segmenios obtidos ao se aplicar o méiodo das subtraghes sucessivas aos segmentos a e b,

D C
3y Considere o quadrado ABCD a0 fado.
Voot acha que o ado desse quadrado e a sua
diagonal AT sdo segmentos comensurdveis?
Por qué?
A B
D

g} Considere o pentégono regular ao
lado. Vooé acha que o lado desse portdgono ¢
a sup diagonal DS sio segmentos N
comensuraveis? Por qué?

8. A volta da estrela g U

Ao executar a atividade anterior vooé sentiv que o método das subtragdes suces-
sivas, pelo menos 10 seu aspecto aritmélico, € bastante cficiente. Mas vocé notou tawbém
que ecsse mélodo, quando empregado geometricamente, deixa bastante a desejar.

Isso porque, na maioria dos casos, quando a diferenga entre os segmentos vat sc
tornando muito pequena, ¢ maito dificil, sesfo impossivel , lomar esses segmenios no
COMPpasso ou pa régua.

Mas os gregos antigos nio possuiam calculedoras ¢ nem um sistema de numeragio
que lbes permitisse efetuar célcules mpidamente. Trabalhavam apenas com wma régua
sem escala e um compasso ¢, por ¢ssa razio, aplicavam o método das subtraghes sucessivas
em sua versdo geométrica. Mas mesmo assim chegaram a uma conclusio que, talver, vocd
também tenha chegado ao executar a atividade anterior: a de que qualquer par de
segmentos sio sempre comenswrdveis. Os pitagbricos também assim pensavam ¢ isso
estava de acordo com a crenga que tinham de que tudo poderia ser expresso por nimeros.

Mas Hipasus de Metapontum, wm pitagbrico que dirigiu a escola pitagérica logo
apos a1 morte de Pitdgoras, por volta de 500 anos a.C,, abalou os alicerces dessa escola,
quando divalgou entre os gregos a descoberta de SEGMENTOS INCOMENSURAVEIS.
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ss0 significa que, dados dois segmentos de reta, nem sempre & possivel achar um
terceire segmento gue caiba um nomero inteire de vezes nos dows primeiros,

Vocé deve estar peasando de que maneira Hipasus teris feito uma (al descoberta,
tao chocante! Vocé quer entender?

Entdo, ja & hora de nossa estrela, gue fol abandonada no inicio deste estudo, voltar
a brithar.

1S*ATIVIDADE

Considere aestrela de cineo pontas abaixo, inscrita numa circunferéncia, Os vértices
S, A, UL DL E daestrela foram obtides, dividindo-se a circunferéncia em cinco partes igoais.

a) Qual ¢ a medida dos arcos SA, AU, 0

D, DE, ¢ ES? :

UD, DE, ¢ £ o —

by Unlizandoe vma répua, trace s seg-
mentos SA, AU, UD, DE ¢ B8, Oual ¢ o nome
do poligono vhido?

¢} Censidere 3 pontos diferentes de
uma circunferéncia. S¢ um deles for vértice de

um angulo ¢ os lados desse dnguto passarem
peles outros dois pontos, entda, o arco situado
no ntertor desse angulo & chamado arco ins-
crito nesse dngulo.

1) Nomeic todos os dngulos da figura ao
lado nos quais o arco SA estd inscrito,

2) O arco 8A estd inscrito no dngulo
ACS? Por qué?

3) Nomeic todos os dngulos da fipura
11os quats 0 arco ES esid mserito.

4} Nomeic lodos os Aogulos da Bgura aos quals ¢ arco SI2 esta inscrito,

5} Unhizando um transferidor mega todos os Angulos nos quais o arco SA estd
inscrite, Que relagho existe entre a medida de cada um desses dngulos € a medida do arco
neles inscrito?

d} Pinte de azul os tridngulos SCA, AFU, UGD, DHE ¢ EBS ¢ de vermetho os
tridngulos SCB, AFC, UGF, DHG ¢ EBH da figura.

¢} Sem utilizar transferidor, anote na figura as medidas de todos os dngulos que tém
vértice nos ponios S, A, U, D, E, B, C, F, Ge H, Explique como vocé determinou essas
medidas.



1) Explique por que todos os tridngulos pintados de azul sio isosceles e congruentes.

g} Explique por que todos os tridngulos pintados de vermelho sdo isdeeles o
Congruenes.

b} Explique porque o poligono BCFGH ¢ um pentdgono regular, isto é, um
peatdgono que possut todos s lados congrueates ¢ todos os dngulos internos congrucnies.

i} trace fodas as diagonais do pentigono BCFGH ¢ verifique que uma nova estrela
& um novo pentigono se formaram. Expligue porque todos os novos tridngulos que se
formaram sao is6eeles.

O objetive da atividade seguinte ¢ fazer com que vocé verifique, wtilizando o método

das subiragoes sucessivas, que o lado DE ¢ a diegonal DS do pentdgono SAUDE sio
segmentos incomensurdveis.

16*ATIVIDADE

Couasidere a série de pentigonos ¢ pentagramas da ligora seguinte. As afirmacoes
seguintes sao todas verdadeliras. Observando a figura tente justificar cada uma delas.

Afirmagio I A diferenca D
entre as medidas da disgonal DS ¢
do lado DE du pentdgono SAUDE
éigual imedida dadiagonal CH do
pentagono HGFCB,

Afirmagdo 2t A difercaga
enire as medidas do lado DE do
pentigono SAUDE ¢ da diagonal
CH do pentdgono HGFCB ¢ igual
& medida do lado HB do pentégo-
no HGFCB,

Afirmagio 3: A diferenga
cntre as medidas da diagonal CH
do peatdgono HGFCB e do lado
HB desse mesmo pentégono é ! \
igual & medida da diagonal ZQ do ' A
pentdzono PORKZ.

Alirmagio 4: Se existir um segmento de medida x que caiba um aimero inteiro de
vezes ne tado ¢ na diagonal do pentdgono SAUDE, entdo, x devers caber um ndmero
inteiro de vezes nos lados ¢ nas diagonais de todos os pentdgonos da figura e de todos os
pentdgonos cada ver menores que pudermos imaginar.
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Afirmacio 5: Mas esse segmenio x ndo existe, isto €, sua medida € zero. Logo, o lado
¢ & diagonal do pentigono SAUDE sio segmenlos incomensuraves.

9. A gqueda de uma crengs

O uiesme raciocinio desenvolvido por vocd nas duas atividades anteriores deve ter
sido, provavelmente, wilizado por Hipasus para convencer os seus contemporincos da
existéncia de segmentos incomensurdvess, Mas essa prova 1o teve apenas uuia
importdncia matemética. Bla tove wmbém conseqii€acias filosoficas e politicas, pois ela se
chocava com a crenga pitagorica de gue para tudo existia vm ndmero, Mas que afmero
haveria para expressar a medida da diagonal de um pentigono guando se usa o seu lado
vonto unidade de medida?

Segundo Hipasus, ado haveria odmero atgum! E dsso os pitagbricos ndo podedam
accitar. Agom, podemos entender a causa do ddio que os pitagbricos sentiram por
Hipasus, porque erguerami-the om tdinulo setn gque estivesse morto e porgue expulsarant-
The da escola.

Vool deve estar porguntando: mas o que hd de mal em se desmentic wma crenga?
Acontece gue exsa crenga dava sustentagdo d dominagio politica exercida pela escols
pitagorica. ¥ a queds dessa crenga abefa a possibilidade das pessoas questionarein essa
dominagdo. O que estava e jogo nio era nmais a ciéncia, nias o poder. Um poder do qual
os pitagdricos mdo queriam abrir mio. O cardter aristocrtico ¢ fechado da escols
pitagérica f havia motivado wma revoila popular na cidade de Crotona na qual parece ter
perdido a vida o proprio Pitagbras. Agoers j§ ndo havia mais nem menos uwm molivo
“rienitfico” para manter cssa dominagio.

Como disse vm matemdtico da atualidade, “pela primeira vez na histdria da
humanidade, um contra-poder matendtico vem desestabilizar um poder que se fundamen-
tava na matemdtica”. E claro que esse contra-poder foi a descoberia de Hipasus.

Mas, como se nio bastasse isso, a descoberta de Hipasus iria abalar também aquilo
que os pitagdricos julgavam ter sido a sua maior ¢ mais bels descoberia: o Teorema de
Pitdgoras. Ao exccutar as atividades sepuintes voof saberd porque.



17TPATIVIDADE

O objeiivo desta atividade € o D C
de verificar, pelo método das
subfragies sucessivas, se o fado BC
e a diagonal AC do quadrado
ABCD ro lado, sio eu ndo segnen-
tos comensurdveis. O guadrado
AEFG, foi consiraido de tal modo
que @ medida de seu Tado ¢ igual 3
diferenga entre as medidas da
diagonal ¢ do hdo do quadrado
ABCD. O guadrade AHIP foi
constroido de tal modo gue a
medida de scu lado ¢ igual @

diferenca entre as moedidas da F ;

diagonal ¢ do lado do guadrado F M““\_w

AEFG. O lado do quadrado AQIK A %‘J 0 - zas B
& dgual & diferenca catre as medidas F

da disgonal ¢ do lado do guadrado y

AHIP.

Diga se cada uma das afinmagdes seguintes ¢ ou nio verdadeira, ¢ justifique suas
TESPOSIAS,

Afirmagao 10 A diferenga entre as medidas da diagonal AC ¢ do lado BC do
guadrado ABCD € fgual & medida do lado AR do quadrado AEFG.

Afinnagio 2 : A diferenga entre as medidas dos lados BC do quadrade ABCD
e do lado AE do quadrado AEFG ¢ igual 3 medida da diagonal AF do
guadrado ALFG.

Afimagio 3: m (AF) - m (EF) = m (AH)

Afimagio 4 m (AE) ~ m(Hl) = m (Kiz)

Afimnagio 5: Se existir um segmento de medida x que caiba vm nimero inteiro
de vezes no lado e pa diagonal do guadrado ABCD entdo, x deverd caber
ur nimero mieiro de vezes nos lados e nas diagonais de todos os quadrados
da figum ¢ de todos os quadrados cada vez menores que pudesmos im-
aginar,

Alimmagio 6: Mas esse segmento x nio existe, isto €, sua medida € zero. Logo,
o lado ¢ a diagonal do quadrado ABCD sdo segmentos incomensuriveis.
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Censidere novamente o quadrado ABCD da atividade anterior.

a) Qual € & medida da diagonal desse quadrado, se seu lado mede Tu ?

b) Utilizando nma calculadora, verifique se a resposta que vocé deu no item anterior
verifica o Teorema de Pitdgoras. Caso nio satisfaga, tente vutras respostas € tente levantar
alguma explicagio para o que esté acontecendo.

10, Uma lacuna na reta

Parece que a0 cxecutar a atividade asterior vocé se deparou com um problema
sério! Vamos retoma-lo ¢ tenlar compreender a natureza dessa dificuldade. Qual € a
medida da diagonal AC do quadrade ABCD cujo lado mede Tu ? Ou, o que da no mesmao:
qual ¢ a medida da bipotenusa AC do tridngulo retingulo isdceles ABC, cujos catetos
medem Lu?

E clare que ndo podemos duvidar da existéncia de um tal tridngulo, uma vez que
podemos construi-lo com régua ¢ compasso. B se esse trifngulo existe, deve também existir
algum ndmero que represente a medida da hipotenusa AC. Mas, que nimero é esse?
Vamos chama-lo de x. Ulilizando um compasso, podemos transporiar a medida da
hipotenusa AC para a reta pumérica como mostra a figura abaxo:

c
\‘\
LY
3
Ay
\
‘\
1
A A8 P M . .
T 0 1 X o 3 4

Percebemos entio, que o nimero x, que expressa a medida da hipotenusa, corres-
ponde ao ponto P da reta numérica, O nimero x, portanto, deve ser maior que 1 e menor
que 2. Gu methor, devera ser maior que 1 e menor que 1,5 pois P est4 situado 2 esquerda
do ponto médio do segmento BM. A purtir daf, nao podemos mais dizer com certeza qual
& o valor de , pois existem infinitos nfmeros racionais (sob a forma de fragio ou de niimero
decimal) situados entre 1 e 1,5, Entretanto, como o tridngnlo ABC ¢ retingulo, podemos
caleular ¢ valor de x através do Teorema de Pitdgoras.

Entao, ¢=1e1t Portanto, =7
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Come determinar o valor de 1 nessa equagiao?

Basta perguntar qual € 0 ndmero gue multiplicado por si mesmo produz 2, E af, a
dificuldade geomdtrica se transforma puma dificuidade antmética.

Ja sabemos que 1 <x <15

Como 14 estd entre 1o 1.5, suponhamos que x = L4

Cormo 1,4, 1,4 = 1,90, entao, ¢ deve ser maior que 1,4 ¢ menor que |5, Contineando
esse processo de cerco ao ndmero x, chegamos s seguinies conclusbes:

1) x = 141 pois 1,41% = 1,881

2) x> 1,414 pais 14147 = 1999396

3% > 14142 pois 1,4142° = 1999616

4y x = 141421 pois 1414217 = 19999599
Shx > 1414213 pois 1,414213° = 19999984
6)x > 1,4142135 pois 1,41421357 = 19909998

Vool deve astar pensando Qe ¢ COnURURSSS C3%e Processo comn maguinas calou-
ladoras mais potentes, Labvez al¢ com computadores, chegarfamos a seguinte alternativa:
ou o processo teela um final, 1sto €, conseguiriamos encontrar um nimero cujo quadrado
fosse exatamente 2, ou entido, o processo ndo tena fum. Na primeira hipdiese, x seria um
nitmero racional {inito € na segunda hipOtese x seria um nimero racional pericdico,

Acontece, eatretanio, gue as mais potentes maquinas de gque dispomos atualmente
nao poderiam chegar a nenhwma dessas duas alternativas. Isso porque, voct jJa provou que
a diggonal ¢ o lado de wn guadrade sdo scgmentos incomensurdvets, Essa alirmagio
geométrica equivale a seguinte afirmagio algébrica: wdo existe nimero racional alpum que
satisfaca a equagdo x© = 2. Isso significa que mesmo que wma maquina possuisse infinitos
digitos (o que seria impossivel) jamais chegaria a um ndmero cujo quadrado fosse exata-
mente 2.

Essa foi uma outra conseqiéncia terrivel da descoberta de Hipasus. Isso porgue, a
linha reta numerada para os gregos antigos, ¢ também para os pitagricos, era continua.
Isso significava para eles que era possivel subdividir os intervalos entre os ndmeros inteiros
em um namero qualquer de partes iguais ¢ sempre existia um admero fraciondrio {ou a
razio entre dois inteiros) em correspondéncia com cada um desses pontos de subdivisio,
Mas que nimero fracionério poderia estar em correspondéncia com o ponto P da figura
anterior? Nenhura. Havia um "buraco” na reta, A reta nao seria mais continua?
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11. A reagho silenciosa: alianca entre os homens?

Ao fazer as atividades anteriores, vocé deve ter sentido o mal estar causado pela
descoberta de Hipasus entre os pitagoricos.

Ela nio apenas desmentia a crenga de que para tudo existia um nmero, como
também parecia gerar wma série de questdes aparentemente coatraditorias,

Se os segmentos incomensurdveis realmente existem, entio, serd que devemos
aceitar trangiifamente que a medida de cortos segmentos n3o possam ser expressos através
de mimeros?

Mas 1550 nio parece shsurdo, ji que é possivel construir, ver ¢ medir aproximada-
mente a diagonal de um guadrado ¢ a diagonal de um pentigono?

Mas, por sutro lado, porque qualguer valor numérico que se atribua & diagonal de
um quadrado, cle nunca satisfaz o Tecorema de Pitdgoras?

O Teorema de Pitdgoras seria realmente verdadeiro?

Mas ele 34 nao havia sido provado anteriormente?

Diante dessas conseqiiénelas, ndo seria de se estranhar que a primeisa reacio dos
pitagoricos diante do fendmeno da incomensurabilidade fosse a de esconder o caso. Gude
s0 havia a ganbar com o debate piblico, os pitagoricos institufram como norma, pelo
contraria, o segredo ¢ o siléncio.

Mas esse siléncio ndo durou muito tempo. A partir de entéo, varios ataques foram
feitos as crengas pitagdricas, seus meinbros se dividiram ¢ a cscola caiu no descrédito. E
que ironia!

Tudo por causa de uma siniples estrela, que era o emblema da escola e simbolizava
nada menos que a ALIANCA ENTRE OS5 HOMENS,

Mas nao bastava fazer criticas as crengas pitagbricas. Era preciso também explicar
as causas das contradigoes geradas pelos conhecimentos que cles produzicam.

Os gregos conseguiram fazer isso?

12. A solugae de Dedekind

Nao. Os gregos ndo conseguivam explicar as contradigdes geradas pelo fendmeno
da incomensurabilidade. Procuraram conviver com elas, Simplesmente aceitaram o fato
de ndo existir nmero algum para expressar a medida de certos segmentos. Criaram o
termo "rhetos’ (que significa racional) para os pares de segmentos comensuréveis ¢ o termo
"arrhetos” (ndo-racional ou irracional) para vs pares de segmentos incomensurdveis. E
como 0s némeros racionais ndo davam conta de expressar as medidas de todas as grandezas
que podiam ser construidas com régua e compasso, acaharam optando pela conclusio de
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que o dominio das figuras, isto ¢, a geometria, era muito mais amplo ¢ rico que o dominio
dosnimeros, iste €, que a aridmdétics. Acabaram scparando csses dots ramos da matematica
e desenvoiveram o estudo das grandezas incomensurdveis apenas no dominio geoméirico.

(3 grandioso ¢ promissor ideal pitagdrico de que tade poderia ser expresso por
nlmeros foi abandonado.

Mas voet nao deve pensar que essa opgan tomada pelos gregos fosse a iinica
possivel. Ela tem uma explicagae historica. B que ¢ "clima” pohitico da cidade de Atenas
por volta de meados do séeulo V a.C.oacabou sendo mortal para o desenvolvimento da
ciencia, Alenas, que tinha sido metropole da arte, da lilesofia ¢ da ciéncia grogas, acaba
optando pelo caminhe do imperialisme, isto €, pelo desejo de expandir-se através da
dominacio de outras cidades gregas ¢ de outros poves. (3 clima culiural, antes intenso,
acaba sendo substituido por preocupacoes de vrigem militar ¢ civica. A matematica, a
partir de cntde, ndo teria mais o aspecto eritico de tempos antediores. Uma prova de gue
a opgio dos gregos ndo era a dnica possivel, fof que o wdeal pitagdrico deveria renascer 20
séculos depois, na cabega de um grande sabw waliano Galileu Galilei que disse: "o ivio da
natureza st eserite om lnguagem matematics ¢ som o suxilio desta linguagem, € impos-
sivel compreender uma s6 palavra”.

Unua ontra prova de que cssa opgio ndo era nica ¢ nem mesmo necessiria foi dada
pelo matemdtico alemio, Richard Dedekind con um ensaio denominado "Coatinuidade ¢
Nameros Irractionais”, aparccido em 1872, Vejam bew, apenas no séeulo X1X!

Neste ensato, Dedekind observa que:

1) Existem mais pontos na knha reta do que nimeros racionais;

2} Entdo, o conjunto dos nimeros racionais nio ¢ adequado para explicarmos
arifmeticamente a contimedade da reta,

3) Logo, ¢ absolutamente necessario criar novos alimeros para que o dominio
numérice seja tio compieto quanto a reta, 1sto €, para que possua a mesma continuidade
da reta.

A partir dessas observagdes, Dedeking die;

"Por muito tempo pensei em v@o sobre isso, mas finalmente achei o gue buscava.
Consiste no seguinte: se todos os ponlos de wna retu sao divididos em duas classes, de modo
que qualguer ponto da primeird figue d esquerda de qualquer ponto da segunda classe, entdo,
exisie il € apends it poo que Separda o3 ponios em duas classes.

Néo creio estar enganado em pensar que todos aceitardo imediatamente a verdade
dessa afirmagdo. Além disso, a maioria de meus leitores ficard desapontada ao saber que
através dessa observagdo bunal serd revelado o segredo da continuddade. Fico sutisfeito por
todos acharem o principio acima Obvio, pois sou totaimente incapaz de dar qualquer prova

de que ¢le é correto, nem creio gue alguén tenha esse poder.”
(Caraca, B.J. - 1978a. p.60)
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Como foi visto, para que o dominio dos niimeros seja to completo quanto o de
pontos da reta € preciso gue a cada corte da reta corresponda sempre um Gnico ntmero.

Exemplo 1: Considere um corte (A, B) na reta numérica racional de modo que 2
classe A periengam todos os nlimeros racionais menores ot ignais a 1 a a classe B, todos
0§ racionais malores que L

- : . , e

-3 - _ > +
1 0] 1 2 3

(A, B) define um corte pois separa todos os rlimeros racionais em duvas classes de
modo que nido ha nenhum ndmero racional que pertenga 4o mesmo tempo a ambas as
classes. Observe que 1 (o clemento de separagio entre as classes A ¢ B)pertence 3 classe
A mas nao perience A classe B.

Neste caso, dizemos que (A, B) define o nuntero real 1, que & também um nidmero
racional,

Exemplo 2: Considere um corte (C, D) na reta numérica racional de modo que 2
classe C pertencam todos os racionais menores que 1 e & classe I, todos os racionais
mazores ou iguals a 1

(A, B) define um corte sobre Q. Obscrve que agora, 1 (o clemento de separagio
entre as classes A ¢ ) pertence 2 classe 1D mas ndo i classe C.

Neste caso, dizemos que (C, 1)) também define o nitmero real 1.

e (O

T e D
0 ! Il 5 L ™ o }4'//"' 5 "

-3 -2 -1 0 i 2 3
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Hxemplo 3: Considere um corte (E, F} na reta numérica racional de modo que i classe
E pertengam todos os ndmeros mcionais cujo quadrado ¢ menor que 2 ¢ A classe F, todos os
racionais cujo quadrado € maior que 2.

Observe que (E, Fydefine um corte sobre Q, pois qualquer ndimero racional, ou pertence
a classe Eou pertence i classe F. Além disso, ndo existe senhum mcional Gue pertenga a ambas
as classes a0 mesnio tempo.

E
o F
_./"’—’— —
. i //
.l I L ] l | i Ly
.3 -2 x -1 0 1 X 2 3

Observe amibém que x (o elemenio de separagio entre as classes B e I) ndo perlence
nem a classe E, nem 4 classe F. Entdo, X ndo é um ndmero 1acional. Ele serd v ndmero real
trracional.

Observe que o que faz Dedekingd ndo € nada mais do que ampliar o dominio numérico
que er conhecido pelos gregos (o dominio dos piimeros raciona is), juntando a0s nimeros
racionais wma nova categoria de nlimeros —- os nigleros irracionais —=que vém precncher os
“buracos” cuja existéncia os gregos ji haviam constatado. Ao conjurlo dos nimeros racionais
¢ irmacionais, Dedekind dd o nome de co ajunto dos nlmeros reais € 4 reta contendo o meionais
¢ irmacionais de e4a numerada real,

£ costume escrever o nimero x, definido pelo corte (E, F) acima da seguinte maneir;
V2, 0 que se I¢ assim : maiz quadrada de 2. O sinal V. 1é-s¢ radical e o 2 é o radicando.

Agora, € pussivel afirmar que a medida da diagonal de um quadrado de lado unititio &
V2u, ou entiio, que o nimero que satisfaz & equagio x“ =2 é x = V7,

X Loge, o nimero cujo quadrado € 7 € o nimero irracional V7. Entdo,podemos escrover:
(VIy =2
. . . i . . )
Observe que, se para definir v némero racional 3, Precisamos utilizar dois nmeros

naturaisa e b, agora, para definir um nimero real, precisamos viilizar duas classes com infinjtos
_ndmeros racionais.

Costuma-se indicar pela letra R o conjunte de todos os nimeros reais.
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19°ATIVIDADE

Fara cada nitmero real a seguir, faca o seguinte:
1} diga eatre quais nimeros inteiros consecutivos ele se eacontra;

2} wtilizando uma calculadors, verifique se as respostas dadas ao item 1 estio
coriclas;

3} caracterize-o através de um corte sobre o conjunto dos nameros racionais;

4) diga se ele ¢ um ndmero real racional ou irracional.

aj V3 by Vi0 cp V8T d) V25 e) V910

£ V000 gy V6350 ) VIOD

WATIVIDADE

Utilizando o Teorema de Pitagoras, determine o que se pede cm eada item seguinte.
Sempre que a resposta for um nGmero irracional, expresse-o através de um radical,
Utihzando wma caleuladora, ¢ sem acionar a tecla " V", 4 uma aproximagao racional até
a casa dos déamos para cada um desses nlimeros rracionals.

a} Quanto mede a hipotenusa de um tridngulo retingulo cujos catelos medem

fem € 2em?

b) Quanto mede a diagonal de um quadrado cujo lado mede 2em?

<) Quanto mede a diagonal de um retdngulo cujos lados perpendiculares
medem 2em e 3em?

d) Quanto mede a altura de um tridngulo equilgiero cujo lado mede 4em?
¢} Caleule o perimetro de um losango cujas diagonais medem 10 cm e 24 cm,

f) Um teleférico transporta vagdes carregados de pedra, desde uma mina
situada e uma localidade A, a 2100m de altitude, até uma localidade b a
1500m de altitude (veja figura a seguir). O teleférico foi prolongado em um
ramo BC, para poder transporlar material a uma fabrica C, situada a 1000m
de altitude. Os ramos AB ¢ AC do teleférico tém inclinagoes diferentes em
relagio 2 horizontal A'C,

Sabeado que a distincia horizontal A’C € de 2km ¢ B’C ¢ de 1,2km determine:

1) Os comprimentos dos ramos AB ¢ BC do teleférico.
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23 Que quantidade de cabo de age deveria ser utihzada se as localidades A e
C tossem ligadas mediante um anico ramo,

A

CGS?GIHUQVQ,E. w 1966 —~
pp.204-05

.
S
Oy

ZIATIVIDADE

Uhitizando o teorema de Pudgoras, resobva os problemas abaixo:

a) Quanto mede a bipotenusa de um tridngelo retdngulo cujos catetos medem Tom
ev2em?

b} Quanto moede a hipotenusa de um tndngulo retingulo cojos catetos medem lem
¢ V3 em?

¢} Quanto mede a diagonal de um quadrado cuja arcsta mede V2 cm?

d} Quanto mede a diagonal de vm cubo cuja aresta mede 1o ?

e} Quanto mede a diagonal de um perelelepipedo cujo comprimento € 5 cim, cuja
largura € V2 cm ¢ cujaalturaé 2om?

f) Quanto mede a altura de uma pirdmide reta de base guadrada, sabendo que a
aresta da base mede 2 em e que uma aresta ndo pertencente 4 base mede 5 cm.

g) Na préfica, para se tragar um octégono
regular, por exemplo, para se fazer de um quadrado
de madeira um octégono regular gue sirva de super-
ficie de uma mesa, procede-se da meneira indicada
na figura ao lado.

Com centro em A ¢ raio AQ, descreve-se um
arco de circusferéncia. Com centro em B ¢ raio em
BO, decreve-se outro arco de circunferéncia ¢ o
mesmo s¢ {az para os vértices C e D. Demonstre que
todos os lados do octégono assim obtido sdo iguais €
determine a medida do lado desse octdgono, supon- 5 ¥~ - - c
do que o lado AB do quadrado mede 60cm, Castelnuoyo ,E.

1966 —p.207

e — M




h) Divida os lados de um guadrado cm 3 partes iguais ¢ ligue os pontos de subdivisio
consecutivos de modo a obter um octdgono.
1) Demonstre que o actdgono assim obtido ndo ¢ regular,
2) Determine o perimetro desse octogono, supondo que o lado do quadrado
mega 120m.

22°ATIVIDADE

a) Considere o segmento u abaixo, Utilizando esquadro ¢ compasso construa:

i

1} um segmento AB cuja medida seja vZu
23 wm sepmento CD cuja medida seja Vi,
33 um segmento EF cuja medida seja vdu,
4) um segmento GH cuja medida seja v,
3) um segmento L cuja medida seja vou.

6) um segmaento KL cuja medida seja V70,
Ty um segmento MN cula medida seja VI,

b} Utilizando o segmento u como unidade de medida, construa uma reta numérica

23 ATiVIDADE

Coloque V ou F nas afirmagdes scguintes, conforme sejam elas verdadeiras ou
falsas. Justifiquee suas respostas, com exemplos ou contra-exemplos.

a) ()} A raiz quadrada de um nftmero natural pode ser um niimero natural.

b) () A raiz quadrada de um nimero racional ¢ sempre um niimero racional.
¢} () Araiz quadrada de um mimero negativo é sempre um niimero negativo.
d) () A raiz quadrada de um nimero negativo ¢ sempre um niimero positivo.
e} { } A raiz quadrada de um nGmero real € sempre um nmero real.

£) { ) A raiz quadrada de um niimero real positivo ¢ sempre um niimero real
positivo,

44




13. O conceito de raiz quadrada

Ao cmpiegar o teorema de Pitdgoras na resolugdo de problemas vocé sempre acaba
determinando a medida x de um segmento desconhecido, através de uma equagio do tipo
& = k. onde k & ura nGmero conhecido, Para achar o valor de x, vocé pergunta @ que nimero
elevado 2o quadrado produz k? Ou o que di no mesmo, que ndmero mudiipticado por si
mesmo produz k? ApGs a introdugio do conceito de niimero irracional ¢ do simbole V',
vocé, talvez tenha acabado identificando as perguntas acima com extrair a raiz quadrada

P s VE

de ur ndwero. Dai, se x

Mas cssa ld{‘.[kﬁ]il(‘.?ﬁg‘ﬂﬂ, i [’t‘Sﬂ]li{;ii(} de i?(]i.iéi(;["}CS, ¢ Apehas parmai;uc:nk: correta.
Vejamos poryuc.

. L2 - - "

Considere & cquacio x” = 4 . E claro que tanto 2 quanto - 2 sao solugtes dessa
cquagio.

Da mesma forma, ma cquagao 17 = 2, tanto V2 quanto — V7 sio soluctes da mesnia,

Este detalbe, talvez teahs passado despercebido porgue os problemas que vocé
resolven eram problemas geométricos e ndo tem semtido dar respostas negativas par
medidas de segmentos. Entiio, o cotile seria eserever

Scxzxdmpx:i\/a'@){mmz
se X m Zowx= = VI eox= x 14142

Logo, se = Kesx= Vi

Eniretanto, ndo seria correto afirmar que V4 = ¢+ Zowque V2= = 14142,

Jss0 porque, se quisermos encarar a radicaglio cOMO U ROVA Operagio sobre v
conjunte numérico, o resultado dessa operag@io, isto €, a miz, deve sempre ser um lnico
nifmero desse conjunto numérico,

Feitos csses esclarecimentos, podemos definir raiz quadrada,

Chamamos de miz quadrada de um nimero a, real e positivo, ao nlimero real ¢
positive b que elevado a0 quadrado produz o ndmero a, isto ¢, Va = b eb’ = a.

242 ATIVIDADE

Ao tentar extrair ss raizes quadradas dos nimeros racionais abaixo, voc€ notard gue
algumas sio racionals, outras irmacionais ¢ oulras mexistentes,

Quando elas forcm racionais, escreva o seu valor, quando forem irmacionais, dé sua
aproximacio racional por falia at€ a casa dos décimos ¢ quando forem incxisientes, escreva
& R, isto é, nio pertence 20 conjunto dos nimeros reais.
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V1 2V

4}V A1V

7y Vi6 §) VIS

10) V123 1)y V4781 12 V364
13) V32 14) V36 VT
16) V1/4 174 18) V22
1938 21y V144
2 VTR 23) VO3 M) Vi
PAYRY Wat 20} VEA 2N V036
28) Vi1 25 V90 RO YRV

14. A lenda do Apolo hiperbireo

Para darmos continuidade o nosso estudo, vamaos retornar i Grécia antiga, Vanos
entrar na cidade de Delfos, situada numa regido montanhosa, no fuado de uma garganta
sombria. Era este o lugar mais santo de tods a Grécia, Diziam os poetas que Hpiter — o
pai de tedos os dewses — guerendo conhecer o centro da terra, fizera partir do nascente
¢ do poente, duas aguias cue acebaram se encontrando cm Delfos,

Homens, mulheres e eriangas vinham de longe para af saudarem Apole — o deus
da luz.

Para a religiao do orfismo, Dionisio € Apolo eram revelaghes diferentes de um
mesmo deus. Dionisio representava a verdade mistion e Apolo personificava a mesma
verdade, aplicada & vida terrestre e  ordem social.

Inspirador da poesia, da medicina c das leis, ele era a ciéncia (jue sc atingla por meio
da adivinhago, a beleza que se atingia pela arte, a paz que se atingia pela justica ¢ a
harmonia da alma ¢ do corpo que se atingia pela purificacio.

A foto da pagina seguinte, € o deus Apolo, uma estatua fundida cm bronze hi 2400
anos, que perdeu-se 400 anos depois ¢ foi redescoberta em 1959,

Os sacerdotes da Epoca procuravam fazer o povo compreender tudo o que esse
deus representava, através de wma lenda, Segundo essa lenda, a cidade de Delfos estava
merguthada em trevas. Isso porque uma mostruosa serpente habitava essa regido. Apolo
surge da noite de Delfos. Todas as deusas saidam o seu nascimento. Ele caminha, pega
Seu arco ¢ sua iira. Seus cabelos agitumn-se no ar, O mar agita-se e toda itha resplandece




av

num banho de esplendores e de ouro, E a presenga da luz divina que cria a ordem e a
harmonia.

Apolo atinge com suas flechas a mostruosa serpente, sancla o pais ¢ funda um
templo, que representa a imagem dessa luz divina sobre as trevas ¢ sobre o mal,

Nag antigas religioes, a serpente representava, a0 mesmo Lempo o circulo fatal da
vida ¢ 0 mal que dele resulta,

| Lustracéo: Bowra,C.M. - 1983-p-1%
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Entretanto, ¢ da compreeensio o da dominagio dessa vida que se pode obter o
conbhecimento ¢ a sabedoria.

Apolo, malador da serpente, € ¢ simbolo do aprendiz, que aprende a dominar a
patureza através da ciéncia. Por essa razdo, ¢ fambém o deus do intelecto, o educador dos
homens ¢ sente prazer em estar na companhia dejes,

Mas, continua a lenda, quando chegs o outons, Apole repressa & sua patoas, isto &,
a0 pais dos hiperbéreos. Esse ¢ o povo misterioso que habila o pais das almas luminosas
€ iransparenies, que vivem na elerna aurora de uma (elicidade perfeita. Todas as
primaveras Apolo regressa a Delfos. Mas s6 € visivel aos injciados, isto €, is pessoas que
J& possuem algum conhecimento. Na sus brancura hiperborea, surge Apolo sobre um
carro, puxado por dois cisnes melodiosos. Vem habitar o seu templo, onde b um altar de
forma chbica, onde wma sacerdotisa transmite as respostas ¢ os consellios desse deus aos
anseios ¢ aflicoes do povo. i justamente a ferma cabica do altar de Apolo que lem a ver
com a continvidade de nosso estudo.

2*ATIVIDADE

Utilizando cubinbos iguais como unidade de velume, responda:

a) E possivel constrair um cubo stilivando exatamente 8 desses cubinhos? Em
case afirmativo, digs qual ¢ o volume e qual € a medida da aresta desse
cubo,

b) E possivel construir v cubo utilizando exatamente 27 desses cubinhos?
Em caso afirmativo, diga qual € o volume ¢ qual € a medida da arcsia desse
cubo,

¢} Quantos cubinhos 30 necessdrios para se construir vm cubo cuja aresta
mega 4 unidades?

d

S

Quanto mede a aresta de wm cubo cuja construgio foi feita com 1600
cubinhos?

e} E possivel construir um cubo wiilizando 2 desses cubinhos, ndo sendo
permitida a subdivisao desses cubinhos em partes? Em caso afirmativo, diga
quanto mede a aresta desse cubo?

N E possivel construir wm cubo de papel que ocupe exatamente ¢ mesmo
volume que 2 desses cubinhos? Em caso afirmativo, diga quanto deve medir
a aresta desse cubo ¢ como pederd ser construido.
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15. Com 8 peste.. novos irracionais

Provavelmente, ao tentar responder o 0ltimo item da atividade anterior, voof
chegou & conclusio de que ndo ¢ possivel construir com papel, um cubo que ocupe um
volume de 2 unidades, Felizmente, vocé ndo € nem foi a inica pessoa a pensar assim, Um
problema semethanie a ¢sse na Grécia antiga, muitos anos antes de Cristo, permanceen
msoliivel por muitos séeulos na listoria da humanidade. Apenas no séeulo XIX foi dada
uma resposta satisfatéria a esse problema.

Este problema talvez tenha se origimado da profunda impressao cansada pela morte
de Péricles, um dos grandes estadistas gregos.

A folo seguinte & de Péricles, primerro cdadio de Atenas, austero, aristocrata,
soldado ¢ estadista, mostrado com seu capacete de guerra. Péricles dominou os negdcios
da cidade de Adenas, de 460 2 429 a.C.

iLustracge : Bowra

Péricles foi vitima de uma peste que matou aproximadamente 1/4 da populagio de
Atenas, Dizalenda que um conjunto de pessoas foi enviada ao templo de Apoio hiperbéreo
para perguntar como a peste poderia ser combatida. A resposta foi que o altar de Apolo
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gue era de forma cibics, deveria ser duplicado. Os atenienses, obedientemente, dobraram
as arcstas do altar, was isso ndo adiantou pary alastar a peste,

Mas ¢ claro que, a0 procedern dagquela maneirz, eles acabaram multiplicando o
volume do altar por 8 ¢ ndo por 2.

Mas porque razdo esse problema permanceeu insoldvel por tante tempo?

Vamos chamar de x a aresla do cubo cujo volume deve ser 2 wnidades. Entio,
podescmos esceever: X0 = 20 O miesmo probiema ficon reduzido ao sepguinte: qual € o
nimero que elevada ao cabo produz 27 E claro que esse némero ndo pade ser natural, mas

. . . L .3
deve estar compreendido entre ¥ e 2, pois se x= 0, entiio, X7 = 1 e s¢ x= 2, entiio, X™ = &
’ i 1 1

Para x= 1,5 temns x3 = 337552
Para x= 1.2 femos W = 728 <2
Para x= 1,3 temos X = 21497 22

Entao, x deverd estar compreendido catre 1,7 ¢ 1,3
Note que o processo acima é parecido com aguele crmpregado na busca da diagonal
de wwm guadrado de Jado unitdnio, lembia-se?

Vood poderia caldo perguntan terd essa busca v Hinite ou x deverd ser também
um nimero irmacional?

Nio deu outra. G nlmero x, que representa 2 medida da aresta do cubo procurado,
© € realmente um ndmero irracional. Fol esta a raziio do problema ter permanecido insoldvel
por tanto tempa.

Esse wimero imacional poderia ser caracterizado por um corde {A, B) sobre o
conjunto dos ndmeros racionais de modo que 3 classe A pertencam todos os nlmeros
racionais ¢ujo cubo sefa menor gue 2 ¢ & classe B pertengam todos os mcionais cujo cubo
seja maior que 2.

A
e T e
\ Ww
<! ! ] | '"T\s/; L
-2 -1 0 1 3 2 3

Na forma de radical esse niinero ¢ indicado assim: 3\/?: ¢ lé-re raiz cibica de 2.




E claro que esse nimero poderia ser indicado na forma de decimal infinito e
ado-peribdico: i 21,259 (aproximacao por falts) onde 2 ¢ o radicando; 3 o indice do
radical ¢ 1,239 2 raiz aproximada,

Laogo, (?’\/'f)‘q’ = 2, Mas { l,‘;l."i‘})‘"i # 2, pois 1,259 ¢ apenas uma aproximagio daraiz
clibica de 2. Mas, € possivel construir um cubo, cujas arestas megam *V7 9 Devenos voltar
brevemente a esta questao,

16. Raizes cabicas, gquartas, .. n-ésimas

Como voct observou, & solugio do problema de Delfos nos conduziu a um ntmero
irracional com indice diferente de 2, isto €, conduziu-nos & extracao de uma raiz cibica €
nao a uma raiz quadrada. Na historia da humanidade, outros problemas surgiram que
colocaram aos homens a necessidade de se extrair rafzes com fadice superior a 2. Dai, a
necessidade de se ampliar a operagio de radiciagio ¢ de podermos Talar de extragao de
raizes cibicas, quattas, Quintas, .., raizes n-€simas (de indice n qualquer),

Mas qual o sigmficado que devermos atribur o tais rafzes?

Exemplo 1o Calenlar a raiz cibica de 27 € 0 mesmo que respoader: Gual ¢ o

ntmero gque elevado ao cubo produz 27 7 Logo, NET =3 pois 3 - 77,

Exemplo 2 Calcular a raiz quarta de 16 equivale a responder: gual é o nimero
que elevado A quarta poténcia produz 16 7 Logo, V16 = 2 pois 2% = 16.

Excmplo 3: Caleular a raiz quinta de -- 32 equivale a responder: qual é o
nimero elevado & quinta poténeia produz - 32 ? Logo, WIFG - 2,

. S as

pois (— 2y = — 32,

Exemplo 4: Calcular a raiz ciibica de 5 equivale a responder: qual € o ndmero
que elevado ao cubo produz 5 ? Neste caso, a raiz devera ser um niimero
irracional, pois § nfo € um cubo perfeito. $6 podemos atribuir a ela um valor
racional aproximado. Logo, WE = 1,709  (aproximagio por falta)

26°ATIVIDADE

Aotentar extrair as rafzes dos nltmeros racionais seguintes, vocé notaré que algumas
sdo racionats, ontras irracionais ¢ outras sio inexistentes,
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Quando clas forem racionais, escreva o seu valor, quando forem irvacionais, dé sua
aproximagio racional por falta até a casa dos décimos, e quando forem inexistentes, escreva
&R, isto €, ndo pertence a0 conjunto dos nGmeros reais.

1o 2)4va 3)NO
4 %y 53 vi T
7) M0y 8) V=i 9 WVIT
10) V=T =T 12)°V =T
13) Ve 1) V26 15) &I
16) VIO 17) V00 18) W16
19 3VTE 20V VE 21) V30
22) V55 23) W8&/2T 24) W16781
25y 16 8T 26) V0001 27 VIR
28) 35T 29y 37 30y WVig
2PATIVIDADE

a) Explique por que razdo ndo se pode atribuir significado a:
1} radicais cujo indice seja zero
2) radicais cujo fndice scja |
3) radicais cujo indice seja um nitmero inteiro negativo
4) radicais de indice par e radicando negativo
b) Explique que restrigoes devemos impor aos nGmeros n, p e q, para gue a
igualdade ® Vp = ( tenha significado.

O objetivo da atividade seguinte é fazer com que vocé perceba que é possivel obter uma
regra pratica para se fransfonnar duas potenciagdes simuliéneas de uma centa base, numa
tinica potenciagdo desta mesma base.

28*ATIVIDADE

Transforme cada potenciagio simultinea seguinte numa multiplicagio de potencia-
¢Oes. Em seguida, transforme essa multiplicagio de potenciagbes numa tnica potenciagio
cuja base seja igual as bases dos fatores.



a) (27 ) by (3

) (3* ) di2yr
&) (2" 0152
2(2")7 b (47)°

b (10°)° HITE SRR
k) (10%)° Bicog) 2

292 ATIVIDADE

a) Com base na atividade anterior, cnuncie a regra préatica para se transformar duas
potenciagoes simultancas de uma certa base, nuima Qinica potenciagao desta mesma base.

b) Aplicando a regra enunciada no ema desta atividade, transforme cada poten-
ciagdo simultfnea a soguir, numa Gnica potenciagio cuja base seja igual & base da poten-

clagho indicada nos parénieses:

n(sty 2 [(-5)" )

33 ) Hi(-7y)°
<10 410

5)(57) 6)E(M'§")7}8

. 3410 .
) ae) 911"

¢} Determine o valor de x em cada poteaciagio simultanea seguinte:

1) (3 ) =31 1.9,x_ 1

M =(3
3)(5:( )7 :514 4)(2)()1 m20
5y (10* Y10 = 101® ) (2 =2

7 (3)? =39 ()% =2



17. Formas de representagio de um niimero irracional

Ao teatar resolver o Gltime item da atividade anterior, vocé, talvez, tenha sentido
alguma dificuldade. A razio disto s¢ deve ao fato de que, alé o momento, o expoente de
uma base scmpre ter sido um niimero teieiro. Entretanto, isto nao é uma necessidade. B
claro que na igualdade { 2} = 2, nio existe para x ndmero natural algum que possa

torna-la verdadeira Poderiamos, entretanto, substituir x pelo nttmero racional 5 ou 0,5.

Isto porque, 7. 2 = Louentao 0,52 = 1, 0 que torna a igualdade verdadeira,

Yo
i

Vo2 05472 -
Logo,( 27 )" =2ou(27)" =2
Qual € a importancia deste fato?
E que, tendo consciéneia dele, vocd conseguird pereeber a existéncia de uma nova
forma de representar nfimeros irracionais, isto ¢, de representa-los através de potenciaghes
cujos expocntes sae niimeros fracionarios.

. . ¥ 52 . v
Exemplo 1: Como( 27 )% =2e{v3i)’ = 2 cntao v3 = 2%

. D . 1 _ ,
Mas comoe existem infinitas fracoes cquivalentes a 5 todas iguais a0 nimero

decimal 0,5, entio,podemos escrever:

VZo= 2" a2 m % gt LY 005 L aams

o~ . Y Sl | P K P J .

Exemplo 2: Como (V2 )? = 2(2")7% = 2, entdo VI = 2%, Mas como existem
infinitas fragoes cquivalentes a 1/3, todas iguais ao nimero decimal periddico 0,333 ...,
entdo, podemos escrover :

3\/'*2? - ZVJ = 22/6 - 23"0 — .Z-Vi: - 25’15 = 20.33.,. = 1259 ..

JATIVIDADE

a) Escreva cada radical seguinte de duas manciras: como uma potenciagio de
expoente fraciondrio irredutivel € como uma potenciagio de expoente decimal,

nv7 NV 3) 3 Vit
433 5)4 Vg 6) V33

7) V375 8)* V27T 9y Vi3



10) *v2? 11)*v3 7 12)*v7*

13)v0 87 14)V(3/8) 15)°V(1/5)?7
16) V10" 17) VI ® 18) % \/26“/_?7;50-
19yvz? 20y V27 2y 2 ®

22)vs? 23)104/7 10 24) 7V (310)7

by Escreva na forma de radical as seguintes poténcias de expoentes fraciondrios.

ne'? 291513 329 /4
H(—T7)"° 521730 6)(%)1/5
7 (%) 172 8)(2,9) "7 gy2 0

10y3 23 11y2%2 125
133 07 14) 7 1.2 15)6 2.4

16) (% y 32 17) (é_ ) 0:333.. 18) 1008
19) 10 %666~ 202 19 21)2 1555
22y2873 23)3 84 24) {?}) 1075

31*  ATIVIDADE

Determine o valor de x nas igualdades seguintes:

3}21/2_‘2,\#8 b}23/4“29/x C)S 1/3w5x/30

V3 V32 &)V =Vt o7 V2
g)‘%@_ =v3 h)%f s s)ﬁ-W



32 ATIVIDADE

Satendo que a regra pritica para a determinagio de potenciaghes simultineas € vilida
também para expoentes racionais transforme cada potenciagio simultinea seguinie, numa
finica potenciagio cuja base seja igual & base da potenciagio indicada nos pareniéses. Em
seguida, cxpresse cada resultade na forma de radical.

a)(zl/Z)l/'.?; b)(3l/2)1/5

C)(2y3)1/7 d)[(zl/S)}}Z/S

18. Radiciagoes simulitaneas

Toda vez gue desejamos extrair raizes de raizes estamos em presenga de radiciagdes
simultineas.

Exemplo 11 Determine a raiz quadrada da raiz quadrada de 2.

e R .
temos: VVZ =V 2" = (2 i1 )l/h =2 V2 )y

Exemplo 2 : Determine a raiz cibica da raiz quadrada de 2.

 ya— fyu—
temos: VVZ {’ v w (2 VI3 VO YT

332 ATIVIDADE

Encontre um finico radical para cxpressar o resultado das scguinies radiciagdes
simultincas:

) Viz v) W10 GVW3
¥ o ol 3 >
4y V§3 o) YT i VV7
O objetivo da atividade seguinte é fazer com que vocé aprenda um processo para

construlr, com régua e compasso, segmentos de reta cujas medidas sejam expressas por
radicais cujos Indices sdo poténcias de base 2.



57

348 ATIVIDADE

Considere o segmento abatw comoe unidade de medida,

it

a} Frace um segmento de seta AB cuja medida sejs igoal a Ju.

profongamento de AR no sentido de A para B, ¢ cuja medida scja igual o
2u.

ks
e

Determine o ponto mdédio M do sepmento de reta AC.

d) Com eentro no ponto M trace uma semi-circunferéncia cujo raio sea igual
a MA.

[

R

Trace um segmento de reta BP, gue seja perpeadicular ao didmetro AC, de
modo que o ponto P pertenga a semi-cireunferéncia tracada.

APC ¢ um tridngulo reldnguio,
g} Mostre que a medida do catete BP do tridngulo retanguio PBM ¢ igual a V7.

h} Utilizando esse mesmo processo, verifique que se as medidas dos segmentos
AB ¢ BC fossemiguais a lue 3urespectivamente, entéo, o medida do cateto
BP scria iguat a V3iu,

1) Utilizando esse mesmo processo verifique que se as medidas dos segmentos
AB ¢ BC fossem iguais a 2u e 3u respectivamente, entao, a medida de BP
seria igual a Véu.

3) Quais devem ser as medidas de AB ¢ BC para que a medida do cateto BP
scja igual a viu?
k) Utilizando esse mesmo processo, verifique que se a medidas dos segmentos

AB ¢ BC fossem iguais a g unidades ¢ b unidades respectivamente, entéo,
a medida do cateto BP seria igual a Va . b unidades,



b Utlizando a conclusao do tem anterior, complete a tabela seguinte:

m{ AB) m( BC) m ( BP )
1 :
2 3 .»
vy

} 7

V10 ) )
| V3
1 42

g
i 87

m) Utilizando o processo desta atividade © a mesma umdddc de medida,

construa seginentos de reta cujas medidas sejam : véu; VZu; V3 e Vi

352 ATIVIDADE

a) \Lgumdo 038 pds&()s abaixo vocé estard construindo um segmento de reta

cuja medida € VI u . Considere o segmento y abaixo como unidade de
medida.

1) Trace dois segmentos de reta perpendiculares AQ ¢ BO, que se interceptem
no ponto O, de modo que:

m(AO) = iuem(%) = 2u

58
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2} Prolongue BO no sentido de B para Oe AQ no sentido de A para O,

3y Uulizando 2 esquadios ¢ uma régita, (race o8 scgmentos BC,ADe w(imﬁ, de forma
b S
BCHAD,CEAOQDEBO;BCLCD e ADLCD

b) Utilizande o fato demonstrado na atividade anterior para os trifngulos BCD e
ACD, mostre que m ( OD ) = Wiy

¢) Utilizando 0 mesmo processo descrito aesta atividade, construa segmentos de
reta cujas medidas sejam:
3\/?3 ; 3»’3“u ;3 Vau ;Q Y2u 9\/—.’.37%1.

Utilize como unidade de medida o segmento u anterior.

d) Utilizando os segmentos construidos nesta atividade ¢ o processo geoméirico

da atividade anterior, construa segmentos de reta cujas medidas sejam © V2u
{’) —
e’ Vau.

19. O cubo de volume 2 ¢ 0 preconceilo platonicoe

Ao excreitar a atividade anterior, vocé construiu um segmenio de reta cuja medida ¢

V2u.

Agora siny, podemos responder & guestdo colocada pelo oriculo de Apolo para acabar
com a peste, lembra-se?

. . , 3 . .
Se podentos construir um segmento cuja medida &~ V2 u, € claro que podemos lambém
construir v cubo cujo volume € 2 v,

Sabemos que no século IV a.C., para que fosse possivel cfetvar os céleulos para o
lancamento de projéteis poruma catapulta, era necessirio a extragio de uma rafz cébica. Um
matemdiico grego desconbecido resolveu esta questio geometricamente, de forma parecida
com aquela feita por voce na atividade anterior. 56 que em vez de utilizar 2 esquadros ¢ uma
régua, construiu um dispositive mecinico constituido por dois bragos paralelos que concoriiam
perpendicularmente a2 um terceim braco, sendo gue um desses bragos era mével.

Acontece que tanto a forma como construimos um segmento de medida 3vI quanio
£ssa proposta pelo matemdtico grego, nio seriam aceitas como solughio do problema colocado
pelo ordculo. 550 porque, talvez por infiuéncia do fildscfo Platdo, as construgbes geométricas
6 eram perfeitas € 6 podiam ser aceitas se fossem feitas apenas com régua sem escala e
compasso! Jamais se poderia admitir 0 uso de dispositivos mecinicos na geometria. Aceitar
1530, segundo a visio elitista de Platdo, seria “contaminar” a nobre ¢ pura geometria com as
rudes ferramentas wtilizadas pelos trabalbadores bragais.
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Aconieoe ue, se se aiciassem as resdrigies impostas por Platio, o problema da
duplicagdo do cubo jamais teria tdo ama solugio, £ isso 38 fol demonstrado no séeulo
]I tempo mars gque sullcicnte para que Lodos o8 atenicnses morressem contaminados!

Se dependesse de Platdo, o peste jamais tevia tenminado. Mas terminon. Sem que
as ordens de Apolo tvessem auiaa cumpridas,

O objetive de atividade seguinte & fuzer com que vood compreenda o significado da
adicdo algébrica de niimieros reais irraciondais, tendo por base a sua representagao geométrica.

362 ATIVIDADE

a) Utilizando a mesma vaidade de medida das atividades 30 ¢ 31, construa uma
rela numdrica ¢ determing mid s pontos correspondentes aos nimeros
irracionais V2, V3 VA, WE \/% WS Para i isso, utilizando um compasso,
lransporic para cssa reta osses segmentos 1 construidos nas atividades
anleriores,

b) Determine nessa rota numdrica os pontos correspondentes aos irracionais:

VIV

- PR =
VI, - E W3 e YT

T

¢) Uilizando o compasso para cletuar adigao ¢ subtragio de segmentos de
reta, coloque V oou F nas alirmagoces seguintes, conforme scjam elas verda-
deiras ou falsas.

DIV + VI =V2HT =3
()N 4NV =NITFT = WS
DN IVE - VI = V3 VTt
HINVE - NT - WTTT = N =
(I VI =VIiFT=v3

()1 + VI =NT¥7 =33

NEYVY - 1 = V35T = V7

8)( }3@~1=3Y’§T:{"23ﬂ
NI+ VI =V2

0)( 10+ V2 =%3

IN( Y0+ V3 = V3
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23 )0+ WA =33
) ( )VZ VI = VERT = VA =2
14) () VZ + VI =2.VE
13} ( }}‘\f?__’ DN B RN

16 () WE VT VT w3 Vg
I )~V V3= V3

8)( ) VT V)= - 291

19 () -NVI-WT = 2.2
) () - VI - VE VI = 3 .VE

]

20. Adicao algébrica de ndmeroes reais-irracionais

Na atividade anterior, vocé verificou geometricamente o significado da adigio
algébrica de nitmeros reais. Verificou que V2 + V3 = V3, isto €, que a soma das raizes
quadradas de dois nimeros ¢ diferente da ratz quadrada da soma desses dots nlimeros.
Isso é valido também, para radicais de qualquer fndice. Namaioria das vezes nio podemaos
colocar a adicio de dois irracionais sob a forma de um anico radical. Isso s6 pode ser feito
guando os radicais tiverem o mesimo indice e o mesmo radicanda.

Exemplos: V2 + V2 =2.VZ
3.5 + 4.5 = 7.VF
—2. V3 3. Vi+V3I=—-4.V3

Nestes casas, conservamos o radicando e o fndice do radical e somamos algebrica-
mente os coeficientes dos radicais que estdo sendo adicionados. Essa mesma conclusao
pode ser transferida para a adigiio algébrica de ntmceros reais-irracionats, dados sob a
forma de potenciagao com expoente racional.

Exemplos: 2 ¥ +3% ;¢(2+3)W’i5[0 6,2 + 3V 2 5V2
2" o
3.5 +4.5" =50 (344)= 5V 7757
~2.3% 3 3% e 3 (23 41) = 4.3
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Vocé verilicou também que a adigio algébrica de um niteero real-irracional com
um real-racional diferente de zero, ndo pode ser posta sob a forma de um Gnico radical.
Exemplos: 1 + V2 # V3
i

S+ VI= VIR

Essa conclusao transfere-se também para o caso do real-irvacional estar sob a forma
de potenciagio de expocnte racional.

Exemplos: 1 + 27 =37
i ) g " (_) 1
37* ATIVIDADE

Efetue as adicoes algébricas seguintes;

ayv2 + V2 + VI VT

5.Vi-8.VI+V3

1+ VE 356

e}3 VS 4+ 2 V5 - 5.VS

D2+ V3 VY- (3-V3+VE)
g~ 2.V1% - 3VI3 - 8.ViT

W Vi4 3.V o5 e

DL+ vt Sviodys
K)3+ V- WT 48T T
DOVT -3 a4 VT + VA 4+
mp2" 3%y 0% s g
mM7.5%+1-3.5" 2433
03.5" —2.5% _7.5% 4

O objetivo da atividade seguinte é fazer com que vocé compreenda o significado da
multiplica¢do de nitmeros reais irracionais, tendo por base a possibilidade de se interpretar
geomelricamentie essa operagdo.



IBATIVIDADE

formando um dngulo
qualquer diferente de
180°. A medida de OB
é 1u, a medida de OD
¢ 2ue amedida de BC
¢ 2,5 . Tragou-sc um
scgmente paralelo
BD ¢, pelo ponio C,
[ragou-se uns segmen-
to paralelo a BD, ob-
tendo-s¢ o ponto B
Utilizando um com-
passo, verilique que a
medida do segmento
DE ¢ igual ao produto
das medidas dos seg-
mentos OD e BC.

b) Utilizando o mesmo processo do item anterior, mostre que_quaisquer que
sejam as medidas racionais dos segmentos BC e OD, sendo OB o segmento
unitério, a medida do segmento DE ¢ sempre igual ao produto das medidas
dos segmentos BC e OD,

nunicradas abaxo.

¢) Considere a unidade g ¢ os niimeros uracionais localizados nas retas
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Utilizando o processo geoméiren apreadide no item a desta atividade ¢ as retas

numeradas acima, verifique que as mubtiplicagoes abatxo foram feitas correlamente:
DVZ. V3 = V6 V3 Ve = VI
WNVI VG = Vg £ NI Vg = VG

d} Com base nos resultados anleriores, escreva Uma regra para mutdiiplicar nameros
irracionais na forma de radical de mesmo indice.

IPATIVIDADE

Efetue as multiplicagoes:

a)v3 Vis by V7 V3
OVI VT V3 dy V3 Ve
vz Vi s nv3 3
2) VTV h) Va Wb
p2ta 3t h
kyz s v JERAI S
m) V3,5 . V32 n} v Vo

40% ATIVIDADE

Reduzindo vs radicais seguintes ao mesmo indice efctue as multiplicagtes:

) VS VS by v3.%v2
W3 .3 d) v3.%3
) vZs iz N Vis . Ve

O objetivo du atividade seguinie ¢ fazer com que vocé compreenda o signtficado da
divisdo de mimeros reais irracionais, tendo por base a possibilidade de se interpretar geome-
tricamente essa opera¢ao.
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412 ATIVIDADE

a) Mostre que, se na figu-
raaofadom (BC) = 4 B c
lu e CE // BB, entao, \
qualsquer que sejam
as medidas racionais
de OB ¢ OD, amedida
de DE ¢ sempre igual
40 quocicnle entre as D
medidas de QD e OB, £

o

Obs: mostre 1850 atravis
de exemplos numér-
Cos.

b) Utilizando o processo geométrico acima ¢ as retas numeradas da atividade
35, venifique que as divisdes abaixo foram feitas corretamente

V6 VE = V3 DVEVE = VI
NV NG =3 4) W36 VI = Vi

¢) Com base nos resultados anteriores, escreva uma regra para dividir nimeros
irracionais na forma de radical de mesmo indice.

428 ATIVIDADE

Efetue as divisdes seguintes:

a) VI8 . v6 e, 2" c) V23 V05
d) V32 V8 ¢)3% 2% h) V25 Vi
V16 : v g V5 VE m) V% : VTG
D) OViE O3 NVv3.va

k) >V30 ViT D3 SVE

n) 3'2.5% o) W7 :vi
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21, Simplificacio de ndmeros rracionais

Vocé jd sabe que existem infinitas manciras de se representar um némero irracional sob
a forma de potenciagio de expoente fracionirio,
3 5 Yo o Yo ¥
Exemplo: Vi=2M2 0%a YL g S
6,/57 ECT A S PR VA §
Mas como 2 78 = %/2 02 = V2 ;2= ) -

entio, podemos afirmar que existem também infinitas maneiras de se representar, sob
a forma de um radical, um mesmo ndmero irracional,

. 3o ) . . . ‘ . .
Neste caso, dizemos que V2 extd na forma irredutivel e dati, 1odos os demais radicais
Gue 330 iguais a cle poderdo ser simplificados,
Mas como podemos recoghecer se um ndimero irracional, dado sob a forma de radical,
é ou nio irredutivel”

Para isso, em primeiro fugar, devemos decompor em fatores primos o scu radicando.
Em seguida, para que ele seja irredutivel, as duas condigdes seguintes deverio ser obedecidas:
1} Os expoenies de todos o5 ndimeros primos que apatecem na decomposicio do
radicando deverdo ser menores que o fidice do radical do nlmero Irracional;
2} Nao pode haver nenhum divisor contum entre ¢ fndice do radical € os CXpOenics
dos nimeros primos que aparccem na decomposicio do radicando.

9 . . .9 A . .
Exemplo 1: V8 ndo &imedutivel pois V& = V2 . Embora 3 seja menor que 9, exisle
0 nimero 3 que ¢ divisor comum de 3 ¢ de 9,
Para simplificar cste radical 2té 2 forma irredutivel fazemos assinm:

VB =W2To2%a2 o g
Exemplo 2: V3§ nio estd na forma irredutivel pois:

V36 =27 37,
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Embora 2 seja menor que 4, exisie o nimero 2 que ¢ divisor conum entie 2 ¢ 4. Para

tormnat este radical irredutived fazemos AsR;

dpge S AITTIT LR AR 2o 3% e 3% (2.3) =6 1 _vE

© s P . : P . 3 S 3 :
Exemplo 3: V8 ndo estd na forma irredutivel pois, V8 = V27 Para tornar este mdical

trredutivel, fazemos assinu

432 ATIVIDADE

Sempre que possivel, simplifique os seguintes radicais até a forma irredutivel,

2) V8
R
¢) V16

by W3 57
dy VITE
iyvaz

m) Yaa® b
o) Vax ?M;T
QNI 5
VB AT
uj Viaxy/3a ”
W) \/;2'“‘};2



68

442 ATIVIDADE

Resolva os seguintes problemas;

a} Considere um tridingulo equilitero de lado k. Determine uma equagao que
lhe permita caleular s medida daalturali desse tridngulo em fungéo dolado.

b} Com o auxilio da cquagido cacontrada no item g, determine a medida da
altura de um tridngulo equilatero cujo lado mede v3 cm,

¢} Determine a drea e o perimetro do tridngulo do item b,

d) As diagonais de um losango medem 10 om e 24 ¢m. Determine o perfmetro
do losango.

e) Caleule a altura de um tridngulo isdceles sabendo que os lados congruentes
medem 25 ¢m cada um ¢ a base do tridngulo tem 14 cm.

£) Olado de um losango mede 17 cm ¢ uma das diagonais tem 30 cm. Determine
a medida da outra diagonal,

g} Um trapézio retdngulo de 15 em de altura tem as bases medindo 10 cm e 18
en Determine o medida do lado obliquo is bascs.

h) Considere um tridnguto cquilitero de lado k Determine uma equagao que
permita caleular a drea desse tridngulo e fungdo do lado apenas.

i} Com o auxilio da equagio encontrada no item h, determine a drea de um
tridngulo equilatero cujo lado mede V3 cm.

J) Chamamos de geratriz de um cone reto a qualquer segmento de reta que
tern wma extrenadade no vértice do cone ¢ a outra num ponto qualquer da
circunferéacia da base, Determine uma equagio que lhe permita caleular
a medida da geratriz de um cone reto em fungao da altura h do cone e do
raio 1 da circunferéncia da base.

k) Com o auxilio da cquagio encontrada no item J, determine a medida da
geratriz de um cone reto cujo rato da base ¢ 2cm e cuja altura € Sem,

) Determine uma equagio que lhe permita calcular a aresta g, nio pertencente
a base, de uma pirdmide reta de base quadrada em fungio da aresta m da
base ¢ da altura b da pirdmide,
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22. Para que servem os nlineros irvacionais?

Sempre sobra a pergunta: para que servem os nimeros irracionais? Para gue
estuda-los? Jamais nos deparamos na nossa vida digria com uma situagio onde precisare-
mos expressar os resultados das medigdes com ndmeros possuindo infinitas casas decimais.
Bastardo algumas casas apenas. £ claro que em problemas de carater geométrico eles
deverdo aparecer, COmo vimos, para expressar as medidas de diagonais de quadrados, dc
alturas de pirfimides, ete.

Mas na prética, sempre que necessitarmos dessas medidas, precisaremos apenas de
respostas aproximadas,

Mas a verdade ¢ que nac hd ciéncia que seja totalmente inGtl, Muitas vezes, na
histéria das ciCncias, descobertas aparentemente inGteis prepararam o caminho para
outras descobertas Gteis,

Faraday, um fisico inglés dosceulo passado, descobriu véarias leis relacionadas com
feadmenos clétricos ¢ magnéticos. Leis aparentemente inGteis. Quando pergustaram-The
para que serviam aguelas descobertas, Faraday responden, inteligentemente, com vutra
pergunta: para (ue serve uma crianga que acabou de nascer?

Mais tarde, as descobertas de Faraday foram empregadas para construgio de
geradores de energia clétrica, forma de energia cujas vantagens apenas o homem de nosso
século pode destrutar,

O fisico Rutherford, ao contrdrio de Faraday, ironizava as pessoas que sonhavam
que um dia, com base na teoria da relatividade de Einstein {até entdo sem nenhuma
aplicagdo), poderiam extrair a poderosa energla anmazenada nos nicleos  atdmicos.
Entretanto, sabemos hoje que esse sonho tornou-se reatidade. A encrgia nuclear mostrou-
nos tanto scus doces como seus amargos frutos: a bomba langada sobre a cidade de
Hiroxima que matou milhares de pessoas, os acidentes nucleares, o lixo atémico, cte.

O matemdtico inglés Hardy pensava gue a teoria dos nfimeros em que trabathava
o servia para nada. Entretanto, hoje essa "inftil” teoria aplica-se & teoria dos codigos
secretos e nao secretos, isto €, & ciéncia militar com seus segredos e suas espionagens.

Esses exemplos poderiam se multiplicar.

E o0s nitmeros irracionais? Hi para eles alguma perspectiva de aplicagao?

Existe uma velha questio, que até os nossos dias a ciéncia busca resolver, a de saber
s¢ o tempo flui de modo continuo (sem interrupgBes) ou se o faz descontinuamente, isto
€, por instantes separados. Os reldgios digitais da atualidade apoiam a segunda hipétese,
mas a verdade € que estamos tdo perto de resolver a questao como o estavam os velhos
gregos, quando a grande moda em matéria de reldgios era a clepsidra, um relégio de 4gua
que apoiava a primeira hipotese, isto €, a idéia do fluxo continuo do tempo,
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Poderia a matemdtica auxiliar os ciculistas nesta questio? A principal raziio que obriga
os cientistas a saber o que 08 watematicos 18m a dizer sobre isso € gue o modelo guantitativo
da continuidade ¢ uma linka reta numerada.

£ uma linha ao longo da qual os matemdticos dispdem os ndmeros, seus conhecidos do
estudo da Aritmética. Deste modo, todo e qualquer ponto € rotuiado com um ndmero, de modo
que ndo hi qualquer intervalo ndo rotulado.

A mais primitiva linha numerada ndo é continua. Nela figuram s os ntimeros inteiros
1, 2,3, 4, ete,, que, colocados a mntervalos regulares, deixam obviamente falhas nio rotuladas.
A primeira linba numerada continua foi a dos gregos antigos, na qual os intervalos enlre os
nimeros inkeiros cram interminantemente subdivididos e postos cm correspondéncia cont os
ndmeros fraciondrios, aparentemente sem deixar nerhum ponto por rotlar. FEssa linha foi
chamada de “linha numerada raciounal” porque ao conjunto dos némeros inteiros ¢ fraciondrios
chamavam os gregos “nimeros racionais”. por serem nlmeros que podiam ser expressos pela
razio (ou quociente) de ndmeros inteiros. Para Pitdgoras, a linha numerada racional repre-
sentava 0 modelo ideal de continuidade #1¢ que no séeuto VI a.C., 08 proprios pitagdricos
acabaram por descobrir buracos no seu modelo e isso voed jd sabe porque,

Adescoberta dos nldmeros irmacionais, que o8 préprios pitagdricos acaba rmny por ocultar,
implicava que a linha numerada recional ndo era, afinal das contas, o modelo da continuidade.

Nos séculos que se seguiraim, os ndmeros irracionais foram aceilos pelos matemdticos
conlo um mal necessario! necessdrio porque a sua aplicagio nas descontinuidades da linha
numerada racioral permitis criar outra reta numerada “mais continua”; ¢ um mal porque e
ainda pouco claro como aplicar os nlimeros irracionais § linha numerada racional.

Havia muites exemplos de nlmeros irracionais, mas ndo se dispunha, para esses
nimeros, de wma definigio matcmaticamente aceitdvel. Parcciam ndo se relacionar logica-
mente comos minkeros rcionais, isto ¢, ndo se couhecia nenhuina receita para se obter nameros
irracionais a partir dos racionais. Em 1872, o matemético alemio Richard Dedekind encontrou
um processo accitdvel para relacionar os irracionais com os racionais, dando o pome de “linha
numerada real” a0 novo modelo de continvidade, por alusio ao hdbito quc os matemdticos
traziam desde o séeulo XVIde chamar “ndmeros reais” ao conjunto de racionais ¢ frracionais.

Algumas décadas depois, outro matemitico alemio, Georg Cantor,fez uma descoberia
que iria acabar de vez com os preconceitos em relagio & aceitagdo da linha numerada real. Com
essa descoherta confirmou-se que, embora baja uma infinidade de pimeros racionais, como 0§
gregos suspeitavam, hd ainda mais némeros reais. Confirmou-se ser a linha numerada real, de
algum modo, “mais continua” do quc a racional. Veja s6 o que isso significa!

Na linha numerada racional, os némeros vizinhos encontram-se infinitamente juntos,
mas na linha real os ndmeros vizinhos encontram-se mais do que infinitamente juntos. Mesmo
com espelbos, issc serd para nés uma ilusdo impossivel de criar, Considere dois espelhos um
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em frente do outro. Ao obhar para um deles vemos uma imagem refictida da outra. Imagine
que cada imagem € um ponto na reta numerada.

Aproxime agora um pouco os dois espelhos. As imagens repetidas serao comprimidag
e 0 espago entre clas diminuird. A distdncia entre os pontos numa linha oy merada racional
corresponderd & distdncia entre as imagens quando os dois espelhos estiverem infinitaments
proximos ou, cnt oulras palavias, quando os espelbos se tocam. Masa distincia entre os pontos
numa relz numerada real deverd corresponder 3 distdncia entre as imzgens quando os dois
espelhos estiverem mais provimos do que quando se tocim, o que s pode geontecer se os dois
espelhos se interpenetraren, como Alice, que entrou no espelbo.

Voltemos & questio do tempo. Ji nfio basta saber se o tempo € continuo mas, s¢ o for,
temos gue apusar se ¢ “racionaimente continue” ou “realumente continuo”.

Caso seja o wempo algo descontinuo, isto deverd significar que o que quer gue seja na
universo se descnrola como nas fitas de cinerma, fnagem por imagens. Esigaifica tambén gue
a existéncia temporal é wma sucessio de tiquetagues momentineos, cuja aparéncia de con-
tinuidade ¢ mera ilusio, como a criada pelo cinema,

Se o tempo é continug, entdo, coloca-se a questio de a sua continuidade ser a de vina
linha numcrada racional ou real. Qualquer dessas hipoteses € inapossivel de ser verificada por
medigio direta, Mas jd € possivel apurar alguimas coisas por experiéneias indiretas. Uma
mancira bem simples € a de verificar se nimeros racionais sozinhos bastam para descrever
quantitativamente os vdrios fendmenos naturais.

Eaiestamos novamente em presenga do antigo, mas persistente ideal pitag6rico de tudo
guerer quaniificar, de descobrir niimeros ou leis matemiaticas por trds de todos os fendmenos.
A cifncia de nosso século tem dado provas da forga desse ideal. Descobriu que bastam os
ndmeros racionais para explicar o movimento das cargas elétricas num fio condufor, pars
caracierizar cada espleie de planta ou animal afravés do ndmero de cromoessomas presenfues
em suas céiulas, para fixar o ndmere aidmice de um efemento quinico, elc,

Entretanto, os cientistas descobriram também que, talvez, 03 nmeros racionais ndo sko
suficientes para descrever todos os fendmenos. §6 em fisica existem mais de uma dizia de
constantes, como a velocidade da luz por exemplo, que foram medidas at€ a nona casa decimal,
sem que esses nlmeros apresentassem periodicidade em seus digitos. Isso poderia indicar que
esses ninieros seriam irracionais. Mas riio s¢ pode ter certeza, 1sso porque essas medigdes ndo
podem ser feitas a1€ ¢ infinito,

Mas € justamente cssa “propriedade desagraddvel” dos nGmeros irracionais, de nio
poderem ser detectados, que cormeca a ter uma aplicagio atualmente. Eles comegam a ser
utilizados para se detectar falhas no funcionamento de computadores.

De tudo o que foi dito podemos concluir que ao descobrir s nidmeros iracionais, os
matemdticos criaram wma possibilidade que ndo pode ser comprovada por qualquer medigio
que se possa imaginar. Isso nos faz lembrar das palavras de um matemdético da atualidade: “em



matemdtica, esie poder da imaginagio humana de nos cobalar em sonhos de muito pormenor
¢ levado constantemente zos mais extremos limites racionais”.

E poderiameos acrescentar: € alé mesmao ulirapassar as fronteiras do racional,

E af chegamos até a olhar com outios olhos a velha crenga pitagdrica de fazer da
matemdtica o Ginjco meio de salvacho das almas... de faz€-las retornar s estrelas...

Valcu esiudar os immcionais? Ou isto {oi uma atitude irracional?

Obs: Esse texto fol extraido do livee “Pontes para o infinite” de Michael Guillen,
pp. 41 - 50 e foi adaptado para fins diddiicos.
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APENDICE 1

o METODO BABILONICO PARA EXTRACAC DE RAIZES QUADRADAS

Sabe~se gue os matemdticos mesopotamicos foram
habeis no desenvolvimento de processos algoritmicos, entre os
guais um para extrair a raiz quadrada, frequentemente atribuido
a homens que viveram mais tarde, como o sabio grego Arquitas
(428-365 a.C.) ou a Heron de Alexandria { 100 d.C.). Ocasional-

mente, esse processo & chamado "algoritmo de Newton".

Descricdo do processo: Seja determinar o nimero x = 4??
1¢ Passo: Toma-se o maior nimero inteiro cujo guadrado & menor
gue a. Chama-se de a, a essa primeira aproximagdo de
42’ por falta.
29 Passo: Determina-se o guociente b, = a/a,. Assim, b, & uma

sequnda aproximagdo de (fa , por excesso.

32 Ppasso: Determina-se a média aritmética entre as duas
aproximagdes anteriores, isto &, determina-se
a, = {(a; + b)/2. Desse modo, a, & uma terceira aproxi-

Nacao por excesso de Va.

49 Passo: Determina-se o quociente b, = a/a,. Assim, b, & uma
quarta aproximacdc de A/a’ , por falta.

52 Passo: Determina-se a média aritmética entre a, e b,, isto &,
a; = (a, + by) /2. Desse modo, a, &€ uma quinta aproximacéoc

por excesso de ‘Va . E assin sucessivamente.

Uma justificativa atual do processo
1) Como a, & o maior inteiro cujo quadrado ndo excede a, entao,

temos que : a’ < a, isto &, a, < Aa
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2) Temos gue mostrar que b, > 4a .
Ccomo b, = a/a, , entdo, a, = a/b. Substituindo esse valor de
a, na desigualdade do item 1, vem: a/b, <& = aia < b, =ba.
Ja3/a < b, = b, >4a .
3) Temos que mostrar que: a, = (a, + b)/2 > Va
Como b, = aja, =+ a = a; b, =v va' =+a, b
Como a média geométrica entre dois numeros & sempre menor gue
a média aritmética entre os mesmos, entdo, temos:
m‘ < (a, + by)/2
Logo, Aa < (a + by)/2

0 calcule de v a pelo método babildnio

12 Passo: a = 2 € a, = 1 pois 1 & o maior inteiro cujo quadrado
é menor gue 2.
22 Passo: b, = 2/1 = 2 (aproximagdo por excesso)

3¢ Passo: a, = (a, + b))/2 = (1 + 2) : 2 = 3:2 = 1,5 (aproximagao

pOr exXcesso)

42 Passo: b, = aja, = 2 : 1,5 = 1,33... (aproximagdo por falta)
5¢ Passo: a; = (a, + b)) /2 = (1,5 + 1,33...) ¢+ 2 = 2,833... ¢ 2 =
= 1,41666... {(aproxima¢do por excesso).

F assim sucessivanente,
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APENDICE 2

o0 METODO DE THEON DE SMIRNA PARA EXTRACAO DE RAIZES QUADRADAS

(Extraido de Dbantzig, T., 1970, pp- 99-100)

E possivel constatar nos escritos dos gebmetras
gregos secundarios como Heron de Alexandria (séc. I d.C.) e Theon
de Smirna (neoplatonista e neopitagérico da primeira metade do
século IT d.C.) a existéncia de valores aproximados para nimeros

irracionais como &2 , Af37 , 4/5 , etc. Entretanto, ndo existe

mencdo quanto ao método de obtengdo de tais valores. Comoc na
maioria dos casos as aproximagdes sdo excelentes, os historiado-
res da matematica tentaram levantar conjecturas sobre os métodos
empregados: uma delas afirma que os matematicos gregos tinham
conhecimento das séries infinitas; outra, diz gque eles tinham
conhecimento das frag¢des continuas. T. Dantzig levanta, poreém,
uma outra conjectura gque, segundo ele, tem o mérito de nao
presumir que os gregos eram versados em métodos modernos. Segundo
Dantzig, como a prova euclidiana da irracionalidade de V2' era,
para o matematico grego médio, exética demais para ser convincen-
te, pode ter havido entre alguns pitagdéricos "conservadores’, a
convicgdo de achar um valor racional parawﬁ? V3, etc... apesar
da demonstracgdc. O nimero 2 pode ser representado por um ndmerc

infinito de fracdes, que tém por denominador um guadrado perfei-

to:
2 = 2f/1 = 8/4 = 18/9 = 50/25 = 72/36 = 128/64 = 200/100 = ...
Se Af2 fosse um ndmero racional, "avangando-se" bastante,

encontrar-se~ia, finalmente, uma fracdo cujo numerador também
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fosse um quadrado perfeito. E claro gue tal numerador jamais foi
obtido, mas em contrapartida, encontrou-se uma excelente aproxi-
nagaoc para A2" . Na verdade, 266/144 = 2 enguanto 289/144 =
(17/12)2. Isso d& para /2" a aproximacdo dada por Theon de
Smirna que foi: 1 5/12 = 1,4166... due difere do valor real, en
menos de 1/7 de 1%. Em apoio a essa conjectura, verificamos
também gue, como valor aproximado de VBN por falta, os pitagéri-
cos conheciam a fracdo 7/5, correspondente de 1,4; e este valor,
de gue Aristarco se serviu num célebre problema astronémico,

podia ser obtido, facilmente, pela tédbua dos guadrados. Verifica-

se, de fato, qué: 49/25 = ('7/53)2 é a Unica fracdo possivel, de
termos quadrados menores gue 100, cujo numerador difere do dobro
do denominador, de 1 unidade por falta; 49/25 &, portanto, em
nimercs simples inferiores a 100, o© guadrado perfeito mais

préximo de 2, por falta, e a sua raiz quadrada & 7/5.
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APENDICE 3

0 METODO DE HERON DE ALEXANDRIA PARA EXTRAGAO

DE RATZES QUADRADAS

Lé~se em P. Tannery, traduzindo um fragmento das
"Métricas" de Heron: "Visto gue o nimero 720 n&o tem raiz racio-
nal, obteremos uma raiz com diferenga minima, como seque: Sendo
729 o quadrado mais proximo de 720, este guadrado tem por lado

27, divido 720 por 27, obtendo assim 26 2/3. Junto-lhe 27,

-

resulta entdo 53 2/3, cuja metade & 26 1/2 1/3; por isso, a raiz
mais aproximada de 720 & 26 1/2 1/3".

Notemos que este processo de calculo equivale a
considerar a primeira aproximagdoc da ralz guadrada de um numerc
B gualquer como $endo: G = 1/2 (b + B/b) onde b € o inteiro cujo
gquadrado mals se aproxima de B.

Podemos, porém, expressar o valor de @ de ocutra
maneira. Como b & o inteiro cujo quadrado mais se aproxima de B,
entdo, B = B’ + r, onde r é a diferenga entre os guadrados de b
e B. Entdo, § = (b + (b> £ r)/b)/2 ou = b/2 + (b £ r)/2b ou

G = (b + P £ r)/2b ou @ = 2b’ * r/2b ou 9 = b * r/2b
08 gregos sabiam gue essa aproximacdo @ é sempre uma aproximacao
por excesso de B e que a aproximacio P'== b + r/2bt1 é
sempre uma aproximagdo por falta de B

O célculo de Y2 pelo método de Heron

12 aproximacdo: Temos que B = 2. Como 1 € o inteiro cujo guadrado

malis se aproxima de B, entdo, temos: b =1 e r = 1, Logo,

e = b + r/2b =1+ 1/2 = 3/2 = 1,5 (aproximagdo por excesso)
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. - . 1 B _ _
28 aproximacdo: Temos que.@jwwgn(ﬁ+1r} Como B = 2 e ? = 1,5,
entdo, @, = (1,5 + 2 : 1,5)/2 = 1,41666... (aproximacdo por

excesso e correta até a 22 casa decimalj.

32 aproximacdo: Temos qgue: %2 - %%.(P1+w§“) . Como B = 2
e {&1 = 1,41666..., entdo, P? = (1,4166...’%« 2 : 1,4166...)/2 =
= 1,4142157 (aproximac&c por excesso e correta até a 52 casa
decimal).

Observe-~se que o método de Heron & quase idéntico

ao método babilénio.
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METODO DE THEON ALEXANDRINO PARA EXTRACAO DA RAIZ QUADRADA DE 2

Objetivo: Determinar a medida do lado do quadrado cuja area & B

=2, através de aproximagdes sucessivas.

12 Passo: Construir o maior quadrado de

lado inteiro, culja area seija

nenoy gue B = 2.

29 Passo: Construlr um segundo duadrado

—

AHIJ, de lado b,, através de

um acréscimo de um valor (30 aos

seus lados.
Para que a area do quadrado AHIJ seja 2,
é necessirio que a area r do gnémon
EHIJGF seja 1, isto &, r = 1.
Podemos re-—arranjar os dois retangulos
e o quadrado que compdem o gnoémon EHIJGF
de modo a formarem um Gnico retdngulo
equivalente a essas trés partes. Um dos
lados desse reténgulo sera P“ , engquanto
gque o outro serd 2b + @0. E claro que se
dividissemos a area r desse retangulo por

2b + P“ , obteriamos GG como quociente.

fo

Mas se dividirmos essa area r por 2b (menor

Go

G F
b b
A b=l £
|
2
bPQ F’o
F
B bp,
b E po H
AH = bGz b+ PU
2b+ B,

:bﬁo

b, @2

gue 2b-+?0) obteremos um ninero maior que PO.

Como r = 1 & b = 1, entao,

Suponhamos gue Pezm 0,4. Mas, se FO = 0,4,

b

zb@0+p§zr

entdo,

Logo,Po< r/2b.

?0 < 1/2, isto &, PQ < 0,5.

a area do
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gndmon EHIJGE = 2b\’50 + (3; = 0,96, Como 0,96 < 1, entdo, existe um
2 L] -~

segundo gndmon de area ry e r, = r - {2b{ + (30) , isto &, r4y =1 ~

0,96 = 0,04.

32 Passo: Construir um terceiro guadrado M b, L
Py %
AKLM, de lado b, = b, + (3, ! bo £y By
% 1 b = b?
através do acréscimo de um g" bfo Bo o PO
F bl‘-‘: \DQ"'GL

valor {s] aos lados do quadra- “”o?ﬁ

b ‘b(&o
do AHIJ.

- Para que a area do guadrado AKLM seja 2, A b E (Z-D H By K

& necessario gue a area r;, do gndémon

HKIMJI seja 0,04, isto &, r, = 0,04. Db+ B
0 i
bU bQ P1
- Como ry = 0,04 e Dby = b +(50 =1+ 0,4 = 1,4, entéo

(5, < 0,04 : 2,8, isto é, P‘ < 0,014285.

- Suponhamos que (31 = 0,01. Mas, se (3] = 0,01, entdo, a area do
gnémon HKLMJI = 2 b, (5, o+ (Si = 0,0281.

- como 0,0281 < 0,04, entdo, existe um terceiro gnémon cuja area
é r = ry - (2 by (5 . T PZE )y, isto &, ¥, = 0,04 - 0,02.81, ou
r;, = 0,0119. Logo, 20 = b+ [30 T {3, +{32 + ... ou

Af2' = 1,41...



255

APENDICE 5

O METODO DAS FRACOES CONTINUAS PARA EXTRACAO

DE RAIZES QUADRADAS

Seja x um nimero real positivo. Se a, € sua parte

inteira, entdo, x = a, + 1/%,, onde X, > 1. Se X, & inteiro,
ponhamos ¥, = a,. Se ¥, ndo for inteiro, seja a, sua parte inteira,
. - [
isto &, x, = a, + 1/x,. Portanto, x = a, + ]

a, +

Se x & racional, entdo, ele pode ser escrito sob a forma de uma
fragdo continua limitada. Se x @ irracional, ele sd pode ser
escrito zob a forma de uma fragdo continua ilimitada.

A idéias de fragdo continua & muito antiga e pode
ser encontrada ja na China antiga, na Grécia do século II e na
india do século I. Sua teoria moderna comecga todavia, na época de
Fermat e atinge seu apogeu com os trabalhos de Lagrange e Legen-—
dre, no final do século XVIII. Entretanto, em 1572 Bombelli, em
sua "Algebra", ja desenvolvia A2 pelo método das fracgdes
continuas. Como 1 < V2 < 2, podemos por: A2 = 1 4 1/y.
Calculando y nesta equagdo temos: y = 1/{4Z -1} = 427+ 1

Como *Vi‘z 1+ 1f/y entdo, y =1 + 1/y + 1 ouy =2+ 1/y. Entéo,

Vz = 1 + — Logo, as aproximacgodes de Af2' sdo dadas por:
2
Ty
f, =1+ 1/2 = 1,5 f, =1 + ! = 1,4
'2.4.._1._4
i 2
f, =1+ = 1,4166.,..
: YJTH S
2+ A2
£, = 1 + ! = 1,41379..
2+ !
2+ ‘
2o
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A série: 1, 1 + 1/2, 1 + 2/5, 1+ 5/12, 1 + 12/29, 1 + 29/70, 1 +
70/169, ... converge para v2° . E uma série alternada:

1< 1+ 2/5 < 1 + 12/29 < 1 + 70/169 < 2 < 1 + 29/70 < 1 +
5/12 < 1 + 1/2

Este método se aplica a todos os nlmeros da forma AR
, bem como a todos os ndmeros positivos gue sejam solugdes de uma
equagido de 22 grau. Euler demonstrou que toda solugdo irracional
positiva de uma equagdo racional de 22 grau, pode ser representa-
da por uma fragdo continua periédica simples (numeradores iguais
a 1). Lagrange demonstrou o reciproco. As fragoes continuas
periédicas jogam o mesmo papel em relagao as equagoes de 22 grau
que as fragdes decimais periddicas em relagao as eqgquagdes de 19
grau. O estudo do desenvolvimento de T enm fracdo continua foi
feito por Lambert em 1761. Liouville utilizou fragdes continuas

para mostrar a existéncia de nameros transcedentes.
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